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M. Joseph Peters pour sa relecture extrêment minutieuse de la th�ese ainsi que pour ses
nombreuses remarques sur le fond et la forme de mon document en fran�cais et sur les articles
en anglais,

Mme. Brigitte Plateau pour sa pr�esence �a mon jury et son accueil au sein du projet
apache,

M. Patrick Witomski d'avoir accept�e d'être membre du jury, mais aussi de m'avoir ac-
cueilli au sein du LMC,

en�n M. Denis Trystram d'avoir �et�e mon directeur de th�ese pendant ces trois ann�ees.

Je voudrais �egalement remercier tous les personnes du LMC pour leur accueil au sein du
laboratoire, plus particuli�erement les membres de l'�equipe Calcul Parall�ele et Calcul Formel.
Un merci tout particulier �a Jean-Marc pour ses nombreux conseils �eclair�es en ce qui concerne
mes enseignements ainsi que sur la r�edaction de ma th�ese.

J'aimerai �egalement exprimer ma gratitude, �a tous les th�esards de l'�equipe, les anciens
(Phil, Pascal, Lolo) et les pr�esents (C�ecile, Nathalie, Yannick, Fred, ....). Un merci tout par-
ticulier �a mes deux relectrices de choc, C�ecile et Nathalie.

Je voudrais �egalement saluer tous les gens avec qui j'ai eu l'occasion de travailler, Tof,
Fred, et les Ni�cois. Encore merci �a papa Joe pour son accueil extraodinaire �a Vancouver et
pour les six semaines que j'ai pass�e l�a bas.





Table des matieres i

Table des mati�eres

Introduction 1

I Mod�eles 7

1 Mod�eles de machines 9

1.1 Classi�cation des machines parall�eles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9
1.2 Mod�elisation des communications sur machines MIMD : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11

1.2.1 Les contraintes physiques de communication : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13
1.2.2 Les di��erents modes de commutation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14
1.2.3 Mod�elisation du temps de communication : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14

1.3 Les principales topologies : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15
1.3.1 Les r�eseaux directs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15
1.3.2 Les r�eseaux multi-�etages : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

1.4 Description de quelques machines parall�eles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18
1.5 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

2 Le mod�ele de programmation par processus communicants 21

2.1 Description du mod�ele : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22
2.1.1 Introduction et d�e�nitions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22
2.1.2 Les communications point-�a-point : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23
2.1.3 Les communications globales : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25
2.1.4 La notion de groupe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27
2.1.5 Les di��erences dans les implantations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

2.2 PVM : Parallel Virtual Machine : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28
2.2.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28
2.2.2 Caract�eristiques de PVM : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30
2.2.3 Les communications en PVM : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 32
2.2.4 Concepts avanc�es en PVM : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34

2.3 MPI : Message Passing Interface : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35
2.3.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35
2.3.2 Les concepts de base : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37
2.3.3 Communications point-�a-point : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38
2.3.4 Communications collectives : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38

2.4 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41

II Communications Globales 43

1 Communications globales dans les r�eseaux directs 45

1.1 Les principaux sch�emas de communication : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45
1.2 Communication point-�a-point : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47



ii Table des matieres

1.2.1 Le pipeline de message : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47
1.2.2 Les chemins disjoints : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47

1.3 Communications globales : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 48
1.3.1 Commutation de messages : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 48
1.3.2 Commutation de circuit et wormhole : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53

1.4 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57

2 Transposition de matrices allou�ees par blocs 59

2.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59
2.2 Description des allocations de donn�ees : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60
2.3 L'algorithme de transposition r�ecursive et travaux pr�ec�edents en commutation de message : : 63

2.3.1 L'algorithme de transposition r�ecursive : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63
2.3.2 Implantation sur l'hypercube en commutation de message : : : : : : : : : : : : : : : : 63
2.3.3 Travaux pr�ec�edents sur la grille en commutation de message : : : : : : : : : : : : : : : 64
2.3.4 Utilisation des r�esultats g�en�eraux sur le routage de permutation : : : : : : : : : : : : 65

2.4 Quelques r�esultats pr�eliminaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67
2.4.1 Transposition sur un chemin : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67
2.4.2 Transposition cyclique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69
2.4.3 M�ethodologie g�en�erale : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70

2.5 Application aux r�eseaux usuels : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71
2.5.1 Transposition Directe sur le tore : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71
2.5.2 Transposition Directe sur le de Bruijn : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74

2.6 R�esultats d'optimalit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76
2.6.1 Bornes inf�erieures en commutation de message : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76
2.6.2 R�esultats d'optimalit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 79

2.7 Adaptation au wormhole : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80
2.8 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82

3 �Echange total dans une grille torique. 83

3.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 83
3.2 Quelques r�esultats pr�eliminaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 84
3.3 Travaux pr�ec�edents : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86
3.4 Bornes inf�erieures : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88
3.5 Deux nouveaux algorithmes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88

3.5.1 Description de l'algorithme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 89
3.5.2 Preuve de la correction de l'algorithme OE : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91
3.5.3 �Etude de la complexit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 92
3.5.4 Am�elioration de l'algorithme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 93

3.6 Extension �a d'autres tailles de tore : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 94
3.7 Quelques r�esultats de simulation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97
3.8 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100
3.9 Annexe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100

III Masquage des communications dans les algorithmes paral-
l�eles 105

1 Principes g�en�eraux et m�ethodologie 107

1.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 107
1.2 Le recouvrement n'est pas que la simple utilisation de communications asynchrones. : : : : : 108
1.3 Les di��erentes m�ethodes pour minimiser le temps de communication : : : : : : : : : : : : : : 110

1.3.1 Le masquage des communications au niveau syst�eme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 110
1.3.2 Optimisation des communications dans la g�en�eration de code Fortran parall�ele : : : : 111
1.3.3 Les biblioth�eques mixant calculs et communications : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 113



1.4 L'approche propos�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 113
1.4.1 Sch�emas algorithmiques g�en�eraux : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 114

1.5 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 120

2 D�etermination des param�etres �el�ementaires de communication: mod�elisation des temps

de communication du Cray T3D 123

2.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 123
2.2 La machine Cray T3D : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 124

2.2.1 Les n�uds de calcul et le r�eseau d'interconnexion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 124
2.2.2 Les biblioth�eques de communication : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 126

2.3 �Evaluation et mod�elisation des temps de communication : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128
2.3.1 Pr�esentation du protocole exp�erimental : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128
2.3.2 One-To-One : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 129
2.3.3 One-To-All : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132
2.3.4 All-To-All : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 133
2.3.5 Personalized-All-To-All : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 137

2.4 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 137

3 Application �a la transform�ee de Fourier 139

3.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 139
3.2 Algorithmes s�equentiels de calcul de la Transform�ee de Fourier : : : : : : : : : : : : : : : : : 140

3.2.1 FFT mono-dimensionnelle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 140
3.2.2 FFT bi-dimensionnelle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 142

3.3 Pr�eliminaires : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 142
3.3.1 Quelques d�e�nitions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 143
3.3.2 Correspondance entre les fonctions d'allocation sur les di��erentes topologies : : : : : : 143
3.3.3 R�esultats d'�emulation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 144

3.4 Algorithmes parall�eles de FFT mono-dimensionnelle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146
3.4.1 Algorithme g�en�eral : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146
3.4.2 Impl�ementations et analyses de la compl�exit�e sur di��erentes topologies : : : : : : : : : 146

3.5 Algorithmes parall�eles de calcul de la FFT bi-dimensionnelle : : : : : : : : : : : : : : : : : : 148
3.6 Allocation de donn�ees : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 148
3.7 M�ethode Transpose Split (TS) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 149
3.8 M�ethode Local Distributed (LD) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 151
3.9 M�ethode Block (Bl) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 152
3.10 Masquage des communications dans le cas mono-dimensionnel : : : : : : : : : : : : : : : : : : 153

3.10.1 Calcul d'une FFT mono-dimensionnelle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 153
3.10.2 Calcul de plusieurs FFT mono-dimensionnelles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 155

3.11 Application aux algorithmes de FFT bi-dimensionnelles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 159
3.11.1 M�ethode TS avec recouvrement : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 159
3.11.2 M�ethode LD avec recouvrement : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 162
3.11.3 M�ethode Bl avec recouvrement : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 162

3.12 Exp�erimentations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 162
3.12.1 Cas mono-dimensionnel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 163
3.12.2 Cas bi-dimensionnel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 163
3.12.3 Le calcul de la taille de paquets : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167

3.13 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167

Conclusion 169

Bibliographie 173





Table des �gures v

Table des �gures

1.1 Classi�cation des super-calculateurs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10
1.2 Mod�elisation d'une machine MIMD �a m�emoire distribu�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : 11
1.3 Sch�ematisation d'une machine MIMD : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12
1.4 Sch�ematisation d'un n�ud : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12
1.5 Machines 1-port et k-ports : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14
1.6 R�eseaux �etudi�es avec P = 16. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16
1.7 R�eseau multi-�etages om�ega de dimension 2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

2.1 Exemple du mod�ele de programmation par processus communicants : : : : : : : : : : : 23
2.2 Di��erences entre communications bloquantes et non-bloquantes entre deux processeurs. 24
2.3 Di�usions atomique et non atomique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26
2.4 Exemple d'une visualisation de traces par XPVM : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30
2.5 Les modes de communications �ables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36
2.6 Les modes de communications non-�ables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37
2.7 Principales fonctions de communication dans un groupe de processus : : : : : : : : : : 40

1.1 Communications globales. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 46
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Introduction

Introduction

Le calcul scienti�que a connu un d�eveloppement consid�erable ces vingt derni�eres ann�ees.
Il est, depuis son apparition, un gros consommateur de puissance de calcul et de taille
m�emoire pour pouvoir traiter des mod�eles se rapprochant le plus pr�es possible de la r�ealit�e. Il
n�ecessite des chercheurs, non seulement capables d'appr�ehender les ph�enom�enes physiques du
probl�eme �a r�esoudre, de comprendre et mâ�triser les mod�eles math�ematiques, mais �egalement
aptes �a concevoir et programmer e�cacement les algorithmes de r�esolution.

Pour r�epondre aux besoins en puissance de calcul, il a fallu concevoir des machines de
plus en plus performantes. Les machines et l'algorithmique num�erique parall�eles constituent
la r�eponse actuelle �a ces besoins. Le parall�elisme n'est pas aussi r�ecent en informatique que
nous pourrions le penser. Ses premi�eres formes ont vu le jour dans la conception même des
microprocesseurs et des op�erateurs pipelines de calcul.

Les premi�eresmachines parall�eles sont plus r�ecentes, mais souvent leurs utilisateurs ne sa-
vent pas qu'ils travaillent sur des multi-processeurs. Ces machines sont des super-calculateurs
�a base d'un petit nombre de processeurs vectoriels tr�es puissants qui se partagent une m�e-
moire commune. La gestion du parall�elisme est totalement transparente et assur�ee par le
compilateur et le syst�eme d'exploitation.

Ces machines donnant de bonnes performances, leurs concepteurs ont voulu augmenter
le parall�elisme et ajouter des processeurs. Le probl�eme suivant s'est alors pos�e : comment
g�erer un acc�es concurrent d'un nombre important de processeurs �a une m�emoire commune?
Quelques solutions ont �et�e apport�ees, mais une r�eponse �a �et�e de d�etourner le probl�eme en
proposant de distribuer physiquement la m�emoire. Ce sont les premi�eres machines massi-
vement parall�eles �a m�emoire distribu�ee. Une des premi�eres est la DAP (Distributed Array
Processing) au d�ebut des ann�ees 80, mais les premi�eres �etudes remontent aux ann�ees 70 �a
l'universit�e d'Illinois avec la machine Illiac IV [96, 117].

�A partir de ce moment, deux types de machines parall�eles ont coexist�e pour le calcul
scienti�que : celles �a m�emoire partag�ee et celles �a m�emoire distribu�ee, appel�ees (( machines
massivement parall�eles )) (ou MPP pour Massively Parallel Processing).

Les principaux avantages de ce type d'architecture sont tout d'abord une fa�con (( simple ))

d'augmenter la puissance de calcul en ajoutant des processeurs (pour peu que l'on sache les
connecter e�cacement entre eux) et la possibilit�e de traiter des probl�emes beaucoup plus
gros en augmentant la taille m�emoire. C'est en e�et une des limites des machines �a m�emoire
partag�ee car l'espace d'adressage est limit�e. Cette limite n'existe pas (ou existe dans une
mesure nettement moins importante) pour les machines �a m�emoire distribu�ee, car il est tout
�a fait possible de disposer d'une m�emoire locale de 100 M�ega octets (108 octets) sur chaque
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processeur, et donc d'avoir une m�emoire totale de 100 Giga octets (1011 octets) si la machine
parall�ele poss�ede une centaine de processeurs, ce qui est inimaginable pour une machine �a
m�emoire partag�ee. Ces deux avantages peuvent se r�esumer sous le terme de (( conservation
des facteurs d'�echelles )) (plus connu sous le terme de scalability en anglais).

En revanche le tr�es gros inconv�enient de ce type de machine est de rendre explicite le
parall�elisme. L'utilisateur doit exprimer ses programmes de fa�con parall�ele, et/ou d'e�ectuer
les �echanges de messages entre les di��erents processeurs. De ce fait, le parall�elisme sur ma-
chines �a m�emoire distribu�ee n'a pas eu le d�eveloppement et le succ�es escompt�es au niveau de
l'industrie 1. Ce ph�enom�ene a fait r�ecemment l'objet d'une discussion lors d'une conf�erence
internationale �a Taiwan intitul�ee : (( Le calcul parall�ele : o�u nous sommes nous tromp�es? )).
En e�et, bien que les plus gros constructeurs de super-calculateurs (comme Cray Research,
IBM, Digital Equipment Corporation, Fujitsu, Convex etc.) se soient lanc�es dans la construc-
tion de MPP, on peut être quelque peu d�e�cu du faible d�eveloppement de codes parall�eles au
niveau industriel.

�A cela, les participants �a cette discussion ont trouv�e plusieurs raisons 2. La principale
est qu'il n'est pas possible, �a l'heure actuelle, �a investissement d'e�ort de d�eveloppement
�equivalent, d'�egaler les performances d'une machine vectorielle avec une machine parall�ele �a
m�emoire distribu�ee. Certains industriels vont même jusqu'�a dire que le calcul parall�ele (sur
MPP) est un �echec.

Ce constat est certainement exag�er�e. Cependant, il est vrai que la technologie a �evolu�e
beaucoup plus rapidement que le logiciel. Nous nous trouvons aujourd'hui avec des machines
capables de plusieurs GigaFlops 3 mais avec pratiquement aucune application qui les atteint,
faute d'environnement de programmation ad�equat. Le calcul massivement parall�ele ne se d�e-
veloppera v�eritablement que lorsque nous serons capables de fournir �a l'utilisateur les moyens
de porter rapidement son code sur une machine massivement parall�ele et que ce code, bien
�evidemment, lui procure de meilleurs performances qu'avec des machines vectorielles clas-
siques.

Il y a dans la phase pr�ec�edente trois termes clefs : portabilit�e, rapidit�e et e�cacit�e.
Cela ne fait pas tr�es longtemps que l'on commence �a �ecrire des programmes parall�eles por-
tables, ceci grâce �a l'�emergence de standards, que cela soit au niveau langage (comme par
exemples HPF High Performance Fortran [56]) ou au niveau biblioth�eque de communication
(comme MPI Message Passing Interface [95] ou PVM Parallel Virtual Machine [11] 4). On
peut maintenant �ecrire des programmes qui peuvent s'ex�ecuter sur la plupart des machines
parall�eles avec un minimum de changements dans le code 5.

La (( rapidit�e de d�eveloppement et de codage )) est encore de nos jours �a l'oppos�e de
la notion d'e�cacit�e du code parall�ele produit. Il est faux de penser que l'on peut �ecrire

1: On commence �a peine �a entendre parler de portage ou d'�ecriture de codes de production sur machines
parall�eles �a m�emoire distribu�ee.

2: R�esum�ees par Ken Kennedy dans [85].
3: De l'ordre du milliard d'op�erations 
ottantes par seconde.
4: Nous reviendrons plus en d�etail sur ces biblioth�eques dans la partie I, chapitre 2.
5: Il est cependant �evident que pour avoir un code r�eellement e�cace sur une machine, il faudra tenir

compte des sp�eci�cit�es de cette machine et de ses composants. Mais ce constat existait avant l'apparition
des machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee.
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rapidement un code parall�ele performant sur MPP. Certaines personnes en d�eduisent alors
que le parall�elisme n'est e�cace que pour quelques (( niches )) du calcul scienti�que. Ces per-
sonnes ont tendance �a confondre ce qu'il est possible de faire actuellement en parall�elisation
(( rapide )) et les performances que l'on peut atteindre en s'investissant dans la parall�elisation
du code. Il est vrai que les compilateurs, souvent encore �a l'�etat de prototype de laboratoire,
ne produisent pas de codes parall�eles v�eritablement e�caces sauf dans certains cas. Mais ce
n'est pas parce que les compilateurs �echouent qu'un programmeur ne pourra pas faire mieux.

On peut distinguer deux voies possibles dans le d�eveloppement d'environnement de pro-
grammation parall�ele. La premi�ere est �a long terme : il s'agit de fournir des environnements
complets o�rant des compilateurs-parall�eliseurs, des syst�emes d'�equilibrage de charge, d'�eva-
luation de performances, etc [105]. Cependant, il faut être conscient que le d�eveloppement
de compilateur-vectoriseur a pris plus de dix ans (et ce n'est pas �ni), et le probl�eme de
la parall�elisation automatique est certainement plus compliqu�e. La deuxi�eme voie, qui n'est
pas �a l'oppos�e de la premi�ere, est plutôt une approche biblioth�eque : elle consiste �a fournir
�a l'utilisateur le maximum de proc�edures (( prêtes �a l'emploi )) qui ont �et�e parall�elis�ees de la
mani�ere la plus e�cace possible 6.

Apr�es un fort d�eveloppement de biblioth�eques s�equentielles de calcul num�erique (comme
les biblioth�eques BLAS [89], puis LINPACK [17] et LAPACK [5], pour ne citer qu'elles),
sont apparues depuis quelques ann�ees les premi�eres biblioth�eques parall�eles [33] : comme par
exemple les biblioth�eques ScaLAPACK [32] ou PETSc [66] (et il en existe bien d'autres). Ce-
pendant, ces biblioth�eques sont toujours constitu�ees de deux entit�es assez distinctes qui sont,
d'un côt�e une partie calcul pur (souvent bas�ee sur les biblioth�eques s�equentielles existantes)
et une partie communication (plus ou moins optimis�ee mais n�ecessairement portable).

En même temps que se d�eveloppaient ces biblioth�eques num�eriques, sont apparues des
biblioth�eques de communication que l'on peut regrouper en trois grandes cat�egories :

1. les biblioth�eques de fonctions de communication optimis�ees : elles sont alors non
portables. Nous trouvons dans cette cat�egorie toutes les biblioth�eques des construc-
teurs : NX (Intel), MPL (IBM), ShMem (Cray), etc ou encore le d�eveloppement de
biblioth�eques �eto��ees sur une base existante (comme par exemple la biblioth�eque In-
terCom [9]).

2. les biblioth�eques de communication portables : PVM [11], MPI [95], P4 [19], Cha-
meleon [67], etc

3. les versions optimis�ees des biblioth�eques portables : il s'agit d'impl�ementations
sp�eci�ques e�caces des pr�ec�edentes biblioth�eques sur des machines parall�eles, comme
par exemple les di��erentes impl�ementations de PVM (SP1/SP2 [77], T3D [41]) ou de
MPI (sur SP1/2 [61]).

Que cela soit dans l'une ou l'autre des deux approches pr�ec�edemment cit�ees, il est �evi-
dent que pour obtenir une parall�elisation e�cace d'un algorithme, et donc a fortiori d'une

6: Pour plus de d�etails sur les biblioth�eques existantes ayant une utilit�e dans le domaine du calcul parall�ele,
le lecteur pourra se reporter �a deux articles de synth�ese : [4, 124].
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application, il est n�ecessaire de minimiser le temps de (( non-calcul )) induit par la parall�eli-
sation. Nous entendons par temps de (( non-calcul )) tout simplement le temps durant lequel
les processeurs ne calculent pas. En e�et, si un calcul est e�ectu�e de fa�con concurrente par
plusieurs processeurs, il est in�evitable qu'�a un moment ou �a un autre les processeurs vont
avoir �a communiquer (et ceci quel que soit le mode de communication entre les processeurs :
par �echanges de messages ou via une variable commune dans une m�emoire partag�ee). Par
cons�equent, le temps d'ex�ecution parall�ele n'est pas le temps d'ex�ecution s�equentiel divis�e par
le nombre de processeurs utilis�es, mais le temps de calcul, plus un temps de (( non-calcul ))

comprenant le temps de communication, le temps de gestion des messages communiqu�es
ainsi que le temps d'inactivit�e (comme par exemple le temps d'attente d'une donn�ee non
locale n�ecessaire �a la poursuite de l'ex�ecution.). Nous appellerons dans la suite, par abus de
langage, temps de communication, tout ce qui n'est pas du temps utilis�e par le processeur
pour calculer.

Comment peut-on alors minimiser le temps de communication d'un algorithme parall�ele?
Nous pouvons distinguer plusieurs m�ethodes, qui ne s'excluent pas mutuellement : une pre-
mi�ere consiste �a optimiser l'algorithme de communication lui-même, tandis que les autres
tentent de minimiser la part totale du temps de communication par un travail au niveau
de l'algorithme parall�ele dans son ensemble. Pour cela on peut optimiser le placement des
calculs sur les di��erents processeurs, trouver un (( bon ordonnancement )) des calculs locaux
a�n de minimiser les temps d'inactivit�e, ou encore tenter, de masquer les temps de commu-
nication en e�ectuant des calculs parall�element.

Le sujet de ce m�emoire porte sur la r�eduction du temps de (( non-calcul )) dans la pa-
rall�elisation d'algorithmes num�eriques. Pour cela nous �etudions les moyens possibles o�erts
�a un utilisateur de machine parall�ele pour am�eliorer l'e�cacit�e de la parall�elisation de son
application num�erique. Nous allons donc d�evelopper les deux m�ethodes cit�ees pr�ec�edem-
ment : d'une part l'optimisation des algorithmes de communication globale, et d'autre part
le recouvrement des communications par du calcul.

Avant tout, il nous semble important de pr�eciser le cadre de cette �etude. C'est pourquoi
nous d�e�nissons dans une premi�ere partie les mod�eles utilis�es :

{ le mod�ele de machine : nous nous int�eressons essentiellement dans ce m�emoire aux
machines parall�eles asynchrones �a m�emoire distribu�ee. Nous nous attardons plus par-
ticuli�erement sur le mod�ele de communication utilis�e par ces derni�eres car il a bien
sûr une grosse in
uence sur les m�ethodes mises en �uvre pour r�eduire le temps de
communication;

{ le mod�ele de programmation : nous d�ecrivons plus particuli�erement le mod�ele de pro-
grammation par processus communicants, car c'est celui qui est �a la base des machines
que nous consid�erons, et de plus, c'est le mod�ele que nous avons utilis�e pour program-
mer tous les algorithmes.

Dans une deuxi�eme partie nous nous int�eressons �a la premi�ere m�ethode cit�ee pour mini-
miser le temps de communication par l'optimisation de l'algorithme de communication lui-
même. Il est maintenant reconnu que la parall�elisation des algorithmes num�eriques entrâ�ne
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des mouvements de donn�ees plus ou moins r�eguliers, ces mouvements �etant r�ealis�es par
des sch�emas de communication impliquant tout, ou une partie des processeurs de la ma-
chine [36, 55, 63, 108, 113]. Nous commen�cons, tout d'abord, par une description des outils
les plus utilis�es pour optimiser les algorithmes de communication, ceux-ci sont illustr�es par
quelques exemples d'algorithmes de communication globale. Nous d�ecrivons ensuite, dans les
deux chapitres suivants, deux probl�emes de communication globale que nous avons �etudi�es et
qui sont : le probl�eme de la transposition de matrices allou�ees par blocs, et l'�echange total en
commutation de circuit et wormhole dans les r�eseaux d'interconnexion dont la topologie est
un tore �a deux dimensions. Nous proposons pour chacun de ces probl�emes des algorithmes
e�caces que nous comparons aux bornes inf�erieures et �a d'autres algorithmes.

En�n, dans une troisi�eme partie, nous �etudions la deuxi�eme approche pour minimiser
le temps de communication qui consiste �a masquer ce dernier. Dans un premier chapitre
nous faisons une introduction au probl�eme et nous d�ecrivons l'approche adopt�ee. Celle-ci
consiste �a identi�er des sch�emas et �a utiliser des techniques algorithmiques a�n de recouvrir
au mieux le temps de communication dans un algorithme num�erique parall�ele. A�n qu'au
moment de l'impl�ementation de l'algorithme, le masquage des communications se fasse le
mieux possible, il est imp�eratif d'avoir une bonne estimation des temps respectifs de calcul et
de communication de l'algorithme. Nous d�ecrivons donc, dans le chapitre suivant, une s�erie
de tests qui nous ont permis d'�evaluer puis de mod�eliser les performances des communications
globales du Cray T3D.

L'utilisation de ces techniques est illustr�ee dans le chapitre suivant avec l'�etude de nou-
veaux algorithmes de calcul de transform�ee de Fourier avec recouvrement des communica-
tions et utilisation maximale des liens de communication. Ces algorithmes ont �et�e impl�emen-
t�es sur de nombreuses machines parall�eles et montrent l'int�erêt pratique des m�ethodes avec
masquage des communications.

L'�etude et l'emploi de ces di��erentes m�ethodes n�ecessitent en premier lieu une bonne
connaissance des algorithmes num�eriques cibles, mais aussi des comp�etences en informatique
et notamment en parall�elisme, a�n de mieux appr�ehender les probl�emes (et bien sûr donner
des solutions) qui se posent lors de la parall�elisation des-dits algorithmes.
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Partie I

Mod�eles

Nous d�ecrivons dans cette partie les di��erents mod�eles de

machines et de programmation utilis�es en parall�elisme. Nous

nous int�eressons plus particuli�erement �a ceux que nous avons

utilis�es, �a savoir, le mod�ele de machine parall�ele �a m�emoire

distribu�ee et fonctionnement asynchrone et le mod�ele de pro-

grammation par �echange de messages.
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Modeles de machines

Chapitre 1

Mod�eles de machines

Dans ce chapitre nous pr�esentons le mod�ele de machine utilis�e dans ce

m�emoire. Il s'agit de machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee �a fonction-
nement asynchrone. Nous nous attardons sur les mod�eles de communi-

cation de ces machines.

1.1 Classi�cation des machines parall�eles

Depuis l'apparition des premiers ordinateurs, la course �a la puissance de calcul est deve-
nue rapidement un des objectifs principaux. Ces super-calculateurs ont d'abord �et�e des
machines �a processeurs vectoriels, puis sont n�es les premiers ordinateurs �a plusieurs pro-
cesseurs (moins d'une dizaine) toujours vectoriels. C'est au d�ebut des ann�ees 1980 que l'on
a commenc�e �a parler des machines massivement parall�eles �a m�emoire distribu�ee, le
nombre d'unit�es de traitement fonctionnant en parall�ele pouvant atteindre plusieurs milliers.

Plusieurs crit�eres existent pour di��erencier ces machines [76]. La �gure 1.1 r�esume les
principaux et donne des exemples de machines appartenant �a ces di��erentes classes.

Le premier crit�ere de di��erenciation porte sur la m�emoire qui peut être soit distribu�ee,
soit partag�ee. Celui-ci a une cons�equence imm�ediate sur le mode de communication entre des
processus distants : elle va se faire soit via des variables communes dans la m�emoire partag�ee,
soit par �echange de messages (cf partie I chapitre 2) dans le cas d'une m�emoire physiquement
distribu�ee.

Si la m�emoire est non partag�ee, on distingue ensuite le mode de contrôle, qui est soit
synchrone, c'est le cas de toutes les machines SIMD 1, soit asynchrone : c'est la classe des
machines MIMD 2. En�n, le dernier crit�ere que l'on peut consid�erer, est le mode d'adressage
qui est soit global soit local.

1: SIMD : Single Instruction stream, Multiple Data streams.
2: MIMD : Multiple Instruction streams, Multiple Data streams.
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SIMD

Single Instruction

Global Local

Distribu�eePartag�ee

Synchrone

MIMD

Multiple Instruction

Asynchrone

Multiple DataMultiple Data

Cray C90

TMC CM2

Cray T3D TMC CM5

Intel Paragon

IBM SP1, SP2KSR1,KSR2

MasPar

CONTRÔLE

MEMOIRE

MODE D'ADRESSAGE

Fujitsu VP1000

SGI Power Challenge

Cray T3D

Intel iPSC

Fig. 1.1 - Classi�cation des super-calculateurs

Nous nous int�eressons dans ce document aux machines MIMD �a m�emoire distribu�ee
(patato��de gris�e sur la �gure 1.1), c'est-�a-dire des machines �a plusieurs unit�es de traitement
et de contrôle, poss�edant chacune une m�emoire locale et reli�ee via un r�eseau d'interconnexion
(voir �gure 1.2). Ce mod�ele correspond en e�et aux architectures des derni�eres machines
parall�eles.
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UC UC UC

R�eseau d'interconnexion

M�emoire

Locale

M�emoire

Locale

M�emoire

Locale

Fig. 1.2 - Mod�elisation d'une machine MIMD �a m�emoire distribu�ee

Les crit�eres donn�es pr�ec�edemment sont d'ordre architecturaux. Il faut aussi distinguer
les mod�eles de programmation de ces machines qui sont essentiellement au nombre de
deux :

Le parall�elisme de donn�ees : Cela consiste �a e�ectuer des actions successives sur des
donn�ees parall�eles multi-dimensionnelles. Le programme ex�ecut�e est soit unique, soit le
même pour tous les processeurs. Le s�equencement se fait soit au niveau de l'instruction
et ce sont alors des programmes de type SIMD (c'est-�a-dire qu'�a chaque top d'horloge,
tous les processeurs ex�ecutent la même instruction), soit au niveau du code, et nous
avons un programme de type SPMD (Single Program Multiple Data, c'est-�a-dire que
le même code est ex�ecut�e par tous les processeurs). Dans ce cas le parall�elisme est
guid�e par la distribution des donn�ees.

Le parall�elisme de tâches : Il s'agit de d�ecrire une application en terme de tâches ind�e-
pendantes (c'est-�a-dire qu'elles peuvent s'ex�ecuter de mani�ere concurrente). Ce type de
parall�elisme est appel�e �egalement parall�elisme de contrôle [105]. Nous nous trou-
vons en pr�esence ici d'un mode de fonctionnement totalement asynchrone, o�u plusieurs
processus ex�ecutent des codes di��erents (qui correspondent aux tâches ind�ependantes)
et sont r�epartis sur tout ou une partie des processeurs de la machine. Il est alors fr�e-
quent que plusieurs processus s'ex�ecutent sur un même processeur. Dans ce mod�ele, le
parall�elisme est guid�e par l'allocation des tâches aux processeurs.

Nous nous int�eressons, dans notre �etude, plutôt au parall�elisme de donn�ees de type
SPMD. C'est en e�et celui le plus couramment utilis�e en calcul scienti�que.

Du fait qu'ils ne partagent pas physiquement la m�emoire, les processeurs s'�echangent des
messages �a travers le r�eseau d'interconnexion pour communiquer. Nous allons maintenant
�etudier une mod�elisation des communications des machines MIMD [102], puis donner les
d�e�nitions des principaux r�eseaux d'interconnexion.

1.2 Mod�elisation des communications sur machines

MIMD

La �gure 1.3 repr�esente une sch�ematisation d'une machine MIMD, et nous avons repr�e-
sent�e sur la �gure 1.4 une sch�ematisation d'un n�ud.
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R�eseau d'interconnexion

n�ud n�ud n�ud

Fig. 1.3 - Sch�ematisation d'une machine MIMD

Un n�ud d'une machine MIMD est constitu�e d'une unit�e de calcul (processeur scalaire,
unit�es vectorielles, ...), d'une m�emoire locale et d'un m�ecanisme de communication. On
distingue �egalement les canaux de communication qui relient le routeur au r�eseau (canaux
externes, voir �gure 1.4) de ceux qui relient le routeur au processeur et �a la m�emoire locale
(canaux internes, voir �gure 1.4).

M�emoire

Locale

Canaux Externes

de Sortie (CES)

Canaux Externes

d'Entr�ee (CEE)

Canaux Internes

de Sortie (CIS)

Canaux Internes

d'Entr�ee (CIE)

Processeur

+

Routeur

Commutateur

Fig. 1.4 - Sch�ematisation d'un n�ud

Le m�ecanisme de communication est g�en�eralement constitu�e d'un routeur et d'un sys-
t�eme d'interconnexion permettant de relier les canaux entre eux : le commutateur (ou
switch). Le routeur est charg�e d'acheminer les messages du n�ud source au n�ud des-
tination. Bien que les fonctionnalit�es du routeur peuvent être assur�ees par le processeur
lui-même, on trouve dans pratiquement toutes les machines parall�eles actuelles, un compo-
sant sp�eci�que qui e�ectue ce travail, permettant ainsi au processeur de se d�echarger de la
communication et d'avoir ainsi des communications v�eritablement non-bloquantes.

Nous distinguons donc deux entit�es distinctes qui sont d'un côt�e le processeur de calcul
et la m�emoire locale : le n�ud de calcul, et le m�ecanisme de communication : le n�ud de
communication.

Nous allons rappeler rapidement les principaux mod�eles de communication utilis�es par
la suite dans ce document. Pour plus de pr�ecisions, le lecteur pourra se reporter �a deux
ouvrages [78, 96]. Nous allons, dans un premier temps, citer les principales contraintes dues
�a la physique des liens et �a l'architecture des n�uds, puis nous rappellons quels sont les
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principaux modes de commutations utilis�es par les machines parall�eles pour acheminer les
messages.

1.2.1 Les contraintes physiques de communication

A�n de pouvoir concevoir des algorithmes de communication e�caces, il faut tenir compte
des contraintes physiques de communication. On consid�ere g�en�eralement deux types de res-
trictions au niveau des canaux externes (cf �gure 1.4) :

Les contraintes dues aux liens de communication

Lien mono-directionnel Un lien est dit mono-directionnel s'il ne peut être utilis�e que dans
un seul sens pour communiquer.

Lien bi-directionnel Dans ce cas le lien peut être utilis�e dans les deux sens.

Lien half-duplex Un seul message peut circuler �a la fois sur le lien.

Lien full-duplex Deux messages peuvent circuler en même temps sur le même lien, en sens
inverse. Dans ce cas, le lien est n�ecessairement bi-directionnel.

Les contraintes dues au parall�elisme des liens

Communication 1-port Parmi les � 3 liens existants sur un processeur, un seul peut être
utilis�e �a la fois.

Communication �-port Tous les liens existants peuvent être utilis�es en même temps.

Communication k-port Seuls k liens parmi les � peuvent être utilis�es au même moment.

Cependant, il ne su�t pas d'avoir des canaux externes fonctionnant en parall�ele pour avoir
un mod�ele �-port. En e�et, s'il n'existe pas su�samment de canaux internes alors nous nous
retrouvons dans un mod�ele k-port, voire 1-port (voir �gure 1.5) [102]. C'est souvent le cas
dans les machines actuelles (hormis les machines �a base de transputers qui sont 4-ports et les
machines n-Cube), o�u malgr�e la pr�esence de plusieurs canaux externes pouvant fonctionner
en parall�ele, le mod�ele est 1-port car il n'y a pas assez de canaux internes. Cette restriction
est essentiellement due aux probl�emes d'acc�es concurrents �a la m�emoire locale.

3: � repr�esente le degr�e du n�ud, c'est-�a-dire le nombre de liens physiques le reliant aux autres n�uds
du r�eseau.
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M�emoire

Processeur

M�emoire

Processeur

communication
N�ud de

communication
N�ud deCEE CES

CIS CIE

Mod�ele �-port Mod�ele 1-port

CEE CES

CIS CIE

Fig. 1.5 - Machines 1-port et k-ports

Le mod�ele de communication le plus int�eressant pour avoir des communications e�caces
est un mod�ele �-port, full-duplex, c'est-�a-dire qu'un processeur peut utiliser tous ses liens
en même temps et dans les deux sens.

1.2.2 Les di��erents modes de commutation

Supposons que l'on d�esire envoyer un message d'un n�ud (appel�e �emetteur) �a un autre
(appel�e destinataire), plusieurs modes de commutation peuvent être employ�es [78, 96, 102]:

La commutation de messages (Store-and-Forward) Le message est stock�e en entier par
chaque n�ud interm�ediaire se trouvant entre les n�uds �emetteur et destinataire.

La commutation de circuits (Circuit-switched) Dans ce mode, un chemin est tout d'abord
�etabli entre les deux n�uds, ensuite le message est envoy�e en une seule fois au n�ud
destinataire en utilisant le chemin pr�ealablement �x�e. Dans ce cas le message n'est pas
stock�e dans les n�uds interm�ediaires. Tant que le message n'est pas arriv�e �a destina-
tion, les liens r�eserv�es sont inutilisables pour d'autres communications.

Le wormhole [46] Ce mode de routage se rapproche du pr�ec�edent du fait qu'un chemin
est pr�ealablement �etabli entre les deux n�uds d�esirant communiquer. Mais dans ce cas
le message est d�ecoup�e en petits paquets, 
its, qui sont envoy�es de fa�con pipeline sur
le chemin �x�e. Lorsque le dernier 
it composant le message a quitt�e un commutateur
le lien est lib�er�e. Si, au cours de son cheminement, un 
it est bloqu�e, alors tous les
autres paquets restent dans le n�ud o�u ils �etaient.

Cette liste des modes de commutation est loin d'être exhaustive, mais elle pr�esente les prin-
cipaux modes de commutation utilis�es par les machines actuelles. Il existe notamment des
variantes sur les moyens de r�egler les con
its d'acc�es aux liens [96, 102].

1.2.3 Mod�elisation du temps de communication

A�n d'�evaluer le coût d'un algorithme parall�ele, il nous faut une mod�elisation du temps
de communication. Nous allons pr�esenter ici le mod�ele classique du temps lin�eaire qui est
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utilis�e dans ce document. Il existe d'autres mod�elisations, comme le mod�ele temps constant
ou des mod�eles adapt�es �a certains probl�emes [78, 96], mais nous avons pr�ef�er�e utiliser le plus
g�en�eral.

Dans ce mod�ele, le temps de communication d'un message de longueur L entre deux
n�uds directement connect�es est le suivant :

T = �c + L�c

o�u �c est le temps d'initialisation (start-up) correspondant au calcul de la route, �a son
�etablissement ainsi qu'�a la pr�eparation des registres qui vont être utilis�es lors de la commu-
nication. �c est le taux de transmission du lien (c'est-�a-dire le temps n�ecessaire pour faire
transiter un octet).
Dans le cas o�u les processeurs ne sont plus voisins, mais �a une distance d, il faut faire une
distinction suivant le mode de commutation :

{ Commutation de messages : T = d(�c + L�c)

{ Commutation de circuit et wormhole : T = �c + d�c + L�c
Ici le temps d'initialisation est divis�e en deux, tout d'abord un temps �c correspondant
�a l'�etablissement du protocole, puis un temps �c qui est le temps de commutation des
commutateurs au niveau de chacun des d n�uds de communication �a traverser. Il faut
noter que cette mod�elisation ne tient pas compte des di��erences qui existent entre
le wormhole et la commutation de circuits, mais il n'existe pas �a l'heure actuelle de
mod�elisation le faisant.

1.3 Les principales topologies

Le r�eseau d'interconnexion d'une machine parall�ele est g�en�eralement mod�elis�e par un
graphe G = (V;E) o�u V est l'ensemble des sommets et E l'ensemble des arêtes [78, 90]. Il
existe deux grandes classes de r�eseaux d'interconnexion [76, 102] :

les r�eseaux directs : les sommets du graphe G correspondent aux n�uds de la machine
parall�ele.

Les r�eseaux indirects ou multi-�etages : les sommets du graphe ne sont plus les n�uds
de la machine mais des commutateurs.

1.3.1 Les r�eseaux directs

Les principales caract�eristiques des r�eseaux sont le degr�e maximum (maximumsur tous
les n�uds du nombre de liens), le diam�etre (maximum sur tous les chemins de longueur
minimale entre toute paire de n�uds) et le nombre d'arêtes. Ces deux param�etres ont une
grande importance pour pouvoir ensuite concevoir des algorithmes de communication. Ils
mesurent respectivement le nombre de n�uds que l'on peut atteindre �a partir d'un sommet
donn�e et le nombre maximum de sommets du graphe �a traverser a�n d'atteindre un sommet
particulier.
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Nous supposons que les processeurs sont num�erot�es de 0 �a P � 1. Nous allons rappeler
bri�evement les d�e�nitions des r�eseaux consid�er�es dans ce document, �a savoir l'hypercube, le
tore et le de Bruijn [78, 90, 100, 107]. Nous avons repr�esent�e sur la �gure 1.6 un exemple de
chaque topologie.

Hypercube :
L'hypercube de dimension n (ou n-cube) est un graphe compos�e de P = 2n n�uds.
Ceux-ci sont repr�esent�es par tous les mots binaires de longueur n. Deux n�uds sont
reli�es suivant la dimension k, si leur repr�esentation di��ere seulement selon le kieme bit
8k; 0 � k � n� 1. Un n�ud a donc exactement n voisins [107].

Grille et tore bi-dimensionnels 4 :

Nous consid�erons des grilles et des tores bi-dimensionnels de taille P = P1 � P2. Un
n�ud est repr�esent�e par un couple d'entiers (q1; q2), 0 � q1 � P1, 0 � q2 � P2.
Les arêtes du tore connectent les n�uds qui di��erent de (1 mod P1) (respectivement
(1 mod P2) suivant la coordonn�ee q1 (respectivement q2). Par cons�equent, chaque n�ud
a exactement 4 voisins. Sur la grille, les n�uds du bord (q1 = 0; q1 = P1�1; q2 = 0; q2 =
P2 � 1) ne sont reli�es qu'avec les n�uds internes de la grille.

De Bruijn :
Le r�eseau de de Bruijn binaire de dimension n est compos�e des, P = 2n n�uds repr�e-
sent�es par les mots binaires de longueur n. Chaque n�ud (i0 : : : in�1) est reli�e par deux
arcs, un vers le n�ud (i1 : : : in�10), le second vers le n�ud (i1 : : : in�11) [13, 62]. Pour
obtenir le de Bruijn non orient�e, il su�t de transformer chaque arc en une arête, et
d'ôter les boucles.

0,1 0,2 0,3

1,0 1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3

3,0 3,1 3,2 3,3

0,0

2,0

Torus De Bruijn
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0011 0101 1010 1100
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Hypercube
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0001 0010 0100

0011

0111

0101 0110

1000

1001 1010 1100

1011 1101 1110

1111

0 1 2 3

directions

Fig. 1.6 - R�eseaux �etudi�es avec P = 16.

4: Les d�e�nitions donn�ees pour des r�eseaux �a deux dimensions, s'�etendent naturellement au cas multi-
dimensionnels
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Nous r�esumons dans la table 1.1 les principales caract�eristiques des pr�ec�edents r�eseaux
pour P processeurs.

Degr�e (max) Diam�etre Nombre d'arêtes

Grille 4 (P1 � 1) + (P2 � 1) 2P1P2 � P1 � P2

Tore 4
l
P1
2

m
+

l
P2
2

m
2P1P2

Hypercube log2 (P ) log2 (P )
P log2 (P )

2

De Bruijn binaire 4 log2 (P ) 2(P � 1)

Tab. 1.1 - Principales caract�eristiques des r�eseaux consid�er�es.

La premi�ere g�en�eration de machines parall�eles utilisait, pour beaucoup, une topologie en
hypercube (comme le T40 de FPS, la CM2 de Connection Machine, l'iPSC d'Intel). L'atout
principal de cette topologie r�eside en son diam�etre qui est en logarithme du nombre de
sommets. Cela signi�e que la distance entre les n�uds les plus �eloign�es est assez faible. En
revanche, le degr�e n'est pas constant, ce qui implique qu'il devient di�cile d'interconnecter
un nombre important de processeurs.

La notion d'architecture scalable s'est impos�ee, c'est �a dire la possibilit�e d'augmenter
le nombre de processeurs simplement en rajoutant des cartes, sans revoir compl�etement la
connexion entre les cartes. Ceci implique un degr�e constant. C'est pourquoi les topologies
de type grille et tore ont connu un grand succ�es dans la deuxi�eme g�en�eration de machines
(comme la Paragon, l'AP1000 de Fujistu, ou le T3D de Cray). L'inconv�enient de ce type
de topologie est son diam�etre important. Cependant, les nouveaux mode de commutation,
comme le wormhole et la commutation de circuits, diminuant le facteur de distance dans le
temps de communication, cet inconv�enient est nettement moins important qu'en commuta-
tion de messages.

On peut alors se demander pourquoi une topologie de type de Bruijn ne connâ�t pas plus
de succ�es? En e�et, elle o�re le double avantage d'avoir un degr�e constant avec un diam�etre
faible [13].

1.3.2 Les r�eseaux multi-�etages

Les briques de base du r�eseau sont constitu�ees par des commutateurs con�gurables per-
mettant de modi�er dynamiquement le sch�ema de connexion. Les commutateurs sont organi-
s�es en �etages, eux-mêmes juxtapos�es. Les sorties des commutateurs d'un �etage sont connec-
t�ees aux entr�ees des commutateurs de l'�etage suivant. Ce sont les (( r�egles )) de connexion
entre les �etages qui discriminent les di��erents r�eseaux multi-�etages. Nous donnons dans la
�gure 1.7 un exemple de r�eseau �a trois �etages permettant de connecter 8 n�uds.
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Fig. 1.7 - R�eseau multi-�etages om�ega de dimension 2

Les probl�emes consid�er�es dans ce type de r�eseau sont d'ordre de la gestion des contentions
sur les liens et de la commande du r�eseau, c'est-�a-dire les protocoles de communication [78].

1.4 Description de quelques machines parall�eles

Nous allons d�ecrire rapidement les di��erentes machines qui ont �et�e utilis�ees lors des
diverses exp�erimentations pr�esent�ees tout au long de ce document. Pour plus de pr�ecisions
sur ces machines ou d'autres, le lecteur pourra se reporter �a la th�ese de P. Michallon [96] ou
au livre de l'�ecole Rumeur [78]. Les (( indices )) de performances g�en�eralement utilis�es pour
caract�eriser les machines sont :

{ la puissance de calcul, exprim�ee en MFlops, c'est-�a-dire le nombre de millions d'op�e-
rations sur des 
ottants que le processeur peut r�ealiser en une seconde.

{ la bande passante qui mesure le d�ebit d'un lien, exprim�ee en Mo/s, c'est-�a-dire le
nombre de millions d'octets transmissibles sur un lien en une seconde.

Ces deux indices sont donn�es par les constructeurs et expriment des puissances crêtes qui
correspondent �a la limite physique des composants. Ces performances ne sont g�en�eralement
pas atteintes.

Intel iPSC/860 Cette machine fait suite aux premiers hypercubes d'Intel qui utilisaient
des processeurs moins performants et un mode de commutation par paquets. Les n�uds
de calculs de l'iPSC/860 sont des processeurs i860 d'Intel d'une puissance crête de 75
MFlops reli�es en hypercube, la bande passante est de 20 Mo/s et le mode de commu-
tation est le wormhole.
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Intel Paragon Comme pour l'iPSC/860, les n�uds de calcul sont des processeurs i860. En
revanche �a chaque n�ud de calcul est associ�e un n�ud charg�e du routage. Le r�eseau
d'interconnexion est une grille bi-dimensionnelle utilisant un mode de commutation
wormhole. La bande passante de 400 Mo/s en bi-directionnel.

IBM SP1 Cette machine est bas�ee sur les processeurs RS6000 d'IBM d'une puissance de
crête de 125 MFlops. Les processeurs sont reli�es entre eux via un r�eseau multi-�etages,
la largeur de bande au niveau de chaque n�ud �etant de 80 Mo/s en bi-directionnel.
La derni�ere version, le SP2, reprend la même architecture que le SP1, mais les n�uds
de calcul sont des Power 2 (250 M
ops) eux-mêmes coupl�es �a un i860 charg�e des
communications 5. Le mode de commutation adopt�e pour les machines d'IBM est le
bu�ered-wormhole 6.

Cray T3D C'est la premi�ere machine massivement parall�ele de Cray. Elle est bas�ee sur le
processeur Alpha de DEC (150 M
ops). A chaque n�ud de calcul est coupl�e un pro-
cesseur charg�e du routage connect�e suivant un tore �a 3 dimensions. La bande passante
au niveau de chaque n�ud est de 300 Mo/s en bi-directionnel. Nous reviendrons plus
en d�etail sur cette machine dans le chapitre 2 de la partie III.

Nous r�esumons dans la table 1.2 les caract�eristiques des machines cit�ees supra.

Machine Processeur Performance R�eseau Bande passante Mode de
(MFlops) (Mo/s) Commutation

iPSC/860 i860 75 Hypercube 20 wormhole
Paragon i860 75 Grille 2D 400 wormhole
SP1 Power 1 125 Multi-�etages 80 wormhole
T3D Alpha EV4 150 Tore 3D 300 wormhole

Tab. 1.2 - R�esum�e des caract�eristiques des machines utilis�ees.

1.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de pr�eciser le mod�ele de machine parall�ele qui nous int�eresse
pour la conception des algorithmes parall�eles. Il faut noter que ce mod�ele reste tr�es proche
des machines r�eelles, ce qui nous permet ensuite d'avoir de bonnes correspondances entre les
coûts th�eoriques des algorithmes et leur temps d'ex�ecution sur machine.

Nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�es �a la mod�elisation des communications
et �a l'in
uence des caract�eristiques physiques sur ce mod�ele. Ceci va s'av�erer tr�es important
�a prendre en compte soit pour concevoir des algorithmes e�caces de communication globale,
mais aussi pour recouvrir les communications par du calcul.

5: Ce choix de l'i860 n'est certainement pas le plus e�cace mais il provient de l'h�eritage des projets de
recherche d'IBM.

6: bu�ered-wormhole est un mode de commutation permettant de ramener tout, ou une partie, des paquets
se trouvant �a la suite d'un 
it bloqu�e sur un n�ud, sur ce même n�ud. Ce mod�ele se rapproche du virtual-
cut-through [86].
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Chapitre 2

Le mod�ele de programmation par

processus communicants

Le but de ce chapitre est de d�e�nir, dans un premier temps le mod�ele de
programmation utilis�e par la plupart des machines parall�eles �a m�emoire

distribu�ee, puis d'en d�ecrire deux implantations. Ce travail a �et�e e�ectu�e
avec la collaboration de L. Colombet a [24].

Nous tenons �a remercier tout particuli�erement J. Briat pour ces nom-
breuses relectures et ces remarques qui ont fait consid�erablement pro-

gress�e le contenu de ce chapitre.

a Ing�enieur de recherches au Centre d'�Etudes Nucl�eaires de Grenoble

Ce chapitre est une introduction au mod�ele de programmation par processus com-
municants et �a deux implantations de ce mod�ele qui sont (plus ou moins) les standards
actuels. L'unique moyen de faire communiquer des processus distants, c'est-�a-dire situ�es sur
des processeurs di��erents lorsque la m�emoire est physiquement distribu�ee, est l'�echange
de messages (que cet �echange soit explicite ou non 1). De plus, �a l'heure actuelle, ni la
compilation de langages �a parall�elisme de donn�ees de type HPF, e�cace seulement pour cer-
tains types de probl�emes, ni la parall�elisation automatique, en d�epit de ses �enormes progr�es,
ne constituent une r�eponse satisfaisante pour obtenir des applications e�caces. Le passage
�a (( l'assembleur )) du parall�elisme s'av�ere donc n�ecessaire a�n d'obtenir de bonnes perfor-
mances.

Une autre raison qui motive l'utilisation de ce mod�ele, tient au d�eveloppement du concept
d'informatique distribu�ee. La cr�eation d'environnements de programmation dans le but de
faire fonctionner un r�eseau d'ordinateurs h�et�erog�enes comme une machine parall�ele est de-
venue n�ecessaire. En e�et, se servir d'un r�eseau d'ordinateurs pour simuler les derni�eres
machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee con�cues par les grands constructeurs comme Cray
Research, IBM, Intel etc, rabaisse consid�erablement le coût des applications parall�eles. Ce-
pendant il faut veiller �a ce que ces applications soient directement portables sur une ma-
chine parall�ele quelconque, moyennant une recompilation des programmes. Des universit�es

1: Nous entendons par �echange implicite de messages le fait que, par exemple dans un programme HPF, il
n'y a pas d'instruction explicite d'�echange. Cependant, le code g�en�er�e puis ex�ecut�e contient lui des op�erations
d'�echanges.
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et des constructeurs ont alors d�evelopp�e des outils logiciels de programmation sur r�eseaux de
machines h�et�erog�enes (parall�eles, vectorielles, RISC etc) appel�es Biblioth�eques de Com-
munication par Echange de Messages (ou Message Passing Libraries). Parmi les plus
utilis�ees on trouve PVM (Parallel Virtual Machine) [11], PICL (Portable Instrumented Com-
munication Library) [64], P4 [18], Parmacs [20] ou encore celle qui veut devenir le standard
des biblioth�eques de communication par �echange de messages : MPI (Message Passing In-
terface) [95].

Nous allons pr�esenter dans ce chapitre deux de ces biblioth�eques, en commen�cant par
(( le standard )) de facto actuel : PVM, puis, dans un deuxi�eme temps, peut-être le standard
de demain : MPI. Mais avant de les d�ecrire, il nous semble utile de pr�esenter le mod�ele de
programmation par processus communicants qui est �a la base de ces biblioth�eques.

2.1 Description du mod�ele

2.1.1 Introduction et d�e�nitions

Nous nous pla�cons dans le cadre d'une programmation d'une machine parall�ele, virtuelle
(c'est �a dire un r�eseau de stations) ou r�eelle, �a m�emoire physiquement distribu�ee.

La notion de processus communicant a �et�e introduite par Hoare en 1978 [74] avec le
mod�ele CSP (Communicating Sequential Processes). Un processus peut être d�e�ni comme
l'ex�ecution s�equentielle d'instructions portant sur des donn�ees [115]. Un programme pa-
rall�ele est vu alors, comme un ensemble de processus coop�erant �a l'ex�ecution d'une tâche
commune.

(( CSP est fond�e sur la notion de processus communicant �a l'aide de primitives d'�emissions-
r�eceptions utilis�ees explicitement dans le texte des processus. Une communication a lieu
quand un processus �emetteur d�esigne un autre processus comme destinataire d'une valeur
que celui-ci d�esigne le premier comme source d'information. Dans ces conditions, la valeur est
transmise de l'�emetteur vers le r�ecepteur. De plus, il n'y a aucune possibilit�e pour l'�emetteur
(resp. le destinataire) de continuer son calcul tant que la valeur �emise n'a pas �et�e transmise
�a (resp. re�cue par) son destinataire. C'est le principe de rendez-vous. )) [106].

Nous nous pla�cons ici �a un niveau di��erent, dans le sens o�u nous allons d�e�nir un mod�ele
moins formel qui est mis en �uvre par la plupart des biblioth�eques de commnications par
�echange de messages et qui est utilis�e lorsqu'on con�coit des algorithmes parall�eles avec un
mod�ele de programmation par �echange de messages.

Le mod�ele de programmation par processus communicants se d�e�nit de la ma-
ni�ere suivante :

Les donn�ees d'un processus sont priv�ees et la coop�eration entre processus
ne peut s'exprimer que par le biais de communications explicites. Si au
cours de son ex�ecution, un processus emploie des donn�ees non locales, une
requête doit être adress�ee au processus d�etenant les donn�ees d�esir�ees.

Le mod�ele de programmation par processus communicants peut donc être vu comme des
groupes d'instructions s'ex�ecutant de fa�con concurrente sur des processeurs di��erents (ceci
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ne veut pas dire qu'il y a un processus par processeur physique) et s'�echangeant, en cours
d'ex�ecution, des donn�ees via des messages (voir �gure 2.1).

p1

M

P

M

P

M

P

p3p2

processeur

requête

message

m�emoire

processus

Fig. 2.1 - Exemple du mod�ele de programmation par processus communicants

Nous allons bri�evement r�epertorier les caract�eristiques les plus importantes de ce mod�ele.

2.1.2 Les communications point-�a-point

Les primitives

Les deux primitives de base de ce mod�ele sont celles qui vont permettre �a un proces-
sus d'�emettre et de recevoir des messages. Elles sont nomm�ees traditionnellement send (ou
put) pour l'�emission d'un message et receive (ou get) pour la r�eception. Quels sont les
param�etres �a pr�eciser? Ils sont principalement au nombre de 2 :

1. un identi�cateur du r�ecepteur ou de l'�emetteur du message. Il peut s'agir :

{ dans le cas d'une communication directe, du num�ero du processus.

{ dans le cas d'une communication indirecte, d'une bô�te aux lettres, correspondant
g�en�eralement �a un num�ero de port, ou d'un num�ero de canal (on parlera de mode
connect�e).

2. un tampon (bu�er) ou une adresse d'un espace m�emoire contenant le message �a envoyer,
ou �a recevoir
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Synchronisation associ�ee �a la communication de bout en bout

Une premi�ere nuance intervient d�es ce niveau : la notion de communication bloquante
ou non-bloquante. En e�et, le processus �emetteur ne doit pas forc�ement attendre que le
message soit arriv�e �a destination pour poursuivre l'ex�ecution. On parlera alors d'�emission
non-bloquante (ou send non-bloquant). De même, le processus r�ecepteur peut, dans
certains cas continuer �a s'ex�ecuter, sans que le message ne soit arriv�e. On parlera alors
de r�eception non-bloquante (ou receive non-bloquant). Dans ce dernier cas, il est
n�ecessaire que ce processus puisse tester (probe) ou attendre (wait) l'arriv�ee du message
lorsqu'il va en avoir e�ectivement besoin (voir �gure 2.2).
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RNB

SNB

RNB
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attente

bloquants non-bloquants
envoi et r�eception envoi non-bloquant

et r�eception bloquante
envoi et r�eception

Send Bloquant

Receive Bloquant

Send Non-Bloquant

Receive Non-Bloquant

Fig. 2.2 - Di��erences entre communications bloquantes et non-bloquantes entre deux processeurs.

Notons au passage que le mod�ele CSP implique lui des communications synchrones tota-
lement bloquantes, puisque bas�ees sur un syst�eme de rendez-vous.

Le contrôle de 
ux

La nature asynchrone de l'envoi non bloquant implique qu'un �emetteur peut envoyer
une s�erie de messages. Que peut-il alors se passer ? Ceci met en �evidence une premi�ere
caract�eristique de ce mod�ele, il s'agit du contrôle de 
ux. Qu'entendons-nous par ce terme?

Si la fr�equence d'�emission est inf�erieure au cycle de r�eception, il n'y a pas de probl�eme
car, soit le r�ecepteur est toujours en attente de message, soit il a fourni un tampon pour
recevoir de fa�con asynchrone chaque message (cas de l'envoi et la r�eception non-bloquants
de la �gure 2.2).

Dans le cas contraire, le r�ecepteur doit asservir la vitesse de r�eception sinon des messages
seront perdus : c'est le contrôle de 
ux. Deux situations peuvent alors se pr�esenter.

Soit le mod�ele sp�eci�e que l'envoi non-bloquant est sans perte, c'est �a dire que des tam-
pons sont g�er�es de fa�con transparente �a l'utilisateur ainsi que le contrôle du 
ux d'�emission.
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Dans ce cas l'envoi non bloquant ne l'est que dans la limite du nombre de tampons. On
dit que l'�emission peut être anticip�ee sur la r�eception, d'un nombre �ni de pas (qui est une
constante du mod�ele).

Soit le mod�ele sp�eci�e que la communication est sans contrôle de 
ux et par cons�equent
que des messages sont perdus si le d�elai d'�emission est trop �elev�e pour la capacit�e de r�eception.
Le programmeur doit lui-même assurer son propre contrôle de 
ux pour lequel il existe des
techniques classiques [110].

Le d�es�equencement

Comme on peut s'en rendre compte assez facilement, ce mod�ele de programmation est
fondamentalement asynchrone. Il se pose naturellement la question de savoir si l'ordre de
r�eception des messages correspond �a l'ordre d'�emission. C'est une propri�et�e de la commu-
nication point-�a-point d'un mod�ele, d'être avec ou sans d�es�equencement. L'existence du
d�es�equencement caract�erise une implantation utilisant un r�eseau �able par r�ep�etition et/ou
�a routage non d�eterministe.

Que faire dans un cas de communication avec d�es�equencement?
Supposons qu'un processus A envoie un message M1 au processus B, puis un message

M2, toujours au processus B. Il se peut que le message M2 arrive avant M1 au processus
B. Ce dernier �etant en attente d'un message du processus A, il va prendre le premier lui
arrivant, c'est �a dire M2, or ce n'est pas le bon !

S'il y a d�es�equencement, il faut (( restaurer l'ordre )). Un moyen pour r�esoudre ce type de
probl�eme est d'associer un num�ero de s�equence au message. Ainsi, dans le cas pr�ec�edent, le
processus B va attendre un message de A avec un num�ero Ei. Le message M2 portant un
num�ero Ei+1, ne pourra plus être confondu avec M1.

Nous n'aborderons pas ici les probl�emes de congestion dus au routage, car nous supposons
que nous travaillons dans un r�eseau non charg�e, c'est �a dire avec une machine parall�ele qui
nous est d�edi�ee.

2.1.3 Les communications globales

La majeure partie des algorithmes parall�eles n�ecessitent des mouvements structur�es de
donn�ees impliquant tout ou une partie des processus [36, 55, 63, 108, 113]. Un moyen e�cace
d'e�ectuer ces mouvements consiste �a utiliser des communications globales. Nous reviendrons
sur ces sch�emas de communications globales ult�erieurement lors de la description de quelques
algorithmes les r�ealisant sur di��erentes topologies (c.f. partie II).

Les op�erations de communications globales

Un processus peut avoir besoin de di�user une information �a tous les autres processus,
c'est ce que l'on appelle une di�usion (ou broadcast). Cette di�usion peut n'être que
partielle, on la nomme alors di�usion partielle (ou multi-cast).
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L'op�eration inverse de la di�usion est le regroupement, c'est �a dire que tout ou plu-
sieurs processus regroupent une information vers un processus particulier. Cette op�eration
est souvent appel�ee gathering.

Mais d'autres op�erations de communication sont souvent utiles. Il s'agit de g�en�eralisations
des pr�ec�edentes, comme par exemple une di�usion de tous les processeurs appel�ee �echange
total (ou all-to-all).

En�n, la derni�ere classe d'op�erations de communications globales est constitu�ee par les
versions personnalis�ees des pr�ec�edentes. On entend par communication personnalis�ee
le cas o�u le message envoy�e �a un processus d�epend de ce processus. Ces op�erations sont
appel�ees, respectivement :

{ distribution dans le cas d'une di�usion personnalis�ee. Ce cas se pr�esente lorsque par
exemple, un processus veut distribuer les �el�ements d'un vecteur aux autres processus.

{ multi-distribution (ou personnalized all-to-all) dans le cas d'un �echange total
personnalis�e. Une des applications les plus typiques de ce sch�ema est la transposition
d'une matrice distribu�ee par lignes (ou par colonnes)(cf partie II chapitre 2).

La derni�ere op�eration que l'on retrouve assez fr�equemment est la synchronisation. Cette
op�eration est quelque peu di��erente des pr�ec�edentes car elle n'est pas utilis�ee pour �echan-
ger des informations, mais pour que tous les processus s'arrêtent �a un même point dans
l'ex�ecution de leur code.

Les probl�emes de synchronisation li�es aux communications globales

Du fait de l'asynchronisme des communications, les probl�emes rencontr�es lors des com-
munications point-�a-point peuvent se reproduire lors des communications globales. On les ca-
ract�erise par les propri�et�es de d�es�equencement ou d'atomicit�e. Prenons l'exemple simple
de la di�usion. Une di�usion est dite sans d�es�equencement si lors de deux di�usions succes-
sives provenant d'un même processus, l'ordre de r�eception respecte l'ordre d'�emission. Elle
est dite atomique si l'ordre de r�eception est le même pour tous les processus r�ecepteurs quand
deux di�usions ne proviennent pas du même processus.

Dans la �gure 2.3, nous avons repr�esent�e le cas d'une di�usion d'un message msg1 de la
part d'un �emetteur E1, et d'un message msg2 de la part d'un �emetteur E2. On dit que la
di�usion est atomique si R1 et R2 re�coivent les deux messages msg1 et msg2 dans le même
ordre.

msg 1

msg 2

R2R1

E2
E1

Fig. 2.3 - Di�usions atomique et non atomique
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Les op�erations globales de communication et de calcul

Lors du regroupement, il peut être int�eressant de combiner les informations entre elles.
Un exemple typique de ce genre d'op�erations se pr�esente lorsqu'on d�esire trouver le maximum
de valeurs r�eparties sur les di��erents processus, ou encore si on veut e�ectuer une somme
d'�el�ements. Cette op�eration est commun�ement appel�ee regroupement avec recombinai-
son (ou global combine). Ce sch�ema peut être suivi alors d'une di�usion a�n que le r�esultat
de la combinaison soit connue des autres processus.

L�a aussi des probl�emes de synchronisation interviennent, comme dans le cas de deux
op�erations d'additions globales successives sur des vecteurs di��erents. S'il y a d�esynchroni-
sation, il se peut que le r�esultat de la somme ne corresponde pas au r�esultat correct. Lorsque
la synchronisation n'est pas faite lors de l'implantation, il est pr�ef�erable de pr�evoir une syn-
chronisation des processus entre les deux op�erations.

Il est important de noter que g�en�eralement les op�erateurs utilis�es lors de ces recombinai-
sons ont des propri�et�es de commutativit�e (et souvent d'associativit�e) a�n d'�eviter d'�eventuels
probl�emes si un d�es�equencement survient lors de la recombinaison. Cela permet de ne pas
imposer un ordre sur les op�erations �a e�ectuer. Par exemple, si l'op�erateur consid�er�e est max,
l'ordre dans lequel il est appliqu�e sur les donn�ees n'a aucune importance.

2.1.4 La notion de groupe

Structuration de l'ensemble des processus

La derni�ere notion importante dans le mod�ele de programmation par processus com-
municants est la notion de groupe. En e�et, il est souvent pratique de pouvoir regrouper
certains processus ensemble car ils poss�edent une caract�eristique commune. Par exemple
quelques processus sont charg�es d'e�ectuer un même calcul, alors que les autres processus
sont occup�es �a une autre tâche. Un groupe est commun�ement repr�esent�e par un nom unique.

Ainsi avec la notion de groupe, il est possible d'e�ectuer des di�usions implicites. C'est
�a dire que l'on ne di�use plus �a une liste de processus, mais �a un groupe. Tous les processus
d'un groupe peuvent être tr�es facilement synchronis�es par une barri�ere de synchronisation
s'appliquant uniquement �a ce groupe.

Gestion de l'ensemble des processus

La gestion des groupes peut être statique, c'est-�a-dire que les groupes sont d�e�nis une
fois pour toute en d�ebut d'ex�ecution des di��erents processus. La gestion est dite dynamique
si un processus peut �a tout moment rejoindre ou quitter un groupe. Dans ce dernier cas, la
question se pose de savoir si la (( vision )) locale d'un groupe est toujours exacte. En e�et, il se
peut qu'une di�usion (ou un autre sch�ema global) atteigne plus de processus que pr�evus (ou
moins) si entre le d�ebut et la �n de la communication, le nombre de processus appartenant au
groupe consid�er�e a chang�e. Certaines implantations synchronisent les processus avant toute
communication globale �a l'int�erieur du groupe a�n d'�eviter ce genre de probl�emes. Sinon, il
faut le pr�evenir soi-même.
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2.1.5 Les di��erences dans les implantations

Les variations dans les implantations de ce mod�ele sont dans la fa�con d'attribuer l'en-
semble des processus aux processeurs. Voici les diverses possibilit�es que l'on trouve g�en�era-
lement :

{ attribution statique des processus aux processeurs

{ mod�ele mono-programmation : un processus est associ�e �a chaque processeur.

{ mod�ele multi-programmation : n processus peuvent être associ�es �a un proces-
seur.

Le probl�eme �a r�esoudre est alors le placement/ordonnancement des di��erents pro-
cessus. Quelle (( m�ethode )) doit-on adopter pour allouer un processus �a un proces-
seur ? Sur quel crit�ere grouper plusieurs processus sur un processeur s'il y a multi-
programmation?

{ Attribution dynamique des processus aux processeurs (et multi-programmation)

{ l'attribution d'un processus �a un processeur s'e�ectue �a la cr�eation du processus

{ la migration d'un processus en cours d'ex�ecution, vers un autre processeur est
autoris�ee.

Le probl�eme ici, est la r�egulation de la charge. O�u doit-on cr�eer le nouveau processus
a�n que la charge de travail de chaque processeur soit �equilibr�ee ? Quelles sont les
conditions de migration de processus en cours d'ex�ecution a�n de r�epartir la charge
totale?

Il n'existe pas aujourd'hui de langage de programmation conforme �a un tel mod�ele et
disponible sur des machines parall�eles. C'est pourquoi ce mod�ele est fourni dans des langages
(( classiques )) (C, Fortran) via des biblioth�eques de communication par �echange de
messages. Dans la suite nous allons d�ecrire les principales caract�eristiques de deux de ces
biblioth�eques PVM et MPI.

2.2 PVM: Parallel Virtual Machine

2.2.1 Introduction

PVM (Parallel Virtual Machine) est l'un des environnements de programmation parall�ele
les plus utilis�es actuellement dans le monde universitaire. D�evelopp�e par des chercheurs de
l'universit�e du Tennessee et du Oak Ridge National Laboratory, PVM est facile �a mettre en
�uvre et en constante �evolution. Sa simplicit�e et sa portabilit�e sont certainement les deux
principales raisons de son succ�es.
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Un environnement de programmation parall�ele sur r�eseau de stations de travail :
PVM

Pourquoi un tel choix?
PVM pr�esente di��erentes caract�eristiques qui nous ont paru int�eressantes. Ce mod�ele de

langage parall�ele est constitu�e du langage C et de fonctions de communication. Ces derni�eres
sont aussi accessibles de mani�ere transparente en Fortran et en C++. PVM propose donc
des primitives de communication, de synchronisation par barri�ere et de gestion des processus
(cf voir la section pr�ec�edente).

De plus, le placement et l'activation de processus sont explicites ou g�er�es par le syst�eme,
ce qui permet une plus grande souplesse d'utilisation de cet outil pour la programmation de
grands r�eseaux ou de r�eseaux avec des architectures d�edi�ees.

Si l'application est port�ee sur un ensemble h�et�erog�ene d'architectures, un format de don-
n�ees ind�ependant des architectures (XDR) est utilis�e et une traduction sp�eci�que est e�ectu�ee
sur chaque n�ud. Ces propri�et�es autorisent une compatibilit�e de PVM avec un grand nombre
de machines (CRAY, stations HP, IBM, SGI, SUN, etc.) y compris les machines parall�eles
les plus utilis�ees aujourd'hui (CM5, SP1, IPSC, CS2, T3D, Paragon etc.).

L'environnement de programmation
Un ensemble d'outils permet aux utilisateurs de PVM de corriger facilement les erreurs

de programmation et d'augmenter les performances de leurs applications. Par exemple, PVM
incorpore un mode d'ex�ecution interactif �a partir duquel le d�eroulement d'applications peut
être surveill�e : on peut voir des �ev�enements comme l'envoi ou l'attente de messages, la visua-
lisation des barri�eres de synchronisation, l'activation ou la terminaison de processus.

D'autres outils de d�eveloppement sont aussi disponibles :

HeNCE est un environnement graphique de sp�eci�cation et de contrôle pour les pro-
grammes PVM, d�evelopp�e par le Oak Ridge National Laboratory (USA).

Xab est une biblioth�eque de fonctions modi�ant le comportement de PVM a�n que les
applications produisent des traces en cours d'ex�ecution. C'est aussi un outil de visuali-
sation et d'animation de traces. Le format de trace Xab est convertible au format plus
r�epandu : PICL.

XPVM est une interface graphique permettant d'e�ectuer la prise et l'analyse de traces de
programmes PVM. XPVM fournit plusieurs types de visualisation a�n d'analyser le
d�eroulement du programme. Ces vues mettent en �evidence les interactions entre les dif-
f�erentes tâches au cours de l'ex�ecution. Nous pr�esentons dans la �gure 2.4 un exemple
d'une visualisation d'un programme PVM avec 4 tâches esclaves (srld task) et une
tâche mâ�tre (srld main) s'ex�ecutant sur 4 machines. Il s'agit d'un diagramme espace-
temps (space-time diagram) sur lequel on peut voir les phases d'activit�e (Computing),
d'attente (Waiting) ou de pertes de temps dues aux communications (Overhead). Ce
diagramme met en �evidence �egalement les communications (Message) entre les di��e-
rentes tâches.
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Fig. 2.4 - Exemple d'une visualisation de traces par XPVM

D�evelopper des programmes avec PVM : un bon investissement?
En�n, comme nous le verrons plus loin, il existe de tr�es grandes similitudes avec le futur

standard de communication par �echange de messages : MPI (Message Passing Interface).
Celles-ci permettent d'envisager un portage assez ais�e d'applications PVM vers MPI 2.

2.2.2 Caract�eristiques de PVM

PVM n'est pas seulement une biblioth�eque de fonctions de communication par �echange
de messages. Une part importante de ce logiciel est consacr�ee �a la gestion des processus, des
tâches et des �eventuels signaux du syst�eme. Cette gestion est assur�ee en partie par un proces-
sus lanc�e lors de l'initialisation de la machine virtuelle, appel�e d�emon. Toutes ces fonctions
de gestion donnent �a l'utilisateur la possibilit�e de mâ�triser totalement la programmation de
la machine virtuelle comme par exemple la gestion des pannes, l'utilisation dynamique des
groupes de processus, ou la mise en �uvre de ses propres fonctions de placement.

Nous allons d�etailler maintenant les caract�eristiques et les possibilit�es de PVM.

L'identi�cation des processus

Tous les processus (voir la section 2.1) enregistr�es comme utilisant PVM, sont repr�esent�es
par un entier, appel�e tid, qui les identi�e de mani�ere unique dans la machine parall�ele

2: IBM propose par exemple un traducteur PVM-MPI.
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virtuelle. Ces identi�cateurs sont donn�es par le d�emon et ne peuvent pas être choisis par
les utilisateurs. Ainsi, si ces derniers ont besoin d'une num�erotation particuli�ere de leurs
di��erents processus, ils doivent construire une table de correspondance.

PVM contient plusieurs fonctions qui permettent d'utiliser ou d'obtenir le tid. Cela
permet aux applications d'identi�er leurs di��erents processus a�n d'�eviter de nombreux
probl�emes lors des �echanges de messages. Ces fonctions sont par exemple : pvm mytid() et
pvm gettid() qui indiquent au processus courant, respectivement, son identi�cateur et ceux
d'un groupe de processus donn�e.

L'utilisateur d�e�nit des groupes de processus et nomme chacun d'eux. Un processus
peut alors être identi��e par un nom de groupe et un num�ero repr�esentant son rang dans le
groupe. Cette autre possibilit�e d'adressage des processus est utilis�ee pour faciliter l'�ecriture
et diminuer les risques d'erreurs de certaines communications globales.

Contrôle des processus

PVM fournit des fonctions qui permettent �a un processus utilisateur de devenir un pro-
cessus PVM ou le contraire. De plus, d'autres fonctions sont disponibles pour permettre une
gestion de la machine virtuelle elle-même. L'utilisateur supprime ou ajoute un ordinateur
�a son r�eseau, ou envoie des signaux aux di��erents processus. Une gestion dynamique des
processeurs est possible car toutes les commandes utilis�ees par l'interface utilisateur, nomm�e
(( console )), peuvent être appel�ees par un programme durant son ex�ecution.

Tol�erance aux pannes

Si un des ordinateurs de la machine virtuelle s'arrête ou n'est plus accessible, PVM le
d�etecte automatiquement et l'enl�eve de la liste des machines utilis�ees. L'�etat d'une machine
peut être obtenu par une application, mais il est de la responsabilit�e du programmeur de
rendre son application tol�erante aux pannes. Il doit par exemple ne pas attendre de com-
munications qui viendraient d'un processus ex�ecut�e sur une machine d�efectueuse, car ces
derni�eres ne seraient jamais re�cues et bloqueraient le programme.

Gestion dynamique des groupes

Une gestion dynamique des groupes de processus est possible avec PVM. En e�et, lors
de l'ex�ecution d'un programme, des processus peuvent changer de groupe ou faire partie de
plusieurs groupes a�n de b�en�e�cier d'informations di�us�ees �a l'int�erieur même d'un groupe.
Les groupes sont utilis�es pour d�e�nir la port�ee d'une barri�ere ou d'une di�usion. Une barri�ere
ne peut se faire qu'entre des processus appartenant �a un même groupe.

Envoi de signaux

PVM fournit deux m�ethodes di��erentes pour envoyer des signaux aux processus. La pre-
mi�ere envoie un simple signal Unix �a un ou plusieurs processus. La seconde consiste �a �emettre
des noti�cations sous forme d'un entier avec un marqueur d�e�ni par l'utilisateur. Pour le mo-
ment, les �ev�enements possibles sont l'arrêt d'une machine, l'addition d'une nouvelle machine
et l'arrêt d'un processus.
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Les fonctions de communication

La biblioth�eque de fonctions de communication par �echange de messages a �evolu�e avec
l'apparition de la version 3 de PVM. Cette biblioth�eque se rapproche beaucoup plus des
besoins des utilisateurs et des �etudes faites par divers groupes de travail et universit�es. Le
mod�ele choisi est l'envoi de tampons (bu�ers en anglais), de taille th�eoriquement illimit�ee,
�a un ou plusieurs processus PVM. L'envoi des messages est consid�er�e comme �etant non
bloquant et asynchrone, alors que la r�eception est asynchrone bloquante (cf section 2.1).
Cette derni�ere peut être rendue non-bloquante : la fonction de r�eception des donn�ees renvoie
un identi�cateur indiquant si les donn�ees ont �et�e re�cues ou non. Mais la gestion de cette
r�eception est laiss�ee au programmeur, c'est �a dire que si les donn�ees ne sont pas disponibles,
le programme peut revenir v�eri�er r�eguli�erement si les donn�ees attendues sont arriv�ees.

En plus de la communication point-�a-point classique, deux autres types de communication
sont impl�ement�ees : la di�usion et la di�usion r�eduite �a un groupe.

L'utilisation de machines parall�eles

Les constructeurs et les chercheurs du (( PVM Team )) de l'universit�e du Tennessee et
du Oak Ridge National Laboratory ont d�evelopp�e di��erentes impl�ementations de PVM sur
la plupart des machines parall�eles existantes. Ceci a pour premi�ere cons�equence qu'un code
d�evelopp�e en PVM peut être directement ex�ecut�e sur la plupart des machines massivement
parall�eles. Les messages �echang�es par deux n�uds d'une de ces machines utilisent directement
le r�eseau d'interconnexion �a haut d�ebit. Il n'y a plus de (( d�emon )) charg�e de g�erer les
transferts de donn�ees: c'est le syst�eme sp�ecialis�e de la machine cible qui est directement mis
en �uvre (dans le cas d'une impl�ementation e�cace de PVM). De plus, un noeud d'une
machine parall�ele peut lui aussi faire partie d'une machine virtuelle au même titre qu'une
station SUN ou qu'un CRAY C-90.

2.2.3 Les communications en PVM

Les communications entre les di��erents processus PVM se font par �echange de messages.
Le programmeur doit donc construire les messages qui vont circuler entre les processus.
Comme ceux-ci contiennent des valeurs ayant des types tr�es vari�es, l'�echange des donn�ees
s'e�ectue par envoi et r�eception d'espaces m�emoires tampons appel�es bu�ers. Les avantages
de ce mode de communication par �echange de tampons sont tr�es nombreux. Par exemple, les
messages peuvent être facilement d�ecoup�es pour la mise en �uvre des m�ecanismes physiques
de communication rapide, ils peuvent être cod�es pour circuler d'une architecture �a une autre
si le r�eseau est h�et�erog�ene, et ils facilitent l'�echange de type de donn�ees structur�ees. Une
communication sera toujours construite de la mani�ere suivante :

{ Envoi :

{ Allocation du bu�er d'envoi

{ Empaquetage du message

{ Envoi du message
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{ R�eception :

{ R�eception du message

{ D�epaquetage du message

Les fonctions d'empaquetage et de d�epaquetage permettent de remplir et vider les m�e-
moires tampons. Il est �a noter que ces derni�eres ne sont pas limit�ees en taille par PVM.
Mais il est important de surveiller l'espace m�emoire qu'ils occupent car il se peut qu'une des
machines du r�eseau soit incapable physiquement de recevoir des messages trop longs.

PVM assure un contrôle du 
ux (cf section 2.1) via le d�emon. C'est �a dire que si un
message est envoy�e alors que le tampon de r�eception n'est pas allou�e, il y aura alors stockage
de ce message au niveau du d�emon jusqu'�a ce que l'espace m�emoire soit allou�e au niveau du
processus destinataire.

Le probl�eme du d�e-s�equencement (cf section 2.1) ici est r�esolu par l'utilisation d'une
�etiquette associ�ee au message.

Tampons pour les Messages

Avec l'environnement PVM, un seul tampon peut être actif. Mais il est possible d'en
cr�eer plusieurs, de les remplir avec des donn�ees di��erentes et de choisir lequel sera actif avec
la fonction pvm getsbuf. Dans la plupart des cas, la fonction utilis�ee est pvm initsend. Elle
cr�ee (ou r�einitialise) et active le tampon d'envoi par d�efaut. Les fonctions pvm mkbuf (resp.
pvm freebuf) servent �a cr�eer (resp. lib�erer) des tampons suppl�ementaires. De plus, c'est lors
de la cr�eation de ces derniers que le programmeur a le choix d'un �eventuel codage des donn�ees.

Di��erents types d'encodage

{ PvmDataDefault : Codage XDR si le r�eseau est d�etect�e comme �etant h�et�erog�ene, sinon
il n'y a pas de codage.

{ PvmDataRaw : Aucun codage

{ PvmDataInPlace : Seuls les pointeurs et les tailles des donn�ees sont empaquet�es.

Le codage XDR est n�ecessaire si le r�eseau est h�et�erog�ene. Sinon il ne fait qu'augmenter
le temps des communications.

Type de routage

Le coût des communications est optimis�e en �evitant d'utiliser le passage des donn�ees par
le d�emon PVM. Si le volume des communications n'est pas trop important et si l'architecture
de tous les n�uds de la machine virtuelle est la même, alors l'activation d'un lien direct entre
les processus n'entrâ�ne pas une perte de la �abilit�e des communications.
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Communication point-�a-point

Pour envoyer un tampon, il faut utiliser la fonction pvm send( int tid, int mstag)

et pr�eciser quel est le num�ero d'identi�cation du processus cible tid, mais aussi quelle est
l'�etiquette associ�ee au message. Cette �etiquette sert �a identi�er les di��erents messages qui pro-
viennent d'un même processeur (C'est la solution PVM au probl�eme du d�e-s�equencement).

Pour la r�eception, il y a plus de choix. La fonction pvm recv est la fonction de r�eception
bloquante. Tant que le message n'est pas arriv�e, le processus reste bloqu�e en attente. Pour
�eviter cela et donc gagner de l'e�cacit�e, il faut utiliser les fonctions pvm probe et pvm nrecv

qui prennent le premier message arriv�e ou espionnent l'arriv�ee de messages (r�eception non-
bloquante).

Dans les derni�eres versions de PVM, des primitives (( rapides )) d'envoi et de r�eception
sont fournies, qui �evitent d'empaqueter et de d�epaqueter les donn�ees dans le cas de machines
homog�enes. Il s'agit des primitives pvm psend et pvm precv. Ces primitives apportent un gain
de performance dans le cas d'utilisation de PVM sur des machines massivement parall�eles
(voir partie III chapitre 2).

2.2.4 Concepts avanc�es en PVM

Cr�eation de bu�ers complexes

Types di��erents de donn�ees

PVM o�re la possibilit�e de composer des messages de plusieurs types. Tous les di��erents
types de C ou Fortran sont composables.

Pour retrouver toutes les valeurs stock�ees dans le tampon de r�eception, il su�t d'utiliser
les fonctions de d�epaquetage en prenant soin de respecter l'ordre d'empaquetage.

Donn�ees non contigu�es en m�emoire

PVM permet de pr�eciser, dans ces primitives d'empaquetage, le (( saut )) �a faire entre
chaque donn�ee (stride).

stride = 4

Les communications globales

Un message compos�e, peut être :
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Envoy�e �a une liste de processus
Di�us�e �a tous les processus
Di�us�e �a un groupe (si la biblioth�eque group est utilis�ee)

En fait, toutes les communications globales sont facilement programmables. Les primi-
tives de di�usion de PVM sont sans d�e-s�equencement mais non atomiques (cf section 2.1)(on
parlera aussi de coh�erence faible). Il existe �egalement une op�eration globale de commu-
nication/calcul agissant sur un groupe : pvm reduce permettant la combinaison de donn�ees
distribu�ees sur les processus d'un groupe et la r�ecup�eration sur un processus d�esign�e du
groupe.

2.3 MPI : Message Passing Interface

2.3.1 Introduction

MPI (Message Passing Interface) est une biblioth�eque de communication par �echange
de messages ayant pour but de rassembler les meilleurs �el�ements des syst�emes d�ej�a existants
plutôt que d'en choisir un; le but ultime est de proposer MPI comme le standard des syst�emes
de message passing. Voici les principales carat�eristiques de cette biblioth�eque :

1. Ce qui est inclus dans MPI

{ Communication point-�a-point

{ Op�erations collectives

{ Notion de groupes de processus

{ Notion de contextes associ�es �a une communication

{ Topologie virtuelle de processus

2. Ce qui n'est pas inclus dans MPI

{ Des fonctions d'entr�ees/sorties parall�eles.

{ Op�erations explicites de m�emoire partag�ee

{ Des op�erations n�ecessitant une utilisation plus que standard du syst�eme d'exploi-
tation, comme par exemple les messages actifs 3 ou l'ex�ecution distante

{ Des outils de construction de programmes

{ Des facilit�es de deboguage

{ Des fonctions auxiliaires comme pour la prise de temps

{ Le support explicite de processus l�egers (au sens Unix).

{ Le support pour la gestion de tâches

3: Un message actif, est un syst�eme permettant d'activer un processus distant qui utilisera le message
communiqu�e comme donn�ees d'entr�ee.
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Nous allons d�e�nir un peu plus pr�ecis�ement le mod�ele de communication de MPI.
Un programme MPI est consid�er�e comme un ensemble de processus communicants. Cet

ensemble, que l'on appelle groupe de communication, est d�esign�e par un communica-
teur. La num�erotation des processus est relative �a un communicateur donn�e. La communi-
cation peut se faire �a l'int�erieur d'un même groupe de communication, on parlera alors de
communication intra-communicateur ou entre di��erents goupes de communications (com-
munications inter-communicateurs). Lors d'une communication, est associ�ee �a chaque
message une enveloppe contenant :

{ le processus �emetteur / destinataire

{ une �etiquette (�equivalent �a l'�etiquette de PVM)

{ le communicateur

Au d�epart, tous les processus appartiennent au mêmegroupe de communication MPI COMM WORLD,
cet espace peut ensuite être sub-divis�e en sous-espaces de communication, disjoints ou non.

MPI consid�ere deux grandes classes de communication : les communications dites �ables
et celles dites non-�ables. Parmi les communications �ables on distingue, le mode standard
o�u le contrôle de 
ux est assur�e par MPI, et le mode synchrone (synchronous) �a base de
rendez-vous entre les processus communicants (voir �gure 2.5).

Mode standard

MODES FIABLES

MPIMPI

send

recv

send

recv

Mode synchrone

Fig. 2.5 - Les modes de communications �ables

Les modes de communication non-�ables sont au nombre de deux (voir �gure 2.6): le mode
tamponn�e (bu�ered) dans lequel l'utilisateur g�ere ses propres bu�ers de communication
et le mode prêt (ready) o�u l'utilisateur a la charge de garantir qu'il y a une r�eception prête
pour chaque �emission. Dans ces deux cas, c'est donc l'utilisateur qui assure le contrôle du

ux.
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MPI

MODES NON FIABLES

MPI

send

recv

send
recv

Mode bu�ered Mode prêt

Fig. 2.6 - Les modes de communications non-�ables

L'apport de MPI par rapport aux biblioth�eques actuelles de communication par �echange
de messages se r�esume en di��erentes g�en�eralisations :

{ g�en�eralisation de la description des tampons, c'est �a dire la possibilit�e de construire
des types de donn�ees d�ecrivant des structures complexes, ou d'envoyer des donn�ees
non contigu�es en m�emoire (exemple typique d'une matrice allou�ee comme un tableau
multi-dimensionnel)

{ g�en�eralisation de la notion de (( type )) associ�e �a un message par l'utilisation d'un
contexte li�e �a une famille de messages

{ g�en�eralisation d'identi�cateur de processus par la notion de groupe et de communi-
cateur.

Cette section est essentiellement fond�ee sur deux supports, le premier qui est le document
�etablissant les sp�eci�cations du standard MPI [95] et le deuxi�eme, un rapport de recherche
de l'universit�e du Tennessee qui pr�esente les principales caract�eristiques de MPI [116].

2.3.2 Les concepts de base

En d�epit d'un grand nombre des fonctions dans MPI et de nouveaux concepts, son uti-
lisation directe est assez ais�ee. En e�et, seules quelques fonctions sont �a connâ�tre, les com-
munications point-�a-point et globales �etant similaires �a celles que l'on trouve g�en�eralement.
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2.3.3 Communications point-�a-point

Bien que beaucoup de fonctions point-�a-point soient disponibles, les proc�edures d'envoi
et de r�eceptions bloquantes ou non-bloquantes sont d'une utilisation standard.

{ Versions bloquantes

{ MPI SEND(buf,cnt,type,dest,tag,comm)

{ MPI RECV(buf,cnt,type,src,tag,comm)

{ Versions non-bloquantes

{ MPI ISEND(handle,buf,cnt,type,dest,tag,comm)

{ MPI IRECV(handle,buf,cnt,type,src,tag,comm)

{ handle : contrôle qui permet de s'assurer par la suite de la terminaison de la
communication.

On voit donc qu'�a la di��erence de PVM, MPI n'assure pas de contrôle de 
ux, puisque
soit la communication est synchrone, soit c'est �a l'utilisateur de s'assurer que le processus
destinataire est prêt �a recevoir. L'avantage de cette option est qu'il n'y a pas de stockage
interm�ediaire, d'o�u des communications plus e�caces. Comme pour PVM, le moyen d'�eviter
le d�e-s�equencement des messages est r�esolu par l'�etiquette. Cette notion est �etendue �a l'aide
du contexte de communication.

2.3.4 Communications collectives

Les op�erations de communications collectives n'ont pas d'�etiquette. Une communication
collective doit être appel�ee par tous les membres d'un groupe. Comme pour PVM, ces op�e-
rations sont �a coh�erence faible, c'est �a dire sans d�e-s�equencement mais non atomiques (cf
section 2.1)[95].

Communications de groupe

C'est une communication qui implique tous les processus d'un même groupe. Le cas le
plus simple est le groupe everybody. Les op�erations fournies sont les suivantes 4 (voir �gure
2.7) :

1. Barrier : barri�ere de synchronisation pour tous les membres du groupe

2. Broadcast : di�usion d'un membre vers tous les autres (OTA : One-To-All)

3. Gather : regroupement de tous les membres du groupe, vers un �el�ement particulier
(ATO : All-To-One)

4. Scatter : di�usion personnalis�ee (POTA : Personalized-One-To-All)

4: Nous reviendrons plus en d�etail sur les d�e�nitions de ces op�erations globales de communication dans le
chapitre 1 de la partie II.

38 Partie I : Mod�eles



2.3. MPI : Message Passing Interface

5. Reduce, Scan : op�erations globales sur tous les membres du groupe comme max, min
somme, etc ...

6. All broadcast : �echange total, di�usion depuis tous les processeurs (ATA : All-To-
All)

7. All gather : �echange total personnalis�e (PATA : Personalized-All-To-All)

Partie I : Mod�eles 39



Chapitre 2. Le modele de programmation par processus communicants

A0

B0

C0

D0

E0

F0

All broadcast

A0

A0

A0

A0

A0

A0

B0

B0

B0

B0

B0

B0

C0

C0

C0

C0

C0

C0

D0

D0

D0

D0

D0

E0

E0

E0

E0

E0

E0D0

F0

F0

F0

F0

F0

F0

A0 A0

A0

A0

A0

A0

A0

donn�ees

p
ro
ce
ss
u
s

Broadcast

A0 A0A1 A2 A3 A5 Scatter

Gather

A0

A1

A2

A3

A0

A5

A0 A0 B0 C0 D0 F0

B0

C0

D0

E0

F0

A1

B1

C1

D1

E1

F1

A2

B2

D2

E2

F2

A3

B3

C2 C3

D3

E3

F3

A4

B4

C4

D4

E4

F4

A5

B5

C5

D5

E5

F5

A1

A2

A3

A4

A5

B1

B2

B3

B4

B5

C1

C2

C3

C4

C5

D2

D3

D4

D5

E0

D1 E1

E2

E3

E4

E5

F1

F2

F3

F4

F5

All gather

Fig. 2.7 - Principales fonctions de communication dans un groupe de processus

Fonctions de r�eduction

Ce sont les op�erations globales de communication et de calcul (cf section 2.1). MPI d�e�nit
neuf variantes, suivant la port�ee de l'op�eration de r�eduction :

One : op�eration de r�eduction vers un processus.

All : op�eration globale �a tous les processus du groupe, c'est �a dire que tous les processus
e�ectuent l'op�eration de r�eduction.

Scatter : r�eduction composante par composante d'un vecteur de donn�ees, suivie de la re-
distribution du vecteur r�esultat �a tous les processus du groupe (exemple de la somme
de deux vecteurs r�epartis sur les n processus d'un groupe, le vecteur somme r�esultant
�etant alors redistribu�e aux n processus du groupe).
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et suivant le type de l'op�eration associ�ee �a la r�eduction :

set : ensemble d'op�erations pr�ed�e�nies : MAX, MIN, SUM, AND, OR, XOR, Bitwise AND, OR,

XOR,MAX et rang du processus contenant le maximum, MIN et rang du processus conte-
nant le minimum

user : op�eration d�e�nie par l'utilisateur (op�eration associative et commutative)

userA : op�eration d�e�nie par l'utilisateur, mais uniquement associative

2.4 Conclusion

Les deux biblioth�eques pr�esent�ees dans ce document ne sont que deux implantations du
mod�ele de programmation par processus communicants. Elles sont �nalement assez proches
dans la solution (ou non solution) qu'elles apportent aux probl�emes qui se posent lorsqu'on
veut faire coop�erer et communiquer des processus distants. On peut consid�erer que MPI
repr�esente une (( g�en�eralisation de PVM )), notamment dans les concepts de communications
globales, de groupes de processus ou de types structur�es.

N�eanmoins, PVM continue �a �evoluer malgr�e l'apparition de MPI, et la derni�ere version
PVM 3.3 compl�ete la pr�ec�edente en fournissant des op�erations globales de communication et
de calcul, ainsi que des communications point-�a-point v�eritablement asynchrones [11, 94].
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Partie II

Communications Globales

Nous allons pr�esenter dans cette partie une premi�ere m�ethode

pour minimiser le temps de communication dans les algo-

rithmes parall�eles. Elle consiste en l'optimisation de l'algo-

rithme de communication lui-même. Nous commen�cons par

une introduction dans laquelle nous e�ectuons un rapide sur-

vol des tr�es nombreux travaux r�ealis�es dans ce domaine. Nous

insistons sur quelques outils issus de la th�eorie des graphes

permettant de concevoir des algorithmes de communication

e�caces en fonction du mode de commutation. Les deux cha-

pitres suivants sont consacr�es �a la description de nouveaux

algorithmes e�caces de communication dans di��erents modes

de commutation.



44 Partie II : Communications Globales



Communications globales dans les reseaux directs

Chapitre 1

Communications globales dans les

r�eseaux directs

Le but de ce chapitre est de d�ecrire quelques m�ethodes utilis�ees pour
concevoir des algorithmes de communication dans les r�eseaux directs.

Nous illustrons leurs utilisations sur quelques exemples d'algorithmes de
communication globale.

1.1 Les principaux sch�emas de communication

Comme nous l'avons vu au chapitre 2 de la partie I, nous pouvons distinguer deux
classes de sch�ema de communication : ceux mettant en �uvre au plus deux processeurs
(les communications point-�a-point) et ceux qui impliquent un nombre plus important (les
communications globales ou collectives). Nous en rappelons les d�e�nitions [78] :

La communication point-�a-point : il s'agit soit d'un envoi simple d'un message entre un
n�ud source et un n�ud destinataire, soit d'un �echange entre deux n�uds. On distingue
g�en�eralement l'�echange simultan�e des messages entre le n�ud source et le destinataire,
du ping-pong o�u dans ce cas le destinataire attend d'avoir re�cu le message avant de
le renvoyer �a nouveau

La di�usion (One-To-All ou Broadcasting) : ce sch�ema consiste �a envoyer un message iden-
tique �a tous les processeurs �a partir d'un processeur particulier appel�e racine de la
di�usion. Une variante de ce sch�ema consiste �a ne di�user la même information qu'�a
un sous-ensemble de processeurs (on parlera alors de One-To-Many ou de multi-cast).

Ce sch�ema de communication se retrouve par exemple dans les algorithmes parall�eles
de r�esolution de syst�emes lin�eaires, comme dans Gauss, o�u il y a di�usion du pivot �a
chaque �etape [39].

L'�echange total (All-To-All ou gossiping ou total exchange) : consiste �a e�ectuer une dif-
fusion simultan�ee de tous les n�uds. Cet sch�ema est utilis�e dans une version de l'algo-
rithme du produit matrice-vecteur [37] ou encore dans l'algorithme du gradient conju-
gu�e [39, 96].
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La distribution (Personalized-One-To-All ou scattering) : il s'agit de la version personna-
lis�ee de la di�usion, c'est-�a-dire que la racine ne di�use pas le même message �a tous les
autres, mais un message sp�eci�que �a chacun des processeurs. Un exemple de de sch�ema
est la distribution initiale de donn�ees. L'op�eration inverse est appel�ee rassemblement
(ou gathering). Le rassemblement est g�en�eralement utilis�e lors de la r�ecup�eration de
r�esultats locaux d�etenus par chacun des processeurs.

La multi-distribution (Personalized-All-To-All ou complete exchange) : comme l'�echange
total est l'extension �a tous les processeurs de la di�usion, la multi-distribution est une
distribution simultan�ee depuis tous les n�uds.
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Fig. 1.1 - Communications globales.

Il existe d'autres communications globales qui sont soit d'ordre du contrôle de l'ex�ecution
du programme, comme la synchronisation, soit qui rajoutent une combinaison entre les
donn�ees �echang�ees (global combine).

Nous allons maintenant voir quelques outils issus de la th�eorie des graphes, permettant
de concevoir des algorithmes de communications 1. Nous donnons quelques exemples d'al-
gorithmes de communication globale illustrant leur utilisation. Tous les algorithmes d�ecrits
ci-dessous supposent un mod�ele �-port, full-duplex (voir partie I chapitre 1).

1: Une description plus pr�ecise de certains de ces outils pourra être trouv�e dans [96] et [78].
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1.2 Communication point-�a-point

Nous supposons qu'un n�ud A veut envoyer un message de longueur L �a un n�ud B
situ�e �a une distance d. La distance utilis�ee est la longueur du chemin le plus court parmi
tous les chemins existant entre A et B.

1.2.1 Le pipeline de message

Il s'agit de r�eduire le temps de transmission du message lorsque le mode de commutation
utilis�e est la commutation de messages. Pour cela, le message est d�ecoup�e en q paquets, ceux-
ci �etant envoy�es les uns �a la suite des autres de fa�con pipeline. Il existe une taille optimale
de paquet permettant de minimiser le temps de transfert du message. Ce temps minimum
pour transf�erer un message de taille L est alors :

�q
(d� 1)� +

p
L�
�2

Dans le cas de messages tr�es longs, le temps de communication permet de masquer l'in
uence
de la distance, et nous ram�ene �a une communication proche du wormhole puisque le chemin
est bloqu�e pendant le transfert.

1.2.2 Les chemins disjoints

Il s'agit de trouver le plus grand nombre de chemins �a arêtes disjointes de longueur
minimale entre les n�uds A et B. Supposons qu'il existe � chemins de longueur d0, � � �.
Alors il est possible de diviser le message en � paquets et de router ces paquets sur chacun
des chemins. Cela conduit �a un temps de :

T = d0
�
� + L

�

�
en commutation de messages

T = �+ d0� + L
�

en wormhole

T =
�q

(d0 � 1)� +
q

L
�
�
�2

en commutation de messages pipeline

(ou commutation de paquets)
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Nous pr�esentons sur la �gure 1.2 quatre chemins �a arêtes disjointes de longueur d0 = d + 2
sur le tore [108] et trois chemins �a arêtes disjointes sur un 3-cube sur la �gure 1.3.

Fig. 1.2 - Quatre chemins �a arêtes dis-

jointes sur le tore.
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Fig. 1.3 - Trois chemins �a arêtes dis-

jointes sur le 3-cube.

1.3 Communications globales

1.3.1 Commutation de messages

Les arbres couvrants

Les algorithmes de communication globale en commutation de messages ont �et�e tr�es lar-
gement �etudi�es et sont source d'une bibliographie importante. Le lecteur pourra se r�ef�erer �a
quelques ouvrages ou articles de r�ef�erence pour plus de d�etails [39, 59, 60, 78, 82, 90, 108, 113].
Nous ne pr�etendons pas citer toutes les techniques, ni d�ecrire tous les algorithmes de commu-
nication globale, mais plutôt donner quelques outils g�en�eralement utilis�es que nous illustrons
par des exemples d'algorithmes.

Parmi toutes les techniques utilis�ees dans ces algorithmes, un premier outil est l'arbre
de recouvrement. Nous allons rappeler deux d�e�nitions utiles pour la suite :
D�e�nition 1 :

{ �Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un arbre T de racine x,
(x 2 V ), on dit que T est un arbre de recouvrement (ou arbre

couvrant) s'il contient tous les n�uds du graphe.

{ Deux arbres couvrants de G sont �a arêtes disjointes s'ils n'ont pas
d'arêtes en commun.

Il s'agit de trouver un maximum d'arbres de profondeur minimale �a arêtes disjointes. Nous
pr�esentons deux exemples d'arbres de recouvrement sur le tore (5; 5) sur la �gure 1.4. Le
premier arbre couvrant (�gure de gauche) est de profondeur minimale (c'est-�a-dire �egale au
diam�etre). Le second est plus profond (D + 2), cependant il en existe 4 de ce type (par
rotation de �

2 ) qui sont �a arêtes disjointes [96].
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Arbre de recouvrement du tore de profondeur D Arbre de recouvrement du tore de profondeur D + 2

Fig. 1.4 - Arbres de recouvrement du tore.

Il est possible dans la plupart des cas de construire des arbres de recouvrement du tore
de profondeur minimale, c'est-�a-dire �egale �a D + 1 [96].

Sur la �gure 1.5 nous pr�esentons trois arbres binomiaux de recouvrement de l'hypercube
de dimension 3 [82]. Il est possible d'en trouver autant que le degr�e de l'hypercube et de
profondeur minimale, par rotation successive suivant les dimensions. Ces arbres sont not�es
SBTi (pour Spanning Binomial Tree) o�u i indique la premi�ere dimension �a emprunter.
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Fig. 1.5 - Arbres binomiaux de recouvrement de l'hypercube

Le nombre d'arbres couvrants dans un graphe quelconque est donn�e par le th�eor�eme
d'Edmonds [52].
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Les arbres couvrants sont fort utiles pour di�user un message ou r�ealiser un �echange
total. Il est possible d'utiliser des techniques de pipeline ou de diviser le message �a di�user
en autant de paquets qu'il existe d'arbres couvrants. Nous allons voir quelques exemples
d'algorithmes bas�es sur ces arbres couvrants.

Application �a la di�usion dans le tore

Nous pr�esentons sur la �gure 1.6 deux algorithmes de di�usion dans un tore 2D. Ces
deux algorithmes reposent sur le premier arbre de recouvrement (sch�ema de gauche sur la
�gure 1.4). Sans technique de pipeline des messages [39, 96] cela conduit �a un algorithme
en nombre d'�etapes �egal au diam�etre de la grille. Le premier de ces deux algorithmes est
bas�e sur la di�usion pipeline du message suivant la verticale, puis ensuite chacun des n�uds
atteint lors de cette premi�ere phase r�e-e�ectue une di�usion pipeline sur l'horizontale (voir
sch�ema de gauche sur la �gure 1.6). Le temps de ce premier algorithme, pour des tores de
dimension (

p
P ;
p
P ) est :

2

0
B@
vuut $pP

2

%
� 1

!
� +

p
L�

1
CA

2

Le deuxi�eme algorithme e�ectue une di�usion pipeline sur les deux dimensions en même
temps, les processeurs �etant inform�es suivant des fronts successifs (voir sch�ema de droite sur
la �gure 1.6). Le temps de ce deuxi�eme algorithme est alors :0
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Racine de la di�usion

N�uds inform�es �a l'�etape 1

N�uds inform�es �a l'�etape 2

N�uds inform�es �a l'�etape 3

N�uds inform�es �a l'�etape 4

Fig. 1.6 - Algorithmes de di�usion dans le tore.
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Un algorithme optimal a �et�e donn�e par Michallon, Trystram et Villard [97, 98] sous les
mêmes hypoth�eses, et �etudi�e �egalement par Bermond, Michallon et Trystram dans le cas de
liens mono-directionnels [12]. Ces algorithmes sont bas�es sur les 4 arbres couvrants pr�esent�es
supra (sch�ema de droite sur la �gure 1.4). Le temps de cet algorithme est le suivant :

0
B@
vuut 2

$p
P

2

%
� 1

!
� +

s
L

4
�

1
CA

2

Application �a la di�usion dans l'hypercube

Les algorithmes de di�usion dans l'hypercube reposent sur les arbres de recouvrement
binomiaux (voir �gure 1.5). Un premier algorithme consiste �a utiliser un arbre couvrant et
�a e�ectuer une di�usion pipeline sur cet arbre. Le temps de cet algorithmes est le suivant :

�q
(log2(P ) � 1)� +

p
L�
�2

Un deuxi�eme algorithme consiste �a utiliser les log2(P ) arbres binomiaux de fa�con simultan�ee
(voir la �gure 1.7), ce qui conduit �a un algorithme dont le temps est :

log2(P )

 
� +

L

log2(P )
�

!
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Arbre SBT2Arbre SBT1Arbre SBT0

�Etape 3

�Etape 2

�Etape 1

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

011

001

000

100

110

111

101

010

Fig. 1.7 - Algorithme de di�usion dans l'hypercube bas�e sur les arbres SBT .

Une autre technique appliqu�ee au probl�eme de l'�echange total : la composition
de graphe

Dans le cas de l'�echange total sur le tore, les arbres pr�esent�es ne conviennent pas. Une
premi�ere solution consiste alors �a consid�erer le tore comme un produit cart�esien d'anneaux.
Ceci est un exemple d'un autre outil de la th�eorie des graphes utilis�e dans la conception
d'algorithmes de communication : la composition de graphes [78, 90]. Nous pr�esentons le
principe de cet algorithme d'�echange total sur le tore (5; 5) sur la �gure 1.8. L'algorithme
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consiste dans une premi�ere phase �a e�ectuer un �echange total des messages d�etenus par
chaque sommet suivant les anneaux verticaux (gossip avec des messages de longueur L) puis
�a faire de même sur les anneaux horizontaux avec l'information accumul�ee dans la phase
pr�ec�edente (gossip avec des messages de longueur

p
P � L). Le temps de cet algorithme est

le suivant : $p
P

2

% �
2� + (

p
P + 1)L�

�

�Echange total suivant les anneaux horizontaux�Echange total suivant les anneaux verticaux
avec des messages de longueur L avec des messages de longueur

p
P � L

Fig. 1.8 - Algorithme d'�echange total dans le tore bas�e sur le produit cart�esien d'anneaux.

1.3.2 Commutation de circuit et wormhole

Le probl�eme en commutation de circuits et wormhole n'est pas tout �a fait le même. En
e�et, si en commutation de messages la distance est un facteur critique, il devient n�egligeable
en wormhole. En revanche le probl�eme de la contention sur les liens devient pr�epond�erant
dans ce dernier mode de commutation [120]. Les outils utilis�es vont avoir pour but d'�evi-
ter les contentions. Par exemple, en commutation de messages, il est possible d'utiliser des
arbres de recouvrement �a arêtes disjointes dans le temps. C'est-�a-dire �a une �etape de temps
donn�ee il n'y a pas une arête utilis�ee par deux chemins. La contrainte est plus forte dans
le cas du wormhole et de la commutation de circuit, puisqu'un chemin est bloqu�e pendant
toute la dur�ee de la communication. Par contre la profondeur des arbres utilis�es sera moins
discriminante.

Une premi�ere fa�con d'envisager les algorithmes de communication globale en wormhole est
l'adaptation directe des algorithmes con�cus en commutation de messages �a ce nouveau mode
de commutation, en e�ectuant uniquement des communications entre voisins directs (c'est-
�a-dire �a distance 1). Cela conduit g�en�eralement �a des algorithmes ayant un bon facteur de
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taux de transmission (qui reste optimal si c'est d�ej�a le cas en commutation de messages) mais
souvent catastrophique en nombre d'�etapes. L'essentiel du travail consiste alors �a trouver de
nouveaux algorithmes pro�tant de l'insensibilit�e de la distance, propre au wormhole, tout en
gardant un taux de transmission (( acceptable )).

Algorithme de di�usion dans les tores

Nous allons pr�esenter un premier exemple d'algorithme optimal en nombre d'�etapes r�eali-
sant une di�usion dans les tores 2D carr�es dont la taille est une puissance de 5. Cet algorithme
propos�e par Peters et Syska [104] nous sera utile par la suite. L'id�ee de base repose sur la
d�ecomposition r�ecursive du tore. Un exemple de cet algorithme est donn�e sur le tore (5; 5)
sur la �gure 1.9 ainsi que la d�ecomposition r�ecursive sur un tore (25; 25).

sur le tore (5; 5)
Algorithme de di�usion

Principe appliqu�e r�ecursivement

Fig. 1.9 - Algorithme de di�usion dans le tore en wormhole.

Le principe de l'algorithme est donn�e par le sch�ema de gauche de la �gure 1.9. La racine
de la di�usion (n�ud en noir) envoie son message au centre des di��erentes croix (n�uds en
gris) par un (( sch�ema en diagonale )). La deuxi�eme �etape consiste alors �a di�user �a partir de
chaque centre de croix vers les 4 voisins par un (( sch�ema en croix )). Pour des tailles de tore
plus grandes, on utilise un pavage du tore en croix (voir sch�ema de droite sur la �gure 1.9),
et on applique r�ecursivement le principe de l'algorithme du tore (5; 5) par une succession
de di�usions en utilisant des (( sch�emas en croix )) et des (( sch�emas en diagonale ))

2. Cela
conduit �a un algorithme optimal en nombre d'�etapes dont le temps est pour des tores carr�es
de taille (5k; 5k) :

log5 (P )�+ (
p
P � 1)� + 2 log5 (P )L�

2: Nous verrons plus en d�etail dans le chapitre 3 le pavage du tore et les propri�et�es qui lui sont associ�ees.
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Une id�ee tr�es int�eressante que l'on peut tirer de cet algorithme, est la mise en �evidence du
rôle particulier de certains n�uds (les centres des croix dans l'algorithme pr�ec�edent). Tsai et
McKinley se sont bas�es sur une notion de n�ud dominant pour d�e�nir une m�ethodologie
de conception d'algorithmes de communication globale appliqu�ee aux grilles et aux tores
multi-dimensionnels en commutation wormhole [121, 122].

Un outil pour la conception d'algorithmes de communication globale en commu-
tation de circuit et wormhole

Rappelons la d�e�nition d'un ensemble de n�uds dominants :

D�e�nition 2 :

Un ensemble D de n�uds dominants dans un r�eseau direct est un sous-
ensemble de n�uds tel que chaque sommet du r�eseau, soit appartient �a D,
soit est au moins voisin avec un des n�uds de D.

Nous pr�esentons sur la �gure 1.10 un ensemble de n�uds dominants sur la grille 4 � 4.

Fig. 1.10 - Ensemble de n�uds dominants de la grille 4� 4.

Tsai et McKinley �etendent cette d�e�nition [121] pour pro�ter de l'avantage du wormhole
qui rend les algorithmes (( insensibles )) �a la distance. De plus, ils tiennent compte d'un
autre facteur qui est souvent n�eglig�e : l'algorithme de routage. Sans entrer dans les d�etails,
l'algorithme de routage calcule la route �a emprunter pour acheminer un message �a travers le
r�eseau [102]. Dans les r�eseaux directs de type grille ou tore, l'algorithme de routage adopt�e
est g�en�eralement celui par ordre des dimensions (dimension order routing) [45]. En e�et,
ce type de routage d�eterministe (cela implique qu'un message bloqu�e ne peut changer de
route) favorise les probl�emes de contention. Tsai et McKinley introduisent donc la notion
d'ensemble dominant �etendu (Extended Dominating Set, not�e EDS):
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D�e�nition 3 :

Consid�erons un r�eseau direct �-port �a mode de commutation wormhole.
Nous notons V l'ensemble des sommets du r�eseau et R l'algorithme de rou-
tage utilis�e. Consid�erons deux ensembles de n�uds D1 et D2 tels que D1 � V
et D2 � D1. D2 est un ensemble dominant �etendu, si et seulement si, il existe
un ensemble de chemins P �a arêtes disjointes suivant le routage R tel que,
pour chaque sommet v de D1 � D2, il existe un sommet x, x 2 D2, et un
chemin p, p 2 P, menant de x �a v.

Nous donnons un exemple d'EDS sur la grille (4; 4) sur la �gure 1.11.

Fig. 1.11 - Ensemble EDS de la grille (4; 4).

Un �el�ement d'un EDS est appel�e n�ud dominant �etendu (Extended Dominating Node
not�e EDN). Si tous les EDN d'un r�eseau d�etiennent une copie d'un même message, ils
peuvent alors la di�user en un seul envoi �a tous les autres sommets du r�eseau. L'id�ee est
alors de trouver un sous-ensemble de ces EDN, appelons-le D2, tel que les �el�ements de D2
soient capables d'envoyer un message aux autres EDN en une seule �etape, sans g�en�erer de
contention. Si les �el�ements de D2 contiennent une copie d'un même message, ils peuvent
l'envoyer alors aux autres EDN qui ensuite eux-même le di�usent aux autres n�uds du
graphe : nous obtenons un algorithme r�ecursif de di�usion, d'o�u la d�e�nition de niveaux
d'EDS :

D�e�nition 4 :

Consid�erons un r�eseau direct �-port �a mode de commutation wormhole.
Nous notons V l'ensemble des sommets du r�eseau et R l'algorithme de rou-
tage utilis�e. Consid�erons un ensemble X � V et un ensemble Di � V . Di

est un ensemble dominant �etendu de niveau i (not�e EDSi) de X si
et seulement si Di est un EDS1 d'un EDSi�1 de X.

Nous donnons un exemple d'utilisation de ces outils pour la di�usion dans la grille (8; 8)
en routage de type XY 3 sur la �gure 1.12.

3: Le routage XY est un algorithme de routage par ordre de dimension qui consiste �a acheminer d'abord
le message suivant l'horizontale (axe des X), puis suivant la verticale (axe des Y).
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N�uds du niveau 0

�Etapes 3 : envoi du message
aux n�uds du niveau 1aux n�uds du niveau 2

�Etapes 1 et 2 : envoi du message �Etapes 4 : envoi du message
aux n�uds du niveau 0

Racine de la di�usion N�uds du niveau 2 N�uds du niveau 1

Fig. 1.12 - Di�usion dans la grille (8; 8).

Le nombre d'�etapes d�epend bien �evidemment de la position relative de la racine par rap-
port aux n�uds du niveau 2. Mises �a part ces une ou deux premi�eres �etapes d'envoi de la
racine vers les n�uds du niveau le plus haut, le nombre d'�etapes est en O(k) pour des grilles
carr�ees de côt�e q � 2k.

Cette m�ethodologie est appliqu�ee �a d'autres types d'algorithmes de communication glo-
bale, comme le regroupement, la transposition de matrices [121], ou �a d'autres r�eseaux comme
les tores 2D et 3D [121, 122].

Cette formalisation est tr�es int�eressante car elle s'applique �a un grand nombre d'algo-
rithmes qui ont �et�e con�cus sans l'utiliser mais qui y correspondent totalement [29, 104],
comme nous le verrons dans le chapitre 3.

1.4 Conclusion

Nous avons pr�esent�e, dans ce chapitre, quelques outils et techniques issus de la th�eorie
des graphes permettant de concevoir des algorithmes de communication e�caces. Nous avons
illustr�e leur utilisation sur quelques exemples, notamment pour la conception d'algorithmes
sur les tores.

L'essentiel des recherches sur les algorithmes de communication globale se fait maintenant
en commutation de circuit ou en wormhole car c'est le mod�ele utilis�e par les machines
de la derni�ere g�en�eration. Cependant, les algorithmes en commutation de messages restent
int�eressants car ils s'av�erent tr�es e�caces lorsque la taille des messages est grande.

Comme nous avons pu le voir les m�ethodes utilis�ees ne sont plus les mêmes, car les
contraintes ont chang�e. De plus, il est �evident que d'autres outils de la th�eorie des graphes,
ou d'autres domaines, devront être employ�es. En e�et, il faut noter qu'aujourd'hui aucun
algorithme de communication globale ne prend en compte la di��erence entre la commutation
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de circuits et le wormhole. Un autre facteur souvent n�eglig�e dans les algorithmes de com-
munication est le temps de gestion des messages. Le temps de transfert entre le r�eseau et la
m�emoire n'est pas n�egligeable et la recomposition des messages peut s'av�erer tr�es coûteuse.
C'est-�a-dire qu'un algorithme optimal en th�eorie, mais ne tenant pas compte de ce facteur
risque d'être catastrophique en pratique.

Il y a certainement un grand enjeu �a concevoir des communications globales e�caces, d�ej�a
du fait de leur incoporation dans des standards de biblioth�eques comme MPI. De plus, la
majorit�e des derni�eres machines parall�eles disposant de n�ud de communication, les temps
d'initialisation sont souvent tr�es grands par rapport aux d�ebits possibles des liens. Cela
implique qu'il est souvent tr�es coûteux de r�ealiser une communication globale par une suite
de communications point-�a-point. Cependant, pour être e�caces ces sch�emas doivent être
impl�ement�es directement au niveau des n�uds de communication, ou au moins utiliser les
protocoles de plus bas niveau de la machine.
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Chapitre 2

Transposition de matrices allou�ees par

blocs

Nous nous int�eressons dans ce chapitre au probl�eme de la transposition
de matrices carr�ees allou�ees par blocs sur machines parall�eles �a m�emoire

distribu�ee. La m�ethodologie propos�ee est bas�ee sur la d�ecomposition des
graphes mod�elisant les r�eseaux d'interconnexion en chemins ou en cycles.

Nous utilisons alors des sch�emas �el�ementaires de communication pour
r�ealiser des transpositions partielles sur ces chemins et cycles. Ce travail
a �et�e r�ealis�e en collaboration avec D. Trystram a[30].

aD. Trystram est professeur d'informatique �a l'�Ecole Sup�erieure de G�enie
Industriel de Grenoble.

2.1 Introduction

La parall�elisation de la plupart des m�ethodes num�eriques entrâ�ne des mouvements de
donn�ees r�eguliers [36, 55, 63, 108, 113]. L'op�eration de transposition matricielle est courante
dans de nombreux algorithmes num�eriques. Le sch�ema de communication engendr�e par cette
op�eration d�epend directement alors de la distribution des donn�ees [36, 51, 69, 82]. Nous al-
lons �etudier dans ce chapitre, la mise en �uvre de ce sch�ema pour des matrices allou�ees par
blocs, sur des machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee. Nous proposons un sch�ema g�en�eral
bas�e sur la d�ecomposition des r�eseaux de communications, en chemins ou cycles �el�emen-
taires, permettant la r�ealisation de la transposition. Cette m�ethode nous permet d'obtenir
des algorithmes e�caces pour des r�eseaux qui admettent une d�ecomposition de ce type. Nous
appliquons ce sch�ema au tore et au de Bruijn (cf d�e�nitions des r�eseaux partie I, chapitre 1).

Nous consid�erons P processeurs connect�es entre eux par un r�eseau de communication.
Nous supposons que le mode de routage est soit en commutation de messages, soit wormhole
et que les liens sont bi-directionnels (cf partie I, chapitre 1). Nous supposons �egalement un
mod�ele k-port, avec k=2 et k=4.

Nous rappelons dans une premi�ere partie les d�e�nitions de deux types d'allocations par
blocs (cons�ecutive et cyclique). Nous d�ecrivons, ensuite, une s�erie de travaux pr�ec�edents en
commutation de messages : nous commen�cons d'abord par rappeler le principe de l'algorithme
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de transposition r�ecursive et son implantation sur l'hypercube. La version pipelin�ee de cet
algorithme, est �a l'heure actuelle, le meilleur r�esultat connu sur cette topologie. Vient ensuite
un algorithme sur la grille d�ecrit par Johnsson dans [81]. En�n, nous montrons comment
adapter des r�esultats de routage de permutations sur l'hypercube [15] au tore 2D et au de
Bruijn en utilisant des m�ethodes d'�emulation [90].

Le paragraphe suivant est consacr�e �a des r�esultats pr�eliminaires sur deux �echanges �el�e-
mentaires de transposition sur un chemin et un cycle. Nous proposons alors un sch�ema
g�en�eral pour r�ealiser une transposition de matrice sur n'importe quel r�eseau partitionn�e en
ces chemins ou cycles. Cette m�ethodologie est appliqu�ee au tore bi-dimensionnel et au de
Bruijn dans le paragraphe 4. Nous am�eliorons ces algorithmes en utilisant les liens inoc-
cup�es et nous en calculons les complexit�es. Nous pr�esentons ensuite les bornes inf�erieures
de ce probl�eme en commutation de message et nous les comparons aux complexit�es de nos
algorithmes.

Cette m�ethodologie con�cue initialement pour un mode de commutation de type store-
and-forward (qui correspondait aux machines �a base de Transputers) s'adapte �egalement
�a un mode de commutation de type wormhole. Avant de conclure, nous montrons donc
comment �etendre les di��erents algorithmes pr�esent�es �a cet autre mode de commutation, et
nous comparons les complexit�es de ces algorithmes aux bornes inf�erieures. Nous rappelons
�egalement les travaux existants sur le probl�eme de la transposition de matrices en wormhole
sur des grilles bi-dimensionnelles.

2.2 Description des allocations de donn�ees

L'op�eration de transposition d'une matrice consiste �a associer l'�el�ement en ligne i et
colonne j, avec l'�el�ement situ�e en ligne j et en colonne i. Le sch�ema de communication
g�en�er�e par cette op�eration va donc d�ependre de l'allocation des donn�ees sur les processeurs.

Etant donn�es une matrice carr�ee A de taille N et P processeurs, il existe de nombreuses
fa�cons de distribuer les �el�ements de la matrice sur les processeurs de fa�con �equilibr�ee [33, 55,
84, 99, 101]. Par souci de simplicit�e, nous supposons dans la suite de ce chapitre, que N

P
est

entier.

Allocation par lignes (colonnes) :
La matrice est subdivis�ee en P blocs de tailles �equilibr�ees de N

P
lignes (respectivement

colonnes) (voir �gure 2.1). Pour ce type d'allocation, le probl�eme de la transposition
correspond �a un �echange total personnalis�e (ou multi-distribution) [82] : chaque proces-
seur doit envoyer une partie des lignes (respectivement colonnes) qu'il poss�ede �a chacun

des autres processeurs, c'est-�a-dire : 1
P
�

�
N � N

P

�
=

�
N
P

�2
donn�ees. Nous rappelons

que le coût des meilleurs algorithmes de multi-distribution en commutation de mes-
sage avec des messages de longueur L sont respectivement pour le tore et l'hypercubep
P
�
� + PL

8 �
�
[108] et log2 (P )

�
� + L

2 log2 (P )�
�
[51, 82]. Les temps de ces algorithmes

appliqu�es �a la transposition de matrice, avec des messages de longueur
�
N
P

�2
sont

donn�es dans la table 2.1 1.

1: �A notre connaissance, il n'existe aucun algorithme de multi-distribution sur le de Bruijn.
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Tore [108]
p
P� + N2

p
P

8
�

Hypercube [82] log2 (P )� + N2

2P
�

Tab. 2.1 - Coûts des algorithmes de multi-distribution appliqu�es �a la transposition de matrice.
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Fig. 2.1 - Exemples d'allocation par lignes et par colonnes pour N = 8 et P = 4.

Allocations par blocs :
Une autre fa�con d'allouer une matrice est de la subdiviser en P sous-blocs, et d'associer
chacun des sous-blocs �a un processeur. En g�en�eral, du fait que les sous-blocs sont
rectangulaires, le probl�eme de la transposition de matrices correspond �a une multi-
distribution [33]. Cependant, si nous supposons que

p
P est entier, alors les sous-blocs

sont carr�es, et la transposition de matrices se ram�ene �a un ensemble d'�echanges entre
paires de processeurs. Nous supposerons donc, dans le reste de ce chapitre que P est
tel que

p
P soit entier 2.

Nous avons repr�esent�e dans la �gure 2.2 une allocation cons�ecutive par blocs et une
allocation cyclique par blocs. Soit (i)2 l'�ecriture en base 2 de l'entier i, et j l'op�erateur de
concat�enation de bits. Nous d�esignons par Alloc(i,j) le processeur qui contient l'�el�ement
(i; j), quels que soient i et j tels que 0 � i; j � Np

P
� 1. Les fonctions d'allocations par

blocs utilis�ees sont d�e�nies de la fa�con suivante :

2: Ce qui implique que log2(P ) est un pair.
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Alloc(i,j) =
�j

i�
p
P
N

k�
2
j
�j

j �
p
P
N

k�
2

Allocation cons�ecutive

Alloc(i,j) = (i mod
p
P )2j(j mod

p
P )2 Allocation cyclique
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Fig. 2.2 - Exemples d'allocation cons�ecutive et cyclique pour N = 8 et P = 4.

Les algorithmes que nous proposons pour transposer une matrice sont valides pour les deux
types d'allocation par blocs pr�esent�es. Par souci de clart�e, nous ne consid�erons que l'allocation
cons�ecutive par blocs, tout en sachant que les r�esultats pour la seconde allocation peuvent
facilement s'obtenir par adaptation des r�esultats de la premi�ere. Il existe bien �evidemment
d'autres allocations par blocs, notamment celles qui permettent de r�eduire le probl�eme de la
transposition de matrices �a de simples �echanges entre voisins directs [71, 91]. Cependant, nous
nous int�eressons dans ce chapitre aux allocations d�e�nies ci-dessus, qui correspondent aux
allocations (( standard )) comme elles ont �et�e d�e�nies dans HPF ou dans ScaLAPACK [33, 56].
De plus, la plupart des allocations sp�eci�ques qui sont (( optimales )) pour un sch�ema de
communication, ne le seront plus pour d'autres sch�emas, et c'est donc repousser le probl�eme.
Cela ne veut pas dire que ce genre de m�ethodes est inint�eressante, mais tout simplement qu'il
faut regarder le probl�eme dans sa globalit�e. L'avantage de prendre des allocations standard
est qu'elles correspondent �a des (( normes )) sp�eci��ees dans des langages ou biblioth�eques
standard.

D'apr�es la d�e�nition de l'op�eration de transposition, et en utilisant la fonction d'alloca-
tion par blocs pr�ec�edente, un processeur doit alors �echanger son bloc de donn�ees seulement
avec un seul processeur. De fa�con plus pr�ecise, le processeur Alloc(i,j) �echange son bloc
avec le processeur Alloc(j,i). Nous appelons cette op�eration, l'op�eration de transposition
directe.
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2.3 L'algorithme de transposition r�ecursive et travaux

pr�ec�edents en commutation de message

2.3.1 L'algorithme de transposition r�ecursive

Etant donn�ee la d�ecomposition par bloc d�e�nie pr�ec�edemment, la transposition de la
matrice peut être r�ealis�ee r�ecursivement en log2 (N)

2
�etapes de la fa�con suivante [53] : �a la

premi�ere �etape, la matrice A �a transposer, est subdivis�ee en 4 sous-blocs :"
A00 A01

A10 A11

#

L'algorithme de transposition appliqu�e �a la matrice A est le suivant :

Proc�edure Transpose(A)

d�ebut
�Echange des sous-blocs sur-diagonaux A01 et A10

Transpose(A00)

Transpose(A01)

Transpose(A10)

Transpose(A11)

fin

Fig. 2.3 - Algorithme de transposition r�ecursive par blocs.

2.3.2 Implantation sur l'hypercube en commutation de message

La construction r�ecursive de l'hypercube [107] permet une implantation directe de l'al-
gorithme pr�ec�edent sur l'hypercube [73]. L'�etape S de l'algorithme consiste �a �echanger

les bits S et
�
S + log2 (N)

2

�
de l'�ecriture binaire de l'�el�ement (i; j) de la matrice A, pour

S = 0 : : : log2 (N)
2 � 1 (voir �gure 2.4).

i i
1
... ...is i

n/2−1
i
n/2

i
n/2+1

in/2+s... ... i
n−10 2

où   n = log  (N)

Fig. 2.4 - Echange de bits au cours de l'�etape S dans l'algorithme de transposition r�ecursive.

Les log2 (P )
2 premi�eres �etapes g�en�erent des communications entre les processeurs. Il est

clair que chacune des �etapes de r�ecursivit�e peut être r�ealis�ee par des �etapes de communica-
tions entre voisins (voir �gure 2.5) avec des messages de taille N2

P
, d'o�u le temps total de

communication de l'algorithme est �egal �a :

THypercube
1 = log2 (P )

 
� +

N2

P
�

!
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2 communications2 communications

1 étape 1 étape

Fig. 2.5 - Implantation de l'algorithme de transposition r�ecursive sur l'hypercube.

Si nous utilisons des liens bi-directionnels (cf partie I, chapitre 1), les messages peuvent
être divis�es en deux parties de longueur �egale. Chaque message est alors envoy�e dans les
deux directions �a chaque �etape. Le coût de l'algorithme devient alors :

THypercube
2 = log2 (P )

 
� +

N2

2P
�

!

Remarquons, au passage, que le facteur du taux de transmission (� ) est proportionnel �a la
moiti�e du diam�etre. Nous verrons par la suite que nous obtenons de meilleurs r�esultats avec
notre m�ethode dans le cas du tore et du de Bruijn.

Johnsson et Ho ont d�ecrit dans [84] l'algorithme (( Multiple Paths Recursive Transpose ))

qui utilise des chemins di��erents entre les n�uds sources et les n�uds destinations. En
utilisant une technique de pipeline, cela conduit �a un algorithme tr�es e�cace, puisque son
coût est de (pour de grandes valeurs de N) :

THypercube
3 =

0
@q� +

s
N2

2P
�

1
A2

Remarquons, qu'asymptotiquement, il n'y a qu'un seul temps d'initialisation, et que le
taux de transmission est optimal.

2.3.3 Travaux pr�ec�edents sur la grille en commutation de message

Dans [81] Johnsson d�ecrit un algorithme de transposition sur des grilles de taille (2k; 2k)
en 2k �etapes de communications entre voisins directs, en d�ecalant successivement les sur-
diagonales 3 vers les indices d�ecroissants des colonnes puis vers les indices croissants des

3: sur-diagonale(s) = f(i; j)=0 � i < (N � s); s � j < Ng.
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lignes. De fa�con sym�etrique, les sous-diagonales 4 sont d'abord d�ecal�ees en direction des
indices de lignes d�ecroissants, puis vers les indices de colonnes croissants (cf �gure 2.6 pour
les �etapes successives de l'algorithme). Il propose une id�ee d'extension de cet algorithme au
tore, en utilisant des chemins disjoints et en pipelinant sur chacun d'eux.

Première étape Seconde étape Dernière étape

Fig. 2.6 - Principe de l'algorithme de transposition de Johnsson.

En utilisant le mod�ele de temps d�e�ni pr�ec�edemment, le coût de cet algorithme est de :

TGrille
1 = 2(

p
P � 1)

 
� +

N2

P
�

!

2.3.4 Utilisation des r�esultats g�en�eraux sur le routage de permu-

tation

Le probl�eme de la transposition de matrices correspond �a une permutation qui appartient
�a la classe des permutations lin�eaires compl�ement�ees. Cette classe est d�e�nie de la fa�con
suivante :
D�e�nition 5 :

Une permutation sur V = f0; 1; : : : ; N � 1g, avec N = 2n, est dite une
permutation lin�eaire, s'il existe une matrice bool�eenne Qn�n non singuli�ere,
telle que, pour chauqe x inV , son image, y, est donn�ee par l'�equation :

yT = QxT

La transposition de matrice est donc une permutation lin�eaire, puisque qu'�a chaque num�ero
de processeur (i0i1 : : : in

2�1in2 : : : in�1) son image est le num�ero (in
2
: : : in�1i0i1 : : : in

2�1). La

4: sous-diagonale(s) = f(i; j)=s � i < N ; 0 � j < (N � s)g.
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matrice bool�eenne Q est alors la suivante :

0 0
0 0 0 0

0 01

0 0 0 01

0 0

1

1 0
0 001

0
1

n
2

n
2 � 10

0

n
2 � 1
n
2

n� 1

n� 1

Boppana et Raghavendra proposent dans [15] un algorithme optimal de routage de n'im-
porte quelle permutation lin�eaire compl�ement�ee sur l'hypercube (en au plus log2 (P ) �etapes).
En appliquant cet algorithme de routage au probl�eme de la transposition , cela donne un
temps �egal �a :

THypercube
4 = log2 (P )

 
� +

N2

2P
�

!

Nous pouvons en d�eduire un algorithme sur le de Bruijn. En e�et, puisque le routage propos�e
par Boppana et Raghavendra est e�ectu�e dimension par dimension, nous pouvons utiliser
cet algorithme pour �emuler le r�eseau de de Bruijn �a partir de l'hypercube [90]. Donc, nous
obtenons un algorithme de transposition en 2 log2 (P ) �etapes sur le de Bruijn (chaque �etape
de communication suivant une dimension sur l'hypercube, peut être r�ealis�ee en 2 �etapes sur
le de Bruijn), ce qui est proportionnel �a deux fois le diam�etre. Le coût total de l'algorithme
est le suivant :

TDeBruijn
1 = 2 log2 (P )

 
� +

N2

2P
�

!

La même m�ethode peut être appliqu�ee au tore, chaque �etape concernant la dimension i de

l'hypercube correspond �a un processeur situ�e �a distance
p
P
2i

sur le tore. D'o�u un temps total
�egal �a :

T Tore
1 =

log2(P )X
i=1

p
P

2i
= 2
p
P
P � 1

P

Les algorithmes sp�eci�ques �a la transposition de matrice que nous proposons sont meilleurs
que ces derniers en ce qui concerne le tore er le r�eseau de de Bruijn.

Nous allons, dans un premier temps, pr�esenter l'�etude du probl�eme en commutation de
message. Nous verrons par la suite comment adapter les algorithmes pr�esent�es en mode
wormhole.
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2.4 Quelques r�esultats pr�eliminaires

Dans ce paragraphe, nous allons d�e�nir deux algorithmes d'�echanges �el�ementaires de
donn�ees qui vont nous être utiles pour donner ensuite un algorithme g�en�eral de transposition
de matrice sur un r�eseau de communication quelconque. Ces �echanges ne permettent pas
eux-mêmes de r�ealiser une transposition, ils ne constitutent que la brique de base pour la
construction du sch�ema global de communication.

2.4.1 Transposition sur un chemin

D�e�nition 6 :

Consid�erons un chemin de longueur l, avec l pair (o�u chaque processeur est
num�erot�e de 0 �a l). La (( Transposition sur un Chemin )) (not�ee TCh) est
le sch�ema de communication au cours duquel chaque processeur q envoie sa
donn�ee au processeur (l � q), 0 � q � l.

Nous d�etaillons sur la �gure 2.8 les �etapes successives de l'algorithme pour l = 4. Le
couple sur chaque arc indique la source et le destinataire de chaque message. L'algorithme
est exprim�e dans la �gure 2.7.

Proc�edure TCh(A,chemin k) (Programme du proc. q sur le chemin k)

d�ebut

B = bloc local de la matrice A

pour S = 0 �a l � 1 faire

si (q = S) alors

Envoyer B au processeur (q + 1) sur le chemin k.

si ((q > S) et (q < l
2 +

�
S+1
2

�
)) alors

Envoyer B au processeur (q + 1) sur le chemin k.

Recevoir B du processeur (q � 1) sur le chemin k.

si (q = l

2
+

�
S+1
2

�
) alors

Recevoir B du processeur (q � 1) sur le chemin k.

si (l� q = S) alors

Envoyer B au processeur (q � 1) sur le chemin k.

si ((l� q > S) et (l � q < l

2
+

�
S+1
2

�
))) alors

Envoyer B au processeur (q � 1) sur le chemin k.

Recevoir B du processeur (q + 1) sur le chemin k.

fin

Fig. 2.7 - Algorithme TCh.

On peut facilement v�eri�er que l'algorithme TCh sur un chemin de longueur l, s'ex�ecute
en en l �etapes.
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0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

4

4

4

4

(0,4) (1,3)

(3,1) (4,0)

(0,4) (1,3)

(3,1) (4,0)

(4,0)

(0,4)

(4,0)

(0,4)

étape 1

étape 2

étape 3

étape 4

Fig. 2.8 - Exemple de transposition sur un chemin de longueur 4.

Am�elioration : algorithme TCh pipelin�e
Nous pouvons remarquer que lors de l'ex�ecution du pr�ec�edent algorithme, tous les liens ne
sont pas utilis�es. A�n de maximiser le nombre de liens utilis�es �a chaque �etape, nous divisons
chaque message en � paquets de taille L

�
et nous pipelinons l'envoi des paquets. L'utilisation

d'une technique de pipeline standard directement sur l'algorithme TCh est impossible car
tous les processeurs interm�ediaires ayant un message �a envoyer, il y aurait collision entre
les paquets des di��erents processeurs. Cependant, il est possible de pipeliner en retardant
de fa�con p�eriodique les envois. Nous pr�esentons sur la �gure 2.9 l'algorithme pipelin�e (not�e
TChP) de fa�con d�etaill�ee (par souci de clart�e, nous n'avons fait �gurer que les envois de
messages et pas les �echanges).

�A la premi�ere �etape de l'algorithme, le processeur 0 envoie son premier paquet. Le pro-
cesseur 1 envoie son premier seulement lorsqu'il a transmis celui du processeur 0, c'est-�a-dire
�a l'�etape 2. Le processeur 0 envoie son second paquet quand son premier paquet a atteint le
processeur l�1

2 , etc.
Il est clair qu'aucun con
it n'a lieu, par construction, ce qui garantit la correction de

l'algorithme. Remarquons deux choses : la premi�ere est que le lien reliant les processeurs
l
2 � 1 et l

2 est occup�e en permanence, la deuxi�eme est que tous les processeurs �nissent leurs
�echanges au même moment.

Calculons maintenant le coût de cet algorithme. Le temps n�ecessaire pour que le premier
paquet du processeur atteigne le processeur l est : l(� + L

�
� ). Le ieme paquet du processeur

0 est envoy�e apr�es
�
l
2

�
� (i� 1) �etapes. Donc le temps total de l'algorithme est :

T
TChP

(�) = l
�
� + L

�
�
�
+
�
l
2

�
(� � 1)

�
� + L

�
�
�

Nous pouvons alors facilement calculer le nombre optimal de paquets �opt =
q

L�
�

D'o�u une dur�ee totale de l'algorithme TChP pour un nombre optimal de paquets :

T
TChP

(�opt) =
�
l
2

� �p
� +

p
L�
�2
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P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 Etape

1

2

3

4

5

6

7

8

�
l(�+1)

2

�
Fig. 2.9 - TChP sur un chemin de longueur 8.

2.4.2 Transposition cyclique

D�e�nition 7 :

Consid�erons un cycle de longueur l, avec l impair. La (( Transposition Cy-
clique )) (not�ee TCy) est le sch�ema de communication o�u chaque processeur

q envoie ses donn�ees au processeur
�
(q + l+1

2 ) mod [l]
�
, 0 � q � l.

L'algorithme r�ealisant le sch�ema TCy est donn�e dans la �gure 2.10, et est d�etaill�e pour
l = 5 sur la �gure 2.11.
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Proc�edure TCy(A,cycle k) (Programme du proc. q sur le cycle k)

d�ebut

B = bloc local de la matrice A

pour S = 0 �a
�

l+1
2

�
si (q = S) alors

Envoyer B au processeur (q + 1) sur le cycle k.

Recevoir B du processeur (q � 1) sur le cycle k.

fin

Fig. 2.10 - Algorithme TCy.

Ce sch�ema de communication �el�ementaire peut être e�ectu�e en l+1
2

�etapes, sur un cyle
de longueur l.

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

(0,3) (1,4) (2,5) (3,0) (4,1)

(5,2)

(2,5) (3,0)(1,4)

(4,1)

(0,3)(5,2)

(4,1) (5,2) (0,3) (1,4) (2,5)

(3,0)

step 1

step 3

step 2

Fig. 2.11 - TCy sur 6 processeurs.

Remarquons au passage, que dans ce cas, nous ne pouvons am�eliorer cet algorithme par
une quelconque technique de pipeline, du fait qu'�a tout moment, tous les liens sont occup�es.

2.4.3 M�ethodologie g�en�erale

D'apr�es les d�e�nitions pr�ec�edentes des mouvements �el�ementaires de donn�ees, nous pr�e-
sentons maintenant une m�ethodologie g�en�erale permettant de r�ealiser une (( Transposition
Directe ))

5 sur un r�eseau quelconque :

1. Trouver une partition (au sens des n�uds) du r�eseau en C cycles ou chemins, telle que
chaque n�ud et son transpos�e soient sur le même chemin ou cycle :

{ Si C est un chemin, alors la contrainte suivante doit être v�eri��ee :
C = X0X1 : : :Xl avec l pair, tel que (X t

i ) = Xl�i pour i = 0 : : : l

{ Si C est un cycle alors il doit v�eri�er :
C = X0X1 : : :Xl avec l impair, tel que (X t

i ) = Xi+ l+1
2

pour i = 0 : : : l�1
2

5: Voir la d�e�nition que nous avons donn�ee pr�ec�edemment de la (( Transposition Directe )).
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2. Appliquer ensuite, les sch�emas �el�ementaires de communication pr�ec�edents sur ces C
cycles ou chemins.

Par cons�equent, le coût d'une (( Transposition Directe )) est soit �egal au coût de l'algo-
rithme TChP sur le plus long des C chemins, soit �egal au coût de l'algorithme TCy sur le
plus long des C cycles du r�eseau.

2.5 Application aux r�eseaux usuels

2.5.1 Transposition Directe sur le tore

Pr�eliminaire: la grille

Nous allons commencer par pr�esenter une partition de la grille carr�ee de P processeurs.
Nous d�e�nissons

p
P � 1 chemins par la liste des processeurs composant chacun de ces

chemins, de la fa�con suivante (se reporter �a la �gure 2.13 pour voir la disposition de ces
chemins dans la grille) :

Chemin i, (i = 1 : : :
p
P � 1)

Alloc(i;
p
P )! Alloc(i;

p
P � 1)! : : :! Alloc(i; i)! Alloc(i + 1; i)! : : :! Alloc(

p
P ; i)

Fig. 2.12 - Description des chemins.

Au cours de la transposition de matrice, pendant que le processeur Alloc(i;
p
P ) doit

envoyer ses donn�ees au processeur Alloc(
p
P ; i), le processeur Alloc(i;

p
P � 1) doit envoyer

les siennes au processeur Alloc(
p
P � 1; i), etc. Nous utilisons donc l'algorithme TCh le long

de ces chemins.
Le chemin i contient 2(

p
P � i)+1 n�uds, donc le nombre total de n�uds contenus dans

ces chemins est �egal �a : p
P�1X
i=1

�
2(
p
P � i) + 1

�
= P � 1

Si nous consid�erons le n�ud Alloc(
p
P ;
p
P ) comme un chemin d�eg�en�er�e r�eduit �a un seul

processeur, l'ensemble de tous ces chemins constitue une partition de la grille.

Nous avons donc une (( Transposition Directe )) sur une grille carr�ee de taille
p
P en

2(
p
P � 1) �etapes de communication (correspondant au chemin le plus long de la partition)

avec des messages de taille N2

P
. Le coût d'une transposition sur une grille carr�ee en utilisant

des chemins TChP est �egal �a 6 :

TGrille
2 = 2(

p
P � 1)

 
� +

N2

P
�

!

6: Cette construction est une autre fa�con de voir la version pipelin�ee de l'algorihme de Johnsson [81].
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(i,i)

P

P(i,       )

(      ,i)

Fig. 2.13 - Partition de la grille en utilisant les chemins TCh.

Adaptation au tore

Les r�esultats sur le tore sont adapt�es �a partir de ceux obtenus sur la grille, mais nous
utilisons les liens supl�ementaires qui relient les n�uds du bord. Nous d�ecrivons dans la
�gure 2.14 les chemins utilis�es et nous les visualisons sur la �gure 2.15.

Pour le chemin i (i = 1 to
p
P
2 � 1 (domaine A1 sur la figure 2.15))

Alloc(i; (
p
P
2 + i))! Alloc(i; (

p
P
2 + i+ 1))! : : :! Alloc(i;

p
P )! Alloc(i; 1)! Alloc(i; 2)! : : :!

Alloc(i; i)!Alloc(i � 1; i)! : : :! Alloc(1; i)! Alloc(
p
P ; i))! Alloc(

p
P � 1; i)! : : :! Alloc (

p
P
2 + i; i)

Pour le chemin i (i =
p
P
2 + 1 to

p
P (domaine A2 sur la figure 2.15))

Alloc(i; (i�
p
P
2 ) + 1)! Alloc (i; (i�

p
P
2 ) + 2)! : : :!

Alloc(i; i)! Alloc(i � 1; i)! : : :! Alloc((i �
p
P
2 ) + 1; i)

Fig. 2.14 - Description des chemins.

Calculons maintenant le nombre de n�uds contenus dans ces chemins :

{ Chemins de A1:
p
P
2X

i=1

�p
P + 1

�
=

1

2
(P +

p
P )

{ Chemins de A2:

p
PX

i=
p
P
2 +1

�p
P + 1

�
=

1

2
(P �

p
P )

Donc le nombre total de n�uds contenus dans ces chemins est �egal �a P . Tous ces chemins
sont disjoints, et nous obtenons alors une partition du tore. La longueur de ceux-ci est �egale
�a
p
P � 1 dans A1 et

p
P � 3 dans A2. Nous pouvons donc r�ealiser une (( Transposition

Directe )) sur un tore carr�e en
p
P �etapes �el�ementaires avec des messages de taille N2

P
, d'o�u
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un coût de :

T Tore
2 =

p
P

 
� +

N2

P
�

!

A1

A1
A1

A2

A1

A1
A1

A2

Fig. 2.15 - Partition du tore en utilisant des chemins TCh.

Nous pouvons am�eliorer ce r�esultat en remarquant que la moiti�e des liens n'est pas utilis�ee
(voir �gure 2.16). Les blocs sont divis�es en deux parties de longueur �egale qui sont envoy�ees
simultan�ement sur les liens verticaux et horizontaux. Nous utilisons donc deux sch�emas de
(( Transposition Directe )) en parall�ele avec des messages de longueur N2

2P . Par cons�equent le
coût de cet algorithme est :

T Tore
3 =

p
P

 
� +

N2

2P
�

!

A2 A2

A1

A1A1 A1
A1

A1

Fig. 2.16 - Partition compl�ementaire du tore avec des chemins TCh sur les liens orthogonaux.

En utilisant l'algorithme pipelin�e TChP sur ces chemins, nous obtenons �nalement un
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temps �egal �a :

T Tore
4 =

p
P

2

0
@q� +

s
N2

2P
�

1
A2

Nous voyons que le temps est asymptotiquement proportionnel au quart du diam�etre du
tore.

2.5.2 Transposition Directe sur le de Bruijn

Nous commen�cons tout d'abord par donner quelques d�e�nitions [62].
D�e�nition 8 :

Cycle pur :
Un cycle pur, est un cycle o�u le nombre de bits �egaux �a 1 dans la
num�erotation des n�uds est conserv�e.

G�en�erateur de cyle :
Un g�en�erateur de cyle est un n�ud qui peut être utilis�e pour d�ecrire un
cycle, en d�ecalant successivement �a gauche les n bits de son num�ero.

Par exemple, si nous prenons le n�ud (1100) comme g�en�erateur, le cycle pur correspon-
dant est le suivant :

[(1100) (1001) (0011) (0110)]
Il est possible de d�e�nir un op�erateur qui permet d'�enum�erer tous les g�en�erateurs. Cet

op�erateur est d�e�ni dans [62]. Nous donnons dans le tableau 2.2 tous les g�enerateurs ainsi
que les cycles purs correspondants pour n = 6.

Maintenant, il nous faut prouver que les cycles ainsi g�en�er�es contiennent tous les n�uds
du de Bruijn.

Proposition 1 : [65, 93]'

&

$

%

Le nombre total de g�en�erateurs est �egal �a NG(n) avec :

NG(n) =
1

n

X
d2D

�(d)2
n
d

o�u D est l'ensemble des diviseurs de n et � est la fonction d'Euler. Nous
rappelons que la fonction d'Euler est d�e�nie ainsi :
8n � 1, �(n) = nombre d'entiers x, 1 � x � n, tels que x et n sont premiers
entre eux.

Proposition 2 :�
�

�

Le nombre total de n�uds contenus dans les cyles obtenus par les g�en�erateurs

de cycles est �egal �a 2n.
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Par exemple, pour n = 6

{ D = f6; 3; 2; 1g
{ �(6) = 2, �(3) = 2, �(2) = �(1) = 1

{ NG(6) = 1
6

�
�(6)2

6
6 + �(3)2

6
3 + �(2)2

6
2 + �(1)2

6
1

�
= 14.

Preuve :

NG(n) est le nombre de fa�cons di��erentes d'associer les nombres 0 et 1, a�n de composer
des mots cycliques de longueur n. Ainsi, lorsque nous consid�erons ces mots cycliques, nous
�enum�erons tous les mots de longueur n sur l'alphabet f0; 1g. Ceci revient �a d�ecrire d'une
autre mani�ere les n�uds du de Bruijn. Donc les NG(n) cycles contiennent tous les n�uds du
graphe et sont disjoints par construction. Nous avons donc d�e�ni une partition du de Bruijn
en NG(n) cycles de longueur maximale �egale �a n. �

Par cons�equent nous pouvons r�ealiser une (( Transposition Directe )) sur un de Bruijn de
dimension n en n

2
�etapes de communication (voir �gure 2.17), et le coût total de l'algorithme

est alors de :

TDeBruijn
2 =

log2 (P )

2

 
� +

N2

P
�

!

0000

0001 1000

0010 0100

1001

0011 0101 1010 1100

0110

1011 1101

0111 1110

1111

1000

1110

1100

Cycles de transposition sur le de Bruijn

Générateurs des 
cycles de transposition

Fig. 2.17 - Transposition Directe sur un de Bruijn (2,4).

Ce r�esultat peut être am�elior�e en remarquant que nous utilisons seulement la moiti�e des
liens 7, comme dans le cas du tore, que l. Aussi, nous pouvons diviser chaque message en
deux parties de longueur �egale, et utiliser les liens dans le sens inverse pour transmettre une
moiti�e des messages. Le temps devient alors :

TDeBruijn
3 =

log2 (P )

2

 
� +

N2

2P
�

!

7: Nous avons suppos�e au d�epart que nous disposions de liens bi-directionnels.
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Finalement, nous obtenons pour de grands messages, un temps qui est asymptotiquement
proportionnel au quart du diam�etre du de Bruijn, comme pour le tore.

Niveau Longueur du cycle G�en�erateur

C6 1 111111
C5 6 111110
C4 6 111100
C4 6 111010
C3 6 111000
C4 3 110110
C3 6 110100
C3 6 110010
C2 6 110000
C3 2 101010
C2 6 101000
C2 3 100100
C1 6 100000
C0 1 000000

111111
111110 111101 111011 110111 101111 011111
111100 111001 110011 100111 001111 011110
111010 110101 101011 010111 101110 011101
111000 110001 100011 000111 001110 011100
110110 101101 011011
110100 101001 010011 100110 001101 011010
110010 100101 001011 010110 101100 011001
110000 100001 000011 000110 001100 011000
101010 010101
101000 010001 100010 000101 001010 010100
100100 001001 010010
100000 000001 000010 000100 001000 010000
000000

Tab. 2.2 - Table des g�en�erateurs de cycles purs et cycles purs correspondants pour n = 6.

2.6 R�esultats d'optimalit�e

2.6.1 Bornes inf�erieures en commutation de message

Nous donnons, ci-dessous, les bornes inf�erieures des temps de transposition sur les di��e-
rentes topologies.

Proposition 3 :�

�

�

�
Les bornes inf�erieures des coûts d'une transposition de matrice allou�ee par
blocs de fa�con cons�ecutive ou cyclique, en commutation de message, sont
donn�ees dans la table 2.3 pour les facteurs du temps d'initialisation et du
taux de transmission.

Start-up Taux de transmission

Grille 2(
p
P � 1)

lp
P

2

m
� N2

2P

Tore 2
jp

P
2

k lp
P
2

m
� N2

4P

Hypercube log2 (P )
l
N2

2P

m
De Bruijn (2; n) log2 (P )

2
�
�l

N2 log2 (P )

2P
(1�

p
P

P
)
m�

Tab. 2.3 - Table des bornes inf�erieures en terme de temps d'initialisation et de taux de transmis-

sion.
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Preuve :

1. Facteur du taux de transmission

{ Pour la grille et le tore, il faut au moins �echanger les sous-matrices anti-diagonales,
c'est �a dire les sous-matrices A(0;

p
P�1) et A(

p
P�1;0) (voir �gure 2.19). Le nombre

total de donn�ees contenues dans chacun des blocs est �egal �a N2

P
� P

4 et le nombre

maximum de liens utilisables est 2�
p
P
2

pour la grille [72] et 4�
p
P
2

pour le tore.

{ Pour l'hypercube, la borne inf�erieure est obtenue en remarquant que le nombre
de liens quittant un bloc anti-diagonal d'une sous-matrice est �egal �a 2 � P

4
= P

2

pour �echanger N2

P
� P

4
donn�ees (voir �gure 2.19).

{ Pour le de Bruijn, le r�esultat est un corollaire direct du lemme suivant. Avant de
l'enoncer, nous rappelons la d�e�nition de la bisection d'un graphe.
D�e�nition 9 :

La bisection d'un graphe est le nombre d'arcs (ou d'arêtes) qu'il faut ôter
pour d�econnecter le graphe en deux ensembles ayant le même nombre de
sommets (�a un pr�es).

Lemme :
La bisection du de Bruijn binaire de dimension n, not�e de Bruijn (2; n),

est �egale �a �
�

P
log2 (P )

�
[90]

Nous construisons alors une bi-partition du de Bruijn de la fa�con suivante : nous
appelons V l'ensemble des n�uds du de Bruijn duquel on a ôt�e les n�uds sym�e-
triques 8. La construction des deux ensembles Q et Qt de la bi-partition consiste
�a supprimer un n�ud q de V pour le mettre dans Q et supprimer alors le n�ud
transpos�e de q, qt, pour le mettre dans Qt. Nous continuons ce processus jusqu'�a
ce que V = ;. Nous ajoutons alors la moiti�e des n�uds sym�etriques dans Q et
l'autre moiti�e dans Qt. Il est clair, par construction, que Q \Qt = ;, que Q [ Qt

est �egal �a l'ensemble des n�uds du de Bruijn et en�n que jQj = jQtj = P
2 . Donc,

Q et Qt constituent une bi-partition du de Bruijn.

Nous devons maintant montrer que la bi-partition ainsi construite r�ealise bien la
bisection. Pour cela nous rappelons que la preuve de la valeur de la bisection du de
Bruijn repose sur sa repr�esentation dans le plan complexe [90] (voir �gure 2.18).
Il faut donc montrer que tous le n�uds x de Q appartiennent �a une moiti�ee du
plan complexe, et que tous les n�uds xt de Qt appartiennent �a l'autre moiti�ee.

8:Un n�ud q est dit sym�etrique si et seulement si qt = q.
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Fig. 2.18 - Repr�esentation dans le plan complexe du de Bruijn binaire de dimension 10. Les arêtes

repr�esent�ees appartiennent �a la bisection.

Consid�erons x = xn�1 : : : x0 un n�ud du de Bruijn, alors sa repr�esentation dans

le plan complexe est x =
Pn�1

j=0 xj � !j o�u !j = e�
2i�j
n .

Alors prouver que x et xt appartiennent �a des moiti�ees di��erentes du plan com-
plexe revient �a montrer que xt = !

n
2 � x.

Proposition 4 :�
�

�

Soit x un n�ud quelconque de Q et soit xt son n�ud transpos�e, xt 2 Qt.

Alors xt = !
n
2 � x.

Preuve : Si x = xn�1 : : : xn
2
xn

2�1 : : : x0, alors x
t = xn

2�1 : : : x0xn�1 : : : xn
2
et

xt = xn
2
+ xn

2+1
!1 + : : :+ xn�1!

n
2�1 + x0!

n
2 + : : :+ xn

2�1!
n�1

= x0!
n
2 + : : :+ xn

2�1!
n�1 + xn

2
!n + xn

2+1
!n+1 + : : :+ xn�1!

n+n
2�1

= !
n
2

�
x0 + : : :+ xn

2�1!
n
2�1 + xn

2
!

n
2 + xn

2+1
!

n
2+1 + : : :+ xn�1!

n�1�
= !

n
2 � x

2

Donc le nombre maximumde liens qui connectentQ �a Qt est �egal �a �
�

P
log2 (P )

�
. Le

nombre de n�uds dans Q qui doivent �echanger leur N2

P
donn�ees avec un n�ud de

Q est exactement �egal �a P
2 �

p
P
2 et ils peuvent utiliser pour cela au plus �

�
P

log2 (P )

�
liens. Donc la borne inf�erieure pour le taux de transmission est �egale �a :

�
�
N2 log2 (P )

2P (1 �
p
P
P
)
�
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2.6. Resultats d optimalite

2. Le nombre minimum d'�etapes en commutation de message correspond �a la distance
maximale �a traverser.

{ Pour la grille, le tore et l'hypercube, le nombre minimum d'�etapes est �evident
puisqu'il correspond au diam�etre.

{ Pour le de Bruijn, il su�t de remarquer que cette distance maximale est �egale �a
log2 (P )

2
.

�

p
P
2

p
P
2

10... 11...

00...

0 1

0

1

Tore Hypercube

Fig. 2.19 - Borne inf�erieure du facteur de bande passante pour le tore et l'hypercube.

2.6.2 R�esultats d'optimalit�e

D'apr�es les r�esultats pr�ec�edents, nous v�eri�ons dans le tableau 2.4 que l'algorithme pr�e-
sent�e pour le de Bruijn est optimal en terme de temps d'initialisation et asymptotiquement
optimal (quand la taille de la matrice augmente pour un nombre de processeurs �x�e) de taux
de transmission. Pour le tore, l'algorithme atteint asymptotiquement la borne inf�erieure en
temps d'initialisation (lorsque la taille de la matrice augmente) et est �a un facteur 2 de l'op-
timal pour le taux de transmission. L'algorithme multiple recursive paths transpose propos�e
dans [84] pour les hypercubes est asymptotiquement optimal en taux de transmission.
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Temps

Tore
p
P
2

�p
� +

q
N2

2P
�
�2

De Bruijn (2; n) log2 (P )
2

�
� + N2

2P
�
�

Tab. 2.4 - Temps d'ex�ecution des di��erents algorithmes.

2.7 Adaptation au wormhole

Le probl�eme de la transposition de matrices sur des grilles 2D en mode wormhole pour
des allocations par blocs a �et�e d�ej�a �etudi�e par Ho [72] et par Tsai et McKinley [121]. Ces deux
approches di��erent par le fait que la premi�ere minimise le facteur du taux de transmission
et que la deuxi�eme optimise le nombre d'�etapes.

L'id�ee de base de la premi�ere approche est d'utiliser l'algorithme de transposition r�ecur-
sive en pipelinant les phases entre elles. Le facteut du taux de transmission de l'algorithme
pour des grilles carr�ees de P n�uds, avec P = 2k, est O

�
N2

3
p
P

�
.

Tsai et McKinley utilisent quant �a eux, (( l'approche �etendue de n�uds dominants ))

a�n de minimiser le nombre d'�etapes. C'est une nouvelle illustration de l'outil d�ecrit dans le
chapitre 1 de cette même partie. Ils d�e�nissent des n�uds particuliers (les n�uds diagonaux)
sur lesquels ils concentrent l'information �a �echanger, puis la redistribue. Cet algorithme
r�ecursif est utilisable pour des grilles carr�ees de P n�uds, avec P = 2k. Le nombre total

d'�etapes est �egal �a log2 (
p
P ) et le facteur du taux de transmission est �egal �a

$
5

log2 P
4

2

%
� N2

P
.

La m�ethodologie introduite dans ce chapitre peut être �etendue au mode wormhole. En
e�et, il su�t pour cela de changer les deux algorithmes de base TCh et TCy a�n de minimiser
le nombre d'�etapes. Le principe de ces deux algorihtmes est pr�esent�e dans les �gures 2.20
et 2.21.
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Fig. 2.20 - Principe de l'algorihtme TCh

en wormhole sur un chemin de 5 n�uds.
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Fig. 2.21 - Principe de l'algorihtme TCy

en wormhole sur un cycle de 8 n�uds.

Les temps d'ex�ecution de ces deux algorithmes sont les suivants : TTCh�Worm = l�1
2

(� + L� )

TTCy�Worm =
l
l
4

m
(� + L� )

Maintenant il su�t d'utiliser ces algorithmes sur les di��erentes topologies, pour obtenir les
temps d'ex�ecution suivants :

TGrille�Worm = (
p
P � 1)

�
� + N2

P
�
�

T Tore�Worm =
�p

P�1
2

� �
� + N2

2P
�
�

TDeBruijn�Worm = log2 (P )
4

�
� + N2

2P �
�

Comme dans le cas du mode de commutation store-and-forward, nous pouvons �etablir
les bornes inf�erieures en terme des facteurs du nombre d'�etapes et du taux de transmission
(voir la table 2.5). Comme on peut le remarquer, les bornes inf�erieures du facteur du taux
de transmission sont �egales en commutation de messages et en wormhole.

Nombre d'�etapes Taux de transmission

Grille log5

�p
P�1
2

� lp
P

2

m
� N2

2P

Tore log5
�p

P�1
4

� lp
P
2

m
� N2

4P

Hypercube loglog2 (P )+1

�
2P�

p
P

P

� l
N2

2P

m
De Bruijn (2; n) �

�
log5

�
log2 (P )�

�
P�
p
P

2P

���
�
�l

N2 log2 (P )

2P
(1�

p
P

P
)
m�

Tab. 2.5 - Bornes inf�erieures en wormhole.
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Pour �etablir les bornes inf�erieures sur le nombre d'�etapes, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme :
�Etant donn�e un graphe G de bissection B(G) et de degr�e maximum �(G)
de P sommets, le nombre minimum d'�etapes pour r�ealiser une (( trans-

position directe )) est :
l
log(�(G)+1)

�
P�
p
P

2B(G)

�m
Preuve :
Nous consid�erons la bi-partition du graphe G form�ee par les ensembles Q et Qt d�e�nis
pr�ec�edemment pour le de Bruijn. Pour r�ealiser une (( transposition directe )), il faut faire

passer P�
p
P

2
messages entre Q et Qt. Consid�erons un arc e qui appartient �a l'ensemble

des arcs entre Q et Qt. �A la premi�ere �etape, le nombre maximum de messages pouvant
passer par e est �egal �a (�(G) + 1)0, �a l'�etape t, (�(G) + 1)t�1 messages sont pass�es par e.
Puisqu'il n'existe au plus que B(G) arcs entre Q et Qt, il faut au moins t �etapes, telles que

(�(G) + 1)t�1 �B(G) � P�
p
P

2
. Donc le nombre minimum d'�etapes est plus grand ou �egal

�a :
l
log(�(G)+1)

�
P�
p
P

2B(G)

�m
�

Nous pouvons alors en d�eduire les r�esul-
tats de la table 2.5 du lemme pr�ec�edent
et des valeurs des di��erentes bissections
des graphes consid�er�es rappel�ees dans
la table ci-contre.

Graphe Bissection

Grille
p
P

Tore 2
p
P

Hypercube P
2

De Bruijn (2; n) �
�

P

log2 (P )

�

2.8 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre une m�ethodologie de conception d'algorithmes de
transposition de matrices allou�ees par blocs de fa�con cyclique ou cons�ecutive sur r�eseaux
directs. Cette m�ethodologie est bas�ee sur le partitionnement des r�eseaux en chemins ou en
cycles sur lesquels nous appliquons des sch�emas �el�ementaires de communication.

Nous avons tout d'abord appliqu�e cette m�ethodologie pour un mode de commutation de
type commutation de messages sur le tore et le de Bruijn. Dans ces deux cas, nous avons
am�elior�e les r�esultats pr�ec�edents en utilisant les liens libres pour envoyer la moiti�e des mes-
sages. De plus, une strat�egie pipeline nous a permis de d�ecrô�tre sensiblement le temps de
transposition sur le tore. Ces deux algorithmes sont les meilleurs �a ce jour.

Nous avons �egalement montr�e comment adapter cette m�ethodologie au mode wormhole
en modi�ant les sch�emas �el�ementaires sur les chemins et les cycles pour tenir compte des
sp�eci�cit�es de ce mode de commutation. Ces algorithmes ne sont pas optimaux en nombre
d'�etapes mais restent tr�es e�caces en bande passante.
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Chapitre 3

�Echange total dans une grille torique.

Nous pr�esentons dans ce chapitre des algorithmes e�caces de commu-

nication d'�echange total dans des tores bi-dimensionnels. Nous nous in-
t�eressons �a la r�esolution du probl�eme sous les hypoth�eses d'un mode

de commutation wormhole et d'un mod�ele �-port. Nous pr�esentons un
algorithme optimal en nombre d'�etapes pour des tores carr�es dont la

taille est une puissance de 5. Nous pr�esentons �egalement un algorithme
am�eliorant le facteur du taux de transmission tout en restant e�cace
en nombre d'�etapes. Ce chapitre se termine par l'extension de ces al-

gorithmes �a d'autres tailles de tore et par des r�esultats de simulation
permettant de comparer les di��erents algorithmes. Ce travail a �et�e ef-

fectu�e en collaboration avec S. Perennes a et D. Trystram [29].

a S. Perennes est doctorant au laboratoire I3S de Nice.

3.1 Introduction

Nous nous int�eressons dans ce chapitre au probl�eme de l'�echange total (cf chapitre 1de
cette même partie ) dans les grilles toriques. Ce sch�ema de communication est fr�equem-
ment utilis�e en algorithme num�erique parall�ele comme dans le calcul d'un produit matrice-
vecteur [37] ou dans l'algorithme parall�ele du gradient conjugu�e [96]. De plus, comme nous
allons le voir, il y a un tr�es grand int�erêt �a concevoir des algorithmes performants de com-
munication globale car ils sont d�esormais sp�eci��es ou implant�es dans les biblitoh�eques de
communication [9, 95]. Les algorithmes pr�esent�es peuvent être consid�er�es comme des bases
d'implantations e�caces de l'�echange total sur grille torique. Cette topologie pr�esente un
avantage ind�eniable si l'on d�esire inteconnecter un tr�es grand nombre de processeurs : son
degr�e est constant (voir le chapitre 1 de la partie I). De plus le tore o�re un int�erêt par
rapport �a la grille : c'est un graphe sym�etrique r�egulier. C'est �a dire que tous le n�uds du
tore jouent un rôle �equivalent, ce qui n'est pas le cas de la grille.

Nous consid�erons le probl�eme sous les hypoth�eses suivantes : un mode de commutation
wormhole ou commutation de circuits, et un mod�ele de communication �-port avec des
liens full-duplex (se reporter au premier chapitre de cette même partie pour les d�e�nitions).
Nous �etudions dans un premier temps uniquement des tores carr�es dont la dimension est
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une puissance de 5. Nous montrons par la suite comment �etendre les algorithmes pr�esent�es
�a d'autres tailles de tore.

Le reste du chapitre est organis�e de la fa�con suivante : nous d�ebutons par l'�etablissement
de quelques propri�et�es qui nous sont utiles pour la conception de nos algorithmes. Dans
la section suivante nous pr�esentons quelques r�esultats d�ej�a �etablis ainsi que l'adaptation
d'algorithmes de di�usion en mode wormhole ou d'algorithmes en mode par commutation de
messages. Nous �etablissons ensuite les bornes inf�erieures du probl�eme en fonction du nombre
d'�etapes, de la distance et du taux de transmission. La section suivante est consacr�ee �a la
description d'un nouvel algorithme, optimal en nombre d'�etapes. Ce dernier est l�eg�erement
modi��e pour am�eliorer de fa�con notable le facteur du taux de transmission. Nous �nissons
ce chapitre par la description de l'extension des algorithmes pr�ec�edents �a d'autres tailles de
tore ainsi que par la comparaison des di��erents algorithmes propos�es entre eux et avec une
impl�ementation (( na��ve )) sur un Cray T3D.

3.2 Quelques r�esultats pr�eliminaires

Pour la pr�esentation des algorithmes nous nous restreignons dans un premier temps aux
tores carr�es dont la dimension est une puissance de 5. Le graphe correspondant est not�e
WM(k) = (V;E), o�u le nombre n de n�uds est �egal �a 52k. A�n de concevoir nos algorithmes
nous utilisons les d�e�nitions et propositions suivantes :

D�e�nition 10 :

Nous d�e�nissons les ensembles Si, i = 0; :::; 4 de la fa�con suivante :
Si = f(x; y) 2 V=x + 2y � i[5]g, o�u [:] correspond �a l'op�erateur modulo et
� est la relation de congruence (voir �gure 3.1).
�Etant donn�e i = 0; :::; 4, nous d�e�nissons �egalement les sous-ensembles Si;j

de Si, j = 0:::4, ainsi : Si;j = f(x; y) 2 Si=x � j[5]g (la �gure 3.2 repr�esente
les sous-ensembles S1;j de WM(2))
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Fig. 3.1 - Partition de WM(2) en Si.
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Fig. 3.2 - Les sous-ensembles S1;j de WM(2).
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Proposition 5 :�
�

�
�

La d�ecomposition de V en Si est une sommet-partition du tore. De plus,
�etant donn�e un n�ud (x; y) 2 Si, alors tous les voisins directs de (x; y)
appartiennent �a des sous-ensembles Sj (o�u i 6= j).

Preuve
�A partir de la d�e�nition des ensembles Si, il est facile de v�eri�er qu'ils constituent une
sommet-partition du tore. La relation suivante montre que les quatre voisins directs d'un
n�ud quelconque (x; y) de Si appartiennent �a des ensembles Sj di��erents, avec j 6= i :

{ ((x� 1)[5]; y) 2 S(i+1)[5]

{ ((x+ 1)[5]; y) 2 S(i�1)[5]

{ (x; (y � 1)[5]) 2 S(i+2)[5]

{ (x; (y + 1)[5]) 2 S(i�2)[5]

2

Proposition 6 :�
�

�
�

Deux n�uds appartenant au même ensemble Si, mais �el�ements de deux sous-
ensembles Si;j ne sont, ni sur la même ligne, ni sur la même colonne du
tore.

Preuve
�Etant donn�es (x; y) 2 Si;j et (x0; y0) 2 Si;j0 avec j 6= j0, alors :
x+ 2y � i[5] avec x � j[5], et x0 + 2y0 � i[5] avec x0 � j0[5].
Il est donc clair que x �= x0. Supposons maintenant que y = y0, alors :
x+ 2y0 � i[5]) x+ i� x0 � i[5]) x � x0[5], ce qui est une contradiction. 2

Proposition 7 :'

&

$

%

Soit le graphe WMi;j(k) = (Si;j; Ei;j), o�u Ei;j est l'ensemble des arêtes
d�e�ni de la fa�con suivante : si (x; y) et (w; z) appartiennent �a Si;j, alors il
existe une arête entre ces deux n�uds dans WMi;j(k), si et seulement si, il
existe un chemin dans WM(k) tel que tous les n�uds interm�ediaires, (u; v),
v�eri�ent la propri�et�e suivante : u = x = w ou v = y = z. Les WMi;j(k) sont
des tores.

La preuve est une cons�equence directe de la d�e�nition. Remarquons que la distance entre
deux voisins directs de WMi;j(k) est �egale �a 5 dans WM(k).

3.3 Travaux pr�ec�edents

Comme nous avons pu le voir dans le premier chapitre de cette partie, les travaux
concernant la conception d'algorithmes de communications globales en mode de commu-
tation wormhole sont assez r�ecents. Le probl�eme de l'�echange total personnalis�e a �et�e �etudi�e
pour les grilles et les tores dans [34, 72] ainsi que dans les hypercubes [111]. Une premi�ere
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solution au probl�eme de la di�usion a �et�e propos�ee dans [10] et une autre solution pour les
tores dans [104]. Nous rappelons, pour m�emoire, les travaux r�ecents de Tsai et McKinley sur
la m�ethodologie pour la conception d'algorithmes e�caces [121, 122].

Il n'existe pas, �a l'heure actuelle d'algorithmes d'�echange total en mode de commutation
wormhole ou commutation de circuits. Une �etude exp�erimentale a �et�e faite par Bokhari sur un
iPSC/860 [14]. Cependant de nombreux travaux ont �et�e consacr�es au même probl�eme mais
pour un mode de commutation par messages [108]. Dans la suite, nous d�ecrivons rapidement
un algorithme en commutation de messages qui est adapt�e de fa�con simple au mode de
commutation wormhole (cet algorithme a �et�e d�ecrit dans le chapitre 1). Cet algorithme est
�evidemment tr�es coûteux en nombre d'�etapes, en revanche, il atteint la borne inf�erieure
en taux de transmission. Un autre algorithme d'�echange total peut être une adaptation de
l'algorithme de di�usion de Peters et Syska [104] ce qui conduit �a une solution logarithmique
en nombre d'�etapes mais tr�es mauvaise en bande passante.

Algorithme ADSF (Adaptation Directe du Store-and-Forward)
L'id�ee de cet algorithme pr�esent�ee dans [108] est d'utiliser la d�ecomposition du tore en
produit cart�esien d'anneaux (c.f. le premier chapitre de cette partie). L'�echange total
est obtenu apr�es deux phases : un premier �echange de messages de taille L

2 e�ectu�e
simultan�ement sur les anneaux verticaux et horizontaux suivi d'un �echange total de
messages de taille nL

2 , de nouveau, sur les anneaux verticaux et horizontaux. Le temps
total est la somme des temps des deux phases. Tous les processeurs font exactement la
même chose �a chaque �etape et les �echanges ne concernent que des processeurs voisins.
Le temps de cet algorithme est alors le suivant 1 :

2
j
n
2

k
� + 2

j
n
2

k
� +

l
(n2�1)L

4

m
�

Algorithme RD (Regroupement-Di�usion)
L'echange total peut être vu comme l'enchâ�nement d'une phase de regroupement de
toute l'information sur un n�ud particulier puis d'une di�usion �a partir de ce dernier.
Nous utilisons pour cela l'algorithme r�ecursif de di�usion de Peters et Syska [104] (voir
le chapitre 1 de cette même partie), le regroupement �etant consid�er�e comme un sch�ema
de di�usion invers�e. La complexit�e de cet algorithme est la suivante :

2 log5 (n
2)�+ 4

j
n
2

k
� +

�
n2

4 + n2 log5 (n
2)
�
L�

Ces deux algorithmes sont oppos�es dans le sens o�u le premier s'e�ectue en un grand
nombre d'�etapes mais avec un taux de transmission optimal, alors que le second a un nombre
logarithmique d'�etapes mais un facteur de transmission tr�es important. Si nous nous int�e-
ressons �a l'�echange total de messages de petite taille (comme c'est le cas dans une synchro-
nisation o�u les messages sont unitaires ou dans certains algorithmes num�eriques parall�eles
comme dans le gardient conjugu�e [96]) il est important de trouver un algorithme ayant un
minimum d'�etapes tout en conservant un taux de transmission faible.

1: Le mod�ele de temps utilis�e est celui adopt�e classiquement en wormhole et commutation de circuit (cf
partie I chapitre 1).
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3.4 Bornes inf�erieures

Nous analysons les bornes inf�erieures th�eoriques pour le probl�eme de l'�echange total dans
un tore (n; n) dans un mod�ele �-port full-duplex dans um mode de commutation wormhole.
Les r�esultats sont r�esum�es ci-dessous :

Th�eor�eme 1 :
1. La longueur maximale des chemins utilis�es �a chacune des �etapes est au

moins �egale au diam�etre, c'est �a dire : 2
j
n
2

k
.

2. Le temps minimum de transmission pour e�ectuer un �echange total de mes-

sages de taille L est :
l
(n2�1)L

4

m
� .

3. Le nombre minimum d'�etapes pour r�ealiser l'�echange total est : log5 (n
3)�

log5 8 + 1

Preuve
Les d�emonstrations des deux premiers points sont directes par l'utilisation des remarques
suivantes : chaque n�ud doit atteindre au moins les quatre sommets du graphe les plus
�eloign�es situ�es �a une distance �egale au diam�etre du tore ; et chacun des n�uds doit recevoir
(n2 � 1) messages de taille L en utilisant au plus 4 liens.
La preuve du troisi�eme point est bas�ee sur l'arc-bissection du tore (la d�e�nition de l'arc-
bissection a �et�e rappel�ee dans cette même partie dans le chapitre 2). Pour un tore carr�e
de dimension n la valeur de cette bissection, not�ee b, est 2 � n. Notons S et D deux
ensembles r�ealisant la bi-partition de la bissection. Le nombre total �a �echanger a�n de

r�ealiser l'�echange total est
�
n2

2

�2
. En e�et chaque n�ud de S doit envoyer un message

vers un n�ud de D. Consid�erons deux n�uds x 2 S et y 2 D, et notons a l'arc entre x et
y. a est donc un arc de la bissection. �A la premi�ere �etape, le nombre de messages pouvant
passer par a est �egal �a 50 = 1. �A l'�etape suivante, puisque x a 4 voisins, il peut donc passer
par x, et par voie de cons�equence par a, 4 + 1 = 51 messages. En continuant le même
raisonnement, le nombre de messages passant par a �a l'�etape t est �egal �a : 5t�1. Puisqu'il y
a b arcs a, le nombre total de messages qui ont �et�e envoy�es pendant les t premi�eres �etapes
est : b�5t�1. Donc le nombre minimum d'�etapes pour e�ectuer un �echange total (not�e t?)
v�eri�e :

2 � n � 5t
?�1 =

�
n2

2

�2
, 5t

?�1 = n3

8, t? = log5 (n
3)� log5 (8) + 1

2

3.5 Deux nouveaux algorithmes

Nous pr�esentons dans cette section un nouvel algorithme, optimal en nombre d'�etapes
(not�e OE pour Optimal en nombre d'�Etapes).
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3.5.1 Description de l'algorithme

Nous d�etaillons tout d'abord le principe de base sur WM(1) (voir �gure 3.3). Il comporte
trois �etapes. Nous allons choisir des n�uds (( privil�egi�es )) qui serviront de n�uds de concen-
tration. Nous allons prendre les �el�ements de S1

2. Nous aurions pu choisir un autre ensemble
Si, le raisonnement est identique. Les n�uds de S1 son repr�esent�es en gris sur la �gure 3.3.
La premi�ere �etape consiste �a concentrer l'information (message de taille L) sur les n�uds de
S1. Les n�uds de S1 �echangent alors entre eux les informations qu'ils poss�edent (message de
taille 5L), pour ensuite la redi�user �a chacun de leurs 4 voisins respectifs (message de taille
25L).

�Etape 1 : Di�usion depuis�Etape 1 : �Echange entre
les n�uds de S1les n�uds de S1

�Etape 1 : Concentration sur
les n�uds de S1

Fig. 3.3 - Les trois �etapes de l'algorithme d'�echange total sur WM(1).

Pour des tores WM(k) de dimension plus grande, c'est �a dire k � 2, le principe de
l'algorithme est d'appliquer r�ecursivement l'algorithme d'�echange total d�ecrit ci-dessus. A�n
de d�ecrire totalement cet algorithme, nous allons �etendre les d�e�nitions des ensembles Si et
Si;j (d�e�nition 8) de la fa�con suivante :
D�e�nition 11 :

Pour � � k, nous d�e�nissons les ensembles Si(�) = f(x; y)=x+2y � i[5k��]g
(i = 0; :::; 4) et les sous-ensembles Si;j(�) = f(x; y) 2 Si(�)=x � j[5k��]g
(i; j = 0; :::; 4) sur lesquels l'algorithme d'�echange total est appliqu�e �a l'�etape
� de r�ecursion.

L'algorithme est d�ecrit dans la �gure 3.5 et toutes les �etapes de l'algorithme sur WM(2)
sont donn�ees en annexe. Comme dans le cas de WM(1), les n�uds de concentration sont les
�el�ements de S1(�), mais il aurait pu s'agir de n'importe quel autre ensemble Si(�) de fa�con
�equivalente.

2:Remarquons au passage que les Si sont des ensembles de n�uds dominants au sens d�e�ni par Tsai et
McKinley (c.f. chapitre 1.)
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Proc�edure Gossip(�)

d�ebut

si (� = 1) alors

Concentration(�,5k�1) Concentration sur S1(1)
�Echange(�,5k�1) �Echanges entre S1;j(1), pour tous j

Diffusion(�,5k�1) Diffusion depuis S1(1) vers Si6=1(1)
sinon

Concentration(�,5k��) Concentration sur S1(�)
Gossip(�� 1)
�Echange(�,5k��) �Echanges entre S1;j(�), pour tous j

Diffusion(�,5k��) Diffusion depuis S1(�) vers Si6=1(�)
fin si

Fig. 3.4 - Algorithme d'�echange total dans WM(k).

L'appel initial de cet algorithme pour r�ealiser un �echange total dansWM(k) est Gossip(k).
Nous d�etaillons dans les �gures 3.5, 3.6 et 3.7 les sch�emas de communication �el�ementaires.

Proc�edure Concentration(�,d)

d�ebut

si (x; y) 2 S1(�) alors

faire en parall�ele

recevoir de (x+ d[5k]; y)
recevoir de (x� d[5k]; y)
recevoir de (x; y + d[5k])
recevoir de (x; y � d[5k])

fin faire

fin si

fin

Fig. 3.5 - Algorithme Concentration.
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Proc�edure �Echange(�,d)

d�ebut

si (x; y) 2 S1(�) alors

faire en parall�ele

�echanger avec (x+ d[5k]; y � 2d[5k])
�echanger avec (x+ 2d[5k]; y+ d[5k])
�echanger avec (x� 2d[5k]; y� d[5k])
�echanger avec with (x� d[5k]; y + 2d[5k])

fin faire

fin si

fin

Fig. 3.6 - Algorithme �Echange.

Proc�edure Diffusion(�,d)

si (x; y) 2 S1(�) alors

faire en parall�ele

envoyer �a (x+ d[5k]; y)
envoyer �a (x� d[5k]; y)
envoyer �a (x; y + d[5k])
envoyer �a (x; y � d[5k])

fin faire

fin si

fin

Fig. 3.7 - Algorithme Diffusion.

3.5.2 Preuve de la correction de l'algorithme OE

Nous pr�esentons dans la table 3.1 la trace d'ex�ecution de l'algorithme pour k = 3. Dans
cette table, nous notons I(s) le volume d'informations contenu par chaque n�ud pendant
l'�etape s, et par N(s) le nombre de n�uds qui contiennent I(s) informations. � correspond �a
l'�etape de r�ecursion et d �a la dilation du tore sur lequel l'algorithme s'ex�ecute par rapport au
tore initial. Les deux derni�eres colonnes de cette table contiennent respectivement la taille
des messages envoy�es et la distance �a laquelle les messages sont envoy�es.
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�Etape s � d I(s) N(s) Taille Distance Routine

1 3 1 5 3125 1 1 Concentration(3,1)
2 2 5 25 625 5 5 Concentration(2,5)
3 1 25 125 25 25 25 Concentration(1,25)
4 1 25 625 25 25 75 �Echange(1,25)
5 1 25 625 625 625 25 Di�usion(1,25)
6 2 5 3125 625 625 15 �Echange(2,5)
7 2 5 3125 3125 3125 5 Di�usion(2,5)
8 3 1 15625 3125 3125 3 �Echange(3,1)
9 3 1 15625 15625 15625 1 Di�usion(3,1)

Tab. 3.1 - Trace d'ex�ecution de l'algorithme pour k = 3.

A�n de prouver la correction de l'algorithme, nous devons montrer qu'�a la �n tous les
n�uds ont re�cu 52k informations non-redondantes.

Pour s = 2,...,k nous calculons I(k) et N(k) apr�es les appels �a Concentration. I(s) =

5�I(s�1) et I(1) = 5. Donc I(k) = 5k.N(s) = N(s�1)
5

et N(1) = 52k. Donc N(k) = 5k.
De plus les informations rassembl�ees sont di��erentes puisque les n�uds qui envoient
leurs donn�ees sont di��erents d'une �etape �a l'autre.

Pour s = k+1,...,3k I(s) = 5� I(s� 1) et N(s) = N(s� 1) pour s = k+1; k +3; :::; 3K.
I(s) = I(s�1) et N(s) = 5�N(s�1) pour s = k+2; k+4; :::; 3k�1. Donc I(3k) = 52k

et N(3k) = 52k.
Les informations sont non-redondantes �a la �n de l'algorithme. En e�et �a une �etape de
r�ecursion � donn�ee, la routine �Echange implique des n�uds appartenant �a des sous-
ensembles S1;j(�) di��erents et la routine Diffusiondi�use l'information pr�ec�edemment
collect�ee aux n�uds de Si6=1(�) qui sont tous di��erents pour chaque �.

3.5.3 �Etude de la complexit�e

Nous notons T (k) le temps pour r�ealiser un �echange total dans WM(k). Ce temps est
compos�e de trois termes : le nombre d'�etapes, la distance et le taux de transmission. Donc
T (k) = F�(k)� + F�(k)� + F�(k)� . Les �equations de r�ecurrence en fonction de k sont les
suivantes :

F�(k) = 1 + F�(k � 1) + 1 + 1 F�(0) = 0
F�(k) = 1 + 5� F�(k � 1) + 3 + 1 F�(0) = 0
F� (k) = 1 + 5� F� (k� 1) + 52k�1+ 52k F� (0) = 0

Ces �equations sont faciles �a d�eduire de l'algorithme et des propositions 3, 4 et 5. La
r�esolution de chacune d'entre elles conduit �a la complexit�e suivante :

T (k) = 3k�+

 
5
5k � 1

4

!
� +

 
2 � 52k � 5k+1 � 1

4
+ 52k

!
L�

Remarquons que le taux de transmission n'est pas optimal. Il peut être am�elior�e en
d�ecomposant chaque derni�ere �etape de r�ecursion en deux phases impliquant des messages de
taille plus petite. Nous d�ecrivons cette am�elioration dans la section suivante.
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3.5.4 Am�elioration de l'algorithme

Dans l'algorithme OE, la taille des messages est maximale (52�) �a chaque �etape de di�u-
sion. De plus, lors de cette phase, tous les liens ne sont pas utilis�es. L'id�ee est alors d'am�eliorer
l'algorithme OE en d�ecomposant l'�etape Diffusion en deux phases successives avec des mes-
sages de taille deux fois plus petite (c'est �a dire de taille 52��1). Nous appellerons ATT ce
nouvel algorithme (pour Am�elioration du Taux de Transmission).
Apr�es �Echange(�; d), chaque n�ud de S1(�) contient toute l'information deWM(�). Puisque
chaque voisin d'un n�ud (x; y) 2 S1(�) appartient �a des sous-ensembles Si(�) (c.f. proposi-
tion 3), lw n�ud (x; y) envoie toute l'information (i.e. un message de taille 52��1) de Si(�)
�a son voisin qui appartient �a Si(�) (voir �gure 3.8).

S0

S1

S2

S3

S4

Fig. 3.8 - Premi�ere �etape de Diffusion de l'algorithme ATT.

Apr�es ces �etapes, chaque n�ud de WM(�) contient au moins toute l'information de son
sous-ensemble d'appartenance Si(�). Alors, chaque n�ud de WM(�) envoie tout l'informa-
tion qu'il d�etient �a chacun de ses voisins, ce qui correspond �a un message de longueur 52��1.
Remarquons qu'il est inutile d'envoyer l'information aux n�uds de S1(�), et ces n�uds n'en-
voient �a leur voisin uniquement que l'information de S1(�). Nous pr�esentons cette deuxi�eme
�etape sur la �gure 3.9, uniquement vu des n�uds appartenant �a S0(�) pour plus de clart�e,
mais les n�uds des autres ensembles Si(�), i 6= 1, font exactement la même chose.
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S0

S1

S2

S3

S4

Fig. 3.9 - Deuxi�eme �etape de Diffusion de l'algorithme ATT.

Le calcul de la complexit�e de l'algorithme ATT est bas�e sur le même principe que pour
l'algorithme OE :

F�(k) = 1 + F�(k � 1) + 1 + 1 + 1 F�(0) = 0
F�(k) = 1 + 5� F�(k � 1) + 3 + 1 + 1 F�(0) = 0
F� (k) = 1 + 5� F� (k � 1) + 52k�1+ 52k�1 F� (0) = 0

La complexit�e de l'algorithme ATT est alors la suivante :

T (k) = 4k� +

 
3
5k � 1

2

!
� +

 
3
52k � 5k

4
+

5k � 1

4

!
L�

3.6 Extension �a d'autres tailles de tore

Les algorithmes pr�ec�edents peuvent s'adapter directement �a toutes les tailles de tore de
type (pk; pk) 3. Le probl�eme est de trouver les ensembles Si et Si;j v�eri�ant les propositions
3, 4 et 5. Nous donnons sur la �gure 3.10 de telles d�ecompositions pour quelques tores de
taille (pk; pk).

3: Dans la suite nous ne donnerons que les complexit�es de l'algorithme OE, le principe �etant le même
pour l'algorithme ATT.
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(7k; 7k)(5k ; 5k)

(4k; 4k)(3k; 3k)(2k; 2k)

Fig. 3.10 - D�ecoupage r�ecursif de tores (pk; pk)

La d�e�nition des ensembles Si (et donc Si;j) se d�erive tr�es naturellement �a partir de la
d�e�nition 8 de la fa�con suivante :
D�e�nition 12 :

Nous d�e�nissons les ensembles Si, i = 0; :::; (p � 1), avec p impair, de la
fa�con suivante :
Si =

n
(x; y) 2 V=x + p�1

2
y � i[p]

o
.

�Etant donn�e i = 0; :::; (p�1), nous d�e�nissons �egalement les sous-ensembles
Si;j de Si, j = 0:::(p� 1), ainsi : Si;j = f(x; y) 2 Si=x � j[p]g

Il est facilement d�emontrable que ces ensembles v�eri�ent bien les propositions 3, 4 et 5.
Cela conduit donc �a un algorithme d'�echange total sur les tores de dimension (pk; pk) de
complexit�e �egale �a :

T (p; k) =
�
p� 1

4

�  
3k� +

 �
3 +

�
p

2

�� 
pk � 1

p� 1

!!
� +

 
2� p2k � pk+1 � 1

p� 1
+ p2k

!
L�

!

Remarquons que le nombre d'�etapes n'est pas optimal, hormis pour p = 5. Cependant il
est possible de trouver (( �a la main )) des d�ecompositions sp�eci�ques (h�el�as non r�ecursives)
r�ealisant un nombre minimal d'�etapes. Nous donnons des exemples de d�ecomposition pour
quelques tailles de tore dans la �gure 3.11.
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Tore (7; 7)Tore (6; 6)

Fig. 3.11 - Exemples de pavage sp�eci�que des tores (6; 6) et (7; 7) donnant des algorithmes opti-

maux en nombre d'�etapes.

�A partir de ces d�ecompositions il nous est alors possible d'�etendre nos algorithmes �a toutes
les tailles de tore de type (pk11 � pk22 ) par utilisation des d�ecompositions du tore (pk11 � pk11 )
puis (pk22 � pk22 ). Donc il est possible d'�etendre les algorithmes d'�echange total �a tous les
tailles de tore carr�e pour peu que l'on sache trouver des d�ecompositions r�ecursives pour tous
les tores carr�es de dimension pk o�u p est premier.

Nous pr�esentons sur la �gure 3.12 la d�ecomposition du tore (15; 15) en tores (5; 5) puis
(3; 3), et dans la �gure 3.13 la d�ecomposition sym�etrique.

Fig. 3.12 - D�ecomposition du tore (15; 15) en tores (5; 5) puis (3; 3)
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Fig. 3.13 - D�ecomposition du tore (15; 15) en tores (3; 3) puis (5; 5)

Le coût de l'algorithme d'�echange total pour des tores carr�es de dimension (pk11 � pk22 ) se
d�erive directement et est �egal �a :

T (p1; k1; p2; k2) = F�(p1; k1; p2; k2)� + F�(p1; k1; p2; k2)� + F�(p1; k1; p2; k2)�

F�(p1; k1; p2; k2) =
�
3
l
p1�1
4

m
k1 + 3

l
p2�1
4

m
k2
�

F�(p1; k1; p2; k2) =
l
p1�1
4

m �
3 +

l
p1
2

m� �
p
k1
1 �1
p1�1

�
+ p1

�l
p2�1
4

m �
3 +

l
p2
2

m��
p
k2
2 �1
p2�1

��
F�(p1; k1; p2; k2) =

l
p1�1
4

m �
p
k1
1 �1
p1�1

��
1 + pk11 p2k22 (p1 + 1)

�
+ pk11

l
p2�1
4

m �
2p

2k2
2 �pk2+12 �1

p2�1 + p2k22

�

Toutes les d�ecompositions ne sont pas �equivalentes. En e�et suivant l'ordre de d�ecompo-
sition choisie, le facteur de bande passante et du nombre d'�etapes n'est pas le même 4.
Prenons un exemple. Consid�erons un tore carr�e (45; 45). Ce tore peu être d�ecompos�e en
tore (32; 32) puis (5; 5) ou l'inverse. Calculons les di��erents facteurs de bande passante :
F�(5; 1; 3; 2) = 3171, F�(3; 2; 5; 1) = 3883.

Nous avons donc tout int�erêt �a utiliser pour un tore (pk; pk), la d�ecomposition suivante :
p = p1 � p2 tel que p1 > p2.

3.7 Quelques r�esultats de simulation

A�n de mieux se rendre compte des di��erences de temps entre les di��erentes versions de
l'algorithme que nous proposons, nous avons e�ectu�e quelques simulations en utilisant les
param�etres d'un Cray T3D. Ces param�etres ont �et�e d�etermin�es exp�erimentalement. 5 Nous

4: Par contre le nombre d'�etapes reste identique.
5: Nous pr�esentons dans le chapitre 2 de la partie III les r�esultats d'�evaluation et de mod�elisation des

performances de communication du Cray T3D.
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pr�esentons tout d'abord sur la �gure 3.14 la comparaison entre les di��erents algorithmes
propos�es en prenant 625 processeurs et en utilisant les temps �el�ementaires de communication
obtenus avec PVM.

DASF

ATT

RD
OE

0

2

4

6

8

10

12

14

0 50 100 150 200

Taille du message (octets)

Temps (msec.)

Fig. 3.14 - Comparaison des di��erents algorithmes sur 625 processeurs avec les param�etres de

PVM sur T3D

La �gure 3.15 e�ectue la même comparaison, mais en utilisant les param�etres de la
biblioth�eque de m�emoire virtuelle paratag�ee, ShMem (cf le chapitre 2 de la partie III).

ADSF

ATT

RD
OE

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0 50 100 150 200

Taille du message (octets)

Temps (msec.)

Fig. 3.15 - Comparaison des di��erents algorithmes sur 625 processeurs avec les param�etres de

ShMem sur T3D

Comme on peut le constater, le facteur de la bande passante est tr�es important d�es que
la taille des messages grandit. En e�et l'algorithme OE est meilleur que l'algorithme ADSF
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jusqu'�a des messages de taille 25. Cette taille passe �a 64 pour l'algorithme ATT. Ceci est
vrai quelle que soit la biblioth�eque utilis�ee.

Il faut cependant mod�erer ces r�esultats : premi�erement il s'agit de simulations, et nous
ne prenons pas en compte le temps interne de recomposition des messages. Ce temps est
proportionnel au nombre d'�etapes, ce qui est �a l'avantage des algorithmes OE et ATT.
Deuxi�emement, si l'on prend comme exemple l'algorithme du produit matrice-vecteur qui
utilise un �echange total, un message de taille 64 sur 625 processeurs correspond �a des tailles
de matrice et de vecteur environ �egale �a 5000, ce qui donne une id�ee de la taille du pro-
bl�eme correspondant. Troisi�emement, l'�echange total n'est pas seulement utilis�e dans les
algorithmes num�eriques avec des messages longs, mais aussi avec des messages tr�es courts,
comme par exemple dans l'algorithme du gradient conjugu�e, o�u les messages sont de taille
1. De plus le sch�ema est ex�ecut�e un certain nombre de fois puiqu'il s'agit d'un algorithme
it�eratif. Dans ce dernier exemple, on tout int�erêt �a avoir un algorithme avec un nombre
minimal d'�etapes.

Dans la �gure 3.16 nous pr�esentons une comparaison entre un �echange total e�ective-
ment impl�ement�e en PVM sur T3D (voir les r�esultats du chapitre 2 de la partie III) avec des
simulation de l'algorithme OE avec les param�etres de PVM et de ShMem. Ces comparaisons
ont �et�e faites sur un tore carr�e de taille 16 (donc 64 processeurs). Comme on peut le voir, il
y a un tr�es grand int�erêt �a impl�ementer des algorithmes e�caces de communication globale,
puisque dans cet exemple nous obtenons des facteurs 100 et 1000 entre les di��erents algo-
rithmes. Comme dans les �gures pr�ec�edentes, il faut mod�erer ces r�esultats par le fait que nos
simulations ne prennent pas en compte le temps de gestion interne des messages, cependant
les di��erences de temps entre les algorithmes resteront toujours tr�es importantes.

0.001

0.01

0.1

1

10

100

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Taille du message (octets)

Temps (msec.)

Algo. OE avec ShMem

Algo. OE avec pvm

Impl�emenattion en PVM

Fig. 3.16 - Comparaison entre les temps d'un �echange total r�ealis�e sur 64 processeurs d'un

Cray T3D et la simulation des temps de l'algorithme OE avec les param�etres du T3D suivant la

biblioth�eque utilis�ee (PVM ou Shared Memory). Les temps sont exprim�es en millisecondes et l'axe

des ordonn�ees suit une �echelle logarithmique.
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3.8 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre un nouvel algorithme d'�echange total sur machine
parall�ele �a m�emoire distribu�ee con�gur�e en tore 2D. L'analyse th�eorique a conduit �a plusieurs
versions suivant le nombre d'�etapes, la distance maximale �a traverser ou la facteur du taux de
transmission. Nous avons propos�e des algorithmes qui atteignent les bornes inf�erieures dans
un ou deux des facteurs pr�ec�edents. Finalement nous avons d�ecrit un algorithme interm�ediaire
qui repr�esente un bon compromis, puisqu'il est en un nombre logarithmique d'�etapes, et des
facteurs de distance et de taux de transmission proches de l'optimal.

Les algorithmes ont �et�e d�ecrits pour des tores carr�es de taille 5k, et nous avons montr�e
comment il �etait possible de les �etendre assez facilement �a n'importe quelle taille de tore
carr�e. Les r�esultats de simulation faites sur un T3D montrent tout d'abord quel gain peut
apporter la conception d'algorithmes e�caces d'�echange total par rapport �a ce que l'on peut
faire actuellement, mais �egalement que l'algorithme adapt�e de la commutation de messages
est tr�es e�cace d�es que la taille des messages grandit. Il ne faut pas cependant minimiser
l'importance d'algorithmes sp�eci�ques au wormhole ayant un nombre optimal d'�etapes, car
les sch�emas de communication globales sont souvent utilis�es sur des messages tr�es petits,
voire unitaires.

3.9 Annexe

Nous donnons les �etapes d�etaill�ees de l'algorithme OE pour un tore (25; 25) (WM(2))
dans les �gures suivantes.

Fig. 3.17 - Premi�ere �etape : Concentration(2,1)

100 Partie II : Communications Globales



3.9. Annexe

Fig. 3.18 - Deuxi�eme �etape : Concentration(1,5)

Fig. 3.19 - Troisi�eme �etape : �Echange(1,5)
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Fig. 3.20 - Quatri�eme �etape : Diffusion(1,5)

Fig. 3.21 - Cinqui�eme �etape : �Echange(2,1)

102 Partie II : Communications Globales



3.9. Annexe

Fig. 3.22 - Sixi�eme �etape : Diffusion(2,1)
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Partie III

Masquage des communica-

tions dans les algorithmes

parall�eles

Nous allons pr�esenter dans cette partie d'autres voies permet-

tant de diminuer la part de la communication dans le temps

parall�ele total. Ces m�ethodes ne se fondent plus sur l'optimi-

sation des algorithmes de communication, comme nous avons

pu le voir dans la partie pr�ec�edente,mais cherchent �a diminuer

l'importance des communications dans l'algorithme parall�ele

lui-même. Une de ces m�ethodes est le recouvrement des com-

munications par du calcul.

Nous allons d�ecrire, dans un premier chapitre, les principales

m�ethodes utilis�ees pour minimiser le temps de communica-

tion, en nous int�eressant plus particuli�erement aux techniques

permettant de masquer les communications. Ces techniques

n�ecessitent une bonne mod�elisation des performances des ma-

chines. Nous proposons, dans un second chapitre, une �eva-

luation des performances des communications du Cray T3D.

En�n, dans un troisi�eme temps, nous illustrons les techniques

pr�esent�ees par di��erents algorithmes num�eriques de calcul de

transform�ee de Fourier.
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Principes generaux et methodologie

Chapitre 1

Principes g�en�eraux et m�ethodologie

Nous pr�esentons, dans ce chapitre, quelques m�ethodes de r�eduction du

sur-coût des communications dans un algorithme parall�ele. Nous nous at-
tardons notamment sur les techniques permettant de recouvrir le temps

de communication en le masquant par du calcul. Le travail sur l'uti-
lisation de routines mixant communication et calcul �a �et�e r�ealis�e avec

L. Colombet a, F. Desprez b, P. Michallon c et D. Trystram [26]. Dans
un second temps, nous nous sommes int�eress�es avec L. Colombet et P.
Michallon, �a des techniques algorithmiques masquant au mieux les com-

munications, ind�ependamment du sch�ema de communication [27].

aL. Colombet est ing�enieur de recherche au CEA de Grenoble
bF. Desprez est mâ�tre de conf�erences �a l'Universit�e de Bordeaux
cP. Michallon est ing�enieur de recherche �a l'ETCA d'Arcueil

1.1 Introduction

Nous avons vu, dans la partie pr�ec�edente, une premi�ere m�ethode pour minimiser l'in-

uence des communications, par optimisation de l'algorithme de communication lui-même.
Nous avons pu constater quelques limites d'une telle m�ethode : les algorithmes sont souvent
complexes �a mettre en �uvre et, de plus, le niveau de programmation �a utiliser pour pouvoir
impl�ementer de mani�ere e�cace ces algorithmes n'est pas directement accessible au niveau
utilisateur. Autre inconv�enient : cette m�ethodologie est compl�etement �a l'oppos�e de toute
notion de portabilit�e, car l'algorithme d�epend directement de la topologie de la machine
cible.

Il nous faut donc proposer une autre approche permettant �a l'utilisateur d'obtenir des
parall�elisations portables et e�caces de ses applications. L'id�ee est la suivante : la perte de
portabilit�e provient de la prise en compte de la topologie du r�eseau d'inteconnexion de la
machine, il ne nous faut donc plus travailler au niveau de la communication mais plutôt
sur l'algorithme lui-même, a�n de minimiser l'in
uence du coût de la communication sur le
temps d'ex�ecution parall�ele total.

De plus, la parall�elisation d'une application donne souvent des codes qui sont des alter-
nances de s�equences de calculs et de communications. Aucune biblioth�eque num�erique ac-

Partie III : Masquage des communications dans les algorithmes parall�eles 107



Chapitre 1. Principes generaux et methodologie

tuelle, qu'elle soit s�equentielle (comme les BLAS [89] ou LAPACK [5]) ou parall�ele (comme
ScaLAPACK [33]) ne permet de m�elanger e�cacement communications et calculs.

Pour cela, nous proposons de modi�er les algorithmes parall�eles a�n d'occuper les pro-
cesseurs de calcul pendant qu'une communication s'e�ectue. Il s'agit donc, d'un point de
vue temporel, de masquer la communication par du calcul en pro�tant du parall�elisme
potentiel entre le processeur de calcul et le r�eseau d"interconnexion.

Le but de ce chapitre est de proposer des sch�emas algorithmiques sur lesquels nous appli-
quons des techniques bas�ees sur le d�ecoupage en tâches ind�ependantes, le regroupement et le
r�e-ordonnancement local de tâches. Ces techniques sont param�etrables en fonction des ma-
chines cibles sur lesquelles on d�esire implanter les algorithmes, permettant ainsi d'optimiser
au mieux le recouvrement.

Nous montrons, tout d'abord, l'int�erêt des communications non-bloquantes et pourquoi
la simple utilisation de celles-ci ne permet pas forc�ement de masquer le temps de communica-
tion. Puis, dans un second temps, nous d�ecrivons quelques m�ethodes utilis�ees pour diminuer
le sur-coût des communications lorsqu'on ne d�esire pas optimiser l'algorithme de commu-
nication. En�n, nous pr�esentons la m�ethodologie adopt�ee et les techniques employ�ees pour
masquer au mieux les communications.

1.2 Le recouvrement n'est pas que la simple utilisation

de communications asynchrones.

Le temps d'ex�ecution d'un programme parall�ele est une fonction des temps de calcul et
de communication. Si dans un programme parall�ele les communications ne sont pas recou-
vertes, le temps total est la somme de ces deux temps. Puisque le temps de calcul d'un
algorithme donn�e ne peut être r�eduit, l'id�ee de base dans le recouvrement est de minimiser
le temps d'inactivit�e du processeur par l'utilisation de communications non-bloquantes, de
techniques de pipelines [87] ou plus g�en�eralement en changeant la granularit�e de calcul de
l'algorithme [123].

L'�etude du recouvrement des communications a connu un grand int�erêt depuis l'appari-
tion de la derni�ere g�en�eration de machines parall�eles qui poss�edent des m�ecanismes mat�eriels
autorisant les communications et les calculs de fa�con concurrente.

Nous illustrons l'int�erêt de l'utilisation de communications non-bloquantes sur deux
exemples simples. Nous mettons �egalement en �evidence, dans ces exemples, le fait que l'utili-
sation de communications asynchrones n'est pas su�sante. Consid�erons deux processeurs P1

et P2. Chaque processeur doit ex�ecuter deux tâches T j
i (o�u i est le num�ero du processeur et j

est le num�ero de la tâche �a ex�ecuter) et une communication. Nous supposons �egalement que
T 2

i a besoin du r�esultat de T 1
i pour pouvoir commencer. Nous consid�erons deux cas (sch�emas

de gauche sur la �gure 1.1) : dans le premier cas P2 a �ni son premier calcul avant P1, mais il
doit attendre la �n de T 1

1 pour pouvoir commencer T 2
2 . Dans le deuxi�eme cas, le processeur

P1 ne peut envoyer ses r�esultats tant que T 1
2 n'est pas �nie (�a cause de la synchronisation

entre �emetteur et r�ecepteur : nous sommes dans un mod�ele de communication bloquante et
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donc le message ne peut être envoy�e que lorsque le r�ecepteur est prêt �a le recevoir c.f. cha-
pitre 2 de la partie I). Dans ces deux cas, un des deux processeurs doit attendre l'autre pour
pouvoir envoyer ou recevoir un message. En utilisant des communications non-bloquantes,
nous pouvons r�eduire ce temps d'inactivit�e (voir les sch�emas de droite sur la �gure 1.1).
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Fig. 1.1 - Comparaison entre communications bloquantes et non-bloquantes.

Cependant, il n'est pas possible d'obtenir un recouvrement total des communications
dans le premier cas, même en utilisant des communications non-bloquantes. En recourant,
par exemple, �a des techniques de pipeline, il est possible de r�eduire au maximum le temps
d'inactivit�e du processeur P2 dans le cas 1 (voir �gure 1.2). Cette technique est simple : il
s'agit de d�ecouper la tâche T 1

1 en sous-tâches ind�ependantes et d'envoyer d�es que possible
un r�esultat partiel. Il y a enchâ�nement des envois et des calculs (d'o�u le terme de pipeline),
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le calcul d'un r�esultat masquant le temps d'envoi du pr�ec�edent.
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Fig. 1.2 - Technique de pipeline avec des communications non-bloquantes.

Cette m�ethode n'est pas la seule possible. Nous allons en pr�esenter maintenant quelques
autres utilis�ees pour minimiser le temps des communications, en nous int�eressant plus par-
ticuli�erement aux techniques permettant le masquage des communications.

1.3 Les di��erentes m�ethodes pour minimiser le temps

de communication

On peut classer ces di��erentes m�ethodes en trois grandes cat�egories. La premi�ere consiste
�a utiliser des m�ecanismes du syst�eme d'exploitation de la machine parall�ele. La deuxi�eme ca-
t�egorie regroupe toutes les optimisation qui peuvent être e�ectu�ees de mani�ere automatique,
sans que l'utilisateur ait �a modi�er son code. En�n, la troisi�eme consiste en l'utilisation de bi-
blioth�eques permettant d'exprimer plus simplement certains algorithmes avec recouvrement
des communications.

1.3.1 Le masquage des communications au niveau syst�eme

Les messages actifs[126] : Le principe est d'associer aux donn�ees envoy�ees une adresse
d'une s�equence d'instructions, d�e�nie par l'utilisateur, qui sera ex�ecut�ee sur les donn�ees
contenues dans le message. Ce syst�eme permet donc de d�eclencher un traitement �a
distance sur les donn�ees envoy�ees et ainsi, de mixer calculs et communications. Ce
syst�eme est employ�e dans le langage Split-C [43] a�n de minimiser le sur-coût de
communication. Une illustration de cette utilisation est pr�esent�ee sur l'impl�ementation
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de l'algorithme parall�ele du produit de matrices [126]. Ce m�ecanisme est �egalement
utilis�e par une biblioth�eque de communication sur la machine parall�ele CM5.

Les messages actifs sont un outil permettant de masquer les communications et de
minimiser les temps d'inactivit�e des processeurs, mais le travail reste �a la charge de
l'utilisateur.

Le multithreading : Cette technique consiste �a faire du multi-processus (multiprocessing
en anglais) sur les processeurs. Nous avons donc une liste de processus en attente de
calculer qui sont activ�es lorsque le processus qui �etait actif est bloqu�e en attente d'une
donn�ee.

Ce syst�eme, bas�e sur un mod�ele de programmation par parall�elisme de tâches (voir
partie I chapitre 1), est totalement ind�ependant de l'algorithme, et c'est �a l'utilisateur
de concevoir le mieux possible son programme a�n qu'il y ait toujours un processus
qui puisse s'ex�ecuter. Une impl�ementation de ce mod�ele est propos�e dans TPVM [54]
et dans le langage Athapascan [35, 105].

1.3.2 Optimisation des communications dans la g�en�eration de code

Fortran parall�ele

Le mod�ele de programmation data-parallel consiste en une suite d'op�erations appliqu�ees
de fa�con identique sur un grand nombre de donn�ees di��erentes. Le parall�elisme peut être
implicite ou explicite avec des annotations indiquant la mani�ere de r�epartir les donn�ees sur
les processeurs.

Ce mod�ele de programmation �etant particuli�erement adapt�e aux programmes de type
scienti�que, il a �et�e impl�ement�e par des langages Fortran. Il existe de nombreux langages et
compilateurs Fortran parall�eles : on peut citer bien sûr High Performance Fortran (HPF) [56],
Paradigm [103] ou encore Fortran D [58]. Nous nous int�eressons ici plus particuli�erement
aux optimisations des communications dans Fortran D [123].

L'approche de base du compilateur Fortran D est de convertir un programme Fortran en
programmes de type SPMD ex�ecutables sur chacun des processeurs. Ces programmes SPMD
contiennent des ordres explicites d'�echanges de messages qui sont g�en�er�es �a chaque fois que
le programme veut acc�eder �a une donn�ee non locale. Les principales m�ethodes utilis�ees, lors
de l'optimisation des communications g�en�er�ees par le compilateur de Fortran parall�ele, sont
l'analyse de d�ependance et l'analyse de 
ots de donn�ees.

Les optimisations des communications sont de deux types :

1. R�eduction du sur-coût de communication :

La vectorisation de messages : cette technique utilise une analyse de d�ependance
de donn�ees a�n de regrouper tous les �el�ements d'un message destin�e �a un même
processeur dans un vecteur unique.

La fusion de messages : une fois la vectorisation e�ectu�ee, la fusion permet elle
d'�eliminer les messages redondants
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L'agr�egation : ici, le compilateur essaye de d�etecter si plusieurs messages di��erents
sont destin�es au même processeur a�n de les regrouper dans un seul envoi.

Les communications collectives : il s'agit de g�en�erer une communication globale
lorsqu'un même message doit être envoy�e �a plusieurs processeurs.

Autres optimisations : la duplication des calculs a�n d'�eviter une communication,
la possibilit�e qu'un processeur e�ectue des calculs sur une donn�ee qui ne lui ap-
partient pas, ou encore des optimisations du même type que pr�ec�edemment mais
qui ne se font qu'�a l'ex�ecution, dans le cas o�u le 
ot de donn�ees ne peut être connu
�a la compilation.

2. Le masquage du sur-coût de communication : Toutes les techniques pour recouvrir les
communications sont bas�ees sur des m�ethodes de pipeline, soit �a grain �n (�ne grain
pipelining) soit �a gros grain (coarse grain pipelining) lorsqu'on tient compte du temps
d'initialisation du pipeline [88, 103].

Le pipeline de messages : Cela consiste �a ins�erer dans le code un ordre d'envoi d�es
qu'une r�ef�erence non locale est d�etect�ee et �a mettre l'ordre de r�eception corres-
pondant juste avant que la donn�ee ne soit utilis�ee.

Le pipeline de messages vectoris�es : Il s'agit d'appliquer le même genre de tech-
nique mais sur un message vectoris�e. C'est �a dire qu'un message vectoris�e destin�e
�a un processeur est d�ecoup�e en petits bouts a�n d'être envoy�e par une succes-
sion d'ordres d'envois (send), ceci permet alors de masquer le temps de transit du
message. C'est le principe pr�esent�e pr�ec�edemment sur la �gure 1.2.

Le r�e-ordonnancement d'it�erations : Le pipeline de messages vectoris�es ne marche
pas dans tous les cas, notamment lorsque la structure des calculs ne permet pas
de masquer le temps de transit de messages. Il est possible alors de r�eordonner
dans une certaine mesure les boucles, a�n que le bon positionnement des ordres
d'envoi permettent e�ectivement de masquer les communications. Le compila-
teur Paradigm tient compte en plus d'une estimation des coûts de calcul et de
communication a�n d'ajuster la granularit�e du pipeline [103].

Comme on a pu le voir, le nombre d'optimisations que l'on peut apporter aux com-
munications g�en�er�ees par un compilateur est essentiellement de l'ordre de la correction des
mauvais choix faits par ce dernier : �elimination de communications redondantes et vectori-
sation de messages. Seule l'optimisation consistant �a recouvrir dans une certaine mesure les
communications apporte une am�elioration au code (( na��f )) qu'aurait pu �ecrire un utilisateur.
Ces optimisations ne sont pas r�ealisables �a la compilation lorsque le 
ot de donn�ees et les
communications sont irr�eguliers, mais �a l'ex�ecution, ce qui en limite forc�ement l'e�cacit�e.
De plus, le recouvrement des communications reste limit�e �a des �echanges de boucles et �a des
techniques de pipeline. On peut remarquer, cependant, que les compilateurs commencent �a
prendre en compte les coûts de calcul et de communication grâce �a des mod�eles de machines
a�n d'am�eliorer la granularit�e du pipeline [103].
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1.3.3 Les biblioth�eques mixant calculs et communications

En vue de faciliter le travail des programmeurs, une id�ee s�eduisante a �et�e de concevoir des
biblioth�eques de routine permettant le masquage des communications. Walker propose en
1988 une biblioth�eque de routines de communications non-bloquantes VMLSCS (Virtual Ma-
chine Loosely Synchronous Communication System) [128] permettant l'utilisation e�cace des
hi�erarchies m�emoires et le recouvrement des communications par du calcul. L'auteur illustre
l'utilisation de cette biblioth�eque sur deux exemples : le calcul d'une Transform�ee de Fourier
mono et bi-dimensionnelles. Cependant ces routines ne constituent que des outils et le travail
algorithmique reste �a la charge du programmeur.

Une am�elioration, au niveau facilit�e d'expression des algorihtmes avec pipeline, est ap-
port�ee par les LOCCS (Low Overhead Communication and Computations Subroutines) [26,
47, 49]. Cette biblioth�eque, sp�eci��ee par Desprez et Tourancheau, fournit un ensemble de
routines (8 au total) qui mixent communication et calcul. Le principe utilis�e pour recouvrir
les communications est bas�e (comme son nom l'indique) sur du pipeline �a gros grain. Ces
routines correspondent aux principaux sch�emas de communication que l'on trouve dans les
algorithmes num�eriques parall�eles et dispensent l'utilisateur d'exprimer lui-même le pipeline
de son algorithme. Cependant le calcul du grain reste �a sa charge, et la mise en place des
param�etres �a passer aux routines s'av�ere quelquefois d�elicat lorsque le sch�ema de commu-
nication est complexe, comme c'est le cas dans les algorithmes parall�eles de transform�ee de
Fourier. L'utilisateur est donc oblig�e, �a un moment ou un autre, d'�ecrire l'algorithme pipeline
a�n de d�eterminer le (( grain optimal )) du pipeline.

Un inconv�enient majeur �a ce type de biblioth�eque provient du fait qu'elles sont bas�ees sur
des routines de communications, et donc limit�ees dans leur possibilit�e d'expression. De plus
les LOCCS ne fournissent pas de calcul de grain et ne permettent le recouvrement que grâce
�a des techniques de macro-pipeline. Elles ont, en revanche l'avantage, de pouvoir exprimer
tr�es simplement certains types d'algorithmes [26] rendant ainsi l'�ecriture plus simple et le
code plus lisible.

1.4 L'approche propos�ee

L'enjeu, nous semble-t-il, est clair : il faut proposer aux utilisateurs des moyens simples
et e�caces de pro�ter de ces m�ecanismes et ainsi am�eliorer de fa�con signi�cative l'e�cacit�e
de leurs applications parall�eles, sans que cela n�ecessite un investissement personnel trop im-
portant. La solution id�eale est sans aucun doute une (( approche compilateur )). Seulement,
comme nous avons pu le voir, cette approche, bien que prometteuse, est encore beaucoup
trop limit�ee actuellement. La solution des biblioth�eques mixant calculs et communications
est une approche s�eduisante mais r�eserv�ee �a un programmeur non n�eophyte en informa-
tique parall�ele. Le probl�eme du recouvrement des communications est complexe car il fait
intervenir des techniques algorithmiques assez lourdes �a mettre en �uvre et il n�ecessite une
mod�elisation pr�ecise de la machine pour que l'impl�ementation puisse être e�cace.
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Notre but est de proposer un ensemble de techniques g�en�erales permettant de recouvrir
les communications. Celles-ci sont applicables �a de nombreux algorithmes num�eriques, a�n
d'am�eliorer l'e�cacit�e de leur parall�elisation. Elles peuvent servir ensuite de base �a la concep-
tion d'heuristique �a int�egrer dans un compilateur. Ces techniques sont une g�en�eralisation des
di��erents cas que nous avons pu remarquer dans les algorithmes num�eriques que nous avons
�etudi�es; elles sont bas�ees, bien sûr sur des techniques de pipeline, mais �egalement de
regroupement ainsi que de r�e-ordonnancement des calculs. Il nous semble possible
d'exprimer la granularit�e des calculs �a e�ectuer permettant un recouvrement
maximal, en fonction de coûts �el�ementaires des tâches de calcul et des coûts de
communication. Ceci nous permet alors d'impl�ementer des algorithmes num�eriques paral-
l�eles e�caces avec un masquage maximal du temps de communication pour peu que l'on soit
capable de mod�eliser correctement le comportement de la machine cible.

Il nous semble donc, �a l'heure actuelle, que l'int�erêt pour les utilisateurs est de pouvoir
disposer d'un ensemble de routines num�eriques e�caces dont ils peuvent se servir lors de la
parall�elisation de leurs applications. Ces routines doivent être param�etr�ees en fonction des
coûts de calcul et de communication de base de la machine utilis�ee. Ces param�etres sont soit
fournis par le constructeur, soit d�etermin�es par une s�erie de jeux d'essais destin�es �a mod�eliser
le comportement de la machine.

1.4.1 Sch�emas algorithmiques g�en�eraux

Nous nous pla�cons dans un mod�ele de programmation o�u le parall�elisme est guid�e par
la distribution des donn�ees, de type SPMD (voir partie I chapitre 1). Plusieurs raisons �a ce
choix : en premier lieu, ce mod�ele est le plus utilis�e actuellement dans le monde du calcul
parall�ele scienti�que. De plus, si nous nous pla�cons dans l'optique de proposer des routines
de calculs e�caces et prêtes �a l'emploi, la distribution initiale des donn�ees nous est impos�ee.
Sous ces hypoth�eses les noyaux num�eriques peuvent s'exprimer sous forme de sch�emas de
d�ependance entre les tâches de calcul et les communications, le placement des tâches sur les
processeurs �etant a priori d�ecid�e par la distribution initiale des donn�ees.

Cette premi�ere approche est, bien �evidemment, destin�ee �a être �etendue �a d'autres formes
de parall�elisme, en particulier au parall�elisme de contrôle. Cependant, il nous a sembl�e, dans
un premier temps, utile de nous �xer quelques contraintes qui permettent de faciliter le
probl�eme. Nous allons pr�esenter dans la suite trois de ces sch�emas que l'on retrouve dans la
plupart des algorithmes num�eriques. Le but n'�etant pas de r�esumer en trois sch�emas tous les
cas possibles, mais plutôt les techniques utilisables pour e�ectuer du recouvrement.

Sch�ema avec distribution interm�ediaire de donn�ees

Ce premier sch�ema correspond au cas o�u les processeurs doivent s'�echanger des r�esul-
tats interm�ediaires avant de commencer une nouvelle phase de calcul. Ce sch�ema corres-
pond aux algorithmes avec redistribution interm�ediaire des donn�ees, comme dans la FFT
bi-dimensionnelle [28, 36] ou encore dans la parall�elisation de l'algorithme de transform�ee
spectrale [57]. Ces noyaux num�eriques sont importants en trâ�tement du signal et d'images,
mais �egalement pour le calcul des solutions des �equations de Poisson etc. Ce sch�ema se
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retrouve �egalement dans tous les algorithmes avec di�usion partielle ou totale d'un r�esul-
tat interm�ediaire comme dans certains algorithmes parall�eles de r�esolution de syst�emes li-
n�eaires [48].

Si l'une au moins des deux phases de calcul peut être d�ecoup�ee en tâches ind�ependantes
de granularit�e plus faible, alors chacun des r�esultats partiels de ces tâches peut être envoy�e
d�es qu'il a �et�e calcul�e. Donc l'�echange d'un r�esultat partiel est masqu�e par le calcul du
r�esultat suivant. Le masquage de la communication est r�ealis�e par une technique de pipeline
classique (voir �gure 1.3).

Le cas o�u seulement la premi�ere phase de calcul peut être d�ecoup�ee correspond �a une
synchronisation avant le d�ebut d'une nouvelle phase de calcul. Alors, le masquage du temps
de communication n'est pas total (sch�ema de droite sur la �gure 1.3).
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et synchronisation

Temps d'inactivit�e

Fig. 1.3 - Sch�ema avec distribution interm�ediaire de donn�ees.

Le calcul du grain de d�ecoupage est simple, il doit être tel que le temps de calcul d'une
tâche doit être au moins �egal au temps de communication du r�esultat partiel pr�ec�edent. Il
faut remarquer qu'�a l'inverse d'un pipeline classique, tel qu'on le trouve par exemple dans
les op�erateurs pipelines des processeurs, la granularit�e du d�ecoupage n'est pas limit�ee par le
d�ecoupage possible de la phase de calcul, mais il est n�ecessaire de prendre en compte les temps
d'initialisations (start-up) induits par chaque communication. Ceci implique une granularit�e
moins �ne de d�ecoupage : c'est ce que l'on appelle du pipeline �a gros grain [103]. Une
illustration de la di��erence et de l'in
uence du grain est donn�ee dans la �gure 1.4.
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Fig. 1.4 - Pipeline �a grain �n versus pipeline �a gros grain.

Dans cet exemple, nous supposons que le temps de gestion de la communication (en envoi
et en r�eception) est grand par rapport au volume de communication �a e�ectuer. Si le grain du
pipeline est trop �n, le sur-coût rajout�e par les temps de start-up conduit �a une ine�cacit�e
du pipeline, bien que le temps d'inactivit�e du processeur P2 ait largement diminu�e. Il faut
donc, lors du calcul du grain, prendre en compte ce facteur et raisonner en temps total de
(( non-calcul )) du processeur, plutôt qu'en temps d'inactivit�e. C'est ce temps de (( non-calcul ))
que nous appelons sur-coût de communication.

Il faut remarquer que ces techniques ne sont pas n�ecessairement applicables sans modi�ca-
tions. En e�et, il peut être int�eressant de s'occuper de l'ordonnancement local des tâches sur
chacun des processeurs a�n de pouvoir masquer au mieux le sur-coût des communications.
La �gure 1.5 en est une illustration.

116 Partie III : Masquage des communications dans les algorithmes parall�eles



1.4. L approche proposee

15

15

15

1 2 43 6 7 8

9 10

5

P0 : f1,5,9,13,15g
P1 : f2,6,11g
P2 : f 3,7,10g

11 12

1413

13

15

P3 : f4,8,12,14g

8361

4

12

7

7

2

14

5

9

5 2

12

4

Avec pipeline et
r�eordonnancement local

8361

13

14

1 6 83

1210

725

9 11

27

0

10

5

15

20

25

21

19

4

Sans pipeline Avec pipeline

P1P0 P2 P3 P1P0 P2 P3 P1P0 P2 P3

Sch�ema 2 : Placement des tâches
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Fig. 1.5 - Illustration de l'int�erêt du r�e-ordonnancement local des tâches.

Consid�erons un graphe de d�ependance logique sous forme d'arbre binaire complet com-
pos�e de 15 tâches toutes identiques 1 (nous sommes dans un mod�ele SPMD) (voir sch�ema
1, �gure 1.5). La distribution des donn�ees �etant �x�ee, le placement des tâches sur les pro-
cesseurs nous est impos�e. Nous consid�erons donc le placement illustr�e par le sch�ema 2 de
la �gure 1.5. Nous nous �xons un ordonnancement local des tâches sur chaque processeur
(premier sch�ema d'ex�ecution du sch�ema 3). En appliquant une technique de pipeline clas-
sique nous pouvons masquer une partie des communications (deuxi�eme sch�ema d'ex�ecution).

1: Ce type de graphe de d�ependance correspond aux algorithmes d'�evaluation d'expression arithm�etique,
ou encore aux algorithmes de tri.
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Cependant, il est utile de s'int�eresser �a l'ordonnancement local des tâches sur les processeurs.
En e�et le simple �echange des premi�eres et secondes tâches calcul�ees sur chacun des proces-
seurs permet d'optimiser le masquage des communications (troisi�eme sch�ema d'ex�ecution).
On peut remarquer, dans cet exemple, que le r�e-ordonnancement des calculs su�t �a masquer
les premi�eres communications, le pipeline n'apportant un gain que pour les communications
suivantes.

Notons que ces techniques de pipelines sont en partie int�egr�ees dans un compilateur,
cependant le r�e-ordonnancement local de tâches semble être un travail plus di�cile.

Sch�ema �a phases r�ep�et�ees

Ce sch�ema correspond �a la r�ep�etition de phases identiques correspondant �a une succession
de tâches de calculs avec �echanges de r�esultats partiels. Ce sch�ema se retrouve, par exemple,
dans les algorithmes de traitement d'images [44, 92] ou dans le calcul d'un ensemble de FFT
mono-dimensionnelles [22, 28].

L'id�ee de base pour masquer les communications est l'enchevêtrement des tâches des
phases suivantes avec les tâches des phases pr�ec�edentes. Nous pr�esentons sur la �gure 1.6 un
exemple de sch�ema �a phases r�ep�et�ees.
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Fig. 1.6 - Sch�ema �a phases r�ep�et�ees.
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Dans ce cas, il nous est possible de calculer le nombre de tâches de calcul �a entremêler a�n
de recouvrir au maximum le temps de communication, mais on peut envisager une ex�ecution
plus dynamique des choses. En e�et, si l'on utilise des primitives de r�eception non-bloquantes,
alors le processeur qui a �ni une tâche de calcul ne restera pas en attente du r�esultat, mais
pourra commencer un autre calcul (relatif �a une autre phase) qui ne n�ecessite pas de r�esultat
interm�ediaire.

Remarquons que le recouvrement peut, dans ce cas, se faire de mani�ere automatique �a
l'aide de m�ecanisme de multi-threading. En e�et, si on reprend le sch�ema d'ex�ecution de
la �gure 1.6, il est possible d'initier un certain nombre de threads, chacun �etant charg�e de
calculer une phase. Lorsqu'une tâche est en attente d'une communication, alors le thread est
d�esactiv�e et un autre thread commence une nouvelle tâche, etc. Un exemple est donn�e dans
la �gure 1.7 sur deux processeurs avec 3 threads.

Processeur 1 Processeur 2

Temps d'inactivit�e

Tâches de la phase 1

Tâches de la phase 2

Tâches de la phase 3

threads

Fig. 1.7 - Sch�ema �a phases r�ep�et�ees avec multi-threading.
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Sch�ema �a d�ependances fortes

Ce dernier sch�ema est celui qui pose le plus de probl�emes pour masquer les communi-
cations. Nous consid�erons ici une succession de tâches (( unitaires )), c'est �a dire indivisibles
ou �a granularit�e tr�es �ne, qui ont besoin de r�esultats partiels pr�ec�edents avant de pouvoir
s'ex�ecuter. Dans ce cas le seul moyen d'e�ectuer du recouvrement est d'anticiper la commu-
nication lorsque cela est possible. Par exemple, dans le cas o�u les processeurs ne s'�echangent
pas des r�esultats interm�ediaires issus du calcul qui est en train de se faire. Nous donnons un
exemple d'un tel sch�ema sur la �gure 1.8.

P1 P2 P1 P2

Sans recouvrement

Avec recouvrement

Fig. 1.8 - Sch�ema �a d�ependances fortes.

Remarquons que ce sch�ema peut être vu comme une d�eg�en�erescence du premier. En
e�et, il correspond �a un sch�ema pipeline avec une granularit�e minimale, alors il peut être
int�eressant de r�e-augmenter la granularit�e du pipeline (voir �gure 1.4), soit �a un sch�ema avec
redistribution interm�ediaire, mais avec des tâches unitaires, et sur lesquelles il est impossible,
ou ine�cace, d'appliquer des techniques de pipeline.

1.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre quelques techniques permettant de minimiser le sur-
coût des communications. Nous nous sommes attard�es plus particuli�erement sur celles qui
permettent de masquer les communications. Bien que les compilateurs de langage parall�ele
aient progress�e, les possibilit�es qu'ils o�rent sont encore limit�ees. Il est encore n�ecessaire
d'impl�ementer (( �a la main )) des algorithmes optimis�es a�n d'obtenir une parall�elisation
e�cace.

Cependant, il est possible d'utiliser quelques techniques g�en�erales, comme celles que nous
avons pr�esent�ees, et qui o�rent l'avantage d'être param�etrables en fonction des coûts de cal-
cul et de communication, permettant ainsi d'obtenir des algorithmes parall�eles e�caces qui
masquent au mieux les communications. Nous avons �egalement donn�e quelles �etaient les
possibilit�es d'une automatisation �eventuelle de ces techniques. Il est clair que cette auto-
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matisation ne sera performante que si elle int�egre un mod�ele le plus pr�ecis possible des
performances de la machine cible.

Nous pr�esentons dans le chapitre suivant, une �evaluation et une mod�elisation des perfor-
mances des communications de la machine Cray T3D. C'est le genre de mod�ele qu'il faut
�etudier et mettre en place, en vue d'une automatisation des techniques de recouvrement.
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Chapitre 2

D�etermination des param�etres

�el�ementaires de communication :

mod�elisation des temps de

communication du Cray T3D

Le but de ce chapitre est de pr�esenter des r�esultats de jeux de tests de
communication a�n d'�evaluer et de mod�eliser les performances des com-

munications de la machine Cray T3D MPP. Ces mod�eles nous permet-
tent ensuite d'optimiser les param�etres de recouvrement au moment de

l'implantation des algorithmes avec recouvrement des communications.
Nous avons test�e les principaux sch�emas de communication globale en

utilisant toutes les biblioth�eques d'�echange de messages disponibles sur
cette machine. Ces tests nous ont permis de donner un mod�ele d'�evalua-

tion des performances en fonction de la taille des messages envoy�es et
du nombre de processeurs y participant. Ce travail a �et�e e�ectu�e avec L.
Colombet [25].

2.1 Introduction

Comme nous avons pu le voir dans le chapitre pr�ec�edent, il est tr�es important d'avoir une
bonne mod�elisation des performances des machines. La plupart des jeux d'essais (benchmarks
en anglais) qui existent sont constitu�es de noyaux et d'applications num�eriques (comme les
benchmarks NAS, LINPACK etc [3, 50, 109, 125]). Ils consistent �a impl�ementer et �a optimiser
les di��erents composants du jeux d'essais sur di��erentes machines parall�eles [50, 96]. Cette
m�ethodologie ne permet pas de di��erencier la part des communications de celle des cal-
culs et n'o�re qu'une vision globale et d�eform�ee des performances qu'un utilisateur pourra
obtenir avec sa propre application. En e�et, ce n'est pas parce la machine X o�re une per-
formance de Y M
ops sur un test LINPACK de taille 1000, que l'utilisateur pourra obtenir
des performances semblables avec son application parall�ele.

Il existe quelques jeux d'essais incluant des tests de communication [1, 2], ou la compa-
raison des performances de communication de di��erentes machines parall�eles [75], mais ils
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sont r�eduits �a des mesures de type �echange de messages entre deux processeurs. Il n'existe, �a
l'heure actuelle, que tr�es peu d'�etudes plus pouss�ees sur la mod�elisation des communications.
Nous pouvons cependant citer les travaux de C. Tron sur la mod�elisation des performances
des communications en r�eseau charg�e [118, 119].

Nous pr�esentons dans ce chapitre des r�esultats de jeux d'essais de communication point-
�a-point et globale sur Cray T3D. Ces sch�emas sont ceux qui sont les plus utilis�es dans
les algorithmes num�eriques parall�eles [79]. De ces exp�erimentations, nous en d�eduisons un
mod�ele de pr�ediction les temps de communication en fonction de la taille des messages et du
nombre de processeurs. Nous v�eri�ons �egalement que les mod�eles propos�es sont proches de
la r�ealit�e.

La suite de ce chapitre est organis�ee ainsi : dans un premier temps nous d�eataillons les
carat�eristiques de communication de l'architecture du Cray T3D et sur les di��erentes biblio-
th�eques de communication par �echange de messages disponibles. Nous nous int�eressons plus
particuli�erement aux principales di��erences dans les impl�ementations des primitives de com-
munications point-�a-point. La section suivante est d�edi�ee aux r�esultats des exp�erimentations
et �a la pr�esentation des mod�eles.

2.2 La machine Cray T3D

Le Cray T3D est la premi�ere machine massivement parall�ele de Cray Research Inc. Cette
machine peut contenir jusqu'�a 2048 processeurs, chacun poss�edant sa propre m�emoire locale.

Le Cray T3D poss�ede quatre types de composants : les n�uds de calcul, le r�eseau d'in-
terconnexion, les portes d'entr�ees/sorties et une horloge globale. Nous ne d�etaillons que les
deux premiers composants [40], car ce sont ceux qui nous int�eressent plus particuli�erement
pour �evaluer les performances des communications.

2.2.1 Les n�uds de calcul et le r�eseau d'interconnexion

Les �el�ements de calcul

Chaque �el�ement de calcul (Processing Element en anglais, not�e PE), contient un micro-
processeur et une m�emoire locale. Un n�ud de calcul est constitu�e de deux PE, d'un support
de communication compos�e d'une interface r�eseau Network Interface) et d'une unit�e de trans-
fert (Block Transfer Engine : BLT) (voir la �gure 2.1). Le microprocesseur est de type RISC
64-bit d�evelopp�e par Digital Equipment Corporation, sa fr�equence d'horloge est de 150 Mhz.
La m�emoire locale est de type DRAM (Dynamic Random Access Memory) et d'une taille de
64 Moctets. Cette m�emoire locale fait partie de la m�emoire totale physiquement distribu�ee,
mais elle est consid�er�ee comme logiquement partag�ee, du fait que le microprocesseur d'un
PE peut acc�eder �a la m�emoire d'un autre PE sans interrompre le microprocesseur du PE
acc�ed�e 1. Les deux PE d'un n�ud de calcul sont identiques, mais fonctionnent de fa�con ind�e-

1: Cette remarque conceptuelle, issue d'un choix architectural, revêt toute son importance lorsqu'on d�esire
�evaluer les performances des communications, et mieux encore, lorsqu'on s'int�eresse aux recouvrements des
communications.
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pendante. Les acc�es �a l'interface du r�eseau et �a l'unit�e de transfert se font, eux, de mani�ere
concurrente. C'est le BLT qui s'occupe de calculer les adresses, ainsi que de lire et �ecrire les
donn�ees dans les m�emoires locales, et ceci sans interrompre le processeur de calcul.

Transfer

-X

-Y

Memory

Processing Element

Data
Control

-Z

Communication Link
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�proc.
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Engine

Interface

BlockPE 0

Element node
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Fig. 2.1 - N�ud de calcul du Cray T3D

Le r�eseau d'interconnexion

Le r�eseau d'interconnexion est un r�eseau direct avec une topologie de tore tri-dimensionnel
(voir la �gure 2.2).

Fig. 2.2 - Tore 3D de 18 n�uds

Les sommets du graphe repr�esentant le r�eseau d'interconnexion sont compos�es par les
routeurs de chaque PE, et les arêtes sont les liens de communication qui relient les sommets
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dans les trois dimensions : X, Y et Z (voir la �gure 2.1). Les liens sont bi-directionnels
et full-duplex avec un d�ebit maximal de 150 Moctets/s dans une direction. Le mode de
commutation du r�eseau est de type wormhole avec une fonction de routage classique par
(( ordre des dimensions )) (dimension order routing) [102]. Cet algorithme de routage est le
suivant : lorsqu'une information quitte un n�ud, il voyage �a travers le r�eseau en prenant la
dimension X, puis Y et en�n la dimension Z. Ce type de routage est d�eterministe du fait
qu'un message est arriv�e �a destination lorsqu'il a �ni son transfert suivant la dimension Z
(c.f. �gure 2.3).

-Z

-Y
+Z

+Y
-X

+X

Fig. 2.3 - Routage par ordre de dimension.

2.2.2 Les biblioth�eques de communication

Nous pouvons distinguer deux niveaux de biblioth�eques de communication : un niveau
bas constitu�e par la biblioth�eque ShMem (Shared Memory) [42] et un niveau haut qui est
une impl�ementation sp�eci�que de PVM version 3.3.4. [11].

Les op�erateurs de base de la biblioth�eque ShMem sont les primitives put et get qui
permettent d'�ecrire et de lire des donn�ees situ�ees dans une m�emoire distante. PVM a �et�e
impl�ement�ee sur cette couche de bas niveau [41]. Le mod�ele utilis�e par PVM est bien sûr
le mod�ele de communication par tampon, ce qui implique un contrôle de 
ux transparent
(voir la partie I chapitre 2). Ce n'est pas le cas lorsqu'on utilise directement les primitives
put et get. De plus la coh�erence des donn�ees est �a la charge de l'utilisateur. Nous pouvons
distinguer deux fa�cons di��erentes d'envoyer un message par PVM :

{ pvm send : c'est la primitive classique d'envoi de messages en communication point-�a-
point avec PVM. Deux variations sont possibles dans la fa�con d'emballer les donn�ees
avant l'envoi : soit tout le message est emball�e (option PvmDataRaw), soit seulement
l'adresse et la taille du messages (option PvmDataInPlace) 2.

{ pvm psend : dans ce cas le message n'est pas emball�e avant d'être envoy�e2.

Dans les deux cas le principe de l'impl�ementation est le suivant : si un n�ud A envoie un
message de taille L �a un n�ud B, alors une premi�ere requête est envoy�ee vers B via un petit

2: Il est �evident que dans ce cas les donn�ees �a envoyer doivent être contigu�es en m�emoire.
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message de taille PVM DATA MAX. Dans ce premier message se trouvent l'adresse et la taille
des donn�ees qui doivent être envoy�ees. Si L �PVM DATA MAX alors les donn�ees sont envoy�ees
avec la premi�ere requête. Sinon, lorsque B re�coit la requête, il la d�eballe et va r�ecup�erer les
donn�ees distantes �a l'aide d'une lecture �a distance (remote load) (voir �gure 2.4).

M�emoire de
l'�emetteur

du r�ecepteur
M�emoire du

Entête = PVM DATA MAX

Bu�er de r�eception

Bu�er d'�emission

Message lu apr�es la r�eception de
l'entête si L >PVM DATA MAX

Fig. 2.4 - Principe de l'envoi d'un message de taille L avec PVM sur T3D.

Cray Research a �egalement impl�ement�e une extension �a PVM : les pvm channels. Ils
permettent des envois directs �emetteur/r�ecepteur (remote stores) en �etablissant un (( canal ))
de communication entre les deux m�emoires. Il y a deux avantages �a l'utilisation de ces
canaux : le premier est l'utilisation d'�ecriture distante (remote store) plutôt que de lecture
distante (remote load), ce qui est plus rapide. Le second est la suppression de copie m�emoire
ou contrôle qui est entrâ�n�ee par l'utilisation des primitives classiques. Ce canal est orient�e,
et il est �etabli une fois pour toute entre deux adresses pr�ecises de la m�emoire de l'�emetteur
vers la m�emoire du r�ecepteur (voir la �gure 2.5). L'envoi est non-bloquant et la r�eception
est bloquante. L'utilisation de ces canaux est tr�es int�eressante lorsqu'on met en �uvre un
sch�ema de communication identique de fa�con intensive, car l'�etablissement du canal est assez
coûteux.

M�emoire de
l'�emetteur du r�ecepteur

M�emoire du

message

pvm channel

Fig. 2.5 - Les canaux de communication PVM.
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2.3 �Evaluation et mod�elisation des temps de commu-

nication

2.3.1 Pr�esentation du protocole exp�erimental

Les di��erents sch�emas de communication �evalu�es sont les suivants :

1. L'�echange entre deux processeurs (One-To-One, OTO)

2. La di�usion (One-To-All, OTA)

3. L'�echange total (All-To-All, ATA)

4. La multi-distribution (Personalized-All-To-All, PATA)

Tous ces sch�emas ont �et�e pr�esent�es en d�etail dans le chapitre 1 de la partie II. Le mod�ele de
temps utilis�e est celui classiquement adopt�e pour mod�eliser le temps d'une communication
en mode de commutation wormhole [96, 102]. C'est-�a-dire que le temps d'envoi d'un message
de taille L entre deux processeurs situ�es �a distance d est : T = � + d� + L� o�u � est le
temps d'initialisation de la communication, � le temps de commutation des commutateurs
(switchs) interm�ediaires et � le taux de transmission du lien. Comme c'est le cas dans la
plupart des machines actuelles utilisant un mode de commutation wormhole, et comme nous
avons pu le v�eri�er, � << �. Nous pouvons donc supposer que le temps de communication est
ind�ependant de la distance. Nous utilisons par cons�equent un mod�ele de temps plus simple
qui est le suivant : T = � + L� .

Tous les tests ont �et�e ex�ecut�es 500 fois et moyenn�es. Nous avons remarqu�e, de fa�con
exp�erimentale, que la variabilit�e des mesures est tr�es faible (< 2%), il nous semble donc
que la moyenne sur 500 mesures est largement su�sante. A�n de valider les mod�eles par
rapport aux exp�erimentations e�ectu�ees, nous avons choisie pour exprimer l'erreur relative,
le rapport entre l'�ecart type empirique et la moyenne empirique. Cette erreur, donn�ee en
pourcentage (not�ee e) d�e�nie comme suit : nous notons Tm(i) le i�eme temps mesur�e 3 et Ts(i)
le i�eme temps simul�e �a partir du mod�ele, i = 0:::n� 1. Alors :

e =

qPn�1
i=0 (Tm(i)� Ts(i))

2Pn�1
i=0 Tm(i)

� 100

Dans la suite nous notons par T
sch�ema

primitive
le temps pour e�ectuer le sch�ema de communica-

tion sch�ema en utilisant la primitive primitive. Par exemple, nous noterons T
OTA

bcast
le temps

pour di�user un message en utilisant la primitive pvm bcast [11].

3: Tm(i) est en fait la valeur moyenn�ee du temps de communication pour un message de taille i sur 500
exp�eriences. Il faut noter que la variabilit�e des mesures est tr�es faible (< 2%), ce qui justi�e le fait que cette
erreur n'est pas report�ee sur les graphiques.
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2.3.2 One-To-One

Le but de ce test est de d�eterminer les deux param�etres du mod�ele de temps donn�e ci-
dessus, �a savoir le temps d'initialisation (start-up) � et le taux de transmission � . Nous avons
utilis�e les di��erentes primitives d'envoi et de r�eception disponibles :

1. pvm send avec l'option d'emballage PvmDataRaw.

2. pvm send avec l'option d'emballage PvmDataInPlace.

3. pvm psend.

4. shmem put, qui correspond �a une �ecriture distante (remote store).

5. shmem get, qui correspond �a une lecture distante (remote load).

6. pvm channel.

Nous reportons dans les �gures 2.6, 2.7 et 2.8 les di��erents r�esultats d'exp�erimentation.

0.0045

0.004

0.0035

0.003

0.0025

0.002

0.0015

0.001

0.0005

0
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000

shmem get

pvm send - Raw

shmem put

pvm channel

pvm psend

pvm send - InPlace

Temps (sec.)

Taille du message (Octets)

Fig. 2.6 - Comparaison des temps du test One-To-One.

Nous pouvons observer, pour des tailles importantes de message, trois groupes princi-
paux : le premier constitu�e des primitives shmem put et pvm channel, r�ealise les meilleures
performances. Le deuxi�eme est compos�e des fonctions shmem get et pvm send - InPlace

et le dernier, avec les primitives pvm psend and pvm send - DataRaw, r�ealisent les moins
bonnes performances. Remarquons �egalement la tr�es grande r�egularit�e du comportement, ce
qui renforce l'id�ee d'une mod�elisation par une fonction a�ne du temps.

En revanche, nous observons un comportement di��erent pour de petites tailles de mes-
sages (inf�erieures �a PVM DATA MAX qui est dans ce test �egal �a 8192 octets). Nous nous int�e-
ressons de plus pr�es �a cette zone dans la �gure 2.7.
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Fig. 2.7 - Zoom pour des petits messages.

Comme nous l'avions expliqu�e pr�ec�edemment, les primitives pvm psend et pvm send -

DataRawutilisent des lectures �a distance pour des messages dont la taille d�epasse PVM DATA MAX.
Ceci explique les sauts de la �gure 2.7. Dans le cas o�u les messages sont de taille inf�erieure,
nous pouvons remarquer l'am�elioration notable des performances de la fonction pvm psend.
Les temps d'�echange de messages avec les pvm channel sont toujours excellents que les mes-
sages soient petits ou grands, ce qui con�rme l'int�erêt de l'utilisation d'�ecritures distantes �a
la place de lectures distantes.

Nous pr�esentons dans la �gure 2.8 les r�esultats des bandes passantes.
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shmem put

pvm channel

pvm send -InPlace

pvm send - Raw
shmem get

pvm psend

Bande passante (Moctets/s)

Taille du message (octets)

Fig. 2.8 - Comparaison des bandes passantes obtenues.

Nous r�esumons dans la table 2.1 les valeurs des di��erents param�etres en fonction des
routines et de la taille des messages. La derni�ere colonne du tableau indique l'erreur du
mod�ele par rapport �a la r�ealit�e.

L � PVM DATA MAX L > PVM DATA MAX Bande passante max. e
� (�s) � (�s=octets) � (�s) � (�s=octets) Moctets=s

pvm send - DataRaw 119 0.0351 239 0.0409 20 - 23 0.34%
pvm send - DataInPlace 104 0.0309 104 0.0309 31 0.94%
pvm psend 23.3 0.0242 217 0.04 37 - 24 0.9%
shmem put 8.57 0.0076 8.57 0.0076 140 - 132 1.5%
shmem get 1.72 0.0345 1.72 0.0345 29 0.55%
pvm channel 10.23 0.0097 10.23 0.0097 102 0.85%

Tab. 2.1 - Valeurs des param�etres en fonction des routines utilis�ees.

Nous avons �egalement v�eri��e l'insensibilit�e du temps d'�echange d'un message en fonction
de la distance, sauf dans le cas o�u l'�echange s'e�ectue entre deux processeurs se trouvant
sur le même n�ud de calcul. Dans ce cas, le mod�ele change et doit tenir compte des bandes
passantes m�emoire ainsi que du rangement interne des donn�ees.
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2.3.3 One-To-All

Nous avons utilis�e trois types d'impl�ementations de la di�usion. La premi�ere, la plus na��ve,
consiste �a e�ectuer P �1 envois via la fonction pvm psend. Les deux autres versions utilisent
les primitives pvm mcast et pvm bcast. Nous comparons les r�esultats obtenus sur la �gure 2.9
sur 32 processeurs. Comme on peut le remarquer, l'utilisation de la fonction pvm psend est
la plus e�cace pour des petits messages, simplement parce que le coût d'initialisation est
bien inf�erieur. En revanche pour des messages dont la taille est sup�erieure �a PVM DATA MAX,
il n'y a plus d'int�erêt �a utiliser cette primitive, pour les mêmes raisons que pr�ec�edemment.

pvm psend

pvm bcast

pvm mcast
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0
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
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Taille du message (octets)

Fig. 2.9 - Comparaison des temps du One-To-All sur 32 PEs

�A partir de ces exp�erimentations nous avons d�eduit les mod�eles de temps suivants en
fonction de la taille des messages, du nombre de processeurs et de la primitive utilis�ee. Nous
indiquons �egalement l'erreur du mod�ele.

T
psend

OTA
= (P � 1)�

�
�
psend

OTA
+ L�

psend

OTA

�
e = 1:73% avec

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�
psend

OTA
= 2:96�s if L � PVM DATA MAX

�
psend

OTA
= 123�s if L > PVM DATA MAX

�
psend

OTA
= 0:009�s=octet if L � PVM DATA MAX

�
psend

OTA
= 0:013�s=octet if L > PVM DATA MAX

T
mcast

OTA
=
�
�
mcast

OTA
+ (P � 1)� L�

mcast

OTA

�
e = 2:1% avec

(
�
mcast

OTA
= 137�s

�
mcast

OTA
= 0:01�s=octet

T
bcast

OTA
=

�
�
bcast

OTA
+ (P � 1)� L�

bcast

OTA

�
e = 4:2% avec

8<
:

�
bcast

OTA
= 137�s

�
bcast

OTA
= 0:01�s=octet
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Nous pr�esentons sur la �gure 2.10 les r�esultats d'exp�erimentation sur 64 et 128 processeurs
avec la fonction pvm psend que nous comparons avec les exp�erimentations analytiques en
utilisant les mod�eles.
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Fig. 2.10 - Comparaison des temps simul�es et mesur�es sur 64 et 128 processeurs.

2.3.4 All-To-All

Comme pour la di�usion, nous avons utilis�e trois impl�ementations di��erentes pour le All-
To-All. Nous pr�esentons sur la �gure 2.11 les r�esultats en fonction du nombre de processeurs
et de la taille des messages avec l'utilisation de la fonction pvm mcast (les r�esultats sont
similaires avec les autres fonctions).
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Fig. 2.11 - R�esultats du All-To-All en utilisant la fonction pvm mcast en fonction du nombre de

processeurs et de la taille des messages.

D'apr�es l'�etude des r�esultats d'exp�erience, �etant donn�e un nombre de processeurs, le
temps est lin�eairement d�ependant de la taille des messages (pour une taille sup�erieure �a
PVM DATA MAX). Ce fait est con�rm�e ensuite par la valeur des erreurs des mod�elisations.
Nous nous int�eressons sur la �gure 2.12 aux messages plus petits.
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Fig. 2.12 - Zoom pour les petits messages.

Nous observons un comportement di��erent suivant le nombre de processeurs. En e�et,
pour des tailles de message inf�erieures �a PVM DATA MAX, la fonction pvm mcast utilise des
�ecritures distantes. Cela g�en�ere des con
its d'acc�es m�emoire au niveau de la r�eception (hot
spots). Ce ph�enom�ene s'accrô�t d'autant plus lorsque le nombre de processeurs est grand.
Lorsque la taille des messages est plus importante, le syst�eme utilise des lectures �a distance
et ainsi la r�eception devient s�equentielle, ce qui �evite les con
its d'acc�es. De ce fait il est
moins coûteux d'envoyer des messages un peu plus grands que PVM DATA MAX plutôt que
d'envoyer des messages un peu plus petits (voir la �gure 2.12, PVM DATA MAX est �egal �a 4096
dans ce cas).

Pour ces raisons, il est assez di�cile de trouver un mod�ele g�en�eral fonction du nombre de
processeurs. Nous avons donc d�etaill�e dans les tables suivantes les param�etres des di��erents
mod�eles d�ependants de la taille des messages pour chaque nombre de processeurs :

pvm psend : T
psend

ATA
= �

psend

ATA
+ L�

psend

ATA

P L < PVM DATA MAX L � PVM DATA MAX e
16 � = 492 � = 3740 2.84%

� = 0:462 � = 0:665
32 � = 814 � = 7307 1.16%

� = 1:3 � = 1:445
64 � = 2970 � = 15550 3.6%

� = 2:58 � = 3:07
128 � = 7480 � = 37300 1.4%

� = 17:1 � = 6:067

� en �secondes et � en �s=octet.
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pvm mcast : T
mcast

ATA
= �

mcast

ATA
+ L�

mcast

ATA

P L < PVM DATA MAX L � PVM DATA MAX e
16 � = 367:5 � = 2100 1.7%

� = 0:584 � = 0:54
32 � = 760 � = 4340 0.7%

� = 1:2 � = 1:12
64 � = 2205 � = 9450 0.9%

� = 2:45 � = 2:36
128 � = 10795 � = 21590 1.08%

� = 13:35 � = 4:98
� en �secondes et � en �s=octet.

pvm bcast : T
bcast

ATA
= �

bcast

ATA
+ L�

bcast

ATA

P L < PVM DATA MAX L � PVM DATA MAX e
16 � = 479 � = 131 5%

� = 0:55 � = 0:656
32 � = 102 � = 250 4.2%

� = 1:19 � = 1:5
64 � = 239:4 � = 492:5 4.82%

� = 2:5 � = 3:6
128 � = 895 � = 1260 4%

� = 5 � = 7:6
� en �secondes et � en �s=octet.

Nous comparons sur la �gure 2.13 les di��erentes impl�ementations sur 64 processeurs.
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Fig. 2.13 - Comparaison des di��erentes impl�ementations sur 64 processeurs.

Nous remarquons sur cette �gure une d�egradation des performances en utilisant la fonc-
tion pvm bcast. En e�et, celle-ci est bas�ee sur un arbre binaire de recouvrement pour r�ealiser
la di�usion [82]. Bien qu'en th�eorie cette technique permette d'am�eliorer les performances
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d'un sch�ema de di�usion, cela a pour cons�equence de g�en�erer des contentions sur le r�eseau
lorsqu'il est utilis�e par tous les processeurs en même temps, comme c'est le cas dans un
sch�ema d'�echange total (voir le chapitre 1). En e�et les sommets des arbres de recouvrement
se retrouvent plac�es sur les mêmes n�uds physiques du r�eseau. Ceci pourrait être �evit�e en
utilisant des arbres rotatifs [78, 82].

2.3.5 Personalized-All-To-All

Ce sch�ema a �et�e impl�ement�e �a l'aide des primitives pvm psend et pvm send - DataRaw.
Comme pour les tests pr�ec�edents du ATA, nous observons des contentions similaires pour des
tailles de messages juste inf�erieures �a PVM DATA MAX. Nous r�esumons les di��erents param�etres
des mod�eles dans les tables suivantes :

pvm psend : T
psend

pATA
= �

psend

pATA
+ L�

psend

pATA

P L < PVM DATA MAX L � PVM DATA MAX e
16 � = 1666 � = 2833 3.7%

� = 0:833 � = 0:719
32 � = 3222 � = 6430 3.2%

� = 1:9441 � = 1:492
64 � = 6221 � = 14219 3.54%

� = 4:44 � = 3:579
128 � = 11109 � = 35515 1.6%

� = 12:2 � = 6:4747
� en �secondes et � en �s=octet.

pvm send : T
send

pATA
= �

send

pATA
+ L�

send

pATA

P L < PVM DATA MAX L � PVM DATA MAX e
16 � = 1888 � = 3833 2.9%

� = 0:277 � = 0:719
32 � = 2555 � = 7272 3.38%

� = 1:1108 � = 1:528
64 � = 4667 � = 15300 0.93%

� = 3:33 � = 3:111
128 � = 11554 � = 34751 0.9%

� = 11:1 � = 6:4209
� en �secondes et � en �s=octet.

2.4 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre une s�erie d'exp�eriences de communication destin�ee
�a pr�edire les temps de communication du Cray T3D en fonction des biblioth�eques de com-
munication utilis�ees. Nous avons �evalu�e non seulement les fonctions point-�a-point, mais aussi
des sch�emas de communication globale. Pour chacun des sch�emas exp�eriment�es nous avons
propos�e des mod�eles �ns, puisque les erreurs mesur�ees sont de 2% en moyenne.

Bien que les conditions et les hypoth�eses des exp�eriences e�ectu�es soient les plus proches
possibles des conditions r�eelles d'une application parall�ele, les r�esultats peuvent varier du
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fait de l'asynchronisme du fonctionnement de la machine et du rangement des donn�ees en
m�emoire.

De ces exp�eriences nous pouvons tirer quelques avantages de l'utilisation des communica-
tions bas�ees sur des syst�emes de lecture �a distance (les remote loads) qui permettent d'�eviter
les probl�emes de contention m�emoire4. Par contre ces m�ecanismes limitent dans une certaine
mesure les possibilit�es de recouvrement des communications.

Dans des travaux futurs il faudrait envisager l'utilisation d'outils d'�evaluation de perfor-
mance plus complexes a�n de mod�eliser les probl�emes de contention au niveau des n�uds [118].
Un autre probl�eme, encore plus complexe, consiste �a trouver des mod�elisations des perfor-
mances de calcul (comme la gestion de la m�emoire, l'in
uence du cache, les performnaces
des op�erateurs pipelines etc.).

Cependant ces premi�eres �etudes nous ont permis de montrer qu'il �etait possible d'obtenir
des mod�elisations de performance des communications d'une machine. Ainsi, nous les utilise-
rons par la suite dans la conception d'algorithmes num�eriques parall�eles e�caces masquant
les communications.

4: Ph�enom�ene qui ne devrait pas se produire dans une v�eritable machine �-ports, mais qui arrive lorsque
les liens de communication sont parall�eles mais pas les acc�es m�emoires.
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Chapitre 3

Application �a la transform�ee de

Fourier

Nous d�ecrivons dans ce chapitre une application des techniques de recou-
vrement pr�esent�ees lors des chapitres pr�ec�edents. Il s'agit d'algorithmes

de transform�ee de Fourier avec minimisation du sur-coût de communi-
cation. Les techniques ont �et�e employ�ees sur des transformations mono-

dimensionnelles [21] et bi-dimensionnelles [22,28].

3.1 Introduction

La transform�ee de Fourier (TF) est utilis�ee dans de nombreux domaines scienti�ques, tels
que les math�ematiques appliqu�ees, le traitement du signal, le traitement d'images etc. Elle
constitue le noyau de base dans le calcul d'une convolution, dans l'analyse spectrale ... Les
TF multi-dimensionnelles sont utilis�ees en dynamique des 
uides, dans la solution d'�equa-
tions de Poisson [16] ainsi que dans le traitement d'images via des techniques de �ltrage.
Un des algorithmes les plus connus pour calculer la TF est l'algorithme de Transform�ee de
Fourier Rapide (connu sous le terme de FFT pour Fast Fourier Transform) [38].

Les calculs de FFT mono et multi-dimensionnelles ont �et�e largement �etudi�es sur plu-
sieurs types de machines hautes performances, comme les machines �a m�emoire partag�ee [7],
les ordinateurs vectoriels [6], ou encore les machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee de
types SIMD [83] et MIMD [31, 69]. Ces articles d�ecrivent di��erentes impl�ementations d'al-
gorithmes de FFT selon l'architecture cible de la machine, ou impl�ementent de nouveaux
algorithmes d�eriv�es de m�ethodes s�equentielles di��erentes. Plusieurs algorithmes ont �et�e pro-
pos�es pour recouvrir les communications, soit dans le cas de transform�ee de Fourier mono-
dimensionnelle [8, 69, 128, 129], soit dans le cas de transform�ee de Fourier bi-dimensionnelle [28].
Cependant, le recouvrement des communications n'est pas e�ectu�e de mani�ere e�cace dans
le cas mono-dimensionnel, du fait du sch�ema de d�ependance entre les donn�ees et les cal-
culs [8, 69, 128].

Chu [36] pr�esente plusieurs algorithmes FFT bi-dimensionnelles sur un hypercube. Il met
en �evidence le fait que des am�eliorations peuvent être obtenues en recouvrant des phases de
communication par des phases de calcul. Walker [127, 128] pr�esentent des versions par blocs
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d'algorithmes de FFT bi-dimensionnelles en utilisant du recouvrement,mais il n'exploite pas
l'�eventuel parall�elisme au niveau des liens de communication.

Nous montrons dans ce chapitre comment les di��erents algorithmes de FFT, que cela
soit dans le cas mono ou bi-dimensionnel, sont des illustrations des techniques de masquage
des communications pr�esent�ees dans le chapitre 1 de cette même partie. Cela nous conduit �a
utiliser un nouvel algorithme avec redistribution interm�ediaire des donn�ees dans le cas mono-
dimensionnel, nous permettant ainsi de recouvrir le sur-coût des communications. Dans le cas
bi-dimensionnel nous montrons comment recouvrir les communications et nous pr�esentons
de plus des m�ethodes utilisant de fa�con maximale la bande passante du r�eseau dans le cas
d'une architecture k-port 1.

Nous allons pr�esenter, dans un premier, temps les algorithmes s�equentiels de calcul de
la transform�ee de Fourier mono et bi-dimensionnelles. Dans le deuxi�eme paragraphe nous
d�ecrirons quelques r�esultats pr�eliminaires sur les correspondances entre l'hypercube, la grille
et le tore en commen�cant par des r�esultats d'�emulations des communications sur l'hypercube
sur ces autres topologies. Les paragraphes 3 et 4 concernent la parall�elisation des algorithmes
de transform�ee de Fourier sur l'hypercube, la grille et le tore. Les deux paragraphes suivants
pr�esentent les versions des pr�ec�edents algorithmes avec recouvrement des communications
par du calcul et utilisation maximale de la bande passante des r�eseaux. Nous �etudions la
complexit�e de ces algorithmes en fonction de la topologie, et nous calculons les tailles opti-
males de paquets a�n de maximiser le recouvrement. En�n, nous �nissons par des r�esultats
d'exp�erimentations sur diverses machines : Intel iPSC/860 et Paragon, CRAY T3D et IBM
SP-1.

3.2 Algorithmes s�equentiels de calcul de la Transfor-

m�ee de Fourier

3.2.1 FFT mono-dimensionnelle

La Transform�ee de Fourier Discr�ete (not�ee TFD) d'un vecteur x de IR ou =C de taille n,
est le vecteur X d�e�ni de la fa�con suivante :

Xj =
n�1X
k=0

xk!
jk avec !jk = e�

2i�jk
n et i2 = �1

Le premier algorithme de FFT a �et�e propos�e par Cooley et Tuckey [38]. Depuis, de nom-
breuses variations ont �et�e d�eduites de cet algorithme [114]. La principale di��erence provient
de la fa�con dont sont stock�es les �el�ements interm�ediaires. L'id�ee principale des ces algo-
rithmes est le d�ecoupage des donn�ees en entr�ee, x, �a chaque �etape de l'algorithme en deux
sous-ensembles, et de les combiner en utilisant un sch�ema papillon. Nous avons repr�esent�e
dans la �gure 3.1 un exemple de l'algorithme pour n = 8.
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!1 = !1 = e
�i�

4

Fig. 3.1 - Graphe d'ex�ecution de l'algorithme de Cooley-Tuckey pour n = 8.

Nous utilisons dans la suite une version de l'algorithme qui implique que les donn�ees en
entr�ee sont en (( ordre bit-invers�e )) et les donn�ees en sortie sont en ordre normal. L'algorithme
est d�ecrit dans la �gure 3.2 [69]. Nous supposons que n = 2r, et nous notons par (i0 : : : ir�1)
la repr�esentation binaire de i.
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Proc�edure fft1d seq(x,n)

d�ebut

pour i = 0 �a n� 1 faire

X [i] = x[i]

pour l 0 to r � 1 faire

pour i 0 �a n� 1 faire

S[i] X [i]
pour i 0 �a n� 1 do

X [(i0 : : : ir�1)] S[(i0 : : : il�10il+1 : : : ir�1]+
!(ilil�1:::i00:::0) � S[(i0 : : : il�11il+1 : : : ir�1]

fin

Fig. 3.2 - Algorithme s�equentiel de FFT mono-dimensionnel.

Nous notons �a le temps de calcul d'un sch�ema papillon. Le coût de l'algorithme pr�ec�edent
est le suivant :

T
fft1d

seq
= n log2 (n)ta

3.2.2 FFT bi-dimensionnelle

Consid�erons une matrice carr�ee A de dimension n. Nous notons ~A la transform�ee de Fou-
rier de la matrice A. Le calcul de la TFD bi-dimensionnelle est donn�ee par l'�equation [112] :

~A(j1; j2) =
n�1X
k1=0

0
@ n�1X
k2=0

A(k1; k2) � exp

 
(�2i�(k1:j1 + k2 :j2))

n

!1A
Cette �equation peut être transform�ee a�n de se ramener au calcul de deux TFD mono-
dimensionnelles classiques :

~A(j1; j2) =
n�1X
k1=0

exp

 
(�2i�k1:j1)

n

!
� Yj2 (k1)

O�u Yj2 (k1) est la TFD de A par rapport �a la variable k1 .
L'algorithme de FFT bi-dimensionnelle est alors naturel, il consiste �a calculer des FFT
mono-dimensionnelles suivant les deux dimensions de la matrice. Donc le coût d'une FFT
bi-dimensionnelle est :

T
fft2d

seq
= 2n2 log2 (n)ta

3.3 Pr�eliminaires

Avant de pr�esenter les algorithmes sur chaque topologie, nous commen�cons par d�ecrire
les di��erentes fonctions d'allocation utilis�ees ainsi que quelques r�esultats d'�emulation des
communications sur hypercube, la grille et le tore.
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3.3.1 Quelques d�e�nitions

Dans ce chapitre nous utilisons les notations et d�e�nitions suivantes :

{ Nous d�e�nissons une fonction d'allocations, Alloc, comme une bijection de l'ensemble
des �el�ements de la matrice vers l'ensemble des processeurs. Nous notons Alloctopo la
fonction d'allocation correspondant �a la topologie topo.

{ La fonction Bit Reverse, not�ee BR, est d�e�nie de la fa�con suivante : BR(i0i1 : : : ik�1) =
(ik�1ik�2 : : : i0) o�u (i0i1 : : : ik�1) est la repr�esentation binaire de l'entier i.

{ Nous notons � l'op�erateur (( ou-exclusif )) sur les bits, j l'op�erateur de concat�enation

de bits et GR l'op�erateur d�e�ni de la fa�con suivante [107] : GR(�) = ��
j
�
2

k
o�u � est

un entier.

{ La repr�esentation binaire de l'entier i est not�ee (i)2.

{ La notation (i; j) �! (i; j) indique une communication du n�ud (i; j) de la grille, ou
du tore, vers le n�ud (i; j).

3.3.2 Correspondance entre les fonctions d'allocation sur les dif-

f�erentes topologies

A�n de pouvoir directement �emuler les communications de l'hypercube sur la grille et
le tore, il nous faut donner des correspondances entre la fonction d'allocation des donn�ees
sur l'hypercube et celles sur la grille et le tore. Ces correspondances doivent être telles
qu'elles maximisent le nombre de communication entre voisins directs sur les di��erentes to-
pologies pendant le d�eroulement de l'algorithme. �Etant donn�ee une fonction d'allocation sur
l'hypercube, Alloc

Hyp
(i) = qh, nous avons les correspondances suivantes avec les fonctions

d'allocation sur les autres topologies :

si Alloc
Hyp

(i) = qh alors

8<
: Alloc

Grille
(i) =

�j
qh
P2

k
; qh mod P2

�
Alloc

Tore
(i) =

�
GR

�j
qh
P2

k�
; GR (qh mod P2)

�
Nous pr�esentons un exemple de la fonction d'allocation sur le tore dans la �gure 3.3 pour

un tore 4� 2 et un vecteur de 8 �el�ements.
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3751

2640

0 1 2 3

0

1

indice de ligne

indice de colonne

indice de
l'�el�ement

Fig. 3.3 - Fonction d'allocation pour un tore 4� 2 et un vecteur de 8 �el�ements.

3.3.3 R�esultats d'�emulation

Maintenant que nous avons d�e�ni les fonctions d'allocations sur les di��erentes topologies
en fonction de celle de l'hypercube, nous avons besoin de d�e�nir la correspondance d'une
communication suivant une dimension d sur l'hypercube avec la communication sur la grille
ou le tore. Nous supposons que toutes les topologies ont le même nombre de processeurs.

�Emulation des communications de l'hypercube sur la grille 2D

Une communication suivant la dimension d de l'hypercube correspond �a la communication
sur la grille (voir �gure 3.4) : (i; j) �! (i; j) o�u:

i =

$
[(i� P1) + j]� 2d

P2

%

j =
�
[(i� P1) + j]� 2d

�
mod P2

13

41

5

7

54 7

1

13
3

1 2 3

0

1

2

0

Fig. 3.4 - �Emulation des communications 4-cube sur la grille 4� 4.
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Prenons un exemple : consid�erons un hypercube de dimension 4, alors une communication
suivant chacune des dimensions de l'hypercube correspond �a deux communications �a distance
1 et �a deux communications �a distance 2 sur la grille 4 � 4 (voir �gure 3.4).

�Emulation des communications de l'hypercube sur le tore 2D

Une communication suivant la dimension d de l'hypercube correspond �a la communication
sur le tore (voir �gure 3.5) : (i; j) �! (i; j) o�u :

i = GR

 $
[(i� P1) + j]� 2d

P2

%!

j = GR
��

[(i� P1) + j]� 2d
�
mod P2

�

13

13

4

4

1

75

1

5

7

20 31

2

3

1

0

Fig. 3.5 - �Emulation des communications du 4-cube sur le tore 4� 4.

Par exemple, si nous consid�erons un hypercube de dimension 4, alors une communication
suivant chacune des dimensions de l'hypercube �equivaut �a quatre communications �a distance
1 sur le tore 4� 4 (voir �gure 3.5).

Nous faisons remarquer au lecteur que ces r�esultats d'�emulation ne sont corrects que
si les correspondances entre les fonctions d'allocations sur les di��erentes topologies sont
utilis�ees. Dans la suite de cette partie, chaque algorithme d�ecrit sur l'hypercube peut être
ainsi directement impl�ement�e sur la grille et le tore 2D en utilisant les fonctions d'allocations
et les r�esultats d'�emulation pr�esent�es pr�ec�edemment.
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3.4 Algorithmes parall�eles de FFT

mono-dimensionnelle

3.4.1 Algorithme g�en�eral

Le vecteur x est divis�e en P blocs de taille n
P

1 alors la fonction d'allocation s'exprime de
cette fa�con citeCha88:

Alloc
Hyp

(i) = BR
�
( i�P

n
)2
�

i = 0 : : : n� 1
o�u i est l'indice d'un �el�ement de x.

Le programme d'un processeur q est �ecrit dans la �gure 3.6.

Proc�edure fft1d par(x; n; P)

d�ebut

/* Calcul fft1d sur mes donn�ees de taille n
P

*/

fft1d loc(x, n

P
)

pour l = 0 �a log2 (P )� 1 faire

/* �Echange des donn�ees avec le processeur q � l */
�Echange(x,xrecv,

n

P
,q � l)

/* Calcul d'une op�eration papillon */

/* entre mon bloc et le bloc re�cu */

Mise-�a-jour(x,xrecv,
n

P
)

fin

Fig. 3.6 - Algorithme de FFT parall�ele.

Dans cet algorithme, la routine fft1d loc correspond au calcul d'une FFT partielle
mono-dimensionnelle sur les n

P
donn�ees locales.

3.4.2 Impl�ementations et analyses de la compl�exit�e sur di��erentes

topologies

L'hypercube

L'allocation bit-reverse implique que toutes les communications au cours de l'algorithme
se font entre voisins directs [31]. Nous avons d�ecrit les �etapes successives de l'algorithme
pour n = 16 et P = 8 dans la �gure 3.7.

1:Nous supposons que n et P sont des puissances de 2, aussi n
P

est entier.
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Fig. 3.7 - Ex�ecution de l'algorithme parall�ele de FFT mono-dimensionnelle pour n = 16 sur un

3-cube, une grille et un tore 4� 2.

Le coût de l'algorithme est :

T
fft1d

Hyp
=

n

P
log2

�
n

P

�
ta + log2 (P )

��
� +

n

P
�
�
+

n

P
ta

�

T
fft1d

Hyp
= n

P
log2 (n)ta + log2 (P )

�
� + n

P
�
�
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La grille

Consid�erons une grille de P = P1 � P2 processeurs, telle que P1 = 2p1 et P2 = 2p2.
Nous pouvons directement adapter l'algorithme de l'hypercube en utilisant l'�emulation des
communications de l'hypercube sur la grille [69] (voir �gure 3.7). Le coût de l'algorithme
est :

T
fft1d

Grille
=

�
n

P

�
log2

�
n

P

�
ta +

p1�1X
d=0

�
n

P
ta + 2d

�
� +

n

P
�
��

+
p2�1X
d=0

�
n

P
ta + 2d

�
� +

n

P
�
��

T
fft1d

Grille
=
�
n
P

�
log2 (n)ta + (P1 + P2 � 2)

�
� + n

P
�
�

Le tore

Consid�erons un tore de P = P1 � P2 processeurs, tel que P1 = 2p1 et P2 = 2p2. Comme
pour la grille, nous pouvons directement adapter l'algorithme de l'hypercube. La complexit�e
de cet algorithme est �egale �a :

T
fft1d

Tore
=

�
n

P

�
log2

�
n

2P

�
ta +

p1�1X
d=0

�
n

2P
ta + 2b d

2c
�
� +

n

P
�
��

+
p2�1X
d=0

�
n

2P
ta + 2b d

2c
�
� +

n

P
�
��

T
fft1d

Tore
=
�

n
2P

�
log2 (n)ta + (P1+P2

2 � 2)
�
� + n

P
�
�

3.5 Algorithmes parall�eles de calcul de la FFT bi-

dimensionnelle

Apr�es avoir d�ecrit les principales fonctions d'allocation [28, 80], nous pr�esentons trois
m�ethodes pour calculer une FFT bi-dimensionnelle [28, 36]. A�n d'am�eliorer la clart�e de
l'impl�ementation de ces m�ethodes sur la grille et le tore, nous supposons dans la suite que
P1 = P2 =

p
P .

3.6 Allocation de donn�ees

Pour chaque allocation nous d�e�nissons la fonction d'allocation Alloc(�el�ement) qui �a
�el�ement (�el�ement est soit une ligne (colonne) i, soit un �el�ement (i; j) de la matrice) associe
un num�ero de processeur (voir �gure 3.8).

{ Allocation par blocs de lignes cons�ecutives (LC)

Alloc
hyp

(i) =
�j

i�P
n

k�
2

i = 0 : : : n� 1

{ Allocation bit-reverse par blocs de lignes cons�ecutives (BRLC)

Alloc
hyp

(i) = BR
��j

i�P
n

k�
2

�
i = 0 : : : n� 1
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{ Allocation bit-reverse par blocs (BRB)

Alloc
hyp

(i; j) = BR
h�j

i
p
P

n

k�
2

i
jBR

h�j
j
p
P

n

k�
2

i
i; j = 0 : : : n� 1

Allocation BRBAllocation BRLC d'une

111
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001

000 000

100
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110
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101

010

011

sur 8 processeurs
matrice de 16 lignes matrice de 16� 16

101

011

sur 8 processeurs

0010 0001 0011

1000 1010 1001 1011

0100 0110 0101 0111

1100 1110 1101 1111

sur 8 processeurs

Allocation LC d'une
matrice de 16 lignes

Fig. 3.8 - Les di��erentes fonctions d'allocation.

3.7 M�ethode Transpose Split (TS)

La matrice A est distribu�ee sur les processeurs suivant l'allocation LC. L'algorithme
est une adaptation directe de la version s�equentielle : apr�es avoir calcul�e une FFT mono-
dimensionnelle sur chacune des lignes, la matrice est transpos�ee. Ensuite, une autre FFT
mono-dimensionnelle est calcul�ee sur chacune des lignes de cette matrice transpos�ee. A�n de
retrouver les donn�ees dans leur ordre initial, une derni�ere transposition est e�ectu�ee. Dans
la suite, nous ne consid�ererons qu'une seule transposition (voir �gure 3.10). L'algorithme de
cette m�ethode est exprim�e dans la �gure 3.9.
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Proc�edure Transpose Split

d�ebut

/* FFT-1d sur les lignes */

pour i = 0 �a n
P
� 1 faire

fft1d seq(X [i][],n)

/* Transposition de la matrice */

Transpose(X,X t)

/* FFT-1d sur les lignes de la matrice transpos�ee */

pour i = 0 �a n
P
� 1 faire

fft1d seq(X t[i][],n)

fin

Fig. 3.9 - Algorithme Transpose Split.

Le coût de cet algorithme est :

T
TS

topo
= 2

n2

P
log2 (n)ta + T

comm

topo

 
n2

P

!

Nous d�etaillons dans la table 3.1 la complexit�e sur chaque topologie.

Topologie T
comm

topo
T

TS

topo

Hypercube log2 (P )� + n2

2P � [82] 2n
2

P
log2 (n)ta + log2 (P )� + n2

2P �

Grille 2
p
P� + n2

p
P

4 � [108] 2n
2

P
log2 (n)ta + 2

p
P� + n2

p
P

4 �

Tore
p
P� + n2

p
P

8 � [108] 2n
2

P
log2 (n)ta +

p
P� + n2

p
P

8 �

Tab. 3.1 - Complexit�es de l'algorithme TS en fonction de chaque topologie.

transposition�t 1d s�equentielle �t 1d s�equentielle

Fig. 3.10 - M�ethode Transpose Split.
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3.8 M�ethode Local Distributed (LD)

La distribution de la matrice A est est de type BRLC. L'algorithme LD consiste �a cal-
culer une FFT mono-dimensionnelle sur chaque ligne de la matrice, mais contrairement �a
la m�ethode pr�ec�edente, au lieu d'e�ectuer une transposition, une FFT mono-dimensionnelle
distribu�ee est calcul�ee suivant l'autre dimension de la matrice (voir �gure 3.12). L'algorithme
est exprim�e dans la �gure 3.11.

Proc�edure Local Distributed

d�ebut

/* FFT-1d sur les lignes */

pour i = 0 �a n

P
� 1 faire

fft1d seq(X [i][],n)

/* FFT-1d distribu�ee sur les colonnes */

pour j = 0 �a n � 1 faire

fft1d par(X [][j],n,P)

fin

Fig. 3.11 - Algorithme LD.

Nous d�etaillons dans la table 3.2 la complexit�e pour chaque topologie. Ces compl�exit�es
se d�eduisent directement de celles de la FFT mono-dimensionnelle.

Topologie T
LD

topo

Hypercube 2n
2

P
log2 (n)ta + log2 (P )

�
� + n2

P
�
�

Grille 2n
2

P
log2 (n)ta + 2(

p
P � 1)

�
� + n2

P
�
�

Tore 2n
2

P
log2 (n)ta +

p
P
�
� + n2

P
�
�

Tab. 3.2 - Complexit�e de l'algorithme LD en fonction des topologies.
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�t 1d s�equentielle �t 1d distribu�ee

Fig. 3.12 - M�ethode Local Distributed.

3.9 M�ethode Block (Bl)

La troisi�eme et derni�ere m�ethode consiste �a calculer des FFT mono-dimensionnelles dis-
tribu�ees suivant les deux dimensions (voir �gure 3.14). L'allocation de la matrice est de type
BRB.

Proc�edure Block

d�ebut

/* FFT-1d distribu�ee sur les lignes */

pour i = 0 �a np
P
� 1 faire

fft1d par(X [i][],n,
p
P)

/* FFT-1d distribu�ee sur les colonnes */

pour j = 0 �a np
P
� 1 faire

fft1d par(X [][j],n,
p
P)

fin

Fig. 3.13 - Algorithme Block

Nous d�etaillons dans la table 3.3 la complexit�e sur chaque topologie. Comme pour l'al-
gorithme pr�ec�edent les compl�exit�es se d�eduisent directement de celles de la FFT mono-
dimensionnelle.

Topologie T
Bl

topo

Hypercube 2n
2

P
log2 (n)ta + log2 (P )

�
� + n2

P
�
�

Grille 2n
2

P
log2 (n)ta + 2(

p
P � 1)

�
� + n2

P
�
�

Tore 2n
2

P
log2 (n)ta +

p
P
�
� + n2

P
�
�

Tab. 3.3 - Complexit�es de l'algorithme Bl en fonction des topologies.
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Il faut remarquer que la m�ethode Bl revient �a ex�ecuter deux phases de FFT mono-
dimensionnelle distribu�ee respectivement sur un log2 (

p
P )-cube pour l'hypercube, un r�eseau

lin�eaire de taille
p
P pour la grille et un anneau de taille

p
P pour le tore.

�t 1d distribu�ee �t 1d distribu�ee

Fig. 3.14 - M�ethode Bl.

3.10 Masquage des communications dans le cas mono-

dimensionnel

3.10.1 Calcul d'une FFT mono-dimensionnelle

L'inconv�enient majeur de l'algorithme parall�ele classique pr�esent�e pr�ec�edemment est
la pr�esence de log2 (P ) �etapes d'�echanges de donn�ees entre les processeurs. Ces multiples
�echanges peuvent être p�enalisants car ils n�ec�essitent une initialisation (start-up, voir par-
tie I, chapitre 1) �a chaque �etape. De plus, comme nous allons le voir, l'algorithme classique
ne permet pas de masquer le temps de communication. L'id�ee est alors d'utiliser une autre
m�ethode, bas�ee sur une redistribution interm�ediaire des donn�ees [70]. Nous proposons alors
un nouvel algorithme reposant sur cette m�ethode permettant de recouvrir au mieux les com-
munications grâce �a des techniques de pipeline et de r�eordonnncement des calculs locaux
(voir chapitre 1). Mais revenons dans une premier temps sur le probl�eme de la distribution
des donn�ees.

Distribution des donn�ees

Le probl�eme de la distribution de donn�ees sur une machine parall�ele �a m�emoire distri-
bu�ee consiste �a faire correspondre certains bits de l'adresse d'un �el�ement avec les num�eros
de processeur. Une de ces distributions est la distribution cyclique : le tableau de donn�ees
est partag�e en blocs d'�el�ements cons�ecutifs de taille �egale. Ceux-ci sont alors distribu�es de
fa�con cyclique. Supposons que nous ayons �a distribuer un vecteur x de N �el�ements sur P
processeurs, alors l'allocation cyclique est d�e�nie ainsi :

Cyclic(indice; taille du bloc) = f(processeur); (adresse locale)g
Cyclic(i; b) =

���
i

b

�
mod P

�
;

�
(imod b) +

�
i

P � b

�
� b

��

Nous pr�esentons dans le tableau
ci-contre des exemples de distri-
bution cyclique pour b = 2; 1; 4,
N = 8 et P = 4.

b Proc. 0 Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3

2 0,1,8,9 2,3,10,11 4,5,12,13 6,7,14,15

1 0,4,8,12 1,5,9,13 2,6,10,14 3,7,11,15

4 0,1,2,3 4,5,6,7 8,9,10,11 12,13,14,15
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Supposons qu'un tableau de 2n �el�ements est
distribu�e de fa�con cyclique sur 2p processeurs.
Alors les p bits n�ecessaires pour l'adresse du
processeur sont choisis parmi les n bits uti-
lis�es pour coder les indices des �el�ements. Si
i = (in�1 : : : i0) est l'indice d'un �el�ement,
alors Cyclic(i; 2b) revient �a choisir les bits
(ib+p�1 : : : ib) comme adresse du processeur.

(in�1 : : : ib+p| {z }
adresse locale

processeurz }| {
ib+p�1 : : : ib ib�1 : : : i0| {z }

adresse locale

)

Une redistribution de donn�ees de Cyclic(i; 2b) �a Cyclic(i; 2b
0
), implique l'utilisation des

bits (ib0+p�1 : : : i0b) pour l'adresse globale au lieu des bits (ib+p�1 : : : ib). Dans la plupart des
cas, cette redistribution de donn�ees correspond �a un �echange total personnalis�e (ou multi-
distribution) comme sch�ema de communication.

Algorithme parall�ele avec redistribution interm�ediaire

Une fa�con classique d'implanter l'algorithme de FFT de Cooley et Tuckey sur une ma-
chine parall�ele �a m�emoire distribu�ee est d'utiliser une allocation cyclique avec une taille de
blocs �egale �a N

P
. Nous pouvons d�eterminer les communications n�ecessaires �a partir des traces

en terme d'adresse globale : entre les �etapes 0 �a n� p� 1, les calculs sont locaux, par contre
les p derni�eres �etapes n�ecessitent des �echanges entre processeurs. Ce sch�ema d'ex�ecution
correspond �a un sch�ema �a forte d�ependance [27]. C'est �a dire que nous sommes en pr�esence
d'une s�equence de tâches directement d�ependantes les unes des autres. L'anticipation des
communications n'�etant alors pas possible, il est tr�es di�cile de recouvrir les communica-
tions [8, 69, 128]. L'id�ee est alors de changer d'algorithme pour obtenir un nouveau sch�ema
de d�ependance donn�ees/calculs.

Si n � p, N � P 2, alors en choisissant les p bits de poids fort pour les n� p premi�eres
�etapes, et les p bits de poids faible pour les p derni�eres �etapes comme adresse de processeur,
alors les calculs restent locaux pendant les n �etapes. Ceci implique que le tableau d'entr�ee
x est initialement distribu�e suivant une allocation Cyclic(i; 2n), et apr�es n � p �etapes, sa
distribution est chang�ee en Cyclic(i; 1). La trace de l'algorithme est la suivante :

Etape : Adresse globale

0 : (in�1 : : : in�p| {z }
processor@

in�p�1 : : : i1
#
i0| {z }

local@

)

1 : (in�1 : : : in�p| {z }
processor@

in�p�1 : : :
#
i1 i0| {z }

local@

)

...

(n� p� 1) : (in�1 : : : in�p| {z }
processor@

#
in�p�1 : : : i1i0| {z }

local @

)

Etape : Adresse globale

redistribution : (in�1 : : : ip| {z }
local@

ip�1 : : : i0| {z }
processor@

)

(n� p) : (in�1 : : :
#
in�p| {z }

local@

in�p�1 : : : i1i0| {z }
processor@

)

...

(n� 1) : (
#
in�1 : : : in�p| {z }

local@

in�p�1 : : : i1i0| {z }
processor@

)

Nous pr�esentons dans la �gure 3.15 les sch�emas d'ex�ecution des deux algorithmes pour
P = 4 et N = 8.
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Fig. 3.15 - Sch�emas d'ex�ecution des algorithmes parall�eles classiques et avec redistribution pour

P = 4 et N = 8.

Le sch�ema de d�ependance de cet algorithme est un sch�ema avec redistribution interm�e-

diaire des donn�ees (cf le premier chapitre de cette partie). Dans ce cas il est facile de recouvrir
la phase de communication en enchâ�nant communication de r�esultats partiels avec calculs
locaux [27]. En e�et, il su�t de commencer par calculer les donn�ees qui vont être �echang�ees,
et de les communiquer d�es leur mise �a jour. Pendant cet �echange, on peut alors calculer un
papillon sur d'autres donn�ees �a transf�erer. Nous pr�esentons dans la �gure 3.17 le sch�ema
d'ex�ecution de cet algorithme. Le papillon en pointill�e �etant celui �a calculer en premier.
L'algorithme avec recouvrement est d�ecrit dans la �gure 3.16.

pour s = 0 �a p� 1 faire

pour pap= 0 �a N

P
� 1 faire

calculer(pap)

pour pap = 1 �a N

P
� 1 faire

calculer(pap)

envoyer(pap)

calculer(0)

pour pap= 1 �a N
P
� 1 faire

recevoir(pap)

pour s = p �a n � p� 1 faire

pour pap= 0 �a N

P
� 1 faire

calculer(pap)

Fig. 3.16 - Algorithme avec recouvre-

ment.
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Fig. 3.17 - Sch�ema d'ex�ecution de l'al-

gorithme avec recouvrement.

3.10.2 Calcul de plusieurs FFT mono-dimensionnelles

Supposons que nous ayons �a calculer m FFT mono-dimensionnelles de taille n sur P
processeurs 2. Chaque processeur poss�ede un bloc de m�n

P
donn�ees. Le but de l'algorithme

asychrone (ASYNC) que nous proposons, est de maximiser le recouvrement des communi-
cations, de calculer plusieurs lignes au même moment a�n de r�eduire le nombre de start-up
et d'utiliser la bande passante maximale du r�eseau.

2: Nous supposons dans la suite que m
P

et que n
P

sont entiers.
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Walker donne dans [127] quelques remarques pour recouvrir les communications en cal-
culant plusieurs blocs de lignes �a la fois. Cette m�ethode, par blocs de lignes, permet ainsi
de r�eduire le nombre de start-up et de recouvrir les communications d'un bloc de lignes,
par le calcul d'un autre bloc. Dans ce paragraphe, nous g�en�eralisons la m�ethode d�ecrite par
Walker en augmentant le nombre de communications recouvertes en utilisant plusieurs liens
de communication �a la fois.

Pour cela, nous devons trouver une distribution des donn�ees qui permettent d'e�ectuer
des phases de communication sur des liens de communication di��erents de blocs de lignes
di��erents lors d'une même �etape de l'algorithme de FFT.

Supposons que nous ayons une machine k-port (cf partie I, chapitre 1). Alors la fonction
d'allocation du bloc (i; j), de s lignes, est la suivante :

Alloc
hyp

(i; j) = SLimodk(BR(j)), 0 � i < m
s
, 0 � j < n

s

o�u SLi(x) correspond �a appliquer i fois un d�ecalage �a gauche sur les bits de x :
SLi(x0x1 : : : xi : : : xk�1) = (xi : : : xk�1x0x1 : : : xi�1).

Un exemple de cette distribution est donn�e sur la �gure 3.18 sur 8 processeurs et k = 3.
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Fig. 3.18 - Distribution d'une matrice m�n sur 8 processeurs avec k = 3 et des blocs de s lignes.

L'algorithme ASYNC est donn�e dans la �gure 3.19. Dans cet algorithme nous notons :

{ fft1d seq(frow,L,s) la routine s�equentielle de calcul d'une FFTmono-dimensionnelle
sur un bloc de s lignes de taille L commen�cant �a la ligne frow.

{ Update(frow,L,s,step) l'op�eration de mise �a jour sur le paquet de lignes re�cu �a
l'�etape step, c'est-�a-dire le calcul d'un papillon.
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{ NBexchange(nbr,frow,s,L,step) l'�echange non-bloquant entre le processeur appe-
lant le processeur nbr d'un paquet de s lignes de taille L commen�cant �a la ligne frow
au cours de l'�etape step.

{ wait(j) est la fonction d'attente de r�eception d'un message (cf partie I, chapitre 2).

Il faut remarquer que nous sommes capables de savoir quel est le lien �a utiliser dans l'op�e-
ration si nous connaissons le num�ero de ligne frow et l'�etape. Cet algorithme est bien sûr
valable dans le cas de liens 1-port (cf partie I, chapitre 2) en travaillant sur deux blocs de s
lignes �a la fois.

Proc�edure fft1d async(frow,k,s,n,P)

d�ebut

pour i = 1 �a k faire

fft1d seq(frow + (i� 1)s, n
P
, s)

j=NBexchange(nbr,frow+ (i� 1)s,s, n
P
,0)

pour step = 1 �a log2 (P )� 1 faire

pour i = 1 �a s faire

wait(j)

Update(frow+ (i� 1)s, n
P
,s,step)

j=NBexchange(nbr,frow+ (i� 1)s,s, n
P
,step)

pour i = 1 �a k faire

wait(j)

Update(frow+ (i� 1)s, n
P
,s,log2 (P ))

fin

Fig. 3.19 - Algorithme ASYNC.

Nous pr�esentons dans la �gure 3.20 le sch�ema d'ex�ecution d'un processeur avec un mod�ele
2-ports.
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Communication avec le lien 1

Communication avec le lien 0Calcul local de la FFT

Temps

Mise �a jour
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C(d0)U

FFT

C(d0)

U

C(d0)

C(d1) U

U

U

U

FFT

FFT

C(d1)

FFT

Fig. 3.20 - Sch�ema d'ex�ecution d'un processeur avec k = 2.

Nous d�etaillons maintenant la complexit�e de cet algorithme. Nous supposons que nous
calculons la FFT1D par blocs de s lignes et k blocs en même temps. Le temps total de
l'algorithme est le suivant :

T
ASY NC

topo
= s(k + 1)

n

P
log2

�
n

P

�
ta +

log2 (P )�1X
i=0

�
max

�
di

�
� + s

n

P
�
�
; ks

n

P
ta

�
+ s

n

P
ta

�

o�u di est la distance entre un processeur et celui avec lequel il doit �echanger ses donn�ees �a
l'�etape i (par exemple, di = 1, i = 0 : : : log2 (P )� 1, pour l'hypercube) (cf algorithme de la
�gure 3.19).

Nous calculons maintenant le ratio calcul/communication. A�n d'obtenir le maximumde
recouvrement, la contrainte ci-apr�es doit être v�eri��ee :

sk
n

P
ta � dmax

�
� + s

n

P
�
�

dmax =
log2 (P )�1
max
i=0

(di) (3.1)

A partir de cette �equation nous d�eduisons le nombre s de lignes �a calculer �a la même �etape :

s �
&

dmaxP�

n(kta � dmax� )

'
(3.2)

k doit être �egal au nombre de ports de communication utilisable en parall�ele.
Nous d�etaillons dans la table 3.4 la complexit�e de l'algorithme ASYNC et la taille opti-
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male du bloc de lignes, donn�ee par l'�equation 3.2, pour chacune des topologies consid�er�ees.

Topologie dmax s

hypercube 1
l

P�
n(kta��)

m
Grille

p
P

�
2P
p
P�

n(kta�
p
P �)

�

Tore
p
P
2

�
P
p
P�

n(kta�
p
P
2 �)

�

Tab. 3.4 - D�etails des coûts de communication de la taille optimale de paquets pour chacune des

topologies.

Nous pouvons v�eri�er que le temps total pour calculerm FFT mono-dimensionnelles avec
recouvrement total des communications pour n'importe quel r�eseau k-ports est de :

T
ASYNC

topo
(m) = m� n

P
log2 (n)ta (3.3)

Ce temps correspond exactement au temps de calcul. Remarquons que 1 � k � 2 pour la
grille et que 1 � k � 4 pour le tore.

3.11 Application aux algorithmes de FFT

bi-dimensionnelles

Nous allons d�ecrire maintenant de nouvelles versions d'algorithmes de FFT bi-dimensionnelles
permettant de recouvrir les communications.

3.11.1 M�ethode TS avec recouvrement

Dans la m�ethode Transpose Split, la transposition de matrices correspond �a un �echange
total personalis�e, appel�e aussi multi-distribution (cf partie I, chapitre 2 et partie II, chapi-
treCHAP:TRANSPO) [82, 108]. Si cette op�eration n'est pas recouverte par du calcul cela
entrâ�ne des pertes d'e�cacit�e de l'algorithme parall�ele. Celles-ci sont plus ou moins impor-
tantes suivant la rapidit�e du r�eseau de communication, comme on pourra le voir dans le
paragraphe d�edi�e aux exp�erimentations.

Algorithme g�en�eral

Nous pouvons am�eliorer l'algorithme TS en recouvrant la phase de transposition de la
matrice par le calcul local des FFT mono-dimensionnelles. En e�et, nous pouvons commencer
�a communiquer un bloc de s lignes d�es qu'il a �et�e calcul�e et, au même moment, calculer une
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FFT mono-dimensionnelle sur un autre bloc de lignes. Cet algorithme est exprim�e dans la
�gure 3.21.

Proc�edure Transpose Split Overlapped

d�ebut

fft1d seq(X [0][],n)

pour i = 1 �a n

s
� 1 faire

Transpose(X [(i� 1)� s][],X t[(i� 1)� s][])
fft1d seq(X [i� s][],n)

Transpose(X [(n
s
� 1)� s][],X t[(n

s
� 1)� s][])

pour i = 0 �a n

P
� 1 faire

fft1d seq(X t[i][],n)

fin

Fig. 3.21 - Algorithme Transpose Split avec recouvrement.

Complexit�e et impl�ementations sur diverses topologies

Nous notons T com
topo (n) le coût de communication d'un vecteur de taille n correspondant �a

une multi-distribution sur la topologie topo. Dans la �gure 3.22 nous pr�esentons les sch�emas
d'ex�ecution possibles d'un processeur avec deux blocs de lignes. Il y a trois �etapes dans ce
sch�ema :

{ P1: La premi�ere phase est le calcul d'une FFT mono-dimensionnelle sur s vecteurs de
dimension n. Aussi le coût de cette phase est �egal �a :
T1 = sT FFT�1d

seq (n)

{ P2: La seconde phase est le recouvrement de la communication de n=P
s

blocs avec le
calcul de FFT mono-dimensionnelles sur ces blocs. Le coût de cette phase est donc �egal
�a :
T2 =

�
n=P
s
� 1

�
max

�
sT FFT�1d

seq (n); T comm
topo (n� s)

�
{ P3: La derni�ere phase correspond �a la communication du dernier bloc

Donc le coût de l'algorithme pr�ec�edent avec des blocs de taille s est de :

T TSover
topo = sT FFT�1d

seq (n) + 
n=P

s
� 1

!
max

�
sT FFT�1d

seq (n); T comm
topo (n� s)

�
+

T comm
topo (n � s) +

n

P
T FFT�1d
seq (n)
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Cas o�u T comm
topo (n� s) < sTFFT�1d

seq (n)

FFT

Fig. 3.22 - Sch�emas d'ex�ecution d'un processeur avec s = 2 pour la m�ethode TS avec recouvrement.

A�n d'obtenir un recouvrement maximal, il faut que :
sT FFT�1d

seq (n) � T comm
topo (n� s), o�u T FFT�1d

seq (n) = n log2 (n).
Les complexit�es des di��erents algorithmes et les tailles optimales de paquets pour chaque

topologie sont donn�ees dans la table 3.5.

Topologie T
comm

topo
(n� s) s

Grille 2
p
P� + P

p
Pns�
4 [108] 2

p
P�

n

�
log2(n)ta�P

p
P �
4

�
Tore

p
P� + P

p
Pns�
8 [108]

p
P�

n

�
log2 (n)ta�P

p
P�
8

�
Hypercube log2 (P )� + ns�

2 [82] log2 (P )�

n(log2(n)ta� �
2 )

Tab. 3.5 - D�etails des coûts de communication et des tailles de paquet pour chaque topologie.

Par cons�equent, avec un recouvrement total, la complexit�e de cet algorithme est la sui-
vante :

T
TSover

topo
= 2n2

P
log2 (n)ta + T comm

topo (n� s)

Remarque : puisque nous ne pouvons recouvrir une phase de communication de taille
n � s, s doit être pris le plus petit possible, tout en respectant les conditions donn�ees dans
la table 3.5.
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3.11.2 M�ethode LD avec recouvrement

A�n de recouvrir les communications par du calcul, nous utilisons l'algorithme ASYNC
pour calculer les FFT mono-dimensionnelles distribu�ees de la seconde phase (cf voir algo-
rithme �gure 3.11). L'algorithme avec recouvrement est exprim�e dans la �gure 3.23.

Proc�edure Local Distributed Overlapped

d�ebut

fft1d seq(X [0][],n)

fft1d async(X [][0],k,s,n,P)

efin

Fig. 3.23 - Algorithme de la m�ethode LD avec recouvrement.

3.11.3 M�ethode Bl avec recouvrement

Pour cette m�ethode le recouvrement est r�ealis�e avec l'algorithme ASYNC pour les deux
phases (cf �gure 3.24).

Proc�edure Block Overlapped

d�ebut

fft1d async(X [0][],k,s,n,P2)

fft1d async(X [][0],k,s,n,P1)

fin

Fig. 3.24 - Algorithme de la m�ethode Bl avec recouvrement.

3.12 Exp�erimentations

Dans toutes les tables r�esumant les temps d'exp�erimentation, nous comparons les temps
des m�ethodes avec et sans recouvrement. Pour cela nous d�etaillons le temps de calcul (Ta) et
le sur-coût de communication (Tc) pour la m�ethode sans recouvrement, ceci a�n de pouvoir
(( mesurer )) le gain possible en masquant les communications. Nous indiquons �egalement le
pourcentage de recouvrement, c'est �a dire quelle proportion du sur-coût dû aux communi-
cations a pu être gagn�ee par rapport �a la version sans recouvrement. Tous les temps sont
donn�es en secondes.
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3.12.1 Cas mono-dimensionnel

Nous avons implant�e les di��erentes versions des algorithmes de FFTmono-dimensionnelle
sur un Cray T3D. Les r�esultats de ces exp�erimentations sont r�esum�es dans la table 3.6 et la
�gure 3.25.

Sans rec. Avec rec. % rec.
n Ta Tc T T

16384 1.24 0.44 1.68 1.51 39%
32768 2.88 0.75 3.63 3.21 56%
65536 7.69 1.32 9.01 8.13 67%
131072 16.00 1.80 17.80 16.50 72%
262144 38.00 2.20 40.20 39.00 55%
524288 79.70 6.70 86.40 81.60 72%
1049376 166.90 10.8 177.70 167.50 95%

Tab. 3.6 - Comparaison des algorithmes avec redistribution sur T3D (P=32).

FFT1d avec red. sans rec.
FFT1d classique

FFT1d avec red. avec rec.
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Fig. 3.25 - Comparaison des trois versions d'algorithmes sur T3D (P=32).

Comme on peut le constater, nous obtenons un tr�es bon recouvrement des communica-
tions. La �gure 3.25 compare les di��erentes versions des algorithmes. La version avec redis-
tribution est plus performante que la version classique, et les r�esultats sont encore am�elior�es
avec la version avec recouvrement.

3.12.2 Cas bi-dimensionnel

Nous avons implant�e les m�ethodes pr�esent�ees sur un iPSC/860 �a 8 processeurs (3-cube),
sur une Paragon �a 16 processeurs (grille 4 par 4), sur un IBM SP1 �a 16 n�uds (r�eseau
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multi-�etages) et un Cray T3D �a 128 processeurs (tore 4 par 8 par 4).

Nous pr�esentons, tout d'abord, les temps d'ex�ecution des m�ethodes TS et LD sur l'iPSC
(c.f. tables 3.7 et 3.8). Nous remarquons en premier lieu des di��erences de temps de com-
munication dans l'une et l'autre m�ethode pour des temps de calcul �equivalents. Pour plus de
d�etails dans la comparaison des di��erents algorithmes, le lecteur int�eress�e pourra se reporter
�a l'article de Chu [36].

Sans rec. Avec rec. % rec.
n Tc Ta T T
128 0.057 0.121 0.178 0.184 0%
256 0.208 0.581 0.789 0.675 55%
512 1.063 2.612 3.685 3.297 36%
1024 3.623 11.601 15.224 13.402 50%
2048 16.130 51.028 67.158 56.568 65%

Tab. 3.7 - Algorithme TS avec et sans recouvrement sur iPSC/860 avec 8 processeurs.

Sans rec. Avec rec. % rec.
n Tc Ta T T

128 0.632 0.132 0.764 0.583 29%
256 0.915 0.637 1.552 1.144 45%
512 1.577 2.783 3.360 3.292 68%
1024 3.659 11.998 15.657 12.944 74%
2048 14.924 53.998 68.922 57.544 76%

Tab. 3.8 - Algorithme LD avec et sans recouvrement sur iPSC/860 avec 8 processeurs.

Comme nous pouvons le noter en examinant ces deux tables, le pourcentage de commu-
nication recouvert est important. Qu'en est-il du gain en temps d'ex�ecution? Il est clair qu'il
est d'autant plus int�eressant que le rapport Tc

Ta
est important (voir la �gure 3.26).
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Fig. 3.26 - Comparaison des temps d'ex�ecutions des m�ethodes avec et sans recouvrement sur

iPSC.

Nous avons �egalement exp�eriment�e ces di��erentes m�ethodes sur une Paragon con�gur�ee
en grille 4�2 et 4�4. Les r�esultats de ces exp�erimentations sont contenus dans la �gure 3.27
sur laquelle nous avons visualis�e la courbe du temps de calcul Ta. Comme on peut le consta-
ter, les courbes des temps d'ex�ecution des m�ethodes avec recouvrement sont proches des
courbes des temps de calcul, ce qui montre que l'on obtient un bon masquage du sur-coût
des communications grâce aux m�ethodes avec recouvrement.
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Fig. 3.27 - Comparaison des m�ethodes avec et sans recouvrement pour les algorithmes TS et LD

sur une Paragon avec 8 (grille 4� 2) et 16 (grille 4� 4) n�uds.

Nous avons r�esum�e dans la table 3.9 les r�esultats obtenus sur un SP1 �a 16 processeurs.
Comme on peut le constater, le recouvrement est tr�es faible. Ceci s'explique par le fait qu'il
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n'existe pas de m�ecanismemat�eriel d�echargeant le processeur de calcul de la communication.
Le seul gain obtenu provient du fait que l'on comble en partie le temps d'inactivit�e des
processeurs.

Sans rec. Avec rec. % rec.
n Ta Tc T T

256 0.082 0.126 0.212 0.241 0%
512 0.396 1.066 1.462 1.242 20%
1024 2.818 4.53 6.579 7.348 0%
2048 12.996 9.668 22.664 21.011 18%

Tab. 3.9 - M�ethode TS sur SP1 avec 16 processeurs.

En revanche nous obtenons de tr�es bons recouvrements sur le T3D (tables 3.10 et 3.11)
avec les deux algorithmes TS et LD. Il est int�eressant de noter que, bien que le temps de
communication soit plus important dans l'algorithme TS que dans l'algorithme LD, nous
avons de meilleurs masquages dans le deuxi�eme cas que dans le premier. Ceci s'explique
par deux raisons : la premi�ere est que dans une transposition (algorithme TS) le temps de
pr�eparation et de mise en place des messages est tr�es important (nous prenons en compte
en e�et le temps de pr�eparation du message �a envoyer ainsi que la transposition locale des
donn�ees) et ce temps n'est pas masquable car c'est au processeur de calcul de le faire. La
deuxi�eme raison est que, dans l'algorithme LD, nous travaillons sur une granularit�e de calcul
plus �ne, ce qui in
ue sur le temps de calcul lui-même, ainsi le temps de calcul dans la
m�ethode avec recouvrement est inf�erieur �a celui de l'algorithme sans recouvrement 3.

Sans rec. Avec rec. % rec.
n Ta Tc T T

256 0.040 0.090 0.130 0.100 33%
512 0.240 0.190 0.530 0.380 26%
1024 1.040 3.400 4.440 1.680 81%
2048 4.610 14.020 18.630 7.380 80%

Tab. 3.10 - Algorithme TS sur T3D avec 32 processeurs.

Sans rec. Avec rec. % rec.
n Ta Tc T T

256 0.060 0.080 0.140 0.100 50%
512 0.280 0.130 0.410 0.330 60%
1024 1.100 0.650 1.750 1.290 70%
2048 5.450 2.080 7.530 5.600 93%

Tab. 3.11 - Algorithme LD sur T3D avec 32 processeurs.

3: Ceci est essentiellement dû au mode de fonctionnement du cache du processeur Alpha qui constitue le
n�ud de calcul du T3D
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3.12.3 Le calcul de la taille de paquets

Les temps d'ex�ecutions donn�es pour les algorithmes avec recouvrement ont �et�e obtenus
en faisant varier la taille de paquet, qui est le param�etre de recouvrement, et en prenant
le meilleur temps d'ex�ecution. Ceci a �et�e fait pour toutes les machines sauf pour le T3D.
Nous avons pu remarquer, cependant, que cette taille de paquet d�ependait tr�es fortement
de la taille du probl�eme par rapport au nombre de processeurs, ce qui est encourageant
pour calculer pratiquement une taille de paquet. Ceci n'a pas �ete fait car nous n'avons pas
une mod�elisation assez pr�ecise des performances de communication et de calcul pour ces
machines.

En ce qui concerne le T3D, nous nous sommes servis bien sûr de l'�etude qui a �et�e pr�esent�ee
dans le chapitre 2 de cette même partie. Le rapport calcul/communication est relativement
petit. En e�et les communications sont plus rapides que les calculs (dans ce cas pr�ecis du
calcul de FFT); ce qui implique que le recouvrement est r�ealis�e pour d'assez petites tailles
de paquets (voir les formules de calcul de tailles de paquets dans les paragraphes pr�ec�edents,
sections 3.10 et 3.11). Cependant, comme les temps d'initialisation des communications ne
peuvent être masqu�es, le temps d'ex�ecution minimum sera atteint pour un temps d'initiali-
sation minimum. Ceci est v�eri��e dans le cas du T3D pour une taille de message �egale �a la
constante PVM DATA MAX (voir le chapitre 2 de cette même partie).

Ce raisonnement s'est av�er�e exact en ce qui concerne l'algorithme TS, car dans ce cas
le temps �el�ementaire de calcul ne d�epend que de la taille des donn�ees. Dans le cas de l'al-
gorithme LD, nous n'obtenons qu'un minimum local du temps d'ex�ecution. En e�et, pour
cet algorithme, le temps de calcul va varier non seulement suivant la taille des donn�ees mais
�egalement en fonction de la granularit�e du calcul (ceci �etant dû aux probl�emes de cache sur
cette machine).

3.13 Conclusion

Nous avons montr�e dans ce chapitre comment il �etait possible de recouvrir e�cacement
les communications dans un algorithme num�erique qui est le calcul d'une transform�ee de
Fourier.

Cet algorithme est une tr�es bonne illustration des di��erentes m�ethodes g�en�erales pour
recouvrir les communications pr�esent�ees lors du premier chapitre. Nous avons con�cu de nou-
veaux algorithmes de calcul de transform�ee de Fourier mono et bi-dimensionnelles qui re-
couvrent de fa�con maximale les communications. Ces algorithmes on �et�e implant�es sur de
nombreuses machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee. Les exp�erimentations mettent en �evi-
dence un recouvrement des communications g�en�eralement tr�es important (pour les machines
o�rant un m�ecanisme physique permettant au processeur de calcul de se d�echarger de la
communication).

De plus, nous avons pu faire le lien entre le calcul th�eorique de la taille de paquets et
le calcul pratique dans le cas du T3D, en utilisant les mod�elisations des temps de commu-
nication d�evelopp�ees au chapitre pr�ec�edent. Cependant il s'av�ere, comme nous pouvions le
pr�evoir, qu'une mod�elisation tr�es pr�ecise du temps de calcul est n�ecessaire pour obtenir des
performances (( optimales )).
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Les machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee sont destin�ees �a être utilis�ees de plus en
plus en calcul scienti�que. Dans cette optique, il est indispensable de fournir aux utilisateurs
des outils et des techniques simples �a mettre en �uvre a�n d'obtenir de bonnes performances
sur ce type de machine.

La parall�elisation e�cace d'applications et d'algorithmes num�eriques passe par une r�e-
partition �equilibr�ee de la charge de calcul et par la minimisation du temps de (( non-calcul )).
Ce sur-coût de communication, a �et�e d�e�ni comme le temps pass�e par le processeur de
calcul �a ex�ecuter (respectivement ne pas ex�ecuter) des instructions ne contribuant pas (res-
pectivement contribuant) directement au calcul dont il a la charge. Ce temps (( perdu )) est
dû �a des attentes de donn�ees n�ecessaires �a la poursuite du calcul et �a des temps de transit
et de gestion de messages.

Nous avons �etudi�e, dans ce m�emoire, deux voies, agissant �a des niveaux di��erents, qui
contribuent �a la minimisation de ce sur-coût de communication. La premi�ere consiste �a
optimiser l'algorithme de communication, quant �a la seconde, elle agit au niveau de
l'algorithme parall�ele lui-même pour recouvrir les communications par du calcul.

L'optimisation des sch�emas de communication globale

Comme illustration de la premi�ere m�ethode, nous avons propos�e de nouveaux algorithmes
e�caces de communication pour deux classes de probl�emes tr�es utiles dans la parall�elisation
de noyaux num�eriques : la transposition de matrices allou�ees par blocs, et l'�echange
total sur les grilles toriques �a deux-dimensions.

Le premier de ces probl�emes a �et�e initialement �etudi�e pour un mode de type commu-
tation de messages, puis �etendu au wormhole. Les solutions propos�ees reposent sur une
m�ethodologie g�en�erale bas�ee sur le partitionnement du graphe mod�elisant le r�eseau
d'interconnexion, en cycles ou chemins. Nous avons appliqu�e sur ces derniers des sch�emas de
communication �el�ementaires. Cette m�ethodologie a �et�e appliqu�ee aux grilles toriques et aux
r�eseaux de de Bruijn et a conduit �a des algorithmes optimaux en nombre d'�etapes et asymp-
totiquement optimaux en bande passante pour le protocole store-and-forward. L'adaptation
directe au wormhole m�ene �a des algorithmes e�caces, mais qui ne pro�tent pas compl�etement
des possibilit�es o�ertes par cet autre mode de commutation.

Le deuxi�eme probl�eme �etudi�e a �et�e le sch�ema d'�echange total sur des grilles toriques
en mode wormhole. La m�ethodologie adopt�ee repose sur une d�ecomposition r�ecursive
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�a arêtes disjointes du graphe. Elle permet l'�ecriture d'un nouvel algorithme optimal en
nombre d'�etapes pour ce mode de commutation. Nous avons propos�e une variante de cet
algorithme, qui tout en ayant un nombre faible d'�etapes, am�eliore de fa�con non n�egligeable
le taux de transmission. Des simulations de ces algorithmes, utilisant des param�etres r�eels
de machine parall�ele, ainsi que la comparaison avec des temps mesur�es, con�rment l'int�erêt
de concevoir des algorithmes e�caces de communication globale.

L'�etude de m�ethodes de recouvrement des communications dans

les algorithmes num�eriques parall�eles

La deuxi�eme m�ethode de minimisation consiste �a masquer les communications en tra-
vaillant sur l'algorithme parall�ele. Nous avons �etudi�e des sch�emas algorithmiques sur les-
quels nous proposons des m�ethodes de recouvrement des communications bas�ees sur un
r�e-ordonnancement local des tâches, des entrelacements de phases de calcul in-
d�ependantes et des techniques de pipeline. Ces m�ethodes sont param�etrables en fonc-
tion de coûts �el�ementaires de calcul et de communication, qui eux, d�ependent de la machine
cible sur laquelle l'utilisateur d�esire implanter les algorithmes parall�eles avec recouvrement.
Elles peuvent �egalement servir de base �a des heuristiques utilisables dans des compilateurs
de langages data-parallel a�n d'optimiser le code parall�ele g�en�er�e.

Pour obtenir un recouvrement maximal au niveau de l'implantation, il est indispensable
d'avoir la connaissance la plus pr�ecise possible des coûts �el�ementaires de calcul et de commu-
nication. Dans ce but, nous avons e�ectu�e une analyse exp�erimentale des performances
des communications sur T3D de Cray, et nous proposons des mod�eles de temps pour
la plupart des sch�emas de communication globale, en fonction de la taille des mes-
sages, et/ou du nombre de processeurs.

A�n d'illustrer les diverses m�ethodes de recouvrement propos�ees, nous avons �etudi�e di��e-
rents algorithmes de calcul de transform�ee de Fourier mono et bi-dimensionnelle
avec masquage des communications. Pour chacun de ces nouveaux algorithmes, nous
avons calcul�e les param�etres th�eoriques permettant d'obtenir un recouvrement maximal des
communications. Ces algorithmes ont �et�e implant�es sur plusieurs machines parall�eles, �a ar-
chitecture et caract�eristiques di��erentes. Les exp�erimentations ont montr�e le gain apport�e
par les m�ethodes avec recouvrement. Le lien entre le calcul des param�etres th�eoriques de
recouvrement et la mod�elisation des performances de communication, a �et�e e�ectu�ee dans le
cas du T3D.

La contribution principale de ce m�emoire a �et�e d'�etudier de fa�con th�eorique et exp�e-
rimentale deux m�ethodes de minimisation du sur-coût de communication, agissant �a des
niveaux di��erents dans la parall�elisation. Nous avons notamment montr�e que l'utilisation de
nouveaux outils dans la conception des algorithmes de communication globale qui tiennent
compte des possibilit�es des modes de commutation, conduit �a de tr�es bonnes performances.
Nous avons �egalement d�egag�e des m�ethodologies algorithmiques g�en�erales permettant de
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recouvrir les communications dans les algorithmes num�eriques parall�eles. Nous avons exp�e-
riment�e celles-ci sur un certain nombre d'exemples pratiques. Nous avons notamment mis
en �evidence le fait que les techniques de pipeline classiques ne sont pas su�santes. Il nous
semble que les m�ethodes de parall�elisation classiques qui consistent �a optimiser d'un côt�e le
code de calcul, et am�eliorer les performances des communications de l'autre, ne permettent
pas d'obtenir le maximum d'e�cacit�e possible. Le fait de consid�erer l'algorithme parall�ele
dans son ensemble, et ainsi de m�elanger les phases de calcul et de communication, apportent
de bien meilleures performances.

Ces deux m�ethodes de minimisation sont v�eritablement compl�ementaires et apportent
des gains consid�erables dans la parall�elisation d'applications num�eriques. L'optimisation des
communications globales s'av�ere de plus plus en plus int�eressante depuis que ces derni�eres
sont sp�eci��ees dans les standards de biblioth�eques de communication. De plus, le recouvre-
ment de ces communications est d'autant plus ais�e que le temps n�ecessaire pour les r�ealiser
est faible.

Perspectives

Il n'existe, �a l'heure actuelle, que peu de travaux sur la conception d'algorithmes de
communication globale en wormhole et commutation de circuits. Il serait int�eressant d'�etu-
dier d'autres sch�emas sur d'autres r�eseaux, notamment sur des r�eseaux multi-�etages qui
constituent le syst�eme d'interconnexion de nombreuses machines parall�eles (comme le SP2
d'IBM). Le d�eveloppement des nouvelles technologies dans la conception des r�eseaux, comme
l'optique ou les r�eseaux �a bus, ouvre de nouveaux horizons pour la communaut�e des cher-
cheurs sp�ecialistes des communications 4. Dans ce domaine beaucoup de choses restent �a
faire, comme la sp�eci�cation de nouveaux protocoles, mais aussi la r�ealisation de sch�emas
e�caces de communication globale.

Il nous semble �egalement important de prendre en compte les algorithmes de routage
dans la conception des sch�emas de communication, ceci en vue de leur implantation mat�e-
rielle dans les machines.

Les di��erentes exp�erimentations des algorithmes avec recouvrement ont mis en �evidence
la n�ecessit�e d'avoir de tr�es bonnes mod�elisations des performances des machines parall�eles.
Un d�ebut de travail a �et�e e�ectu�e sur le T3D, avec la mod�elisation des temps de commu-
nication, mais il serait n�ecessaire d'�etendre ces �etudes �a d'autres machines et de s'attaquer
au probl�eme de la mod�elisation des temps de calcul. La d�e�nition de (( protocoles )) de tests
permettant d'�etablir de fa�con la plus pr�ecise possible les param�etres fondamentaux des ma-
chines parall�eles, et leur valeur, nous semble être d'une tr�es grande utilit�e.

Apr�es avoir �etudi�e le recouvrement des communications sur un nombre important d'algo-
rithmes num�eriques, nous avons d�egag�e les principales m�ethodologies permettant de masquer
les �echanges de donn�ees. Il serait tr�es int�eressant d'�etudier leur int�egration dans un compila-

4: Ce sont les principaux th�emes d'�etudes de l'op�eration Rumeur du PRC - Parall�elisme R�eseaux et
Syst�eme.
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teur. Elles peuvent, en e�et, servir de base �a des heuristiques permettant d'optimiser le code
g�en�er�e. Des premi�eres �etudes et impl�ementations ont �et�e e�ectu�ees dans di��erents compila-
teurs de langages data-parallel comme Fortran D, Paradigm ou encore HPF, mais nous n'en
sommes encore qu'au d�ebut.

Nous nous sommes, dans un premier temps, restreints �a une parall�elisation guid�ee par la
distribution des donn�ees. Il serait certainement utile, de prendre un mod�ele plus g�en�eral, tel
que le parall�elisme de contrôle 5, a�n d'exploiter de nouvelles possibilit�es pour recouvrir les
communications. Nous pensons notamment �a essayer de faire le lien avec des mod�eles th�eo-
riques d'ordonnancement [68]. Ceux-ci tiennent compte des communications et la possibilit�e
de les masquer. Cependant, ces mod�eles sont encore trop loin de la r�ealit�e pour pouvoir les
utiliser directement. Partant des m�ethodes de recouvrement �etudi�ees, le but serait de voir
leur extension par des techniques utilis�ees dans le domaine de l'ordonnancement.

Il est �evident qu'un autre but est d'utiliser ces techniques de recouvrement pour la paral-
l�elisation e�cace d'applications num�eriques. Des premi�eres r�ealisations ont �et�e e�ectu�ees sur
un code de reconstruction d'images tri-dimensionnelles [23]. Ce travail s'int�egre directement
dans les objectifs de groupes de travail pluri-disciplinaires regroupant des scienti�ques ayant
de fortes demandes en puissance de calcul et des sp�ecialistes de parall�elisme en vue de la
parall�elisation e�cace de leurs applications 6.

5: Ce mod�ele de programmation est celui qui a �et�e adopt�e au sein du projet Apache, dont les princi-
paux objectifs sont la conception et la mise au point d'un environnement de programmation pour machines
parall�eles [105].

6: Ce type d'initiative existe en r�egion Rhônes-Alpes avec le groupe ParAppli ou encore �a Bordeaux avec
le groupe ParaMAp.
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R�esum�e
Le but de ce m�emoire est d'�etudier certaines voies possibles pour minimiser le sur-coût

des communications cons�ecutif �a la parall�elisation d'algorithmes num�eriques.
La premi�ere voie explor�ee consiste �a optimiser l'algorithme de communication globale.

Nous proposons notamment de nouveaux algorithmes pour r�ealiser une transposition de
matrices carr�ees allou�ees par blocs, sur di��erentes topologies de r�eseaux d'interconnexion.
Nous avons �egalement �etudi�e le probl�eme de l'�echange total. Ce sch�ema de communication
se retrouve fr�equemment dans les versions parall�eles d'algorithmes num�eriques (comme dans
l'algorithme du gradient conjugu�e). Nous proposons des algorithmes e�caces d'�echange total
pour des topologies toriques.

La deuxi�eme voie qui a �et�e �etudi�ee consiste �a recouvrir les communications par du calcul.
Nous avons �etudi�e quelques principes algorithmiques de base permettant de masquer au
mieux les communications. Ceux-ci sont bas�es notamment sur des techniques d'enchâ�nement
de phases de calcul et de communication ainsi que sur le r�e-ordonnancement local de tâches
a�n d'optimiser le recouvrement.

Ces techniques sont illustr�ees sur des algorithmes parall�eles de calcul de transform�ee
de Fourier. Les di��erentes implantations de ces algorithmes sur de nombreuses machines
parall�eles �a m�emoire distribu�ee (T3D de Cray, SP2 d'IBM, iPSC/860 et Paragon d'Intel)
d�emontrent le gain en temps d'ex�ecution apport�ees par ces m�ethodes.

Mots clefs : Parall�elisation d'algorithmes num�eriques - Recouvrement des communications
- Communications globales - Algorithmes de transform�ee de Fourier.

Abstract
The aim of this thesis is the study of di�erent methods to minimize the communication

overhead due to the parallelization of numerical kernels.
The �rst method consists in optimizing collective communication algorithms. We have pro-
posed novel algorithms to achieve matrix transpose, for squared matrices distributed in a
block fashion. We have also studied the total exchange problem. This communication scheme
is useful in the parallelization of numerical kernels (as, for instance, the conjugate gradient
algorithm). We have proposed e�cient algorithms of total exchange for torus topologies.
The second method consists in overlapping communications by computations. We have stu-
died some basic algorithmic principles which allow the overlap of communications. These
ones are based on pipelining technics and local computational task reordering.
These technics have been illustrated in the parallelization of Fourier transform algorithms.
The di�erent implementations of these algorithms on various distributed memory parallel
machines (Cray T3D, IBM SP2, Intel iPSC/860 and Paragon) hightlight the gain of e�-
ciency induced using these technics.

Keywords: Parallelization of numerical kernels - Overlap of communications - Collective
communications - Fourier transform algorithms.


