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Résumé

La composition de spécifications modulaires peut étre modéliséel'dans le for-
malisme des catégoriesI' par des colimites de diagrammes. La somme amalgamée
permet en particulier d’assembler deux spécifications en précisant les parties com-
munes. Notre travail poursuit cette idée classique selon trois axes.

D’un point de vue syntaxiquel'nous définissons un langage pour représenter les
spécifications modulaires construites & partir d’une catégorie de spécifications et de
morphismes de spécifications de base. Ce langage est caractérisé formellement par
une catégorie de termes finiment cocompléte.

D’un point de vue sémantiquel'nous proposons d’associer a tout terme un dia-
gramme. Cette interprétation permet de faire abstraction de certains choix effectués
lors de la construction de la spécification modulaire. Pour celal'nous définissons une
catégorie de diagrammes “concrete”’'c’est-a-dire dont les fleches peuvent étre mani-
pulées effectivement. En considérant le quotient par une certaine congruencel'nous
obtenons une complétion de la catégorie de base par colimites finies. Nous montrons
que le calcul du diagramme associé a un terme définit une équivalence entre la caté-
gorie des termes et la catégorie des diagrammesl'ce qui prouve la correction de cette
interprétation.

Enfin'nous proposons un algorithme pour décider si deux diagrammes sont iso-
morphesl'dans le cas particulier ou la catégorie de base est finie et sans cycle. Cela
permet de détecter des isomorphismes “de construction” entre spécifications mo-
dulairesI'c’est-a-dire des isomorphismes qui ne dépendent pas des spécifications de
basel'mais seulement de la maniéere dont celles-ci sont assemblées.

Abstract

The composition of modular specifications can be modeledl'in a category theo-
retic frameworkl'by means of colimits of diagrams. Pushouts in particular allow us
to gather two specifications sharing a common part. Our work extends this classic
idea along three lines.

From a syntactic point of viewI'we define a language to represent modular specifi-
cations built from a category of base specifications and base specification morphisms.
This language is formally characterized by a finitely cocomplete category of terms.

From a semantic point of viewI'we propose to associate with each term a diagram.
This interpretation allows us to abstract some choices made while constructing a
modular specification. We thus define a “concrete” category of diagramsI'in which
arrows can actually be handled. Considering the quotient by a certain congruence
relationl'we get a completion of the base category with finite colimits. We prove that
this calculus defines an equivalence between the category of terms and the category
of diagramsI'which shows the soundness of this interpretation.

At lastI'we propose an algorithm to decide whether two diagrams are isomorphicl’
when the base category is finite and cycle free. This allows us to detect “construc-
tion isomorphisms” between modular specificationsl'i.e. isomorphisms which do not
depend on the base specificationsI'but only on their combination.
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Introduction

Spécifier un probléme consiste & le décrire sans décider prématurément de la
facon dont il sera résolu. En informatiquel'une spécification de programme est une
description des fonctionnalités attendues du programme indépendante des choix de
mise en ceuvre.

Il existe plusieurs manieres de spécifier un programme. On peut utiliser une
langue naturellel'par exemple en écrivant un cahier des charges. Certaines activitésl’
comme la validation de programmel'la construction automatique d’un prototypel'ou
la production systématique de jeux de testsI'nécessitent des spécifications formellesl’
qui possedent une sémantique précisel'en particulier non ambigué.

Nous nous intéressons ici aux spécifications algébriquesI’qui font partie des spé-
cifications orientées propriétés'. Les spécifications orientées propriétés sont basées
sur un systéme logiquel'qui définit 'ensemble des propriétés que doit satisfaire tout
modele de la spécification.

1 Spécifications algébriques

Une spécification algébrique est composée d’une signature et d’un ensemble
d’axiomes. La signature contient les symboles utilisés pour former des expressionsl’
et les axiomes définissent certaines propriétés de ces expressions. La logique sous-
jacente décrit I’ensemble des théorémes que 'on peut déduire des axiomes. De plusI’
la sémantique des spécifications algébriques associe a toute spécification une classe
de modélesI'c’est-a-dire une classe d’algebres multi-sortes qui satisfont les axiomes.

HistoriquementI'les spécifications algébriques sont issues de deux courants dis-
tincts : I’algebre universelle en mathématiques [Coh65] et les types abstraits en génie
logiciel. L’origine des types abstraits figure dans le concept de classe du langage de
programmation Simula [DN66I'BDMN73]. Un type abstraitl'composé d’un ensemble
de domaines de valeurs accompagné d’'un ensemble d’opérations sur ces domaines
de valeursI'permet de structurer les données. L’idée de base en spécification algé-
brique consiste & modéliser un type abstrait par une algebre. Cette idée est motivée
par 'analogie entre un type abstrait et une algebre multi-sortes sur une signature.
L’interprétation des sortes de la signature correspond en effet aux domaines de va-
leursT'et l'interprétation des opérateurs de la signature correspond aux opérations
sur ces domaines de valeurs.

Les premiers travaux sur les spécifications algébriques datent du milieu des an-
nées 1970I'avec les travaux de B. Liskov et S. Zilles [LZ74|I'de J. Guttag [Gut75I"

'En anglais, property-oriented.



14 INTRODUCTION

Gut77] et du groupe ADJ (composé de J. GoguenI' J. Thatcher' E. Wagner et
J. Wright) [GTWWT75I GTWWT77T' GTW78]. Au départl’les spécifications algé-
briques étaient basées sur la logique équationnelle. Puis ont été introduites d’autres
logiquesI’ comme les clauses de HornI'la logique du premier ordre ou encore les
spécifications avec contraintes [EM90]. D’autres extensions ont permis de prendre
en compte la notion d’erreur [BBC86I'BL93]. J. Goguen et R. Burstall ont pro-
posé la théorie des institutionsl’ qui offre un cadre général pour étudier les diffé-
rents formalismes de spécification algébrique [GB84I' GB90]. Il existe beaucoup
de références sur les spécifications algébriquesl'parmi les bonnes synthésesI citons
[EM85I'MG85I'Wir90)].

Ces travaux ont donné naissance a de nombreux langages de spécification algé-
briquel’comme Clear [BG77TI'BG80]’TACT ONE et ACT TWO [EM85I'EM90]T’'ASL
[SW83TI'Wir86]TOBJ2 et OBJ3 [FGIM8SI'GKKT87]'PLUSS [Gau84I'Bid89|I'LPG
[Ber83I'BE86I'BT90]'GLIDER [Huf92]. On trouve un bon panorama des différents
langages de spécification algébrique existants dans [Wir94].

2 Théorie des catégories

La théorie des catégories repose sur deux notions: 1’objet et la fléchel contrai-
rement a la théorie des ensembles qui repose sur le seul concept d’ensemble. En
théorie des ensemblesI'un ensemble est caractérisé de facon interne par ses élémentsl’
alors qu’en théorie des catégoriesI'un objet est caractérisé de fagon externe par les
relations entretenues par l'intermédiaire des fleches avec les autres objets. Pour
cette raison'un grand nombre de concepts de théorie des catégories sont définis a
un isomorphisme pres.

La théorie des catégories a été inventée au début des années 1940 par S. Mac
Lane et S. Eilenberg. Bien que certains mathématiciens aient douté de I'intérét des
catégoriesl'ce formalisme a joué un role unificateur en mathématiquesl'en particulier
en algébre et en topologie. Cette théorie définit les différents concepts de fagon
générale et abstraitel'indépendamment de tout modele. (C’est pour cette raison que
ses détracteurs I'on surnommée “non-sens abstrait?”.) La théorie des catégories a
commencé a intéresser les informaticiens au début des années 1970. Par exemplel’
la découverte de I'équivalence entre le A-calcul typé et les catégories cartésiennes
fermées a permis de donner des solutions élégantes au probleme des modeles du A-
calcull'lié & celui de la résolution des équations de domaines [SP77TWan79T'LS86]. Il
existe de fagon générale des liens trés étroits entre la théorie des types et la théorie
des catégories (cf. par exemple [See841'P0i92]).

L’ouvrage de référence sur les catégories est le livre de S. Mac Lane [McLT71]T
plutot destiné aux mathématiciens. Pour les informaticiensI'le livre de M. Barr
et C. Wells [BW90] est plus accessibleI'car les différents concepts sont présentés
de fagon assez élémentaire et les exemples sont tirés de I'informatique. Il existe
beaucoup d’autres ouvrages qui traitent des catégoriesI'par exemple [MB70I'"AM75T
Gol79T'ALI1].

Le formalisme des spécifications algébriques s’appuie largement sur la théorie

*En anglais, abstract nonsense.
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des catégories. HistoriquementI'le développement des spécifications algébriques (en
particulier les travaux du groupe ADJ) a été influencé par les théories algébriques de
Lawvere. Les théories algébriques de Lawvere permettent de modéliser les catégories
d’algeébres en faisant abstraction de la syntaxel'c’est-a-dire indépendamment de la
notion de signature [Law63['BW85I"WBT85].

D’autre partI’d’un point de vue pratiquel’on peut justifier I'utilisation des caté-
gories par 'importance des morphismes de spécificationsI'qui jouent un role essentiel
en spécification algébrique. IntuitivementI'un morphisme de spécifications exprime
une relation entre deux spécifications. Pour prendre un exemple mathématiquel’
tout anneau peut étre considéré comme un groupel'ce qui signifie qu’il existe un
morphisme de spécifications entre la spécification des groupes et la spécification des
anneaux. Il peut exister plusieurs morphismes de spécifications entre deux spécifi-
cations. Par exemplel'on peut considérer tout anneau comme un monoide de deuz
facons différenteslen considérant soit I'opérateur additifl’soit 'opérateur multiplica-
tif de "anneau comme 'opérateur du monoide. Préciser quel opérateur de 'anneau
sera 'opérateur du monoide consiste exactement & définir un morphisme de spécifi-
cations entre la spécification des monoides et la spécification des anneaux.

3 Modularité

Le développement de spécifications de grande taille nécessite un découpage des
spécifications en plusieurs spécifications plus simplesI'appelées modules. Chaque mo-
dule correspond & un probleme plus simple a résoudre. Cette méthodel'qui consiste
a “diviser pour mieux régner” est classique en génie logiciel [LCW85]. De fagon
généralel'la modularité permet d’une part le développement indépendant des diffé-
rents modulesI'et d’autre part une meilleure compréhension de chaque modulel'ce
qui facilite la maintenance.

Cette vision de la modularité correspond & une approche descendante de réso-
lution de problémel'puisque ’accent est mis sur la décomposition du probléme en
plusieurs sous-problémes plus simples. Dans notre travaill'notre conception de la
modularité est au contraire ascendante. Nous nous intéressons en effet & la compo-
sition des modulesI'c’est-a-dire a 1’assemblage de modules élémentaires permettant
de construire des modules plus complexes. Ces modules élémentaires sont regroupés
dans une bibliothequel'la bibliotheque des modules de base. L’intérét de la composi-
tion est de permettre la réutilisation des modules de basel'préconisée en génie logiciel
pour réduire les erreurs et les coiits de développement (cf. par exemple [Ber90]).

Un aspect de la modularité est la possibilité de définir des spécifications géné-
riquesl'c’est-a-dire paramétrées [SST92]. En effetI"une spécification paramétrée peut
étre instanciée de différentes manieres par d’autres spécificationsl'ce qui évite de ré-
écrire une nouvelle spécification pour chaque variation d’un méme probleme. Le but
est alors de définir des spécifications génériques suffisamment générales pour per-
mettre de spécifier le maximum de problemes par une simple instanciation [Mar95].

Le développement modulaire des spécifications est assisté dans les langages de
spécification algébrique par des opérateurs de construction® comme le renommagel’

3En anglais, specification-building operations.
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Venrichissement ou ’abstraction [ST88I'Wir90]. Ces primitives permettent de cons-
truire de nouvelles spécifications a partir de spécifications déja définies. La composi-
tion de modules est un cas particulier d’opérateur de construction de spécificationsI’
qui peut étre modélisé par des colimites de diagrammes. IntuitivementI'en théorie
des catégoriesI'un diagramme permet de décrire un assemblage de plusieurs objets
en précisant des partages entre certains objets a l'aide de fleches. La colimite du
diagramme permet de considérer le résultat de cette composition. Cette utilisation
générale des colimites pour modéliser I'interconnexion de systemes a été proposée
par J. Goguen [Gog73I'Gog92].

Un cas particulier de colimite est la somme amalgamée*T'qui correspond A 1'as-
semblage de deux objets B et CT'en spécifiant une partie commune entre ces deux
objets par un objet partagé A et deux fleches f: A — B et g: A — C. En spéci-
fication algébriquel'la somme amalgamée peut modéliser d’une part la composition
de deux spécifications qui ont une partie communel'et d’autre part 1’instanciation
d’une spécification générique.

4 Notre travail

Nous étudions la composition des spécifications algébriques modulaires. Nous
supposons que nous disposons d’une bibliothéque de spécifications et de morphismes
de spécifications de basel'qui forment une catégorie de basel'en général appelée Cy
dans ce mémoire. Les spécifications de base sont monolithiquesI ¢’est-a-dire non
décomposées. Notre travail repose sur une idée classique en spécification algébrique :
la composition des spécifications peut étre modélisée par des colimites de diagrammes
finis. Nous proposons donc de considérer une spécification modulaire comme une
spécification obtenue & partir de spécifications et morphismes de spécifications de
base par une suite de constructions de colimites.

Notre travail est indépendant de la logique sous-jacente du langage de spécifi-
cation algébrique. Nous pouvons donc nous placer dans le cadre général des ins-
titutions. Nous devons uniquement supposer que la catégorie des spécifications est
finiment cocompléetel'c’est-a-dire que tout diagramme fini a une colimite.

D’un point de vue syntaxiquel'c’est-a-dire en ce qui concerne le langage utilisé
pour décrire ces constructionsI'nous ne considérons pas toutes les colimites finiesI’
mais uniquement les sommes amalgamées. En effetlavec la spécification videl'objet
initial de la catégorie des spécificationsl'les sommes amalgamées permettent de si-
muler la construction de toute colimite finie. Nous proposons la construction d’une
catégorie de termes'appelée Terme(Cp)I'pour représenter la composition de spécifi-
cations modulaires en utilisant les sommes amalgamées.

En théorie des catégoriesI'on travaille le plus souvent & un isomorphisme pres.
C’est une conséquence de la caractérisation externe des objets dans ce formalisme.
Les colimitesI' par exemplel'sont définies au départ & un isomorphisme pres. La
définition d’une syntaxe est au contraire un probléeme typiquement informatiquel’
qui nécessite de faire des choiz de représentation. C’est la raison pour laquelle
nous devons utiliser des sommes amalgamées choisies au moment de la définition

“En anglais, pushout. Les catégoriciens utilisent également le terme de coproduit fibré.
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du langage d’expression pour les spécifications modulaires. Ces choix de sommes
amalgamées correspondent a des choix de codage.

Un terme correspond donc & une spécification modulaire construite par une suc-
cession de sommes amalgamées. Dans une seconde étapel'nous proposons d’inter-
préter un terme par un diagramme dont la colimite est la spécification modulaire
dénotées par ce terme. Nous considérons les diagrammes comme une sémantique
pour les spécifications modulairesI'par opposition aux termes qui constituent la syn-
taxe.

L’interprétation des termes par des diagrammes nécessite de définir une catégorie
de diagrammes puisqu’il faut non seulement associer a toute spécification modulaire
un diagrammel'mais aussi associer & tout morphisme de spécifications modulaires
un morphisme de diagrammes. La définition d’un diagramme est relativement stan-
dard en théorie des catégoriesI'bien qu’il existe quelques nuances. La définition de
morphisme de diagrammes est moins connuel’en particulier dans la littérature in-
formatique ou sont utilisées des définitions moins générales que celle dont nous nous
servons ici.

Nous présentons deux catégories de diagrammesI'DIAGR(Cp) et diagr(Cp). Les
objets de DIAGR(Cy) sont des diagrammeslet les fleches de DIAGR(Cp) des mor-
phismes de diagrammes. La catégorie diagr(Cy) est obtenue & partir de DIAGR(Cp)
par un quotient par une relation de congruence sur les fleches de DIAGR(Cp). C’est
la catégorie diagr(Cp) qui posséde les propriétés théoriques intéressantes. Il s’agit
en effet d’une catégorie finiment cocomplétel c’est-a-dire que tout diagramme fini
sur diagr(Cp) a une colimite finie dans diagr(Cp). D’autre partI'diagr(Cy) est une
complétion par colimites finies de la catégorie Cy. Sur le plan pratiquel’ comme
les fleches de diagr(Cp) sont des classes d’équivalence de morphismes de diagram-
mesl'on travaille en réalité avec des représentantsl’c’est-a-dire avec des fleches de
DIAGR(Cp). La catégorie DIAGR(Cy) permet donc la manipulation effective des
fleches de diagr(Cy).

La représentation des termes par des diagrammes est définie par un foncteur

D : Terme(Cy) — diagr(Co)

entre les catégories Terme(Cp) et diagr(Cp). Nous montrons que ce foncteur définit
une équivalence de catégories entre Terme(Cp) et diagr(Co)I'ce qui signifie que bien
qu’elles ne soient pas isomorphesl'ces catégories ont néanmoins essentiellement la
meéme structure.

Apres avoir représenté les spécifications modulaires par des diagrammesI nous
nous intéressons au probleme de I’équivalence entre deux spécifications modulaires.
Deux spécifications modulaires sont considérées comme équivalentes lorsque celles-
ci sont isomorphes en tant que colimites de diagramme. Détecter cet isomorphisme
consiste en fait & détecter un isomorphisme entre deux diagrammes dans la catégorie
diagr(Cp). Nous appelons cet isomorphisme un isomorphisme de construction]'parce
qu’il ne dépend pas de la définition effective des spécifications de basel'mais seule-
ment de la maniére dont celles-ci sont combinées pour construire les spécifications
modulaires. Dans I’hypothese ou la catégorie Cy est finie et ne comporte pas de cyclel’
nous proposons un algorithme pour détecter si deux diagrammes sont isomorphes.
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Des résultats partiels concernant 'interprétation des termes par des diagrammes et
la détection d’isomorphismes de construction ont été présentés dans [Ori94I'Ori95).

5 Comparaisons avec d’autres travaux
Catégories de diagrammes

La définition de diagramme estl'a quelques nuances presl'standard. Chez S. Mac
Lane [McL71]'un diagramme sur une catégorie C est un foncteur d’une catégorie J
vers C. La définition de M. Barr et C. Wells [BW90]|'est moins généralel'puisqu’un
diagramme est un morphisme de graphes d’un graphe vers le graphe sous-jacent
de C. Nous utilisons une définition “intermédiaire” : pour nousl'un diagramme
est un foncteur d’une catégorie librement engendrée sur un graphe vers C. Partir
d’un graphe nous permet de rester proche de l'informatique. Par contrel'nous ne
souhaitons pas nous restreindre & une petite catégorie C.

La définition de morphisme de diagrammes est beaucoup moins standard. Par
exemple dans Clear['un morphisme de diagrammesl'appelé morphisme basél'corres-
pond uniquement & une inclusion entre deux diagrammes.

La définition proposée par A. Tarleckil'R. Burstall et J. Goguen dans [TBGI1|I"
bien que plus générale que celle utilisée dans la sémantique du langage ClearI'n’est
pas encore suffisamment générale pour notre travail. En effetl'cette définition ne
permet pas de représenter tout morphisme de spécifications modulaires par un mor-
phisme de diagrammes.

La définition de morphisme de diagrammes que nous utilisons n’est pas nouvelle
en théorie des catégories. Une version duale de la catégorie diagr(Cp) est par exemple
utilisée par M. Barr et C. Wells dans [BW94]. NéanmoinsI'la reformulation de la
définition de catégorie de diagrammes que nous proposons dans le chapitre 2 présente
un intérét en informatiquel’d’une part parce que la catégorie DIAGR(Cy) permet de
manipuler effectivement les morphismes de diagrammesl'et d’autre part parce que
les catégories DIAGR(Cy) et diagr(Cp) sont peu connues dans cette discipline.

Calculs de colimites

R. Burstall et D. Rydeheard proposent des algorithmes pour calculer certains
concepts de théorie des catégories [Bur80I'BR86]I"en particulier les colimites de
diagrammes. Le calcul général de colimite est paramétré par certaines colimitesI’
en l'occurrence un objet initiall'des sommes et des coégalisateursl’qui permettent
d’évaluer la colimite d'un diagramme quelconque. Ainsil'ayant défini 'objet initiall’
la somme et le coégalisateur par exemple dans la catégorie des ensembles SetI'on en
déduit un moyen de calculer la colimite d’un diagramme quelconque dans Set. Cet
algorithme est en fait basé sur une preuve du résultat suivant: si une catégorie a un
objet initiall'des sommes et des coégalisateurslalors celle-ci est finiment cocompléte.
Notre travail est basé sur un théoréme similaire: si une catégorie a un objet initial
et des sommes amalgamées alors celle-ci est finiment cocompléte. Notre travail est
différentI’ dans la mesure ou nous ne cherchons pas & calculer des colimites dans
une catégorie fixée. En particulierI'nous nous intéressons au probléeme général de
I’isomorphisme entre deux diagrammesl’qui correspond & un isomorphisme entre
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leurs colimites respectives. Cet isomorphisme est indépendant de la catégorie sur
laquelle ces diagrammes sont construits.

Utilisation des colimites en spécification algébrique

L’utilisation des colimites pour représenter ’assemblage de spécifications est loin
d’étre nouvelle. R. Burstall et J. Goguen ont présenté cette idée dans la sémantique
du langage de spécification Clear [BG80]. Dans ClearI'la composition de plusieurs
spécifications qui partagent un environnement communl appelées théories basées’
est en effet formalisée par la colimite d’un diagramme.

Les colimites ont ensuite été assez intensivement utilisées en spécification algé-
brique. La somme amalgamée en particulier permet de modéliser I'instanciation
de spécifications génériques [TWWS82I'"EMS85]. H. Ehrigl'R. Jimenez et F. Orejas
[EJO93] ont également présenté une forme plus générale d’instanciation a l'aide de
sommes amalgamées multiples’Tnouvel exemple de colimite.

Syntaxe pour les constructions modulaires

J. Bergstral'J. Heering et R. Klint [BHK90] d’une partl'et G. Renardel de Lava-
lette [Ren91] d’autre partI'ont proposé de structurer les opérateurs de construction
de spécifications sous forme d’algébres de modules. Une algébre de modules est un
langage permettant d’écrire des expressions de composition des spécifications al-
gébriques. Cette approche est voisine de notre travail sur le langage Terme(Cy)I’
puisque le probleme de la composition des spécifications algébriques est abordé d’un
point de vue syntaziquel'et permet de comparer différentes spécifications modulaires.
Par contrel'nous ne nous intéressons pas aux meémes opérateurs de constructions de
spécifications['puisque nous ne considérons que les constructions de colimites.

Notre syntaxe pour représenter les spécifications algébriques modulaires est large-
ment inspirée des travaux de J.-C. Reynaudl'qui a proposé un systéme de types pour
représenter les constructions de colimites [Rey90al'Rey90bI'Rey93]. Ce systéme est
fondé sur les théories algébriques généralisées de Cartmell [Car86] qui permettent de
spécifier des types dépendantsl'c’est-a-dire des types paramétrés par des termes. Les
types dépendants ont été également utilisés par T. Streicher et M. Wirsing [SW91]
pour modéliser la composition de spécifications algébriques modulaires. D’autre
partlI’'H. Ehrigl'R. Jimenez et F. Orejas ont également proposé une syntaxe pour
les spécifications algébriques modulaires dans [EJO93]. Cette syntaxe est en partie
basée sur des constructions de sommes amalgameées.

La principale difficulté en ce qui concerne la définition d’une syntaxe pour les
constructions de colimites est le probleme de circularité entre la définition d’une
part des objets et des flecches de Terme(Cy) et d’autre part de 1'égalité entre deux
fleches de Terme(Cp). En effetI'il existe une flechel’que nous appelons up dans ce
mémoirel'entre une somme amalgamée et un objet a condition qu’une égalité entre
deuz fléches de Terme(Cy) soit vérifiée. La définition des fleches up dépend donc de
la définition de I'égalité des fleches dans Terme(Cy)I'qui elle-méme présuppose que
les fleches ont été définies.

En anglais, multiple pushout.
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J.-C. Reynaud contourne le probleme en proposant une définition concrétel'c’est-
a-dire sémantiquel’d’une catégorie librement engendrée par objet initial choisi et
sommes amalgamées choisies [Rey93]. H. EhrigI'R. Jimenez et F. Orejas [EJO93]
ne définissent pas de syntaxe pour les fleches up. La syntaxe qu’ils proposent ne
permet donc pas d’obtenir une catégorie finiment cocompléte.

Une solution pour spécifier une catégorie finiment cocomplete sans utiliser d’éga-
lités pour définir les fleches a été présentée par F. Cury dans [Cur9l]. F. Cury
propose de dédoubler les fleches up en deux fleches dont la définition ne dépend pas
d’une égalité. Ces deux flechesI' qui sont des exemples particuliers de fleches upl’
permettent de reconstruire a posteriori toutes les fleches up.

La solution que nous proposons consiste & stratifier la construction de Terme(Cy)
en une suite de catégories C;. L’existence d’une fleche up dans la catégorie C; dépend
uniquement d’égalités dans la catégorie C;_1. Nous évitons ainsi le probleme de
circularité entre la définition des fleches et la définition des égalités.

Notre catégorie Terme(Cy) peut étre comparée au type d’une esquissel'introduit
par C. Ehresmann [Ehr68]. Dans les travaux de D. Duval et J.-C. Reynaud [DR94al’
DR94b]I'le type d’une esquisse est une catégorie librement engendrée & partir d'un
graphe par sommes et produits. Par conséquentl’la construction du type d’une
esquisse est basée sur les catégories & sommes et produits alors que la construction
de Terme(Cy) est basée sur les catégories & colimites finies. D’autre partI'une esquisse
contient des cOnes et cocones distinguésI'qui spécifient certaines limites ou colimites.
Par contrel’ dans la construction de Terme(Cy) que nous proposonsI'il n’est pas
possible de spécifier des sommes amalgamées distinguées dans la catégorie de base
Co.

6 Plan de ce mémoire

Le plan de ce mémoire est le suivant. Le chapitre 1 introduit les spécifications
algébriques modulairesI'présente le probleme de la composition des spécifications
et pose le cadre général de notre travail. Apres quelques rappels sur les spécifica-
tions algébriquesl'nous proposons plusieurs exemples de spécifications modulaires
d’anneauzl’en utilisant quelques spécifications et morphismes de spécifications de
base. Cet exemple académique présente d’une part la syntaxe pour les construc-
tions modulairesI'et d’autre part le probléme de l'isomorphisme de construction
entre deux spécifications modulaires.

Le chapitre 2 contient les bases théoriques de notre travail. Nous effectuons
quelques rappels de théorie des graphes en section 2.1I'puis de théorie des catégories
en section 2.2. Enfin['en section 2.3I'nous présentons les notions de diagrammesI’
de colimites finies ainsi que les catégories de diagrammes DIAGR(Cy) et diagr(Cp).
Nous montrons que la catégorie diagr(Cp) est finiment cocompletel'et que diagr(Co)
est une complétion par colimites finies de Cy.

Le chapitre 3 est consacré a la syntaxe des spécifications modulaires. Dans ce
chapitrel'nous proposons une construction stratifiée de la catégorie Terme(Cy) des
termesl'qui fournit un langage pour représenter les spécifications et morphismes de
spécifications modulaires. Nous montrons d’une part que Terme(Cy) est une caté-
gorie finiment cocompleétel'et d’autre part que Terme(Cy) est une extension conser-
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vatrice de Cp. EnfinI'nous construisons['a partir de Terme(Cy)I'une catégorie £(Cp)
librement engendrée par objet initial choisi et sommes amalgamées choisies sur Cy.

Dans le chapitre 4I'nous interprétons les termes dénotant des spécifications modu-
laires par des diagrammes. Cette interprétation permet d’obtenir une représentation
plus abstraite des spécifications modulaires que celle donnée par les termesl parce
que certaines étapes spécifiques de la construction sont éliminées. Nous montrons
que l'interprétation des termes par les diagrammes définit une équivalence entre les
catégories Terme(Cp) et diagr(Cp). Ce résultat nous permet de déduire que toute
spécification modulaire est isomorphe a la colimite du diagramme qui la représente.

Le chapitre 5 est une application de cette représentation des spécifications mo-
dulaires par des diagrammes. Nous proposons de détecter un isomorphisme de cons-
truction entre deux spécifications modulaires en détectant un isomorphisme entre
leurs diagrammes correspondants. Nous présentons un algorithme qui permetI’"dans
I’hypothese ou la catégorie de base Cy est finie et ne comporte pas de cyclel'de
détecter si deux diagrammes sont isomorphes.
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Chapitre 1

Motivation

Le but de ce chapitre est de présenter le probleme de la composition des spé-
cifications modulaires. Nous étudions différentes spécifications modulaires des an-
neauxl'construites & partir de quelques spécifications de base. Cet exemple est décrit
en utilisant le langage de spécification LPG (Langage pour la Programmation Gé-
nérique) développé par D. Bert et R. Echahed [BE86I'B*90]. Nous introduisons
informellement une syntaze pour représenter les spécifications modulairesI'et expli-
quons — également de facon informelle — qu’une spécification modulaire peut étre
considérée comme la colimite d’un diagramme. Nous motivons ensuite 'intérét des
isomorphismes de construction. Enfin'nous posons le cadre général de notre travail.

1.1 Préliminaires

Dans cette partiel'nous rappelons quelques notions élémentaires de spécification
algébriquel'en particulier les définitions de signaturel'morphisme de signaturesl'al-
gebrel'morphisme d’algebresl’équation et algebre satisfaisant une équation. Cette
présentationl'loin d’étre exhaustivel'est inspirée de [GB90] et de [EMS5].

Définition 1.1 (S-ensemble et S-application) Soit un ensemble S.

Un S-ensemble A est une famille indicée par S d’ensembles disjoints (As)scs.

Une S-application f entre deux S-ensembles A et BI'notée f : A — BTlest une
famille indicée par S d’applications (fs : As = Bs)ses-

Définition 1.2 (Ensemble des chaines finies) Soit un ensemble A. L’ensemble des
chaines finies sur A est ’ensemble

At = Ej A,
n=0

Notations:
e La chaine vide est notée ¢.

e La chaine composée des éléments s1, s9,...,S, est notée s1so... sy
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L’ensemble des chaines finies non vides sur A est

0
A+:A*><A:UA”.

n=1

Les opérations _* et _* s’étendent aux applications entre deux ensembles. Soit une
application f : A — B. On définit les applications f* : A* — B* et f*: AT — Bt
de la fagon suivante.

fr(e) =¢;
fr(ar...an) = fla1)... f(an) (pourn>1);
ft(ar...an) = f(a1)... f(an) (pour n>1).

On vérifie facilement que pour tout ensemble AT'on a

(ida)* = id s
(ida)tT =id g+

et pour toutes applications f: A — Bet g: B— CTon a

(gof) =g of*
(gof)t =gtoft.

Ces deux propriétés signifient que _* et _T sont des foncteurs * : Set — Set et
_*:Set — Set dans la catégorie des ensembles Set.

Une signature comprend les symboles utilisés pour former des expressions. Plus
précisémentI’une signature est composée d’un ensemble de symboles de sortesI'qui
représentent des types de donnéesl'et d’un ensemble de symboles d’opérateursl’qui
représentent des opérations sur ces données. A chaque symbole d’opérateur est
associé un profill’'qui représente le type des données d’entrée et de sortie.

Définition 1.3 (Signature multi-sortes) Une signature multi-sortesTou plus simple-
ment signaturelest un triplet (S,Q, w) ol

e S est un ensemble finil'dont les éléments sont appelés sortes;
e () est un ensemble finil'"dont les éléments sont appelés opérateurs;

e w est une application @ : Q — STlqui & chaque opérateur w de € associe une
chaine non vide sur STappelée profil de w.

Notation: si w(w) = s1...8,5 (n > 0)['on note w : s1,...s, = s. Sin = 0lon dit
que w est une constantel'et on note w: — s.

Remarque 1.1 Une signature est souvent définie comme un ensemble de sortes S
accompagné d’une famille indicée par S* x S d’ensembles d’opérateurs. Nous avons
préféré considérer ici un unique ensemble aplati £2 d’opérateursl’le profil étant décrit
par Papplication w : Q@ — ST. Nous avons choisi cette définition parce qu’elle
permet de définir facilement la somme amalgamée de deux signatures a partir de la
définition de la somme amalgamée de deux ensembles (cf. section 1.4).
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Exemple 1.1 (Exemples de signatures)

e La signature la plus simple est la signature videI'notée X I'telle que ’ensemble
des sortes et ’ensemble des opérateurs sont vides.

e Un exemple classique de signature est la signature X g = (Snat, QNats @Nat)
des entiers naturels ol Sy, et Qg et Wy sont définis de la fagon suivante:

Snat = {nat};

QNat = {07 suce, +} ;
wNa,t(O) = nat;
wNat(Suce) = nat nat ;
wnat (+) = nat nat nat.

Dans le langage de spécification LPGI'les noms de sortes sont introduits par le
mot clé sorts et les opérateurs par le mot clé operators. La signature Xy
est donc définie en LPG par:

sorts nat
operators 0 : -> nat
succ : mnat -> nat
+ : nat, nat -> nat

e Voici un autre exemple de signaturella signature X ;; des monoides. Dans cette
signaturel'on a une seule sorte sI'une constante 1 et un opérateur binaire *.
En LPGI'on peut définir la signature ¥, de la fagon suivante:

sorts s
operators 1 : -> s
S, s => s

Un morphisme de signatures entre deux signatures X et X associe & toute sorte
de X une sorte de ¥’ et & tout opérateur de ¥ un opérateur de X'T'en conservant les
profils des opérateurs.

Définition 1.4 (Morphisme de signatures) Soit deux signatures ¥ = (S5,Q,w) et

Y = (5,9, w'). Un morphisme de signatures m de ¥ vers X'T'noté m : ¥ — X/ est

un couple (m*, m%) ou

e mS est une application m® : § — S';

e m*? est une application mf : Q@ — Q' ;

Q

tel que @’ o m? = m°t o w.

Q S+

Détaillons un peu la condition @’ o m** = m>* o @w. Considérons un opérateur

W:Sl,...,8, — s de Q.
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w'(m(w)) = m*H(w(w))
= mST(sy...5,5)
= m(s1)...m%(sp)m>(s)
L’opérateur m®(w) de Q' a donc pour profil m(w) : m(s1),...,m%(s,) — m”(s).
On peut composer les morphismes de signatures. Soit trois signatures

Y =(5,9Q w)
Y= (59, o)
E// — (S//’Qll’w//)

et deux morphismes de signatures

m = (m% m?): L = %

n=(n%n?) % — 3"

Pour composer m et nl'il suffit de composer les applications sur les sortes et les
applications sur les opérateurs. Autrement ditD’

nom = (n° om® n?om).

Cela définit bien un morphisme de signatures car

o' o nQ omQ

= nStow om (n : ¥ — 3" morphisme de signatures)
= ntomSTow (m:% — ¥ morphisme de signatures)

= (nom%)Tow (_F est un foncteur)

Q

On a une catégorie des signaturesI'notée Sigl'dont les objets sont les signaturesl'et
les fleches sont les morphismes de signatures.

Exemple 1.2 (Exemples de morphismes de signatures)

e Pour toute signature X = (S, Q, w)l'il existe un morphisme de signatures de la
signature vide ¥4 vers .. Ce morphismel'noté js = (43, j5})[est constitué de
I’application vide de ’ensemble vide des sortes vers STet de 'application vide
de I'ensemble vide des opérateurs vers 2. De plusl'ce morphisme est unique.
Dans la catégorie des signatures Sigl'Y gy est un objet initial puisqu’il existe
une unique fleche de ¥4 vers tout autre objet de Sig.

e On a un morphisme de signatures de la signature des monoides vers la signature
des entiers naturels m : X5 — Y ng:'qui associe la sorte s de X7 a la sorte nat
de Y nqe'la constante 1 a la constante Ol'et 'opérateur binaire x & 'opérateur
binaire +.
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Soit une signature Y. Définir une algébre sur XI'ou X-algébrel’consiste a inter-
préter les sortes de X par des ensemblesl'et les opérateurs de X par des applications
entre ces ensembles. Une X-algebre est également appelée modéle ou interprétation
de la signature 3.

Définition 1.5 (X-algebre) Soit une signature 3 = (S,Q, w). Une X-algébre A est
définie par:
e un S-ensemble A ;
e pour tout opérateur w : sy, So,...,S, — s € Ql'une application
wh Ay X Agy X oo X Ay — A,
Si w est une constante w : — sTw? est un élément de A,.

Définition 1.6 (Morphisme d’algebres) Soit une signature ¥ = (5,Q,w) et deux
algébres A et B. Un morphisme d’algébres h de A vers BI'noté h : A — B est une
S-application (hs : As — Bs)ses telle que pour tout opérateur w : s1,89,...,8, — §
de QI'pour tout n-uplet (a1,az,...,a,) de Ag, X Ag, X -+ x Ag, T

ho(w? (a1, a0, ...an)) = wP (s, (a1), b, (a2), ..., by, (an)).

Etant donné une signature XTon a une catégorie de S-algébresI'notée Alg(X)I'dont
les objets sont les Y-algebres et les fleches sont les morphismes de Y-algebres.

Une algebre importante est I’algebre des termesl'qui permet de former des ex-
pressions & partir des symboles de la signature. Nous devons d’abord définir la
notion de wvariable sur une signature.

Définition 1.7 (Ensemble de variables sur une signature)

Soit une signature ¥ = (5,2, @). Un ensemble X de wvariables sur la signature
est un S-ensemble finil'tel que pour tout élément s € ST X est distinct de ’ensemble
des opérateurs (2.

Définition 1.8 (Algebre des termes) Soit une signature ¥ = (S5,Q,w) et un en-
semble de variables X sur ¥. L’algebre des termes T5(X) est définie de la fagon
suivante.

e Pour toute sorte s € STT(X)s est le plus petit ensemble tel que:

—ze€X; = zeTn(X)s;
—W:is,82,...,5, >s€N LeTn(X)s, 1=1,...,n)
= w(tl,tg,...,tn)ETz(X)s.

Les éléments de Tx(X)s sont appelés termes de sorte s.

e L’interprétation d’un opérateur w : s1, S92,...,8, — s €  est application

WwEX) s TR(X)y, . x Te(X),, — T (X)s
(tl,...,tn) — w(tl,...,tn).
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Lorsque '’ensemble des variables X est vide['on obtient I’algebre des termes fermés
Ts, = Tz(g)

Une affectation d’un ensemble de variables X dans une ¥-algebre A associe &
toute variable de X un élément de A;. Autrement ditI’une affectation aff de X
dans A est une S-application aff : X — A.

L’algebre des termes a une propriété importante: c’est une algebre [:bre dans la
classe des X-algebres. Cela signifie que toute affectation de X dans une algebre A
s’étend de fagon unique en un morphisme d’algebres de T%(X) vers A.

Théoréme 1.1 (L’algebre Tx(X) est libre dans Alg(X))
Notons i : X — Tx(X) Uinclusion de X dans Tx(X). Soit une X-algébre A.

Pour toute affectation aff : X — A, il exviste un unique morphisme d’algébres
aff : Ts(X) — A tel que aff oi = aff.

Une équation est tout simplement composée d’un ensemble de variables et de
deux termes.

Définition 1.9 (X-équation) Soit une signature ¥ = (5,2, w) et un ensemble de
variables X sur X. Une X-équation sur X de sorte s est un triplet (X, #1,%2) ou ¢
et to sont des éléments de Tx(X)s.

En LPGTI'une signature peut étre accompagnée d’un ensemble d’équations. Toutes
ces équations ont le méme ensemble de variablesI'qui sont introduites une seule fois
par le mot clé variables. Ensuitel'les ¥-équations (X, t1,t2) sont introduites par
le mot clé equations et notées t; == to.

Définition 1.10 (Algebre satisfaisant une équationl'¥- E-algebre)

Soit une signature ¥ = (S5, Q,w). On dit qu'une X-algeébre A satisfait une équation
(X, t1,t2) si et seulement si pour toute affectation aff : X — ATaff (t1) = aff (t2).
Etant donné un ensemble d’équations E sur XI'une X-F-algébre est une X-algebre
qui satisfait toutes les équations de F.

Définition 1.11 (Fermeture sémantique d’un ensemble d’équations)
Soit une signature ¥ et un ensemble d’équations E. La fermeture sémantique E de
E est 'ensemble des équations sur X qui sont satisfaites par toute X-E-algebre.

Définition 1.12 (Extension aux termes d’un morphisme de signatures)

Soit deux signatures X = (S,Q,w) et X' = (5',Q, w')[ainsi qu’'un morphisme de
signatures m : ¥ — Y’. Soit un ensemble de variables X sur YT'dont les éléments
sont distincts des constantes de €.

La traduction de X par le morphisme de signatures m : ¥ — X' est le S’-ensemble
X# tel que pour toute sorte s’ de S'T

xir= U x.
)

s'=mS(s
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L’extension du morphisme de signatures m : ¥ — X’ est une famille indicée par
S d’applications m# = (ms# : Ty(X)s — TE/(X#)mS(s))ses. Pour toute sorte
s € STlapplication mf : Tg(X), — Ty (X#)mS(s) est définie inductivement sur la
structure des éléments de Tx(X), de la fagon suivante.

o VzeX, mi(z)=2x (mEXis(s));

o Yw:sy,S2,...8, > 8, Vi, €Tx(X)s, (i =1,...,n)T
mf(w(tlat% s 7tn)) = mQ(w)(mﬁ (tl)amﬁ (tZ)a s 7m?‘?z (tn))

Etant donné un terme ¢ € T (X ) I'm#(t) = mZ () est appelé traduction de t par m.

Exemple 1.3 Considérons le morphisme de signatures m : Xy — Y nq et le terme
l+x de Tx,,(X). La traduction du terme 1%z sur X par m est le terme sur X g

m# (1« z) =m# (1) + m¥(z) =0+ .

Définition 1.13 (Traduction d’une équation par un morphisme de signatures)
Soit deux signatures ¥ = (5,2, w) et X' = (5, Q', @')lainsi qu’un morphisme de si-
gnatures m : ¥ — ¥'. Soit une équation (X, t1,t2) sur 2. La traduction de I'équation
(X, t1,ts) par le morphisme de signatures m est Péquation (X#, m#(t;), m#(ty)) sur
la signature Y'.

Exemple 1.4 Considérons par exemple I’équation ({z}, 1xz, z) sur la signature X ;.
La traduction de cette équation par le morphisme de signatures m : ¥, — X g est
Iéquation ({z},0 + z,z) sur Xyg.

1.2 Spécifications

Dans ce paragraphel'nous présentons les spécifications algébriques’qui consistent
en une signature et un ensemble de formules. Dans I’exemple des anneaux développé
dans ce chapitrel'les formules que nous considérons sont uniquement des équations.
Pour cette raisonl'nous nous contentons de définir des spécifications équationnelles.
Nous verrons en section 1.7 que cette hypotheése peut étre affaiblie en se plagant
dans le cadre général des institutions.

Définition 1.14 (Spécification équationnelle) Une spécification équationnelle est
un couple (X, E)l'out ¥ est une signature et F est un ensemble de ¥-équations.

Définition 1.15 (Morphisme de spécifications)  Un morphisme de spécifications
entre deux spécifications (X, E) et (X', E) est un morphisme de signatures m : 3 —
¥/ tel que pour toute équation e € ET'm? (e) € E'. Rappelons que

e m#(e) est la traduction de I'équation e par le morphisme de signatures m ;

o E' est la fermeture sémantique de E'T'¢’est-a-dire I’ensemble des équations sur
¥ qui sont satisfaites dans toute X'-E’-algebre.
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Une autre facon de définir un morphisme de spécifications est d’imposer que la
traduction par m# de toute équation de E appartienne a la théorie équationnelle
de E'T'c’est-a-dire peut étre déduite des équations de E' par déduction en logique
équationnelle. 1l s’agit d’une définition plus syntazique de la notion de spécification.
Nous avons choisi de suivre la définition donnée pour les institutions par J. Goguen et
R. Burstall dans [GB90]. Dans le cadre des spécifications algébriques équationnellesI’
les deux définitions sont équivalentes puisque le systéme de déduction équationnel
est complet. En effetl’une équation e est satisfaite dans toute X-F-algebre si et
seulement si on peut déduire e des équations de E par raisonnement équationnel.

On a une catégorie des spécifications équationnellesI'notée Specl'dont les objets
sont les spécifications (équationnelles) et les fleches sont les morphismes de spécifi-
cations.

Exemple 1.5

e La spécification la plus simple est la spécification vide (X4, &)I'construite sur
la signature vide Yz I'et dont I’ensemble des équations est vide. Cette spécifica-
tion est initiale dans la catégorie des spécificationsl'car pour toute spécification
Splil existe un unique morphisme de spécifications de la spécification vide vers
Sp.

e Voici un exemple de spécification des entiers écrit en LPG::

type Nat
sorts nat
operators 0 : -> nat

succ : mnat -> nat

+ : mnat, nat -> nat
variables x, y : nat
equations 0 + y ==y

s(x) +y==s(x+7y)

Le langage LPG permet de spécifier & la fois des typesl'comme le type Nat['qui
ont pour interprétation une algebre initiale (ou pour les types génériques une algebre
libre)Tet des propriétésI'qui ont pour interprétation une classe d’algébres satisfaisant
les équations de la spécification. On peut consulter [Rey87] pour avoir une descrip-
tion plus détaillée de la sémantique de LPG. Dans 'exemple développé icil'nous
utiliserons uniquement les propriétésI'sans importation de typel'ce qui signifie qu'un
modéle ou une interprétation d’une spécification est tout simplement une algebre
qui satisfait les équations de la spécification. Le langage LPG permet également
de déclarer des morphismes de spécifications. Un morphisme d’une spécification
Sp vers une spécification Sp’ est défini au moment de la déclaration du codomaine
Sp’ par une instruction commencant par le mot clé satisfies ou par le mot clé
inherits. Le langage LPG permet également de considérer les compositions des
morphismes de spécifications déclarés. Les regles de composition de ces morphismes
et leur sémantique associée ont été décrits dans [BO95].
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Nous allons maintenant présenter les spécifications équationnelles et les mor-
phismes de spécifications qui nous permettront de définir plusieurs spécifications
modulaires des anneaux. Rappelons qu'un ensemble AI'muni de deux opérations
binaires + et * est un anneau si et seulement si A muni de 'opération + est un
groupe commutatifl’ A muni de 'opération * est un monoidel'et 'opération * est
distributive par rapport a 'opération +.

Nous commencons par définir deux spécifications S et B qui comportent unique-
ment une signature et aucune équation. La spécification S contient une sorte unique
s. Un modele de S est donc un ensemble quelconque.

property UNE-SORTE
sorts s

S =

La spécification B contient une sorte s et un opérateur binaire op. Un modele de
B consiste donc en un ensemble muni d’une opération binaire. Nous avons également
spécifié un morphisme de spécifications s : S — B par la proposition satisfies
UNE-SORTE[s] dans B. Le morphisme de spécifications s associe la sorte s de S a
la sorte s de B.

property  OP-BIN

sorts s

operators op : S, s => s
satisfies UNE-SORTE[s]

Nous définissons maintenant une spécification M pour les monoides. La signa-
ture de la spécification M comporte une sorte sI'une opération binaire *I'et une
constante 1. La spécification M comporte également trois équations qui indiquent
que 1 est élément neutre pour *I'et que * est associative. Un modele de M est
donc un ensemble muni d’une opération binaire associative et d’un élément neutre.
Il s’agit donc bien d’'un monoide.

Nous avons également un morphisme de spécifications b : B — M. Le mor-
phisme b associe a la sorte s de B la sorte s de M et a l'opérateur op de B
Popérateur * de M. Ce morphisme de signatures est bien un morphisme de spé-
cificationsI" puisque la spécification de 'opérateur binaire B ne comporte aucune
équation.

property  MONOIDE

sorts s
operators * : s, s -> 8
1: ->s
M =| variables x, y, z : s
equations 1 * x == x
x * 1 ==x

(x *y) *z==xx* (y * 2)
satisfies OP-BIN[s,*]
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Pour obtenir un groupe commutatifl'nous devons ajouter une opération inverse
ilet la commutativité de 'opérateur binaire. Cela nous donne la spécification G.

property  GROUPE-COMM

sorts s

operators + : s, s -> s
0: ->s

G = i: s ->s

variables x, y : 8

equations x +y ==y + x
i(x) + x ==

inherits MONOIDE[s,+,0]

Nous spécifions également un morphisme de signatures de la signature de M vers
la signature de GI'm : ¥y — Yg['par la proposition inherits MONOIDE[s,+,0].
Ce morphisme de signatures associe la sorte s de M a la sorte s de GI'l'opérateur
* de M a lopérateur + de GT'et la constante 1 de M & la constante 0 de G. Le
mot clé inherits signifie que I’'on “recopie” les équations de la spécification M dans
la spécification G via le morphisme de signatures m#. Autrement ditI'G contient
implicitement les équations

variables x, y, z : 8

equations 0 + x == x
x +0==x
x+y)+z=x+(y+ 2)

Par conséquentI'le morphisme de signatures m : ¥ — Xg est un morphisme de
spécifications m : M — G.

Enfinl'la propriété D spécifie deux opérateurs + et * tels que * est distributif par
rapport a +l'ainsi que deux morphismes de spécifications m,,m, : B — D.

property  DISTRIBUTIVITE

sorts S
D_ operators +, * : s, s -> s
variables x, y, z : 8
equations x * (y + z) == (x * y) + (x * z)

satisfies OP-BIN[s,+], OP-BIN[s,*]

Les deux morphismes m,,m, : B — D sont définis par:
m(s)
m4(op) =

my(s)

ms(op) =

* 0 + W

FinalementI'pour résumerl'nous avons déclaré cinq spécifications STBIMT'GT DT
et cinq morphismes de spécifications s['bI'mI'm_ I'm,. Nous pouvons évidemment
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considérer également les morphismes de spécifications identités idgl'idpl'idyMidg
et idp sur ces cing spécificationsI’ainsi que toutes les compositions possibles pour
les morphismes de spécifications. On vérifie facilement que ’on obtient ainsi quinze
morphismes de spécifications différents. Autrement ditI'nous considérons une caté-
gorie de spécificationsl'appelée Cyl'qui comporte ces cinq spécifications et ces quinze
morphismes de spécifications.

Squelette de la catégorie Cy

Nous avons défini les spécifications équationnellesI’qui forment une catégorie Specl’
ainsi qu’une sous-catégorie finie Cy de Specl'que nous appellerons catégorie des spéci-
fications de base. La catégorie Cy représente I'’ensemble des spécifications disponibles
en bibliotheque. Nous nous intéressons ensuite uniquement aux spécifications que
I’on peut construire en assemblant des spécifications de base.

1.3 Composition de spécifications en LPG

Une spécification modulaire est soit une spécification de basel'soit une spéci-
fication obtenue par un assemblage de plusieurs spécifications modulaires. Nous
parlerons de composition de spécifications pour décrire I'assemblage de plusieurs
spécifications permettant de construire une spécification plus complexe.

La composition de spécifications en LPG est réalisée par ce qu’on appelle une
combinaison de spécifications. Pour réaliser cette opérationlil faut définir une signa-
ture — la signature de la spécification résultat — et des morphismes de spécifications
des spécifications combinées vers la spécification résultat.

Nous pouvons par exemple écrire une spécification des anneaux en combinant les
propriétés MONOIDEI'DISTRIBUTIVITE et GROUP-COMM de la facon suivante.

property  ANNEAU

sorts s
operators +, * : S, s -> s
0,1 : ->s
Al = .’
i: 8 ->8

combines MONOIDE[s,*,1],
DISTRIBUTIVITE[s,+,*],
GROUPE-COMM[s,+,0,1i]
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SémantiquementI'cette combinaison signifie que chaque fois qu’on a un modele de
MONOIDET'un modele de DISTRIBUTIVITE et un modéle de GROUPE-COMMItels que ces
trois modéles ont la méme interprétation pour la sorte s, que 'opérateur du monoide
est le second opérateur de la distributivité et 'opérateur du groupe commutatif est
le premier opérateur de la distributivitél’ alors on a un modele de la spécification
ANNEAU. Ces partages de sorte et d’opérateurs sont évidemment cruciaux. Il ne suffit
pas d’avoir un monoidel'un groupe commutatif et deux opérateurs distributifs I'un
par rapport a I’autre pour avoir un anneau. Par exemplel'si nous avions écrit

combines ... DISTRIBUTIVITE[s,x*,+]
a la place de
combines ... DISTRIBUTIVITE[s,+,*]

nous n’aurions pas spécifié un anneau. (La multiplication est distributive par rapport
a l’additionI'et non inverse.)

En LPGIles partages entre spécificationsI'en particulier lors de la construction de
combinaisons de propriétésI'sont exprimés de facon “implicite” 'par des morphismes
de spécifications. En pratiquel’on voit que la sorte s est partagée par les trois
spécifications par 'apparition de s dans la définition des trois morphismes.

combines MONOIDE[s,*,1],
DISTRIBUTIVITE[s,+,*],
GROUPE-COMM[s,+,0,1]

Dans notre travaill'ces partages effectués lors de la composition des spécifications
sont exprimés par des colimites de diagrammes. La colimite est un concept de théorie
des catégories qui sera présenté dans le chapitre 2. Cette construction permetI'en
particulier dans le cadre des spécifications algébriquesI'de modéliser I’assemblage de
plusieurs objets en rendant explicites certains partages entre ces objets.

Dans I'exemple ci-dessusl'la spécification modulaire A; correspond & la colimite
du diagramme §;.

mobos m4

B e o G
mob
\_ J
o1

Voici I'interprétation intuitive de ce diagramme:
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e Les trois nceuds étiquetés par les spécifications MI'D et GI'qui apparaissent
comme des puits du graphe (aucun arc n’a pour source un nceud étiqueté par
MTD ou G) sont les spécifications que ’on assemble.

e Les trois nceuds étiquetés par BI'S et B indiquent les partages.

— La sorte s est partagée par les trois spécifications MI'D et G. Ce partage
est modélisé par les morphismes bos : S — MI'myos : S — D et
mobos: S — G.

— L’opérateur binaire * est partagé par les spécifications M et D. Ce par-
tage est modélisé par les morphismes b: B — M et m, : B — D.

— L’opérateur binaire + est partagé par les spécifications G et D. Ce partage
est modélisé par les morphismes mob: B — G et my : B — D.

Par la suitel'nous privilégions une construction particuliere de colimite: la somme
amalgamée. La somme amalgamée correspond a la colimite d’un diagramme 7 qui
ne comporte que trois spécifications SpoI'Spp et SpcI'liées par deux morphismes
de spécifications f : Spqs — Spp et g: Spa — Spc.

4 ™
e Spp

Spa e

* Spc

e

La colimite de ce diagramme correspond & la composition des spécifications Spp et
Spc ou les partages entre ces deux spécifications sont indiqués par les deux mor-
phismes f et g.

1.4 Sommes amalgamées

Dans cette sectionl'nous définissons la somme amalgamée de deux ensemblesI'puis
de deux signatureslet enfin de deux spécifications. Autrement ditI'nous présentons la
somme amalgamée dans trois catégories particulieres: Set (catégorie des ensembles)I’
Sig (catégorie des signatures) et Spec (catégorie des spécifications). La définition
générale sera revue dans le chapitre 2.
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1.4.1 Somme amalgamée de deux ensembles

Considérons trois ensembles AI'BI'et CTainsi que deux applications f : A - B
et g: A — C. IntuitivementI'faire la somme amalgamée de B et C par rapport & f
et g consiste & faire I'union disjointe de B et C et a fusionner les éléments qui sont
images par f et g d’'un méme élément a de A.
Plus formellementI'on peut définir la somme disjointe de B et C' par ’ensemble

B+C=({1}xB)U{2} x O).

Il y a évidemment un choix de codage dans cette définition. L’idée est de faire la
réunion des deux ensembles B et C' aprés avoir renommé les éléments communs
aux deux ensembles. Nous avons également deux applications 77 : B — B + C et
i2 : C — B+ C définies par

ZlB—>B+C ZQC—>B+C
b — (1,b) c — (2,0

Puis on définit une relation R sur ’ensemble B + C':
R ={((1, f(a)),(2,9(a))) ; Yae€ A}.

On consideére ensuite la relation d’équivalence R engendrée par R et I’ensemble
quotient P = (B + C)/R. On a une application de projection p : B +C — PI'qui &
tout élément de B + C associe sa classe d’équivalence modulo R.

/ &,(P)
p

+C P

&2 (P)

Notations

e L’ensemble P est noté push (A, B, C, f,g).

e L’application poi; : B — P est notée &1(A, B,C, f,g).

e L’application poiy : C'— P est notée &s(A, B,C, f,g).

e Pour alléger un peu les notationsI'si P = push (A, B, C, f,g)I'nous écrirons

— &1(P) a la place de &1(A, B,C, f,9);
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— &(P) ala place de &2(A, B,C, f,g).

Définition 1.16 (Somme amalgamée dans Set)
La somme amalgamée de B et C' par rapport & f et g est le triplet

(pUSh (A7B7 07 f’g)7&1(A7B7 C? f’g)7&2(A7B7 07 f’g))'

Par abus de langagel' 'ensemble push (A4, B,C, f,g) sera également appelé somme
amalgamée. Il ne faut pas oublier qu’en réalité les deux applications & (4, B, C, f, g)
et &(A, B,C, f,g) font partie de la définition d’une somme amalgamée.

Nous formulons maintenant la propriété générale des sommes amalgamées en
théorie des catégories. Nous reverrons cette propriété dans le chapitre 2.

Propriété 1.1 (Propriété caractéristique des sommes amalgamées)
Une somme amalgamée

(,DUSh(A,B,C,f,g),&l(A,B,C,f,g),&Q(A,B,C,f,g))
satisfait les propriétés suivantes.
1. &I(AaBacafag) Of = &Z(AaBacafag) °gy

2. pour tout objet D et fleches f': B — D, g’ : C — D telles que f'o f = ¢ og,
il existe une fleche unique u : push (A, B,C, f,g) — D telle que

Uo&l(AaBaOafag) :fl
UO&2(A7B707fag) :gl'

f/

e
\&

N
Q\
IS

Dans la catégorie des ensembles SetI'les objets sont les ensemblesl'et les fleches sont
les applications entre deux ensembles. La propriété 1.1 se reformule donc de la fagon
suivante :
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L. &I(AaBacafag) o f = &2(A7B707fag) °g
(Il s’agit d’une égalité entre deux applications de A vers push (A, B,C, f,g).)

2. Pour tout ensemble D et applications f' : B — DI'g' : C — D telles que
f'o f = g'oglil existe une application unique u : push (A4, B, C, f,g) — D telle
que

uo&l(A,B,C,f,g) = f’
{u 0&9(A,B,C,f,9) =4

Exemple 1.6 Soit A = {a1,a2}'B = {z,y,z} et C = {z}.
Soit f = {(alam)a (aQ,y)} et g = {(alam)a (GQ,QJ)}-

B+C={(1,z),(1,y),(L,z
P = push (Aanvang) :{{(1 z),

&1 (P)(z) = &1 (P)(
&1(P)(z) = {(1,2)}
&2(P)(£E) = {(1,LE), (Ly)v (Q,I)}

Remarque 1.2 Nous avons en réalité défini ici un codage de la somme amalgamée
pour les ensembles. Dans la théorie des catégoriesI'la somme amalgamée est défi-
nie & un isomorphisme pres. Dans I’exemple 1.6I'en prenant pour P un ensemble
quelconque a deux élémentsI'la propriété 1.1 est encore vérifiée.
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1.4.2 Somme amalgamée de deux signatures

Nous définissons la somme amalgamée de deux signatures & partir de la définition
de la somme amalgamée de deux ensembles. Soit trois signatures

Y4 =(54,04,m4)
EB — (SBagBawB)
ZC: (SC,QC,’WC)

et deux morphismes de signatures

F=%7% 84— 5B

9=1(9°9"):%a = Zc.
On définit la signature Xp = (Sp, Qp, wp)'somme amalgamée des signatures X.p et
Yl¢ par rapport aux morphismes f : 34 — Xp et g: X4 — 3¢ de la fagon suivante.

L’ensemble Sp est la somme amalgamée des ensembles Sp et Sc par rapport & f°
et ¢°. Autrement ditT’

Sp = pUSh (SA, SB, SCa fS7gS)‘

L’ensemble Qp est la somme amalgamée des ensembles Qp et Q¢ par rapport a f*
et ¢°*. Autrement ditD’

Qp = push (4,28, f7,9").
Il reste & définir wp : Qp — Sli pour obtenir la signature X p. On a l'égalité
&1 (Sp)T owp o f = &y(Sp)T o we o g™
En effetI’

&:1(Sp)T owp o [
= & (Sp)Tof5Towy (f:%X4 — Lp morphisme de signatures)
= (&1(Sp)o f9)tows (_F foncteur)
= (&(Sp)og®)towy (propriété des sommes amalgamées)
= &(Sp)tog°tow, (. foncteur)
&(Sp)towcog?  (¢9:¥a — B¢ morphisme de signatures)

doncl'comme Qp = push (Q4, 25, e, £, ¢?) et d’apres la propriété caractéristique
des sommes amalgaméesl'il existe une unique application wp : Qp — SI"; telle que

ZUPO&l(QP):&l(Sp)+OwB (1)
wPO&Q(QP) :&Q(SP)+OZUC (2)

On pose
push (X4,%X5,%¢, f,9) = Xp;
&1(Xp) = &1(X4, 3B, 20, f,9) = (&1(SP), &1(2p)) ;
&3(Xp) = &2(¥4, 88,2, f,9) = (&2(Sp), &2(2p)).

D’apres les égalités (1) et (2) ci-dessusI'& (X p) et &2(3p) sont bien des morphismes
de signatures.
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Théoreme 1.2 Le triplet

(pUSh (EAa237203fag)7&1(2147233207.](79)? &Q(EAaEBaECafag))

est une somme amalgamée dans la catégorie des signatures Sig.

Preuve. On vérifie facilement que la propriété 1.1 est satisfaite. O

Exemple 1.7 Considérons les signatures g’y et X correspondant respective-
ment aux spécifications ST'M et G (propriétés UNE_SORTEI'MONOIDE et GROUPE_COMM).
Nous avons également deux morphismes de signatures bos: Xg — >3y et mobos:
Ys — 2qa.

Une somme amalgamée de X, et X par rapport a bos et mobo s est la signature
Y p suivante:

sorts
operators , ¥ : 8, 8 -> s
->'s

s => s

H O + W
(=Y

On doit fusionner la sorte s de X, avec la sorte s de ¥¢. Remarquons que nous
n’avons pas été obligés de renommer certaines sortes ou opérateurs. En effetl'les
deux sortes & fusionner ont le méme nom dans les deux signatures s et Yglet les
opérateurs que ’on doit distinguer ont des noms distincts dans les deux signatures.
Finalement comme la signature partagée Xg est 1'intersection des signatures Xy, et
Y.glet comme les deux morphismes de signatures sont les inclusions correspondantesl’
la somme amalgamée Xp est la réunion de X et Xg.

1.4.3 Somme amalgamée de deux spécifications

On définit la somme amalgamée de deux spécifications de facon similaire: la
signature de la spécification résultat est la somme amalgamée des signaturesl' et
P’ensemble des équations de la spécification résultat est “I’union” (apres traduction)
des équations des deux spécifications.

Soit trois spécifications
Spa = (X4, Ea)
Spp = (¥, EB)
Spc = (Xc, Ec)

et deux morphismes de spécifications

f:Spa— Spr
g:Spas — Spc.

On définit la spécification Spp = (X p, Ep) somme amalgamée des spécifications Spp
et Spc par rapport aux morphismes de spécifications f et g de la fagcon suivante.
La signature Xp est la somme amalgamée des signatures:

Yp=push(24,28,%¢, f,9).
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On note
&1 (Zp) = &1(2a,28,2¢, f,9);
&Z(EP) = &Z(ZAazBazcafag)‘

IntuitivementI’ Ep contient les équations de Eg et de Ec. Comme les équations
de Ep et de E¢ sont respectivement des équations sur les signatures g et Ycl'on
les traduit respectivement par les morphismes de signatures &;(Xp) : ¥p — Xp et
&2(Xp) : ¥¢ — Xp. On pose donc

Ep = {(X#,&1(Sp)* (), &1 (Zp)* (1)) ; V(X,t,t') € Ep}
U {(X#, &(Sp)# (1), &2(Zp)*(¥)) ; V(X,t, 1) € Ec}.

Remarque 1.3 Les équations présentes dans E4 ne jouent pas directement de role.
En effetI'elles sont déja “contenues” dans Ep et E¢ puisque f et g sont des mor-
phismes de spécifications.

Lemme 1.1 Les morphismes de signatures

&1(21)) :Xg — 2p
&Z(EP) : EC — EP

sont des morphismes de spécifications.

Preuve. C’est évidentI'par définition de Ep. a
On pose

&1 (Spp) = &1(Spa, Sps, Spc, f,9) = &1(¥4,2B,%c, f,9) : SpB — Spp;
&3(Spp) = &2(Spa, Sps, Spc, f,9) = &2(¥4, 2B, %c, f,9) : Spc — Spp.

Théoreme 1.3 Le triplet

(push (Spa, Sps,Spc, f,9), & (Spa, Sps, Spc, f,9), &2(Spa, Spr, Spc, [, g))

est une somme amalgamée dans la catégorie des spécifications Spec.

Preuve. On vérifie facilement que la propriété 1.1 est satisfaite. a

Exemple 1.8 Pour poursuivre 'exemple 1.7Ton fait la somme amalgamée des spé-
cifications M et G par rapport aux morphismes de spécifications bos : S — M et
mobos: S — G. Cela nous donne la spécification P suivante:

P =push(S,M,G,bos,mobos).
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Détaillons le contenu de la spécification P.

property
sorts
operators

variables
equations

PSEUDO_ANNEAU

s

+, ¥ : s, 8-> s

0, 1 -> s

i: s ->s

X, y, 2 : S

1 % x ==x

x x 1 ==x

(x *y) *z==x % (y * 2)
0 +x==x

x+ 0 ==x

(x+y) +z==x+(y + 2)
X +ty=y+x

i(x) + x ==

Nous avons appelé cette spécification PSEUDO_ANNEAU car il s’agit d’une spécification
des anneaux sans distributivité entre les opérateurs * et +.

1.4.4 Syntaxe abstraite pour les constructions modulaires

Nous récapitulons la syntaxe abstraite qui nous permet de représenter des cons-
tructions modulaires. Les deux constructions autorisées sont la spécification vide et
la somme amalgamée de deux spécifications. En effetI'ces deux seules constructions
permettent de simuler la construction de toute colimite finie.

e La spécification vide (X4, @) est notée O.

L’unique morphisme de spécifications de @ vers une spécification quelconque
Sp est noté jg, : @ — Sp.

e Etant donné trois spécifications SpsI'Spgl'Spc et deux morphismes de spéci-
fications f : Spa — Spp et g : Spa — Spcl'la somme amalgamée de Spp et
Spc par rapport a f et g est donnée par une spécification

pUSh (SpA7 Sp37 Sp07 f7 g)

et deux morphismes de spécifications

{&1(SPA, Spg, Spc, f,9) : Spp — push (Spa, Sps, Spc, f,9)
&2(SpA7 Sp37 Sp07 f7g) : Spc — pUSh (SpAa SpBa Sp07 fa g)

De plusIétant donné une spécification Spp et deux fleches f' : Spp — Spp et
g : Spc — Spp telles que f'o f = ¢’ o gI''unique morphisme de spécifications

u : push (Spa, Spg, Spc, f,9) = Spp



1.4. SOMMES AMALGAMEES 43

tel que
Uo&l(AaBaOafag) :f,
UO&Z(A7B707f7g) :gl

est notée up(A7B707D7f797 flagl) : pUSh (SpAaspBaspChfag) — SpD

1.4.5 Somme disjointe de deux spécifications

Il est possible de coder la somme disjointe de deux spécifications en utilisant la
spécification vide et une somme amalgamée. Soit deux spécifications Sps et Spp.
La somme disjointe de Sp4 et Spp est la somme amalgamée de Sp4 et Spp par

rapport a Jg, , et jg, -
Spa + Spp = push (O, Spa, SpB,jsp,>isps)

De plusl'les deux injections de Sp4 vers Spa + Spp et de Spp vers Sp4 + Spp sont
les deux fleches

&1(®7SpAaspBajSpA7jSpB) 1 Spa — Spa + SpB;
&2(D, Spa, SPB;isp,rsps) : SPB — Spa + Spp.

Exemple 1.9 Considérons par exemple la somme disjointe By de deux opérateurs
binaires.

B2 = PUSh (03 Ba BajBajB)

Cette somme amalgamée correspond a la propriété LPG suivante

property DEUX_OP_BIN

sorts sl, s2

operators opl : s1 -> sl
op2 : 82 -> 82

By =

Les deux morphismes de spécifications & (B2) : B — By et &9(B3) : B — By sont
définis par

&1(32)(8) = s1;

&1(B2)(op) = opi;
&3(Ba)(s) = s2;
&2(B2)(op) = op2.

Nous avons deux morphismes de spécifications m, : B — D et my : B — D. Ces
deux morphismes vérifient 1'égalité m, o jp = my o jp car @ est initial dans la
catégorie Spec. Par conséquentl'il existe un unique morphisme de spécifications

U2 = up(®7B7B7D7jBaijm*7m+) : BQ =D

tel que
{’U,Q o &1(32) =m
U9 © &2(B2) =m4.

Le morphisme de spécifications us : By — D est défini par
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ug(sl) = s;
us(s2) = s;
uz(opl) = *;
uz(op2) = +

B

. Mg
IB
&;;;;;\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\*
o By = D
&9(Bs)
jB my
B

1.5 Spécifications modulaires d’anneaux

Nous avons vu en section 1.3 un exemple de spécification modulaire des anneauxD’
en combinant les trois spécifications MT'G et D. On peut coder cette combinaison
en utilisant deux sommes amalgamées successives. Par exemplel'on peut commencer
par combiner M et DI'puis combiner le résultat avec G.

property  MONOIDE-DISTRIBUTIF

sorts S
operators +, * : s, 8 —> 8
Mp =| °P ’ ’
1: ->s

combines MONOIDE[s,*,1],
DISTRIBUTIVITE[s,+,*]

property  ANNEAU2

sorts S
operators +, ¥ : s, 8§ -> S
Ay = 0, 1 : ->s
i: s ->s

combines MONOIDE-DISTRIBUTIF [s,+,*,1],
GROUPE-COMM[s,+,0,1]

La combinaison des spécifications M et D peut étre exprimée a ’aide d’une
somme amalgaméel'en partageant l'opérateur binaire * de M avec 'opérateur * de
D. La spécification modulaire MD peut donc étre exprimée de la facon suivante:



1.5. SPECIFICATIONS MODULAIRES D’ANNEAUX 45

MD = push (B,M,D,b,m,)

M
/ &, (MD)
B MD
M AMD)
D

On peut remarquer que dans cette expressionl'il est nécessaire d’avoir exprimé la
spécification B pour l'opérateur binaire partagél’alors qu’en LPGI cette spécifica-
tion partagée reste implicite. En effetT’on n’a pas fait référence 4 OP-BIN dans la
spécification MONOIDE-DISTRIBUTIF.

On peut ensuite exprimer A comme la somme amalgamée de MD et G en
partageant l'opérateur binaire + de MD avec 'opérateur binaire + de G.

As = push (B, MD,G,&5(MD) omy,mob)

M
/ \&\1(MD)
B MD
&1 (As)
m. %, (MD)
D Ay
v
B 2> (A)
m\ON

G

On peut effectuer ces deux combinaisons successives différemmentl’en combinant
d’abord les spécifications G et D (en partageant opérateur +)I'puis en ajoutant la
spécification M (en partageant 'opérateur *). Cela donne la spécification AY.
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DG = push (B,D,G,m4,mob)

/\
N

A, = push (B, M, DG, b, & (DG) o m)

\

\DG/A
N A

(DG)

D@G)

7\/\

On peut maintenant se poser la question suivante:
Avons-nous bien obtenu une spécification des anneaux ?

Dans ce cas particulierl'on peut s’en convaincre assez facilementI'en connaissant une
définition indépendante des anneaux. Icil'on va s’intéresser & la question plus facile:

Est-ce que les spécifications Ay et AL sont équivalentes ?

Pour répondre & cette questionl'il est inutile d’avoir une définition indépendante
des anneaux. On cherche simplement & savoir si les deux spécifications modulaires
sont isomorphes. Icil'il est facile de voir que Ay et AY, sont bien isomorphes. Intui-
tivementI'les deux constructions sont équivalentes parce que 'opération de somme
amalgamée est “associative” (dans un sens qui resterait & définir formellement). En
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faitI'les deux constructions A et Al sont un codage par des sommes amalgamées
de la colimite du méme diagramme (52 suivant.

\mOb

* @
—  /

02

Mais des cas plus complexes peuvent se produirel comme le montre I’exemple suivant.
Nous commencons par spécifier un pseudo-anneaul’c’est-a-dire un anneau sans la
propriété de distributivité. On peut faire cela par exemple avec le terme PI'ou avec
le terme P’.

P =push(S,M,G,bos,mobos)
Ql = pUSh (573737378)

QQ = pUSh (BaMa Qlabv&l(Ql))
P = PUSh (B7 Q27 G7&2(Q2) o &2(Q1)7m ° b)

M
N e
S P

m& &>(P) / (@)

&4 (P")
G X

En faitl' P et P’ sont deux spécifications isomorphes des pseudo-anneauxI'qui cor-
respondent & la colimite du diagramme @.
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4 ™
o M
bos
S e
mobos
° (¢
\_ J
o

Nous allons maintenant “ajouter la distributivité” a la spécification P. Pour celal’
nous considérons le morphisme de spécifications

up =up(Q,B,B,P,jg,j5, &1 (P)ob,&s(P)omob): By — P

Cette fleche existe car comme @ est initiall'&;(P)obojz = &9(P)omobojg.

M

% &1 (Bs)

() By P
k\ A{(Bz)
B &(P)
mk\
G

Nous avons vu en exemple 1.9 qu’il existe un morphisme de spécifications
Uz = Up(@,B,B,D,jB,jB,m*,m+) : BZ —D

On obtient alors une spécification Az des anneaux en faisant la somme amalgamée de
D et P par rapport a ug et u;. Cela revient & partager les deux opérateurs binaires
de P et D.

Az = push (327P7D7u17u2)
= push (push (9, B, B, jg,jg), P, D,
up (9, B, B, P,jp,jp, &1(P) o b,&2(P) omob),
up (@,B,BaDajBajBam*am-i-))
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EnfinI'voici une derniere spécification modulaire des anneauxI'en utilisant la spéci-
fication P’ des pseudo-anneaux & laquelle on ajoute la propriété de distributivité.

Ay = push (push (@, B, B,jg,ig), P', D,
up (®7B7B7P17jBajB7&1(Pl) © &2(Q2) ° &1(Q1)7
&1(P') 0 &2(Q2) © &2(Q1)),
up (®7B7B7D7jB7jB7m*7m+))

Les deux constructions modulaires d’anneaux As et A4 correspondent aux colimites
des diagrammes J3 et 4 ci-dessous.

4 N Y
M * M
7 i
v %
D S e D
B /m+ \S/m+
\mOb B \mOb
° G

- / \. J

03 04

En utilisant la définition de colimite en théorie des catégoriel'on peut vérifier que les
colimites des diagrammes §;'9,['d3 et d4 sont isomorphes. Cet isomorphisme vient
de I’égalité des morphismes de spécifications

M4 08 = 1My O S.

Cette égalité signifie que le fait que les deux opérateurs + et * opeérent sur le méme
ensemble est contenu dans la spécification D des opérateurs distributifs.

Nous verrons dans le chapitre 2 que dans la catégorie de diagrammes diagr(Co)I’
les diagrammes 01102103 et d4 sont isomorphes.
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1.6 Isomorphisme de construction

Nous venons de voir qu’il existe plusieurs manieres équivalentes de spécifier des
anneaux a partir d’une catégorie de spécifications de base donnée. Dans ce pa-
ragraphel'nous examinons quelques équivalences possibles entre deux spécifications.
FormellementI'deux spécifications sont équivalentes si elles sont isomorphes dans une
certaine catégorie de spécifications. Nous présentons les isomorphismes de construc-
tion['qui nous semblent présenter un intérét particulier dans I’étude des spécifications
modulaires.

Identité. Deux spécifications sont équivalentes si et seulement si celles-ci sont iden-
tiques. Il s’agit de la plus faible équivalence possiblel'qui n’est pas tres inté-
ressante.

Equivalence structurelle. Deux spécifications sont équivalentes si et seulement si
celles-ci ont été construites de la méme faconl'indépendamment de noms inter-
médiaires qui ont pu étre utilisés pendant la construction. Avec cette approchel’
on a la possibilité de nommer des spécifications modulaires intermédiaires et
de réutiliser ces noms par la suite. Cette équivalence n’est pas beaucoup plus
intéressante que l'identité.

Isomorphisme dans Spec. Deux spécifications sont isomorphes si et seulement si il
existe un isomorphisme entre ces deux spécifications dans la catégorie des spé-
cifications Spec. La difficulté ici est tout d’abord d’exhiber I'isomorphisme
entre les deux signaturesl'et surtout de vérifier qu’il s’agit bien d’un isomor-
phisme de spécifications. Avec la définition de morphisme de spécifications
donnée icil'il faut étre capable de savoir si une équation appartient a la ferme-
ture sémantique d’un ensemble d’équations. Ce n’est pas trivial puisqu’il faut
pouvoir dire si une équation est satisfaite par une classe d’algebres spécifiée
par un ensemble d’équations. On peut pour cela utiliser un systeme logiquel’
mais ce systeme n’est pas forcément complet. De plusI'méme si ’on dispose
d’un systeme de déduction completI'le probleme estI'en générall'uniquement
semi-décidable.

Isomorphisme de construction. Dans tout notre travaill'les isomorphismes que nous
considérons sont des isomorphismes de construction. Deux spécifications sont
isomorphes si on peut le prouver en utilisant les propriétés générales des coli-
mites. Il s’agit d’un isomorphisme dans la catégorie librement engendrée par
certaines colimites finies sur la catégorie des spécifications de base Cy. L’intérét
de cet isomorphisme réside d’une part dans le fait qu’il n’est pas trop générall’
parce qu’il reflete la construction de la spécification modulaire; et d’autre part
dans le fait qu’il est suffisamment général pour faire abstraction des étapes
particulieres choisies pour la construction modulaire. Ces isomorphismes de
construction ne dépendent pas de la définition effective des spécificationsI'mais
seulement de la maniere dont ces spécificationsI'liées par des morphismes de
spécificationsl’ sont combinées. En particulier]’ une modification “mineure”
dans la catégorie des spécifications de base ne remettra pas en cause des iso-
morphismes de construction. (Par “mineure” on entend ici que la modification
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ne change pas les égalités entre morphismes de spécifications de base exis-
tants). Par contrel'si deux spécifications de base sont isomorphes et que cet
isomorphisme ne fait pas partie de la catégorie des spécifications de basel'alors
celles-ci ne seront évidemment pas liées par un isomorphisme de construction.

1.7 Cadre général

Les spécifications que nous avons données au cours de ce chapitre sont des spé-
cifications équationnelles. En effetI'les seules formules utilisées sont des équations.
Il existe évidemment des spécifications plus généralesl’ par exemple des spécifica-
tions qui utilisent des clauses de Hornl'ou la logique du premier ordrel'ou encore les
spécifications avec contraintes.

Pour formaliser la notion de systéme logiquel'J. Goguen et R. Burstall ont pro-
posé les institutions [GB84I'GB90]. Ce formalisme permet de parler de facon abs-
traite des signaturesI'des formules sur une signaturel'des modeéles sur une signature
et de la notion de satisfaction d’une formule par un modele. L’intérét des institutions
est de fournir des résultats indépendants de la logique sous-jacente choisie.

Dans notre travaill'nous étudions la composition des spécifications pour former
des spécifications plus complexes a ’aide de colimites. Ce probléme est identique
qu’on se place par exemple dans le cadre des spécifications équationnellesI'ou des
spécifications avec clauses de Horn. En faitI'on peut raisonner indépendamment de
la logique sous-jacente en se placant dans le cadre général des institutions. La seule
propriété que nous exigeons est ’existence de colimites finies dans la catégorie des
spécifications.

1.7.1 Institutions
Rappelons d’abord la définition d’une institution [GBI0].

Définition 1.17 (Institution) Une institution consiste en

e une catégorie Sigl'dont les objets sont appelés signaturesl'et les fleches mor-
phismes de signatures;

e un foncteur Sen : Sig — Set qui associe & chaque signature un ensemble de
propositionsl'et & chaque morphisme de signatures une application entre deux
ensembles de propositions;

e un foncteur Mod : Sig — Cat°P qui associe & chaque signature une catégorie
de modélesl'et & chaque morphisme de signatures un foncteur contravariant ;

e pour tout objet X de Sigl'une relation |=5 entre les objets de Mod(X) et
les éléments de Sen(X)T"appelée relation de satisfactionI'telle que pour tout
morphisme de signatures m : ¥ — Y/'T'tout modeéle M’ objet de Mod(X')[et
toute équation e de Sen ()T

M’ =5y Sen(m)(e) — Mod(m)(M') |=x e. (4)
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Les spécifications équationnelles que nous avons utilisées dans ce chapitre forment
une institution.

e Sig est la catégorie des signatures définie en section 1.1.

e Sen associe & toute signature 3 ’ensemble des équations sur XI'et & tout mor-
phisme de signatures m : ¥ — X' I'application m# qui traduit les équations.

e Mod associe a toute signature X la catégorie des Y-algebres Alg(X)Tet a tout
morphisme de signatures m : ¥ — ' le foncteur d’oubli

Uy = Alg(X') — Alg().

Ce foncteur d’oubli permet de considérer toute X'-algébre comme une -
algebre.

e Soit une signature X:I'une X-algebre A et une équation e sur XTI’
A =y e — Dalgebre A satisfait 'équation e (cf. définition 1.10).
La propriété (i) est vérifiée car pour toute algebre A’ de Alg(X)T'
A Emfe) — Un(A) =e
(cf. par exemple [GBIOT'EM90]).

Définition 1.18 (Spécification) Une spécification est un couple (2, E) ou X est un
objet de Sigl'et E un sous-ensemble de Sen(X).

C’est ce que J. Goguen et R. Burstall appellent une X-présentation [GB90].

Définition 1.19 (Fermeture sémantique d’un ensemble de propositions)
Soit une signature ¥ et un ensemble de propositions £ C Sen(X). La fermeture
sémantique E C Sen(X) de E est définie par:

e € E si et seulement si pour tout modele M de Mod (X)['
Veoe E, M |:§; e = M |:§; e.
On dit que E est fermé si et seulement si £ = F.

Définition 1.20 (Morphisme de spécifications) Soit deux spécifications (X, F) et
(X', E"). Un morphisme de spécifications de (3, E) vers (X', E') est un morphisme
de signatures m : 3 — X'T'tel que

Ve € E, Sen(m)(e) € E'.

Les spécificationsI"avec les morphismes de spécificationsI'forment une catégoriel'no-
tée Spec.

Notre but est de composer les spécifications par des constructions de colimites.
Nous devons donc travailler dans une catégorie pour laquelle tout diagramme fini
a une colimitel'c’est-a-dire dans une catégorie finiment cocomplete. J. Goguen et
R. Burstall ont montré qu’il suffit que la catégorie des signatures ait des colimites
pour que la catégorie des spécifications associée ait des colimites.
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Théoréme 1.4 (/GBI0]) La catégorie Spec est finiment cocompléte si et seulement
st la catégorie associée de signatures Sig est finiment cocompléte.

Remarque 1.4 J. Goguen et R. Burstall ont montré ce résultat pour les théoriesl’
c’est-a-dire les spécifications (3, E) telles que F est fermé. On vérifie facilement
qu’on peut adapter leur démonstration dans le cas des spécifications.

Cela permet de déduire que la catégorie des spécifications algébriques équationnellesl”
la catégorie des spécifications du premier ordre ... etc. sont finiment cocompletes.

1.7.2 Terminologie et hypotheses
Hypotheéses

e Nous nous placons dans une institutionl'dans laquelle la catégorie des signa-
tures Sig est finiment cocomplete. Cela implique que la catégorie des spécifi-
cations associée Spec est finiment cocompléte.

e On considere une sous-catégorie finie Cy de Spec.

Terminologie
Rappelons brievement la terminologie employée.

Spécification et morphisme de spécifications. Une spécification et un morphisme de
spécifications sont respectivement un objet et une fleche de la catégorie Spec.

Spécification de base et morphisme de spécifications de base. On fixe une sous-caté-
gorie finie Cy de Spec. Les objets de Cy sont appelés spécifications de basel’
et les fleches de Cy morphismes de spécifications de base. IntuitivementI'cette
catégorie représente ’ensemble des spécifications et morphismes de spécifica-
tions “déclarés” par I'utilisateurl’qui forment une bibliothéque de spécifications
réutilisables.

Spécification modulaire et morphisme de spécifications modulaires. Une spécifica-
tion modulaire est soit une spécification de base soit une spécification cons-
truite a partir d’autres spécifications modulaires par certaines constructions de
colimites. Les morphismes de spécifications modulaires sont des morphismes
de spécifications également obtenus par des constructions de colimites.

Angles d’études

Nous nous intéressons a la composition des spécifications de base sous différents
angles :

Syntaze. Peut-on définir une syntaxel'c’est-a-dire un langage pour décrire des cons-
tructions modulaires 7 Dans le chapitre 3 nous proposons la construction d’une
catégorie Terme(Cy). Cette catégorie permet de représenter la construction des
spécifications modulaires & partir de spécifications de base en utilisant unique-
ment la spécification vide et des sommes amalgamées. Ce chapitre permet de
justifier formellement la syntaxe abstraite utilisée dans I'exemple des anneaux.
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Interprétation. Quel est le résultat de plusieurs constructions modulaires succes-
sives? Nous montrons dans le chapitre 4 que des constructions successives
de sommes amalgamées peuvent étre vue comme le calcul d'une seule coli-
mite. Nous montrons comment calculer le diagramme associé a un terme qui
représente une spécification modulaire. Dans ce chapitrel’une spécification
modulaire est vue de fagon plus abstraite comme la colimite d’un diagramme
sur Cyp.

Calcul. Peut-on détecter des isomorphismes de construction? Nous résolvons ce
probléme uniquement dans le cas simple ou la catégorie Cy est finie et ne com-
porte pas de cycle. Nous proposons un algorithme qui permetI'par exemplel’
de déduire que les spécifications A;I’A2'A3 et A4 des anneaux que nous avons
présentées dans ce chapitre sont équivalentes. Cet algorithme est présenté dans
le chapitre 5.



Chapitre 2

Graphes, catégories et
diagrammes

Le but de ce chapitre est de présenter les bases formelles de notre travaill'en
particulier les concepts de diagramme et de morphisme de diagrammesl issus de
la théorie des catégories. Pour cela nous avons besoin de quelques notions sur les
graphesI'présentées en section 2.1. Nous introduisons la définition des morphismes
généralisés de graphes. En section 2.2I'nous faisons quelques rappels de théorie des
catégories. La plupart des résultats sont tirés de [McL71] ou [MB70]. Sur ce sujetI’
il est également intéressant de consulter [BW90] qui introduit les concepts de base
de facon assez claire et élémentaire. En section 2.3I'nous présentons les notions de
diagramme et de morphisme de diagrammes.

La définition de morphisme de diagrammes que nous utilisonsI'bien qu’elle ne
soit pas nouvellel'est plus générale que celles présentées classiquement dans la litté-
rature informatique (cf. par exemple [TBG91]). Nous avons en effet besoin d’une
définition suffisamment générale pour “refléter” le maximum de fleches entre colimi-
tes de diagrammes par des morphismes entre les diagrammes correspondants. Nous
nous basons ensuite sur cette définition pour reformuler les notions classiques de
cone sur un diagramme et de colimite d’un diagramme.

Nous présentons deux catégories de diagrammes: DIAGR(C) et diagr(C). La
catégorie DTAGR/(C)T'qui est une généralisation de catégories de diagrammes utili-
sées en informatiquel'permetI’de facon pratiquel’de manipuler les morphismes de
diagrammes. La catégorie diagr(C)T'obtenue comme un quotient de DIAGR/(C) par
une relation de congruence sur les flecches de DIAGR(C)Iposseéde deux propriétés
théoriques importantes. D’une partI'diagr(C) est une catégorie finiment cocomplete
(théoreme 2.6). De plusI'diagr(C) est une complétion de la catégorie C par colimites
finies (théoreme 2.7).

2.1 Graphes

Définition 2.1 (Graphe) Un graphe a? est un ensemble de noeuds Neeud(a®)Tun
ensemble d’arcs Arc(a®)Tet deux fonctions Source, But : Arc(a®) — Neeud(a®). Si
a est un arc de source m et de but nl'on note a : m — n.



56 CHAPITRE 2. GRAPHES, CATEGORIES ET DIAGRAMMES

Un graphe est fini lorsque ’ensemble des noeuds et I’ensemble des arcs sont finis.

Définition 2.2 (Morphisme de graphes) Soit deux graphes a® et 4. Un mor-
phisme de graphes o® de a® vers B°T'noté 0® : a® — B®Test une application
qui & tout nceud n de a® associe un nceud o®(n) de B et & tout arc a : m — n de

a® associe un arc 0®(a) : 0®(m) — 0®(n) de B°.

Composition des morphismes de graphes. Soit trois graphes a®T 2T v®Tet deux

morphismes de graphes 0% : a® — % et 7® : 3% — 4®. La composition de o®

et 7% est le morphisme 7% 0 0% : a® — 4® qui associe & tout noeud n de a? le

nceud 7% (0®(n )) de v®Tet & tout arc a : m — n de a® associe 'arc 7% (0% (a)) :
72(0®(m)) = 7%(0®(n)). En résumél't® o 0® est défini de la facon suivante.
®00® a® — ’y‘I>
n = 7%(0%(n))

a:m—=n = 120%a0)): %0%(m)) = (% (n))

Définition 2.3 (Zigzag sur un graphe) Soit un graphe a®. Un zigzag Z sur o® est
un triplet (k, Zn, Z4) ou

e k est un entier naturell'appelé longueur du zigzag Z ;
e Zy est un (k + 1)-uplet (ng,ny,...,n) de nceuds de a®

e 7, est un k-uplet (ag,ai,...,ax_1) d’arcs de a®I'tel que pour tout entier
naturel ¢ tel que 0 <4 < k — 1I'a; est soit un arc de source n; et de but n; 1 I"
soit un arc de source n;4; et de but n;.

On appelle ng la source du zigzag ZT'et ng son but. On note Z : ng ~— ng.
Pour tout noeud n de a®Ton a un zigzag nul de longueur nulle noté 0,, : n ~ n.

Par la suite['pour plus de lisibilité['un zigzag Z : ng ~— nyj sera représenté de la
facon suivante:

ap a1 a2 ap—1
Z = ng—> Ny —Ng—ng---Np_1 — Ni.
On choisit une orientation arbitraire pour la représentation de chaque arc a;.

Etant donné un graphe a®Ton a un graphe Zigzag(a®)I'dont les nceuds sont les
nceuds de a®Tet les arcs les zigzags de a®.

A tout zigzag Z : ng ~— ny
ap ai a2 Qp—1
Z = ng —ny <— N2 <— N3 Nk—1 — Nk,
on peut associer un zigzag opposé Z : ny ~— ng
=3 ap—1 as al agp
Z = Np — Np_1---N3 — Ng —> N <— 1y

obtenu en “parcourant le zigzag dans lautre sens”. Plus formellementI'on définit
lopposé d’un zigzag de la fagon suivante.
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Définition 2.4 (Zigzag opposé) Soit un zigzag Z = (k, Zy, Z4) sur un graphe o*T
avec Zy = (ng,n1,...,ng) et Za = (ag,a1,...,ar_1). L'opposé du zigzag

7 ing ~— g

est le zigzag

Z iy~ mng = (k, ZN,ZY)
ou

o Z\ = (ng,nk—1,-..,n0);

o 7!y = (ak—1,...,a0).

Définition 2.5 (Morphisme généralisé de graphes) Soit deux graphes a® et 5®.
Un morphisme généralisé de graphes o® : a® ~— 3% entre les graphes a® et 5% est
un morphisme de graphes entre a® et Zigzag(3?).

Le morphisme généralisé de graphes o® associe donc & tout noeud n de a® un nceud
o®(n) de B®Tet & tout arc a : m — n de a® un zigzag 0®(a) : 0®(m) ~ o®(n) du
graphe 3.

Tout morphisme de graphes est donc un morphisme généraliséI'puisqu’un arc est un
cas particulier de zigzag.

Un morphisme généralisé associe donc a tout arc un zigzagl'en conservant les
sources et les buts. On peut étendre la définition d’un morphisme généralisé de
graphes 0% : a® ~— (% en associant & tout zigzag un zigzag. Il suffit pour cela de
“mettre les zigzags bout & bout”. Etant donné un zigzag Z : ng ~— ny

o agp a1 Gp—1
Z = ngé—mny—>ng---Np_1 — N,

on définit le zigzag 0®(Z) : 0®(ng) ~— o®(ny) par:

U@(ao) q>(

o®(Z) = o®(ng) <% & R

o (

P
a1 o Q. —
) ( 1)

¢(n2)---aq>(nk,1) ~— U‘I)(nk).

nl)

Cela permet de composer les morphismes généralisés. Soit trois graphes a®TF*Ty®T
et deux morphismes généralisés o® : a® ~— p*I'7® : 3% ~— 7®. Le morphisme

généralisé 7% o 0® est défini de la facon suivante.

Tq>00'¢. H a‘b — Y

n v

a:m—n — 120%a0)): %0%(m)) ~ 7% (6% (n))

2.2 Catégories, foncteurs ...

Dans cette partie['nous rappelons les définitions de catégoriel'foncteurl'transfor-
mation naturelle et adjonction. Ces définitions sont tirées de [McL71IT'MB70IBW90].
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2.2.1 Catégories
Définition 2.6 (Catégorie) Une catégorie C est définie de la fagon suivante.
e On a une classe d’objetsI'notés AT'BI'C ...

e Pour chaque couple d’objets (A, B)['on a un ensemble hom¢ (A, B) de fléchesl’
noté plus simplement hom(A, B) s’il n’y pas d’ambiguité sur la catégorie.
f € hom(A, B) est noté f: A — B.

A est appelé domaine de fTet B est appelé codomaine de f.
e Pour chaque triplet d’objets (A, B, C)T'on a une opération de composition

o : hom(B,C) x hom(A,B) — hom(A,C)
(9 f) = gof

e Pour tout objet Bl'on a une fleche idp : B — B.

e Pour tout objet BTI'la fleche idp est une identité:
Vf:A—- B, VYg:B—C,idpof=f et goidg=g.

e La composition est associative:
Vf:A— B, Vg: B—C,VYh:C — D, ho(gof)=(hog)o f.

Ezemples de catégories

e La catégorie des ensembles'notée Setl'dont les objets sont les ensemblesl'et
les fleches sont les applications entre deux ensembles.

e La catégorie des signatures'notée Sigl'dont les objets sont les signaturesl'et
les fleches sont les morphismes de signatures.

e La catégorie des spécificationsI'notée Specl'dont les objets sont les spécifica-
tions algébriquesl'et les fleches sont les morphismes de spécifications.

e La catégorie des graphesI'notée Graphl'dont les objets sont les grapheslet les
fleches sont les morphismes de graphes.

Définition 2.7 (Isomorphisme) Soit une catégorie C et f : A — B une fleche de C.
On dit que f : A — B est un isomorphisme si et seulement si il existe une fleche
g:B — AdeC telleque go f =ids et fog=1idp.

Si f est un isomorphismel'la fleche g est alors uniquel'et est notée f~!. On dit
alors que f et f~! sont inverses et que les objets A et B sont isomorphes. On note
A~ B.

Définition 2.8 (Petite catégorie) Lorsque la classe d’objets d’une catégorie C est
un ensemblel’on dit que C est une petite catégorie.

Par exemplel'les catégories SetI'Sigl'Spec et Graph ne sont pas des petites caté-
gories.
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Remarque 2.1

e Toute petite catégorie est un graphe.

e RéciproquementI’ on peut associer & tout graphe a® la catégorie librement
engendrée sur ce graphe. Cette catégorie a pour objets les noceuds du graphe
a®Tet pour fleches les chaines d’arcs composables de a®Tou deux arcs a et
a' sont composables si et seulement si But(a) = Source(a’). La composition
est définie comme la concaténation des chaines: (bibs...b;) o (ajag...ax) =
(a1a2...agbiby...by). Les fleches identités sur un objet n sont les chaines de
longueur nulle de source et but nl'notées ¢,.

2.2.2 Foncteurs
Un foncteur est I’équivalent d’un morphisme de graphes pour les catégories.

Définition 2.9 (Foncteur) Soit C et D deux catégories. Un foncteur F' de C vers DI'
noté F' : C — Dlest une application qui & tout objet A de C associe un objet F(A)
de DI'et a toute fleche f : A — B de C associe une fleche F(f) : F(A) — F(B) de
DTet telle que

e pour tout objet A de CT'F(ida) = idp(a);
e pour toutes fleches f: A — Bet g: B— C deCI'F(go f)= F(g) o F(f).

Etant donné une catégorie CI'il y a foncteur identité Ide : C — CT'qui est I'identité
sur les objets et sur les fleches.

Soit trois catégories CI'D et El'et deux foncteurs F :C - Det G: D — £.

On définit la composition de F' et G de fagon évidente :

GoF : C — E
A —  G(F(A))
f:A—=B — GF(f): G(F(A) — G(F(B))

Catégorie Cat

La classe des petites catégoriesI'avec les foncteursI'forme une catégorie Cat.

Catégorie CAT

Par la suitel'nous aurons besoin d’'une catégorie qui contient non seulement des
petites catégories mais également des catégories comme Set ou Spec qui ne sont
pas petites. Nous considérons pour cela la catégorie CAT des “grandes catégories”I’
qui contient les petites catégoriesl'ainsi que les autres catégories qui nous intéressent.
Pour des problémes de fondationsI'de méme qu’on ne peut pas considérer I’ensemble
de tous les ensemblesI' CAT n’est pas la catégorie de toutes les catégories. En
particulier CAT n’est pas un objet de CAT. Pour plus de détailsI'on peut consulter
[McLT71] pages 21-24.

Propriété 2.1 Soit un foncteur F : C — D. L’image par F d’un isomorphisme de
C est un isomorphisme de D.
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Preuve. Soit un foncteur F' : C — DI'et f : A — B un isomorphisme de C.
F(f) : F(A) — F(B) est un isomorphismelet F(f) ! = F(f ') : F(B) — F(4A).
En effetI’
F(f)oF(f1)
= F(fof™') (F est un foncteur)
= F(idp) (définition de f—1)
= idpp) (F est un foncteur)

De mémel'F(f~1) o F(f) = idp(a)let donc F(f) est un isomorphisme. O

Définition 2.10 (Endofoncteur) Un foncteur F : C — C est appelé endofoncteur.

Si F' est un endofoncteurl’on pose

F*=Id¢;
Fi=FoF~' Vi>1.

Définition 2.11 (Foncteur plein) Soit deux catégories C et DI'et un foncteur F :
C — D. On dit que F est plein si pour tout couple d’objets (A, B) de Cl'et pour
toute fleche g : F(A) — F(B) de D'l existe une fleche f : A — B de C telle que

g="F(f)
IntuitivementI'entre deux objets de D images par F' d’objets de CT'il n’y a pas de

fleches autres que les images par F' de fleches de C. F' estI'd’une certaine faconl’
“surjectif sur les fleches”.

Définition 2.12 (Foncteur fidele) Soit deux catégories C et DI'et un foncteur F' :
C — D. On dit que F est fidéle si pour tout couple d’objets (A, B) de CT'et pour
tout couple de fleches f, f': A — Blon a F(f) =F(f')= f=f"

Autrement ditI'F" est fidele si F' est injectif sur les fleches.

2.2.3 Transformations naturelles

Définition 2.13 (Transformation naturelle) Soit deux catégories C et D. Soit deux
foncteurs F,G : C — D. Une transformation naturelle o de F' vers GI'notée o : F =
GTest une application qui & tout objet A de C associe une fleche o4 : F(A) — G(A)
de DT'telle que pour toute fleche f: A — B de CT°

G(f)ooa=opoF(f).

A F(4) —24 . G(4)
f F(f) G(f)
B F(B) G(B)
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Catégorie des foncteurs de C vers D

Soit trois foncteurs F, G, H : C — Dl'et deux transformations naturelles o : F = G
et 7 : G = H. La composition de o et 7 est la transformation naturelle 7-0 : F' = H
telle que pour tout objet A de CT'

(T-0)a=Ta004
Cela définit bien une transformation naturelle. En effetI’

H(f)o(r-0)a
= H(f)oTaoo4 (définition de 7-0)
= 71poG(f)ooa (7 transformation naturelle)
= tgoopo F(f) (o transformation naturelle)
= (7-0)po F(f) (définition de 7 - o)

A F(4) —24 . q(4) —A  H(A)
f F(f) G(f) H(f)
B F(B) —g;— G(B) —— H(B)

Remarque 2.2 Cette composition des transformations naturelles est souvent ap-
pelée composition verticalel'par opposition a la composition horizontale dont nous
n’avons pas rappelé la définition ici.

Soit un foncteur F' : C — D. On a une transformation naturelle identitéI notée
idp : F' = FTqui associe & tout objet A de C la fleche idp(4). On vérifie facilement
que pour tous foncteurs F, G : C — DI'et toute transformation naturelle o : F — GI’
on a

o-idp =0;

idg -0 = 0.

On vérifie facilement que la composition des transformations naturelles est associa-
tivel'donc on a une catégoriel'notée DT'dont les objets sont les foncteurs de C vers
Drl'et les fleches sont les transformations naturelles.

Définition 2.14 (Isomorphisme naturel) Soit deux catégories C et D. Soit deux
foncteurs F,G : C — D. Un isomorphisme o : F = G de la catégorie D€ est appelé
isomorphisme naturel. Si o : F' = G est un isomorphisme naturell'on dit que les
foncteurs F' et G sont naturellement isomorphesl'et on note F' = G.
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Propriété 2.2 Soit deux catégories C et D. Soit deux foncteurs F,G : C = D. Une
transformation naturelle o : F' = G est un isomorphisme naturel si et seulement si
pour tout objet A de C, o4 : F(A) — G(A) est un isomorphisme.

De plus, 0~ : G = F est la transformation naturelle qui associe a tout objet A de

C la fleche 0" : G(A) — F(A) de D.

Preuve. Notons 74 = 0’;11. On vérifie d’abord que 7 est une transformation natu-

relle.
G(f)ooa=opo F(f) (o transformation naturelle)

= o0z 0G(f)=F(f)oo,* (04 et op isomorphismes)
= 710G(f)=F(f)oTa (définition de 74 et 75)

donc 7 : G = F est une transformation naturelle.
Montrons maintenant que o et 7 sont inverses. Pour tout objet A de CT'
(0-T)a=0a0Ta =04 oaz1 = idg(a)
donc ¢ -7 = idg. De mémelon montre que 7 -0 = idp. Par conséquentl'o~! = 7. O
Considérons quatre catégories BI'CI'D et £ ; et quatre foncteurs K : B — CI'F,G :
C — Dlet H : D — £. Considérons une transformation naturelle o : F' = G.
On a une transformation naturelle
Ho:HoF - HoG
telle que pour tout objet A de CT’
(Ho)a = H(oa) : H(F(A)) — H(G(A)) (flache de &)

Cela définit bien une transformation naturelle. Soit une fleche f : A — B de C.

G(f)ooa=opoF(f) (o transformation naturelle)
= H(G(f)ooa) =H(opo F(f))
= H(G(f))oH(oca)=H(op)o H(F(f)) (H foncteur)

= (HoG)(f)o(Ho)a=(Ho)po(HoF)(f) (définition de Ho)
On a également une transformation naturelle
cK:FoK —GoK
telle que pour tout objet A de BT’
(0K)a =og(a): F(K(A)) = G(K(A)) (fleche de D)

Cela définit bien une transformation naturelle. En effetI'soit une fleche f : A — B
de B.

G(K(f))ook(a)y = ok o F(K(f)) (o transformation naturelle)
= (GoK)(f)o(ocK)a=(ocK)po (FoK)(f) (définition de oK)
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Propriété 2.3 Soit quatre catégories B, C, D et £ ; et quatre foncteurs K : B — C,
F,.G:C— D, etH:D— &E. Supposons F = G. Alors,

1. HoF2HoG;

2. FoK=2GoK.

Preuve. Soit o : F = G l'isomorphisme naturel entre F' et G.

1. Pour tout objet A de CI'o4 est un isomorphismel’doncl'd’apres la propriété
2.1T'H(o4) = (Ho)a est un isomorphisme. Par conséquentI'd’apres la pro-
priété 22I' Ho : H o FF = H o (G est un isomorphisme naturell’ et donc
HoF > HoQ(.

2. Pour tout objet A de BTog(4) = (0K)a est un isomorphisme. Par conséquentl’
oK : FoK - (Go K est un isomorphisme naturell'et donc F'o K =2 G o K.

|

2.2.4 Adjonctions

Un des concepts les plus importants de la théorie des catégories est ’adjonction.
Par exemple les constructions libres (comme les constructions d’algébres libresI'de
groupes libres ou de monoides libres) sont caractérisées par des adjonctions.

Définition 2.15 (Adjonction) Soit deux catégories C et D. Soit deux foncteurs
F:C—> Det G:D — C. Les foncteurs F' et G forment une adjonction notée
(F 4 G) si et seulement si il existe une transformation naturelle n : Id¢ = G o F
telle que pour tout objet A de CI'pour tout objet B de DI'et pour toute fleche
[+ A — G(B) de CI'il existe une unique fleche g : F(A) — B de D telle que

G(g)ona=f.

A —A . G(F(A)) F(A)
f G(g) g
G(B) B

La transformation naturelle n : Id¢ = G o F est appelée unité de ’adjonction
(F4G).
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Théoréme 2.1 Soit deux catégories C et D, et deux foncteurs F' : C — D et
G : D — C. Alors, (F - G) est une adjonction si et seulement si il existe une
transformation naturelle € : FoG = Idp telle que pour tout objet B de D, pour tout
objet A de C et pour toute fleche g : F(A) — B de D, il existe une unique fléche
f:A— G(B) deC telle que epo F(f) =g.

B ~—8— F(G(B)) G(B)
9 F(f) f
F(A) A

La transformation naturelle € : F' o G = Idp est appelée counité de l'adjonction

(FAG).

Preuve. On peut trouver une preuve de ce théoréme dans [BW90|'page 275. O

Propriété 2.4 Soit une adjonction (F 4 G), ayant pour unité la transformation
naturelle n : Ide = GoF et pour cotnité la transformation naturelle € : FoG = Idp.
Alors, on a les égalités suivantes entre transformations naturelles :

1. Ge-nG =1idg ;

2. EF-FU = idF.
Preuve. On peut trouver une preuve de cette propriété dans [McL71]'page 80. O

Exemple 2.1 (Adjonction entre la catégorie Graph et la catégorie Cat)

A toute petite catégorie CT'on peut associer un graphe U(C)I'dont les noeuds
sont les objets de CIl'et les arcs les fleches de C. Réciproquementl'a tout graphe
a®Ton peut associer la catégorie F'(a®) librement engendrée sur le graphe o® (cf.
remarque 2.1).

F et U sont en fait des foncteurs

F : Graph — Cat
U : Cat — Graph

qui forment une adjonction (F' 4 U). En effetI'pour toute catégorie CI'pour tout
graphe a®T'pour tout morphisme de graphes m : a® — U(C)T'il existe une unique
extension de m en un foncteur M : F(a®) — C.

Par abus de notationI'dans toute la suite la catégorie librement engendrée sur

un graphe a® sera également notée o®.
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2.3 Diagrammes

Dans cette section'nous définissons les diagrammes sur une catégorie de base C.
IntuitivementI'un diagramme décrit un assemblage d’objets de C & ’aide de fleches
de C. Nous rappelons la définition de la colimite d'un diagrammel'qui peut étre vue
intuitivement comme le résultat de ’assemblage décrit par le diagramme.

Nous avons besoin de définir non seulement des diagrammes sur CI'mais égale-
ment des morphismes de diagrammes['afin d’obtenir une catégorie de diagrammes.
En effetl' 'idée principale de notre travail est d’associer a toute spécification un
diagrammel'et & tout morphisme de spécifications un morphisme de diagrammes.

Dans cette section'nous commencons par définir la catégorie DIAGR(C)I'qui a
pour objets les diagrammes et pour fleches les morphismes de diagrammes. Notre
définition de morphisme de diagrammesI'basée sur les notions de zigzag sur un graphe
et de morphisme généralisé de graphe est plus générale que celle par exemple donnée
dans [TBG91]. PuisI'nous reformulons la définition de cone et de cone colimite.

Nous définissons ensuite une congruence = sur les flecches de DIAGR(C) et la
catégorie diagr(C) est le quotient de DTAGR(Cy) par cette relation. La catégo-
rie diagr(Cy) a pour objets les objets de DIAGR(C)I' et pour fleches les classes
d’équivalence modulo ~ de fleches de DTAGR(C). Nous montrons que la catégo-
rie diagr(C) est finiment cocompléte et que le calcul d’une colimite consiste a aplatir
un diagramme de diagrammes dans la catégorie DIAGR(C). Nous montrons enfin
que diagr(C) est une complétion de C par colimites finies.

2.3.1 Catégorie des diagrammes DIAGR(C)

Un diagramme @ sur une catégorie C est un graphe a®I"dont les nceuds n sont
étiquetés par des objets a(n) de Clet les arcs a : n — n' sont étiquetés par des
fleches a(a) : a(n) — a(n’) de C. De maniere équivalente :

Définition 2.16 (Diagramme) Un diagramme sur une catégorie C est un couple

P

a=(a® a:a®—0),

avec :

o a® est une catégorie librement engendrée sur un graphe (ce graphe est égale-

ment noté a®);
e a:a® = C est un foncteur.

Le graphe a® est appelé graphe sous-jacent du diagramme @.

Un diagramme @ est fini si et seulement si son graphe sous-jacent a® est fini.
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Remarque 2.3

1. S. Mac Lane [McL71] définit un diagramme comme un foncteur F' : J — CI’
ou J est une catégorie quelconque (“habituellement petite et souvent finie”).
Notre définition est donc moins généralel’dans la mesure ou nous imposons
que la catégorie a® soit librement engendrée sur un graphel'donc petite. De
plus la catégorie J peut contenir des égalités entre certaines flechesl'ce qui
n’est pas le cas pour une catégorie librement engendrée sur un graphe.

2. M. Barr et C. Wells [BW90] définissent un diagramme comme un morphisme
de graphes entre le graphe a® et le graphe sous-jacent de la catégorie C. Leur
définition est donc un peu moins générale que celle que nous utilisonsI'puisqu’ils
imposent que la catégorie C soit petite.

3. Lorsque le graphe a? est finil'cela n’implique pas forcément que la catégorie a®

soit finie. En effetI'si le graphe comporte une ou plusieurs bouclesI'c’est-a-dire
des arcs qui ont mémes source et butl'alors la catégorie librement engendrée
sur o® comporte un nombre infini de fleches. La définition de diagramme fini
donnée par S. Mac Lanel'qui consiste & considérer un foncteur a : o® — C ot
la catégorie a® est finielexclut donc les diagrammes dont le graphe sous-jacent

comporte des boucles.

4. Nous définissons un diagramme & partir d’un graphe parce que nous pensons
que cette définition est plus proche de linformatique: on a au départl’de
facon effectivel'un graphel'et le fait de considérer la catégorie engendrée par
ce graphe doit étre vu comme un simple outil de formalisation.

5. Pour définir un foncteur « : ® — C ou a® est une catégorie librement engen-
drée sur un graphel'il suffit de définir « sur les nceuds et les arcs du graphe
a®. Comme les fleches de la catégorie a® sont les chaines d’arcs composables
sur le graphe o®T'il suffit de poser

Ol(En) = ida(n)
alayay . ..ay) = alay) o+ oalay) o alar)

pour terminer la définition du foncteur « : a® — C.

6. Lorsque nous définissons un diagramme @l'nous ne tenons pas compte des
noms des noeuds et des arcs du graphe sous-jacent a®. Autrement ditI'le
graphe o® est considéré a un isomorphisme prés. Plus précisémentI'soit deux
diagrammes

a=(a® a:a®=0C) et B=(8% B:p% =0).

Si on a un isomorphisme de graphes ¢® : a® — 3% (qui correspond & un
p p q 1%

foncteur entre les catégories a® et 5%) tel que

a=foc?
_ { Vn € Neeud(a®), a(n) = B(c®(n))
Va:n — n' € Arc(a®), a(a) = B(0®(a))

alorsI'nous considérons que les diagrammes @ et [ sont égaux.
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Nous donnons maintenant quelques exemples de diagrammes sur une catégorie C.

Exemple 2.2 (Diagramme I¢(A)) Soit 1% le graphe comportant un seul noeudlap-
pelé «I'et aucun arc. Soit A un objet de C. On a un foncteur Ig‘ : 1% — C défini par
I (¥) = A. On peut donc définir un diagramme

Ie(A) = (1%, 18 1% = ©).

©

graphe 1% diagramme I¢(A)

Exemple 2.3 (Diagramme de somme) Soit 2% le graphe comportant deux nceudsl’
et aucun arc. Soit A et B deux objets de C. On a un foncteur « : 2® — CI'qui
associe 'un des nceuds & A et Pautre des noeuds & B. On a donc un diagramme de
somme de A et B

a=(2% a:2%* = 0).

[ ] [ ]

C 9 Y
®

graphe 2 diagramme @

Exemple 2.4 (Diagramme de coégalisateur) Soit x® le graphe contenant deux
neeuds 0 et 1T'et deux arcs a et b de source 0 et de but 1. Si A et B sont deux
objets de CT'et f,g: A — B deux fleches de CT'on a diagramme de coégalisateur

= (k% Kk:x®*=0C)
défini par
k(0) = A
k(1) =B
w(a) = f
K(b) =g
e _ S
0 b 1 A 9 B

graphe x® diagramme &
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Exemple 2.5 (Diagramme de somme amalgamée) Considérons le graphe 7®T ap-
pelé “graphe de somme amalgamée”'qui comporte trois noeuds OI'1 et 2I'et deux
arcsa:0— letb:0— 2. Si ABI'C sont des objetsdeCet f: A— Bl'g: A — C
des fleches de Cl'on a un diagramme de somme amalgamée

7= (% 7:7% = C)

(y732)

graphe 7 diagramme 7

Morphismes de diagrammes

Nous venons de définir les diagrammes finis. Pour obtenir une structure de
catégoriel'nous devons ajouter des fleches entre les diagrammes. IntuitivementI'une
fleche entre deux diagrammes @ et § sur C est un ensemble de fleches de CT'une par
noeud de a®T'qui ont certaines propriétés de commutation.

Différentes catégories de diagrammes ont été présentées dans la littérature. Par
exemplel'S. Mac Lane définit une catégorie de diagrammesl’qu’il appelle “super-
comma catégorie” ([McL71]'exercice 5.(b)I'page 111). A. Tarlecki et al. ont défini
une catégorie Funct(C) [TBG91]I'qui peut étre obtenue a partir de la “super-comma
catégorie” de S. Mac Lane en dualisant. Dans cette catégoriel'une fleche entre deux
diagrammes

a=(a® a:a®=0C) et B=(8% B:8%=0)

est un couple
g:a—fB=0%:a*=p%;0:a> Fo0?)

ou

e 0% est un foncteur entre les catégories a® et f®Toul'de facon équivalentel'un
morphisme de graphes entre les graphes a® et 3% ;

e 0:a - Boo? est une transformation naturelle entre les foncteurs a : a® — C
et Boo®:a® —C.
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Ces catégories de diagrammes ne sont pas suffisamment générales pour notre
propos[car elles ne comportent pas assez de fleches. IntuitivementI'et en anticipant
un peu sur la suitel'nous souhaitons avoir une fleche entre deux diagrammes chaque
fois qu’il existe une fleche entre les colimites des deux diagrammes. Avec la définition
ci-dessuslcertaines fleches entre colimites de diagrammes ne correspondent & aucune
fleche entre les deux diagrammes.

Exemple 2.6 Reprenons l'exemple des anneaux du chapitre 1. Nous avons un
morphisme de diagrammes du diagramme @ vers le diagramme J5 qui correspond &
un morphisme de spécifications de Colim @ vers Colim 65 :

up (S, M,G,Ay,bos,mobos, & (As)o & (MD),&s(As)).

Mais il n’y a pas de morphisme de diagrammes de & vers d9 avec la définition ci-
dessus.

|

g1 :idM ( \

bos /»3’

S
S

i

mobos \&mOb

]
@Q
[N
3
[
&
Q

Pour cette raisonl’au lieu de considérer un morphisme de graphes o® : a® —
B® nous devons considérer un morphisme généralisé de graphes o® : a® ~— 3.
Rappelons qu'un morphisme généralisé de graphes associe & tout nceud de o® un
neeud de B%Tet & tout arc de a® un zigzag de FPT¢’est-a-dire une séquence linéaire
d’arcs de 3% (définition 2.5). De mémel'au lieu de considérer une transformation
naturelle o : @ = (o o®T'nous devons considérer une transformation naturelle

généralisée o : a ~= o o®.

Exemple 2.6 (Suite) Avec cette définition]’ nous pouvons définir une fleche & :
@ — 6»'qui consiste en un morphisme généralisé de graphes o® : a® ~— 5‘; et une

transformation naturelle généralisée o : @ ~= 65 0 0®.

e Le morphisme généralisé de graphes o® peut étre défini par exemple de la
facon suivante :



70 CHAPITRE 2. GRAPHES, CATEGORIES ET DIAGRAMMES

o?® a® ~— Y
0 — 0
1 - 1
2 = 2
a = oy by
PN U L 3

e La transformation naturelle généralisée o : o ~= dy 0 0® est définie par:

0p =Mx0S =My 0S8
o1 =idpy
ngidg.

Définition 2.17 (Relation de connexion entre deux fleches)

Soit un diagramme § = (6%, ¢ : 6® — C)Tet deux nceuds ng et ny de Noeud(6?).
Soit u : A — d(ng) et v: A — d(ny) deux fleches de C.

On dit que les fleches u et v sont connectées par le diagramme 0 (figure 2.1) si et
seulement si il existe un zigzag

ag al a3 ap—1
Z = ng—>np—Ng — No--Np_1 — N
sur 6®°Tet un ensemble de fleches de C

{¢; : A—0d(n;); 1€{0,...,k}},

tels que:
® u=cp;
® U =Ck;

o Vic{0,... . k—1}:
d(a;) o ¢; = ¢;411si a; est orienté de n; vers n;iq ;
d(a;) o ciy1 = ¢;'si a; est orienté de n;11 vers n;.

On note u ~5 v; ou u ~5 v [Z]['si 'on souhaite préciser le zigrag Z.

Définition 2.18 (Catégorie des diagrammes finis DIAGR/(C))
Soit une catégorie C.

e Un objet 6 de DIAGR(C) est un diagramme fini sur C.

e Soit deux diagrammes @ = (a®, a:a® = C) et 3= (8%, B: % = C). Une
fleche 7 : @ — 3 de DIAGR(C)T'ou morphisme de diagrammesIest un couple

T:a—=pF=0%:a%~=p% 70~ Bor?),

avec :



2.3. DIAGRAMMES 71

\
4

® 71

b
< <
Il Il
/3] l8\e\S
[ J
/g/S\E\

e N3

/
X

Qe
3

- J
5
Figure 2.1: u ~5v [Z : ng ~ n4]

— 7% a® ~— 3% est un morphisme généralisé de graphes.

— 7 :a ~> B07? est une “transformation naturelle généralisée” I c’est-a-
dire un ensemble de fleches

s a(n) = B(7%(n)), Vn € Neeud(a®)

telles que

Ya : m — n € Arc(a®), 7,0 a(a) ~F Tm (7% (a)].
Remarquons que dans le cas particulier ott 7% est un morphisme de graphesI’
alors 7® s’%étend en un foncteur 7% : a® — B%Tet 7 est alors une transformation

naturelle 7 : o = B o 72,

e On définit la composition de deux fleches de DIAGR(C) de la facon suivante:

Soit trois diagrammes :

gz(aq’, a:a® —C);
g=(6% B:6°—0C);
T=0% 7:7" =0

Soit deux fleches :

(0®:a® ~ B2, 0:a~3 Boo?®);
(72 : 8% ~= 4®, 7B~ yor?).

S 9l

< |

— D =
— Yy =

a
0
La composition 7 o & de @ et T est le couple

Tog:a—=y=(1%00%:a® ~= 7 Aia~3y07%00?)

=2l

ou
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— 7®00? est la composition des deux morphismes de graphes généralisés ;

— Ao~ y071%00% est la transformation naturelle généralisée définie
par

Vn € Neeud(a?), X, = Ta®(n) © On-

a(n) 25 Be®(n) =8 y(r® (o® (n)))

On vérifie sans difficulté que A est bien une transformation naturelle gé-
néraliséel'c’est-a-dire que

Ya : m — n € Arc(a®), Ta®(n) © On © Q(Q) ~5 Tt () © O 7% (0% (a))].

e On vérifie que cette composition est associative.

e Pour tout diagramme @l'on a une fleche identité
e — - . P ® . .
dg:a—a=(idye : a” ~>a”, idg: a~> a),

ou idg : @ ~ « est la transformation naturelle identité id, : & = a. Autre-
ment ditI'Vn € Noeud(a®), (idg)n = idq()-

2.3.2 Colimites

La fagon standard de définir une colimite (comme par exemple dans [McLT71])
est de commencer par fixer un graphe sous-jacent a®T'puis de définir un foncteur
diagonal

A:C—C*",
ot " est la catégorie des foncteurs de a® vers CI'qui correspond & une catégo-
rie de diagrammes de graphe sous-jacent a®. Cette présentation ne nous convient
pas['parce que nous ne voulons pas fixer de graphe a priori. En définissant la ca-

tégorie DIAGR/(C)I'nous n’avons pas non plus fixé de graphe sous-jacent'puisqu’un
diagramme est donné & la fois par un graphe et un foncteur.

Dans ce paragraphel'nous reformulons la définition de colimite dans notre cadre.
Cette définition correspond a la définition standardl'et évite de fixer trop to6t un
graphe sous-jacent.

Définition 2.19 (Foncteur d’inclusion I : C — DIAGR(C))
La catégorie C peut étre plongée dans DIAGR(C) en considérant tout objet de C
comme un diagramme sur le graphe 1®. Autrement ditI'on a un foncteur

Io - C — DIAGR(C)
4 e
fiASB - L &B)
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Le foncteur correspondant au diagramme I¢(A) est noté I3 : 1% — C.
La transformation naturelle généralisée correspondant au morphisme de diagrammes
Io(f) est notée Ig DI~ 15
Nous avons donc:
Ie(A) = (1%, I#:1* > C)
Ic(B)=(1%, 1B : 1% - ()
Ie(f) = (idye, I} - I~ 1D).

Soit * 'unique noeud de 1®. Nous avons :

C A
P(x)=B
(I)).=f:A— B.

P 1

Définition 2.20 (Céne) Soit un diagramme @ = (a®, a:a® — C). Un céne' sur
@ est un couple

(A, X:a — Ie(A))

ot A est un objet de CTet A est une fleche entre les diagrammes @ et I¢(A).

A? est 'unique morphisme généralisé de a® vers 1% : & tout noceud de a®T'A® associe
I'unique nceud * de 1%Tet & tout arc de a®T'A® associe le zigzag de longueur nulle
0, : * ~— *. Remarquons que 0, : * ~— * est 'unique zigzag de 1°.

Remarque 2.4 La transformation naturelle généralisée A\ : o ~= ICA o A est en
fait une transformation naturelle A : o« = ICA o A2, En détaillantTon a

Vm,n € Neeud(a®), Va : m — n € Arc(a®), A\, o aa) = \p,.

A
A An
[ Ja ]
m ] n

Définition 2.21 (Cone colimite)

Le cone (A, \:a — I¢(A)) est un cone colimite du diagramme @ si et seulement si
pour tout cone (D, 71 : @ — I¢(D))l'l existe une unique fleche ¢ : A — D de C telle
que

Ie(¢) o A =11
'Pour respecter la terminologie usuelle, nous devrions parler de céne inductif ou de cocéne, car

nous allons définir des colimites et non des limites. Dans la mesure ol nous ne parlons ici jamais
de limites, nous utiliserons le mot cone.
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Détaillons un peu cette derniere égalité.

Ie(@)or =T
—  Vn € Neeud(a?), Ic(P)re(ny © An = pin
—  Vn €Nceud(a®), ¢po N, =

n ¢

D

Se

Ql

Si (A, X\:@ — I¢(A)) est un cone colimiteT'on appelle A la colimite du diagramme
al'et on note A = Colimg @. Cette notation compacte ne doit pas faire oublier qu’en
réalitél'une colimite A est toujours définie en méme temps qu'un conel'c’est-a-dire
une fleche X : @ — I¢(A).

Les deux lemmes suivants montrent qu’une colimite est définie & un isomorphisme

pres.

Lemme 2.1 (Deux colimites d’un méme diagramme sont isomorphes)
Soit un diagramme @ sur C. Si (A, X:a@ — I¢c(A)) et (B, n: @ — I¢(B)) sont deux
cones colimites du diagramme @, alors A = B.

Preuve. Comme (B, i : @ — I¢(B)) est un cone sur al'il existe une unique fleche
¢: A — B telle que

Ie(¢p)o A =T ()

Comme (A, X: @ — Ic(A)) est un cone sur al'il existe une unique fleche 1 : B — A
telle que

Ie(y)om =X (i4)
Nous avons donc

Ic(pop)oX = Ic(p)ole(p)oX (Ic foncteur)
Ie() o (d’apres (i)
A (d’apres (i7))

Comme (A, X :@ — I¢(A)) est un cone colimitel'il existe une unique fleche u : A —
A telle que Ie(u) o A = X. Or ¢ o ¢ et idy satisfont toutes les deux cette propriétél’
donc 1 o ¢ = id4. De mémel'on montre que ¢ o ¢ = idp. Par conséquentl’ A et B
sont isomorphes. O
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Lemme 2.2 Soit un diagramme & sur C, ayant pour cone colimite
(A, X:a@— Ic(A)).

Soit B un objet de C isomorphe a A. On note ¢ : A — B cet isomorphisme. Alors
(B, Ic(¢p) o A i@ — Ic(B)) est un (autre) cone colimite du diagramme @.

Preuve. 1l faut montrer que pour tout cone (D, fi: @ — I¢(D))I'il existe un unique
Y : B — D tel que I¢(¢) o Ie(¢p) o A =

Ezistence. Soit ¢ : A — D D'unique fleche telle que I¢(€) o A = 7. On pose

p=CEoph.
Ie() o Ie(d) o A _
= Ic(logp Yole(p)o X (définition de 1))
= Ic(é)oX (I¢ foncteur)
=7 (définition de &)

Unicité. Soit ¢’ : B — D tel que I¢(¢') o Ic(¢) o A = fi. On montre que 1) = 1)/

Ie() o Te(¢) o X = Ie(#') o Ie(#) o X =Ji  (défimitions de 1 et 1)
= Ie(pod)or=1Ic(p'op)oX=n (Ic foncteur)
d

Comme (A, X : @ — Ic(A)) est cone colimite du diagramme @il existe une unique
fleche u: A — D de C telle que

Ic(u) o X =T
Comme 1) o ¢ et 1)’ o ¢ satisfont cette propriétél’

pod=1 o
Or ¢ est un isomorphismel'donc ) = 1)'.

Remarque 2.5 (Choix de colimites)

Une colimite (avec le cone colimite correspondant) est donc définie & un iso-
morphisme prés. On parle souvent abusivement de [a colimite d’un diagrammel’
alors qu’on devrait parler d’une colimite d’un diagramme. Pour la suitel'nous avons
besoin de distinguer une colimite particuliere pour un diagramme. Cela consiste a
choisir un cone colimite privilégié pour ce diagramme. Dans ce casI'nous pouvons
alors parler sans ambiguité de la colimite de ce diagramme.

Lorsqu’on n’a pas fait de choix de colimitesI'la notation Colim¢ @ représente donc
une colimite quelconque du diagramme @ (sachant qu’elles sont toutes isomorphes).
Par contrel'lorsqu’on a fait un choix de colimitel'la notation Colime @ représente la
colimite choisie du diagramme @.

Ces choix de colimites correspondent & des choix de représentation ou de codagel’
nécessaires en informatiquel'en particulier lorsqu’on définit une syntaxe.



76 CHAPITRE 2. GRAPHES, CATEGORIES ET DIAGRAMMES

2.3.3 Exemples de colimites

Dans ce paragraphel'nous considérons quelques exemples de colimites de diagrammes
particuliers sur une catégorie C. Nous rappelons d’abord la définition d’objet initial.

Définition 2.22 (Objet initial) Un objet @ de C est initial si et seulement si pour
tout objet A de CT'il existe une unique fleche j4 : @ — A dans C.

Exemple 2.7 (Objet initial)

L’ensemble vide est initial dans la catégorie Set.

La spécification vide est initiale dans la catégorie Spec.

Le diagramme vide O (diagramme dont le graphe sous-jacent ne comporte aucun
neeud et aucun arc) est initial dans DIAGR(C).

Si le diagramme vide O a une colimite @ dans CTalors @ est un objet initial de C.
Soit (@, X : O — Ic(D)) le cone colimite de O. Soit A un objet de C. Comme
O est initial dans DIAGR(C)Ton a une fleche i : O — I¢(A). O est colimite du
diagramme OI'donc il existe une unique fleche j4 : @ — A telle que Ic(j4) o X = [i.
Soit j : @ — A une autre fleche de C. On a I¢(j) o A = fi car O est initial dans
DIAGR(C). Par conséquentI'j = j4.

Exemple 2.8 (Colimite du diagramme I¢(A)) Soit un objet A de C. Considérons

le diagramme @ = I¢(A). Le cone (A, idg: @ — I¢(A)) est un cone colimite de @.

Preuve. Soit (B, i : @ — I¢(B)) un cone sur @. Il existe une unique fleche
¢ : A— B deC telle que I¢(¢) o idg = . En effetl’

Ie(p)oida =T
— poida =
— =l

a

Exemple 2.9 (Coégalisateur) Soit deux objets A et Bl'ainsi que deux fleches f, g :
A — B. Le coégalisateur de f et g est la colimite du diagramme ®['construit sur le

graphe k2.
e, D
[ ] > ©® [ ] > @
0 b 1 A 9 B

graphe x® diagramme &
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Soit un coéne (D, fi : & = I¢(D)) sur K. Ce cone est entierement déterminé par une
fleche h : B — D telle que
hof=hog.
En effetI'il suffit de poser
po=hof=hog
p1=h
pour définir la fleche i : € — I¢(D).

Soit (C, X : & — I¢(C)) le cone colimite de . AlorsI'pour tout objet D et fleche
q: B — D telle que gqo f = g o gl'il existe une unique fleche u : C' — D telle que

uop=q.

Dans la catégorie des ensembles SetI'le coégalisateur C' est le quotient de I'ensemble
B par la relation d’équivalence engendrée par {(f(a),g(a)), Ya € A}. L’application
p: B — C est la projection de B sur le quotient C. Une application ¢ : B — D
telle que g o f = g o g est une application compatible avec la relation d’équivalencel’
qui se factorise donc a travers p. Il existe par conséquent une unique application
u:C — D telle que uop=gq.

La construction de somme amalgamée de deux ensembles proposée dans le chapitre 1
(section 1.4.1) est en réalité une fagon générale de construire une somme amalgamée
a partir d’'une somme et d’un coégalisateur.

Exemple 2.10 (Somme amalgamée) Soit trois objets A, B,C et deux fleches f :
A — Bl'g: A — C dans C. La somme amalgamée de B et C par rapport &
f:A—= Betg:A— C estlacolimite du diagramme 7T construit sur le graphe 7®.

(Ia(.)b§> (f?f?lg(:*D

graphe 7 diagramme 7

Soit (P, & : @ — I¢(P)) le cone colimite de @. Ce cone colimite consiste en trois
fleches &g : A — PI'&1 : B — P et &9 : C — P telles que

&oy=&10f=&0g.

Ce cone est donc entierement déterminé par les deux fleches &1 et &o.
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Soit (D, @: T — I¢(D)) un autre cone sur 7. Ce cone est constitué de trois fleches
po:A— DUf'=p1: B— Det g =ps: C— D telles que

po=fof=gog.

Un cone sur 7 est donc entierement déterminé par deux fleches f' : B — D et
g :C — Dtellesque f'of =g og.
Comme P est la colimite de 7T'il existe une unique fleche up : P — D telle que

Ie(up) o & =T
Cette égalité est équivalente aux deux égalités

up o &',1 = f’ (Z)
up o &y =g (12)

car Dégalité (i) — comme égalité (i) — implique up o &g = pyp.

| |
(7 a57¢)

7r
somme amalgaméel'colimite du diagramme 7

Définition 2.23 (Catégorie finiment cocompléte) Une catégorie C est finiment co-
compléte si et seulement si tout diagramme fini a une colimite.

Théoréme 2.2 Une catégorie C est finiment cocompléte si et seulement si C a un
objet initial et des sommes amalgamées.

Preuve. Pour montrer ce théoremelI'on utilise le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 Une catégorie C est finiment cocompléte si et seulement si C a un
objet initial, des sommes pour tout couple d’objets de C, et des coégalisateurs pour
tout couple de fleches f,g: A — B de C.

Le dual de ce théoreme est démontré dans [McL71]'page 109. On vérifie facile-
ment qu’on peut adapter la démonstration de S. Mac Lane & notre définition de
diagramme. Ensuite['pour montrer le théoréme 2.2I'il suffit de montrer qu’on peut
simuler la construction d’une somme et d’un coégalisateur & ’aide d’un objet initial
et de sommes amalgamées. O
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2.3.4 Adjonction (Colim¢ H I)

Dans ce paragraphel'nous considérons une catégorie C finiment cocompléte. Tout

diagramme fini

P

a=(a® a:a® =)

a donc un cone colimite que I'on va noter
(Colime @, 7y : @ — I¢(Colime @)).

Nous montrons que I'on peut étendre la fonction Colimg sur les fleches de DTAGR/(C)
de fagon a ce que Colimg : DIAGR(C) — C soit un foncteur. La définition des fléches
de DIAGR(C) a été justement choisie afin que cette extension soit possible.

Soit deux diagrammes
a=(a® a:a®=C) et B=(8% B:6*=0)
ayant respectivement pour cones colimites
(Colim¢ @, 7 : @ — I¢(Colime@)) et (Colime 3, N5 : B — Ic(Colime ).

Soit7: @ — B=(02:a® ~ 3%, 0:a~> Boo®) une fleche de DIAGR(C).
Considérons le cone sur @

(Colime 3, fjz0@ : @ — Ic(Colime f)).

Comme (Colim¢ @, 75 : @ — I¢(Colime @)) est un cone colimite de al'il existe une
unique fleche
Colim¢ 7 : Colime @ — Colime 8

telle que

Ie(Colime T) o Tjg =7z 00

Théoréme 2.4 Soit C une catégorie finiment cocompléte. Alors, on a les résultats
sutvants.

1. Colim¢ : DIAGR(C) — C est un foncteur.

2. La fonction 7, qui a tout diagramme @ associe la fleche du cone colimite de &
vers I¢(Colime @) est une transformation naturelle

n: IdDIAGR(C) = I¢ o Colimg.

3. (Colim¢g - I¢) : DIAGR(C) — C est une adjonction, dont l'unité est la trans-
formation naturelle
n: IdDIAGR(C) = I¢ o Colimg.

4. La cotinité de l'adjonction € : Colime o Iz = Id¢ est un isomorphisme naturel.
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Preuve. Ces résultats sont des conséquences immédiates de la définition de Colim¢.

1. Soit un diagramme a.

Ie(id cotime @) © Tx
= id1,(Colimem) © g (e est un foncteur)
= Mg

OrI'Colimg idg est 'unique fleche telle que I (Colim¢ ﬁa) o flg = Tjzl'donc
Colime idz = id colime a-

Soit trois diagrammes @l'3 et FTet deux fleches T: @ — Bet 7: f — 7.

I (Colime 7 o Colime 7) o 75
= I¢(Colime 7) o I¢(Colime @) o 7jz  (Ic est un foncteur)
= I¢(ColimgT) o000 (définition de Colim¢ 7)
= 7Ny0ToT (définition de Colim¢ 7)

OrI'Colim¢ (T 0 ) est 'unique fleche telle que

Colim¢g (T o 7)o
donc
Colim¢ (7 0 &) = Colime 7 o Colimg 7.
Par conséquentI’Colim¢ : DIAGR(C) — C est un foncteur.
2. Soit deux diagrammes @I'§ et une fleche @ : @ — (. Par définition de Colime T

on a bien
I (COlimc 5) 0Ny = ﬁﬁ o0.

3. Soit un diagramme @l'un objet B de CI'et une fleche @ : @ — I¢(B). Nous
avons un cone (B, 7 : @ — I¢(B)) sur le diagramme aI'donc il existe une
unique fleche g : Colime @ — B de C telle que

Ie(g) oMz =1
4. D’apres la propriété 2.2I'il suffit de montrer que pour tout objet B de CT’
ep : Colime Ip(B) — B

est un isomorphisme. Comme on a un adjonction (Colime - I¢)Tet d’apres la
propriété 2.4I"

Ice . 77[@ = id[c .
= Ic(eB) ° My By = iy (B)
= GBO(THC(B))* =1idp.
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D’autre partl’

~

Ic(en) 0 Tpy(py = idiy(n)
= M) ° lc(€B) ° N1y (B) = N1,(B)
= IC((UIC(B))* 0€p) °Nie(B) = Mg (B) (Ic foncteur)

Comme (Colime Ic(B), N, py & Ie(B) — Ie(Colime Ic(B))) est un cone co-
limite du diagramme I¢(B)T'il existe une unique fleche ¢ : Colime I¢(B) —
Colime I¢(B) de C telle que

Ic(9) © Mie(By = Nie(B)-
OrT'les fleches (g, (py)s © €B et idcolim, 1,() satisfont cette propriétél'donc
(M10(B))+ © €B = idColime 10(B)-

Donc ep : Colime Ic(B) — B est un isomorphismelet €' = (10(B))+-

2.3.5 Conservation de colimites

Dans ce paragraphel'on considére deux catégories C et DI'et un foncteur F' : C — D.
Nous définissons I'image d’un diagramme et d’un morphisme de diagrammes par ce
foncteur : 'image d’un objet de DIAGR/(C) est un objet de DTAGR(D)T'et I'image
d’une fleche de DIAGR(C) est une fleche de DIAGR(D).

Définition 2.24 (Image d’un diagramme par un foncteur ¥ : C — D)
Soit un diagramme @ = (a®, a: a® — C) sur C. L’image par F de @ est le dia-
gramme sur D

Foa=(a® Foa:a® = D).

IntuitivementT' F' o @ est un diagramme construit sur le graphe sous-jacent a® du
diagramme @. Les nceuds n de a® sont étiquetés par les objets F/(a(n)) de DIet les
arcs a : m — n de a® par les fleches F(a(a)) : F(a(m)) = F(a(n)) de D.

Par exemplel'étant donné un objet A de CT'le diagramme FoI;(A) est le diagramme
Ip(F(A)).

e F(A)

diagramme 1 (A) diagramme F o I¢(A) = Ip(F(A))
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Lemme 2.3 Soit un diagramme @ sur C. Soit ng et ny, deuz neuds de o®. Soit
u:A— a(ng) etv:A— alng) deuz fleches de C telles que

u~g v [Z i ng ~— ngl

Alors,
F(u) ~pog F(v) [Z : ng ~— ngl.

Remarquons que si Z : ng ~— ng est un zigzag sur le diagramme @l alors c’est

également un zigzag sur le diagramme F' o @l puisque ces deux diagrammes sont

construits sur le méme graphe sous-jacent a®.

Preuve. Application immédiate des définitions de F' o al'~g et ~pog. O

Définition 2.25 (Image d’un morphisme de diagrammes par F)
Soit 7: @ — B=(0%:a® ~ 3%, 0:a~> Boo®) une flecche de DIAGR(C).
L’image par F' de 7 est la fleche de DIAGR(D)

Fo =%~ 3% Fo:Foa~s Fofoo?)
ot Fo: Foa ~= FofBoo? est la transformation naturelle généralisée définie par

Vn € Neeud(a?), (Fo), = F(oy,).

On vérifie que cela définit bien une transformation naturelle généralisée. Considérons

un arc a : m — n de 2.

on o afa) ~5 om [0®(a)] (o transformation nat. généralisée)

= F(onoa(a)) ~p.5 ( m) [0%(a)] (lemme 2.3)

= F(on) o F(a(a)) ~p.5 Flom) [0®(a)] (F foncteur)
(

= (Fo)no F(a(a)) ~ ( n [0%(a)] (définition de Fo)
Par conséquentI'Fo est bien une transformation naturelle généralisée.

Par exempleD'soit une fleche f : A — B de C. La fleche FI¢(f) est égale a Ip(F(f)).

F(f)
f @ F(A)e e F(B)
fleche I (f) morphisme de diagrammes FI¢(f) = Ip(F(f))

Pour tout diagramme @ de DTAGR(C)T'nous avons donc défini un diagramme F o &
de DIAGR(D) ; et pour toute flecche 7 : @ — 3 de DIAGR,(C)I'nous avons défini une
fleche F& : Foa — F o 8 de DIAGR(D). Ces deux applications forment en fait un
foncteur.
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Lemme 2.4 L’application

DIAGR(F) : DIAGR(C) — DIAGR(D)
a — Fouw
G:a—f = Fg:Foa—Fof

est un foncteur DIAGR(F) : DIAGR(C) — DIAGR(D).

FinalementI'nous avons donc défini DIAGR & la fois sur les catégories (objets de
CAT) et sur les foncteurs (flecches de CAT). De nouveaul'nous avons défini un
foncteur.

Lemme 2.5 L’application

DIAGR : CAT —  CAT
C — DIAGR(C)
F:C—D — DIAGR(F) : DIAGR(C) — DIAGR(D)

est un foncteur DIAGR : CAT — CAT.

Propriété 2.5 L’application I qui o toute catégorie C associe le foncteur I¢ : C —
DIAGR(C) est une transformation naturelle

I: Idcat — DIAGR.

Preuve. Pour tout foncteur F' : C — DI'on a

DIAGR(F) oo = Ipo F.

Lemme 2.6 Soit deuz foncteurs F,F':C — D. Alors,

F~F' = DIAGR(F) = DIAGR(F').

Preuve. Soit w : F = F' I'isomorphisme naturel entre ces deux foncteurs.
On définit une transformation naturelle

€ : DIAGR(F) = DIAGR(F").
A tout objet @ de DIAGR(C)I'on associe une fleche
(s:Foa— Flow
de DIAGR(D) définie la facon suivante.

e Les deux diagrammes F o@ et F'o@ sont construits sur le graphe o® donc
on peut définir £2 = ido.
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e Pour tout nceud n de a®T'on pose
({a)n = wa(n) : Fla(n)) = F'(a(n)).

Comme w est une transformation naturelleI'pour tout arc a : m — n de a®T'on a

F'(a(a)) o Wa(m) = Wa(n) © F(a(a))
F'(a(a)) © (§@)m = (§a)n o F(a(a))

Par conséquentl'éz : F'oa = F' o @ est une transformation naturellel’et donc
£y : Foa— F'oa est bien une fleche de DTAGR(D).

De plusI'¢; est un isomorphismelet pour tout noeud n de a®I'(¢- Ny =wt

a(n)’
On montre que
€ : DIAGR(F) - DIAGR(F")

est une transformation naturelle. Pour toute fleche @ : @ — 8 de DIAGR(C)T'l faut
vérifier que

Eﬁ o DIAGR(F) (%) = DIAGR(F')(7) o &,-

Pour montrer cette égalitél’on vérifie que les morphismes généralisés et les trans-
formations naturelles généralisées qui correspondent aux deux membres coincident.

Notons _
T= 53 o DIAGR(F)(o)

7 = DIAGR(F')(7) o &5

o 1% =0% =177

e Pour tout noeud n de ®T

Tn = (§5)oo(n) © F(on) (définition de 7)
= Wg(ee(ny) © Fon) (définition de &)
= F'(0n) o wam) (w transformation naturelle)
= F'(on) o (&a)n (définition de &)
= 7 (définition de 7")

Par conséquentI'on a bien un isomorphisme naturel

£ : DIAGR(F) -» DIAGR(F").

Définition 2.26 (Foncteur conservant une colimite)
Soit un diagramme @ = (a®, a: a® — C)l'ayant pour cone colimite

(4, g : @ — Ie(A)).
On dit que le foncteur F' : C — D conserve la colimite de & si et seulement si
(F(A), DIAGR(F)(75) : Foa — Ip(F(A)))

est un cone colimite du diagramme F o @.
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Définition 2.27 (Foncteur conservant les colimites finies)

Soit deux catégories finiment cocomplétes C et D. On dit qu’un foncteur ¥ : C — D
conserve les colimites finies si et seulement si pour tout diagramme fini @ sur CI'F’
conserve la colimite de @.

Propriété 2.6 Soit deur catégories finiment cocomplétes C et D, et un foncteur
F :C — D qui conserve les colimites finies. Alors, il existe un isomorphisme naturel

Colimp o DIAGR(F) = F o Colimg.

Preuve. Soit un diagramme @ sur Cl'ayant pour cone colimite
(Colim¢ @, 7 : @ — I¢(Colime @)).
On consideére le diagramme F o @ sur DI'qui a pour cone colimite
(Colimp(F o @), Mpog : F' oa — Ip(Colimp(F o @))).
Comme F' conserve la colimite de al'et d’apres le lemme 2.1T°
Colimp (F o @) = F(Colim¢ @)
et 'isomorphisme
¢a : Colimp (F o@) — F(Colime @)

est I'unique fleche telle que Ip(¢g) © Tpom = DIAGR(F)(775)-
Il suffit de montrer qu’on a une transformation naturelle

¢ : Colimp o DIAGR(F') = F o Colime.
Soit un diagramme STayant pour cone colimite
(Colime B, 7jz : B — I¢(Colime f3)).
Soit
¢ : Colimp (F o 3) — F(Colim¢ 3)
I'unique fleche telle que
In(¢g) 0Tz = DIAGR(F)(775).

Soit @ : @ — [ une fleche de DIAGR(C). Pour montrer que ¢ est une transformation
naturellel'il faut montrer que

F(Colime @) o ¢ = ¢5 0 Colimp(DIAGR(F) ().
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Pour celal'il suffit de montrer que

Ip(F(Colime @) o ¢z) 0 Mg = In(¢g o Colimp (DIAGR(F)(7))) © Tpeg-

ID(F(COlimC 5) o gba) O NFom
= Ip(F(Colim¢ 7)) o In(¢pa) © Nroa
= ID(F(COlimC E)) o DIAGR(F)(ﬁE)
DIAGR(F)(Ic(Colime 7)) o DIAGR(F)(7y) (I : IdcaT -+ DIAGR)
DIAGR(F)(Ic(Colime @) o T) DIAGR(F') est un foncteur)

(Ip est un foncteur)
(
E
DIAGR(F)(75 0 o) (définition de Colim¢ 7)
(
(
(
(

définition de ¢g)

DIAGR(F)(75) o DIAGR(F)(7) DIAGR(F) est un foncteur)
—  Ip(¢g) o T, © DIAGR(F) (@) définition de ¢;)

In(¢5) o In(Colimp (DIAGR (F)(3))) 0 T (déf. Colimp(DIAGR(F)(@)))
Ip(¢ o Colimp (DIAGR(F)(7))) © Trogm Ip est un foncteur)

Par conséquentI’on a bien une transformation naturelle
¢ : Colimp o DIAGR(F') = F o Colime.

Comme pour tout diagramme al'¢pg est un isomorphismel’'on a donc un isomorphisme
naturel

Colimp o DIAGR(F) = F o Colimg.

Si on fait certains choix de colimites dans les catégories C et DI'on peut renforcer
la définition 2.26 en imposant que la colimite choisie du diagramme @ sur C soit
envoyée sur la colimite choisie du diagramme F' o @& sur D.

Définition 2.28 (Foncteur conservant fortement une colimite)
Soit un diagramme @ = (a®, «: a® — C)layant pour cone colimite choisi

(A, Tz :a — Ic(A)).

On dit que le foncteur F' : C — D conserve fortement la colimite choisie de @ si et
seulement si

(F'(A), DIAGR(F)(75) : Foa — Ip(F(A)))

est le cone colimite choisi du diagramme F o & sur D.

Si F' conserve fortement la colimite choisie de @l'on a donc

F(Colim¢ @) = Colimp(F o @).
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2.3.6 Aplatissement
Diagrammes de diagrammes : catégorie DIAGR?(C)

Etant donné une catégorie Cl'on peut considérer la catégorie

DIAGR?(C) = DIAGR(DIAGR(C))

qui a pour objets des “diagrammes de diagrammes”'c’est-a-dire des diagrammes
sur DIAGR(C). Un objet A de DIAGR?(C) est donc un couple

A = (A% A:A® - DIAGR(C))

oit A® est un graphelet A : A® — DIAGR/(C) est un foncteur. Détaillons I’action
de ce foncteur sur les noeuds et les arcs de A?®.

e Pour tout nceud N du graphe A®Ton a un diagramme sur C

A(N) = (A(N)®, A(N) : A(N)® = C)

ou

— A(N)? est un graphe;

— A(N) : A(N)® — C est un foncteur['qui associe & tout nceud n du graphe
A(N)?® un objet A(N)(n) de CTet & tout arc a : n — n' du graphe A(N)®

une fleche A(N)(a) de C.

e Pour tout arc A : N — N’ du graphe A®T'on a un morphisme de diagrammes
A(A) : A(N) - A(N') sur C

A(A) = (A(A)? : A(N)® ~— AN)?, A(A) : A(N) ~= A(N') o A(A)®),

ou

— A(A)® : A(N)® ~— A(N")® est un morphisme généralisé de graphesl’
qui associe & tout arc @ : n — n' de A(N)® un zigrag A(A)%(a) :
A(A)®(n) ~ A(A)®(n') du graphe A(N")®;

— A(A) : A(N) ~= A(N")oA(A)?® est une transformation naturelle généra-
liséeI'qui associe & tout nceud n de A(N)® une flecche A(A), : A(N)(n) —
A(N")(A(A)®(n)) de C.

Aplatissement Apl, : DTAGR?(C) — DIAGR(C)

Etant donné une catégorie CT'le foncteur Ip : C — DIAGR(C) permet de créer un
objet de DTAGR/(C) & partir d’'un objet de CT'et une fleche de DTAGR/(C) & partir
d’une fleche de C. La fonction d’aplatissement

Apl. : DIAGR?(C) — DIAGR(C)
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permet au contraire de “détruire de la structure” 'en transformant tout diagramme
de diagrammes (c’est-a-dire tout objet de DIAGR?(C)) en un simple diagramme
(c’est-a-dire en un objet de DIAGR(C)).

Considérons par exemple le diagramme A sur DIAGR(C)I'figure 2.2.

A = (A%, A:A® - DIAGR(C))

~

:/ .\./.

Figure 2.2: diagramme Alobjet de DIAGR?(C)

/

IntuitivementI'aplatir le diagramme de diagrammes A consiste & faire la réunion de

tous les sous diagrammes de Alet & transformer toutes les fleches de DIAGR(C) en
(ensembles de) fleches de C (cf. figure 2.3).

4 N

NS

- /

Figure 2.3: Aplatissement du diagramme A
0 = Apl.(A)Tobjet de DIAGR(C)

Définition 2.29 (Aplatissement Apl. : DIAGR?(C) — DIAGR(C))
Soit

A = (A%, A:A® - DIAGR(C))
un objet de DIAGR?(C). On définit le diagramme 0 = Apl, (K) de DIAGR/(C)

Aplo(A) =3 = (6%, §:6% = C)
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de la fagon suivante.

e 0% est un graphel'déterminé par ensemble de ses nceuds et 'ensemble de ses
arcs.

Neeud(6®) = { (N,n) ; N € Neeud(A®) ;n € Neeud(A(N)®) }

Arc(d®)  ={(N,a): (N,n) = (N,n') ;
N € Neeud(A?)
nnENoeud( (N)®);
a:n—n' EArc( N)®) }

U{ (4,n): (N,n) = (N',A(A)*(n)) ;

N,N'e Noeud(A‘I’) ;
A: N — N'€Arc(A?®);
n € Neeud(A(N)?®) }

e 0 : 6% — C est un foncteur'défini sur les noeuds et arcs de 6% de la facon
suivante.

— Action sur les noeuds:
— Action sur les arcs:

Définition 2.30 (Ensemble de fleches {Jy : A(N) — 6, VN € Noeud(A®)})
Pour tout nceud N de A®Ton définit une fleche Jy : A(N) — § de DIAGR/(C)

IN:AN) = 6= (Jy : A(N)? ~= 6%, Jy : A(N) ~5 50 J5)
Le foncteur généralisé Jw : A(N)® ~— 6% est défini par

JE . AN)?Y ~ §®
n — (N,n)
a:n—n" — (N,a):(N,n) = (N,n')

Ce foncteur généralisé est en réalité un foncteurlcar & tout arc de A(N)? est associé
un arc de 6% (et non un zigzag quelconque).

La transformation naturelle généralisée Jy : A(N) ~ § o Ju associe & tout nceud
n de A(N)? la fleche de C

(JN)n = id A(N)(n) = 1d5(N n)-
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Pour montrer que Jy : A(N) — § est bien une flecche de DIAGR(C)I'et comme Jy
est un foncteurl'il suffit de vérifier que Jy est une transformation naturelle

Jn i A(N) = 6o Jy.
C’est le casI'car pour tout arc a : n — n' de A(N)®I'par définition de 6(N,a)l'on a
(I )a o AV)(@) = 5(N, a) o (Jx )
Remarque 2.6 Nous avons donc une famille de fleches
Jn : A(N) = 6, YN € Neeud(A?®).
Pour tout nceud n de A(N)® on a donc une fleche
(I )n 2 AN)(n) = 6(N, n).

Comme on a défini 6(N,n) égal & A(N)(n)['cela est cohérent avec la définition de
départ
(JN)n = id A(N)(n) = 1d5(N n)-

En faitI'il n’est pas toujours commode de confondre les objets A(N)(n) et §(N,n)l’
parce que lors des raisonnementsIle diagramme A(N) ou 6 est en fait aussi important
que l'objet 6(N,n) = A(N)(n) de C.

Pour cette raisonI'pour tout arc a : n — n’ de A(N)®I'nous distinguerons les deux
fleches

A(N)(a) : A(N)(n) = A(N)(n),
d(N,a) : 6(N,n) — 6(N,n’).

De mémel'pour tout arc A: N — N’ de A®Tet pour tout nceud n de A(N)*T'nous
distinguerons les deux fleches

A(A)n : A(N)(n) = AN')(A(A)? (n)),
§(A,n) : 6(N,n) — §(N', A(A)®(n)).

Enfin'pour tout nceud N de A®Tet tout nceud n de A(N)®I'nous distinguerons
également les trois fleches

Pour respecter ces contraintesI'nous n’utiliserons donc pas les deux égalités suivantes

A(N)(a) = 6(N, a),
A(A), = 5(A,n).

A la placel'nous utiliserons les deux propriétés équivalentes suivantes.
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Propriété 2.7
1. VN € Neeud(A®), Va:n — n' € Arc(A(N)?),
(JN)w © A(N)(a) = 6(N,a) o (Jn)n.

5(N.n) O, a) S(N, ')
(JN)n (JN)n’
A(N)(n) AV () A(N)(n')

2. YA: N — N' € Arc(A?), Vn € Neeud(A(N)?),
(Inr)acayem) © A(A)n = (A, n) o (JN)n-

5(N,n) O(4,n) S(N', A(A)®(n))
(JN)n (IN7) A(a)® (n)
A(N)(n) ACA), A(N")(A(A)*(n))

Remarque 2.7 La famille de fleches de DIAGR(C)
Jn : A(N) = 8, YN € Neeud(A?)
ne permet pas de construire une fleche
T:A— Iniacr(c)(9)

dans la catégorie DIAGR?(C). En effetT'il faudrait pour cela que pour tout arc
A:N — N' de A®Ton ait

T o B{A) = T
—  VneNoeud(A(N)?), (Jn)aayem © A(A)n = (Jn)n,
ce qui n’est pas vérifié.
Lemme 2.7 Pour tout diagramme @ de DIAGR/(C), on a

Aple(Ipracr(c)(@)) = @.
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Preuve. Posons A = Ipiacr(e) (@) et 0 = Apl:(A)). Le graphe 6® est défini par

Neeud(6®) = {(x,n), ¥n € Neeud(a®)}
Arc(6®) = {(x,a) : (x,n) = (¥,n'), Ya:n — n' € Arc(a®)}

donc les graphes a® et §® sont isomorphes. D’autre partl’

Vn € Neeud(a®), §(x,n) = A(x)(n) = a(n)
Va:n — n' € Arc(a?®), 6(x,a) = A(x)(a) = afa).

Par conséquentT'a = 4. O

Donnons un exemple. On considére le diagramme @ suivant.

a=( 378 )

faro@ = | (37 a 58 )

Il est clair que I'aplatissement de Ipjagr(c)(@) donne le diagramme @.
Lemme 2.8 Pour tout diagramme @ de DIAGR(C), on a
Apl,(DIAGR(I¢)(@)) = @.

Preuve. Posons A = DIAGR(I¢)(@) = Ic o@let § = Apl; (K) Le graphe §¢ est
défini par

Neeud(6®) = {(n, *), ¥n € Neeud(a®)}
Arc(6®) = {(a,*) : (n,*) = (n',*), Ya:n —n' € Arc(a®)}

donc les graphes a® et §® sont isomorphes. D’autre partl’

d(n, ¥) = A(n)(x) = Ie(e(n))(+) = a(n)
d(a,*x) = Aa)s = Ic(afa))s = ala).

Par conséquentT'a = 4. O

[llustrons ce résultat par un exemple. On considere le diagramme

a=( 7o)
puscnie@ —eon | (57E e

L’aplatissement de Iz o @ est bien égal au diagramme @.

On a donc
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2.3.7 Catégorie diagr(C)

Dans la catégorie DIAGR(C)I'des morphismes de diagrammes différents peuvent
avoir des colimites égales. Dans ’exemple 2.6I'nous avons défini un morphisme de

diagrammes @ : @ — 05 te

1 que

Colima = up (S, M,G, A2, bos,mobos, & (A2) 0 & (MD),&>(As2)).

La définition de & que nous avons donnée n’était pas la seule possible. Considérons
par exemple le morphisme de diagrammes 7 : @ — J, suivant.

e Morphisme généralisé de graphes 7

0 a® o~ 0T
0 — 3
1 - 1
2 = 2
a +— b
o o 3

d .

my

g My Dk g o8 o

B

e Transformation naturelle 7: o ~= dp 0 7% :

T0 = S
T — ’LdM
T = 1dq.

Les colimites des morphismes de diagrammes & et 7 sont égales.

Colim7 = Colima = up (S, M, G, As,bo s,mobo s, & (Az) o & (MD),&s(As2)).

O

bos

mobos

En faitI'on peut choisir pour la fleche 7y une fleche quelconque du “faisceau” de

o]
Q
O

S

1

T1 :idM { \

bos
=s

M408

=
|

Sy
g

I

a

=myos
B /m+

s‘éy
mobos \XmOb

T

T :ZdG \ /

fleches
bos a®(0) — 62 (1)
s a®(0) — 63(3")
myos=myos : a®(0)— (0
s : a®(0) — 62(4)
mobos a®(0) — 63(2").
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P

Il faut évidemment définir 7® en conséquence.

De mémel'deux diagrammes non isomorphes dans la catégorie DIAGR(C) peu-
vent avoir des colimites isomorphes. Par exemplel’on peut vérifier que les dia-
grammes 6,1'6,I'd3 et &, définis dans le chapitre 1 (section 1.5) ont des colimites
isomorphes.

4 ™
b T T
Be o N[ Y / 'M\ Y
>< /b b B /b
bos My Be bos B. °
My M My
M4 0S s
S N I Rl A
mobos m4 /m+ B /‘m+ \f/m+
Be mobos\_® °
mob mob B \ mob
Be ° (§
b ° G G ° (¢
N e J\ JARN J\ J
o1 b 03 0y

Pour prouver que les colimites de ces quatre diagrammes sont isomorphesl'il faut
bien sir utiliser les propriétés des colimites["ainsi que 1’égalité entre fleches de Cp:

M4 08 = 1My OS.

Le but de ce paragraphe est de définir une catégorie dans laquelle les égalités
entre fleches colimites et les isomorphismes entre objets colimites seront reflétées au
niveau des diagrammes. Pour celal'nous définissons une relation de congruence ~ sur
les fleches de DIAGR(C)I'compatible avec les colimitesI'et diagr(C) est la catégorie
quotient

diagr(C) = DIAGR(C)/~.
Lemme 2.9 (La relation de connerion ~y5 est une relation d’équivalence)

Soit un diagramme § sur C, et A un objet de C. La relation ~5 est une relation
d’équivalence sur ’ensemble de fléches de C

{u:A—68(n); neNoeud(6?)}.

Preuve.

e La relation ~y est réflexive. En effetI'pour toute fleche u : A — 6(n) de CT’

u ~5u [0].
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e La relation ~j est symétrique. En effetI'soit deux fleches u : A — d(ng) et
v:A—d(ny) deC. Ona
ur~sv [Z) = v~su [Z),
olt Z : ny ~— ny est le zigzag opposé de Z : ng ~— ny (cf. définition 2.4).

e La relation ~j est transitive. En effetI'soit trois fleches u : A — d(ng)l'v :
A—d(ni)etw:A— §(ng) de C. On a

ur~sv (2] et v~sw [Zo] = u~yw [Z],

ou Z : ng ~— ngy est le zigzag obtenu en mettant bout a bout Z; : ng ~— ny
et Zy :my ~— no.

O
Lemme 2.10 (~5 est une demi-congruence d droite)
Soit u: A — d(ng), v:A—d(ng) etw:A — A Ona
u~5v [Z] = uow~zvow [Z]
(cf. figure 2.4).
Preuve. Application immédiate de la définition de ~s. i

o
5

N\
7

°
=

o

g

b

¥
Il

2\e\&

[ ]

big

[ ]
S
w

g

S
iy

Qe

{

Figure 2.4: vow ~svow [Z

—

Lemme 2.11 Soit @ et 3 deur diagrammes sur C. Soit & : @ — ( une fleche de
DIAGR(C). Soit u: A — a(m) et v: A — a(n) deux fléches de C. Alors,

ur~gv[Z] = opoun~gonov [0®(2)].
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Preuve. Application de la définition de ~g et de 7. O

Définition 2.31 (Congruence =) B
Soit deux diagrammes @ et 5. Soit 7,7 : @ — [ deux fleches de DIAGR(C). On
définit la relation =~ sur les fleches de DIAGR(C) par

7~7 — VYné&Ncecud(a?), o, ~F Tn-

Remarquons que c’est une bonne définition car Vn € Noeud(a®)T'

on s a(n) = B(0®(n)),

7ot a(n) = B(r%(n)).

Proposition 2.1 La relation = est une congruence.

Preuve.

e La relation ~ est réflexive car ~7 est réflexive. Soit @ : @ — [ une fleche de
DIAGR(C).

Vn € Neeud(a?), oy, ~FO0n = ORT

e La relation ~ est symétrique car ~g est symétrique. Soit 7,7 : @ — (3 deux
fleches de DIAGR(C).

G~7 = Vné€Ncud(a®), o, ~5 Tn  (définition de =)

= Vn € Neeud(a?), 7, ~g on  (~j5 symétrique)

= TRT (définition de =)

hl

e De mémel'la relation ~ est transitive car ~5 est transitive.
e Soit 7,7 : @ — B et X¥: 6 — @ trois fleches de DIAGR(C). Montrons que
ORT = COXRTOX.
Supposons 7 ~ 7. Il suffit de montrer que

Vn € Neeud(5%), Ty ®(n) © Xn ~F Ty®(n) © Xn-

Gx~T = Vn€Neeud(d?),

®(n) ~F Tx®(n) (définition de =)
= Vn € Neeud(6%),

¢(n) © Xn (lemme 2.10)

%
2
)
=
3
2
x|
X\]
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e Soit 7,7 : @ — [ et £ : B — 7 trois fleches de DIAGR(C). Montrons que
GT = foomEoT.
Supposons que & =~ 7. Il suffit de montrer que

Vn € Neeud(a?), o (n) © Tn ~5 §r0(n) © T

7~7 = Vné&Neud(a?®), o, ~7 Tn (définition de =)
= Vn € Neeud(a?), {2 (n) © On ~5 §rony © Ty (lemme 2.11)

Lemme 2.12 Soit deuz catégories C et D et un foncteur F : C — D. Soit deux
fléches o, 7 : @ — B de DIAGR/(C). Alors,

Ql

~7 = DIAGR(F)(7) ~ DIAGR(F)(7).

Preuve.
oORT
= Vn € Neeud(a?), o, ~F Tn (définition de =)
= Vn € Nceud(a?), F(o,) ~pog F(1n) (lemme 2.3)
= DIAGR(F)(c) ~ DIAGR(F)(T) (définitions de DIAGR(F) et =)

Définition 2.32 (Catégorie diagr(C))
Comme = est une congruence (proposition 2.1)['nous pouvons définir la catégorie
diagr(C) comme le quotient de DIAGR(C) par =.

diagr(C) = DIAGR(C)/=.

Les objets de diagr(C) sont les objets de DIAGR(C). Etant donné deux objets @
et B de diagr(C)I'une fleche entre @ et 3 est une classe d’équivalence modulo ~ de
fleches de DIAGR/(C) entre @ et 3.

On a un foncteur de projection

[—]e: DIAGR(C) —  diagr(C)

Ql
Ql

R
N
I



98 CHAPITRE 2. GRAPHES, CATEGORIES ET DIAGRAMMES

qui est I'identité sur les objetsl'et associe & toute fleche o : @@ — 3 de DIAGR(C) sa
classe d’équivalence [7] : @ — (# modulo ~ dans diagr(C).

Comme le foncteur de projection [—]¢ : DIAGR(C) — diagr(C) est I'identité sur les
objetsI'on notera de la méme fagon un objet @ de DIAGR(C) et son image par [—|¢
dans diagr(C).

Propriété 2.8 Soit I : DIAGR(C) — D un foncteur compatible avec =, c’est-a-dire
tel que pour toutes fleches ,7 : @ — (3 de DIAGR(C),

ox~T = F(o)=F(T).

Alors, le foncteur F' se factorise a travers [—|c. Autrement dit, il existe un unique
foncteur G : diagr(C) — D tel que F = G o [—]c.

Définition 2.33 (Foncteur diagr(F#)) Soit deux catégories C et DI'et un foncteur
F :C — D. Dapres le lemme 2.12T'le foncteur [—]p o DIAGR(F') : DIAGR(C) —
diagr(D) est compatible avec . DoncI'd’apres la propriété 2.8T'il existe un unique
foncteur

diagr(F') : diagr(C) — diagr(D)

tel que diagr(F') o [—]|c = [-]p o DIAGR(F).
Lemme 2.13 L’application

diagr : CAT — CAT
C — diagr(C)
F:C—D — diagr(F) :diagr(C) — diagr(D)

est un foncteur diagr : CAT — CAT.

Preuve. Application immédiate de la définition de diagr sur les fleches. O

Propriété 2.9
L’application [—| qui a toute catégorie C associe le foncteur de projection

[—]c : DIAGR(C) — diagr(C)
est une transformation naturelle

[—] : DIAGR - diagr.

Preuve. Résulte immédiatement de la définition de diagr(F'). 0

Lemme 2.14 Soit deux foncteurs G, G’ : diagr(C) — D. Alors,

GO[—]CgG,O[—]C = GgG,.
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Preuve. Soit w : G o [~]¢c = G' o [—]c l'isomorphisme naturel entre G o [—|¢ et
G’ o [—]c. Comme [—]c : DIAGR(C) — diagr(C) est 'identité sur les objets on peut
définir une transformation naturelle ¢ : G = G’ par

{a = wa-

Cela définit bien une transformation naturelle car pour toute fleche 7 : @ — 3 de
diagr(C)I'il existe une fleche 7 : @ — G de diagr(C) telle que 7 = [¢]. Comme w est
une transformation naturellel’

wyo G((3)) = C'([3)) o wa
= &0G(T) =C'(T) oka

De plusl'ég est un isomorphisme pour tout diagramme @ de diagr(C)I'donc on a bien
un isomorphisme naturel

G=(G.

Jusqu’a la fin de ce paragraphel'nous considérons une catégorie C finiment co-
complete. Nous allons montrer que les colimites sont compatibles avec la relation de
congruence ~l'c’est-a-dire que le foncteur Colime envoie des fleches équivalentes sur
des colimites égales. IntuitivementI'cette propriété prouve que la relation de con-
gruence n’est pas trop “forte”I'c’est-a-dire n’identifie pas trop de flechesI'et permet
de définir un foncteur

colime : diagr(C) — C.

Lemme 2.15 Soit un diagramme & de diagr(C), B un objet de C, et deuzx fléches
o,7:a— Ic(B). Alors,

ORT = 0=T.

Preuve. D’abordl'oc® = 7® car I¢(B) est construit sur le graphe 1®I'qui ne comporte
qu’un seul noeud *I'et qu’un seul zigzag 0, : * ~— x. D’autre partI'comme o =~ 7'
pour tout nceud n de a®Ton a o, ~1¢(B) Tn- Comme 0y : * ~— x est le seul zigzag
de 1®Ton a nécessairement o, = 7,. Par conséquentl's = 7. O

Proposition 2.2 (Le foncteur Colime est compatible avec =)
Soit C une catégorie finiment cocompléte. Le foncteur Colime est compatible avec ~.
Autrement dit, soit @ et [ deuzx diagrammes et o, T : @ — [ deux fleches de

DIAGR(C). Alors,
o =~ T = Colimg o = Colim¢ 7.
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Preuve.  Soit (4, A: @ — Ic(A)) et (B, X : B — Ic(B)) les cones colimites des dia-
grammes @ et 3.

O T
= MNoTrNozo (= est une congruence)
= MNoT=MNoo (lemme 2.15)
= I¢(Colim¢7)o A= XNo& (définition de Colim¢ 7)
= Colim¢ o = Colime 7 (définition de Colim¢ &)

Corollaire 2.1 D’aprés la propriété 2.8, le foncteur Colime : DIAGR(C) — C se
factorise a travers [—]c. Autrement dit, il existe un unique foncteur

colime : diagr(C) — C
tel que colime o [—]¢ = Colime.

Remarque 2.8 Dans la catégorie diagr(C)I'il existe plus d’isomorphismes entre
diagrammesl"et plus d’égalités entre fleches de diagrammes que dans la catégorie
DIAGR(C). NéanmoinsI'dans le cas générall’

1. colime @ = colime 7 # & =T7;
2. colime @ =2 colime B ;,é,, a B

La raison intuitive est qu’on peut avoir des égalités entre fleches de C qui ne pro-
viennent pas des propriétés générales des colimitesI'mais de la catégorie C elle-méme.

Contrezemple. On considere la catégorie (IN, /) définie de la facon suivante.
e Les objets de (IN, /) sont les entiers naturels.
e On a une fleche unique de n vers m si et seulement si n divise m.

(N, /) est une catégorie finiment cocomplete. (Par exemplel'la somme catégorielle
de m et n est le ppcm de m et n.)

Les diagrammes @ et 3 dessinés ci-dessousI'ne sont pas isomorphes dans diagr(IN, /)T
et ont pourtant des colimites isomorphes.

[ ] [ ] [ J [ ]
a B
Les deux diagrammes ont en effet pour colimite 'entier 2 x 3 x 5.

De mémeTles fleches @ et 7T'dessinées ci-dessousI'ne sont pas égales dans diagr(IN, /)T
et ont pourtant des colimites égales: la fleche de l'entier 2 vers I'entier 2 x 3 x 5.
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Icil'la définition de la catégorie indique que deux fleches entre deux objets sont
forcément égales. C’est la raison pour laquelle colime @ = colime 7. Dans une autre
catégoriel'il n’y a a priori aucune raison pour que cette égalité soit vérifiée.

Théoréme 2.5 Soit C une catégorie finiment cocompléte.

1. Les deux foncteurs
colime : diagr(C) — C
[—]c o lc : C — diagr(C)

forment une adjonction
(colim¢ = [—]c o I¢).

2. La cotunité de cette adjonction est la counité de ’adjonction

(Colim¢ — I¢).

Preuve.

1. On définit une transformation naturelle 7’ : 1d giagr(cy = [~]c © Ic o colime de
la facon suivante. Pour tout objet @ de diagr(C)['on pose

‘s = [ﬁa]

ou 7 : Idpiagr(c)y =+ Ic © Colime est I'unité de 'adjonction (Colime - Ic).
C’est une bonne définition car le foncteur [—|c est I'identité sur les objets. On
vérifie facilement que 7’ est bien une transformation naturelle.

Montrons maintenant que (colim¢ - [~]¢ o I¢) est une adjonction dont 'unité
est 7. Soit un diagramme @ de diagr(C)I'B un objet de Clet [7] : @ — I¢(B)
une fleche de diagr(C). Il faut montrer qu’il existe une unique fleche de C

¢ :colimca — B

telle que
[Tc(#)] o [Ma] = [7].
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2. Considérons e :

Ezistence. Comme (Colim¢ - Ic) est une adjonction dont l'unité est 7 :
Idpiacr(c) = Ie o ColimeT'il existe une unique fleche ¢ : Colimea — B telle
que

Ie(¢) oTjg =T
En considérant @ comme un objet de diagr(C)I'la fleche ¢ a pour domaine

colim¢ a@.

Ie(¢) otz =70
= [lc(9) o7a] = [0]
= [le(#)] o [M5] =[] ([~]c foncteur)
= [Ie(¢p)]on'y =[0] (définition de n')
Unicité. Soit ¢, ¥ : colime @« — B deux fleches de C telles que
[Le(¢)] o & = [3],
[Lc ()] on'g = [0]

= [le(9)] o [Ma] = [Ic(4)] o [7l5] (définition de 7)

= [Lc(9) 0Tzl = [Lc(¥) o 75 ([~]c foncteur)

= Ic(p) 0Ty = Ic(4) 0Ty (définition de =)

= Ic(p) ong = Ic(¢p) o Mg (lemme 2.15)

= o= (adjonction (Colime — I¢))

Colimg o I¢ = Id¢ la cotinité de Iadjonction (Colime = I¢).
Comme Colim¢ = colimg o[—]¢I'e est bien une transformation naturelle

€ : colimg o[—|¢ o I = Ide.

Pour montrer que € est la cotinité de l'adjonction (colime 4 [—]c o I¢) :
diagr(C) — CTon utilise le théoréme 2.1.

Soit une fleche ¢ : colimg @ — B de C. Il faut montrer qu’il existe une unique
fleche [@] : @ — I¢(B) de diagr(C) telle que

ep o colime[a] = g.

Ezistence. Comme (Colime - I¢) est une adjonctionI'il existe une unique
fleche 7 : @ — I¢(B) de DIAGR(C) telle que

eg o Colimg o =g

— epocolimg[g]| =g (définition de colim¢)
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Unicité. Soit [a], [T] : @ = I¢(B) deux fleches de diagr(C) telles que

ep o colime[a] = ¢,
ep o colim¢[7T] = g.

On montre que [] = [T].

ep o colim¢[a] = ep o colim¢|[T]
= epo Colimed = ep o Colime 7 (définition de colim)
= 0=T (adjonction (Colime - I¢))
=~ 5

2.3.8 La catégorie diagr(C) est finiment cocompléte

Dans ce paragraphel'nous considérons une catégorie C quelconquel'et nous allons
montrer que la catégorie diagr(C) est finiment cocompléte. Pour cela nous devons

montrer que tout diagramme I' de DIAGR(diagr(C)) a une colimite dans diagr(C).

IntuitivementI'pour construire une colimite de TTon commence par construire un
diagramme A de DIAGR?(C) construit sur le méme graphe sous-jacent que ITtel
que pour tout arc A: N — N'TA(A) est un représentant de la classe d’équivalence
T'(A) de fleches de DIAGR(C). Ensuitell’aplatissement de A donne une colimite du

diagramme T.

Lemme 2.16 _
Soit un objet T de DIAGR(diagr(C)). II existe un objet A de DIAGR?(C) tel que

>l

T = DIAGR([-]¢) (&) = [-]c o

Preuve. On définit un diagramme

A = (A% A:A® - DIAGR(C))
de la facon suivante:

e Le graphe sous-jacent de A est le graphe sous-jacent de T. Autrement ditD
A* =T7.

e Le foncteur A : A® — DIAGR/(C) est défini par son action sur les nceuds et
sur les arcs du graphe A®.

— Tout nceud N de A? est étiqueté par I['(N)

A(N) =T(N);
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— Pour tout arc A: N — N’ de A*TT'(A) : I'(N) — I'(N') est une fleche
de diagr(C)I'c’est-a-dire une classe d’équivalence de fleches de DIAGR/(C).
On choisit un représentant A(A) de cette classe d’équivalence. Autrement

ditT’A(A) est tel que

I'(4) = [A(4)].
Cela définit bien un foncteur car

A(4) : A(N) — ANY).

On vérifie immédiatement que

=l

= [-]c o A.
O

Soit T un objet de DIAGR(diagr(C)). D’aprés le lemme 2.16I'il existe un objet A

de DIAGR?(C) tel que T = [—]c o A. Comme dans le paragraphe 2.3.6T'on note

6 = Aple(Q)

I’aplatissement de ATlet pour tout nceud N de A®Ton a une famille de fleches de
DIAGR(C) o ~
JIn A(N) — 4.

On avait vu en remarque 2.7 que la famille de fleches
Jn:A(N) =6
de DIAGR(C) ne permet pas de définir une fleche

J 1 A = Iniacre)(9)
dans la catégorie DIAGR?(C). Par contre on a une fléche de T vers Lgiagr(c) (6) dans

la catégorie DTAGR (diagr(C))T'grace au lemme suivant.
Lemme 2.17 Pour tout arc A: N = N' de A®,

J—N’O A(A) ~ JN.

Preuve. 11 suffit de montrer que
Vn € Noeud(A(N)®), (Jnr)a(aye(m) © AlA)n ~5 (Jn)n-
Cette relation est vérifiéel'car par définition de él'on a
(IN) a(ayem) © A(A)n = 06(A4,n) o (Jn)n.
a
On définit une famille de fleches de diagr(C)I'en posantI'pour tout nceud N de A®T

7N = [In] : T(N) — 6.

Lemme 2.18 (0, 7: T — Liagr(c)(0)) est un cone sur L.
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Preuve. 11 suffit de montrer que 7 : T - Idia.gr(C)(g) est une fleche de la catégorie
DIAGR (diagr(C))T'c’est-a-dire que pour tout arc A : N — N’ de A(N)®Ton a

Pour tout arc A: N — N’ de I'(N)®T'on a

JN/O (A)%E

lemme 2.17)

(
= [JyroA(A)] =[Jn] (définition de [—]¢)
= [Jy]o[A(A)] = [Jn] ([=]c est un foncteur)
= 7nnol'(A)=7x§ (définition de 775 et TN7)
Par conséquentI(d, 7 : T — Igiage(c)(0)) est un cone sur L. 0

Lemme 2.19 Soit un ensemble de fléches de DIAGR(C)

{Ky : A(N) —» @, YN € Neeud(A?)}

tel que

VA: N — N' € Arc(A?%), Ky o A(A) =~ Ky.
Alors,
1. il existe une fleche @: 6 — @ de DIAGR(C) telle que

VN € Neeud(A?®), 7o Jy

Q
5

2. pour toute fleche T : 6 — @ de DIAGR/(C) telle que

VN € Neeud(A?%), 7o Jy =~

3

on a

Ql
Q
Rl

Preuve.  Soit un ensemble de fleches de DIAGR(C)
{Ky : A(N) —» @, YN € Noeud(A?®)}
tel que VA : N — N’ € Arc(A®), Ky 0o A(A) =~ Ky.
1. Considérons la flecche de DTAGR(C)
G:0—=a=(0%:6*~a® 0:5~3 ao0?)
définie de la facon suivante.

o 0% :6% ~— a? est un morphisme généralisé de graphes.
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— V(N,n) € Neeud(6?), o®(N,n) = Kg(n).
— V(N,a): (N,n) = ( ,n') € rg( ), .
o (N,a) = Ky(a): Ky(n) — Ky(n').
— V(4,n) : (N,n) = (N, A(A)®(n)) € Arc(6®), 0®(A,n) = ZT
ot Z: Ky (n) ~ Ky, (A(A)(n)) est le zigzag tel que
(KN aayem) © A(A)n ~z (Kn),, [Z].
e 0:0 ~> aoo? est la transformation naturelle généralisée définie par

V(N,n) € Neeud(6®), oy = (Kn)no (Jn);"

Pour prouver que cela définit bien une flecche de DIAGR(C)T'il faut montrer que
o :0 ~> aoo? est bien une transformation naturelle généralisée c’est-a-dire
que

(a) V(N,a): (N,n) — (N,n') € Arc(6?®),
O(Nn!) © d(N,a) ~z T(Nn) [0®(N,a)]
(b) V(A,n): (N,n) = (N',A(A)®(n)) € Arc(6?),
TN A4 () © 0(A,n) ~a oy [0%(4,n)]

(a) Comme Ky est une fleche de DIAGR(C)T’

(Kn)w © A(N)(a) ~g (KN)n [0%(N,a)]
= (KN)w o A(N)(a)o (In)yt ~a (Kn)no (In),t (lemme 2.10)
= (KEN)w o (JN)w 08(N,a) ~g (Kn)no (Jy);'  (définition de §(N,a))
= o(nm) °0(N,a) ~z o(n ) [0®(N,a)] (définition de oy p))

(b) Par définition de o(A,n)®T

~a (Kn), [0%(4,n)]

= (Kn)a(a)yrm) © A(A)n o (IN); " ~a (KN), o (In);" [0%(4,n)]

= (Kx)ayrm) © (v 5(ays( © 0(41) ~z (Kx), 0 (Jn), ' (0% (4,n)]
= o(n,A(A)Rm) ©0(A,1) ~aovay [0(4,n)?]

Il reste & montrer que YN € Neeud(A?®), o Jy ~ Ky. Par définition de &I

Y(N,n) € Neeud(0?®), o(Nm) = (Kn)no (Jn),*
= V(N,n) € N()Slld((s ), O(N) © (JN)n = (KN)n
= VN € Neeud(A®), Vi € Neeud(A(N)®), oy © (In)n ~z (Kx)n
= VN € Neeud(A?), 5o Jy =~ Ky

2. Soit 7 : 0 — @ une fleche de DIAGR(C) telle que
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On montre que ¢ ~ 7.

VN € Noeud(A®), 7o Jy ~ Ky

VN, Vn € Noeud(A(N)®), 7y 0 (JN)n ~a (KN)n
V(N,n) € Noeud(6%), 7y 7) (JN) a (KN)n
V(N,n) € Neeud(8®), 7(nn) ~a (Kn)n o (Jn)y"
V(N,n) € Neeud(6%), T(N,n) ~a O(N,n)

TR O

A

Lemme 2.20 Le cone (6,

=l

= Lgiagr(c) (6)) est un cone colimite de L.

Preuve. Soit (a, 2:T — ILgiagr(c)(@)) un autre cone sur T. Nous devons montrer
qu’il existe une unique fleche

[0]: 0 =@
de diagr(C) telle que
Liiagr(c)([0]) 0T = \.

Ewistence. Pour tout nceud N de I'®TAy : T(N) — @ est une fleche de diagr(C).
On choisit un représentant Ky : I'(IV) — @ dans DIAGR(C) de Ay. Autrement ditI’
on a

VN € Neeud(I'?), [Kn] = Ay.

Comme X : I — Lgiagr(c)(@) est une fleche de DIAGR (diagr(C))I" pour tout arc
A: N — N’ du graphe I'* = A®Ton a

= [KN,] o[A(A)] = [Kx] (définition de KNT Ky et A)
= [Kn'oA(A)] =[Kn] ([~]c foncteur)
= Ky oA(A)~ Ky (définition de diagr(C))

doncl'd’apres le lemme 2.19 (1)T'il existe une fleche @ : 0 — @ de DIAGR(C) telle
que

VN € Neeud(A?®), o Jy ~ Ky.

VN € Neeud(I'?), 5o JN ~ Ky

= VN € Noeud(I'®), [7o Jy] = [Ky]
= VN € Neeud(I'?), [5] o [Jn] = [Kn]
= VN €Noeud(I'®), [7] o7y = An

= Idiagr(C)([E]) °© ﬁ =2
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Unicité. Soit [7] : & — @ une fleche de diagr(C) telle que

Idia.gr(C) ([?]) °© ﬁ =X
Idia.gr(C)([E]) © ﬁ = _
= VN € Neeud(I'?), [Floy = An
= VN € Neeud(I'?), [7]o [JN] = [Kn]
= VN € Nceud(I'®), [FoJy] = [Kn
= VN € Neeud(I'?), 7o Ty ~ Ky
donc d’apres le lemme 2.19 (2)I'c = 7T'et par conséquent [o] = [7].
O
Théoréme 2.6 La catégorie diagr(C) est finiment cocompléte.
Preuve. Conséquence immédiate du lemme 2.20. O

Remarque 2.9 Dans cette preuvel'nous avons montré lexistence d’une colimite
pour le diagramme I'. Pour chaque arc de I'®T'nous avons effectué un choix de
représentant A(A) pour la fleche I'(A). Un choix différent de représentant conduit &

un autre diagramme colimite (isomorphe) pour I'. Nous avons donc défini la colimite

de I a un isomorphisme pres.

Une colimite est définie & un isomorphisme presI'mais lorsque les classes d’équivalen-
ce I'(A) ne contiennent qu’un élémentTalors il n’existe qu’un seul diagramme A tel

que [ = [~]c o A. Soit un diagramme @ de DIAGR(C). Considérons le diagramme
de DIAGR(diagr(C))

T = DIAGR([-]c o I¢) (@) = [~]c 0 Ic o @.
Pour tout arc a : n — n/ du graphe I'® = o®T
I(a) = [Ic(a(a))],
et le seul élément de la classe I'(a) est Iz(a(a)). Donc
A = I, ow = DIAGR(I¢) (@).
D’apres le lemme 2.8
Aply(A) = Apl. (DIAGR(I¢)(@)) = @.
FinalementT'la colimite de T est donc @.

Lemme 2.21 Soit une catégorie C.

COlimdiagr(C) o DIAGR([_]C o IC) = [_]C'
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Preuve.
e Pour tout diagramme @ de DIAGR(C)I’
COlimdiagr(C) (DIAGR([—]C o Ic)(a)) = Q.
e Soit une fleche 7 : @ — B de DIAGR(C). Soit

[=leo e o@ = Lgjage(c) (@)

=3l

(@,

et

(B, 0" : [<le o Ie 0 B = Ljiage(c)(B)
les cone colimites respectifs des diagrammes [—]¢ o Ic o @ et [~]¢ o I¢ o B.
Posons
Y=[-]col;oT.
Il faut montrer que

Colimdiagr(c) § = [E]

Comme Colimgj,gr(c) S est I'unique fleche telle que

TIgiagr(c) (Colimgiagr(cy B) 0] =1/ 0 X,
il suffit de prouver
Idiagr(C)([E]) Oﬁ = ?OE . L
—  Vn &€ Nceud(a®), [Glom, = N 5% (n) © Ln-

|

Remarque 2.10 Ce lemme montre que le foncteur [—]¢c o Iz : C — diagr(C) est
densel'c’est-a-dire que tout diagramme @ est colimite d’un diagramme construit sur
les images des objets et fleches de C dans diagr(C). En effetT'tout diagramme @ de

diagr(C) est la colimite du diagramme I' = DIAGR([—]c o I¢)(@).
2.3.9 La catégorie diagr(C) est une complétion de C par colimites
finies

La catégorie diagr(C) a une propriété importante : c¢’est une complétion de C par
colimites finies. IntuitivementI'cela signifie que diagr(C) est une catégorie “mini-
mum” qui contient CT'et toutes les colimites finies que I'on peut construire & partir
d’objets et de fleches de C.

Soit une catégorie C quelconquel'et D une catégorie finiment cocomplete. Soit
un foncteur F' : C — D. On counsidere le foncteur

G = Colimp o DIAGR(F) : DIAGR(C) — D.

Lemme 2.22 On a un isomorphisme naturel G o I = F.
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Preuve. D’aprés le théoréme 2.4I'e : Colimp o Ip = Idpl'counité de ’adjonction
(Colimp - Ip) est un isomorphisme naturel. Par conséquentl’

COlimD o ID = Id'D

= Colimp cI[poFXF (composition par F)
= Colimp o DIAGR(F)oIc = F (I : Idcar - DIAGR)
= Golc=F (définition de G)

a

Soit A un objet de DIAGR?(C)T'0 = Apl, (K) I'aplatissement de ATet la famille de
fleches de DIAGR(C)

Jy : A(N) = 6, VN € Noeud(A?®).

Pour tout noeud N de A%Ton considére la fleche

Av = G(Jy) : G(A(N)) = G(9)

dans D.
Nous allons considérer les diagrammes suivants.

e Le diagramme
Fod=(6% Fod:6°—=D)

est un objet de DIAGR(D)I'qui a pour cone colimite

(G(9), Tpas : F 08 — Ip(G(9))).

e Pour tout nceud N de A®Ton a un diagramme

FoA(N) = (A(N)®, FoA(N): A(N)® - D)

dans DIAGR(D)I'qui a pour cone colimite

(GAWM), Tpozeyy : F o A = In(GEADI)))).

Par définitionI'\y = G(Jy) = Colimp(DIAGR(F)(Jy))['donc Ay est I'unique fleche
telle que

I’D(}\N) oﬁFom :ﬁFOSODIAGR(F)(E) (]_)

Lemme 2.23 X\ :GoA — In(G(5)) est une fleche de DIAGR(D).
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Preuve. 11 suffit de montrer que pour tout arc A: N — N’ de A®Ton a

Ant 0 G(A(A)) = Ay

Iy o A(A) = Ty (lemme 2.17)
= DIAGR(F)(Jy' o A(4) )) ~ DIAGR(F)(Jy) (lemme 2.12)
= Colimp(DIAGR(F)(Jyn' 0o A(A)))
= Cohmp(DIAGR( )(IN)) (proposition 2.2)
= G(Jy o A(A) = G(Jn) (définition de G)
= G(Jy)oG(A(A) )) G(Jy) (G foncteur)
= AvoG(A(A)) = (définition de Ay et Anv)

|

Lemme 2.24 (G(5), A: Go A~ Ip(G(9))) est un cone colimite du diagramme
G oA de DIAGR(D).

Preuve.  Soit un cone (A, @:Go A = Ip(A)) sur le diagramme G o A. I est donc
une fleche de DTAGR(D). Nous allons montrer qu’il existe une unique fleche

¢:G0)— A
de D telle que
Ip(¢)oA=T1
Eristence. Pour tout nceud N de A® et tout noceud n de A(N)®T'on pose
Vg = 1N © (N, xey)n © F(In)nt) : F(8(N,n)) — A.
Cette définition est correcte car

F((Jn)y") s F(5(N,n)) — F(A(N)(n))
y)n o F(A(N)(n)) = G(A(N))
(A(N)) — A.

(nFoA
KN -

On montre que

h:Fod— Ip(A)
est une fleche de DIAGR(D).

e Pour tout arc (N,a) : (N,m) — (N,n) de 6°T

Ym0 F(5(N,a))
= un © (MFoav))n © F((Jn)p') o F(6(N,a))  (définition de 9y )
= N o© (UFoA(N))n o F((Jn)ytod(N,a)) (F foncteur)
= N © (Mpoa(v))n © F(A(N)(a) o (IN)h) (définition de §(IV,a))
= pn © (Mroa())n © F(A(N)(a)) o F((Jx)y'") (F foncteur)
= pn © (Mpoa(n))m © F((In)m') (Mpoagyy cOne)
=UNm (deﬁnltlon de Yarm)
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e Pour tout arc (A,m) : (M,m) — (N,n) de §°Tout A : M — N € Arc(A®)T
m € Neeud(A(M)®)Tet n = A(A)®(m) € Neeud(A(N)®)I

PN o F(6(A,m))
= pN © (MFoa(N))n © F((JN)pY) o F(6(A,m)) (définition de ¢y )
= pN © (MFoa(N))n © F((Jn),tod(A,m)) (F foncteur)
= 1N © (Mpoa))n © F(A(A)m) 0 F((Jm),,")  (définition de 5(A,m))
= uny o G(A(A)) o (nFOA (m))m © F((Jar)y,')  (définition de G)
= piar © (MFoa(ar))m ((JM)ml) (7 cone)
=YYr,m (définition de 9azm)

On a donc bien une fleche
h:Fod— Ip(A)

dans D. De plus on vérifie immédiatemment que
4 o DIAGR(F)(Jn) = Ip(kn) © T piaiy- (2)
Comme on a un céne
(A, p: Fod— Ip(A)),

il existe une unique fleche ¢ : G(6) — A de D telle que

Ip(¢) o Mpos = - (3)
Il reste & montrer que

Ip(¢p)oX =17
— VN €Nceud(A?), po Ay =pun: G(A(N)) = A

Comme

(GAWN), Tpusgy : F o B — In(GADN))
est cone colimite de A(N)T'il suffit de montrer que

ID(¢°>‘N)°77FOA( N) = =Ip (MN)OWFOA( N)

Ip(qﬁo)\N)oﬁFo AN
= Ip(¢)oIp(Ay )Oﬁp oA(N) (
= Ip(¢) o750 DIAGR(F)(JN) (
— o DIAGR(F)(/v) (
= In(un) o Tpamm (
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Unicité.  Soit ¢' : G(9) — A une fleche de D telle que
Ip(¢') oA =T
On montre que ¢ = ¢'. Pour celal'il suffit de montrer que

ID((lb,) o ﬁFog = E
- V(Na n) € Noeud(é‘b), ¢I(N7n) ° (nFOS)(N,n) = 1/’N,n

D) © (Mpog) (N ,m)

= Py © AN © (Mpoimy)n © F((In),") (1)
N © (Mpamyn © F((In), ") (définition de ¢')
= YNnm (définition de )

Proposition 2.3 Soit une catégorie C et une catégorie finiment cocompléte D. Soit
un foncteur F : C — D. Posons

G = Colimp o DIAGR(F) : DIAGR(C) — D
H = colimp o diagr(F) : diagr(C) — D.

Alors,
1. Ho[—|e=G;
2. Hol|=|colc = F;

3. H conserve les colimites finies.

Preuve. On prouve successivement les points 1I'2 et 3.

1. On a
Ho[-]¢ = -colimpodiagr(F)o[—]¢ (définition de H)
= colimp o [—]p o DIAGR(F') (définition de diagr(F'))
= Colimp o DIAGR(F') (définition de colimp)
= G (définition de G)

2. D’apres le lemme 2.22I'G o Iz = FT'doncI'd’apres le point 1I'H o [—]c o I¢ = F.

3. Soit un diagramme T de DIAGR(diagr(C)). On considére un diagramme A de
DIAGR?(C) tel que _ o
T'=[-]coA.

On pose 6 = Apl; (K)Fet le cone colimite du diagramme T
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avec N = [Jn].
On a

et
An = G(JIn) = H([In]) = H(MN).

D’apres le lemme 2.24T
(G(5), X: G oA — Ip(G(3))
est un cone colimite de G o Al'donc
(H(8), H: HoT — Ip(H(3)))

est un cone colimite du diagramme H o I'. Par conséquentl’ H conserve les
colimites finies.

Théoréme 2.7 (Complétion) Soit C une catégorie quelconque. La catégorie diagr(C)
est une complétion de C par colimites finies. Autrement dit, pour toute catégo-
rie finiment cocompléte D, et tout foncteur F' : C — D, il existe un foncteur
H : diagr(C) — D, unique a un isomorphisme naturel prés, qui conserve les co-
limites finies, et tel que:

HO[—]COICgF.

Preuve. Soit une catégorie C quelconquel’et une catégorie D finiment cocompléte.
Soit un foncteur F' : C — D. On montre ’existencel’puis I'unicité & un isomorphisme
pres'd’un foncteur

H : diagr(C) = D

qui conserve les colimites finies et tel que

Ho[-]¢cols=F.

Ezistence. On pose H = colimp o diagr(F'). D’apres la proposition 2.3I'H o [—]¢ o
Ic =2 F et H conserve les colimites finies.

Unicité de H a un isomorphisme naturel preés.
Soit deux foncteurs H, H' : diagr(C) — D qui conservent les colimites finiesI'et tels
que

Ho|-]colc = H o[-]coI.

On montre qu’il existe un isomorphisme naturel

H>H.
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Ho[—]co[C§H'o[—]Co[C
DIAGR(H o [~]c o I¢) = DIAGR(H' o [-]c 0 I¢)  (lemme 2.6)
DIAGR(H) o DIAGR([—]C o Ic) =

DIAGR(H') o DIAGR([—]¢ o I¢) (DIAGR foncteur)
Colimp o DIAGR(H) o DIAGR([]¢ o I) =

Colimp o DIAGR(H') o DIAGR([—]c o I¢) (propriété 2.3)

44U

4

= H o Colimgjygr(cy o DIAGR([—]c 0 I¢) =

H' o Colimygj,gr(cy o DIAGR([~]c © Ic) (propriété 2.6)
= Ho[-]c=2H ol (lemme 2.21)
= H~H (lemme 2.14)

Remarque 2.11 Nous avons montré que la catégorie diagr(C) est finiment cocom-
plete. Par contreI'nous n’avons pas montré que diagr(C) a des colimites choisies. En
effetI'nous n’avons pas montré l'existence d’une colimite canonique pour un objet
de DIAGR(diagr(C))I'puisque pour montrer 'existence d’une colimiteI'nous devons
choisir un représentant pour une classe d’équivalence de fleches de DIAGR(C).

2.4 Conclusion

Dans ce chapitrel'’nous avons défini une catégorie de diagrammes DIAGR(C)I'
dont les objets sont les diagrammes finisI'et les fleches sont les morphismes de dia-
grammes (définitions 2.16 et 2.18). Nous avons rappelé la définition de colimite d'un
diagramme et de colimite d’'un morphisme de diagrammes (paragraphe 2.3.2). Nous
avons défini une opération d’aplatissement Apl. : DIAGR?(C) — DIAGR(C) qui
permet de considérer tout diagramme de diagrammes comme un simple diagramme
(définition 2.29).

Nous avons défini une relation de congruence sur les morphismes de diagrammesI’
ce qui nous a permis de considérer la catégorie quotient diagr(C) (définition 2.32).
Nous avons montré que la catégorie diagr(C) est finiment cocomplétel c’est-a-dire
que tout diagramme fini sur diagr(C) a une colimite dans diagr(C) (théoreme 2.6).
Cette colimite d'un objet I' de DIAGR(diagr(C)) peut étre construite en aplatissant
un diagramme A de DIAGR?(C) obtenu & partir de I’ en remplacant chaque classe
d’équivalence qui étiquéte un arc par un représentant de cette classe.

EnfinT'nous avons montré que la catégorie diagr(C) est une complétion de C par
colimites finies (théoreme 2.7).
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Chapitre 3

Syntaxe : catégorie des termes

“Nous sommes certain que la syntaxe est indispensable
mais nous voulons soutenir qu’elle ne saurait étre syn-
taxe que dans la mesure ou elle envisage non pas des
relations entre objets quelconques, mais des relations
entre des “signes” ou des “expressions”. Or ce n’est
que comme concept pragmatique que nous pourrons
aborder la notion de “signe” ou d’“expression”, car
un événement n’est un signe que s’il est émis ou regu
comme tel.”

— Léo Apostel, Logique et connaissance scientifique

Dans ce chapitrel'nous considérons une catégorie Cy de base dont les objets sont
considérés comme “atomiques”I'c’est-a-dire ne peuvent pas étre divisés. Nous sup-
posons que cette catégorie Cy est petite. Nous souhaitons pouvoir construire des
objets composites en réunissant ces objets élémentairesI’en fusionnant éventuelle-
ment certaines parties communes.

L’assemblage de plusieurs objets est modélisé a ’aide de constructions de coli-
mites. Par exemple['dans la catégorie des ensemblesI'la somme permet de modéliser
I'union disjointe de deux ensembles. La somme amalgamée permet de réunir deux
ensembles en fusionnant certains éléments. Dans le cadre des spécifications algé-
briquesl’la somme amalgamée permet également de combiner deux spécifications en
précisant les parties fusionnées.

Le but de ce chapitre est de présenter une syntazel c’est-a-dire un langage de
description des constructions de colimites. Ces constructions de colimites font partie
d’une catégoriel'parce qu’a partir des objets et fleches de Col'on peut non seulement
construire des objets colimitesI'mais également des fleches entre objets colimites. En
effetI’d’un point de vue formell'la fonction qui & tout diagramme associe sa colimite
peut s’appliquer sur les fleches et étre ainsi étendue en un foncteur. Dans ce chapitrel’
nous construisons donc une catégorie de termesappelée Terme(Cy)T'dont les objets
représentent des constructions de colimites.

Notre objectif n’est pas d’avoir une syntaxe pour toutes les constructions de coli-
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mites finiesI'mais de sélectionner quelques constructions qui permettent d’obtenir un
objet isomorphe & n’importe quelle colimite finie. Il s’agit donc de pouvoir décrire
une catégorie finiment cocomplete. Icil'nous choisissons d’avoir une représentation
pour un objet initiall'et pour des sommes amalgamées. Ce choix est purement
arbitrairel’on aurait pu prendre d’autres colimitesI'comme des sommes ou des co-
égalisateurs.

Nous avons donc besoin de constructions syntaxiques pour 1’objet initial et les
sommes amalgamées. Nous utilisons le terme @ pour représenter ’objet initiall'et
le terme push (A, B,C, f,g) pour représenter la somme amalgamée construite sur
le diagramme qui comporte trois nceuds étiquetés par AI' Bl'et CTet deux fleches
étiquetées par f : A - B et g: A — (. Comme nos constructions sont purement
syntaxiquesl'la seule égalité dont nous disposonsl'au départlest [identité syntazique.
Nous définissons donc des relations entre les fleches pour décrire les propriétés de
l’objet initial et des sommes amalgamées. TechniquementI'nous définissons donc une
précatégoriel’ c’est-a-dire une catégorie dans laquelle certaines égalités sont rempla-
cées par des équivalences sur les fleches. La catégorie correspondante est le quotient
de cette précatégorie par la relation d’équivalence.

Comme ’existence de certains termes est conditionnée par une relation entre
deux autres termes (cf. régle (10))Ton ne peut pas définir successivement les termesI’
puis la relation sur les termes. Pour résoudre ce problemel nous proposons une
construction stratifiée de la syntaxe. Nous définissons une suite de précatégories de
termes C;['telles quel'dans la précatégorie C;I'l'introduction de termes n’est condi-
tionnée que par des relations entre termes de C;_;. FinalementI'la précatégorie des
termes TERME(Cy) est la “limite” de la suite de précatégories C;.

Syntaxe, sémantique, catégories et choix

En informatiquel'les probléemes ont souvent deux aspects: un aspect syntaziquel’
qui correspond au langage qui décrit les objets manipulés (par exemple un pro-
gramme) ; et un aspect sémantiquel’qui correspond au sens des objets manipulés
(par exemple le résultat de 'exécution d’un programme). Du point de vue syn-
taxiquel'on fait des choix de représentationl'qui correspondent & la définition du
langage utilisé. Du point de vue sémantiquel'on travaille indépendamment du choix
de représentationl’“a4 un codage pres”.

L’intérét des catégories réside dans le fait que ’on travaille le plus souvent “a
un isomorphisme prés”’I'ce qui correspond a travailler “a4 un codage pres” en in-
formatique. Par exemplel'en théorie des catégoriesI'on définit les colimites a un
isomorphisme prés: un diagramme peut avoir plusieurs colimitesI'qui sont alors
isomorphes. Lorsque 'on parle de “la” colimite d’un diagrammel'il s’agit en fait
souvent d’“une” colimite quelconque d’un diagrammel sachant que tant que l'on
travaille & un isomorphisme presl'on peut en choisir une quelconque. L’ensemble
({1} x A) U ({2} x B) est un exemple de choix de colimite pour A + B dans la
catégorie des ensembles.

Ce degré de liberté est trop important lorsque I'on parle de syntaxe. On a en
effet besoin de faire des choix de représentation ou de codage. Si on veut décrire
une syntaxe pour des constructions de colimitesI'on ne peut plus parler des colimites
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a un isomorphisme pres. En effet le fait d’avoir une représentation syntaxique par
exemple pour une somme impose que 'on ait fait un choix particulier de somme.
Cela explique pourquoi dans toute la suitel'nous parlons d’“objet initial choisi”'ou
de “somme amalgamée choisie”. TechniquementI'on doit faire des choix afin d’avoir
une construction libre. L’introduction de colimites choisies dans une catégoriel'due
a C. Ehresmann [Ehr65I' Ehr68]I" permet de donner un statut algébrique a cette
catégorie.

3.1 Précatégories, préfoncteurs et pré-colimites

Nous commencgons par définir la notion de précatégoriel'similaire & celle de ca-
tégorie. Dans une précatégoriel'il n’y al'a prioril'pas d’égalité entre flechesI' mais
seulement des équivalences. Chaque ensemble de fleches est donc muni d’une relation
de d’équivalence.

Définition 3.1 (Précatégorie) Une précatégorie C est définie par

e une classe d’objets Obj(C)T'(si A est un objet de Obj(C)T'on notera A € Obj(C)T"
méme si Obj(C) n’est pas un ensemble) ;

e une famille Arr(C) indicée par Obj(C) x Obj(C) de fléches — autrement ditI’
VA, B € Obj(C)T'on a un ensemble de fleches Arr(C)(A4, B);

e une famille R(C) indicée par Obj(C) x Obj(C) de relations sur Arr(C) — au-
trement ditI'VA, B € Obj(C)I"on a une relation R(C)(A, B) sur ’ensemble
A (C)(4, B);

e VA, B,C € Obj(C)T'on a une opération de composition

o: Arr(C)(B,C) x Arr(C)(A, B) = Arr(C)(A4,C);
e VA € Obj(C)T'on a une fleche identité idy € Arr(C)(A4, A);
o VA, B € Obj(C)IVf € Arr(C)(A, B)T

(f oida,f) € R(C)(
(idp o f,f) € R(C)(

ENEN

e VA, B,C,D € Obj(C)I
Vf e Arr(C)(A, B)I'Vg € Arr(C)(B, C)I'Vh € Arr(C)(C, D)T

((hog)o fiho(go f)) € R(C)(A, D);

e R(C) est une congruencel'c’est-a-dire

— VA, B € Obj(C)TR(C)(A, B) est une relation d’équivalence;
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— VA, B,C € Obj(C)IVF, f' € Arr(C)(A, B)Vg, ¢’ € Arr(C)(B,C)T

g,’g',; eezzz((g))((g: g)) } = (gof,d o f)eER(C)(A,Q).

Lemme 3.1 On peut associer a toute précatégorie C une catégorie, qu’on notera
également, par abus de langage, C. Cette catégorie est définie de la fagon suivante.

e Les objets de la catégorie C sont les objets de la précatégorie C.

e Comme R(C)(A, B) est une relation d’équivalence sur Arr(C)(A, B), on peut
définir ’ensemble des fléches de A vers B de la catégorie C comme [’ensemble

quotient
home¢ (A, B) = Arr(C)(A, B)/R(C)(A, B).

On notera [f]: A — B la classe d’équivalence de f € Arr(C)(A, B).
e Etant donné un objet A de C, Uidentité sur A est [ids] : A — A.

e La composition de deux fléches [f] : A — B et [g] : B — C est la classe
[go f]: A — C. Cette définition est indépendante des représentants f et g
choisis car R(C) est une congruence.

Preuve. On vérifie immédiatement que
e les fleches [id4] : A — A sont bien des identités;
e la composition est associative.

a

RéciproquementI’ on peut considérer toute catégorie comme une précatégoriel’ en
prenant pour relation d’équivalence la relation d’égalité sur les fleches.

Définition 3.2 (Identité syntaxique) Soit une précatégorie C. L’égalité dans C (3
ne pas confondre avec ’équivalence R(C)) est appelée identité syntazique.

En effetI’dans une précatégorie de termesl'deux termes sont égaux lorsqu’ils sont
syntaziquement identiquesl'c’est-a-dire composés des mémes symboles.
Notations

e L[’identité syntaxique sera notée =.

e Pour plus de lisibilitél'et comme deux fleches équivalentes dans la précatégorie
C sont €égales dans la catégorie C associéel'(f, f') € R(C)(A, B) sera noté

f=f"€Arr(C)(A,B).

Nous rappelons le plus souvent possible I’ensemble auquel les fleches appar-
tiennentI'parce que nous manipulons plusieurs précatégoriesl'et certaines fle-
ches appartiennent & plusieurs ensembles de fleches dans des précatégories
différentes.
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Définition 3.3 (Petite précatégorie) Une précatégorie C est petite si et seulement si
la catégorie associée est petitel'c’est-a-dire si et seulement si Obj(C) est un ensemble.

L’analogue d’un foncteur entre deux catégories est un préfoncteur entre deux
précatégories.

Définition 3.4 (Préfoncteur) Soit deux précatégories C et D. Un préfoncteur F
de C vers DI'noté F' : C — D est une application qui & tout objet A de C associe
un objet F'(A) de DIet a toute fleche f € Arr(C)(A, B) associe une fleche F(f) €
Arr(D)(F(A), F(B))Tet telle que

o Vf, f'€Arr(C)(A,B)T

[ =1 €AN(C)(A,B) = F(f) = F(f') € Ax(D)(F(A), F(B));
e VA€ Obj(C)FF(idA) = ’idF(A) S Arr(D)(F(A), F(A)) ;
e VfeArr(C)(A, B) et Vg € Arr(C)(B,C)T
F(go f) =F(g) o F(f) € Arr(D)(F(A), F(C)).

A tout préfoncteur entre deux précatégories on peut associer un foncteur entre les
catégories correspondantes.

Lemme 3.2 Soit deux précatégories C et D et un préfoncteur F : C — D. Alors on
a un foncteur, noté également F' : C — D entre les catégories C et D, défini par

F : C — D
A~ A

[f1 = [F(]
La définition de F([f]) est bien indépendante du représentant f choisi car
f=f€eArr(C)(A,B) = F(f)=F(f') € Arr(D)(F(A), F(B)).
Deux préfoncteurs F, G : C — D sont syntaziquement identiques lorsque
o VA€ Obj(C), F(A) = G(A);
o Vf € Arr(C)(4, B), F(f) = G()).
On note F =G.

On peut reformuler de nombreuses notions de théorie des catégories en les adap-
tant aux précatégories. Il suffit de remplacer les égalités entre fleches dans chaque
catégorie par des équivalences dans la précatégorie correspondante.

Définition 3.5 (Isomorphisme) Soit une précatégorie C. La fleche f € Arr(C)(4, B)
est un isomorphisme (dans la précatégorie C) si et seulement si il existe une fleche
g€ Arr(C)(B, A) telle que go f =idy € Arr(C)(A, A) et fog =1idp € Arr(C)(B, B).
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On vérifie facilement qu’une fleche f dans une précatégorie C est un isomorphisme
si et seulement si [f] est un isomorphisme dans la catégorie associée.

Définition 3.6 (Préfoncteur plein) Soit deux précatégories C et DI'et un préfonc-
teur F' : C — D. Le préfoncteur F' est plein si et seulement si pour toute fleche
g € Arr(D)(F(A), F(B))T'il existe une fleche f € Arr(C)(A, B) telle que

g9 = F(f) € Are(D)(F(A), F(B)).

Définition 3.7 (Préfoncteur fidéle) Soit deux précatégories C et DI'et un préfonc-
teur F' : C — D. Le préfoncteur F' est fidéle si et seulement si pour toutes fleches
f.J' € Arx(C)(A, B)T

F(f)=F(f") € Arr(D)(F(A),F(B)) = f=f€Arr(C)(4,B).

On vérifie facilement qu'un préfoncteur F' est plein (respectivement fidéle) si et
seulement si le foncteur associé est plein (respectivement fidéle).

On peut enfin reformuler la notion de colimite d’un diagramme pour une pré-
catégorie. Nous définissons ici uniquement les notions d’objet pré-initial et de pré-
sommes amalgamées.

Définition 3.8 (Objet pré-initial) Soit une précatégorie C. Un objet @ de C est
pré-initial si et seulement si

1. VA € Obj(C)T'il existe une fleche j4 € Arr(C)(9D, A) ;
2. VfeArr(C)(D,A), f=ja€Arr(C)(0,A).

Lemme 3.3 Un objet O est pré-initial dans une précatégorie C si et seulement si
O est initial dans la catégorie associée C.

Définition 3.9 (Pré-somme amalgamée) Soit une précatégorie C. Soit trois objets
AT'B et C de CI'ainsi que deux fleches f € Arr(C)(A, B) et g € Arr(C)(A,C). Le
triplet (P, &1, &2)Tou P € Obj(C)I'&4 € Arr(C)(B, P) et &9 € Arr(C)(C, P)Test une
pré-somme amalgamée de B et C par rapport aux fleches f et g si et seulement si

1. & o f =&90g€Arr(C)(A, P);

2. si D € Obj(C), f' € Arr(C)(B,D), ¢ € Arr(C)(C,D) et ffof =g oge
Arr(C)(A, D)I'alorsI’

(a) il existe une fleche u € Arr(C)(P, D) telle que

uo & = f' € Arr(C)(B, D)
uo &y =g € Arr(C)(C,D);

(b) pour toute fleche v € Arr(C)(P, D) telle que

vo&y = f' € Arr(C)(B, D)
vo &y =g €Arr(C)(C,D),

onau=vé€ Arr(C)(P, D).
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Lemme 3.4 Le triplet (P, &1, &2) est une pré-somme amalgamée de B et C
par rapport aux fleches f et g dans la précatégorie C si et seulement si le triplet
(P, [&1], [&2]) est une somme amalgamée de B et C par rapport auz fléches [f] et
[g] dans la catégorie associée C.

On peut définirl'de fagon similairel'la pré-colimite d’un diagramme sur une pré-
catégorie. Une précatégorie est finiment pré-cocompléte lorsque tout diagramme fini
a une pré-colimite.

De facon généralel'une pré-colimite dans une précatégorie correspond & une co-
limite dans la catégorie associée. Par conséquentl’ une précatégorie est finiment
pré-cocomplete si et seulement si la catégorie associée est finiment cocompléte. De
plusl'une précatégorie est finiment pré-cocomplete si et seulement si elle a un objet
pré-initial et des pré-sommes amalgamées.

Précatégorie DIAGR(C)

Etant donné une catégorie CT'la catégorie DIAGR(C)Tavec la relation de con-
gruence ~I'est une précatégorie. Plus précisémentl’

e l'identité syntaxique dans la précatégorie DIAGR/(C) est ’égalité dans la caté-
gorie DTAGR(C) :

— si @ et (B sont deux objets de DIAGR(C)T"

@ = [ (dans la précatégorie) — @ = 3 (dans la catégorie) ;
— §i 7,7 : @ — (3 sont deux fleches de DIAGR(Co)T'

o =7 (dans la précatégorie) — @ =T (dans la catégorie) ;

e la relation d’équivalence dans la précatégorie DIAGR(C) est la congruence ~
sur les fleches de la catégorie DIAGR(C): si 7,7 : @ — 3 sont deux fleches de
DIAGR(Co)T

¢ =7 € Arr(DIAGR(C))(@,8) — G ~T.

La catégorie associée a la précatégorie DIAGR/(C) est diagr(C). De plusI'le fonc-
teur I : C = DIAGR(C) peut étre considéré comme un préfoncteur dont le foncteur
associé est [—]¢c o I : C — diagr(C).

D’autre partl'la précatégorie DIAGR(C) est finiment pré-cocomplétel’ d’apres
les lemmes 2.17 et 2.19. Remarquons que ce sont justement ces deux lemmes
qui nous ont permis de montrer que la catégorie diagr(C) est finiment cocomplete.

L’aplatissement
Apl. : DIAGR?(C) — DIAGR(C)

donne un choix de pré-colimites dans DIAGR(C). En particulierI'la précatégorie
DIAGR(C) a un objet pré-initial choisi (le diagramme vide) et des pré-sommes amal-
gamées choisies (obtenues par aplatissement).
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3.2 Probléme de circularité termes — congruences

Soit Cy une petite catégorie. Nous cherchons & définir une catégorie qui contient
Col'qui a un objet initial et des sommes amalgamées. Nous allons en fait définir une
précatégorie avec un objet pré-initial et des pré-sommes amalgameées.

Objet pré-initial

Pour l'objet pré-initiall’il nous suffit d’introduire un nouvel objet @T'et pour tout
objet AT'une fleche j, de @ vers A. De plusI'pour chaque couple de fleches (f, g) de
@ vers Al'on introduit la relation f = g.

Pré-sommes amalgamées

Etant donné trois objets ATB et CTainsi que deux fleches f: A — Bet g: A — CT
nous introduisons un nouvel objet

push (A, B,C, f,g)

deux fleches
&I(AaBacafag) : B — pUSh (AaBacafag)
&Q(AaBaCafag) :C — pUSh (AaBaCafag)

et la relation

&1(A,B,C',f,g)0f:&Q(A,B,C,f,g)og.

Il y a donc une circularité entre la définition des objets et la définition des flechesI’
puisque l'introduction d’une nouvelle fleche permet d’introduire ensuite des nou-
veaux objets. Cette circularité ne posel'a prioril'pas de probléeme car il s’agit d’une
circularité au niveau des termes.
De plusI’étant donné un objet D et deux fleches f': B — D et ¢ : C — D telles
que

flof=4gog

on introduit une fléche
up(A7B7C7D7f7g7fl7gl) : pUSh (A7B7C7f7g) % D

et deux relations

up(A,B,C,D,f,g,f’,g')0&1(A,B,C,f,g) :fl
Up(A,B,C,D,f,g,f’,gl)O&2(A,B,C,f,g) :gl'

Il faut également spécifier qu’il y a une unique fleche qui satisfait ces deux relations.
L’introduction de la fleche

up(A7B7C7D7f7g7fl7gl) : pUSh (A'?B?C?f?g) _>D

pose un probleme. Jusqu’a présentI'nous avons défini d’abord des termesI'puis des
relations entre les termes. Icil'nous devons introduire un nouveau terme a condition
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qu’une relation soit vérifiée. 11y a donc une circularité entre la définition des termes
et la définition des relations.

Les théories algébriques généraliséesl’ qui sont une généralisation des algebres
multi-sortesI'ont été proposées par Cartmell pour spécifier des types dépendantsl’
c’est-a-dire paramétrés par des termes [Car86]. Par exemple le “type” Arr(A, B)
dépend de deux termes A et B. CependantI'les types dépendants de Cartmell ne
permettent pas de spécifier des termes dont I'existence dépend d’une équivalence
entre deux autres termes. T. Streicher et M. Wirsingl'qui préconisent 1’utilisation
de types dépendants [SW91|I'ne précisent pas comment résoudre ce probléeme.

Une solution est de remplacer la fleche up qui pose probleme par des fleches dont
l’existence ne dépend pas d’une équivalence entre deux termes. Cette approche a
été proposée par F. Cury [Cur91]. Les fleches up sont remplacées par deux fleches
p et d'qui sont des fleches up particulieres dont I’existence n’est pas conditionnée
par une équivalence. Toute fleche up peut étre reconstruite a posteriori a ’aide des
fleches p et d.

Dans notre travaill'nous voulons d’une part rester proche de la définition classique
de la somme amalgaméel'et d’autre part ne pas multiplier les fleches et les regles
a considérer. Pour ces raisonsI'nous conservons les fleches up et proposons une
construction stratifiée de la syntaxel'qui permet d’éliminer le probléeme de circularité.
Nous définissons une suite de précatégories C; telles quel'dans la précatégorie C;jy I’
I'introduction d’une fleche up dépend uniquement d’une relation dans C;. Etant
donné des objets ATBT'CT' DT et des fleches f : A — Blg: A — CTf': B— D et
g : C — D de C;I'tels qu’on ait la relation f o f’ = go ¢’ dans C;I'on introduit une
fleche

up (4,B,C,D, f,q,f,d") : push (A, B,C, f,g) = D

dans C;4+1. Dans chaque C;I'nous définissons donc d’abord les objets — I’ensemble
Obj(C;) —T ensuite les fleches — la famille d’ensembles Arr(C;) —I'et enfin les
équivalences entre fleches — la famille de relations R(C;).

3.3 Précatégories C;

Soit Cp une petite catégorie. On considére la précatégorie associée Cyp. On a
donc un ensemble d’objets Obj(Cp)I'une famille de fleches Arr(Cy) et une famille
de relations R(Cp). Si A et B sont des objets de CyI'la relation R(Cy)(A4, B) sur
I’ensemble Arr(Cy)(A, B) est ’égalité dans la catégorie Cp.

Dans ce paragraphel’ nous définissonsl pour tout entier naturel I’ une petite
précatégorie C;11'en définissant successivement les ensembles et familles d’ensembles
Obj(Cit1)I' Arr(Cit1) et R(Cit1)'a partir de Obj(C;)I" Arr(C;) et R(C;). Chaque
ensemble est caractérisé par des regles de la forme

reX ; yeyY
z(z,y) € Z

Cette regle définit partiellement ’ensemble ZT'et signifie:
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“Si le terme z appartient & XI'et si le terme y appartient & YT'alors le
terme z(z,y) appartient & Z.”

Ensuitel'on considére le plus petit ensemble Z qui satisfait toutes les regles qui le
définissent.

Reégles qui définissent ’ensemble Obj(C; 1)
Les objets de C;y1 sont les objets de Cy (régle (1))["et les objets que l'on peut

construire & partir d’objets et de fleches de C;I'c’est-a-dire objet pré-initial (regle
(2)) et pré-somme amalgamée (regle (3)).
A € Obj(Co)
A€ Obj(Citr)

D € Obj(Cit1)

A,B,C € 0bj(C;) ; feArr(C)(A,B) ; g€ Arr(C;)(A,C)
push (Aa B,C, f, g) € ObJ(CH—l)

Reégles qui définissent la famille d’ensembles Arr(C;y;)

Les fleches de C;y; sont les fleches de Cp (regle (4))I'les compositions de fleches de
Cit1 (régle (5))T'les identités entre objets de C;11 (régle (6))I'les fleches de cone
colimite (regles (8)I'(9))I"et les uniques fleches d’un objet colimite vers le sommet
d’un cone (regles (7)I'(10)).

A,B €0bj(Cy) ; f € Arr(Co)(A, B)

f€Arr(Ciy1)(A,B) (4
A,B,C € 0bj(Cit1) ; fe€Arr(Ciz1)(A,B) ; g€ Arr(Cit1)(B,C) (5)
g0 f € Ar(Ci)(A O)
idg € Arr(Cit1)(A,A)
A€ ObJ(Cz+1) (7)
ja € Arr(Cit1)(9, A)
A,B,C € 0bj(C;) ; fe€Arr(C;)(A,B) ; ge Arr(C;)(A4,QC) (8)
&1(A,B,C, f,g) € Arr(Ci11)(B, push (A, B,C, f,q))
A,B,C e O0bj(C;) ; feArr(C)(A,B) ; ge Arr(C;)(A,C) ()
&Z(AaBa Ca fa ) € AI‘I‘( z+1)(C7 pUSh (AaBa Ca fa g))
A,B,C,D e ObJ( i) 5 fE€Ar(C)(A,B) ; g€ Arr(C;)(A,C)
fle Arr(C )(B D) ; g€ Arr(C J(C,D) ;5 f'of=g ogeArr(C;)(A,D) (10)

up (Aa Ba Ca Da faga flagl) € AI‘I‘(CH_l)(puSh (Av Bv Oa fﬂ g)v D)
Remarquons que l'existence de la fleche up de C; 1 dépend d’une relation entre deux
fleches de C;. L’introduction d’un terme dans une précatégorie ne dépend jamais
d’une relation dans cette précatégorie.
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Reégles qui définissent la famille de relations R(C;y;)

La relation R(C;+1) contient la relation R(Cp) (regle (11)). R(Cit+1) est une relation
d’équivalence (regles (12)—(14))I'et une congruence (regle (15)). Pour que C;y; soit
une précatégoriel' il faut que la composition soit associative (regle (16))I"et que
les fleches id4 soient des fleches identités (regles (17)I'(18)). Les regles (19)-(23)
servent & assurer que @ est pré-initiallet que push (A, B, C, f, g) est une pré-somme

amalgamée.

A, B € Obj(Co) ; f,g€ Arr(Co)(A, B)
f=g€Arr(Cy)(A,B)
f=g€Arr(Cii1)(4, B)

A, B € Obj(Cit1) ; [ € Arr(Civ1)(4, B)
f=f€Arr(Cis1)(A, B)
A,B € Obj(Ciy1) ; f,9€ Arr(Ciy1)(A, B)
f=g¢€Arr(Ci+1)(A, B)
g=f€Arr(Ciy11)(A,B)

A,B € Obj(Ciy1) 5 f.9,h € Arr(Cit1)(A, B)
f =g € Arr(Cis1) (4, B)
g =heArr(Cit1)(A, B)
f=heArr(Cit1)(A,B)

A,B,Ce€0bj(Cis1) ; f,f €Arr(Ciz1)(A,B) ; g,9 € Arr(Ciz1)(B,C)
f=r€Arr(Ciy1)(A,B) ; g=4¢ € Arr(Ciy1)(B,C)

gof=gofeArr(Ci1)(AC)

Aa B, Ca De Ob.] (Ci+1)
feArr(Civ1)(A,B) 5 g€ Arr(Cit1)(B,C) ;5 heArr(Ciq1)(C, D)

(hog)of=ho(gof)eArr(Ci+1)(A, D)

A,B € Obj(Cit1) ; fe€Arr(Ciy1)(A, B)
foida = f€Arr(Ciy1)(4, B)
A, B € Obj(Cit1) ; f € Arr(Cit1)(4, B)
idg o f = f € Arr(Cit1)(4, B)

A€ O0bjCit1) ; f,9€Arr(Cit1)(0D,A)
f=g€Arr(Ciy1)(0,A)

A,B,C € 0bj(C;) ; feArr(C;)(A,B) ; g€ Arr(C;)(A,C)

(11)

(12)

(13)

(14)

&I(AaBacafa ) f_&Z(AaBacafa )OgEArr(Ci+1)(A7PUSh(A7B707f7g))

A,B,C,D € Obj(C;) ; f€Arr(C;)(A,B) ; g€ Arr(C;)(A,Q)
f’EArr(C)(BD),gEArr(C)( D) ; flof =g ogeArr(C)(

D)

A,
up(A,B,C,D, f,g,f',9") 0 & (A, B,C, f,g) = ' € Arr(Ci11)(B, D)

(20)

(21)
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A, B,C, DEObJ( i) 5 feArr(C)(A,B) ; g€ Arr(C;)(A,C)
J' € Arr(C)(B,D) ; g €AM(C)(C.D) ; f'of =g og € Arr(C)(4,D)
Up(A,B,C,D,f,g,f’,gl)O&Q(A,B,C,f, )_g EAI‘I‘(CZ+1)(C,D)

(22)

A,B,C,D € Obj(C;) ; feArr(Ci)(A,B) ; geArr(C;)(A,C)
u vEArr( i+1)(push (A, B, C, f,g), D)

Uo&l(A,B,C,f,g) _UO&I(A B Oafag) GAIT(CH-I)(B?D)

UO&Z(AaBacafag) = UO&Q(AaBacafa ) EAI‘I‘(CZ'+1)(C,D)
U:'UEAI‘I‘(Ci+1)(pUSh (A,B,C,f,g),D)

Pour obtenir une suite de précatégories C;T'il faut préciser les fleches identités et les
compositions. Les fleches identités sont évidemment les termes id4 € Arr(C;)(A, A)T
et les opérations de composition sont les fonctions

o : Arr(G)(B,C) x Arr(C;)(A,B) — Arr(C;)(A,C)
(9, 1) = golf.

Lemme 3.5 Pour tout ¢ >0, on a:
1. Obj(C;) € Obj(Cis1) ;
2. VA, B € Obj(Ci), Arr(Ci)(A, B) € Arr(Cit1)(A4, B) ;
3. VA, B € Obj(C;), R(C;)(A,B) C R(Ciy1)(A, B).

Preuve. Par induction sur 7. Pour ¢ = OI'le point 1 provient de la regle (1)I'le
point 2 provient de la regle (4)T'et le point 3 provient de la régle (11). Pour ¢ + 1T
on prouve les trois points en parallelel'par induction sur la structure des éléments
de Obj(Ci+1)T'Arr(Ci11) et R(Ci+1). Cela nécessite de considérer toutes les régles
(1)—(23). O
Lemme 3.6 Pour tout¢ >0, on a:

1. R(Cit+1) est une congruence;

2. Ciy1 est une précatégorie ;

3. lobjet O est pré-initial dans Ciy1.

Preuve. Toutes les propositions dérivent de fagon évidente des regles qui définissent
Obj(Ci+1)I'Arr(Cit1) et R(Cit1). Plus précisément :

1. regles (12)—(15);
2. regles (5)T'(6) et (16)—(18);
3. regles (7) et (19).
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Exemple 3.1 Supposons que Cy contient trois objets AI'B et CTet deux fleches
f:A— Betg:A— C. On peut construire une pré-somme amalgamée de deux
facons différentes :
A, B,C € O0bj(Cy) ; feArr(Co)(A, B) ; g€ Arr(Co)(4,C) 3)
P = push (4, B, C, f,g) € Obj(C1)

A,C,B,€0bj(Cy) ; g€ Arr(Cy)(A,C) ; f€ Arr(Co)(A, B) (3)
P2 = pUSh (Aa CaBagaf) € ObJ(Cl)

On a également :

A,C,B,e0bj(Cy) ; g€ Arr(Cy)(A,C) ; f e Arr(Cy)(A, B)
&I(AacaBagaf)092&2(A707-Bagaf)OfEArr(Cl)(A7P2)

(20)

A,B,C €Obj(Co) ; fE€Arr(Co)(A,B) ; g€ Arr(Cy)(A4,C)
&1(A7B707fag) of = &Z(A,B,C,f,g) °geE AI‘I‘(Cl)(A,Pl)

Par la regle (10)T'on peut donc construire les termes

u = up (AaBac’aPZafaga&l(Aa CaBagaf)v&Q(Aa CaBagaf)) EArr(C2)(P17P2)7
v = Up(A,C,B,Pl,f,g,&1(A,B,C,f,g),&2(A,B,O,f,g)) € Arr(CQ)(PZ’Pl)'

(20)

D’apres la régle (12)Ton a

&I(AaBacafag) :&I(AaBacafag) EArr(Cl)(Ba-Pl)a
&Q(A,B,C, fag) = &Q(A,B,C, fag) € AI‘I‘(CI)(O, Pl)

En appliquant la regle (23)I'on en déduit que

uowv =idp, € Arr(Co) (P, Ps).
De mémel'on montre que

vou =idp, € Arr(Ce)(P1, Py).

Nous en déduisons donc que les deux constructions P; et P, sont isomorphes dans
la précatégorie Col'(mais P; et P, ne sont pas isomorphes dans la précatégorie Cy).

Remarque 3.1 Les triplets
(pUSh (AaBacafag)a &I(AaBacafag)a &Z(AaBacafag))

ne sont paslen générall'des pré-sommes amalgamées. Le terme push (A, B,C, f, g)T
dans ’exemple 3.1'n’est pas une pré-somme amalgamée dans C; car la fleche u ne
fait pas partie de C;. Par contrel'lorsque nous considérerons la précatégorie des
termes['limite de la suite de précatégories C; (section 3.6)I'les triplets

(pUSh (Aa Ba Oa fag)v &1(A7B7 Ca fag)’ &Z(AaBa Ca fag))
seront bien des pré-sommes amalgameées.

Lemme 3.7 L’ensemble des fleches d’un objet de Cy vers lobjet pré-initial est vide.
Autrement dit,
Vi > 1, YA € Obj(Cy), Arr(C;)(A4,0) = o.
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Preuve. Par induction sur la définition de Arr(C;). O

3.4 Simplification des fleches

Dans cette section'nous définissons pour tout entier ¢ > 0l'un systéme de sim-
plification des fleches de la précatégorie C;41. Il s’agit ici d’un outil technique qui
nous permet de démontrer en section 3.5 quel'pour tout ¢I'la précatégorie C; est une
extension conservatrice de Cy.

Définition 3.10 (Fleche élémentaire) On dit qu’une fleche f; € Arr(C;)(A, B) est
élémentaire si et seulement si 'une des conditions suivantes est satisfaite.

1. f;j € Arr(Co)(4, B);
2. f]E&k(AaBacafag)7

3. fjEUP(A,B,C,D,f,g,f’,gI);
4. fj =idx et f; ¢ Arr(Co)(X, X);

Dans tout le reste de cette section'nous considérons les fleches de C; comme des
compositions

J=fnofar0m0fi

avecl' pour tout j € {1,..n}I" f; est une fleche élémentaire. L’entier n est appelé
longueur du terme f.

Cette présentation simplifiée est justifiée par la régle (16)['c’est-a-dire I'associativité
de la composition.

Le systeme de simplification est composé de régles de simplificationl’ qui défi-
nissent une relation — sur les fleches de la précatégorie C;4;. On considére ensuite
la fermeture réflexive et transitivel'notée —*I'de la relation —.

Nous considérons des regles de simplification de 'une des deux formes suivantes.

P
Y (Axiome)

P
u—u = f— f

(Regle de contexte)

ou fT' f'Tu et v sont des fleches de la précatégorie C; 1'et P est I’ensemble des
conditions qui assurent que les termes fT'f'T'u et v’ sont bien formés.

IntuitivementI'si f —* f’ (c’est-a-dire si la fleche f peut se simplifier en la
fleche f/)Talors f et f’ sont équivalentes dans la précatégorie C;1. La réciproque
n’est pas vraie. Autrement ditI'le systéme de simplification est cohérentI'mais pas
completI'par rapport a ’équivalence dans Cjy;.

On considere le systeme de simplification des fleches de C;11 composé des regles
suivantes.
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Axiomes

A, Be Obj(CZ'+1) i f€ Arr(Ci+1)(A,B)
foidg — f

(—17)

A, B € Obj(Cis1) 5 f € Arr(Ci1)(A, B)
idBOf—>f

(— 18)

A, B,C, DEObJ( i) 5 fEArr(C)(A,B) ; g€ Arr(C;)(A,C)
['€An(C)(B,D) ; ¢ €Au(C)(C,D) ; f'of =g oge Au(C)(4,D)
Up(A,B,C,D,f,g,f’,gl)O&l(A,B,C,f,g)—>f,

(— 20)

A, B,C, DEObJ( i) 5 fEArr(C)(A,B) ; g€ Arr(C;)(A,C)
['€A(C)(B,D) ; ¢ €AN(C)(C,D) ; f'of =g oge Au(C)(4,D)
Up(A,B,C,D,f,g,f’,g’)O&Q(A,B,C,f,g)—>gl

(—21)

Regles de contexte

A,B,C € 0bj(Ciy1) ; f,f €Arr(Ci+1)(A,B) ; g€ Arr(Ci+1)(B,0)
f— [ = gof—gof

(— 15i)

A,B,C €0bj(Cit1) ; f€Ar(Ciy1)(A,B) ; g,¢ € Arr(Ciy1)(B,C)
g—9 = gof—gof

(— 15ii)

A,B,C,D e Obj(C;) ; feArr(C)(A,B) ; ge Arr(C)(4,C)
f’EArr( i)(B,D) ; ¢ GArr(Ci)(C,D) ; f" € Arr(C)(B, D)
f'of=4gogeAr(C)(A D)
fr—f" = w(A,B,CD,f,gf,g)— up(A,B,CD,f,qgf"g)

(— 231)

A,B,C,D e Obj(C;) ; feArr(C)(A,B) ; ge Arr(C)(A,C)
f’ € Arr(C )(B,D) ; ¢ € Arr(C;)(C, D) ; ¢" € Arr(C;)(C, D)
f'of =4 og€Ar(C)(4, D)

g — 9" = w(4,B,CD,f.g,f,g) —up(AB,CD,fg,fg")

(— 23ii)

Remarque 3.2 Ce systeme de simplification ressemble a un systéme de réécriture
(cf. par exemple [DJ90]). Il y a cependant deux différences avec les systémes de
réécriture classiques.

1. Nous avons besoin de prémisses pour assurer que les termes manipulés sont
bien formés.
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2. Nous n’autorisons pas toutes les regles de passage au contexte. Nous avons
une regle de passage au contexte uniquement pour l'opérateur de composi-
tion (regles (— 15i) et (— 15ii))['et pour les deux derniers parameétres de
Popérateur up (reégles (— 231) et (— 23ii)).

Lemme 3.8 Soit f € Arr(C;)(A, B). alors,
1. f— f = feArr(C)(A,B);
2. f— f" = f=f"€Ar(C)(A,B).

Preuve. Aucune difficulté. O
Lemme 3.9 (Terminaison du systéme de simplification) Le systéme de simplifica-

tion termine, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de séquence infinie

h—fo—fo—.

Preuve. Pour chaque axiome
P

f—1"

f! est un sous terme de f. O

Lemme 3.10 (Confluence du systéme de simplification)
Le systéme de simplification est confluent, c’est-a-dire que si f — f1 et f —> fo,
alors il existe f' tel que fi —* f' et fo —* f'.

Preuve. Aucune difficulté. O

Définition 3.11 (Forme normale) Soit une fleche f € Arr(C;y1)(A, B). On dit que
la fleche f est sous forme normalel’ou irréductiblel'si il n’existe aucune simplification

f—1r.

Proposition 3.1 Toute fléche f € Arr(C;)(A, B) a une forme normale.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la terminaison et confluence du sys-
téme de simplification. O

La forme normale de f sera notée N'(f).
Théoréme 3.1 (Cohérence de la simplification) Soit f € Arr(C;)(A, B). On a

f=N(f) € Arr(C;)(A, B).
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Preuve. Par induction sur la longueur de la simplification f —* N (f).

Pour une simplification de longueur 0I'le résultat est évident.

Supposons f — f' —* N(f'). D’apres le lemme 3.8T f = f' € Arr(C;)(A, B).
Ensuitel’ par hypothése d’inductionTon a f' = N(f’) € Arr(C;)(A4, B)I'd’on f =
N(f") € Arr(C;)(A, B). 0

Le théoréme suivant affirme que toute fleche pour laquelle le domaine et le codomaine
sont dans Cy a pour forme normale une fleche de Cy.

Théoréme 3.2 (Forme normale (1))
Soit A, B € Obj(Cy) et m € Arr(C;)(A,B). On a

N (m) € Arr(Cy) (A, B).

Preuve. Soit A, B € Obj(Cy) et m € Arr(C;)(A, B). Soit
N(m) =mpomy_1---mgomy,

avec pour tout j € {1,...n}I'm; est une fleche élémentaire.
Pour tout j € {1,...n}I'on a

e Sim; n’est pas une fleche de Col'alors m; # idxI'sinon nécessairement n > 2
et donc N (m) n’est pas irréductible.

o m; # jxI'car d’apres le lemme 3.7'Arr(C;) (A, Q) = @.
Par conséquentI'pour tout j € {1,...n}I'l'une des conditions suivantes est vérifiée
1. m; € Arr(Co)(X,Y);
2. mj = & (Ao, A1, Ao, f1, f2)Tavec k € {1,2};
3. mj = up (Ao, A1, A2, A3, f1, f2, 1, f3)-

Par I'absurdel'supposons qu'’il existe j tel que m; ¢ Arr(Co)(X,Y). Soit jo le plus
petit j qui satisfait cette propriété. On a donc mj, € Arr(C;)(X,Y )lavec X € Obj(Cy).
Par conséquent

mjo = &k(AOa Al, AQ, fl, fg)

Si mj,+1 = up (Ao, A1, Az, As, f1, f2, 1, f3)Talors N (m) n’est pas irréductibleI’donc
Mjo+1 = &k’( 67 ,17 éaf{afé)
FinalementI'on obtient
my = &pr (A", A", A", 17, o).

ce qui est en contradiction avec B€Obj(Cy). Par conséquentI'pour tout j€{1,...n}I"
m; est une fleche de CoT'et donc N (m) € Arr(Co)(A, B). O
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Théoréme 3.3 (Forme normale (2))
Soit A€ Obj(Cy), B = push (Ag, A1, Aa, f1, f2) € Obj(C;), me Arr(C;)(A, B). Posons

N(m)EmnOmn—lo"'omla

avecn > 1 et Vje{l,...n}, m; est une fléche élémentaire. Alors,
1. my = & (Ao, A1, A2, f1, f2), avec k € {1,2} ;

2. sin > 2, alors my_j0---omy € Arr(Ci—1)(4, Ag).

Preuve. Similaire a la preuve du théoreme 3.2. La preuve complete est développée
en appendice A.1. O

Théoréme 3.4 (Forme normale (3))

Soit A = push (Ay, A1, As, f1, f2)€ODbj(C;), BEODLj(Cy) et meArr(C;)(A, B). Posons
N (1) = ity 0 11 0+ 0'1ma,

avecn > 1 et Vj € {l,...n}, m; est une fleche élémentaire. Alors

my = up (Ao, A1, Ao, A3, f1, f2,91, 92).

Preuve. Similaire a la preuve du théoreme 3.2. La preuve complete est développée
en appendice A.2. O

La forme normale d’une fleche n’est pas unique relativement a 1’équivalence dans C;.
Dans le cas générall’

m=m'€ Arr(C;)(X,Y) # N(m)=N(m').
Par exemplel'on a
&1(A,B,C, fag) o f = &Z(AaBaca fag) oge AI‘I‘(CZ)(A, pUSh (A,B,C, fag))

Ces deux fleches sont irréductibles et équivalentes dans C;I'mais ne sont pas iden-
tiques. Par contrel'on a

VX,Y € Obj(Cy), m =m' € Arr(C;)(X,Y) = N(m)=N(m') € Arr(Cy)(X,Y).
Pour montrer ce résultatI'nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 3.5 (“Unicité” de la forme normale)
Soit m,m’ € Arr(C;)(X,Y), tels que m =m' € Arr(C;)(X,Y).
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1. Si X, Y € Obj(Cy), alors

N(m) = N(m') € Arr(Cy)(X,Y).

2. Si X € Obj(Cy), Y = push (Ag, A1, Az, f1, f2), alors
VZ € Obj(Co), Vh € Arr(C;)(Y, Z), on a

N(hom)=N(hom') € Arr(Cy)(X, Z).

3. Si X = push (Ag, A1, Ag, f1, f2), Y € Obj(Cy), alors
VW € Obj(Co), Vp € Arr(C;) (W, X), on a

N(mop)=N(m'op) € Arr(Co)(W,Y).

4. Si X = push (Ag, Ay, Az, f1, f2), Y = push (Ay, Ay, Ay, f1, f3), alors
VW, Z € Obj(Cy), Yh € Arr(C;)(Y, Z), Vp € Arr(C;) (W, X)), on a

N(homop)=N(hom op)e Arr(Co)(W, Z).

Preuve. On prouve les points 1 & 4 par induction sur ¢. Pour ¢ = Ol'le point 1 est
évidentl'et il n’y a rien & prouver pour les points 2 & 4. Pour ¢ + 1T'on doit faire une
induction sur la longueur de N'(h) pour prouver les points 2 et 4. On prouve alors
les points 1I'2I'3['4 en parallelel'par induction sur la longueur de la preuve que

m=m'¢€ AI‘I‘(CZ'_|_1)(X, Y)

Cette preuve est détaillée en Appendice A.3. ad

3.5 Extensions conservatrices

La suite de précatégories C; satisfait deux propriétés importantes: on n’introduit
pas de nouvelles fleches entre des objets de Col'et on n’introduit pas de nouvelles

équivalences entre des fleches de Cy. On dit que C; est une extension conservatrice
de Co.

Pour tout 7 < jlon définit un préfoncteur J; ; : C; — C; par:

Ji,j :

=0
111
- =0

J; ;j est bien un préfoncteur car d’apres le lemme 3.5

e A€ Obj(C;) = A€ Obj(C));
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o feArrr(C)(A,B) = feArr(C)(A, B);

o f=feArrr(C;)(A,B) = f=f €Arr(C;)(A, B).

Théoréme 3.6 Pour tout entier j, la précatégorie C; est une extension conserva-
trice de Co. Autrement dit, le préfoncteur Jo j est plein et fidéle.

Ce théoréeme est équivalent a:

Vj €N, YA, B € Obj(Cy),
1. Vh € Arr(C;)(A, B), 30" € Arr(Cy)(A, B) ; h =h' € Arr(C;)(A, B);
2. Vh',h" € Arr(Cy)(A, B)T

b =h" € Arr(C;)(A,B) = h' =h" € Arr(Co)(A, B).

Preuve. C’est une conséquence immédiate des théoremes 3.11'3.2'et 3.5.
1. 1l suffit de prendre A’ = N'(h). D’apres le théoréme 3.2 N (h) € Arr(Cy) (4, B).
2. b =h" € Arr(C;)(A, B)I'donc d’apres le théoreme 3.5T
N (h') = N(h") € Arr(Cy) (A, B).
De plusI'd’apres le théoreme 3.1T'on a

N(R") = h' € Arr(Cy) (A, B)
N (") = h" € Arr(Co)(A, B)

d’ou le résultat.

Remarque 3.3 En générall'pour 1 <4 < jIC; n’est pas une extension conservatrice
de C;. En effet:

1. Le préfoncteur J; ; n’est pas pleinl'car la régle (10) peut introduire dans la pré-
catégorie C;y1 des nouvelles fleches entre des objets de C;. Dans l'exemple 3.1
u est une fleche entre deux objets de C; qui fait partie de CaI'mais pas de C;.

2. Le préfoncteur J; ; n’est pas fidele'car deux fleches de C; peuvent étre équi-
valentes & une troisieme fleche de Cj;1 (et doncI'par transitivité['équivalentes
dans C;;1)I'sans étre équivalentes dans C;. On peut donc introduire dans C;11
des nouvelles équivalences entre fleches de C;.
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3.6 Précatégorie TERME(C))

Nous pouvons maintenant définir la précatégorie des termesI'qui va nous servir
de syntaxe pour les constructions de colimites. Les objets de cette précatégorie sont
les éléments de Obj(C;)T'pour 7 quelconquel'et les fleches entre deux objets A et B
sont les éléments de Arr(C;)(A, B)I'pour tous les j tels que A, B € Obj(C;). De plusl’
deux fleches sont équivalentes si et seulement si elles sont équivalentes dans un des
ensembles Arr(C;)(A,B). On définit donc la précatégorie TERME(Cy) comme la
“limite” de la suite de précatégories C;.

Définition 3.12 (Précatégorie TERME(Cy))
La précatégorie des termes TERME(Cy) est définie de la fagon suivante.

e L’ensemble des objets est

Obj(TERME(Cy)) = [j Obj(Cy).
=0

e Soit A, B € Obj(TERME(Cy)). Il existe k € IN tel que A, B € Obj(Cy).
L’ensemble des fleches de A vers B est

Arr(TERME(Cy)) (A, B) = [j Arr(C;)(A, B).
1=k

e Soit A, B € Obj(TERME(Cy)). Il existe k € IN tel que A, B € Obj(Cy).
La relation d’équivalence sur Arr(TERME(Cy))(A, B) est

R(TERME(Cy))(A, B) = G R(C;)(A, B).
i=k

D’apres le lemme 3.5Ices ensembles sont bien définis. En particulierl'la définition
des ensembles Arr(TERME(Cy))(A, B) et R(TERME(Cy))(A, B) est indépendante
de D’entier k£ choisi.

Proposition 3.2 TERME(Cy) est une précatégorie.
Soit J : Cp — TERME(Cy) le préfoncteur défini par

A - A
[ f

Théoréme 3.7 La précatégorie TERME(Cy) est une extension conservatrice de Cy.
Autrement dit, le préfoncteur J : Co — TERME(Cy) est plein et fidéle.

Par conséquentI’dans TERME(Cy)I'on n’ajoute pas de fleche entre des objets de
Col'et on n’ajoute pas d’équivalence entre fleches de Cy. Cela montre la cohérence
hiérarchique de la construction.
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Preuve. D’apres le théoreme 3.6I' Vk € INI'la précatégorie Cp est une extension
conservatrice de Cy.

1. Soit A, B € Obj(Co)I'et h € Arr(TERME(Cy))(A, B). 1l existe k € IN tel que
h € Arr(Ci)(A, B). Comme Cj, est une extension conservatrice de CoI'il existe
h' € Arr(Cy) (A, B)T'tel que h = h' € Arr(Ci)(A, B)T'et donc

h =1’ € Arr(TERME(Cy))(A, B).

2. Soit A, B € Obj(Co)T'et h',h" € Arr(Cy)(A, B)T'tels que
h' = h" € Arr(TERME(Cy))(A, B).

Il existe k € IN tel que b’ = h" € Arr(C)(A, B). Comme Ci est une extension
conservatrice de CoI’

h' = k" € Arr(Cy) (A, B).

Théoréme 3.8 La précatégorie TERME(Cy) est finiment pré-cocompléte. Plus pré-
cisément,

1. Dobjet @ est un choiz d’objet pré-initial dans TERME(Cy) ;

2. si A, B,C € Obj(TERME(Cy)),
f € Arr(TERME(Cy)) (A, B) et g € Arr(TERME(Cy))(A,C), alors le triplet

(pUSh(A7B7C7f7g)7 &1(A7B7C7f7g)7 &2(A7B7C7f7g))

est un choiz de pré-somme amalgamée de B et C par rapport o f et g dans

TERME(Cp).

Preuve.

1. L’objet @ est pré-initial. Soit AcObj(TERME(Cy)). Il existe k > 1 tel que Ae
Obj(Ck). Donc on a une fleche j, € Arr(Cy) (@, A) C Arr(TERME(Cy))(D, A).
Soit deux fleches u, v € Arr(TERME(Cy)) (D, A). 1l existe k' > 1 tel que u,v €
Arr(Cyr ) (@, A)T'donc d’apres la régle (19)C'u = v € Arr(Cyr) (D, A) et donc
u = v € Arr(TERME(Cy)) (9, A).

2. La preuve est similaire.
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Considérons une précatégorie £ ayant un objet pré-initial choisi @¢ et des pré-
sommes amalgamées choisies. Si A'B et C sont trois objets de ETet feArr(E)(A, B)T
g€ Arr(€)(A,C) deux fleches de ET'on note

(push®(A, B, C,f,g9), &5(A,B,C,f,9), &(A,B,C,f,9))

la pré-somme amalgamée choisie de B et C' par rapport a f et g dans €.
On suppose de plus quel'pour tout objet A de ET'on a un choix de fleche

j4 € Arr(€)(0%, A).
De mémel'si A, B,C,D € Obj(E)L'f € Arr(€)(A, B)I'g € Arr(€) (A, C)I'

'€ Arr(€)(B,D)l'g' € Arr(€)(C, D)Ttel que f'o f = ¢ og e Arr(E)(A, D)Ton a un
choix de fleche

w®(A,B,C,D, f,g,f.g) € Arr(€)(push® (A, B, C,f, g), D)
telle que

,u’pg(A7B7C7D7f7g7f,7gl) o&f(A7B7C7f7g) = fl GAI’I’((‘:)(B,D)
upg(A7B7 C?‘D? f’g7 f’?gl) © &g(A7B7 C? f’g) = gl EAI‘I‘(E)(C7‘D)'

Théoréme 3.9 (La précatégorie TERME(Cy) est librement engendrée par objet pré-
initial choisi et pré-sommes amalgamées choisies)
Soit un préfoncteur F : Cy — €. Alors il existe un unique préfoncteur

G : TERME(Cy) — &

o GUa) =J&ay;
o G(push(A,B,C, [,9)) = push®(G(4), G(B), G(C), G(f), G(9)) ;
,G(B),G(C),G(f),G(9)) ;
,G(B),G(C),G(f),G(9)) ;

(
i G(&2(A7-Baca fag)) = &g(G(A)
G(up(A,B,C’,D,f,g,f’,g')

= up®(G(4),G(B),G(C),G(D),G(f),G(g), G(f'), G(g))-



140 CHAPITRE 3. SYNTAXE : CATEGORIE DES TERMES

La précatégorie TERME(Cy) est donc librement engendrée par objet pré-initial choisi
et pré-sommes amalgamées choisies. Intuitivement cela signifie que la précatégorie
TERME(Cp) satisfait les propriétés suivantes.

1. Toutes les constructions (de pré-colimites sélectionnéesI” c’est-a-dire utilisant
l'objet pré-initial et les pré-sommes amalgamées) sont distinctes.

2. TERME(Cy) ne contient pas d’objets ou fleches autres que ceux de Cy et ceux
obtenus par les constructions de pré-colimites sélectionnées.

Ces deux propriétés correspondent respectivement a ’existence et 'unicité du pré-
foncteur G.

Prewve. On construit un préfoncteur G : TERME(Cy) — & par induction sur la
structure des objets et fleches de TERME(Cp). On montre ensuite que ce préfoncteur
est unique. La preuve est détaillée en Appendice A.4. O

Ce théoreme permet d’interpréterl c’est-a-dire de donner une sémantique aux
termes. Une précatégorie d’interprétation est une précatégorie avec un objet pré-
initial choisi et des pré-sommes amalgamées choisies. A partir d’une interprétation
de Col'c’est-a-dire un préfoncteur

S() : Co — &
on obtient une interprétation des termesl'c’est-a-dire un préfoncteur
S : TERME(Cy) — €.

Cette précatégorie £ peut par exemple étre la catégorie Spec (considérée comme
une précatégoriel’et accompagnée d’un choix d’objet pré-initial et de choix de pré-
sommes amalgamées)T'ou une catégorie de classes d’algebres permettant d’interpréter
les spécifications de base. Dans le chapitre 4I'la précatégorie d’interprétation consi-
dérée est DTAGR(Cp). L’interprétation des objets et fleches de Cy est donnée par le
préfoncteur Ig, : Co — DIAGR(Cp). D’apres le théoreme 3.9I'cette interprétation
peut étre prolongée sur les termes en un préfoncteur

D : TERME(C,) — DIAGR(C).

C’est ce préfoncteur qui va nous permettrel’dans le chapitre 41" d’associer a tout
terme un diagramme.

3.7 Catégorie Terme(Cp)
La catégorie Terme(Cp) est la catégorie associée & la précatégorie TERME(Cy).

Définition 3.13 (Catégorie des termes) La catégorie Terme(Cp) est définie de la
facon suivante.

e Les objets de Terme(Cy) sont les objets de TERME(Cy).
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e Pour toute fleche f € Arr(TERME(Cy))(A, B)I'[f] : A — BI'classe d’équiva-
lence de f modulo R(TERME(Cy))(A, B)Test une fleche de Terme(Cy).

On a un foncteur J : Cy — Terme(Cp) associé au préfoncteur J : Co — TERME(Cy).

Théoréme 3.10 La catégorie Terme(Cy) est une extension conservatrice de Cy. Au-
trement dit, le foncteur J : Cy — Terme(Cy) est plein et fidéle.

Preuve. D’apres le théoréme 3.7Tle préfoncteur J : Cp — TERME(Cy) est plein et
fideleI'donc le foncteur associé J : Cy — Terme(Cp) est également plein et fidele. O

Théoréme 3.11 Terme(Cy) est une catégorie finiment cocompléte. Plus précisé-
ment,

1. lobjet @ est initial dans Terme(Cy) ;

2. si A, B et C sont des objets de Terme(Cy), [f]: A — B et [g] : A — C sont
des fleches de Terme(Cy), alors le triplet

(pUSh (A,B,C, fag)a [&1(A,B,C, fag)]v [&2(A73707 fag)])

est une somme amalgamée de B et C' par rapport d [f] et [g] dans Terme(Cyp).

Preuve. Application des lemmes 3.3 et 3.4. O

La catégorie Terme(Cy)I'bien que finiment cocomplétel'n’a pas de sommes amal-
gamées choisies. En effetD'si f' est un autre représentant de [f]['et ¢’ un autre
représentant de [g|I'c’est-a-dire si [f] = [f'] et [g] = [¢'] dans Terme(Cp)I"alors les
triplets

(pUSh (AaBacafag)a [&I(AaBacafag)]a [&2(A5B7C7fag)])
(pUSh (A,B,C,f’,gl), [&1(A,B,C,f’,gl)], [&Q(A,B,C,f,,gl)])

sont deux choiz différents de somme amalgamée de B et C par rapport aux fleches

[/] et [g]-

Par conséquentI'la catégorie Terme(Cy) n’est pas librement engendrée par objet
initial choisi et sommes amalgamées choisies. 11y a en effet “trop de choix de sommes
amalgamées” dans Terme(Cp). IntuitivementI'les constructeurs pushI'&; et &o dé-
pendent des représentants choisis pour [f] et [g]T'et donc les choiz de pré-colimites
de TERME(Cy) ne sont pas conservés en passant au quotient. Par contrel'on peut
retrouver une catégorie librement engendrée par objet initial choisi et sommes amal-
gamées choisies en “fusionnant les choix multiples de sommes amalgamées”. Cette
construction est décrite dans le paragraphe suivant.



142 CHAPITRE 3. SYNTAXE : CATEGORIE DES TERMES

3.8 Catégorie libre £(Cp)

Dans ce paragraphel'nous construisonsI'a partir de la précatégorie TERME(Cy)T
une catégorie L£(Cp) librement engendrée par objet initial choisi et sommes amal-
gamées choisies. L’idée est de définir une relation d’équivalence a la fois sur les
objets et les fleches de TERME(Cp)lafin de fusionner les choix multiples de sommes
amalgamées. La relation d’équivalence sur les fleches est plus forte que celle de
TERME(Cyp)I'c’est-a-dire vérifie

f=g€Arr(TERME(Cy))(A,B) = f~g.

Cette construction est inspirée de la “réécriture d’objets” proposée par F. Cury
[Cur91].

Nous commencons par définir la relation d’équivalence ~ sur Obj(TERME(Cy)).
Deux objets équivalents sont isomorphesI'mais deux objets isomorphes ne sont pas
nécessairement équivalents. Nous définissons d’abord une sous-précatégorie Iso(Cp)
de TERME(Cy). La précatégorie Iso(Cy) a pour objets les objets de TERME(Cy)T
et pour fleches certains isomorphismes de TERME(Cy). Ces isomorphismes vont
correspondre aux équivalences entre objets de TERME(Cy).

Définition 3.14 (Précatégorie Iso(Cy))
e L’ensemble des objets de Iso(Cy) est ’ensemble des objets de TERME(Cy).
e L’ensemble des fleches de Iso(Cp) est défini inductivement de la fagon suivante.
— Pour tout objet A de TERME(Cy)I"
idg € Arr(Iso(Cy)) (4, A).
— Soit f € Arr(Iso(Cp)) (A4, B) et g € Arr(Iso(Co))(B, C). Alors’
go f € Arr(Iso(Cy))(A4,QC).
— Soit six objets Ay, B1,C4, Ag, By, Cy de TERME(Cy)Tet trois fleches de
Iso(Co)
¢4 € Arr(Iso(Cy)) (A1, A2),

¢p € Arr(Iso(Cy))(B1, Be),
odc € Arr(Iso(Cy))(Cy, Cy).

Soit quatre fleches de TERME(Cy)

f1 € Arr(TERME
g1 € Arr(TERME
f2 € Arr(TERME
g2 € Arr(TERME

Co))( )
Co)) (A1, Ch),
Co))(Az, Ba)
Co))( )

telles que

¢p o f1 = fa0¢pa € Arr(TERME(Cy))(A1, Be),
$c o g1 = g2 0 pa € Arr(TERME(Cy)) (A1, Ca).

I1 existe alors une fleche
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up (AlaBla Cla pUSh (A27327027f27g2)7f17917
&1(A27B27 023 f?agQ) o ¢B’ &2(A27B23 027 f2792) o ¢C)

de push (A1, By, C4, f1,91) vers push (Az, By, Co, f2,g2). Cette flechel'que
I’on note

Z'SO(fl,gl, f23927 ¢Av ¢B? ¢C)

estI'par définition['une fleche de la précatégorie Iso(Cp).

e Soit deux fleches f,g € Arr(Iso(Cp))(A, B). Par définitionI'on pose

f=g€Arr(Iso(Cy))(A,B) — [ =g¢€Arr(TERME(Cy))(A, B).

Iso(Cp) est évidemment une précatégorie. De plusI'toutes les fleches de Iso(Cy) sont
des isomorphismes dans TERME(Cy)I'et également dans Iso(Cp). Pour montrer ce
résultatTon définit une fonction inv qui associe & toute fleche de Iso(Cy) une inverse
dans Iso(Co).

Définition 3.15 (Fonction inv : Arr(Iso(Cy))(A, B) — Arr(Iso(Cy))(B, A))

La fonction invl’qui associe & toute fleche de Iso(Cy) de A vers B une fleche de
Iso(Cp) de B vers Al'est définie inductivement sur la structure des fleches de Iso(Cp)
de la fagon suivante.

e inv(idy) =idy;
e inv(go f) =inv(f)ocinv(g);

° im)(iso(fhgl, f?a g2, ¢A7 ¢Ba ¢C))
= 'iSO(fQ,gQ, f17 a1, inv(¢A)7 inv(¢B)7 va(¢C))

On vérifie sans difficulté queI'pour toute fleche f € Arr(Iso(Cy))(A, B)I'on a bien
e inv(f) € Arr(Iso(Cy))(B, A);
e inv(f)o f=idy € Arr(TERME(Cy))(A4, A) ;
e foinv(f)=idp € Arr(TERME(Cy))(B, B).

Nous pouvons maintenant définir la relation d’équivalence sur les objets de
TERME(Cy).

Définition 3.16 (Relation d’équivalence ~ sur les objets de TERME(Cy))
Deux objets A et B de TERME(Cy) sont équivalents si et seulement si il existe un
isomorphisme de A vers B dans Iso(Cp).

Notation. Si A et B sont équivalents'on note A ~ BTl'oul'pour préciser I'isomor-
phisme ¢ de A vers B'¢p - A ~ B. IntuitivementI’on peut considérer la fleche
¢: A — B comme la preuve que A ~ B.

Lemme 3.11 La relation ~ est une relation d’équivalence sur Obj(TERME(C))).



144 CHAPITRE 3. SYNTAXE : CATEGORIE DES TERMES

Preuve. La relation ~ est
e réflexive car idg F A~ A;
e symétrique car - A~ B = inv(p)F B~ A;
e transitive car g1 F A~ B, ¢poF B~C = ¢o0p FA~C.
O

Soit un objet A de TERME(Cp). On note [[A]] la classe d’équivalence de A modulo ~.
Autrement ditl’
[[A]] = {B € Obj(TERME(Cy)); A ~ B}.

A chaque preuve de A ~ B est associé un isomorphisme ¢€ Arr(TERME(Cy))(A, B).
La proposition suivante indique que I’isomorphisme ¢ ne dépend pas de cette preuve.

Proposition 3.3 Si p1 - A~ B et po - A ~ B, alors

¢1 = ¢2 € Arr(TERME(Cy)) (4, B).

Esquisse de la preuve. On définit un systeme de réécriture sur les fleches de Iso(Cp)
de la fagon suivante. (Les prémisses qui assurent que tous les termes sont bien formés
sontI'pour faciliter la lecturel'omis.)

Axiomes
® $30(d20¢1) — (P30 2) oy
e poidy — ¢
e idjogdp — ¢
o i50(f2, 92, f3,93, %, %5, %) 0 iso(fi, 91, f2, 92, ba, b8, dC)
— i50(f1,91, f3,93, %4 © ¢a, 1B © ¢B,%c © Ppc)

Regles de contexte
e p— ¢, h—¢ = Ypodp—yog
b ¢A_>¢{Aa ¢B_>¢IB7 ¢C_>¢,C
= iso(flaglaf27gZa¢Aa¢Ba¢C) — iso(flaglaf23927¢£47¢933¢,0)

On montre alors successivement les points suivants.
1. Si¢gF A~ Bet ¢ —* ¢'Talors ¢' € Arr(Iso(Cy))(A, B).

2. Le systéme de réécriture est cohérent. Si ¢ H A ~ B et ¢ —* ¢'T alors
¢ = ¢’ € Arr(TERME(Cy)) (A, B).
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3. Le systeme de réécriture est confluent.
4. Le systeme de réécriture termine.

5. D’apres 3 et 4I'toute fleche ¢ de Arr(Iso(Cp))(A, B) a donc une forme normale
notée V(¢). D’apres 2I'on a ¢ = V(¢) € Arr(TERME(Cy))(A, B).

6. On montrel'par induction sur la structure de A et BI'que

7. On déduit immédiatement de 5 et 6 que
1 FA~B, poFA~B = ¢p1=¢r€ AI‘I‘(TERME(C()))(A,B)

|

Remarque 3.4 Si ¢ - A ~ BI'l'isomorphisme ¢ correspond & une preuve que
A ~ B et V(¢) correspond a la normalisation de cette preuve.

Notation. Si ¢t A~ Bl'la fleche ¢ : A — B de Iso(Cp) est notée (A,B) : A — B.
Cette notation est justifiée par la proposition 3.3.

N

A partir de cette relation d’équivalence sur les objets de TERME(Cy)I" nous
définissons une relation d’équivalence sur les fleches de TERME(C)).

Définition 3.17 (Relation d’équivalence ~ sur les fleches de TERME(Cy))
Soit deux fleches f € Arr(TERME(Cy))(A, B) et f € Arr(TERME(Cy)) (A, B'). Les
fleches f et f’ sont équivalentes si et seulement si

A~A', B~B' et flo(A /A" =(B,B')o f e Arr(TERME(Cy))(A, B').
On note f ~ f’.

Lemme 3.12
La relation ~ sur les fleches de TERME(Cy) est une relation d’équivalence.

Preuve. La relation ~ est
e réflexive car (A4, A) =id4 € Arr(TERME(Cy))(A4, A) ;
e symétrique car inv(A, B) = (B, A) € Arr(TERME(Cy))(B, A) ;
e transitive car (B,C) o (4, B) = (A,C) € Arr(TERME(Cy)) (A4, C).
a

Soit feArr(TERME(Cy))(A, B). On note [[f]] 1a classe d’équivalence de f modulo ~.
Autrement ditl’

[[f1] = {f" € Arx(TERME(Co))(A", B'); f ~ f'}.
Lemme 3.13 Vf, f' € Arr(TERME(Cy)) (4, B),
f = f"€Arr(TERME(Cy))(A,B) = f~ f"
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Preuve. On a f'o(A,A) = (B,B)o f € Arr(TERME(Cy))(A, B) car

(A, A) =id 4 € Arr(TERME(Cy)) (4, A)
(B, B) = idg € Arr(TERME(Cy))(B, B).

a

Nous définissons maintenant la catégorie L£(Cp). IntuitivementI’ £(Cy) a pour
objets les classes d’équivalence modulo ~ d’objets de TERME(Cp) et pour fleches
les classes d’équivalence modulo ~ de fleches de TERME(Cy).

Définition 3.18 (Catégorie L(Cy))
e Objets. Soit un objet A de TERME(Cy). AlorsI'[[A]] est un objet de £(Cp).

e Fléches. Soit f € Arr(TERME(Cy))(A, B). AlorsI'[[f]] : [[A]] — [[B]] est une
fleche de L(Co).

Cette définition est correcte car si
f € Arr(TERME(Cy))(A, B), f' € Arr(TERME(Cy))(A4’,B") et f~ f',
alorsTona A~ A' et B~ B'.

e Composition. Soit f€Arr(TERME(Cy))(A4, B) et ge Arr(TERME(Cy))(C, D)T'
avec B ~ C. On pose [[g]] o [[f]] = [[g (B, C) o []].
Cette définition est indépendante des représentants f et g choisis. En effetl’
soit f' € Arr(TERME(Cy))(A’, B') et ¢' € Arr(TERME(Cy))(C’, D’) tels que
f~flet g~g'. Ona les égalités suivantes dans Arr(TERME(Cy))(4, D'):

(D,D")ogo(B,C)o f
- gl ° <Cv C,> © <BvC> of (car g Ngl)
= g’o(B,C')of (Ca’r< 7CI>O<B70>:<BvOI>
= glo<Blvcl>o< vBl}O (car (BI,C,>O<BvBI>:< vC,>)
= g o(B,C) o fo(AA) (car f~ [)

Par conséquentl'g o (B,C) o f ~ ¢g' o (B’ ,C") o f'Tet donc
lgo(B,C)o f]=lg'o (B, C") o f1]].

La composition est évidemment associative.

e Identités. Soit [[A]] un objet de L£L(Cp). Alors [[ida]] : [[4]] — [[4]] est une
fleche identité.

Remarque 3.5 Si A ~ Bl'alors idg ~ (A4, B). Par conséquentI'les fleches (A, B)
de Iso(Cp) correspondent & des identités [[(A, B)]] = [[ida]] = [[idg]] dans L(Cp).



3.8. CATEGORIE LIBRE L£(Cy) 147

On a un préfoncteur [[—]] : TERME(Cy) — L£(Cp) défini de la facon suivante:

[-]] : TERME(C,) — L(Co)
A = [[4]]
f = [/l

C’est bien un préfoncteur d’apres le lemme 3.13. Ce préfoncteur est associé a un
foncteur [[—]] : Terme(Cy) — L£(Cp)I'défini par:

[—]] : Terme(Co) — L(Co)
A = [[A]]
[f] = [lf]]-

Proposition 3.4 La catégorie L(Cy) est une extension conservatrice de Cy. Autre-
ment dit, le foncteur [[—]] o J : Co = L(Cop) est plein et fidéle.

Preuve. On utilise le fait que le foncteur J : Cy — Terme(Cy) est plein et fidele
(théoréme 3.10). On remarque également que la classe d’équivalence d’un objet de Cy
ne contient que cet objet. Autrement ditI'pour tout objet A de CoI'[[J(A)]] = {J(A)}.
En effetI’dans la définition 3.14I'on n’introduit pas d’équivalence entre objets de Cy
autres que les identités.

Le foncteur [[—]] o J est plein.

Soit deux objets A et B de Cpl'et une fleche h : [[J(A)]] — [[J(B)]] de L(Cp). Par
définition de [[—]]I'il existe une fleche g de TERME(Cy) telle que [[g]] = hI'qui a
pour domaine J(A) et pour codomaine J(B). Comme le foncteur J est pleinI'il
existe donc une fleche f : A — B de Cy telle que J(f) = gI'ce qui implique que

[LT(HN) = [lgl} = h-

Le foncteur [[—]] o J est fidéle.
Soit deux fleches f,g: A — B de Cy telles que [[J(f)]] = [[J(9)]]-

[THN = 7]
(f) ~ J(g)

=l
= J(f
= (J(B),J(B)) e J(f) = J(g) o (J(A), J(A)) € Arr(TERME(Co)) (A, B)
= J(f) =J(9) € Arr(TERME(Cy))(A, B)
= f=gy (car J est fidele)
O

Théoréme 3.12 La catégorie L(Cy) est finiment cocompléte. Plus précisément,
1. objet [[D]] est un objet initial choisi dans L(Cp) ;

2. si [[A]]; [[B]] et [[C]] sont des objets de L(Co), [[f]] : [[A]] — [[B]] et [[g]] :
[[A]] = [[C]] sont des fléches de L(Cy), alors le triplet

([[pUSh (Av B.C, fﬂg)]]v [[&1(A7B7 C,f, g)]]v [[&Q(Av B,C, fag)]])

est un choiz de somme amalgamée de [[B]] et [[C]] par rapport d [[f]] et [[g]]
dans L(Cy).
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On vérifie facilement que le choix de somme amalgamée ne dépend pas des repré-
sentants AI'BI'CT'f et g respectivement choisis pour [[A]|T[[B]|T[[C]IT[[f]] et [[g]]-
Le triplet

([[pUSh (Aa Ba Ca fag)]]v [[&I(AaBa Ca fa g)”v [[&2(‘4737 Ca fa g)”)

est donc bien une somme amalgamée choisie.
On montre enfin que la catégorie £(Cp) est libre.

Théoréme 3.13 (L(Cy) est une extension libre) La catégorie L(Cy) est librement
engendrée par objet initial choisi et sommes amalgamées choisies. Autrement dit:
Soit £ une catégorie avec un objet initial choisi et des sommes amalgamées choisies.
Soit F': Cy — & un foncteur. Alors il existe un unique foncteur

H,C(Co) — &

qui conserve fortement ’objet initial choisi, les sommes amalgamées choisies, et tel
que
Ho[-]]oJ =F.

FEsquisse de la preuve. On considere le foncteur G : Terme(Cy) — &£ associé au
préfoncteur G : TERME(Cy) — £ du théoreme 3.9.

Ezistence. On montre que
pFA~A = G(A) =G(A) et G(¢) = idga,
par induction sur la longueur de la preuve que ¢ = A ~ A’. On en déduit que
f~f = G(f)=G(f).

Par conséquentl'il existe un unique foncteur H : L(Cp) — £ tel que H o [[-]] = G.
Onadonc Ho[[~]JoJ=GoJ=F.

On vérifie que le foncteur H conserve fortement ’objet initial choisi et les sommes
amalgamées choisies.

Unicité. Soit H' : L(Cy) — & un foncteur qui conserve fortement I'objet initial
choisil'les sommes amalgamées choisiesl'et tel que

Hof[-]]oJ =F.

D’apres le théoréme 3.9Ton a donc H o [[—]] = H' o [[—]]. Comme [[—]] est surjectif
sur les fleches et les objetsI'on en déduit que H = H'.
a



3.9. CONCLUSION 149

3.9 Conclusion

Nous avons proposé la construction d’une précatégorie TERME(Cy) & objet pré-
initial choisi et pré-sommes amalgamées choisies pour décrire des constructions de
colimites sur une petite catégorie de base Cy. Cette précatégorie de termes constitue
une syntaze pour les constructions modulaires.

Nous avons montré que TERME(Cy) est une extension conservatrice de Cy (théo-
réeme 3.10)I'c¢’est-a-dire que le préfoncteur d’inclusion J de Cy dans TERME(Cy) est
plein et fidele. Cela signifie d’une part que TERME(Cp) ne contient pas de fleches
entre des objets de Cp autres que celles contenues dans Cyl'et d’autre part que
TERME(Cy) ne contient pas d’égalités entre fleches de Cy autres que celles qui pro-
viennent de Cy.

Nous avons montré que la précatégorie TERME(Cy) est librement engendrée par
objet pré-initial choisi et pré-sommes amalgamées choisies (théoréme 3.9).

En passant au quotientI'on obtient une catégorie finiment cocomplete Terme(Cy)I*
qui est également une extension conservatrice de Cy (théorémes 3.10 et 3.11).

Enfinl'nous avons montré comment construirel’a partir de TERME(Cp)I" une
catégorie L(Cp) librement engendrée par objet initial choisi et sommes amalgamées
choisies sur Cy (théoréme 3.13).
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Chapitre 4

Sémantique: des termes aux
diagrammes

Le but de ce chapitre est d’associer & toute spécification modulaire un diagrammel’
et a tout morphisme de spécifications modulaires un morphisme de diagrammes. On
appelle Cy la catégorie des spécifications et morphismes de spécifications de basel'et
on décrit cette association par un préfoncteur

D : TERME(C,) — DIAGR(Cy).

IntuitivementI'étant donné un objet A de TERME(Cy) qui représente une spécifi-
cation modulaire['D(A) est un diagramme dont la colimite est isomorphe & cette
spécification. Le foncteur D décrit une interprétation des termes par des diagram-
mesl'il s’agit donc d’une sémantique pour les spécifications algébriques modulairesI’
par opposition aux termes qui constituent la syntaze.

Apres avoir défini le préfoncteur D : TERME(Cy) — DIAGR/(Cy)I'nous détaillons
les calculs de diagrammes associés aux spécifications modulaires A;I' AST Az et Ay
des anneaux présentées dans le chapitre 1.

Dans la derniere partiel'nous montrons que les précatégories TERME(Cy) et
DIAGR(Cp) sont équivalentesI'ce qui implique par passage au quotient que les ca-
tégories associées Terme(Cp) et diagr(Cyp) sont équivalentes. IntuitivementI'cela si-
gnifie que ces deux catégories ont “la méme structure” " “aux isomorphismes entre
objets prés”. Nous en déduisons que deux objets de Terme(Cp) sont isomorphes si et
seulement si leurs diagrammes associés sont isomorphes dans la catégorie diagr(Cp).
Enfin['nous montrons que le calcul de diagrammes est correctl'c’est-a-dire qu’une
spécification est isomorphe a la colimite du diagramme qui la représente.

4.1 Sémantique

4.1.1 Précatégorie DIAGR(C)

Dans tout ce chapitrel'Cy est une petite catégorie. Rappelons que la catégorie
DIAGR(Cy) peut étre considérée comme une précatégorie de la fagon suivante (cf.
chapitre 3'page 123):
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e l’identité syntaxique dans la précatégorie DIAGR(Cy) est I’égalité dans la ca-
tégorie DTAGR(Cy) ;

e ’équivalence dans la précatégorie DIAGR/(C) est définie par la congruence ~
sur les fleches de la catégorie DIAGR(C).

Par conséquentI'la catégorie associée a la précatégorie DIAGR(Cy) est diagr(Co).

La précatégorie DIAGR(Cp) est finiment pré-cocomplete. Plus précisément!la
précatégorie DIAGR(Cp) a un objet pré-initial choisi et des pré-sommes amalgamées
choisies.

Objet pré-initial

Rappelons que le diagramme vide['noté (OLest le diagramme dont le graphe sous-
jacent ne contient aucun nceud et aucun arc.

Lemme 4.1 Le diagramme vide est pré-initial dans la précatégorie DIAGR(Cy).
Autrement dit,

1. pour tout diagramme @ de DIAGR(Cy), il existe une fléche
35 : O —
dans DIAGR(Cp) ;

2. pour toute flecche 7: O — @, on a j5~ 0.

Remarquons qu’en réalité le diagramme vide est initial dans DIAGR(Cp). En effetl’
pour toute flecche 7 : O — allon a j; = 7.
Pré-sommes amalgamées

Soit trois diagrammes @l'/3 et FTet deux morphismes de diagrammes & : @ — 3 et
7 :a — 7y de DIAGR(Cp). On consideére le diagramme de somme amalgamée

I = (IT°, I1: O* — DIAGR(Cy))

ou

(==

—
Il

Q

=g=g==g=

SEREE
I

S Q) 2 Al

=
~
Il

Ce diagramme sera noté
= PushDiagr(a, 3,7, 7, 7).

Le diagramme I est un objet de DIAGR?(Cy)I'construit sur le graphe I1%.
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(T N
J¢; 7
(=3 7
graphe I1® ?
S %

diagramme o= PushDiagr(a, 8,7, 7, 7)

En aplatissant le diagramme T on obtient un diagramme § de DIAGR(Cy) (cf.
définition 2.29T"page 88): B
On a également deux fleches J; : B — & et Jo : ¥ — 0 dans DIAGR(Cp) (cf.
définition 2.30'page 89) qui seront notées
Ji = Ji(a,
J = b(a,
Lemme 4.2 Le triplet
(AplCO(PUShua’gr(aaﬁa 77 [ ?))7 71(67 Bu 7767 ?) J2(a /87776 ?))
est une pré-somme amalgamée de 3 et 7 par rapport auz fleches & et 7. Cela signifie
qu’on a les propriétés suivantes.
1. J\(@,B,7,5,7) o7 ~ (@, 3,7,5,7) o T.

2. Soit un diagramme & et deuz fléches

K1:B—>(5
Y

~

—

KQ:

de DIAGR(Cy) telles que
71 00 & E oT.

Alors,
(a) en posant § = Aple, (PushDiagr(a, 3,7,5,7), il existe une fleche
(6753776 aaa?aKl,KZ) : (5 —)y

de DIAGR(Cy) telle que

{:@Eviﬁ?ﬁg@oi@@maﬂzgg
(a ﬁ ol 8o, T KlaKZ) o 2(631877367?) ~ Ky )
(b) pour toute fleche U' : § — &' de DIAGR/(Cy) telle que
EOI(E7E777677 zfl
To hr(@,B,7,0,7) ~ Ky

on a
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Preuve.
1. Il s’agit d’une reformulation du lemme 2.17'page 104.

2. 11 s’agit d’une reformulation du lemme 2.19I'page 105. Remarquons que la
preuve de ce lemme est constructivel c’est-a-dire construit explicitement un
choix de fleche

U@, B,7,0,5,7,K1,K2) : 6 — 0.

4.1.2 Préfoncteur D : TERME(Cy) — DIAGR/(Cy)

Rappelons qu’on a un préfoncteur I¢, : Co — DIAGR(Cp). D’apres les lemmes 4.1
et 4.2'on peut appliquer le théoreme 3.9 page 139. Il existe donc un unique pré-
foncteur

D : TERME(Cy) — DIAGR(Cy)

tel que
1. VA € Obj(Cy), D(A) = I, (A) ;
2. D(Q) = O;

3. D(push (A,B,C, f,g9)) =
Aple, (PushDiagr(D(A), D(B), D(C), D(f), D(9))) ;

4. Vf € Arr(Co) (A, B), D(f) = Ie,(f);

5. D(go f) =D(g) o D(f);

6. D(IdA) = E’D(A) y

7. D(j4) = Jp(a);

8. D(&1(A, B,C, f,g)) = Ji(D(A), D(B), D(C),D(f),D(9)) ;
9. D(&Q(A,B,C, fag)) EJ_Z(D(A),'D(B),D(C),'D(f),'p(g)),
10. D(UP(Aa_BaOaDafagaflagl))

= U(D(4),D(B),D(C),D(D), D(f), D(g), D(f'), D(g"))-

Ces regles donnent une procédure de calcul du diagramme ou morphisme de dia-
grammes associé a un terme. Remarquons que nous avons remplacé la condition
Do J = I¢, du théoreme 3.9 par les points 1 et 4I'qui sont évidemment équivalents.

EnfinT"au préfoncteur D : TERME(Cy) — DIAGR(Cy) est évidemment associé &
un foncteur
D : Terme(Cy) — diagr(Cp).



4.2. EXEMPLE DES ANNEAUX 155

4.2 Exemple des anneaux

Dans cette sectionl'nous calculons les diagrammes associés aux spécifications
modulaires des anneaux Aol AST" A3 et A4 présentées dans le chapitre 1. Pour
chaque spécification modulaire A'nous calculons donc D(A)len utilisant les regles
de calcul du préfoncteur

D : TERME(C,) — DIAGR(Co)

décrites dans le paragraphe 4.1.2.

4.2.1 Diagramme associé a la spécification A,

Dans le chapitre 1I'nous avons défini une spécification modulaire des anneaux A,
de la fagon suivante (cf. page 45). Nous commengons par construire une spécifica-
tion MD en combinant la spécification M des monoides avec la spécification D qui
contient deux opérateurs distributifsl'et en partageant la spécification de 'opérateur
binaire multiplicatif. Puis on obtient une spécification des anneaux en combinant
MD avec la spécification G des groupesl'et en partageant 'opérateur additif.

MD = push (B, M, D, b, m,)
As = push (B, MD, G,&3(MD) o ms, m o b)

Nous calculons d’abord le diagramme associé & MD.

D(push (B, M, D,b,m,))
Aple, (PushDiagr(D(B), D(M),D(D),D(b), D(m.)))

Nous calculons maintenant le diagramme associé a As.

D(4y) = D(push (B, MD, G, &s(MD)om.,mob))

Apl¢, (PushDiagr(D(B), D(MD), D(G), D(&2(MD) o m,.),D(m o b)))
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D(G) = I, (G) =
D(&(MD) o m.) = D(&2(MD)) o D(m.)

D(&(MD)) = JL(D(B),D(M),D(D),D(b), D(m.))

D(&2(MD) o my) = Be

. my

Dimen) = (59" )

D(AQ) = AplCo

FinalementI'le diagramme associé & la spécification A est le diagramme &, que nous
avions donné page 47.
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4.2.2 Diagramme associé a la spécification A}

Nous calculons maintenant le diagramme associé & la spécification Af, des an-
neaux. La spécification A} a été construite en commencgant par combiner les spéci-
fications D et GT'puis en ajoutant M (cf. page 46).

DG = push (B,D,G,m4,mob)

Al = push (B, M, DG, b, & (DG) o m,)

D(DG) = Aple,(PushDiagr(D(B),D(D),D(G),D(my ), D(m) o D(b)))

Aplg,

D(&1(DG) o m,)

APICO

S

)

Le diagramme associé a la spécification AY, est doncl’comme pour la spécification
Aol'le diagramme Js.
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4.2.3 Diagramme associé a la spécification A;

Pour la spécification A3 des anneauxI'nous avons utilisé deux spécifications in-
termédiaires: la spécification By qui regroupe deux opérateurs binairesl'et la spéci-
fication P des pseudo-anneaux (cf. page 47). Rappelons qu'un pseudo-anneau est
un anneau sans la propriété de distributivité entre les deux opérateurs.

B2 = pUSh (QaBaBajBajB)

Uz = up (QaBaBaDajBajBam*am-l-) :BQ =D

P =push(S,M,G,bos,mobos)

up =up(9,B,B,P,jg,jg, &1 (P) o b,&s(P)omob): By — P
A3 = push (Bz, P, D, u1,uz)

Commengons par calculer le diagramme associé & la spécification Bs.
D(By) = Aplco(PushDiagr(D(@),D(B),D(B),D(jB),D(J'B)))

D(V) =

D(B) =

D(jp) =0 —>

D(Bs) = Apl, || O

Calculons le morphisme de diagrammes associé au morphisme de spécifications uy :
B2 — D.
D(U’Q) Up(@ B B D JB7JB7m*7m+))

D(9), ( )D(B)aD(D),D(JB),D(JB%D(m*),D(mH)

D
Tl

Calculons le diagramme associé a la spécification P des pseudo-anneaux.
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D(P) = Aplg, = = a (cf. page 47)

mobos

Pour calculer le morphisme de diagrammes associé au morphisme de spécifications
u1 : Ba — PT'nous devons d’abord calculer D (&1 (P) o b) et D(&2(P) omob).
D& (P)) = Ji(D(S),D(M),D(G),D(bos),D(mobos))

D *M
v
Se
mobox
Ly

mobos

D(&2(P)omob) = JQ(D(S),D(M),D(G) D(bos),D(mobos))oD(m)oD(b)

mobos

(B
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Nous calculons maintenant le morphisme de diagrammes associé a u; : By — P.

D(ul) B(UP(Qvavavavav&l(P) ob, &Q(P) °omo b))
U(D(9),D(B),D(B),D(P),

D(jg),Dlip); D(&1(P) o b), D(&2(P) om0 b))

/.M
7
S -\

mobo

\G
- J

Nous calculons enfin le diagramme associé & la spécification As.

D(Aj3) D(push (Bs, P, D, uy,us))

Aple, (PushDiagr(D(B2), D(P),D(D), D(uy), D(us2)))

4 Y
b
bos B.
T«
_ _ S e \o D
mobos\_®
\mOb
modas N "G
o (7 6_3
N
\\ /)

Le diagramme associé & la spécification Az est donc le diagramme 03 donné page 49.

4.2.4 Diagramme associé a la spécification A,

Rappelons la définition de la spécification A4 des anneaux. Cette spécification
utilise la spécification Bs que nous avons déja vue dans le paragraphe précédentl’
ainsi qu’une autre spécification P’ des pseudo-anneaux.

B2 = PUSh (QaBanjBajB)
Uz = up (QaBaBaDajBajBam*am-l-) :BQ =D
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Q1 =push (S, B, B,s,s)

QQ = pUSh (BaManaba&l(Ql))

P’ = push (B, Q2, G, &3(Q2) 0 &2(Q1),m o b)

uz = up (QaBaBaplajBaij&l(P,) o &Q(QQ) o &1(Q1)7
&1(P') 0 &3(Q2) 0 &2(Q1)) : By — P

Ay = push (Bg, P', D, u3, uz)

Nous avons vu dans le paragraphe précédent le diagramme associé a la spécifi-
cation Bolainsi que le morphisme de diagrammes associé au morphisme de spécifi-
cations uy : By — D.

D(Q1) = Aplg,

D(Q2) = Aplg,
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(7 *\.M N
/o o)
Be
o j
* B Be
: N
, /
D(P') = Aplg, . = 5.\5
*B
/;dB
Be
\mOb
%)

\ ¥

Si un diagramme § contient un arc a : n — n'/ étiqueté par la fleche identité
(c’est-a-dire tel que d(n) = d(n’) et §(a) = idy(n))Talors on obtient un diagramme
isomorphe en en fusionnant les noeuds n et n’ et en supprimant Uarc a : n — n'. Ce
résultat sera démontré dans le chapitre 5. Dans notre exemplel'le diagramme D(P')
est donc isomorphe au diagramme o ci-dessous.

o M
B°/?) o\
N B/
ALK
D(P') = S e ’ ~ Se ’ = o
: ¥
o BB °
/;dB B \mob
Be .G

Revenons au calcul de D(Ay4). Il reste a calculer le morphisme de diagrammes associé
au morphisme de spécifications uz : By — P'.
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idp

idp

On en déduit enfin le diagramme associé a la spécification Ay.

D(A4) =

D(push (BQ, P,, .D7 us, Ug))

//

\\

En supprimant les quatre arcs étiquetés par des fleches identitésI'on obtient un
diagramme 04isomorphe & D(Ay).
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4 N
o M
B ./b o \[
idp B /b
Be ZdB .B [}
A Y
D(A4)E S e e D = S.\;S/.D E5_4
\S /er ° e
B e ; b B °
B o/;dB ZdB ? \T‘nGb
mob _
o (7 54
N J

4.3 Equivalence entre les catégories Terme(Cy) et diagr(Cy)

Dans cette partie'nous montrons que les catégories Terme(Cy) et diagr(Cy) sont
équivalentes. Pour cela nous montrons en fait que les précatégories TERME(Cy) et
DIAGR(Cp) sont équivalentes.

4.3.1 Equivalence entre catégories, équivalence entre précatégories

Nous commencons par définir la notion de transformation naturelle entre pré-
foncteurs.

Définition 4.1 (Transformation naturelle entre deux préfoncteurs) Soit deux pré-
catégories C et C'. Soit deux préfoncteurs F,G : C — C'. Une transformation
naturelle o de F vers GI'notée o : F = GI'est une application qui a tout ob-
jet A de C associe une fleche o4 € Arr(C')(F(A), G(A))Ttelle que pour toute fleche
feArrr(C)(A,B)I

G(f)ooa=opoF(f) € Arx(C')(F(4), G(B)).

Par conséquentI'o est une transformation naturelle entre les deux préfoncteurs F' et
G si et seulement si o est une transformation naturelle entre les foncteurs F' et G.

Définition 4.2 (Isomorphisme naturel entre deux préfoncteurs) Une transforma-
tion naturelle o : F' = G entre deux préfoncteurs F, G : C — C' est un isomorphisme
naturel si et seulement si pour tout objet A de CT'o4 € Arr(C')(F(A),G(A)) est un
isomorphisme.
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Si o : F = @G est un isomorphisme naturell'on dit que les préfoncteurs F et G
sont naturellement isomorphesl'et on note F' 22 G. On vérifie facilement que deux
préfoncteurs sont naturellement isomorphes si et seulement si les foncteurs associés
sont naturellement isomorphes.

Rappelons la définition d’équivalence entre deux catégories.

Définition 4.3 (Equiva,lence) Deux catégories C et C' sont équivalentes si et seule-
ment si il existe deux foncteurs F : C — C' et G : C' — C tels qu'on ait deux
isomorphismes naturels Go F = Ide et F oG 22 Id¢r.

On en déduit une définition d’équivalence entre deux précatégories.

Définition 4.4 Deux précatégories C et C' sont équivalentes si et seulement si il
existe deux préfoncteurs F' : C — C' et G : ' — C tels qu’on ait deux isomorphismes
naturels Go F =2 Id¢c et F oG = Ide.

Deux précatégories sont équivalentes si et seulement si les catégories associées sont
équivalentes.

4.3.2 Equivalence entre les précatégories DIAGR(Cy) et TERME(C,)

Dans ce paragraphel'nous montrons qu’il existe une équivalence entre les pré-
catégories DIAGR(Cy) et TERME(Cp). IntuitivementI'cela signifie que ces deux
précatégories ont “la méme structure” " “aux isomorphismes entre objets pres”.

Nous commencgons par reformuler le théoreme 2.7 page 114 en utilisant des pré-
catégories.

Théoréme 4.1 La précatégorie DIAGR(Cy) est une complétion de Cy par pré-coli-
mites finies. Autrement dit, pour toute précatégorie £ finiment pré-cocompléte, et
tout préfoncteur F : Cy — &, il existe un préfoncteur

H : DIAGR(Cy) — €&,
unique a un isomorphisme naturel prés, qui conserve les pré-colimites finies, tel que

Hole, = F.

Comme la précatégorie TERME(Cy) est finiment pré-cocompletel’et comme on a un
préfoncteur J : Co — TERME(Cy)T'il existe un préfoncteur

T : DIAGR(Cy) — TERME(Cy),
qui conserve les pré-colimites finiesI'tel que

Tole, = J.
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D’autre partI'nous avons vu au paragraphe 4.1.2 que le préfoncteur
D : TERME(Cy) — DIAGR(Cy)

conserve ’objet pré-initial et les pré-sommes amalgamées. Le préfoncteur D conserve
donc les pré-colimites finies. De plusl'on a

DolJ=Ig,.
Lemme 4.3 On a les isomorphismes naturels suivants :
1. DoTolg, =1, ;
2. ToDoJ=J.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de T o Icy = J et Do J = I¢,. O

Proposition 4.1 On a un isomorphisme naturel

Do T = Idpiacr(cy)-

Preuve. D’apres le lemme 4.3-1T'on a Do T o I¢, = I¢,. De plusl'les préfoncteurs
Do T : DIAGR(CO) — DIAGR(C()) et IdDIAGR(Cg) : DIAGR(Cg) — DIAGR(Cg)
conservent les pré-colimites finies. Par conséquentI’d’apres le théoréme 4.1

Do T = Ildpiacr(cy)-

Lemme 4.4 Soit A, B,C € Obj(TERME(Cy)), f € Arr(TERME(Co))(A, B) et
g € Arr(TERME(Cy)) (A, C). Alors, le triplet

( (T oD)(push(A, B, C, f,g)),
(TOD)(&I(Aancv fvg))a
(TOD)(&2(A73707 fag)) )

est une pré-somme amalgamée de (T o D)(B) et (T o D)(C) par rapport auz fléches
(T oD)(f) et (T oD)(g)-

Preuyve. Comme les préfoncteurs D et T conservent les pré-sommes amalgaméesI’
le préfoncteur 7 o D conserve également les pré-sommes amalgamées. O

Proposition 4.2 On a un isomorphisme naturel

\Ij . TO D > IdTERME(Co)'
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Preuve. Comme T oD et IdrgrvEc,) sont des préfoncteurs de la précatégorie
TERME(Cy) vers TERME(Cy)T'il faut donnerI'pour tout objet U de TERME(Cy)T"
un isomorphisme

Uy (TO D)(U) —U

dans TERME(Cp). On définit cet isomorphisme par induction sur la structure des
objets de TERME(Cp)I'et on vérifie qu’il s’agit bien d’une transformation naturelle
par induction sur la structure des flecches de TERME(C)).

Soit un objet U de TERME(Cp). On définit Uy par induction sur la structure
des objets de TERME(C)).

Régle (1) U = J(A)Tou A est un objet de Cp.
D’apres le lemme 4.3-2I'T o D o J = J. Par conséquentl'il existe un isomor-
phisme
Uy : (ToeD)U)—U.
Régle (2) U = Q.
(ToD)(@) =T(O) =D car T conserve I'objet pré-initial. Soit

Ug: (T oD)(D) — O
cet isomorphisme.

Régle (3) U =push(A,B,C, f,g).
Par hypotheése d’inductionl’on a trois isomorphismes
Wy (TO D)(A) — A

Ug: (ToD)(B)— B
Ue: (T oD)(C) = C

tels que
foWUyu=Ugo(T oD)(f)
go\IJA = ‘;[JC'O (TOD)(g)

D’apres le lemme 4.4T'le triplet

( (T oD)(push (4, B,C, f,9)),
(TOD)(&I(Aancv fvg))a
(TOD)(&Q(AaBaCa fag)) )

est une pré-somme amalgamée de (7 o D)(B) et (T o D)(C) par rapport aux
fleches (T o D)(f) et (T o D)(g).

D’autre partI'le triplet
(pUSh (Aa Ba Oa fag)v &1(A7B7 Ca fag)’ &I(Aa Ba Oa fag))

est évidemment une pré-somme amalgamée de B et C par rapport aux fleches
f et g dans TERME(Cy).
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Par conséquentl'il existe un unique isomorphisme
‘;[IU = \ijush(A,B,C’f,g) : (T o D)(pUSh (Aa Ba Oa fa g)) - pUSh (Aa Ba Oa fa g)
tel que

Yy o (T eoD)(&1(4,B,C, f,9)) =&i(A,B,C, f,9) o Vp
Uy o (TOD)(&Q(AaBaOafag)) = &Z(A,B,C,f,g) oUg.

On vérifie maintenant qu’on définit bien une transformation naturelle
UV:ToD = [dTERME(Cg)7
par induction sur la structure des fleches de TERME(C)).

Régle (4) Soit f : A — B une fleche de Cy. Comme ¥ 4 et U g sont les isomorphismes
correspondant & I'isomorphisme naturel 7 o Do J 22 JT'on a donc

Upo(ToD)(f)=FfoUa.

Régle (5) Soit deux fleches f: A — B et g: B — C de TERME(Cy).

Voo (ToD)(gof)
= Ueo(ToD)(g)o(ToD)(f) (T oD préfoncteur)
= goVUpo(T oD)(f) (hypothese d’induction sur g)
= gofoWUy, (hypothése d’induction sur f)
Régle (6) Wao (T oD)(ida) =ido Wy

Régle (7) W0 (T oD)(js) = ja o ¥g car ces deux fleches ont pour domaine un
objet pré-initial de TERME(Cy).

Regle (8) Par définition de Wy yoha p,c,r, gl 00 &

Woush(a,B,c,7,9) ° (T ©D)(&1(A, B, C, f,9)) = &1 (4, B,C, f,g) o ¥Up.
Régle (9) Par définition de Wsha,p,c,f.g) 00 a

Woush(a,B,0,7.9) © (T 2 D)(&2(A, B,C, f,9)) = &2(A, B, C, f,g) o Yc.

Régle (10) Posons
& =& (A,B,C, f,q)
&y = &3(A,B,C, f,qg)
up = up(A7B7C7‘D7f7g7f,7gl)
Ppush = Ypush(4,5,¢,1,9)

Il faut montrer que

Wp o (T oD)(up) = up o Upyeh-
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Pour celal'il suffit de montrer

Up o (T oD)(up)o (T oD)(&1) = upo Upygh o (T 0 D) (&)
Up o (T oD)(up)o (T oD)(&2) = upo Upysh o (T 0 D)(&a).

Up o (T oD)(up)e (T o D)(&:)

= Wpo (T oD)(upo&) (T o D préfoncteur)

= Wpo (T oD)(f") (définition de up)

= floW¥p (hypothese d’induction sur f')
= upo&oVUp (définition de up)

= upoW¥pygh0 (T oD)(&1) (regle 8)

On montre de la méme facon que

Up o (T oD)(up) e (T o D)(&2) = upo Wpygh o (T 0 D)(&a).

Théoréme 4.2 Les précatégories TERME(Cy) et DIAGR(Cy) sont équivalentes.

Preuve. Conséquence immédiate des propositions 4.1 et 4.2. O

Corollaire 4.1 Les catégories Terme(Cp) et diagr(Co) sont équivalentes.

La proposition 4.2 nous permet de montrer que deux objets de Terme(Cp) sont
isomorphes si et seulement si leurs diagrammes associés sont isomorphesI'et deux
fleches de Terme(Cp) sont égales si et seulement si leurs morphismes de diagrammes
associés sont égaux dans diagr(Cp).

Théoréme 4.3 Considérons le foncteur D : Terme(Cy) — diagr(Cp).
e Soit A et B deux objets de Terme(Cy). Alors,
A= B — D(A) ZD(B).
e Soit f,g: A — B deuz fléches de Terme(Cy). Alors,
f=g9 — D(f) =D(g).
Preuve. Les deux implications de gauche & droite sont évidentes car D est un
foncteur. Dans I'autre sensl'd’apres la proposition 4.2I'il existe un isomorphisme

naturel W : 7 oD = Idgerme(c,) entre les foncteurs 7 o D : Terme(Co) — Terme(Cp)
et Idyerme(c,) + Terme(Cp) — Terme(Cy).

e Soit deux objets A et B de Terme(Cy).

(B
(T oD)(A) Z (T oD)(B)
B (\Ij :ToD = IdTerme(Co))
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e Soit deux fleches f,g : A — B de Terme(Cp) telles que D(f) = D(g) dans

diagr(Cp).
D(f) = Dlg)
= (T oD)(f) =(T>D)(y)
= VYpo(ToD)(f)=¥po(ToD)(9g)
= foWUyp=goWUy (\IJ:TOD%IdTerme(Cg))
= f=yg (¥ 4 isomorphisme)
a

4.3.3 Correction du calcul de diagrammes

La proposition 4.2 nous permet également de déduire que le calcul de diagrammes
décrit par le foncteur D : Terme(Cy) — diagr(Co) est correct c’est-a-dire que la
colimite d’un diagramme associé a une spécification modulaire est isomorphe & cette
spécification.

Considérons une catégorie d’interprétation £ a objet initial choisi et sommes

amalgamées choisiesI'par exemple la catégorie des spécifications Spec. Soit une
interprétation de Cyl'c’est-a-dire un foncteur

80 : Co — £.
D’apres le théoreme 2.7Tce foncteur s’étend aux diagrammes en un foncteur
Sp : diagr(Cp) — €.

On a en fait Sp = colimg o diagr(Sp).
D’apres le théoreme 3.9I'le foncteur Sy s’étend également aux termes en un foncteur

St : Terme(Cy) — €£.
De plusl'comme Sp et Sy conservent les colimitesI'd’apres le théoréme 2.7T'on a
Sp=SroT.
Par conséquentI’'Sp o D = Sy o T o DI'et doncl'd’aprés la proposition 4.2T°
SpoD=Sy.

Ce résultat exprime que la colimite d’un diagramme associé a une spécification
modulaire est isomorphe & cette spécification.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitrel'nous avons montré comment associer a tout terme qui repré-
sente une spécification modulaire un diagramme dont la colimite est isomorphe a
cette spécification. Cette association est décrite par le préfoncteur

D : TERME(C,) — DIAGR(Cy).

Le calcul d’un diagramme associé & un terme consiste simplement a appliquer les
regles de calcul de D définies dans le paragraphe 4.1.2. Une des regles principales
est la réegle 3 qui aplatit un diagramme de diagrammesl'c’est-a-dire transforme un
objet de DIAGR?(Cy) en un objet de DIAGR(Cy).

Nous avons montré que les précatégories TERME(Cy) et DIAGR(Cp) sont équi-
valentesl' ce qui signifie qu’elles ont essentiellement la méme structure “aux iso-
morphismes entre objets prés”. Il faut néanmoins remarquer que TERME(Cy) et
DIAGR(Cy) ne sont pas isomorphes. En faitI’pour qu’elles soient isomorphesI'il
faudrait que ces deux précatégories aient les mémes choix de pré-colimitesl'ce qui
n’est pas le cas. Par exemplel'push (A, B,C, f,g) et push (A,C, B, g, f) sont deux
pré-sommes amalgamées différentes dans TERME(C) qui sont envoyées sur le méme
diagramme dans DIAGR(Cy).
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Chapitre 5

Isomorphismes entre
diagrammes

Nous considérons une catégorie de base Cpl'et nous nous intéressons dans ce
chapitre & la détection d’isomorphismes entre deux diagrammes dans la catégorie
diagr(Cp). Nous avons vu dans le chapitre 4 que deux objets A et B de la catégorie
Terme(Cp) sont isomorphes si et seulement si leurs diagrammes associés D(A) et
D(B) sont isomorphes (théoreme 4.3 page 169). Une solution pour savoir si deux
termes A et B sont isomorphes consiste donc & détecter un isomorphisme entre leurs
diagrammes associés.

En section 5.1 nous décrivons des transformations de diagrammesl’ qui sont
des fonctions sur ’ensemble des diagrammes sur Cy. Les transformations qui nous
intéressent particulierement sont les transformations stables par isomorphismel’c’est-
a-dire telles que le diagramme résultat est isomorphe au diagramme de départ. Ces
transformations nous serviront & calculer la complétion d'un diagramme.

En section 5.2I'nous présentons un algorithme pour détecter si deux diagrammes
sont isomorphesl'dans la cas particulier ou la catégorie Cy et finie et sans cycle. Cet
algorithme consiste & compléter puis a calculer la forme minimale du diagramme.
Ensuitel'deux diagrammes sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme forme
minimale.

Enfinlen section 5.3'nous montrons les difficultés rencontrées lorsque la catégorie
de base Cy comporte des cycles ou est infinie.

5.1 Transformations de diagrammes

Nous présentons quelques transformations de diagrammes: la substitution par
objet isomorphel'la suppression d’un arcl'l’ajout d’un arc étiqueté et la contraction
d’un arc identité.

Définition 5.1 (Transformation de diagrammes) Une transformation de diagram-
mes est une fonction sur ’ensemble des objets de diagr(Cp)

F : diagr(Cy) — diagr(Cp).
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Les transformations intéressantes sont les transformations stables par isomor-
phisme c’est-a-dire qui produisent un diagramme isomorphe au diagramme de dé-
part.

Définition 5.2 (Transformation stable par isomorphisme) Une transformation de
diagrammes F : diagr(Cy) — diagr(Cp) est stable par isomorphisme si et seulement
si pour tout diagramme I’

It

F@) =3,

Deux diagrammes o et B sur Cy sont isomorphes dans diagr(Cy) s’il existe deux
fleches 7: @ — B et 7: 0 — @ de DIAGR(Cy) telles que

{Aemi - Tz

Rappelons qu’une fléche & : @ — 8 de DIAGR(C) est un couple (cf. définition 2.18
page 70)

=

g:a—B=(0%:a®~p% c:a~3 Boo?)

ot 0% : a® ~— B est un morphisme généralisé de graphes et o : o ~= B0 02 est

une transformation naturelle généralisée.
e Le morphisme généralisé de graphes

U(b:aq)w—>ﬂ(I>

associe & tout nceud de a® un nceud de 3%Tet & tout arc a : m — n de a® un

zigzag 0®(a) : 0®(m) ~— 0®(n) sur le graphe 3%.

e La transformation naturelle généralisée o : a ~= B0 0% associe & tout nceud
n de o® une fleche o, : a(n) — B(c®(n)). De pluslla condition suivante doit
étre satisfaite: pour tout arc a : m — n de T

on o a(a) ~g om [0®(a)].

5.1.1 Substitution par objet isomorphe

Soit un diagramme § sur Col'un noeud ng de 6®I'et un objet B de Cy isomor-
phe & §(ng). IntuitivementT'la substitution par objet isomorphe consiste a remplacer
létiquette §(ng) du nceud ng par 'objet B. On obtient alors un diagramme isomor-
phe au diagramme de départ ¢.

Définition 5.3 (Subst_Obj_Iso) Soit un diagramme 6I'un nceud ng de §®Tet un objet
B de Cy isomorphe & §(ng). Soit ¢ : d(ng) — B l'isomorphisme entre (ng) et B. Le
diagramme

3 = Subst_Obj_lso(d, ng, B, ¢)
est défini de la facon suivante.

e Graphe 8%: p® =%,
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e Foncteur 3 : 8% — Cp.

— Action sur les nceuds.
- Vn € Noeud(6%), n # ng: B(n) =6(n);
- B(no) = B.

— Action sur les arcs. Soit un arc a : n — n' € Arc(0®).

- sin#£mngetn #ng: Bla) =0(a);
-sin=mngetn #£ng: Bla) =6(a)op7!;
-sin#£mngetn =ng: Bla) =¢oda);
~sin=mngetn =ng: B(a) =¢pod(a)op!

Proposition 5.1 La transformation Subst Obj_Iso est stable par isomorphisme.

Preuve.  Soit un diagramme Sfun nceud ng de §*Tet un isomorphisme ¢ : §(ng) — B
de Cy. Soit 3 = Subst_Obj_lso(d,ng, B, ¢). On construit deux fleches de DIAGR(Cy)T

G:0—=>PBetT:[B—0 telles queEo?zidBet T o0 = ids.
e On définit 7 : § — B de la facon suivante.

— Le morphisme généralisé de graphes o® : §® — 3% est I'identité.
- 0? =idge.
— La transformation naturelle généralisée o : 0 ~= 30 0® est définie par:
- Vn € Neeud(6%) tel que n # nolo, = ids(n) ;
© Opo = @
Cela définit bien une transformation naturelle généralisée car pour tout
arc a:n — n' € Arc(6®)Ton a 0,7 0 §(a) = B(a) o oy.

e On définit 7 : B — § de la facon suivante.

— Le morphisme généralisé de graphes 7 : 3% — §% est I'identité.
- 7? = idge.
— La transformation naturelle généralisée 7 : 3 ~= 6 o 7% est définie par:
- Vn € Neeud(3?) tel que n # nol'ry, = idg(n) ;
A
Cela définit bien une transformation naturelle généralisée car pour tout
arc a : n — n' € Arc(8®)Ton a 7,y o B(a) = 6(a) o 7.

e On vérifie que G o7 = i_ﬁ.
e On vérifie également que 7T oG = Hg.

Par conséquent § = 3 dans la catégorie diagr(Cp). En faitI'les diagrammes 6 et (3
sont ici également isomorphes dans la catégorie DIAGR(Cy).
d
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Exemple 5.1 Considérons le diagramme 71 construit sur le graphe 7®. Soit ¢ :
A — A’ un isomorphisme de Cy. AlorsI'nous pouvons considérer le diagramme

7 = Subst_Obj_lso(7, 0, A’, ¢).

)

¥
\

)
B

v
EN

EE——
B

foas/

Ale
b gocb\
[ J [ J
C C
- J - J - J
graphe 7 diagramme 7 diagramme 7

L’isomorphisme & : @ — 7 est composé du morphisme de graphes o® = id s et de
la transformation naturelle généralisée o : m ~= 7’ 0 0® définie par

oy = ¢, 01 =idp, 09 =idc.

B g1 :idB B

° '

7’ foas/
Ao g0 =¢ oY
A\ gogb\

° °

C g9 :idc C

N _ — J

isomorphisme @ : 7 — 7

5.1.2 Suppression d’un arc

Soit un diagramme ¢ sur Cg. IntuitivementI supprimer Uarc ag : ng — ngy du
diagramme § consiste & retirer I'arc ay du graphe 0® et A conserver les mémes
étiquettes pour les arcs et les nceuds restants.

Définition 5.4 (Suppr_Arc) Soit un diagramme § et un arc ag : ng — ng € Arc(6%).

Le diagramme
B = Suppr_Arc(9, ag)

est défini de la facon suivante.

e Le graphe 3% est le graphe 6% auquel on retire 'arc ay.

— Neeud(3%) = Neeud(6®) ;
— Arc(B%) = Arc(6®) — {ag}.
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e Le foncteur 3 : % — Cy est la restriction de  : 6% — Cy & 32.

— Vn € Neeud(8%), B(n) =6(n);
— Va:n —n' € Arc(8%), B(a) = d(a).

Dans le cas générall'la transformation Suppr_Arc n’est évidemment pas stable par
isomorphisme.

Exemple 5.2 Considérons le diagramme &I 'construit sur le graphe x®.

° ° o4fro
0 b 1 A g B

graphe x® diagramme &

; [z#zﬂ

graphe x'® diagramme %’

H@

Posons ' = Suppr_Arc(R, b).

%

°
0

Dans le cas générall'les diagrammes % et &' ne sont pas isomorphes dans la catégorie
diagr(Cyp).

Par contrel'la suppression de certains arcs conduit a des diagrammes isomorphes.
En particulierl'on peut d’une part supprimer les boucles identités et d’autre part I'un
des arcs d’un doublet.

Une boucle sur un graphe 6% est un arc a : n — n de 6% qui a le méme nceud
pour source et but.

Définition 5.5 (Boucle) Soit un graphe 6. Un arc a de 6% est une boucle si et
seulement si Source(a) = But(a).

Une boucle identité sur un diagramme § est une boucle de 6% étiquetée par une
fleche identité.

Définition 5.6 (Boucle identité) Soit un diagramme & sur Co. Une boucle identité
sur § est une boucle a : n — n de §® telle que §(a) = ids(n)-

Proposition 5.2 Soit un diagramme § et une boucle identité ag : ng — ng sur 6.
Alors, dans la catégorie diagr(Cy),

Suppr_Arc(6,ag) = 6.
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Preuze. Considérorls un diagramme § et une boucle identité ag : ng — ng d_e 0.
Soit :_Suppr_Arc(5,a0). On construit deux fleches de DIAGR(Cy)TT : 6 — [ et
T:0— 6 tellesque ToT = idg et T oo = ids.

e On définit 7 : § — 3 de la facon suivante.

— Morphisme généralisé de graphes o® : 6® — 2.
- Vn € Neeud(6%), o®(n) =n;
- Va € Arc(6®), a # ag, 0%(a) = a;
- 0% (ag) = 0p, (zigzag nul de source et but ng).
— Transformation naturelle généralisée o : 6 ~= B o o®.
- ¥n € Neeud(6%), o, = ids(n)-
Cela définit bien une transformation naturelle généralisée car d(ap) =
id5(ng)-

e On définit 7 : B — 0 de la facon suivante.
— Morphisme généralisé de graphes 7% : g% — §%.
- Vn € Neeud(8%), 7%(n) = n;
- Va € Arc(B%), 7°(a) = a.
— Transformation naturelle généralisée 7 : 3 ~= § o 7.
- Vn € Neeud(B8%), 7, = idg(n)-
e Onaco7T = ﬂg.
e On vérifie également que To 7 =~ ﬂg.

Par conséquentI'les diagrammes § et 3 sont isomorphes dans la catégorie diagr(Cy).
a

Exemple 5.3 Soit A un objet de Cy. Considérons le diagramme I¢,(A)T construit
sur le graphe 1®. Rappelons que le graphe 1® contient un seul nceud appelé *.

graphe 1? diagramme I¢,(A)

Considérons le graphe p® qui contient un nceud appelé 0 et un arc b: 0 — 0. Etant
donné un objet A et une fleche f : A — A de CoI'on note p(A, f) le diagramme
construit sur le graphe p®T'qui associe au nceud 0 I'objet A et & Parc b la fleche f.
Nous considérons ici le diagramme p(A,id4).

mb midA
° °
0 A

graphe p® diagramme p(A,id )
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Les diagrammes I¢,(A) et p(A,id4) sont isomorphesI'car
Ic,(A) = Suppr_Arc(p(A,ida),b)
et b est une boucle identité sur p(A4,id,).

Un doublet sur un diagramme ¢ est un couple d’arcs qui ont tous les deux la
meéme source et le méme butl'et étiquetés par la méme fleche de Cy.

Définition 5.7 (Doublet) Soit un diagramme 0 sur Co. Un doublet sur § est un
couple d’arcs (ag, a1) tel que

Source(ag) = Source(a;), But(ap) = But(a1) et §(ap) = d(a1).

Exemple 5.4

e Soit deux objets A et B et une fleche f : A — B de Cy. Considérons le
diagramme 77 construit sur le graphe 7®T'défini par

m(0) = A;
(1) = n(2) = B;
m(a) =m(b) = f.
1 B
% V
O e A e
N A
2 B
- -
graphe 7 diagramme 71

Le couple (a,b) n’est pas un doublet sur 7'bien que les arcs a et b soient
étiquetés par la méme fleche f de Cpl'car ces arcs n’ont pas le méme but.

e Considérons le diagramme %7l 'construit sur le graphe x®.

" . ed .
0 b 1 A f B

graphe % diagramme K1

Le couple (a,b) est un doublet de 7.

Proposition 5.3 Soit un diagramme § sur Cy et un doublet (ag,ay) de §. Alors,
dans la catégorie diagr(Cy),

Suppr_Arc(6,ag) = 6.
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. Soit 3 = Suppr_Arc(, ap).

Preuve.  Soit un diagramme 0 et un doublet (ag,a;) de & 2
et 7: B — 0 telles que o7 ~ 2d—

On construit deux fleches de DIAGR(Co)T7 : 6 — B
et Too = Eg.
e On définit 7 : § — 3 de la facon suivante.

— Morphisme généralisé de graphes o® : 6® — 2.
- Vn € Neeud(6%), o®(n) =n;
- Va € Arc(6®), a # ag, 0%(a) = a;
®(ap) = ay.
— Transformation naturelle généralisée o : § ~= B o o®.
- Vn € Neeud(6%), o, = ids(n)-
Cela définit bien une transformation naturelle généralisée. En effetI'on a

5(&0) = 5(&1).

e On définit 7 : B — 0 de la facon suivante.

e

— Morphisme généralisé de graphes 7% : g% — §%.
- Vn € Neeud(8%), 7%(n) = n;
- Va € Arc(p%), 7°(a) = a.
— Transformation naturelle généralisée 7 : 3 ~= § o 7.
- Vne Noeud(ﬁé), Tn = ’Ldﬁ(n)
e Onaco7T = ﬂﬁ.
e On vérifie également que T o7 ~ Hg.
Par conséquentI'les diagrammes § et 3 sont isomorphes dans la catégorie diagr(Cy).

a

Exemple 5.5 Les diagrammes suivants sont isomorphes dans diagr(Cp).

i e

5.1.3 Ajout d’un arc étiqueté

Etant donné un diagramme 6ITopération d’ajout d’arc étiqueté consiste & ajouter
un arc au diagramme sous-jacent 6% et & étiqueter cet arc par une fleche de Cj.

Définition 5.8 (Ajout_Arc) Soit un diagramme 6I'deux nceuds ng et n; de 6% et
une fleche f : d(ng) — d(n1) de Cp. L’ajout d'un arc de ng vers ny étiqueté par f
dans le diagramme § est le diagramme

B = Ajout_Arc(0,n9,n1, f)

défini de la facon suivante.
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e Le graphe % est le graphe 6® auquel on ajoute un nouvel arc a, : ng — n;.

— Neeud(8%) = Neeud(6%) ;
— Arc(8%) = Arc(6®) U {a;}Ton a, ¢ Arc(d®)Iavec Source(a;) = ng et
But(a;) = ny.

e Le foncteur 3 : 3% — Cy étend le foncteur ¢ en associant & I'arc a, la fleche f.

— Action sur les noeuds.
- ¥n € Neeud(8%), B(n) = d(n).

— Action sur les arcs.
- Ya € Arc(B%), a # ay, B(a) = d(a);
- Blag) = f.

La transformation Ajout_Arc n’est évidemment pas stable par isomorphisme dans le
cas général.

Exemple 5.6 Soit un objet A et une fleche f : A — A dans Cy. Dans le cas générall’
les diagrammes I¢,(A) et p(A, f) ne sont pas isomorphes dans diagr(Cp).

ODETIRY

A

Proposition 5.4 (Ajout de compositions) Soit un diagramme § sur Cy. Soit deuz
arcs ag 1 ng — ny et ay :ny — ng de 6%, Alors, dans la catégorie diagr(Co),

Ajout_Arc(8,ng, na, 8(ar) o §(ag)) = 6.

Preuve. Soit_ un diagramme_z 6 et deux arcs ag : ng — my et a; : ny — ng de
§®. Posons 3 = Ajout_Arc(d, ng,m2,6(a1) o 6(ap)). On construit deux fleches de
DIAGR(Co)TT: 6 —» B et T: 3 — 0 telles que 7o T = idg et T o0 ~ idy.

e On définit 7 : § — B de la facon suivante.

— Morphisme généralisé de graphes o® : 6 — 2.
- Vn € Neeud(6%), o®(n) =n;
- Ya € Arc(6?), 0®(a) = a.

— Transformation naturelle généralisée o : § ~= Boo®.
- Vn € Neeud(6%), o, = ids(n)-

e On définit 7: B — § de la facon suivante.

— Morphisme généralisé de graphes 7% : g* — §%.
- ¥n € Neeud(3%), 7®(n) =n;
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- Va € Arc(B®), a # az, 7%(a) = a;

- 7®(ag) = no =% ny 5 ny (zigzag de longueur de 2).
— Transformation naturelle généralisée 7 : 3 ~= § o 7.

- Vn € Neeud(B8%), 7, = idg(n)-

Cela définit bien une transformation naturelle généralisée. En effetl'on a

B(az) = 0(a1) o d(ap).
e OnaToo = ﬂg.

e On vérifie également que 6 o T =~ Hﬁ.

Exemple 5.7 Considérons le diagramme 04 sur Cy. Nous avons vu une premiére
fois ce diagramme dans le chapitre 1I'page 49T'et une seconde fois dans le chapitre 4T
page 164. Nous pouvons ajouter trois arcs étiquetés dans &, : un arc étiqueté par
bo s entre (les noeuds étiquetés par) S et MTun arc étiqueté par m, o s entre S et D
et un arc étiqueté par mobo s entre S et G. Nous obtenons ainsi un diagramme &'.
Nous n’avons pas ajouté d’arc étiqueté par m4 o s entre S et D car il existe déja un
arc étiqueté par m, o s entre ces deux nceuds etI'dans la catégorie Col'on a 1’égalité
My OS =1y 0 S.

Y 4 I
o\ o M
5 /b b
° bos,/ @
My B\
S o/jg \o D S .MO D
\f/‘er g B/mJr
° mobos\_®
B \mOb \mOb
o (7 L ° Gj
b4 i

Proposition 5.5 (Ajout de factorisations a droite) Soit un diagramme & sur Co.
Soit deuz arcs ay : ny — ng et ag : ng — ng de 0%, Soit une fleche b : §(ny) — d(ng)
de Cy telle que §(az) o h = d(ay). Alors, dans la catégorie diagr(Co),

Ajout_Arc(8,n1,n9,h) = 6.

Preuve. La preuve est similaire a la preuve de la proposition 5.4. On pose
a a
7%(az) = np 5 ng <2 ny.

Cela définit bien une transformation naturelle généralisée 7 : 3 ~= § o 7®. En effetl’
d(az)oh =0d(ay). O
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Exemple 5.8 Considérons le diagramme d3I'vu une premiére fois dans le chapitre 1T’
page 49Tet revu dans le chapitre 4I'page 160. Nous obtenons le diagramme d5 a
partir du diagramme 3 en ajoutant deux factorisations & droite.

4 'M\ 4 o M
b 7
bos L bos °
B \m* /B\m*
S e [ D) S e L D)
B my § B/m.;,.
mobos\_® mobos\_®
mob \mOb
° (G ° (G
\_ ) \_ J
5 3

5.1.4 Contraction d’un arc identité

Soit un diagramme 6. Un arc identité du diagramme 0 est un arc de 0% étiqueté
par une fleche identité.

Définition 5.9 (Arc identité) Soit un diagramme § sur Cy. Un arc ag : ng — n; du
graphe 6% est un arc identité si et seulement si §(ng) = d(ny) et §(ag) = id5(ng)-

IntuitivementI” contracter un arc identité ag : ng — n1 dans un diagramme §
consiste & fusionner les nceuds ng et ny et & supprimer l'arc ay.

Définition 5.10 (Contract_Id) Soit un diagramme 0 et un arc identité ag : ng — nq
de dT'tel que les noeuds ng et ny sont distincts. Le diagramme

B = Contract_ld(d, ag)
est défini de la facon suivante.
e Graphe 32.

— Neeud(%) = Neeud(6®) — {n1}
— L’ensemble Arc(3%) est défini & partir de 'ensemble Arc(6®) de la fagon
suivante. Soit un arc a : n — n' de 6%.
-n#Enyetn #ny = a:n—n' € Arc(f®);
-n=nyetn #ny = a:ng—n €Arc(f®);
-n#nietn =nieta#a = a:n—ng€ Arc(8®);
-n=nyetn =n; = a:ng— ny € Arc(p®).

e Foncteur 3 : 8% — Cp.
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— Vn € Neeud(8%), B(n) =6(n);
— Va € Arc(B%), B(a) = 6(a).

Nous avons supposé que les nceuds ng et n; sont distinctsI'car si ng = ni['cela n’a
pas de sens de fusionner ces deux noeuds. De plusl'si ng = nil'alors ag est une boucle
identitél'qui peut étre supprimée par I'opération Suppr_Arc (cf. proposition 5.2).

Proposition 5.6 La transformation Contract_Id est stable par isomorphisme.

Preuve._ Soit un diagrar_nme 0 et un arc identité ag : ng — ny de dI'tel que no_;é ni.
Posons 3 = Contract_ld(d,ag). On construit deux fleches de DIAGR(Cp)['a : 6 — 3
et T:0 =0 tellesque ToT = idﬁ et T oo = ids.

e On définit 7 : § — 3 de la facon suivante.

— Morphisme généralisé de graphes o® : 6 — g%,
- Vn € Neeud(6%), n #ny, o®(n) =n;
- o®(n1) =ng;
- Va € Arc(6®), a # ag, 0%(a) = a;
- 0®(ag) = 0p, (zigzag nul ayant pour source et but le nceud ng de
p®).
— Transformation naturelle généralisée o : 6 ~= B o o®.
- Vn € Neeud(6%), o, = ids(n)-
Cela définit bien une transformation naturelle généralisée car d(ap) =
id5(ng)-

e On définit 7 : B — 0 de la facon suivante.

— Morphisme généralisé de graphes 7% : 3® — §%.
- Vn € Neeud(8%), 7%(n) = n;
- Va € Arc(p®), m%(a) = a.
— Transformation naturelle généralisée 7 : 3 ~= § o 7%,

- Vn e Noeud(ﬁq)), Tp = ’Ldﬂ(n)
e On a607:ﬂ3.

e On vérifie également que T o7 ~ Hg.
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Exemple 5.9

1. Les diagrammes D(P') et o/ (cf. chapitre 4I'page 162) sont isomorphes dans
la catégorie diagr(Cp).

o M
B 0/?) o N
\3?; B./b
/s /s
S e ~ Se
So B \fo
/;dB B \mob
B e G
\mOb \f/
D(P)

2. Les diagrammes D(Ay) et &4 (cf. chapitre 4'page 163) sont isomorphes dans
la catégorie diagr(Cp).

4 N
oM
/s
Be oM
BlfB idp oB Bo b
AN A
Se (D) ~ S e LD
N A | 2] TN
Be - [ °
/;dB idg B B \mob
Be ° G
mob —
o (7 5_4
- /
D(A4)

3. Les diagrammes suivants sont isomorphes dans la catégorie diagr(Cy).

[ .4f>, ° == Of
A ida A A

Cet exemple montre qu’a partir d’un diagramme dont le graphe sous-jacent
n’est pas cycliquella contraction d’un arc identité peut produire un diagramme
dont le graphe sous-jacent est cyclique.
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5.2 Catégorie C; finie et sans cycle

Dans cette partiel'nous nous intéressons a la détection d’isomorphismes lorsque
la catégorie Cy est finie et sans cycle. Nous commencons par définir un cycle dans
une catégorie.

Définition 5.11 (Cycle) Etant donné une catégorie Cl'un cycle dans C est une fleche
f:+A— A ayant méme domaine et codomaine A et telle que f # ida.

Nous dirons qu’'une catégorie C ne comporte pas de cycle si et seulement si pour
toute fleche f : A - A de CT'f =idy.

5.2.1 Hypotheses

Nous supposons que la catégorie de base Cy est finie et ne comporte pas de
cycle. Cette hypothéese est compatible avec le langage de spécification LP GI'puisque
d’une part on ne peut déclarer qu'un nombre fini de spécifications et morphismes de
spécificationsl'et d’autre partl'la déclaration d’un morphisme de spécifications ayant
la méme spécification pour domaine et codomaine est syntaxiquement interdite.

D’autre partI'nous supposons qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre objets dans
la catégorie de base Cy. Cette hypothese est justifiée par la transformation de sub-
stitution par objet isomorphe (proposition 5.1). En effetI’supposons qu’on al'au
départl’une catégorie Ay qui ne possede pas cette propriété. Pour chaque classe
d’isomophisme entre objets de Apl'on choisit un représentant. On considere ensuite
la sous-catégorie pleine Cy de &) ayant pour objets ces représentants. La catégorie
Cy satisfait alors la propriété suivante :

pour tout couple d’objets (A, B) de CoI' A~ B = A= B.

Tout diagramme sur Ay peut étre transformé en un diagramme sur Cy en utilisant
la proposition 5.1.

Nous faisons également 'hypotheése qu’on sait détecter une égalité entre deux
morphismes de spécifications de basel ¢’est-a-dire que 1’égalité est décidable dans
Co. Enfin nous supposons que toutes les factorisations a droite sont connues.

Hypotheéses

1. Cyp est finie.
2. Cp ne comporte pas de cycle.
3. Pour tout couple d’objets (A4,B) de Co' A~ B = A= B.

4. L’égalité sur Cy est décidable. Soit deux fleches f,g: A — B de Cy. On sait si
f=gouf#g

5. On sait effectuer des factorisations & droite dans Cy. Etant donné deux fleches
f:A— Bet g:(C — Blon connait 'ensemble des fleches h : A — C telles

que f =goh.
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Remarque 5.1 Les hypothéses 1 et 2 sont distinctes. En effetl'il existe des caté-
gories infinies qui ne comportent pas de cyclel'et il existe des catégories finies qui
comportent des cycles.

La combinaison des hypotheéses 2 et 3 est tres fortel'comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 5.1 Soit deuz objets A et B ainsi que deuz fleches f: A— Betg: B— A
dans Cy. Alors, A=B et f=g=1id4.

Preuve. D’apreés ’hypotheése 2I'g o f = idg et fog = idgl'd’'ou A = B. D’apres
I’hypothése 3T'on a donc A = B. On en déduit que f et g sont des fleches de A vers
A. Par conséquentI’en utilisant de nouveau I'hypothese 2I'on obtient f = g = idy4.

O

5.2.2 Fonction de complétion

Dans ce paragraphel'nous détaillons la fonction de complétion d’un diagramme.
Compléter un diagramme @ sur Cy consiste & contracter les arcs identitésI'supprimer
les boucles identitésI'supprimer les doublets"ajouter les compositions d’arcs et les
factorisations & droite.

Fonction Complétion (@ : diagramme) : diagramme

0, 0o : diagramme;

Début
6= a;
Répéter
5o =10
Pour tout arc identité a de ¢ : (1)
¢ := Contract_Id(¢, a) ;
Pour toute boucle identité a de 6 : (2)
0 := Suppr_Arc(6,a);
Pour tout doublet (ap,a1) de 0 : (3)
§ := Suppr_Arc(6, ap) ;
Pour tout couple d’arcs (ag : ng — n1, a : ny — no) de § tel que (4)

il n’existe pas d’arc a : ng — ng étiqueté par 6(ay) o d(ag) dans oI
0 := Ajout_Arc(d,ng, na, 8(ar) o 6(ag)) ;
Pour tout couple d’arcs (a1 : ny — ng, as : ng — ng) de § tel que (5)
o il existe une fleche h : §(n1) — d(n2) de Cy vérifiant §(az) o h = 6(aq)T’
« il n’existe pas d’arc a : n; — ng étiqueté par h dans 61"
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3 = AjOUt_AI’C(S, niy,na, h’) )

Jusqu'a § =y ;
Résultat : J;

Fin Complétion
Proposition 5.7 La fonction de complétion s’arréte.

Preuve. On appelle itération le fait d’exécuter successivement les étapes 1 a 5.
D’apres la condition d’arrétl’on effectue une itération tant que le diagramme a été
modifié par l'itération précédente. Chaque étape de l'itération termine: les étapes 1I'
2 et 3 parce qu’elles suppriment un arc dans le graphelet les étapes 4 et 5 parce que la
catégorie Cy est finie et qu’on n’ajoute pas une nouvelle composition ou factorisation
a droite si ’arc correspondant appartient déja au diagramme.

On ne peut effectuer qu’un nombre fini d’itérations. En effetl'seule la contraction
d’un arc identité (étape 1) peut permettre ensuite d’ajouter des nouvelles composi-
tions d’arcs ou des nouvelles factorisations & droite. Comme la contraction supprime
un neeud dans le graphel'et comme aucune transformation n’ajoute de nceud dans
le graphel'on ne peut effectuer qu’un nombre fini d’itérations. O

Proposition 5.8 La complétion est une transformation stable par isomorphisme.
Pour tout diagramme § sur Cy, 0 = Complétion(d) dans diagr(Cp).

Preuve. Toutes les transformations appliquées sur le diagramme § par la fonction
de complétion sont stables par isomorphismel'd’apres les propositions 5.2I'5.30'5.4T
5.50et 5.6. O

Exemple 5.10 Considérons les diagrammes 010605 et 4.

/ \

4 N N

S e oD S e [ D)
mob><
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La complétion de ces trois diagrammes produit le méme diagramme ¢’ :
Complétion(d1) = Complétion(d3) = Complétion(dys) = ¢'.

Un diagramme est complet si celui-ci est égal a sa complétion.

Définition 5.12 (Diagrammg complet) Un diagramme § sur Cy est complet si et
seulement si 0 = Complétion(¢).

Exemple 5.11 Le diagramme &, est complet: do = Complétion(ds).

.7

Lemme 5.2 Soit un diagramme complet 6 sur Co. Alors il n'existe aucune boucle
dans le graphe 6°.

Preuve. Supposons par 'absurde qu’on a une bouclel'c’est-a-dire un arc a : n —n
dans §%. On a soit §(a) = ids(nyl'soit (a) # ids(,). La supposition d(a) = ids,) est
en contradiction avec I'hypotheése que § est complet. La supposition 6(a) # ids(n) est
en contradiction avec 'hypothése que Cy ne comporte pas de cycle. Par conséquentl’
il n’existe pas de boucle dans le graphe 0%. O

Lemme 5.3 Soit un diagramme complet § sur Cy. Soit deuz neeuds ny, ny et un

arc a : ny — ng dans le graphe 6%, Alors, il n’existe aucun arc de ny vers ny dans
5%,
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Preuve. S'il existe un arc a’ : ny — n; dans 6®Talors comme § est completT'il existe
un arc ai : n1 — ny étiqueté par la fleche d(a’) o §(a)T'ce qui est impossible d’apres
le lemme 5.2. O

5.2.3 Zigzags élémentaires et liens

La complétion d’un diagramme permet d’obtenir une forme un peu plus “cano-
nique” pour les diagrammes. CependantI'deux diagrammes complets peuvent étre
isomorphes dans diagr(Cy) sans étre identiques. Par exemplel'les diagrammes &
et 8’ sont complets et isomorphesI'mais ne sont pas identiques. Pour détecter cet
isomorphismel'nous devons introduire la notion de zigzag élémentaire.

Définition 5.13 (Zigzag élémentaire) Un zigzag élémentaire sur un graphe 6% est
un zigzag de longueur 2 de la forme

ao a1
mo <— mp — M2
tel que les arcs ag et aq sont distincts.

Nous avons également besoin d’une relation d’inclusion sur les zigzags. Intuiti-
vementT'le zigzag Z est inclus dans le zigzag Z' si Z est un “sous-zigzag” de Z'.

Définition 5.14 (Inclusion de zigzags) Soit un graphe §®. Considérons deux zig-
zags 7 et Z' sur 6. Posons Z = (k, Zn,Za) et Z' = (K', Z), Z',)Tavec

ZN = (ng,ni,...,ng) et Zag = (ap,a1,...,a5—1);
Zy = (ng,nl, ... ny) et Z% = (ag,al, ..., a_q).

On dit que le zigzag Z est inclus dans le zigzag Z'Tet on note Z C Z' si et seulement
si il existe un entier jT'0 < j < k' — kT'tel que

o Vi, 0<i<k, nj=nj,;;
o Vi, 0<i<k—1, a; =a;,.
Remarquons que si Z C Z'Talors nécessairement k < k'.

Soit un diagramme complet 0. Les zigzags élémentaires sur le diagramme § sont

les zigzags élémentaires sur le graphe §°. Nous définissons maintenant une relation
d’ordre sur les zigzags élémentaires d’un diagramme complet.

Définition 5.15 Soit un diagramme complet § sur Cp. On définit une relation
d’ordre < sur les zigzags élémentaires du diagramme complet § de la fagon suivante.
Soit deux zigzags élémentaires Z; et Z, sur §. Posons Z; = my &y 2 me.

e On a Z; < Zj si et seulement si il existe un zigzag Z' = (k', Z}y, Z',)T"avec
Zy = (ng,ni, ..., ny) tel que

— my =n{ et mg =nj,;
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- Z,C 7'
— d(ao) ~5 d(a1) [Z'];
- Vi, 0<i <k, m #nl.

e On a 7y < Zy si et seulement si Z; = Zy ou Z1 < Zs.

Dans le dessin ci-dessousI’Z; < Zs.

my = ny )
[ ]
o ) n’l Z2
by \
miel L2 nl A
b3 /4
/
ap .\T:'?’
[ ]
ma =My J
S

Remarque 5.2 Supposons Z; < Zo.

1. C’est le zigzag Z; qui parait “le plus grand”. Nous avons choisi le sens Z; < Zs
car intuitivementI'toute l'information sur les partages contenue dans le zigzag
71 est contenue dans les zigzags élémentaires de Z'.

2. Soit {¢; : 6(m1) — d(n}) ; i €{0,...,k"}} ensemble des fleches qui corres-
pondent a la connexion d(ag) ~5 d(a1) [Z'] (cf. définition 2.17T page 70).

AlorsI"comme le diagramme § est completI'pour tout entier il'0 < ¢ < K'T'il
existe un arc b; : m; — n} dans 5% tel que d(b;) = ;.

Proposition 5.9 Soit un diagramme complet § sur Cy. La relation < sur les zigzags
élémentaires sur & est une relation d’ordre.

Preuve. On utilise la définition de < ainsi que le lemme 5.3.
Réflexivité. La relation < est réflexive par définition.

Antisymétrie. Soit deux zigzags élémentaires sur o

Z1:m0<a—0m1£>m2,
Zgzn[)(bi’nqi)’ng.
Supposons Z1 < Zy et Zy < Z;. Par Pabsurdel'si Z; # ZyTMalors Z; < Zs et

Zo < Zj. Par conséquentl'on a mi # ny. De pluslil existe un arc a : my — ny
et un arc @’ : ny — my dans 6®. Cela est impossible d’apres le lemme 5.3.
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Transitivité. Soit trois zigzags élémentaires Z11'Z, et Z3 sur un diagramme complet
0. Supposons 77 < Zy et Zy < Z3. Si Zy = Zy ou Zy = Zz alors on a
évidemment 7y < Z3. Si Zy < Zy et Zy < Zzl'alors on vérifie que Z; < Zj3.

a

Par exemplel'dans le diagramme 6'T

MEE g™ G < Mt BTy D,
ME ™Y < pfpmiq,
MES™¥D < M<~& B D,
DS gmss o <« p &t g™t g
4 -M\
7,
bos °
/B\m*
o M08 e D
\B/er
mobos °
\mOb
e (7
_ J
o

Comme la relation < est une relation d’ordre sur ’ensemble fini des zigzags élé-
mentaires de d['cet ensemble contient des éléments mazximauz. IntuitivementI'toute
Iinformation sur les partages est contenue dans les zigzags élémentaires maximaux.

Définition 5.16 (Zigzag élémentaire maximal sur un diagramme complet §)
Soit un diagramme complet §. Un zigzag élémentaire mazimal sur ¢ est un élément
maximal pour la relation d’ordre < sur ’ensemble des zigzags élémentaires de §.

Par exemplel'les zigzags élémentaires

M B™ p
mob

m
D+~ B™ @
sont maximaux dans le diagramme 0’. Par contrel'les zigzags élémentaires

M bos Smobos G
bos M« 08

M—S =D
D2 g g

ne sont pas maximaux dans ¢'.
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Nous avons encore besoin de quelques définitions avant de donner un critere
d’isomorphisme entre deux diagrammes. Nous commengons par définir un neud
puits dans un graphe. Un nceud puits est un noeud d’ou ne part aucune fleche.

Définition 5.17 (Nceud puits) Soit un graphe §®. Un neud puits de 0% est un
nceud n€Noceud(6?) qui vérifie la condition suivante : il n’existe aucun arc a€Arc(5%)
tel que Source(a) = n.

Un lien sur un diagramme complet est un zigzag élémentaire maximal entre deux
nceuds puits.

Définition 5.18 (Lien sur un diagramme complet) Soit un diagramme complet §
sur Cp. Un lien Z sur § est un zigzag élémentaire maximal sur ¢

7 = mo (a_o mq i) mo
tel que mg et my sont des nceuds puits de §°.

L’ensemble des liens d’un diagramme & est noté Liens(d).

Proposition 5.10 L’ensemble des liens d’un diagramme complet § est calculable.

Preuve. On calcule 'ensemble des zigzags élémentaires de 6. Cet ensemble est fini.
Pour chaque zigzag élémentaire

Z1 = my <% m; 5 mo,
on calcule 'ensemble des zigzags Z' tels que
® d(ag) ~50(a1) [Z]
e 7' est formé d’une suite de zigzags élémentairesI'c’est-a-dire est de la forme

! !
Apr_s Apr_a

! !
o !
Z'=ni—nl = nhy oo Ny ¢ Ny — Ny
N . k' abh, i1y N . 14 .
ot Vi€ {0,...,% =1}, ng +—ny, ., — nh;,, est un zigzag élémentaire.

o Vie{0,...,k'}, m #nl.

Le zigzag élémentaire Z; est alors strictement plus petit que chaque zigzag élémen-
taire de Z’. Puis on ne conserve que les zigzags élémentaires maximaux entre noeuds
puits. O
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5.2.4 Forme minimale

Calculer la forme minimale d’un diagramme complet consiste & ne conserver
que les noeuds puitsl'ainsi que les noeuds et les arcs qui font partie d’un lien du
diagramme.

Définition 5.19 (Forme minimale) Soit un diagramme complet §. La forme mini-
male du diagramme ¢ est le diagramme

B = Minimal (0)
défini de la facon suivante.
e Graphe 3%:

— Neeud(8®) = {n € Neeud(6®)Ttel que n est un puits de 6* ou
n appartient & un lien de 6*}

— Arc(B%) = {a € Arc(6%), tel que a appartient & un lien de 6%}
e Foncteur 3: 3% — Cy.
— Vn € Neeud(%), B(n) =6(n);
— Va € Arc(B%), B(a) = 6(a).
Proposition 5.11 Pour tout diagramme complet §,

0 = Minimal(§).

Esquisse de la preuve. Soit = Minimal(§). On définit deux fleches de DIAGR.(Co)T"
T:0—>fBetT:0 — 6 telles queﬁo?zﬂﬁet ?oﬁzﬂg.

e On définit 7 : § — 3 de la facon suivante.

— Morphisme généralisé de graphes o® : 6% ~— 3.
- Pour tout noeud n de 6®°T'tel que n est un nceud puits ou fait partie
d’un lien de 6T'on pose o®(n) = n.
Pour tout autre nceud n de 0®Til existe un nceud puits n' et un arc
an :n — n' dans §%. On pose 0®(n) =n'.
- Pour tout arc a : n — n' de 6% qui appartient & un lien de 6T'on pose

o®(a) = a.
Pour tout autre arc a : n — n' de §°T'0c®(a) est défini un peu plus
loin.

— Transformation naturelle généralisée o : § ~= B o o®.
- Si n est un noeud de A*Ton pose o, = ids(p)-
- Sinonlon pose o, = d(ap) ol a, : n — n' est un arc de § tel que

n' =o®(n).
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Pour tout arc a : n — n'/ de §*T'si ¢ appartient & un lien de 6I'on a alors
évidemment

o 0 6(a) = f(a) o oy,

Si a n’appartient pas & un lien de 0I'il existe un zigzag Z tel que
on ©6(a) ~zon [Z].
On pose 0®(a) = Z.
e La fleche 7: f — 0 est définie de facon évidente.
e OnaocoT= ﬁﬁ.

e On vérifie également que T oG = Hg.

Théoréme 5.1 Deux diagrammes complets sont isomorphes si et seulement si leurs
formes minimales sont égales.

Esquisse de la preuve. Si les formes minimales de deux diagrammes sont égalesl’
alors les diagrammes sont évidemment isomorphes. RéciproquementI'soit deux dia-
grammes @ et 3 sous forme minimale. Soit deux flecches : @ — Bet 7: f — @ de
DIAGR(Cp) telles que 7o 7 =~ Hﬁ et Too = idy.

1. On montre que pour tout nceud puits 7 de a®T'o®(n) est un nceud puits de
B*Ta(n) = B(c®(n)) et on = idy.

2. Soit un zigzag élémentaire

ao a1
myo < mi > Y

de @. On pose ng = 0®(mg) et ny = 0®(my). Les noeuds ng et ny sont donc

des noeuds puits de B%Tet on a

a(mg) = B(no), a(mz) = B(n2),

Omg = ida(mo)a Omgy = Zdoz(m2)'

On montre qu’il existe un noeud n; dans 3% tel que a(m;) = B(ny). Enfinl’
on montre qu’il existe deux arcs by : ny — ng et b; : ng = ny dans ﬁq> tel que

a(ap) = B(bo) et afar) = B(b1).

3. FinalementI'les diagrammes @ et 3 ont donc les mémes noeuds puitsIreliés par
les mémes liens. Les diagrammes @ et 3 sont donc identiques.
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Exemple 5.12 Revenons aux diagrammes d3 et ¢'.

/—.M\ - .M\
V 7
Be bos,/ ®
™ B m
*D S mi°s\- D
$ B
B °/m+ mobos °/m+
\mOb \mOb
o (¢ ° G
N o J
b 5

Le diagramme_5_2 est sous forme minimale; le diagramme ¢’ a pour forme minimale
le diagramme 0.

Minimal (J2)
Minimal (&')

0y ;
0o

FinalementI'les diagrammes 8 et ' sont donc isomorphes.

5.2.5 Algorithme

FinalementI'un algorithme pour détecter si deux diagrammes sont isomorphes
dans la catégorie diagr(Cp) consiste a calculer la complétion puis la forme minimale
de chaque diagrammel'et enfin & comparer les formes minimales. Pour calculer les
formes minimalesI'il est nécessaire de calculer ’ensemble des liens associés a chaque
diagramme.

Fonction Isomorphe (@, By : diagramme) : booléen
@, 3 : diagramme;
Début

@ := Minimal (Complétion(ap)) ;

B3 := Minimal (Complétion(£)) ;
Résultat : @ = 3;

Fin Isomorphe

5.3 Cas général

Dans cette partiel'nous examinons les problémes soulevés lorsque la catégorie Cqy
est infinie ou contient des cycles.
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5.3.1 Zigzags

Dans ce paragraphel'nous revenons un instant sur les zigzags. Considérons un
diagramme fini 6. Le graphe 0% est fini. Par contrel'le nombre de zigzags sur 0% est
en général infini. En effetI'rien n’interdit de passer plusieurs fois par le méme arc.

e Si nous considérons un graphe avec une ou plusieurs bouclesl'il existe évidem-
ment un nombre infini de zigzags sur ce graphe.

Rt v
PY [ ]
0 A
graphe p® diagramme p(4, f)

Nous pouvons en effet considérer les zigzags suivants.

b

b b
00—

0
025020020

e Un diagrammel’ méme s’il est construit sur un graphe sans cyclel contient
en général une infinité de zigzags. Considérons par exemple le diagramme 7

construit sur le graphe 7%,
O+— 00— 0 @<+— 00— 0
<100b2) CBfA!]C’)

graphe 7 diagramme 7

Nous pouvons considérer les zigzags suivants.

140209
1¢“ 02928 0%
12092 0% 120209

De facon généralel'il n’existe pas forcément de borne supérieure pour la longueur
des zigzags a considérer lorsqu’on veut tester si deux fleches u et v sont connectéesl’
c’est-a-dire §'il existe un zigzag 7 tel que u ~5 v [Z].
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5.3.2 Catégorie de base comportant des cycles

Nous supposons dans ce paragraphe que la catégorie de base Cy contient des
cycles. Remarquons d’abord que la contraction d’un arc identité dans un diagramme
peut former des boucles dans le graphe sous-jacent du diagrammel' comme dans

I’exemple 5.9-3.
) .4fr ° = Of
A ida A A

Si Cy comporte des cyclesI'T’algorithme présenté en section 5.2 n’est pas correct.
En effetl'le principal de I'information contenue dans le diagramme n’est plus concen-
trée dans les nceuds puits. Certains diagrammesI'comme p(A, f) n’ont pas de noeud
puits.

P(A,f) = mf

A

Si ’ensemble {f™, n € IN} est infinil'c’est-a-dire si toutes les fleches f™ sont
différentesl'alors on peut ajouter une infinité d’arcs au diagramme. On peut en effet
ajouter un arc étiqueté par f? = f o fTun arc étiqueté par f3> = f o f o fTetc.
Autrement ditI’pour tout entier nl'les deux diagrammes ci-dessous sont isomorphes.

Par conséquentI'si ’ensemble {f", n € IN} est infini[alors la fonction de complétion
appliquée sur le diagramme p(A, f) boucle.

5.3.3 Catégorie de base infinie

Lorsque la catégorie de base Cy est infiniel'en particulier lorsque Cy comporte un
nombre infini de fleches entre deux objetsI'la procédure qui consiste a ajouter les
factorisations a droite peut ne pas s’arréterl'oul’'ce qui revient au mémel'conduire a
un diagramme non fini.

Exemple 5.13 Soit deux fleches f: A — C et g : B — C de Cy. Supposons qu’on
a une famille indicée par IN (donc infinie) de fleches

{hi: A—> B, i€ N}

telle que Vi € NI'go h; = f.
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Si on considere un diagramme qui comporte deux arcs
a b
ng — np < ng

étiquetés respectivement par f et gl'on peut alors réaliser une infinité de factorisa-
tions a droite. Par conséquentI'la fonction de complétion boucle.
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Conclusion

1 Bilan

Nous avons proposé un cadre théorique pour étudier les spécifications algébriques
modulaires. Nous avons repris une idée classique en spécification algébrique: la
composition de spécifications peut étre modélisée par des colimites de diagrammes
finis. La construction principale est la somme amalgamée qui permet de représenter
la composition de deux spécifications en précisant quelles parties sont partagées.
Notre travail a consisté & poursuivre cette idée bien connue selon trois directions.

e D’un point de vue syntaxiquel'nous avons défini un langage de termes pour
les constructions de colimites finies sur une catégorie de base Cy. Ce langage
est défini formellement par la catégorie Terme(Cp).

e D’un point de vue sémantiquel nous avons proposé d’interpréter les termes
par des diagrammes finis sur Cy. Cette représentation est plus abstraite que la
représentation par des termes car elle permet d’éliminer une partie des choix
effectués lors de la construction de la spécification modulaire.

e Nous avons défini la notion d’isomorphisme de construction pour les spécifica-
tions modulaires. Un isomorphisme de construction entre deux spécifications
modulaires correspond & un isomorphisme entre les diagrammes correspon-
dants. Nous avons enfin proposé un algorithme pour détecter si deux dia-
grammes sont isomorphesl'dans le cas particulier ou la catégorie de base Cy
est finie et ne comporte pas de cycle.

Notre travail est articulé en cing chapitres.

1. Dans le chapitre 1T"apres quelques rappels sur les spécifications algébriques
équationnellesI'nous avons présenté plusieurs spécifications modulaires d’an-
neauxI'qui nous ont permis d’introduire la définition d’isomorphisme de cons-
truction. Nous avons également précisé le cadre général de notre travail: la
théorie des institutionsI'avec 'hypothése que la catégorie des spécifications est
finiment cocomplete.

2. Dans le chapitre 2I'nous avons défini les notions de diagramme et morphisme
de diagrammes en utilisant une formulation proche de l'informatique. Notre
définition de diagramme est en effet basée sur celle de graphel’et non sur
une catégorie quelconque. Nous avons reformulé les définitions de cone et de
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colimite dans ce cadre. Nous avons défini deux catégories de diagrammes:
DIAGR(Cy) et diagr(Cp). L’intérét de la catégorie diagr(Cy) se situe sur le
plan théorique puisque

— la catégorie diagr(Cp) est finiment cocompléte ;

— la catégorie diagr(Cp) est une complétion de Cy par colimites finies.
La catégorie DIAGR(Cy)I" généralisation de certaines catégories utilisées en
informatique — comme celle présentée dans [TBG91] —I'est plus concrete

que diagr(Cy) dans la mesure ou elle permet de manipuler les morphismes de
diagrammes de facon effective.

. Le chapitre 3 est consacré & la définition de la précatégorie TERME(Cy)I'qui

offre un langage pour les constructions modulaires. Les objets de TERME(Cy)
sont des termes qui dénotent des spécifications modulairesI'et les fleches de
TERME(Cy) sont des termes qui dénotent des morphismes de spécifications
modulaires. Nous proposons une construction stratifiée de cette précatégoriel’
afin de résoudre le probléme de circularité entre la définition des fleches et
de Iéquivalence dans TERME(Cp). On obtientI'en passant au quotientI'une
catégorie Terme(Cp). Nous avons montré que

— la catégorie Terme(Cp) est finiment cocomplete ;

— la catégorie Terme(Cp) est une extension conservatrice de Cp.
EnfinI'nous avons montré qu’on peut construire une catégorie £(Cp) librement
engendrée sur Cy par objet initial choisi et sommes amalgamées choisies. Cette

catégorie est obtenue en quotientant TERME(Cy) par une congruence sur les
objets et fleches de cette précatégorie.

. Nous proposons dans le chapitre 4 une interprétation des termes représentant

des spécifications modulaires par des diagrammes. Cette représentationl’qui
permet de faire abstraction de certaines étapes particulieres choisies pour la
construction de la spécification modulairel'est décrite par un préfoncteur

D : TERME(Cy) — DIAGR(Cy)
qui correspond & un foncteur entre les catégories correspondantes
D : Terme(Cy) — diagr(Cp).
Nous avons montré que

— le foncteur D définit une équivalence entre les catégories Terme(Cy) et
diagr(Co) ;

— deux objets de Terme(Cp) sont isomorphes si et seulement si leurs dia-
grammes associés sont isomorphes;

— linterprétation D est correctel'c’est-a-dire qu’une spécification modulaire
est isomorphe & la colimite du diagramme qui la représente.
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5. La représentation des constructions modulaires par des diagrammesl'bien que
plus abstraite que celle des termes ne permet pas de détecter immédiatement
des isomorphismes de constructions. En effetI'deux spécifications modulaires
isomorphes sont représentées par des diagrammes qui sont isomorphesI'mais
pas forcément identiques. Dans le chapitre 5I'nous proposons une normalisa-
tion des diagrammesl'dans le cas particulier ou la catégorie des spécifications
de base est finie et ne comporte pas de cycle. Ayant montré que deux dia-
grammes sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme forme normalel’
nous disposons donc d’une procédure pour décider si deux diagrammes sont
isomorphes.

Le formalisme proposé est compositionnell'dans la mesure ou des compositions
successives de spécifications peuvent étre vues comme un assemblage unique. En
effet'une suite de constructions de sommes amalgamées est équivalente a la colimite
d’un diagramme plus complexe. Cette propriété provient de la structure de monade
des précatégories TERME(Cy) et DIAGR(Cy).

Nous espérons avoir montré que la modularitél’en particulier le probleme des
partages entre plusieurs spécificationsl'est correctement modélisé par les colimites
finies. En effetIT'utilisation des colimites permet de faire abstraction d’une part de la
définition effective des spécifications et d’autre part des étapes particuliéres choisies
pour la construction d’une spécification modulaire. On peut ainsi se concentrer
uniquement sur ’assemblage des différentes spécifications de base.

2 Perspectives
Citons quelques voies possibles pour poursuivre ce travail.

Contraintes sémantiques

De nombreux langages de spécification permettent de préciser des contraintes
sémantiques. Un exemple de contrainte sémantique est la persistance d’un foncteur
de syntheése entre deux classes d’algebres. Cette contrainte assure la préservation
par exemple d’un module importél'ou encore du parametre effectif lors d’une instan-
ciation (cf. par exemple [EM85]). Une spécification B qui importe une spécification
A est une fleche f : A — B. J.-C. Reynaud [Rey90bI'Rey93] a proposé de distin-
guer les fleches auxquelles est associée une contrainte sémantique. Dans notre cadrel’
P'utilisation de morphismes distingués ne parait pas suffisante. En effetI’comme les
deux diagrammes suivants sont isomorphesI'l’information d’importation entre A et
B est perdue lors du passage a la colimite.

04]0». &

Par conséquentI'le concept de colimitel'qui convient & la modélisation des partagesl’
ne peut pas étre appliqué directement pour prendre en considération des contraintes
sur des morphismes de spécifications.




204 CONCLUSION

Enrichissement et abstraction

Deux opérateurs de constructions de spécifications sont fondamentaux en spécifi-
cation algébrique: 1’enrichissementl’qui permet & partir d’une spécification d’obtenir
une nouvelle spécification en ajoutant des sortes et des opérateurs ; et I’abstractionl’
qui permet d’obtenir une nouvelle spécification en supprimant des sortes et des opé-
rateurs.

Il semble possible d’étendre le formalisme proposé afin de prendre en compte les
enrichissements. Pour nousI'un enrichissement d’une spécification modulaire S est
une spécification S’ accompagnée d’un morphisme de spécifications p : S — S’ qui
modélise I'inclusion de S dans S’. La spécification S fait partie de Terme(Cy)'mais
pas S'T'ni par conséquent f. Une solution pour permettre d’ajouter de telles fleches
est de considérer la catégorie T" qui contient Terme(Co)I'Pobjet S et la fleche f.
Ensuitel'on considere la sous-catégorie pleine C, de T" qui a pour objets d’une part
l'objet S et d’autre part les objets de Cy. FinalementTla catégorie Terme(C)) contient
Terme(Cp)lainsi que toutes les constructions qui ont été ajoutées par 'introduction
de Penrichissement S’. La fleche p : S — S’ appartient bien & la catégorie Terme(C})
car celle-ci a pu étre reconstruite & I’aide des fleches up.

Le probléme de I’abstraction semble plus difficile & résoudre. Dans notre cadrel’
une abstraction d’une spécification S de Terme(Cp) est une spécification S’ accom-
pagnée d’un morphisme de spécifications g : S’ — S. Dans ce casl'la construction
décrite dans le cas de I’enrichissement ne fonctionne paslcar la fleche ¢ n’appartient
pas & la nouvelle catégorie des termes Terme(C(). Une voie de recherche pourrait
étre ici la prise en considération de colimites distinguées dans la catégorie de base Cy.

Colimites distinguées dans Cj

En théorie des esquisses [Ehr68I'DR94al'DR94b|['une esquisse contient des cones
et des cocones distingués. Le type d’une esquisse correspond a une catégorie li-
brement engendrée par sommes et produitsI'en conservant les limites et colimites
spécifiées.

Dans I’état actuel de notre travaill's’il existe par exemple une somme amalgamée
dans la catégorie de base Cpl'cette somme est “perdue” lors de la construction de la
catégorie Terme(Cp). Il serait intéressant de généraliser la construction de Terme(Cy)
de facon & pouvoir conserver certaines colimites.

La prise en considération de certaines colimites dans la catégorie de base peut
résoudre le probleme de I'abstraction. En effetI’on peut imaginer ajouter a la caté-
gorie de base la spécification S ainsi que les colimites qui ont permis de construire
ST'puis d’ajouter S’ et le morphisme de spécifications ¢ : S’ — S. On obtient ainsi
une catégorie CjI'qui contient comme colimites distinguées d’une part les colimites
distinguées de Cyl'et d’autre part les colimites qui ont permis de construire S. Fina-
lementT'la catégorie Terme(C() contient Terme(Cy)['S'T'q : S’ — STainsi que toutes
les constructions qui utilisent S’.
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Généralisation de ’algorithme

En ce qui concerne les diagrammesI'nous avons proposé un critére pour décider
si deux diagrammes sont isomorphes dans diagr(Cp). Il resterait & évaluer la com-
plexité de cet algorithme. D’autre partI'nous avons supposé que la catégorie des
spécifications de base Cy est finie et ne comporte pas de cycle. Cette hypothese est
compatible avec le langage de spécification LPG. Il serait néanmoins intéressant soit
de généraliser I'algorithme proposél'soit de montrer I’indécidabilité de ce probléme.

Application aux langages de spécification et de programmation

Notre travail a des retombées pratiques sur le traitement de la modularité dans
les langages de spécification et de programmation.

Tout d’abordl'la somme amalgamée est couramment utilisée dans les langages de
spécification algébrique ; par contre les fleches “up”T'a part dans le langage LPGI'sont
ignorées. D’un point de vue théoriquel'cela implique que les catégories considérées
ne sont pas finiment cocompletes. D’un point de vue pratiquel'cela signifie qu’on ne
peut pas modéliser toutes les compositions de spécificationsI'en particulier certains
assemblages décrits dans le chapitre 1 sur 'exemple des anneaux.

D’autre partl'le langage de termes proposél'qui permet de coder finement les
assemblages de modulesl'a 'avantage d’introduire une gestion explicite des partages
entre spécifications. Remarquons également que l'instanciation des modules géné-
riques peut étre traitée de facon uniforme dans le méme cadre.

Ces éléments doivent permettre de définirl’ pour les langages de la prochaine
générationl'un concept de modularité plus général et bien fondé d’un point de vue
théorique.

Réutilisation

Enfinl'le formalisme que nous avons proposé peut également étre appliqué a la
réutilisation de programmes. On suppose que l'on dispose d’une bibliothéque de
spécifications de basel’accompagnées de différentes implantations. Comme il peut
étre nécessaire d’implanter une méme spécification de facons différentes dans diverses
parties du programmel’'par exemple pour des raisons d’efficacitél'cette bibliotheque
doit contenir différentes implantations pour chaque spécification de base. D’autre
part['cette bibliotheque peut également contenir des implantations de spécifications
modulaires construites sur les spécifications de base.

L’objectif est d’implanter une nouvelle spécification modulairel’en réutilisant
au mieux les implantations disponibles. Si cette spécification est isomorphe & une
construction déja implantéel'on peut bien évidemment réutiliser cette implantation.
De facon plus généralel'il s’agit de détecter les implantations réutilisables et les
spécifications qui restent a implanterI'etI’parallelementI'les contraintes posées sur
ces implantations par les partages entre les spécifications de base utilisées. L’idée
est d’extraire des informations du diagramme associé a la spécification modulaire &
implanterI'ce diagramme pouvant étre considéré comme le degré de liberté dont on
dispose pour coder les spécifications de base.



206 CONCLUSION




Appendice A

Preuves sur la syntaxe

A.1 Preuve du théoréeme de forme normale (2)

Nous montrons le théoreme 3.3I'page 134.

Théoréeme 3.3 (Forme normale (2))
Soit A€ Obj(Cy), B = push (Ay, A1, Az, f1, f2) € Obj(C;), m € Arr(C;)(A, B). Posons

N(m)=mpomy_10---0my,
avecn > 1 etVje {l,...n}, m; est une fléche élémentaire. Alors,
1. mp = & (Ao, A1, A2, f1, f2), avec k € {1,2} ;

2. sin > 2, alors my_jo---omy € Arr(Ci_1)(4, Ag).

Preuve. Nous montrons successivement les points 1 et 2.

1. On a
e m, ¢ Arr(Cy)(B', B)I'car B ¢ Obj(Cp).

e m, # idyI'sinon nécessairement n > 2 et donc N(m) n’est pas irréduc-
tible.

o m, # jxyl'car Arr(C;j)(A,0) = @.
On fait une induction sur n. Si n = 1Talors comme A € Obj(Cy)T'on a
m1 = & (A, A1, Az, f1, fo).
Pas d’induction: par 'absurdel'si m,, # & (Ao, A1, As, f1, fo)Talors
mn = up (Ag, A1, A5, B, f1, f5, 91, 95) € Arr(Ci)(push (A, A1, A3, f1, f3), B)-
Par hypothese d’inductionl’
M1 = & (Ay, A, Ay, f1, f3),

ce qui est en contradiction avec N (m) irréductible. On a donc

mp = & (Ao, A1, Aa, f1, f2)-
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2. Par induction sur n. Si n = 2I"alors
N(m) = &y (Ao, A1, Az, f1, f2) o my.

D’apres le lemme 3.7T' Ay #Z O.
Si Ai € Obj(Cp)Talors my € Arr(Co)(A, Ag)-
SinonT'Ay, = push (47, A}, 45, f1, f4) € Obj(Ci—1)Tet donc

mp = &k’(A67 ,17 ,27f{7fé) € AI‘I‘(ngl)(A,Ak).
Pas d’induction:
N(m) = & (Ao, A1, Ag, f1, f2) omy 1 0---omy € Arr(C;)(4A, B).

D’apres le lemme 3.7T' Ay #Z O.
Si Ay € Obj(Cp)lalors d’apres le théoréeme 3.2T

Mp—10---0my € Arr(Co) (A4, Ag)
Si Ay = push (A[, A}, AL, f1, f}) € Obj(C;—1)Talors
Mn—1 = &pr (Ay, Ay, Ay, f1, f3) € Arr(Cim1) (Aj, Ag)
etI'par hypothese d’inductionl’
Mp—20 -+ 0mi € Obj(Ci—2)(A, A}),

d’ou
Myp_10---0my € AI‘I‘(ngl)(A,Ak).

A.2 Preuve du théoréeme de forme normale (3)

Nous montrons le théoreme 3.4I'page 134.

Théoréme 3.4 (Forme normale (3))
Soit A = push (Ay, A1, As, f1, f2)€O0Dbj(C;), BEODbj(Cy) et meArr(C;)(A, B). Posons

N(m) = 1 0 11 0=+~ 0 101,
avecn > 1 et Vj€{l,...n}, m; est une fleche élémentaire. Alors

my = up (Ao, A1, A2, A3, f1, f2,91, 92).
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Preuve. D’abordl'on a
o my ¢ Arr(Co)(A, A') car A ¢ Obj(Co)-
e m; # idyI'sinon nécessairementT'n > 2 et donc N'(m) n’est pas irréductible.
e my Zjylcar AZ Q.

Par conséquentl'on a soit

m1 = up (A07A17A27B7f17f27gl7g2)7

soit
mlz&k’( 67 117 IZ?f{afé)

On montre par induction sur n que c’est la premiére condition qui est satisfaite. Si
n = 1T alors comme B € Obj(Cy)lon a

m1 = up (Ao, A1, A2, B, f1, f2,91,92).

Pas d’induction: par I’absurdel’si

my Z up (Ao, A1, Az, Az, f1, f2,91,92),

alors
J— ! ! ! ! !
my = &-k’ (A07 1,412, fla fZ)
Par hypothese d’inductionl’

mQEup( 6, 11, 127 gaf{aféugllagé)7

ce qui est en contradiction avec N (m) irréductible. Par conséquent’

my = up (Ao, A1, Az, Az, f1, f2,91,92).

A.3 Preuve du théoreme d’“unicité” de la forme nor-
male

Nous montrons le théoreme 3.5I'page 135.

Théoreme 3.5 (“Unicité” de la forme normale)
Soit m,m’ € Arr(C;)(X,Y), tels que m =m' € Arr(C;)(X,Y).

1. Si X, Y € Obj(Cy), alors

N(m) = N(m') € Arr(Cy)(X,Y).
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2. 81 X € ObJ(C[)), Y = push (A[),Al,Ag,fl,fg), alors
VZ € Obj(Cy), Vh € Arr(C))(Y, Z), on a

N(hom) =N(hom') € Arr(Cy)(X, Z).
3. Si X = push (Ag, A1, Ag, f1, f2), Y € Obj(Cy), alors
VW € Obj(Cy), Vp € Arr(C;) (W, X), on a
N(mop) =N(m'op)e Arr(Co)(W,Y).
4. Si X = push (Ag, A1, A, f1, f2), Y = push (Ay, A}, Ay, f1, f3), alors
VW, Z € Obj(Cy), Yh € Arr(C;)(Y, Z), Vp € Arr(C;) (W, X)), on a
N(homop)=N(hom'op)eArr(Co)(W,Z).
Preuve. Nous montrons les points 1 & 4 par induction sur z. Pour ¢ = 0I'le point 1
est évidentI'et il n’y a rien & prouver pour les points 2 a 4. Pour ¢ + 1['on prouve

les points 2 et 4 par induction sur la longueur de N'(h). Nous prouvons alors les
points 1 & 4 en paralleleI'par induction sur la longueur de la preuve que

m=m'e AI‘I‘(CZ'_|_1)(X, Y)

I1 faut considérer les régles (11) a (23).

En réalitél'nous avons besoin de I'hypothése d’induction sur la longueur de N (h)
uniquement pour la régle (20). Dans tous les autres casI'il est inutile de prouver le
cas de basel'puis le pas d’induction. Les points 2 et 4 sont donc montrés directementI’
pour toutes les régles sauf la régle (20)I'et par induction sur la longueur de N(h)
pour la régle (20).

Régle (11) m =m' € Arr(Cy)(X,Y).
1. D’apres le théoreme 3.1I'on a

m = N(m) € Arr(Cp)(X,Y)
m' = N(m') € Arr(Cy)(X,Y)

et donc N'(m) = N (m') € Arr(Co)(X,Y).
Il n’y a rien & démontrer pour les points 2 a 4.
Régle (12) Les 4 points sont évidents.

Régle (13) Les 4 points sont évidentsI'par symétrie de 1'égalité dans Cp.

=go fI'm' = ¢ o fTavec f = f' € Arr(Ci+1)(A,B) et g = ¢ €
1)(B,C).

1. A,C € Obj(Cy).

Régle (15

)
)
Régle (14) Les 4 points sont évidentsI'par transitivité de I’égalité dans Cy.
) m
Arr(Ciy
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e B € Obj(Cp). Par hypothese d’inductionl’on a

N(f) = N(f') € Arr(Co) (A, B) (i)
N(g) = N(g') € Arr(Co)(B, C) (44)
N(go f)
= N(WN(g) o N(f)) € Arr(Co)(4,C)
= N(g) o N(f) € Arr(Cy) (4, C) (théoreme 3.1)
= N(¢') o N(f') € Arr(Co) (4, C) (d’apres (i) et (i7))
= NWI(g)oN(f") € Arr(Cy)(A,C) (théoréme 3.1)
= N(¢' o f') € Arr(Co)(4,C)

e B = push (A4, A1, Ag, f1, f2). Par hypothése d’inductionT'on a:
VZ € Obj(Co)I'Vh € Arr(Ciy1)(C, Z)T

N(hof)=N(ho f') € Arr(Co)(4, Z) (2)
VW € Obj(Co)IVp € Arr(Ciyq) (W, A)T )
N(gop) =N(g op) € Arr(Cis1)(W, ) (i4)

Par conséquentl’

N(gof) N(go f") € Arr(Co)(A,C) ((¢)Tavec h = g)

N(g' o f') € Arr(Co)(A,C) ((#)Tavec p = f')

e B =@: impossible d’apres le lemme 3.7.
2. A€ Obj(Co)T'C = push (A7, A], A, f1, f4). 11 faut montrer que
VZ € Obj(Co)I'Vh € Arr(Ciy1)(C, Z)T

N(hogo f)y=N(hog of')eArr(Cy)(A,Z).
e B € 0Obj(Cp). Par hypothese d’inductionl’on a

N(f) = N(f') € Arr(Co)(4, B) (4)
VZ € Obj(Cy)T'Vh € Arr(C;11)(C, Z)T
N(hog) =N(hog) e Arr(Co)(B, Z) (12)
Par conséquentI’
N(hogof)

NN (hog) o N(f)
N(hog)oN(f)e€Arr(Cy)(A,Z) (théoréme 3.1)
N(hog)oN(f')eArr(Co)(A4,Z) (dapres (i) et (ii))
NWN(hog')oN(f)) (théoréme 3.1)
N(hog of)

e B = push (Ay, A1, Ag, f1, f2). Par hypothése d’inductionT'on a
VZ € Obj(Co)TVh' € Arr(Cit1)(B, Z)T

N o f)=N(I'of') € Arr(Co)(A, Z) (2)
YW, Z € Obj(Co)I'Vp' € Arr(Cit1)(W, B)IVh € Arr(Ciy1)(C, Z)T
N(hogop')=N(hog op') € Arr(Co)(W,Z) (1)
Par conséquentl’
N(hogof)

N(hogo f')ye Arr(Cy)(A,Z) ((i)Tavec h' = hog)
N(hog o f')e Arr(Cy)(A,Z) ((i)lavec p' = f)
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e B = (: impossible d’apres le lemme 3.7.

3. A = push (Ag, A1, Aa, f1, f2)T'C € Obj(Cp). On doit montrer que
YW € Obj(Co)TVp € Arr(Cpp1)(W, A)T

N(gofop)=N(g of op)eArr(Co)(W,C).

e B € Obj(Cy). Par hypothese d’inductionl’on a
VW € Obj(Co)IVp € Arr(Ciy1) (W, A)T

N(f op) = N(f' o p) € Arr(Co) (W, B) (®)
et
N(g) = N(g') € Arx(Co)(B,C) (i)
Par conséquentI’
Nl(go fop)
= NWN(g)oN(fop))
= N(g) oN(fop) € Arr(Co)(W,C) (théoréme 3.1)
= N(g') o N(f' op) € Arr(Co) (W, C) (cf. (2) et (i7))
= NEN( g')o )(f’ op)) € Arr(Co)(W,C) (théoréme 3.1)
= N(g'of'op

e B = push (4§, A, A, 1, f5). Par hypothese d’inductionl’on a
YW, Z € Obj(Co)TVp € Arr(Cii1 ) (W, A)TVA € Arr(Ciyr)(B, Z)T

N(hofop)=N(ho f op) e Arr(Co)(W, Z) (2)
et YW € Obj(Co)IVp' € Arr(Ciy1)(W, B)D )
N(gop') =N(g' op') € Arx(Co)(W, C) (i)

Par conséquentl’

N(go fop)
= N(go f'op)eArr(Co)(W,C) ((i)Tavec h = g)
= N(g' o f'op) e Arr(Co)(W,C) ((ii)Tavec p' = f' o p)

e B = . Il n’existe pas de fleche p € Arr(C;41) (W, A)I'sinonl'on aurait
une fleche fope Arr(Ciy1) (W, @)lavec W €Obj(Cy). Par conséquentl’
on a le résultat.

4. A = pUSh (A(),Al,AQ,fl,fg) et C = pUSh (A()”,Alﬂ,AQH,flll,fgﬂ). On

doit montrer que

VW, Z € Obj(Co)T¥p € Arr(Cys1 ) (W, A)TVA € Arr(Cpy1)(C, Z)T
N(hogo fop)=N(hog o f op)e Arr(Co)(W,Z).

e B € Obj(Cy). Par hypothese d’inductionl’on a
VW € Obj(Co)I'Vp € Arr(Ciy1)(W, A)T .
N(fop) =N(f op) € Arr(Co)(W, B) (2)
VZ € Obj(Co)IVh € Arr(Cis1)(C, Z)T
N(hog)=N(hod) e Arr(Co)(B, Z) (12)
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Par conséquentl’

N(hogo fop)

NN (hog)oN(fop))
N(hog)oN(fop)eArr(Co)(W,Z) (théoréme 3.1)
Eh og')oN(f'op) € Arr(Co)(W,Z) (d’apres (i) et (iz))
N

N(hog')oN(f' op)) (théoréme 3.1)
hog o f'op)

e B = push (4, A}, A, f1, f5). Par hypotheése d’inductionT’on a
VW, Z € Obj(Co)I'Vp € Arr(Cit1)(W, A)TVR' € Arr(Civ1)(B, Z)T

N(W o fop) =N of op)eArr(Co)(W,Z) (4)
YW, Z € Obj(Co)IVp' € Arr(Cis1)(W, B)LYA € Arx(Cin)(C, Z)D
N(hogop')y=N(hog op') e Arr(Cy)(W, Z) (12)

Par conséquentl’

N(hego fop)
= N(hogo flop)€Arr(Co)(W,Z) ((i)Tavec h' = ho g)
= N(hog o f op)eArr(Co)(W,Z) ((ii)Tavec p' = f'op)

e B = Q. Il n'existe pas de fleche p € Arr(C;y1)(W, A)'sinonl'on aurait
une fleche fop€ Arr(Ciy1) (W, @)Tavec W e Obj(Cy). Par conséquentI’
on a le résultat.

Régle (16) m=(hog)o fet m' =ho(gof).
L N((hog)o f) = N(ho(go f)).
Les points 2 & 4 sont aussi évidents.
Régle (17) m = foidy et m' = fTavec f € Arr(C;) (A, B).

1. On a
N(m) = N(m').

2. VZ € Obj(Cy)I'Vh € Arr(Ciy1)(B, Z)T
N(hom)=N(hom').
3. VW € Obj(Co)I'Vp € Arr(Cit1) (W, A)T
N(mop)=N(m'op).
4. YW, Z € Obj(Co)I'Vp € Arr(Ciy1) (W, A)I'Vh € Arr(Ciy1)(B, Z)T
N(homop)=N(hom'op).
Régle (18) Cas similaire au précédent.

Régle (19) 11 n’y a rien & démontrer.
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Reégle (20) m = &1(Ap, Ay, Az, f1, f2) o f1 et m' = &a(Ap, A1, As, f1, f2) o fa.

1. Il n’y a rien & démontrer.

2. X = Ay € Obj(Cp) et Y = push (Ag, A1, As, f1, f2). 1l faut montrer que
VZ € Obj(Co)Vh € Arr(Cip1)(Y, Z)T

N(hom)=N(hom').

Induction sur la longueur de N'(h). Cas de base: N'(h) est de longueur 1.
D’apres le théoreme 3.4T

N(h) = up(A07A17A27Z7 flafZagla.gZ)
N(hom) = N(up(Ao,...91,92) o &1 (Ao,... f2) o f1)
= N(giof1)
N(hom!) = N(up(Ao,...91,92) 0 &2(Ao,... f2) 0 f2)
= N(g20 f2)
Orl'on a gy 0 f1 = go 0 fo € Arr(C;) (X, Z)I'donc par hypothese d’induction
sur I’

N(gio fi1) = N(g2 0 f2) € Arr(Co) (X, Z).

Par conséquentl’
N(hom) =N(hom') € Arr(Cy)(X, Z).

Pas d’induction: on suppose le résultat démontré pour N(h) de lon-
gueur nlet on le montre pour A'(h) de longueur n + 1. D’aprés le théo-

reme 3.41
N (h) = h' oup (Ao, A1, Az, A3, f1, f2, 91, 92)-
N(hom) = N(h'oup(Ao,...gl,gg)o&l(AO,...fg)ofl)
= N(h’oglofl)
N(homl) = N(hIOUP(Ao,...gl,gg)O&Q(Ao,...fg)Ofg)
= N(hogaofo)

OrTon a gy o f1 = ga 0 fo € Arr(C;)(X, Y )let b’ est une forme normale de
longueur nl'donc par hypothese d’induction sur nl’

N (h' ogyo f1) =N(h ogyo f3) € Arr(Co) (X, Z).
Par conséquentl’

N(hom) =N(hom') € Arr(Cy)(X, Z).

3. Il n’y a rien a démontrer.
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4. X = Ay = push (A}, A, AL, f1, f5) et Y = push (Ao, A1, Ao, f1, f2). 1l faut
montrer que

VW, Z € Obj(Co)I'Vp € Arr(Ciy1)(W, X)I'Vh € Arr(Ciq1)(Y, Z)T
N(homop) = N(hom' op).

Remarquons d’abord que X € Obj(C;)I'"donc d’apres le théoréme 3.3-2I°
N (p) € Arr(Ci) (W, X).
Cas de base sur la longueur de N (h):

=
=

= up (Ao, A1, 42, Z, f1, f2, 91, 92)-

N(homop) N (up (Ao, - - - g1,92) 0 &1 (Ao, ... f2) o frop)
N(gio fioN(p))

N(hom'op) N (up (Ao, - - - g1, 92) 0 &2(Ao, - - - f2) o fa o p)

(

N (g2 o faoN(p))

N(p) € Arr(C))T'gy o fi = g2 o fo € Arr(C;)(X, Z)T'donc par hypothese
d’induction sur ¢I'on a

Nlgio fioN(p)) = N(gzo f20N(p)) € Arr(Co)(W, Z)
d’ou
N(homop)=N(hom op)e Arr(Co)(W, Z).

Pas d’induction: on suppose le résultat démontré pour N (h) de lon-
gueur nl'et on le montre pour N'(h) de longueur n + 1.

N(h) = hlo up (AoaAlaA27A37f17f27glag2)
N(homop) = N(W oup(Ay,...g1,92) & (Ao,...f2)o fiop)
= N(h'ogiofiop)
N(hom'op) = N(W oup(Ay,...g1,92) 0 &a(Ao,... f2) o faop)
= N(h'ogyofrop)

On a gy 0 fi = goo fo €Arr(C;)(X,Z)L'R est une forme normale de
longueur nl'donc par hypothese d’induction sur nl'on a

NI ogiofiop)=N(kogyo frop),

d’ou
N(homop)=N(homop)e Arr(Co)(W, Z).

Regle (21) m=up (A, B,C,D, f,9,f',9') o &1(4, B, C, f,g)T'm’ = f'.

1. On a
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2. YZ € Obj(Co)I'Vh € Arr(Cit1)(B, Z)I
N(hom)=N(hom).
3. YW € Obj(Co)I'Vp € Arr(Cit1)(W, A)T
N(mop)=N(m'op).
4. YW, Z € Obj(Co)I'Vp € Arr(Ciy1) (W, A)TVh € Arr(Ciq1)(B, Z)T
N(homop) = N(hom'op).
Régle (22) Cas similaire au cas précédent.
Régle (23) m = m/' parce que

m o &1 (Ag, A1, Az, f1, f2) = m' o &1 (Ao, A1, A, f1, f2) € Arr(Ciy1) (A1, Y),
m o &jy(Ag, A1, Az, f1, f2) = m' 0 &a(Ap, A1, Az, f1, f2) € Arr(Cig1)(A2,Y).

1. Il n’y a rien & démontrer.
2. Il n’y a rien & démontrer.

3. X = push (Ag, A1, As, f1, f2) et Y € Obj(Cp). Il faut montrer que
VYW € Obj(Co)I'Vp € Arr(Ciy1)(W, X)T

N(mop) =N(m'op)e€ Arr(Co)(W,Y).
Soit N(p) = pp opp_10---opiFavec n > 1. D’apres le théoreme 3.3
pn = & (Ao, A1, Az, f1, fa)-

Si n = 1T'on a par hypothése d’induction

N(mo&k(A07A17A27flaf2))
= N(m' o&g(Ao, A1, Az, f1, f2)) € Arr(Co) (W, Y)

d’ou
N(mop) =N (m'op)e Arr(Co)(W,Y).

Si n > 2l'on a par hypothése d’induction

N(mo & (Ao, A1, Az, f1, f2) o pp—10---0p1)
= N(ml o &k(A07A17A27f17f2) OPpn—-10--- Opl) € AI‘I‘(CO)(W Y)

d’ou
N(mop) =N (m'op)e Arr(Co)(W,Y).
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4. X = push (Ao, A1, Az, f1, f2) et Y = push (47, A}, A, f1, f5). Il faut mon-
trer que

YW, Z € Obj(Co)TVp € Arr(Ciy1)(W, X)TVh € Arr(Ciy1) (Y, Z)T
N(homop)=N(hom' op)e Arr(Co)(W, Z).
Soit N'(p) = pp opp_10---opiTavec n > 1. D’apres le théoreme 3.3T
pn = &i(Ag, A1, A, f1, f2).

Sin = 1Ton a par hypothése d’induction

N (hom o &i(Ag, A1, Az, f1, f2))
= N(hom'o&(Ay, A1, Ay, f1, f2)) € Arr(Co) (W, Z)

d’ou
N(homop)=N(homop)e Arr(Co)(W, Z).
Si n > 2l'on a par hypothése d’induction

N (homo &g (Ao, A1, Az, f1, f2) opn10---0p1)
= N(hom'o&(Ag, A1, Az, f1, fa) opn_10---0p1)
€ Arr(Co)(W, 2)
d’ou
N(homop)=N(homop)e Arr(Co)(W, Z).

A.4 Preuve du théoreme 3.9

Nous montrons le théoreme 3.9 page 139.

Théoréme 3.9 (La précatégorie TERME(Cy) est librement engendrée par objet pré-
initial choisi et pré-sommes amalgamées choisies)

Considérons une précatégorie £ ayant un objet pré-initial choisi O° et des pré-
sommes amalgamées choisies. Si A, B, C sont trois objets de £, et f€Arr(E)(A, B),
g€ Arr(€)(A,C) deux fléches de E, on note

(push®(A, B, C,f,g), &5(A,B,C,f,q), &5(A,B,C,f,g))

la pré-somme amalgamée choisie de B et C par rapport a f et g dans E.
On suppose de plus que, pour tout objet A de £, on a un choiz de fléche

74 € Arr(€)(0F, A).

De méme, si A,B,C,D € Obj(€), f € Arr(E)(A, B), g € Arr(€)(A,C),
fle Arr(€)(B, D), ¢ € Arr(E)(C, D), tel que f'o f =g oge Arr(E)(A, D), on a un
choiz de fleche

,u’pg(A7B7C7D7f7g7f,7gl) EArr(E)(pUShg(A7B’ C’f’.g)’D)
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telle que

p°(A,B,C,D, f,g,f',g') o &5 (A, B,C, f,g) = f' € Arx(€)(B, D)
(ABCDf,g flig)e (ABCf, g9) =g € Arr(€)(C, D).

Soit un préfoncteur F : Cy — €. Alors il existe un unique préfoncteur

G : TERME(Cy) — &

tel que
« GoJ=F;
° Glgo f)=Gl(g) o G(f);
o G(ida) = 1dg(a) ;
° G(O) =

e G(ja) Ejg(A) ;

G(push (A, B, C, f,g)) = push® (G (A)
o G(&i(4,B,C, f,9)) = &{(G(4),G(B),G(C),G(f),Glg)
( (B),G(C),G(f),G(g)
(

«Q
=
«Q
)
Q
=
Q
S

G
e G(&(A,B,C, f,9)) = &5(G(A),G
e G(up(A,B,C,D, f,q,f,4")

= up®(G(A),G(B),G(0),G(D),G(f),G(9), G(f), G(d))-

Nous commencons par montrer ’existence du préfoncteur
G : TERME(Cy) — €.
Pour celal’ nous définissons pour tout entier ¢ un préfoncteur G; : C; — £l par
induction sur 7. Nous posons Gy = FT'et définissons le préfoncteur Gy : Ci4qy — &
a partir du préfoncteur G; : C; — &.
Hypothéses d’induction
Pour 7 € INT'on fait les hypotheses d’induction suivantes.
1. Si¢ > 1T
(a) VA€ Obj(Ci-1), Gi(4) = Gi—1(4);
(b) VA, B € Obj(Ci1), Vf € Arr(Ci-1)(4, B), Gi(f) = Gi-1(f);
2. h=h €Arr(C;)(A,B) = Gi(h)=G;(h) € Arr(€)(G;(A),Gi(B));
3. G;:C; — & est un préfoncteur.

Pour + = 0l'on pose Gg = F : Cy — £. Les hypotheses d’induction sont bien vérifiées.

Nous définissons maintenant le préfoncteur Gy : Cj+1 — Elen supposant que les
hypotheéses d’induction sont satisfaites au rang .
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Définition du préfoncteur G4 :Ci11 — &

Le préfoncteur G;y; est défini a partir de G;I'par induction sur la structure des
objets et des fleches de C;41.

e Action sur les objets :

Régle (1) Giy1(A) = Go(A)T'pour A € Obj(Cy);
Régle (2) Giq1
Régle (3) Gi—l—l

Reégle (4) Gipa1(f) = Go(f)Ipour f € Arr(Co)(4, B);

Reégle (5) Giti(go f) = Git1(g) 0 Giya(f);

Regle (6) Giyi(ida) = idg,, ,(aylidentité de & ;

Regle (7) Giy1(ja) = ng(A) ;

Régle (8) Git1(&1(4, B, G, f,g9)) = &7 (Gi(A),Gi(B), Gi(0), Gi(f), Gi(9)) ;
Regle (9) Gir1(&2(A, B, C, f,9)) = &5(Gi(A), Gi(B), Gi(0), Gi(f), Gi(9)) ;
Regle (10) Giyi(up(A,B,C,D, f,g,f'.9'))

= upg(Gl(A)a Gl(B)a GZ(C)7 GZ(D)a Gl(f)7 GZ(Q)a Gl(f,)a Gl(gl))
Cette fleche existe car on a f'o f = g’ o g€ Arr(C;)(A, D). Par hypothése
d’induction 3I'G; est un préfoncteur’donc

Gi(f') 0 Gi(f) = Gi(g') 0 Gi(g) € Arx(€)(Gi(A), Gi(D)).

Pas d’induction

Nous montrons maintenant que les hypotheses d’induction sont bien vérifiées au
rang ¢ + 1I'c’est-a-dire que

1. (a) VA€ Obj(Ci), Git1(4) = Gi(4);
(b) VA, B € Obj(C;), Vf € Arr(C;)(A, B), Git1(f) = Gi(f);

2. h="hn EAFF(CZ'+1)(A, B) = Gi+1(h) = Gi+1(hl) EAI‘I‘(E)(GZ'JA(A), Gi+1 (B)) ;

3. Git1:Cix1 — & est un préfoncteur.
Preuve.

Point 1. On montre le point 1 (a) par induction sur la structure des objets de C; 1T’
le point 1 (b) par induction sur la structure des fleches de C;41.



220 APPENDICE A. PREUVES SUR LA SYNTAXE

Point 2. On montre le point 2 par induction sur la longueur de la preuve que
h="he Arr(CH_l)(A, B)

Régle (11) Si h = h' € Arr(Cy)(A, B)Talors Go(h) = Go(h/)Tet doncl'par définition
de Gi+1FGi+1(h) = Gi+1(h,).

Régle (12) Si h = h'Talors on a évidemment G;y1(h) = G;11(h")T'd’ou le résultat.

Régle (13) Sih' = he Arr(Cit1)(A, B)Talors par hypotheése d’inductionl'G,1;(h') =
Gi+1(h)Fd’0fl GH_l(h) = GH_l(h,).

Régle (14) Si h = g € Arr(Ci11)(A,B) et g = ' € Arr(Ci11)(A, B)TalorsT'par hy-
pothése d’inductionl’on a Giy1(h) = Git1(9) et Git1(9) = Gir1(h')I d’ou
Git1(h) = Gipa(R).

Régle (15) On suppose que h = go fT'h = ¢ o f'Tf = f' € Arr(Ci+1)(A, X)Tet
g =¢ €Arr(C;i11)(X, B). Par hypotheése d’inductionlon a G;11(f) = Giy1(f")
et Git1(9) = Giz1(9'). Donc Git1(9) o Git1(f) = Git1(g’') 0 Gig1(f)Tet doncT’
par définition de Gi+1FGi+1(g o f) = Gi+1(g' l¢] f’)Fd’Ofl Gi+1(h) = GH_l(h,).

Régle (16) Sih=(kog)o fet h' =ko(go f)I'par définition de G; "

Giy1(h)

K
+
=
o
«
+
=
S
o
«
+
=
=

(gof))

Reégle (17) Sih = foidaTet ' = fTon a

Gi+1(h) = Gi+1(f o] IdA)
= GH_l(f) o Gi+1(id,4) (déﬁnition de Gi—l—l)
= Gl+1(f) o1id Git1(A) (déﬁnition de Gi+1)
= Giu(f) (identité dans &)
= Gipi(h)

Régle (18) Preuve similaire & celle de la regle (17).
Regle (19) Si h, h' € Arr(Ci11)(D, A)Tcomme OF est pré-initiallG;, 1 (k) = Gy 1(R').
Régle (20) h=&1(A,B,C,f,g)o fet h =&s(A,B,C, f,g)o0g.

Giy1(h)

Giy1(h)

EQQQ 5200
B
o
E
o
S
=2
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Comme le triplet
( push®(Gy(4), Gi(B), Gi(C), G (f)an( ),

&5 (Gi(A), Gi(B), G( ), Gi(f), Gi
&5(Gi(4), Gi(B), Gi(C), Gi(f), G

.
—~
K
~— —
~

est une pré-somme amalgamée dans El'on a
&§(Gi(4), Gi(B), Gi(C), Gi(f), Gi(g)) o Gi(f)
= &5(Gi(A), Gi(B), Gi(C), Gi(f), Gi(9)) © Gi(g)T
et donc Gi—l—l(h) = Gi+1(hl).
Régle (21) h = Up(A,B,O,D,f,g,f’,g,) 0&1(A,B,C,f,g) et ' = f,'

Gi-l-l(h) G ( (AaBaOaDafagaflagl) 0&1(A,B,C,f,g))

Gi i+1 ( (A,B,C,D,f,g,f’,gl)) o Gi+1(&1(A7B707fag))
Gi(f')

G7,+1(f)

d’apres la définition de G11(up (4, B,C, D, f,g, ', 4")).

Régle (22) Preuve similaire & celle de la regle (21).
Régle (23) h = u et h = vlavec
uo & (A, B,C,f,g) =vo& (A, B,C, f,g) € Arr(C;y+1)(B, D)
uo&y(A,B,C, f,g) =vo&sy(A,B,C, f,g) € Arr(Ci11)(C, D).
Par hypotheése d’inductionl’on a

Gi+1(u o &1(A,B,C, f?g))
Gi—l—l(u © &Q(AaBaOa fag))

Gi+1(v © &1(A,B,C, f?g))
Gi—l—l(v o &Q(AaBaca fag))

et donc

Git1(u) 0 Gip1(&1(A,B,C, f,9)) = Giy1(v) o Giy1(&2(A, B,C, f,9))
Giy1(u) o Giy1(&1(A,B,C, f,9)) = Giy1(v) 0 Gip1(&2(A, B,C, f,g)).

Par conséquentI'par définition de G;41(up (A, B,C,D, f,g,f',¢'))Ton a
Giv1(u) = Giy1(v).

Cela termine la preuve du point 2.

Point 3. On montre sans difficulté que G4 : Cj41 — £ est bien un préfoncteur.
a

Nous avons donc montré le résultat suivant.
Lemme A.1 Pour tout entier i,
1. (a) YA€ Obj(C;), Git1(A) = Gi(A) ;
(b) VA, B € Obj(C;), Vf € Arr(Ci)(A, B), Git1(f) = Gilf) ;

2. G;:C; — & est un préfoncteur.
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Définition du préfoncteur G : TERME(Cy) — &

On définit maintenant le préfoncteur G : TERME(Cy) — £ par son action sur les
objets et les fleches de TERME(Cy).

e Action sur les objets.
Pour tout A € Obj(TERME(Cy))T'il existe k € IN tel que A € Obj(Ck). On pose

G(A) = Gi(A).
D’apres le lemme A.1 (a)lcette définition est indépendante de l'entier & choisi.

e Action sur les fleches.
Pour tout f € Arr(TERME(Cy))T'il existe k € IN tel que f € Arr(Cg)(A, B). On
pose

G(f) = Gi(f).

D’apres le lemme A.1 (b)I'cette définition est indépendante de Pentier & choisi.

e Compatibilité avec les équivalences.
Si h = h' € Arr(TERME(Cy))(A, B)T'alors il existe k € IN tel que h = b’ €
Arr(Cy)(A, B). Comme Gy, est un préfoncteurl’ G (h) = Gi(h'). Par consé-
quentI'G(h) = G(h').

On vérifie que G est bien un préfoncteur tel que
e GoJ=F;
* Glgof)=G(g) e G(f);
o G(ida) =idga);

e G(push (4, B,C, f,9)) = push®(G(A),G(B),G(C),G(f),G(9));
,G(B),G(C),G(f),G(9));
,G(B

o G(&1(4,B,C, f,9)) = & (G(4)
= &5 (B),G(C),G(f),G(9));

(

(

o G(&2(A,B,C, f,g)) = &5(G(4)
e G(up(4,B,C,D, f,g,f.9)

= up®(G(A4),G(B),G(C),G(D),G(f),G(9),G(f"),G(g"))-

Unicité du préfoncteur G

Soit un préfoncteur G' : TERME(Cy) — & tel que
e G'oJ=F,;

. G'gof)=G'lg) 0 G'(f):
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o G'(push (4, B,C, f,g)) = push®(G'(4),G'(B),G'(C), G'(f),G"(9)) ;
» G'(&1(4,B,C, f,9)) = & (G'(4),G"(B),G'(C),G'(f),G'(9) ;
» G'(&(4,B,C, [,9)) = &5(G'(4),G'(B),G'(C),G'(f),G'(9)) ;

"(up (

e G'(up(A,B,C,D, f,q9,f",9")
= up®(G'(4),G'(B),G'(0),G'(D),G'(f),G'(9), G'(f"), G'(g"))-

Par induction sur la structure des objets et fleches de TERME(Cy)Ton a bien G = G'.
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Résumé

La composition de spécifications modulaires peut étre modéliséel' dans le for-
malisme des catégoriesI par des colimites de diagrammes. La somme amalgamée
permet en particulier d’assembler deux spécifications en précisant les parties com-
munes. Notre travail poursuit cette idée classique selon trois axes.

D’un point de vue syntaxiquel'nous définissons un langage pour représenter les
spécifications modulaires construites & partir d’une catégorie de spécifications et de
morphismes de spécifications de base. Ce langage est caractérisé formellement par
une catégorie de termes finiment cocompléte.

D’un point de vue sémantiquel'nous proposons d’associer a tout terme un dia-
gramme. Cette interprétation permet de faire abstraction de certains choix effectués
lors de la construction de la spécification modulaire. Pour celal'nous définissons une
catégorie de diagrammes “concrete”’'c’est-a-dire dont les fleches peuvent étre mani-
pulées effectivement. En considérant le quotient par une certaine congruencel'nous
obtenons une complétion de la catégorie de base par colimites finies. Nous montrons
que le calcul du diagramme associé & un terme définit une équivalence entre la caté-
gorie des termes et la catégorie des diagrammesl'ce qui prouve la correction de cette
interprétation.

Enfinl'nous proposons un algorithme pour décider si deux diagrammes sont iso-
morphesl'dans le cas particulier ou la catégorie de base est finie et sans cycle. Cela
permet de détecter des isomorphismes “de construction” entre spécifications mo-
dulairesI'c’est-a-dire des isomorphismes qui ne dépendent pas des spécifications de
basel'mais seulement de la maniere dont celles-ci sont assemblées.

Abstract

The composition of modular specifications can be modeledl'in a category theo-
retic frameworkl'by means of colimits of diagrams. Pushouts in particular allow us
to gather two specifications sharing a common part. Our work extends this classic
idea along three lines.

From a syntactic point of viewI'we define a language to represent modular specifi-
cations built from a category of base specifications and base specification morphisms.
This language is formally characterized by a finitely cocomplete category of terms.

From a semantic point of viewI'we propose to associate with each term a diagram.
This interpretation allows us to abstract some choices made while constructing a
modular specification. We thus define a “concrete” category of diagramsI'in which
arrows can actually be handled. Considering the quotient by a certain congruence
relationl'we get a completion of the base category with finite colimits. We prove that
this calculus defines an equivalence between the category of terms and the category
of diagramsI'which shows the soundness of this interpretation.

At lastI'we propose an algorithm to decide whether two diagrams are isomorphicl’
when the base category is finite and cycle free. This allows us to detect “construc-
tion isomorphisms” between modular specificationsl'i.e. isomorphisms which do not
depend on the base specificationsI'but only on their combination.



