N
N

N

HAL

open science

Le controle de ’erreur dans la méthode de radiosité
hiérarchique
Nicolas Holzschuch

» To cite this version:

Nicolas Holzschuch. Le contréle de 'erreur dans la méthode de radiosité hiérarchique.

homme-machine [cs.HC|. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1996. Frangais. NNT:

00004994

HAL Id: tel-00004994
https://theses.hal.science/tel-00004994
Submitted on 23 Feb 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Interface

tel-


https://theses.hal.science/tel-00004994
https://hal.archives-ouvertes.fr







Le contrde de I'erreur dans la
methode de radiosité hiarchique

Nicolas HOLzZSCHUCH

These présentepour I'obtention du titre de : Docteur de I'Université Joseph Fourier —
Grenoble |, spaalité Informatique (arfeés ministeiels du 5 juillet 1984 et du 30 mars
1992), soutenue le 5 mars 1996.

Composition du jury:
Jacques YWIRON, professeur dUniversité Joseph Fourier, ps&dent ;
Didier ARQUES, professeur dUniversité Marne-la-Valle, rapporteur ;
Frederik W. ANSEN, professeur éa Technische Universiteit Delft, rapporteur;
Bernard EROCHE, professeut 4E cole des Mines de SaintiEnne ;
Claude RJECH, professeur #Université Joseph Fourier, directeur ;
Franois SLLION, chargé de recherche au CNRS, HDR.

These prépdre au sein du laboratoifBIAGIS/IMAG. (iMAGIS est un projet commun
antre le CNRSK'INRIA I'INPG et FLIT1EY






A Myriam






Résumé

Nous pfeentons ici plusieurs arierations d’un algorithme de métisation
de I'&clairage, la mthode de radiositd’our commencer, une analyseaikée de
la mehode de radiosithiérarchique permet de souligner ses points faibles et de
mettre en gidence deux amerations simples: unéwaluation paresseuse des
interactions entre les objets, et un nouveau @itie raffinement guilinine en
grande partie les raffinements inutiles. Un bref rappel des ptépdes fonctions
de plusieurs variables et de leufsigiées suit, qui permet d’abord de déduire une
réécriture de I'expression de la radiosité, d'an calcul numdque plus preis.
Les mehodes d’estimation de I'erreur produite au cours du processus ddimode
sation de la lumiee sont introduites. Nous voyons alors comment les pitisrie
de concavitale la fonction de radiosité permettent ~ggau calcul des dizées
successives de la radiositen contréle complet de I'erreur commise dans la mo-
délisation des interactions entre les objets, et donc un encadremeist geda
radiosité. Nous présentons un Créale raffinement basaur cette modesation
des interactions, et un algorithme complet de radidsiearchique intgrant ce
critere de raffinement, et donc permettant un cetde I'erreur commise sur la
radiosité au cours de la résolution. Finalement, nous présentons les méthodes de
calcul pratique des’dizées successives de la radiosité (gradient et Hessien) dans
le cas d’'un émetteur constant sans obstacles tout d’abord, puis dans le cas d'un
émetteur constant en Bence d’obstacles et dans le cas d'me#eur sur lequel
la radiositevarie de faon lin&aire.

Motsclef : Images de synthése, simulation physique, radiosité, radiusita-
chique, analyse d’algorithmes, facteurs de forme, Ctentte I'erreur, devées de
la radiosité, visibilifeevaluation paresseuse, fonctions de base d’ordramupe

Abstract

We introduce several improvements to the hierarchical radiosity method.
First, a complete analysis of a specific implementation of the hierarchidakrad
ity method allows to point out its bottlenecks. Based on this analysis, we suggest
two simple improvements: a lazy evaluation of top-level interactions, and a new
refinement criterion, that greatly reduces the number of interactions, without loss
of precision. A brief introduction to the properties of functions of several vari-
ables and their derivatives follows, which allows a rewriting of the expragsio
radiosity, and hence a better numerical approximation. Methods for the estima-
tion of the error produced during the radiosity computations are analysed. We
then introduce the concavity properties of the radiosity function that, combined
with an exact computation of the radiosity derivatives, allow a complete darfitro
the error on the interactions between patches, and hence a precise minoration and
majoration of the radiosity on all the patches. We introduce a new refinement cri-
terion based on this modelling of interactions, and a complete hierarchdiabr
ity algorithm using this refinement criterion. The last part of the thesis istéelv
to practical computations of the radiosity derivatives (gradient and Hessian), first
for a constant emitter with total visibility, then for a constant emitter with partial
visibility and for an emitter with linear radiosity.

Keywords: Computer Graphics, Image Synthesis, Physical Simulation, Radios-
ity, Hierarchical Radiosity, Form-Factor Computation, Error Control, Radiosity
Derivatives, Profiling, Visibility, Lazy Linking, Higher Order Basis Functions.
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1.

| ntroduction

Toute la conduite de notre vie dépend de nos sens, entre lesquels celui de
la vue étant le plus universel et le plus noble, il n’y a point de doute que les
inventions qui servent a augmenter sa puissance ne soient des plus utiles
qui puissentwe.

ReneDESCARTES La Dioptrique, 1637.

Descartes avait en vue les inventionsaetes de son temps, notamment les

D ANS son introduction au discours premierldeedioptrique, Delalumiere[8],
lunettes d’approche.

L'idée miame de pouvoir calculer artificiellement I'image d’'uneseelonrie apar-
tir d’'une moddisation des propfiés géoméiques lui‘dait totalement gangee. Ce-
pendant, ce méme discours premier contiéjda dee modésation de propfites de ré-
flectivitedes corps, & fois pour les réflecteurs «polis» — nous disons aujourd’hui spe
culaires — que pour «les corps qui sont colorés et non polis », ceux que nous appelons
aujourd’hui lambertiens.

Mais si la modélisation des proptés de la lumiee et des corps fi@chissants peut
étre remonte aussiloin que lgvii €siecle, I'utilisation effective de ces hmee proprie
tés est plus reente. En 1936, Moon et Parry [30] calculent I'intehdliéd’eclairage en
différents points d’une piece, poutrifier s'il est possible d'y travailler dans de bonnes
conditions.

Plus proche de nous, l'utilisation de logiciels de tracés d’ombres, par des urbanistes
dans un but de planification des constructions en milieu urbain commence au début des
années 70, avec l'algorithme scan-line (voir Appel, 1968 [1]), I'ancétre du lancer de
rayons. La recherche suivie dans le domaine de la synthese d'image depuis cette date a
permis dans un premier temps d’augmenter la qualité visuelle des images produites.
Ce n’est que plus’emment, avec les travaux de Goral, Torrance et Greenberg, en
1984 [15], qu'apparaila recherche du edismephysique, la precision dans la mode
lisation des propfiés physiques de la lumie.

Les applications industrielles de la syrdbeal’'images se’deloppent a mesure que
les dereloppements de la recherche rendent la technique accessible. Par exemple, le
Fraunhofer Institut de Darmstadt est chargé de ieelde futur aeoport de Francfort
avant sa construction, pour permettre au maitre d’ceuvrerdereisuellementles tra-
vaux des architectes, et notamment le confort — en termetad@e — des postes de
travail. De la mMiene maniee, il est courant pour les compagnies de rddigpteone de
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modeéliser la diffusion des ondes du radiéphone en milieu urbain, afin de pouvoir
minimiser le nombre de points degraission. Dans de telles applications industrielles,
il est important de pouvoir coriti@r I'erreur commise au cours du processus de simu-
lation et de modélisation de la lurme

La mehode de radiosité, parce qu’elle nitide des interactions entfééenents de
surfaces au lieu d’effectuer des calculs ponctuellement rend possible uhksakole
globale de I'ensemble des interactions, et donc un Cntte I'erreur sur ces inter-
actions. La complexitguadratique de la méthode de radiosité originale rend un tel
contrde tres cdteux, et doncimpossible en pratique. En revanche, laméthode de radio-
sitehiérarchique, due a Hanrahan ([16, 17]), et dont la complestdinaire par rap-
port au nombre d’interactions, rend possible un cdetde I'erreur commise au cours
du processus de simulation dédiairage.

Ce contr6le de I'erreur passe par une ria¢ion précise des interactions entre
les objets composant la'ste Cette modisation des interactions avec calcul de I'er-
reur commise est 'un des fie les plus stimulants pour la recherche dans les esne
avenir. Des travaux anteurs ont montré qu’un cort@ precis de I'erreur commise,
parce qu’il permet d’économiser les ressources gsysien concentrant les calculs sur
les points vraiment digats, aboutit sur des Sges complexes an gain de temps no-
table (voir Lischinski et al., [26]).

Le contrble de I'erreur au cours de la simulation delidérage passe par un cofigo
de I'erreur commise sur chaque interaction. Ce contréle ne peut se faire uniquement
a partir des valeurs de la radiosité que I'on sait, par ailleurs, calculer avec précision
en chaque point. La connaissance dasvées successives de la radioéssst un outil
fondamental pour le coritt®de I'erreur.

Nous verrons d’abord en quoi la méthode de radipsiten particulier la rithode
de radiositéniérarchique se distingue des autres algorithmes de syatfiBnages. Les
différentes golutions de I'algorithme de radioSikéérarchique depuis son introduction
en 1990 serontgalement tudiees.

Une analyse comple de I'algorithme de radiositd@érarchique fera I'objet du cha-
pitre 3. Elle feélera quelques points faibles et donnera deux améliorations de cet al-
gorithme permettant de réduire consat@ement les temps de calcul sans diminuer la
precision de I'algorithme.

Nous verrons ensuite, au chapitre 4, comment la notioniieddes"@end aux fonc-
tions de plusieurs variables, telles que la radiosies opeateurs de dévation for-
melle permettent une reformulation de I'expression de la radiqait&acilite un calcul
approché guelle que soit I'expression de la radicgitd’émetteur. Nous verrons aussi
gu'il est possible de calculer de fac approche les dérives successives de laradidsite
guelle que soit la radiosiwur I'emetteur.

Cependant, la connaissance de quastiinies ponctuellementdcales) ne per-
met de dduire des informations valables sur toute une surfglebéles) qu’en pre
sence d’'informations suppteentaires sur la fonctiortadiée. Les informations’ices-
saires au contréle de I'erreur en radidosigzont introduites au chapitre 5.

L'étudede I'erreur dans les algorithmes de radigali@foisa posteriori et au cours
des calculs sera I'objet de notre chapitre 6.
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C’est a l'aide des informations fournies au chapitre 5 et dethookes dénies au
chapitre 6 qu’il est possible de construire un cgtde raffinement baseir un contrte
de I'erreur commise sur chaque interaction. Ce it son intgration dans un algo-
rithme de radiosit@iérarchique sera I'objet de notre chapitre 7.

Ce critee de raffinement repose sur un calculgiseles davées successives de la
radiosite Ce calcul, en raison du caramteplus technique desttedes utiliSes, a €te
placeen fin d’ouvrage. Il sera I'objet des chapitres 8, 9 et 10. Nous verrons d’abord le
cas d’'un’enetteur sur lequel la radioSiest constante, en I'absence d’obstacles, avec
calcul de la devée et de la devée seconde et implémentation, puis nous verrons la
presence d’obstacles, avec calcul et ifmpéntation de la désée, et calcul de ladevée
seconde, et enfin 'extensiorua ametteur sur lequel la radioSitéest pas constante,
avec cependant un contréle de I'erreur commise sur I'approximation.
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2.

La methode deradiosite hierarchique

Et il me suffit ici de vous avertir que les rayons, qui tombent sur les corps
gui sont colorés et non polis, sdléehissent ordinairement de toudés,
encore mene qu’ils ne viennent que d’un seultéd...)

ReneDESCARTES La Dioptrique, 1637.

INSI que le faisait dg@ remarquer Descartes, les rayons lumineux arrivant sur
un objet en repartent habituellement dans toutes les directions. Atdai-'e
rement d’un point d'un objet influence t-il'ladairement de tous les objets

qui sont visibles de ce point.

Pour quantifier preisement cette influence, il est utile d’avoir recoursi@ bilan
énergeique.

2.1 L’équation del’ éclairageglobal

En théorie, tout point de I'espace peémettre de I'mergie lumineuse, soit en lui-
méme — c’est le cas par exemple d’'une flamme de bougie — soit sous I'excitation d’'un
autre’enetteur — c'est le cas d’'un gaz phosphorescent ou d’une suffid@ehissante.

L'énergie’enise en un point esSgale ada somme de 'Bergie’enise par ce pointen
propre et d’énergie’enise en ce point sous I'excitation déergie rece.

Si I'on suppose que le milieu n'a pas d’influence sur les transfertsedige, et si
I'on suppose en outre que les seuls transfertsetgie en jeu concernent Hergie lu-
mineuse (en excluant, par exemple les transformaticmedye lumineuse emergie
cingtique! ouvice-versa) le probléme subit une prefmesimplification : les seulseet-
teurs d'eergie sont les surfaces des objéetsmgdriques pfeents dans la soe.

Pour modéser 'image perae par I'ceil, il faut connde I'énergie’enise par les sur-
faces visibles de I'ceil. L'eergie’enise par ces surfaceSmpnd’ @idemment de l'aer-
gie qu’elles ont reg.

Une quantité plus aiseamanipuler que l'eergie est lduminance, ddiinie comme
I'énergie ‘enise dans une certaine direction, par Umigetemps, par uriitde surface
perpendiculaire $a direction de propagation, par unité d’angle solide.

1. La transformation d'eergie lumineuse efnergie ciritique peut se produire dans un radidree
La transformation inverse peut se produire, par exemple, lorsque les freins d’une woituichauffea
blanc.
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Une propri¢e utile de la luminance est que la luminance quittant un poart di-
rection d’un poiny, L(x,y) est’@ale aa luminance arrivant au poigtvenant du point
X.

Par ailleurs, la plupart des récepteurs, tels que I'ceil humain ou les appareils pho-
tographiques sont sensiblesaaluminance et non Bénergie. La connaissance de la
luminance en chacun des points des surfaces deme sigibles de I'ceil est donc suf-
fisante pour obtenir une image.

Dans le cas le plus'géral, I'equilibre energéique permet d’exprimer la luminance
quittant le poinix dans la directiori6, ¢g) comme:

L(X7 907 ¢0) = Le(X7 907 ¢0) + / Pod (X7 907 ¢07 97 ¢) Li (X7 97 ¢) cosbdw
Q (2.1)

— L(x,80,90) est la luminance quittant le pointdans la direction d@ie par
I'angle (en coordonnées sphériquédy, do) ;

— Le(X, 00, ¢0) est la luminancéraise par le poink dans la mme direction. C'est
une propriee de la surface qui porte le poirt

— Q est'ensemble des directiof8, ) possibles (la sphe),
— Li(x,6,¢) est la luminance qui arrive au poxtepuis la directiori6, ¢) ;

— Li(x,6,¢) cosBdw est le flux incident Ementaire au poirt, provenant de la di-
rection(8, ). C'est la puissance par uhile surface qui arrive au poiren pro-
venant de I'angle solidd@&mentairedw centfeautour de la directio(®, ¢) ;

— Pod(X; 60,0, 6, ¢) estlafonction de'féectance bi-directionnelle au poxtC’est
— par déinition — le rapport de la luminancéftéchie dans la directio(8, ¢o)
et du flux incident Ementaire dans la directid®,¢) ;

— dwest I'angle solid€ mentaire autour de la directidf, ¢).

La réeflectance bi-directionnelle est une quangitysique d’unitesr—1, qui peut va-
rier de Zeo al'infini. Une quantiteplus intuitive est la réflectance directionnelle, un
nombre sans dimension compris entre 0 et 1, qui représente la fraction du flux incident
suivant une direction qui repart (dans toutes les directions): flectance direction-
nelle est dénie par:

Pa(x.8.0) = | pra(x.Bo. 0o, ,) cosboday (2.2)

L'équation 2.1 est une équation‘igtale. La fonction @alculerL apparait sous le
signe d'intégration dans le terme de droite, aussi bien que dans le terme de gauche. Dans
les cas les plus'geraux, les équations de ce type n'ont pas de solution analytique, et
I'on doit se rabattre sur des approximations numeériques.
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2.2 Reésolution formelle

Toutefois, on peut résoudre formellement I'équation 2.1 en introduisant’'wa-ope
teurR, tel que:

(RL)(80,00) = [ poal60,00.0.0)Li(x B, 9)coshder  (2.3)

L'opérateur®_ represente I'effet suL de la rfélexion sur toutes les surfaces qui com-
posent la soee.
L'équation 2.1 sS’erit alors sous forme simplifee;

L=Le+ XL (2.4)
Ce qui peut se résoudre, formellement :
(I-R)L=Le
L=(-%)"Le

Et en utilisant une série de Neumann:

+00

L=Y Rl (2.5)

n=0

Cette fasolution formelle a un sens physique: I'spteur® represente 'effet sur
la luminance d’'une’fexion sur toutes les surfaces composant laece

Ainsi, R °Le = Le est la luminancémise en propreR 'Le = R L est la luminance
qui a ‘@é réflechie une fois par ces surface®?Le la luminance rééchie deux fois, et
ainside suite. La luminance émise au total gsile da luminance enise en propre plus
la luminance r8échie un fois, plus la luminancéftéchie deux fois, et ainsi de suite.

2.3 Premiererésolution numérique: lelancer derayons

Laformalisation de I'quation 2.1 date de 1986, ettéfaite par James Kajiya [25].
Bien avant cette mise ergeation du probleme global, dés 1980 en fait (voir Whit-
ted [47]), les chercheurs et les industriels utilisaient uhthoue de résolution appro-
chee du problene de I'eclairage, le lancer de rayons.

La simplification appofte est simple : on suppose que tous les objets présents dans
la scene sont des’feecteurs parfaits au sens de Descartes, c'&steaqu’un rayon lu-
mineux frappant une surface en faisant un aBghyec la normale eette surface repart
en faisant un anglé, = 6; (voir figure 2.1).

Le calcul de I'image de synthese se fait alors en suivant tous les rayons lumineux
dansleurtrajetde lasource lumineusejusqu’al’ceil. Les résultats peurespectacu-
laires et utiles. Cependant, dans certaines applications, le lancer de rayons est victime
de la supposition de"gart: tres peu de surfaces sont des réflecteurs spéculaires par-
faits au sens de la loi de Descartes. Il peut en résulter des effeiaspedeirables.
D’autre part, le lancer de rayons est une méthode de résolution ponctuelle, donnant des
informations ponctuelles. On n’a pas de colgur I'exactitude des valeurs caltete
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rayon
incident

rayon
réfléchi

FiG. 2.1 —Loi deréflexion de Descartes: surfaces spéculaires.

2.4 Autresimplification: laradiosité

La mahode de radiositaldinie en 1984 par Goradt al. [15], introduit une autre
simplification pour reoudre I'équation 2.1 : on fait I'hypotlse que toutes les surfaces
intervenant dans la soe sont des surfaces diffuses. C’estige qu’un rayon frappant
une surface est fiéchie de faon uniforme dans toutes les directions (voir figure 2.2).

rayon
incident

FiGc. 2.2 —Loi deréflexion de Lambert : surfaces diffuses.

La reflectance bi-directionnelle est patfoiétion indépendante des directions inci-
dentes et'iééchies:

Phbd (X7 907 ¢07 97 ¢) = Pbd (X)
La valeur de la réflectance directionnelle que nous avons introduit plus haut (équa-
tion 2.2) est ainsi:

Pd(X) = Poa(X) /Q cosBpdwy = T (X)
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Cette fdlectance repente la portion de Treergie arrivant ex suivant une direction
donnée qui est renvogealans toutes les directions.

Comme la surface est supposée diffuse, la luminanceé pendégalement que de
la position du point et non des directions:

L(x,0,¢) = L(x)

On introduitla radiosit®(x), qui est la puissance en un point, par Udigesurface ;
c’est-adire l'intégrale de la luminance sur toutes les directions::

B(X) = /Q L(x, 8, ¢) cosBdw
La radiosifese simplifie
BX) = L(X /Q cosfdw
- Ly /0 " /0 " cos9sinedads
— ) 2.6)

En reportanB(x) et py dans I'’équation 2.1 :

2B = ZE09+ 2pa(X) [ Li(x,6,6) cosiday @.7)

E(x) estI'exitance, ou la puissance par Umigesurfacé mise au poink. En multipliant
I'équation 2.7 part:

B(X) = E(X) + pa(X) /Q Li(x,8, ) cosdd 2.8)
Si on pose:
H(x) = /Q Li(x, 8, ¢) cosBdw (2.9)
ona:
B(X) = E(X) + pg()H (X (2.10)

C’est-adire que la radiositémise au poink est @ale ala radiosifeémise en propre
par le pointx et au produit de |a’feectance au point par le flux incident au point
venant de toutes les directions possibles.

Cette intgrale sur toutes les directions possiblépated en fait de la radioSien
tous les points visibles de Cette dpendance n’est pas explicite dans I'écrituréid=)
dans I'gguation 2.9. Pour I'expliciter, il suffit de transformer ['iiggeale sur les direc-
tions en une intgrale sur les surfaces.

Si un pointy est visible du poink dans la directiorif, $), alorsx est aussi visible
dey, dans une directiof®’,¢’). Or la luminance quittant le poigten direction dex est
égale ala luminance arrivant au poimten provenance de la direction ge

Li (X7 97 ¢) = L(y7 el7 ¢l)
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Comme le poiny se trouve sur une surfatgalement diffuse:

B(y)
L(y,0,¢') = =%

(v.8,¢") = —
L'équation 2.8 peut ainStee transforme en une intgration sur des surfaces, en expli-
citant I'angle solidé Ementaire :

_ cosd'dy

dw 2

et en prenant pour domaine d’'igration I'ensemble des surfaces qui sont visibles de
X. Pour simplifier le domaine d'inggation, il est’quivalent d’'introduire une fonction
de visibiliteV(x,y), qui vaut 1 si ety sont visibles I'un de 'autre, et 0 sinon. Auquel
cas,

B9 = £+ pa( |_BY 22 i y)ay @.11)

yes T2

ou Sest I'ensemble des surfaces composant lasce
De mame que pourk, on peut introduire I'opeateur# tel que:

B(X) = E(X) +pq(X) (#B) (x)

N0 = [ 1P vixyay 212)

yes T2

2.5 Discrétisation et premiérerésolution

L’équation 2.11 est impossiblaésoudre dans le casgéraf. La mehode la plus
classique de résolution, introduite par Gaatadl. en 1984 [15] passe par une didisa-
tion de I'environnement. On décompose larseBen facettegP) ¢y v, SUr lesquelles
on suppose les paramnes du problme constants.

On noteA; I'aire de la facettd?, et I'on discféise une valeuX(x) en prenant sa
valeur moyenng; sur la facettd? :

X; = %/XGPIX(x)

L'équation continue 2.11 se distise alorsen:

A | cosb cosd’
B =E +p; B-—/ RV (x,y)d 2.13
i i T Pi 121 JAi xeP Jyep, - (xy)dy ( )

Si I'on noteF;j I'expression de l'intgrale, qui ne dépend que de laogesrie des fa-
cettesh, etPj, on a:

N
Bi = E; + P Z F,ij (2.14)
=1

2. En fait, meme des cas trés simples, tels que deux objets plans de largeur finie, se touchant suivant
un angle droit. Voir, par exemple, Holzschuch, 1994 [22], dlio8, 1994 [39].
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1 cosb cosd’
VIR Sendyer, iz VIV &)
Fij, que I'on appelle le facteur de forme entre les facaetP;, represente la propor-
tion de la puissance quittant ladetteP, qui atteint la facetté;.
Si I'on noteB = [B;] le vecteur formale toutes les radiosaales facettes cees
lors de la discrésation, et de fme E = [E;] le vecteur des exitances, et si I'on note
M = [F;;] la matrice des facteurs de forme,digation discrtsee 2.14 s’erit:

B=E+MB
On peut feoudre cette équation:
(I-M)B=E
B=(I-M)"lE

4o
B= ZjM'E
i:

La solution du problme discféise revient donc acalculer la somme delI'E.
Le calcul d’'un seul coefficient d& nécessite une estimation de la visibiléatre
deux facettes. Cette opération ne peut se faire qu’en temps au moins logarithmique en
moyenneO(logm), et lineaire dans le cas le pir€(m), oum est le nombre d’obs-
tacles dans la scéne. Le seul calcuMiest donc unétape erO(N?logm) en moyenne,
O(N?m) dans le cas le pire. Aprés quoi I'on résout le Syeteen calculant les’itées
successives dg parM. Chaque itération cda O(N?).

Comme dans la résolutionthiéque (section 2.2), chaquétligtion repfeente une
réflexion de la lumiee sur les surfaces composant larszela premiee iteration repre
sente la lumiee rdléchie une fois, la deuxiee itgation la lumige qui a’¢e réfléchie
deuxfois, et ainsi de suite. La convergence de laméthode de radiosité classique provient
du fait que toutes les réflectances sont plus petites que un, car il n’y a pdsaidercre
d’énergie au moment de la réflexion, donc que la radiasiténue achaque réflexion.

On peut giter de calculer toute la matridd lors de la fsolution. La plupart des
algorithmes de radiosite contentent d’en calculer une ligne ou une coloraéais et
de l'utiliser, soit pour propager la radios#éa deart d'une facette, soit pour rassembler
la radiositereque par une facette (voir figure 2.3).

L'utilisation d’'une ligne de la matrice correspondessembler sur une facette toute
la radiosité qu’elle recoit des autres facettes de la scene, tandis que l'utilisation d'une
colonne équivaut tirer la radiosité de la facette correspondante en direction de toutes
les autres facettes de la see Si I'on trie les facettes en fonction de leur radiosttque
I'on tire les plus brillantes d’abord, I'algorithme converge bien plus rapidement (voir
Cohen, 1988 [6]).

2.6 Radiosité hiérarchique

26.1 Principes

L'un des problenes de la discrétisation dete dans 2.5 est que I'on a décompose
chaque objet an seul niveau de’dail, indgpendamment de sa position par rapport a
d’autres objets.
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X X X
X X X
o : X X | 7] XX...XX :
X X X

FiG. 2.3 —Utilisation d’' une ligne ou d' une colonne de M.

Supposons que nous nous intéressidayaleur de la radiositen un poink. Nous
avons vu plus haut que cette radio$tait I'intégrale, pour toutes les surfaces visibles
de ce point, de leur luminance, multipdi@ar I'angle solide sous lequel elles sont vi-
sibles dex. Ce qui nous intesse est une estimation de cettédgnade, base sur une
discrdisation des surfaces visibles. On comprend que plus une surface est proche du
pointx, plus il sera utile de I'avoir disCtisee finement. Inversement, plus un objet est
éloigneet plus on peut se permettre une discrétisation ghasss le niveau de dis-
cretisation d’'une surface est indépendant de I'objet avec lequel elle interagit, on court
le risque, soit de manquer de pigion en certains points, soit d’effectuer des calculs
inutiles en d’autres.

L /

S —

L /7

=

FIG. 2.4 —Radiosité hiérarchique: chague objet est décomposé en une hiérarchie de
facettes.




33

Lamehode de radiositeiérarchique, introduite par Patrick Hanrahan en 1990 [16],
discrdise les objets de fam higarchique. Chaque surfacéaedrique de la stee
donnie en entre est deomposée en une hiérarchie de facettes (voir figure 2.4).

FIG. 2.5 —Radiositéhiérarchique: lesinteractionsentreles objets.

L'interaction entre deux surfaces est mhske par des liens entre les diféates
facettes qui composent ces surfaces (voir figure 2.5). Ainsi, I'interaction entre deux fa-
cettes est-elle motisable adifférents niveaux de pogsion.

Comme la discrigsation du problme et la méhode de résolution sont aussi des
sources d’erreurs, il n’est pasaessaire de modéliser 'interaction entre objetslela
de la pfeision minimale des autres parties de I'algorithme.

2.6.2 Structuresde données

Au depart, I'algorithme de radiositeérarchique ne conniedle la scee que sade

nition geomdrique. Ainsi, un plancher de 5 metres sur 5 est initialement doarmeme

un seul objet. Au cours de lagelution iteative, chaque objet’gendrique porte une
hierarchie de facettes, chaque facette ayant une raditistiacte. Cette Hiarchie est
organisée sous la forme d’'un arbre: la racine de I'arbre porte I'obfhgeque de

base; chacun des nceuds de I'arbre porte a la fois une partie de cet objet, laradiosite
estime pour cette partie, et la liste des interactions de cette facette avec le reste de la
scae.

Les interactions sont stockées sous forme de liens: chaque lien relie deux facettes,
une facette source et une facette destination, et contient une estimation du diecteu
forme de la facette destination vers la facette source. En vertu du principe du retour
inverse de la lumie, s’il existe un lien de la facetigvers la facettq, il existe nees-
sairement un autre lien de la facedtgers la facettep.
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2.6.3 Algorithme
L'algorithme genéral est simple:

1. lors d’'une’&ape de prdraitement, on examine la situation de visibilite tous
les couples d’'objets'gendriques, et on&@blitun lien entre les racines des arbres
de ces objets des qu'ils ne sont pas mutuellement invisibles;;

2. a chaquétape du calcul, on examine tous les liens de la scéne, et I'on raffine
ceux d’entre eux qui ne satisfont pas un certain kitke pfeision;;

3. puis 'on propage I'énergie le long des liernaldis ;

4. enfin, pour chaque arbre, on propageémgie reae aux diffeéents niveaux dans
la higrarchie afin d’'uniformiser la repsentation.

La derniee gape rieessite une explication: si chaque nceud de 'arbre porte une esti-
mation de la radiositsmoyenne pour sa facette, des interactions’psrpar les nceuds
ascendants ou descendants influenceategnent la radiositdu nceud. C’est cette in-
fluence qu'il faut estimer pour que la radiosité portée par le noeud soit vraiment une
moyenne. Toute la radioSiteque par le nceud «pe>» lors de I'éape de propagation
est passeases «fils», tandis que le «@e reoit la moyenne de la radioSiteque par
ses «fils».

Cette propagation de I'information se fait par un parcours en profondeur d’abord
de chacun des arbres conceyne

Par ailleurs, la propagation dé tiergie dans la sce (¢apes 3 et 4) le long des
liens correspond ane multiplication du vecteur des radidsipar la matriceM, qui
est ajoute ala valeur ancienne d8. La valeur deB al’étapek est donc:

k .
By = ZjM'BO
i:

Si B est le vecteur degwttancesE, on voit que la méthode de radidsiti&rarchique
converge vers la solution:

4o
B=(1-M)"'E=$ ME
i=0

2.6.4 Oracles

L'un des avantages de I'algorithme de radiosiierarchique est qu'il raffine les
objets au fur et anesure de la'solution, en fonction de la peesion neessaire. Toute
la difficulte est dans I'estimation de la fmision actuelle de la mddleation, afin de
prendre la décision de raffiner ou non l'interaction.

— Le premier algorithme, proposé par Hanrahan en 1990 [16], partait de la consta-
tation que les diffezntes méhodes d’estimation du facteur de forrrtaient pfe
cises dans les cas ou les objdtsent de taille petite devant leur distance. Autre-
ment dit, dans les cas ou I'angle solide sous-tendant la surface était petit ou dans
les cas oue facteur de forme lui-fivae dait petit. L'oracle de raffinemeritait
alors un test sur I'estimation du facteur de forme par rappaort eertairer ;
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— Le probleme de cet oracle est qu'on peut raffiner fortement une interaction qui
n'aura pas d’'influence sur’ltairage de la see, par exemple une interaction
entre deux surfaces pédlairees. D’oul'idée d’un deuxiéme oracle, proposar
Hanrahan en 1991 [17]: le raffinement est basé sur la comparaison du produit
de la radiositest du facteur de forme avegr. C'est-adire que I'on raffine une
interaction seulement si I'imprécision sur la radiosjteelle transporte deasse
un certain seuil ;

— Un troisiene oracle de raffinement, introduit par Smits en 1992 [40], utilise le
concept d'importance : I'importancgest une quantitduale de la radiositgui
est solution d’'une équation de transport duale de celle de la radiosite

B = E+MB
Z = R+'MZ

Restle vecteur désmssions d’importance, dit aussi vecteur de réception. Ainsi,
I'importanceZ, d’une facettep correspond-elle a l'influence qu’aura cette fa-
cette sur les facettes quinettent de I'importance (celles telles gge# 0). Un

cas particulier tre simple et tre efficace consisterendre pour unique facette
émettrice d’importance une facette placal’emplacement de I'eeil ou de la ca-
méra qui observe la soe. Naturellement, I'importance n’est pas lingitgce seul
cas particulier (voir section 6.8.2).

265 Complexité
La complexitede I'algorithme de radiositkiérarchique est un point important, et
c’est ladessus que repose sa Stigeté sur les autres algorithmes.

— Eant donné une soe dem objets, le preraitement feessite I'¢ablissement
de m relations. Chacune de ces relationsemsite un calcul de visibilite
donc on a une complexitte I'etape piéiminaire enO(m?logm), voire O(m?)
en temps eO(n?) en nignoire ;

— Lorsqu’on raffine une interaction, on remplace I'ancienne interaction par quatre
interactions, d’'une part, et on ajoute quatre nouvelles facettes d’autre part. Le
nombre d’interactions est donc lié au nombre de facettes terminales, soit de
feuilles dans la hHierchie, lequel estliau nombre total de facettes, c'estliae
de nceuds dans la'mé&chie. SN est le nombre total de facettes, le nombre d’in-
teractions est don®©(N). La complexited’une d@ape de raffinement et propa-
gation est ainsD(N). Ce resultat est a&comparer avec la méthode de radiosite
classique, ol matrice des facteurs de forme contiditcoefficients. On a ici
moddisé une matriceN? parO(N) blocs;

— La complexiteglobale de I'algorithme dépend doncla fois dem et deN.
Chaque &ape de raffinement peut eessiter un calcul de visibilite lequel est
enO(logm), voire O(m). La place menoire est erO(nm?+ N). La relation entre
m et N depend de la gemdrie de la scae concerhe. Sila scae comprend de
nombreuses petites sades visibles les unes des autfdsy m, et la radiosite
hierarchique n’a rien apporn&i la scee comprend de grands polygones qu'il
faut raffiner,N > m.
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Ainsi, dans le pire des cas, laméthode de radidséi@rchique est e®(m>4-Nm),
alors que la méthode classique esTEN?m).
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3.

Amédiorationsdel’algorithmeoriginal de
radiosite hierarchique, basees sur
I”analyse

chique. Elle confirme que les tests de visibilité sont la partie |la plu®osa

de l'algorithme. Par ailleurs analyser le comportement de I'algorithme per-
met de construire deux afimrations sensibles. Uniezaluation «paresseuse» des liens
entre les surfaces de haut nivedtimiesant la scee dimine la plus grande partie du
travail de pfetraitement nécessaird’@valuation de ces liens. Qui plus est, le nombre
de liens nécessaires pour mbser I'interaction entre deux surfaces mutuellement vi-
sibles peut®e reduit grace aun nouvel oracle de raffinement. Lésudtats expgmen-
taux montrent que le travail d’établissement des liens initiaux fieaitargement@té
et le nombre de liens substantiellement réduit sans perte de qualité pour I'image pro-
duite, et que ces modifications atgent sensiblement I'algorithme de radiodiié-
rarchique.

3.1 Motivations

Pour étudier le comportement de I'algorithme de radidsisarchique, nous avons
lancele programme de radioSitgerarchique original (décrit par Hanrahan [16, 17]) sur
un ensemble de cing Swes d’intérieur, de complexitroissante (de 170 a 2355 poly-
gones initiaux). Ces scenes proviennent de gffess programmes de recherche, et ont
des aspects’ gendriques notablement diffents. En les utilisant, nous voulons identi-
fier des propfrites gérieales des saes d'infeieur, et'&iter ainsi le probleme classique
d’'une ge@alisation abusive basesur I'dude d’une seule soe ou d’un seul ensemble
de scaes similaires.

Les scaes de test sont «Bureau», qui est [angoeriginale utilisée dans I'article de
Hanrahan [17], «Salle a manger» qui est langce® 7 d’'un ensemble de 10 Sues de
référence distribGes par Peter Shirley pour féfth EurographicsWorkshop on Rende-
ring, «Chercheur» et «Stagiaire» qui sont desisseontenant des mdde de bureaux
et de chaises ggrement plus sophistiqués, et finalement wéte>, qui contient un mo-
dele complexe d’'arbre, et de nombreux profs de visibilité mutuelle. Le tableau 3.1

N ous présentons ici une analysétdiiée! de I'algorithme de radiositeiérar-

1. Une partie de ce travail a fait I'objet d’une publication en anglaifidin EurographicsWorkshop
on Rendering, a Darmstadt en juin 1994 [23].
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TAB. 3.1 —Description des cing scenes de test.

\ Nom | n | Description
Bureau 170 | Un bureau
Salle’amanger| 402 | Une table et quatre chaises
Chercheur 1006 | Deux bureaux et six chaises
Stagiaire 1647 | Quatre bureaux et dix chaises
Hévéa 2355 | Un hevéa et trois sources lumineuses

donne pour chaque scene le nombide polygones initiaux et une twe description.
Voyez les figures 3.9, 3.13 et 3.14 pour un gpete ces saees.

Les param@es du programme ont, pour chaquersgetteajuste afin de donner la
meilleure image possible le plus rapidement possible. Cet ajustement fait, en un sens,
gue les conditions expienentales n"&ient pas les fmaes pour les diffieentes scees.

D’un autre C®é, les'ehelles des secees’¢ant differentes acause de leurs origines va-
riées, les parantees base sur ces dimensions, au moins, devaient étre medifians
l'idéal, il aurait fallu pouvoir lancer le programme avec leSmes parariges pour
chaque saee.

3.2 Lavighilité

La premiee observation tirede I'analyse de I'algorithme de radioditérarchique
est la quantification de I'importance des calculs de visibiléas le coutotal de I'al-
gorithme de radiositeiérarchique. Ainsi qu’il I'a souventté postuledans les travaux
anteieurs, tels que ceux de Teller et Lischinskien 1993 [41, 42, 27], les calculs de vi-
sibilité representent une portion trés importante du co(t total. La figure 3.1 montre le
temps passpar le programme dans les diéates &pes de I'algorithme de radiosite
hiérarchique.

Pour pfeenter les reultats de facon lisible, I'algorithme aésdecoupeen dapes
correspondant auXapes logiques de I'algorithme. Ainsi, «Visibiliteeorrespond aux
calculs de visibiliteeffectues, « Facteur de Forme » aux calculs de facteurs de forme
en dehors de la visibilife «Raffinement » est le temps pasgse |'algorithme dans la
procelure de raffinement des liens (y compris les’défes oracles et la subdivision des
facettes) ; «Propagation» correspond au temps mis pour propager I'énergie le long des
liens de facetté tacette ¢ablis au cours de ltape de raffinement ; enfin, «Hachie»
correspond a la propagation dérlergie reae dans la Hierchie de facettes construite
sur chaque polygone, ce qui se fait par une parcours en profondeur d’abord de chaque
arbre.

Cette derniee étape est teessimplement proportionnelle au nombre total de facettes
creges, indépendamment de la position des déffies objets dans la soe ou de la quan-
tité d’énergie’ehande.

Il estimportant de noter que tres rapidement (au bout de qusixétérations) I'al-

2. L'algorithme utilisaitpour cela une approximation point-disque.
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gorithme a atteint un point ou 'effet desiiations successives n’est plus visibléoail

nu. Dans de telles’itations, on ne raffine plus, et donc on ne fait plus de tests de visi-
bilité. En revanche, on continue a propager I'’énergie le long des liéas etalans la
hierarchie de chaque polygone. L'effet de ces itérations est donc d’augmenter I'impor-
tance relative desapes «Hiearchie» et «Propagation», attdeent de «Visibilite»,
«Raffinement» et «Facteur de Forme». Cetfemteation est toutefois teerelative car

ces etapes sontgeourtes si on les compare aux preragdapes.

Notons ici gu'’il est tres difficile de tester automatiquement la convergence d'un al-
gorithme de syntlse d'image : on peutentuellement tester la diffence entre 'eape
netl'étapen+ 1, maisil peut se produire que cette difface soitinfiniment petite sans
pour autant que I'on ait atteint la convergence. C’est pour cette raison que, pour les tests,
notre algorithme effectuait une nombre f&x€avance d’itérations (ici, dix).

Nous avons vu que pour nos scénes de test, au bout de qusitra@éaations, on
ne distinguait plus de diffences d'ceil nu. Si donc I'algorithme de radioSitaérar-
chique est utilisé au sein d’'un programme interactif ou I'utilisateur fixe [Unme'il
veut continuer les calculs ou non, I'importance relative de la visibilité, du raffinement
et du calcul de facteur de forme augmenterait encore.

%

100 [ Hiérarchie

90 Visibilité

80 Facteur de Forme
70 7] Raffinement

604 [ Propagation

Bureau Salle a Chercheur Stagiaire Hévéa
manger

FiG. 3.1 —Lestempsrelatifs de chaque étape.

Le graphe de la figure 3.1 montre que la visibitiemine les calculs en radioSite
hiérarchique. Naturellement, ceciplend de I'algorithme de visibilitetilisé. L'impor-
tance de la visibilitgpourrait ‘@re reduite en utilisant un pré-traitement de la see
comme dans l'algorithme’dét par Teller en 1993 [42] ou l'algorithme de visibilite
multi-résolution décrit par Sillioret al. en 1995 [38]. Cependant, I'importance quan-
titative de la visibilifesur les autres étapes de l'algorithme tient audsi mature de
I'algorithme.

En effet, achaque itération, pour un lien donné, on appelle la posede raffine-
ment. La deision de raffiner ce lien est prise en fonction de dasnega calcules et
surtout qui ne dépendent que des deux polygones reliés. Quahcisedale raffiner
est prise, cela’déenche un calcul de facteur de forme — qui, la encore, ne dépend que
des deux polygones réfie- et un calcul de visibilitequi, lui, dgoendpotentiellement
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de tous les polygones wents dans la Sne, méme si en géred les techniques d’ac-
cdération (grilles, arbres BSP) permettent de simplifier les calculs. On a coutume de
dire qu’un calcul de visibilitelgpend en moyenne du logarithme du nombre de poly-
gones preents dans la sne, niene si pour toute ntbode d’acCkeration il est possible

de construire une soe ou un calcul de visibilitdgpendra de tous les polygones.

Pour chacun des liens’@eau cours du raffinement progressif, on a eu un appel
de «Raffinement », un appel de «Facteur de Forme » et un appel de «Visibige
méme, lorsqu’on propage I'énergie, «Propagation» sera appelée une fois pour chacun
des liens cres. Mais «Propagation» n’utilise que le lien, le facteur de forme qu’il porte
et les deux polygones gqu'il relie. Enfin, on a vu que le nombre d’'appeiti@archie»
ne dépend que du nombre de facettégaseet que le nombre de facettesseredeépend
linéairement du nombre de liens ése

Ces cing protgures sont donc appelées un nombre de fois sensiblement équivalent
au cours de la'solution,O(N), siN estle nombre de liens'@s Mais de ces cing pro-
cadures, quatre se font en temps constant, et une seule, «Visipditene complexite
approximativement logarithmique. Ce qui expliquelenorgpondeant pris par la vi-
sibilité dans le temps de calcul, et d’autant plus important que la complxitescae
augmente.

Infine, cette analyse de I'algorithme de radiositerarchique montre les points ou
une’‘@onomie de temps est le plus susceptible d'eeles calculs : divisez par deux
le temps passecalculer la visibilife et vous aurez gagnm tiers du temps total. Inver-
sement, employer une méthodégqse de calcul du facteur de forme; me si elle est
deux fois plus lente, n’entraine qu’une perte de temps marginale. Cette perte de temps
étant compensée par le fait qu'il est moingassaire de raffiner pour obtenir |&me
precision dans la‘reolution.

3.3 Bilan énergétique
3.3.1 Principesdescalculs

Un des principaux atouts de la méthode de radiesitesa capacitemoddiser les
échanges d'sergie. En effet, toute Trgergie lumineuse quittant un point est prise en
compte par I'algorithme, et est transmiseraautre point de la scéne. Dans unengce
fermee, il N’y a ni craation, ni dgerdition d'eergie dans la'solution. C’est ce quirend
la mehode de radiositmtéressante pour des usages industriels.

Cette conservation de hergie au niveau global correspond a une pro@senple
au niveau local : comme le facteur de forfig mesure la proportion de’fergie quit-
tantp qui arrive sumg, en tHerie, la somme des facteurs de forme partant d’'une facette
donnée doifee egale’aun. Dans la méthode de radiosité classique, cela signifie que la
somme des termes d’une ligne de la matrice des facteurs de forrgaésean :

Dans la méhode de radiositBiérarchique, le calcul est plus compligpeisqu’une
facette donheemet de I'énergie &a fois en propre et comme membre d’'unerhiehie.
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L'énergie quittant une facette dans se décompose en

a) I'énergie qui quitte ladcette en propre, en suivant les liens qui partent de la fa-
cette niene ;

b) I'énergie qui quitte les parents de la facette dans la hiérarchie, heoelul®nc-
tion du rapport des surfaces ;

c) I'énergie qui quitte les enfants de la facette dans’leahidie.

Naturellement, I'énergie qui quitte les parents dedeette ne peut pddre prise
en compte telle quelle comme énergie quittanileette. En supposant |apatition
de I'energie uniforme sur la facette parente, on doit tenir compte du rapport des sur-
faces des deux facettes. Ainsi, la somme des facteurs de foiittentjune acette en
radiositehiérarchique peut-ellétee calcule comme

a) la somme des facteurs de forme des liens quittaatitfe ;

b) plus la somme des facteurs de forme des liens quittant les descendants de la fa-
cette;

¢) plus la somme des facteurs de forme des liens quittant les parentsadetta f
pondeée par le rapport des surfaces.

Le calcul de la somme des facteurs de forme pour chaque facettéeefaitavec
un parcours en profondeur d’'abord de I'arbre.

Une fois connue la somme des facteurs de forme pour chaque facetezglede
la facette” &ant ‘@ale au produit de la radioSipar la surface, on pelveluer I'erreur
commise sur I'énergie qui quitte ladette :

Ep = |1—Fp| BpAp (3.1)

OUA, estla surface du polygomeB,, sa radiositetF, la somme des facteurs de forme
quittantp: Fp = Y ¢ Fpq.

Cette quantiteexprime I'ecart al’équilibre du bilan’@ergeique de la facettep.
C’est, en quelque sorte, la quantiténergie crée ou perdue a chaquériétion acause
des erreurs de peesion dans le calcul des facteurs de forme. Cette quasiteien plus
significative que la simple diffence{1 — Fp|, puisque des facteurs de formestimpre-
Ccis mais qui ne transportent pas d’énergie ont moins d’'impact sur 'image finsle et
le bilan‘emergéique que ceux qui quittent unadette tre eclairee et tres énerdigue.

On peut aussi calculer I'erreur commise au total pour 'ensemble dena sce

Fer =) [1-FplBpAp (3.2)
P

gue I'on peut comparer avec Hergie totale de la soe :

p

La figure 3.2 montre I'évolution du rappaki, /Et pour les stees «Salle anan-
ger» et «Bureau» au cours des calculs.
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FIG. 3.2 —Les pertesrelatives d’ énergie Eg, /Er.

3.4 L’étapeinitiale
Chaque étape de I'algorithme de radibsiterarchique consiste:a
— raffiner les liens ga creés;;

— propager I'énergie le long des liens existants, y compris ceux qui vienrigrg d’e
crees;

— propager I'eergie reae dans la hierchie de chaque polygone.

Ces’¢apes reposent sur untpe initiale, qui crée les premiers liens entre tous les
polygones qui sont au moins partiellement visibles les uns des autres. tapgare-
tiale requierO(m?) tests de visibilite son cdw est donc approximativement logm.

TAB. 3.2 —L’importancedel’ éapeinitialedansletempsde calcul total (en secondes).

Nom | n | Temps total| Etape initiale| Rapport (en %)
Bureau 170 301 5.13 1,7 %
Salle'amanger| 402 4824 436 9%
Chercheur 1006 587 194 33%
Stagiaire 1647 1017 476 47 %
Hevéa 2355 4253 1597 37 %

Le tableau 3.2 gente les temps de calculs pour les scenes de test. Comme on I'a
vu plus haut, le temps de calcul total correspomike&tapes de propagation.

On voit d'apres ces statistiques que le"tale I'étape initiale augmente de fac
significative avec le nombre d’objets’gents dans la spne. L'importance de la struc-
ture de la stee est galement clairement visible, puisque «Salle@nger» a un temps
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de calcul’'guivalent a «Stagiaire », tout en ayant moins de polygones. Pour toutes les
scanes de plus de 1000 polygones, il est clair que l¢ delietape initiale estimportant.

Ce cal est particulieement indsirable du fait qu'il est conceriteas déout du calcul, et
gu’ainsi il retarde le moment ou une premgémage utilisable de la scéne sera visible.

On note d’ailleurs que les ditigrations de I'algorithme de radiosSitéérarchique,
telles que les rtbodes de Smitst al. en 1992 [40] ou Lischinslet al. en 1993 [27],
tout en réduisant de facon significative le temps de raffinement, continuent a reposer
sur la mene ‘dape initiale ; cettétape finit par devenir le point le plus teux de I'al-
gorithme. Ainsi, les tsultats de Smits [40] foritat d'un temps total de raffinement de
16 minutes, a comparer avec unape initiale de 2 heures et 16 minutes.

Une autre observation imessante peut étre faite concernant les lieressag cours
de cette étape initiale, et qui relient les polygones initialement présents daneda sce
avant tout raffinement. C’est le nombre de ces liens pour lesquels le pBbtiog de
passe jamais le seuil de raffinement au cours du calcul. La figure 3.3 montre pour chaque
scae la proportion des liens ‘@ au cours de T&pe initiale n’ayant pasteraffines.
On voit qu'un grand nombre de ces liens rigagsent jamais les cries de raffine-
ment: aprs 10 iteations, entre 65 % et 95 % d’entre eux n'ont p&sraffines. Bon
nombre de ces liens n'ont sans doute pas ou peu d'impact sur la solution de radiosite
calculee.

100 —=— Hévéa
901 —o— Chercheur
80 —o— Stagiaire
704 —e— Salle a manger
601 —a— Bureau
50+
40+
30+
20+
10+

0 : : : } } } } } t > Itérations
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

FiIG. 3.3 —Proportion des liens pour lesquels BF ne dépasse pase.

Que tirer des observations pedentes ? D’abord que si I'on pouvaititer les cal-
culs del'étapeinitiale, les premiéres images utilisables produites par I'algorithme appa-
raitraient plus vite. Ensuite que si I'on ne calculait les liens entre les polygones initiaux
gue lorsqu’on est sdr qu'ils seront utiles, on pourrait économiser une large part des tests
de visibilité initiaux.
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3.5 Evaluation paresseuse des interactions entre polygones
de haut niveau

35.1 Principe

Nous proposons ici une modification de I'algorithme de radids@earchique, qui
retarde la cration des liens entre polygones de haut niveau jusce’qu’un tel lien
soit supposeecessaire. L'ide générale est diter d’effectuer des calculs qui n'ont
pas d’'impact appable sur la solution geerale, pour se concentrer sur les transferts
d’énergie les plus importants.

Cette modification nous impose d’introduire un nouveau critére, teiddea si
deux polygones de haut niveau doivétrediés et interagir ou nhon. Au cours des cal-
culs, les liens entre polygones de haut niveau sorsale fagcorparesseuse, unique-
ment lorsqu’ils semblentwessaires. Le crite simple employé dans notre impien-
tation, Holzschuclet al. [23] était une adaptation du cftite de raffinement des liens
entre polygones, donc un test sur le prodkt avec un seuil propre;.

3.5.2 Description del’algorithme

Dans l'algorithme de radiositeiérarchique, deux polygones sont soit mutuelle-
ment invisibles — et donc n’interagissent pas — soit au moins en partie visibles I'un de
I'autre, et‘€hangent donc de I'énergie. Nous introduisons une deuxidassification :
une paire de polygones est saihnue, soitinconnue, suivant qu'on posske sur elle
des informations ou non. Les paires connues sont celles pour lesquelles oft @onnal
nature de l'interaction. Initialement, toutes les paires sont donc coBegleomme in-
connues.

A chaque iteation, toutes les paires inconnues sont exaesneon compare
d’abord la radiosité des deux polygones avec un sgjil,Si les polygones sont suffi-
samment elaires, on teste s'ils se font face (ce qui peut se faire en temps constant). Si
non, la paire est consice® comme connue, et on né engas de liens. Si oui, on calcule
une approximation du facteur de forme (sans tests de visj@liten compare le pro-
duit de la radiositet du facteur de forme aveg, . Si le test est concluant, on marque
la paire comme connue et on calcule la visibititetuelle des deux polygones. Suivant
le resultat du test de visibiliteon cree ensuite un lien reliant les deux polygones.

Onvoit que les tests de visibilitgont lieu qu’une fois que la‘désion de classer la
paire comme connue géprise. Une paire de polygones n’est connue que lorsque qu'un
lien a‘d@é établi, ou lorsqu’il est dmontré que les deux polygones sont mutuellement
invisibles. La figure 3.4 montre une version en pseudo-code ipbanitiale et d’'une
itération de 'algorithme original [17], et la figure 3.5 I'équivalent pour I'algorithme
proposeci.

Stocker le statut connuef/inconnue de toutes les paires de polygoressite
M bits de mienoire. Ce courepresente 62 ko pour une soe d’un millier de sur-
faces intiales, 25 Mo pour vingt mille suaces. Ce ctyeut devenir prohibitif pour
des scres fellement complexes;; il est cependant comparable atigiobal de I'al-
gorithme,O(m?® 4 Nm), et pour des scénes de plusieurs dizaines de milliers de poly-
gones, c’est sans doute 'ensemble de I'algorithme de visibilité qu’il faudrait revoir, par
exemple en introduisant des méthodes de typstering, regroupant les objets avant
de les lier les uns aux autres (voir Sillion, 1994 [36, 37]).



Etapeinitiale
pour chaque paire de polygone®,q)
s petqgsont face a face
s p etqsont mutuellement visibles
lier petq
Iteration
pour chaque polygonep
pour chaquelien | quittantp
S Bx F > Erefine
raffinerl
pour chaquelien| quittantp
recevoir I'energie propagee le long be

FiG. 3.4 —Algorithmeoriginal.

Etapeinitiale
pour chaque paire de polygone®, q)
marquerp,q) comme inconnue
Iteration
pour chaque paire de polygone, q) inconnue
Si Bp > Elink OU Bq > Elink
s p etgsont face a face
calculer le FF sans tests de visibilite
si Bx F > gjink
marquer p, q) comme connue
Calculer la visibilite
Si p etg sont visibles
lier petq
sinon marquer(p,q) comme connue
pour chaque polygonep
pour chaque lien| quittantp
S Bx F > €efine
raffinerl
pour chaque lien| quittantp
recevoir 'energie propagee le long He

FiG. 3.5 —Pseudo-code pour notre algorithme.
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Le seuilg;,, employedans le critee de cfation des liens n’est pascessairement le
meéme que le seut ;.. employé pour raffiner les liens @ecreés. La principale source
d’erreur de notre algorithme est une balancergeique fausse. Comme I'eergie est
transfeée le long des liens, un polygone qui n'a pdé k& a tout I'environnement
conserve par devers lui de I'énergie, qui n'est pas propagée dansa sce

A la fin du processus de raffinement des liens, lorsque le prBéuitevient infe
rieur a&.me ON Cre un lien qui sera utilispour propager I'énergie du polygone. En
revanche, quand deux polygones ne sont pas liés parce que leur BBdst infe
rieur ag;,, toute I'’énergie qui pourrait étre propagsuivant le lien qui les relierait est
perdue. Il est donc’messaire de choisif, < Eefine-

Par ailleurs, le simple fait de ne pasereertains liens et donc de ne pas calculer
certains facteurs de forme compromet naturellement le bilenggique de la scee.
Pour mesurer I'inteét réel de la modification proposée, nous devoita fois calculer
le temps qu’elle permet de gagner, et la perte deipi@n qu’elle introduit sur le plan
énergeique. Cette perte dieergie doit notammeritie compare avec la perte de l'al-
gorithme avant la modification : les deux quargisent-elles comparables — auquel cas
la maodification est’lgitime — ou y a-t-il une perte suppieentaire de prasion apptre
ciable introduite par notre modification?

Le resultat dgend naturellement des parames du problme, et en particulier de la
fonction utilisee pour approximer le facteur de forme. Avec une approximation point-
disque, nous trouvons que la modification de I'algorithme n’introduit pas de pertes de
précision suppkmentaires (voir figure 3.2).

Si la perte de presion se trouve étre appréciable (dans des condifictatdir),
la solution que je propose est deaiglir le bilan‘@mergeique en introduisant un terme
ambiant similaire @elui proposé par Cohen en 1988 [6], calcafgrtir de 'ensemble
de I'energie extdentaire dans la sne, et qui serait redistribeaux diffeents objets.

Nous avons vu que la somme des facteurs de forme portés par les liens qui quittent
un objet est théoriquemergale aun. Si, dans la pratique cette somme est diffice de
un, c’'est parce que les liens qui n'ont pas @ees acause de notrevaluation pares-
seuse font défaut. On peut considérer que I'objet consalane partie de somergie
gu'’il ne peut diffuser, et qu'inversementil y a une partie daémie pfeente dans la
scaene gqu'il ne peut recevoir.

On commence par calculef Hergie adiffuser dans la seee : c’est la somme, pour
toutes les facettes, de€ Hiergie qu’elles n'ont pas pu diffuser, calcelen prenant la
différence avec un de la somme des facteurs de forme, et en multipliant par la fadiosite
de la facette et par son aire.”biergie non diffuée pour une facette est:

Ep=(1- Fpq)BpAp
q
et pour 'ensemble de la Soe, I'energie qui reste diffuser est:
p

L'énergie adiffuser est divisSe par la somme des aires des objefspnts dans la
scee, ce qui nous donne la radiosité de notreetteur fictif :

_ ‘E
pPp

B
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La redistribution est aussi bassur la somme des facteurs de forme, contrairement
ace qui est proposé dans Cohen, 1988 [6]. En effet, si la somme des facteurs de forme
d’'un objet est gale aun, ses échanges avec le mondé mate sont correctement mo-
ddisés, et nous ne voulons pas modifier sa radicsitec notre terme ambiant.

Chaque objet ragit donc le terme ambian®, multiplié par la diffeence entre 1 et
la somme de ses facteurs de forme:

dB= B(1- %qu)

Ce qui revient a dire que I'on teeun‘anetteur fictif, de radiosité, et tel que le
facteur de forme entre lui et une facefteoit ggal a(1— 3 ; Fpq) . De la sorte, la somme
des facteurs de forme pour chaque facette estlgjahaain.

Ce terme ambiant, comme celui de Cohen, 1988, n’est utilisé que lors de I'affichage
de la scee, aprs la fin des calculs d’'une itération. Il n’est pas utililsms les transferts
d’énergie entre facettes.

3.6 Raffinement excessif

La quatrieme observation importante tirée de notre analyse de I'algorithme de ra-
diositehiérarchique est la subdivision excessive qui se produit, partreutient dans
les zones totalementkairees. Ce dernier point est pluSlidat aquantifier que les deux
autres. Pour lillustrer, prenons une vue de lace Salle ananger », et du maillage
(voir figure 3.9) calcul@ar I'algorithme de radiositeiérarchique : on voit que les fron-
tieres des ombres ofntécorrectementehantillonnées, mais que sur le mur, on observe
un maillage tre fin. On peut penser qu'’il y a eu sakantillonnage par rapportiava-
riation de la radiosit@ cet endroit.

Ce raffinement excessif est produit par la natufenmele I'oracle de raffinement
utilisé; le raffinement est uniquement base la taille du facteur de forme, multiplie
par la radiositéransportée. Or il peut arriver qu’on ait une valeur du facteur de forme
precise bien qu’eevee. Dans l'idell, il faudrait pouvoir mesurer I'erreur produite sur le
facteur de forme lui-rirae, et baser I'oracle de raffinement sur cette erreur (voir cha-
pitre 6).

Une mesure applicable simplement et sans calculer de nouvelles gsiffatiteurs
de forme ou leurs devées) est de mesurerposteriori le bien fondedu raffinement
decidepar I'oracle — quel qu'il soit — en calculant I'information app@tear ce raffi-
nement.

Sil'on considee deux #mentsp etq, qui interagissent. Le lien bi-directionnel qui
les relie porte deux approximations de facteurs de fofipgandr, p. Si nous raffinons
ce lien en subdivisarg en @éments plus petitg;, d'aire A; (en utilisant par exemple
un quadtree, ou un BSP-Tree), Idid@ion méme du facteur de forme:

1
Fuv=+ G(dAy, dA,)dA dA, 3.4
= ] cloA.dA)dA 34)

ou G est une fonction exprimant Id gendrie relative des léments de surfacdA, et
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dA, entrdne que les nouveaux facteurs de formgfient les relations:

1
Fpa = A > AFp.g (3.5)
|

Fop = D Fan (3.6)
|

Naturellement, ces relations ne concernent que les valeurs exactes des facteurs de
forme. Cependant, elles peuvéitesutilisees pour comparer, ageaffinement, les
nouvelles valeurs du facteur de forme trouvées avec les anciennes valeurs connues, et
ainsi deerminer si le raffinementait justifieou non, au vu de I'information qu’il ap-
porte.

Ainsi, si les nouveauf, 4 sont peu différents les uns des autres, si la somme des
Fo,p €St proche de I'ancielR, p, et si de plus la moyenne dEg o est proche de I'ancien
Fp,q. alors ce raffinement n'avait pas d'utilité. Dans ce cas, on annule l'interaction, et
on forcep etgainteragir au niveau actuel, puisqu’il semble que les approximations du
facteur de forme soit suffisamment pises.

Evidemment, cet algorithme de réduction du nombre de liens ne peut s'appliquer
de faon sire que dans des situations de visibilité totale entre les facettes: sinon, une
apparentégalitedes facteurs de forme pourraifire due qu’au hasard des diféats
obstacles.

Sil'on choisitde noteF, , notre estimation courante du facteur de forme entre deux
élémentsy etv, et si nous voulons raffiner umémentp en ‘@émentsp;, nous notons:

1
Foa = a; (iAFpa)  Fop = JiFgp

et I'on raffine effectivemenp si I'une des conditions suivantes est vraie :

Fmax_l:min Fmax_l:min

p.g p.q 9.p q.p

Fmax Z Ereduce Fmax Z Ereduce
pg q.p

Foq—Fal FagFus)

pg— " P9 P~ 9P

F! Z Sreduce [=i] Z Sreduce

q.p

La décision d’annuler le raffinement d’unlien est basée uniqguement sur des facteurs
geomdriques. Des lors, elle peut étre consiecomme permanente : si le raffinement
a @éerefuseune fois, il le sera goutes les @pes successives. On peut donc marquer le
lien comme «ane pas raffiner» pour toute la suite des calculs.

Naturellement, il est aussi possible d’utiliser un getde raffinement du stylg- :
on multiplie les diffeences calcules par la radiositde I'emetteur, et on compare le
résultat avec le seud.q... Dans ce cas, il faut testemmuveau a chaque' itgtion s'il
faut ou non raffiner le lien concerné, puisque sa radi@spia @re modifies.

Pour vérifier si le raffinement d’un liettat justifig il a fallu calculer les facteurs
de forme approchés pour tous les enfants du pptélonc, si cette ridode ne permet
d’éviter qu’un seul niveau de raffinement, le temps de calcul sera sensibleyatate
gu'’il serait sans utiliser notre ctite de simplification. En revanche, le gain ermuare
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sera toujours pient. Mais si laréuction du nombre de liens se produit suffisamment
en amont, plusieurdapes de raffinement peuvetitesainsi &itées.

Une implanentation de cet algorithme a mohuee réduction significative du
nombre d'ééments dans les quadtrees, ainsi que du nombre de liens (voir figure 3.6),
et une réduction gErement plus faible du temps de calcutause du ctides facteurs
de forme suppimentaires (voir figure 3.8).

3.7 Reéaultats

3.7.1 Evaluation paresseuse

Lafigure 3.10 montre la imee sc@e que la figure 3.9, mais les calculs otiteffec-
tues en utilisantla stratge decrite dans la section 3.5. On remarqgue que les deux figures
sontimpossiblesa distinguera I'eeil nu. La figure 3.10 morgedement les différences
entre les deux images. Ickbelle des couleurs pour la figure des difieces d & mul-
tipliée par huit par rapport aux images calculées. Les zones noires correspopagnt a
d’erreur du tout, les zones blanches les plus claires de I'image a une erreur de I'ordre
de 10 %.

3.7.2 Réduction du nombredeliens

Pour mesurer I'efficacitéu critae de feluction des liens, nous avons calcieeap-
port du nombre d’Ements dans la hrarchie avec ce crite et du nombre diément
avec l'algorithme original. La courbe de la figure 3.6 montre I'évolution de ce rapport
avec le nombre d'it@tions. Le nombre moyen de facettésé@ean gros divisear deux
pour toutes les scenes de tests. La figure 3.7 montre le méme rapport pour le nombre
de liens. Cette'gtuction gaerale du nombre d’objets nécessaires pour résoudre le pro-
bleme d’elairage entrane une rduction similaire de la place m@ire nécessaire pour
I'algorithme, rendant ainsi plus accessibles les calculs sur des scenes avatiewno
polygones.

La figure 3.8 illustre le rapport entre les temps de calcul de I'ancien algorithme et
ceux avec le nouveau critede raffinement. La diction du nombre de lierssposte-
riori a un effet tfg visible sur le temps de calcul, avec des &e¢ions supgeures’a
50%.

La figure 3.11 montre les calculs effetsupar I'algorithme avec réduction du
nombre de liens. On voit une nette diminution du nombre de facettes, alors que I'image
finale est tte semblable dimage originale (figure 3.9). La figure 3.12 montre la dif-
férence entre les deux images, avec [amaézhelle de couleurs que la figure 3.10.

Comme une partie des diffences est due lalgorithme d’evaluation paresseuse
des liens de haut niveau, la figure 3.12 montre aussi lardifte entre I'algorithme
avec évaluation paresseuse et I'algorithme avec évaluation paressiglsetion des
liens. On peut voir que I'erreur introduite par la réduction des liens esfaible.

3.7.3 Tempstotal decalcul

Les temps de calcul sont'sents dans le tableau 3.3. Comme prévu, I'algorithme
a d@é acceére de faon significative, en particulier pour des scénes complexes. Pour
toutes nos seees de test, dix it@ations avec une évaluation paresseuse des liens de haut
niveau ont pris moins de temps que la pramiération avec I'algorithme original. En
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—o— Chercheur

100 —o— Stagiaire
90 —e— Salle a manger
80 —=— Hévéa
70 —a— Bureau
60
50+
40 1
30 S
20+
10+

0 } } } } } : : } +> |térations
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

FIG. 3.6 —Pourcentage du nombre d’ & éments conservés aprés la réduction.
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—u— Stagiaire
—e— Salle a manger
—u— Hévéa

—&— Bureau

FIG. 3.7 —Pourcentage du nombre de liens conservés aprés la réduction.
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100 —e— Salle a manger
90 —o— Stagiaire
80 —o— Chercheur

70
60
50
40
30
20
10

0 } } } } } } } } > [térations
0]

—u— Hévéa

—24— Bureau

FIG. 3.8 —Rapport des temps de cal cul avec et sans la réduction.

utilisant conjointement la’ cuction du nombre de liens et Valuation paresseuse, on
arrive aproduire une image utilisable en quelques minutes, méme pour lessslas
plus complexes de notre test.

TAB. 3.3 —Temps nécessaire pour dix itérations (et temps nécessaire pour produirela
premiereimage).

| Nom | n | Algorithme Original| Evaluation paresseuse. | et Raduction |
Bureau 170| 301s (242s) 287s (234s) 43s (3059)
Salle'aManger| 402 | 4824 s (4191 s) 4051 s (3911 s) 657s (5525)
Chercheur 1006| 587s (378s) 377s (191s) 193s (5959)
Stagiaire 1647| 1017 s (752s) 514s (277s) 270s (1015s)
Hévéa 2355| 4253 s (2331s) 1526 s (847 s) 543s (1225)
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FiG. 3.9 —La sallea manger avec I’ algorithme original et e maillage produit.

FIG. 3.10 —La salle a manger avec |’ évaluation paresseuse, et |a différence avec 3.9.
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FiG. 3.11 L asalleamanger avec réductiondu nombredeliens, et le maillageproduit.

FiG. 3.12 -Differenceentre 3.11 et 3.9, a gauche, entre 3.11 et 3.10 a droite.
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FiGc. 3.13 —Bureau et Chercheur : deux modéles de bureaux.

FIG. 3.14 —Sagiaire et Hévéa : deux scenes plus complexes.
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Deuxieme partie

Lecontroledel’erreur en radiosité
hiérarchique
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4,

Notions sur lesfonctionsde plusieurs
variables utiles pour les calculsde
radiosité

R chacun des objets composant larsgda radiositeest une fonction qui de

pend de la position du point consiéel’étude des variations est importante

pour juger de la qualitde la disctésation effectuée. Comme la radidsist
définie sur un objet tri-dimensionnel, on ne peut pas utiliser la notion classiqligide de
vée que I'on utilise pour les fonctions normalesRidansR . Cependant, les notions de
derivée, et méme de déries successives, samdent parfaitement, comme nous allons
le voir, aux fonctions dépendant de plusieurs patagse

De telles notions apportent toujours une information précieuse sur le comportement
local de la fonction étudiée : ses variations, sa convexité et donc sa position par rapport
au plan tangent, etc. De plus, dans certains cas, les valeurs deigésslen quelques
points permettent de déduire des informations valables sur tout unintervalle, ou sur tout
un polygone.

4.1 Travaux antérieurs

L'idée d'utiliser les devées de la radiositpour anidiorer la qualifede la modé-
sation n’est pas nouvelle; on peut voir, par exemple, les travaux de Vedel [44] et ceux
de Ward [45], publiés en 1992, sur diffmtes maniees d'utiliser le gradient de la ra-
diositeet de I'approximer. Voir également le livre de Cohen [7], qui contient us tre
bon resumedes diffeents critees de raffinement possibles, baisar les dérives de la
radiosite

Le premier calcul exact des ideées de la radiosita &é effectuepar Arvo, en
1994 [3], pour desraetteurs constants, en’pexnce d’'obstacles. La quantitalcules
n'est pas directement le gradient de la radiositele feepteur, mais le jacobien du
vecteur d’irradiance, ce qui est plusngeal.

Une idee plus subtile est celle de Michelin, en 1994 [2, 29], qui utilise, non pas les
derivées de la radiositenais la valeur exacte deSridees du facteur de forme, pour en
déduire rapidement une approximation du facteur de forme dans toutes les directions.

Pour ses premieres sections, ce chapitre rappelle quelgues résultats bien connus sur
les extensions de la notion de dérivation aux fonctions de plusieurs variables (gradient,
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jacobien, hessien, divergence, rotationnel). J’emprunte les notations et formules utili-
seesaSchwartz [35] ainsiqu’a des sources personnelles[46, 31]. Les sections suivantes
montrent comment il est possible de calculer Iésvies successives de la radidsite
(section4.6 et 4.7), quelle que soit la configuration. Enfin, nous verrtaseation 4.8,
comment l'utilisation formelle des opateurs de divation (gradient, rotationnel) per-

met de simplifier I'eriture de la radiositda encore dans tous les cas de figure.

4.2 Lanotion dedérivéeen dimension n

La deivée est dénie pour les fonction$ deR dansR comme la limite, lorsqu’elle
existe et qu’elle est unique de la fonction:

f(x+h)—f(x)
h

La notion s’étend naturellement aux fonction de plusieurs variables : on dit que la fonc-
tion f(U) admet une dévée dans la directiofi lorsque

f(U-+hv) — f(0)
h

admet une limite et qu’elle est unique.

Un cas naturellement intessant se présente lorsque la fonctf¢d) admet une
limite dans toutes les directiodsUn cas encore plus ifteessant est lorsque toutes ces
derivées sont lies entre elles. Notamment lorsqu’elles sont toutesidibles de/ par
une fonction linéaire. On dit alors que la fonctid(t) estdifférentiable.

Si f(U) est deR" dansRP, la deivée de f(U) dans la directiorv est un vecteur
deRP. Si f(U) est diffeentiable, cette devée se dduit deV par une transformation
linéaire.V est un vecteur dB", donc cette transformation liaige ne peutte qu’'une
transformation linaire deR" dansRP. Un telle transformation lirere a une notation
naturelle sous forme d’'une matricendignes etp colonnes. On appelle cette matrice
le Jacobien de f end.

Le Jacobien, lorsqu’il existe, correspondaamatrice des dévées partielles de
f. Ainsi, I'élémenti x j du Jacobien est la’dgée suivant la ¥coordonne de la
j€coordonnée de la fonctioh Le Jacobien d’'une fonctioh deR" dansRP s’écrirait
donc:

of1(P) . of1(P)
0xq 0Xn
J= : . :
afy(P) L afy(P)
0x1 O0Xn

Le Jacobien est uné geralisation de la notion de’d&ée qui conserve les proprie
tés habituelles de la’diwée : ainsi, si la variation d’'une fonction dans une direction
peut étre approxifeeen utilisant le Jacobieh:

f(U+hv) = f(0) +hIV+O(h?)

L'application:
g(V) = f(U)+JIv
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FiG. 4.1 —Exemples de fonctions non-différentiables.

est appé€le application linaire tangente &. C'est une application liredre, et sa diffe
rence aved est enO(||v||?), comme on peut le voir plus loin, par exemple figure 4.2,
ou aussi figure 5.6.

Ainsi, si une fonction est diffentiable en un point, sa représentation est «lisse ».
Inversement, si une fonction n’est pas diéfetiable en un point, alors elle argeale-
ment en ce point un «pic» ou une «créte» (voir figure 4.1).

4.3 Quelques cas particuliers intéressants: gradient, rota-
tionnel et divergence

Lorsque la fonction considee est’avaleur dan®R: f : R" — R, le Jacobien se
réduit aune matrice a lignes et 1 colonne, donaum vecteur d&". Notons ce vecteur
G.Onaalors:

f(U+ hv) = f(0) +hG-V4O(h?)

C’est-adire que le produit matriciel s’est transformé en produit scalaire de deux vec-
teurs. Le vecteu® est appélgradient de f au point.

Le gradient est donc I'expression de la différentielle pour les fonctions d’un espace
vectoriel a valeur dari®. On a I'habitude de le notétf (). L'application linaire tan-
gente devient dans ce cas:

g(V) = f(W) +V-G

g définit le sous-espace tangent a la fonction, donc le plan tangent larsg@evoir
figure 4.2). Le gradient diit & la fois le plan tangent a la fonction et la ligne de plus
grande pente: c’est dans la direction du gradient que la fonction varie le plus.

Lorsque I'on a une fonctiof deR3 dansR3, on introduit deux quantités supple
mentaires : le rotationnel, iofex f et la divergence, noge]- f :

afy(m)  ofy(0)
£ afazu af%)

Ox f(oy=| 20 _ okl
af () afy(d)

af(0)  afy(0)  af,(1)
R oy T oz
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gradient

FIG. 4.2 —Le gradient définit un plan tangent.

Ces deux quanfisont leur origine en mécanique des milieux continus, ou elles servent
aexprimer les variations d’un milieu, d’un fluide : le rotationnel exprime combien les
particules de fluide tournent autour d’'un point, la divergence exprime la variation de
volume des particules de fluide.

En ce qui nous concerne, les expressions du rotationnel et de la divergence n’ont
plus de significations physiques simples dans les expressions que nous manipulons.
Néanmoins, elles restent des outils excellents pour manipuler les formules comprenant
des fonctions gemdriques.

En mecanique des fluides, une fonctiér) deR3dansR, s’appelle urchamp, ou
un champ scalaire. Une fonctiditF) deR 3 dansR S s’appelle un champ vectoriel.

Lorsqu’un champ vectoriel a une divergence nulle, alors il peut s’exprimer comme
le rotationnel d’un autre champ vectoriel :

O-f=0=3V,f=0xV

De la miene maniee, lorsqu’un champ vectoriel a un rotationnel nul, alors il peut
s’exprimer comme le gradient d’'un champ scalaire.

Ox f=0=3U,f=0U

Lorsqu’on a affaire a@es intégrales de champs vectoriels ou scalaires, il fisat-e
utile de conndre les theremes de Stokes et d’Ostrogradsky. Lédtene de Stokes
dit que le flux du rotationnel d’'un champ vectorielravers une surface egga ala
circulation de ce champ sur le contour de la surface::

]{:a-dz:/s(mxa)-dé 4.1)

Le theoreme d’Ostrogradsky est assez proche:

](Udz: —/DU « d§ 4.2)
C S
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En fait, ces deux thmemes sont équivalents 'unlautre. Il est tres simple de de
montrer la formule de Stokegartir de celle d’Ostrogradsky, €tiproquement. Nous
verrons plus loin (section 4.8 et chapitre 10) comment ces deux formules peuvent per-
mettre, dans certains cas, de simplifier I'expression de la radiosite

4.4 Lesdérivéeessuccessives

Pour une fonctiorf deR"dansR P le Jacobien] est une application lirere deR"
dansRP.

Si f est deivable en tout point de son ensemble de définition, le Jacobieri freut e
défini comme une fonction de@" dansRP x R".

De la miene maniee quef, J peut admettre une”dgée suivant un vecteur, voire
étre différentiable. La diffeentielle d’une différentielle est une application” ke H
qui atout vecteuiassocie une application liageH (U), approximation de la variation
deJ dans la direction. De telles applications sont dites bilaiees.

Ona ainsi:

J(V+htl) = J(V) + hHT+ O(h?)

Donc, si une fonction est deux fois différentiable en un point donné, on peut ap-
proximer sa variation dans une directidpar une formule du second ordre :

f(U+ V) = f(0) +hIV+h?(HV)V+O(h®)

Pour éviter la redondance de la notat{tV)V, on préere souvent noter les appli-
cations bilinéaires sous la form&HV (naturellement, I'expression matricielle ée
n'est alors plus la iree). Dans ce cas,

f(U+hv) = f(0) +hIV+h?'VHU+ O(h®)

L'application bilineaireH se nomme I¢dessiende f au pointu, tout commeJ s’ap-
pelle le Jacobien.

Dans le cas d’'une fonction d’'un espace vectoriehkeurs felles,f : R" — R, le
Jacobien se it aun vecteur; le Hessien est une application baine deR" x R"
dansR. Ces applications bilireéres ont une notation matricielle ? l@menti x j de la

. H 2 ml 2
matrice du Hessien est larilee a;’iaij :

31 (P) %1 ()

aXlaX;[ 6x16xn
H=|

3%t (P) %1 ()

0Xn0X%q 0Xn0Xn

Lorsque le Hessien existe, il estaessairement syitrggue, acause de la formule
de Schwartz:
0%f(r)  0%f (1)
ox0x; 00

La principale utilisation des divées successives est pour encadrer les fonctions
étudiees, en identifiant leurs maximums et leur minimums. Il @&tent qu’en un maxi-
mum ou un minimum, si la fonction est difemntiable, alors sa diffentielle est nulle.



62

Cependant, cette condition n’est pas suffisante: il existe des poitasdiiférentielle

est nulle sans que la fonction ait d’extremum.
En revanche, si la diffentielle est nulle et si le Hessien est défini positif, albrs
admet en ce pointun minimum local. Si le Hessien est défgatie alorsf admet un

maximum local.
Sile Hessien n’est ni'dimi-positif, ni ddini-négatif, alors on ne peut pas conclure.

Pour étudier la position de la fonction par rapport a son plan tangent aurpomt
éudie en fait:
g(0) = f(F+d)—Ja

g est ddinie, deux fois diffeentiable. Sa diffeentielle en 0 est nulle. Son Hessien
en O est celui dd. Sig admet un minimum relatif en 0, alofsest au dessus de son
sous-espace tangent en 0gZidmet un maximum relatif en 0, alofsest en dessous
de son sous-espace tangent en 0.

Donc:

— Sile Hessien dé est ddini-positif au pointr, alorsf est au dessus de son sous-
espace tangent sur un voisinage du point

f(F+0) > f(F)+Jd

— Sile Hessien dé est ddini-négatif au point’, alorsf est en dessous de son sous-
espace tangent sur un voisinage du poivoir figure 4.3):

f(F+0) < f(F)+Jd

— Sile Hessien dé n’est pas dfni, alors on ne peut pas conclure. Emgeal, la
fonction traverse son sous-espace tangent suivant deux droites (voir figure 4.4).

plan
tangent

=

Z
e

555555550 5 7

222>
RS
7 72755827 Z
2752 5
ZZHR A TAZA
L7 7A7H

FIG. 4.3 —Casd'un point ou le Hessien est défini-négatif.

Des conditions définies seulement au voisinage d’un point n’ont pas vraiment d’uti-
lité pour une étude globale de la fonction. Heureusement, cette piéogpeigaeralise :
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2552
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FIG. 4.4 —Cas d un point ou le Hessien n’ est pas défini.

s’il existe un convexe sur lequel le Hessienfdsit défini-positif, alors sur ce convexe

f estau dessus de tous ses plans tangents. Mieux encore, sur tout triangle inclus dans le
convexef esten dessous du plarcaat déini par ses valeurs aux sommets du triangle.

On parle d’'une fonction convexe. Voir figure 4.5 un exemple de fonction convexe.

oSS

== <S>
_
s

'Ians tangents

FiIG. 4.5 —Une fonction convexe est au dessus de ses plans tangents.

Inversement, s'il existe un convexe sur lequel le Hessieh seit ddini-négatif,
alors sur ce convexé est en dessous de tous ses plans tangents, et au dessus de ses
plans Seants. On parle d’une fonction concave.

45 Casparticulier desfonctionsde deux variables

Le cas auguel nous nous intéressomeggdement est celui de I'interaction d’objets
surfaciques, et non volumiques. Dans ce cas, deux variables suffisent pour désigner tous
les points de la surface. Sur un objet donmaus pouvons donc consiee la radiosite
comme une fonction de deux variablastv.
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Dans ce cas, le Jacobien s’exprime comme un vectdaug coordonies :

ptdnt

Etle Hessieh, comme une matrice 22 :

-

92 f 92 f

H= gu(zr) augv :} r-s
f(m (N 20 s t
oudv ov2

On distingue alors quatre cas:

1. rt—s® > 0 etr < 0: H est déinie nagative, f est concave, donc au dessous de
son plan tangent;

2. rt—s?>> O etr > 0: H est déinie positive,f est convexe, donc au dessus de son
plan tangent;

3. rt—<?> < 0: onest en pgreence d’un col, et la fonction traverse son plan tangent
suivant deux droites;

4. rt—s? = 0: on ne peut conclure safiidier les devées successives.

Naturellement, ces selltats sont indépendants du systeme de coordonnées ortho-
normées choisies pour paraime I'objet gudié. En effet, un changement de base de
matriceP donne’af un nouveau JacobielP, et un nouveau HessiéRHP. Si P est
orthonorme, P = P~1. Orrt — & est le déerminant deH, qui est évidemment inva-
riant par changement de baserSi s? est positify ett sont de méme signe. Ce signe
est aussi celui des deux valeurs propreside

4.6 Application alaradiosité
La radiositeest déinie comme la solution de’lguation intgrale 2.11:

B9 = £+ P09 | B2 F v yjay

yes T2
Ou encore, en utilisant I'opateur infgral #,
B(X) = E(X) +pa(X) (#B) (X)

Cette guation ne dénit B(x) qu’en fonction deB(y). On ne peut gue en tirer
une expression des iileées deB(x) que sous forme de solutions d’une autre équation
intégrale.

Cependant, on peutngulariser un instant donné du processus dedletion ite
rative. Acet instant, on a une connaissance approximative de la rddBisiteCette

1. Ces notation$p, q,r,s,t) sont des standards pour les fonctions de deux variables. Voyez notamment
Schwartz, 1992 [35]
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connaissance de la radiositgpend naturellement d’une certaine digization du pro-
bleme — quelles que soient les fonctions de base que I'on utilise (linéaires, polyno-
miales, ondelettes). En ce qui concerne laaeposition de la radiositguivant cer-
taines fonctions de base, on peut consulter Troutman, 1993 [43], Zatz, 1993 [48] et
Schrader, 1994 [32]. On peut alors vouloir dctEr aune approximation des deées
de la radiosite- sous les mémes hypothéses de dtgaton, bien Su

La dérivation est un opateur linaire : la deivée def + g est’'gale da daivée de
f plus la deivée deg. Le transport de lumie est’'galement un processus laiee : la
fonction de radiositsur une surface est la somme des contributions de tousies e
teurs de la saee.

Pour conndre la deivée de la radiositen un endroit, il suffit donc de calculer la
somme des desées des contributions de tous leaetteurs.

Or la deivée d’'une contribution est aisément calculable. Supposorisnatteur
A, et un feepteurd; (voir figure 4.6). La radiosité en un poixisurA; est uniquement
dueah,:

cosP; cosH,

dA 4.3
I e (4-3)

B = (9 + 5 [ By)Vxy)

FIG. 4.6 —Géométrie du probleme.

La fonction de visibiliteV(x,y) n'est pas devable, puisqu’elle ne peut prendre
pour valeurs que 0 ou 1: elle n"'est méme pas continue.

Mais on peut dplacer le problme : sil'intégrale de 'quation 4.3 porte sur la partie
Ay(x) deAy qui est visible de, alors la définition de la radiosSigairA; peut s'erire en
fonction de:

B(X) = E(x) + 2 B(y)m

dA,
T A (x) [Ir12/]2
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En regle gérieale, Ay(x) est une fonction thévable dex, sauf sur les points dui+e
cepteur ouleux afeées de la saee sontvues comme la'me afée, que ce soitdes des
de I'emetteur ou des ates des obstacles.

LorsqueAy(x) est deivable, la deivée de cette expression de la radiositévant
un vecteulw s’exprime comme::

dB dE
ﬁ(x) = W(X)

p / d (coselcosﬁz) d ( / ) cosH; coshH,
= By)=| —————= | dA+ — B(y) ————=dA
P e L UL

Autrement dit, la dgvée suivant un vecteur de l'ingeale sur une surface d’'une
fonction est la somme de l'ingeale sur la surface de la e de cette fonction et de
l'intégrale sur la variation de la surface de la fonction.

Ce qui peut se voir autrement en corisée que I'infgrale est un ofpateur li-
neaire. Sij'appellel I'opérateur linaire :

I(x) 1 gy) = % ot g(y)dy

et f(x,y) la fonction:

cosB; cosH,

P00y = BY) =

Alors il est clair que B(x) = E(x) + I(x) f(x,y), et donc que:

dB dE df drl
M= WX G xy) + 5 fxy)
Sil'on s’intéresse au gradient de |a radioséesiJ( /4, ) désigne le jacobien de
I'opérateur d’inf@ration surAy(x), alors:

OB(x) = DE(X)+

p / g D(coselcosez) A ( / ) cosH; cosd, ]
= " +3J B(y)—————2dA, | (4.4
L B0 (a3 (), ) B0 om0

De mime, sil'on s'infeesse au Hessien @x), noteHg(x), on a:

Hg(X) = He(X)+
p

- H7dAHf,dA2J/)BDf,dA]4.5
n[/AZ(X) 1Y) dAe+Hp  T(xy)dA+ (AZ(X) (y)Of (x,y)dA2|(4.5)

Nous verrons plus loin (chapitres 8 et 9) un exemple de calcul effectif du Hessien.
La convexitedeB(x), qui dgpend du deerminant du Hessien d&(x), n’est pas li-
néaire. La somme de deux fonctions convexes est certes convexe, la somme de deux
fonctions concaves eSgalement concave, mais létdeminant du Hessien dg(x),
rt— s n'est pas la somme destdeminants des dpateurs qui composent le Hessien.
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4.7 Calcul des dérivées successives de la radiosité pour un
émetteur quelconque

Les@uations 4.4 et 4.5 se simplifient quelque peu lorsquedtteur et le teepteur
sonten situation de visibilitetale, c’est aire lorsqu’iln’y a pas d’obstacles entre eux.
Dans ce cas, l'iigrale porte sur toute la surface defietteurA,, et ce terme ne varie
pas en fonction de la position de

Onadonc:

p ) cosB; cosb,

dA,
/A, [Ir12/|2

Dans ces conditions, le gradient de la radiosité s’exprime comme :

p

Dmmzmam+ﬁAmWD@§&9§%d&
2

[Ir12/]2

Le terme sous le gradient'atérieur de I'integrale ne dpend pas d8(y) ; on peut
le dériver formellement :

M2-01)Np+ (F12- fz)Ny — 4r12C0801 COSO
0B = DEX) + 2 [ By) (( 12-Th) Nz + (T12- M) 1= 412005 2) dA,
/A, a2
L'expression du gradient obtenue ainsi permet de calculer le gradient en toutes cir-
constances.
De la niane maniee, on peut calculer le Hessien Be

HM@:HQ@+%/

cosH; cosez) dA,
Ay

[Ir12]|?

Bk

Le calcul pratique d’'un Hessien se fait simplement en calcularitriaéeseconde
d,(T, V) suivantdeux vecteurs, puis en exhibant ufrapeirH tel que :dy(T, V) = '0HV.
Dans notre cas, on aurait une combinaisofdireede termes de la fornta- o) (b- V) +
(8-V)(b- ) et de termes efi-V, les coefficients ne ‘grendant pas dé, ni dev. Ces
deux termes se traitent amsent :

g-v = ‘ov="'alv
(@8-t)(b-v) = (‘o8 (‘ov) = "u(ab)v
- ay axby axby acb,
az azx  ady ahb,
(8 0)(B-9)+(@ Wb 0 = ‘u@b+bav="0Qabyv

On choisit de note€)(&, b) la matriced'b+ b'a pour simplifier les écritures. On
remarque qué&(d, b) est naturellement syitreque.
Dans notre cas, la formule compdedu Hessien lorsque la visibilitsst complee
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s’écrit:
H B(X) = H E(X)

L 4p B(y) (T12-y) (T12-Tp)

3Q(F12,T12) — 1 )dA
T, ToE (3Q(M2,T12) — 1)dA,

- (/A B(y)i(rlz'ﬁl)rlszzvﬁz)
2

T [Ir12//®

Ay

T [Ir12]|®

- ( [ B(y)ﬁdAz) Q(Fi, )

T

On notera que les deux Kdeations formelles effecties ici sont indépendantes de
toute considération si. Elles peuvent dondee utilisees dans tous les cas pour calcu-
ler le gradient et le Hessien de la radiosité en un point. Par exemple, si I'on utilise une
base quelconque de fonctions (laes, polynomiales, ondelettes), il suffira de calculer
le gradient et le Hessien pour chacune des fonctions de hasguellement en faisant
un calcul approchdes intgrales.

Onremarque aussi que dans la plupart des calculs, il est possible de calculer d’abord
une simple intégrale vectorielle, avant d’en tirer la forme matricielle du Hessien. La
principale difficulfeest le calcul de I'intgrale aved(F12,T12) = 2F15'F1,. Sion aune
param¢risation dery, SUrAy:

f12=To+ua+ VB
alors,
P12T12 = Fo'To+ UQ(o, &) 4 VQ(Fo, b) + WQ(&, b) + u?d'a+v*b'b

et on est raméenades calculs d'intgrales vectorielles plus classiques.

Bien que le Hessien soit un apgeur matriciel 2< 2, nous I'avons ici comme
somme de matrices:33, acause de la nature intriicggement tridimensionnelle des
objets manipulés. Il est naturellement possible d’en déduire la valeur deileele
seconde suivant une direction donnée, en appliquant le Hesseteadirection. De
méme, on peut en tirer la concaviém utilisant une projection du Hessien sur le plan
récepteur conside, et en prenant le’derminant de cette projection.

4.8 Simplification del’écrituredelaradiosité

Les outils mathématiques que nous venons de voir pelgafgraent ge utilises
pour simplifier I'écriture de la radioSit&lous avons vu, a la section 2.4, que la radio-
siteen un pointx d’un recepteurA;, due ‘aun ametteurA, (voir figure 4.6), pouvait
s’exprimer comme une inggale sur la surface d&, (équation 2.11):

p ) cosP; cosH,

T/, THE dA; (4.6)

Cette expression peut se simplifier, comme on le sait depuigile€ siecle et les
travaux de Lambert, lorsque la radiosstg I'émetteur est constante (voir aussi Baum,
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1989 [5] et Schroder, 1993 [33, 34]). Dans ce cas, I'équation 4.6 se réduit a ine inte
gration sur les contours d€ tteetteur :

p % [P >
B(X) = E(X) — Bg=—ni; - x dé 4.7
() = B = Bo5 M on IF22l2 ™2 “n

Le passage de I'équation 4.@'aquation 4.7 se fait en utilisant le theme de
Stokes (voir équation 4.1).

En effet, I'equation 4.6 n’est autre que le flux d'un champ vectoriel :

cosH; cosh, (F12- 1) (F12- M)
B(y)——————=dA, = —/ B - dA
B oA o BT g e
(T12-M)T2
= - [ BT R
o 12

- / F(Fo) - dAs
Ay

Avec:

= F2-M1)T12
F(T12) = —B(Yy) (P12 )Mz )4
[Ir12]

Lorsque la radiositeur I'émetteur est suppbése&onstante, c’est-dire lorsqu’on a
discrdise'é metteur en facettes sur lesquelles la radiosstesuppo®econstante, ce
champ vectorief peut s’exprimer comme le rotationnel d’un autre champ vectoriel. ||
suffit alors d’appliquer le ttereme de Stokes pour retrouver I'équation 4.7.

Cette simplification permet une expression du gradient et du Hessien de la fadiosite
également comme des igeales sur les contours, ce qui rend possible leur calcul dans
des temps raisonnables.

Habituellement, lorsque la radiosger I'emetteur n’est pas constante, on est réduit
aapproximer I'intégrale surfacique. Cependant, les intégrales curvilignes sorgjen re
generale, da fois plus faciles aalculer expresseent et plus facileSapproximer. Pour
cette raison, il serait bon d’avoir une expression de la radissitée feepteur comme
une intégrale de contour, méme lorsque la radiosité n’est pas constantersiteigr.

Pour pouvoir passer d'une iggeale surfacique ane intégrale de contours, il faut
appliquer le thereme de Stokes. Et pour pouvoir appliquer |édieene de Stokes, il
faut exprimer le champ vectoriel dont on prend le flﬁxrlz), comme le rotationnel
d’'un champ vectoriel.

Pour qu'il soit possible d’exprimer un champ vectoﬁ’éf’), comme le rotationnel
d’un autre champ vectoriél (F), il faut et il suffit que la divergence du premier champ
vectoriel soit nulle:

0-(V(F) = 0= 30(F), V() = Ox (U(F))

Calculons donc la divergence du champ vectdfigbnt on calcule le flux &ravers
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0-F(f2) = D‘(—B(y)%ﬁz)

_ (Fio-F)) - (T12-Th)
= 0(so i) (e TR
D(BW)(HZ'FH)) — ey T2 _sp(y)

[Ir1af* [Ir12f|* [Ir12f|4
_ 5.0
0-F(fz) = —0OB(y) 'rlz( = i)
[Ira2|

On voit ainsi que pour que I'on puisse appliquer la formule de Stokes, ¢'est-a
dire pour que le champ vectorig(F;,) ait une divergence nulle, il faut et il suffit que
OB(y) - F12 soit nul pour touy choisi surA,. La seule possibilitpour que ceci soit vrai
pour plusieurs points différents est quélB(y) soit identiquement nul sur la surface
de I'emetteur, donc que la radioside I'emetteur soit constante.

LorsqueIB(y) = 0, 0-F(F12) = 0, et donc:

1o X g

Tz ne ,2

I~ Wb

[|F12]

Par lameme, en appliquant le floeeme de Stokes,

p Foxfp -
BX:EX—I——B‘% —=__~.d¢
X =Ew+ Lo, T2,

On reconnaidans I'expression ci-dessus un produit mitg, iz, de). D’oul'ex-
pression finale (voir équation 4.7):

B(X) = E(X) —ﬁl-%Bongz

rlz X de
12|
Que pouvons-nous faire lorsque la radiosité n’est pas constanté metter, et

gue nous voulonstout de méme retrouver un intégrale de contour ? Eteticilg eause,
il est toujours possible dazire :

F(fp) =0x (B(y) M) T

- +T

IF12]|2

ou T est un terme compieentaire exprimant la différence entre le rotationnel et le
champ vectoriel. Plus pcessément,

rlz X ﬁl

T=_-0OBx —=
IF12l|2

Dans ces conditions, I'expression de la radiosité au poil@vient :

B rlzdeZ_ﬂ ( ) 12 X ﬁl) -dA,
211 0A> Hrlez 211 A \]?12\]2

B(x) = E(x) — 1
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La radiosifeétant vue ici comme une fonction de deux variables, la composante
surri, de son gradient peut étre suppesemme nulle: la radiositee varie pas dans
la directionfi,. Pour exprimer ceci, on peut introduire un vecteuel que :0B(y) =
k(y) x fip. Naturellement, on choiskttel que k- fi, = 0. En fait,k(y) = i, x OB(y).

Ce vecteuk simplifie grandement I'expression de la radiositepointx :

p T2 X de p I()(y) X T12 A
B(X) = E(x) — - — B(Y) =z — M 5 R
0= B0 =M o B e ™ om ( Irsa?)

On a ainsi Sparel’expression de la radiosité en un point doremedeux termes, le
premier, une intégrale de contour, et le deuxieme urigiate surfacique, mais diffe
rente. L'importance du terme correctif varie suivantlamétrie relative de I'enetteur
et du feepteur. Nous verrons au chapitre 10 un exemple d’utilisation de cette formule
pour calculer le gradient'dudes enetteurs sur lesquels la radiositest pas constante.

4.9 Prospective

Quel est l'inteét de ces outils issus de I'analyse des fonctiopi@ieurs variables
pour les problmes de calculs d®airage ? Quelles possibilg@vons nous, de les cal-
culer d'une part, et de pouvoir les employer utilement d’autre part?

Nous allons voir, au chapitre 5, que la radiosité due @netteur constant est une
fonction tres reguliere, et en particulier que les points elle est concave forment un
convexe. Ce résultat n’est qu’une conjecture, mais nous verrons, au chapitre 6, que cette
conjecture permet de cofiteo la precision avec laquelle nous avons mbseles in-
teractions entre deux facettes, et donc de Céertiterreur commise au cours de nos
calculs de radiosité’implémentation pratique de ce contréle de I'erreur dans un algo-
rithme de radiosithiérarchique fera I'objet de notre chapitre 7.

En raison du caracte plus technique des chapitres conésrtes calculs pratiques
des deivées successives de la radiésitms des cas particuliers das valeurs pases
sont accessibles directement oté ejetes plus loin, chapitres 8, 9 et 10.



72



73

D.

L a conjecture de concavite

precedent pour déduire des profiée de la radiositgui soient valables sur

N OUS VOUDRIONSpouvoir utiliser les outils de dérivatioiveques au chapitre
toutunintervalle, ou sur toute une facette, et non plus seulement en un point.

Naturellement, ceci ne peut se faire dans le cas d’une fonction quelconque. Il faut
gue la fonction étudiée respecte quelques prigrisimples, soit que ces projtés
soient démontrées, soit que I'on les admette dans un premier temps, comme c'est le
casici.

Nous allons tudier le comportement de la radiositans quelques cas simplésaa
fois de faon therique et de fagon expienentale.

5.1 Travaux antérieurs

Les propri¢es de la radiositsont connues de fagon quasi intuitive depuis que la
méthode est utiliSe dans les calculs dkairage (voir [30]).

La premiege gude précise et formelle de la profigel’ unimodalité, c’est-adire le
fait de n’avoir qu'un seul maximum, est due a Drettakis [14, 11,12, 10, 9, 13]. Drettakis
utilise la propri¢e d’'unimodalitepour reconstruire efficacement la radiosites ‘aun
émetteur convexe sur un plan donne

5.2 Un casparticulier smple: un émetteur ponctuel

Nous allons étudier de fagcon compléte le Jacobien et le Hessien dans un cas particu-
lier trés simple. Ce cas particulier nous donnera néanmoins deepees informations
sur le comportement qu’on peut attendre de configurations plus complexes.
Considérons donc un émetteur ponctuel, et un récepteur plan infini (voir figure 5.1).
On appelleh la distance qui ‘'geare le point émetteur duaepteur.
Alors le vecteury reliant le feepteur démetteur a pour coordonas(—x, —y, h).
La normale d'émetteur a pour coordones(0,0, 1), donc:

h
cosf=—
ro
Alors la radiositesur le feepteur s’exprime comme :
cosd Kh

B(u,v) =K =
( ) r%Z (h2_|_u2_|_\,2)%
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FIG. 5.1 —Cas d un point émetteur et d’un plan récepteur.

ouK est une constante comprenant la radiosité du paietesur, la réectivite du plan
récepteur et un facteuy.

On voit sur la figure 5.2 I'aspect de la radiosité, vue comme une fonction de deux
variablesu etv.

FIG. 5.2 —Radiosité due a un point émetteur.

On constate da la grande rgularitede la fonction, et la présence d’un seul maxi-
mum.

Dans un cas simple comme celui-ci, on peut calculer explicitementtiz®de suc-
cessives:
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0B Khu
B Kh
ov (hZ_I_uZ_I_VZ)E
ou? (h2—|— UZ_I_VZ)%
’B Kh
a_ = S= 15#7
FB_ _gkp M
o0v2 - N (hZ_I_uZ_I_VZ)%
2 2
¢ - 4o ok A rAPL
(h?+u2 +v2)

Les repfeentations graphiques ger etrt — s*> peuvent étre troues sur les fi-
gures 5.3, 5.4 et 5.5. Chaque figure porte, outre la’ sgotation de la fonction, la
courbe de niveau 0 pour cette fonction, afin que I'on puisse localiser les endroits ou
elle s'annule. On voit que, sur chaque droitéimie paru constant, la dévée par rap-
port au ne s’annule qu'une fois, et |a deée seconde par rapporuene s'annule que
deux fois, ce qui fait qu’elle est positive, sauf sur un intervalle borne
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FiIG. 5.3 —La dérivée de la radiosité suivant un vecteur, et |a ligne de niveau O.

On voit ainsi quel est positif sur une zone convexg4-v2 < E, et ngatif partout
ailleurs, ce qui entfae que la fonction est concave sur le dis§uéde centreO et de
rayong, et traverse son plan tangent partout ailleurs (voir figure 5.6).

Une autre propri@intéressante estltede de la fonction de radioSieir toutes les
droites traCes sur le reepteur. Ici, acause de la synte du problene, nous pouvons
nous restreindre aux droites définies paonstant.
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FIG. 5.4 —La dérivée seconde de la radiosité suivant un vecteur et la ligne de niveau
0.
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FIG. 5.6 —Laradiosité et ses planstangents.
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Fic. 5.7 —Laradiositésur une droiteisolée.

Sur ces droites, la fonctidrediée est une fonction deddinie par : f (v) = B(u, V)
(voir figure 5.7). Sa tdeévée f'(v) et sa devée secondd” (v) sont définies par:

f’(v) — _3K—hV5
2 2 12
) = akpAP-u=n®

A

s 2 1 o 1 2 s s 2 1 o 1 2 s
a) deivée b) deivée seconde

FIG. 5.8 —Lesdérivees delaradiositépar rapport au vecteur directeur de cette droite.

On voit facilement que’(v) est du signe dg, et donc ne s’annule qu’en un seul
point (voir figure 5.8a). De méme, on voit qii&(v) est du signe dev — u? — h?, et

donc est négatif pour
ve \/u2—|—h2 \/u2—|—h2
4 7 4

et positif pourv en dehors (voir figure 5.8b).
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C’est cette propfi& qui est importante : sur une droite doenk radiositeonside
rée comme fonction daie sur cette droite est convexe salifrtérieur d’'un intervalle
convexe.

Le point émetteur est une bonne approximation de tous les émetteurs, pourvu qu’on
les prenne de suffisamment loin. Nous pouvofja de deluire que cette propriede-
vrait se conserver pour tous lemetteurs, grande distance de beetteur.

Par ailleurs, lorsqu’on ingre la radiositesur un émetteur convexe en situation de
visibilité totale, on s’attendgalement aoir cette proprige conservee, puisqu'’ily aura
une intégrale de fonctions partageant cette pfo@ser un convexe.

On peut aussitadier la radiosit&@lue non pas a un point émetteur de luraidans
toutes les directions, maisia dément de surface, orieh&t pourvu d’une normale. La
radiositedevient:

Kh(au+ bv+-ch)
B(u,v) = 3
(P4 u?+v?)2
et une’éude similaire acelle que nous venons de mener montre que les ptépuie
concavitesont bien consefes. Comme la radiositue ‘aun @netteur convexe est une
intégration de telles fonctions, on s’attendeaque les proptriés de concavitsoient
bien veifiées pour un émetteur convexe.

5.3 Lecasd un disque émetteur

Le cas d'un disquéraetteur & & traitede nombreuses fois dans laliéure. La
méthode utilise ici a éteen partie emprungeaMoon [30], et avait dg été partielle-
ment publiée par Drettakis [10].

5.3.1 Préiminaires

Considérons deud@ments de surfacelA; etdA,, situes tous deux sur une spriee
de centreO et de rayorR, se faisant face (voir figure 5.9). Comme les normales aux
deux points passent par le centre de la sphére, et que trois point sont toujours copla-
naires, on peut considérer le plan qui conti@rdt nos deux points (voir figure 5.9).

On voit que le facteur de fornmdémnentaire delA, versdA;, qui est défini par:

c0sB; cosd
™
vaut dans ce cas de figure: g
A 1
F = — = —
aF =2 = an?®

ou dw est I'dément d’angle solide sous lequel on vdi, depuisO le centre de
la sphee. En effet; = 6,, etr = 2Rcosh;. La resultat fondamental est celui-ailF
est constant pour tous les points de la spheére. Si donc au liEmgets de surface
nous considérons une coupole sphérique (voir figure 5.10), de radioseantdsy,
émettant en direction d’'uiiément de surfaceA; situesur la mene sphee, en intgrant
nous avons:

1
B = pBoE[Q

ou Q est I'angle solide sous lequel on voit la coupole sphérique depuis le centre de la
sphee. Comme la radiositen un point ne dépend que de I'angle solide sous lequel on



79

FiIG. 5.9 —Deux & éments de surface d’' une sphere en interaction.

voit I'émetteur, un disque de méme contour aura le méme effet que la coupdle sphe
rique.

Inversement, si I'on considere un disqumeetteur de radiosité constardg et une
sphee receptrice passant par ce disque, la radiodite au disque sera constante sur
tous les points de la sphére. La valeur de la constdiperdkbien Sude la sphee.

FIG. 5.10 —Une coupol e sphérique illuminant un point de la sphére.

NotonsCle centre du disqué; lanormale au disque, ete rayon du disque. Toutes
les sphéres passant par le disque ont leur centre sur la droite parii et passant par
C. PrenonsS, la sphee de centr® = C+ Afi,. Son rayon esR= v/r2+ A2, La surface
de la coupole sphérique tendue par le disque &st ZZT[RZR;R)‘ (voir figure 5.11). La
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radiositesur la sphere est donc:

R—A

B=PBo7p

FiG. 5.11 —Un disqueilluminant un point de la sphere.

On peut voir que la radiosité sur la spa&, est une fonction deroissante da.

5.3.2 Laradiositésur leplan

Si maintenant on consideun plarn? ; ce plan coupe la spheS, suivant un cercle
C,. En un pointM du cercle, la radiosite’exprime comme :

B(M) = _pBO/ (m-ﬁl)z(r’lz-ﬁz) A, = fiy - [
D o

Nous connaissons la composanteRisur fi, la normale a la sphére au point de
contact,
R—A
2

Mais ceci est insuffisant pour coritraila valeur dd_ - fi;. On remarque que I'axe
dA;N est un axe de symétrie pour le cone construit sur le diSqueteur (voir fi-
gure 5.11). Le vecterdoit donc se trouver sur cet axe, ce qui nous donne sa direction
(N est l'intersection de I'axe du disque avec la Stfg).

Notonsi le vecteur directeur de. On a:L = L. DoncL - A= Ld-f. Donc:

0-fp  _ R-AU-f

BIM) = (L) 5 = PBo 5

0 est porteparMN = MO+ ON = R(fi— fi,). Donc:

0-fp Ay —fp-
0A  1-f,-n
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Et donc la radiosité au poii est:

R—A\ A-fiy — o - iy
B(M):pBO( ZR) 1—fy-f

RZ;RA est une fonction d@, positive et deroissante. Les sphesS, ne coupent le
plan considee que poum\ supeieur aune valeur minimal@.
ﬁql_‘ir.gzrf’l est une fonction qui'qend da fois de la sphere colpet de la position
du pointM sur le cercle. Seui, - ii dépend de la position du poilt sur le cercle. On
voit que la fraction est maximale lorsqag- ii est maximal, donc lorsque le poilk
est dans le plan qui passe par I'axe du disque. Si I'on hola valeur maximale de la
fraction, on voit quef, est une fonction positive’decissante da.
La radiosité au poinM est donc une fonction positive ci@issante da. Elle est
donc maximale lorsquk est minimal, donc poux = Ag.
On a ainsi démontréunimodalité de la radiositdue a une disque dans le plan. On
a par ailleurs la position de ce maximum : sur la sphére passant par le cercle et tangente

au plan.

5.4 Lecasd'un carréémetteur

Dans le cas d'un carré d'orientation quelconque, il est impossible de tirer une ex-
pression analytique disent manipulable et diwable. Comme pour tout polygone
émetteur, il existe une expression analytique que I'on peut dériver (voir chapitre 8),
et dont on peut firee calculer les dévées successives. En revanche, il est difficile de
tirer de cette expression analytique une confirmation — ou une infirmation — de I'uni-
modalité de la radiositsur toute droite, encore moins une expression des poirts ou
fonction est concave.

FiGc. 5.12 —Un carré émetteur.
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FiG. 5.14 —Dérivée suivant un vecteur de cette radiositéet la ligne de niveau O.
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On voit tout de méme, sur la figure 5.13, que la radiosité est, en apparence tout du
moins, unimodale.
La figure 5.14 repreente la devée suivant la directiox de la radiositeavec la

courbe de niveau 0 pour cettérilé@e. On voit que la dévée ne s’annule qu’une fois
pour chaque droite dans cette direction.

FIG. 5.15 —Déterminant du Hessien (rt — s?) pour cette radiositéet la ligne de niveau
0.

La figure 5.15 repreente le deerminant du Hessien de la radidosiéec la courbe
de niveau 0. On voit ainsi que ce déterminant est positif sur un convexe, donc que la
radiositeest concave sur un convexe, et qu’elle n’est ni concave ni convexe au dehors.

FiG. 5.16 —Dérivée seconde suivant un vecteur de cetteradiositéet laligne de niveau
0.

Enfin, la figure 5.16 illustre que la deée seconde suivant une vecteur n'egae
tive que sur un intervalle fini sur chaque droite suivant cette direction.
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55 LeprincipedeCurie

Pierre Curie avait conjecturé que lorsqu’un ensemble de causementreeffet, si
les causes ont une certaine symétrie (plan de sjgnaxe de syiitée, etc.) alors les
effets doivent avoir aussi cette sytrie; c’est ce qui est geralement feumepar la
formule lapidaire : «Les effets ont au moins la symétrie des causes. »

Pour pouvoir appliquer le principe de Curie, il faut que tous Iéments du pro-
bleme soient symétriques, tant les objets qui interagissent que les interactions qui
s’exercent entre eux. On sait qu'il n’existe que quatre interactions possithistaace
entre les objets : la gravitation; lactromagntgsme, la force forte et la force faible. De
ces quatre interactions, les trois preragesont, par nature, sytnigues. La force faible
peut, dans certains cdsreintrinsguement asymetrique. Nous ne nous intéressons ici
gu’a la propagation de la lumiere, qui reéede I'dectromagnhgsme, et qui donc est
symeétrique.

Pour pouvoir appliquer le principe de Curie, il faut aussi que tangtrie du pro-
bleme soit symétrique : il y a d’une part I'émetteur, avec sangérie propre, et d'autre
part le feepteur et sa ‘gandrie. Pour pouvoir parler de «syimie du problene », il
faut que I'on trouve un plan de symétrie qui conserva fois I'émetteur et le reep-
teur. Nous avons suppokerecepteur comme un plan infini, mais encore faut-il que sa
normale soit consefegpar le plan de syhiee considee.

Plan de symétrie commun

Le maximum est sur
cette droite

FIG. 5.17 —Un émetteur possédant un plan de symétrie commun avec le récepteur : le
maxi mum se trouve sur une droite.

Ainsi, sil'on considee un‘@netteur ayant un plan de syirie, il faut pour pouvoir
appliquer le principe de Curie que le récepteur soit orthogoeel glan de syitée
(voir figure 5.17). Dans ce cas, la radiosite I'émetteur aura la fimae synigrie. C'est
adire qu’elle sera la fimae pour deux points symétriques I'un de I'autre par rapport a
ce plan. Mene dans ce cas, on ne sait pas s'il existe un ou plusieurs maximums pour
la radiosite mais on sait que s'il n’en existe qu’un, il sera sur ce plan de’ syenét
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Position du maximum

FIG. 5.18 —Un émetteur possédant deux plans de symétrie commun avec le récepteur :
le maximum est localisé.

s'il en existe plusieurs, il seront symnigues les uns des autres par rapport au plan de
symidrie.

Si I'on considee un ‘@netteur ayant deux plans de symie (un rectangle, par
exemple), il faut pour appliquer le principe de Curie aux deux plans queépteur
soit orthogonal @es deux plans. C’estdire qu'il soit paraliée al’é metteur (voir fi-
gure 5.18). Dans ce cas, laradiosite le fecepteur aura deux plans de sytniee Ceci ne
suffit pas alemontrer I'unicitedu maximum, mais permet de le localiser s'il est unique.
Notre problene peut'&e vu comme une extension du principe de Curie : est-ce que le
résultat d’un problene convexe sera convexe par nature?

5.6 Laconjecturede concavité

On sait que Drettakis, en 1994 [10] avait conjectyue la radiositelue ‘aun emet-
teur convexe ne pouvait avoir qu’un seul maximum. Jusqu’a aujourd’hui, cette conjec-
ture n’a pu'ére prise en dkaut, alors qu'’il est tre facile d’exhiber un exemple dieet-
teur non convexe dont la radiosité n’est pas unimodale : voir figure 5.19.

On a vu sur les exemples gielents que cette conjecture eétifiée dans des cas
simples (disques, case

Au vu des expeences preedentes, on est tentkintroduire deux conjectures sup-
plémentaires; eendant toutes deux la conjecture d’'unimodalite

Conjecture 5.1: Sur une droite donme(appartenant en recepteur
donn@, la radiositedue ‘aun @netteur convexe est convexe, sauf sur un
seul intervalle borheou elle est concave.

Conjecture5.2: Sur un feepteur plan donné, le Hessien de la radio-
sitedue’aun @netteur convexe n'est pas défini, sauf sur un convexe borne
ouil est ddini-négatif.
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FIG. 5.19 —Un émetteur qui n’est pas convexe rompt la conjecture.

Onremarqgue la grande similarité entre ces deux conjectures; elles ne sont pas équi-
valentes, mais une méthode utilisée pour démontrer I'une devrait potreadapte
pour démontrer I'autre. Chacune d’elle a son utilisation pratique, ainsi que nous le ver-
rons dans le chapitre 6.

Par ailleurs, chacune d’elle contient la conjecture d’'unimodalité : la conjecture 5.1
implique que sur chaque droite il n’y a qu’un seul maximum (unimodalité sur chaque
droite), et donc qu’il n'y a qu’un seul maximum dans le plan.

La conjecture 5.2 implique directement I'unimodalité, car s'il y avait deux maxi-
mums, il y aurait entre eux une zone leuHessien ne serait pasfite négatif, alors
gu'il 'est au voisinage de chaque maximum local, donc la zonle élessien estdmi
négatif n'est pas convexe. La conjecture 5.2 n'implique pas l'unimodalité sur chaque
droite.

Notons que la conjecture d’unimodalité sur chaque droite implique aussi que si la
radiositeadmet un extremum sur une droite, cet extremum est nécessairement un maxi-
mum : en effet, la radiositest toujours positive et tend vers zéro lorsque la distance
qui sépare le point de’lfreetteur tend vers l'infini. Si la radioSigeir une droite avait un
minimum, alors entre I'emplacement de ce minimum et plus l'infini on aufakssai-
rement un maximum. De tTnge entre ce minimum et moins I'infini. Ce qui fait deux
maximums sur la droite.

Par extension, si la radiosiseir un plan admet un extremum, alors cet extremum
est un maximum. Sinon, on considere une droite passant par le minimum et on reprend
le paragraphe poédent.

5.7 Lorsguelavishilitén’est pastotale

Les conjectures introduites plus haut ne s’appliquent évidemment que dans les cas
oulavisibilitéentre I'anetteur et leteepteur est totale. Lorsqu’ily a des obstacles entre
eux, la radiosit@’est plus unimodale, fimee si les obstacles eux“mes sont convexes
(voir figure 5.20).

En revanche, si le complémentaire de I'obstacles est convexe, c'est-a-dire que la
zone par oyasse la lumiére est concave, alors il semble bien que la raddiogiteni-
modale (voir figures 5.21 et 5.22).

Enresumie sila scéne entie est par nature convexe, alors il semble que la radiosite
soitunimodale ; cette conjecture est sans dolediex deux preedentes ; une méthode
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FiIG. 5.20 —Un obstacle, méme convexe, remet en cause la conjecture d’ unimodalité.
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FIG. 5.21 —Un obstacle qui ne remet pas en cause |’ unimodalité.
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FIG. 5.22 —Un autre abstacle qui ne remet pas en cause I’ unimodalité.
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de démonstration des conjectures 5.1 et 5.2 pourrait sans doute étre appliquée pour re-
démontrer cette nouvelle conjecture.
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6.

Analyse del’erreur danslesalgorithmes
deradiositée

réponse approximative. Il est donc important de pouvoir mesurer la qdalite

cette approximation. La mesure de la quigbi¢eit se faire apega fin des cal-
culs,a posteriori. Elle sert alors a valider la nigode de radiositatilisée, ala placer
par rapport a’autres méhodes: par exemple plus rapide, ou plus précise. Elle peut
aussi se faire au cours des calcalgriori. La connaissance de I'erreur commise sur
la solution calcule permet alors d’orienter les calculs, de les diriger vers les zones ou
I'imprécision est la plus grande, en s’écartant des zonda ptecision est dg suffi-
sante.

I A RESOLUTION numérique de la méthode de radiosité ne nous donne qu’une

6.1 Travaux antérieurs

Bien que le confile@ de I'erreur au cours de la simulation dédlairage global et
des calculs de radioSismit fondamental, et un des points laumahode de radiosite
comporte un avantagemis sur les mehodes de lancer de rayons, la formalisation des
calculs d’erreur au cours du raffinement htafaite pour la premiee fois que par Arvo,
en 1994 [4] ; Arvo a introduit une taxonomie des erreurs dans un algorithme d'illumi-
nation globale, qui est tseutile. La premiére utilisation des calculs de I'erreur au cours
du raffinement est due aux travaux de Lischinski [26], en 1994. lIs ont fmoaitre
ment on pouvait utiliser un encadrement de I'erreur commise sur chaque interaction, a
supposer qu’on connaisse cet encadrement, pour calculer I'erreur globale commise sur
toute la scee.

L'encadrement, avec exactitude, de I'erreur commise sur chaque interaction, n’a
en revanche fait jusqu’ici I'objet d’aucune publication, et les travaija ciées de Li-
schinski utilisentune heuristique, certesafie, mais qui pelte prise en daut. Un
tel encadrement fait I'objet du chapitre suivant.

6.2 Mesurer I'erreur au coursdescalculsderadiosité

Comme nous I'avons vu plus haut, la radiosisela solution de 'quation intgrale
(voir équation 2.11):

809 =0+ 000 |_BY P2 vix yyay

yes T2
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L'impossibilité de resoudre de telles équations ‘igtales dans le cas’géral
conduit demeralement aine discrésation du probléme. Cette distisation nous donne
des informations sur la radiosité qui ne peuverd que limifes : il s'agit des coordon-
nees de laradiositdans la base de fonctions choisies pour dissee Si, par exemple,
cette base est orthonormece sont les valeurs esfiggedu produit scalaire de la ra-
diositeavec les fonctions de base choisies. L'information qu’elles apportent est donc
limitée ala fonction de base considke.

C’est apartir de tels échantillons limigeque nous devons essayer de reconstruire
le comportement de la fonction de radiogiteur deviner la qualité de I'approximation.

Un tel travail est intrinsequement contradictoire : a partir d'un ensemble d’échan-
tillons, on ne peut pasla fois deduire une approximation de la radidséela qualite
de cette approximation. Nous sommes@alement oblige de faire des hypotkes
sur le comportement de la radiosité. On peut aussi s’'intéresser aux outils de résolution,
guantifier leur preision et en déduire celle de la radiégji€ils permettent de calculer.

Un protocole de reolution baSesur une estimation de I'erreur commise doit tou-
jours tenir compte de la qudlitelative de son approximation. Un calcul de I'erreur,
guelle qu'il soit, dépend d’hypotheses diverses, et n'est valide qu’en fonction de ces
hypotheses. Il n'est utilisable qu’une fois que les hyps#seieessaires oritte véri-
fiées.

6.3 Mesurer I’erreur apreslescalculsderadiosité

Une autre possibilitde calcul de I'erreur est un calcalposteriori. Il existe diffe
rents algorithmes capables de calculer une solution approchée ailnpeaied’elai-
rage global. Supposons que nous voulions comparer deux tels algorithmes entre eux;
nous connaissons leurs temps de calcul respectifs, mais comment comparer 1a qualite
des images produites?

Il ne suffit pas en effet de calculer la diféace entre les deux images produites par
nos deux algorithmes. Comme ces deux algorithmes ont tous deux produits des solu-
tions qui ne peuvent étre qu’approximatives au probléme, uneetiife entre eux n'a
pas de sens en tant que telle.

L'idéal serait de pouvoir comparer ces deux algorithmes de symtfianage avec
une image réelle. On prendrait une photographie d’'une scéne simple, que I'on pourrait
comparer avec lessealtats des algorithmes de syrgkeCette solution n’est encore en-
visageable que pour des ses simples, oil est possible de calculer une nididation
precise de la sage, avec notamment les fonctions déeetance, et la position de la
camea. En effet, il faut qu’un au moins des deux algorithmes a comparer puisse e
proche de la solution exacte, faute de quoi la’déifee entre les deux algorithmes ne
fournira pas d’informations exploitables. Se pégalement le problae de distinguer
entre les erreurs duesiae mauvaise modtisation de la stee, de celles dueste mau-
vaises approximations dans les algorithmes de sgsthe

Lorsque cette premie solution n’est pas accessible, on peut employer un troesie
algorithme de synthése d'image, qui servira dérence, capable de calculer une so-
lution aussi précise que I'on veut de la scene comsedéOn peut alors comparer les
deux algorithmes a I'algorithme déféeence, et ainsi confiae la difference de pre
cision entre eux. Un bon exemple d’algorithme dfemence est un lancer de rayons
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distribue(mé&hode de Monte-Carlo), pour lequel on sait qu'il donne une solution aussi
précise que I'on veut — a condition qu’on lui donne suffisamment de temps.

Ce calcul de I'erreua posteriori permet ainsi de valider un algorithme de systhe
d’'image, et aussi de le comparer avec les algorithmgsedéstants, da fois en terme
de rapiditeet en terme de précision. On peut ainsi mettre en rapport le temps de calcul
gagrieavec la preision obtenue.

Lorsque I'on compare deux algorithmes de synthése d’'image entre eux, on peut soit
comparer les images produitepartir d’'un point de vue donné, c’est la comparaison
dans I'espace image, soit comparer [esufeats obtenus en tous les points de lansce
c’est une comparaison dans I'espace objet. La prengelution est plus aiseent ap-
plicable, puisque de nombreux algorithmes calculent une solution dépendant du point
de vue, et non une solution globale.

La comparaison dans I'espace image peut, derfdcs simple, commencer par
une différence point par point des deux images produites. On a, pour chaque point, la
différence entre I'algorithme consideet I'algorithme de r&rence. Cette différence
ponctuelle peuttee utilisee, d'abord dans un but d’analyse, pour permettre de localiser
visuellement les faiblesses de I'algorithme cohsgdet permettre ainsi de les corriger
— sur un plan algorithmique.

Pour quantifier cette diffence et permettre ainsi une classification des algorithmes
de synthse d'image, il peuttee utile d’avoir une seule grandeur qui quantifie la dif-
férence entre les deux images. On peut construire cette grahgauirade notre en-
semble de valeurs correspondant aux différences ponctuelles, en utilisant une norme
vectorielle. Supposons que I'on appeliel’erreur commise sur le pointpar I'algo-
rithme que I'on cherche quantifier. La normep desZ; est:

p

o= El,= | 5 I

Par exemple, lanorme J|.(|,) correspond & somme des valeurs absolues des er-
reurs sur chaque point, et la norm€||.||,) est’@ale da plus grande erreur ponctuelle
commise. La norme 2 correspond a une moyenne euclidienne des erreurs ponctuelles.

Ces normes permettent de passer de valeurs ponctuelles multiples a une valeur
unique, rendant compte, d’'une certaine fagon, de toutes les erreurs commises. Lanorme
o ne permet toutefois pas de rendre compte de I'étendue de I'erreur commise : une er-
reur ponctuelle a peut-étre moins d'importance qu’une erreur moindre, maiearen
de nombreux endroits. Aet‘@ard, la norme 1 permet de tenir compte dédtelue de
I'erreur.

Néanmoins, il faut tenir compte du fait que, souvent, le juge final des images pro-
duites est I'ceil humain. Or, pour I'ceil, toutes les erreurs n’ont pas la méme importance
suivant leur localisation; ainsi, une errelUpééee de nombreuses fois en des endroits
dissenines (un bruit de fond, par exemple) est plus génante qu’'une efigaleraent
repétee, mais en des endroits rapproshBe la niene maniee, I'ceil s’appuie d’abord
sur laforme des contours, par exemple les contours des ombres, stgldarite Or il
est possible de construire une image telle que la norme 1 de’leeditie soit infeeure
aun seuil donné, et telle que le contour de I'ombre soibdae.

Les differentes normep donnent dg des indications sur la diffence entre deux
algorithmes, mais ne peuvent contel@ment mesurer I'erreur visuelle.
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6.4 Lesdifférentessourcesd’ erreur dans un algorithme de
radiosité

Pour reprendre une classification introduite par Aeval. [4], un algorithme de
simulation de I'éclairage est sujetrais principales sources d’erreur :

— L’erreur de modé&isation: tant les surfaces composant la megque leurs
échanges d'eergie ou leur mittance ne sont pas foneent correctement pris
en compte par le modele employe

— L'erreur de discrétisation: notre discrésation du problme ne permet sans
doute pas de trouver la solution exacte du probléme. Et peut-étre n'avons nous
pas, méme compte tenu de nos hypotheéses de tiéstien, choisi la meilleure
discrdisation pour approcher la solution.

— L’erreur derésolution: notre calcul du systee discréiselui-méme peut n'étre
gu'approximatif. D’'une part, nous ne calculons pas les termes de I'échange avec
précision, d'autre part nous ne poussons pas les calculs jusqu’al’obtentiond’'une
solution exacte.

Idéalement, les trois sources d’erreur devraidne @rises en compte etdeites
au minimum. Cependant, toutes trois n’interviennent pas auresétapes de I'al-
gorithme de résolution. Ainsi, I'erreur de mddation intervient geaalement tre
en amont du processus habituel de calcutubposer que nous puissioriseteniner
gu’'une erreur de mddisation atel endroit aurait des conséquences dramatiques sur
les calculs d’elairage, il serait tre difficile pour I'algorithme de ‘reolution d’obtenir
des informations complémentaires sur ce pointisteOn peut cependant imaginer un
algorithme de simulation de’kdairage disposant de plusieurs niveaux de iisdgon
des objets de la sne, et capable d’augmenter ou de diminuer le niveau degioa
d’un objet en fonction de I'importance de la modélisation de cet objet sur I'erreur glo-
bale.

Dans les premiers algorithmes de radiggis ceux de Goral [15] ou de Cohen [6],
la discrétisationtait effectui@ avant la rsolution, et il'¢ait impossible d’y revenir une
fois les calculs commenseCe qui obligeait les utilisateurgéffectuer plusieurstapes
moddisation/disciéisation/fesolution successives, en tenant compte des erreurs obser-
vables sur les premies fesolutions pour changer la distisation des suivantes.

La plupart des algorithmes de radidsitetuels calculent la disdisation au vol,
au cours du processus desodution. La fonction chargée d’analyser la solutiojade
calculée et d’en diuire les changementdaire, soit dans la disctisation soit dans les
facteurs de forme s’appelle wnacle, et elle partage en effet quelques carestigues
avec les oracles des temps anciens: sgsmges doivent toujoufsre interpféges, et
elles ne sont pas toujours fiables [18].

Un bon oracle de raffinement déitre capable de mesurer I'erreur en coursde re
solution, d’indiquer sa nature (erreur de digig&tion ou de résolution) et la meilleure
maniee de la feluire. Il doit'ggalement rduire le nombre de calculs effectie€e der-
nier point est le plus difficile : sil'oracle passe plus de temgaarminer qu’un calcul
est inutile que le calcul lui-Arae n’en aurait pris, alors c’est I'oracle qui est inutile.
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L'oracle doitdonc prendre sadsion en se basant au maximum sur les valeijés de
calculées, et ce travail estsrddicat : il s’agit de déerminer le comportement global
d’une fonction dont on ne connait que quelques coordonnées dans une base donne

Certaines indications supphentaires soritventuellement accessibles, comme par
exemple la valeur déghantillons voisins, ou la nature des interactions ntiedes (vi-
sibilité partielle ou totale). On peut parfois avoir as@’autres informations comme
les deivées de radiositdl reste autiliser ces informations de la meilleure mar@os-
sible.

6.5 Exemplesd’ oracles

Naturellement, I'oracle utilisdoit dépendre de I'algorithme utiliset de ses fai-
blesses.

Ainsi, 'un des premiers oracles utilisés en radiogpitegressive, celui de Cohen,
en 1988 [6] effectuait une comparaison des défdes valeurs de radiosieisines,
et raffinait en fonction de la pente de la fonction de radiofieela sorte, on trouvait
beaucoup d’échantillons dans les zone$aowariation de la radiositétait forte, telles
gue les frontiees des ombres.

Nous avons vu plus haut (voir section 2.6.4) les oracles introduits erertemps
gue la radiositdiérarchique — bien qu’ils puissent s’adapter aussi a la radipsite
gressive.

Le premier, celui d’'Hanrahan, en 1990 [16, 17] reposait sur le fait que la méthode
utilisée pour approcher les facteurs de forme ne donnait des résultats avec une bonne
précision que lorsque les deux facettes con@sféaient petites par rapportla dis-
tance qui les ‘qmarait, et en pleine visibiliteOr dans ce cas, le facteur de forme lui-
méme est petit. On raffine donc lorsque le facteur de forfmeadse une certaine va-
leur,eg. Pour les cas ola visibilité est partielle, on diminug-, pour raffiner plus aes
endroits.

L'introduction de I'importance par Smitst al. en 1992 [40] (voir section 2.6.4)
reposait sur la méme hypottes mais quantifiaitgalement I'importance d’une erreur
locale sur I'erreur globale.

Pour reprendre la taxonomie d’Arebal., on pourrait dire que ces oracles ne s'in-
téressaient qu'derreur de fesolution — mene si la solution pour’duire cette erreur
consistait aaffiner d’avantage, doncdeisait I'erreur de discrétisatiogalement.

Plus feemment, Lischinskdt al. [26] utilisent une majoration et une minoration
des facteurs de forme pour enddére un encadrement similaire de la radiosite
chaque facette. Le traitement consiste ensuite a raffiner les facettes pour lesquelles la
différence (majorant moins minorant)giesse un certain seuil. Cet oracle est le premier
exemple de traitement complet de I'erreur. Cependant, il ne s’intéresskagréar de
résolution.

Il convient de noter qu’une réduction de I'erreur dsakition entréane une réduc-
tion de I'erreur de disCtesation, la radiositétant calcule apartir d'une discrsation
plus fine.
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6.6 Cequel’on attend d’un oraclede raffinement

Un bon oracle de raffinement devrait, biem,squantifier a la fois I'erreur de dis-
crétisation et I'erreur de solution. Il doit également indiquer quelles actions sont les
plus améme de reuire ces erreurs, et de combien. Il doit aus$s: @arameable, et
permettre ainsi de trouver des solutions plus ou moins précises, suivant le temps qu’on
desire y consacrer.

Un oracle doif&re precis dans son approximation de I'erreur commise. Lorsqu’en
un endroit il surestime I'erreur commise, cela conduit Soib@ur-ehantillonnage lo-
cal, soit’aun sous-échantillonnage global: ou bien I'on prend un seuil de raffinement
(¢) tres petit, et I'algorithme de synthése d’image raffinera excessivement I'endroit ou
I'erreur est surestifmee ce qui aboutira a une perte de temps et de ressourcémsyste
(mémoire): c’est le surehantillonnage local. Si, pour limiter le temps de calcul, on
prend un seuil de raffinemeflege on aura une perte de précision dans les endroits ou
I'erreur n’est pas surestireec’est un sous-échantillonnage global.

De la mene maniee, si I'oracle sous-estime localement I'erreur commise, cela
aboutit soit'aun sous-échantillonnage local, soitia sur-ehantillonnage global.

Ce que I'on demande a un oracle de raffinement est donc autant une estimation de
I'erreur globale commise que sa localisatiohqgise, et les moyens de la réduire (qui
raffiner, et o?). Cependant, 'importancesacorder aine erreur localegeend de son
importance sur la solution globale, et cette importariqgeedd de la faon dont cette
erreur sera propageée dans larsze

Par ailleurs, la radiositealcufee comme solution du probiee discféisen’est pas
forcement celle qui sera afficlee mamne si on a calculées valeurs constantes par in-
tervalles, on prgre afficher une radiosité variant contindment. La plupart des outils
d’affichage accessibles aujourd’hui peuvent effectuer une interpolaticiriénentre
des valeurs ponctuelles en utilisant des caate®ératrices ddiées. Actuellement, e
peu de stations de travail donnent axeaine interpolation d’ordre supérieur. Quoi
gu’'ilen soit, la construction de la fonction continue qui sera affichée introduit urie diffe
rence entre ce quiaé&calculeet ce qui est affichequi peut selon les cas nous éloigner
ou nous rapprocher de la solution de radiositacte. L'oracle de raffinement devrait
tenir compte de la transformation qui sera efféetaar la radiositavant I'affichage,
et de son influence sur I'erreur commise, sinon I'algorithme risque a nouveau de sur-
échantillonner.

6.7 L’erreur dediscrétisation

L'erreur de discrdsation exprime I'impossibilitel’approcher la radiositavec la
discrétisation courante, ou pluta différence entre la meilleure solution possible avec
la discrétisation courante et la soluticele.

Lorsqu’on ne connait pas la solutioretke, on n’a pas aceeaune mesure de I'er-
reur de discrétisation. Ce que I'oracle peut indiquer, en revanche, est lzoobéou
le manque de cohence) de la disétisation actuelle : «compte tenu de ce que nous
savons actuellement, et des contraintes suivies par la radiosité, la soletlerest au
moins acette distance-ci de la solution calocele

Cette coheence interne se mesure apune étape de propagation de la radiosite
entre toutes les facettes; on examine alors nos connaissances pour chacune d’elles —
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par exemple le majorant absolu et le minorant absolu de la radiosité sur cette facette, et
on compare la diffeence des deux avec notre hypothése d’une radiosité constante pour
la facette.

Si notre hypothge de discrisation est différente — par exemple une radiogéte
riant de faon lingaire, ou des fonctions de base d’ordre ‘sigque, on peut, au cours du
raffinement calculer non seulement une approximation de la radiosité mais aussi une
fonction majorante et une fonction minorante. La d#fece entre ces fonctions majo-
rantes et minorantes donne une mesure de lareobe interne.

Si I'hypothese de discrsation exclut la connaissance de telles fonctions majo-
rantes et minorantes, on peut calculer une approximation ponctuellérilesedesuc-
cessives de la radiosjtet comparer une interpolation polynomiale tesar ces dé
vées avec I'hypotree de discrigsation utilises.

Mais la cohieence interne ne doit pas se mesurer uniquement sur la iksdien.

Un autre point important est la somme des facteurs de forme qui quittenhcemtbef

Si cette somme est diffente de un (1), alors il y a perte ou gairi wéegie au départ

de cette facette. Si cette perte est inacceptable ~isupe aun certain seuil — alors il

faut affiner notre calcul des facteurs de forme, soit en utilisant une meilleur méthode
d’approximation, soit en raffinant la facette.

6.8 L’influencedel’erreur localesur I’erreur globale

On peut mesurer I'erreur commise sur une interaction donnée, soit ave@e pre
sion, en utilisant les outils décrits au chapitre suivant, soit approximativement, en uti-
lisant une heuristique basée sur les facteurs de forme ponctuels (voir Liscialski
1994 [26]). L'erreur commise sur une interaction domaeune influence sur I'erreur
commise sur 'ensemble de la e mais cette influencé pend de la saee elle-mene.

On peut mesurer le lien entre une erreur sur une interaction dagiri@rreur sur
la scene en utilisant un encadrement de la radiosite

Pour chacun dedéments feultant de la discrétisation en facettes, outre la radio-
sité estime Bj, on stocke un majorant de la radiosig,p,i, €t un minorantBss ;. Les
majorants sont des constantes sur chaque facette, mais la radilesitéme ne I'est
pas foréenent: ce critee de calcul de I'erreur globale est utilisable quelle que soit la
moddisation de la radiositsur la facette, pourvu qu’on sache trouver un majorant et
un minorant. Outre une moligation des interactiondl, on stocke une matrice majo-
rant ces interaction®lg,p, €t une matrice qui les minoré/;,¢. De meme queB, Byp
etBj,; sont solution d’'une équation de transport:

Bint = Einf +MinBins (6.2)

L'erreur sur la radiositest alors :

Cette erreur deend de la disctiesation choisie. Une erreur sur la radiogitene
facette de petite taille a moins d'importance pour nous qu’une erreur sur la radiosite
d’'une facette de grande taille. De plus on ne peut pas la compteadiositetotale
de la sCee : @ n'aurait pas de sens physique.
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Pour toutes ces raison, on introduit I'erreur sunkegie :

E =" (Baupi— Bint,i)A

Cette quantitenesure I'erreur commise suf Hiergie totale de la soe. On peut la
comparer d'énergie totale de la soe, ce qui permet de calculer une erreur relative.

On peut, de la rme maniee, exprimer I'erreur sur une faceitsous la forme de
I'énergie dissipe ou crée sur cette facette par nos erreurs de calcul :

% = AdBi = A (Bsupi —Bint,i)
= A (Ewm —Einti + ) Msup;i,jBsup,j — Minti Binf,j) (6.3)
7

SiI'on s’intéresse dierreur commise sur toute la soe’E, c'est la somme des er-
reurs commises sur chagiléraent ; on peut exprimer cette erreur comme un produit
scalaire de deux vecteurs:

=Y % ="'AdB
2

(on noteA le vecteur des aires;).
Notons quedB degpend da fois deBgp, deBjnt, deMg,p et deMips :

OB = Bsp—Bint = Esup+MsupBsup — Eint — Min¢Bint (6.4)

L'équation 6.4 dpend d’une soustraction, et le lien enllg,, etM;y; y a @éde-
truit. Il est difficile d’en deluire le lien entre I'erreur en un point et I'erreur globale
‘E. On peut cependant exprimer I'erreBirsous la forme d’'une somme de termes, tels
gu'il soit possible séparer la contribution d'une facé@d’erreur globale, et ime la
contribution d’'une interaction dohaecette erreur.

Cette deivation peut se faire de deux mares, soit directement (section 6.8.1),
soit en introduisant le concept d'importance (section 6.8.2). Ces deux dérivations ne
conduisent pas & mame expression, mais on va voir que les deux expressions que
I'on obtient sont trés proches.

6.8.1 Dérivation directe
On peut exprimedB en fonction dE et dedM :

B = Bs:up - Binf = Ewp‘|‘ Msuszup - Einf - IVlinfBinf

et donc,

Ce qui permet d’exprimer I'erreur sur une facette danc@mme :

E=A (5Ei + M jBaupj+ Minf,i,j55j)
]
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Sil'on choisit de singulariser dans cette somme la partie qui est tunteaaction
entrei et j :

Zij = A (OM; jBap,j + Mint,i,0B;) (6.5)

On peut utiliser cette quantitg; ; dans un critee de raffinement progressif: on
choisit de raffiner toutes les interactions telles que:

Ej>¢e

Une fois que I'on a pris la dgsion de raffiner I'interaction entre les facetiest
j, il faut encore savoir si I'on raffine Traetteur ou le reepteur. On peut remarquer
gue notre expression de I'erreur sur l'interactiopeied de deux termes, I'un contenant
I'imprécision sur le facteur de forméN/; ;), et 'autre contenant I'erreur sur la facette
émettrice PB;). Une mighode &idente est de raffiner lraetteur si c’est le terme qui
porte sur I'impfeision de I'enetteur qui est prépondint, et le feepteur dans le cas
contraire:

SiMint,i,jOBj > OM; jBsyp,j, on raffine I'emetteur () ; sinon, on raffine
le recepteurj.

6.8.2 Dérivation en utilisant I'importance

L'idéeintroduite par Lischinskit al. [26] est d'utiliser Iimportancepour quantifier
l'influence de I'erreur sur la soe. On va voir que I'expression de I'erreur que I'on
obtient est trés proche de celle que nous avijesatdenue.

On sait que I'importance (introduite pour la premgidois par Smits [40]Y est la
solution de I'gjuation de transport transpesge I'egquation de radiosite

B = E+MB
Z = R+'MZ
R éant le vecteur des émissions d’'importance, facette par facette (on dit agssiv
teur de feeption).Z est alors I'importance de chaque facette. Ce qui corresptimd a
fluence qu'aura une facette sur la radiosité des facettesnptient de I'importance.

Une propri¢é utile de 'importance est que si I'on a une somme des rad®siie
chaque facette pondee par un coefficient:

S='PB= Y PB,
2
alors cette somme est aussi calculable en utilisant 'importAmt@#enue en prenaft
comme vecteur desw@ssions d'importance :

Z = (1-m)~tp
S = 'PB=1'ZE

En effet (voir Smits [40]),

S = 'PB="[(I-'M)Z]B
Z(l-M)B="zZE
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Lischinski[26] propose ainsi d’utiliser I'importance pour faciliter le calcul de I'er-
reur Z; (introduite al’équation 6.3).

£=S AdB; ='AsB
.Z i

Par ailleurs,

Donc,

Si nous calculons I'importancepartir des aires et d&lj¢, nous avons:

(1 -"Mijn)Z = A
'AEins = 'ZBins

Donc:

£ = 'ASB ='ABgp—"ABjns
= 'Z(1 = Mins)Bsup — 'ZEin¢
= 'ZEgp+'Z0MBgp — 'ZEjn
= 'Z(3MBgp+ E)

Ici, £ désigne toujours I'erreur effectaesur I'energie pfeente dans la soe. Ce
qui estintéressant, c’est que cette erreur (globale, donc) sstrigcomme un produit
scalaire de deux vecteufZ et (M Bg,p + OE)). Ce produit scalaire s’exprime comme

une somme:
E= ZZi (ZéMijBSUpJ —|—6Ei)
I ]

On peut choisir de singulariser ieeme élenent de cette somme, et de I'appeler

«erreur sur»:
=12 (5Ei + Z5Miijp,j)
]

Et, comme nous I'avons faitl&quation 6.5, on peut s’intesser au terme de cette
somme qui he dépend que idet dej :

i,j = ZidMijBap,j

(cette quantiteest diffeente de la quanfite; ; introduite al’équation 6.5). Li-
schinski [26] préconise d’introduirg; j dans un critee de raffinement progressif: on
raffine toutes les interactions telles qug j > ¢.

On peut voir que cette expression de I'erreur sur I'interaction obtenue par Li-
schinski est tres proche de I'expression de I'erreur obtetiggaation 6.5. En effef;
a@éobtenu par une équation de transpguadir d’'un vecteur d'missionA. Z; estdonc
au moins gal aA;, et donc le terme tenant compte de I'imprécisionuZ;OM; ;Bgyp,j
est au moins@al aA;idM; jByp j. En revanche, le terme dendant de la variation de
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radiositesur I'emetteurMi,¢ ; ;0B; a @éabsorbé dans la version de Lischinski par rap-
port a la version de I'équation 6.5.

L'argument de Lischinski est que le calcul de I'importance de chaque fagette
n‘augmente pas beaucoup la compléexiés calculs. Notons que si I'on calcule I'im-
portanceZ par une feolution iteative de I'gquation de transport transpesalors da
premige iteration,Z; = A : les deux critéres se rejoignent, et ils ne divergeeteuel-
lement que pour les’itations suivantes.

Une fois qu’on a deide de raffiner I'interaction entreet j, il faut encore choisir
entre raffiner I'enetteur,j, et le reeepteui. Lischinski propose de raffiner I'émetteur si
Mint,i,j0Bj > dM; jBsyp,, €t le reeepteur dans le cas contraire. C'est le'catée choix
basesur I'encadrement de la radiosidae nous avons vu plus haut, page 97.
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1.

Controledel’erreur en radiositea l’aide
des dérivées successives

tion donnée peut servir de baseracritae de raffinement, et ainsi permettre

un contrdle de I'erreur globale commise par 'algorithme de simulation de
I'éclairage. Nous allons voir comment calculer dedia@recise I'erreur commise sur
une intégration donee en utilisant les de/ées successives de la radiositous ver-
rons ensuite comment irgeer ce contite de I'erreur dans un algorithme de radiosite
hiérarchique, ainsi que les structures de dasgeessaires.

7.1 Encadrement de |I’erreur commise sur une interaction
donnée

Considérons une interaction entre deux objets. Dans un premier temps, nous sup-
poserons ces deux objets seuls dans I'espace ; c@ise-gue la visibiliteentre eux est
totale. Nous verrons a la section suivante (section 7.2) comment nos méthodes doivent
étre adaptes dans le cadre d’'une visibilité partielle entre les deux objets.

Nous ne nous intéressons ici qu’a une direction de 'interaction : I'un des objets est
consideécomme uri metteur, l'autre est I€ oepteur. Nous voulons une approximation
précise de I'interaction entre ces deux objets; en particulier, nous voulons un encadre-
ment de la radiositsur le feepteur en fonction de la radiosgaer I'emetteur.

Nous connaissons une expression exacte de la radiosité en tout poinegtere,
en fonction de la radiositgur I'émetteur et de la position respective denetteur et du
récepteur:

N OUS AVONSVU comment la connaissance de I'erreur commise sur une interac-

p cosP; cosH,
B(x) =E(X)+= [ B(y)———-=
( ) ( ) /A, ( ) Hr12H2
Cette quantitest ddinie sur tout le plan qui porte le récepteur. Lorsque la radio-
sitede I'émetteur est supposée constante, dgaament acceades valeurs exactes
pour les deévées de la radiositd.orsque I'anetteur est par surct@supposé convexe,
la quantiteB(x) vérifie les conjectures d’unimodaliet de concavitexposes au cha-
pitre 5.

dA;

7.1.1 Leminimum setrouve sur un sommet
La conjecture d’unimodaliténplique en particulier que la radiosite peut at-
teindre son minimum que sur la frofedu recepteur, et non sur son imteur. Dans le
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cas d'un feepteur polygonal, le minimum de la radiosétgt donc atteint sur une des
ardes du feepteur.

La conjecture d’'unimodalité sur toute droite implique alors que le minimum de la
radiositesur un segment de droite (I'deedu feepteur) ne pedttee atteint sur I'infe
rieur de ce segment. Le minimum est donc atteint sur une desretésedu segment,
c’est-adire un sommet du pteur.

Dans le cas d’'un’eepteur polygonal, le minimum de la radidsétst donc atteint
sur I'un des sommets duaepteur.

7.1.2 Localiser le maximum

Sans utiliser les devées de la radiositél est en revanche impossible de localiser
preciseament le maximum de la radioSjtet surtout, de savoir s’il se trouve ou non a
l'intérieur du feepteur.

En revanche, si I'on connait en un poinle gradient de la radiositeB(x), alors
une conséquence de la conjecture d’'unimodalitgoutes les droites (voir section 5.6)
est que le maximum de radiosge trouve dans le demi-plan défini par :

Dx = {ylxy- OB(x) > 0}

En effet, s'il en’¢ait autrement, sur la droite joignartau maximum, la radio-
sitedecroitrait avant de crire anouveau. On aurait donc un minimum local sur cette
droite, et deux maximums locaux au moins, en contradiction avec les hypotheses (voir
figure 7.1).

NN \s\
N \\s\\\\\\
t\\\\\

Le maximum se trouve
dans ce demi-plan.

FIG. 7.1 —Le maximum se situe dans un demi-plan défini par le gradient.

Lorsqu’on conndile gradient de radiositgur tous les sommets du polygone, on a
une zone ose situe le maximum : c’est I'intersection de tous les demi-pangou
lesx; sont les sommets duaepteur).

Si I'intersection des demi-plans et de I'inur du récepteur est non-vide, alors le
maximum peut se trouverlantérieur du fecepteur (voir figure 7.2). Si I'intersection
des demi-plans et dueepteur est vide, alors le maximum egeatérieur du fecepteur,
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Le maximum /
k peut étre ici
N

% % |
B( % B( %

FIG. 7.2 —Le maximum peut se situer a I’intérieur du polygone.

et la radiositatteint donc son maximum sur la frontiere — donc sur les arétes (voir fi-
gure 7.3). Qui plus est, en reprenant ce raisonnement, on peut savoir pour cliggjue are
si le maximum est atteintléntérieur de I'arfée ou sur un de ses sommets.

Ainsi, sur la figure 7.3, pour trois des &s I'intersection entre I'ate et les demi-
plansDy, base sur ses sommets est vide, etle maximum de la radmsitees arétes est
donc atteint sur un sommet. Pour la quatrée le maximum de la radiosité est atteint sur
l'intérieur de I'aréte. Le maximum de la radiossigr le feepteur est donc le maximum
de la radiosité sur les sommets et du maximum de la radissiteette dree.

Comme le feepteur est convexe, pour savoir s’il est contenu dans I'intersection des
Dy il suffit de savoir si ses sommets y sont contenus. Comme il s’agit de demi-plans,
pour chaque sommet il suffit de tester si le sommet fredent et le sommet suivant
sontinclus.

Le maximum est donc Bintérieur du feepteur si toutes les conditions suivantes
sont vraies, et Hextérieur des que I'une d’elle est fausse:

Vi, X%31-0B(x) > 0
Vi, Xx_1-0B(x) > 0
7.1.3 Trouver lemaximum sur une ar éte

Sile maximum est atteintl&extérieur du reeepteur, alors le maximum de la radio-
sitesur le feepteur est nécessairement atteint sur une aréte. Pour chaigyepgeut
consideer la radiositecomme une fonction a une variabldfidé sur I'arde.

Par exemple, si on considéere unétaféB], on a la radiositeomme fonction de
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Sur cette aréte,

le maximum esf
a l'intérieur

i

o

B( % B( %

FiGc. 7.3 —Le maximum est atteint sur |a frontiére.

I'abscisse sufABJ:
f(y) = B(A+yAB)

La connaissance desrilees de la radiosité sur les sommétst B du recepteur
nous donne acseaux dérivées déenOeten 1:

f'(0) = OB(A)-AB
f'(1) = OB(B) -AB
£'(0) = 'ABHAAB
(1) = 'ABHpAB

A cause de la conjecture d’unimodaliter toute droite, sf’(0) x f/(1) > 0 alors
le maximum de la radiositeur la droite est atteint en dehors du segnfiaBt, et donc
le maximum de la radiositeur I'arde est atteint sur I'un des sommets.

Inversement, sf’(0) x f'(1) < 0O, alors le maximum de la radioSist atteint sur
I'aréte elle-mene. Sif”(0) < 0 etf”(1) < 0, alors, a&ause de la conjecture de concavite
sur les droites (conjecture 5.1), la fonctiérest concave sur le segmdft1]. Dans
ce cas, elles est majagar ses tangentes, notamment par les tangentesen O et en 1,
dont justement on connait I'expression. On peut donc dire que la radiositarge
est infeieure a’ordonnée du point d’'intersection des deux tangentes::

s _ fOfD) - fWFO)+F(Of ()
= f(1) - 1(0)
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Si f'(0) x f'(1) < 0, et quef”(0) > 0 ouf”(1) > 0O, alors on sait que le maximum
de la radiosité est atteint sur I"deg et on sait que les tangentes ne suffisent pas pour
obtenir une majoration de la radios#ter I'ardge. On peut alors, soit daler que le fac-
teur de forme ponctuel est majoré par 1, soit calculer une majordtmnepegue de la
radiosite on remplace enetteur par un autre émetteur, tel que I'on sache que la radio-
sitedue au deuxime ‘@anetteur sera toujours sugeure, et tel que I'on sache localiser le
maximum de la radiositéue a ce deuxiae emetteur, en utilisant le principe de Curie.

On sait que la radiosité en un point dépend uniquement de I'angle solide sous le-
quel on voit’émetteur depuis ce point. On prend un [Raparallde au plan reepteur.
Dans ce plan, on trace pour les deux sommets daéd@metteur guivalent'd’é met-
teur originel; c’est I'intersection du o@ bdi sur le sommet et 'metteur originel avec
le planPy. On prend ensuite le vecteur directeur de’tayeet un vecteur orthogonal
également compris dans le plarcepteur. Dans le plaR,, on construit avec ces deux
vecteurs la boe englobante des deux polygoriesetteursE(A) et E(B) équivalents
(voir figure 7.4).

Emetteur

Emetteur
englobant

Récepteur

FiG. 7.4 —-Utilisationd’ un émetteur englobant pour trouver un majorant sur une aréte.

On a alors unimetteur qui partage sa sytrie avec la droite trdeesur le plan ré-
cepteur, donc pour lequel on saitlocaliser le maximum. On sait aussi que pour tout point
situesur l'arde, entre les deux sommets, la radioditie acet ‘@netteur sera stipeure
acelle qu’elle serait avec liaetteur originel, puisque le secteur angulaire solide sous
lequel on voit ce nouvel émetteur inclus le secteur angulaire solide sous lequel on voit
I'ancien ‘emetteur.

7.1.4 Lavaleur du maximum sur lerécepteur

Sila valeur du gradient de radiosité aux sommets du récepteur indique que le maxi-
mum de la radiosité est atteint’etérieur du feepteur, on effectue la‘mee classifi-
cation que dans le cas deStas: ou bien la concavifgermet de trouver un majorant
du maximum, ou bien on a recoursia emetteur majorant, tel que la radiosgei lui
est due majore la radioSithie al’émetteur originel, et tel que I'on sache localiser le
maximum de cette radioSite

On connéile Hessien de la radioSign chacun des sommets du polygoneepe
teur. On peut savoirpartir du Hessien si la radioSist concave aux sommets du poly-
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gone, en calculant — s°. Si la radiositeest concave sur tous les sommets diepgeur

(rt — s* < 0), alors’acause de la conjecture de concayitenjecture 5.2) on sait que

le Hessien sera’@iai-négatif sur tout l'infeieur du convexe. Donc qu’il sera majore

par tous ses plans tangents, en particulier par les plans tangents aux sommets, dont on
connait 'expression, puisqu’on connait la valeur du gradient aux sommets.

Nous avons ici un probiee de gemétrie arésoudre. Mais ce probihee (intersec-
tion de demi-espaces) est compligiiefait que nos différentes variables ne sont pas
de méme nature : nous avons d’uniéda position gemdrique des points sommets du
recepteur, et d'autre part la radioséa chacun de ces sommets.

Pour se ramener a un pur protie de gemdrie, on transforme chaque couple de
valeurs (sommet, radio$)ten un seul point gemdrique :

Vi = % + B(x) iz

oui; estla normale au plan duaepteur.

On voit immaliatement que la notion «la radiosée un point est suipieure a.. »
devient, apre cette transformation, «la coorddengurri,; de ce point est stipeure
a...». Sil'on considere qu® est I'axe vertical orieritde notre nouvel espace, dire «la
radiositeest infeieure a..» guivaut donc a dire «ce point est en-dessous de...».

L'ordonnes zy en un pointM du plan tangent en un poirgt est, on I'a vu, déni
par:

2w = B(x) + (M —x) - UB(x)

Onadonc:

2 —B(x) = (M—x) - OB(x)

Sil'on poseVyy = M+ 2zyfi;, ona:
0

(Vv —M) - (fir — DB(x))

Dans notre nouvel espace, le plan tangelat imdiositeest donc dfni comme le
plan passant paf, et de normaléi; = fi; — OB(x).

Pour chague plan tangent, on peut alorfiniidle demi-espace mtif, 'ensemble
des points qui sont en dessous de ce plan tangent. On sait, puisque la radibsite
concave sur l€ @epteur, que laradioSiggolue dans I'intersection de ces demi-espaces
negatifs. Le maximum de la radioSiest donc majdrear le maximum de cette inter-
section sur le récepteur. Ce maximum est atteint soit suffieatedu recepteur, soit
sur une des éates.

Chaque dree ddinit dans notre nouvel espace un plan, perpendiculaire au plan du
récepteur, et donc un demi-espacgaidf, tel que l'infeieur du polygone soit l'inter-
section de tous ces demi-espacegatifs.

Trouver un majorant de la radiosité en utilisant les plans tangents peut donc se ra-
mener acalculer l'intersection de 8 demi-espaces. Les sommets de cette intersection
sont les points d’intersection de trois des plans coricefP@mi ces points d’intersec-
tion, la plupart sont &iminer car ils se trouvent dans un au moins des demi-espaces
positifs.

On calcule donc tous les points d’'intersection de trois plans parmi les huit, soit 56
points d’intersection, et on élimine parmi ces points ceux qui se trouvent dans un des
demi-espace positif, ce qui fait pour chaque point 5 plarester.
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En fait, on peut simplifier les calculs dans la mesurdlast inutile de calculer
I'intersection de trois plans'@iais par les arges, qui ne peut que se situer en dehors de
I'espace inteessant. Notons aussi que l'intersection de deux plans définis par'tee are
soit correspond a un des sommets du polygone, soit@istiaer. Si elle correspond a
un des sommets du polygone, alors le seul plan tangent a ¢oersédela plan tangent
en ce sommet, puisque tous les autres sont dans son demi-espace positif.

On a donc, d’'une part aalculer les intersections de trois plans tangents, soit 4
points, qu'il faut tester avec 5 plans (les quatre pldifimiepar les arees et le plan tan-
gent restant), et d’autre part les intersections de deux plans tangents avec un des plans
definis par les arees, soit 24 intersections, qu'’il fautchaque fois tester avec les deux
plans tangents restants. Une fois qu’on a idénkfiesommet¥ de l'intersection de
tous les demi-espacesgsifs, un majorant de la radioSest donné par la plus grande
coordonne surfi; de ces sommets.

Lafigure 7.5 feume les@pes du calcul du majorant de laradiositeun feepteur
ou le Hessien est dmi-négatif.

Initialisation
pour chaque sommei du polygone
Vi = X+ B(x;)fy
fij = A — OB(x)
AjouterV, ala liste des sommets.
Sur lesaretes
pour chaque arete du polygone
pour chaque couple de plans tangerfis j)
Calculer I'intersectiorv dei, j et I'arete
sV est au-dessus d’'un des deux autres plans tandents
EliminerV
sinon
AjouterV a la liste des sommets.
Lestriplets de plans tangents
pour chaquetriplet (i, j, k) de plans tangents
Calculer I'intersectiorV des trois plans tangents
sV est au dessus du quatrieme plan tangent
EliminerV
sinon
s V correspond a l'interieur du polygone
AjouterV a la liste des sommets
sinon
EliminerV
Lemajorant
pour chaque sommeV de la liste
Calculer la hauteun =V - fi;
Prendre la plus grande valdupbtenue

FIG. 7.5 —Majoration avec les plans tangents.

Lorsque le Hessien n’est pasfiténégatif pour tous les sommets dicepteur, il
estimpossible de trouver un majorant de la radiasitatilisant I'intersection des plans
tangents. On a alors recourtaaname mehode que pour trouver le maximum sur une
arde: on prend un plan parallele au plan daeapteur, sur lequel on trace restteur
équivalentd’émetteur originel pour chacun des sommets'depeeur. On sait qu’alors
tout convexe qui contient césnetteurs quivalents induit sur le récepteur une radio-
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sitesupeieure acelle de I'enetteur originel. Si on calcule une boite englobante de ces
émetteurs guivalents, on a un émetteur pour lequel on sait localiser, et donc calculer,
le maximum de la radiositgur le fecepteur.

7.1.5 Simplification possible

Si le Hessien est’di@i-négatif sur un triangle, on sait qu’alors la radiosats mi-
noree sur ce triangle par le plancant. Si le reepteur n’est pas un triangle, mais que le
Hessien de laradiosiyeest déini-négatif, parmi les triangles que I'on peut former avec
les sommets du pepteur, il en existe au moins un tel que le plan sécant diitideoit
un minorant de la radiosité sur tout [eepteur.

On peut par surcfochoisir parmi tous les planscants dénis par les triplets de
sommets du polygone et qui constituent une minoration de la radiosité celui qui consti-
tue la meilleure minoration, celui qui est tel que la distance entre ce ptamtset la
radiosité des autres sommets soit minimale.

On a alors une minoration de la radiosité par une fonction linéaire. Nous avons vu
que la radiositserain fineaffichee comme une fonction liragre. On peut alors calculer
un encadrement de la radidsitgr le reepteur entre d’'une part ce pldrcaat et d’autre
part les plans tangents.

Cet encadrement donne une majoration de la idiffee entre la radioSitelle
gu’'elle sera affiche et la valeur exacte de la radiosster le feepteur.

En pratique, pour obtenir une majoration, on calcule l'intersection des 8 demi-
espaces rgatifs, mais pour la derfiie gape, au lieu de calculer la hauteur des sommets
commeV - iy, on calcule la distance entre ces sommets et le plan sécant. Si céplan se
cant est dfni par un pointV; et une normaléi, la hauteur egh = fis- iV. On prend
comme preedemment la plus grande valeur degour tous les sommets.

7.1.6 Résultats

Nous avons implmentela mehode d’encadrement de I'erreur commise sur une
interaction donheen utilisant le critee d’encadrement de la radiositecrit ci-dessus.
Pour chaque interaction, une fois connue un majorant et un minorant de la radiosite
nous choisissons de raffiner I'interaction sil'erreur siméegie de la facetté ceptrice
depasse un certain seuil, c’estdie si:

AdB;j > €

Le critere heuristique utiliséorsqu’on ne connait pas un encadrement de la radio-
sitesur le feepteur, consiste @lculer la valeur du facteur de forme ponctuel sur les
sommets du polygone, que I'on compléte par la valeur du facteur de forme ponctuel
pris au centre du polygonéaepteur. Apartir de ces 5 valeurs, on calcule la valeur mi-
nimale et la valeur maximale de la radiosste e feeepteur. Comme nous I'avons vu,
la valeur minimale est bien un minorant de la radiositele feepteur, mais la valeur
maximale que I'on obtient peut conduirs@us-estimer la radioSiserr le feepteur. Ce
critere peut naturellemerite pris en déaut dans certains cas particuliers.

Nous avons comparé le raffinement produit par cet algorithme heuristique avec le
raffinement produit par les deux algorithmes décrits ici: d'une part I'algorithme qui
donne un encadrement exact de la radigaiec calcul d’'un majorant et d’'un minorant,
et d’autre part I'algorithme qui, lorsqu’il le peut, c’estdire lorsque la radiositest
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concave, effectue un encadrement par des fonctionaites et qui donc simplifie le
maillage produit.

Les tests ontté conduits sur une scene simple, choisie telle que I'algorithme heu-
ristique ne soit pas pris en défaut (voir figure 7.6). Nous avons conduit les calculs pour
différentes valeurs de

Pour chaque valeur dg nous avons calculé le nombre de facettes produit par les
trois algorithmes. Chaque sommet de facette corresponcalcul de radiositelonc
le nombre de calculs de radiositifectuepar chaque algorithme est approximativement
égal au nombre de facettes. Un calcul conjoint de la radiosité, du gradient et du Hes-
sien de laradiositeorrespond, en temps de calcul, suivantles ordinateargra2?2 et
2,9 calculs de radiositgvoir section 8.7). On peut donc calculer, a partir du nombre de
facettes, le temps de calculd@ivalent de chaque algorithme. Ces valeurs sont regrou-
pées dans le tableau 7.1. On peut voir que lererite simplification des liens permet
un gain en mémoire allant jusqu’a 20 %, et qui augmente a mesure queisiqome
augmente. On voit aussi que paueleve (1), le critee de raffinement heuristique et
notre critee de raffinement complet ne concordent pas, le critere comjatetaie de
raffiner d’avantage que le critére heuristique.

Les temps de calcul n'ont pas encote lobjet d’une optimisation pousse par
exemple, si le derminant du Hessien de la radiosité est positif sur @acette, il est
inutile de le ecalculer sur les enfants de cette facette, puisqu’il seréif@svertu de
notre conjecture 5.2. Cette optimisation permettrait’diziire le surcéulié al'algo-
rithme complet et, dans une moindre mesurdélgorithme simplifie

TaB. 7.1 —Tests de nos critéres de raffinement.

Nombre de facettes Gainduala | Surcdu (SGI, standard

€ || Heuris.| Complet| Simplifie || simplification || Complet|  Simplifie

1 84 120 120 0% 214 % 214 %

0,1 436 436 420 4% 120 % 112 %
0,01 1924 1924 1716 11 % 120 % 96 %
0,001 8564 8564 7172 16 % 120 % 84 %
0,0001| 43012 43012 34132 21 % 120 % 74 %
0,00001|| 200386/ 200386| 155708 22 % 120 % 70 %

L'image correspondante= 0,0001 se situe figure 7.6. Comme les trois cagsde
raffinement ctacident pour tous les points du maillage qui sont communs, avec cette
valeur deg, les trois images sont impossibles a distinguer a I'eeil nu, aussi n'en a-t-on
fait figurer qu'une seule. Un exemple du maillage produit par les trois algorithmes de
raffinement pour deux valeurs gl = 0,01 ete = 0,0001 se trouve figure 7.7. On peut
voir sur le maillage que les points deicritere de simplification agit sont conceigre
dans une zone bieri lilitée, celle ole Hessien est dmi-négatif.

Pour pouvoir quantifier la différence entre les trois algorithmes, nous avons choisi
comme solution de”férence la solution produite par I'algorithme complet peut
0,00001. Pour chacune des valeurgdaour les trois algorithmes de raffinement, nous
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FIG. 7.6 —La scene de tests pour la visibilitétotale, € = 0,0001
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Raffinement simplifie

FIG. 7.7 —Le maillage produit par lestroisalgorithmes, e = 0,0001, et € = 0,01.
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avons calculéa difference maximale entre la radiositeoddisée par cet algorithme
pour cette valeur dg et la radiositele la solution de’férence. Cette différence est na-
turellement une diffieence entre les interpolations laiees entre les valeurs aux som-
mets. Afin d’avoir des valeurs comparables, nous avons pris laatiife en termes
d’énergie, c’est-alire I'intégrale sur la facette de la diffnce entre la solution dé-re
férence et la solution calcige Il convient de remarquer que cette méthode de calcul
attribue —adifférence de radiositegale — une valeur d’autant plus grande que les fa-
cettes oul y différence sont larges. Le tableau 7.2 montre cetté idiffee en fonction
de la valeurs de. Cette diffeence correspondl&nergie qui n’est pas motisée lo-
calement.

On voit sur le tableau, d’une part que la différence locale par rapgarsalution
de rdérence est, pour tous les algorithmes, inférieure d’au moins un ordre de grandeur
alavaleur dee. On voit'egalement que I'algorithme simplif@rrespond a une moélite
sation de I'mergie avec la imae preision que les algorithmes non simplgjguisque
la différence n’est pas perceptible.

TAB. 7.2 —Différence locale de I’ énergie pour les algorithmes de raffinement.

Heuristique Simplifié
£ Facettes Erreur Facettes Erreur
1,0 84 0,0213689 120 0,213689
0,1 436 0,0015549 420 0,0015549

0,01 1924 0,0015549 1716 0,0015549
0,001 8564 | 9,71966<10°° 7172] 9,71966<10°°
0,0001|| 43012| 5,06716<10°° 34132 5,90167%10°°
0,00001| 200386 0| 200386| 3,0568:10°°

On peut aussi mesurer I'erreur globalepaxtir de I'energie de la scene. On cal-
cule alors la diffeence entre 'eergie correspondant a la mdgation de la radiosite
gue nous avons, et hergie de la solution dé ference. Cette différence diergie est
une mesure de I'erreur globale de mbsigtion effectie par chaque algorithme. Les
résultats de ces mesures sont feprges dans le tableau 7.3. On peut voir que cette er-
reur globale est tres supeure aa valeur deg, puisquee correspond a une majoration
seulementlocale de l'erreur. On voit également que I'erreur globale due a un algorithm
simplifié est supeeure al’erreur globale due an algorithme non simplifianais que
les deux erreur sont du méme ordre de grandeur.

En resunie nous avons peentadeux nouveaux criteres de raffinement, permettant
tous deux un contte de I'erreur commise sur chaque interaction en situation de visibi-
lité totale ; I'un d’eux permet par surctane feluction du nombre de facettes utilese
pour modéliser l'interaction, et donc un gain en placemée.

Lorsque I'on compare le premier chiteaun critere habituel, sur une sne oule
critere habituel n’est pas pris erifdat, on voit que le critee avec certitude aboutit au
méme resultat avec un surcolt de 120 % en temps de calcul. Ce Sueqésente, en
guelque sorte, le prix payer en ehange de la certitude.

Notre comparaison, pour avoir un sens, portait sur unessar laquelle le crite
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TAB. 7.3 —Mesure de |’ énergietotale pour nos critéres de raffinement.

Heuristique Complet Simplifié

£ Energie| Diff. Energie| Diff. Energie| Diff.
1| 27,2370| 6,036 %| 27,9545| 3,949 % | 27,9545| 3,949 %
0,1 28,7938| 1,065 %/ 28,7938| 1,065 %] 28,7296| 1,286 %
0,01 || 29,0353| 0,235 %] 29,0353 0,235 % || 28,9987| 0,362 %
0,001 29,0897| 0,049 % 29,0897| 0,049 % | 29,0718| 0,111 %
0,0001| 29,1018| 0,008 % || 29,1018| 0,008 %/ 29,0932| 0,037 %
0,00001|| 29,1040 0% || 29,1040 0% || 29,0997| 0,015 %

heuristique n"&it pas pris en daut. Si I'on comparait les deux crites sur une sce

sur lagquelle le critee heuristiqué &it pris en déaut, on constaterait une erreur, mesu-
rée en termes dleergie locale, pouvant aller jusqu’a 100 % pour le critére heuristique,
et un accroissement du temps de calcul pour Ieéreritemplet par rapport au crige
heuristique. Il convient ici de remarquer que parmi les scenes qui peuvent induire en
erreur le critee heuristique, il en existe — par exemple lorsqu’un obstacle n’est’pas de
tectelors du premier raffinement — pour lesquelléduige le seuil de raffinement ne
permettrait pas dé deiire I'erreur commise. Inversement, notre eeteomplet permet
toujours de trouver un encadrement exact de la radissitia facette reeptrice, et donc
une réduction du seuil de raffinement se traduira toujours par doetien de I'erreur
commise.

Lorsque I'on compare le crite avec reuction des liens au crite habituel, on
constate qu’ils aboutissentas modksations diffeentes de la radiositur la facette,
mais proches cependant en tous points. Cérerdagec rduction des liens permet par
ailleurs une rduction de la place fimsoire utilisee de I'ordre de 20 %, et augmentant
avec la preision.

7.2 Lecasdelavighilitépartielle

7.2.1 Maintenir un encadrement delaradiosité

Nous avons vu comment obtenir un encadrement de la radiosité dans le cas de deux
objets convexes en interaction, seuls. Lorsqu’un obstacle est présent entre eux, la solu-
tion est plus complexe, puisque les conjectures de concavité sur lesquelles nous avons
basenotre encadrement ne sont plus accessibles : nous avons vu au chapitre gue me
un unique obstacle convexe pouvait mettre en défaut la conjecture d’'unimedalie
droites.

La seule solution pour maintenir un encadrement de la radiosité lorsqu’ily a un obs-
tacle consisté aalculer, d’'une part un convexe sitsig I'emetteur, inclus dans’liaet-
teur, et tel que tous ses points soient en situation de viSitoliéde avec le reepteur,
que I'on appelle 'enetteurminimal, et d’autre part un convexe sitser I'emetteur,
inclus dans I'émetteur, et tel qu’il contienne tous les points de I'émetteur qui sont en
situation de visibiliteavec au moins un point du récepteur. Ce deuxiéme convexe est
appeleémetteurmaximal.
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On voit que la radiosité duel&metteur minimal en situation de visibilitetale
constitue une minoration de la radiosité du&aetteur en situation de visibilifgar-
tielle, et que la radiositdue al’émetteur maximal en situation de visibilipartielle
constitue une majoration.

Comme I'ametteur minimal et 'enetteur maximal sont des convexes en situation
de visibilitetotale, nous pouvons appliquer Iésuétats du chapitre peedent pour cal-
culer, d’'une part une minoration de la radiogiteI'émetteur minimal, et d’autre part
une majoration de la radioSitke I'emetteur maximal.

Le calcul de I'enetteur minimal et de I'émetteur maximal se fait a partir déteare
des obstacles psents entre 'metteur et le reepteur. Pour chaque seeprise isole
ment, on deermine un plan minimal, tel que tous les points situés dans le demi-espace
positif de ce plan soient en situation de visibilitgale avec le reepteur, et un plan
maximal, tel que tous les points situdans le demi-espacégsif de ce plan soient
en situation d'invisibiliteotale avec le récepteur. Le plan maximal est donc celui qui
cache le plus le récepteur, et le plan minimal celui qui le cache le moins.

Ce plan minimal et le plan maximal se calculenpgaatir de I'afée de I'obstacle et
des sommets du récepteur convexe. On prend pour chaque sommet le plan défini par ce
sommet et I'atee. Chaque plan possede une normale, et I'on peut classer ces hormales
en fonction de I'angle orienté qu’elles font avec la normale au plan depteur, le
triedre ‘@ant orientepar I'arée de I'obstacle. Le plan qui correspond a I'angle le plus
petit (generalement ngatif) est le plan minimal, et le plan qui corresponkbagle le
plus grand (geeralement positif) est le plan maximal.

Lorsque I'obstacle est un unique convexe, on preade faon incrfanentale sur les
ardes de I'obstacle pour trouver heetteur minimal :

— sil’émetteur est totalement inclus dans le demi-espace positif, on est en situation
de visibilitetotale, donc I'enetteur minimal estgal al'é metteur ;

— siI'émetteur est totalement inclus dans le demi-espagatifecette arte n'est
pas significative, et on la laisse d&&p

— si cette dre coupe I'émetteur, on prend la portion de I'émetteur qui est incluse
dans le demi-espace positif (voir figure 7.8). Cette portion est un candidat ac-
ceptable pour 'metteur minimal, puisqu’elle est convexe et toujours visible de
tous les points du récepteur. On a donc éventuellement plusieurs candidats pour
I'é metteur minimal —au maximum quatre. Tous sont acceptables, mais il est pre
férable de choaisir celui qui donnera la minoration la plievee, permettant ainsi
le plus petitencadrement de la radiosite le feepteur. Sil'on ne veut pas calcu-
ler une minoration pour chaque candidat émetteur minimal, on peut se contenter
de prendre le candidat dont I'aire est la plus grande. Cette heuristique permet de
trouver plus rapidement un émetteur minimal dont on peut espérer qu’il donnera
une bonne minoration, fmee si cette minoration ne sera pas nécessairement la
plus devee possible. Si la minoration obtenue n’est pas la meilleuré shef et
sera un raffinement plus grand. Nous avons ici un choix entre deurestitain
donnant le meilleur maillage possible, donc économe amaire, au prix d'un
temps de calcul suppigentaire, et I'autre donnant un maillage qui sera péngt-e
trop raffine et donc plus ctieux en menoire, mais eonomisant le temps de cal-
cul.
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On procele de la Mmee fa®n pour trouver I'enetteur maximal :

— sil'émetteur est totalement inclus dans le demi-espace positif, I'émetteur maxi-
mal est'g@al al’émetteur;

— siI’émetteur est totalement inclus dans le demi-espagatifecette are n'est
pas significative;

— si le plan minimal coupe Tmetteur, on prend I'enveloppe convexe de I'ancien
eémetteur maximal et de 'intersection du demi-espace positif et de I'émetteur. On
remarque que cette enveloppe convexégaliesd'é metteur coupear une aite,
donc que le seul travailaccomplir pour calculer I'metteur maximal est de trou-
ver cette aite ; de plus, cette are dgpend uniquement de I'ancienné eret de
I'aréte creee par le plan maximal courant (voir figure 7.9).
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FIG. 7.9 —L’ émetteur maximal se construit comme une envel oppe convexe.

La figure 7.10 montre un exemple d¥etteur minimal et d’metteur maximal. Le
carrerouge sur le sol est la facette pour laguelle on a caleutesibilité. La zone rouge
clair represente I'enetteur minimal, visible de tous les points de la facéttepérice. La
zone rouge fon@repfesente I'anetteur maximal, enveloppe convexe de tous les points
de I'emetteur visibles d’au moins un point dicepteur. On a rajoUtie contour de la
partie de I'enetteur qui est visible d’'un des sommets de la facétteptrice. On peut
Voir que ce contour est bien inclus darisietteur maximal, et contient bien I'’émetteur
minimal. Le cartouche sur I€ torepresente les rimes informations, vues de dessus.
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FIG. 7.10 —Exemple d' émetteur minimal et maximal, avec un des émetteurs exacts.

7.2.2 Lorsgu’il y aplusieursobstacles

Lorsqu’ily a plusieurs obstacles, on proesde maniee similaire, en cherchant tou-
jours a conserver pour lésnetteurs maximal et minimal leurs projiée essentielles,
asavoir gu’ils sont convexes et qu'ils encadreniriteur fel pour tous les points du
récepteur.

Pour I'émetteur maximal, on commence par calculer pour chaque obstacle I'union
des demi-espaces minimaux : c’est 'ensemble des pointSmetteur qui sont visible
d’au moins un des points du récepteur par rappoetabstacle. On prend ensuite I'in-
tersection de ces ensembles : c’est 'ensemble des pointswietieur qui sont visibles
d’au moins un des points du récepteur compte tenu de tous les obstacles. Enfin, on prend
I'enveloppe convexe de cet ensemble : c’esniateur maximal.

Si la complexitede la scee et des obstacles entrérfietteur et le reepteur rend
prohibitif ce calcul précis de lretteur maximal, on peut avoir recourd’autres me
thodes, qui donnent un émetteur maximal plus grand, donc un encadrement plus large,
mais qui permettent d’aboutir alis@tat plus rapidement. Par exemple cohsgdgue
I'émetteur maximal estgal al’émetteur original.

Le calcul pratigue de I'metteur maximal peut se faire sans calculer explicitement
d’'unions ou d’intersections de polygones: pour le premier obstacle, on sait calculer
pour chaque ate I'intersection de 'enetteur et du demi-espace minimal. Ce qui nous
donne une liste de polygones convexes, dont I'union sspree 'ensemble des points
de I'emetteur qui sont visibles d’'un point ducepteur. Pour les obstacles suivants,
on procele de la mme maniee, mais on calcule l'intersection du demi-espace mini-
mal avec chacun des polygones convexésemts dans la liste, augmentant ainsi cette
meéme liste. Ala fin, on prend 'ensemble des sommets des polygones convexes pre
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sents dans la liste. L'émetteur maximal egtlaal’enveloppe convexe de ces sommets.
L'algorithme de calcul de 'metteur maximal est seimefigure 7.11.

initialiser la liste des emetteurs
ajouter 'emetteur originel alaliste
pour chaque obstacle potentiel
pour chaque emetteur de la listé
retirer 'emetteur de la listé
pour chaque aretedel’ obstacle
calculer l'intersection de I'emetteur et du demi-plan minimal
s cette intersection est non vide
ajouter le resultat de l'intersection a la ligte
initialiser la listes des sommets
pour chagque emetteur de la listé
ajouter ses sommets a la liste
calculer 'enveloppe convexe des sommets de la diste

FiG. 7.11 —Calcul de I’ émetteur maximal en présence de plusieursobstacles.

Pour I'émetteur minimal, on peut soit prendre un convexe qui englobe I'ensemble
des obstacles, tel une boite englobante ou une enveloppe convexe, ou bien calculer un
émetteur minimal de la fimrae maniee que I'émetteur maximal : pour le premier obs-
tacle, on calcule pour chaque tgd’intersection de 'enetteur avec le demi-espace
maximal. Ce qui nous donne une liste de polygones convexes, chacun thatixie
candidat valable pouitiee emetteur minimal. Pour les obstacles suivants, on calcule
pour chaque ate de I'obstacle I'intersection du demi-espace maximal avetres-e
teurs présents dans laliste, le résultat étant afolatéiste elle-mene. Lorsque tous les
obstacles ontté parcourus, la liste contient un ensemble de candidats valables au titre
d’émetteur minimal. Il reste a choisir parmi les diéats candidats. Ceci peut se faire,
soit en calculant pour chacun d’eux la minoration qu’il induit sur’leegeur, et en
prenant celui qui induit la minoration la plus grande, soit en prenant le candidat dont
I'aire est la plus kevee. Le pseudo-code de calcul dérfietteur minimal est sunie
figure 7.12.

initialiser la listel des emetteurs
ajouter I'emetteur originel ala liste
pour chaque obstacle potentiel
pour chaque emetteur de la listé
retirer 'emetteur de la listé
pour chaque aretede I’ obstacle
calculer l'intersection de I'emetteur et du demi-plan maximal
S cette intersection est non vide
ajouter le resultat de I'intersection a la ligte
selectionner 'emetteur de la listedont I'aire est la plus grande.

FIG. 7.12 —Calcul de I’ émetteur minimal en présence de plusieurs obstacles.
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7.2.3 Reésultats

Nous avons implmentele calcul de I'enetteur minimal et maximal, et regroupe
ce code avec le calcul d’'un majorant et d’'un minorant de la radipsite obtenir un
algorithme de radiositeiérarchique avec un crite de raffinement baseir un contrte
de I'erreur, y compris en psence d'obstacles.

La scéne choisie pour les tests est un@sctmple, compdsed’un seul enetteur,
d’'une seul récepteur et d’'un obstacle qui les sépare. Nous avons comparé nos algo-
rithmes (complet et simplifjeavec le mene algorithme heuristique: calcul du facteur
de forme ponctuel en cing points, et I'erreur sur cette interaction est |gdde da dif-
férence entre le plus grand des facteurs de forme ponctuels et le plus petitidessa
de forme ponctuels, multipleepar la radiositee I'emetteur et I'aire du reepteur.

La figure 7.13 visualise la scene de test employée, et les figures 7.14, 7.15 et 7.16
montrent le maillage produit par les trois algorithmes pour tifiées valeurs de

e

FIG. 7.13 —La scéne de tests pour la visibilité partielle, € = 0,0001

On voit sur le tableau 7.4 le nombre de facettes produits par les trois algorithmes
de raffinement en fonction des valeursgegyaress en nombre de facettes en situation
de visibilité totale, pour lesquelles on applique le cétaabli ala section preédente,
et facettes aisibilité partielle, pour lesquelles on emploie le aré&abliici. On voit
ici que I'encadrement pois de la radiositatiliseé n’entrdne qu’une augmentation de
I'ordre de 50 % du nombre de facettes en situation de visilphrtelle.

Le surcawinduit par notre algorithme en situation de visibilitertielle est lieaux
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FIG. 7.14 —Les images produites par lestroisalgorithmeslorsqu’ils coincident.
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£ = 0,0001

£ = 0,00001

FiG. 7.15 —Lesimages produites par I’ algorithme heuristique.
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£ = 0,00001

FIG. 7.16 —Les images produites par |’ algorithme de raffinement simplifié pour les
mémes valeursdee.
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TAB. 7.4 —Nombre de facettes produits par les criteres de raffinement en présence

d’ obstacles.

Visibilité totale Visibilité partielle
€ || Heuris.| Complet| Simplifie | Gain || Heuris.| Complet| Simplifie
1 12 12 12| 0% 9 9 9
0,1 60 60 60| 0% 73 73 73
0,01 252 252 188 | 25% 181 181 181
0,001 1032 1020 684 | 33% 905 1221 1221
0,0001 4252 4216 2648 | 37 % 3445 6049 6049
0,00001|| 17180 17000 8888| 48% || 13261 14977 14225

trois calculs d’occlusion de'lfaetteur par I'obstacle que nous devons faire pour chaque
facette au lieu d’'un seul dans le cas de I'algorithme heuristique. Le temps deestlcul
donc au maximum multiplié par trois. On constate que |éreride raffinement conduit
aclasser plus de facettes comme partiellement visibles que lednig@ristique. Le cri-
tere simplifieréduit le nombre de facettes empl@gadans la zone totalement visible de
pres de 50 %, et'rduit méme, d’un petit nombre, le nombre de facettes partiellement vi-
sibles pouk suffisamment petit. Pour qu'’il y ait réduction dans la zone partiellement vi-
sible, il faut que I'’émetteur minimal et I'’émetteur maximal soieird peoches, en terme

de distance gemedrique, I'un de I'autre, ce qui ne peut se produire que dans les zones
ou une seule ate de I'obstacle cache’feetteur. On voit d'ailleurs sur les maillages
de la figure 7.16 que le raffinement est d’avantage podass les zones de visibilite

partielle correspondant a un coin de I'obstacle que dans les zones correspondant a une

arde.

Nous avons galement calculda différence @ergeique entre les diffieentes so-
lutions liées aux maillages cal¢slet une solution de férence, le maillage complet
avece = 0,00001. La diffeence locale d’énergie, caldelele la Mene maniee que
section 7.1.6 est donnée tableau 7.5. Nous n’avons pas fait figurer dans ce tableau le
critere de raffinement avec simplification, qui donnait |€smas valeurs que le crite

complet.

En comparant les tableaux 7.5 et 7.2, on constate que I'erreuf sardie a baisse
en valeur, ce qui est normal puisquéniggie totale de la soe a’galement baisse
du fait de la présence de I'obstacle. On observe par ailleurs quédssiprede I'al-
gorithme heuristique est moindre que celle de I'algorithme complet : peud, 001,
par exemple, celui-ci, avec seulement 30 % de facettes Smepkaires rduit I'erreur
locale d’un facteur deux.

Enfin, nous avons calculé pour chaque algorithme de raffinement, et pour chaque
valeur dee la valeur de I'mergie totale de la soe. Cette valeur de’lieergie est ensuite
compafe avec I'mergie d'une sage de réfeence. Ce critére permet de mesurer I'er-
reur globale ; les résultats sont donnés tableau 7.6. Nous avons pris comme solution de
reférence le maillage produit par le cnieecomplet poue = 0,00001.

Que peut-on tirer du tableau 7.6 ? Tout d’abord, que la mesurémertjee globale
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TaB. 7.5 —Différencelocale de I’ énergie en situation de visibilité partielle.

Heuristique Complet

€ Facettes Erreur Facettes Erreur
1,0 9 0,0110687 9 0,0110687
0,1 73 0,00199773 73 0,00199773
0,01 181 0,00199773 181 0,00199773
0,001 905 0,00011538 1221/ 6,08327%10°°
0,0001 3445 8,04206¢10°° 6049 6,94314<10°°
0,00001|| 13261| 4,04035¢10~/ 14977 0

TAB. 7.6 —Mesure de |’ énergie totale en présence d’ obstacles.

Heuristique

Energie | Diff.

Complet
Energie | Diff.

Simplifie

Energie |

Diff.

1

7,536199| 2,724 %

7,536199| 2,724 %

7,536199

2,724 %

0,1

7,348277| 0,162 %

7,348277| 0,162 %

7,348277

0,162 %

0,01

7,306236| 0,411 %

7,306236| 0,411 %

7,295764

0,553 %

0,001

7,331510| 0,066 %

7,331953| 0,06 %

7,328719

0,1%

0,0001

7,335487| 0,012 %

7,335384| 0,013 %

7,334480

0,026 %

0,00001

7,33

6278| 0,001 %

7,336374 0%

7,335583

0,01 %
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n'est pas adapeecomme critee d’estimation de I'erreur dans une sesula visibilité
n'est pas totale ; en effet, une possible surestimation de la radil@sigdes zones da
visibilité est partielle peut compenser une sous-estimation dans les zdaasshilité
esttotale, venant ainsidaire la diffeence constatée au niveau denkegie. Ainsi, pour
€=0,1, I'erreur calcule est inférieure aon niveau poug = 0,01.

De plus, une erreur importante en pourcentage commise dans une zone de visibi-
lité partielle ou nulle a moins d’impact sur la valeur finale daé&sgie qu'une erreur
plus faible commise dans une zonelawisibilité est totale. C’est ce qui explique que,
bien que les maillages de discontirides critees complets et simplifiesoient gaux,
I'erreur mesure par notre algorithme pour le cniteavec simplification du maillage est
supeieure a’erreur mesutre pour I'algorithme heuristique.

En resume nous avons peenfeun algorithme capable de calculer un encadrement
exact de la radiositepartir de la construction dfeetteurs convexes encadranfiet-
teur original. Cet algorithme &@éintégreau sein d’un algorithme de raffinement pro-
gressif, permettant ainsi de contréler I'erreur commise sur chaque interaction.

Cet algorithme permet de réduire I'erreur commise dans la hisadien de la ra-
diosite et ce, sans augmenter dedacdramatique le nombre de facettescere

7.3 Intégration au sein d’un algorithme de radiosité hiérar-
chique

Les algorithmes que nous avons vu aux sectiohsgdentes de calcul de 'erreur
commise sur une interaction peuvent étre inclus dans un algorithme de calcul de la ra-
diositede fa@n higarchique, eendant I'algorithme original de radiositéerarchique,
diiaHanrahan en 1990 [16], en définissant un nouveatrerie raffinement.

7.3.1 Modéisation delaradiosité sur lesobjets

Dans ce cadre, nous devons avoir une flisdtton de la radiositsur les objets qui
puiss€ &re employe aplusieurs niveaux. Comme nous utilisons des facteurs de forme
ponctuels, les valeurs de la radiéseront calcules aux sommets du maillage.

Lors de l'affichage des radiosgenous utiliserons les valeurs de la radiosie
ckees sur les sommets du maillage. De la sorte, il y a un Elendies valeurs qui seront
affichees au sein ritae du critee de raffinement.

Un exemple de riteode de radiosité utilisant des facteurs de forme ponctuels pour
calculer les valeurs de la radiosger les sommets se trouve dans Max et Allison,
1992 [28].

Lors de I'anission de la radiosit@ous utilisons des liens entre objets, afin de pou-
voir quantifier I'interaction et I'erreur commise dans sa modélisation. Ceci nous impose
de connaitre une valeur moyenne de la radiosité sur chaque facette, ainsi qu’'une valeur
maximale et une valeur minimale, afin de pouvoir conduire des encadrements.

On notera ici que nous n'utilisons pas la radiogleefaon synig¢rique lors de
I’émission et lors de la réception: en effet, il est plus facile de traiter d’'une radiosite
constante lors de Thaission, alors qu'il est simple d’utiliser une radiosiaiant de
fagon lin&ire lors de la reeption. Cette asyige n'a pas d’influence sur le coriteo
de I'erreur; elle le rend firae possible plus facilement. Nous verrons plus loin (sec-
tion 7.4.1) que I'on peut aussi envisager un contréle de I'erreur dans le cadre d’'une
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radiosité linaire al’émission comme #a reception.

Notons enfin qu’'une facette partage toutes les informations concernant ses som-
mets avec les facettes voisines. Il semble donc logigue de partager ces informations
dans la structure de données. Cependant, les probléemes qui se posent lorsqu’on partage
les valeurs de radioSientre facettes voisines — notamment lors de la phageige
pull — font qu'il peut’@re préfeable de stocker des valeurs de radiosité indépendantes
pour chaque sommet suivant la facettaguelle on considere qu’il appartient. Nous
supposerons donc que pour chaque facette, on connait ses sommets et les valeurs de la
radiositeaux sommets.

Outre les informations concernant ses sommets, une facette doit pougoafé-
née. Elle porte donosentuellement la liste de ses facettes filles. Le nombre de facettes
filles degend de l'algorithme de maillage utilisé: il sera de 4 si I'on utilise un arbre
quadtree, mais de 2 si I'on utilise un arbre binaire, tel un BSP-Tree. I peuéeen-
tuellement variable.

Lorsqu’on raffine une facette, il faut pouvoimiféer si les facettes voisines ontjde
étéraffinees, afin dereupérer les informations surles sommetadalcules. Pour pou-
voir répondre rapidementaes reqles, on stocke pour chaque facette la liste des fa-
cettes voisines. Cette liste des voisines est acfedliseque I'on raffine une facette, a
la fois pour la facette raffireeet pour ses facettes voisines. Deux facettes sont voisines
si elles partagent unedee

Enfin, une facette doit porter la liste des objets avec lesquels elle interagit ; la nature
de ces interactions et la structure de donnée employée pour Iétiseodst I'objet de
la section suivante. Lors de la phase de propagation de I'énergie le long de ces liens,
seule la radiositées facettes effectivement liées sera actialisemme dans I'algo-
rithme de radiositdiérarchique original, de Hanrahan [16]. Il faut donc prévoir une
phase de propagation dédlergie au sein de la hiérarchie, push-pull, dans laquelle
la radiositedes facettes est misga@ur en fonction de la radiosites facettes filles et
des facettes parentes.

Dans l'algorithme de radiositeiérarchique original, le principe dpush-pull est
simple : chaque facette mere envoie sa radiasies facettesfilles, et reitla moyenne
de la radiositele ses facettes filles. Cette mispar se fait par un parcours en profon-
deur d’abord de la hiérarchie de facettes. La structure de donnée de I'algorithme ori-
ginal utilise deux valeurs de la radiosfieur chaque facette : d'une part la radiosite
émettre, et d’autre part la radioSiteii a @é reque. Lors de la phase geish-pull, on
actualise la radiosita émettre en fonction de la radioSitgli a @é recue. Comme les
facettes ne partagent aucune informatiomush-pull peut se faire aprés un nombre
arbitraire de propagations de I'énergie le long des liens.

Dans notre structure de données, une partie des informations €& aonéveau
de la facette : la radiositmraximale et la radiositminimale, par exemple. Pour ces va-
leurs, on peut employer une versiogéezment modifie de I'algorithme dgush-pull :
la radiositeminimale de la facette rne est ajoute ala radiositaminimale calcule pour
les facettes filles dans la phaseplsh, puis la radiosité minimale sur la facette rae
est initialisee comme le minimum des radiosstsur les facettes filles lors de la phase
depull. On procele de la miee maniee pour la radiositenaximale.

La partie la plus diecate d’un algorithme de radioSitéérarchique basé sur des va-
leurs de radiositealculees aux sommets des facettes est I'adaptation de laguosde
push-pull. Cette adaptation gend entieement de la structure de domsades sommets
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et des facettes.

— Lorsque les valeurs de radiosité aux sommets ne sont pas esr&agee les fa-
cettes, I'algorithme deush-pull s’adapte de famn immaliate : lors de la phase
depush, pour chaque facette, si elle est raféinen calcule les valeurs de radidsite
pour les nouveaux sommets par une interpolation bilinéaire des valeurs des som-
mets de la facette. On ajoute aux valeurs de radiosité des sommets de la facette
fille ces valeurs interpos. Lors de la phase ¢ell, chaque facette redt de sa
facette fille les nouvelles valeurs de la radiosité sur le ou les sommets gu’elles
ont en commun.

— Si les valeurs des radiositaux sommets sont parfageentre les facettes, on
parvient aréduire I'encombrement fmoire, mais I'adaptation de la phase de
push-pull est plus difficile. En effet, pour chaque sommet, il faudrait cénaeal
la radiosifequ’il a recu en tant que sommet faisant partie d'une facette, puisque
cette radiositesera utilise pour actualiser la radioSitkes sommets des facettes
filles. Si on commence par yush-pull sur une facette, il faut prendre garde a
conserver les valeur anciennes de la radiosité pour ne pas faussgr-faull sur
les facettes voisines.

Une fois qu’'on a calculées radiosités aux sommets, si I'on souhaite calculer la
radiositemoyenne sur les facettes, on procede par une phameldeipplenentaire : on
calcule laradiosité sur les feuilles de latairchie comme la moyenne des radicsdax
sommets de lafacette feuille. Ensuite, en remontant vers laracine de I'arbre, la fadiosite
de chaque facette est prisgate ala moyenne des radiosg@les facettes filles.

L'ensemble des structures de doaseitilisees pour modiéser la radiositesont fe
sumées figure 7.17.

Sommet
Point: x,y,z
Facette:
liste de sommets
liste des valeurs de radiosite correspondant aux sommets
Valeurs courantes:
Radiosite moyenn&g
Radiosite maxiBmax
Radiosite miniBpn
Valeurs recues:
Radiosite maxi recuday
Radiosite mini recueBminc
liste defacettesfilles
liste defacettesavec lesquelles on interagit
liste defacettesvoisines

FIG. 7.17 —Structures de données empl oyées pour modéiser la radiosité.

7.3.2 Modéisation et raffinement desinteractions entre objets
L'interaction entre deux facettes est enregistrée sous la forme d’un lien. Ce lien est
stocKesur la facette émettrice, au sein d’'une liste de liens. Il porte I'idedéita facette
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réceptrice, et un lien facette-sommet pour chacun des sommets de la faceptzioe.

Lorsqu’un objet interagit avec un autre et qu’ils sont en situation de viSitoliade,
la décision de raffiner ou non l'interaction se fera a partir des valeurs de la radilosite
gradient et du Hessien dues a I'objetatteur sur les sommets de I'objécepteur. Si
I'on décide de raffiner le reepteur, chaque facette fille"éeaura sans doute I'un des
sommets du’reepteur parmi ses sommets. De plus, si les facettes voisines de la facette
réceptrice interagissent également avémitteur, elles partagent un des sommets de
la facette reeptrice. Il serait souhaitable de pouvoir conserver 'information sur la ra-
diosité, le gradient et le Hessien aux sommets, plytie de devoir la recalculer.

Cette information ne geend que de la'gendrie respective de la facettenettrice
et du point de réception. La radiosité, le gradient et le Hessien sont proportionnels a
la radiositede I'emetteur, aussi peut-on ne stocker que la part@mggrique de cette
information, le facteur de forme ponctuel pour la radigstdes guivalents pour le
gradient et le Hessien.

Toutes ces informations puremenbgadriques sont regroupées dans une structure
de donnes speifique, le lien facette-sommet. Un lien facette-sommet peatmrtage
par plusieurs interactions, c’est pourquoi il faut qu’il porte le nombre d’utilisations qui
est fait de lui. Achaque fois qu’on éeeun lien facette-facette utilisant ce lieacktte-
sommet, le nombre d'utilisations augment de uchaque fois qu’on deuit un tel lien,
le nombre d’utilisations diminue de un. Lorsque le nombre d’utilisations vaut zéro, on
peut déruire le lien facette-sommet.

Lorsque les deux objets qui interagissent ne sont pas en situation de vitilélies
il faut stocker I'information concernant la visibilité : la nature des obstacles et suffisam-
ment d’'information pour pouvoir les retrouver. Cette information peut étre une liste des
obstacles efficaces, comme dans Teller, 1993 [42], oaluster, regroupant plusieurs
objets, comme dans Sillion, 1995 [38]. Il est inutile de stocKené&&eur maximal ou
I’émetteur minimal, puisque cette information n’est pas réutilisable par d’ adegtés.

Enfin, chaque lien facette-facette porte aussi la valeur minimum et la valeur maxi-
mum du facteur de forme ponctuel entre la facéttetrice et la facette oeptrice.

La structure de dorieeutilises pour modkser les interactions entre facettes ést re
sumée figure 7.18.

Lien facette-sommet:
Facteur de Forme ponctuel: F
FF du GradientFg
FF du HessienFy
nombre d'utilisations
Lien facette-facette:
facette cible
liste de liens facette-sommet
Visibilite (totale, partielle, invisible)
Obstacles eventuels
Valeurs extremes du FF ponctu@lyin et Frax

FIG. 7.18 —Structures de données employées pour modéliser lesinteractions.

Lors de la phase de raffinement des liens, on parcourt pour chaque facette les liens
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qui en partent. Pour chaque lien facette-facette, en utilisant les valeursestolekes ses
liens facette-sommet et la radiosite I'@metteur, on deermine le maximum et le mini-
mum de la radiositgu’il induit sur la facette cible, entilisant les techniques'détes
section 7.1 pour les interactions avec visibild&ale et section 7.2 pour les interactions
avec visibilitepartielle. Si cet eart dgpasse un certain seuil, commé&asection 7.1.6,

on raffine le lien. Ce qui se fait en raffinant soit la facette cible, soit la facettttece.
Dans les deux cas, oritdeit 'ancien lien facette-facette, pour le remplacer par autant
de liens facette-facette que la facette raffimede filles.

Si I'on raffine la facette cible, une partie des liens facette-sommets preutati-
lisée, permettant ainsi un gain de temps et de placeoire : ainsi, si I'on raffine en
utilisant un quadtree, latette raffine est remplaaepar 4 facettes filles, ce qui cor-
respond potentiellement@&liens facette-sommets (voir figure 7.19). De ces 9 liens, 4
ont dga été calcules et n'ont pas besoin d€'tie anouveau. De mmae, si les facettes
voisines de la facette cible ontjdegtée raffinees — ce que I'on sait en utilisant la liste
des liens vers les facettes voisines — une partie de ces liendemakule antérieu-
rement. Dans le meilleur des cas, un seul leette-facette devrdre recalcule

------ - Liens déja calculés

—— Liens restant a calculer| -

---
-

FIG. 7.19 —Lors du raffinement d’'un lien facette-facette, seule une partie des liens
facette-sommetsest a recalculer.

Le code correspondant a la mdidation des interactions estsaniefigure 7.20.

7.3.3 Propagation del’énergie

Une fois ‘gablis les liens modélisant les interactions entre facettiaspaecision
souhaitée, on propagé tiergie suivant ces liens: pour chaque facette, on prend la liste
des liens qui en partent, et on mejoar la radiosité des sommets des facettes cibles.
En mame temps qu’on met ur la radiosité des sommets de la facette, on metia
les valeurs minimum et maximum de la radiosité sur la facette, en utilisant les valeurs
calculees pour le lien facette-facette.

Une fois que toutes les facettes ont propkaye energie, on effectue Ipush-pull,
par un parcours en profondeur d’abord de [adniehie de facettes.
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pour chaque facette
pour chaque lien f-f partant de cette facette
si la visibilite est totale :
CalculerFpin et Fnax €n utilisant
les valeurs stockees sur les liens f-s
sinon
Calculer 'emetteur minimal et I'emetteur maximal
CalculerFyin et Fyax.
s (Bmax X (Fmax_ Fmin) + (Bmax_ Bmin) X Fmin) X A> €
Raffiner ce lien facette-facette :
S (Bmax — Brin) X Fimin > Bmax X (Fmax— Fmin)
Raffiner 'emetteur
sinon
Raffiner le recepteur.

FiGc. 7.20 —Modélisation des interactions.

Le code correspondant a la propagation de I'énergie dans la structure deslonne
est fesumiefigure 7.21.

Gathering:
pour chaque facette
pour chaque lien partant de cette facette
Mettre a jour la radiosite des sommets de la facette cible
Mettre a jour la radiositeByax, Brin) de la facette cible
Push-Pull sur les sommets:
pour chaque facette
Envoyer l'interpolation lineaire de la radiosite aux facettes filles
Recevoir en echange la radiosite des sommets des facettes filles
Mettre a jour ses sommets
Push-Pull sur lesfacettes:
pour chaque facette
Envoyer la radiosite minimale et maximale recue aux facette filles.
Recevoir en echange la radiosite min. et max. des facettes fillels
Mettre a jour la radiosite min. et max. de la facette.
Mettre a jour la radiosite moyenne de la facette,
- soit comme moyenne des radiosites des sommets,
- soit comme moyenne des radiosites des facettes filles.

FIG. 7.21 —Propagation de |’ énergie.

7.3.4 Controledel’erreur dediscrétisation

L'algorithme presenteici contrde I'erreur commise localement, sur chaque inter-
action. Afin de pouvoir confte ggalement I'erreur de disdisation, suivant les algo-
rithmes derits au chapitre 6, nous introduisons, apres toutes les phases de propagation
de I'energie et dgush-pull, une phase de coriteode la coheence interne. Dans cette
phase, on compare la radiosit@ximale et la radiositainimale calcules sur chacune
des facettes feuilles. SilI'encadrement est trop large, nous sommes en contradation a
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notre hypothse de radiositeonstante sur une facette. Dans ce cas, on raffine la facette
concerne, ainsi que tous les liens qui y aboutissent.

Cette situation peut se produire lorsqu’une source de lengst deompose en
multiples facettes qui chacune individuellement sont trop petites pour que le facteur de
forme justifie le raffinement des liens, mais qui prises ensemble ont un effet important.
Un exemple de telle sce correspond a une ampoule lumineuse décohepasenul-
tiples facettes.

Pour chaque facette, on calcuigadement la somme des facteurs de forme qui en
partent, c'est-alire la somme des facteurs de forme peyar cette facette, et des fac-
teurs de forme portés par les parents de cette facette et de la moyenne des facteurs de
forme porte par les facettes filles. Si cette diface s’écarte de 1 au delain certain
seuil, et que nous sommes en présence d’uneesegnie, I'énergie quittant cette fa-
cette est mal madisée. Pour y reméier, nous raffinons cette facette et tous les liens
qui en partent.

L'ensemble destapes de notre algorithme de radiddiiérarchique modifieest
rappelé figure 7.22.

Raffinement :
pour chaque facette
pour chaque lien partant de cette facette
Raffiner ce lien si necessaire
Gathering:
pour chaque facette
pour chaque lien partant de cette facette
Propager I'energie le long de ce lie
Push-Pull sur les sommets.
Push-Pull sur lesfacettes.
ControledeI’erreur de discretisation.

FIG. 7.22 —Algorithme complet pour une itération.

7.4 Améliorationséventuellesdel’algorithme

7.4.1 Radiositélinéairesur |’émetteur

Notre algorithme de radiositéérarchigue est asyitrdque dans sa structure : la ra-
diosité qui est utilise lors des phases de propagation et de raffinement est une radiosite
gui est supposeée constante, alors que la radiosité qui sera affichée est une interpolation
bilinéaire des valeurs aux sommets. Nous verrons, au chapitre 10, qu’il est possible
de calculer la radiositet ses devées lorsque la radiositearie de faon linaire sur
I'émetteur, avec un encadrement aussi précis que I'on veut.

Dans ce cadre, il est envisageable de calculer laradmsite feepteur en utilisant
une approximation lirere de la radiositeur I'émetteur. On aurait alors d’une part une
approximation linaire de la radiositsur le feepteur, propageen utilisant les outils
décrits au chapitre 10, et d’autre part une valeur constante corresponadifterence
entre cette approximation linge et la falite, que I'on propagerait en utilisantles outils
decrits au chapitre 8.
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7.4.2 Utilisation du Hessien en présence d’obstacles

Notre algorithme de raffinement des interactiondaouisibilité est partielle com-
mence par derminer un’enetteur minimal et uriretteur maximal, convexes, pour
pouvoir se ramener au cas de la visibitidéale en utilisant les conjectures de conca-
vité du chapitre 5.

Nous avons vu au chapitre 5 que la radiositgresence d’'un obstacle dont le com-
plémentaire est convexe semble se comporter comme la racéadithsence d’obs-
tacles. En particulier, dans ce cas, les conjectures de consawitgent &re vaifiées.

SiI'on peut calculer le Hessien en présence d’'obstacles — au moinssempesd’obs-
tacles dont le compirentaire est convexe — on peut envisager une simplification du
maillage produit par notre algorithme.

On calculerait pour chaque facette en situation de WNilpartielle le nombre
d’'arétes de I'obstacle quiinterviennent. Si une seule aréte intervient, alors nous sommes
dans un cas simple ou le complémentaire est convexe. On n’a alors plus besoin de cal-
culer I'emetteur minimal et I'émetteur maximal, mais uniqguement les valeurs de la ra-
diosité, du gradient et du Hessien aux sommets de la facette. Sila radgisitencave
sur la facette — c’est-a-dire si |étéeminant du Hessiert — s est positif aux sommets
de la facette — alors la radiosite la facette est encddrpar un plan‘smnt et les plans
tangents de la fimee maniee qu’ala section 7.1.5.

7.5 Conclusion

Nous avons prgenteun algorithme de radiosithiérarchique implenentant un
contréle total de I'erreur commise sur chaque interaction, et un début délecdéro
I'erreur de discrétisation. Cet algorithme devrait permettre de lizmit@vec preision
chaque interaction, et de limiter tant le sthiantillonnage que le sous-échantillonnage
inherents ad’autres critees de raffinement.

Ce contréle de I'erreur permet ainsi une meilleure adéquation des ressources a four-
nir en fonction de la prEsion souhaite sur le fsultat.
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Troiseme partie

Legradient et leHessien dela
radiosite
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8.

Cas des émetteur sconstants: calcul du
Jacobien et du Hessien

diositepeut’@re mise gorofit pour acCterer les calculs de radiosité nous

reste avoir comment I'on peut effectivement calculer césidees succes-
sives, soit explicitement dans des cas simples, soit avec des approximations dans les
cas plus complexes. Nous allons tout d'abord analyser le cas d’un émetteur polygonal
sur lequel la radiositest constante et qui est en situation de visibibtale.

N OUS AVONS vu comment la connaissance desidaes successives de la ra-

8.1 Travaux antérieurs

Le debut de ce chapitrétablit des résultats’giepublies par Arvo, en 1994 [3], en
les demontrant suivant une autre méthode. Nous allons voir que cette méthode permet
de calculef galement les dévées successives, notamment le Hessien. Une partie de ce
travail a d¢a fait I'objet d'une publication, aixth Eurographics Workshop on Ren-
dering, en 1995 [24].

8.2 L’expressondelaradiosité

Nous connaissons une expressiongnide de la radiositen un pointx due ‘aun
eémetteurA, (voir section 4.8 et figure 8.1) ; I'intgrale porte sur les contours ée.

e B PR T2 g7
B(X) = E(X) ~ Bl ngz TRTREE 8.1)

Lorsque I'émetteur est un polygone (voir figure 8.1), I'intégrale sur les contours se
transforme en une somme finie sur leS@salu polygone:

B(X) = E(x) + %[Boﬁl- SV (8.2)

yi est le vecteur de norme I'angle sous lequeltarelu polygone est vue du poirtet
de direction le produit vectori€] x i, ;. Voir section 8.4, page 137 la o@nstration
de ceci.
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FiG. 8.1 —Casou |’ émetteur est un polygone.

8.3 Legradient delaradiosité

On a ainsi trois formules distincte)igations 4.6, 4.7 et 8.2) pour exprimer la ra-
diositeen un poini sous I'influence d'un émetteur polygonal.

Chacune de ces trois formules est une expression faittacceptable de la radio-
site On peut daver formellement chacune des formules pour avoir une expression du
gradient de radiosite

Pour calculer le gradient d’'une fonction, on peut soit reverard@dinition du gra-
dient, et calculer ladésée def dans une directiot, pour ensuite chercher si lesride
vées sont lies par une application liage. On peut aussi utiliser les relationdidis-
sant le gradient des fonctions composées et des produits de fonctions.

Lorsqu’elle est applicable, la deurie nig¢hode est plus simple et plus rapide.

De mane, il est plus simple et plus rapide pour le calcul du gradient d’utiliser la
definition de la fonction de radiositease sur une intégrale de contour.

Formellement, le gradient de radids$técrit alors :

P 12 -
OB(X) = DE(X) ~ BoL-10 (ﬁl 7{%2 o dﬁz)

Habituellement, les variations due&&x) sont connues. Ce sont davantage les va-
riations de la radiositeegue qui nous inteessent. De plus, dans la majeure partie des
cas,E est constante. Dans toute la suite, nous prendrtfi(s) = 0.

Lorsque la surface surlaquelle on’igte (A;) ne dgpend pas de la position du point
oul'on calcule la radiositgc’est-adire lorsqu’il n'y a pas d’obstacles entre [eepteur
et I'émetteur, on peut tirer le gradient sous l'igtale.
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Onaalors:

OB(x) = —BOZF:_[%?AZD [ﬁl (H izHZ xdﬁz)] 8.3)

Pour aller plus loin, il nous faut étudier le gradient d’un produit mixte dont un seul terme
est variable ; soit dond {é- (5 X 6)} , avecd etb constants. Nous utiliserons légtes
qui décrivent le gradient d’'un produit scalaire, et le rotationnel d’'un produit vectoriel.

0la (bxe)| = ax|0x(bxe)|+(@: )(B J
- ax[( } ( ) [ D)B}xe (8.4)

A ce point, il nous faut calculer - b et (&- )b, aveca quelconque, &b = ”;1%
Notons que, contrairement aux habitudes, nous dérivons par rapport a l'origine du vec-
teurry,. D’oll un signe moins.

rlz) 1

O-( — = ——— 8.5

(Hrlez |IF12]|2 (8.5)

- 2 ) T12(8-T12) a

a-g| — = 2= - — 8.6
(urlzuz R (5:6)

En reportant les’multats desguations 8.5 et 8.6 dans I'équation 8.4, il vient:
1o ):| ( rlz(C I’lz) c ) axc
O g. 5 X 6 — g. 2 = —|— =
[ (Hrlez Fa2ll* NP2/ T [[Faal?

F)12 (8-T12) a ) .
_ % ¢
( IF2ll* [IF12l2

T
axc 2 12

_|_

((8-T12)C— (€-T12)d)

P2l T TPl

axc rlz o o
= —— +2— axcC)xr

7l 2 e (@49 <)
. axc rlz' Flz(éx 6) rlz' (5)( 6)?12

I712/]2 [I712l|4 I712l4
i axc 5'(?12)(6)?12

[I712]]2 IF12l4

En reportant ce derniersaltat dans 'quation 8.3, nous avons I'expression du gradient
de radiosite

p % dZZ % ﬁl . (rlz X de)rlz
OB(X) = —By— | i X — 42 = 8.7
” 02”( Y Jons TP Son ™ Tl e

8.4 Calculsetimplémentation

Nous avons (équations 4.7 et 8.7) unérdton de la radiositeomme une iritgrale
de contour, et une définition du gradient comme une intégrale de contour. Dans le cas
oul'émetteur est un polygone, ces delifinigions se simplifient.
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NotonsE; le i® sommet du polygoneeetteurf; le vecteur liank aE;, & le vecteur
reliantE; aE; 1 (voir figure 8.1). Nous avons alors unéfigéion du gradient et de la

radiosifecomme des sommes finies:

T2

B(x) = _Boﬁﬁl.z / m % dl,
2 - 4 Jg ||F2l|?
P /E dl /E iy~ (F1ox dlo)F1
OB(x) = —-Bpg— ) n x _— =
) o2 fe TRtk 17l

Notons que, si I'on parahtes chaque ate pary € [0,1], 0on a:

2 = Ti+Y&§
df, = &dy
Floxdl, = Fix@&dy

= TixTiz1dy

Ce paramw@age permet d'exprimes et B en fonction d'infgrales simples:

P . L dy
B(X) = E(X)—Bg=— iy (Tj xT; —
( ) ( ) 02 Z 1 (I I+l) 0 HrlZHZ
OB(x) = -B xé/
¥ FOLELI
+ zril-mxml)/ ity
CIITEP|
On choisit de noter:
In(xi) =
ko) urlzuzn
: ydy
(X i) =
D= el

Un bref calcul donne les valeurs tgx, i) etJy(X,i), pourn# 1, d’abord :

) = L 1 (é i

§-f
2(n-1) |8 xFif]2 \ 21 rz<n_1>+<2n—3>e2|n_1)

1 ( 1 1 ) ~
1 2(n—1
2(n—-1)€e I(n ) rIJ(rnl )

|1(X,i) = H

In(xi) =

Etpourn=1:

Jl(X,i) =
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Notons que ces valeurs sont purememtrgeriques, et peuvent se calculer en fonc-
tion des vecteurg et des vecteurs.
On a donc, en fonction dg et Jy,,

Bx) = E(X)_BO%Zﬁl'(ﬁXﬂ+l)ll
OB(x) = _BO%Zﬁlxéh—l—Zﬁl-(ﬂ><F'i+1)(r’i|2_|_éjz)

L'implémentation se fait fiefacilement elC++, en utilisant une classe vecteur im-
plementant les opérateurs usuels, tels que produit scalaire et produit vectoriel,-et en re
copiant mot pour mot la formule mathématique.

8.5 Etude de complexité

La plupart des termes utiliss pour calculer la radioSipeuvent &e rautilisés pour
le calcul du gradient. Le plus efficace consiste a calculer le gradient et la radiosite
méme temps, pour réutiliser le plus grand nombre possible de termes.

Un pointimportant avant d’envisager d'utiliser le gradient de radiestale chif-
frer le surcouqu’il entraine par rapport au calcul de la radiosaile. Pour cela, il faut
dénombrer toutes les opérations requises par les calculs de 'un et de I'autre.”€es ope
rations sont de natures difemtes : additions, soustractions, racines’es;réonctions
trigonomeétriques inverses... Nous allons donc devoir comparer des racines erre
des additions. C’est bierisumpossible, anoins de savoir a combien d’additions équi-
vaut un calcul de racine caee

On peut faire effectuer dans une boucle un grand nombre d’addition®edina-
teur donnecomparer avec la hmee boucle, mais vide et eri digire le temps moyen
d’'une addition. On peut faire de méme pour les autres opérateurs, et exprimer pour
chaque opeateur utilise(racines carres, arc cosinus, multiplicationg le nombre
d’additions auquel il équivaut. Ce qui nous donne des grandeurs que I'on peut alors
comparer.

Ces travaux sont fofoeent relies aun type d’ordinateur et a un type de compilateur.
lIs sont’galement tre peu précis. N\Enmoins, ils permettent de comparer les temps de
calcul relatifs du gradient et de la radiosills ont egalement I'avantage e base
sur I'expérience, et non sur des valeurs théoriques.

TAB. 8.1 —Temps de calcul comparés des opérateurs utilisés.

Ordinateur \ + \ — \ X \ - \ J \ arccos\
SGl,pardéaut| 1| 1| 1| 1| 23 40
SGl,-mps2 | 1| 1| 1| 1] 8| 40
LC 630 1)1 1|1 1|45 40

Les valeurs quivalentes trouvées se trouvent dans le tableau 8.1. J'ai utilisé d’'une
part des stations de travail Silicon Graphics avec le compilateur standard, et d’autre
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part un Macintosh LC630, sans coprocesseur arithmétiqgue. Remarquons que les temps
relatifs sont les rimaes pour toutes les stations Silicon Graphidsae de processeur
R4000 (Indy, Indigo 2). Naturellement, les temps absolus sont sensibleméremtiiste
Pour les SGI, les temps de calcul conisasent diffeents si I'on fait appel ane op-
timisation utilisant le code spdique du R4000 (optionm ps2) et si I'on utilise les
options par défaut, qui'gerent du code compatible avec les anciens processeurs.

Le resultat le plus important est que les quatréragiens arithmgques prennentle
méme temps sur tous les ordinateurs tesious ne les distinguerons donc plus dans
la suite. Un produit scalaire est aingjigvalent a 5 opérations, un produit vectorié€l a
opeations.

85.1 Lacomplexitédelaradiosité

On peut erirey; comme arccoé%) . Le calcul dey; nécessite donc deux normes,
un produit scalaire, une division, et un arc cosinus; ce qui fait I8atioms, deux ra-
cines carres et un arc cosinus.

Le calcul dd1(x, i) nécessite un produit vectoriel, une norme et une division en sus
dey;. Soit au total, 31 opations, 3 racines cdrmes et 1 arc cosinus.

Le calcul deB(x) necessiten calculs dd1(x,i) — en supposant un émetteur polygo-
nal an cttés —n produits mixtesi; - (i x Fi;1), et 2n+ 3 ope@ations.

Donc, pour calculeB(x) :

— 47—+ 3 opeations,
— 3nracines carres,

— narc cosinus.

85.2 Lacomplexitédu gradient deradiosité

Pour calculef1B(x), il faut 11(X, 1), l2(x,1) etJx(X,1). 11(x,i) a dga été calculelors
du calcul deB(x).

Tous les produits scalaires et produits vectoriélsessaires pour calculés(x,i)
ont dga été calcules pour la radiositesaufg - 1i, 1. |, ne colte donc que 12 opérations
supplenentaires.

De miame, J,(x, i) réutilise uniquement des produits scalairégaalcules, et donc
ne codte que 6 cpations.

Calculer le gradient de radiosité conjointement avec la radiesitgen calculs de
[2(x,1) etJa(x,i), et 28+ 2 opérations en sus pour effectuer la sommation.

Le colt supplenentaire induit par le calcul du gradient est ainsi de-#@ opea-
tions.

Ainsi, calculer le gradient en Tnge temps que la radiosité double sensiblement le
nombre d’opérations a effectuer, mais rieessite aucun calcul de racines casreu
de fonctions trigonométriques. Rleser les calculs conjointement ne fera, dans le pire
des cas, que doubler le temps de calcul.

Mais le fait que la radiositeecessite plusieurs calculs de racines tesret de fonc-
tions trigonométriques inverses fait encore diminuer I& celatif du gradient. Le ta-
bleau 8.2 montre, pour les ordinateurs étudiés dans le tableau 8.1, le nombre équivalent
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TAB. 8.2 —Colts comparés du gradient et de la radiosité (nombre d’ additions équi-
valent).

Ordinateur B(X) B(x) et0B(x) | Surcou
SGl, par déaut | 1560+ 3 202n+5 30%
SGl,-m ps2 | 11In+3 15M+5 42 %
LC 630 100n+3 l46n+5 46 %

d’additions rieessaires pour calculer la radidsétde gradient, ainsi que le surdan-
gendfepar le calcul du gradient. Les suftent'@écalcules en prenant pour hypotbe
des émetteurs triangulaires<£ 3).

On voir ainsi que, pour les ordinateurs teste calcul du gradient conjointement
avec la radiositee repfeente qu’un surcodt de I'ordre de 40%. C’est-a-dire que I'ex-
pression directe que nous avonsgamrfdci, par deivation de laformule intégrale de la
radiositeet intggration de la formule du gradient obtenu est beaucoup plus rapide qu’un
calcul par diffeences finies qui chercherait plusieurs valeurs de radiesitkes points
proches de pour en dduire le gradient.

8.6 Implémentation et résultats

Pour tester la validité de notre imphentation, nous avons cal¢ukeradiosifeet
le gradient en tous les points d'un récepteur plan donné, sous l'influencérdetteer
carre(voir figures 8.2 et 8.3). Le gradient, qui est un vecteur, ne peuttpasisualise
En revanche, on peut visualiser sa norme ; c’est ce qui est fait figure 8.4.

FIG. 8.2 —La géomérie de notre scéne de tests.
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FIG. 8.4 —La norme du gradient de la radiosité sur |e récepteur.

Pour tester la qualitdu gradient calculenous avonsgalement intgre le champ
vectoriel du gradient. L€ sailtat est montrégure 8.5. La diffeence entre la radioSite
calcule et le fsultat de l'infgration du gradient est mongelans les figure 8.6.

Dans notre saee de test, 'metteur est pldces prés du reepteur, pour produire
des variations rapides de la radiéstelu gradient. Ces variations permettent de pous-
ser I'algorithme d'intgration et celui de calcul du gradient vers leurs limites. De plus,
I'émetteur ¢éant parallée au rfeepteur, on a une connaissance intuitive de ce que de-
vrait &re la forme de la radiosifee qui fournit un autre moyen déniger la validite
des calculs.

8.7 LeHessendelaradiosité

Comme nous l'avons vu au chapitre 4.7, le calcul pratique du Hessien se fait en
dérivant formellement deux fois I'expression de la radigsitévant un vectew, puis
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FiIG. 8.5 —Intégration du gradient sur le récepteur.
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FiG. 8.6 —Difféerence entrel’intégration du gradient et la radiosité.
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suivant un vecteud.

Si, au lieu d'utiliser I'expression de la radiositemme une intgrale surfacique
(equation 4.6) nous utilisons I'expression de la radiosité comme ungraleede
contour (équation4.7), nous avons:

0°B(x) _ 00B(x)

auv ~ oV

00B(x) _ 2Bop ]( (Fiy x dlo) (F12-0) — Ay - (0 x dlo)F1o
o 21 oAy \]F12H4

ﬁl . (rlz X de) ﬁl (I’lz X dfz)
M2 2 2) gowy 44 N2 e gy
v RS W o el G L

En reprenant la notatioQ(&, b) introduite en 4.7, on a I'expression du Hessien de
la radiosite
2Bop (‘% ( -~ T2 )
H = ——— iy x d¢ T
2 \Jon, O\ 42

% Ay - (F12 x dly) (ZQ(FM r12) I)
— 4 — 2 -
o, [Tl (722l

Sinous supposonsun émetteur polygonal, le Hessien s’exprime comme une somme
de termes (on reprend les notations de 8.4) :

= ZBOp / P| Z Hi

avec.

F’i+yé) ﬁl'(ﬁxé)(Q(Flzflz) )
P = i , == — 2——= —

Q(”é Fal?) T TRl 2 a2

Q(F12F12) = Q(F,F)+Y?Q(&,8) +2yQ(F;, &)
|‘|‘ya = 1 dy

Hi = Q(n — 1Ay (T Y
(1 < f Pl ) 1 (X8) ) TR

b oo (rxe) [ o 7 Qi) +Y7Q(8,8) + 2/Q(1;,&)) dy

Hi = Q(fyx8&,rilo+8J;) —rip- (Ti x &)lal
+ 2n;- (i x &) (Q(Ti,Ti) I3+ Q(&,8)Kz+233Q(T, §))

On a repris la notatioh, J, introduite plus haut (section 8.4), et introduit par sur-
croit Ky :
1 Zdy
’2n

<

Kn —

[IF12]

(In-1—rfln—2(7i-8)Jn)

BRI+ S

On voit que la plupart des termes de notre expression du Hessien s’expriment en
fonction d’déments déjaalculés lors du calcul de la radiositéne fois de plus, le cal-
cul simultané de la radioS$itdu gradient et du Hessien se fera plus rapidement que les
calculs Spares.
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8.8 Implémentation du Hessien

L'implémentation du Hessien se fait en recopiant la formule dephes haut. Les
calculs sont plus codteux que pour le gradient, puisqu’on doit effectuer des calculs ma-
triciels: le calcul deQ(Ti, &) represente ainsi 24 opérations, et celui@€;,Ti) en re-
présente 18. Chaque apéon sur les matrices (addition, multiplication par un scalaire)
represente 9 opetions, et ainsi de suite.

Le calcul du Hessien repsente ainsi 138+ 11 opérations pour ufngetteur an
cotés. On diminue le nombre de calculs en effectuant d’abord les opérations sur des
scalaires avant de travailler sur des matrices, par exemple en calculantidiaban; -

(Fi x &)1, puisQ(&,T;), ce qui colte 24 opations, plufb que de calculeQ(ri,Ti),
puis de multiplier pats, puis par & - (f; X &), ce qui cOterait 45 opeations.

Le tableau 8.3 donne les temps de calcul cofpderela radiositseule et de la
radiositeconjointement avec le gradient et le Hessien.

Approximativement, le temps de calcul du Hessien correspond au temps de calcul
de la radiosité; pour calculer ensemble la radiositees deux prenmes dérivées, il
faut donc 25 fois plus de temps que pour calculer la radiosésle.

TAB. 8.3 —Colits comparés du Hessien et de la radiosité (nombre d’ additions équi-
valent).

Ordinateur B(x) B(x) etHg(x) | Surcdu
SGl, par déaut | 15610+ 3 34n+16| 120%
SGIl,-m ps2 | 11In+3 2951416 | 164 %
LC 630 10n+3 284n+16 | 186 %

Quiplus est, pourtirer du Hessien la valeur de’lavie seconde dans une direction
donrie, il faut calculerHu (15 opérations), puig- (HU) (5 ope@ations), soit un total
de 20 opeations.

Enfin, si I'on veut savoir si la fonction de radiosité est concave en un point, il faut
calculer deux vecteursetV orthonormeés et contenus dans le plan, fairereple Hes-
sien sur ces deux vecteurs pour en tiresett, puis calculert — s.

En reprenant la scene de tests de la figure 8.2, on peut calculer le Hessies en tou
les points du reepteur. Ce Hessien ne peut pae &isualisesn tant que tel. On peut
cependant visualiser son détermingnt s?, qui est positif seulement sur un convexe,
négatif partout ailleurs (voir figure 8.7). aide de la ligne de niveau 0, on remarque
gue le déterminant est bien positif seulement sur un convexe. On remarque aussi de
larges «pics» qui correspondent aux coins du carré, des points ou courbure de la radio-
siteest tres forte. En effet, le derminant du Hessien est léda courbure de la surface.

On peut aussi utiliser le Hessien pour calculer la valeur dérigé@eseconde par
rapport'ax de la radiositévoir figure 8.9). Le gradient nous donne laigée premiee
(voir figure 8.8). On voit sur la figure 8.9 que sur une droite deigarx la daivée
seconde de la radiosité est positive, sauf sur un convexé bamilie est ngative.
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FiGc. 8.7 —Le déterminant du Hessien de la radiosité.
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FiG. 8.8 —La dérivée dela radiosité suivant x.
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FiG. 8.9 —La dérivée seconde de la radiosité suivant x.
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0.

Legradient deradiosite en préesence
d’obstacles

entre I'emetteur et le reepteur. Ici, nous nous ifMessons au cas ales obs-
tacles sont pigents. Ds lors, la surface sur laquelle porte I'igtation (ou son
contour) varie en fonction de la position du point récepteur (voir figure 9.1).

I E CALCUL du gradient est — somme toute — fort simple en I'absence d’obstacles

FiG. 9.1 —Exemple d’ émetteur partiellement bloqué.

Nous allons voir maintenant comment lésuktats du chapitre peedent s’@endent
aux cas ou il y a des obstacles. Cesuteats ont dig été établis par Arvo, en 1994 [3];
nous retrouvons ici les tnees feultats, en utilisant une autre thede. La section 9.5
éend cette mihode au calcul du Hessien de la radiogitepfesence d’obstacles, un
résultat entieement nouveau.
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9.1 Premiereétude, théorique

Ainsi qu'on I'a vu au chapitre 4, section 4.6, lorsque I'émetteur dépend du yoint
le gradient de la radiositécrit (voir équation 4.4) :

OB(x) = DE(X)+

p / (coselcosez) ( / ) cosH; cosh,
— By)O| —————= ) dA+J B(y) ———5—=dA
U B0 (P ame 3 ([, ) 8 e

Il est clair que le gradient dB, dans le cas geral, s'&rit comme une somme de
deux termes, le premier tenant compte de la variation de la fonctigbgrer,| O f, et
le deuxieme tenant compte de la variation du domaine d’intégration, a cause des condi-
tions de visibilité entre la source et lecepteur.

Nous avons étudile premier terme au chapitre’gielent, le deuxime terme reste
aétudier. Cetté mide théorique ne nous donne pas de formules explicites le concernant.
Pour le connaitre mieux, il faut se pencher sur I'expression du Jacobien deateyre

d’intégration:
J ( / ) i
A2(X)

9.2 Etudedeladériveedel opérateur d’intégration

Il nous faut revenir da ddinition de la deivée suivant un vecteur; consitms
donc la fonctiore:

e(h) = B(x+hv) — B(x)

Lavaleur qui nous intesse est celle de ladete deB(x) suivantle vectew, soit:

1
i g eth)

Si nous notongy,(X) la surface de I'metteur qui est visible du poimt— celle sur
laguelle porte I'intgration — nous avons::

eh:/ f(x+ v, dA—/ £(x,y)dA
(h) - (x+hv,y)dAg ot (x,y)dA2
La figure 9.1 montre un exemple de calcul de radiositgpfesence d’'obstacles,

avecAy(x) et deAy(x+ hv).
Ou encore:

e(h) = / F(x+ v, y)dAy
A2(X+h\7)

- [ A
A2 (X+ h\_/)

oo fixyda,
A2 (X+ h\_/)

- [Qmwxwwv (9.)
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Donc:

e(h) = f(xy)dA;

/Az(X-I-h\_/) —A2(X)
[ (fochny) - fixy) dAg
Az(X-l—h\_f)

Si on introduit le gradient dé,

e(h):/ f(x,y)dA2—|-h\7-/ Of (x,y)dAg + o(h)
A2(X+h\7)—A2(X) A2(X)

On retrouve une somme de deux termes. Le deuxiéme terme est ce que nous avons
étudieau chapitre preedent. Le premier est la variation de la radiogitee aux chan-
gements des conditions de visibilité, pour lequel il nous reste a trouver une formule
explicite.

La partie inconnue, celle qui nous restesdculer, est :

h) = / £(x,y)dA
el( ) A2(X+h\7)—A2(X) ( y) 2

En appliquant le thereme de Stokes (voir équation 4.1, page 60), nous avons:

o= !
& (h) L Jong(xth—omo(x) [F12ll?
= fy-&(h)
Le contour deéd;(x+ hv) peut se calculerpartir du contour déy(x) et du Jacobien

de chacun des sommets. Si nous notaries sommets déy(x), J; leur Jacobien, les
sommets dé\(x+ hv) sont:

E'i = Ei +hJiV+ 6(h)
Nous avons donc uné fiieition de&; (h) :
B Tio > Bi1 Fpp >
h) = fiy - / T2 g —/ T2 47, +ofh 9.2
A=Y o TP O e TR YoM 62
Sur le segmenEE;, 1],
- == ~
Mo = E-FyEiEiH:?i‘Fya
di; = &dy
Floxdl, = Fi x@&dy
Sur le segmenfEE/, ],
&Ji = Jiz1—Jdi
= !
= XE+YEE,,
= Ti+y&+hivh(Jiy1—Ji)V
= Ti+y& +h(Ji+ydJi)V
dl; = (8+h(Jip1—Jdi)V)dy
= (8§ +hd3v)dy
Floxdl, = Fix&+h(fx (Jiy1—Ji)V—8 x V)
= T X8 +h(TxJip1V—riy1 X JiV)

[P
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Un bref calcul montre que:

lim Sey(h) = 3 el )39 ) -9a)
+ 2m;- (& x 1) [(Til2+&Ky) - 8JiV+ (& - JiV+T - 8JiV) Iy

On a rfentroduit la notatior,,, J,, utilisée ala section 8.4, €K, introduite ala sec-
tion 8.7.

Ce que nous voulons, c’est exprimer iy %el(h) sous laformés - V. De la sorte,
G representera la contribution des obstacles au gradieB(& Le Jacobien des som-
metsJ; est une matrice 8 3. On peut remarquer que ce Jacobien n’apparait que dans
des expressions de la forrde(J;V). Par déinition du produit scalaire et de la transpo-
see,

a-(Jiv) = (\3;8) -v
Donc,
G = Z I [3i(Fig x i) — i (Ti X Tig) ]
|

+ 2 (8 xTi) [(8Ji(Tila+ &Ko) + (13i8 +'83iTi) ]

Nous avons ainsi la contribution des obstacles au gradient de radiosité, en fonction
des Jacobiens des sommets du polygone, ou plut6t de leur transposée. Voyons mainte-
nant I'expression du Jacobien d’un sommet et de sa transpose

9.3 LeJacobiend un sommet, &udedesquatretypesde som-
mets

Le Jacobien d’'un sommet d&(x) dépend de son origine. Distinguons dans le
contour deA,(x) les afges relles, qui sont les ates originales du polygone (e si
elles ne sont pas parcourues de bout en bout) et les arétes virtuelles qui sotiekes are
dues’da presence d’'un obstacle entre le point deaption,x et I'émetteur (voir fi-
gure 9.2).

arétes virtuelles
arétes réelles

FIG. 9.2 —Arétes du contour de Ax(X).

On a alors quatre type de sommetsAdex) (voir figure 9.3):

1. l'intersection de deux aies reelles;
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2. l'intersection d’'une &dte reelle et d’'une aree virtuelle ;
3. l'intersection de deux ares virtuelles provenant du méme obstacle;

4. l'intersection de deux ares virtuelles provenant de deux obstacles diffies.

sy e @

type 1 type 2 type 3 type 4

FiG. 9.3 —Différentstypes de sommets.

Le Jacobien d’'un sommet est I'apgeur linaire tel que :

W
dv J

Pour connaitre le Jacobien, il suffit donc de calculer lavé@e suivant un vecteur
guelconque.

931 Typel

Le premier cas, intersection de deuxtesx'elles, estrglétout de suite : le sommet
ne deend pas de la position deSon Jacobien est donc nul.

932 Type2
Le deuxieme cas de figure est I'intersection d'undereelle et d’'une are vir-
tuelle.

FIG. 9.4 —Type2: intersection d'une ar&eréelle et d une arétevirtuelle,
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Une arfee virtuelle est la projection sur I'émetteur de M'ee@l’'un obstacle (voir fi-
gure 9.4). NotonEEF] I'aréte reelle du polygoné metteur efPQ] I'aréte de I'obstacle
qui est a l'origine de I'aree virtuelle.

Le sommetM, s’exprime comme :

_ g, - (POXEP)

Et sa deivée suivant la directiofi est:

dM V- (PQXPF)
v [xO- (PQx EF)P2

Notons que cette’dizée peut s’exprimer sous la forme::

M mvEr (©.3)

9.3.3 Type3

FIG. 9.5 —Type 3: intersection de deux aré&es virtuelles dues au méme obstacle.

Le troisieme cas de figure est I'intersection de delxeareirtuelles provenant du
méme obstacle.

Ce sommet est la projection surhetteur du sommet d’'un obstacle. Notdhde
sommet de type 3 le sommet de I'obstacle qui en est I'origine. Not@ada normale
al'émetteur et la distance dorigine de I'émetteur (voir figure 9.5). Une équation de
I'’émetteur est alorsOM -, = d

Le sommetM, s’exprime comme :

%
d—OX'ﬁzﬁ

M =x+
Xg-ﬁz

Et sa deivée suivant la directiofi est:

dM _ OP-f—d

40 Wﬁzx(\%o?’)
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FIG. 9.6 —Type 4: intersection de deux arétes virtuelles provenant de deux obstacles
différents.

9.34 Type4

Le quatriene cas possible est I'intersection de deluixeseirtuelles provenant de
deux obstacles diffents.

Chaque arte virtuelle est la projection sur I'’émetteur de 'sgel’'un obstacle (voir
figure 9.6). NotonM le sommet obtenyiP; Q] I'aréte du premier obstaclg,Q,] celle
du deuxieme obstacle. Notons commégademmenti, la normale’d’émetteur et
la distance dorigine de I'emetteur.

On pose:

= PQ
n0;
xPp x &
XP, % &
= My xmp

Le sommetM, s’exprime comme :

P A= S K
[l

%
d—OX-ﬁz
M= —C0
i,
Et sa deivée suivant la directiofi est:
M
v (0-7p)2

— (1 V)M (T- o+ (M - &) (d — O )

(- V) My (T Flp — (- &) (d — O+ i)

9.35 Latransposéedu Jacobien
Nous avons une expression de laidée suivant un vecteur des sommets du poly-
gone. Pour calculer le gradient de radiosité, on utilise la transposée du Jacobien.
Il'y a deux méthodes pour calculer la transposée du Jacobien d’'un sommet:

— nous pouvons exprimer le Jacobien sous forme matricielle et transposer cette
forme matricielle. L'application de la transpesgu Jacobien an vecteur se fait
alors par une multiplication matrice-vecteur ;
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— enutilisantles formes particuiies du Jacobien d’'un sommet que nous avons ob-
tenu plus haut, et en utilisant la définitiorime de la transposée d'un opteur,
nous pouvons tirer une expression plus simple de la trahepose

Dans ce dernier cas, le Jacobien est 'opératelaiiagel que :
dm

I V— —
M-V Y

La transposée du Jacobien est donclrapeur linaire tel que :
tJM ta— R
d-Iuv="na-v=k-v

La premiee mehode, I'expression matricielle du Jacobien a pour elle la simplicite
d’emploi, d’expression et d’'implémentation. En revanche, elle nécessite davantage de
calculs.

La deuxiene mehode est plus difficile anplémenter, puisqu’il faut distinguer les
différents types de sommets au coeur de 'implémentation, mais elle nécessite moins de
calculs pour les cas simples, comme les sommets de type 1,2 ou 3.

Typel
pre Jacobien d’'un sommet de type 1 est nul, sa trarigpesteaussi nulle:
Uy :d—0
Type2
Le Jacobien d’un sommet de type 2 peut se mettre sous la forme :
In Ve (M-9)EF
Sa transposes’exprime par:
Uy :dws (@ EF)m

Ou encore (voyez figure 9.4 pour les notations):

ty .= = %Xﬁ
JM'aH(a'ﬁ)[@,(ﬁxﬁ)]z

Type3
Le Jacobien d’un sommet de type 3 peut se mettre sous la forme :

Im 1 Vi Chip x (VX M)
Sa transposes’exprime par:
Uy :d— Cmx (8x i)

Ou encore (figure 9.5):

t .= =
Iv:d— x (A i
(P - iy)2 (@x i)
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Type4
Le Jacobien d’un sommet de type 4 peut se mettre sous la forme :

In Vi (M- V)G + (M- WG,
Sa transpoges’exprime par:

Un s des (Cr-8)n + (G- a)my
Ou encore (figure 9.6):

Uy éHﬁ (8- (Tip x 1)) Mo(T- Fip — (1P - &) (d — OX- )

— (@ (i x M) )My (- iy + My &) (d — OX- 1))

9.4 Implémentation et résultats

Le principal problene lors de I'implenentation consiste ealculer la portion de
I'émetteur qui est visible du récepteur, et les Jacobiens des sommets qui ne sont pas
fixes, s'ily a lieu. C’est un probleme classique de visibilite

Etant donné le point olil'on veut calculer le gradient, on prode de maniére in-
crementale, en maintenant en permanence une listétdsacerrespondantapartie de
I’émetteur qui est encore visible. Pour chaque obstacle, on traite les arétes de I'obstacle
les unes apres les autres. Pour chaque aréte, on prend [ ¢iddini par I'afge et par
X; on parcours ensuite la liste deStasede I'enetteur, et on cherche les intersections
entre les arétes et le plan.

On voit sur la figure 9.7 la radiosité et la norme du gradient de radidgigeun
demi-plan qui masque partiellement unetteur carreOn peut Sparer dans les calculs
deux parties pour le gradient, d’ufitéde terme que I'on a calculau chapitre pree-
dent, qui est I'intégrale sur le contour de(x) du gradient def (x,y), et de l'autre le
terme calculdci, qui est une somme de termes dépendant du Jacobien des sommets.
Tous deux deendent de la visibilitemais de faon differente : le premier ne’geend
gue de la partie de la source qui est visible, le deugielgpend aussi des obstacles.

Ces deux composantes, ou plutdt leurs normes, sont visualisés figure 9.8. On voit
gue leterme quideend des obstacles a une influence knealise. Sur une petite partie
durécepteur, il est prépohadat, et rigligeable devant le premier terme partout ailleurs.

Si on rapproche I'obstacle d€ tieetteur (voir figure 9.9), la variation de radidsite
due a I'obstacle devient plus douce, la pente diminue. Si I'on observe les deux termes
du gradient (figure 9.10), on voit que le termealix obstacles est devenigtigeable
presque partout.

9.5 Calcul du Hessien

Nous avons vu que pour calculer le Hessien, il faut calculerfiaékeseconde sui-
vant deux vecteurs: ,
0°B
23 (X)
ouov
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FIG. 9.8 —Les deux composantes du gradient en présence d’ obstacles.
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FIG. 9.10 —Les deux composantes du gradient en présence d’ obstacles.

puis chercher un opateurH tel que:

0°B
ouov
Comme nous n’avons pas d’expression compléte du Jacobien deakeped’in-

tegration, il nous faut revenir k& ddinition premige de la ddvée seconde, comme
limite double:

9°B 11
95 xy) = lim lim == / f(x+ hv-+ Hd, y)dA —/ F(x, dA)
606\7( y) h—>0h’—>0hh'(A2(x+h\7+h’U) (et ho y)dA; Ao(X) (xy)dA;

Un travail de fécriture simple, comme celui effect@ans’guation 9.1, nous per-
met de Sparer I'expression de la’ dgée seconde en plusieurs termes :

(x) = 'aHV

0°B ¢
— HVdA, +V-P -P(V
S /Az(x)u (VdA, + V- P(T) + U-P(9)
11
lim lim == / £(x, dA)
+ h—0h'—=0 h b’ ( Ao (X+hV+h T) — Ag (x+hT) — Ag(x+h'T) + Ax (X) (xy)d;
On a note

P(d) = lim — /
W=0 N Jap(x+ ) —Ax(x)
Ce terme appatadeux fois dans I'expression de lardle&e seconde. On peut aussi
le voir comme la dévée par rapport aux changements de visibititeterme calclile
au chapitre 8 pour le gradient @x). On le deompose en somme sur leStasedu
polygone:

Of(x,y)dAx

Bop 9 0

P() = - o Zﬁlx ﬁ(éh) + 21 - ﬁ((ﬁ X Tiz1)(Til2+8J2))

Onaenfait exprirﬁpar% une deivée qui ne porte que sur la variation du domaine
d’intégration.
0

ﬁ(éll) =08Jil1U—12(JiU-17)8 — Jp(dJiU-Ti + JiU-&)8 — Kp(dJiU- &) &
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Cette deivée sera utiliSe dans une expression de la forme :

0 _ 0,
Vo5 (810 + U (&l = WHo;d
OuHg; est une matrice symetrique. En utilisant les techniquestds section 4.7, on
peut exprimeHy; :
Hoj = 11(83; +'8J;) — 1,Q(Jifi, 8) — 1Q('8JiFi + 38, 8) — KoQ('0J;&, &)

De la mame maniee, le terme du Hessien du

J0, .. . 0, .
N‘ﬁl‘ﬁ((ri><ri+1)(ri|2‘|‘é~]2))‘|‘20‘ﬁ1‘a_v((riXri+1)(ri|2‘|‘é~]2)):tVHl,iU
se calcule et donne:
Hii = Q(Uipa(fyxFi) —'Ji(fy X Fiz1),Fil2+83)

+ Py (B x Fiy) (I2(3i +137) + J2(33i + 1337))
— Ay (T x Fipa) (Q((15'3i + 35'830) T3, Ti) 4+ Q((Js'0i + K3dJi)Fi, &)
— Aty (7 X Fiz1) (+Q((35'0i + K3dJi) &, Ti) + Q((Ks'Ji + L38Ji) &, &))
AvecHg; etHy;, on a calculé la partie du Hessien qui eStadix variations croi-
sées: la compdsal’'une dérivation avec variation du contour (la fonction gnée res-
tant fixe) et d’'une dérivation de la fonction igt@e, le contour restant fixe.

Le terme qui nous reste a calculer est le terme correspondanieavée seconde
du contour:

WH3t = lim lim 11

f(x,y)dA
h—oh—0hh (/Az(x+h\7+h’0)—Az(x+h\7)—A2(x+h’U)+A2(x) () 2)

On peut aussi exprimét; comme une intégrale de contours:

tYH 50 = fi; -

L 2 =
lim lim -~ —— X dés
h=0n—0 h 1Y\ Jaa, (xctht bvd) — 9 (x-+-he)— 0 (x+ )+ oA (x) || P12 6.4)

Pour I'instant, supposons que nous sachions calculer le Hessien d’un sommet ; dans
ce cas, on a (en reprenant les notations de la figure 9.1) :

E'i = E 4 hJiV4 h®'VH;V+ 6(h?)

Si on effectue un desloppement limitele I'intégrale de I'équation 9.4, les termes
enh, h?, h3,... s'diminent, de mene que les termes @n, W2, h'>,..., et de Mme que
le terme constant. D’autre part, les termesh@in” avecn etn’ strictement supeeurs
aun ont une limite nulle apeedivision parhh'. Il ne reste donc que le terme Bh' a
calculer dans le desloppement limitele l'intégrale.

WHal = - S WH
.Z i

LW(H; +ydH;)T- (fi+y&
R A i
+ 2/1(JiU+y5JiU)'(ﬁ+yé)(JiV+V5JiV)'(ri+yé)
0 I712/|°

dy



161

Le terme ou appafale Hessien des sommets est un terme ou le Hessiagr spe
deux vecteursi{ et V), ce qui donne un vecteur (le Hessien d’'un sommet est Un ope
rateur 3x 3). On prend ensuite le produit scalaire de ce vecteur Bvel&g . Au prix
d’'une reorganisation déi;, on peut erire 'opération deH; sur les deux vecteurset
vV comme :(H;t)V. Auquel cas,

(HiO)V) - T = T (Hi0) v = ({(HiT) )V

Nous verrons plus loin quelle forme prend le Hessien d’'un sommet, et surtout sa trans-
pose.
Avec ces notations,

Hy — /1(tHi+yt5Hi)(ﬁ+yé)d
| - - —
’ 0 I722][*
N 2/1Q<<Ui+y6tJi><ﬁ+yé><ﬁ+yé>7(tJi+y6tJi><ﬂ+yé><ﬂ+yé>>dy
0 I712/|°
Hai = —'Hi(fil2+8&J) —'8H;(TiJ2+8Kp)

+ QUi 130T + J3('8diTi + 1Ji8) + K3'dJi8)
+ Q'8 4138, Ja'iTi + K3 ('8JiT; 4 1Ji8) + L3'8Ji8)
+  Q('33i8, K3 IiFi + L3 ("dJiTi + Ji&) + M3'dJ;&)

On voit que le Hessien est calculable, bien que complexe, et qu’il se décompose
en trois termes: le premier est le terme que nous avions au chapitre 8, igralate
sur I'émetteur, et correspond aux variations de la fonctiorgiegesur I'emetteur, en
ne tenant pas compte des variations de surface de I'émetteur, le dernier correspond a
la deivée seconde des sommets denietteur, acause des obstacles entrenfietteur
et le reepteur, et le terme central correspond aux effets conjoints deile&edale la
radiositesur I'emetteur et de la devée de I'enetteur ecause des obstacles.

Contrairement au gradient de radiésgiei dgoendait presque exclusivement du Ja-
cobien des sommets, parmi les nombreux termes qui composent le Hessien de la radio-
sitg un seul nécessite le calcul du Hessien des sommets. On pourrait donc envisager
de calculer une valeur approchée du Hessien de la rad@ssitdlisant uniquementles
termes indpendants du Hessien des sommets.

Pour calculer de famn complée le Hessien de la radiosiba presence d’'obstacles,

il faudrait calculer le Hessien des sommets denk¢teur. Un sommet ayant trois pa-
rameres(X,y, z), son Jacobien est une matricex3, et son Hessien est un opérateur

3 x 3 x 3. Plutét que I'expression du Hessien, nous devrons rechercher I'expression de
I'opérateurM tel que(*VH;T) - F; = 'W(MT;) .
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10.

Extension au cas des émetteurs non
constants

I'équation de radiositdonnait acte ades informations supfeentaires, et

N ous avons vu aux chapitres rEents comment une simple manipulation de
notamment aine expression exacte du gradient de la radiosite

Ce calcul de I'expression du gradient reposait en grande partie sur I'existence d’une
expression de la radiosité sous forme d’une intégrale de contour. Nous avons vu au
chapitre 4 que lorsque la radiosger I'emetteur n’est pas constante, il est impossible
d’avoir une expression de la radios#ier le feepteur sous forme d’une imgeale de
contour. En revanche, on a une expression de la radiosité sous forme d’'une somme,
d’'une part une intégrale de contour, et d’autre part urigate surfacique :

p T2 X de p I()(y) X T12
B(X) = E(X) — fiy - — BlY) == — 0= e ) 9
0= B0 =M o B e ™ om ( Irsa?)

Olion a notek(y) = A, x OB(y). Cette expression de la radidsfiermet parfois
de calculer la radiositet son gradient de fan plus pfeise qu’avec la seule irgeale
surfacique.

10.1 Calcul delaradiosité
Le calcul de l'infgrale surfacique est un pointldmt. On peut remarquer que le

terme surfacique:
P K(y) X 12
To= —fp- — =2~ 22 | dA
o Az( Fal? )"

peut s’exprimer en fait comme :
Ts= —p- B/ R(y) X Dln(rlz)dAz
21/ p,

Nous ne pouvons pas aller plus loin sans introduire des hypothéses sur le compor-
tement deB et, partant, dé&. Ces hypothses dpendent en fait de la facon dont on re-
presente la radiositsur 'émetteur ; si on choisit une base de fonctions, on décompose
B sur cette base de fonctiorsest ainsi deomposé en somme de composantes, et I'on
calculeTs pour chacune de ces composantes.
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Par exemple, si on suppose une radiosité qui varie gmflicéaire sur I'émetteur,
[JB est constant, é¢aussi. Dans ce cas, il ne nous reste qaluler :

r
m= Dln(rlz)dAZI 122dA2
Ao A [|r12l]

On peut exprimer directemeniten utilisant une approximation de I'irgeale vec-
torielle. On peut aussi remarquer giex i, peut’dre transformesn une intgrale de
contours en utilisant le floeeme d’Ostrogradsky (voir équation 4.2) :

mx ﬁzz/ Dln(rlz) Xd)&zz/ |n(r12)dZ2
A oA
Dans ce cas, il ne nous reste plusgeadculerm- fi,. Si nous sommes dans un cas
ou m n’est pas nul, alors la distancg, he s’annule jamais suk,. Par ailleursyy-
i, ne varie par lorsque le point courantcdé A,. On peut choisir urnve&nementro
guelconque,
dA;

M-y =T iy [ 2
Ao |12

= ro . ﬁzXl

La fonction dont on doit calculer I'inggale surfacique eﬁ ; on connéiles
bornes du domaine d’intégration, et on peut calculer la distance minimalexegitre
I'émetteur, ainsi que la distance maximale. On a alors un minorant et un majorant de
lintégrale.

On pourrait aussi calculer une approximation plucige de l'infgrale, en utili-
sant les diffeentes mehodes d’approximation des ipeles (méhode des rectangles,
méethode de Simpson, méthode de Romhexg. 'important est de conserver toujours
un encadrement de l'intégrale et non une simple valeur approchée, afin de pouvoir juger
de la pfeision sur la radiositau cours des calculs.

Une fois qu’on connam- ri, et mx fip, on peut calculem:

m= (m-ﬁz)ﬁz—l—ﬁzx (mX ﬁz)

D’ou I'expression de la radiosité dueua @metteur sur lequel la radioSivarie de
facon lineaire :

B(X) = E(X) — fir- > M2xdlz P 5 i) (i)

p .
' BT fiy - o) (K- (Mx 7
! 2mn 0A, Hl’lez 211 ( 1 2)( ( 2))

S 2n

(dans cette expression, on a ufiliséait quek - i, = 0). Si I'on exprimem x fi, comme
une intégrale de contour, il vient:

B m P F1px dl
B(X) - E(X) I;il s 6AZB(y) Hr»lzuz

p i - p ~/ 7
— =M (Kx ) (T M2) Xy — == (1 - o) (K- In(rio)d¢
o1 (KX i) (Fo - Tig) Xq — o (Fiy - Tig) o~ (r12)di2)
L'encadrement sur la valeur &g donne, non pas une valeur exacte pB{x), mais
un encadrement:
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On remarque que l'incertitude sMf a @émultipliée parfiy - (kx /np) = fiy - OB(y),
qui est infeieur ala norme deJB(y). On retrouve ainsi que I'on a une valeur exacte
lorsque la radiosité est constante sur I'émetteur.

On remarque aussi que l'incertitude est annulée lorsiguélB(y) = 0. Ceci est
en particulier vefié sin, etr, sont colinaires. Donc si I'’émetteur et |égcepteur sont
paralldes, on a anouveau une valeur exact®.- [B(y) est aussi \afié dans certains
cas, si le plan‘reepteur est judicieusement disposé par rappbénaetteur.

Comme[IB(y) et i, sont perpendiculaires, on peut les utiliser comme base pour

bétir un repére orthonornukrect : (%, ﬁ, fiz). On peut ensuite exprimer la position

defi; dans ce repére, puis la convertir en coordonnées sphéiigugs L'incertitude
sur X; est alors multiplie par sird cosg||B(y)||. On peut calculer la moyenne de ce
terme muItipIicateur% |IOB(y)||. En moyenne, I'erreur si; sera donc multiplie par
1]|0B(y)||. On constate que I'utilisation du theme d’Ostrogradsky a permis dé-re
duire I'erreur sur la radiositest de la localiser dans une seule direction, ce que I'on
n'aurait pas obtenu avec une approximation directghdeans ce contexte, la formule
introduite au chapitre 4 a bel et bien permis d’augmenterleigion par rapport Bap-
proximation numdque directe sur I'intgrale surfacique.

En particulier, le terme multiplicatif = f; (k x fip) (Fo - Fi) peut’ére calculeavant
I'approximation de l'intgraleX;. Si I'on sait que I'on veut modeser la radiositea €
prés, il suffit de calculeiX; a £ prés.

10.2 Calcul du gradient

Dans I'expression dB, ci-dessus, le premier terme est exactement celui que nous
avions au chapitre 8, la seule différencarg que la radiositde I'emetteur a cesse
d’étre supposée constante, et dontegasse sous le signe d’'intégration. Comiéy)
ne dépend pas de la position du pointa daivation formelle de ce terme se conduit
de la nmiene maniee qu’au chapitre 8. Le deudige terme contient une irdeale sur
un contour, qui se d&e ggalement sans peine. Le termerénn, introduit quelques

difficultés s - . on
: — Tli2-N2
D( 12 2) _ e e
Iriall2/  llra2ll? [Iraof*
D'ou:
T12- M dA; .
O(m-n, ID( dAz)Iﬁz — ﬁz'ro)ﬁ
(M) =0y, Traal? e T2 ¢
On a note o 1
12
p=[ - dA, = D(—) dA,
A |Ira2l* A \|Ir12l|?

On remarque qu@ x fi, se calcule aigaeent, en utilisant @aouveau le thereme
d’Ostrogradsky:

dl,

Pxfy= /

o, [|r12l|?

Pour calculelg- iy, on est anouveau obligé de reqtiea une approximation:

1
T dAy = (- To)Xo
o Trag? 22 = (2 To)

p-f, = (M2 To)
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On a donc I'expression du gradient dans le cas particulienosiest place

OB(x) =

1 Ny-Ti2
21 Jon, 7 ||razl*

[P

il
UE My X — B
00+ x5 By

fig-T
( ) 1 rlz(rlz><

() |
—(fig - i k-d
2.,.[( 1 2) R HrlZHZ(

— -

o o, B dl>
— My (Kx ) | Xafip+ (T Fi Xﬁ+r-ﬁﬁX]{—
ot 1( 2)( 1Ny (0 2) 2M2 (0 2) 2 . Hrlez)

10.3 Implémentation

On reprend les notations de 8.4, en paramétrant chaGteepawy € [0, 1] :

EP)
dé,
?12 X de

B(y)
3B,

= Ti+y§

gdy

(fi x &)dy
(Ti X Tiy1)dy
Bi + yoB;

= Bij1-Bi

De la mane fa@n qu’aux chapitres 8 et 9, on introduit les quastlte J, etKp :

In

JIn

Kn

On connales valeurs dé,, J, etK, (voir section 8.4 et section 8.7). On introduit

par surcréila valeurl :

1 dy
0 |[IFr2f
1 ydy
o [[Fazl|?"
1 yAdy
o [[Fazl|?"

1
L, = /0 In(rlz)dy

Ona:

Ly=

Ry

On obtient I'expression dB:

B(x) =

((Ti+1-8)In(e11) — (Ti-&)In(e) + 2|1 x &|lyi)

E(x) - %Zﬁl- (Fi x &) (Bily +3BiJy)
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Cette expression s'implémente de [amemaniee qu’aux chapitres 8 et 9. La fi-
gure 10.2 montre un exemple de radiosite le feepteur due an emetteur sur lequel
la radiositevarie de faon lingaire (voir figure 10.1). La figure 10.3 montre la norme du
gradient de radiosité duecat @netteur. On remarque que la norme du gradient s’annule
en un point, qui correspond au maximum de la radiasitd’émetteur.

Le calcul pratigue du gradient se conduit de lameemaniére :

OB(X) = DE(X)—|—ﬁ1><%[Z(BiI1—|—éBiJ1)é
|

+ 205 (R x @) (Bi(My ) ot (Bi(y &) + 8B My Fi)) Jp-+ 8B (- 8)Ky)

FIG. 10.1 —Une scéne de tests pour un émetteur sur lequel la radiosité n'est pas
constante.
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FiG. 10.3 —Legradient de la radiosité due a cet émetteur.
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11.

Conclusion et futuresdirections

E CONTRCLE de l'erreur au sein des algorithmes de simulation physique — par
exemple des algorithmes de simulation physique de |la' @mnriest I'un des
défis les plus prometteurs des dagevenir. La connaissance de I'erreur com-

mise dans la modélisation d’un processus physique pertadbés de valider I'algo-
rithme de fsolution et de réduire le ¢ode la fesolution numéque en concentrant les
ressources du systéme sur les points ou I'erreur est importante.

Nous avons prenteun critae de raffinement pour un algorithme de radiopite-
mettant un contréle total de I'erreur commise sur chaque interaction, ainsi qu’un début
de contite de I'erreur de disCtisation. Ce critee de raffinement est ingee au sein
d’'un algorithme de radiositeierarchique, permettant ainsi de ne mliskr les inter-
actions que jusqu’ta precision souhaite, &onomisant ainsi les ressources Syste
(temps processeur et mémoire). Cet algorithme de contréle de I'erreur est un outil pre
cieux pour toute application industrielle de lathhede de radiositkiérarchique. Ce
critere de raffinement pourrdigalement#&e integreau sein d’un algorithme de radio-
siteprogressive (tel celui décrit par Cohetral., 1988 [6]), puisqu’il ne deend pas de
la structure interne du programme de résolution.

Nous avons galement preenteun critere de raffinement, dit «simplifie qui, tout
en permettant le imee contréle de I'erreur commise sur chaque interaction que le cri-
tere complet, permet de réduire de facon significative le nombre de lierssaires ka
moddisation de I'interaction. Cetté daiction du nombre de liens permet une économie
supplenentaire des ressources du systeala fois en temps et en mmire.

Ces deux critees de raffinement s’appuient d’'une part sur un calcul exact dées de
vées de la radiositgrovenant d'une analyse de I'expression de la radiositd’'autre
part sur des conjectures de concamviid sont basées sur une analyse du comportement
de la radiositelue aun @netteur convexe.

Notre algorithme repose fortement sur ces deux conjectures de concavité, qui pour
l'instant encore ne sont pas démontrées, mais pour lesquelles on ne connait pas de si-
tuations ouelles soient prises en fiit. Ces conjectures rémentent un reuniedes
proprigés de la radiositgui sont ieessaires au cornteode I'erreur. Une d@onstra-
tion des conjectures de concavitermettrait d’'une part de mieux comprendre le com-
portement de la radiosité, et d’autre part de mieux la risele
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Ces proprites de concavitale la radiositene sont pas maintenues en ggace
d’obstacles, méme si ces obstacles sont convexes. Notre algorithme déeabatter-
reur repose donc sur le calcul d’'Umetteur minimal et d’uri@etteur maximal pour
chaque interaction, tous deux convexes et encadrant la partie de I'émetteur qui est ef-
fectivement visible de chacun des points du récepteur. Une extension desu@sjeet
concaviteau cas d’'un émetteur convexe en présence d'obstacles, conjointement avec
une implenentation du Hessien en présence d’obstacles, permettrai dieerées cal-
culs neessaires pour le cofiteade I'erreur en preence d'obstacles. Dans cette optique,
il faudrait calculer non plus I'metteur minimal et I'émetteur maximal, mais I'obstacle
maximal et I'obstacle minimal, encadrant les obstacles réels, et chacun d’eux étant tel
gue la conjecture de concavitet respecteet que I'on sait calculer le Hessien.

L'obstacle maximal et I'obstacle minimal, pour que la conjecture de coricavite
puisse“&e respecte, doivent'ére de forme tre simple. Remarquons que lorsqu’une
seule aréte de I'obstacle vient bloquer la visibitie I'émetteur depuis le"repteur,
I'obstacle minimal et I'obstacle maximal coincident. Dans ce cas, on peueespe
réduction substantielle du nombre de facettesassaires, surtout en utilisant le crée
«simplifies. Remarquons aussi qu'il est plus facile de calculer le Hessien des sommets
lorsqu’il N’y a qu'un seul obstacle de forme demi-plan.

Nous avons doringans les chapitres fredents une expression degidées de la
radiosite Cette expression est directement ifmpdatable, par un simple travail de tra-
duction. En revanche, sa complexité devient quasiment prohibitive dans le cas du Hes-
sien en preence d’obstacles. Les travaux futurs devront porter sur une simplification
de notre expression desrdees successives de la radidsjpermettant ainsi une im-
plémentation effective du Hessien de la radiositgresence d’obstacles.

Cette expression desrilees successives de la radioggeadient et Hessien) pour-
rait aussi étre utilisedans une imphaentation de la radiositdilisant des fonctions de
base d’ordre supérieur (voir Troutman [43]), ool calcule la radiosité sur les facettes
par une interpolation polynomialepartir des valeurs de la radios#ede ses de/ées
calculess aux sommets des facettes.

Nous avons galement preenteune méthode d€ eeriture de I'expression de la ra-
diositeen un point sous I'influence d’umeetteur sur lequel la radiosigst quelconque.
L'expression ainsi obtenue permet un encadremerigpoe la radiositen ce point.

Une application au cas da radiositesur I'émetteur varie de famn lineaire a’é¢é intro-

duite. On a dans ce cas une expression de la radiosité et de son gradient en tout point de
I'émetteur, sous forme d’une somme de deux termes, I'un qui est exact, et I'autre pour
lequel on dispose d’'un encadrement. On a ainsi presque tous les ouélssages a

un algorithme de radiositénéaire avec un contréle complet de I'erreur commise sur
chaque interaction. Pour pouvoir impienter complement cet algorithme de radio-
sitelinéaire, il est encore messaire, d’abord d’obtenir une expression du Hessien dans
le cas de la radiosité lirére, et ensuite d’adapter les conjectures de concagiecas

précis — en particulier, il est possible que dans certaines configurations les conjectures
de concavitae soient pas'vdiées. On ne pourra donc utiliser I'hypoede la radio-
sitelinéaire sur I'enetteur que dans certains casgseNenmoins, lorsqu’on pourra
l'utiliser, on peut s’attendré ane réduction substantielle du nombre de facettes et de
liens nécessaires pour maider les interactions.
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Notre algorithme de contte de I'erreur en preence d’obstacles repose sur le cal-
cul de I'emetteur minimal et de T'metteur maximal, qui dépendent tous deux de la fa-
cette feeptrice. Tel qu'il a' & presente I'algorithme est indépendant de la structure
du maillage utiliSesur les objets composant la scene, et il fonctionne méme lorsque ce
maillage est un simple arbre quadtree. Cependant, il serait intéressargréintetre
algorithme de contr6le de I'erreur au sein d’un algorithme de maillage de discontinuite
tel que labackprojection decrite par Drettakis [12, 10]. Dans ce cadre, le calcul des
émetteurs minimaux et maximaux serait simpl#iesein de chaque cellule du maillage,
puisqu’on a une connaissance gise des artes des obstacles qui influent sur la visi-
bilité de I'emetteur. Cette ingration peut se faire de fano simplea posteriori, I'algo-
rithme de contréle de I'erreur sur chaque interacfitameutilisepour calculer la vali-
ditede chacune des facettes@ss, et pour les raffiner si besoin est. Mais on peut aussi
imaginer une intgration de I'algorithme de coriide I'erreur au sein fimee de l'al-
gorithme debackprojection, qui permettrait d’'indiquer si le niveau du maillaggale
obtenu est suffisant au regard de lagisen souhaite, ou s’il est heessaire de pour-
suivre les calculs.

Nous avons galement preenteune analyse compléete de I'algorithme de radiosite
hiéerarchique, qui a permis de souligner les points les pllisats de cet algorithme et
ses goulots dBanglement, confirmant par exemple que les calculs de visibilité consti-
tuent jusqu’a0 % du céttotal de I'algorithme. Cette analyse est en grande patge lie
a une implenentation spefique de la méthode de radioshi&rarchique, donc a une
méthode speifique de calcul de la visibilitdJne telle analyse demandétee conduite
de fa@n plus systeatique : sur un plus grand nombre déree de complexitplus
grande, et avec diffentes implenentations de la ftbode de radiosithiérarchique.
On pourra ainsi quantifier I'inté des choix d’implenentation, da fois en termes de
rapiditeet de preision. Le jeu de scenes employé pour cette analyse poltmaidié
fusede faon internationale, ce qui permettrait de conduire umeske tests grande
échelle, et une comparaison des diffiets algorithmes de rendu et de midsktion de
la lumiere en fonction de la complexitie la scee.

En conclusion, nous avons montré qu'il est possible de Elamtferreur commise
par I'algorithme de radiosithiérarchique dans la motigation des interactions entre
les objets. Gree ace contfte, il est possible de garantir lesstdtats de I'algorithme
de modésation de I'éclairage. La fiabilitainsi obtenue dans la résolution se fait pour
l'instant au détriment de la rapiditie la fesolution. Par ailleurs, le coritede I'erreur
se fait pour I'instant au niveau des interactions entre les objets, ce quiitpeurtsuffi-
sant lorsque la soe de départ est déjeop raffinee. La recherche d’'un coriteocom-
plet de I'erreur commise au cours de I'ensemble du processus ddisadida, ainsi
gue l'optimisation des frieodes de contte de I'erreur afin de'rduire les surctis en
terme de temps de calcul sont des pistes de recherche fondamentales pourds&anne
venir.
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