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R�esum�e

Ce m�emoire pr�esente une m�ethode de d�erivation automatique des sp�eci�cations al-
g�ebriques vers un langage imp�eratif. Par langage imp�eratif nous d�esignons un langage de
programmation \traditionnel" avec d�eclarations des variables (�etat) et dont les programmes
sont des suites d'instructions qui modi�ent l'�etat. L'instruction caract�eristique est l'a�ecta-
tion destructrice d'une valeur �a une variable. Une sp�eci�cation alg�ebrique est compos�ee de
sortes, de constructeurs qui d�e�nissent l'ensemble des valeurs atteignables (que l'on peut
d�enoter), et d'op�erateurs axiomatis�es par des �equations conditionnelles orient�ees.

Nous d�e�nissons un lien d'impl�ementation entre les objets du domaine abstrait des
sp�eci�cations alg�ebriques et ceux du domaine concret des programmes imp�eratifs. Ce lien
permet de param�etrer la d�erivation d'une sp�eci�cation. L'impl�ementation des op�erateurs
respecte le choix de la forme de d�erivation et celui de la biblioth�eque import�ee. Elle r�esout
les con
its d'acc�es aux variables et minimise les coûts en recopies de valeurs engendr�ees par
le passage du fonctionnel �a l'imp�eratif.

De mani�ere analogue au lien d'impl�ementation entre une sp�eci�cation alg�ebrique et
un programme imp�eratif, nous d�e�nissons un lien d'impl�ementation dite abstraite entre les
sortes et constructeurs de deux sp�eci�cations alg�ebriques. Nous proposons pour les construc-
teurs, soit d'e�ectuer une d�erivation syst�ematique en un type de donn�ee imp�eratif, soit de
calculer les liens d'impl�ementation abstraite potentiels vers les sortes dont les impl�ementa-
tions des constructeurs sont r�eutilisables.

Une m�ethode de transformation de la sp�eci�cation alg�ebrique est en�n propos�ee, qui
favorise les modi�cations \en-place" de donn�ees, dans une variante de la m�ethode de d�eri-
vation pr�ec�edente.

Mots-cl�es : Sp�eci�cations alg�ebriques, d�erivation de programmes, r�eutilisation d'impl�e-
mentation, optimisation d'impl�ementation, transformation fonctionnel-imp�eratif.

Abstract

This thesis presents a method to automatically derive programs in an imperative lan-
guage from algebraic speci�cations.

The imperative language is a standard one i.e. programs contain declarations of va-
riables (the state) and sequence of statements which modify the program state. A characte-
ristic feature is the destructive assignment of a value to a variable. An algebraic speci�cation
is composed of sorts, constructors which de�ne the set of the possible values (which can be
denoted), and operators which are axiomatized using conditional rewrite rules.

An implementation link is de�ned between the objects of the algebraic speci�cation do-
main, called the abstract domain, and the imperative program domain, called the concrete
domain. The formalization of this implementation link allows one to parametrize the de-
rivation of a speci�cation. The implementation of the operators respects the form of the
derivation and the contraints of the imported library. It also solves the access con
icts to
the variables, and minimizes the cost involved by the duplications generated by the trans-
formation from the functional to the imperative style.

Similarly, we de�ne an implementation link, called abstract link. It maps sorts to sorts
and constructors to constructors from an algebraic speci�cations to another one. We propose
two kinds of derivation for the constructors : either we use a systematic derivation to an
imperative data type, or we compute all the possible abstract implementation links to the
sorts whose implementations can be re-used.

Finally, a method which enhances the partial modi�cations of the data is proposed. It
relies upon the same principles as the ones developed previously.

Keywords : Algebraic speci�cations, program derivation, implementation reuse, optimi-
sation of implementation, fonctional-to-imperative transformations.
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Introduction

Les sp�eci�cations formelles

L'informatique atteint quasiment tous les domaines, automatise la r�esolution des
probl�emes les plus divers et les tâches les plus quelconques. Les d�eveloppements infor-
matiques doivent donc s'adapter �a un plus grand nombre de contraintes :

� le domaine d'application est tr�es pointu, tr�es sp�ecialis�e : la description d'un pro-
bl�eme doit être faite sans ambigu��t�e entre le sp�ecialiste client et l'informaticien,

� le domaine d'application est �a risques : les r�esultats doivent être garantis cor-
rects dans toutes sortes de conditions d'utilisation (d�elais, pr�ecision, r�ecup�eration
d'erreurs humaines, etc),

� le domaine d'application �evolue : la solution informatique doit faire de même sans
être du coût d'une refonte compl�ete, même si la maintenance est assur�ee par des
informaticiens externes �a la conception initiale.

De plus, le client doit avoir une vue pr�ecise de l'application, sans en attendre la �n de
la r�ealisation.

Toutes ces contraintes font qu'il est n�ecessaire �a l'informaticien ou au groupe d'in-
formaticiens, d'avoir �a sa disposition des m�ethodes et des outils. Les sp�eci�cations
formelles, sans être la panac�ee, car on leur reproche souvent leur lourdeur, et le fait
de n'être pas toujours comprises par des personnes autres que des sp�ecialistes, ont de
nombreux avantages :

� la non ambigu��t�e et la clart�e de leur langage en s�eparant la syntaxe du contenu
exprim�e : la s�emantique. La r�eutilisabilit�e est simpli��ee et la correction de la
composition avec des sp�eci�cations existantes peut être v�eri��ee formellement.

� l'apport d'un prototype du mod�ele qu'elles sp�eci�ent, si la sp�eci�cation est ex�e-
cutable.

� la possibilit�e d'être �a l'origine d'une r�ealisation informatique (un programme) sans
orienter cette r�ealisation. Un d�eveloppement ou une d�erivation vers un programme
est alors envisageable d'une mani�ere formelle, la classe d'outils ou de probl�emes
sp�eci��es �etant d�ecrite dans un langage avec une s�emantique pr�ecise.

� la validation et la v�eri�cation de leurs propri�et�es : la construction de la sp�eci�-
cation est-elle correcte, coh�erente, compl�ete. La d�erivation ou le d�eveloppement
�a partir des sp�eci�cations permet �egalement de tenir compte du comportement
d�esir�e pour le programme �nal obtenu par ajout de nouvelles informations.
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J.P. Finance, dans [Fin79] d�ecrit fort bien les motivations qui conduisent �a sp�eci�er et
les di��erentes qualit�es des sp�eci�cations formelles : existence de m�ethodes de construc-
tion, largeur du domaine d'application, facilit�e de compr�ehension (lisibilit�e), de v�eri�-
cation, de r�esolution ult�erieure, primitives de haut niveau, support graphique, etc.

Parmi les di��erents formalismes existants, r�eseau d'automates, graphes concep-
tuels, machines abstraites, sp�eci�cations logiques, sp�eci�cations alg�ebriques, nous nous
sommes particuli�erement int�eress�es �a ce dernier. Les types abstraits alg�ebriques dont
les premi�eres r�ef�erences sont [Gut75], [Gut77] ont fait depuis l'objet de nombreuses
recherches th�eoriques.

�Evolutions d'une sp�eci�cation formelle

La sp�eci�cation formelle peut être un but en elle-même si elle ne sert que de \cahier
des charges" tr�es pr�ecis pour l'informaticien, qui d�eveloppera ensuite un programme
impl�ementant la sp�eci�cation. Mais dans la plupart des cas, la sp�eci�cation formelle
sert de source �a un d�eveloppement, une d�erivation :

� soit le d�eveloppement fait partie du processus de sp�eci�cation : la sp�eci�cation
source est extrêmement succincte (une simple signature par exemple) et le d�e-
veloppement consiste �a ajouter des caract�eristiques des sp�eci�cations : choix de
m�ethodes de d�ecomposition et de re-composition d'objets par des sch�emas d'in-
duction, des alternatives, des applications de plan de travail [Los91],[Sou93],

� soit les sp�eci�cations ne sont pas ex�ecutables : il est souhaitable de les transformer
en un formalisme o�u nous pouvons plus facilement les ex�ecuter, calculer leurs
propri�et�es, ou les impl�ementer par des programmes existants. Un avantage �a
privil�egier le travail fait en amont de l'impl�ementation, c'est-�a-dire au niveau de
la sp�eci�cation est que, contrairement �a l'impl�ementation qui peut utiliser des
structures de donn�ees et des invariants complexes pour engendrer l'e�cacit�e, la
sp�eci�cation ne d�ecrit que les donn�ees n�ecessaires et su�santes �a la d�e�nition d'un
probl�eme. Il s'ensuit des modi�cations plus faciles au niveau de la sp�eci�cation
qu'au niveau du code (�eventuellement optimis�e par la d�erivation).

Notre approche

Le probl�eme auquel nous nous attaquons est le passage du paradigme fonctionnel
au paradigme imp�eratif. Le premier ne manipule que des valeurs, alors que le second
se d�ecrit par des �etats d�e�nis par un environnement. Les th�eories math�ematiques sur
lesquelles sont bas�ees ces deux formalismes sont :

� les alg�ebres, le �-calcul et les combinateurs, qui permettent de d�ecrire la s�eman-
tique des programmes fonctionnels,

� la logique de Floyd et Hoare [Hoa69] : un syst�eme formel qui permet de prouver
la correction des programmes imp�eratifs.

Nous proposons une m�ethode de d�erivation automatique d'un type alg�ebrique (sorte,
constructeurs et op�erateurs) ou enrichissement (op�erateurs seuls) vers un paquetage
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imp�eratif (type, fonctions et/ou proc�edures). Nous formalisons le lien entre les objets du
domaine abstrait (sp�eci�cations alg�ebriques), et ceux du domaine concret (programmes
imp�eratifs).

Nous donnons le lien d'impl�ementation d'une sp�eci�cation alg�ebrique pour pr�eci-
ser le r�esultat que nous voulons obtenir par la d�erivation. Ce lien d'impl�ementation
\param�etre" en quelque sorte la d�erivation d'une sp�eci�cation alg�ebrique, et permet
�egalement de r�eutiliser un programme imp�eratif d�es lors que nous savons lui associer
une sp�eci�cation via un lien d'impl�ementation. Ce programme sera alors utilis�e par
tout code d�eriv�e d'une sp�eci�cation qui importe la sp�eci�cation du programme.

Les avantages que nous apportons par notre m�ethode sont les suivants :

Gestion de la m�emoire plus e�cace : La solution adopt�ee par la majorit�e des
langages de sp�eci�cations alg�ebriques ou des langages fonctionnels, est une gestion
automatique de la m�emoire par l'int�egration des techniques de ramasse-miettes. Ce
handicap est �a l'origine de nombreux travaux pour supprimer ces techniques, par des
analyses statiques par interpr�etation abstraite, ou par optimisation de l'algorithme
de ramasse-miette et de la repr�esentation des donn�ees (dans [Sig95] sont not�es des
exemples de 70 �a 90% de m�emoire allou�ee et non r�ef�erenc�ee en �n d'ex�ecution, ainsi
que des copies multiples des objets qui repr�esentent 50% du total de la m�emoire al-
lou�ee). Nous proposons donc de transformer des sp�eci�cations alg�ebriques (ex�ecutables
car l'axiomatisation des op�erateurs est d�e�nie par des �equations orient�ees) en des pro-
grammes imp�eratifs. Nous introduisons des modi�cations \en place" de donn�ees. Les
langages imp�eratifs permettent en e�et l'a�ectation destructive d'une variable et l'ap-
pel de proc�edure. Nous donnons donc la possibilit�e au d�eveloppeur de choisir son style
d'impl�ementation. Par le style proc�edural il peut indiquer que le r�esultat d'un op�era-
teur n'est qu'une modi�cation partielle d'un ou de plusieurs de ses param�etres. Il s'agit
du concept sous-jacent de mutation de donn�ees qu'impliquent les param�etres d'entr�ee-
sortie. Nous devons bien sûr lui garantir la validit�e de l'utilisation de ces param�etres �a
l'int�erieur du code imp�eratif obtenu.

R�eutilisation : En e�et, en impl�ementant un op�erateur d par une proc�edure, nous
devons permettre l'utilisation de cette proc�edure par tout code d�eriv�e pour un autre
op�erateur f , dont l'axiomatisation utilise d.

Soit par exemple :

f(x1; : : : ; xn) ==> T[x1;:::;xn]

notre unique �equation d�e�nissant l'op�erateur f . Les variables x1; : : : ; xn sont appe-
l�ees les param�etres formels de l'�equation. T[x1;:::;xn] est un terme alg�ebrique dont les
variables x1; : : : ; xn sont li�ees universellement.

La d�erivation vers un langage o�u la destruction de la valeur des variables est permise
demande quelques pr�ecautions. Dans une premi�ere approche (chapitres 3 �a 5), nous
ne transformons pas le terme T que nous d�erivons (contrairement �a la variante du
chapitre 6) : nous d�erivons chacun de ses sous-termes t = op(t1; : : : ; tn) en fonction du
r�esultat de la d�erivation de ses propres sous-termes t1; : : : ; tn. La d�erivation est donc
valide si et seulement si le texte d�eriv�e pour appliquer op �a ses op�erandes dans le
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domaine concret, a pour param�etres e�ectifs des repr�esentations correctes des valeurs
de t1; : : : ; tn (une repr�esentation correcte de la valeur de t est en r�esultat du texte
d�eriv�e, puisque op est suppos�e correctement impl�ement�e).

Or op peut être impl�ement�e par une proc�edure. Soit t = op(t1; : : : ; x; : : : ; tn) tel que
x est un param�etre formel, et un param�etre e�ectif en entr�ee-sortie du code d�eriv�e pour
op. Apr�es l'ex�ecution du code d�eriv�e de t, la variable x ne repr�esente plus la valeur
initiale du param�etre formel, mais la valeur du terme t (ou un �el�ement du produit
cart�esien valeur de t). Tout terme t0 = op0(t0

1; : : : ; x; : : : ; t
0
m) sous-terme de T dont le

code d�eriv�e est ex�ecut�e apr�es celui de t est en con
it d'utilisation de x avec t.
Nous d�e�nissons un ordre partiel entre les sous-termes de T suivant l'ordre d'�eva-

luation \obligatoire" (l'ordre de r�eduction applicatif que nous appelons \de d�ependance
fonctionnelle", et les ordres entre sous-termes d'op�erateurs pr�ed�e�nis comme le \let").
Puis nous rajoutons un ordre entre sous-termes : un terme dont la d�erivation de l'op�era-
teur en racine utilise un param�etre pr�ec�ede un terme dont la d�erivation de l'op�erateur
modi�e le même param�etre.

Ces di��erents ordres peuvent ne pas être compatibles (existence de cycles dans le
graphe orient�e qui les repr�esente). Par un algorithme de d�ecoration de graphe qui peut
être vu comme un ra�nement des pr�e- et post-conditions de chaque sous-terme, nous
d�eterminons les ordres suppl�ementaires �a supprimer pour que tous les ordres restants
soient compatibles, et que les duplications de sauvegardes qui sont alors ajout�ees soient
de coût minimal.

Nous proposons �egalement :

� une modi�cation de cet algorithme de mani�ere �a pouvoir attribuer des destina-
tions aux r�esultats des sous-termes et ainsi �eviter des a�ectations supl�ementaires
pour les param�etres formels en sortie,

� une optimisation qui consiste cette fois-ci �a modi�er le terme T avant d'appliquer
les algorithmes pr�ec�edents, pour introduire des mutations �a la place de construc-
tions sur des s�elections.

Organisation du document

Dans le chapitre 1 nous d�ecrivons le langage de sp�eci�cation ainsi que celui de
programmation qui sont choisis pour être sujets de notre travail. Nous d�egageons les
concepts di��erents pour chacun qui font l'int�erêt et la di�cult�e d'une traduction d'un
formalisme abstrait de description vers un langage de r�ealisation concr�ete.

Dans le chapitre 2 nous montrons les di��erentes approches existantes de cette trans-
formation, ou la \manipulation" d'objets des deux domaines lorsqu'un lien formel entre
la sp�eci�cation et l'impl�ementation existe.

Les chapitres suivants proposent une m�ethode de d�erivation de sp�eci�cation alg�e-
brique vers des programmes imp�eratifs :

Dans le chapitre 3 nous d�e�nissons le cadre de notre travail. Nous commen�cons par
indiquer ce qu'est intuitivement le lien entre une sp�eci�cation alg�ebrique et une de ses
impl�ementations imp�eratives. Nous l'appelons lien d'impl�ementation, mais �egalement
lien de d�erivation lorsqu'il sert �a d�eriver automatiquement le paquetage (sp�eci�cation
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et corps de programmes imp�eratifs) correspondant �a une sp�eci�cation alg�ebrique. Sont
d�ecrits : les probl�emes ponctuels �a r�esoudre, le formalisme permettant de d�e�nir le lien
d'impl�ementation, et son utilisation pour appliquer dans le domaine concret l'impl�e-
mentation d'un op�erateur �a la repr�esentation de ses op�erandes. Apr�es l'�enum�eration
des outils n�ecessaires, le principe g�en�eral de d�erivation est d�e�ni.

Dans le chapitre 4 nous proposons un algorithme de d�erivation de l'axiomatisation
d'un op�erateur en un code de programme imp�eratif. Nous montrons une r�esolution des
con
its d'utilisation des param�etres formels dans le code d�eriv�e, le coût d'une r�eso-
lution locale, ainsi qu'un algorithme pour une r�esolution globale de moindre coût en
duplications de donn�ees. Cette r�esolution se fait par la recherche d'un ordre optimal
d'ex�ecution des sous-termes de T dans le domaine concret. Lorsque des cycles existent
dans le graphe orient�e repr�esentant cet ordre, nous calculons l'ensemble des coupures,
de sorte que le code engendr�e, qui ne peut donc être \optimal" (sans duplication de don-
n�ees) soit de coût moindre en duplications. Nous produisons ensuite un texte imp�eratif
�a partir du graphe orient�e sans cycle (d.a.g.).

Dans le chapitre 5 nous proposons une d�erivation syst�ematique des constructeurs de
la signature d'une sorte. Le lien d'impl�ementation ainsi que les fonctions ou proc�edures
(duplications, s�elections, tests, mutations) n�ecessaires �a la d�erivation de tout op�erateur
dont le domaine ou le rang inclut cette sorte, sont construits automatiquement. Nous
reprenons �egalement dans notre formalisme les optimisations connues de codage des
types abstraits.

Dans le chapitre 6 nous proposons plusieurs variantes de l'algorithme de d�erivation
propos�e aux chapitres 3 et 4. Il s'agit d'optimisations qui exploitent une vue \
ots
de donn�ees" que les param�etres formels en entr�ee-sortie permettent de supposer : les
applications successives de modi�cations partielles sur une même donn�ee. Ces modi�-
cations partielles sont �egalement souvent introduites par une s�election de composants
d'une structure avant sa reconstruction quasi identique en partie droite d'une r�egle
de r�e�ecriture. Nous montrons que des mutations peuvent remplacer des constructions
coûteuses, et que les algorithmes peuvent en tenir compte.

En chapitre 7, nous pr�esentons une impl�ementation simpli��e de l'algorithme du
chapitre 4.





Chapitre 1

Sp�eci�cations formelles et

programmes

Dans ce chapitre pr�eliminaire nous pr�esentons le formalisme de sp�eci�cation que
nous avons choisi pour être source de d�erivation et nous poursuivons par la descrip-
tion du langage imp�eratif (langage de programmation \traditionnel") utilis�e dans les
programmes d�eriv�es. Le formalisme de sp�eci�cation choisi est celui des sp�eci�cations
alg�ebriques et plus particuli�erement celui du langage LPG [BE86] dont nous traitons
un sous-ensemble. La plupart des notions standards que nous reprenons ici peuvent
être trouv�ees dans [LZ74, Gut75, GTWW77, EM85, EM90, Wir90], et [Wir94] est un
bon panorama des langages de sp�eci�cations alg�ebriques. Le langage de programmation
choisi est le langage Ada [ALS87]. Nous pr�esentons pour chaque domaine les concepts
de base, la syntaxe, et la s�emantique qui lui est associ�ee, et les caract�eristiques qui
expliquent l'ad�equation des deux langages et qui ont motiv�e leur choix.

1.1 Les sp�eci�cations alg�ebriques

1.1.1 Concepts syntaxiques de base

La signature est la d�eclaration des objets d�e�nis dans une sp�eci�cation alg�ebrique.
Elle peut être vue comme \l'interface" de la sp�eci�cation alg�ebrique (le lien que nous
d�e�nirons d'ailleurs entre une sp�eci�cation alg�ebrique en LPG et son impl�ementation
imp�erative en Ada est essentiellement une correspondance entre les objets de la signa-
ture de la sp�eci�cation alg�ebrique et ceux de l'interface Ada de l'impl�ementation, �a
laquelle nous ajoutons d'autres informations).

D�e�nition 1.1: (signature) Une signature � est une paire (S;
) o�u :

� S est un ensemble �ni de noms de sortes,

� 
 est une famille S��S+-indic�ee de noms d'op�erateurs o�u S� repr�esente une liste
de noms de sortes, et S+ une liste non vide de noms de sortes.


 = f
(u;r) j u 2 S�; r 2 S+g
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 est partitionn�ee en deux sous-familles :

C une famille S� � S-indic�ee de noms d'op�erateurs constructeurs (ou construc-

teurs) :

C = fC(u;s) j u 2 S�; s 2 Sg

D une famille S� � S+-indic�ee de noms d'op�erateurs d�e�nis :

D = fD(u;r) j u 2 S�; r 2 S+g

Etant donn�e un op�erateur op de 
(u;r), not�e op : u �> r, nous nommons :

{ pro�l le couple (u; r),

{ arit�e la liste u. Si l'arit�e est vide, op est une constante,

{ rang ou co-arit�e la liste r.

Nous appelons \sorte simple" une sorte qui n'est pas un produit cart�esien de sortes,
\sorte produit cart�esien" lorsqu'elle est un produit cart�esien de sortes, et \sorte produit

cart�esien simple" une sorte qui est un produit cart�esien de sortes simples. Les sp�eci�ca-
tions que nous impl�ementons ne comportent que des sorte simple ou des sortes produits

cart�esiens simples.

D�e�nition 1.2: (�-terme) Soient une signature � = (S;
), et une famille S-
indic�ee X d'ensembles de variables (X = fXs j s 2 Sg, Xs disjoints deux �a deux)
disjointe des constantes de �. L'ensemble des termes de sorte s 2 S+ not�e Ts(�;X),
est le plus petit ensemble contenant :

� les variables de sorte s : Xs � Ts(�;X) ;

� les constantes de sorte s : fop 2 
 j op : �> sg � Ts(�;X) ;

� le produit cart�esien (t1; : : : ; tn) 2 Ts(�;X) pour s � (s1; : : : ; sn)
et 8i 2 [1 : : : n] � (ti 2 Tsi(�;X)) ;

� le terme op(t) 2 Ts(�;X) pour l'op�erateur op : (s1; : : : ; sn) �> s 2 

et t 2 T(s1;:::;sn)(�;X).

Un terme qui ne contient aucune variable est dit clos ou ferm�e. L'ensemble de tous les
termes de sorte s, pour tout s 2 S+,

[
s2S+

(Ts(�;X)) est not�e T�(X).

D�e�nition 1.3: (�-�egalit�e) Une �-�egalit�e est une paire non orient�ee de �-termes
de même sorte, not�ee t1 == t2.
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D�e�nition 1.4: (�-�equation conditionnelle) Une �-�equation conditionnelle
est une �-�egalit�e, pr�ec�ed�ee d'une conjonction de �-�egalit�es (la condition), et not�ee
u1 == v1 ^ : : : ^ un == vn ) t1 == t2. Les variables y sont quanti��ees universelle-
ment.

D�e�nition 1.5: (�-�equation simple) Une �-�equation simple (ou �-�equation) est
une �-�equation conditionnelle sans condition.

L'axiomatisation d'un op�erateur op est un ensemble d'axiomes, �ecrits sous la forme
d'�equations conditionnelles dont un des deux termes est de la forme op(t1; : : : ; tn).

D�e�nition 1.6: (Sp�eci�cation) Une sp�eci�cation est une paire SP = (�; E) com-
pos�ee d'une signature et d'un ensemble d'�equations.

1.1.2 S�emantique

Pour exprimer la s�emantique alg�ebrique d'une telle sp�eci�cation, nous commen�cons
par le concept de structure alg�ebrique. La connexion entre la syntaxe et la s�emantique
est donn�ee par une interpr�etation. Il s'agit d'une application { de la signature � vers une
structure A qui associe �a chaque sorte s un ensemble support As = {(s) et �a chaque
nom d'op�erateur op une fonction fop = {(op). Lorsqu'une telle interpr�etation existe,
nous appelons la structure A une �-alg�ebre. L'application { est un homorphisme. Soit
op : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m) avec {(op) = f , alors f est une fonction dont
le domaine est ({(s1); : : : ; {(sn)) et dont le co-domaine est ({(sn+1); : : : ; {(sn+m)). Bien
sûr, l'interpr�etation des noms d'op�erateurs doit être conforme �a leur fonctionnalit�e.

Nous utiliserons domaine et co-domaine respectivement pour les ensembles des pa-
ram�etres et du r�esultat des fonctions.

D�e�nition 1.7: (mod�eles) Une structure alg�ebriqueM est appel�ee mod�ele d'une
sp�eci�cation SP = (�; E) s'il existe une interpr�etation { de la signature � de SP vers
la structure alg�ebriqueM telle que toutes les �equations de E soient valides dansM.

La classe de tous les mod�eles de la sp�eci�cation SP est not�ee Mod(SP ).

Cette notion de mod�ele suit une tradition math�ematique plus ancienne que celle
de l'informatique : les math�ematiciens parlent \des" entiers sans pr�eciser s'ils sont vus
comme un groupe, un anneau, ou un ordre partiel. Di��erentes s�emantiques peuvent
donc être adopt�ees pour une sp�eci�cation alg�ebrique : chaque valeur de As = {(s) est
l'interpr�etation d'un �-terme (As est �niment engendr�ee) et les s�emantiques di��erent
selon que E ` t1==t2 , {(t1) = {(t2) ou uniquement E ` t1==t2 ) {(t1) = {(t2).

Le premier cas est celui o�u la s�emantique de SP = (�; E) est d�e�nie par l'alg�ebre
des termes T� quotient�e par les �equations de E. Ce mod�ele est nomm�e mod�ele initial

(�a un isomorphisme pr�es), et la s�emantique qui �a une sp�eci�cation associe son mod�ele
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initial, s�emantique initiale. Le deuxi�eme cas, o�u la s�emantique est donn�ee par une classe
de mod�ele est dite lâche.

1.1.3 Notre langage de sp�eci�cation alg�ebrique

Le langage de sp�eci�cation alg�ebrique que nous utilisons comme source des d�eri-
vations est une version simpli��ee et l�eg�erement modi��ee de LPG [BE86]. Nous l'ap-
pellerons LPG par commodit�e : les di��erences �etant faibles, il est possible de traduire
simplement une sp�eci�cation de notre version de LPG vers la version standard.

Les unit�es LPG que nous d�erivons sont, soit des types, soit des enrichissements. Les
types sont compos�es de :

� d�eclaration de sortes,

� d�eclaration de constructeurs (pour les sortes pr�ec�edentes),

� d�eclaration d'op�erateurs d�e�nis,

� d�eclaration de variables avec leurs sortes,

� d�eclaration d'exceptions,

� d'�equations orient�ees qui d�e�nissent les op�erateurs pr�ec�edents,

� de traite-exceptions.

Les enrichissements ne comportent pas de d�eclaration de sortes ni de constructeurs.

La g�en�ericit�e est un point fort du langage LPG. Les types et les enrichissements
peuvent être param�etr�es par des sortes et des op�erateurs qui respectent une propri�et�e
particuli�ere.

Une unit�e g�en�erique de tri de s�equences est param�etr�ee par exemple par l'�el�ement
constituant les s�equences, qui doit respecter la propri�et�e d'ordre total :

Enrichment Trier requires Total_Order[elem,<=,=]

operators

insert_trie : (elem,seq[elem]) -> seq[elem]

trier : seq[elem] -> seq[elem]

variables

x, y : elem

l : seq[elem]

equations:

1: trier(nil) ==> nil

2: trier(x<+l) ==> insert_trie(x,trier(l))

3: insert_trie(x,nil) ==> x<+nil

4: insert_trie(x,y<+l) ==>

if x<=y then x<+(y<+l)

else y<+(insert_trie(x,l))

endif

end Trier
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Nous nous limitons �a un seul param�etre g�en�erique sans propri�et�e particuli�ere : il
satisfait la propri�et�e Formal Sort. L'unit�e LPG est ais�ement impl�ement�ee par un pa-
quetage g�en�erique param�etr�e par un type priv�e. Le lien sorte formelle param�etre avec
type priv�e param�etre est alors ajout�e au contexte de d�erivation.

�atendre cette g�en�ericit�e aux op�erateurs impose de �xer la sp�eci�cation (style et
pro�l) des proc�edures ou fonctions param�etres, �a partir de la sorte et de l'arit�e des
op�erateurs. Ces informations (sortes et arit�es) sont contenues dans la d�e�nition de la
\propri�et�e" requise par l'unit�e LPG, et la sp�eci�cation imp�erative correspondante doit
être donn�ee par l'utilisateur. Cette extension ne sera pas d�etaill�ee dans ce m�emoire,
mais deux solutions sont possibles :

� ne d�e�nir le lien d'impl�ementation d'un module LPG g�en�erique et ne faire sa
d�erivation qu'au moment o�u il est instanci�e ;

� e�ectuer les d�erivations d'un module LPG g�en�erique selon toutes les impl�emen-
tations possibles (toutes les interfaces possibles) de l'op�erateur param�etre.

Les op�erateurs d�e�nis doivent être compl�etement sp�eci��es dans une même unit�e.
Ils ont pour domaine un produit cart�esien de sortes simples (�eventuellement vide), et
pour co-domaine, une sorte simple, ou un produit cart�esien de sortes simples.

Soit t = op(ts; : : : ; tn) un �-terme, nous appelons op l'op�erateur principal de t. Les
�equations orient�ees d�e�nissent l'axiomatisation des op�erateurs d�e�nis : soit t ==> t0

une �-�equation, t a pour op�erateur principal un op�erateur d�e�ni, dont les op�erandes ne
sont construits qu'avec des constructeurs et des variables. Nous n'avons pas d'�equations
sur les constructeurs, c'est-�a-dire que nous n'avons pas d'�equation t ==> t0 avec un
constructeur en op�erateur principal de t.

Les �-�equations penvent être transform�ees en des �-�equations conditionnelles car
l'op�erateur \if -then-else" est un op�erateur pr�ed�e�ni dont le test bool�een b peut devenir
une condition b == true d'une �equation conditionnelle. L'inverse ne peut être fait que
si l'on poss�ede une axiomatisation de l'�egalit�e pour les sortes de la partie condition des
�equations conditionnelles.

Les op�erateurs pr�ed�e�nis :
Soient les termes LPG t1,. . . ,tn des termes dont la sorte est une sorte simple, et t01,. . . ,t

0
n

dont la sorte est, soit une sorte simple, soit un produit cart�esien de sortes simples. Ils
sont construits �a partir de constructeurs, d'op�erateurs d�e�nis, ou d'op�erateurs pr�ed�e�-
nis.

Les op�erateurs pr�ed�e�nis sont :

� le produit cart�esien \(t1,...,tn)",

� l'�egalit�e \t1 = t2",

� la conditionnelle \if t1 then t01 else t02 endif"
ou \if t1 then t01 endif" avec t1 de sorte bool,

� la d�e�nition de variable(s) locale(s) : \let v1 = t1 in t01 endlet" ou
\let (v1,...,vn) = t02 in t03 endlet" avec v1,. . . ,vn des variables dont la sorte
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est une sorte simple, et t0
2 un terme dont la sorte est un produit cart�esien de sortes

simples.

Les exceptions dont seuls les noms sont d�eclar�es dans la section Exceptions sont
d�e�nies par leurs d�eclencheurs et traite-exception dans une section Conditions. Elles
permettent de d�ecrire le comportement d'un op�erateur qui sp�eci�e une fonction partielle
lorsqu'il est appliqu�e hors de son domaine d'application. Elles sont d�e�nies par un triplet
(op(param�etres), test, idf exc) o�u op est un op�erateur d�eclar�e dans l'unit�e courante, les
param�etres sont un motif (\pattern"), test une expression bool�eenne optionnelle et
idf exc un nom d'exception :

op(param�etres)

if test (optionnel)
raises idf exc(param�etres2)

Lorsque les param�etres e�ectifs de op co��ncident (\match") avec param�etres, et que
l'expression test a pour valeur vrai, alors l'exception de nom idf exc est d�eclench�ee.

Le m�ecanisme de propagation est le même que celui de Ada dans le cas s�equentiel.
Les exceptions r�ecup�er�ees pendant l'�evaluation d'un terme op(param�etres) sont d�e�nies
�egalement dans la section Conditions de la mani�ere suivante :

op(param�etres)

when idf exc(param�etres2)

raises idf exc(param�etres3)

ou

op(param�etres)

when idf exc(param�etres2)

==>expression

Les expressions param�etres doivent co��ncider avec n'importe quelles valeurs et sont
donc des variables. Dans le premier cas une exception est \re-lev�ee", et dans le second
cas, op(param�etres) prend pour r�esultat expression.

1.2 Les programmes imp�eratifs

Nous d�esignons par langage imp�eratif un langage de programmation \tradition-
nel", avec d�eclaration des variables (dont l'ensemble d�e�nit l'�etat d'un programme), et
dont les programmes sont des suites d'instructions qui modi�ent l'�etat. L'instruction
caract�eristique est l'a�ectation destructrice d'une valeur �a une variable.

Dans un langage purement fonctionnel, nous ne manipulons que des valeurs. Un pro-
gramme d�esigne une fonction qui calcule une valeur �a partir de ses op�erandes. Chaque
pas d'ex�ecution d'un programme fonctionnel, consiste en une application d'une fonction
sur les valeurs de ses op�erandes d�ej�a calcul�ees. L'ordre dans lequel sont calcul�es tous
les sous-termes du terme qui constitue le programme fonctionnel, est appel�e \ordre de

r�eduction".

Un programme imp�eratif peut comporter �a la fois des appels de fonctions et des
appels de proc�edure. Dans un langage imp�eratif, une fonction peut �evidemment ne
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faire aucune a�ectation destructive d'une variable, ni aucun appel �a une proc�edure.
Ce style de programmation est alors appel�e fonctionnel, et par opposition, le style de
programmation d'un langage imp�eratif qui n'est pas fonctionnel est appel�e proc�edural.

Chaque pas d'ex�ecution d'un programme imp�eratif, de style proc�edural, consiste en
une application d'une instruction qui modi�e les valeurs de l'ensemble des variables.

Nous avons choisi le langage Ada comme repr�esentant des langages imp�eratifs car
il poss�ede de nombreux concepts proches de ceux du langage de sp�eci�cation LPG :

� la modularit�e : l'unit�e de compilation est le sous programme (fonction ou proc�e-
dure) ou le paquetage. Les types Ada qui ne sont pas pr�ed�e�nis et les paquetages
r�ef�erenc�es dans une unit�e doivent être import�es avant d'être utilis�es. En LPG,
les types alg�ebriques ou enrichissements connus sont ceux qui sont pr�ed�e�nis, ou
compil�es ou charg�es pr�ealablement dans l'�evaluateur ou le r�esolveur ;

� la g�en�ericit�e : une unit�e Ada peut avoir une liste de param�etres g�en�eriques. Un
param�etre g�en�erique est soit un objet formel (une constante), soit un type, soit
une fonction ou une proc�edure. Les param�etres g�en�eriques du langage LPG sont
une liste de sortes et d'op�erateurs pr�e�x�es par la propri�et�e qu'ils respectent (les
propri�et�es sont d�e�nies s�epar�ement par un ensemble d'axiomes) ;

� les exceptions : elles sont d�eclar�ees en d�ebut de l'unit�e Ada, lev�es par l'instruc-
tion raise dans les corps de programmes, ou par une violation des limites des
domaines des arguments. Elles peuvent être r�ecup�er�ees dans un traite-exception
fourni par le programmeur en �n d'instruction bloc ou de corps de programme ou
de paquetage. Les conditions pour lesquelles les exceptions en LPG sont lev�ees, et
r�ecup�er�ees, sont d�e�nies dans une rubrique ind�ependante du texte de la sp�eci�ca-
tion. Elles sont d�e�nies en fonction des valeurs des op�erandes, ce qui correspond
�a des exceptions Ada lev�ees en d�ebut de corps de programme, et r�ecup�er�ees en
�n. Le m�ecanisme de propagation est le même que celui du langage Ada dans le
cas s�equentiel.

Nous n'allons pas faire une description d�etaill�ee du langage Ada, mais �enum�erer les
concepts syntaxiques de base que nous utilisons. Une description compl�ete du langage
Ada se trouve dans le manuel de r�ef�erence [ALS87].

L'unit�e de compilation en Ada est soit un paquetage (une collection de types, de
donn�ees, de fonctions et de proc�edures), soit une fonction ou une proc�edure. Dans nos
d�erivations, nous produisons un paquetage qui impl�emente soit un type alg�ebrique, soit
un enrichissement.

Ce paquetage peut être g�en�erique, mais nous nous limitons �a un param�etre g�en�erique
�egal �a un type Ada. Un paquetage est compos�e de deux entit�es rang�ees dans deux
�chiers :

� La sp�eci�cation,

� Le corps.

Dans la sp�eci�cation du paquetage, nous avons la d�eclaration et d�e�nition des types,
la d�eclaration des fonctions et proc�edures. Dans le corps nous avons les fonctions et
proc�edures avec leur corps de programme.
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Une fonction d�eclar�ee par :

function foo (v1 : typ1; : : : ; vn : typn) return typ;

d�esigne les noms v1; : : : ; vn de ses param�etres formels, de types respectifs typ1; : : : ; typn,
et retourne une valeur de type typ. Une proc�edure d�eclar�ee par :

procedure bar(v1 : mod1 typ1; : : : ; vn : modn typn);

d�esigne comme informations suppl�ementaires les modes mod1; : : : ;modn de ses para-
m�etres formels, qui ont pour valeur in, out ou in out. Les modes des param�etres
formels d'une fonction sont implicitement in.

Le corps de programme des fonctions ou proc�edures Ada est constitu�e d'une s�e-
quence d'instructions parmi :

� Les instructions pr�ed�e�nies, dont principalement :

l'a�ectation : \variable:=expression;",

le test : \ if expression-bool�eenne then

instruction ; instruction ; . . .
else

instruction ; instruction ; . . .

end if; ",
ou
\ if expression-bool�eenne then

instruction ; instruction ; . . .

end if; "

le bloc : \begin s�equence-d'instructions end",

� L'appel de proc�edure bar(e1; : : : ; en); o�u les expressions e1; : : : ; en sont appel�ees
param�etres e�ectifs.

Les appels de fonction font partie des expressions, parmi lesquelles nous trouvons les
instructions standard de manipulation des donn�ees (dont nous utilisons essentiellement
l'acc�es aux composants indic�es, composants s�elect�es, et le d�er�ef�erencement).

Certaines expressions peuvent recevoir une valeur en �etant en position d'un para-
m�etre de sortie ou entr�ee-sortie (out ou in out), ou en partie gauche d'une a�ectation.
Elles conservent cette valeur tant qu'une autre valeur ne leur est pas a�ect�ee (direc-
tement ou indirectement par l'utilisation d'un pointeur sur un composant de cette
expression, mais le code engendr�e par nos transformations n'utilise pas cette deuxi�eme
possibilit�e). Une telle expression a le droit d'être la destination d'un calcul, et est
nomm�ees \expression-gauche". En Ada, ce sont :

� les variables globales d'un paquetage,

� les variables locales d'une fonction ou proc�edure,

� les param�etres formels en sortie ou entr�ee-sortie d'une proc�edure,

� pour une expression-gauche v, ce sont les composants :

{ indic�es v[indice],
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{ s�elect�es v.champ,

{ r�ef�erenc�es v.all.

Le pr�edicat LeftExpr est vrai pour toutes les expressions que nous acceptons comme
expressions-gauches dans notre m�ethode de transformation. Le chapitre 3 montre son
utilisation dans un pas de transformation, et dans le chapitre 4 nous d�ecrivons une
m�ethode de transformation pour laquelle seules les variables locales d'une fonction ou
proc�edure, et les param�etres formels en sortie ou entr�ee-sortie d'une proc�edure sont
accept�ees comme expressions-gauches.





Chapitre 2

Des sp�eci�cations formelles aux

programmes

Dans ce chapitre, nous pr�esentons di��erentes approches qui permettent d'obtenir �a
partir d'une sp�eci�cation formelle, soit directement un code ex�ecutable dans un langage
de programmation, soit une autre sp�eci�cation, dans un domaine plus concret, qui
permet de d�ecrire la r�ealisation de la sp�eci�cation.

Nous d�ecrivons essentiellement deux approches, que nous pouvons di��erencier par
la quantit�e de \valeur ajout�ee" qu'il faut apporter en plus de la sp�eci�cation formelle :

D�eveloppement : la source du d�eveloppement est la sp�eci�cation formelle (�eventuel-
lement alg�ebrique) qui ne d�ecrit que l'essentiel du calcul ou des valeurs. Elle peut
d'ailleurs d�ecrire une classe de mod�eles et non un seul. Le terme de sp�eci�cation
conserve son sens : \sp�eci�er, c'est d�ecrire un probl�eme sans d�ecider pr�ematur�e-
ment de la fa�con dont il sera r�esolu". Le processus de d�eveloppement n'est pas
automatisable car il fait partie du processus de sp�eci�cation,

D�erivation : il y a su�samment d'informations dans la sp�eci�cation pour pouvoir en
d�eduire un programme ex�ecutable dans un domaine concret (�eventuellement du
niveau d'un langage de programmation). Cette approche peut avoir pour adage
\sp�eci�er, c'est (presque) programmer".

Les d�erivations se font �a s�emantique constante, alors que les d�eveloppements permettent
l'ajout d'information. N�eanmoins, les fronti�eres de cette classi�cation 1 ne sont pas
nettes puisque les d�erivations exigent pour la plupart une intervention humaine (choix
de domaine de repr�esentation, choix de pro�l, \eureka", . . . ). L'accent est mis, d'un
côt�e sur l'automatisation, et de l'autre sur l'interaction.

Les articles fondateurs du domaine sont issus des travaux de J.V. Guttag [Gut75,
Gut77], N. Wirth [Wir71] et R.M. Burstall et J. Darlington [Dar75, BD77, Dar83].

Une synth�ese et classi�cation des di��erentes motivations, approches, techniques et
syst�emes de d�erivation peut être trouv�ee dans [PS81] par H. Partsch and R. Stein-
bruggen.

1: classi�cation que H. Partsch et R. Steinbruggen nomment \classi�cation selon les intentions".
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2.1 D�eveloppements

Dans [BLY93] Valdis Berzins, Luqi et Amiram Yehudai montrent l'importance des
d�eveloppements formalis�es dans le cycle de vie d'un gros projet. Dans le cas qui nous
int�eresse, les transformations prennent place dans le cycle de vie au même niveau que
la d�ecomposition hi�erarchique en modules, par la transformation d'une sp�eci�cation en
un module ex�ecutable. Le cadre propos�e permet de conserver un historique du d�eve-
loppement, d'en avoir di��erentes alternatives, de d�evelopper en parall�ele, d'am�eliorer
la r�eutilisabilit�e et la r�eutilisation, d'être un outil tutoriel.

2.1.1 L'impl�ementation abstraite

Il s'agit de ce que nous pouvons appeler des \transformations verticales" dans un
même formalisme. En e�et, les domaines source et destination du d�eveloppement sont
au même niveau de langage. Le codage des types abstraits de donn�ees a �et�e beau-
coup �etudi�e. Les premi�eres r�ef�erences sur le sujet sont [Hoa72], qui s'appuie sur la
notion d'abstraction, et [GTWW75, GTW78] du groupe ADJ (compos�e de J. Goguen,
J. Thatcher, E. Wagner et J. Wright), bas�ees sur la notion de repr�esentation.

D'autres travaux ont port�e sur la d�e�nition de la s�emantique alg�ebriques des impl�e-
mentations, par la d�e�nition d'op�erateurs de transformation [EKP80, EKMP82, ST87,
Pep91]. Le principe en est le suivant :

Le point de d�epart est une sp�eci�cation formelle A donn�ee par une pr�esentation
(�; E), la repr�esentation usuelle de la classe initiale des �{alg�ebres qui satisfont E est
l'alg�ebre des termes T�= �E not�ee T�;E.

La m�ethodologie consiste, de mani�ere simple �a :

� Construire �B en partant d'un type abstrait B existant : sortes et op�erateurs qui
impl�ementent ceux de � ( � = sig(A) ).

� Identi�er les sortes et op�erateurs construits �a ceux de � en appliquant la d�eriva-
tion j� o�u � est un morphisme de � vers sig(B+�B). Nous obtenons (B+�B) j�.

� Restreindre les domaines des alg�ebres obtenues �a ceux que l'on peut atteindre
par les op�erateurs de �. Nous obtenons R((B +�B) j�).

� Identi�er les termes de la repr�esentation qui repr�esentent le même terme du type
abstrait de A. Nous obtenons (R((B +�B) j�))=� not�ee C.

Il faut ensuite prouver que l'impl�ementation r�ealis�ee repr�esente bien le type abstrait
d'origine. Nous retiendrons les crit�eres de r�ealisabilit�e (tout �el�ement du domaine abs-
trait doit être repr�esent�e), de consistance (deux �el�ements distincts du domaine abstrait
ne doivent pas être repr�esent�es par le même �el�ement du domaine concret) et d'homo-
morphisme (les op�erateurs du domaine concret qui impl�ementent des op�erateurs du
domaine abstrait doivent leur être homomorphes).

L'inconv�enient de cette approche est que la correction des impl�ementations est
di�cile �a r�ealiser en pratique.

Donald Sannella et Andrzej Tarlecki, dans [ST87], g�en�eralisent la notion d'impl�e-
mentation abstraite de [EKMP82]. Ils consid�erent que les sp�eci�cations d�e�nissent une
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signature et une classe de mod�eles sur cette signature. Ils d�e�nissent des op�erateurs
\constructeurs" qui construisent de nouvelles sp�eci�cations �a partir des sp�eci�cations
arguments. C'est ainsi que dans le cas ci-dessus, on a une impl�ementation de A par la
sp�eci�cation: \quotient (restrict (enrich B by �B) by �) by �" o�u les identi�cateurs
sont des op�erateurs sur des sp�eci�cations. Ils introduisent �egalement la notion d'�equi-
valence \comportementale" entre des alg�ebres qui est une autre fa�con de d�e�nir une
s�emantique observationnelle.

Didier Bert et Sadik Sebbar utilisent dans [BS91] le m�eta-langage DEVA pour
d�ecrire comment r�ealiser des d�eveloppements bas�es sur la th�eorie alg�ebrique, comme
la repr�esentation de type de donn�ees ou la synth�ese de d�e�nitions de fonctions dans
un domaine de repr�esentation. DEVA est un langage qui allie le lambda-calcul typ�e,
la d�eduction naturelle et la logique constructive. Il est bas�e sur un syst�eme de types
d�ependants o�u les objets et les types sont dans une même classe. Il fournit un seul
cadre pour exprimer les sp�eci�cations, les programmes, ou les d�eveloppements, ou d'une
mani�ere \isomorphe", les th�eor�emes d'une th�eorie, les preuves et les tactiques. Dans la
notation DEVA, un d�eveloppement est un objet sur lequel il est possible de r�ealiser des
op�erations (abstraction, application, composition, etc.).

Une approche logique a �et�e d�ecrite dans [MVS85].
Le cadre de l'impl�ementation abstraite a �et�e uni��e de mani�ere �el�egante par l'ob-

servabilit�e [Ber86, BB92, Kna93]. Cette approche permet de d�e�nir des crit�eres de
correction de l'impl�ementation dans les di��erentes s�emantiques alg�ebriques (initiale,
lâche, lâche hi�erarchique).

Une bonne synth�ese des di��erentes approches et des di��erents travaux existants
dans le domaine peut être trouv�ee dans [Ore93]. F. Orejas e�ectue �egalement dans cet
article, une clari�cation de la notion de transitivit�e de l'impl�ementation. Il montre que
l'ordre d'application des op�erateurs qui construisent une impl�ementation peut conduire
�a la cr�eation, au niveau de la s�emantique alg�ebrique, de valeurs qui sont en-dehors du
domaine de repr�esentation (\junk") : l'identi�cation suivie de la restriction, contraire-
ment �a l'ordre inverse, peut avoir ces probl�emes de \junk". Par contre, cet ordre de
composition facilite la preuve de la correction de l'impl�ementation (alors �equivalente
�a la consistance hi�erarchique), ainsi que, au niveau programmation, de l'�ecriture du
pr�edicat d'�egalit�e.

Le point de vue de F. Orejas est que le manque de transitivit�e du concept d'impl�e-
mentation n'est pas r�eellement important, tant que l'on a a�aire aux sp�eci�cations (et
non aux programmes), et tant que le langage de programmation satisfait les propri�et�es
ad�equates.

2.1.2 Le ra�nement

Il s'applique surtout dans le cas des \sp�eci�cations orient�ees mod�eles" : la sp�eci�ca-
tion d'une classe d'outils ou de probl�emes est pr�ecis�ee au fur et �a mesure du ra�nement.
Le langage B [Abr91] par exemple, poss�ede des caract�eristiques explicites de ra�ne-
ment qui conduisent �a changer la repr�esentation de l'�etat des machines abstraites et �a
r�eduire l'ind�eterminisme. Un autre exemple en est le langage VDM [Jon86].

Un des travaux fondateurs est celui de Niklaus Wirth [Wir71] qui illustre par un
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exemple (la r�esolution du bien connu \probl�eme des 8 reines") comment e�ectuer un
ra�nement, �a la fois des donn�ees, et des tâches sp�eci��ees. La repr�esentation des don-
n�ees est ra�n�ee de mani�ere �a faciliter l'application des tâches. Les tâches �a appliquer
aux donn�ees sont ra�n�ees parall�element, pour suivre le ra�nement des donn�ees, et
pour être d�ecompos�ees en sous-tâches, jusqu'�a être ex�ecutables dans un langage de
programmation.

Edsger W. Dijkstra pr�esente dans [Dij76] un travail mettant en avant la rationa-
lisation des d�eveloppements. Les sp�eci�cations de programmes sont donn�ees par des
pr�e-conditions et post-conditions que doivent v�eri�er ces programmes. Cela signi�e que
le pr�edicat pr�e-condition est la condition minimale pour que le programme s'ex�ecute, se
termine, et que le pr�edicat post-condition soit v�eri��e. Edsger W. Dijkstra propose des
heuristiques pour construire le programme �a partir du pr�edicat post-condition, qui per-
met �a partir de l�a d'�etablir la pr�e-condition comme \plus faible pr�e-condition" (weakest
preconditions).

Un ensemble de travaux de même approche (bas�es sur un s�emantique �a base de plus
faibles pr�e-conditions) peut être trouv�e dans [MGRV92]. Le langage utilis�e �a la fois pour
le domaine abstrait et le domaine concret est une extension du langage �a commande
gard�ee de Dijkstra. On y montre une nouvelle technique de ra�nement, qui simpli�e
les d�erivations en permettant que des �etapes interm�ediaires violent la loi du \miracle
exclu" de Dijkstra [Dij76] (((tout programme qui se termine poss�ede un �etat)), ou ((il
n'existe pas de pr�e-condition minimale pour qu'un programme se termine et qu'alors
aucun pr�edicat ne soit v�eri��e)) : pour un programme P , wp(P; false) = false).

David Gries pr�esente dans [Gri92] une notion du ra�nement des donn�ees d'un pro-
gramme proc�edural. Les ra�nements sont d�e�nis par un remplacement de variables
d'un programme par d'autres variables, avec le remplacement ad�equat des expressions
et instructions du programme pour obtenir un programme �equivalent. La relation entre
les variables remplac�ees et les variables de remplacement, qui contiennent une repr�e-
sentation (un codage) des valeurs des premi�eres, est appel�ee \invariant de couplage".
Chaque remplacement d'une instruction appliqu�ee �a une variable x par une instruc-
tion appliqu�ee �a une variable y qui contient une repr�esentation de la valeur de x, doit
conserver cet invariant. La s�emantique des programmes est donn�ee par des plus faibles
pr�e-conditions et les ra�nements g�en�erent des obligations de preuves pour assurer leur
validit�e.

2.1.3 Larch : liens sp�eci�cations { programmes par preuves

Le projet Larch [GH93] peut être vu comme un e�ort pour remplir le foss�e entre les
langages de sp�eci�cation alg�ebrique, et les langages de programmation imp�erative. Il
adopte une approche �a deux �etages : les abstractions sont sp�eci��ees �a l'aide du \Larch
Shared Language" (LSL), qui est principalement un langage de sp�eci�cation alg�ebri-
que, tandis que les transformations d'�etats sont sp�eci��ees �a l'aide du \Larch Interface
Language" (LIL), qui suit le paradigme des pr�e- et post-conditions.

Le Larch Shared Language est un moyen de d�ecrire des types abstraits et des
th�eories qui sont adapt�es �a la sp�eci�cation des programmes. Ses composants appel�es
traits, sont utilis�es pour �ecrire les pr�e- et post-conditions du Larch Interface Language,
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non pour être impl�ement�es. Par contre, ce langage commun permet d'utiliser les th�eories
du LSL pour faire la preuve que les programmes respectent les pr�e- et post-conditions
qui les sp�eci�ent.

2.1.4 Techniques par \plans de travail"

Ce sont des techniques o�u la sp�eci�cation d'origine est incompl�ete, et o�u les applica-
tions successives d'op�erateurs de transformation g�en�erent �a chaque �etape une nouvelle
sp�eci�cation, plus pr�ecise, jusqu'�a obtenir un degr�e de compl�etude su�sant (programme
ex�ecutable, par exemple).

Les motivations du projet PROPLANE (anciennement PLANO) [Sou93, SD95] sont
plus dans la connaissance de l'historique du d�eveloppement que dans le r�esultat lui-
même. En e�et, la valeur ajout�ee lors d'un d�eveloppement vient plus de l'utilisateur que
de l'outil, et la conservation des choix d'application des op�erateurs de d�eveloppement
apporte :

� un support �a la documentation du d�eveloppement, qui facilite la compr�ehension
et l'�evolution de la sp�eci�cation;

� un support �a la r�eutilisation. Le d�eveloppement peut être rejou�e grâce �a la m�e-
morisation des d�ecisions prises lors des di��erentes �etapes. Les justi�cations des
choix sont une aide non n�egligeable pour :

{ d�eterminer l'ad�equation �a appliquer tout un d�eveloppement �a une nouvelle
sp�eci�cation d'origine;

{ r�eutiliser le produit lors de l'�evolution d'un logiciel, en ne faisant �evoluer que
les �etapes o�u les choix faits ne sont plus valides;

� une ind�ependance par rapport au langage support du r�esultat.

Le but avant tout organisationnel : il s'agit d'int�egrer des outils de d�eveloppement
et de coordonner les activit�es des d�eveloppeurs en fonction de l'�etat courant du d�eve-
loppement. Mais malgr�e l'a�rmation pr�ec�edente que la valeur ajout�ee vient plus de
l'utilisateur que de l'outil (même si l'utilisateur ne peut apporter cette valeur ajout�ee
sans cet outil), des strat�egies et tactiques sont d�e�nies pour aider l'utilisateur. En e�et,
le nombre d'op�erateurs applicables �a chaque �etape est �elev�e.

Ces informations textuelles sont compos�ees de : une situation (conditions d'appli-
cation), une heuristique (qui pr�ecise les crit�eres d'application, et l'orientation choisie),
une motivation (justi�cation de l'application) et un guide de d�eveloppement (suggestion
d'op�erateurs pour la poursuite du d�eveloppement).

Un exemple d'op�erateurs qui permettent d'appliquer un processus de d�eveloppement
g�en�erique (d�e�nir un type) et l'instanciation de ces op�erateurs sur une sp�eci�cation (un
r�eseau t�el�ephonique) sont d�ecrits dans [DS93].

F. Losavio propose dans [Los91] une m�ethode de construction de programmes Ada
�a partir de leurs interfaces. Elle est bas�ee sur la d�ecomposition de types abstraits
alg�ebriques.
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Une biblioth�eque de sp�eci�cations contient un ensemble de types abstrait alg�e-
briques d'usage courant, �ecrits en PLUSS [Bid89, Gau84]. Pour chacun d'eux, un
sch�ema de d�ecomposition abstrait �enum�ere l'ensemble des s�electeurs applicables �a un
objet de la sorte du type abstrait.

Une biblioth�eque de programmes contient un ensemble de programmes (Ada) qui
impl�ementent les op�erations des types abstraits alg�ebriques.

Une biblioth�eque de sch�emas de d�ecomposition concrets contient pour chaque type
alg�ebrique les fonctions Ada qui impl�ementent les s�electeurs des sch�emas de d�ecompo-
sition concret.

Une biblioth�eque contient des strat�egies de construction, c'est-�a-dire des sch�emas
de programmes qui utilisent les variables r�esultant de l'application d'un sch�ema de
d�ecomposition concret, pour un calcul caract�eristique (combinaisons, tests, etc).

La m�ethode de d�eveloppement d'un programme �a partir d'une interface Ada appe-
l�ee \probl�eme d'int�erêt" est l'application d'un sch�ema de d�ecomposition concret sur un
param�etre choisi de ce probl�eme d'int�erêt, et d'appliquer sur le r�esultat ainsi que les
autres param�etres, une strat�egie de construction de programmes. Nous pouvons com-
pl�eter manuellement le squelette de programme obtenu, ou bien appliquer �a nouveau
la m�ethode d�ecrite sur une des fonctions anonymes que la strat�egie de construction a
utilis�ee.

2.1.5 Synth�ese

Nous distinguons les travaux qui se fondent sur la logique classique [MW71, MW81,
Pot88] de ceux qui sont bas�es sur le typage et la logique constructive.

La logique de Hoare a �et�e d�evelopp�ee pour pouvoir d�emontrer quelle est la signi-
�cation des programmes. La s�emantique est d�ecrite par des pr�edicats sur l'�etat (les
variables) des programmes. Des r�egles �enoncent comment les di��erentes constructions
de langage transforment ces assertions (calcul des plus faibles pr�e-conditions).

D'un autre côt�e, les objets et les programmes peuvent être d�ecrits par un typage
su�samment puissant pour en d�ecrire le sens.

Ces deux s�emantiques permettent de consid�erer un programme comme une preuve
d'une formule logique (un th�eor�eme) et donc d'assimiler la construction d'un pro-
gramme �a la recherche d'une preuve. Ceci est d�emontr�e par l'isomorphisme de Curry-
Howard [How69], qui montre la correspondance entre les syst�emes de preuve en d�e-
duction naturelle et les �-calcul typ�es. L'extraction d'un programme �a partir d'une
preuve d'un th�eor�eme est possible si celle-ci est constructive, c'est-�a-dire si nous sommes
capables de calculer tous les objets qu'elle met en �uvre. L'axiome du tiers exclu :
A _ :A est une proposition qui ne donne aucune information sur la prouvabilit�e de A
ou la prouvabilit�e de :A. Cet axiome de la logique classique est exclu de la logique in-
tuitionniste, o�u il est possible, �a partir d'une preuve de A _ B, de construire, soit une
preuve de A, soit une preuve de B. Ce caract�ere calculatoire des preuves intuitionnistes
est mis en �evidence par la r�ealisabilit�e, notion introduite par S. Kleene en 1945 [Kle52].
Il existe di��erents formalismes constructivistes [TvD88], [Bee85], [Hey66], mais l'ou-
vrage de r�ef�erence dans le domaine de la r�ealisabilit�e est celui de A.S. Toelstra [Toe73].
La r�ealisabilit�e est le cadre th�eorique pour �etudier l'extraction de programmes corrects
�a partir de preuves constructives. Elle apparâ�t de mani�ere essentielle dans des syst�emes
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tels que Nuprl de R. Constable [CABC86], \Automath" de Martin-L�of [ML80], le calcul
des constructions de Th. Coquand et G. Huet [CH87], [PM89] et AF -2 de J.-L. Krivine
[KP87].

2.2 D�erivations

L'�evolution des logiciels est rendue di�cile pour les projets de taille r�eelle par la
recherche de l'e�cacit�e dans le codage. Le passage d'un programme simple mais peu
e�cace �a un programme optimis�e est une transformation �a s�emantique constante, qui
introduit des contraintes suppl�ementaires. Il est donc avantageux de pouvoir e�ectuer
les �evolutions d'un syst�eme �a un haut niveau d'abstraction, sans se pr�eoccuper de
l'e�cacit�e, qui est obtenue par des d�erivations appliqu�ees ensuite.

Vandervoorde, dans [Van94] montre qu'�a partir des sp�eci�cations nous pouvons
d�e�nir de nouvelles optimisations, qui rendent l'interface g�en�erale plus e�cace �a utiliser,
ainsi qu'avoir une structure d'accueil ad�equate pour les optimisation classiques.

2.2.1 Transformations

Nous utiliserons le terme de \texte" pour d�esigner un programme ou une sp�eci�ca-
tion. La cat�egorie des d�erivations que nous appelons transformations est l'ensemble des
op�erations qui op�erent une modi�cation d'une partie d'un texte pour obtenir un texte
�equivalent, sans apport d'informations suppl�ementaires.

Parmi ces op�erations se trouvent les techniques de \pliages et d�epliages" tr�es uti-
lis�ees dans les transformations de programmes �a des �ns d'optimisation : r�ecursi�ca-
tion ou d�er�ecursi�cation, combinaisons de boucles, etc. Ces op�erations sont d�ecrites
dans [BD77, Dar83] ou dans [Sek88, SF86, PP88, AFQ86] pour les programmes lo-
giques (manipulations de clauses de Horn).

Robert Gabriel pr�esente dans [Gab91] comment des techniques de transformation
de programmes peuvent être d�e�nies en DEVA. Un exemple du sch�ema de \mouvement
de parenth�eses" pour l'optimisation des fonctions r�ecursives lin�eaires, est montr�e. La
preuve de la correction du sch�ema et les th�eories n�ecessaires sont donn�ees en DEVA.

2.2.2 D�erivations du Fonctionnel vers l'Imp�eratif

Les nombreux avantages de chaque domaine : programmation fonctionnelle et pro-
grammation imp�erative ont motiv�e de nombreuses recherches sur la d�e�nition de sys-
t�emes ou langages qui allient les deux styles. David K. Gi�ord et John M. Lucassen
dans [GL86] montrent les di��erents avantages et inconv�enients des deux styles, qu'ils
associent en un langage qu'ils quali�ent de courant (
uent) o�u des invariants sur des
valeurs sont compar�es �a des invariants sur des e�ets-de-bord.

Les sp�eci�cations alg�ebriques ont la caract�eristique d'être fonctionnelles. Les lan-
gages fonctionnels sont reconnus pour leur puissance d'expression et leur s�emantique
relativement directe. Ils permettent cependant des impl�ementations di��erentes, incluant
l'ordre de r�eduction applicatif (AOR, appel par valeur dans les langages de program-
mation conventionnels) ou normal (NOR, appel par n�ecessit�e; le r�esultat d'un calcul
e�ectu�e en utilisant l'appel par valeur di��ere de celui obtenu avec l'appel par n�ecessit�e,
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seulement si l'expression en argument produit des e�ets de bord), qui correspondent �a
l'�evaluation paresseuse ou stricte.

La transformation d'une sp�eci�cation fonctionnelle en un programme imp�eratif, et
l'utilisation de proc�edures existantes introduisent la notion de passage de param�etres :
Caroll Morgan [Mor90] �etudie la notion de ra�nement de programmes qu'il note S v T
pour \S est ra�n�e par T". Il utilise une s�emantique bas�ee sur les plus faibles pr�e-
conditions (wp), avec pour r�egle d'application de proc�edure, la r�egle de copie d'Algol
(insertion du corps de la proc�edure avec substitution des param�etres renomm�es). Il
donne les r�egles de substitution capables de d�ecrire le passage de param�etres par valeur,
r�esultat, et valeur-r�esultat (in, out, in-out). Mais ces r�egles sont limit�ees au cas de la
substitution simple par nom et ne traitent pas le cas g�en�eral de la substitution par
nom, ni de celle par variable. Ce cadre permet d�ej�a de montrer la perte de monotonie
lors de l'utilisation d'une proc�edure (ne plus avoir P1 v P2 ) P1[xnT ] v P2[xnT ] )
et le ph�enom�ene d'alias qui apparâ�t (lorsque deux noms distincts d�esignent la même
variable).

Le cas de la substitution par variable est d�ecrit par D. Gries dans [Gri82] comme
une forme e�cace de l'appel avec passage par valeur-resultat, sans a�ectations initiales
ni �nales des param�etres e�ectifs. Cette extension n'est valable que si les param�etres
e�ectifs occupent des emplacements en m�emoire disjoints (sans partage).

Approche de Huimin Lin

Le contenu principal de l'article [Lin93] de Huimin Lin est de proposer une nouvelle
technique de v�eri�cation formelle de la correction de l'impl�ementation de sp�eci�ca-
tions alg�ebriques dans un langage de la programmation imp�erative traditionnelle. Le
domaine dans lequel Huimin Lin exprime les propri�et�es (monotonie, r�egularit�e) de ses
impl�ementations est celui de la logique de Hoare, et se base sur les d�e�nitions et utili-
sations des \plus faibles pr�econditions". Les travaux dont il s'est inspir�e sont ceux de
Caroll Morgan [Mor90], E.W. Dijkstra [Dij76], D. Gries [Gri82] et C.B. Jones [Jon86].

Soit P un programme et R un pr�edicat, wp(P;R) est le pr�edicat le plus faible tel que
s'il est v�eri��e sur le domaine de P alors R est vrai apr�es l'ex�ecution de P . C'est-�a-dire :
soit B = wp(P;R), alors fBgPfRg et quel que soit le pr�edicat C tel que fCgPfRg
alors C ) B.

Huimin Lin pr�esente :

� une m�ethode d'impl�ementation d'une sp�eci�cation alg�ebrique par un programme
imp�eratif, et une technique de d�erivation d'un terme dans cette impl�ementation,

� un crit�ere de correction de la relation d'impl�ementation,

� une param�etrisation du crit�ere de correction d'impl�ementation, dans une approche
observationnelle, ce qui permet de tenir compte des di��erentes s�emantiques que
l'on peut avoir pour les sp�eci�cations alg�ebriques (s�emantique initiale ou lâche,
hi�erarchique, . . . ),

� une d�e�nition du ra�nement des impl�ementations, ce qui permet de montrer que
le ra�nement d'une impl�ementation est aussi une impl�ementation : le programme
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P a pour ra�nement Q, nous notons P v Q si et seulement si quelle que soit la
post-condition R, wp(P;R)) wp(Q;R).

� un lien entre les sp�eci�cations �a base de pr�e- et post-conditions et les sp�eci�cations
alg�ebriques.

Exemple, pour la sp�eci�cation suivante des piles d'entiers :

type

stack-of-int

sorts

stk

constructors

New: �> stk

Push: (int,stk) �> stk

operators

Pop: stk �> stk

Top: stk �> int

exceptions

Undef-stk

Undef-int

variables

n : int

s : stk

equations

1: Pop(Push(n,s)) ==> s

2: Top(Push(n,s)) ==> n

conditions

1: Pop(New) raises Undef-stk

2: Top(New) raises Undef-int

end stack-of-int

Une impl�ementation I pour une sp�eci�cation alg�ebrique (hi�erarchique, dans le cadre
pr�esent�e par Huimin Lin) consiste en :

� un type de repr�esentation Ts avec un invariant InvI et une relation d'�equivalence
=I

S sur Ts pour la sorte s de la sp�eci�cation,

� une proc�edure f I pour chaque fonction f : (s1; : : : ; sn) �> s.
f I a soit n param�etres d'entr�ee de sortes s1 : : : sn et un param�etre r�esultat de sorte
s soit n� 1 param�etres en entr�ee de sortes s1 : : : sn�1 et sn = s en entr�ee-sortie.

Nous pouvons avoir l'impl�ementation suivante, o�u la sorte stk est cod�ee par une
paire \tableau et indice", dont la taille maximum du tableau est 100 (invariant) :

Tstk �

(
a : array[1..100] of integer

p : integer

ainsi que les corps de programmes suivants (opSI est l'�equivalent de l'op�erateur op dans
l'impl�ementation SI de Stack-of-int) :

NewSI(result s) � s:p := 0
PopSI(value-result s) � if s:p > 0 then s:p := s:p� 1 endif



34 CHAPITRE 2. DES SP�ECIFICATIONS FORMELLES AUX PROGRAMMES

TopSI(value s; result m) � if s:p > 0 then m := s:a[s:p] endif
PushSI(value n; value�result s) � if s:p < 100 then s:a[s:p+1]; s:p := n; s:p+1 endif

La notation x; y := a; b est l'a�ectation parall�ele 2 de a �a x et de b �a y.
Huimin Lin propose une m�ethode de d�erivation de tout terme construit �a partir

des op�erateurs de Stack-of-int. Cette translation ( )I est d�e�nie r�ecursivement sur la
structure des �-termes.

�A chaque terme t est associ�ee une variable auxilliaire rt qui d�esigne la variable qui
poss�ede la valeur de t dans le code qui en est d�eriv�e. Une substitution �t est introduite
pendant la transformation de t. Appliqu�ee �a rt, nous obtenons la variable e�ective
�a laquelle rt se r�ef�ere (par exemple, si rt est le param�etre en mode value-result, rt�t
d�esigne la variable qui se trouve �a la position du param�etre rt. Soit t

0 l'op�erande dans
t qui se trouve �a la position de rt, alors �t est telle que rt�t = rt0�t0).

Une impl�ementation I est correcte (la transformation ( )I est d�e�nie pour transfor-
mer les termes en programmes) si toutes les �equations sont satisfaites par l'impl�emen-
tation. Une �equation 8X � t = t0 est satisfaite par l'impl�ementation lorsque pour une
ex�ecution de tI et de t0I avec des valeurs initiales identiques pour les variables de X,
les valeurs apr�es ex�ecution sont identiques dans les deux cas. Ceci se traduit en termes
de plus faibles pr�econditions par l'�equivalence des plus faibles pr�econditions des termes
d�eriv�es des parties droite et gauche de chaque �equation, lorsque les conditions de leurs
terminaisons sont �egales et non fausses (valeur du pr�edicat T de terminaison di��erente
de \faux"),

Pour être g�en�erale, la notion de d'impl�ementation correcte est param�etr�ee par un
ensemble de termes clos appel�es \observations". Ces termes doivent être conserv�es
di��erents tant qu'ils ne sont pas forc�es �a être �egaux par les axiomes (�equations qui
d�e�nissent les op�erateurs). Pour la s�emantique initiale, ce sont tous les termes ferm�es,
pour la s�emantique hi�erarchique, tous les termes des sortes de base.

Une impl�ementation pr�eserve le comportement de la sp�eci�cation SP respective-
ment �a l'ensemble d'observations OBS si :

8t; t0 2 OBS; I j= t 6= t0 �a chaque fois que SP 6` t = t0

Limitations de la technique de d�erivation d'un terme dans une impl�ementation de
Huimin Lin :

La r�egle de d�erivation d'un terme t dont un op�erateur d�e�ni est en racine est la sui-
vante : soit t = f(x1; : : : ; xi1�1; ti1 ; xi1+1; : : : ; xik�1; tik ; xik+1; : : : ; xn);
0 � i1 � � � � � ik � n; k � 0 o�u tij ne sont ni des variables, ni des constantes,
la d�erivation dans le cas o�u f est un op�erateur d�e�ni est la suivante :

tI = tIi1 ; : : : ; t
I
ij
; : : : ; tIik ;

f I(x1; : : : ; rti1 �ti1 ; : : : ; rtik �tik ; : : : ; xn0�1; xn0);

et �t =

(
[rt 7! xn0 ] si ik < n0

[rt 7! rtik ]�tik si ik = n0

2: Cette a�ectation permet de s'a�ranchir des con
its qui peuvent apparâ�tre lorsque des variables
sont �a la fois en partie droite et en partie gauche de l'a�ectation. Elle n'existe pas en Ada, langage
choisi pour notre domaine concret, et la m�ethode que nous proposons r�esout ces con
its.
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Le premier cas du calcul de �t correspond �a une proc�edure o�u le param�etre formel
de retour de f I est un param�etre en sortie uniquement, dont le param�etre e�ectif est
donc une variable \frâ�che". Le second cas correspond �a une proc�edure o�u le param�etre
formel de retour est un param�etre en entr�ee-sortie et dont le param�etre e�ectif est la
variable rtik �tik qui contient la valeur de l'op�erande �a cet emplacement. La valeur n0

est soit n+ 1 dans le premier cas, soit n dans le second.
Cette technique n'est pas correcte lorsque plus d'un terme tij est impl�ement�e par

une proc�edure qui modi�e son dernier param�etre, et que le param�etre e�ectif utilis�e �a
cette position pour les di��erents tij est une unique variable. Trivialement, cela revient
�a traduire le terme append (reverse(x); reverse(x)), avec la s�emantique habituelle des
op�erateurs utilis�es, en :

reverseI(x); reverseI(x);
append I(x; x);

avec le r�esultat dans x. Evidemment, le r�esultat n'est pas le même dans le programme
imp�eratif que dans le terme fonctionnel.

Par rapport �a [Lin93], les avantages de notre approche, en dehors de l'aspect d'op-
timisation des duplications sont :

� notre lien d'impl�ementation est un objet formel qui d�ecrit comment un construc-
teur ou op�erateur quelconque peut être interpr�et�e dans le domaine concret, pour
une repr�esentation de ses op�erandes,

� les op�erateurs et constructeurs ne sont pas limit�es �a un co-domaine mono-sorte,

� la correspondance des param�etres n'est pas obligatoirement une même position
pour un même op�erande,

� les sortes du co-domaine peuvent correspondre �a des param�etres formels autres
que celui en derni�ere position (ce qui ne restreint pas l'op�erande modi��e �a celui
qui est plac�e en dernier) et n'impose pas la derni�ere sorte du domaine �egale �a
celle du co-domaine,

� les constructeurs et op�erateurs d�e�nis peuvent indi��eremment être une fonction
ou une proc�edure.

Approche de Nancy Zambrano

Nancy Zambrano propose dans [Zam95] une d�erivation des sp�eci�cation alg�ebriques
vers des programmes Ada. L'axiomatisation des op�erateurs est d�e�nie par des pr�e-
et post-conditions. Pour les pr�e-conditions dont les assertions sont vraies, les post-
conditions d�e�nissent la valeur du r�esultat de l'application de l'op�erateur concern�e
sur ses op�erandes. Des assertions semblables d�e�nissent le domaine d'application de
l'op�erateur lorsque celui-ci est partiel.



36 CHAPITRE 2. DES SP�ECIFICATIONS FORMELLES AUX PROGRAMMES

Les op�erateurs sont de co-domaine mono-sorte (pas de produit cart�esien de sortes)
et peuvent être impl�ement�es par des fonctions ou proc�edures. Le param�etre formel
en sortie d'une proc�edure, qui correspond au r�esultat de son application, n'a pas de
position �x�ee.

La d�erivation se fait en deux �etapes :

La premi�ere �etape consiste en l'obtention d'une \sp�eci�cation alg�ebrique op�era-

tionnelle" qui combine pour les sortes et op�erateurs d�eriv�es, les types et interfaces Ada
correspondants, et des assertions sur les param�etre formels des fonctions ou proc�edures
et sur le r�esultat dans le cas d'une fonction.

Exemple 2.1: Pour un op�erateur pop de d�epilement de pile, dont l'unit�e alg�ebrique
est impl�ement�ee par un paquetage bas�e sur les listes :

procedure POP(mod S: STACK);

pre: is-empty-list(|s|) is-false

post: s' = <tail(|s|)>

Cette sp�eci�cation alg�ebrique op�erationnelle est obtenue �a partir de :

� la sp�eci�cation alg�ebrique d'origine �a d�eriver,

� la \sp�eci�cation de r�ef�erence" qui est l'axiomatisation de tous les op�erateurs uti-
lis�es dans la sp�eci�cation alg�ebrique d'origine,

� la \signature op�erationnelle" (interface Ada avec les param�etres qui correspondent)
fournie pour la sp�eci�cation alg�ebrique d'origine,

� une \application de mod�elisation" R qui va des sortes et op�erations de la signature
op�erationnelle vers les sortes et op�erateurs de la sp�eci�cation de r�ef�erence.

La seconde �etape de d�erivation d'une sp�eci�cation alg�ebrique op�erationnelle vers
un paquetage Ada (impl�ementation concr�ete) est d�ecrite en partie formellement : elle
consiste en une traduction du test que forme chaque pr�econdition, suivi de la traduction
du calcul de la post-condition.

D�e�nition : un terme simple est un terme qui ne contient pas de \if -then-else". Le
terme pr�e-condition est un terme simple (de sorte bool�eenne). Le terme post-condition
est de la forme obtenue par application de la r�egle de distributivit�e du if -then-else tant
que cela est possible : un sous-terme if -then-else n'est jamais en position d'op�erande
d'un terme qui n'est pas un if -then-else.

Les di��erents cas o�u une nouvelle variable locale doit être introduite (con
it d'acc�es
�a une variable, incompatibilit�e d'utilisation d'un param�etre formel avec son mode, . . . )
sont �enum�er�es.

La d�erivation d'un terme s'e�ectue classiquement en traduisant r�ecursivement les
if -then-else imbriqu�es, et pour chaque terme condition d'un if -then-else ou sous-terme
then ou else qui est un terme simple, en appliquant r�ecursivement la traduction de
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chaque op�erateur sur la d�erivation de ses op�erandes. Il n'y a pas de probl�eme de desti-
nation commune �a un if -then-else puisque le r�esultat de l'�evaluation d'un if -then-else

n'est jamais utilis�e dans un calcul. En �n de la d�erivation de la post-condition, les
\return" ou les a�ectations aux param�etres de retour sont ins�er�es aux endroits ad�e-
quats.

La m�ethode de d�erivation propos�ee par Nancy Zambrano peut être am�elior�ee sur
di��erents points :

� l'application R qui correspond �a notre lien d'impl�ementation ne d�ecrit pas expli-
citement la correspondance des param�etres,

� les con
its d'utilisation de variables sont d�e�nis par une utilisation d'une variable
en tant que param�etre modi��e alors qu'il y a plus d'une occurrence de la variable
dans le terme �a d�eriver. Ils sont r�esolus syst�ematiquement en introduisant une
nouvelle variable locale o�u est recopi�ee la valeur de la variable con
ictuelle, et qui
est utilis�ee �a sa place comme param�etre modi��e.

Le fait que seul un sous-terme then ou else d'un if -then-else est ex�ecut�e pendant
une �evaluation de la post-condition, fait que les variables locales d'un sous-terme
then sont r�eutilis�ee comme variables locales du sous-terme else. Par contre cette
propri�et�e n'est pas utilis�ee pour �eviter de calculer des con
its entre les sous-termes
then et else d'un if -then-else.

Nancy Zambrano propose une extension de sa m�ethode pour traiter des op�erateurs
dont le co-domaine est un produit cart�esien de sortes, et qui sont donc impl�ement�es
par des proc�edures avec plusieurs param�etres formels en entr�ee-sortie. Cette extension
consiste en une s�eparation du calcul du r�esultat en des calculs disjoints de chaque
�el�ement du r�esultat (s�eparation de la post-condition en plusieurs post-conditions). Les
textes imp�eratifs sont d�eriv�es s�epar�ement comme il est d�ecrit dans la th�ese, et sont
assembl�es s�equentiellement pour être ex�ecut�es l'un apr�es l'autre. Des duplications de
variables sont ajout�ees d�es qu'un texte d�eriv�e modi�e une variable utilis�ee par un autre
texte.

La s�eparation en plusieurs sous-calculs disjoints impose de dupliquer les calculs
communs, par exemple si l'on poss�ede l'op�erateur \let v = t1 in t2" qui d�e�nit une
variable locale v dont la valeur est calcul�ee par t1, et qui est utilis�ee dans t2, et dont le
r�esultat, t2 est de sorte produit cart�esien de sortes.

Cette m�ethode e�ectue dans certains cas des duplications, alors qu'un ordre ad�equat
entre textes d�eriv�es les aurait �evit�ees. Lors d'un con
it d'utilisation d'un param�etre
formel, une duplication est e�ectu�ee et la variable suppl�ementaire qui contient la valeur
dupliqu�ee est utilis�ee comme param�etre e�ectif en entr�ee-sortie. Il peut être �econome de
modi�er directement le param�etre formel (et utiliser la duplication par les autres textes
con
ictuels) lorsqu'il est en mode entr�ee-sortie et doit contenir pr�ecis�ement ce r�esultat.
Cette m�ethode ne traite pas les con
its qu'il peut y avoir pour les \a�ectations �nales"
(lorsqu'elles correspondent �a une a�ectation parall�ele, par exemple : x; y := v1; x). La
proc�edure SWAP d�e�nie de la mani�ere suivante sera impl�ement�ee par un code incorrect
si l'on ne tient pas compte des con
its dans les a�ectations suppl�ementaires :

procedure SWAP(mod X,Y: NAT);

post: x0 = y ^ y0 = x
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La m�ethode que nous proposons r�esout tous ces cas en ordonnant l'ensemble des calculs
de mani�ere �a minimiser les duplications de sauvegarde.

Autres cas de d�erivation

Bernd Krieg-Br�uckner d�ecrit dans [KB86] comment passer d'une interface fonc-
tionnelle d'un programme Ada �a une interface proc�edurale. Pour la transformation du
corps d'une fonction, autant de variables auxiliaires sont introduites qu'il y a d'appels
imbriqu�es de fonctions. Ces appels sont transform�es en appels de proc�edures, mais les
programmes obtenus sont incorrects en cas de con
its d'acc�es aux param�etres formels
du programme.

Le travail d�ecrit dans [BA90], e�ectu�e dans le cadre du projet PROPOS (PROgram-
mation par comPOSants) par Didier Bert et Cyril Autant est le point de d�epart de
la m�ethode de d�erivation que nous pr�esentons. Il consiste en une d�e�nition d'un cadre
formel des d�erivations de sp�eci�cations vers des programmes. Il pr�ecise en particulier ce
que l'on entend par domaine abstrait (celui des sp�eci�cations) et par domaine concret
(celui des programmes). Les langages des domaines abstraits et concrets choisis sont,
respectivement LPG, et Ada.

Trois formes de d�erivation sont propos�ees :

� d�erivation fonctionnelle,

� d�erivation orient�ee \type abstrait",

� d�erivation vers des modules encapsul�es.

Pour chaque cas, le formalisme du domaine concret est donn�e, ainsi que le lien
entre la signature alg�ebrique et l'interface Ada. Une axiomatisation des programmes est
d�ecrite, qui en s'appuyant sur la logique de Hoare, permet de prouver qu'un programme
respecte des assertions sur ses entr�ees-sorties. Une fonction d'interpr�etation est d�e�nie
des objets du domaine concret vers ceux du domaine abstrait (la signature alg�ebrique).
Une fonction � de d�erivation de l'interface Ada �a partir de la signature alg�ebrique est
d�e�nie. La d�emarche de d�erivation �# des corps de programmes Ada est �nalement
d�ecrite pour les trois formes de d�erivation. Elle consiste en :

� mise sous forme fonctionnelle,

� s�equentialisation des appels,

� d�etermination des d�ependances de variables :

{ d�eterminer les con
icts,

{ d�eterminer les copies �a r�ealiser,

{ g�en�erer les calculs.
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Nous avons choisi dans notre th�ese de r�esoudre le probl�eme de d�erivation de corps de
programmes dans un cas qui s'apparente �a la d�erivation \type abstrait". Nous n'avons
pas repris le codage du lien entre une signature alg�ebrique et une interface Ada car
il imposerait une manipulation lourde d'indices (correspondance de param�etres). Nous
lui avons pr�ef�er�e un codage en un seul objet fonctionnel (un combinateur) du \passage
de param�etre �a l'appel" ou de la \r�ecup�eration de param�etre en retour".





Chapitre 3

Une m�ethode de d�erivation de

sp�eci�cations alg�ebriques vers

des programmes imp�eratifs :

cadre, probl�ematique et principe

3.1 Cadre et probl�ematique

3.1.1 Syst�eme favorisant la r�eutilisation

Nous proposons de d�e�nir un syst�eme de transformation de sp�eci�cations alg�e-
briques en un langage imp�eratif : utilisant �a la fois le style fonctionnel et le style pro-
c�edural.

Le d�eveloppement se fait ainsi au niveau des sp�eci�cations alg�ebriques, en b�en�e�-
ciant de la clart�e et de la sûret�e de la programmation fonctionnelle et de la s�emantique
alg�ebrique. L'e�cacit�e n'est pas apport�ee par le langage de bas niveau seul, mais par les
possibilit�es d'optimisation o�ertes par une description initiale abstraite et un niveau
de r�ealisation o�u les d�efauts des langages fonctionnels (par exemple la gestion de la
m�emoire) peuvent être supprim�es.

Les biblioth�eques alg�ebriques existantes peuvent avoir plus d'une impl�ementation
imp�erative. La d�erivation d'une sp�eci�cation utilisant une biblioth�eque doit donc abou-
tir �a un programme utilisant toute l'impl�ementation de cette biblioth�eque. Cette pro-
pri�et�e apporte plusieurs avantages :

� d�eriver toute sp�eci�cation de mani�ere �a la tester dans un contexte pr�ecis : sta-
tion ou processeur d�edi�e, interface homme/machine di��erente, environnement ou
syst�eme d'exploitation particulier, . . .

� r�eutiliser toute sp�eci�cation par son int�egration dans la biblioth�eque alg�ebrique,
soit par sa d�erivation automatique, soit en fournissant sa r�ealisation concr�ete et
ce qui les lie.

� int�egrer un programme imp�eratif �a la biblioth�eque, et o�rir ainsi son utilisation
�a partir d'un langage de haut niveau. Ceci est possible d�es lors que l'on sait lui
associer sa sp�eci�cation alg�ebrique.
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Les syst�emes formels choisis sont, d'une part, le langage LPG pour les sp�eci�cations
alg�ebriques d'origine (mais ce pourrait être tout autre langage de sp�eci�cation alg�ebri-
que), et d'autre part le langage Ada pour le langage de programmation.

Ce syst�eme doit donc être capable de passer d'un style purement fonctionnel : LPG,
�a un style imp�eratif (o�u des modi�cations \en-place" de variables peuvent être faites
par des a�ectations ou des appels de proc�edures) : Ada, et permettre ainsi de r�euti-
liser des biblioth�eques de sp�eci�cations alg�ebriques dont les impl�ementations en Ada,
valid�ees, imposent les interfaces (ordre et modes �x�es des param�etres des fonctions ou
proc�edures).

Le sch�ema g�en�eral est d�ecrit �a la �gure 3.1 suivante.
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Fig. 3.1 { Syst�eme d'impl�ementation de Sp�eci�cations Alg�ebriques avec Biblioth�eque

Dans ce syst�eme, l'utilisateur qui veut transformer en Ada une sp�eci�cation doit
choisir pour chacun des op�erateurs de cette sp�eci�cation son style : s'il souhaite obtenir
une fonction ou une proc�edure, son pro�l : le type et le mode (in, out, in out) de chacun
de ses param�etres formels, et la correspondance des param�etres entre ceux de l'op�erateur
alg�ebrique et ceux de la fonction ou proc�edure d�eriv�ee.

Exemple 3.1: Ayant la sp�eci�cation de l'op�erateur alg�ebrique
sortnat: seqnat ->seqnat de tri de s�equence d'entiers, et en sachant que la sorte
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seqnat est impl�ement�ee par le type listnat, nous devons indiquer pour une fonction
ou proc�edure de nom trier que nous souhaitons d�eriver, la correspondance de chaque
param�etre :

1. function trier(l: in listnat) return listnat, l'op�erande de
sortnat correspond �a l et le r�esultat alg�ebrique au r�esultat de l'�evaluation de la
fonction.

2. procedure trier(l: in listnat; ltriee: out listnat), l'op�erande de
sortnat correspond au premier param�etre l, et le r�esultat alg�ebrique au deuxi�eme
param�etre ltriee en retour de l'ex�ecution de la proc�edure.

3. procedure trier(ltriee: out listnat; l: in listnat), l'op�erande de
sortnat correspond au deuxi�eme param�etre l, et le r�esultat alg�ebrique au pre-
mier param�etre ltriee en retour de l'ex�ecution de la proc�edure.

4. procedure trier(l: in out listnat), l'op�erande de sortnat correspond �a
l'unique param�etre l, et le r�esultat alg�ebrique au même param�etre l modi��e
en retour de l'ex�ecution de la proc�edure.

Le nombre de possibilit�es augmente avec l'arit�e de l'op�erateur, et particuli�erement si
nous consid�erons les op�erateurs dont le co-domaine est un produit cart�esien de sortes :
chaque sorte du co-domaine, si elle existe dans le domaine, peut correspondre �a un
param�etre in out dans le cas d'une d�erivation vers une proc�edure. Ceci est montr�e
dans l'exemple suivant :

Exemple 3.2: Soit l'op�erateur suivant :

insdico: (string,seq[string],dico[string])

->(dico[string],boolean,seq[string])

un op�erateur d'insertion d'un mot et de sa d�e�nition dans un dictionnaire, tel que :
insdico(m; l1; d1) = (d2; e; l2) avec m un mot, l1 sa d�e�nition, d1 un dictionnaire, et
comme r�esultat d2 �egal �a d1 augment�e du mot m et de sa d�e�nition, e un bool�een �egal �a
vrai si m avait d�ej�a une d�e�nition dans d1, et l2 sa d�e�nition pr�ec�edente si elle existait.

Cet op�erateur peut avoir comme impl�ementation, avec une correspondance �evi-
dente :

1. procedure dicinsert(cle: in str20;

new def: in liste str20;

dico: in str strlist map;

new dico: out str strlist map;

existe: out boolean;

anc def: out liste str20 )

2. procedure dicinsert(cle: in str20;

new def: in liste str20;

dico: in out str strlist map;
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existe: out boolean;

anc def: out liste str20)

3. procedure dicinsert(cle: in str20;

def: in out liste str20;

dico: in out str strlist map;

existe: out boolean)

4. ...

De nombreuses cons�equences d�ecoulent du choix du style et du pro�l. La premi�ere
est la forme de l'appel : soit t = g(t1; : : : ; op(: : :); : : : ; tn) selon que op est d�eriv�e en une
fonction F ou une proc�edure P, il pourra être en position de param�etre e�ectif dans
le code d�eriv�e de t ou devra pr�ec�eder ce code. Dans ce cas, ce sera une variable (ou
une expression-gauche) en param�etre e�ectif de sortie de P qui sera param�etre e�ectif
d'entr�ee ou entr�ee-sortie du code d�eriv�e de g. Une seconde cons�equence qui rend plus
complexe la d�erivation d'un texte imp�eratif est la destruction de la valeur d'une variable
en param�etre e�ectif d'un param�etre en mode entr�ee-sortie. Ces cas seront d�etaill�ees
dans la section 3.1.3 traitant de la probl�ematique.

3.1.2 Lien d'impl�ementation

Nous allons maintenant d�ecrire le lien entre les composants d'une sp�eci�cation al-
g�ebrique et ceux d'un paquetage Ada. Chaque module de la biblioth�eque alg�ebrique
peut avoir plusieurs impl�ementations en Ada. Nous voyons donc dans la �gure 3.1 de
nombreuses 
�eches de nom impl�emente, ce qui signi�e que le paquetage en origine
impl�emente ou interpr�ete dans le domaine concret l'unit�e alg�ebrique d�esign�ee.

La d�erivation d'une sp�eci�cation alg�ebrique vers Ada se fera pour une impl�ementa-
tion �x�ee de chaque biblioth�eque alg�ebrique import�ee. Le lien entre un module LPG et
un module Ada consiste en une relation � entre la signature LPG et l'interface Ada.

Cette relation � est une application qui, �a partir de la signature d'une sp�eci�cation
alg�ebrique LPG, permet d'obtenir l'interface Ada du paquetage qui impl�emente cette
sp�eci�cation alg�ebrique. Elle est n�ecessaire pour calculer la fonction d'interpr�etation (ou
d'abstraction) I, ainsi que la fonction de d�erivation (ou de concr�etisation) �#, inverse
de I. La fonction � existe pour tous les modules alg�ebriques de la biblioth�eque, et doit
être d�e�nie par l'utilisateur pour la sp�eci�cation alg�ebrique qu'il souhaite d�eriver.

La fonction �# de d�erivation de l'axiomatisation d'un op�erateur alg�ebrique en corps
de programme Ada est une extension de la fonction � �a l'axiomatisation des op�erateurs
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d�e�nis. Son application est d�ecrite �a la �gure 3.2 suivante :

Spec. LPG =

8><>:
Signature

Axiomatisation

Interface Ada

Corps de programme Ada

-�

� I
?

?

est
im
p
ort�e

Spec. LPG =

8><>:
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Axiomatisation

Interface Ada

Corps de programme Ada

-�

-�#
-
-

Fig. 3.2 { D�erivation d'une Sp�eci�cations Alg�ebrique avec Biblioth�eque

Nous allons d�ecrire pr�ecis�ement les di��erents composants de �, qui n'est pas un
simple morphisme de signature puisque pour des op�erateurs impl�ement�es par des pro-
c�edures, les r�esultats peuvent apparâ�tre comme param�etres suppl�ementaires (en mode
out), ou bien être \repli�es" sur des param�etres existants qui deviennent de mode
in-out. En e�et, une correspondance de noms ne su�t pas.

D�e�nition 3.1: Soit SP une sp�eci�cation alg�ebrique, SP = (�; E). La signature
� = (S;
) est compos�ee de l'ensemble S des sortes et 
 = C [D l'union des construc-
teurs C et des op�erateurs d�e�nisD. L'ensemble E d'�equations orient�ees constitue l'axio-
matisation des op�erateurs d�e�nis de D.

Soit �SP le lien d'impl�ementation choisi pour SP (ou lien de d�erivation d�e�ni pour
SP ).

�SP = (��;�
#)

L'application de d�erivation �# qui permet de d�eriver automatiquement les corps de
programmes imp�eratifs des fonctions ou proc�edures qui impl�ementent les op�erateurs
d�e�nis (lorsque l'on souhaite faire une d�erivation) est d�ecrite �a la section 3.2.2 page 63.
L'application �� a pour domaine la signature �, et pour co-domaine une interface
Ada. L'obtention de cette interface est d�ecrite dans la section 3.2.1 page 60.

�� = (�S ;�C ;�D) avec �S;�C ;�D les fonctions annexes suivantes :

�S : S �> T est une fonction des sortes vers les types. Elle associe par exemple la
sorte nat au type integer pr�ed�e�ni.
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�C : C �> (EC ; InC ; OutC ; IsC ; SelectC ) est une application qui associe �a un cons-
tructeur c 2 C une description de son impl�ementation en Ada et des informations
n�ecessaires �a son utilisation, par un 5-uplet :

8c 2 C � �C : c 7! (EC(c); InC(c); OutC(c); IsC (c); SelectC (c))

Lorqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur les ensembles d'op�erateurs (constructeurs, ou
d�e�nis comme plus loin), nous omettons de les pr�eciser pour les applications
E ; In;Out; Is; Select.

E(c) est texte imp�eratif avec variables li�ees universellement dont l'ex�ecution r�ea-
lise l'application du constructeur c en LPG. Ce peut être un appel de fonction
ou de proc�edure, une s�equence d'instructions ou une expression fonctionnelle
Ada. Par exemple l'op�erateur standard cons pourrait avoir pour lien d'im-
pl�ementation dans le type liste :

E(cons) = [x1; x2]fnew liste'(elem =>x1; succ =>x2)g

In(c) et Out(c) d�e�nissent comment se fait le passage de param�etres, et o�u se
trouve le r�esultat en �n d'ex�ecution de E(c) : In(c) est une correspondance
des param�etres de la fonction ou proc�edure ou des variables du texte Ada,
aux repr�esentations des op�erandes du constructeur. Out est une correspon-
dance des param�etres de la proc�edures ou des variables du texte Ada, aux
termes LPG dont ils doivent poss�eder la valeur apr�es ex�ecution.
Les variables li�ees x1 : : : xp de E(c) = [x1; : : : ; xp]f� � �g dites d'entr�ee, qui cor-
respondent aux op�erandes de c, sont alors obtenues par In(c)�1(x1; : : : ; xp)
et celles dites de sortie, qui correspondent aux r�esultats de l'application de
c, par Out(c)�1(x1; : : : ; xp).

Le testeur Is(c) est une fonction Ada bool�eenne qui, appliqu�e �a une expression
Ada, renvoie la valeur vrai si celle-ci est une repr�esentation d'un terme LPG
construit par c. Nous utiliserons une notation curry��ee : isc(x) pour Is(c)(x).

Le s�electeur Select(c) est une fonction qui, pour un entier i et une repr�esen-
tation Ada d'un terme LPG t construit par c, renvoie une repr�esentation du
i�eme sous-terme de profondeur 1 de t. Nous utiliserons une notation curry-
��ee : selectc

i
(x), i 2 [1 : : : Card(Dom(c))] pour Select(c)(i; x).

�D : D �> (E ; In;Out) est une fonction qui associe �a un op�erateur d�e�ni d une des-
cription de son impl�ementation en Ada et des informations n�ecessaires �a son
utilisation. Pour d 2 D, In(d) et Out(d) sont les mêmes que pour un construc-
teur. Pour int�egrer �a la biblioth�eque une sp�eci�cation et son impl�ementation, E
peut être un texte quelconque, mais pour e�ectuer une d�erivation, E doit être
uniquement la forme d'appel d'une proc�edure ou fonction. E ; In et Out sont en
e�et n�ecessaires pour d�eriver une interface Ada d'une signature alg�ebrique, ou le
code d'une proc�edure ou fonction �a partir du terme en partie droite de l'�equation
qui d�e�nit un op�erateur.
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Le texte d'impl�ementation Ada E(c) d'un constructeur ou op�erateur d�e�ni doit res-

pecter les mêmes conventions que le corps d'une proc�edure Ada vis-�a-vis de ses para-

m�etres : il ne doit pas modi�er les variables li�ees qui sont en entr�ee seulement, et de ne

pas lire la valeur de celles qui sont en sortie uniquement.

Dans les exemples suivants, les param�etres d'une proc�edure appel�ee qui sont modi-
��es sont soulign�es. Nous observons dans l'exemple 3.3 que la variable li�ee modi��ee est
celle qui est en entr�ee et en sortie. Par contre, si dans l'exemple 3.4, une repr�esentation
du r�esultat alg�ebrique est bien dans la variable li�ee de sortie, une variable d'entr�ee
uniquement a �et�e modi��ee.

Exemple 3.3: Soit append3 : (Seq[elem]; Seq[elem]; Seq[elem]) �> Seq[elem] un
op�erateur alg�ebrique qui e�ectue la concat�enation de trois listes. Il peut être impl�e-
ment�e en utilisant une proc�edure Ada APPEND(la: in out liste; lb: in liste)

qui concat�ene ses deux param�etres et retourne le r�esultat dans le premier. Pour cela,
le texte Ada de E(append3) contient deux appels cons�ecutifs �a APPEND :

E(append3) = [l1; l2; l3]fAPPEND(l1; l2); APPEND(l1; l3); g

avec en entr�ee l1; l2; l3 et en sortie l1. Ce qui donne avec notre notation,
In(append3)�1(l1; l2; l3) = (l1; l2; l3), et Out(append3)

�1(l1; l2; l3) = (l1) :

[l1,l2,l3]{APPEND(l1,l2); APPEND(l1,l3);}

In

append3(x,y,z)   =   r

Out

Nous v�eri�ons que l1 qui est la seule variable modi��ee par l'ex�ecution de E(append3)
est la seule �a la fois en entr�ee et en sortie.

Exemple 3.4: En reprenant le même op�erateur append3 et la même proc�edure
APPEND :

E(append3) = [l1; l2; l3]fAPPEND(l2; l3); APPEND(l1; l2); g

avec In(append3)�1(l1; l2; l3) = (l1; l2; l3), et Out(append3)
�1(l1; l2; l3) = (l1) :

In

append3(x,y,z)   =   r

Out

[l1,l2,l3]{APPEND(l2,l3); APPEND(l1,l2);}
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Le r�esultat correct est bien dans l1 apr�es l'ex�ecution de E(append3), mais la modi-
�cation de l2 ne respecte pas les modes (entr�ee, sortie, entr�ee-sortie) des variables li�ees
de E , c'est-�a-dire seul l1 modi��e puisque :

l1 2 In(append3)�1(l1; l2; l3) \Out(append3)�1(l1; l2; l3)

La d�e�nition formelle du lien � et de sa mise en �uvre est faite �a la section 3.1.5
page 53.

3.1.3 Probl�ematique li�ee �a l'introduction de proc�edures

La d�erivation de la partie gauche de l'unique �equation d�e�nissant l'axiomatisation
d'un op�erateur c donne l'en-tête de la fonction ou proc�edure l'impl�ementant, ainsi que,
dans le cas d'une proc�edure, les variables qui sont les param�etres formels destinations
des repr�esentations du (ou des) r�esultat(s) alg�ebrique(s). La d�erivation du terme T
en partie droite doit donner le corps de cette fonction ou proc�edure. Nous appelons
\op�erateur d'int�erêt" l'op�erateur dont nous d�erivons l'axiomatisation.

Soit �# une fonction d'impl�ementation de LPG vers Ada. Si l'on reprend le pre-
mier exemple de la section 3.1.1 sur la r�eutilisation, la traduction des �equations de
sortnat doit tenir compte de certaines caract�eristiques des choix de d�erivation et des
biblioth�eques. Les di��erents points �a traiter sont les suivants :

Forme de l'appel, passage des param�etres e�ectifs et r�esultat : L'appel de la
fonction ou proc�edure trier est di��erent selon sa nature, l'ordre et le mode de
ses param�etres formels. Nous choisirons pour simpli�er des impl�ementations fonc-
tionnelles des op�erandes de l'op�erateur principal. Ce qui donne pour les di��erentes
impl�ementations de sortnat de l'exemple 3.1 page 42 :

1. 8t : seqnat ��#(sortnat(t)) =
n
trier(�#(t))

o
2. 8t : seqnat ��#(sortnat(t)) =

n
trier(�#(t),z)

o
r�esultat dans z

3. 8t : seqnat ��#(sortnat(t)) =
n
trier(z,�#(t))

o
r�esultat dans z

4. 8x : seqnat ��#(sortnat(t)) =
n
z := �#(t); trier(z)

o
r�esultat dans z

Forme imp�erative interdite en position d'op�erande : Le texte d�eriv�e d'un sous-
terme t d'un terme T ne peut pas être plac�e en position de param�etre e�ectif
s'il n'est pas de forme fonctionnelle, c'est-�a-dire s'il est d�eriv�e en un appel de
proc�edure, une a�ectation, un \if -then-else", une composition de ces instructions,
etc. Il est alors n�ecessaire de cr�eer une variable interm�ediaire :

Soit �# la premi�ere des impl�ementations pr�ec�edentes, o�u sortnat est
en forme proc�edurale. Soit z une nouvelle variable libre, et op un op�e-
rateur dont l'impl�ementation est une fonction unaire foo. Nous avons :
�#(op(sortnat(x))) = f trier(x,z); g r�esultat : foo(z)
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Nous voyons que le code d�eriv�e de tout terme comporte une partie proc�edurale,
d�es lors qu'un op�erateur ou constructeur de ce terme est impl�ement�e par une
forme proc�edurale (appel de proc�edure ou a�ectation).

Forme d'op�erande interdite en mode in-out : Le terme alg�ebrique dont l'op�era-
teur principal devient une proc�edure avec un param�etre formel en mode in-out
ne peut avoir comme param�etre e�ectif un appel de fonction : celui-ci doit être
une composition de s�electeurs primitifs du langages sur une donn�ee mutable : une
expression-gauche. Sinon une variable interm�ediaire doit être introduite :

�#(sortnat(tail(l))) peut être d�eriv�e en :

� soit trier(�#(l).suivant)
dans le cas o�u la queue de la liste n'est pas utilis�ee
ult�erieurement et qu'une modi�cation \en-place" est autoris�ee,
si E(tail) = [v]fv.suivantg est une expression-gauche,
In(tail)�1(v) = (v) et Out(tail)�1 = < � >

� soit w := cdr(�#(l)); trier(w)

si E(tail) = [v]fcdr(v)g est un appel de fonction,
In(tail)�1(v) = (v) et Out(tail)�1 = < � >

Ecriture interdite d'un param�etre formel en mode in uniquement :

Une variable qui correspond �a un param�etre formel de l'op�erateur d�eriv�e en mode
in uniquement doit être dupliqu�ee et sa duplication doit être utilis�ee �a sa place
en param�etre e�ectif en mode out ou in-out dans un appel de proc�edure ou dans
une instruction d'a�ectation.

Lecture interdite d'un param�etre formel en mode out uniquement :

Une variable qui correspond �a un param�etre formel de l'op�erateur d�eriv�e en mode
out uniquement doit être utilis�e uniquement en position gauche d'une instruc-
tion d'a�ectation ou en param�etre e�ectif en mode out uniquement d'un appel
de proc�edure.

Nous venons de voir les di��erentes caract�eristiques et contraintes de l'utilisation
d'un langage imp�eratif pour impl�ementer un op�erateur alg�ebrique. Nous devons en
tenir compte pour obtenir un code �a partir de son axiomatisation.

3.1.4 Sp�eci�cation source

Nous avons choisi de d�eriver des sp�eci�cations alg�ebriques d'un sous-langage du
langage de sp�eci�cation LPG (langage de programmation g�en�erique) comprenant :

� Un ensemble S de sortes,

� Un ensemble de constructeurs C, dont certains sont pr�ed�e�nis, et d'autres d�e�nis
par l'utilisateur,

� Un ensemble d'op�erateurs d�e�nis D dont l'axiomatisation est d�e�nie par un en-
semble d'�equations,
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� Un ensemble A d'�equations orient�ees d�e�nissant l'axiomatisation des op�erateurs
d�e�nis.

Particularit�e importante du langage LPG : le co-domaine d'un op�erateur d�e�ni peut
être un produit cart�esien de sortes. Exemple : soient deux op�erateurs :

op : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m) et op0 : (sn+1; : : : ; sn+m) �> (s0
1; : : : ; s

0
p)

et n termes t1; : : : ; tn de sortes respectives s1; : : : ; sn alors le terme op0(op(t1; : : : ; tn))
est correct et a pour valeur un produit cart�esien de p valeurs de sortes respectives
s0
1; : : : ; s

0
p. Les op�erateurs dont le co-domaine est un produit cart�esien de sortes sont

impl�ement�es par des proc�edures.

Les sp�eci�cations d'origine que nous d�erivons sont :

� soit un type comportant :

{ une sorte,

{ des constructeurs,

{ des op�erateurs (optionnels),

{ des �equations orient�ees (d�e�nissant les op�erateurs donc optionnelles).

� soit un enrichissement :

{ des op�erateurs,

{ des �equations orient�ees (d�e�nissant les op�erateurs).

avec une d�eclaration de variables lorsqu'elles sont n�ecessaires dans les �equations.

Nous montrerons dans la section 5 page 109 comment d�eriver automatiquement un
type concret (Ada) �a partir de la d�eclaration des constructeurs, et section 3.2 page 60
comment d�eriver une sp�eci�cation imp�erative (Ada) �a partir de la signature et du lien
d'impl�ementation, ainsi qu'un texte imp�eratif �a partir d'un terme alg�ebrique compre-
nant des variables (param�etres formels). Ce texte imp�eratif calcule la valeur du terme
quelles que soient les valeurs de certaines de ses variables, dites d'entr�ee, et a�ecte
�eventuellement une repr�esentation dans le domaine concret de la valeur alg�ebrique du
terme dans certaines de ses variables, dites de sortie, et qui peuvent être les mêmes que
celles d'entr�ee.

La premi�ere �etape �a la d�erivation est la transformation de toutes les �equations
orient�ees qui forment l'axiomatisation de l'op�erateur op que nous d�erivons, en une
�equation unique dont le terme gauche est sous forme op(x1; : : : ; xn) et dont la partie
droite e�ectue �a la fois le �ltrage des param�etres e�ectifs (pattern matching) et le
calcul pour chaque �equation d'origine, de son terme en partie droite conditionn�e par la
r�eussite du �ltrage en partie gauche.

Exemple 3.5: Soient les �equations qui d�e�nissent l'op�erateur last :

1 last(cons(x;nil )) ==> t1[x]
2 last(cons(x; cons(y; l))) ==> t2[x; y; l]
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avec t1[x] = cons(x;nil) et t2[x; y; l] = last(cons(y; l)).
Elles deviennent l'unique �equation :

last(x) ==> if is-cons(x) then
if is-nil(selectcons2 (x)) then t1 (select

cons
1 (x))

else
t2 (select

cons
1 (x); selectcons1 (selectcons2 (x)); selectcons2 (selectcons2 (x)))

endif
endif

qui est �egale �a :
last(x) ==> if is-cons(x) then

if is-nil(selectcons2 (x)) then cons(selectcons1 (x);nil )
else

last(cons(selectcons1 (selectcons2 (x)); selectcons2 (selectcons2 (x))))
endif

endif

Il est bien sûr possible d'optimiser l'application des testeurs et s�electeurs en les fac-
torisant et en stockant les r�esultats dans des variables interm�ediaires lorsque plusieurs
sous-structures communes d'un même param�etre formel (c'est-�a-dire d'une variable en
partie gauche de l'�equation produite) sont test�ees ou s�electionn�ees.

La compilation du �ltrage n�ecessite la connaissance des impl�ementations des tes-
teurs et s�electeurs correspondants �a tous les constructeurs qui apparaissent en partie
gauche des �equations. Ce peuvent être tous les constructeurs des sortes du domaine de
l'op�erateur d'int�erêt, ainsi que les constructeurs des sortes des domaines de ces premiers
constructeurs, et ainsi de suite r�ecursivement.

Nous imposons donc de fournir les impl�ementations des testeurs et s�electeurs pour
tout paquetage du domaine concret ajout�e �a la biblioth�eque. La d�erivation automatique
des impl�ementations des constructeurs telle qu'elle est d�e�nie dans la section 5 page 109
g�en�ere �egalement les testeurs et s�electeurs correspondants.

Cette transformation d'une sp�eci�cation vers une sp�eci�cation consid�er�ee comme un
programme fonctionnel est d�ecrite par une op�eration d'\introduction de conditionnelles
closes" dans [Pep91]. Dans [Kah86], Stephan Kahrs pose le probl�eme pour des �equations
non orient�ees o�u la signature est compos�ee d'un ensemble de sortes S, d'op�erateurs dont
le domaine de chacun est une sorte de S, et de constantes qui sont des op�erateurs �a
domaine vide sans notion de constructeurs. Avec des r�egles de transformation, guid�ees
par des propri�et�es les op�erateurs (commutativit�e, injection, . . . ) il permet d'obtenir
(sans terminaison assur�ee, comme l'algorithme de Knuth-Bendix, auquel sa m�ethode
est compar�ee) un syst�eme con
uent de r�egles de r�e�ecriture, sans �xer d'ordre sur les
termes.

Philippe Schnoebelen, dans [Sch88] d�ecrit une m�ethode de compilation de la s�elec-
tion de l'�equation (pattern matching) qui v�eri�e au fur et �a mesure la couverture du
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domaine et permet d'indiquer si une partie du domaine de l'op�erateur n'est pas couverte
par les �equations qui le d�e�nissent, ou l'est par plusieurs �equations. Cette m�ethode a
�et�e impl�ement�ee par Philippe Turlier [Tur92] pour la compilation de Lotos vers C.

Nancy Zambrano dans [Zam95] d�ecrit en d�etail ce passage vers une unique �equation,
sous forme d'une post-condition sur les variables param�etres formels de la signature
concr�ete (Ada). Une pr�e-condition sur ces mêmes variables d�e�nit le domaine d'ap-
plication de l'op�erateur si celui-ci est partiel. Pr�e-condition et post-condition qui sont
calculables �a partir de la sp�eci�cation d'origine, et signature concr�ete �a fournir pour la
d�erivation forment une seule sp�eci�cation alg�ebrico-op�erationnelle :

Exemple 3.6: En reprenant l'exemple pr�ec�edent dans le cadre des sp�eci�cations
alg�ebrico-op�erationnelle et avec une d�erivation vers une fonction :

spec-op: LIST OP

sort of interest: LIST

sorts : ELEM

ref-spec: LIST

operation:

function LAST(x: LIST) return LIST;

pre : is-nil(x) is-false

post : result =

if is-cons(x) then
if is-nil(selectcons2 (x)) then cons(selectcons1 (x);nil )
else

last(cons(selectcons1 (selectcons2 (x)); selectcons2 (selectcons2 (x))))
endif

endif

et pour une d�erivation vers une proc�edure (qui ne permet pas d'avoir un param�etre
formel en sortie uniquement) :
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spec-op: LIST OP

sort of interest: LIST

sorts : ELEM

ref-spec: LIST

operation:

procedure LAST(mod x: LIST);

pre : is-nil(x) is-false

post : x' =

if is-cons(x) then
if is-nil(selectcons2 (x)) then cons(selectcons1 (x);nil )
else

last(cons(selectcons
1

(selectcons
2

(x)); selectcons
2

(selectcons
2

(x))))
endif

endif

Nous e�ectuons �egalement une transformation au niveau du source pour tous les
sous-termes t du terme �a d�eriver :

t � f(: : : ; x; : : : ; x; : : :)
par
t � let v = x in f(: : : ; x; : : : ; v; : : :)

avec v une variable \frâ�che" de la sorte de x.

3.1.5 Formalisme

Forme du code imp�eratif g�en�er�e :

Un texte imp�eratif d�eriv�e d'une �equation alg�ebrique d�e�nissant un op�erateur c est
l'expression syntaxique du calcul d'une repr�esentation d'une valeur alg�ebrique (ou de
plusieurs dans le cas d'un co-domaine produit cart�esien). Cette valeur peut être une
constante, une variable, ou en g�en�eral une expression fonctionnelle (que nous d�e�nirons
pr�ecis�ement plus loin), mais une partie du calcul de cette valeur peut être sous forme
proc�edurale : nous pouvons devoir d�eriver un terme en un texte du style fonctionnel
pour diverses raisons (devoir faire un return, par exemple), mais le texte Ada d�eriv�e
peut contenir des portions dont la seule forme possible est proc�edurale si l'un des
sous-termes �a d�eriver contient un constructeur ou op�erateur d�e�ni impl�ement�e par une
proc�edure ou contenant une a�ectation. De plus, la partie proc�edurale de la d�erivation
de ce sous-terme devra être g�en�er�ee et ex�ecut�ee avant le code r�ealisant le terme le
contenant.
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Nous notons :

[[T]] un texte T consistant en un calcul proc�edural : une s�equence d'instructions Ada
d'a�ectation ou d'appel de proc�edure.

hjTji un texte T consistant en une expression fonctionnelle, ou en un produit cart�esien
d'expressions fonctionnelles : une variable, un appel de fonction, un aggr�egat ar-
ticle ou tableau, une d�er�ef�erence, une allocation, un composant index�e ou s�elect�e,
ou une composition de ces expressions.

(P; F ) le r�esultat de la d�erivation vers un texte imp�eratif d'un n�ud du graphe obtenu
par optimisation de l'arbre abstrait repr�esentant l'axiomatisation d'un op�erateur
d�e�ni. Le premier �el�ement du doublet, P , est la partie proc�edurale et le second,
F , est la partie fonctionnelle.

Soient les fonctions Proc et Fonc telles que :

Proc([[P]]; hjFji) = P

Fonc([[P]]; hjFji) = F

Un texte d�eriv�e ne contient jamais de partie fonctionnelle vide. L'�evaluation de
celle-ci, apr�es ex�ecution de la partie imp�erative �eventuelle, est une repr�esentation de la
valeur du terme alg�ebrique cod�e au n�ud du graphe traduit.
Exemple : ([[read(x);]]; hjx+1ji) pourrait être un r�esultat de d�erivation.

Interpr�etation alg�ebrique :

Par construction de la d�erivation, �a toute valeur des variables x d'un programme
Ada, nous pouvons associer une valeur abstraite t, soit par relation entre types et sortes
pr�ed�e�nis, soit par le m�ecanisme de construction standard des termes du chapitre 5.
Cette interpr�etation est appel�ee I. Dans le cas de base des variables, nous avons :

I(x) = t
Pour toute expression Ada F(x) obtenue par d�erivation, o�u F est l'image de l'op�erateur
abstrait f , nous avons inductivement :

I(F(x)) = f(I(x))
En�n, un programme P modi�e les variables concr�etes x et calcule, s'il termine, un
certain �etat de ces variables. Nous notons par :

P ) I(F)
l'interpr�etation alg�ebrique de F dans l'�etat produit par l'ex�ecution de P.

Les combinateurs :

Nous utilisons les combinateurs tels ceux d�e�nis par [Bac78], avec les notations
suivantes :

� Le combinateur �i permet d'obtenir le i�eme �el�ement d'une s�equence, ou le projet�e
du i�eme �el�ement d'un produit cart�esien :

8i 2 [1 : : : n]; 8(x1; : : : ; xn) � �i(x1; : : : ; xn) = xi
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� Le combinateur � est une constante : 8x � �(x) = �.

� Les s�equences de combinateurs sont not�ees entre \<" et \>".

� La forme de construction est la simple application d'une s�equence de combinateurs
�a un objet : < f1; : : : ; fn >(x) = (f1(x); : : : ; fn(x)).

Exemple : < �3; �; �1 >(x; y; z; t) = (z; �; x)

D�e�nition formelle de la fonction �D(c) = (E ; In;Out) :
Soit c : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m) un constructeur ou un op�erateur d�e�ni.

Dans le cas d'un constructeur, nous avons m = 1. Le lien � est identique pour un
constructeur et un op�erateur d�e�ni. Nous l'explicitons dans le cas d'un op�erateur :

D�e�nition 3.2: E(c) = [x1 : : : xp]fTg est un texte Ada dont les p variables
x1 : : : xp sont dites li�ees. Nous avons p � n, p � m et p � n+m.

E(c) = [x1 : : : xp]fTg ) BoundV ars(E(c)) = (x1; : : : ; xp)

Les variables de T autres que x1 : : : xp sont dites libres.

D�e�nition 3.3: In(c) et Out(c) sont chacun une construction de p combinateurs
(p �etant le nombre de variables li�ees de E(c)), qui sont soit un combinateur �, soit le
combinateur � :

In(c) = < P1; : : : ; Pp > ^ Pi2[1:::p] 2 f�1; : : : ; �ng [ f�g
Out(c) = < P 0

1; : : : ; P
0
p > ^ P 0

i2[1:::p] 2 f�1; : : : ; �mg [ f�g

avec comme caract�eristiques :

1. La repr�esentation de chaque op�erande de c est introduite dans une et une seule
variable li�ee de E(c) :

8 In(c) = < P1 : : : Pp >; 8i 2 [1 : : : n]; 9!j 2 [1 : : : p] � Pj = �i

2. La repr�esentation du r�esultat (ou de chaque �el�ement du r�esultat) est r�ecup�er�e
dans une seule variable li�ee de E(c) :

8Out(c) = < P1 : : : Pp >; 8i 2 [1 : : : m]; 9!j 2 [1 : : : p] � Pj = �i

3. Une variable li�ee de E(c), soit re�coit une valeur comme param�etre e�ectif, c'est-
�a-dire par In(c), soit a sa valeur calcul�ee dans E(c) et est consid�er�ee comme un
r�esultat r�ecup�er�e par Out(c), soit elle correspond aux 2 cas pr�ec�edemment cit�es,
mais elle poss�ede toujours une valeur apr�es l'ex�ecution de E(c) :

8 i 2 [1 : : : p]
8 In(c) = < P1; : : : ; Pp >
8Out(c) = < P 0

1; : : : ; P
0
p >

9>=>; � Pi = �) P 0
i 6= �
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4. Une variable li�ee de E(c) �a la fois en entr�ee et en sortie correspond �a des sortes
du domaine et du co-domaine identiques :

8 i 2 [1 : : : p]
8 In(c) = < P1; : : : ; Pp >
8Out(c) = < P 0

1; : : : ; P
0
p >

9>=>; � Pi 6= � ^ P 0
i 6= �)

Pi(s1 : : : sn) = P 0
i (sn+1 : : : sn+m)

In(c) est le combinateur d'a�ectation des param�etres d'entr�ee (passage des para-
m�etres e�ectifs) et Out(c) est le combinateur d'a�ectation des param�etres de sortie
(r�ecup�eration du (ou des) r�esultat(s)).

Combinateur inverse des combinateurs In et Out :

Soit Pos une fonction qui renvoie l'indice de la position de son premier argument
dans la s�equence que constitue le deuxi�eme argument.

D�e�nition 3.4: Le combinateur inverse In(c)�1 du combinateur In(c) d'un cons-
tructeur ou op�erateur d�e�ni c : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m) avec m = 1 dans le
cas d'un constructeur est, pour In(c) = < P1; : : : ; Pp > :

In(c)�1 = < P 0
1; : : : ; P

0
n > tel que P 0

i2[1:::n] = �Pos(�i;In(c))

Le combinateur inverseOut(c)�1 du combinateurOut(c) = < P1; : : : ; Pp > d'un même
constructeur ou op�erateur d�e�ni est calcul�e de la même mani�ere que celui du combina-
teur In(c) (en rempla�cant n par m dans la r�egle pr�ec�edente).

Les caract�eristiques 1. et 2. de la d�e�nition 3.3 qui pr�ec�ede nous assurent que
8i 2 [1 : : : n] � Pos(�i; In(c)) et 8i 2 [1 : : : m] � Pos(�i; Out(c)) ont bien une valeur.

Composition de combinateurs In ou Out :

D�e�nition 3.5: Soient < P1; : : : ; Pp > et < P 0
1; : : : ; P

0
q > deux combinateur In ou

Out tels que 8�j 2 < P1; : : : ; Pp > � (j 2 [1 : : : q]). Le combinateur \ � " de composition
de ces deux combinateurs est d�e�ni par :

< P1; : : : ; Pp > � < P 0
1; : : : ; P

0
q > = < P 00

1 ; : : : ; P
00
p > tel que :

8i 2 [1 : : : p] �
�
P 00
i = Pi(P

0
1; : : : ; P

0
q)
�
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Combinateurs de superposition :

Quelle que soit la forme de d�erivation (fonctionnelle ou proc�edurale) de l'op�erateur
d�e�ni c dont le texte du lien d'impl�ementation est [x1 : : : xn]fTg, les variables auxquelles
il faut a�ecter les repr�esentations des op�erandes de c sont : In(c)�1(x1 : : : xn).

Dans le cas d'une forme fonctionnelle de d�erivation, en a�ectant �a In(c)�1(x1 : : : xn)
les valeurs respectives repr�esentant t1 : : : tn, E(c) � In(c)(x1 : : : xn) a pour r�esultat une
repr�esentation de c(t1 : : : tn). Dans le cas d'une forme proc�edurale de d�erivation, les
variables dans lesquelles il faut r�ecup�erer le r�esultat sont Out(c)�1(x1 : : : xn). Certaines
variables pouvant être communes aux entr�ees et aux sorties, nous nous dotons de combi-
nateurs permettant de faire cette composition : �L et �R d�ecrivent une \superposition"
de deux produits cart�esiens d'expressions Ada ayant les mêmes types pour leurs �el�e-
ments de même position.

D�e�nition 3.6: Soient (e1 : : : ep) et (e
0
1 : : : e

0
p) des produits cart�esiens dont chaque

�el�ement est, soit une expression Ada, soit �, et tels que si ei2[1:::p] 6= � ^ e0i 6= � alors
ei et e

0
i sont de même type. Les combinateurs �L et �R sont d�e�nis par :

(e1 : : : ep) �L (e01 : : : e
0
p) = (e001 : : : e

00
p) tel que : 8i 2 [1 : : : p] �

0B@ ei = � ) e00i = e0i
ei 6= � ) e00i = ei

1CA
et

(e1 : : : ep) �R (e01 : : : e
0
p) = (e001 : : : e

00
p) tel que : 8i 2 [1 : : : p] �

0B@ e0i = � ) e00i = ei
e0i 6= � ) e00i = e0i

1CA

Nous utilisons les combinateurs �L et �R pour d�ecrire la composition du passage
de param�etres e�ectifs par In avec la r�ecup�eration des r�esultats dans ces param�etres
par Out.

Combinateurs de soustraction :

Soit un combinateur qui permet de supprimer d'un produit cart�esien les �el�ements
qui appartiennent �a un autre produit cart�esien :

D�e�nition 3.7: Soient (e1 : : : ep) et (e
0
1 : : : e

0
p) des produits cart�esiens dont chaque

�el�ement est, soit une expression Ada, soit �, et tels que aucun produit cart�esien n'a
plusieurs occurrences d'une même expression. Le combinateur 	 est d�e�ni par :

(e1 : : : ep)	 (e01 : : : e
0
p) = (e001 : : : e

00
p) tel que :

8i 2 [1 : : : p] �

 
ei 2 fe01 : : : e

0
pg ) e00i = �

ei 62 fe01 : : : e
0
pg ) e00i = ei

!
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Combinateurs de choix :

Lors de la superpositions de 2 produits cart�esiens, nous pouvons nous retrouver
avec plusieurs occurrences du même �el�ement dans le produit cart�esien r�esultat, même
si chaque produit cart�esien initial n'a pas plusieurs occurrences d'une même variable.
Ceci peut être un inconv�enient lorsqu'il s'agit de d�eterminer un produit cart�esien de
variables qui doivent être la destination d'un r�esultat.

Nous nous dotons alors de deux combinateurs qui permettent de calculer une su-
perposition de 2 produits cart�esiens D1 et D2 sans occurrences multiples qui soit un
produit cart�esien �egalement sans occurrences multiples, et privil�egiant un op�erande ou
l'autre :

D1 <+=L D2 = D1 �L (D2 	D1)
D1 <+=R D2 = (D1 	D2) �R D2

Param�etres e�ectifs modi��es ou non :

Soit t = c(t1; : : : ; tn) ou t = c(t0) un terme �a d�eriver dont le constructeur ou op�era-
teur d�e�ni c devient une proc�edure. Soit la d�erivation de ses op�erandes (ou de son unique
op�erande de type produit cart�esien) : �#(t1) = ([[p1 ]]; hjf1ji) ; : : : ; �#(tn) = ([[p1 ]]; hjfnji)
ou �#(t0) = ([[p0 ]]; hjf1 ; : : : ; fnji). Les param�etres e�ectifs de E(c) doivent prendre pour
valeurs, les valeurs respectives de f1; : : : ; fn. Chaque param�etre peut être l'expression
correspondante de f1; : : : ; fn (g�en�eralement une variable) mais lorsqu'il n'est pas une
expression-gauche (un param�etre formel en mode in, ou un appel de fonction, par
exemple), une recopie dans une variable interm�ediaire doit être faite.

Les param�etres qui sont modi��es par l'impl�ementation de c sont d�etermin�es par :

P c
In-Out(f1; : : : ; fn) = ffi2[1:::n] j fi 2 Out(c)�1 � In(c)(f1; : : : ; fn)g

Les param�etres non modi��es par l'impl�ementation de c sont d�etermin�es par :

P c
In(f1; : : : ; fn) = ffi2[1:::n] j fi 62 Out(c)�1 � In(c)(f1; : : : ; fn)g

Nous notons In-to-Out le combinateur qui permet d'obtenir les param�etres d'entr�ee
correspondants en sortie aux r�esultats (tn+1; : : : ; tn+m) de l'�evaluation de t, ou � sinon :

In-to-Out(c) = Out(c)�1 � In(c)

Nous notons Out -to-In le combinateur qui permet d'obtenir, pour une destination
�x�ee du r�esultat (plusieurs expression-gauches devant contenir chaque �el�ement de la re-
pr�esentation du produit cart�esien r�esultat), leur correspondance en tant que param�etre
e�ectif d'entr�ee (modi��e) :

Out -to-In(c) = In(c)�1 � Out(c)

Exemple 3.7: Soit l'op�erateur dblappend dont la sp�eci�cation est la suivante :

operators

dblappend : (seqnat, seqnat, seqnat) -> (seqnat, seqnat)

equations

dblappend(L1, L2, L3) ==> ( append(L1,L2), append(L1,L3) )
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Soit le lien de d�erivation de dblappend avec une proc�edure dblconcat qui renvoie la
repr�esentation du doublet r�esultat s�epar�ement, dans le premier param�etre qui est ainsi
modi��e, et dans un param�etre suppl�ementaire en quatri�eme position :

E(dblappend) =
[lmod1; ladd1; ladd2; lres2]fdblconcat(lmod1, ladd1,ladd2,lres2)g

In(dblappend) = < �1; �2; �3; � >
Out(dblappend) = < �1; �; �; �2 >

L'interface de la proc�edure qui impl�emente dblappend est la suivante :

procedure dblconcat(lmod1: in out listint;

ladd1, ladd2: in listint;

lres2: out listint) ;

Nous avons :

In-to-Out(dblappend) = Out(dblappend)�1 � In(dblappend)
= < �1; �; �; �2 >

�1 � < �1; �2; �3; � >
= < �1; �4 > � < �1; �2; �3; � >
= < �1; � >

Out -to-In(dblappend) = In(dblappend)�1 � Out(dblappend)
= < �1; �2; �3; � >�1 � < �1; �; �; �2 >
= < �1; �2; �3 > � < �1; �; �; �2 >
= < �1; �; � >
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3.2 Principe de la d�erivation

3.2.1 De la signature alg�ebrique �a l'interface imp�erative

L'id�ee intuitive pour la d�erivation de l'axiomatisation d'un op�erateur d�e�ni est de
simuler le calcul abstrait par un calcul concret.

Nous avons pour l'op�erateur op : (s1 : : : sn) �> (sn+1 : : : sn+m) l'unique �equation
orient�ee suivante o�u �1 : : : �n sont des variables de types respectifs s1 : : : sn :

op(�1 : : : �n) ==> T[�0
1 : : : �

0
n]

avec f�0
1 : : : �

0
ng � f�1 : : : �ng

Exemple :

Pour op : (elem; seq[elem]; seq[elem]) �> seq[elem] l'�equation
op(x; y; z) ==> append(ins(x; y); z)

Pour plus de clart�e, nous avons suppos�e que toutes les variables �1 : : : �n apparaissent
dans T et nous notons T[�1 : : : �n] . L'absence de certaines variables de �1 : : : �n dans

T ne changeant rien �a la d�erivation. Nous avons �egalement le lien d�ecrivant le pro�l de
d�erivation de op d�e�ni par E(op), In(op) et Out(op)

Nous proposons la m�ethode suivante pour la fonction �# de d�erivation du code
Ada �a partir de l'�equation vue pr�ec�edemment.

�#(op(�1 : : : �n)) ==> �#(T[�1 : : : �n] )

Nous posons �#((�1 : : : �n)) = (x1 : : : xn) et op(�1 : : : �n) = (�n+1 : : : �n+m).
Soient (xn+1 : : : xn+m) de nouvelles variables de types respectifs �S(sn+1) : : :�S(sn+m).

Pour un op�erateur dont le lien sp�eci�cation LPG { interface Ada est d�e�ni, la r�egle
de calcul de la �gure 3.5 d�etermine les assertions concernant les variables en param�etres
e�ectifs de la fonction ou proc�edure d�eriv�ee. En appliquant cette r�egle, nous pouvons
d�eterminer l'en-tête du programme Ada, ainsi que les variables des param�etres formels
qui doivent repr�esenter le r�esultat alg�ebrique en d�erivation imp�erative. La �gure 3.3
suivante montre le passage du calcul abstrait au calcul concret :
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Fig. 3.3 { Du calcul abstrait au calcul concret

�n+1 : : :�n+m???y�#
???y�#

var1 : : :varm

�1 : : :�n???y�#
???y�#

x1 : : :xn

==>op(�1 : : : �n) T [�1 : : : �n]

E(op)

 
In(op)(x1 : : : xn)
�L Out(op)(xn+1 : : : xn+m))

!
==> �#(T[�1 : : : �n]

)

�n+1 : : :�n+m???y�#
???y�#

var1 : : :varm

�1 : : :�n???y�#
???y�#

x1 : : :xn

avec (var1 : : : varm) � Out(op)�1(In(op)(x1 : : : xn) �L Out(op)(xn+1 : : : xn+m))

�A partir de l'�equation d�e�nissant un op�erateur, et de son lien d'impl�ementation,
nous pouvons d�eterminer sa sp�eci�cation imp�erative, c'est-�a-dire son pro�l (fonction
ou proc�edure, mode des param�etres formels) et dans quels param�etres formels doivent
se trouver en �n d'ex�ecution du texte d�eriv�e, une repr�esentation du r�esultat alg�ebrique
calcul�e par la partie droite de l'�equation.

De mani�ere �a garder une bonne lisibilit�e du texte imp�eratif d�eriv�e, nous conser-
vons comme noms des param�etres formels de la fonction ou proc�edure d�eriv�ee, les
noms des param�etres en partie gauche de l'�equation d�e�nissant l'op�erateur �a d�eriver :
�#(�1; : : : ; �n) = (�1; : : : ; �n) dans la �gure 3.3, o�u (�1; : : : ; �n) sont alors des va-
riables.

La sp�eci�cation concr�ete (Ada) de la proc�edure ou fonction se calcule de la mani�ere
qui suit :

Le style : une proc�edure si 9P 6= � � (Out(op) = < : : : ; P; : : : >) et une fonction
sinon.

Les types des param�etres : (par-type1; : : : ; par-typep) tels que :

(par-type1; : : : ; par-typep) =
In(op)(�S(s1); : : : ;�S(sn)) �L Out(op)(�S(sn+1); : : : ;�S(sn+m))

Les modes des param�etres : (par-mode1; : : : ; par-modep) tels que :

8i 2 [1 : : : p] �

0B@ In(op)i 6= � ^ Out(op)i = � ) par-modei = in

In(op)i 6= � ^ Out(op)i 6= � ) par-modei = in out

In(op)i = � ^ Out(op)i 6= � ) par-modei = out

1CA
Les noms des param�etres : Pour une meilleure lisibilit�e, nous conservons les noms

des param�etres formels de op comme param�etres formels de la fonction ou pro-
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c�edure d�eriv�ee OP (sinon, le même renommage devrait être appliqu�e �a la partie
droite de l'�equation avant d�erivation) :

(par-nom1 : : : par-nomn)
= In(op)(�#(�1); : : : ;�

#(�n)) �L Out(op)(xn+1; : : : ; xn+m)
= In(op)(�1; : : : ; �n) �L Out(op)(xn+1; : : : ; xn+m)

Et la sp�eci�cation dans le domaine concret obtenue est :

� pour une proc�edure :

procedure E(op)(par-nom1 : par-mode1 par-type1; : : : ;
par-nomp : par-modep par-typep )

� pour une fonction, o�u p = n :

function E(op)(par-nom1 : par-type1 : : : par-nomp : par-typep)return�S(sn+1)

Les variables �1; : : : ; �n sont pour certaines des param�etres formels en entr�ee uni-
quement : P op

In(�1; : : : ; �n) et pour d'autres des param�etres formels en entr�ee-sortie :
P op
In-Out(�1; : : : ; �n). L'ensemble des premi�eres est appel�e ParamIn dans la d�erivation de
T[�1; : : : ; �n]

et l'ensemble des secondes : ParamIn-Out. La d�erivation de T[�1; : : : ; �n]
se fait avec, dans le cas d'une proc�edure, connaissance de la destination des r�esultats :
(var1 : : : varm). La d�erivation du texte imp�eratif en tient compte, et ajoute les a�ec-
tations des r�esultats aux param�etres formels (var1 : : : varm) dans le code d�eriv�e (en
une seconde �etape, nous pouvons attribuer �a chaque sous-terme de T sa destination
lorsque celle-ci est calculable �a partir de la destination (var1 : : : varm) de T et des liens
d'impl�ementation des op�erateurs de chaque sous-terme). Nous notons �#

(var1:::varm)

cette d�erivation.

Exemple 3.8: Soit l'op�erateur

op : (seqnat; seqnat; seqnat; seqnat) �> (seqnat; seqnat; seqnat)

d�e�ni par l'�equation :

op(x; y; z; t) ==> (concat (concat3 (x; y; renverse(z)); t); concat(x; z); tri(concat (t; x)))

dont nous voulons faire la d�erivation vers une proc�edure OP.
En chapitre 7 section 7.2 nous proposons une syntaxe pour la d�e�nition du lien

d'impl�ementation. Le lien d'impl�ementation (et de d�erivation de op) est le suivant :

E(op) = [x; y; z; t]fOP(x,y,z,t)g;
In(op) = < �1; �2; �3; �4 >;Out(op) = < �2; �; �1; �3 >

Soit �S (seqnat) = listint, les types (par-type1; : : : ; par-type4) des param�etres res-
pectifs de la proc�edure OP sont :

In(op)(�S (seqnat);�S (seqnat);�S (seqnat);�S (seqnat))
�L Out(op)(�S (seqnat);�S (seqnat);�S (seqnat))
= (listint; listint; listint; listint)
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Leurs modes respectifs (par-mode1; : : : ; par-mode4) sont (in out; in; in out; in out).

Les param�etres formels de OP sont :

(par-nom1 : : : par-nom4)= In(op)(x; y; z; t) �L Out(op)(v1; v2; v3; v4)
= (x; y; z; t)

les variables v[1:::4] ne servent pas car il n'y a pas de param�etre en mode out uniquement.

La partie gauche de l'�equation est d�eriv�ee dans le domaine concret en :

procedure OP(par-nom1 : par-mode1 par-type1 : : : par-nom4 : par-mode4 par-type4)
= procedure

OP(x : in out listint; y : in listint; z : in out listint; t : in out listint)

et le terme T en partie droite de l'�equation �a traduire, doit être d�eriv�e en un texte Ada
qui, en �n d'ex�ecution, doit contenir les repr�esentations des r�esultats alg�ebriques dans
les variables suivantes (ou être une expression fonctionnelle si la destination calcul�ee
est �) :

Out(op)�1(par-nom1; : : : ; par-nom4)= < �2; �; �1; �3 >
�1(par-nom1; : : : ; par-nom4)

= < �3; �1; �4 >(x; y; z; t)
= (z; x; t)

En cons�equence, le texte d�eriv�e est not�e �#
(z; x; t) (T).

3.2.2 Mise en �uvre du lien � dans la d�erivation par �#

Soient :

� c : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m) un op�erateur d�e�ni.

� �D(c) = (E(c); In(c); Out(c)) le lien de d�erivation ou d'impl�ementation de c.

� un terme alg�ebrique de LPG ayant c en racine :
t = c(t1; : : : ; tn) avec t1 : s1; : : : ; tn : sn

ou
t = c(t0) avec t0 = d(u1; : : : ; uk) : (s1; : : : ; sn)

� (bt1; : : : ; btn) le produit cart�esien r�esultat de l'�evaluation de (t1; : : : ; tn) ou de t0 dans
un mod�ele choisi de la s�emantique adopt�ee pour nos sp�eci�cations alg�ebriques.
Le r�esultat de t dans le mod�ele choisi est bt.

� les types qui correspondent aux sortes du domaine et du co-domaine de c :
typ1 = �S(s1); : : : ; typn = �S(sn)

et
typn+1 = �S(sn+1); : : : ; typn+m = �S(sn+m)

� x1 : : : xn des variables de types respectifs typ1 : : : typn.
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La correction du lien d'impl�ementation implique :

Dans le cas d'une d�erivation vers une forme fonctionnelle, c'est-�a-dire pour
Out(c) = < �; : : : ; � >, m = 1 et les variables x1 : : : xn ayant pour valeurs res-
pectives des repr�esentations des op�erandes de c, les valeurs alg�ebriques bt1 : : : btn :

�#(t) = E(c) � In(c)(x1; : : : ; xn)

et la valeur de l'�evaluation de �#(t) est une repr�esentation de bt.
D'apr�es l'interpr�etation d�e�nie en 3.1.5 nous pouvons �ecrire :

fv := �#(t); g ) I(v) = bt
Ce qui donne, en int�egrant la d�erivation des op�erandes de c :

� pour t = c(t1; : : : ; tn) avec �#(t1) = ([[p1 ]]; hjf1ji); : : : ;�
#(tn) = ([[pn ]]; hjfnji)

et 8i 2 [1 : : : n] � pi ) I(fi) = bti
�#(t) = ([[p1; : : : ; pn ]]; hjE(c) � In(c)(f1; : : : ; fn)ji)

et la valeur de l'�evaluation de E(c) � In(c)(f1; : : : ; fn) apr�es l'ex�ecution de
p1; : : : ; pn; est �egale �a une repr�esentation de bt :

fp1; : : : ; pn; g ) I(E(c) � In(c)(f1; : : : ; fn)) = bt
� pour t = c(t0) avec �#(t0) = ([[p0;]]; hjf1; : : : ; fnji) et p0 ) I(f 0) = bt0

�#(t) = ([[p0;]]; hjE(c) � In(c)(f1; : : : ; fn)ji)

et la valeur de l'�evaluation de E(c) � In(c)(f1; : : : ; fn) apr�es l'ex�ecution de
p0; est �egale �a une repr�esentation de bt :

fp0; g ) I(E(c) � In(c)(f1; : : : ; fn)) = bt
Dans le cas d'une d�erivation vers une forme proc�edurale, c'est-�a-dire lorsque

9P 6= � � (Out(c) = < : : : ; P; : : : >) et m � 1 : soient xn+1 : : : xn+m des va-
riables de types respectifs typn+1 : : : typn+m, par abus de notation, nous pouvons
�ecrire :

�#(t) = fE(c)(In(c)(x1; : : : ; xn) �L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m));g

et apr�es ex�ecution de �#(t), chaque �el�ement du produit cart�esien (dtn+1; : : : ; dtn+m)
est repr�esent�e respectivement par les variables :

Out(c)�1(In(c)(x1; : : : ; xn) �L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m))

En int�egrant la d�erivation des op�erandes de c, tels qu'ils sont d�ecrits dans la
d�erivation fonctionnelle (plusieurs op�erandes, ou un unique op�erandes dont la
sorte est un produit cart�esien de sortes simples) :

� pour t = c(t1; : : : ; tn) avec �#(t1) = ([[p1 ]]; hjf1ji); : : : ;�#(tn) = ([[pn ]]; hjfnji) :

�#(t) = (pt; f t)
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avec

pt = [[ p1; : : : ; pn;S
i2[1:::n]fxi := fi ; j fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn) ^ :LeftExpr(fi)g;

E(c)(In(c)(f 01; : : : ; f
0
n) �L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m)); ]]

f t = hjOut(c)�1(In(c)(f 01; : : : ; f
0
n) �L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m))ji

tels que

8i 2 [1 : : : n] � (fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn) ^ :LeftExpr(fi)) ) f 0i = xi
^ :(fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn) ^ :LeftExpr(fi)) ) f 0i = fi

et apr�es ex�ecution de pt, les variables de f t contiennent une repr�esentation
de bt :

fpt; g ) I(f t) = bt
� pour t = c(t0) avec �#(t0) = ([[p0;]]; hjf1; : : : ; fnji) :

�#(t) = (pt; f t)

avec

pt = [[ p0;S
i2[1:::n]fxi := fi ; j fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn) ^ :LeftExpr(fi)g;

E(c)(In(c)(f 01; : : : ; f
0
n) �L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m)); ]]

f t = hjOut(c)�1(In(c)(f 01; : : : ; f
0
n) �L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m))ji

tels que

8i 2 [1 : : : n]� (fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn) ^ :LeftExpr(fi)) ) f 0i = xi
^ :(fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn) ^ :LeftExpr(fi)) ) f 0i = fi

et apr�es ex�ecution de pt, les variables de f t contiennent une repr�esentation
de bt :

fpt; g ) I(f t) = bt

D�erivation avec d�etermination des param�etres e�ectifs en utilisant la connais-
sance de la destination du r�esultat :

Les r�egles pr�ec�edentes, d�ecrites dans le cas d'une d�erivation proc�edurale ne n�eces-
sitent que :

� le lien de d�erivation �(c) du constructeur ou de l'op�erateur d�e�ni
c : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m),
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� le r�esultat �#(t1) : : :�
#(tn) de la d�erivation des op�erandes t1 : : : tn de c,

� des variables \frâ�ches" (x1; : : : ; xn), c'est-�a-dire n'appartenant ni �a E(c), ni �a
�#(t1); : : : ;�

#(tn), de types respectifs �S(s1); : : : ;�S(sn). Elles serviront de va-
riables interm�ediaires en position de param�etres e�ectifs modi��es (in out) �a la
place d'expressions de �#(t1) : : :�

#(tn) qui ne sont pas des expression-gauches,

� des variables \frâ�ches" (xn+1; : : : ; xn+m), c'est-�a-dire n'appartenant ni �a E(c), ni
�a �#(t1); : : : ;�

#(tn), de types respectifs �S(sn+1); : : : ;�S(sn+m). Ces variables
ne seront utilis�ees comme param�etres e�ectifs que pour les param�etres formels de
E(c) qui sont en sortie uniquement : Out(c)�1(BoundV ars(E(c))).

Dans le cas o�u les destinations des �el�ements du r�esultat sont connus (des expression-
gauches), il nous est alors possible de d�eterminer leur position en tant que param�etres
e�ectifs de E(c), et lorsque ceux-ci sont �a la fois en entr�ee et en sortie, de choisir entre :

Cas no 1 l'a�ectation �a la destination de l'expression r�esultat de la compilation de
l'op�erande, et d'utiliser la destination comme param�etre e�ectif.

Cas no 2 l'utilisation de l'expression r�esultat de la compilation de l'op�erande de c
comme param�etre e�ectif de c (lorsqu'il s'agit d'une expression-gauche) et de
l'a�ectation de celle-ci, modi��ee, �a la destination apr�es ex�ecution de E(c).

Soient les expressions-gauches dest1; : : : ; destm (g�en�eralement des variables) o�u desti = �
si la destination n'est pas connue, qui doivent contenir chacune apr�es ex�ecution de
�#(c(t1; : : : ; tn)), une repr�esentation d'un �el�ement du produit cart�esien r�esultat. Si
desti2[1:::m] = � alors l'expression-gauche contenant un �el�ement du r�esultat doit être
d�eduite des param�etres d'entr�ee. Soit (d1; : : : ; dn) � Out -to-In(c)(dest1; : : : ; destm) le
produit cart�esien dont chaque �el�ement est, soit �, soit l'expression-gauche qui doit
contenir une repr�esentation du r�esultat en �n d'ex�ecution de �#(c(t1; : : : ; tn)), et dans
sa position de param�etre e�ectif modi��e.

Cas no 1, le param�etre e�ectif est d�etermin�e selon la r�egle suivante :

8i 2 [1 : : : n] �

 
fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn)
^ di 6= �

!
) param�etre e�ectif di

^

0B@fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn)
^ di = �
^ :LeftExpr (fi)

1CA) param�etre e�ectif xi

^

0BBB@
fi 62 PIn-Out(f1; : : : ; fn)

_

0B@fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn)
^ di = �
^ LeftExpr (fi)

1CA
1CCCA) param�etre e�ectif fi
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Cas no 2, le param�etre e�ectif est d�etermin�e selon la r�egle suivante :

8i 2 [1 : : : n] �

0B@fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn)
^ :LeftExpr (fi)
^ di 6= �

1CA) param�etre e�ectif di

^

0B@fi 2 PIn-Out(f1; : : : ; fn)
^ :LeftExpr (fi)
^ di = �

1CA) param�etre e�ectif xi

^

 
fi 62 PIn-Out(f1; : : : ; fn)
_ LeftExpr (fi)

!
) param�etre e�ectif fi

Nous montrons maintenant les r�egles qui d�e�nissent dans ces deux cas, le code d�eriv�e
pour ex�ecuter dans le domaine concret l'application de l'op�erateur ou constructeur c.

� Soient pr1; : : : ; prp les param�etres e�ectifs assign�es aux variables li�ees de E(c).

� Soient f�1 ; : : : ; f�n les parties fonctionnelles de �#(t1); : : : ;�
#(tn) qui sont des

expression-gauches, et peuvent donc être en position de param�etre e�ectif modi-
��e :

8i 2 [1 : : : n] � LeftExpr (fi) ) f�i = fi
^ :LeftExpr(fi) ) f�i = �

� Soient (fpre
1 ; : : : ; fpre

n ) les param�etres d'entr�ee d�etermin�es en fonction des para-
m�etres e�ectifs de E(c).

La r�egle de d�erivation 3.4 suivante montre le cas no 1 o�u les destinations connues
sont utilis�ees en priorit�e par rapport aux expression-gauches fi2[1:::n] d�eriv�ees, pour être

modi��ees par la partie proc�edurale de �#(c(t1; : : : ; tn)).
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t1 : : : tn
c

���������������������������! dtn+1 : : : dtn+m??????????y
�#

??????????y
�#

[[p1; : : : ; pn;S
i2[1:::n]ff

pre
i := fi; j f

pre
i 6= fig

E(c)(pr1; : : : ; prp); ]]

x??????????
I

x??????????
I

([[p1 ]]; hjf1ji) : : :([[pn ]]; hjfnji)���������������������������!hjfn+1; : : : ; fn+m]ji

avec

(pr1; : : : ; prp) � Out(c)(dest1; : : : ; destm)
�L In(c)(f�1 ; : : : ; f

�

n )
�L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m)
�L In(c)(f1; : : : ; fn)

et

(fpre1 ; : : : fpren ) � In(c)�1(pr1; : : : ; prp)
(fn+1; : : : fn+m) � Out(c)�1(pr1; : : : ; prp)

Fig. 3.4 { Traduction dans le domaine concret de l'application d'un op�erateur, desti-

nations connues des r�esultats en param�etres e�ectifs.

La r�egle de d�erivation 3.5 suivante montre le cas no 2 o�u les expression-gauches
fi2[1:::n] d�eriv�ees sont utilis�ees en priorit�e aux destinations connues pour être modi��ees

par la partie proc�edurale de �#(c(t1; : : : ; tn)). Soient (fpost1 ; : : : ; fpostn ) les param�etres
de sortie d�etermin�es en fonction des param�etres e�ectifs de E(c).
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t1 : : : tn
c

���������������������������������! dtn+1 : : : dtn+m???????????????y
�#

???????????????y
�#

[[p1; : : : ; pn;S
i2[1:::n]ff

pre
i := fi; j f

pre
i 6= fig

E(c)(pr1; : : : ; prp);S
i2[1:::m]fdesti := fposti ; j desti 6= fposti

^ desti 6= �g]]

x???????????????
I

x???????????????
I

([[p1 ]]; hjf1ji) : : :([[pn ]]; hjfnji)���������������������������������!hjfn+1 : : :fn+m]ji

avec

(pr1; : : : ; prp) � In(c)(f�1 ; : : : ; f
�

n )
�L Out(c)(dest1; : : : ; destm)
�L Out(c)(xn+1; : : : ; xn+m)
�L In(c)(f1; : : : ; fn)

et

(fpre1 ; : : : fpren ) � In(c)�1(pr1; : : : ; prp)
(fpost1 ; : : : fpostm ) � Out(c)�1(pr1; : : : ; prp)

et

(fn+1; : : : fn+m) � (fpost1 ; : : : ; fpostm )
�R (dest1; : : : ; destm)

Fig. 3.5 { Traduction dans le domaine concret de l'application d'un op�erateur,

expression-gauches d�eriv�ees des op�erandes en param�etres e�ectifs

Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre :

� le cadre pratique dans lequel se place la technique de d�erivation ;

� une description semi-formelle du lien d'impl�ementation d'une sp�eci�cation alg�e-
brique par un paquetage imp�eratif ;

� une �enum�eration des di��erentes contraintes �a respecter lors de la d�erivation d'un
terme alg�ebrique ;
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� une description du pr�e-traitement qui consiste �a compiler la s�election d'�equation
(\pattern matching") pour obtenir une unique �equation avec le terme �a d�eriver
en partie droite ;

� le formalisme utilis�e pour d�ecrire le code imp�eratif obtenu par la d�erivation d'un
terme alg�ebrique ;

� le formalisme qui permet de d�e�nir les di��erents composants d'un lien d'impl�e-
mentation entre une sp�eci�cation alg�ebrique et un paquetage imp�eratif ;

� le principe global de la d�erivation et de l'obtention de l'interface du paquetage
imp�eratif �a partir du pro�l alg�ebrique et de l'�equation �a d�eriver ;

� les di��erents cas d'un pas de d�erivation, suivant les di��erents styles d'impl�e-
mentation d'un op�erateur, les di��erents types de r�esultats de la d�erivation de
ses op�erandes, et selon que les adresses destinations des r�esultats interm�ediaires
soient synth�etis�ees ou h�erit�ees.



Chapitre 4

R�esolution des con
its d'acc�es

aux variables, avec un coût

minimum en duplications

4.1 Motivations, notations, principe

Soit l'axiomatisation de l'op�erateur op d�e�nie par l'�equation :

op(x1 : : : xn) ==> T(x1 : : : xn)

La d�erivation de op(x1 : : : xn) avec l'information du pro�l de op, tel que cela est
montr�e en �n du chapitre pr�ec�edent, permet d'obtenir l'interface de la fonction ou
proc�edure qui impl�emente op.

Pour obtenir le corps de programme correspondant �a l'interface, nous devons d�eriver
le texte Ada qui permet d'�evaluer le terme T(x1 : : : xn)

dans le domaine concret. Pour

simpli�er, nous conserverons les mêmes noms de variables pour les param�etres formels :
(x1; : : : ; xn) = �#(x1; : : : ; xn).

4.1.1 Variable = valeur r�ef�erenc�ee par un nom

Dans le domaine des sp�eci�cations alg�ebriques, nous ne manipulons que des valeurs.
Une variable x du terme T est donc :

� soit une des variables xi2[1:::n] li�ees universellement,

� soit une variable interm�ediaire d�e�nie par un \let x = t1 in t2 endlet", sous-
terme de T.

Dans le premier cas, la valeur de x est celle que x re�coit en tant que param�etre formel
en partie gauche de l'�equation, et qui est constante pendant tout le calcul du terme en
partie droite. Dans le second cas, x re�coit la valeur du terme t1, et poss�ede cette valeur
pendant tout le calcul du terme t2.
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Con
its d'acc�es aux variables

Les sous-termes de T qui consistent en une application d'un op�erateur �a des va-
riables peuvent avoir comme code Ada �equivalent, des instructions qui d�etruisent les
valeurs de ces variables :

Exemple 4.1: Soit l'op�erateur d'int�erêt

apprev : (seqint; seqint) �> (seqint; seqint)

qui renvoie un produit cart�esien dont le premier �el�ement est une concat�enantion des
deux s�equences d'entiers op�erandes, et le second �el�ement, la s�equence d'entiers en pre-
mier op�erande rang�es dans l'ordre inverse :

apprev(x; y) ==> (append(x; y); reverse(x))

Soient les impl�ementations de append par la proc�edure APPEND qui modi�e son
premier param�etre, et de l'op�erateur reverse par la fonction REVERSE.

Le terme �a d�eriver est repr�esent�e par le graphe suivant :

(  ,  )

append(  ,  ) reverse(  )

x y

En entrée uniquement:
En entrée-sortie:

x

Les utilisations des variables sont indiqu�ees par les traits simples ou doubles, les d�epen-
dances fonctionnelles sont indiqu�ees par les 
�eches simples. La signi�cation des 
�eches
en pointill�es est donn�ee plus loin.

Nous voyons simplement que l'ex�ecution de l'impl�ementation du append avant celle
du reverse modi�e la variable x, et que sa valeur n'est plus correcte lors de l'appel de
la fonction REVERSE (exception faite lorsque y est la liste vide).

Des textes Ada possibles sont les suivants :

Incorrect Correct Correct

APPEND(x,y);

v1 := REVERSE(x);

v1 := REVERSE(x);

APPEND(x,y);

DUPLICATION(x,x2);

APPEND(x,y);

v1 := REVERSE(x2);

R�esultats dans : x, v1 R�esultats dans : x, v1
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La r�esolution d'un con
it d'acc�es �a une variable v s'e�ectue :

1. soit, pour une instruction i qui modi�e v,

(a) en utilisant une unique duplication de v pour toutes les instructions qui
l'utilisent apr�es i en lecture seulement,

(b) puis en utilisant �a la place de v, une duplication dans une variable interm�e-
diaire pour chaque instruction j qui l'utilisait et modi�ait v apr�es i,

2. soit en pla�cant chaque instruction qui utilise v en lecture seulement avant toutes
les instructions qui la modi�ent.

Un ensemble de con
its sur une ou plusieurs variables peut se r�esoudre en utilisant
l'une des deux m�ethodes pour certains acc�es con
ictuels, et l'autre m�ethode pour les
acc�es con
ictuels restants. Il est clair que la seconde m�ethode est la plus �economique, et
c'est cet ordre de pr�ec�edence des calculs que nous voulons privil�egier et qui est indiqu�e
dans l'exemple 4.1 pr�ec�edent par un arc orient�e en pointill�es (la variable con
ictuelle
est indiqu�ee sur l'arc). Le but de notre travail est de r�esoudre ces con
its en respectant
au maximum l'ordre indiqu�e par ces arcs x pour e�ectuer les calculs dans le
domaine concret.

Nous e�ectuons l'optimisation qui consiste �a utiliser une donn�ee comme param�etre
e�ectif avant que sa valeur soit modi��ee. Nous ne descendons pas �a un niveau de d�etail
�elev�e qui consisterait �a �etudier quelles sont les parties exactes d'une donn�ee qui sont
utilis�ees et lesquelles sont modi��ees. Ceci peut être exprim�e au niveau des alg�ebres en
d�esignant des sous-termes au moyen de s�electeurs appliqu�es aux termes. Cette approche
plus �ne n'est pas trait�ee dans ce m�emoire et nous nous limitons �a une granularit�e du
niveau des variables, qui sont dites utilis�ees ou modi��ees totalement ou non.

Dans le domaine abstrait, au niveau alg�ebrique, seul l'ordre de d�ependance fonction-

nel doit obligatoirement être respect�e dans l'�evaluation d'un terme : chaque sous-terme
doit être �evalu�e avant l'op�eration racine du terme qui le contient.

Nous consid�erons que l'ordre d'�evaluation entre op�erandes est une convention du
langage. Lorsque cette �evaluation d�epend du r�esultat d'un autre op�erande, nous l'ap-
pelons ordre de d�ependance op�erationnel . C'est le cas du if -then-else et du let qui sont
trait�es �a part des autres op�erateurs. Les op�erandes sont suppos�es ne pas pouvoir faire
des \e�ets de bord".

De mani�ere �a appliquer cette premi�ere optimisation, nous consid�erons �egalement
que la propri�et�e d'ordre quelconque d'�evaluation des op�erandes est v�eri��ee par le code
g�en�er�e. Il est alors possible de r�earranger les s�equences de code entre elles lorsqu'elles
proviennent de sous-termes disjoints, de mani�ere �a �eviter les duplications de sauvegarde
des variables. Cette technique peut être compar�ee �a celles d'anticipation et de tempo-

risation de [MR74] pour optimiser le temps d'ex�ecution et l'espace m�emoire utilis�e.

4.1.2 Localisation des con
its

Le mode : utilisation ou une modi�cation, d'une variables x qui apparâ�t dans le
terme T �a d�eriver : t = op(: : : ; x; : : :) et t 2 T, peut être d�eduite du pro�l de la fonction
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ou proc�edure qui impl�emente op. Par contre cette variable peut �egalement être utili-
s�ee ou modi��ee par un calcul lorsqu'elle contient le r�esultat du calcul d'un op�erande
(en entr�ee-sortie ou sortie uniquement dans le texte Ada qui calcule cet op�erande) :
t0 = op 0(: : : ; t; : : :) et t0 2 T avec x en entr�ee-sortie dans l'impl�ementation de op.

Nous proposons dans une premi�ere �etape de ne pas introduire en sortie uniquement
dans un texte Ada d�eriv�e, de variable des param�etres formels x1; : : : ; xn, et de ne
reconnâ�tre les utilisations et modi�cations des ces variables qu'aux positions de T o�u
elles apparaissent explicitement comme op�erandes :

Exemple 4.2: Soit le terme T[x; y; z] �a d�eriver qui suit, pour lequel l'op�erateur

append poss�ede la même impl�ementation que pr�ec�edemment :

T[x; y; z] = append (append (append (x; y); y); append (z; x))

x
append(   ,   )

x
append(   ,   )

x
append(   ,   )

x

append(   ,   )

y z

z

x

N1

N2

N4

N3

Pour chaque calcul, la variable qui en contient le r�esultat est encadr�ee.
Voici trois solutions possibles du con
it d'acc�es �a x :

APPEND(z,x);

APPEND(x,y);

APPEND(x,y);

APPEND(x,z);

DUPLICATION(x,x2);

APPEND(x,y);

APPEND(x,y);

APPEND(z,x2);

APPEND(x,z);

DUPLICATION(x,x2);

APPEND(x2,y);

APPEND(x2,y);

APPEND(z,x);

APPEND(x2,z);

R�esultat dans : x R�esultat dans : x R�esultats dans : x2

Lorsque nous r�esolvons un con
it d'acc�es, dans le domaine concret, �a une variable
qui est un op�erande dans T (dans le domaine des sp�eci�cations), cette variable n'est
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pas source de con
its aux niveaux \sup�erieurs" (dans les calculs post�erieurs), même
lorsqu'elle apparâ�t dans le texte g�en�er�e, contenant le r�esultat d'un sous-calcul, et �a
nouveau modi��ee. Dans notre exemple, la r�esolution du con
it d'acc�es �a x, entre les
calculs cod�es aux n�uds N4 et N3 r�esolvent les con
its qui pourraient exister entre
les calculs des n�uds N2 et N3, ou N1 et N3. Nous ne d�eduisons donc pas d'ordre de
pr�ec�edence entre ces calculs.

Nous pouvons donc introduire des pr�ec�edences entre calculs d�eduits des utilisa-
tions/modi�cations, au niveau concret, des op�erandes qui sont des variables au niveau
abstrait. Ceci est vrai tant que les param�etres e�ectifs du code d�eriv�e de op(t1; : : : ; tm)
sont \synth�etis�es" �a partir des r�esultats du code d�eriv�e de t1; : : : ; tm (parmi ces para-
m�etres, les seules variables de fx1; : : : ; xng sont celles qui contiennent un r�esultat de
t1; : : : ; tm, et sont �a la position de param�etre qui leur correspond. Elles ne sont pas
introduites sous forme de param�etre e�ectif en sortie uniquement).

4.1.3 Sous-ensembles d'acc�es con
ictuels ind�ependants

Il est possible de partitionner les calculs en sous-calculs qui n'entrent pas en con
it
d'acc�es aux variables, malgr�e leur utilisation des mêmes variables selon des modes
di��erents :

Exemple 4.3: Le terme T doit ici être d�eriv�e en un corps de proc�edure qui calcule
deux valeurs. Les param�etres formels en sortie de la proc�edure qui contiennent ces
valeurs sont z et x, dans cet ordre. L'op�erateur append poss�ede la même impl�ementation
que dans l'exemple pr�ec�edent :

T[x; y; z] = (append (x; y); if (x = y) then append (z; x) else append (y; z) endif )

x
append(   ,   )

v1 z

z

x y

(   =   ) append(   ,   )
z

if     then     else     endif

z

append(   ,   )

(   ,   )
z, x

duplication( z , x )

duplication( x , z )
x z

x

y

x

duplication( y , z )
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Pour chaque calcul, la variable qui en contient le r�esultat est encadr�ee.

Le r�esultat du calcul du if -then-else doit être contenu dans une unique variable
destination, car cette variable doit être utilis�ee comme param�etre du calcul dont le
if -then-else est op�erande. Nous rajoutons donc en �n des calculs then et/ou else des
a�ectations qui impliquent cette destination unique du r�esultat (ici : choix de z et
a�ectation de y �a z dans le sous-terme else).

De même, nous rajoutons �egalement des a�ectations au calcul e�ectu�e en racine du
terme �a d�eriver, lorsque le code �a obtenir est celui d'une proc�edure et que param�etres
formels de retour sont alors connus (ici : les r�esultats des calculs contenus dans x et z
doivent être respectivement dans z et x).

Nous appelons ces a�ectations des post-a�ectations.

Les calculs des sous-termes then et else ne sont jamais e�ectu�es tous les deux.
Cons�equences :

� les sous-termes then et else n'ont pas de con
its entre eux,

� ne sachant pas quel sous-terme, then ou else est ex�ecut�e, nous ne d�eduisons pas de
con
its entre ceux-ci et les sous-termes \externes" au if -then-else. Nous r�eglons
alors localement les con
its internes aux sous-termes then et else. Nous attribuons
ensuite l'ensemble de leurs utilisations et modi�cations de variables au terme
if -then-else (con
its d'acc�es �a x et y dans notre exemple).

Les post-a�ectations peuvent être �egalement sujettes �a con
its, comme c'est le cas
dans notre exemple. Un seul ordre de pr�ec�edence doit ici être supprim�e, et la variable
con
ictuelle dupliqu�ee (par exemple : v2 := x; x := z; z := v2). Nous voyons qu'il
s'agit d'un autre type de con
it, �a r�esoudre localement aux post-a�ectations. Il ne
porte pas sur la valeur des variables �a l'appel de la proc�edure, mais sur la valeur d'un
r�esultat de sous-calcul : il n'y a pas lieu dans notre exemple de d�eduire un con
it entre
les post-a�ectations de la \racine" et les sous-termes qui utilisent et modi�ent x et z.

4.1.4 Raisons et cons�equences du choix d'un ordre d'�evaluation entre

plusieurs sous-termes

Soient 2 sous-termes t1 et t2 d'un terme T. Chacun est d�eriv�e vers un texte imp�eratif
qui peut comporter des a�ectations destructives de variables ou des appels de proc�e-
dures. Ce que nous appelons \ordre d'�evaluation" d'un terme par rapport �a un autre
est l'ordre d'ex�ecution du texte d�eriv�e de l'un par rapport �a celui d�eriv�e de l'autre. Cet
ordre peut avoir plusieurs motivations, qui sont r�epertori�ees selon les cas suivants :

1. L'ordre d'�evaluation de t1 par rapport �a t2 est �x�e par la d�ependance des calculs :
si t1 est sous-terme de t2, le texte Ada d�eriv�e de t1 doit être �evalu�e avant celui
d�eriv�e de t2. Ce qui revient �a dire que le texte (instruction pr�ed�e�nie, d'a�ectation,
appel de fonction ou de proc�edure) qui impl�emente l'op�erateur en racine du terme
t1 doit être ex�ecut�ee avant celui qui impl�emente l'op�erateur en racine du terme
t2.
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2. Lorsque 2 sous-termes t1 et t2 n'ont ni d�ependance fonctionnelle ni d�ependance
op�erationnelle entre eux, il peut être int�eressant de leur a�ecter cependant un
ordre d'ex�ecution du code d�eriv�e en fonction des con
its d'utilisation de leurs
variables communes. En e�et chacune peut induire un ordre suivant son mode
d'utilisation dans les texte Ada d�eriv�es de t1 et t2, par la n�ecessit�e d'e�ectuer des
duplications de sauvegarde ou non pour r�esoudre les con
its d'utilisation. Notre
but est de minimiser ces recopies de sauvegarde :

(a) Si la variable est uniquement utilis�ee par tous les textes d�eriv�es : l'ordre est
quelconque.

(b) Si la variable est modi��ee par toutes les instructions l'utilisant dans les
textes Ada d�eriv�es, une seule instruction pourra e�ectivement la modi�er.
Il faudra choisir le sous-terme pr�ecis dont l'op�erateur en racine sera d�eriv�e
en une instruction modi�ant cette variable, et faire une duplication de cette
variable dans des variables interm�ediaires que modi�eront les autres instruc-
tions concern�ees. L'ordre d'�evaluation est donc quelconque (seule possibilit�e
d'optimisation : r�eutiliser les variables interm�ediaires apr�es leur modi�cation
par les autres instructions modi�catrices, mais ces techniques de r�eutilisa-
tion d'espace m�emoire sont bien connues, implant�ees dans les compilateurs
et nous ne les reprendrons pas ici).

(c) Si la variable est utilis�ee par certains sous-termes et modi��ee par d'autres,
la recopie sera �evit�ee s'il n'existe qu'une instruction modi�catrice d�eriv�ee, et
que toutes les instructions utilisatrices peuvent être ex�ecut�ees avant. Le non
respect de cet ordre implique une duplication de sauvegarde de la variable.
Une exception sera faite lorsque la variable provient d'un param�etre en mode
in uniquement, puisque ne pouvant être modi��ee, elle devra in�evitablement
être dupliqu�ee dans une variable interm�ediaire.

3. Pour r�esoudre un con
it d'a�ectation de plusieurs variables : lorsqu'un ensemble
de variables doit recevoir les valeurs d'un autre ensemble de variables, il y a
con
it si l'intersection des 2 ensembles n'est pas vide. L'ordre des a�ectations
doit alors être calcul�e (par exemple si x; y; z doivent respectivement recevoir les
valeurs de a; z; x), et des duplications de variables �eventuellement g�en�er�ees (par
exemple si x; y; z doivent respectivement recevoir les valeurs de z; x; y). Ces cas
peuvent arriver lorsque l'on doit ajouter des a�ectations pour que le r�esultat de
l'ex�ecution d'un texte d�eriv�e soit rang�e dans une destination pr�ecise (cf la r�egle 3.5
page 69) : param�etres formels de retour de l'op�erateur d'int�erêt, ou pour que les
r�esultats des textes d�eriv�es des sous-termes \then" et \else" d'un même terme
\if -then-else" soient contenus dans les mêmes variables.

4.1.5 Arbre abstrait

Nous codons en un arbre abstrait le terme T en partie droite de l'�equation d�e�-
nissant l'op�erateur d'int�erêt. Chaque n�ud repr�esente un terme dont les sous-termes
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op�erandes sont les sous-arbres \�ls" de ce n�ud. Chaque n�ud de cet arbre est indic�e
et est not�e Ni.

Les arcs orient�es d'un n�ud de l'arbre Ni vers un n�ud Nj signi�ent que le terme
cod�e en Ni doit être �evalu�e avant Nj. Nous consid�erons donc comme des arcs toutes
les branches de l'arbre abstrait, orient�ees des n�uds op�erandes Ni vers le n�ud p�ere
Nj. L'ordre d�e�ni ainsi est appel�e ordre de d�ependance fonctionnelle.

Nous ajoutons �a l'arbre abstrait tous les arcs repr�esentant les ordres de d�ependance
dus �a la s�emantique des op�erateurs, tels le \if -then-else" ou le \let", dont les op�erandes
ne sont pas �evalu�es dans un ordre quelconque. L'ordre d�e�ni ainsi est appel�e ordre de
d�ependance op�erationnelle :

� �a n�ud qui code un \let x = t1 in t2 endlet", nous ajoutons des arcs dont
l'origine est le n�ud qui code t1 et dont les extr�emit�es sont les n�uds qui codent
des sous-termes de t2 qui n'ont pas de sous-terme �a calculer (aucun op�erande, ou
uniquement des variables).

� �a un n�ud qui code un \if -then-else", nous devrions ajouter les arcs dont l'origine
est le n�ud qui code la condition bool�eenne, et dont les extr�emit�es sont les n�uds
des sous-termes \then" et \else" qui n'ont que des variables en op�erandes, ou
aucun op�erande. Nous ne le faisons pas car nous avons montr�e en section 4.1.3
page 75 que la r�esolution des con
its ne peut se faire globalement entre des sous-
termes d'un \then" ou d'un \else" et des termes qui ne sont pas sous-termes
du même \then" ou \else". Le n�ud \if -then-else" est consid�er�es comme un seul
n�ud dont le texte d�eriv�e de son op�erateur utilise et modi�e les variables utilis�ees
et modi��ees par ses sous-arbres \then" et \else".

L'arbre abstrait est d�ecor�e comme suit :

Ni:operateur est l'op�erateur en racine du sous-terme repr�esent�e par le n�ud i.

Ni:variable est la variable repr�esent�ee par le n�ud i, qui est alors une feuille.

Ni:operandes est la liste des n�uds qui repr�esentent les sous-termes de profon-
deur 1 du terme repr�esent�e par Ni (ces n�uds repr�esentent les op�erandes de
Ni:operateur).

Ni:op-dependance est la liste des n�uds qui doivent être �evalu�es avant le n�ud
Ni pour des raisons dues �a la s�emantique op�erationnelle d'un op�erateur pr�ed�e�ni
(n�ud d�e�nissant une �egalit�e dans un \let" avant le n�ud d�e�nissant la valeur
calcul�ee). Les arcs ainsi d�e�nis sont ne peuvent être supprim�es.

Ni: prea�ect est la liste des n�uds qui codent des a�ectations aux variables qui
sont param�etres e�ectifs d'entr�ee du code d�eriv�e pour Ni:operateur. Ces a�ecta-
tions sont e�ectu�ees avant l'appel de ce code (cf la r�egle 3.5 page 69).

Ni: In est la liste des variables qui contiennent la valeur des op�erandes de
Ni:operateur, ceci apr�es ex�ecution des pr�e-a�ectations. Ce sont les variables qui
sont param�etres e�ectifs d'entr�ee du code d�eriv�e pour Ni:operateur.
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Ni:Out est la liste des variables qui contiennent le r�esultat apr�es l'ex�ecution
du code d�eriv�e pour Ni:operateur, c'est-�a-dire ses param�etres e�ectifs de sortie,
avant les post-a�ectations.

Ni: posta�ect est la liste des n�uds qui codent des a�ectations des param�etres
e�ectifs de sortie du code d�eriv�e pourNi:operateur, �a des variables dont nous vou-
lons qu'elles contiennent ce r�esultat (des destinations connues). Ces a�ectations
sont e�ectu�ees apr�es l'appel de ce code (cf la r�egle 3.5 page 69).

Ni: destination est la liste des variables qui contiennent une repr�esentation de
la valeur du terme alg�ebrique cod�e dans l'arbre dont Ni est la racine (apr�es les
post-a�ectations).

Ni: antecedents indique la liste des n�uds dont il serait avantageux d'avoir ex�ecut�e
le code d�eriv�e avant celui de Ni : c'est une liste de doublets tel (~x; j), ~x �etant une
liste de variables �a sauvegarder si l'ordre d'ex�ecution n'est pas respect�e, et j
l'indice du n�ud dont le code d�eriv�e doit être ex�ecut�e avant celui de Ni.

Ni: sauvegardes indique la liste des n�uds qui e�ectuent des duplications de sau-
vegarde de variables op�erandes dans le terme cod�e au n�ud Ni avant l'ex�ecution
de son texte d�eriv�e.

Ni:anticipe est un bool�een qui indique que le n�ud doit avoir son code d�eriv�e
ex�ecut�e par anticipation (c'est-�a-dire que le n�ud est un n�ud ant�ec�edent d'un
autre n�ud).

�A partir des informations des attributs, nous allons calculer des ordres d'�evaluation
entre n�uds. Chaque ordre suppl�ementaire, ajout�e �a l'arbre sous forme d'arcs orient�es
(dont l'origine est un n�ud cod�e dans les \antecedents" de la destination) correspond
�a un ordre d'�evaluation qui �economise une ou plusieurs recopies. Lorsqu'un cycle est
rencontr�e parmi l'ensemble des arcs du graphe ainsi cr�e�e, cela signi�e que tous les
ordres d'�evaluation ne peuvent être respect�es. Un arc au moins devra être supprim�e,
impliquant une ou plusieurs duplications. Nous devrons alors choisir quel est celui ou
ceux des arcs qu'il est possible d'ôter du graphe pour supprimer le ou les cycle(s),
g�en�erant un moindre coût en duplications.

De mani�ere �a pouvoir choisir un ordre d'�evaluation optimal des sous-termes, nous
ne �xerons pas d'ordre d'�evaluation de l'arbre repr�esentant T (en profondeur ou en
largeur d'abord, de gauche �a droite ou inversement parmi les param�etres). La seule
contrainte est de respecter la d�ependance fonctionnelle et op�erationnelle des calculs.
Une �evaluation de gauche �a droite et en profondeur d'abord est choisie pour l'exemple
et n'interviendra pas dans l'optimisation mais dans la mise en forme du texte Ada
d�eriv�e uniquement.

4.1.6 Principe

Soit A un arbre abstrait qui code un terme T (nous employons le terme d'\arbre"
car nous ne consid�erons que les n�uds qui codent les calculs, et non les feuilles qui repr�e-
sentent les variables, et que l'on peut voir partag�ees ou non). Soit G un graphe orient�e
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contenant l'arbre A, auquel nous ajoutons les arcs qui codent les ordres de pr�ec�edence
souhaitables entre calculs. Les ordres cod�es par le arcs de G sont compatibles avec
l'ordre de r�eduction applicatif (celui des langages de programmation conventionnels,
puisque nous avons choisi Ada comme langage du domaine concret).

Notations : Un produit cart�esien de variables sera not�e ~v. Chaque arc du graphe G
du n�ud Ni vers le n�ud Nj est d�e�ni par une relation R(Ni;Nj) :

D�e�nition 4.1:

RT (Ni;Nj) est la relation entre les n�uds Ni et Nj due �a la d�ependance des calculs.
Nous consid�erons �a la fois les ordres de d�ependance fonctionnelle (arcs de A orien-
t�es du n�ud op�erande Ni vers le p�ere Nj) et ceux de d�ependance op�erationnelle
(de mani�ere �a respecter la s�emantique des op�erateurs pr�ed�e�nis. Dans le terme
\let x = t1 in t2" par exemple, le calcul de la valeur t1 a�ect�ee �a la variable x
doit pr�ec�eder le calcul de tout sous-terme de t2 dont x est op�erande).

R~v
<(Ni;Nj) est la relation entre les n�uds Ni et Nj signi�ant que l'�evaluation du texte

engendr�e �a partir du n�udNi avant celui engendr�e �a partir du n�udNj est moins
coûteuse car elle �evite de dupliquer les variables ~v. Les arcs orient�es Ni ! Nj

repr�esentent cette relation de pr�ec�edence.

Par abus de langage, nous notons R< l'ensemble des arcs d�e�nis par cette relation,
et RT l'ensemble de ceux d�e�nis par la d�ependance des calculs (ensemble des arcs
de l'arbre abstrait). Nous notons �egalement R

*
= RT [R<. Nous d�esignons par

R(Ni;Nj) un arc quelconque de R
*
lorsque la distinction entre son appartenance �a

RT ou �a R< n'a pas d'importance (ni l'�eventuelle variable partag�ee dans le cas d'un
arc de R<).

Les �etapes suivantes de la r�esolution des con
its d'acc�es sont appliqu�es �a G. Nous
noterons NInit le n�ud du graphe G qui repr�esente le terme cod�e (il s'agit deN1 lorsque
G code le terme T en partie droite de l'�equation �a d�eriver).

L'algorithme de r�esolution des con
its d'acc�es aux variables proc�ede en plusieurs
�etapes :

1. Nous calculons pour chaque n�ud Ni les attributs destinations, les pr�e- et post-
a�ectations et les variables utilis�ees et modi��ees par tous les n�uds du sous-arbre
dont Ni est la racine. Ces attributs sont synth�etis�es �a partir des attributs des
n�uds op�erandes. Ils sont calcul�es en un parcours de tous les n�uds du graphe,
en profondeur d'abord :

� Calcul pour chaque n�ud des pr�e- et post-a�ectations telles qu'elles sont
d�ecrites par la r�egle 3.5 page 69. Ceci permet d'ajouter �a l'ensemble des cal-
culs cod�es dans l'arbre abstrait, les a�ectations suppl�ementaires n�ecessaires
aux a�ectations du r�esultat �nal aux param�etres formels de sortie (quand
il y a lieu), ainsi que les a�ectations n�ecessaires �a la d�erivation d'un n�ud
\if -then-else" pour avoir une destination commune aux r�esultats des deux
calculs des sous-termes \then" et \else".
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� Calcul de l'ensemble des doublets Ni � Nj tels que le n�ud Ni utilise des
variables ~x qui sont modi��ees par le n�ud Nj. Nous notons R~x

<(Ni;Nj)
la relation ainsi d�e�nie. Le respect de l'ordre d'�evaluation de ces n�uds
d�etermine une duplication ou non de la variable. Les arcs orient�es Ni !
Nj sont ajout�es �a l'arbre abstrait en attribuant les n�uds Ni �a l'attribut
ant�ec�edents de Nj.

Nous calculons �a partir des utilisations et modi�cations qui sont obtenues au
n�ud NInit, les relations R< entre n�uds qui doivent utiliser une variable avant
sa modi�cation par un autre n�ud.

2. Calcul de l'ensemble des cycles qui peuvent exister dans le graphe que nous venons
de construire.

3. Recherche de l'ensemble des arcs qui doivent être enlev�es pour supprimer les
cycles. Chaque arc enlev�e signi�ant une duplication de variable, les arcs sont
choisis de mani�ere �a minimiser le coût en recopie (pour simpli�er, le calcul de ce
coût sera estim�e au nombre de variables recopi�ees, et l'algorithme tient compte
des cycles ayant des parties communes).

4. Traduction du graphe de calcul obtenu (d.a.g.) en un corps de programme �a la
syntaxe Ada. Nous ferons une interpr�etation de l'ensemble du graphe o�u, pour
chaque n�ud �evalu�e nous g�en�ererons le texte imp�eratif correspondant.

Le graphe orient�e sans cycle G0 = ResConf (G) �equivalent �a G, et dont la d�erivation
dans le domaine concret est sans con
it d'acc�es aux variables est tel que :

� 8N 2 G � N 2 G0, et la valeur calcul�ee au n�ud N dans le graphe G0 est celle
calcul�ee dans le graphe G,

� 8R(N ;N 0) 2 G un arc orient�e, R(N ;N 0) 2 G0,

� 8N 2 G0 tel que la variable x est modi��ee N , 8N 0 2 G0, nous avons :

{ soit N 0 n'utilise ni ne modi�e x,

{ soit N 0 utilise ou modi�e x, mais N et N 0 appartiennent, l'un �a un arbre qui
code un sous-terme \then", l'autre �a un arbre qui code le sous-terme \else"
d'un même \if -then-else",

{ soit N 0 utilise x sans la modi�er, et il existe une s�equence de n n�uds de
G0 [Ni1 ; : : : ;Nin ] tels que :

Ni1 = N 0, Nin = N , et 8j 2 [1; : : : ; n� 1] 9R(Nij ;Nij+1) 2 G0

Remarque : R(Nij ;Nij+1) est un arc de RT [R<.

Cons�equences : Soit G0 = ResConf (G) un graphe orient�e qui code un terme T.
Chaque n�ud code un sous-terme de T, et les arcs orient�es codent les ordres d'ex�ecution
entre les textes engendr�es de chaque n�ud pour calculer la valeur du sous-terme qui y
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est cod�e. Le graphe G0 est sans con
it d'acc�es �a une variable entre les textes engendr�es
de chaque n�ud :

� Quelle que soit le variable x, param�etre formel de l'op�erateur d'int�erêt ou variable
d�e�nie par un let,

{ si x est �a la fois utilis�ee et modi��ee dans G0, alors les utilisations se font
avant les modi�cations,

{ si x est modi��ee dans G0, alors elle n'est utilis�ee qu'une seule fois en mode
entr�ee-sortie pour sa valeur de param�etre formel de l'op�erateur d'int�erêt.

� Soient t et u deux sous-termes disjoints de T, Gt et Gu leurs graphes respectifs,
tels que les con
its internes �a Gt doivent être r�esolus ind�ependamment. Le graphe
G0

t = ResConf (Gt) doit être consid�er�e comme un unique n�ud, et s'il existe un
con
it d'acc�es �a une variable x entre un n�ud Ni de G0

t et un n�ud Nj de Gu,
il doit être r�esolu, soit en �xant un ordre de pr�ec�edence entre les ex�ecutions des
codes engendr�es pour G0

t et Nj, soit en e�ectuant une duplication de sauvegarde
de x. Si G0

t n'est pas choisi pour utiliser ou modi�er x, une unique duplication,
en un n�ud duplication(x; x2) ajout�e �a Gu, est n�ecessaire. Nous rempla�cons alors
toute occurence de x dans G0

t par x2.

Exemple de l'application r�ecursive de l'algorithme de r�esolution de con
its :

Exemple 4.4: Soit le terme �a d�eriver :

T = if b(g(x)) then
f(g(x); x)

else
h(x)

endif

Les variables qui sont modi��ees dans le domaine concret par le code engendr�e pour
appliquer l'impl�ementation de l'op�erateur ou du constructeur dont elles sont op�erandes,
sont soulign�ees. L'op�erateur g, par exemple est impl�ement�e par une proc�edure G qui
modi�e son unique param�etre.
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Soit le codage de T en un arbre abstrait o�u les n�uds sont les suivants :

yy

y

xx

x
f(   ,   ) h(   )

x

b(   )

g(   ) g(   )

x

if               then                    else                     endif

N4

N5

N2

N3

N1

N6

Les destinations des r�esultats du \then" et du \else" sont suppos�ees calcul�ees (de
mani�ere �a être communes). Soit y la destination de N4 et N6 dans notre exemple.

Nous appelons r�ecursivement notre algorithme de r�esolution des con
its (�etapes 2,
3 et 4), sur les n�uds N4 : \then" et N6 : \else".

Nous avons un con
it d'acc�es �a x dans le sous-terme \then" car le texte d�eriv�e
de N5 modi�e x et doit (obligatoirement) être ex�ecut�e avant celui d�eriv�e de N4. La
seule solution au cycle form�e par N4 et N5 (N5 avant N4 pour respecter la d�ependance
fonctionnelle, et N4 avant N5 pour �eviter de dupliquer x) est que N5 modi�e x et que
N4 utilise une duplication de x (dans le cadre g�en�eral, nous pr�ef�erons faire modi�er
la variable con
ictuelle plutôt que sa copie, pour permettre d'avoir des modi�cations
successives d'une même variable, de mani�ere �a obtenir un 
ot tel qu'il est d�e�ni au
chapitre 6).

Nous ajoutons donc un n�udN7 = duplication(x; x2) en attribut duplications de N4

racine du sous-terme then, qui devient f(g(x); x2). Si f est impl�ement�e par une fonction
F avec les param�etres dans le même ordre que les op�erandes de f , nous obtenons comme
code d�eriv�e de N4 :

([[duplication(x; x2); G(x); y := F (x; x2); ]]; hjyji)

Les con
its des sous-termes \then" et \else" sont r�esolus. Les variables utilis�ees et
modi��ees par le n�ud \if -then-else" N1 (en tant que variables utilis�ees ou modi��ees par
le texte d�eriv�e pour l'application de l'op�erateur ou constructeur de N1) sont consid�er�ees
être celles des sous-termes \then" et \else". Le n�udN1 utilise et modi�e x sans con
it :

x est utilis�ee par N1 en N5 et N7,
x est modi��ee par N1 en N5.

Nous pouvons maintenant r�esoudre les con
its entre N1 et les autres n�uds : N2 et
N3. Les codes d�eriv�es de N1 et N3 modi�ent tous les deux la variable v. Nous pouvons
donc choisir l'un ou l'autre pour la modi�er, et deux solutions (avec notre m�ethode)
sont possibles :
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Nous ajoutons donc un n�ud N8 = duplication(x; x3) en attribut duplications de
N1 et rempla�cons x par x3, soit dans N3, soit dans les sous-termes then et else :

([[ duplication(x; x3);
G(x);
if B(x) then

begin
duplication(x3; x2);
G(x3);
y := F (x3; x2);
end

else
y := H(x3);

endif ]],
hjyji)

([[ duplication(x; x3);
G(x3);
if B(x3) then

begin
duplication(x; x2);
G(x);
y := F (x; x2);
end

else
y := H(x);

endif ]],
hjyji)
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4.2 Calcul des destinations et des a�ectations suppl�emen-

taires

Dans le cas du n�ud N1 qui code le terme en partie droite de l'�equation �a d�eriver,
les a�ectations aux param�etres formels de sortie de la proc�edure d�eriv�ee (quand c'est
le cas) doivent être ajout�ees. Dans le cas des n�uds \if -then-else", lorsque les r�esultats
des sous-termes \then" et \else" ne se trouvent pas dans les mêmes variables, les
a�ectations �a des destinations uniques doivent être ajout�ees.

Nous calculons pour chaque n�ud la destination de ses r�esultats dans le domaine
concret, en fonction de l'impl�ementation de l'op�erateur en racine du terme cod�e par
le n�ud, et des destinations des op�erandes. Lorsque cette destination ne correspond
pas avec celle attendue (n�ud N1, n�ud \else" par rapport au n�ud \then"), les
a�ectations suppl�ementaires, sous forme de n�uds de post-a�ectation

duplication(variable-origine ; variable-destination)
sont ajout�ees au n�ud concern�e. La destination correcte du r�esultat apr�es les post-
a�ectations est plac�ee dans l'attribut destination. Les variables op�erandes apr�es les
pr�e-a�ectations sont plac�ees dans Ni: In et les param�etres de sortie avant les post-
a�ectations sont plac�ees dans Ni:Out

Les destinations sont calcul�ees di��eremment selon les n�uds suivants :

Noeud feuille : la destination est �egale �a la variable que code le n�ud :

V ar(N )) (N :destination = N :variable)

Noeud N codant un produit cart�esien : soient Di21:::n les destinations calcul�ees
pour les n �el�ements du produit cart�esien, la destination du n�ud N est :

(D1:destination; : : : ; Dn:destination)

Noeud N avec un op�erateur constructeur ou d�e�ni : Soit N :operateur = op
l'op�erateur qui au n�ud N est appliqu�e �a n op�erandes, et dont les destinations
calcul�ees pour les n sous-arbres sont Di21:::n (ou pour le produit cart�esien des-
tination d'un unique op�erande dont le co-domaine de l'op�erateur est un pro-
duit cart�esien de sortes). Nous utilisons la r�egle 3.4 page 68 avec �a la place de
(f1; : : : ; fn) les destinations des op�erandes : (D1; : : : ; Dn) ; �a la place des destina-
tions connues (dest1; : : : ; destm), un produit cart�esien de m valeurs �egales �a �,
et avec (xn+1; : : : ; xn+m) comme variables frâ�ches. Il n'y a donc pas de post-
a�ectations.

� fpre
i2[1:::n] sont attribu�es �a N : In,

� fpost
i2[1:::m] sont attribu�es �a N :Out et N :Destination .

Les a�ectations �a e�ectuer avant la g�en�eration du texte par E(op) sont cod�ees
dans des n�uds duplication(fi; f

pre
i ) plac�ees en N : prea�ect .

Noeud N codant un \let" : Soient N x, N v et N t les n�uds qui codent respecti-
vement les sous-termes \variable", \valeur" et \terme". Etant donn�e que la syn-
th�ese de la destination de chaque n�ud n'introduit pas de post-a�ectation pour
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lui-même (except�e pour N1 dans le cas d'une proc�edure avec des param�etres for-
mels en sortie ou entr�ee-sortie), nous ajoutons la post-a�ectation suivante �a N v :
duplication(N v : destination ;N x:variable). Nous a�ectons la variable de N x (qui
est sa propre destination) en destination du n�ud N v et la destination du n�ud
N est celle de N t.

Une optimisation est de placer N x:variable en param�etre de sortie uniquement
N v si celui-ci est un n�ud avec op�erateur et que le r�esultat de N v est dans un
tel param�etre (N v :Out 62 N v:In). N n'a pas de post-a�ectations.

Noeud N codant un \if -then-else" : Soient N c, N t et N e les n�uds qui codent
respectivement les sous-termes \condition", \then" et \else" (les 3 op�erandes du
n�ud N ). Soient Dc = N c:destinations, Dt = N t:destinations et
De = N e:destinations, les destinations respectives des sous-termes \condition",
\then" et \else". Dans le cas o�u les r�esultats des sous-termes \then" et \else" ne
sont pas rang�es dans les mêmes destinations, nous devons choisir une destination
commune et ajouter les a�ectations suppl�ementaires n�ecessaires au sous-termes
\then" ou \else".

Nous devons �eviter d'avoir une destination o�u il y ait deux occurrences d'une
même variable, et faire un minimum d'a�ectations. Soit D = (D1; : : : ; Dm) la
destination choisie pour le n�ud if -then-else N , nous devons ajouter en post-
a�ectation de N t et N e les a�ectations n�ecessaires pour que ces deux n�uds
aient la destination D. Pour N t par exemple, les n�uds duplication(x; y) ajout�es
en post-a�ectations sont tels que :

9i 2 [1 : : : m] �

0B@ x = Dti
^ y = Di
^ x 6= y

1CA
Remarque : le n�ud \if -then-else" n'a pas de post-a�ectation, et peut voir a�ecter
son r�esultat �a d'autres variables s'il est lui-même sous-terme \then" ou \else".

Pour obtenir une destination commune, nous pouvons :

� soit choisir Dt ou De,

� soit utiliser une heuristique qui permette d'obtenir une destination sans mul-
tiples occurrences, qui choisisse :

{ les variables aux mêmes positions dans Dt et De,

{ parmi les autres variables, celles qui sont des param�etres formels.

Soient Dt;pf et De;pf les destinations respectives des n�uds N t et N e o�u
n'apparaissent que les param�etre formels :

Dt;pf (dt;pf1 ; : : : ; dt;pfm ) avec :

8i 2 [1 : : : m] �

(
dti 2 ParamIn-Out [ ParamOut ) dt;pfi = dti
dti 62 ParamIn-Out [ ParamOut ) dt;pfi = �

Le calcul est similaire pour De;pf . Nous compl�etons Dt;pf avec les param�etres
formels de De;pf , qui n'apparaissent pas dans Dt;pf , et ensuite avec les va-
riables locales de Dt :

D = (Dt;pf <+=L De;pf) �L Dt
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ou, �a partir de De;pf :

D = (De;pf <+=L Dt;pf ) �L De

� soit e�ectuer une recherche exhaustive parmi tous les produits cart�esiens
possibles, sans multiples occurrences, constitu�es de variables de Dt ou De, de
sorte que les a�ectations �a ajouter en post-a�ectation aux n�uds N t et N e

soient de coût en duplications minimum.

Noeud N1 : dans le cas o�u l'op�erateur d'int�erêt est impl�ement�e par une fonction, le
calcul des destinations de N1 se fait normalement comme il a �et�e d�ecrit plus haut.

Lorsqu'il s'agit d'une d�erivation vers une proc�edure, nous connaissons les para-
m�etres formels de sortie ou d'entr�ee-sortie de la proc�edure dont nous d�erivons
le code, qui doivent contenir une repr�esentation des r�esultats alg�ebriques en �n
d'ex�ecution de ce code. Nous noterons ces param�etres d1; : : : ; dm dans l'ordre des
termes alg�ebriques qu'ils doivent repr�esenter :

(d1; : : : ; dm) : (�S(sn+1); : : : ;�S(sn+m))

La destination du n�ud N1 se fait di��eremment suivant les cas :

� Noeud N1 feuille ou produit cart�esien : la destination, �egale �a N1:Out se
calcule tel qu'il a �et�e d�ecrit pr�ec�edemment, puis en lui ajoutant des n�uds
de post-a�ectation duplication(x; y) tels que :

9i 2 [1 : : : m] �

0B@ x = N1:Out i
^ y = di
^ x 6= y

1CA
La destination de N1 est alors �egale aux param�etres formels en sortie ou
entr�ee-sortie (d1; : : : ; dm) de l'op�erateur d'int�erêt.

� Noeud N1 avec un op�erateur d�e�ni : par rapport au calcul d�ecrit pr�ec�e-
demment, nous utilisons (d1; : : : ; dm) �a la place de la destination connue
(dest1; : : : ; destm).

� Noeud N1 codant un \if -then-else" : la destination du n�ud n'est pas choisie
parmi celle de ses op�erandes \then" ou \else" mais est �x�ee directement �a
(d1; : : : ; dm).

Exemple 4.5: (suite de l'exemple 3.8 page 62).
L'�equation d�e�nissant op est :

op(x; y; z; t) ==> (concat (concat3 (x; y; renverse(z)); t); concat(x; z); tri(concat (t; x)))

et nous avons d�etermin�e avec le lien d'impl�ementation de op que la d�erivation du terme
T en partie droite de l'�equation doit être un texte dont le r�esultat �a l'ex�ecution est
rang�e dans (z; x; t)

Le �chier d�ecrivant le lien d'impl�ementation en biblioth�eque des op�erateurs utilis�es
dans l'�equation contient les d�e�nitions suivantes :

Operators

concat3 ->> CONCAT3($3:in, $2:in, $1:in): out($4)
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concat ->> CONCAT($1:in out($3), $2:in)

tri ->> TRI($1:in): out($2)

renverse ->> RENVERSE($1:in out($2))

Ce qui donne pour lien d'impl�ementation :

� concat3 reste sous forme fonctionnelle, mais l'ordre de ses param�etres est invers�e
par rapport �a celui de l'op�erateur :

E(concat3) = [x; y; z]fCONCAT3(x,y,z)g,
In(concat3) = < �3; �2; �1 >,
Out(concat3) = < �; �; � >

� concat devient une proc�edure dont le r�esultat est retourn�e dans le premier para-
m�etre :

E(concat) = [x; y]fCONCAT(x,y)g,
In(concat) = < �1; �2 >,
Out(concat) = < �1; � >

� tri reste sous forme fonctionnelle :

E(tri) = [x]fTRI(x)g,
In(tri) = < �1 >,
Out(tri) = < � >

� renverse devient une proc�edure qui modi�e son unique param�etre :

E(renverse) = [x]fRENVERSE(x)g,
In(renverse) = < �1 >,
Out(renverse) = < �1 >

Nous pouvons donc d�eterminer quelles sont les destinations de chaque n�ud, depuis
les feuilles jusqu'�a la racine N1. Le terme T, partie droite de l'�equation d�e�nissant op
est repr�esent�e par l'arbre suivant :
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v1 x v2

v1 t

z, x, t duplication(v1, z)

duplication(v2,t)

z

ty zx

concat(   ,  ) tri(  )

concat(   ,  )concat3(   ,   ,  )

concat(   ,  )

(   ,   ,   )

renverse(  )

N11

N12

N3

N5 N4 N2

N7

N1

N6

Les arcs simples indiquent une utilisation d'une variable, les arcs doubles une uti-
lisation avec modi�cation. Les destinations calcul�ees sont encadr�ees �a côt�e de chaque
n�ud. Les post-a�ectations sont des n�uds �a droite du n�ud auquel ils sont li�es par
des arcs en pointill�es.

Le codage de l'arbre abstrait est :

N7 : position 0:1:1:3 = renverse(z)
N6 : position 0:1:1 = concat3 (x; y;N7)
N5 : position 0:1 = concat(N6; t)
N4 : position 0:2 = concat(x; z)
N3 : position 0:3:1 = concat(t; x)
N2 : position 0:3 = tri(N3)
N1 : position 0 = (N5;N4;N2)
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4.3 Calcul des relations R<

Les relations R~v
<(Ni;Nj) sont cod�ees dans l'arbre abstrait par :

(i; ~v) 2 Nj: antecedents . Les relations RT (Ni;Nj) sont cod�ees dans l'arbre abstrait
par : i 2 Nj:operandes. Chaque variable v 2 ~v de R~v

<(Ni;Nj) est not�ee v(a;b) avec a
et b respectivement les indices d'op�erandes de v dans Ni et Nj, quand v a plusieurs
occurrences parmi les op�erandes de Ni ou Nj, et avec des modes di��erents dans le
domaine concret.

Remarques :

� Plusieurs arcs de R< ne peuvent pas avoir les mêmes extr�emit�es, c'est-�a-dire que
nous ne pouvons pas avoir : R~v

<(Ni;Nj) 2 R< et R~w
<(Ni;Nj) 2 R< avec ~v 6= ~w.

� Plusieurs arcs d'extr�emit�es di��erentes de R< peuvent être \annot�es" par les
mêmes variables, c'est-�a-dire que nous pouvons avoir : R~v

<(Ni;Nj) 2 R<

et R~v
<(Nh;Nk) 2 R< avec i 6= h _ j 6= k.

� Cons�equence : deux n�uds peuvent, pour r�esoudre des con
its sur des variables
partag�ees di��erentes, devoir être �evalu�es selon des ordres contraires, c'est-�a-dire
que nous pouvons avoir : R~v

<(Ni;Nj) 2 R< et R~w
<(Nj;Ni) 2 R< avec v 6= w.

Nous cherchons l'ensemble des relations R~v
<(Ni;Nj) qui peuvent être d�eduites de

T. Ces arcs codent des ordres d'ex�ecution entre textes d�eriv�es des n�uds, de mani�ere
�a conserver la valeur d'un param�etre formel r�ef�erenc�e par un n�ud et d�esign�e par son
nom.

La d�erivation du texte correspondant �a l'application de l'op�erateur en racine de
chaque n�ud comme cela est d�ecrit par la r�egle 3.4 page 68. La correction de la d�eri-
vation implique que le texte d�eriv�e pour chaque n�ud soit appliqu�e �a des param�etres
e�ectifs qui repr�esentent les valeurs des op�erandes de ce n�ud. Le calcul de ces para-
m�etres e�ectifs se fait en partant des feuilles vers la racine du terme T (en calculant
les destinations des sous-termes t = f(t1; : : : ; tn) de T en fonction des destinations
des sous-termes op�erandes t1; : : : ; tn). Nous n'introduisons que des variables frâ�ches
en param�etres e�ectifs de sortie uniquement. Tout con
it d'utilisation d'une variable
x selon des modes di��erents par les codes d�eriv�es de deux n�uds N et N 0 qui codent
respectivement les termes t et t0 a pour origine :

� soit x est un op�erande de N (ou N 0),

� soit x est un op�erande d'un sous-terme t1 (ou t01) de t (ou de t0) et il existe t1; : : : ; tn
(ou t01; : : : ; t

0
n) tels que ti2[1;:::;n�1] (ou t0i2[1;:::;n�1]) est op�erande de l'op�erateur en

racine de ti+1 (ou t0i+1) avec tn = t (ou t0n = t0).

Un con
it d'utilisation de x entre le texte d�eriv�e du n�ud N et celui du n�ud N 0 o�u
x n'est pas un op�erande, implique qu'il existe un con
it d'utilisation entre N et un
n�ud N 00 qui a x en op�erande, et qui code un sous-terme t00 du terme t0 cod�e en N 0. La
r�esolution du con
it entre N et N 00 r�esout le con
it entre les textes d�eriv�es de N et N 0.
Nous ne consid�erons donc les con
its qu'entre n�uds o�u une variable est un op�erande
des termes cod�es, et est utilis�ee selon des modes di��erents par les codes endendr�es. Nous
ne faisons pas de r�esolutions de con
its entre les n�uds de post-a�ectation et les n�uds
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de l'arbre abstrait, car un même nom de variable ne r�ef�erence pas la même donn�ee : pour
un n�ud de post-a�ectation duplication(x; y) d'un n�ud N , x repr�esente un �el�ement
du r�esultat (ou le r�esultat entier) de l'�evaluation du terme cod�e en N . L'utilisation de
x en op�erande d'un n�ud de l'arbre abstrait repr�esente par contre un param�etre formel
(ou une variable d'un \let"). Les n�uds de pr�e-a�ectation, avec la r�egle utilis�ee, ne font
des duplications que vers des variables frâ�ches, nous ne faisons donc pas de r�esolution
de con
its entre les n�uds de pr�e-a�ectation et les n�uds de l'arbre abstrait. Nous
r�esolvons les con
its entre n�uds de post-a�ectation d'un même n�ud, qui peuvent
exister pour les n�uds qui codent les sous termes \then" et \else" d'un \if -then-else",
ou pour N1.

Remarque : la r�esolution des con
its peut modi�er la destination de toute une s�e-
quence de n�uds qui sont successivement chacun l'op�erande du suivant, et qui ont un
(ou des) param�etre(s) en entr�ee-sortie. Le choix d'une destination commune aux sous-
termes \then" et \else" d'un terme \if -then-else", doit �a nouveau être appliqu�e apr�es
la r�esolution des con
its et ne doit pas remettre en cause cette r�esolution. Nous consi-
d�erons donc les con
its entre n�uds de l'arbre abstrait en fonction de leurs variables
qui sont des param�etres formels de l'op�erateur d'int�erêt ou des variables d'un \let" :

� utilis�ees par :

{ les pr�e-a�ectations,

{ le texte d�eriv�e pour appliquer l'op�erateur du n�ud dans le domaine concret.

� modi��ees par :

{ le texte d�eriv�e pour appliquer l'op�erateur du n�ud dans le domaine concret,

{ les post-a�ectations.

Les �etape suivantes de la r�esolution des con
its d'acc�es aux variables sont appliqu�ees
�a un graphe G, qui code un terme alg�ebrique T et les d�ependances fonctionnelles et
op�erationnelles entre n�uds du graphe. La construction du graphe qui code le terme
en partie droite de l'�equation �a d�eriver est d�ecrite en section 4.1.5 page 77, mais la
r�esolution des con
its peut être appliqu�ee �a un graphe qui en code un sous-terme. Le
n�ud qui repr�esente le terme T par G est NInit (N1 lorsque T est le terme en partie
droite de l'�equation �a d�eriver).

Le calcul des relations R< se fait par un parcours de l'arbre en profondeur d'abord.
Pour chaque n�ud et chaque feuille (n�ud codant une variable) Ni sont calcul�ees les
destinations, les pr�e- et post-a�ectations, et les attributs suivants :

U la liste des variables utilis�ees (et �eventuellement modi��ees) dans le sous-arbre
dont Ni est la racine. Chaque utilisation code un n�ud et la liste des va-
riables qu'il utilise avec leurs positions d'op�erandes.

M la liste des variables modi��ees (et �eventuellement utilis�ees) dans le sous-arbre
dont Ni est la racine. Chaque modi�cation code un n�ud et la liste des
variables qu'il modi�e avec leurs positions d'op�erandes.
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Nous notons pour U et M une liste de doublets, tel (~v;Ni) lorsque l'op�erateur du n�udNi

utilise ou modi�e les variables ~v de ses param�etres. Nous notons le doublet (~v; (Ni;Nj))
pour une relation R~v

<(Ni;Nj).

Le calcul des attributs se fait de la mani�ere suivante selon les n�uds :

Une feuille :

U = f g, M = f g.

Un n�ud N de pr�e- ou post-a�ectation duplication(x; y) :

U = f((x);N )g, M = f((y);N )g.

Un n�ud No de constructeur ou op�erateur d�e�ni op :
soient les attributs calcul�es pour

� ses p pr�e-a�ectations : U0i2[1:::p] et M
0
i2[1:::p],

� ses n op�erandes : Ui2[1:::n] et Mi2[1:::n],

� ses q post-a�ectations U00i2[1:::q] et M
00
i2[1:::q].

Nous r�esolvons d'abord les con
its qui peuvent exister dans les post-a�ectations
(pour x; y := v; x par exemple, et même avec un cycle pour x; y := y; x). L'en-
semble R de leurs relations R< est calcul�e par :

R =

8><>:((v); (Na;Nb))

9j; k 2 [1 : : : q] ^ j 6= k
^ ((v);Na) 2 U00j
^ ((v);Nb) 2 M00k

9>=>;
Nous appliquons donc les �etapes 2 et 3 de notre algorithme sur le graphe form�e
uniquement des arcs de R.

Le n�ud No a ses attributs U et M synth�etis�es par :

U =
[

i21:::n

Ui [

8><>:(~v;No) 8v 2 ~v �

0B@v 2 No:operandes
^ Var(v)
^ v 2 ParamIn [ ParamIn-Out

1CA
9>=>;,

les variables de ~v sont les op�erandes de No qui sont des param�etres formels
en entr�ee ou entr�ee-sortie de l'op�erateur d'int�erêt, ou des variables d�e�nies
par un \let".

M =
[

i21:::n

Mi [

8>>><>>>:(~v;No) 8v 2 ~v �

0BBB@
v 2 No:operandes
^ Var(v)
^ v 2 P op

In-Out(No:operandes)
^ v 2 ParamOut [ ParamIn-Out

1CCCA
9>>>=>>>;,

les variables de ~v sont les op�erandes de No qui sont des param�etres formels
en sortie ou entr�ee-sortie de l'op�erateur d'int�erêt, ou des variables d�e�nies
par un \let".
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Un n�ud No dont l'op�erateur pr�ed�e�ni est if -then-else :
Les termes then et else et la condition bool�eenne ont un ordre de calcul qui n'est
pas quelconque. Le n�ud est trait�e comme si son op�erateur utilisait et modi�ait
les variables utilis�ees et modi��ees dans ses 2 sous-arbres then et else. Nous pou-
vons ex�ecuter le bloc condition �a l'ext�erieur du code d�eriv�e du if -then-else. La
r�esolution des con
its se fait en plusieurs �etapes :

� nous r�esolvons d'abord les con
its dans les graphes qui codent les termes
then et else,

� nous calculons les destinations communes du if -then-else �a partir des des-
tinations des n�uds then et else qui ont pu changer avec la r�esolution des
con
its, et modi�ons les post-a�ectations des n�uds then et else en cons�e-
quence. Ces destinations sont �egalement celles du n�ud if -then-else,

� nous r�esolvons les con
its qui ont pu être cr�e�es dans les nouvelles post-
a�ectations des n�uds then et else, de mani�ere locale, comme cela est fait
pour les post-a�ectations d'un n�ud qui poss�ede un constructeur ou op�era-
teur d�e�ni,

� nous calculons les utilisations et modi�cations du n�ud if -then-else de la
mani�ere suivante : soient U1, U2 et U3 les attributs calcul�es respectivement
pour les n�uds then et else, nous calculons :

U = U1 [ f(~v;No) j 9i 2 [2; 3] � (~v;Nj) 2 Uig

M = M1 [ f(~v;No) j 9i 2 [2; 3] � (~v;Nj) 2 Mig

L'ensemble des relations R< recherch�ees dans tout le graphe G est obtenu en cal-
culant l'ensemble R suivant pour les utilisations U et modi�cations M au n�ud NInit :

R =

8>>><>>>:(~v; (Na;Nb))

9j; k 2 [1 : : : n] ^ j 6= k

^ (~v0;Na) 2 Uj

^ ( ~v00;Nb) 2 Mk

^ ~v = ~v0 \ ~v00 6= �

9>>>=>>>;
Exemple 4.6: (suite de l'exemple 4.5 page 87).
Nous obtenons par l'application de l'algorithme en synth�etisant les attributs des

feuilles vers la racine N1, la liste des doublets (variable utilis�ees , n�ud utilisateur)
suivante :

N1:U = [((x; z);N4); ((x; y);N6); ((t; x);N3); ((t);N5); ((z);N7)]

La liste des doublets (variables modi��ees , n�ud modi�cateur) :

N1:M = [(z;N7); (x;N4); (t;N3)]

Et la liste des arcs de R< qui doivent le plus possible être respect�e lors de l'�evaluation
de l'arbre dans le domaine concret :

R< = N1:R
= [(x; (N6;N4)); (t; (N5;N3)); (z; (N4;N7)); (x; (N3;N4))]
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Le graphe form�e par l'ensemble des arcs R< et RT forme le graphe suivant, o�u
tout n�ud origine d'un arc doit, dans le domaine concret être �evalu�e avant le n�ud �a
son extr�emit�e pour que chaque variable param�etre e�ectif ait bien la valeur qu'elle doit
repr�esenter �a chacune de ses utilisations :

v1 x v2

v1 t

z, x, t duplication(v1, z)

duplication(v2,t)

z

ty zx

concat(   ,  ) tri(  )

concat(   ,  )concat3(   ,   ,  )

concat(   ,  )

(   ,   ,   )

renverse(  )

N11

N12

N3

N5

N6

N4 N2

N7

N1

Les arcs orient�es indiquent l'ordre d'�evaluation entre n�uds �a respecter. Les arcs
\en pointill�es" sont les arcs de R<.
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4.4 Calcul des cycles dans les relations R< et RT

Dans cette section et la suivante, nous allons montrer un algorithme de recherche
puis de suppression de cycles dans un graphe. De tels algorithmes sont tr�es connus
[Ber73, Sak84a, Sak84b, DP90] mais ceux que nous montrons exploitent les propri�et�es
particuli�eres des graphes que nous manipulons.

Pour savoir si, pour calculer T dans le domaine concret, nous pouvons �evaluer les
n�uds de l'arbre abstrait en respectant �a la fois les relations RT et les relations R<,
nous devons v�eri�er qu'il n'existe pas de cycle dansR< [RT . Nous allons donc chercher
les cycles hamiltoniens (passant une seule fois par chaque sommet) qui peuvent exister
dans le graphe d�e�ni par les arcs de R

*
.

Remarque : les cycles ont �et�e cr�e�es par l'ajout de certains arcs de R< �a ceux de
l'arbre abstrait T. Les arcs RT ne peuvent être supprim�es puisqu'ils repr�esentent les
d�ependances fonctionnelles entre sous-termes alg�ebriques. Nous allons donc nous res-
treindre �a chercher pour chaque arc de R< l'ensemble des cycles auxquels il appartient.

Soit K l'ensemble des cycles existants dans l'ensembleR
*
. Soit Cyclesr() la fonction

qui pour tout graphe pass�e en argument, renvoie tous ses cycles qui comportent l'arc
r.

K =
[

r2R<

Cyclesr(R*
)

Nous �xerons un ordre quelconque des arcs dans l'ensemble R<. Les ensembles
calcul�es par Cyclesr(R*

) et Cyclesr0(R*
); r 6= r0 ne sont pas toujours disjoints. Pour

ne pas re-calculer un même cycle, apr�es chaque calcul d'un ensemble de cycles passant
par un arc R, nous ôtons cet arc du graphe dans lequel nous recherchons d'autres cycles.
Nous aurons donc :

K =
[

i21:::Card(R<)

ri2R<

Cyclesri(R*
nfr1 : : : ri�1g)

Soit CheminsN
0

R () la fonction qui, appliqu�ee �a un n�ud N renvoie l'ensemble des
chemins (un chemin est une s�equence d'arcs continus) du graphe R qui �a partir de N
atteignent N 0 :

K =
[

R(N ;N 0)2R<

CyclesR(N ;N 0)(R*
)

=
[

R(N ;N 0)2R<

�
C;R(N ;N 0) j C 2 CheminsNR

*
�R(N ;N 0)(N

0)

�

CheminsN
0

R (N 0) =
�
fR(N ;N 0)g j R(N ;N 0) 2 R

	
[

(
C;R(N ;N 00) j R(N ;N 00) 2 R

^ C 2 CheminsN
0

R�R(N ;N 00)(N
00)

)
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Exemple 4.7: (suite de l'exemple 4.6 page 93).

Les cycles obtenus, index�es par les arcs de :

R< = [(x; (N6;N4)); (t; (N5;N3)); (z; (N4;N7)); (x; (N3;N4))]

sont :

K = [f[(N6;N4); (N4;N7); (N7;N6)]g; f[(N5;N3); (N3;N4); (N4;N7); (N7;N6); (N6;N5)]g; f g; f g]

Le premier �el�ement de K est l'ensemble de tous les cycles qui passent par le premier
�el�ement de R< (l'arc qui code Rx

<(N6;N4)). Un seul cycle passe par l'arc qui code
Rx

<(N6;N4). Une fois cet arc supprim�e, un seul cycle passe par (N5;N3), et il ne reste
ensuite plus aucun cycle (s'il y avait encore, ils passeraient par (N4;N7) ou (N3;N4)).

4.5 Calcul des coupures des cycles

Nous avons un graphe orient�e acyclique G qui code un terme T, et dont les arcs re-
pr�esentent les ordres �a respecter dans l'�evaluation des sous-termes de T dans le domaine
concret (relations RT entre n�uds). T est repr�esent�e par le n�ud NInit (N1 lorsque
T est le terme en partie droite de l'�equation qui d�e�nit l'op�erateur d'int�erêt). Nous
avons �egalement un ensemble d'arcs orient�es entre les n�uds de G qui repr�esentent des
relations R~v

<(Ni;Nj) (ce qui signi�e que le texte d�eriv�e pour appliquer l'op�erateur du
n�ud Ni dans le domaine concret utilise les variables ~v, et que celui d�eriv�e pour Nj les
modi�e. Les variables ~v sont des param�etres formels de l'op�erateur d'int�erêt ou d�e�nies
par un \let").

Pour e�ectuer le calcul de T dans le domaine concret, il faut respecter strictement
les relations RT et au maximum les relations R<. Lorsque l'ensemble des arcs qui
repr�esentent ces relations contient un cycle, cela signi�e qu'un ordre ne pourra pas être
respect�e. Il faut donc couper les cycles existants dans l'union de ces 2 ensembles. Etant
donn�e qu'un arc d�e�ni par une relation RT ne peut être supprim�e (nous n'engendrons
pas de code pour un \langage �a �evaluation paresseuse", un op�erateur n'est appliqu�e
que sur le r�esulat de l'�evaluation de ses op�erande), une coupure d'un cycle ne peut se
faire que par la suppression d'un de ses arcs d�e�ni par une relation R<.

La m�ethode de recherche des coupures de cycles K parmi l'ensemble R< est semi
exhaustive. R�ecursivement pour un ensemble R de coupures potentielles (initialement
R<), nous cherchons s'il existe des ensembles de coupures dans l'ensemble �egal �a R
moins un de ses �el�ements r, pour l'ensemble de cycles K (initialement K) auquel nous
avons appliqu�e la coupure r (supprim�e tous les cycles qui contiennent r) :

� s'il existe des ensembles de coupures pour K � fk 2 K j r 2 kg alors chacun de
ces ensembles, auquel nous ajoutons r est un ensemble de coupures de K. Nous
pouvons continuer �a chercher par la même m�ethode s'il existe des ensembles de
coupures des cycles de K parmi R� frg,

� S'il n'existe pas de coupures de cycles de K � fk 2 K j r 2 kg parmi R � frg,
alors il n'en existera pas de K parmi R� frg.
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La condition d'arrêt de la r�ecursion est :

� soit la recherche d'un ensemble de coupures d'un ensemble K vide, pour lequel
l'ensemble vide est un ensemble de coupures solution,

� soit la recherche d'un ensemble de coupures d'un ensemble K non vide, parmi un
ensemble R vide. Il n'y a dans ce cas pas de solution.

La suppression d'un arc r 2 R< est un con
it d'utilisation de variables qui ne peut
être r�egl�e par un ordre d'ex�ecution des textes d�eriv�es de deux n�uds (texte utilisateur
avant texte modi�cateur). Cette coupure repr�esente donc une (ou des) duplication(s)
de variable(s) avant modi�cation pour que la (ou les) valeur(s) dupliqu�ee(s) soi(en)t
utilis�ee(s) ult�erieurement. Nous choisissons donc parmi tous les ensembles de coupures
possibles, celui dont le coût total en duplications est le minimum. Nous donnerons le
coût en duplications d'un ensemble de coupures, que calcule fonction Cout , dans la
section 4.6 suivante.

Nous avons des ensembles Ki2[1:::Card(R<)] qui correspondent �a tous les cycles conte-
nant ri2[1:::Card(R<)] 2 R< moins les cycles appartenant aux Kj2[1:::i�1]. Les cycles de
Ki sont par d�e�nition connexes par ri2[1:::Card(R<)] 2 R<. Chaque arc ri 2 R< est donc
une coupure de tous les cycles de Ki, et des cycles des ensembles Kj; j2[1:::i�1] qui le
contiennent.

Soit une fonction Coupures(K;R) qui, pour un ensemble K d'ensembles de cycles
renvoie l'ensemble des arcs de R dont la soustraction des cycles de K supprime ces
cycles, et dont le coût de la duplication des variables associ�ees est minimum.
Pour d�eterminer l'ensemble J des coupures de coût minimal des cycles Ki2[1:::Card(R<)]

de R
*
parmi les arcs de R<, nous devons calculer :

J = Coupures(K;R<)
= Coupures((C1 : : : Cn); (r1 : : : rn));

n = Card(R<)
K = (C1 : : : Cn)
R< = (r1 : : : rn)

L'algorithme de la fonction Coupures(K;R) consiste en un calcul r�ecursif des en-
sembles Ji2[1:::Card(R)] des coupures de coût minimal des cycles de K apr�es avoir sup-
prim�e les cycles contenant ri 2 R, et un choix de l'ensemble de coupures parmi Ji[frig
qui est de coût minimal.

Ji2[1:::Card(R<)] est calcul�e de la mani�ere suivante :

J = Coupures(K;R<) = Min
i2[1:::Card(R<)]

(Ji)

Ji = frig [ Coupures( (
[

j2[1:::Card(R<)]

(Kj) n Ki � fC 2
[

j2[1:::i�1]

(Kj) j ri 2 Cg );

8i 2 [1 : : : Card(R<)] 8ri 2 R<)
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Nous pouvons donc d�e�nir la fonction de coupure Coupures(K;R) qui calcule l'en-
semble de coût minimal d'arcs de R qui permet de couper les cycles de K.

Coupures(K;R) = Min
r2R

ffrg [ Coupures(K � fC 2 Kjr coupe Cg; R � frg)g

Pour ne pas recalculer plusieurs fois le même ensemble de coupures, nous allons ôter
l'arc dont nous venons de calculer l'ensemble CoupuresR, des arcs utilis�es pour les
calculs des ensembles de coupure suivants :

Coupures(K;R) = Inf

 
frg [ Coupures(K � fC 2 Kjr coupe Cg; R � frg);
Coupures(K;R � frg)

!
8r2R

Un arc coupe un cycle hamiltonien s'il fait partie de ce cycle. Et nous allons utiliser le
fait de n'avoir pas �a tester si ri 2 Kj quand i > j :

Coupures

 
K = fCa1 ; : : : ; Cam ; C(am)+1; : : : ; C(am)+ng;
R = fram ; r(am)+1; : : : ; r(am)+ng

!
=

Inf

 
framg [Coupures(fCi>am 2 Kg [ fCi<am 2 Kjr 62 Cg; R� fr(am)g);
Coupures(K;R� fr(am)g)

!
La fonction Inf est param�etr�ee par la fonction Cout.

Nous notons J l'ensemble des coupures de coût minimum.

J = Coupures(R) = Coupures(K;R<)
= Coupures(C1 : : : Cn 2 K; r1 : : : rn 2 R<);
n = Card(R<)

Nous changeons de pro�l pour la fonction Coupures, de mani�ere �a b�en�e�cier de
l'avantage �a coder les ensembles K et E dont les �el�ement sont indic�es, par des liste
(avec les op�erateurs classiques �rst , tail et :: pour la construction) :

Coupures

 
K = fCa1 ; : : : ; Cam ; C(am)+1; : : : ; C(am)+ng;
R = fram ; r(am)+1; : : : ; r(am)+ng

!
=

Coupures0

0B@ Kpre�R = fCi<amg
Kpost�R = fCi�amg
R = fram ; r(am)+1; : : : ; r(am)+ng

1CA
Nous obtenons :

Coupures0(Kpre�R;Kpost�R; R) =

Inf

 
fst(R) :: Coupures0(fC 2 Kpre�Rjfirst(R) 62 Cg; tail(Kpost�R); tail(R));
Coupures0(first(Kpost�R) :: Kpre�R; tail(Kpost�R); tail(R))

!
Et l'ensemble J des coupures de coût minimum est calcul�e par :

J = = Coupures(K;R<)
= Coupures0([ ];K;R<)
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Exemple 4.8: (suite de l'exemple 4.7 page 96).
Pour simpli�er, sans di��erencier le coût de duplication de deux variables, si nous

prenons pour crit�ere de choix entre 2 listes d'arcs �a couper, la longueur plus courte et
la premi�ere liste en cas de listes de longueurs egales, nous obtenons l'arc :

(N4;N7)

qui en e�et coupe les 2 cycles :

[ [(N6;N4); (N4;N7); (N7;N6)]; [(N5;N3); (N3;N4); (N4;N7); (N7;N6); (N6;N5)] ]

4.6 Application des coupures de cycles

Soit G0 le graphe G (constitu�e des n�uds Ni et des arcs de RT ) auquel nous
ajoutons les arcs de R<. S'il existe des cycles, nous devons supprimer de G0 les arcs
de l'ensemble J des coupures pour obtenir un graphe G00 orient�e sans cycle (d.a.g.).
Les ordres entre n�uds cod�es par les arcs de G00 peuvent être respect�es pour �evaluer la
valeur du terme repr�esent�e par chaque n�ud, dans le domaine concret.

Une coupure R~v
<(Ni;Nj) signi�e que le n�ud Nj modi�cateur des variables ~v doit

être ex�ecut�e avant le n�ud Ni qui utilise les valeurs des variables ~v avant leur mo-
di�cation. Des duplications de sauvegarde doivent donc être e�ectu�ees. Nous avons 2
cas :

Le graphe G est un ensemble de post-a�ectations d'un même n�ud N :
il n'y a qu'une seule occurrence de chaque variable parmi toutes les variables
auxquelles nous a�ectons une valeur, ou dont nous a�ectons la valeur, dans les
n�uds de post-a�ectation (cons�equence des propri�et�es des combinateurs In et
Out de chaque op�erateur du graphe et de l'op�erateur d'int�erêt). Quel que soit
l'arc Rx

<(N ;N 0) choisi comme coupure, (il peut y en avoir plusieurs), il est le
seul dont la variable con
ictuelle est x. Nous avons donc N = duplication(x; y)
et N 0 = duplication(z; x), (y peut être �egal �a z). Nous supprimons donc l'arc
Rx

<(N ;N 0), nous ins�erons parmi les n�uds de post-a�ectation un n�ud N 00 =
duplication(x; v) avec v une variable frâ�che, nous rempla�cons la variable x dans
le n�ud N qui devient duplication(v; y) et ajoutons l'arc Rx

<(N
00;N 0).

Le coût de la suppression d'un arcRx
<(N ;N 0) de post-a�ectations est donc le coût

de la duplication de x (que l'on peut approximer par la taille m�emoire moyenne
occup�ee par le codage en Ada d'une donn�ee du type qui impl�emente la sorte de
x).

Le graphe G code un terme T :
Nous devons supprimer des arcs R~v

<(N ;N 0) de sorte que le texte d�eriv�e de N 0

puisse être ex�ecut�e avant celui de N , sans que N utilise des valeurs incorrectes
pour ses op�erandes (des param�etres formels de l'op�erateur d'int�erêt ou des va-
riables d�e�nies par un \let" qui seraient modi��ees auparavant par l'ex�ecution du
texte d�eriv�e de N ).
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Nous pouvons avoir plusieurs coupures dont les variables con
ictuelles contiennent
la même variable : soit par exemple, parmi un ensemble de coupures : R~v

<(N1;N2)
et R~w

<(N3;N4) avec x 2 ~v et x 2 ~w. La variable x est utilis�ee (et �eventuellement
modi��ee) par N1 et N3. La variable x est modi��ee par N2 et N4 (et utilis�ee, non
uniquement modi��ee dans notre premi�ere approche, o�u seuls les n�uds qui codent
un sous terme \then" ou un sous terme \else" peuvent avoir une destination non
calcul�ee �a partir de leurs propres op�erandes, et avoir une variable en mode sortie
uniquement). Nous devons donc ex�ecuter le texte d�eriv�e de N2 avant celui d�eriv�e
de N1, et celui de N4 avant celui de N3.

L'ordre partiel d�e�ni par ces deux ordres est compatible avec six ordres totaux
sur N1;N2;N3;N4, qui sont d�etermin�es par leur position dans le graphe, et le
choix de l'ordre d'�evaluation des sous-termes (profondeur ou largeur d'abord, de
gauche �a droite ou inversement parmi les op�erandes).

De plus, si nous avons ces deux coupures, cela signi�e que nous avons �egalement,
soit R~x

<(N1;N4), soit R
~x
<(N3;N2) qui ne peut être respect�e, et qui fait partie de

l'ensemble des coupures.

Nous voyons que :

� nous ne pouvons faire une simple duplication des variables ~w pour chaque
coupure R~w

<, comme c'est le cas pour un ensemble de post-a�ectations,

� nous ne pouvons connâ�tre dans certains cas le n�ud modi�cateur dont le
texte d�eriv�e est ex�ecut�e le premier si l'ordre d'�evaluation n'est pas �x�e.

Nous proposons donc pour chaque variable v 2 ~v telle que R~v
<(N ;N 0) est une

coupure, de :

� choisir parmi l'ensemble des n coupures R~wi

< (Ni;N 0
i )i2[1:::n] telles que v 2 ~wi,

le n�ud N 0
j2[1:::n] dont le texte d�eriv�e modi�e r�eellement la variable x,

� pour chaque n�ud Ni2[1:::n] ou N
0
i2[1:::n]6=j dont le texte d�eriv�e modi�e x,

{ cr�eer un n�ud duplication(x; v) avec v une variable frâ�che, en n�uds
\sauvegardes" de NInit du graphe G pour lequel nous r�esolvons les
con
its,

{ remplacer x par v dans Ni (ou N 0
i ) �a sa position d'op�erande modi��e.

� si un n�ud Ni2[1:::n] au moins utilise x sans le modi�er, ajouter un n�ud
duplication (x; v) avec v une variable frâ�che, aux n�uds \sauvegardes" de
NInit , et remplacer x par v dans tous les n�udsNi2[1:::n] dont le texte d�eriv�e
utilise x sans la modi�er,

� supprimer les arcs R~w
<(N ;N 0) coupures de l'ensemble des arcs R<.

Le remplacement d'une variable x par une autre se fait :

� pour un n�ud qui code l'application d'un constructeur ou op�erateur d�e�ni :
en rempla�cant le n�ud op�erande qui code la variable x par un n�ud op�erande
qui code la variable v

� pour un n�ud qui code un \if -then-else" : en e�ectuant le remplacement
pour tous les n�uds des sous-arbres \then" et \else".
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S'il y a eu des coupures, les destinations, attributs In, Out et les post-a�ectations
doivent être recalcul�es pour tous les n�uds dont un sous-arbre contient une va-
riable qui a �et�e remplac�ee.

Exemple 4.9: (suite de l'exemple 4.8 page 99).

v1 x v2

v1 t

z, x, t

duplication(v2,t)

z2

concat(   ,  ) tri(  )

concat(   ,  )concat3(   ,   ,  )

concat(   ,  )

(   ,   ,   )

renverse(  )

duplication(v1, z)

tzx z2y

duplication(  ,   )

N12

N3

N5

N6

N4 N2

N7

N1

N11

N8

Les arcs orient�es indiquent l'ordre d'�evaluation entre n�uds �a respecter, l'arc de
R< qui permet d'�eviter les cycles est supprim�e et la duplication de la variable en cause
est introduite en attribut sauvegardes de N1 (trait gras continu). La simple utilisation
d'une variable est not�ee par un arc form�e d'un trait simple, une modi�cation ou a�ec-
tation par un trait double.
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4.7 Traduction du graphe d'�evaluation de T sans cycle en

corps de programme imp�eratif

De l'axiomatisation de l'op�erateur d�e�ni c �a d�eriver, nous avons obtenu un arbre
abstrait qui code un terme T �a d�eriver. Nous avons �etendu l'arbre abstrait par des
arcs qui codent les ordres d'�evaluation �a respecter entre les sous-termes de T, ce qui
forme un graphe orient�e sans cycle. Nous avons �etendu le graphe par des arcs qui
codent un ordre d'�evaluation dans le domaine concret des termes repr�esent�es, qui, s'il
est respect�e �evite les con
its d'acc�es aux variables. Ce graphe peut être cyclique. Nous
avons supprim�e ces cycles en ôtant certains des arcs que nous venions d'ajouter pour
�eviter des con
its, et r�egl�e ces con
its en ajoutant des duplications de sauvegarde des
variables redevenues con
ictuelles (arcs choisis de fa�con �a avoir un coût minimum en
duplications).

Nous avons �nalement obtenu un graphe orient�e sans cycle o�u chaque n�ud, qui
repr�esente un terme, s'il est origine d'un arc, doit et peut être �evalu�e avant le n�ud
extr�emit�e de cet arc (c'est-�a-dire que son texte imp�eratif d�eriv�e est g�en�er�e de mani�ere
�a être ex�ecut�e avant celui du n�ud extr�emit�e), soit parce qu'il en est un sous-terme,
soit pour r�egler un con
it.

La traduction de l'arbre abstrait en un texte Ada se fait alors par une interpr�eta-
tion de chaque n�ud dans le domaine concret. Nous parcourons ce graphe tout ordre
compatible avec l'ordre d�e�ni par les arcs du graphe (en profondeur ou en largeur
d'abord, de gauche �a droite ou inversement pour les op�erandes, et les calculs anticip�es
avant, parmi, ou apr�es les op�erandes) et g�en�erons pour chaque n�ud �a �evaluer son code
correspondant en imp�eratif.

La partie fonctionnelle d'un calcul anticip�e doit être ex�ecut�ee avec sa

partie proc�edurale

La partie fonctionnelle d'un calcul anticip�e ne peut être plac�ee en param�etre e�ectif :
elle n'est alors pas ex�ecut�ee avant la partie proc�edurale des calculs qu'elle doit pr�ec�eder.

Un n�ud qui a �et�e d�eriv�e de mani�ere �a ce que le terme t0 qu'il code soit calcul�e
hors du calcul du terme t auquel il appartient (t0 sous-terme de t), s'il voit sa partie
fonctionnelle utilis�ee telle quelle comme param�etre e�ectif, peut ne plus respecter l'ordre
d'�evaluation qui a motiv�e son anticipation.

Exemple 4.10: Soit le terme T = append(append(x; y); reverse(x)) �a d�eriver et
les impl�ementations suivantes des op�erateurs qu'il comporte :

append est impl�ement�e par une fonction :
E(append) = [x; y]fAPPEND(x; y)g,
In(append) = < �1; �2 >,
Out(append) = < �; � >.

reverse est impl�ement�e par une proc�edure qui modi�e son unique param�etre :
E(reverse) = [x]fREVERSE(x)g,
In(reverse) = < �1 >,
Out(reverse) = < �1 >.
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Nous notons N1 le n�ud codant T et respectivement N2 et N3 pour les sous-termes
append(x; y) et reverse(x).

Nous souhaitons d�eriver le n�ud N2 avant N3 pour �eviter que la valeur de x ne
soit modi��ee avant son utilisation par N2. La d�erivation de N2 engendre un code fonc-
tionnel : ([[ ]]; hjAPPEND(x; y)ji) et celle de N3 un code proc�edural : ([[REVERSE(x)]]; hjxji).
En g�en�erant le code Ada par un parcours de gauche �a droite, le n�ud N2 est appa-
remment d�ej�a d�eriv�e pour N3, mais le code engendr�e non encore ex�ecut�e s'il est inclus
dans la partie fonctionnelle de N1 : ([[REVERSE(x)]]; hjAPPEND(APPEND(x; y); x)ji). Si T est
le terme en partie droite de l'�equation �a d�eriver nous obtenons :

begin

REVERSE(x);

return APPEND(APPEND(x,y),x);

end;

qui est incorrect. Nous devons faire en sorte que tout le texte d�eriv�e vers une forme
fonctionnelle et qui doit être ex�ecut�e par anticipation soit �evalu�e avant tout code pro-
c�edural qu'il doit pr�ec�eder. La fa�con correcte est que le code engendr�e pour N2 (partie
fonctionnelle et partie proc�edurale) apparaisse avant le code engendr�e pour N3, c'est-
�a-dire :

begin

v1 := APPEND(x,y);

REVERSE(x);

return APPEND(v1,x);

end;

Algorithme

Nous proposons de faire un parcours de l'arbre abstrait en profondeur d'abord,
de gauche �a droite pour les op�erandes, et les n�uds antecedents (calculs anticip�es
d�etermin�es par les arcs R<) apr�es les op�erandes, en g�en�erant le texte imp�eratif de
chaque n�ud dans l'ordre de d�epilement inverse (de la pile de retour en arri�ere pour
le parcours de l'arbre). Nous partons du n�ud racine N1,et chaque n�ud traduit est
annot�e execute = vrai de mani�ere �a ce que le terme calcul�e par anticipation ne soit pas
re-calcul�e lorsque sa valeur est n�ecesaire.

La d�erivation �#(N ) se fait de la mani�ere suivante :

� Cas \le code du n�udN a d�ej�a �et�e g�en�er�e" (N :execute = vrai) : le code en retour
est ([[]]; hjf1; : : : ; fnji) pour N :destination = (f1; : : : ; fn).

� Cas \le code du n�ud N n'a pas encore �et�e g�en�er�e" (N :execute = faux ). Nous
obtenons ce code ([[p]]; hjf ji) de la mani�ere suivante :

1. nous g�en�erons le code n�ecessaire aux sauvegardes cr�e�ees lors de l'application
des coupures de cycles :

8i 2 N : sauvegardes �[[p]] := [[p]] + �#(Ni)



104 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DES CONFLITS D'ACC�ES AUX VARIABLES

avec Ni qui code duplication(x; y),

2. pour tous ses n�uds op�erandes N 0 (i 2 N : operandes ^ N 0 = Ni), nous
g�en�erons le code correspondant :

�#(N 0) = ([[p0
1; : : : ; p

0
k ]]; hjf

0
1; : : : ; f

0
kji)

et ajoutons la partie proc�edurale �a celle d�ej�a obtenue :

8i 2 N : operandes �[[p]] := [[p]] + [[p0
i ]])

3. pour tous ses n�uds N 00 dont le calcul doit être anticip�e pour être ex�ecut�e
avant N (i 2 N : antecedents [N : op-dependance ^ N 00 = Ni), nous g�en�e-
rons le code correspondant :
soit �#(N 00) = ([[p00

1 ; : : : ; p
00
k ]]; hjf

00
1 ; : : : ; f

00
k ji), avec f 00

1 ; : : : ; f
00
k qui sont des va-

riables, �egales �a la destination de N 00 (ce ne sont pas des expressions du
langage concret, même et surtout si N 00 est �egalement un n�ud op�erande
de N ), et ajoutons la partie proc�edurale �a celle d�ej�a obtenue :

8i 2 N : antecedents [N : op-dependance �[[p]] := [[p]] + [[p00
i ]])

4. nous g�en�erons le code impl�ementant l'application de l'op�erateur du n�ud
sur ses op�erandes :

{ pour un constructeur ou op�erateur d�e�ni :
selon la r�egle 3.4 page 68, avec les repr�esentations des op�erandes dans
hjf 0

1; : : : ; f
0
kji. Nous ne d�erivons les post-a�ectations que si N : anticipe =

vrai . Nous obtenons :

([[pop ]]; hjfopji),

(lorsque N : anticipe = vrai , hjfopji = N : destination , et ajoutons la par-
tie proc�edurale �a celle d�ej�a obtenue :

8i 2 N : antecedents [N : op-dependance �[[p]] := [[p]] + [[p]]op)

et hjf ji = hjfopji,

{ pour l'op�erateur pr�ed�e�ni let :
nous avons en premier op�erande la variable v d�e�nie, en second, le terme
qui est a�ect�e �a cette variable, et en troisi�eme le terme dont la va-
leur est la valeur du let , et les d�erivations correspondantes : ([[p1 ]]; hjf1ji),
([[p2 ]]; hjf2ji) et ([[p3 ]]; hjf3ji), avec [[p1 ]] = [[ ]], hjf1ji = hjvji et v de sorte sv.
Nous obtenons :

( [[ declare

v : �S(sv)
begin

p2;
v := f2;
p3;

end ; ]]
,hjf3ji )

Nous ajoutons la partie proc�edurale �a celle d�ej�a obtenue, et hjf ji = hjf3ji,
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{ pour l'op�erateur pr�ed�e�ni if -then-else, avecN :operandes = (id1; id2; id3),
nous avons :
�#(Nid1) = ([[p1 ]]; hjf1ji),
�#(Nid2) = ([[p2;1; : : : ; p2;n ]]; hjf2;1; : : : ; f2;nji),
�#(Nid3) = ([[p3;1; : : : ; p3;n ]]; hjf3;1; : : : ; f3;nji),
avec 8i 2 [1; : : : ; n] � (f2;i = f3;i).
Nous obtenons :

( [[p1; if f1 then begin

p2;1; : : : ; p2;n;
end ;

else

begin

p3;1; : : : ; p3;n;
end ;

endif ; ]]
,hjf2;1; : : : ; f2;nji )

Nous ajoutons la partie proc�edurale �a celle d�ej�a obtenue, et hjf ji =
hjf2;1; : : : ; f2;nji,

5. N :execute := vrai.

Apr�es avoir parcouru tout le graphe, nous avons donc :

� �#
(x1;:::;xm)(N1) qui donne ([[p]]; hjx1; : : : ; xmji), avec m � 1, la partie fonctionnelle

�etant vide pour une d�erivation d'un op�erateur op : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m)
en une proc�edure et en ayant d�ecor�e le n�ud N1 avec ses destinations calcul�ees :
N1:destination = (x1; : : : ; xn).

� �#(N1), cas de �#
(x1;:::;xm) avec m = 0 qui donne ([[p]]; hjf ji) o�u p est �eventuel-

lement vide, pour une d�erivation vers une fonction. Le corps du programme est
alors \p; return f;".

Exemple 4.11: (suite de l'exemple 4.9 page 101).
Un parcours en profondeur d'abord, les n�uds �ls, puis les n�uds op�erandes, en

montrant les n�uds sur la pile de retour-en-arri�ere est :

N8:
([[p8 ]]; hjf8ji) = ([[duplication(z; z2);]]; hjz2ji)

N1  N5  N6  N7

([[p7 ]]; hjf7ji) = ([[p8;
renverse(z2);]]; hjz2ji)

([[p6 ]]; hjf6ji) = ([[p7;
v1 := concat3 (x; y; z2);]]; hjv1ji)

([[p5 ]]; hjf5ji) = ([[p6;
concat (v1; t);]]; hjv1ji)

N4  N6===  N3  N5===

([[p3 ]]; hjf3ji) = ([[p5;
concat (t; x);]]; hjtji)
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([[p4 ]]; hjf4ji) = ([[p3;
concat (x; z);]]; hjxji)

N2:
([[p2 ]]; hjf2ji) = ([[p4;

v2 := tri(t);]]; hjv2ji)

([[p2;
duplication(v1; z);
duplication(v2; t); ]]; hjz; x; tji)

Nous obtenons donc le texte suivant :

duplication(z; z2);
renverse(z2);
v1 := concat3 (x; y; z2);
concat(v1; t);
concat(t; x);
concat(x; z);
v2 := tri(t);
duplication(v1; z);
duplication(v2; t);

auquel nous devons ajouter la d�eclaration des variables locales (variables \frâ�ches" de
la d�erivation) pour former le corps de la proc�edure :

procedure OP(x : in out listint; y : in listint; z; t : in out listint)

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons propos�e une m�ethode de r�esolution des con
its d'ac-
c�es aux variables qui apparaissent lorsque l'on e�ectue, dans le domaine concret, une
simulation des calculs n�ecessaires �a l'obtention, dans le domaine abstrait, de la valeur
d'un terme T.

Nous avons d'abord pr�esent�e comment localiser les con
its dans le terme T �a d�eri-
ver :

� entre sous-termes de T : op(t1; : : : ; tn) et op0(t01; : : : ; t
0
n), dont les textes engendr�es

pour simuler l'application de op et op0 sur respectivement (t1; : : : ; tn) et (t
0
1; : : : ; t

0
n)

ont des acc�es �a une (ou des) variable(s) selon des modes di��erents (lecture par
rapport �a �ecriture ou lecture-�ecriture) ;

� entre les a�ectations qui sont rajout�ees lorsque des r�esultats de calculs doivent
être contenus dans des variables pr�ecises (param�etres formels de retour, variables
identiques pour les deux branches alternatives d'un if -then-else).
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Chaque con
it peut être r�esolu, soit par un d�eplacement de code g�en�er�e de mani�ere �a
imposer l'ordre dans lequel sont e�ectu�es certains calculs, soit par une duplication de
sauvegarde de la valeur de la variable con
ictuelle.

Les ordres dans lesquels doivent être e�ectu�es les calculs, pour r�esoudre l'ensemble
des con
its, peuvent être contradictoires et introduire des cycles. Nous avons donc
propos�e une m�ethode de r�esolution de l'ensemble des con
its, qui minimise le coût en
duplication de variables.

Nous avons ensuite montr�e comment obtenir un texte �a la syntaxe Ada, �a partir
du graphe constitu�e de l'arbre abstrait et des ordres d'ex�ecution des calculs, auxquels
nous avons ajout�e un ordre de parcours de l'arbre compatible.

Le texte Ada est correct par construction : nous supposons que les impl�ementations
existantes des op�erateurs sont correctes, et notre algorithme est bas�e sur la conservation
d'une valeur correcte des repr�esentation des op�erandes.

Soit t = op(t1; : : : ; tn) le terme �a d�eriver, notre hypoth�ese est que la d�erivation de
t1; : : : ; tn est correcte, c'est-�a-dire que nous obtenons :

([[instructionsid1 ]]; hjexpressionid1 ji); : : : ; ([[instructionsidn ]]; hjexpressionidn ji)
avec fid1; : : : ; idng = f1; : : : ; ng selon l'ordre choisi pour le parcours de l'arbre abstrait
(en largeur ou en profondeur d'abord, de gauche �a droite selon un ordre quelconque
parmi les op�erandes). Chaque expression fonctionnelle hjexpressionidi2[1:::n] ji est �evalu�ee
apr�es l'ex�ecution de [[instructionsid1 ; : : : ; instructionsidi ]] avec pour valeur celle de
tidi .

L'impl�ementation de op �etant correcte par hypoth�ese, la correction du r�esultat de
l'application �(op) sur (expression1; : : : ; expressionn) apr�es avoir e�ectu�e les dupli-
cations de sauvegarde, puis ex�ecut�e [[instructionsid1 ; : : : ; instructionsidn ]], est condi-
tionn�ee par la non destruction de toute variable de expressionidi par [[instructionsidi+1

;
: : : ; instructionsidn ]]. La preuve de cette correction est triviale : toute modi�cation
d'une variable x de expressionidi (qui est un param�etre formel ou une variable inter-
m�ediaire d�e�nie par un \let") par une instruction de instructionsidj2[i+1:::n]

ne peut
exister. Sinon, un ordre de pr�ec�edence entre les calculs de tidi et de tidj existerait et
imposerait la pr�eservation de x ou sa duplication.





Chapitre 5

Compilation des constructeurs

5.1 D�erivation syst�ematique

Une d�erivation d'un type alg�ebrique dans le domaine concret peut être faite de ma-
ni�ere syst�ematique en d�erivant le type LPG en un paquetage Ada dont le nom et ceux
des �chiers (interfaces et corps) correspondants sont donn�es par le lien d'impl�ementa-
tion (ceci est d�ecrit dans le section 7.2 page 131).

Nous nous limitons aux sp�eci�cations alg�ebriques param�etr�ees au maximum d'une
sorte formelle. Les sortes connues sont les sortes de la biblioth�eque pour lesquelles nous
avons choisi une impl�ementation (via son lien). Ainsi, une d�eclaration de type :

Type S requires Formal Sort[s0]
sorts

s
constructors
...

end

est d�eriv�ee en un paquetage dont la sp�eci�cation est :

generic

type t s0 is private;

package p S is

type t s is ...
...

end p S ;

et le lien d'impl�ementation �S(s
0; t s0) est ajout�e pour la d�erivation.

Nous d�erivons l'interface Ada des constructeurs et op�erateurs tel que cela est d�ecrit
en section 3.2.1 page 60. La d�erivation automatique du corps d'une fonction ou proc�e-
dure qui impl�emente un op�erateur d�e�ni, �a partir de son axiomatisation, est d�etaill�ee
au chapitre pr�ec�edent. Nous pouvons d�eriver automatiquement les constructeurs de la
sorte s de la mani�ere suivante :

Soit une sorte s disposant de p constructeurs tels que :

ci2[1:::p] : (si;1; : : : ; si;di
) �> s
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avec 8i 2 [1 : : : p] � (di = Card(Dom(ci))) la cardinalit�e du domaine de ci2[1:::p].
Soit t s = �S(s) et les types qui impl�ementent les sortes des domaines des construc-
teurs de s :

8i 2 [1 : : : p]; j 2 [1 : : : di] � ti;j = �S(si;j)

Le type t s peut être d�e�ni de la mani�ere suivante :

type constructeur de t s is (c1; : : : ; cp) ;

type t s is access block t s ;

type block t s(cstr: constructeur de t s) is record

case cstr is

when c1 => c1 1 : t1;1
...

c1 d1 : t1;d1
...

when cp => cp 1 : tp;1
...

cp dp : tp;dp
end case;

end record;

Pour la sorte s qui poss�ede p constructeurs, d�e�nie par le type alg�ebrique S, le lien
d'impl�ementation de S par le paquetage Ada p S est compos�e de :

�S(s) = t s

8i 2 [1 : : : p] ��C(ci) = (E(ci); In(ci); Out(ci); Is(ci); Select(ci))

qui sont d�e�nis par :

8i 2 [1 : : : p]; n = di �

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

E(ci) = [v1; : : : ; vn]fnew t s' (cstr =>ci;
ci 1=>v1;
...
ci n=>vn)g

In(ci) = < �1; : : : ; �n >
Out(ci) = < �; : : : ; � >

Le testeur isc du domaine concret (Ada) permet de tester si une expression de type
t (t impl�ementant la sorte s dont c est l'un des constructeurs) est la repr�esentation d'un
terme alg�ebrique construit par c :

E(isc) = [v]fv.cstr = cg;
In(isc) = < �1 >;
Out(isc) = < � >
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Pour chaque constructeur, le nombre de s�electeurs dont nous avons besoin est �egal
�a la cardinalit�e du domaine du constructeur. Chaque s�electeur du domaine abstrait est
d�e�ni de la mani�ere suivante pour un constructeur c : (s1; : : : ; sn) �> s :

8i 2 [1 : : : n]; 8v1 : s1; : : : ;8vn : sn � selectci (c(v1; : : : ; vn)) = vi

Il s'agit d'�ecrire l'impl�ementation des s�electeurs qui correspondent aux constructeurs
d�eriv�es automatiquement :

8i 2 [1 : : : p]; j 2 [1 : : : di] �

0B@ E(selectcij ) = [v]fv:ci jg

In(selectcij ) = < �1 >

Out(selectcij ) = < � >

1CA

De plus, nous avons LeftExpr(selectcij ) = vrai (ce qui n'est pas utilis�e dans la d�eriva-
tion d�e�nie au chapitre pr�edent, o�u seules les variables sont des expressions-gauches).

Nous d�e�nissons �egalement pour toutes les impl�ementations de chaque sorte, deux
fonctions Ada : eq et duplication. La fonction bool�eenne eq donne l'�egalit�e entre deux
valeurs, qui peuvent être deux repr�esentations di��erentes d'une même valeur alg�ebrique
(dans le cas d'insertions d'�el�ements dans un ensemble, par exemple, le r�esultat de l'ex�e-
cution du texte Ada engendr�e pour ins(x; ins(y; l)) peut être di��erent de celui obtenu
pour ins(y; ins(x; l))). La fonction duplication, �a partir d'une repr�esentation d'une
valeur alg�ebrique, construit une nouvelle valeur qui ne partage aucun emplacement en
m�emoire avec la pr�ec�edente.

function eq(x,y: t s) return boolean is

begin

if not eq(x.cstr,y.cstr) then return false

else

case x.cstr is

when c1 => return eq(x.c1 1, y.c1 1)
and
...

and eq(x.c1 d1, y.c1 d1);
...

when cp => return eq(x.cp 1, y.cp 1)
and
...

and eq(x.cp dp, y.cp dp);
end case ;

end eq ;
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function duplication(x: t s) return t s is

begin

case x.cstr is

when c1 => return new t s'(E(c1)(duplication(x.c1 1),
...

,duplication(x.c1 d1))
...

when cp => return new t s'(E(cp)(duplication(x.cp 1),
...

,duplication(x.cp dp))
end case;

end eq ;

5.2 Impl�ementation par un type existant

5.2.1 La biblioth�eque

Les types alg�ebriques Nat, Char, String, Array, Seq et Set pr�ed�e�nis en LPG
peuvent être impl�ement�ees par des paquetages pr�ed�e�nis en Ada.

Exemple 5.1: Soit le type des s�equences g�en�eriques :

Type Seq requires Formal Sort[elem]

sorts

seq[elem]

constructors

nil : �> seq[elem]

cons : (elem, seq[elem]) �> seq[elem]

operators

is nil : seq[elem] �> bool

car : seq[elem] �> elem

cdr : seq[elem] �> seq[elem]

equations
...

end Seq

Il peut être impl�ement�e en Ada, pour �S(elem) = elem, par le paquetage classique des
listes construites par un pointeur soit �egal �a null, soit qui pointe sur un bloc contenant
une valeur et un pointeur sur la suite de la liste (il n'y a pas de partie variante, comme
pour la d�erivation automatique) :

�S(seq) = list

�C(nil) = (E(nil) = [ ]fnullg; In(nil) = <>;Out(nil) = <>)

�C(cons) = ( E(cons) = [x; l]fnew list'(val =>x; suiv =>l)g;
In(cons) = < �1; �2 >;
Out(cons) = < �; � >)
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�D(is
nil) = (E(isnil) = [x]f(x=null)g, In(isnil) = < �1 >, Out(isnil) = < � >)

�D(is
cons) = (E(iscons) = [x]f(x /= null)g, In(iscons) = < �1 >, Out(iscons) =

< � >)

�D(select
cons
1 ) = ( E(selectcons1 ) = [x]fx.valg;

In(selectcons1 ) = < �1 >;
Out(selectcons1 ) = < � >)

LeftExpr (selectcons1 ) = vrai

�D(select
cons
2 ) = ( E(selectcons2 ) = [x]fx.suivg;

In(selectcons2 ) = < �1 >;
Out(selectcons2 ) = < � >)

LeftExpr (selectcons2 ) = vrai

Nous ajoutons les fonctions Ada eq et duplication qui impl�ementent respectivement
l'�egalit�e entre termes d'une même sorte, et la construction d'un terme identique �a celui
pass�e en op�erande. Ces deux fonctions doivent être fournies pour toute impl�ementation
en Ada d'un type alg�ebrique.

�(eq) = (E(eq) = [x; y]feq(x,y)g; In(eq) = < �1; �2 >; Out(eq) = < �; � >)

�(duplication) = ( E(duplication) = [x; y]fy := duplication(x); g;
In(duplication) = < �1; � >;
Out(duplication) = < �; �2 >)

5.2.2 Optimisation : r�eutilisation de l'impl�ementation des construc-

teurs

L'optimisation de la d�erivation des constructeurs consiste �a utiliser des repr�esen-
tations de donn�ees qui sont plus e�caces que celles de la d�erivation syst�ematique, en
termes de taille m�emoire ou de rapidit�e d'acc�es. Les crit�eres �a respecter sont :

� la r�ealisabilit�e : tout terme du domaine abstrait poss�ede (au moins) une repr�esen-
tation dans le domaine concret,

� la consistance : un terme du domaine concret ne peut repr�esenter deux termes
di��erents du domaine abstrait,

� l'impl�ementation de chaque constructeur doit être correcte, c'est-�a-dire que la
r�egle 3.3 d'interpr�etation d'un terme abstrait dans le domaine concret d�e�nie
page 61 est respect�ee.

La plupart des optimisations classiques se g�en�eralisent par la r�eutilisation d'une
impl�ementation existante : en e�et, les crit�eres qui conduisent �a impl�ementer une sorte
par le type entier, le type octet, le type liste, le type arbre binaire, . . . , peuvent être
d�e�nis par l'existence d'un lien entre les constructeurs de la sp�eci�cation �a d�eriver, et
ceux de la sp�eci�cation LPG du type entier, octet, liste, arbre binaire, etc.
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R�eutiliser pour une sorte s0, l'impl�ementation d'une sorte s, implique que pour
chaque constructeur ou op�erateur d�e�ni de s0 il existe un constructeur ou op�erateur d�e-
�ni de s qui ait la même s�emantique. Si nous pouvons d�e�nir et v�eri�er une �equivalence
entre deux signatures alg�ebriques par l'existence d'un isomorphisme entre elles, v�eri�er
une �equivalence entre deux sp�eci�cations o�u des op�erateurs sont d�e�nis par des axiomes
est extrêmement complexe. Cela n'est pas d�ecidable dans le cas g�en�eral (�equivalence
de deux th�eories par preuve de l'�equivalence de deux axiomatisations, ou �equivalence
de deux constructions modulaires [Ori96]) et n'est pas notre propos.

Par contre, nous pouvons d�e�nir si l'ensemble des constructeurs de s0 est �equivalent
�a un sous-ensemble des constructeurs de s, et peut r�eutiliser l'impl�ementation de ces
derniers (et gagner ainsi en e�cacit�e par rapport �a une d�erivation syst�ematique des
constructeurs).

Cette approche est d�ecrite dans [Sig95], qui est une continuation du travail e�ec-
tu�e dans [Tur92]. Nous allons g�en�eraliser ce travail pour permettre d'impl�ementer un
constructeur par un autre qui ne lui est pas isomorphe (car les arit�es sont di��erentes),
mais dont le domaine de l'un est une permutation du domaine de l'autre.

Dans les d�e�nitions suivantes, nous appellons bijection une fonction totale bijective,
et injection une fonction totale injective.

D�e�nition 5.1: Un combinateur In (ou Out) bijectif est un combinateur In (ou
Out) < P1; : : : ; Pn > tel que :(

8i 2 [1 : : : n] � Pi 6= �
8i 2 [1 : : : n] � �1 2 fP1; : : : ; Png

Plus simplement, < P1; : : : ; Pn > est une permutation de < �1; : : : ; �n >.

Propri�et�e :

Soit B un combinateur In (ou Out) bijectif, alors B � B�1 = B�1 � B = id()n .
Le combinateur id()n est le combinateur identit�e pour les produits cart�esiens de
n �el�ements. Il est �egal �a : < �1; �2; : : : ; �n >

D�e�nition 5.2: Nous appelons �I
SP 0 : �0 ! � lien d'impl�ementation abstraite,

une application de la signature �0 = (S0;
0) d'une sp�eci�cation alg�ebrique SP 0 vers la
signature � = (S;
) de la sp�eci�cation alg�ebrique SP .

� �I
S0 est une application qui, �a une sorte s0 2 S0 associe une sorte s 2 S,

� �I
C0 est compos�e de (EIC0 ; InIC0 ; OutIC0):

Nous omettons de pr�eciser l'ensemble de constructeurs domaine des compo-
sants de �I

C0 lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e.

EI une injection de l'ensemble C 0
s0 des constructeurs de s0 2 S0 vers l'en-

semble Cs des constructeurs de s = �I
S(s

0).

InI est une fonction qui associe �a un constructeur c0 2 C 0
s0 un combinateur

In bijectif,
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OutI est une fonction qui associe �a un constructeur c0 2 C 0
s0 un combinateur

Out bijectif.

qui sont tels que, pour :

�I
S(s

0) = s

c0 : (s01; : : : ; s
0
n) �> s0 un constructeur appartenant �a C 0

s0

EI(c0) = c 2 Cs

nous avons :
c : (s1; : : : ; sn) �> s
InI(c0)(�I

S0(s01); : : : ;�
I
S(s

0
n)) = (s1; : : : ; sn)

OutI(c0)(�I
S0(s0)) = s

EI associe �a un constructeur c0 2 C 0
s0 de s0, le constructeur c 2 Cs qui l'impl�e-

mente. InI(c0) donne la correspondance entre les op�erandes de c0 2 C 0
s0 et ceux

de c = EI(c0) 2 Cs. Out
I(c0) donne la correspondance entre les r�esultats de l'ap-

plication de c0 2 C 0
s0 sur ses op�erandes t1 : : : tn, et les r�esultats de l'application

de c = EI(c0) 2 Cs sur InI(c0)(t1; : : : ; tn). Out
I(c0) = < �1 >, quel que soit le

constructeur c, les constructeurs ayant une seule sorte dans leur co-domaine.

Propri�et�es : l'alg�ebre des termes T�0=(s0;C0

s0
) n'est pas isomorphe �a T�00=(s;�I

C0(C
0

s0
)),

car les arit�es des constructeurs C 0
s0 ne sont pas les mêmes que celles des constructeurs

qui les impl�ementent, mais il existe un isomorphisme d'ensembles (une bijection) entre
l'ensemble engendr�e par les constructeurs de C 0

s0 et celui engendr�e par les constructeurs
de EIC0(C 0

s0) que l'on peut d�ecrire �a partir de �I .

Soit c0 : (s01; : : : ; s
0
n) �> s0 un constructeur de C 0

s0 et c : (s1; : : : ; sn) �> s de Cs qui
l'impl�emente, avec EIC0(c0) = c et �I

S0(s0) = s.

Soit pc : In
I
C0(c0)

�1
(�I

S0(s01); : : : ;�
I
S0(s0n)) �> s un op�erateur d�e�ni par l'unique �equa-

tion :

pc(x1; : : : ; xn) ==> c(InIC0(c0)
�1

(x1; : : : ; xn))

et 
c0

c l'ensemble des op�erateurs pc ainsi d�e�nis.

Alors les alg�ebres T�0=(s0;C0

s0
) et T�000=(s;Cs[
c0

c )

���s;
c0
c

sont isomorphes.

R�eutilisation par composition avec un lien d'impl�ementation abstraite
Le principe de la r�eutilisation de l'impl�ementation des constructeurs de s pour impl�e-
menter ceux de s0 (et de pouvoir ainsi d�eriver l'axiomatisation des op�erateurs de s0 en
fonction des testeurs et s�electeurs de s) est d'e�ectuer une composition du lien d'impl�e-
mentation d�e�ni au chapitre 3 et du lien d'impl�ementation abstraite que nous venons
de d�e�nir.

Nous limitons ce lien d'impl�ementation abstraite aux sortes et aux constructeurs. Il
peut être d�e�ni de mani�ere similaire pour les op�erateurs d�e�nis, mais nous ne pouvons
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dans ce cas pas �etablir automatiquement l'�equivalence entre deux axiomatisations (il
est envisageable, si cette �equivalence est d�emontr�ee, de r�eutiliser l'impl�ementation d'un
op�erateur d�e�ni pour impl�ementer un autre op�erateur d�e�ni, dont nous ne d�erivons
alors pas l'axiomatisation).

Par contre, pour SP 0 la sp�eci�cation �a laquelle appartient s0, il est possible de
chercher automatiquement si la biblioth�eque poss�ede une sp�eci�cation SP avec une
sorte s telle qu'un lien d'impl�ementation abstraite �I

SP 0 existe de la sorte s0 et de ses
constructeurs vers s et ses constructeurs. Cette recherche est faite de mani�ere exhaustive
pour chaque sorte et chaque sous-ensemble de ses constructeurs (ou par un algorithme
semblable �a celui �ecrit pour la recherche des coupures).

�A partir du lien d'impl�ementation abstraite �I
SP 0 trouv�e, et d'un lien d'impl�emen-

tation �SP , nous pouvons calculer un lien d'impl�ementation �SP 0 = �SP � �I
SP 0

pour s0 et ses constructeurs :
�SP 0 est d�e�ni par :

�S0 = �S � �I
S0

8c0 2 C 0
s0 � �C0(c0) = (EC0(c0); InC0(c0); OutC0(c0); IsC0(c0); SelectC0(c0)) tels que :

EC0(c0) = EC(E
I
C0(c0)),

InC0(c0) = InC(E
I
C0(c0)) � InIC0(c0),

OutC0(c0) = OutC(E
I
C0(c0)) � OutIC0(c0),

IsC0(c0) = isc
0

= isE
I

C0 (c0)

8i 2 [1 : : : Card(Dom(c0))] � selectc
0

i =

< �i > � (InIC0(c0))
�1
�
select

E I

C0 (c0)
1 ; : : : ; select

E I

C0 (c0)

Card(Dom(E I

C0 (c0)))

�

Exemple 5.2:
Soit la sorte s0 suivante :

Type S0 requires Formal Sort[s00]
sorts

s0

constructors

c01 : (s0; s00) �> s0

c02 : �> s0

end

Alors il existe le lien d'impl�ementation �I suivant entre la sorte s0 et la sorte seq :

� �I
S0(s0) = s et �I

S0(s00) = elem

� �I
C0(c01) = ( EIC0(c01) = fconsg; InIC0(c01) = < �2; �1 >;Out

I
C0(c01) = < �1 >)

� �I
C0(c02) = ( EIC0(c02) = fnullg; InIC0(c02) = <>;OutC0(c02) = < �1 >)
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La composition de l'impl�ementation abstraite et de l'impl�ementation concr�ete fait
que la sorte s0 est correctement impl�ement�ee en Ada par le type list vu pr�ec�edemment
(et le type alg�ebrique S0 par le paquetage Liste) avec le lien d'impl�ementation suivant :

� �S0(s0) = �S(�
I
S0(s0)) = list

� �C0(c01) = (EC0(c01); InC0(c01); OutC0(c01); IsC0(c01); SelectC0(c01))

tel que :

EC0(c01) = EC(E
I
C0(c01))

= EC(cons)
= [x; l]fnew list'(val =>x; suiv =>l)g

InC0(c01) = InC(E
I
C0(c01)) � InIC0(c01)

= InC(cons) � InIC0(c01)
= < �1; �2 > � < �2; �1 >
= < �2; �1 >

OutC0(c01) = OutC(E
I
C0(c01)) � OutIC0(c01)

= OutC(cons) � OutIC0(c01)
= < �; � > � < �1 >
= < �; � >

isc
0
1 = isE

I

C0 (c01)

= iscons

isc
0
2 = is�

I
C0 (c

0
2)

= isnil

select
c01
1 = < �1 > � (InIC0(c0))

�1
�
select

EIC0 (c01)
1 ; : : : ; select

E IC0 (c01)

Card(Dom(E I

C0 (c0)))

�
= < �1 > � < �2; �1 > (selectcons1 ; : : : ; selectcons2 )
= selectcons2

select
c01
2 = < �2 > � (InIC0(c0))

�1
�
select

EIC0 (c01)
1 ; : : : ; select

E IC0 (c01)

Card(Dom(E I

C0 (c0)))

�
= < �2 > � < �2; �1 > (selectcons1 ; : : : ; selectcons2 )
= selectcons1

5.2.3 Perspective : r�eutilisations partielles

Il s'agit de r�eutiliser pour impl�ementer un constructeur c0 : (s01; : : : ; s
0
n) �> s0,

l'impl�ementation d'un constructeur c : (s1; : : : ; sm) �> s avec m � n.

D�e�nition 5.3: Nous appelons �I+ le lien d'impl�ementation abstraite �etendu, une
g�en�eralisation de �I :

� �I+

S0 est une application qui, �a une sorte s0 2 S0 associe une sorte s qui l'impl�e-
mente,
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� �I+

C0 est compos�e de (EI
+

C0 ; InI
+

C0 ; OutI
+

C0 ) :

EI
+

une injection de l'ensemble C 0
s0 des constructeurs de s0 2 S vers l'en-

semble Cs des constructeurs de �I+

S0 (s0) = s.

InI
+

C0 est une fonction qui associe �a un constructeur c0 2 C 0
s0 un combinateur

In (pas obligatoirement bijectif),

OutI
+

C0 est une fonction qui associe �a un constructeur c0 2 C 0
s0 un combina-

teur Out,

qui sont tels que, pour :

�I+

S0 (s0) = s

c0 : (s01; : : : ; s
0
n) �> s0 un constructeur appartenant �a C 0

s0

EI
+

C0 (c0) = c 2 Cs

nous avons :
c : (s1; : : : ; sm) �> s

(InI
+

C0 )
�1

(c0)(s1; : : : ; sn) = (�I+

S0 (s01); : : : ;�
I+

S0 (s0n))

OutI
+

C0 (c0)(�I+

S0 (s0)) = s

EI
+

C0 associe �a un constructeur c0 2 C 0
s0 de s0, le constructeur c 2 Cs qui l'impl�e-

mente. InI
+

C0 donne la correspondance entre les op�erandes de c0 2 C 0
s0 et ceux de

EI
+

C0 (c0) = c 2 Cs. Out
I+

C0 donne la correspondance entre les r�esultats de l'appli-
cation de c0 2 C 0

s0 sur ses op�erandes t1 : : : tn, et les r�esultats de l'application de

EI
+
(c0) = c 2 Cs sur InI

+

C0 (c0)(t1; : : : ; tn). Out
I+

C0 (c0) = < �1 >, quel que soit le
constructeur c0, les constructeurs ayant une seule sorte dans leur co-domaine.

Les combinateurs InI
+
ne sont plus obligatoirement des combinateurs bijectifs : ils

ne sont plus compos�es uniquement de combinateurs de projection �i et du combinateur
�, mais peuvent comporter une constante �a la position de l'op�erande de c = �I+

C0 (c0) qui
est \inutile" pour impl�ementer c0. Par contre, ils doivent toujours respecter les autres
caract�eristiques de la d�e�nition 3.3 page 55.

D�es lors que nous savons construire une constante Ada pour tout type qui impl�e-
mente une sorte, nous pouvons utiliser le lien d'impl�ementation �C � �I+

C0 tel qu'il est
d�e�ni dans la section 5.2.2 page 113.

La recherche du lien d'impl�ementation abstraite �etendu peut être faite �egalement
de mani�ere automatique.

Nous pouvons par exemple impl�ementer les bool�eens en r�eutilisant les naturels avec
0 et succ o�u l'unique op�erande de succ serait la constante 0, ou la sp�eci�cation des
n-uplet par l'impl�ementation des (m)-uplet (o�u m > n. Par exemple, il peut y avoir
avantage �a ce que n+ 1 soit pair).
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Exemple 5.3: Soient les sp�eci�cations classiques des bool�eens et des naturels :

Type Bool
sorts

bool
constructors

true : �> bool
false : �> bool

operators
...

end

Type Nat
sorts

nat
constructors

zero : �> nat
succ : nat �> nat

operators
...

end

Soit une impl�ementation Ada de la sorte nat par le type integer :

�Nat(nat) = integer

E(zero) = [ ]f0g

In(zero) = <>

Out(zero) = <>

E(succ) = [x]fx+ 1g

In(succ) = < �1 >

Out(succ) = < � >

La r�eutilisation d'une impl�ementation des constructeurs des naturels pour ceux des
bool�eens se fait en fournissant le lien d'impl�ementation abstraite :

�I+

Bool(bool) = nat

EI
+

Bool(true) = [ ]fzerog

InI
+

Bool(true) = <>

OutI
+

Bool(true) = <>

EI+

Bool(false) = [x]fsucc(x)g

InI
+

Bool(false) = < 0 >

OutI
+

Bool(false) = < � >

Les constructeurs du type alg�ebrique Bool peuvent alors r�eutiliser l'impl�ementa-
tion des constructeurs du type alg�ebrique Nat par le type Ada integer, via la com-
position � � �I+. Nous avons choisi la constante 0 comme constante Ada de type
(�Nat � �I+

Bool)(bool) = integer, et nous obtenons :

�Bool(bool) = integer

E(true) = ENat(E
I+

Bool(true))
= ENat(zero) = [ ]f0g

In(true)
= InNat(zero) � InI

+

Bool(true)
= <> � <> = <>

Out(true)
= OutNat(zero) � OutI

+

Bool(true)
= <> � <> = <>

E(false) = ENat(E
I+

Bool(false))
= ENat(succ) = [x]fx+ 1g

In(false)
= InNat(succ) � InI

+

Bool(false)
= < �1 > � < 0 >
= < 0 >

Out(false)
= OutNat(succ) � OutI

+

Bool(false)
= < � > � < � > = < � >

Le terme false sera donc d�eriv�e en hj0 + 1ji





Chapitre 6

Flots et mutations

Un 
ot de donn�ees est l'association d'une variable x et d'une suite de calculs ap-
pliqu�es successivement �a cette variable, dans laquelle est rang�e le r�esultat de chaque
calcul.

D�e�nition 6.1: (Flot)
Un 
ot est constitu�e d'une variable x et d'une s�equence de p n�uds Na1 ; : : : ;Nap tels
que :

� 8i 2 [1 : : : p� 1] � (ai 2 Nai+1 : operandes ^ x 2 Nai : destination)

� l'origine Na1 du 
ot est un n�ud qui code la variable x (une feuille), ou dans
lequel x re�coit une valeur qui n'est pas une modi�cation de sa propre valeur :

Na1 :variable = x

_ 9j �

 
x = Na1 :destinationj

^ x 6= Na1 :Outj

!

_ 9j �

 
x = Nap :Outj
^ Out -to-In(Na1 :operateur)j = �

!

� l'extr�emit�e Nap du 
ot est soit le n�ud N1 (il n'est pas un op�erande), soit tel que
x 62 Nap : destination .

Nous nous int�eressons aux 
ots dont l'extr�emit�e �nale est le n�ud N1 qui code le
terme T. Le terme T est le terme �a d�eriver pour obtenir le corps de programme de
l'impl�ementation de l'op�erateur d'int�erêt.

6.1 D�erivation avec les destinations des sous-termes �x�ees

L'exemple 4.11 page 105 montre un cas o�u les a�ectations �nales aux param�etres
formels de retour de l'op�erateur d'int�erêt peuvent être (dans certains cas) �evit�ees : l'un
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des deux remplacements est trivial :

duplication(z; z2);
renverse(z2);
v1 := concat3 (x; y; z2);
concat(v1; t);
concat(t; x);
concat(x; z);
v2 := tri(t);
duplication(v1; z);
duplication(v2; t);

devient

duplication(z; z2);
renverse(z2);
v1 := concat3 (x; y; z2);
concat(v1; t);
concat(t; x);
concat(x; z);
t := tri(t);
duplication(v1; z);

Le remplacement de

v1 := concat3 (x; y; z2); concat(v1; t);

par

z := concat3 (x; y; z2); concat(z; t);

serait incorrect. En e�et, z serait modi��e alors que sa valeur est n�ecessaire deux ins-
tructions plus loin.

Il n'est pas seulement avantageux d'�eviter des a�ectations �nales aux param�etres
de retour : la d�erivation par anticipation d'un n�ud hors du code du n�ud dont il
est l'op�erande, n�ecessite la connaissance de la destination de son r�esultat. Cela permet
l'a�ectation des r�esultats de fonctions �a des variables autres que des variables inter-
m�ediaires et l'utilisation des variables correctes comme param�etres e�ectifs r�esultats.
Cela �evite des a�ectations suppl�ementaires lorsque les destinations sont connues ou
calculables.

Nous allons donc modi�er notre algorithme de calcul des destinations des r�esultats
d�e�ni en section 4.2 page 85, ainsi que la mani�ere dont sont calcul�ees les utilisations
et modi�cations de variables. En e�et, la localisation des con
its ne peut plus se faire
comme il est d�ecrit en section 4.1.2 page 73 :

Les modi�cations pr�ecoces de param�etres retour doivent être d�etect�ees

au niveau concret

�A partir de l'�equation d�e�nissant l'op�erateur d'int�erêt, et pour une d�erivation vers
une proc�edure, nous obtenons l'interface Ada (c'est-�a-dire le pro�l de la proc�edure ou
fonction), ainsi que la liste de ses param�etres formels qui doivent contenir �a la �n de
son ex�ecution, une repr�esentation de la valeur du terme en partie droite de l'�equation
�a d�eriver (dans le cas d'une proc�edure).

Si l'op�erateur op de T est d�eriv�e en un appel de proc�edure modi�ant ses param�etres,
en connaissant les variables qui doivent contenir le r�esultat, nous pouvons (r�egle 3.5
page 69) calculer les variables qui doivent être en param�etre e�ectif �a l'appel de cette
proc�edure. Nous connaissons ainsi pour chaque sous-terme op�erande de op, quelle doit
être la destination de son r�esultat. Pour des sous-termes dont l'op�erateur est impl�ement�e
par une proc�edure, et dont la destination du r�esultat a �et�e ainsi d�etermin�ee, il nous
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est possible d'utiliser cette destination comme param�etre e�ectif en mode out (ou in

out, et dans ce cas nous lui a�ectons au pr�ealable la valeur de l'op�erande si celui-ci est
di��erent).

En cons�equence, nous nous retrouvons avec des param�etres formels de l'op�erateur
d'int�erêt, qui sont modi��es au niveau concret par le code d�eriv�e d'un op�erateur de T
dont ils ne sont pas des op�erandes au niveau abstrait.

Exemple 6.1: Soit l'�equation d�e�nissant l'op�erateur f :

f(x) ==> append(cdr(x); sort(x))

Le lien de d�erivation de f et les liens d'impl�ementation des op�erateurs en partie droite
de l'�equation sont les suivants :

� f devient une proc�edure F qui modi�e son unique param�etre,

� append devient une proc�edure qui modi�e son premier param�etre :

E(append) = [x; y]fAPPEND(x,y)g,
In(append) = < �1; �2 >,
Out(append) = < �1; � >,

� cdr devient une simple fonction unaire : CDR,

� sort devient une proc�edure �a 2 param�etres dont le premier est in et le second
out :

E(sort) = [x; y]fSORT TO(x,y)g,
In(sort) = < �1; � >,
Out(sort) = < �; �1 >.

Les sous-termes sort(x) et cdr(x) ne modi�ent pas leur op�erande, nous pouvons ex�ecu-
ter leurs textes d�eriv�es dans l'ordre que nous voulons. Si nous prenons une �evaluation
de gauche �a droite et en profondeur d'abord, nous obtenons une s�equence :

[x1 = sort(x);x2 = cdr(x);x3 = append(x1; x2)]

que nous pouvons traduire �a la syntaxe Ada :

procedure F(X: in out t) is

begin

X1 := CDR(X);

SORT_TO(X,X2);

APPEND(X1,X2);

X := X1 ;

end F;

Faire h�eriter chaque calcul de la destination des r�esultats permet d'�eviter des variables
interm�ediaires. La variable X, param�etre formel, doit contenir le r�esultat en �n d'ex�e-
cution du corps de la proc�edure impl�ementant f . L'op�erateur en racine du sous-terme
dont X est la destination est la proc�edure APPEND qui a son premier param�etre en mode
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in out, nous en d�eduisons que X peut être le premier param�etre e�ectif de APPEND et
donc être la variable a�ect�ee du r�esultat du CDR :

procedure F(X: in out t) is

begin

X := CDR(X);

SORT_TO(X,X2);

APPEND(X,X2);

end F;

Ce qui donne un r�esultat erron�e car X est modi��e avant son utilisation par SORT TO.
Nous voyons qu'un calcul qui n'est d�eriv�e qu'en une application d'une fonction, comme
cdr(x), modi�e une variable si nous faisons h�eriter les n�uds de la destination des
r�esultats, jusqu'�a ceux qui sont les plus profonds.

Nous devons donc, soit d�eterminer di��eremment les variables modi��ees avant de
faire l'optimisation \calcul utilisateur avant calcul modi�cateur" et r�eordonner l'�eva-
luation des sous-termes, soit ne pas faire \descendre" compl�etement dans le terme
d�eriv�e la variable modi��ee qui doit contenir le r�esultat d'un sous-terme :

procedure F(X: in out t) is

begin

SORT_TO(X,X2);

X := CDR(X);

APPEND(X,X2);

end F;

procedure F(X: in out t) is

begin

X1 := CDR(X);

SORT_TO(X,X2);

X := X1;

APPEND(X,X2);

end F;

Nous allons donc modi�er les di��erentes �etapes de la r�esolution des con
its d�ecrite
au chapitre 4.

6.1.1 Calcul de la destination du r�esultat de chaque sous-terme

Nous d�ecorons chaque n�ud N avec N :destination. La destination du r�esultat est
un produit cart�esien form�e de variables ou de la constante �. Cette d�ecoration se fait par
un parcours de l'arbre repr�esentant T (r�ecursivement tous les n�uds Ni:operandes de
chaque n�ud Ni, en commen�cant par N1) o�u chaque attribut destination est calcul�e
en fonction de l'attribut destination du n�ud dont il est l'op�erande de la mani�ere
suivante :

Calcul de l'attribut destination de la racine N1 de l'arbre codant T.
Ce sont les param�etres formels o�u seront stock�es les r�esultats en �n d'ex�ecution du code
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d�eriv�e pour T.

Pour

� op(�1; : : : ; �n) ==> T[�1; : : : ; �n]
l'�equation d�e�nissant l'op�erateur

op : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m),

� (x1; : : : ; xn) et (xn+1; : : : ; xn+m) des variables de types respectifs
(�S(s1); : : : ;�S(sn)) et (�S(sn+1); : : : ;�S(sn+m)),

d'apr�es la �gure 3.3 page 61, les param�etres formels de la fonction ou proc�edure
d�eriv�ee sont :

In(op)(x1; : : : ; xn) �L Out(op)(xn+1; : : : ; xn+m)

et les r�esultats de la d�erivation de T[x1; : : : ; xn] ont pour destination, dans le cas

d'une proc�edure :

Out(op)�1(In(op)(x1; : : : ; xn) �L Out(op)(xn+1; : : : ; xn+m))

et dans le cas d'une fonction, un produit cart�esien de m �el�ements �egaux �a �.

H�eritage de l'attribut destination pour les n�uds autres que N1.
Soit un n�ud N tel que N :operateur = c avec c : (s1; : : : ; sn) �> (sn+1; : : : ; sn+m)
et N :destination = (dest1; : : : ; destm). Le calcul des destinations des n�uds (qui ne
codent pas des variables) op�erandes du n�ud N , sont calcul�ees de la mani�ere suivante :

Pour un n�ud N ayant autant d'op�erandes que de sortes du domaine

de son op�erateur :

8j 2 N :operandes � Nj:destination = (Out -to-In(c)(dest1; : : : ; destm))j

Pour un n�ud N ayant un unique op�erande repr�esentant un terme

dont la sorte est un produit cart�esien de sortes :

N :operateur : (s1 : : : sn) �> (sn+1 : : : sn+m) et N :operandes = (id),
alors Nid:destination = N :destination

Pour un n�ud N qui code un if-then-else :
Pour N :operandes = (id1; id2; id3) nous avons :

� Nid1 :destination = �, pour le test bool�een,

� Nid2 :destination = N :destination, pour l'alternative positive,

� Nid3 :destination = N :destination, pour l'alternative n�egative.

Une fois les destinations h�erit�ees, nous calculons les destinations, ou �el�ements de
destination, qui n'ont pas �et�e pr�ecis�ees, par le calcul �a partir des op�erandes d�e�ni dans
la section 4.2 page 85, avec la modi�cation suivante :

� pour tout n�ud N di��erent d'un \if -then-else", la destination calcul�ee (non h�e-
rit�ee) est rang�ee dans N :Out. Dans N : destination nous rangeons :

(N : destination <+=L N :Out) �L (v1; : : : ; vm)
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avec (v1; : : : ; vm) des variables frâ�ches.
Nous ajoutons les post-a�ectations duplication(x; y) telles que :

9i 2 [1 : : : m] �

0B@ x = N :Outi
^ y = N : destination i

^ x 6= y

1CA

� pour un n�ud N qui code un \if -then-else", la destination commune aux sous-
termes then et else est calcul�ee par (avec les notations utilis�ees dans la sec-
tion 4.2) :

((((N : destination <+=L Dt;pf ) <+=L De;pf) <+=L Dt) <+=L De) �L (v1; : : : ; vm)
ou
((((N : destination <+=L De;pf) <+=L Dt;pf ) <+=L De) <+=L Dt) �L (v1; : : : ; vm)

avec (v1; : : : ; vm) des variables frâ�ches.
La destination peut �egalement être calcul�ee par une recherche exhaustive de la
destination :

(N : destination <+=L Dcomplet) �L (v1; : : : ; vm)

dont le coût en post-a�ectations ajout�ees aux n�uds then et else est minimum,
avec Dcomplet une combinaison de m variables (pour compl�eter la destination com-
mune) de Dt [ De. Les post-a�ectations �a ajouter aux n�uds then et else sont
calcul�ees comme dans la section 4.2.

6.1.2 Calcul des con
its d'acc�es aux variables

La r�esolution des con
its s'e�ectue avec le même algorithme que dans le chapitre 4,
mais les modi�cations sont calcul�ees di��eremment. En e�et, l'h�eritage des destinations
fait qu'un param�etre formel de l'op�erateur d'int�erêt peut être en param�etre e�ectif
de sortie uniquement dans le code g�en�er�e. Nous devons donc compter comme n�uds
modi�cateurs d'une variable x certains n�uds dont x ne fait pas partie des op�erandes
dans le terme alg�ebrique repr�esent�e. Nous comptons comme modi�cateur d'une variable
x un n�ud qui est l'origine d'un 
ot associ�e �a x. La r�esolution des con
its d'acc�es �a x
existants avec les n�uds d'un 
ot associ�e �a x sont r�esolus par la r�esolution des con
its
d'acc�es �a x existants avec le n�ud origine du 
ot.

La variable x est dite modi��ee par le texte d�eriv�e du n�ud N si :

� x est op�erande de N et modi��ee par le texte d�eriv�e de N ,

� x est un param�etre en sortie uniquement du texte d�eriv�e pour N .
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Le calcul d�e�ni page 92 de l'attribut M d'un n�ud N , qui code les modi�cations de
tous les n�uds du sous-arbre dont N est racine, devient :

M =
[

i21:::n

Mi [

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(~v;No) 8v 2 ~v �

0BBB@
v 2 No:operandes
^ Var(v)
^ v 2 P op

In-Out(No:operandes)
^ v 2 ParamOut [ ParamIn-Out

1CCCA

_ 9j �

0BBB@
Var (v)
^ v 2 ParamOut [ ParamIn-Out

^ v = No:destinationj
^ v 6= No:Outj

1CCCA

_ 9j �

0BBB@
Var (v)
^ v 2 ParamOut [ ParamIn-Out

^ v = No:Outj
^ Out -to-In(op)j = �

1CCCA

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
Les calculs des attributs d'utilisation et des arcs R< sont identiques �a ceux d�e�nis
page 92. La suite de la d�erivation est identique.

6.1.3 Minimisation optimale des duplications

Nous avons au chapitre 4 montr�e une m�ethode qui r�esoud les con
its d'acc�es aux
variables, en e�ectuant un minimum de duplication de variables. Cette m�ethode est
optimale si l'on ne consid�ere pas les post-a�ectations (a�ectations �nales aux param�etre
formels de retour d'une proc�edure, sous-termes then et else de mani�ere �a avoir la même
destination, ou variable locale d�e�nie par un let).

La variante que nous avons d�ecrite dans ce chapitre montre comment faire h�eriter
les calculs des destinations des r�esultats. Mais cette m�ethode n'est pas optimale si l'on
e�ectue cet h�eritage de mani�ere syst�ematique pour tous les calculs :

Exemple 6.2: Soit l'op�erateur op : (seqnat; seqnat) �> (seqnat; seqnat) dont
l'�equation est la suivante :

op(x; y) ==> let z = const l in order (sort(append (x; y)); reverse(append (z; x)))

Soit le lien de d�erivation de op : E(op) = [x; y]fOP(x; y)g
In(op) = < �1; �2 >
Out(op) = < �1; �2 >

Les r�esultats de la proc�edure OP(x, y: in out listint); doivent être contenus dans
x et y.

L'op�erateur sort est impl�ement�e par une fonction, reverse par une proc�edure ayant
un unique param�etre en entr�ee-sortie, order par une proc�edure dont les deux param�etres
sont en entr�ee-sortie, et append comme nous le connaissons d�ej�a. Nous obtenons avec la
m�ethode d�ecrite au chapitre 4 et avec celle que nous pr�esentons maintenant, les graphes
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suivants d'ordonnancement des calculs :

Synth�ese des destinations H�eritage des destinations

x, y

x
append(   ,   )

v1 z

yx z

append(   ,   )
z

sort(   ) reverse(   )

x

let   z=const_l   in   order(   ,   )

duplication(v1, x)

duplication(z, y)

x, y

x

x

append(   ,   )

sort(   ) reverse(   )
x

append(   ,   )
y

y

zy

duplication(   ,   )

x

y

let   z=const_l   in   order(   ,   )

Dans le cas de la synth�ese des destina-
tions (chapitre 4), le r�esultat de l'applica-
tion d'une fonction est stock�e dans une va-
riable libre auxiliaire, et ce n'est qu'en �n de
calcul que nous a�ectons les r�esultats aux
param�etres formels de retour.

Avec l'h�eritage des destinations des r�e-
sultats des calculs interm�ediaires, ces
a�ectations �nales peuvent être �evi-
t�ees, comme celles parfois n�ecessaires �a
l'obtention d'une destination commune
�a des sous-termes then et else. Mais
ces a�ectations pr�ecoces peuvent en-
gendrer des con
its (ou �egalement en
�eviter, ce qui aurait �et�e le cas de notre
exemple si le terme append (z; x) avait
�et�e en con
it d'acc�es �a z).

Solution optimale

x, y

x
append(   ,   )

yx z

append(   ,   )
z

sort(   ) reverse(   )

x

x y

y duplication(z ,y )

let   z=const_l   in   order(   ,   )
La solution optimale peut se trouver
dans un compromis entre les deux m�e-
thodes. Nous devons alors �evaluer le
coût total pour toutes les positions o�u
le choix entre la synth�ese et l'h�eritage
de la destination fait une di��erence en
coût de duplication (appel de fonction
ou de proc�edure avec un param�etre en
sortie uniquement, cr�eation ou suppres-
sion d'un con
it d'acc�es).
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6.2 Mutations

Les mutations de donn�ees sont des modi�cations partielles d'un objet structur�e.
Nous nous pla�cons au niveau du domaine abstrait, o�u le calcul d'un terme t2 qui ne
di��ere que partiellement d'un terme t1, est d�e�ni par une construction de t2 �a partir de
composants de t1. Ces composants sont obtenus, soit par �ltrage (\pattern-matching")
avec les param�etres formels en partie gauche de l'�equation �a d�eriver, soit par utilisation
explicite de s�electeurs alg�ebriques.

Dans le cas du pattern-matching :

op(x1; : : : ; xi�1; c(x
0
1; : : : ; x

0
m); xi+1; : : : ; xn) ==>

T[x1; : : : ; xi�1; x01; : : : ; x
0
m; xi+1; : : : ; xn]

doit être transform�e, pour être d�eriv�e, en :

op(x1; : : : ; xn) ==> T(x1; : : : ; xi�1; selc1(xi); : : : ; sel
c
m(xi); xi+1; : : : ; xn)

et les s�electeurs selc1; : : : ; sel
c
m qui peuvent être utilis�es explicitement dans T sont d�e�nis

par :

8i 2 [1 : : : n] � (selci (c(x1; : : : ; xn) = xi)

Soit un n�ud N qui code un terme t de la forme :

c(selc1(x); : : : ; sel
c
i�1(x); t

0; selci+1(x); : : : ; sel
c
m(x))

avec c un constructeur, et dont la destination du n�ud est la variable x. Le terme t est
avantageusement remplac�e par le terme muterci (x; t

0), qui correspond au remplacement
de l'op�erande de x en position i par t0, sachant que le constructeur de x est c.
Soit �#(t0) = ([[pt

0

]]; hjf t
0

ji), et �D(muterci ) = (E(muterci ); In(muterci ); Out(muterci ))
avec :

E(muterci ) = [x; v]fMUTER c i(x; v)g
In(muterci ) = < �1; �2 >
Out(muterci ) = < �1 >

nous obtenons alors :

�#(t) = ([[pt
0

; MUTER c i(x; f t
0

);]]; hjxji)

ou, si le s�electeur selci est une expression-gauche, avec �#(selci (x)) = ([[ ]]; hjf sel
c
i (x)ji) :

([[pt
0

; f sel
c
i (x) := f t

0

;]]; hjxji)

Dans le cas d'un terme t similaire, mais o�u plusieurs op�erandes de c, chacun d'in-
dice i ne sont pas �egaux �a selci (x), il est ais�e de d�e�nir comment t est d�eriv�e en une
s�equence d'applications de mutateurs.
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Conclusion

Nous avons dans ce chapitre propos�e une introduction �a une approche \
ot de
donn�ees" des calculs : apr�es une d�e�nition formelle d'un 
ot, nous avons montr�e une
m�ethode de d�erivation qui est une variante de la m�ethode propos�ee au chapitre 4 : les
destinations des calculs interm�ediaires sont h�erit�ees, lorsque la destination du r�esultat
�nal, quand s'agit d'une proc�edure, est connue. Nous avons en�n propos�e une modi-
�cation pr�ealable du terme alg�ebrique T �a d�eriver, lorsqu'il contient une construction
d'un terme t0 �a l'identique de t, sous-terme d'un op�erande de l'op�erateur d'int�erêt,
�a l'exception de certaines positions. Cette construction est alors transform�ee en une
modi�cation en-place du sous-terme d'origine, aux positions o�u t et t0 di��erent.

Ces deux variantes apportent :

� pour l'h�eritage des destinations :

{ dans certains cas (proc�edures et sous-termes if -then-else avec des calculs
interm�ediaires fonctionnels) un coût optimal (minimum) en duplications,
a�ectations �nales et post-a�ectations comprises,

{ la possibilit�e d'avoir des 
ots de donn�ees suppl�ementaires dont les variables
qui les constituent sont celles qui doivent contenir (ou composent) le r�esultat
�nal.

� pour l'introduction des mutations :

{ une optimisation des calculs, en rempla�cant la construction d'un r�esultat
�a partir de s�elections de composants, par une modi�cation partielle de la
variable dans laquelle ces composants �etaient s�electionn�es,

{ la possibilit�e d'obtenir des 
ots de donn�ees suppl�ementaires qui aboutissent
au r�esultat �nal, en rempla�cant des sous-termes de T par des modi�cations
partielles d'une variable d'un 
ot.

L'objectif suivi par cette approche, est d'obtenir un 
ot de donn�ees pour tout para-
m�etre formel en entr�ee-sortie : nous pouvons supposer que l'id�ee sous-jacente �a l'intro-
duction d'un param�etre de ce mode est une modi�cation partielle d'une donn�ee. Une
orientation dans la suite des travaux sur ce sujet pourrait être le calcul de la di��erence
entre un op�erande et le sous-terme r�esultat qui lui correspond par le lien d'impl�ementa-
tion. Nous pourrions alors g�en�erer les instructions qui e�ectuent les modi�cations li�ees
�a cette di��erence.



Chapitre 7

Outil

7.1 Description de l'outil

Un prototype est r�ealis�e en CAML. Il impl�emente une version simpli��ee de l'algo-
rithme des chapitres 3 et 4 pour un sous-langage tr�es restreint du langage LPG : l'algo-
rithme ne traite pas di��eremment les param�etres formels en entr�ee ou en entr�ee-sortie,
il n'y a pas de calcul de destination unique d'un \if -then-else". Ces deux limitations
sont dues au fait que les pr�e- et post-a�ectations ne sont pas impl�ement�ees. De plus,
les op�erateurs d�e�nis ne peuvent avoir un produit cart�esien de sortes en co-domaine.

En entr�ee, le lien d'impl�ementation et l'arbre abstrait doivent être fournis sous la
forme d'une structure en CAML. Les arcs suppl�ementaires sont alors calcul�es, les cycles
�eventuels d�etermin�es ainsi que les coupures de coût minimum. En sortie, la liste des
noeuds du graphe est fournie dans l'ordre de l'ex�ecution du code d�eriv�e de chaque
noeud dans le domaine concret.

7.2 Syntaxe du lien d'impl�ementation

Exemple de lien en Biblioth�eque entre une Sp�eci�cation Alg�ebrique et une de ses
impl�ementations en Ada :

Files

Seq.lpg >-> listes.ads, listes.adb

Types

Seq >-> LISTES

Sorts

seq >-> liste

Constructors

nil >-> creation_vide(): out($1)

<+ >-> creation($1:in, $2:in): out($3)

Testors

nil >-> est_vide(_:in)

<+ >-> not(est_vide(_:in))

Selectors

<+ >-> acces_element(_:in), acces_suivant(_:in)

Operators

head >-> acces_element($1:in): out($2)

tail >-> acces_suivant($1:in): out($2)



132 CHAPITRE 7. OUTIL

+ >-> concatener($1:in,$2:in): out($3)

+> >-> ajout_en_fin($1:in out($3),$2:in)

Mutators

<+ >-> changer_element(_:in out(_),$1:in) ,

changer_suivant(_:in out(_),$2:in)

Specials

= >-> equals($1:in,$2:in):out(Bool)

duplicate >-> copie(_:in):out(_)

Un autre exemple d'impl�ementation du constructeur de listes <+, cette fois par
une proc�edure dont la liste en deuxi�eme param�etre est modi��ee pour retourner la liste
r�esultat :

Constructors

<+ >-> ajout_en_tete($1:in, $2:in out($3))

Pour lever l'ambigu��t�e d'une surcharge dans la même unit�e, nous pouvons pr�eciser
la sorte exacte de l'op�erateur <+ :

( <+ : elem,seq[elem] -> seq[elem] ) >-> creation($1:in, $2:in): out($3)

Syntaxe :

Soit R la relation de repr�esentation entre une alg�ebre A et une unit�e U Ada qui
l'impl�emente : R(A;U) signi�e que l'unit�e U impl�emente l'alg�ebre A.

R est la relation de r�ealisation. Elle est satisfaite par le terme ferm�e t de A et le
terme t0 instanci�e P lorsque t0 est l'impl�ementation de t.

Files est l'association du �chier contenant la sp�eci�cation alg�ebrique au
doublet sp�eci�cation-corps de son impl�ementation en Ada.

Types est l'association de l'unit�e LPG de la biblioth�eque au package Ada
qui l'impl�emente.

Sorts est l'association �a chaque sorte LPG d'un type qui l'impl�emente.

Constructors est l'association d'un constructeur c de LPG �a une fonction ou pro-
c�edure qui l'impl�emente en Ada.
Les sortes du domaine suivi du co-domaine de c sont index�ees, ainsi
la correspondance entre les param�etres de c0 et les param�etres de c
est indiqu�ee, avec le mode de chaque param�etre de c0. Exemples :

cons >-> creation1($1:In, $2:In):Out($3)

cons >-> creation2($2:In-Out($3), $1:In)

signi�e que si R est la relation de repr�esentation entre tout terme
LPG et tout terme Ada, nous pouvons d�e�nir en logique de Hoare :
(pfpr�e) fexprg (pFpost)

(R(x; x0) ^R(y; y0)) fz0 :=creation1(x0; y0)g (R(cons(x; y); z0))

(R(x; x0) ^R(y; y0)) fcreation2(y0; x0)g (R(cons(x; y); y0)
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Soient n, m et n0, m0 les cardinalit�es des domaines et co-domaines
respectifs de l'op�erateur c et de la proc�edure ou fonction c0. (m > 1
pour un co-domaine de c produit cart�esien de sortes, m0 = 1 si c0 est
une fonction et m0 = 0 pour une proc�edure).
La forme g�en�erale du lien d'impl�ementation est :

E(c) = [v1; : : : ; vn0 ]fc(v1; : : : ; vn0)g

In(c) = < P
In(c)
1 ; : : : ; P

In(c)
n0 >

Out(c) = < P
Out(c)
1 ; : : : ; P

Out(c)
n0 >

Il est d�e�nit de mani�ere syntaxique par :
8k 2 [1 : : : n0] �0BB@c >-> c'(: : : ; park � $i:in; : : :) : : : ) P

In(c)
k = �i

c >-> c'(: : : ; park � $i:in out($j); : : :) ) P
In(c)
k = �i

c >-> c'(: : : ; park � out($j); : : :) ) P
In(c)
k = �

1CCA
8k 2 [1 : : : n0] �0BB@c >-> c'(: : :):out($j) ) P

Out(c)
k = �

c >-> c'(: : : ; park � $i:in out($j); : : :) ) P
Out(c)
k = �j�n

c >-> c'(: : : ; park � out($j); : : :) ) P
Out(c)
k = �j�n

1CCA
Testors est l'association �a chaque constructeur c de LPG d'une fonction boo-

l�eenne dont l'unique param�etre en entr�ee est not�e par le caract�ere \ ".
L'�evaluation de la fonction donne un r�esultat bool�een vrai lorsque le
param�etre est la repr�esentation d'un terme construit par le construc-
teur c.

Selectors est l'association �a tout constructeur c de domaine non vide de car-
dinal n, d'une s�equence de n fonctions dont l'unique param�etre est
not�e par le caract�ere \ ". La i�eme fonction, appliqu�ee �a un terme du
type repr�esentant la sorte du constructeur c, renvoie la valeur qui re-
pr�esente le i�eme terme LPG n�ecessaire pour la construction par c du
terme repr�esent�e par le terme test�e.

c >-> s01( : In), ..., s0n( : In)

(R(c(x1::xn); x
0)) fy0 :=s0i(x

0)g (R(xi; y
0)); 8i 2 f1::ng

Operators est l'association d'un op�erateur op de LPG �a une fonction ou proc�e-
dure fp0 l'impl�ementant en Ada.
La correspondance entre les param�etres de fp0 et les param�etres de
op, le mode de chaque param�etre de fp0, et quel param�etre en entr�ee
est modi��e par le r�esultat si tel est le cas, sont indiqu�es de la même
mani�ere que pour les constructeurs.
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Mutators est l'association �a tout constructeur c de domaine non vide de cardinal
n, d'une s�equence de n fonctions ou proc�eduresm0

i appel�ees mutateurs
(les proc�edures doivent n'avoir qu'un seul param�etre en mode Out ou
In{Out). Chaque mutateur m0

i a 2 param�etres en entr�ee, l'un not�e \ "
du type repr�esentant la sorte du constructeur c, et l'autre not�e \$i"
du type repr�esentant la sorte du i�eme param�etre du constructeur c.
L'unique param�etre en sortie du mutateur m0

i not�e �egalement \ " est
du type repr�esentant la sorte du constructeur c.
m0
i satisfait la d�e�nition suivante :

c >-> m0
1( : In; $1 : In) : Out( ),..., m0

n( : In; $n : In) : Out( )

ou

c >-> m0
1( : In-Out( ); $1 : In),..., m0

n( : In-Out( ); $n : In)

avec

(R(c(x1::xn); x
0))fy0 :=m0

i(x
0; a)g(R(c(x1; ::; xi�1; a; xi+1; ::; xn); y

0)^
x0=y0), 8i 2 f1::ng

ou

8i 2 f1::ng�
(R(c(x1::xn); x

0))fm0
i(x

0; a)g(R(c(x1; ::; xi�1; a; xi+1; ::; xn); x
0))

Specials est l'association de plusieurs op�erateurs sp�eciaux �a leur �equivalent en
Ada. Ces op�erateurs sont :

l'op�erateur bool�een d'�egalit�e entre 2 termes de même sorte

l'op�erateur de recopie d'un terme qui, en Ada, reconstruit un terme
ayant même valeur que le param�etre pass�e en entr�ee (repr�esen-
tant le même terme LPG) mais sans partage de donn�ee.

Exemple 7.1: Le �chier qui d�ecrit le lien d'impl�ementation de l'op�erateur op de
l'exemple 3.8 page 62 contient :

op >-> OP($1:in out($2), $2:in, $3:in out($1), $4:in out($3))

Le lien d'impl�ementation (et de d�erivation de op) est le suivant:

E(op) = [x; y; z; t]fOP(x,y,z,t)g;
In(op) = < �1; �2; �3; �4 >;Out(op) = < �2; �; �1; �3 >
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7.3 Exemples { r�esultats

Cette section montre le r�esultat d'une session de d�erivation d'un terme alg�ebrique
cod�e en un arbre abstrait vers une s�equence d'instructions Ada cod�ees en une liste de
n�uds.

Dans la syntaxe que nous avons propos�ee, le lien d'impl�ementation des di��erents
op�erateurs qui apparaissent dans le terme �a d�eriver, est d�ecrit par :

Operators

f >-> F($3:in, $2:in, $1:in): out($4)

g >-> G($1:in out($3), $2:in)

+ >-> H($1:in): out($2)

+> >-> P($1:in out($2))

Nous introduisons le lien d'impl�ementation dans sa forme interne CAML :

#modif_g_param_mapping env_global

(map__add (Oper("F",Profil([],[])))

((map__add 1 3

(map__add 2 2

(map__add 3 1 empty_int_mapping))),

(map__add 4 4 empty_int_mapping))

( map__add (Oper("G",Profil([],[])))

((map__add 1 1

(map__add 2 2 empty_int_mapping)),

(map__add 3 1 empty_int_mapping))

( map__add (Oper("H",Profil([],[])))

((map__add 1 1 empty_int_mapping),

(map__add 2 2 empty_int_mapping))

( map__add (Oper("P",Profil([],[])))

((map__add 1 1 empty_int_mapping),

(map__add 2 1 empty_int_mapping))

empty_param_mapping ) ) ) ) ;;

- : unit = ()

Nous construisons le terme �a d�eriver :

#let t = Fonction("F",[Fonction("G",[Fonction("F",[Variable(Var_N_i("x",0));

Variable(Var_N_i("y",0));

Fonction("P",[Variable(Var_N_i("z",0))])

]);

Variable(Var_N_i("t",0))

]);

Fonction("G",[Variable(Var_N_i("x",0));

Variable(Var_N_i("z",0))]);

Fonction("H",[Fonction("G",[Variable(Var_N_i("t",0));

Variable(Var_N_i("x",0))

])

])

]) ;;
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t : terme =

Fonction

("F",

[Fonction

("G",

[Fonction

("F",

[Variable (Var_N_i ("x", 0)); Variable (Var_N_i ("y", 0));

Fonction ("P", [Variable (Var_N_i ("z", 0))])]);

Variable (Var_N_i ("t", 0))]);

Fonction

("G", [Variable (Var_N_i ("x", 0)); Variable (Var_N_i ("z", 0))]);

Fonction

("H",

[Fonction

("G", [Variable (Var_N_i ("t", 0)); Variable (Var_N_i ("x", 0))])])])

Nous construisons l'arbre abstrait (les variables \frâ�ches" ont pour nom variable

et un indice qui commence �a 0) :

#let a = construit_arbre (t , Var_N_i("variable.",0)) ;;

a : arbre_affect =

Noeud

(1,

[Noeud

(5,

[Noeud

(6,

[Feuille (Var_N_i ("x", 0)); Feuille (Var_N_i ("y", 0));

Noeud

(7, [Feuille (Var_N_i ("z", 0))],

Soit

(Var_N_i ("variable.0.1.1.", 1),

Fonction ("P", [Variable (Var_N_i ("z", 0))])))],

Soit

(Var_N_i ("variable.0.1.", 1),

Fonction

("F",

[Variable (Var_N_i ("x", 0)); Variable (Var_N_i ("y", 0));

Variable (Var_N_i ("variable.0.1.1.", 1))])));

Feuille (Var_N_i ("t", 0))],

Soit

(Var_N_i ("variable.0.", 1),

Fonction

("G",

[Variable (Var_N_i ("variable.0.1.", 1));

Variable (Var_N_i ("t", 0))])));

Noeud

(4, [Feuille (Var_N_i ("x", 0)); Feuille (Var_N_i ("z", 0))],

Soit

(Var_N_i ("variable.0.", 2),

Fonction

("G", [Variable (Var_N_i ("x", 0)); Variable (Var_N_i ("z", 0))])));

Noeud

(2,

[Noeud

(3, [Feuille (Var_N_i ("t", 0)); Feuille (Var_N_i ("x", 0))],
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Soit

(Var_N_i ("variable.0.3.", 1),

Fonction

("G", [Variable (Var_N_i ("t", 0)); Variable (Var_N_i ("x", 0))])))],

Soit

(Var_N_i ("variable.0.", 3),

Fonction ("H", [Variable (Var_N_i ("variable.0.3.", 1))])))],

Soit

(Var_N_i ("variable.", 0),

Fonction

("F",

[Variable (Var_N_i ("variable.0.", 1));

Variable (Var_N_i ("variable.0.", 2));

Variable (Var_N_i ("variable.0.", 3))])))

Nous a�chons la valeur du terme et de l'arbre cod�e de mani�ere plus lisible :

#printf__print(fmt_terme(t)) ;;

F(G(F(x0,y0,P(z0)),t0),G(x0,z0),H(G(t0,x0)))

- : unit = ()

#printf__print(fmt_arbre(a)) ;;

noeud 7: variable.0.1.1.1 := P(z0)

noeud 6: variable.0.1.1 := F(x0,y0,variable.0.1.1.1)

noeud 5: variable.0.1 := G(variable.0.1.1,t0)

noeud 4: variable.0.2 := G(x0,z0)

noeud 3: variable.0.3.1 := G(t0,x0)

noeud 2: variable.0.3 := H(variable.0.3.1)

noeud 1: variable.0 := F(variable.0.1,variable.0.2,variable.0.3)

- : unit = ()

Nous calculons pour le n�ud racine les attributs U et M qui, pour chaque n�ud,
recensent les utilisations et modi�cations des variables faites dans son sous-arbre. Les
arcs R< sont calcul�es en même temps :

#let ( g_all_pre_util_map

,g_all_pre_mod_map

,g_l_ordres) = var_util_mod a ;;

g_all_pre_util_map : (variable, int list) map__t = <abstr>

g_all_pre_mod_map : (variable, int list) map__t = <abstr>

g_l_ordres : ((int list * int list) * variable) list =

[([6], [4]), Var_N_i ("x", 0); ([5], [3]), Var_N_i ("t", 0);

([4], [7]), Var_N_i ("z", 0); ([3], [4]), Var_N_i ("x", 0)]

Nous calculons l'ensemble des arcs RT de l'arbre abstrait, et avec l'ensemble des
arcs R< que nous venons de calculer, nous cherchons les cycles qui peuvent exister (les
cycles trouv�es sont index�es par les arcs de R<) :

#let s_a = ordre_construct a ;;

s_a : (int list * int list) list =

[[5], [1]; [4], [1]; [2], [1]; [6], [5]; [7], [6]; [3], [2]]

#let c_a = rechercher_cycles g_l_ordres s_a ;;

c_a : (int * int) list list list =

[[[6, 4; 4, 7; 7, 6]]; [[5, 3; 3, 4; 4, 7; 7, 6; 6, 5]]; []; []]
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Nous avons trouv�e un cycle qui passe par l'arc (6; 4). Une fois cet arc supprim�e, un
cycle passe par l'arc (5; 3). Il n'y en a ensuite pas d'autres.

Nous calculons les coupures possibles de ces cycles, parmi les arcs de R<. Les
variables sont suppos�ees avoir le même poids, et la fonction pass�ee en param�etre qui,
entre deux listes de coupures renvoie celle dont le coût en duplications est le moindre,
fait une simple comparaison de la longueur des deux listes :

#let j_a = coupe_cycles (fun x y ->

if ((list_length (hd x)) <= (list_length (hd y)))

then x else y)

g_l_ordres s_a ;;

j_a : (int * int) list = [4, 7]

Nous avons trouv�e un arc : (4; 7) qui coupe les deux cycles, et qui a donc �et�e choisi
comme coupure. Nous supprimons cet arc de l'ensemble des arcs deR<, et nous devrons
ajouter la sauvegarde de sa variable con
ictuelle : z en tête du texte engendr�e, et
remplacer z par sa copie dans le n�ud utilisateur : N4. Nous pouvons utiliser cette
m�ethode si nous supposons qu'il n'existe pas plusieurs coupures de cycles qui ont une
même variable con
ictuelle. Dans le cas contraire, nous devons utiliser la m�ethode
d�ecrite �a la section 4.6 page 99.

Nous calculons maintenant l'ordre dans lequel doit s'e�ectuer l'ex�ecution des textes
d�eriv�es de chaque n�ud dans le domaine concret, ici en choisissant un parcours en
profondeur d'abord, et de droite �a gauche pour les op�erandes. Cet ordre doit respecter
les ordres de RT et de R< moins les coupures de cycles. Nous pouvons ex�ecuter le texte
engendr�e pour N7 avant celui engendr�e pour N4. Nous a�chons ensuite cette s�equence
de n�uds de mani�ere plus lisible :

#let s = sequentiel g_l_ordres s_a j_a a ;;

s : int list = [7; 6; 5; 3; 2; 4; 1]

#let s2 = map (fun no_noeud -> nommer_noeud no_noeud a) s;;

s2 : string list =

["noeud 7: variable.0.1.1.1 := P(z0) \n";

"noeud 6: variable.0.1.1 := F(x0,y0,variable.0.1.1.1) \n";

"noeud 5: variable.0.1 := G(variable.0.1.1,t0) \n";

"noeud 3: variable.0.3.1 := G(t0,x0) \n";

"noeud 2: variable.0.3 := H(variable.0.3.1) \n";

"noeud 4: variable.0.2 := G(x0,z0) \n";

"noeud 1: variable.0 := F(variable.0.1,variable.0.2,variable.0.3) \n"]

#map printf__print (rev s2) ;;

noeud 7: variable.0.1.1.1 := P(z0)

noeud 6: variable.0.1.1 := F(x0,y0,variable.0.1.1.1)

noeud 5: variable.0.1 := G(variable.0.1.1,t0)

noeud 3: variable.0.3.1 := G(t0,x0)

noeud 2: variable.0.3 := H(variable.0.3.1)

noeud 4: variable.0.2 := G(x0,z0)

noeud 1: variable.0 := F(variable.0.1,variable.0.2,variable.0.3)

- : unit list = [(); (); (); (); (); (); ()]

Seul le n�ud N5 est ex�ecut�e par anticipation (avant le n�ud N3, pour cause de
con
it d'acc�es �a t). Le code engendr�e pour N5, s'il �etait de forme fonctionnelle, ne
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pourrait pas être param�etre e�ectif de F. Le texte Ada obtenu pour T est :

([[ duplication(z, z2);
P(z);

v1 := F(x, y, z);

G(v1, t);

G(t, x);

G(x, z2); ]]; hj F(H(t), x, v1) ji)





Conclusion

Bilan

Ce travail pr�esente notre contribution �a la promotion des sp�eci�cations alg�ebriques
pour la construction des programmes. Devant les exigences de plus en plus fortes de
rapidit�e et de lisibilit�e des d�eveloppements, et de sûret�e et e�cacit�e des programmes,
les informaticiens travaillent �a des niveaux d'abstraction plus �elev�es, et les outils infor-
matiques doivent combler ce foss�e entre ce que nous sommes capables de d�ecrire, et ce
que la machine sait faire. Les langages de programmation \modernes" manipulent des
objets fonctionnels (Lisp, Scheme, CAML), des objets composites avec h�eritage (Small-
talk, C++, Ada 95) et les environnements de sp�eci�cation se d�eveloppent (Larch, Z,
B, SpecWare).

Nous avons propos�e une m�ethode qui permet de r�ealiser le d�eveloppement au niveau
des sp�eci�cations alg�ebriques, et de d�eriver automatiquement ces sp�eci�cations dans un
langage imp�eratif en obtenant un code e�cace. Le principe de d�ecrire un ensemble de
domaines de valeurs accompagn�e d'un ensemble d'op�erations sur ces domaines de va-
leurs est celui des types abstraits. Mod�eliser un type abstrait par une alg�ebre est motiv�e
par l'analogie entre un type abstrait et une alg�ebre multi-sorte sur une signature. L'in-
terpr�etation des sortes correspond en e�et aux domaines de valeurs, et l'interpr�etation
des op�erateurs correspond aux fonctions sur les domaines de valeurs. Nous d�erivons
s�epar�ement les sortes et op�erateurs constructeurs en un type Ada, et les op�erateurs
d�e�nis en fonctions ou proc�edures Ada. Le code des fonctions et proc�edures est g�en�er�e
de mani�ere �a utiliser correctement les impl�ementations des sp�eci�cations import�ees de
la biblioth�eque.

Dans ce m�emoire, nous avons d�e�ni formellement le concept principal de nos trans-
formations : le lien d'impl�ementation ou lien de d�erivation. Il relie dans le premier
cas une sp�eci�cation alg�ebrique �a une de ses impl�ementations imp�eratives et, dans le
deuxi�eme cas, il param�etre la d�erivation d'une sp�eci�cation alg�ebrique vers une impl�e-
mentation imp�erative. Le lien de d�erivation devient lien d'impl�ementation apr�es que la
d�erivation ait �et�e e�ectu�ee.

Nous avons �enum�er�e l'ensemble des probl�emes �a r�esoudre dans la d�erivation du
fonctionnel vers l'imp�eratif. Nous avons d�ecrit ensuite les traitements pr�ealables �a la
d�erivation, puis le formalisme dans lequel nous exprimons le r�esultat imp�eratif de la
d�erivation, avant sa traduction �a la syntaxe Ada. Les traitements pr�ealables consistent
en une transformation de l'axiomatisation o�u plusieurs �equations orient�ees d�e�nissent
un op�erateur, en une �equation orient�ee �equivalente o�u le �ltrage est inclus.
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Le principe de la d�erivation a �et�e ensuite d�ecrit par une interpr�etation de chaque
op�eration abstraite par une op�eration concr�ete. La mise en �uvre du lien d'impl�emen-
tation pour e�ectuer cette interpr�etation a �et�e alors montr�ee.

Nous avons d�e�ni une m�ethode de r�esolution des con
its d'acc�es aux variables. En
e�et l'interpr�etation des op�erations abstraites par des op�erations concr�etes est correcte
si ces derni�eres sont appliqu�ees sur repr�esentations intactes des op�erandes des op�erations
abstraites, or les op�erations du domaine concret peuvent modi�er leurs param�etres.
Des duplications sont alors n�ecessaires pour sauver les valeurs des variables rendues
indisponibles car modi��ees par une proc�edure. Nous ordonnons donc les calculs dans
le domaine concret de fa�con �a avoir un coût minimum en duplications.

La m�ethode que nous avons propos�ee est optimale si l'on ne consid�ere pas les a�ec-
tations �nales aux param�etres formels de retour lorsqu'elles sont n�ecessaires, et le code
obtenu reste le plus proche possible de l'ordre choisi pour l'�evaluation (en largeur ou
profondeur d'abord, de gauche �a droite parmi les op�erandes ou inversement, ou dans
un ordre quelconque).

Nous avons montr�e comment d�eriver de mani�ere syst�ematique des sortes et leurs
constructeurs (type abstrait alg�ebrique) vers leurs repr�esentations par des types Ada.
Le lien d'impl�ementation qui correspond �a chaque repr�esentation est �egalement g�en�er�e.
Les repr�esentations standards sont d�e�nies dans une biblioth�eque o�u diverses impl�e-
mentations d'une unit�e alg�ebrique sont possibles, avec des repr�esentations de donn�ees
qui peuvent être optimis�ees pour di��erents cas.

Nous avons d�e�ni un lien d'impl�ementation abstraite entre les sortes et les construc-
teurs de deux signatures, qui permet de r�eutiliser la repr�esentation des donn�ees d'une
sp�eci�cation pour une autre, lorsqu'un lien existe entre la seconde et la premi�ere. Pour
une sp�eci�cation donn�ee, il est possible de rechercher automatiquement les sp�eci�ca-
tions de la biblioth�eque qui ont un lien d'impl�ementation abstraite avec la premi�ere, et
dont l'impl�ementation des sortes et des constructeurs est r�eutilisable. Cette m�ethode
permet de g�en�eraliser de nombreuses optimisations.

Nous avons propos�e des variantes de la m�ethode de d�erivation des corps de pro-
grammes :

� Chaque sous-terme du terme �a d�eriver h�erite d'une destination de l'op�erateur dont
il est op�erande : lorsque cet op�erateur poss�ede une destination pour son r�esultat,
et qu'il est impl�ement�e par une proc�edure dont le param�etre est en entr�ee-sortie
�a la position correspondant �a celle de l'op�erande. Nous avons ainsi d�e�ni des 
ots
de donn�ees par une succession de calculs pour lesquels une même variable est �a la
fois op�erande et destination. Nous avons donc �economis�e des a�ectations �nales
aux param�etres r�esultat �a chaque fois que cela �etait possible.

� Le terme alg�ebrique est transform�e avant sa d�erivation, en rempla�cant par des
mutations, les constructions d'un terme, presque identique �a un autre terme, �a
partir de composants du second. Les conditions sont : le changement de seules
quelques sous-structures d'un terme, avec pour destination du r�esultat la même
variable que celle qui contient le terme d'origine.

Nous avons pr�esent�e un prototype de l'outil de d�erivation, r�ealis�e en CAML. �A
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partir d'un arbre abstrait, il r�esout les con
its d'acc�es aux variables en ordonnant les
calculs de mani�ere �a minimiser le coût en duplications de donn�ees.

Perspectives

La m�ethode de d�erivation que nous avons pr�esent�ee et le formalisme que nous avons
d�e�ni se prêtent facilement �a des �evolutions :

Extension de l'aspect \modi�cation partielle de donn�ees"

Certains termes peuvent être avantageusement utilis�es comme des adresses : une
application de s�electeurs du domaine abstrait est souvent impl�ement�ee par un acc�es �a
des composants, qui est une expression a�ectable.

Dans la d�erivation, telle qu'elle a �et�e d�ecrite, un constructeur ou un op�erateur d�e�ni
n'est jamais consid�er�e comme ayant pour r�esultat une adresse dans le domaine concret.
En e�et le pr�edicat d�e�nissant une expression-gauche est d�e�ni de la mani�ere suivante :

LeftExpr(x) ( V ar(x) ^ :ParamIn(x)

La partie fonctionnelle du code imp�eratif d�eriv�e d'un terme n'est jamais utilis�ee
comme param�etre e�ectif modi��e par une proc�edure, si ce code n'est pas une variable
ou un param�etre formel en mode out ou in out de l'op�erateur d'int�erêt. Cela est
vrai même si le code est d�eriv�e en une composition de s�electeurs du domaine concret
(d�er�ef�erencement, acc�es �a un champ, etc). L'a�ectation �a une variable, du r�esultat d'une
s�election d'une autre variable fait une duplication de la valeur s�elect�ee.

Exemple 7.2: Pour une sorte B-Arbre ayant 2 s�electeurs filsGauche et filsDroit,
et un op�erateur d�e�ni balancer dont les liens d'impl�ementation sont :

E(filsGauche) = [x]fx.gaucheg, In(filsGauche) = < �1 >,
Out(filsGauche) = < � >

E(filsDroit) = [x]fx.droiteg, In(filsDroit) = < �1 >, Out(filsDroit) = < � >
E(balancer) = [x]fBALANCER(x)g, In(balancer) = < �1 >, Out(balancer) = < �1 >

Soit un terme t = balancer(filsGauche(a)) �a d�eriver, dont a est une variable, la d�eri-
vation est :

�#(balancer(filsGauche(a)) = ([[v1 := a:gauche; BALANCER(v1)]]; hjv1ji)

L'extension consisterait �a autoriser des termes d�eriv�es en expression-gauche, en position
de param�etre e�ectif modi��e. Par exemple, nous pourrions permettre la d�erivation :

�#(balancer(filsGauche(a)) = ([[BALANCER(a:gauche)]]; hja:gaucheji)

en ayant obtenu �#(filsGauche(a)) = ([[ ]]; hja:gaucheji).
La propri�et�e \l'op�erateur a pour r�esultat une expression-gauche" doit donc être

rang�ee avec le lien de d�erivation de cet op�erateur.
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La r�egle de calcul des attributs d'utilisation et modi�cation U et M de chaque n�ud
doit alors être modi��ee en cons�equence pour :

� soit connâ�tre parmi les sous-termes du terme d�eriv�e en une adresse, la variable
(partiellement) modi��ee,

� soit, en limitant aux s�electeurs du domaine abstrait les op�erateurs dont l'im-
pl�ementation retourne une adresse, d�esigner par une composition de s�electeurs
abstraits, la localisation de la modi�cation.

Dans le premier cas, si g est un op�erateur dont l'application dans le domaine concret
donne une adresse, l'op�erande de op qui contient la structure d�esign�ee par l'adresse, est
une information qui doit �egalement être rang�ee dans le lien d'impl�ementation de op.

Localisations plus �nes des con
its

Nous avons consid�er�e l'utilisation et la modi�cation des variables telle qu'elle est
d�e�nie par l'interface Ada des programmes. Or un param�etre en entr�ee-sortie sous-
entend une modi�cation de la variable (ou expression-gauche) pass�ee en param�etre
e�ectif, et donc que seule une sous-structure change.

Une recopie de sauvegarde n'est pas toujours n�ecessaire : les fonctions ou proc�edures
qui utilisent le même param�etre e�ectif, apr�es sa modi�cation ne requi�erent �eventuelle-
ment qu'une partie qui n'a pas �et�e modi��ee. Nous pouvons alors ne pas avoir de con
it
lorsque la partie modi��ee d'une variable par le texte d�eriv�e d'un terme n'est qu'une
s�election du terme repr�esent�e par le contenu de la variable, et que la partie utilis�ee
ult�erieurement en est une s�election sans sous-terme commun avec la pr�ec�edente.

Il est avantageux de d�ecrire les sous-termes utilis�es et modi��es par les impl�e-
mentations des op�erateurs, par des compositions de s�electeurs du domaine abstrait
(selectconstructeuri ). En e�et, les informations que l'on peut calculer portent sur des
donn�ees pertinentes, sans confusion avec ce qui appartient au codage.

Etant donn�e que ces informations ne peuvent pas être d�etermin�ees �a partir de
l'impl�ementation (sp�eci�cation ou code Ada), elles doivent être d�ecrites dans le lien
d'impl�ementation. Elles peuvent être calcul�ees pour les op�erateurs que nous d�erivons en
fonction des utilisations et modi�cations des op�erateurs du terme d�eriv�e pour obtenir le
corps de programme. Ce calcul est un point-�xe lorsqu'il s'agit d'un op�erateur r�ecursif.
Une autre possibilit�e est de �xer pour chaque op�erateur d�eriv�e, la localisation des
utilisations et modi�cations de ses op�erandes. Un algorithme de d�erivation proche de
celui d�ecrit au chapitre 4 r�esout les con
its, sans faire de duplication inutile, et en
respectant les param�etres comme il a �et�e pr�ecis�e.

Extension �a d'autres langages

La r�ealisation, comme l'approche pr�esent�ees dans ce m�emoire, sont su�samment
g�en�erales pour être appliqu�ees �a d'autres langages de sp�eci�cation : nous partons d'un
arbre abstrait, c'est-�a-dire d'un code interm�ediaire o�u il s'agit de r�e�ecrire un terme.
L'application �a un autre langage de sp�eci�cation serait facilit�ee par le travail qui
a �et�e e�ectu�e sur la normalisation d'une plate-forme commune aux langages alg�e-
briques [Sal92a, Sal92b].
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Quant aux langages imp�eratifs cibles, certains langages de programmation tradition-
nels, comme le langage C, ne permettent pas de d�eduire les modi�cations de param�etres
e�ectifs �a partir d'une sp�eci�cation concr�ete ou même du pro�l des fonctions : toutes
les modi�cations sont des e�ets-de-bord (il s'agit du cas o�u nous int�egrons dans la
biblioth�eque des programmes non g�en�er�es automatiquement, dans le cas de la d�eriva-
tion, un �chier interface peut donner cette information). Nous devons alors stocker ces
informations dans le lien d'impl�ementation de chaque op�erateur. Il est alors possible,
comme il est d�ecrit pour la localisation �ne des con
its, soit de calculer les utilisations
et modi�cations de l'op�erateur d'int�erêt par un calcul de point-�xe, soit de lui �xer ses
propri�et�es (d'utilisation et modi�cation), et de les faire respecter par l'algorithme de
d�erivation.

Globalisation de param�etres

Nous pouvons transformer en variables globales certains param�etres formels de
l'op�erateur d'int�erêt. Soit un op�erateur d'int�erêt op impl�ement�e par une fonction ou
proc�edure OP, et dont le terme T est d�eriv�e en corps de proc�edure de op. Le param�etre
formel x de l'op�erateur d'int�erêt op est candidat �a une transformation en une variable
globale X si la d�erivation de T v�eri�e :

Soit un sous-terme t de T qui utilise x. Le texte imp�eratif d�eriv�e de t peut
être ex�ecut�e apr�es la d�erivation d'un appel r�ecursif de op uniquement si :

� en mode In : l'op�erande de op �a la position de x est x,

� en mode In-Out : l'op�erande de op �a la position de x est x, et la
modi�cation de x par op est localis�ee �a une sous-structure disjointe de
celle utilis�ee par le texte d�eriv�e de t.

En e�et, dans le domaine concret, un appel r�ecursif de op implique une a�ectation �a la
variable globale X de la valeur de l'op�erande �a la position de x.

La m�ethode de d�erivation que nous proposons nous permet de privil�egier cet ordre
d'ex�ecution des textes d�eriv�es, et de faire des duplications de sauvegarde de X pour
son utilisation apr�es un appel r�ecursif �a OP, si cet ordre est incompatible avec d'autres
ordres d'ex�ecution (c'est-�a-dire si elle cr�ee des cycles).

L'avantage de transformer en variables globales est d'�eviter au compilateur de ranger
sur une pile le param�etre utilis�e. Nous pouvons trouver des travaux sur ce sujet dans
[Gou95] o�u la propri�et�e est d�eduite d'analyses de traces, et dans [Fra91] o�u elle li�ee �a
l'utilisation des \continuations" dans les langages fonctionnels.

Traitement des e�ets de bord

Lorsqu'un ordre de r�eduction est pr�ecis�e explicitement �a l'utilisateur (appel�e \ordre
apparent") nous pouvons ajouter des ordres d'ex�ecution entre noeuds qui codent les
sous-termes de mani�ere �a respecter la condition suivante : le texte d�eriv�e du sous-terme
qui fait un e�et de bord doit être ex�ecut�e avant le texte d�eriv�e d'un sous-terme sur
lequel l'e�et de bord a une cons�equence. Soit un graphe qui code l'ordre dans lequel
s'e�ectuent les calculs, et les n�uds de ce graphe qui codent les termes alg�ebriques, ce
peut être par exemple : seuls sont pris en compte pour la d�erivation les ordres apparents
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pour l'utilisateur : \n�ud N avant n�ud N 0" tels que les textes d�eriv�es pour appliquer
les op�erateurs des noeuds N et N 0 e�ectuent une entr�ee ou sortie vers l'�ecran ou le
clavier.

Dans notre algorithme de d�erivation, les utilisations et modi�cations de variables
e�ectu�ees par l'appel et l'ex�ecution d'une proc�edure respectent les modes des para-
m�etres formels de son interface Ada, et sont calcul�ees �a partir du lien d'impl�ementation
de l'op�erateur qui est impl�ement�e par cette proc�edure. Pour les e�ets de bord, nous de-
vons stocker dans le lien d'impl�ementation l'information qu'une fonction ou proc�edure
fait des utilisations ou modi�cations du �chier \�ecran-clavier", de �chiers quelconques,
de canaux de communication, etc.

Parall�elisation

Le graphe orient�e acyclique obtenu par notre m�ethode apr�es la r�esolution des con
its
d'acc�es aux variables code le calcul du terme T en partie droite de l'�equation qui d�e�nit
l'op�erateur d'int�erêt. Les arcs de ce graphe codent l'ordre des calculs des sous-termes
de T �a respecter dans le domaine concret. Chaque n�ud n'ayant aucun arc entrant
n'a pas de calcul \pr�ed�ecesseur". L'ensemble de ces arcs peut donc être ex�ecut�e en
parall�ele. Les arcs qui partent de ces n�uds peuvent être supprim�es, et nous obtenons
un nouvel ensemble de n�uds qui peuvent être ex�ecut�es en parall�ele. Nous pouvons
continuer ainsi jusqu'�a ex�ecuter le n�ud du graphe qui code T.
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