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Introduction

Nous consid�erons des syst�emes de ressources partag�ees o�u un certain nombre d'utilisa-
teurs se partagent des ressources, en g�en�eral en nombre limit�e. Divers con
its et blocages
peuvent en r�esulter. Selon les domaines d'applications, di��erentes fa�cons de mod�eliser le
partage de ressources ont �et�e envisag�ees. Un des premiers mod�eles apparus est le \Dining
Philosophers Problem" de Dijkstra [16]. A l'origine, cinq philosophes chinois sont assis autour
d'une table ronde d�ecor�ee �a leur intention de cinq assiettes de nouilles chinoises. Il n'y a entre
chaque assiette qu'une seule baguette et les philosophes ne peuvent d�ejeuner tous ensemble.
Lorsqu'un individu a faim, il saisit les baguettes �a sa droite et �a sa gauche et empêche par l�a
même ses deux voisins de manger. Les philosophes ainsi priv�es restent dans leurs profondes
pens�ees. Plus g�en�eralement, dans ce mod�ele les utilisateurs (philosophes) sont repr�esent�es
par les sommets d'un graphe dont les arêtes sont les ressources (baguettes). Pour travailler
(manger) un utilisateur a besoin de toutes les ressources auxquelles il a acc�es (les arêtes qui
lui sont incidentes) et empêche donc ses voisins sur le graphe de travailler en même temps que
lui. Dans la pratique, un utilisateur qui ne peut utiliser une ressource n'est pas pour autant
compl�etement bloqu�e. Pour prendre ceci en compte, Chandy et Misra [7, 8] ont introduit le
\Drinking Philosophers Problem" qui g�en�eralise le probl�eme de Dijkstra. Un utilisateur peut
n'utiliser qu'une partie des ressources auxquelles il a acc�es de sorte que deux utilisateurs voi-
sins peuvent �eventuellement travailler en parall�ele s'ils n'occupent pas les mêmes ressources.
La seule contrainte est qu'une ressource ne peut être utilis�ee que par un seul individu �a la fois.
Ce mod�ele comme le pr�ec�edent est un probl�eme d�eterministe issu de l'informatique. Dans les
syst�emes distribu�es la r�esolution de con
its entre processus est d'une grande importance pra-
tique. Il s'agit principalement de donner des r�egles de r�esolution qui permettent d'�eviter les
situations d'interblocage et de famine tout en assurant l'�equit�e des syst�emes. Elles reposent
sur le choix d'un crit�ere de s�election du ou des processus en faveur desquels le con
it est
r�egl�e. Un syst�eme est �equitable lorsque ce crit�ere ne favorise pas toujours les mêmes proces-
sus. Des m�ethodes d�eterministes consistent �a hi�erarchiser les processus qui s'ex�ecutent. Des
priorit�es leur sont attribu�ees de mani�ere �a assurer le bon fonctionnement de l'algorithme de
r�esolution. Ces m�ethodes supposent que les processus en con
it sont distinguables. Lorsque
ce n'est pas le cas, une alternative est l'emploi d'algorithmes probabilistes o�u les processus
favoris�es sont s�electionn�es al�eatoirement. Pour le \Dining Philosophers Problem", la sup�e-
riorit�e d'un tel algorithme sur les algorithmes d�eterministes est d�emontr�ee dans [35]. Une
autre mani�ere naturelle d'ins�erer du hasard dans les mod�eles de ressources partag�ees est
de consid�erer que les arriv�ees des demandes de ressources et les dur�ees d'occupation de ces
ressources sont al�eatoires. Cela permet notamment de prendre en compte les 
uctuations
sur ces arriv�ees et ces dur�ees. Un mod�ele stochastique du probl�eme de Dijkstra est pr�esent�e
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dans [6]. Les philosophes sont d�ecrits par des châ�nes de Markov �a 4 �etats (attente, une
baguette, deux baguettes, r�e
exion). Les matrices de transition d�ependent de param�etres
li�es par des contraintes et dont le r�eglage se fait par minimisation d'une fonction qui traduit
le bon fonctionnement du syst�eme. D'autres mod�eles stochastiques de ressources partag�ees
peuvent être envisag�es. Les utilisateurs sont vus comme des �el�ements en interaction dont
l'�evolution dans le temps est d�ecrite par des processus de Markov �a valeurs dans l'ensemble
des con�gurations d'utilisateurs actifs ou inactifs. Il semble que Zenie [59] soit le premier
�a avoir propos�e une telle version markovienne du probl�eme de Dijkstra avec le processus
des philosophes (voir aussi [54] et les r�ef�erences qui s'y trouvent). Depuis lors, de nombreux
mod�eles de ce type sont apparus dans le domaine des r�eseaux de communications. Dans
ces mod�eles, des clients (par exemple des appels t�el�ephoniques) de di��erents types arrivent
et demandent simultan�ement un certain nombre de ressources (les lignes t�el�ephoniques) de
mani�ere exclusive ou non. Un \Loss Network" (voir Kelly [33]) est un processus stochastique
qui d�ecrit l'�evolution des con�gurations de lignes (ressources) occup�ees ou non lorsque les
appels arrivent al�eatoirement. Le processus des philosophes peut être envisag�e comme un
cas particulier de Loss Network (voir Suhov [49] et Kelly [32]). Il apparâ�t �egalement en
m�ecanique statistique comme un cas particulier de mod�ele de gaz �a particules dures (mod�ele
\Hard-Core" d�ecrit par exemple dans [2]). Des particules de taille non n�egligeable sont cen-
tr�ees sur les sommets d'un graphe. Un sommet a la valeur 1 s'il est occup�e par une particule
et 0 sinon. Les particules ne peuvent se superposer et deux sommets voisins sur le graphe ne
peuvent être simultan�ement occup�es. Dans cette �etude nous proposons de nouveaux mod�eles
de ressources partag�ees qui peuvent être vus comme des versions markoviennes du \Drinking
Philosophers Problem". Nous distinguons deux points de vue, celui des utilisateurs et celui
des ressources. Nous appelons processus d'utilisateurs (PU) un processus de Markov �a valeurs
dans un ensemble de con�gurations. Une con�guration associe �a chaque utilisateur l'ensemble
des ressources qu'il utilise. Un processus de ressources (PR) est un processus de Markov �a
valeurs dans l'ensemble des sous-ensembles de ressources. L'�etat d'un tel processus s'inter-
pr�ete comme l'ensemble des ressources occup�ees �a un instant donn�e. L'objectif d'une telle
mod�elisation est l'�evaluation puis l'optimisation des performances des syst�emes de ressources
partag�ees consid�er�es. Dans ce travail, nous nous concentrons sur l'�evaluation. Les quantit�es
int�eressantes sont, par exemple, le taux d'occupation d'un utilisateur, les probabilit�es que
les demandes soient refus�ees, etc. Elles sont en g�en�eral li�ees au comportement �a l'�equilibre
des mod�eles. Dans l'�etude de cet �equilibre, nous nous sommes naturellement int�eress�es aux
propri�et�es des champs al�eatoires sur les graphes. Il nous est apparu utile de faire le point sur
di��erentes propri�et�es, �a travers l'analyse des nombreuses r�ef�erences du domaine, l'uni�cation
de r�esultats existants et la d�emonstration de r�esultats nouveaux. Nous avons donc dans un
premier temps consid�er�e des syst�emes d'�el�ements qui interagissent o�u le temps n'intervient
pas. Un param�etre temporel suppl�ementaire est introduit lorsque nous nous int�eressons aux
caract�eristiques des dynamiques qui conduisent �a l'�equilibre. Le cadre est alors celui des sys-
t�emes de particules tels qu'ils sont introduits dans [36]. Nous nous sommes concentr�es sur la
notion de r�eversibilit�e et sur les techniques de comparaison stochastique et de couplage pour
ces syst�emes. Nous avons d�evelopp�e un certain nombre d'outils en g�en�eralisant et adaptant
des outils classiques dont l'utilit�e apparâ�t d�ej�a dans l'�etude du processus des philosophes.
Notre plan sera donc le suivant.
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Dans un premier chapitre nous reprenons essentiellement le contenu de [23]. Nous pr�esen-
tons plus pr�ecis�ement le processus des philosophes. Cela constitue une premi�ere approche des
mod�eles markoviens de ressources partag�ees. Le mod�ele est d'une bonne g�en�eralit�e autant
th�eorique que pratique. Il nous permet d'introduire et d'illustrer des notions importantes
telles que la r�eversibilit�e, la troncature de processus, l'existence d'un �equilibre �a forme pro-
duit, le calcul de fonctions de partition, les propri�et�es de Markov sur les graphes. Nous en
donnons une utilisation en montrant qu'il est possible de calculer la mesure d'�equilibre du
processus des philosophes pour une classe de graphes que nous appelons graphes �echelles.
Cette classe est d'un int�erêt pratique car elle contient la plupart des structures classiques
rencontr�ees en informatique et en m�ecanique statistique. Nous pr�esentons ensuite plus en
d�etail, les notions utiles �a l'analyse des mod�eles de ressources partag�ees. La mesure d'�equi-
libre du processus des philosophes sur un graphe G est un champ de Markov sur G et son
�etude s'inscrit dans un contexte plus g�en�eral. Dans le chapitre 2, bas�e sur [19], nous �etudions
des propri�et�es de Markov des champs al�eatoires sur les graphes. Cela repose sur des consi-
d�erations spatiales o�u le temps n'intervient pas. Dans le chapitre 3 un param�etre temporel
suppl�ementaire est introduit. Nous y pr�esentons des outils de r�eversibilit�e et de comparai-
son stochastique adapt�es aux mod�eles de ressources partag�ees (processus d'utilisateurs et de
ressources) que nous introduisons dans le chapitre 4. Dans ce chapitre nous pr�ecisons aussi
les liens avec d'autres classes de mod�eles existants (Loss Networks et mod�eles �a particules
dures) et nous donnons ensuite pour nos mod�eles quelques exemples d'utilisations des ou-
tils du chapitre 3. Pour ce qui est des techniques de comparaison stochastique, nous avons
essentiellement repris les contenus de [20] et [21]. Nous consid�erons en�n le cas de syst�emes
qui augmentent en taille et en complexit�e. Ils peuvent être approch�es par des syst�emes avec
un nombre in�ni d'�el�ements. Pour de tels syst�emes, les questions d'ergodicit�e abord�ees dans
le chapitre 4 sont poursuivies dans le chapitre 5. Il est important de comprendre comment
des interactions locales (par exemple des con
its entre utilisateurs partageant les mêmes res-
sources) peuvent avoir des e�ets globaux (par exemple certains utilisateurs favoris�es). Nous
nous proposons de mettre en �evidence de tels e�ets en �etudiant des mod�eles simples sur
des graphes �echelles construits �a partir d'un arbre in�ni et pour lesquels nous observons un
ph�enom�ene de transition de phase. Nous rappelons les notions th�eoriques utiles �a une telle
�etude et donnons des conditions de transition de phase.
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Chapitre 1

Processus des philosophes sur des

graphes �echelles

Nous abordons la question de la mod�elisation stochastique des syst�emes de ressources
partag�ees en pr�esentant un mod�ele markovien particulier, le processus des philosophes (PP).
Historiquement, c'est un des tous premiers mod�eles apparus. Il est d'une bonne g�en�eralit�e,
autant pratique que th�eorique. Il apparâ�t dans des contextes divers (r�eseaux de communica-
tion, m�ecanique statistique) et illustre l'application d'outils importants que nous d�eveloppons
par la suite pour traiter des mod�eles plus g�en�eraux. Dans ce chapitre, nous reprenons [23] sauf
pour les questions de transitions de phase que nous exposons dans le chapitre 5. Le proces-
sus des philosophes est un mod�ele markovien du \Dining Philosophers Problem" de Dijkstra
[16]. Les philosophes sont les sommets d'un graphe G = (S;E) non orient�e localement �ni
(chaque sommet est de degr�e �ni). Les arêtes du graphe repr�esentent les d�ependances entre
philosophes. Pour tout philosophe x dans S nous notons N(x) l'ensemble de ses voisins sur
le graphe.

N(x) = fy 2 S; fx; yg 2 Eg:
Un philosophe est dans l'�etat 0 s'il pense et dans l'�etat 1 s'il mange. Une con�guration est
un application de S dans f0; 1g. Quand le syst�eme est dans la con�guration �, l'�etat du
philosophe x est �(x) (0 ou 1). Le PP est un processus de Feller f�t; t � 0g sur l'ensemble
X = f0; 1gS . C'est un cas particulier de syst�emes de spin tels qu'ils sont d�e�nis dans
Liggett [36] . Nous reprenons la terminologie et les notations propres �a cette r�ef�erence. Nous
parlerons par exemple de S comme d'un ensemble de sites. Le syst�eme �evolue dans le temps
de la mani�ere suivante. Si la con�guration est � dans X alors le philosophe x passe de l'�etat
�(x) �a l'�etat 1� �(x) avec un taux c(x; �) donn�e par

c(x; �) =

8><>:
1 si �(x) = 1
� si �(x) = 0 et �(y) = 0 8y 2 N(x)
0 sinon.

Ce qui signi�e qu'un philosophe passe de l'�etat 1 �a l'�etat 0 au bout d'un temps exponentiel
de param�etre 1. Il passe de l'�etat 0 �a l'�etat 1 au bout d'un temps exponentiel de param�etre
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� si aucun des ses voisins n'est d�ej�a en train de manger. Les taux c(x; �) ne d�ependent
donc que de �(x) et de la valeur des sommets voisins de x. De tels taux sont quali��es de
taux de plus proches voisins. La nullit�e de certains d'entre eux r�eduit l'espace d'�etats du
processus �a un sous ensemble AG de X, appel�e ensemble des con�gurations admissibles.
Ces con�gurations sont celles pour lesquelles deux philosophes voisins sur G ne sont pas
simultan�ement �a 1. Elles correspondent aux sous-ensembles stables du graphe. Un ensemble
stable est un sous-ensemble de sommets de G deux �a deux non adjacents. Ils sont encore
appel�es ensembles ind�ependants ou cocliques. Ils font l'objet de nombreux d�eveloppements
en th�eorie des graphes et des liens possibles avec ce domaine sont envisageables (voir [22]).

Le PP a �et�e introduit commemod�ele stochastique du probl�eme de Dijkstra par Zenie [59].
Il apparâ�t �egalement naturellement dans d'autres contextes, notamment comme mod�ele de
r�eseaux de communication ou mod�ele de gaz en m�ecanique statistique. En ce qui concerne le
partage de ressources, il peut par exemple servir �a mod�eliser des r�eseaux d'interconnexions
(cf. [13]) ou des syst�emes de bases de donn�ees (cf. [56]). Consid�erons une base de donn�ees
constitu�ee d'un certain nombre d'objets (les ressources). Un philosophe est assimil�e �a un
type de requête. Chaque type de requête demande un certain nombre d'objets de la base
simultan�ement et de mani�ere exclusive. Les requêtes arrivent selon des processus de Poisson
ind�ependants de param�etre �. Une requête qui arrive est accept�ee si les objets qu'elle de-
mande ne sont pas d�ej�a utilis�es. Une requête accept�ee occupe ses objets pendant un temps
exponentiel de param�etre 1. Une requête non accept�ee est perdue. Un graphe d'interactions
peut être associ�e �a un tel syst�eme. Ses sommets sont les types de requêtes. Deux types de
requêtes sont li�es par une arête s'ils utilisent au moins un objet commun. Ainsi deux types
de requêtes voisins sur le graphe ne peuvent pas s'ex�ecuter en parall�ele. Le processus des
requêtes en cours dans la base peut être mod�elis�e par un processus des philosophes. Nous
renvoyons �a [32] et [38] pour plus de d�etails. Le PP apparâ�t �egalement comme mod�ele de
routage dans les reseaux de communication. Consid�erons di��erents sites connect�es par un
r�eseau. Lorsqu'un site d�esire �emettre vers un autre, il fait une demande de routage (type
de requête) qui n�ecessite plusieurs liens (objets) de communication. Cette mod�elisation peut
servir �a �evaluer les performances du r�eseau pour di��erentes strat�egies de routage de mani�ere
�a d�eterminer la meilleure. Le PP est un cas particulier des \Loss Networks" introduits par
Kelly [33]. C'est �egalement un cas particulier de mod�ele de gaz �a particules dures (mod�ele
\Hard-Core", pr�esent�e par exemple dans [2]). Les particules d'un gaz sont de taille non n�e-
gligeable et leurs centres sont associ�es aux sommets d'un graphe. La valeur d'un sommet est
1 s'il est occup�e par une particule, 0 sinon. Les particules ne peuvent se superposer et deux
sommets voisins ne peuvent être simultan�ement occup�es. Dans ce mod�ele le taux � d�epend
en g�en�eral du sommet (du philosophe) x et est quali��e d'activit�e ax. Nous pr�esentons plus
en d�etail ces di��erents mod�eles dans le chapitre 4.

Les graphes d'interactions associ�es aux syst�emes �etudi�es d�ependent de leur structure.
Certaines sont classiques. En informatique, par exemple, le cycle �etudi�e dans [59] apparâ�t
dans la mod�elisation de r�eseaux d'interconnexions appel�es tandem. Chaque processeur est
reli�e �a deux autres. Il peut communiquer avec l'un ou l'autre d'entre eux mais pas avec les
deux simultan�ement (penser aussi �a un r�eseau t�el�ephonique dans lequel une personne ne
peut être en communication qu'avec une autre �a la fois). Un autre exemple simple de r�eseau
d'interconnexions est constitu�e de n processeurs reli�es, par l'interm�ediaire d'un unique bus,
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�a m m�emoires. Le graphe d'interactions associ�e est le graphe complet (o�u tous les sommets
sont connect�es) Knm �a nm sommets. Dans un r�eseau Crossbar, des commutateurs relient n
processeurs �a m m�emoires. Deux processeurs ne peuvent acc�eder simultan�ement au même
module de m�emoire. Le graphe d'interactions est le produit cart�esien (voir d�e�nition 1.2.1)
Kn�Km. En m�ecanique statistique, encore, d'autres graphes tels que les grilles sont courants.

Dans ce chapitre, nous pr�esentons plus pr�ecis�ement le PP en tant que mod�ele de sys-
t�emes de ressources partag�ees. Nous nous int�eressons �a l'�evaluation des performances de
ces syst�emes �a travers des quantit�es faisant intervenir la mesure d'�equilibre du PP. Nous
montrons que cette mesure peut être calcul�ee pour une classe de graphes que nous appelons
graphes �echelles (d�e�nition 1.2.2). Cette classe comprend la plupart des structures classiques
rencontr�ees en informatique et en m�ecanique statistique telles que les grilles, les tores, les
hypercubes, etc. L'observation essentielle est que la mesure d'�equilibre du PP est un champ
de Markov qui admet une factorisation sur les cliques du graphe G associ�e. Dans le cas des
graphes �echelles cela conduit �a un algorithme de calcul de cette mesure faisant principalement
intervenir des produits de matrices.

Dans la section 1.1, nous nous int�eressons �a la notion de r�eversibilit�e et �a ses cons�equences
pour le calcul de la mesure stationnaire du PP. Dans la section 1.2, nous d�e�nissons les
graphes �echelles et d�ecrivons dans le cas g�en�eral notre algorithme de calcul. Nous introduisons
quelques notions sur les champs de Markov pour montrer que nos r�esultats s'ins�erent dans
un contexte plus g�en�eral. Ces notions seront d�evelopp�ees plus en d�etail dans le chapitre 2.
Dans la section 1.3, nous donnons des r�esultats explicites concernant les grilles, les tores et
les produits par des graphes complets. Dans la section 1.4, nous proposons un calcul r�ecursif
de la mesure d'�equilibre du PP sur l'hypercube de dimension n. En�n dans la section 1.5,
nous traitons le cas des arbres et de leurs produits cart�esiens avec d'autres graphes �nis.
Nous donnons une �equation de r�ecurrence pour la fonction de partition.

1.1 R�eversibilit�e du processus des philosophes

Lorsque le nombre de philosophes est in�ni, les principales questions sont celles de l'ergo-
dicit�e du processus et de l'occurence possible d'une transition de phase. Nous abordons ces
th�emes dans les chapitres 4 et 5. Ici (sauf pr�ecision), nous nous limitons �a un nombre �ni de
philosophes. Dans ce cas, le processus est irr�eductible sur l'ensemble AG des con�gurations
admissibles et admet une unique mesure stationnaire, �G. De plus, cette mesure a la propri�et�e
d'être r�eversible et d'admettre une forme produit. Pour justi�er cela nous introduisons des
d�e�nitions et des r�esultats que nous �enoncerons de mani�ere plus large dans la section 3.1
du chapitre 3. Les mesures r�eversibles sont des mesures invariantes particuli�eres. Elles sont
en g�en�eral beaucoup plus faciles �a calculer. Pour les syst�emes de spins sur S �ni ou non, la
proposition 2.7 p. 192 de [36] en donne une caract�erisation. Lorsque S est �ni, les syst�emes
de spins consid�er�es sont des processus de Markov �a valeurs dans un espace d'�etats X �ni
et la caract�erisation s'�ecrit plus simplement. Une mesure � est r�eversible si et seulement si
(voir par exemple Kelly [31] chap. 1)

8x 2 S; 8� 2 X; c(x; �)�(�) = c(x; �x)�(�x) ; (1.1)
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o�u �x est la con�guration � chang�ee au site x en 1��(x). La nullit�e de certains taux contraint
le PP �a rester dans l'ensemble AG. Il peut être vu comme un syst�eme de spins tronqu�e �a
AG.

D�e�nition 1.1.1 Soit un syst�eme de spins de taux c(x; �). Soit A un sous-ensemble mesu-
rable de X. Le syst�eme de spins tronqu�e �a A est le syst�eme de taux cA(x; �) d�e�nis par,

cA(x; �) =

(
0 si � 2 A et �x 62 A
c(x; �) sinon.

L'int�erêt de cette d�e�nition vient de la proposition suivante qui indique que la r�eversibilit�e
est conserv�ee lorsque l'on passe d'un processus r�eversible �a un processus tronqu�e.

Proposition 1.1.1 Soit un syst�eme de spins de taux c(x; �) et � une mesure r�eversible pour
ce syst�eme. Soit A un sous-ensemble mesurable de X tel que �(A) > 0 et �A la mesure de
probabilit�e d�e�nie par

�A( : ) = �( : j : 2 A ) :

La mesure �A est r�eversible pour le syst�eme tronqu�e de taux cA(x; �).

Nous appelons ce r�esultat lemme de troncature. Lorsque S est �ni, il d�ecoule directement
du corollaire 1.10 p. 26 de [31]. Il est encore valable pour le PP sur S in�ni. En fait, dans
le chapitre 3 nous le d�emontrons dans le cadre plus g�en�eral des syst�emes de particules sur
S �ni ou non (voir proposition 3.1.3). Ici, il nous permet de montrer que le PP admet une
mesure r�eversible. Le PP est en e�et la troncature �a AG du syst�eme de spins de taux

c(x; �) =

(
1 si �(x) = 1
� si �(x) = 0 :

Ce dernier est clairement r�eversible. Il correspond �a un produit direct de processus de Markov
ind�ependants, identiques, �a valeurs dans f0; 1g et admettant une unique mesure stationnaire
( 1
1+� ;

�
1+�). Or, tout processus de Markov stationnaire �a deux �etats est r�eversible. Ainsi,

lorsque S est �ni, le PP admet une unique mesure stationnaire r�eversible. La proposition
1.1.1 d�emontre alors la forme produit suivante obtenue pour �G.

�G(�) =

(
�G(0G) �

P
x2S

�(x) si � 2 AG

0 sinon,
(1.2)

o�u 0G est la con�guration o�u tous les philosophes pensent. La mesure r�eversible est connue
au facteur �G(0G) pr�es. L'inverse de cette quantit�e est souvent appel�e fonction de partition
du syst�eme et not�ee ZG . C'est un polynôme en �. Le coe�cient d'ordre k est le nombre de
con�gurations admissibles dans lesquelles exactement k philosophes sont �a 1 . Elles corres-
pondent aux ensembles stables de G �a k sommets. D�eterminer �G est donc essentiellement
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un probl�eme combinatoire. La taille de l'espace d'�etats AG interdit cependant une �enum�e-
ration directe même �a l'aide d'un ordinateur. Pour les cycles, une expression de la fonction
de partition est donn�ee dans la proposition 2.2 p. 361 dans [54]. Pour � = 1, la valeur de la
fonction de partition est le cardinal de AG. A titre d'exemple, pour 100 philosophes autour
d'une table ronde (cycle) ce cardinal est

792; 070; 839; 848; 372; 253; 127:

Dans la section suivante, nous donnons une d�e�nition des graphes �echelles et d�ecrivons
dans le cas g�en�eral notre algorithme de calcul de la fonction de partition et de diverses autres
quantit�es. Nous pr�ecisons le rapport avec les champs de Markov.

1.2 Graphes �echelles

Nous d�e�nissons une classe de graphes �nis pour lesquels le calcul de la mesure r�eversible
du PP peut se r�eduire �a des produits de matrices. Nous pr�esentons les liens entre nos prin-
cipaux r�esultats (propositions 1.2.1 et 1.2.2) et des r�esultats classiques sur les champs et les
châ�nes de Markov. Dans ce but nous rappelons quelques notations et d�e�nitions de th�eorie
des graphes (voir [9] pour une r�ef�erence g�en�erale). Le produit cart�esien de deux graphes
(parfois encore appel�e la somme cart�esienne) est d�e�ni comme suit ([9] p. 11).

D�e�nition 1.2.1 Soit G1 = (S1; E1) et G2 = (S2; E2) des graphes non orient�es. Le produit
cart�esien, not�e G1 �G2 est le graphe G = (S;E) de�ni par

S = S1 � S2

E = f f(x; y); (x0; y0)g ; (x; y) et (x0; y0) 2 S1 � S2 t:q:

x = x0 et fy; y0g 2 E2

ou

y = y0 et fx; x0g 2 E1 g :

Notons Cm le cycle �a m sommets et Lm le graphe ligne obtenu en enlevant une arête de Cm.

D�e�nition 1.2.2 Soit g = (s; e) un graphe �ni non orient�e. Nous appelons �echelle cycle
(respectivement �echelle ligne) d'�echelon g et de longueur m le produit cart�esien g � Cm
(respectivement g � Lm).

Des exemples de graphes �echelles sont donn�es dans la �gure 1.1.
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C5

C4 x L4

L3 L2 x C6

L3 x L4

C3 x L2

Fig. 1.1: Exemples de graphes �echelles.

Si G = g � Lm ou g � Cm est un graphe �echelle, il est constitu�e de m �echelons
(sous-graphes) tous isomorphes �a g et connect�es les uns aux autres. Nous pouvons les indicer
g1; : : : ; gm. Soit � une con�guration surG. Pour tout i = 1; : : : ;m nous notons �i sa restriction
�a gi. Toute con�guration peut alors s'�ecrire

� = (�1; : : : ; �m) :

Elle s'interpr�ete comme une con�guration sur Lm ou Cm avec comme espace d'�etats f0; 1gg.
Dans le cas du PP, nous ne consid�erons que les con�gurations admissibles et l'espace d'�etats
pour des con�gurations sur Lm ou Cm est en fait Ag. L'id�ee est de voir la mesure r�eversible
�G du PP sur G comme un champ de Markov (voir d�e�nition 1.2.4) sur Lm ou Cm avec
espace d'�etats Ag. Ce champ de Markov peut être interpr�et�e comme une châ�ne de Markov
sur Ag. La matrice de compatibilit�e que nous d�e�nissons ci-dessous est en quelque sorte une
version combinatoire de la matrice de transition de cette châ�ne.

D�e�nition 1.2.3 Soit g = (s; e) un graphe �ni. Deux con�gurations 
 et � dans Ag sont
dites compatibles si

8x 2 s 
(x) �(x) = 0 :

La matrice de compatibilit�e Pg d'un graphe �ni g est la matrice indic�ee par les �el�ements de
Ag d�e�nie par

8
; � 2 Ag; Pg(
; �) =

(
�
P

x2s

(x) si 
 et � sont compatibles

0 sinon.
(1.3)

Il n'y a pas d'ordre total naturel des �el�ements de Ag mais nous pouvons supposer que la
premi�ere ligne de Pg correspond �a la con�guration vide not�ee 0g. Les �el�ements de cette ligne
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sont donc tous �egaux �a 1, i.e. pour tout � dans Ag, Pg(0g; �) = 1. Les principaux r�esultats
concernant les �echelles lignes et cycles sont donn�es dans les deux propositions suivantes. Elles
expriment la mesure r�eversible �a l'aide des puissances de la matrice Pg.

Proposition 1.2.1 Soit G = g�Lm une �echelle ligne. Pour toute con�guration (�1; : : : ; �m)

�G((�1; : : : ; �m)) = ZG
�1 Pg(0g; �1) (

m�1Y
i=1

Pg(�i; �i+1) ) Pg(�m; 0g) : (1.4)

La fonction de partition est

ZG = Pm+1
g (0g; 0g) : (1.5)

La probabilit�e que le i�eme �echelon gi soit �a la con�guration 
 est

�G( �i = 
 ) = Z�1
G P i

g(0g; 
) P
m+1�i
g (
; 0g) : (1.6)

Proposition 1.2.2 Soit G = g�Cm une �echelle cycle avec m > 1. Pour toute con�guration
(�1; : : : ; �m)

�G((�1; : : : ; �m)) = ZG
�1

mY
i=1

Pg(�i; �i+1) ; (1.7)

avec la convention m+ 1 = 1. La fonction de partition est

ZG = trace[Pm
g ] : (1.8)

La probabilit�e que le i-�eme �echelon gi soit �a la con�guration 
 est

�G( �i = 
 ) = Z�1
G Pm

g (
; 
) : (1.9)

D�emonstration. Dans les deux propositions, les premi�eres �egalit�es sont des cons�equences
directes de la d�e�nition 1.2.3, de l'�equation (1.3) et de la forme produit (1.2). Les expressions
de ZG d�ecoulent des �egalit�es pr�ec�edentes somm�ees sur l'ensemble des con�gurations. Les
derni�eres assertions s'obtiennent de fa�con analogue.

La matrice de compatibilit�ePg est bien adapt�ee aux calculs pr�ec�edents. Il existe cependant
d'autres matrices qui v�eri�ent les �egalit�es (1.4) et (1.7). Nous pouvons d�e�nir la relation
d'�equivalence E suivante entre matrices indic�ees par Ag.

P 0 E P , 8
; � 2 Ag; P
0(
; �) = P (
; �)

v(�)

� v(
)
; (1.10)

o�u � est une constante strictement positive et v une fonction strictement positive sur Ag.
Il est facile de voir que toute matrice P 0 v�eri�ant P 0 E Pg peut se substituer �a Pg dans
les propositions 1.2.1 et 1.2.2. Il est par exemple possible de remplacer Pg par une matrice
sym�etrique. Un autre choix naturel consiste �a remarquer que Pg est une matrice irr�eductible
positive et �a appliquer le th�eor�eme de Perron-Frobenius. Nous pouvons alors prendre pour �
la plus grande valeur propre de Pg et pour v un vecteur propre positif associ�e, ce qui conduit
�a
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8
; � 2 Ag; P 0(
; �) =

8><>:
v(�)P
v(�)

si 
 et � sont compatibles

0 sinon.

La somme au d�enominateur porte sur les � compatibles avec 
. La matrice P 0 est la seule
matrice stochastique satisfaisant P 0 E Pg. Elle est la matrice de transition d'une châ�ne de
Markov sur Ag. Les r�esultats des propositions 1.2.1 et 1.2.2 seront nos principaux outils pour
les applications d�evelopp�ees dans les sections suivantes 1.3 et 1.4. Il est int�eressant de les
replacer dans le contexte plus g�en�eral des champs de Markov. L'expression champs de Markov
peut correspondre �a di��erentes notions (elles font l'objet du chapitre 2). Le terme Markov
traduit en g�en�eral une d�ependance locale. On peut par exemple consid�erer une mesure �
pour laquelle la probabilit�e qu'un site donn�e x soit �a 1 ne d�epend que des valeurs des sites
voisins de x (syst�emes de plus proches voisins, voir la d�e�nition 2.2.5 du chapitre 2). La même
propri�et�e de d�ependance locale peut �egalement être demand�ee pour tout sous-ensemble �ni
de S (et pas seulement pour les singletons fxg). Ici, nous consid�erons la d�e�nition suivante.
Pour V un sous-ensemble �ni de S, nous notons N(V ) l'ensemble des voisins des �el�ements
de V ,

N(V ) = fy 62 V t:q: 9x 2 V; fx; yg 2 Eg :

Si � est un �el�ement de X, nous notons �(V ) la restriction de � �a V . Pour une probabilit�e �
sur X, �(�(V )) est la probabilit�e cylindrique de la restriction de � �a V .

D�e�nition 1.2.4 Une mesure de probabilit�e � sur X est un champ de Markov si et seulement
si , pour tous sous-ensembles �nis U et V de S tels que V [N(V ) � U , pour tout � dans X,

�(�(U)) = �(�(UnV )) �(�(V ) j �(N(V ))) : (1.11)

Cette d�e�nition est �equivalente �a la d�e�nition 2.1.8 du chapitre 2. La notion de champ
de Markov est clairement plus forte que celle de syst�eme de plus proches voisins. Si � est
positive au sens de la d�e�nition 2.1.9, les deux notions sont �equivalentes (voir aussi [42]
p. 35 et th�eor�eme 4.1 p. 27). Il est connu que pour un syst�eme de spins avec des taux
de plus proches voisins strictement positifs, une mesure r�eversible est un syst�eme de plus
proches voisins. Ceci est d�emontr�e dans le th�eor�eme 2.13 chap. 4 p. 194 de Liggett [36]. On
peut �egalement se r�ef�erer au th�eor�eme 9.3 p. 189 dans [31] qui concerne les graphes �nis et
les syst�emes de spins pour lesquels la condition (iii) du th�eor�eme est en fait �equivalente �a
l'hypoth�ese de stricte positivit�e des taux. Il est facile de v�eri�er que la d�emonstration de
Liggett de ce r�esultat est encore valable lorsque les taux de transition ne sont pas forc�ement
strictement positifs mais v�eri�ent la condition plus faible suivante. Pour tout x dans S et
tout � dans X,

c(x; �) + c(x; �x) > 0 : (1.12)

Ceci est clairement v�eri��e par le PP. De plus, les sp�eci�cations locales s'�ecrivent facilement
en fonction des taux. Pour tout x dans S et tout � dans X, nous avons

�(�(x) j �(N(x))) =
c(x; �x)

c(x; �) + c(x; �x)
: (1.13)
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Pour le PP, cette expression devient

�(�(x) j �(N(x))) = 1 si �(x) = 0 et
P

y2N(x) �(y) > 0;
= 0 si �(x) = 1 et

P
y2N(x) �(y) > 0;

= (1 + �)�1 si �(x) = 0 et
P

y2N(x) �(y) = 0;
= �(1 + �)�1 si �(x) = 1 et

P
y2N(x) �(y) = 0:

(1.14)

Les mesures r�eversibles pour le PP v�eri�ent en fait une propri�et�e de factorisation plus forte
qui correspond �a la notion de syst�eme de cliques (SC) (voir chapitre 2 d�e�nition 2.2.6).

Proposition 1.2.3 Soit �G une mesure r�eversible pour le PP sur G. Pour tout sous-ensem-
ble �ni U de S et tout � dans X,

�G(�(U)) = Z�1Q0(�(N(SnU)))Y
C

QC(�(C)) ; (1.15)

o�u le produit porte sur les C non vides qui sont des sous-ensembles complets de U (cliques).
Dans cette expression, Q0 est une fonction de XN(SnU) dans IR+. Les termes QC sont des
fonctions sur f0; 1gC qui peuvent être choisies comme suit.

Qfx;yg(�(fx; yg)) = 0 si fx; yg 2 E et �(x) = �(y) = 1 ;

Qfxg(�(fxg)) = � si x 2 S et �(x) = 1 ;

QC(�(C)) = 1 pour tout autre clique C de G :

D�emonstration. Quand G est �ni, le terme Q0 peut être oubli�e et (1.15) d�ecoule claire-
ment de la forme produit (1.2). Pour G in�ni, il n'est plus possible d'utiliser (1.2) mais la
proposition 2.7 p. 192 de [36] permet d'obtenir l'expression analogue (1.16). Si �G est r�ever-
sible pour le PP sur G alors pour tout sous-ensemble �ni V de U tel que V [ N(V ) � U ,
pour tout � dans X,

�G(�(U)) =

(
�
P

x2V
�(x) �G(�(UnV )0(V )) si �(U) 2 AU

0 sinon,
(1.16)

o�u AU est l'ensemble des con�gurations admissibles pour le sous-graphe engendr�e par U
(d�e�nition 2.1.1) et �(UnV )0(V ) est la con�guration qui co��ncide avec � sur UnV et avec 0G
sur V . En utilisant (1.16) avec V = UnN(SnU) nous obtenons (1.15) avec Q0(�(N(SnU))) =
�
�
P

x2N(SnU)
�(x)

�G(�(UnV )0(V )) :

Un syst�eme de cliques est un champ de Markov. Pour des mesures positives, la r�eciproque
est vraie. Ceci peut se d�eduire par exemple de l'�equivalence classique entre champs de Markov
positifs et mesures de Gibbs (th�eor�eme 4.1 p. 27 de [42]). Dans le cas g�en�eral, les deux
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d�e�nitions ne co��ncident pas (voir la partie 2.3.1 du chapitre 2). Les mesures r�eversibles pour
le PP ne sont pas strictement positives puisque seules les con�gurations admissibles sont
autoris�ees. Toutefois, il est possible de montrer que l'�equivalence est encore vraie sous une
condition plus faible qui est satisfaite par le PP. Cette condition a �et�e introduite sous le
nom de condition \wo" par Suomela [50]. Nous nous y int�eressons plus pr�ecis�ement dans le
chapitre 2 (d�e�nition 2.2.9).

1.3 Applications

Les propositions 1.2.1 et 1.2.2 sont surtout int�eressantes lorque la matrice de compatibilit�e
Pg n'est pas trop grande et peut être d�etermin�ee facilement. Le calcul de ses puissances m-
i�eme pour des grandes valeurs de m est alors bien moins coûteux qu'une �enum�eration directe
des con�gurations admissibles sur g � Lm ou g � Cm. Dans cette section, nous appliquons
les r�esultats de la section 1.2 dans le cas o�u l'�echelon g est une clique, une ligne ou un cycle.

Soit Kn la clique �a n sommets. Pour g = Kn, l'ensemble des con�gurations admissibles
Ag ne contient que n+1 �el�ements, 0g et les n con�gurations avec un seul philosophe �a 1. En
ce qui concerne les calculs, toutes les con�gurations non vides sont �equivalentes. Notons 

l'une quelconque d'entre elles. La probabilit�e qu'un philosophe sur l'�echelon gi soit �a 1 (taux
d'occupation) ne d�epend pas du philosophe consid�er�e et est donn�ee par �G( �i = 
 ). La
matrice de compatibilit�e Pg a �egalement une forme tr�es particuli�ere. Les r�esultats pour les
�echelles lignes et cycles sont les suivants.

Proposition 1.3.1 Soit G = Kn �Lm une �echelle ligne. La fonction de partition de �G est

ZG =
1p
�

[
(1 + n�)

2m
[ (1 + (n� 1)� +

p
�)m � (1 + (n� 1)� �

p
�)m ]

+
�

2m�1
[ (1 + (n� 1)� +

p
�)m�1 � (1 + (n� 1)� �

p
�)m�1 ] ]

avec � = 1 + 2(n + 1)�+ (n � 1)2�2 : (1.17)

Soit 
 une des con�gurations non vides de Ag. La probabilit�e qu'un philosophe sur l'�echelon
gi soit �a 1 (taux d'occupation) est donn�ee par

�G( �i = 
 ) = ZG
�1 P i

g(0g; 
) P
m+1�i
g (
; 0g)

= ZG
�1 � P i

g(0g; 
) P
m+1�i
g (0g; 
) : (1.18)

Proposition 1.3.2 Soit G = Kn�Cm une �echelle cycle avec m > 1. La fonction de partition
de �G est

ZG =
(n � 1)(�2)m�m + [1 + (n� 1)� +

p
�]m + [1 + (n� 1)� �p�]m

2m
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avec � = 1 + 2(n + 1)�+ (n � 1)2�2 : (1.19)

Soit 
 une des con�gurations non vides de Ag. La probabilit�e qu'un philosophe sur l'�echelon
gi soit �a 1 (taux d'occupation) est donn�ee par

�G( �i = 
 ) = (n ZKn�Cm)
�1 (ZKn�Cm � ZKn�Lm�1) : (1.20)

D�emonstration. La matrice Pg et ses puissances ont une forme tr�es particuli�ere. Rappe-
lons que le premier indice correspond �a 0g. Nous avons

P k
g =

0BBBBBBB@

ak bk : : : : : : bk
ck dk ek : : : ek
... ek

. . . . . .
...

...
...

. . . . . . ek
ck ek : : : ek dk

1CCCCCCCA
(1.21)

avec a1 = b1 = 1, d1 = 0, c1 = e1 = �. Consid�erons d'abord les fonctions de partition. Ce
sont des polynômes en � dont les coe�cients d�ependent du nombrem d'�echelons et de l'ordre
n de la clique. Ainsi, il nous su�t de calculer P k+1

g (0g; 0g) = ak+1 dans le cas des lignes et
P k
g (0g; 0g) = ak et P k

g (
; 
) = dk dans le cas des cycles car trace[P k
g ] = ak + ndk. Ceci peut

se faire par r�ecurrence.

"
P k+1
g (0g; 0g)
P k+1
g (0g; 
)

#
=

"
1 n�
1 (n� 1)�

# "
P k
g (0g; 0g)
P k
g (0g; 
)

#

=

"
1 n�
1 (n� 1)�

#k "
1
1

#
(1.22)

et 264 P k+1
g (0g; 
)
P k+1
g (
; 
)

P k+1
g (�; 
)

375 =

264 1 1 (n� 1)
� 0 (n� 1)�
� � (n� 2)�

375
264 P k

g (0g; 
)
P k
g (
; 
)

P k
g (�; 
)

375

=

264 1 1 (n� 1)
� 0 (n� 1)�
� � (n� 2)�

375
k 264 1

0
�

375 (1.23)

o�u 
 et � sont deux con�gurations de Ag, non vides et distinctes.
Dans le cas des lignes la r�esolution de (1.22) conduit �a (1.17) et dans celui des cycles celle
de (1.23) conduit �a (1.19). Les expressions ZKn�Lm et ZKn�Cm sont bien des polynômes en
� car les puissances paires de

p
� se simpli�ent au d�enominateur de (1.17) et les puissances

impaires de
p
� se simpli�ent dans (1.19).

La fonction de partition n'est pas la seule quantit�e int�eressante qu'il est possible de
calculer explicitement. Les taux d'occupation peuvent �egalement être d�etermin�es en utilisant
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les expressions (1.6) et (1.9). Quand g est la clique Kn, la probabilit�e qu'un philosophe de
l'�echelon gi soit �a 1 est donn�ee par �G( �i = 
 ).

Pour les �echelles lignes G = Kn � Lm, nous avons

�G( �i = 
 ) = ZG
�1 P i

g(0g; 
) P
m+1�i
g (
; 0g)

= ZG
�1 � P i

g(0g; 
) P
m+1�i
g (0g; 
) :

Cette expression est invariante par la transformation i! m+1� i, ce qui est coh�erent avec
la structure sym�etrique de Lm. L'expression de P k

g (0g; 
) est d�ej�a donn�ee par (1.22).

Pour les �echelles cycles G = Kn � Cm,

�G( �i = 
 ) = ZG
�1 Pm

g (
; 
)

= (n ZG)
�1 (trace[Pm

g ]� Pm
g (0g; 0g))

= (n ZKn�Cm)
�1 (ZKn�Cm � ZKn�Lm�1) :

Les expressions du tableau 1.1 ont �et�e calcul�ees �a l'aide de la formule (1.17). Pour les cas
simples, leur validit�e est v�eri�able par �enum�eration directe des con�gurations admissibles.
Pour n = 1, les graphes Kn � Lm sont simplement les lignes Lm. Le tableau 1.2 illustre
l'application de la formule (1.19). Certains graphes peuvent être interpr�et�es �a la fois comme
des �echelles lignes et cycles. Par exemple, K2 � C2 = K1 � C4 et K2 � C3 = K3 � C2 avec
K2 = C2 = L2. Ainsi, certains r�esultats du tableau 1.1 sont redondants avec ceux du tableau
1.2. Remplacer m par 2 dans (1.17) et (1.19) conduit bien �a la même expression comme
attendu. Pour n = 1 et m quelconque, l'expression (1.19) se simpli�e en la formule donn�ee
dans [54], proposition 2.2 p. 36. L'expression (1.17) admet aussi une �ecriture plus simple

ZLm =
1

2m+2
p
�

[ (1 +
p
�)m+2 � (1 �

p
�)m+2 ] (1.24)

Nous nous int�eressons �a pr�esent au cas des grilles, des tores et des cylindres. Ces graphes
peuvent être interpr�et�es comme des �echelles lignes ou cycles en posant g = Ln et g = Cn.
Pour d�eterminer leur fonction de partition, il nous faut calculer les matrices de compatibilit�e
PLn et PCn pour les lignes et les cycles. Elles peuvent être construites par r�ecurrence comme
suit.

Proposition 1.3.3 Soit kn la dimension de PLn (le cardinal de ALn). Nous avons

kn = kn�1 + kn�2 :

Soit Dn la matrice kn�2 � kn�1 constitu�ee des kn�2 premi�eres lignes de PLn�1 multipli�ees
par le taux �.

Soit Fn la matrice kn�1 � kn�2 constitu�ee des kn�2 premi�eres colonnes de PLn�1 .
Alors,
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n = 1 m = 2 1 +2�
m = 3 1 +3� +�2

m = 4 1 +4� +3�2

n = 2 m = 2 1 +4� +2�2

m = 3 1 +6� +8�2 +2�3

m = 4 1 +8� +18�2 +12�3 +2�4

n = 3 m = 2 1 +6� +6�2

m = 3 1 +9� +21�2 +12�3

m = 4 1 +12� +45�2 +60�3 +24�4

n = 4 m = 2 1 +8� +12�2

m = 3 1 +12� +40�2 +36�3

m = 4 1 +16� +84�2 +168�3 +108�4

Tab. 1.1: Fonctions de partition pour les �echelles lignes Kn � Lm.

n = 1 m = 2 1 +2�
m = 3 1 +3�
m = 4 1 +4� +2�2

m = 5 1 +5� +5�2

m = 6 1 +6� +9�2 +2�3

n = 2 m = 2 1 +4� +2�2

m = 3 1 +6� +6�2

m = 4 1 +8� +16�2 +8�3 +2�4

m = 5 1 +10� +30�2 +30�3 +10�4

m = 6 1 +12� +48�2 +76�3 +48�4 +12�5 +2�6

m = 7 1 +14� +70�2 +154�3 +154�4 +70�5 +14�6

m = 9 1 +18� +126�2 +438�3 +810�4 +810�5 +438�6 +126�7 +18�8

n = 3 m = 2 1 +6� +6�2

m = 3 1 +9� +18�2 +6�3

m = 4 1 +12� +42�2 +48�3 +18�4

m = 5 1 +15� +75�2 +150�3 +120�4 +30�5

n = 4 m = 2 1 +8� +12�2

m = 3 1 +12� +36�2 +24�3

m = 4 1 +16� +80�2 +144�3 +84�4

Tab. 1.2: Fonctions de partition pour les �echelles cycles Kn � Cm.
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PLn =

0BBBBBB@
PLn�1 Fn

Dn 0

1CCCCCCA :

Cette construction induit un ordre naturel sur les �el�ements de ALn que nous d�ecrirons dans
la d�emonstration.
La construction de PCn est li�ee �a celle de PLn.

Proposition 1.3.4 Soit kn la dimension de PLn .
Soit vn un vecteur construit par r�ecurrence comme suit. La r�ecurrence d�emarre �a n = 3

avec v3 = ( 1 ). Pour passer de vn�1 �a vn, il faut prendre les nombres dans vn�1 qui sont
inf�erieurs ou �egaux �a kn�4 et leur ajouter kn�3. Les valeurs obtenues doivent ensuite être
jointes �a celles de vn�1.

Soit D0
n la matrice kn�3� kn�1 constitu�ee de kn�3 lignes de PLn�1 multipli�ees par �, dont

les indices sont les nombres dans vn.
Soit F 0

n la matrice kn�1� kn�3 constitu�ee de kn�3 colonnes de PLn�1 dont les indices sont
les nombres dans vn.

Alors,

PCn =

0BBBBBB@
PLn�1 F 0

n

D0
n 0

1CCCCCCA :

D�emonstration. Nous commen�cons par examiner les dimensions respectives des matrices
PLn et PCn . Les fonctions de partition pour Ln et Cn sont ZLn et ZCn . Il est facile de v�eri�er
�a partir de la forme produit (1.2) (voir aussi l'�equation plus g�en�erale 4.11 dans le chapitre
4) que

ZLn = ZLn�1 + � ZLn�2
ZCn = ZLn�1 + � ZLn�3 : (1.25)

En prenant � = 1, il apparâ�t que le nombre de con�gurations admissibles sur Ln, not�e kn,
est le n-i�eme terme d'une suite de Fibonacci d�emarrant �a k0 = 1 et k1 = 2. Ce nombre est
�egalement la dimension de la matrice PLn . Le nombre k0n des con�gurations admissibles sur
Cn (et aussi la dimension de PCn) est donn�e par k0n = kn�1 + kn�3.

Une con�guration sur Ln peut être vue comme une valeur pour un site x1 et une con�-
guration sur Ln�1. Les con�gurations sur Ln sont ordonn�ees par r�ecurrence comme suit.
Supposons un ordre donn�e pour les con�gurations sur Ln�1. Les con�gurations sur Ln pour
lesquelles x1 est �a 0 sont plac�ees dans un premier bloc de taille kn�1. Celles pour lesquelles x1
vaut 1 sont plac�ees dans un second bloc de taille kn�2. A l'int�erieur de chaque bloc, l'ordre
pour Ln�1 est respect�e. Ainsi PLn est constitu�ee de quatre blocs,
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PLn =

0BBBBBB@
PLn�1 Fn

Dn 0

1CCCCCCA :

La matrice PLn�1 a la même structure,

PLn�1 =

0BBBBBB@
PLn�2 Fn�1

Dn�1 0

1CCCCCCA
et il est facile de voir que

Fn =

0BBBBBB@
PLn�2

Dn�1

1CCCCCCA et Dn = �

0B@ PLn�2 Fn�1

1CA :

De sorte que PLn se d�eduit de PLn�1 .

Nous proc�edons de même pour PCn .

PCn =

0BBBBBB@
PLn�1 F 0

n

D0
n 0

1CCCCCCA :

Un site x0 de Cn est choisi. Les con�gurations sur Cn pour lesquelles x0 vaut 0 sont plac�ees
avant celles pour lesquelles x0 vaut 1. Ainsi le premier bloc de la matrice PCn est PLn�1 .
Le bloc F 0

n est constitu�e de kn�3 colonnes de PLn�1 et D0
n de kn�3 lignes de PLn�1 apr�es

multiplication par �. D�eterminons d'abord quelles sont les colonnes de PLn�1 qui doivent
être utilis�ees pour construire F 0

n. Soit vn un vecteur contenant les indices de ces colonnes. Il
peut être construit r�ecursivement �a partir de vn�1. Les colonnes de F 0

n (qui ont pour indices
dans PLn�1 les nombres dans vn) correspondent aux con�gurations admissibles sur Cn pour
lesquelles x0 = 1. Elles correspondent donc aux con�gurations sur Ln�1 pour lesquelles les
sites des extr�emit�es x1 et xn�1 valent 0. Les con�gurations pour lesquelles x1 vaut 0 sont
dans le premier bloc de PLn�1 (�egal �a PLn�2). Parmi celles-ci, nous devons d�eterminer celles
pour lesquelles xn�1 vaut 0. Mais chaque con�guration sur Ln�1 avec x1 = 0 correspond �a
une con�guration sur Ln�2 et nous devons donc d�eterminer les con�gurations sur Ln�2 avec
xn�2 = 0. Nous disposons d�ej�a des nombres dans vn�1 qui correspondent aux con�gurations
sur Ln�2 ayant leurs extr�emit�es �a 0. Les nombres dans vn�1 donnent les premi�eres colonnes
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de F 0
n. Les colonnes restantes sont des con�gurations sur Ln�2 avec x1 = 1 et xn�2 = 0. Elles

correspondent au second bloc de la matrice PLn�2 et v�eri�ent x2 = 0. Les indices cherch�es
sont d�etermin�es en ajoutant la quantit�e kn�3 aux nombres dans vn�1 qui sont inf�erieurs ou
�egaux �a kn�4. Il su�t de joindre ces valeurs �a celles de vn�1 pour obtenir vn. La r�ecurrence
d�emarre �a n = 3. Les matrices PC1 = PL1 , PC2 = PL2 et PC3 = PK3 sont faciles �a calculer et
v3 est pris �egal �a ( 1 ). Les premi�eres valeurs de vn sont donn�ees ci-dessous.

v3 = ( 1 ) k0 = 1 k1 = 2
v4 = ( 1; 1 + 2 ) = ( 1; 3 ) k1 = 2 k2 = 3
v5 = ( 1; 3; 1 + 3 ) = ( 1; 3; 4 ) k2 = 3 k3 = 5
v6 = ( 1; 3; 4; 1 + 5; 3 + 5 ) = ( 1; 3; 4; 6; 8 ) k3 = 5 k4 = 8:

(1.26)

Pour illustrer ceci, nous avons calcul�e le nombre de con�gurations admissibles pour di��e-
rents graphes. Ce nombre est la valeur de la fonction de partition pour � = 1. Les r�esultats
pour des �echelles �a 100 philosophes sont donn�es dans la table 1.3. Le nombre d'arêtes est
pr�ecis�e pour chacun de ces graphes de mani�ere �a illustrer l'id�ee intuitive selon laquelle le
nombre de con�gurations admissibles diminue lorsque le nombre d'arêtes augmente.

Les grilles et les tores en dimension 3 peuvent �egalement être vus comme des graphes
�echelles. Il su�t pour cela de prendre pour g une grille ou un tore en dimension 2. Pour
calculer la fonction de partition il faut alors d�eterminer la matrice de compatibilit�e pour les
grilles et les tores en dimension 2. Comme pour Ln et Cn (grilles et tores en dimension 1)
cette matrice peut être construite par r�ecurrence. Les �equations sont analogues �a celles de
PLn et PCn , bien que plus compliqu�ees. Nous ne les d�etaillons pas.

1.4 Hypercubes

Dans cette section nous consid�erons les cubes de dimension n (voir [9] p. 12). Nous
proposons un calcul r�ecursif de leur matrice de compatibilit�e en vue du calcul de leur fonction
de partition. Notre algorithme est plus rapide qu'une �enum�eration directe des con�gurations
admissibles mais sa complexit�e reste exponentielle en n. Les cubes Qn peuvent être construits
par r�ecurrence,

Q0 = L1

Qn = Qn�1 �C2 (1.27)

= Qn�2 �C2 � C2 = Qn�2 � C4 : (1.28)

Ainsi Qn est un cas particulier d'�echelle ligne avec g = Qn�1 mais aussi d'�echelle cycle avec
g = Qn�2. Soit Pn la matrice de compatibilit�e de Qn. La fonction de partition ZQn du PP
sur Qn peut être calcul�ee en utilisant soit (1.27) soit (1.28). Soit 0n la con�guration vide sur
Qn. Nous d�eduisons des propositions 1.2.1 et 1.2.2,

ZQn = P 3
n�1(0n�1; 0n�1)

= trace[ P 4
n�2 ] :
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graphe arêtes nombre de con�gurations admissibles

L100 99 927; 372; 692; 193; 078; 999; 176
C100 100 792; 070; 839; 848; 372; 253; 127
L2� L50 148 16; 616; 132; 878; 186; 749; 607
L2� C50 150 13; 765; 255; 184; 676; 885; 127
L4� L25 171 3; 706; 188; 077; 591; 198; 432
L4� C25 175 2; 662; 270; 770; 083; 033; 841
C4� L25 196 849; 258; 745; 421; 311; 327
C4�C25 200 643; 439; 082; 960; 504; 561
L5� L20 175 2; 840; 321; 953; 949; 094; 447
L5� C20 180 1; 904; 270; 890; 157; 965; 061
C5� L20 195 635; 511; 992; 964; 231; 701
C5�C20 200 456; 085; 875; 187; 977; 011
L10 � L10 180 2; 030; 049; 051; 145; 980; 050
L10 � C10 190 974; 602; 314; 570; 939; 359
C10� C10 200 498; 819; 827; 260; 367; 617
K4� L25 246 5; 527; 939; 700; 884; 757
K4� C25 250 4; 721; 424; 167; 835; 361
K5� L20 295 233; 528; 957; 822; 051
K5� C20 300 203; 080; 369; 893; 131
K10 � L10 540 12; 010; 471; 551
K10 �C10 550 11; 035; 502; 511
L5�K20 1030 3; 393; 261
C5�K20 1050 3; 240; 081
K5�K20 1150 2; 514; 181
L4�K25 1275 408; 176
C4�K25 1300 393; 151
K4�K25 1350 362; 501
L2�K50 2500 2; 551
K100 4950 101

Tab. 1.3: Nombres de con�gurations admissibles.
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Le probl�eme est donc de calculer la matrice Pn. Sa taille augmente tr�es rapidement avec n.
Par exemple, P3 est de dimension 35, P4 est de dimension 743 et P5 de dimension 254475.
Le calcul r�ecursif de Pn est le suivant.

Proposition 1.4.1 Soit e1; e2 des con�gurations sur Qn�1. Nous notons e1 � e2 la con�gu-
ration sur Qn = Qn�1 � L2 qui co��ncide avec e1 sur la premi�ere version de Qn�1 et avec e2
sur la seconde.

Si Pn�1(e1; e2) 6= 0 alors e1� e2 2 AQn. Dans le cas contraire, e1� e2 n'est pas admissible et
n'a pas besoin d'être pris en compte.

Ainsi, pour des con�gurations admissibles e1 � e2 et e3 � e4,

Pn(e1 � e2; e3 � e4) = Pn�1(e1; e3)Pn�1(e2; e4) :

D�emonstration. La relation entre Pn et Pn�1 repose sur l'�egalit�e g � C4 = g � C2 � L2,
pour g quelconque. Le graphe g�C2 est construit �a partir de deux versions identiques de g.
Si e1; e2 sont deux con�gurations sur g, nous notons e1 � e2 la con�guration sur g � C2 qui
co��ncide avec e1 sur la premi�ere version de g et avec e2 sur la seconde. Par exemple, 0n peut
s'�ecrire 0n�1 � 0n�1. Si g = Qn�1, alors g � C2 = Qn. Des con�gurations f1 et f2 sur g �C2

peuvent s'�ecrire f1 = e1 � e2 et f2 = e3 � e4. Pour construire Pn, il nous faut donc d'abord
d�eterminer les con�gurations admissibles e1 � e2 sur Qn. Elles correspondent �a des produits
de con�gurations compatibles sur Qn�1 et v�eri�ent donc Pn�1(e1; e2) 6= 0. Il nous faut ensuite
trouver les con�gurations sur Qn incompatibles. Les con�gurations e1� e2 et e3� e4 sont des
con�gurations sur Qn incompatibles si e1 et e3 ou e2 et e4 sont des con�gurations sur Qn�1

incompatibles. La proposition 1.4.1 en d�ecoule.

Les fonctions de partition pour Q3, Q4 et Q5 sont donn�ees dans le tableau 1.4. Pour Q6 nous
avons seulement calcul�e le nombre de con�gurations admissibles qui vaut

19; 768; 832; 143:

Q3 1 +8� +16�2 +8�3 +2�4

Q4 1 +16� +88�2 +208�3 +228�4 +128�5

+56�6 +16�7 +2�8

Q5 1 +32� +416�2 +2880�3 +11760�4 +29856�5

+48960�6 +54304�7 +44240�8 +29920�9 +17952�10 +9088�11

+3672�12 +1120�13 +240�14 +32�15 +2�16

Tab. 1.4: Fonctions de partition pour Q3, Q4 et Q5.
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1.5 Arbres �echelles

Les mesures r�eversibles du PP sur des arbres ont �et�e �etudi�ees par Kelly [32] dans le
cadre de mod�eles de bases de donn�ees. Kelly consid�ere des sous-graphes �nis d'arbres in�nis
r�eguliers (o�u tous les sommets sont de même degr�e) et montre que des mesures r�eversibles
peuvent être construites �a partir des restrictions d'une châ�ne de Markov non-homog�ene �a
ces sous-graphes. Il donne �egalement une condition su�sante de transition de phase pour
des arbres r�eguliers in�nis, i.e. une valeur critique du taux � au-dessus de laquelle il n'y a
pas unicit�e de la mesure r�eversible. Dans cette section nous consid�erons des arbres �echelles.
Ils sont construits �a partir d'un graphe g r�ep�et�e le long d'un arbre (produit cart�esien). Nous
commen�cons par donner une �equation de r�ecurrence pour la fonction de partition sur ces
graphes pour g quelconque. Nous envisageons ensuite le cas particulier g = Kn. Ceci ouvre
la voie �a une �etude du ph�enom�ene de transition de phase qui peut se produire lorsque l'on fait
tendre la taille de ces graphes vers l'in�ni. Nous reportons toutefois cette �etude au chapitre
5 o�u nous g�en�eralisons le r�esultat de Kelly au cas g = Kn avec n � 2.

Soit Ad
m un arbre �ni construit de la mani�ere suivante. Nous distinguons un sommetO de

degr�e d qui est la racine de l'arbre. Chacun des d voisins de O poss�ede �egalement d voisins et
ainsi de suite jusqu'�a atteindre la hauteur m. La hauteur de l'arbre est la longueur du plus
long chemin de la racine O �a un sommet de l'arbre. De tels arbres peuvent être construits
par r�ecurrence. L'arbre Ad

m est obtenu en consid�erant d versions de Ad
m�1 et en connectant

leurs racines respectives �a un nouveau sommet, la racine de Ad
m. Cette construction di��ere

l�eg�erement de celle de Kelly. Celui-ci consid�ere des arbres de Cayley o�u tous les sommets
sont de degr�e r. Dans notre d�e�nition, tous les sommets sont de degr�e d + 1 sauf la racine
qui est de degr�e d. En ce qui concerne les r�esultats sur des arbres in�nis, cette di��erence
apparâ�t comme n�egligeable. Les r�esultats d�evelopp�es dans le chapitre 5 sont indi��eremment
valables pour l'arbre Ad

1 ou l'arbre de Cayley de degr�e r = d + 1. Nous utiliserons l'une
ou l'autre forme selon ce qui est plus commode. Ici, nos calculs reposent sur la possibilit�e
d'obtenir l'arbre Ad

m �a partir de d copies de Ad
m�1 en ajoutant un seul sommet. Ceci n'est

pas v�eri��e par les arbres de Cayley.

Comme pour les lignes et les cycles (cf. d�e�nition 1.2.2), il est donc possible de d�e�nir
des arbres �echelles.

D�e�nition 1.5.1 Soit g = (s; e) un graphe �ni non orient�e. Le produit cart�esien g�Ad
m est

appel�e arbre �echelle d'�echelon g, de degr�e d et de hauteur m.

La mesure r�eversible �G du PP sur un tel graphe G = g � Ad
m est un champ de Markov

(ou de mani�ere �equivalente un syst�eme de cliques). Cette mesure peut �egalement être vue
comme un champ de Markov sur Ad

m si l'espace d'�etats B = f0; 1g est chang�e en B = Ag,
l'ensemble des con�gurations admissibles sur g. Dans un arbre, les sous-graphes complets
ont au plus deux sommets. Il en d�ecoule une factorisation de �G, analogue �a (1.4) ou (1.7),
faisant intervenir la matrice de compatibilit�e Pg indic�ee par Ag. Toutefois, pour les arbres
�echelles avec d > 1, les expressions ne sont plus lin�eaires.

Proposition 1.5.1 Soit G = g � Ad
m un arbre �echelle. Soit ZG la fonction de partition de
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la mesure r�eversible sur G. Nous pouvons �ecrire

ZG =
X

�g2Ag

Zm(�g) ;

o�u les Zm(�g) sont les composantes d'un vecteur Zm indic�e par Ag et d�e�ni par la r�ecurrence
suivante

8m � 0; Zm = [ [ Pg ]
(1=d):Zm�1 ]

(d) (1.29)

et Z�1 = ( 1; 0; : : : ; 0 )t ;

o�u pour tout vecteur ou matrice v, [ v ](d) d�esigne le vecteur ou la matrice dont les coe�cients
sont ceux de v �a la puissance d.

D�emonstration. Notons gom la version de g dans g�Ad
m qui correspond �a la racine et �om

la restriction d'une con�guration � �a gom. Pour tout m � 0 et tout �g dans Ag, d�e�nissons

Z 0
m(�g) =

X
�2AG;�om=�g

�
P

x2S
�(x) :

Posons d'autre part Z 0
�1 = ( 1; 0; : : : ; 0 )t. La fonction de partition ZG est alors donn�ee par

ZG =
X

�g2Ag

Z 0
m(�g) :

Si Pg est la matrice de compatibilit�e d�e�nie en (1.3), il est facile de voir que pour tout �g
dans Ag et m � 0

Z 0
m(�g) = (

X
�g2Ag

(Pg(�g; �g))
1=d : Z 0

m�1(�g) )
d : (1.30)

La somme ci-dessus porte sur les con�gurations �g compatibles avec �g. Pour les autres
con�gurations nous avons Pg(�g; �g) = 0. Lorsque la con�guration �a la racine est �x�ee �a
�g, l'arbre peut être s�epar�e en d sous-graphes ind�ependants isomorphes �a Ad

m�1. C'est une
mani�ere d'exprimer la propri�et�e de Markov sur les arbres (voir la notion d'ind�ependance
conditionnelle dans le chapitre 2) et d'expliquer l'exposant d dans la formule ci-dessus. Nous
avons donc bien (1.29) et Zm = Z 0

m. Lorsque d vaut 1, nous retrouvons la formule (1.5) du
cas ligne.

Dans ce qui suit nous simpli�ons les notations en �ecrivant simplement Am pour g �Ad
m

et ZAm pour sa fonction de partition. Nous consid�erons le cas particulier g = Kn. Dans ce
cas, la matrice Pg a la forme particuli�ere (1.21) et (1.29) conduit �a la r�ecurrence suivante.

Proposition 1.5.2 Pour m � 1,

ZAm = (ZAm�1)
d +

�

nd�1
[ (ZAm�2)

d + (n� 1)ZAm�1 ]
d ; (1.31)

avec

ZA0 = ZKn = 1 + n�

ZA�1 = Z; = 1 :
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D�emonstration. Notons � une con�guration non vide quelconque de Ag. Du fait de la
forme particuli�ere de PKn (voir section 1.3), Zm n'a que deux coe�cients di��erents not�es
Zm(0g) et Zm(�). Ainsi ZAm = Zm(0g) + nZm(�). En appliquant (1.29) nous obtenons

ZAm = ( Zm�1(0g) + nZm�1(�) )
d + n�( Zm�1(0g) + (n� 1)Zm�1(�) )

d

= ( ZAm�1 )
d + n�( Zm�1(0g) + (n� 1)Zm�1(�) )

d :

Or, par (1.30) nous avons aussi

Zm�1(0g) = (ZAm�2)
d :

En �ecrivant
Zm�1(�) = n�1(ZAm�1 � Zm�1(0g)) ;

nous en d�eduisons (1.31).

Lorsque l'on fait tendre m vers l'in�ni dans Am, on obtient un graphe in�ni A = Kn �Ad1.
Le PP sur A peut avoir plusieurs mesures r�eversibles. Nous �etudirons plus pr�ecis�ement ce
ph�enom�ene dans le chapitre 5.

Dans ce premier chapitre nous avons pr�esent�e un premier mod�ele de ressources partag�ees
et donn�e un algorithme de calcul des mesures d'�equilibre pour une classe de graphes couvrant
la plupart des structures classiques. Di��erents param�etres de performance peuvent se d�eduire
de ces calculs et nous informer sur les propri�et�es des syst�emes. Au cours de cette �etude sont
apparues di��erentes notions importantes. La r�eversibilit�e du PP est essentielle pour le calcul
de sa mesure d'�equilibre. Nous consacrerons la premi�ere partie du chapitre 3 �a la r�eversibilit�e
pour des syst�emes de particules plus g�en�eraux. La mesure r�eversible du PP se r�ev�ele être
un champ de Markov et même un syst�eme de cliques. Cette simple observation soul�eve la
question de l'�equivalence de di��erentes propri�et�es de Markov lorsque les probabilit�es ne sont
pas strictement positives. Nous faisons le point sur les relations entre ces propri�et�es dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 2

Propri�et�es de Markov des champs

al�eatoires sur les graphes

Les propri�et�es des mesures r�eversibles du PP peuvent s'ins�erer dans un contexte plus
large que nous avons envisag�e dans [19] et que nous repr�ecisons dans ce chapitre. Consid�erer
des mod�eles markoviens de ressources partag�ees �a l'�equilibre revient �a mod�eliser des syst�emes
d'�el�ements qui interagissent. L'�etat de chaque �el�ement (utilisateur) est d�ecrit par une variable
al�eatoire et ces syst�emes de variables al�eatoires sont caract�eris�es par leurs lois de probabilit�e
conjointes (les mesures d'�equilibre). Nous appellerons indi��eremment champs al�eatoires ces
syst�emes de variables ou leurs lois de probabilit�e. Ce chapitre est plus th�eorique et d�epasse
le cadre des mod�eles de ressources partag�ees. En e�et, dans de nombreuses autres situations,
la repr�esentation spatiale des �el�ements du syst�eme �a l'aide d'un graphe est commode. Le
graphe traduit des connaissances ou des hypoth�eses sur les relations de d�ependance entre
les di��erentes variables. Une d�emarche naturelle consiste �a associer un sommet du graphe �a
chaque variable. Les d�ependances entre variables sont alors traduites par la pr�esence d'arêtes
entre les sommets correspondants. Une telle repr�esentation permet souvent une interpr�etation
claire du probl�eme. Cette derni�ere se lit sur le graphe sous forme d'une propri�et�e de Markov
qui pr�ecise le type de d�ependance entre variables associ�ees �a des sommets voisins sur le
graphe. Pour cette raison, nous consacrons ce chapitre �a une approche abstraite des propri�et�es
de Markov des champs al�eatoires sur les graphes. Nous utilisons principalement des notions
introduites dans le livre de Georgii [26]. Une propri�et�e de Markov est une propri�et�e qui
caract�erise les probabilit�es conditionnelles d'un champ al�eatoire. Nous nous donnons donc
des champs al�eatoires et nous nous int�eressons �a leurs probabilit�es conditionnelles. Nous
pouvons ainsi d�e�nir plusieurs propri�et�es de Markov dont certaines sont �equivalentes sous des
conditions appropri�ees. Dans la litt�erature ces propri�et�es sont souvent confondues et parfois
sans pr�ecision des hypoth�eses sous lesquelles cela se justi�e. Pour �eviter toute confusion,
nous examinons les relations qui existent entre les di��erentes propri�et�es de Markov et qui
l�egitiment ou non qu'elles soient confondues. La notion centrale de cette �etude est celle
de champ al�eatoire de Markov. Elle repose sur des consid�erations spatiales o�u le temps
n'intervient pas. Un param�etre temporel suppl�ementaire sera introduit dans le chapitre 3.

Les champs al�eatoires que nous consid�erons ici sont des ensembles de variables al�eatoires
indic�ees par un ensemble d�enombrable S �a valeurs dans un ensembleB au plus d�enombrable.
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Nous notons fw(x); x 2 Sg un tel champ al�eatoire.
L'ensemble S peut être vu comme un ensemble de sites dans l'espace auxquels sont attach�es
des particules. La variable w(x) repr�esente l'�etat de la particule au site x . La loi conjointe
des variables fw(x); x 2 Sg sera not�ee � . Ces variables d�ependent les unes des autres
selon les positions respectives de leurs sites. Un graphe d'interactions G = (S;E) non orient�e
localement �ni rend compte des relations entre les variables attach�ees �a ces sites. Les sommets
du graphe sont les sites de S . L'ensemble E est l'ensemble des arêtes non orient�ees fx; yg
pour x et y dans S . Nous dirons que deux sites sont voisins si une arête du graphe les relie.
Soit V un ensemble inclus dans S . Rappelons que son voisinage N(V ) dans G est d�e�ni par

N(V ) = f x 2 SnV t.q. 9 y 2 V; fx; yg 2 E g :

L'ensemble V [ N(V ) sera not�e V . Pour V = fxg, nous �ecrirons simplement N(x) pour
N(fxg) et x pour fxg [N(x) .

Les interactions entre sites sont quali��ees de locales parce qu'elles sont r�eduites �a des
sites connect�es sur le graphe. En particulier, les composantes connexes du graphe corres-
pondent �a des groupes de variables ind�ependantes. A l'int�erieur d'une composante connexe,
les d�ependances entre variables peuvent être de plusieurs formes. Dans beaucoup de mod�eles
des variables �eloign�ees dans l'espace interagissent faiblement. Une mani�ere de traduire cela
est de supposer qu'un site, ou un ensemble de sites, n'est pas in
uenc�e par tous les autres
sites mais seulement par une partie d'entre eux (par exemple les voisins sur le graphe G). Ce
type de d�ependance entre les variables correspond �a des lois conjointes � sur X qui v�eri�ent
des propri�et�es dites propri�et�es de Markov. Un cas particulier est celui o�u les variables sont
ind�ependantes. Le graphe d'interactions G n'a pas d'arêtes et la loi conjointe est une loi
produit

O
x2S

�x o�u �x est la loi de la variable w(x) . Un autre exemple est celui des châ�nes

de Markov. Le terme châ�ne de Markov d�esigne en g�en�eral une suite de variables al�eatoires
fw(x); x 2 INg v�eri�ant la propri�et�e suivante

8x 2 IN; 8 c0; : : : ; cx+1 2 B; P ( w(0) = c0; : : : ; w(x) = cx ) > 0 ,

P ( w(x+ 1) = cx+1 j w(0) = c0; : : : ; w(x) = cx ) = P ( w(x+ 1) = cx+1 j w(x) = cx ) : (2.1)

L'�equation (2.1) signi�e qu'�a un instant donn�e x toute l'information sur l'�evolution pass�ee
de la châ�ne susceptible d'être utilis�ee pour pr�edire l'�etat futur w(x+ 1) est contenue dans
l'�etat de la châ�ne �a l'instant x . Cette propri�et�e admet une autre formulation o�u les notions
de futur et pass�e jouent un rôle sym�etrique. L'�equation (2.1) est �equivalente �a l'�equation
ci-dessous.

8x 2 IN; 8 c0; : : : ; cx+1 2 B;

P ( w(x+ 1) = cx+1 ; w(0) = c0 ; : : : ; w(x� 1) = cx�1 j w(x) = cx )

=

P ( w(x+ 1) = cx+1 j w(x) = cx ) P ( w(0) = c0 ; : : : ; w(x� 1) = cx�1 j w(x) = cx ) : (2.2)

L'�equation (2.2) traduit l'ind�ependance du futur (indice x+1) et du pass�e (indices 0 �a x�1)
conditionnellement au pr�esent (indice x). Il est encore possible de donner une troisi�eme
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formulation �equivalente �a (2.1) et (2.2) mais de nature di��erente. Il s'agit de la possibilit�e
de factoriser suivante

8x 2 IN; 8 c0; : : : ; cx+1 2 B;

P ( w(x+ 1) = cx+1 ; w(x) = cx ; : : : ; w(0) = c0 )

=

P ( w(x+ 1) = cx+1 j w(x) = cx ) : : : P ( w(1) = c1 j w(0) = c0 ) P ( w(0) = c0 ) : (2.3)

C'est l'une des propri�et�es (2.1) ou (2.2) que l'on appelle classiquement propri�et�e de Markov.
Par extension nous appellerons encore propri�et�e de Markov une condition du type (2.3). Le
cas des châ�nes est particulier. L'ensemble S est IN et l'indice x dans S a une interpr�etation
temporelle. Le graphe d'interactions est le graphe dont les sommets sont indic�es par IN, les
arêtes reliant deux sommets cons�ecutifs. Pour simpli�er nous noterons encore IN (de même
pour ZZ) ce graphe. Dans le cas plus g�en�eral d'un graphe d'interactions G quelconque, on
peut encore exprimer l'ind�ependance conditionnelle de deux groupes de variables par rapport
�a un troisi�eme ou la possibilit�e de factoriser comme en (2.3). Les �equations obtenues rel�event
encore de propri�et�es dites propri�et�es de Markov. Certaines d'entre elles sont plus naturelles
ou plus facilement v�eri�ables, d'autres plus utiles dans les calculs. L'objet de cette partie
est de donner un certain nombre de propri�et�es de Markov g�en�eralisant les �equations (2.1),
(2.2) et (2.3) et d'examiner les relations qui existent entre elles. Nous verrons qu'elles ne
sont pas toutes �equivalentes. Plus pr�ecis�ement cette partie est organis�ee de la fa�con suivante.
Apr�es quelques rappels de th�eorie des graphes, nous donnons dans la section 2.1 les d�e�ni-
tions des notions classiques de châ�ne et champ de Markov en introduisant un formalisme et
des notations utiles dans la suite. A l'aide de ce formalisme nous pr�esentons dans la section
2.2 d'autres propri�et�es de Markov. Ces propri�et�es ne sont pas nouvelles. Les propri�et�es de
Markov globale et locale apparaissent par exemple dans Georgii [26]. La premi�ere admet une
caract�erisation en termes d'ind�ependance conditionnelle. Nous la rappelons dans la proposi-
tion 2.2.2 qui reprend un lemme de Suomela [50]. Cette caract�erisation est aussi mentionn�ee
pour des graphes �nis par Dawid et Lauritzen [12]. Le cadre de leur article est celui des
tableaux de contingence en statistique. Les graphes y sont �nis. Les sommets repr�esentent
des facteurs et les d�ependances entre facteurs sont exprim�ees par des arêtes. L'ind�ependance
conditionnelle et les propri�et�es de Markov apparaissent naturellement dans ces mod�eles (voir
[11]). Pour la propri�et�e de Markov locale nous avons voulu donner une caract�erisation ana-
logue. Nous avons donc introduit la notion de \cadre �ni" (d�e�nition 2.2.3) et d�emontr�e la
proposition 2.2.4. Dans la partie 2.2.3 nous parlons de la propri�et�e de Markov unilat�erale
d�e�nie lorsque le graphe d'interactions est un arbre. Nous reprenons la d�e�nition de Georgii
[26] d'une châ�ne de Markov sur un arbre et donnons la caract�erisation de Zachary [57] d'une
telle châ�ne. Notre apport personnel se situe dans la d�emonstration de la proposition 2.2.5
qui prouve l'�equivalence entre les d�e�nitions de Georgii et de Zachary. Nous poursuivons avec
d'autres propri�et�es de Markov classiques. Les syst�emes de plus proches voisins (partie 2.2.4)
sont aussi expos�es dans Preston [42]. Les syst�emes de cliques (partie 2.2.5) sont trait�es par
Suomela [50]. Ils contiennent les châ�nes de Markov sur les arbres et les mesures de Gibbs
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avec potentiel de plus proches voisins. Nous ne nous attardons pas sur ces derni�eres. Une
r�ef�erence possible est [42]. Les mesures de Gibbs d�e�nies par un potentiel sont des lois de
probabilit�e strictement positives en un sens que nous pr�eciserons. Dans ce cas, la plupart des
propri�et�es de Markov sont �equivalentes et il n'y a pas tellement lieu de les distinguer. Nous
avons voulu nous a�ranchir de cette hypoth�ese de positivit�e. Nous consacrons la partie 2.2.7
aux probabilit�es non strictement positives. Nous utilisons le travail de Suomela [50] et don-
nons sa condition \wo" (d�e�nition 2.2.9) sous laquelle certaines �equivalences entre propri�et�es
de Markov restent vraies. L'int�erêt de cette condition r�eside dans la possibilit�e d'utiliser la
formule d'inversion de M�obius. Nous rappelons ce principe d'inversion. Une r�ef�erence possible
est [52] mais nous utiliserons aussi la terminologie de Kelly et Ripley [30]. Apr�es la pr�esenta-
tion des propri�et�es de Markov, la section 2.3 qui suit pr�ecise les relations qui peuvent exister
entre elles. En d�ebut de section, un diagramme r�esume les relations d�evelopp�ees dans cette
partie. Nous partons du cas g�en�eral c'est-�a-dire sans hypoth�eses particuli�eres, ni sur la na-
ture du graphe d'interactions, ni sur celle des mesures de probabilit�es. Nous nous appuyons
sur des r�esultats de Georgii [26] et Suomela [50] et nous donnons quelques contre-exemples
nouveaux. Nous pr�ecisons ensuite l'�etude en nous restreignant �a des graphes d'interactions
appartenant �a une classe de graphes dits triangul�es. Leur d�e�nition peut se trouver dans
Berge [4]. Ils apparaissent naturellement dans les r�ef�erences sur les tableaux de contingence
(voir [11] et [12]). Nous nous servons de r�esultats de [12] sans les red�emontrer sauf pour
la proposition 2.3.7 dont nous donnons une d�emonstration personnelle. Nous pr�esentons la
notion de graphes \repliables". Le terme n'est pas courant en th�eorie des graphes. C'est
notre traduction de la notion de \collapsibility" introduite dans [1]. Nous montrons le lien
avec les graphes triangul�es dans la proposition 2.3.3. Grâce �a ces outils nous montrons que
lorsque le graphe d'interactions est triangul�e, une mesure v�eri�ant la propri�et�e de Markov
globale est un syst�eme de cliques. Ce r�esultat est connu pour des graphes �nis (voir [12]),
nous le d�emontrons pour des graphes in�nis. D'autre part nous montrons que la propri�et�e
de Markov locale (celle qui correspond �a la notion de champ de Markov) n'est pas su�sante
pour avoir un syst�eme de cliques, même pour des graphes triangul�es. Nous nous inspirons des
contre-exemples donn�es par Suomela [50] pour construire sur un graphe triangul�e (ZZ dans
notre contre-exemple) un champ de Markov qui n'est pas un syst�eme de cliques. Dans la
classe des graphes triangul�es, nous examinons plus pr�ecis�ement le cas des arbres dans la par-
tie 2.3.3. Sur ZZ, l'�equivalence entre la propri�et�e de Markov globale et la propri�et�e unilat�erale
des châ�nes est un r�esultat d�emontr�e dans Georgii [26] (proposition 2.2.1 de notre �etude).
Nous n'avons pas trouv�e dans les diverses r�ef�erences cit�ees de r�esultat analogue pour les
arbres. Nous pensons donc apporter un r�esultat nouveau en prouvant (dans la partie 2.3.3)
que l'�equivalence reste e�ectivement vraie. Nous apportons un deuxi�eme type de pr�ecisions
en consid�erant le cas o�u les mesures de probabilit�e v�eri�ent la condition \wo". Les r�esultats
de cette section sont ceux de Suomela [50] mais certains d�etails de d�emonstration que nous
donnons sont personnels. Sous \wo", syst�emes de plus proches voisins, syst�emes de cliques
et champs de Markov sont �equivalents. Si de plus le graphe d'interactions est un arbre, il
est possible de donner une condition sous laquelle un syst�eme de cliques est une châ�ne de
Markov. Nous utilisons pour cela des r�esultats de Georgii [26] et Zachary [57]. Pour �nir
nous donnons un cas de probabilit�e non strictement positive sur ZZ o�u toutes les propri�et�es
de Markov (�a l'exception de la propri�et�e d'être une mesure de Gibbs avec potentiel de plus
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proches voisins) sont �equivalentes.

2.1 Châ�nes et champs de Markov

L'objet de cette partie est de traduire les notions classiques de châ�nes et de champs de
Markov dans un formalisme qui permettra d'introduire facilement les autres propri�et�es de
Markov. Nous commen�cons par rappeler quelques d�e�nitions de th�eorie des graphes utiles
dans la suite. Une r�ef�erence est par exemple [4]. Nous nous limitons �a des graphes simples
non orient�es.

D�e�nition 2.1.1 Soit G = (S;E) un graphe et V un sous-ensemble de sommets de G . Le
sous-graphe de G engendr�e par V est le graphe not�e GV dont les sommets sont les points de
V et dont les arêtes sont les arêtes de G ayant leurs deux extr�emit�es dans V .

D�e�nition 2.1.2 Un chemin � de longueur q est une s�equence d'arêtes de G

� = (e1; e2; : : : ; eq)

telles que pour i de 2 �a q � 1, ei a une extr�emit�e en commun avec ei�1 et l'autre avec ei+1 .

Nous ne consid�erons que des graphes simples, sans boucles ni arêtes multiples. Un chemin
� peut donc encore être d�ecrit par ses sommets (x1; : : : ; xq+1) plutôt que par ses arêtes
(e1; : : : ; eq) avec ei = fxi; xi+1g pour i de 1 �a q .

D�e�nition 2.1.3 Un graphe connexe est un graphe tel que pour toute paire de sommets
distincts x et y il existe un chemin reliant ces deux points.

Nous parlerons aussi par abus de langage de sous-ensemble de sommets V connexe si le
graphe engendr�e GV est connexe.

D�e�nition 2.1.4 Une composante connexe d'un graphe G = (S;E) est un sous-ensemble
de sommets maximal (pour l'inclusion) V tel que le sous-graphe engendr�e GV est connexe.
L'ensemble des composantes connexes de G forme une partition de S .

D�e�nition 2.1.5 Soit V un sous-ensemble de sommets. L'int�erieur de V est l'ensemble not�e
�

V d�e�ni par

�

V = fx 2 V ; N(x) � V g ;

o�u N(x) est l'ensemble des voisins de x sur le graphe.

Le bord de V est l'ensemble @V = V n �

V .
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D'autres d�e�nitions seront introduites au fur et �a mesure des besoins. Quelques notations
sont �egalement n�ecessaires. Nous nous int�eressons �a des ensembles de variables al�eatoires
fw(x); x 2 Sg et �a leurs lois conjointes. Ces lois sont des mesures de probabilit�e � sur X ou
plus pr�ecis�ement sur la tribu F engendr�ee par les cylindres de bases �nies, ou encore par les
variables fw(x); x 2 Sg . Pour une partie V de S, nous notons XV = BV et FV la sous-tribu
de F engendr�ee par les variables fw(x); x 2 V g . Nous noterons encore ces variables w(V ) .
La tribu FV est la tribu des �ev�enementsw(V )-mesurables. Si l'on consid�ere l'ordre induit par
l'inclusion, on peut remarquer que FV grandit quand V grandit. Notons Pf(S) l'ensemble
des parties �nies de S . Nous avons

F =
[

V2Pf(S)

FV .

En vue d'une g�en�eralisation des propri�et�es (2.1) et (2.2) des châ�nes de Markov �a un
graphe de d�ependance quelconque, il nous faut abandonner l'interpr�etation temporelle pour
une interpr�etation spatiale de S en tant qu'ensemble de sites. Aussi nous appelons châ�ne de

Markov une mesure de probabilit�e sur (BIN;F) plutôt qu'une suite de variables al�eatoires
fw(x); x 2 INg �a valeurs dans B d�enombrable. Ceci nous permet d'�etendre la d�e�nition
d'une châ�ne de Markov �a S = ZZ de sorte que le terme châ�ne de Markov d�esignera la loi
conjointe d'une suite de variables fw(x); x 2 ZZg . Cela revient �a consid�erer un �etat d'�equilibre
du syst�eme plutôt que la dynamique qui y conduit. De la même mani�ere, les propri�et�es de
Markov concernent des mesures de probabilit�e. Pour une mesure � nous reprenons la notation
introduite dans [55] .

D�e�nition 2.1.6 Pour une partie V de S, nous dirons que � v�eri�e la propri�et�e M(V ) si

8 Y FV �mesurable; IE[ Y j FSnV ] = IE[ Y j FN(V ) ] � � p:s:

o�u les esp�erances sont calcul�ees par rapport �a la loi � .

Selon les ensembles V pris dans la d�e�nition ci-dessus, on obtient di��erentes propri�et�es de
Markov. Nous donnons pour commencer le cas des châ�nes de Markov.

D�e�nition 2.1.7 Une mesure de probabilit�e � sur (BZZ;F) est une châ�ne de Markov si et
seulement si,

8x 2 ZZ; M(] x;1 [) est v�eri��ee: (2.4)

La condition (2.4) d�e�nit une propri�et�e de Markov dite unilat�erale que nous noterons dans
la suite (MU-)(ZZ) . De fa�con sym�etrique une autre propri�et�e de Markov unilat�erale not�ee
(MU+)(ZZ) peut être d�e�nie si

8x 2 ZZ; M(]�1; x [) est v�eri��ee. (2.5)

Il vient alors le r�esultat suivant (voir par exemple Georgii [26] p. 193).

Proposition 2.1.1 Les propri�et�es de Markov unilat�erales (MU-)(ZZ) et (MU+)(ZZ) sont
�equivalentes.
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Ces propri�et�es ne sont que des formulations �equivalentes de la propri�et�e \d'ind�ependance
du pass�e et du futur conditionnellement au pr�esent", caract�eristique des châ�nes de Markov.
Pour le voir, il su�t de se reporter �a la notion d'ind�ependance conditionnelle telle qu'elle est
pr�esent�ee dans [14] p. 59. On peut aussi se r�ef�erer �a l'�equation (2.8) dans la suite. Les propri�e-
t�es de Markov unilat�erales sont li�ees dans leur formulation �a une interpr�etation temporelle
et n'ont de sens que pour ZZ ou �eventuellement pour un graphe connexe sans cycle (arbre)
comme d�etaill�e dans la section 2.2.3. Pour un tel graphe A (dont ZZ est un cas particulier)
nous verrons dans cette section qu'il n'y a pas lieu de distinguer les propri�et�es (MU+)(A) et
(MU-)(A) . Elles peuvent être regroup�ees en une seule propri�et�e unilat�erale (MU)(A) . La
proposition 2.1.1 con�rme que les notions de pass�e et de futur sont interchangeables comme
cela apparâ�t dans une formulation de type (2.2). Aussi nous nous contenterons d'�ecrire
(MU)(ZZ) et plus tard (MU)(A) .

Plus g�en�eralement, il est possible de d�e�nir une notion de d�ependance locale pour un
graphe G quelconque. Pour cela, il faut passer �a une interpr�etation spatiale de S . Les
termes pass�e, pr�esent, futur doivent être remplac�es par le terme voisinage. La notion qui
correspond est celle de champ de Markov. Nous donnons la d�e�nition de Georgii [26] (8.24)
p. 157. Pour une telle mesure, ce qui se passe sur un ensemble �ni de sites V n'est a�ect�e
que par les sites de N(V ), voisins de V .

D�e�nition 2.1.8 Une mesure de probabilit�e � sur (X;F) est un champ de Markov si et
seulement si elle v�eri�e la propri�et�e de Markov locale, not�ee (ML) , suivante

8V 2 Pf(S) ; M(V ) est v�eri��ee (ML) : (2.6)

Une hypoth�ese de positivit�e de � est souvent incluse dans la d�e�nition d'un champ de Markov.
Ce n'est pas le cas ici.

D�e�nition 2.1.9 Une mesure de probabilit�e � sur (X;F) est dite positive si elle v�eri�e

8 V 2 Pf(S) ; 8 
 2 XV ; �(
) > 0 :

Sous cette condition, la plupart des propri�et�es de Markov dont nous allons parler sont �equi-
valentes. Dans un cadre plus g�en�eral il faut les distinguer. Dans la partie 2.2.7, nous donnons
une condition plus faible que la positivit�e, sous laquelle certaines �equivalences restent vraies.

Dans la suite, nous verrons qu'une châ�ne de Markov est un champ de Markov sur ZZ .
La r�eciproque est fausse. Un exemple simple de champ de Markov sur ZZ qui n'est pas une
châ�ne est donn�e en 2.3.1. Ceci fait apparâ�tre que la notion de champ de Markov ne peut
pas être vue comme la g�en�eralisation �a S quelconque de la notion de châ�ne sur ZZ . Dans la
partie suivante, nous introduisons d'autres propri�et�es de Markov en faisant varier la nature
des sous-ensembles V pour lesquels M(V ) est satisfaite.
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2.2 Propri�et�es de Markov

2.2.1 Propri�et�e de Markov globale (MG)

Cette propri�et�e apparâ�t dans [26] p. 157.

D�e�nition 2.2.1 Une mesure de probabilit�e � v�eri�e la propri�et�e de Markov globale, not�ee
(MG) si

8 V � S; M(V ) est v�eri��ee (MG) :

Cette propri�et�e semble une meilleure g�en�eralisation de la notion de châ�ne de Markov. En
e�et, sur ZZ on peut montrer (cf. Georgii [26] p. 194 remarque (2) ) la propri�et�e qui suit.
Une propri�et�e de Markov est attach�ee �a un graphe d'interactions. C'est ce que nous voulons
pr�eciser avec la notation (MG)(ZZ) .

Proposition 2.2.1 (MG)(ZZ) est �equivalente �a la propri�et�e unilat�erale (MU)(ZZ) .

Il est �egalement possible de d�e�nir une châ�ne de Markov sur un arbre comme nous le
pr�ecisons dans la section 2.2.3. Dans la section 2.3.3, nous montrons que (MG)(A) est
encore �equivalente �a (MU)(A).

Dans l'introduction nous avons mentionn�e qu'une caract�erisation possible des châ�nes de
Markov sur ZZ �etait l'ind�ependance conditionnelle du pass�e et du futur par rapport au pr�esent
(�equation (2.2)). Sur ZZ la propri�et�e (MG) est donc �equivalente �a une propri�et�e d'ind�epen-
dance conditionnelle. Pour un graphe quelconque, nous ne disposons plus de l'interpr�etation
temporelle mais nous pouvons encore formuler (MG) en termes d'ind�ependance condition-
nelle. Pour cela nous avons besoin de la notion d'ensembles s�eparants d�e�nie dans Suomela
[50] p. 10. Deux sommets d'un graphe seront dits d�econnect�es s'il n'existe pas de chemin les
reliant.

D�e�nition 2.2.2 Soit le graphe G = (S;E) . Soit U un sous-ensemble de S et V , W deux
sous-ensembles disjoints de SnU . L'ensemble U s�epare V et W dans G si dans le sous-graphe
GSnU tout sommet de V est d�econnect�e de tout sommet de W .

Par exemple dans G = (S;E), pour tout sous-ensemble V de S, N(V ) s�epare V et SnV
(rappelons que V = V [N(V )). De même dans ZZ, pour tout x de ZZ, fxg s�epare ]�1; x�1]
et [x+1;1[ . Avec la proposition 2.2.2, qui n'est autre que le lemme 2.7 p. 14 dans [50], nous
allons voir comment retrouver alors l'�equation (2.1). Avant cela, nous rappelons un lemme
dû �a Vorobev (lemme 1.5 dans [53]), utile pour la d�emonstration de cette proposition.

Lemme 2.2.1 Si U s�epare V et W dans G = (S;E), il existe une partition fV 0;W 0; Ug de
S telle que V 0 contient V , W 0 contient W et U s�epare V 0 et W 0 dans G .

Pour all�eger l'�ecriture, nous notons YV une variable FV -mesurable int�egrable.
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Proposition 2.2.2 La propri�et�e (MG) est �equivalente �a la propri�et�e d'ind�ependance con-
ditionnelle suivante. Pour tout V , W , U tels que U s�epare V et W dans G,

8 YV ;8 YW ; IE[ YV YW j FU ] = IE[ YV jFU ] IE[ YW jFU ] � � p:s: (2.7)

D�emonstration. L'�equation (2.7) exprime simplement l'ind�ependance conditionnelle de
FV et FW par rapport �a FU lorsque U s�epare V et W . Or il existe (voir par exemple [14] p.
59) une autre formulation �equivalente de (2.7),

8 YV ; IE[ YV j FU[W ] = IE[ YV jFU ] � � p:s: (2.8)

Aussi, pour tout V inclus dans S en posant U = N(V ) qui s�epare V et W = SnV , nous
pouvons appliquer (2.8) pour obtenir

IE[ YV j FSnV ] = IE[ YV jFN(V ) ] � � p:s:

D'o�u (MG) .
Inversement, soit U s�eparant V et W dans G . Par le lemme de Vorobev il existe V 0 et

W 0 tels que fU; V 0;W 0g forme une partition de S, U s�epare V 0 et W 0, avec V 0 contenant V
et W 0 contenant W . Donc U [W 0 = SnV 0 et par M(V 0) il vient pour toute variable YV 0 ,

IE[ YV 0 j FU[W 0 ] = IE[ YV 0 j FSnV 0 ] = IE[ YV 0 j FN(V 0) ] � � p:s:

D'autre part, puisque U s�epare V 0 et W 0 l'ensemble N(V 0) est inclus dans U . Si ce n'�etait
pas le cas, il existerait un point voisin de V 0 dans W 0 et V 0 serait connect�e �a W 0 dans GnU .
Nous en d�eduisons que FN(V 0) est inclus dans FU et

IE[ YV 0 j FN(V 0) ] = IE[ IE[ YV 0 j FN(V 0) ] j FU ]

= IE[ IE[ YV 0 j FSnV 0 ] j FU ] par M(V 0)

= IE[ YV 0 j FU ] car U � SnV 0 :

D'o�u

8 YV 0; IE[ YV 0 j FU[W 0 ] = IE[ YV 0 j FU ] � � p:s:
ou encore

8 YV 0; 8 YW 0 ; IE[ YV 0 YW 0 j FU ] = IE[ YV 0 j FU ] IE[ YW 0 j FU ] � � p:s:

Puisque V est inclus dans V 0 et W dans W 0, nous en d�eduisons (2.7).

Remarquons que pour obtenir l'�equivalence avec (MG) , il su�t d'avoir (2.7) pour tous
V et W �nis s�epar�es par U quelconque dans G . Pour le voir, il faut appliquer le th�eor�eme
des classes monotones car FV , pour V quelconque, est engendr�ee par les cylindres de bases
�nies

fw(W ) = 
 ; W 2 Pf(S) ; W � V ; 
 2 XW g .

Il faut noter que dans [50] Suomela semble assimiler propri�et�e (MG) et champ de Markov.
Nous allons voir que la notion de champ de Markov est en fait plus faible que (MG) .
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2.2.2 Propri�et�e de Markov locale (ML)

La propri�et�e de Markov locale (ML) caract�erise les champs de Markov (voir d�e�nition
2.1.8). Consid�erons le cas o�u S est �egal �a ZZ . Soient x et y dans ZZ . Nous notons [x; y]
l'ensemble des entiers de x �a y . La propri�et�e (ML) est v�eri��ee si et seulement si pour tout
x; y dans ZZ on a M([x; y]) . Cette derni�ere propri�et�e est dite bilat�erale par comparaison avec
la propri�et�e de Markov unilat�erale des châ�nes. La condition (ML) est clairement plus faible
que la condition (MG) . D'autre part, dans M(V ), on conditionne par ce qui se passe sur
les sites de SnV (i.e. hors de V ). Il est possible de ne conditionner que par une partie des
sites hors de V pourvu que cette partie contienne toute l'information sur le voisinage de V
dans le graphe d'interactions G et qu'elle puisse être prise arbitrairement grande dans SnV .
Ainsi, nous pouvons donner une autre formulation de (ML) .

Proposition 2.2.3 Pour tout sous-ensemble V �ni de S, la propri�et�e M(V ) est �equivalente
�a

8W 2 Pf(S) avec W � V ; IE[ YV j FWnV ] = IE[ YV j FN(V ) ] � � p:s: (2.9)

D'o�u (ML) est �equivalente �a

8 V;W 2 Pf (S) avec W � V ; IE[ YV j FWnV ] = IE[ YV j FN(V ) ] � � p:s: (2.10)

Pour voir le premier point, il su�t de prendre une suite d'ensembles WnnV croissante vers
SnV avecWn contenant V pour tout entier n, et de passer �a la limite dans (2.9) en appliquant
le th�eor�eme de convergence des martingales.

Donnons �a pr�esent une caract�erisation de (ML) en termes d'ind�ependance conditionnelle.
La propri�et�e (ML) �etant plus faible que (MG) , nous avons l'analogue de la proposition
2.2.2 en nous restreignant �a un certain type d'ensembles U , V ,W . Le lemme 1.5 de Vorobev
[53] ne su�t plus. Il faut imposer en plus �a U , V , W de former un \cadre �ni".

D�e�nition 2.2.3 Nous dirons que U , V , W d�e�nissent un \cadre �ni" s'il existe une par-
tition de S en U , V 0, W 0 telle que V 0 contient V , W 0 contient W avec V 0 (ou W 0) �ni et U
s�eparant V 0 et W 0 .

Il s'agit e�ectivement d'une restriction. Consid�erons par exemple en dimension deux la grille
in�nie dont les sites sont indic�es par ZZ2 . Soit U l'ensemble des sites d'abscisse 0. Prenons
pour V et W deux ensembles �nis de sites, d'abscisses n�egatives pour V et positives pour
W . L'ensemble U s�epare bien V et W mais il n'existe pas de partition de ZZ2 satisfaisant la
d�e�nition 2.2.3.

En ce qui concerne (ML) , l'ind�ependance conditionnelle s'�ecrit alors

Proposition 2.2.4 La propri�et�e (ML) est �equivalente �a l'ind�ependance conditionnelle de
FV et FW par rapport �a FU , pour tout U , V , W formant un cadre �ni.
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D�emonstration. Soit V �ni. Posons U = N(V ) et W = SnV . Les ensembles U , V , W
forment clairement un cadre �ni. Si FV et FW sont ind�ependantes conditionnellement �a FU ,
nous en d�eduisons M(V ) du fait de l'�equivalence entre les �equations (2.7) et (2.8).

Inversement, supposons M(V ) satisfaite pour tout V �ni et consid�erons un cadre �ni U ,
V , W . Il existe une partition de S en U , V 0, W 0 dans laquelle nous pouvons supposer V 0

�ni. En reprenant la d�emonstration de la proposition 2.2.2, M(V 0) implique alors

IE[ YV 0 j FU[W 0 ] = IE[ YV 0 j FN(V 0) ]

= IE[ YV 0 j FU ] car N(V 0) � U � U [W 0 :

D'o�u l'ind�ependance conditionnelle de FV 0 et FW 0 par rapport �a FU et donc celle de FV et
FW par rapport �a FU .

2.2.3 Cas des arbres

Avant d'introduire d'autres propri�et�es de Markov, nous nous int�eressons plus particuli�e-
rement �a une certaine classe de graphes d'interactions, les arbres ou graphes connexes sans
cycles. Lorsque le graphe d'interactions G est un arbre, nous le noterons plutôt A et nous
parlerons de (MG)(A) , (ML)(A) , etc. Il est possible de d�e�nir une châ�ne de Markov sur
un arbre. Georgii y consacre le chapitre 12 p. 239 dans [26]. Nous reprenons quelques-unes
de ses notations. Soient x et y deux sommets quelconques. Il existe un unique chemin de x
�a y . La longueur de ce chemin est le nombre d'arêtes qui le constituent. On peut d�e�nir
la distance d sur A en d�e�nissant d(x; y) comme la longueur du chemin de x �a y . Pour

toute arête fx; yg de l'arbre, nous notons xy l'arête orient�ee de x vers y . L'ensemble ~L est
l'ensemble de toutes les arêtes orient�ees. Il contient par exemple xy et yx . Pour tout sommet
z de l'arbre, l'ensemble ~L se d�ecompose en deux sous-ensembles ~Lz et z~L . ~Lz est l'ensemble
des arêtes orient�ees qui pointent en direction de z et z~L l'ensemble des arêtes orient�ees qui
pointent hors de z . Plus pr�ecis�ement

~Lz = fxy 2 ~L t:q: d(z; x) = d(z; y) + 1g :
z~L = fxy 2 ~L t:q: d(z; y) = d(z; x) + 1g :

De la même mani�ere, chaque arête orient�ee xy dans ~L d�ecoupe l'ensemble des sommets S
en deux sous-ensembles. Le \futur" ]xy;1[ et le \pass�e" ]�1; xy[ . Le futur est l'ensemble
des sommets rencontr�es (comprenant y) si l'on parcourt l'arbre en partant selon la direction
xy . Le pass�e est l'ensemble des autres sommets. Nous pouvons �ecrire

]xy;1[ = fz 2 S; xy 2 ~Lzg :

]�1; xy[ = fz 2 S; xy 2 z~Lg :

La d�e�nition suivante qui reprend la d�e�nition 12.2 p. 239 de [26] d�e�nit une châ�ne sur un
arbre par une propri�et�e de Markov unilat�erale analogue au cas de ZZ .
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D�e�nition 2.2.4 Une mesure de probabilit�e � sur (X;F) est une châ�ne de Markov si

8 xy 2 ~L; M(]xy;1[) est v�eri��ee, (2.11)

ou de mani�ere �equivalente

8 xy 2 ~L; M(]�1; xy[) est v�eri��ee: (2.12)

De plus la matrice stochastique d�e�nie sur B par

8
; � 2 B; Pxy(
; �) = �( w(y) = � j w(x) = 
 )

est appel�ee matrice de transition de x �a y pour � .

Les �equations (2.11) et (2.12) sont en fait identiques car ]xy;1[ est �egal �a ]�1; yx[ . Nous
les noterons (MU)(A) . Le cas des arbres contient celui de ZZ . Il su�t de poser y = x+1 et
d'appliquer (2.11) pour retrouver (MU-)(ZZ) et (2.12) pour retrouver (MU+)(ZZ) . Notons
que N(]xy;1[) est �egal �a fxg et N(]�1; xy[) est �egal �a fyg . Rappelons que YV repr�esente
une variable FV -mesurable int�egrable.
La propri�et�e M(]xy;1[) s'�ecrit

8 Y]xy;1[ ; IE[ Y]xy;1[ j F]�1;xy[ ] = IE[ Y]xy;1[ j Ffxg ] � � p:s:

Une autre formulation nous sera utile dans la d�emonstration de la proposition suivante. Il
est possible de montrer (voir [26] p. 240 remarque (1) ) que l'�equation (2.11) est �equivalente
�a

8 xy 2 ~L; 8Yfyg; IE[ Yfyg j F]�1;xy[ ] = IE[ Yfyg j Ffxg ] � � p:s: (2.13)

Nous retrouvons �egalement une factorisation des probabilit�es marginales analogue au cas
de ZZ . C'est la remarque (2) p. 240 dans [26] et l'objet de la proposition 2.2.5. Notons
P?
f (S) l'ensemble des sous-ensembles �nis connexes de S . Pour simpli�er les �ecritures, dans

ce chapitre nous notons �V (plutôt que �(V )) la restriction de la con�guration � au sous-
ensemble V .

Proposition 2.2.5 Les trois assertions suivantes sont �equivalentes.

(i) � est une châ�ne de Markov sur un arbre.

(ii) 8V 2 P?
f (S); 8� 2 X; 8z 2 V;

�(�V ) = �(�(z))
Y

xy2z~L:x;y2V

Pxy(�(x); �(y)) : (2.14)

(iii) Pour tout V dans P?
f (S), la probabilit�e marginale de � sur V est un champ

de Markov. Ce qui revient �a dire que pour tout V �ni connexe et pour tout W
inclus dans V ,

8 YW ; IE[ YW j FV nW ] = IE[ YW j FV\N(W ) ] � � p:s: (2.15)
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D�emonstration. L'implication (i) ) (ii) se d�emontre par induction sur jV j comme
indiqu�e dans la remarque (2) p. 240 de [26].

Pour (ii) ) (iii) , l'�egalit�e (2.15) se d�emontre en utilisant (2.14) de mani�ere analogue �a
la remarque (6) p. 240 de [26]. Il su�t de remplacer dans la d�emonstration de Georgii � par
W et � par V .

Pour montrer (iii) ) (i) , posons

8n � 1; �(n) = fz 2 S; d(z; y) � ng et �(n) = �(n) \ ]�1; xy[ .

Nous avons 8n � 1, �(n) 2 P?
f (S) :

Posons,
W = fyg et V = fyg [ �(n) :

Nous avons N(W ) \ �(n) = fxg . En appliquant (2.15), il vient

8n � 1, IE[ Yfyg j F�(n) ] = IE[ Yfyg j Ffxg ] � � p:s:

D'autre part �(n) peut être pris arbitrairement grand dans ] �1; xy[ . En appliquant le
th�eor�eme de convergence des martingales, il vient

IE[ Yfyg j F]�1;xy[ ] = IE[ Yfyg j Ffxg ] � � p:s:
Ce qui montre l'�equation (2.13) et donc (MU)(A) .

L'assertion (iii) est la d�e�nition d'une châ�ne de Markov sur un arbre donn�ee par Zachary
dans [57] p. 895. Il faut noter la di��erence entre (2.15) et (2.10). L'�equation (2.15) implique
clairement la propri�et�e (ML)(A) . Il su�t de prendre dans (2.15) W tel que W soit inclus
dans V . De plus, (MG)(A) implique (2.15) pour A arbre. Pour un arbre, V \N(W ) s�epare
W et V nW dans AV le sous-arbre de A construit sur V et donc aussi dans A . Ceci n'est pas
forc�ement vrai pour des graphes quelconques. La proposition 2.3.5 donne plus de d�etails et
la proposition 2.3.3 pr�ecise ce qui se passe pour des graphes triangul�es. D'autres implications
sont pr�ecis�ees dans la partie 2.3.3.

2.2.4 Syst�emes de plus proches voisins (SPPV)

Lorsque l'on veut exprimer des d�ependances locales pour un ensemble de sites, on com-
mence souvent par regarder ce qui se passe en un site x �etant donn�e l'ensemble de ses voisins
N(x) . Ceci revient �a se donner des probabilit�es conditionnelles du type �(�(x) j �N(x)) .
Aussi on trouve parfois comme d�e�nition d'un champ de Markov la d�e�nition suivante.

D�e�nition 2.2.5 Une mesure de probabilit�e � sur (X;F) est un syst�eme de plus proches
voisins (SPPV) si

8 x 2 S ; M(fxg) est v�eri��ee. (2.16)

Les notions de (SPPV) et de champ de Markov sont di��erentes (voir les exemples en partie
2.3.1). Toutefois, sous certaines conditions sur � (telle que la positivit�e au sens de la d�e�nition
2.1.9), il y a e�ectivement �equivalence entre la propri�et�e (SPPV) concernant les singletons
fxg, avec x dans S, et la propri�et�e (ML) concernant tout sous-ensemble �ni V de S . Dans
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certaines r�ef�erences cette propri�et�e (SPPV) est appel�ee propri�et�e de Markov locale et la
propri�et�e (ML) est alors dite propri�et�e de Markov globale.

Comme pour (MG) et (ML) le conditionnement par FSnfxg dans M(fxg) peut être
remplac�e par une succession de conditionnements par des tribus du type FWnfxg, o�u W est
�ni. Ceci en vertu de la proposition 2.2.3 appliqu�ee �a V = fxg. La propri�et�eM(fxg) permet
de factoriser les probabilit�es marginales d'un (SPPV) en faisant apparâ�tre les probabilit�es
conditionnelles �(�(x) j �N(x)) en g�en�eral sp�eci��ees dans le mod�ele. Il est aussi possible de
consid�erer un sous-ensemble \stable" de sites ne contenant pas de sites voisins. Il vient une
factorisation qui s�epare des sites non voisins. Rappelons que V repr�esente V [N(V ) .

Proposition 2.2.6 Soit � un (SPPV) , ses probabilit�es marginales se factorisent comme
suit. Soit V un sous-ensemble �ni de S,

8 x 2 S; x � V; �(�V ) = �(�V nfxg) �(�(x) j �N(x)) : (2.17)

Soit I = fx1; : : : ; xkg un sous-ensemble stable de G tel que V contienne I. Nous avons

�(�V ) = �(�V nI)
kY
i=1

�(�(xi) j �N(xi)) : (2.18)

Ce r�esultat n'est pas particulier aux (SPPV) , mais aux propri�et�es M(fxg) . Il est donc
encore valable lorsque l'on a (MG) ou (ML) . La possibilit�e de factoriser les probabilit�es
marginales est importante. En pratique, c'est ce qui permet les calculs. La d�e�nition suivante
est encore fond�ee sur la possibilit�e de factoriser. Elle est issue de Suomela [50], d�e�nition
2.10 p. 17.

2.2.5 Syst�emes de cliques (SC)

Un sous-graphe complet d'un graphe G est un sous-graphe constitu�e de sommets deux �a
deux voisins. Une clique est un sous-graphe complet maximal. Nous quali�erons encore de
complet (resp. clique) un sous-ensemble de S qui induit un sous-graphe complet (resp. une
clique) de G . Nous noterons C(G) l'ensemble des sous-ensembles de S qui sont des cliques.

D�e�nition 2.2.6 Une mesure de probabilit�e � sur (X;F) est un syst�eme de cliques sur un
graphe G si pour tout sous-ensemble �ni V de S, il existe une fonction QV

0 et une famille
QV = fQV

CgC2C(G) de fonctions (pouvant d�ependre de V ) de XC dans IR+ telles que la
factorisation suivante soit vraie,

�(�V ) = QV
0 (�

N(V ))
Y

C2C(G);C�V

QV
C(�

C) : (2.19)

Pour un syst�eme de cliques nous allons voir qu'il n'est pas n�ecessaire de v�eri�er l'�egalit�e
(2.19) pour tout sous-ensemble V �ni. La d�e�nition suivante est donn�ee dans [26], chap. 1
p. 17.
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D�e�nition 2.2.7 Un sous-ensemble Po de Pf(S) est dit co�nal si pour tout �el�ement V de
Pf(S) il existe un �el�ement W de Po qui contient V .

Par exemple, si S = ZZd l'ensemble des cubes Po = f [�n; n]d \ S ; n � 1 g est co�nal.

Proposition 2.2.7 Soit Po un sous-ensemble co�nal de Pf(S) . La mesure de probabilit�e �
est un syst�eme de cliques sur le graphe G si pour tout sous-ensemble W de Po il existe une
fonction QW

0 et une famille de fonctions QW = fQW
C gC2C(G) telles que l'on ait la factorisation,

�(�W ) = QW
0 (�N(W ))

Y
C2C(G);C�W

QW
C (�C) : (2.20)

D�emonstration. Dans la suite, pour Q = fQCgC2C(G) une famille de fonctions QC de XC

dans IR+ et V un sous-ensemble �ni de S, nous notons pour simpli�er

�Q;V (�
N(V ); �V ) =

Y
C2C(G);C�V

QC(�
C) :

Pour montrer le r�esultat il su�t de v�eri�er que lorsque �(�W ) admet une factorisation de

type (2.19) alors pour tout sous-ensemble V de W , �(�V ) admet aussi une factorisation de
type (2.19). Or pour V inclus dans W , il existe une fonction hW;V de XW nV dans IR+ telle
que

�QW ;W (�N(W ); �W ) = hW;V (�
WnV ) �QW ;V (�

N(V ); �V ) :

En e�et, on peut poser

hW;V (�
WnV ) =

Y
C2C(G);C�W;C 6�V

QW
C (�C)

car

x 2 C 6� V ) x 62 V

et le produit ci-dessus ne d�epend que des valeurs �(x) pour x dans WnV . Soit 
 un �el�ement

deXW nV . Notons �
V 
 la con�guration surW �egale �a �V sur V et �a 
 surWnV , nous pouvons

�ecrire

�(�V ) =
X


2X
WnV

�(�V 
)

= �QW ;V (�
N(V ); �V )

X

2X

WnV

QW
0 (�N(W )\V 
N(W )nV ) hW;V (�

N(V )
W nV ) :

Dans le terme QW
0 la con�guration � n'intervient que pour les sites de N(W ) \ V , qui est

inclus dans N(V ) si V est inclus dans W . Finalement, la somme dans l'expression ci-dessus
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ne d�epend que des valeurs �(x) pour x dans N(V ). Nous avons donc bien une factorisation
de type (2.19) pour V avec QV = QW . Notons que si S est �ni, les fonctions QV

0 et QV
C sont

en fait ind�ependantes de V .

Nous pouvons encore donner d'autres formulations pour un syst�eme de cliques (Suomela [50]
lemme 2.11 p. 17).

Proposition 2.2.8 Les trois assertions suivantes sont �equivalentes

(i) � est un (SC) .

(ii) Pour tout V , W �nis tels que W contient V il existe une fonction QV
0 et une

famille de fonctions QV telles que

�(�V j �WnV ) = QV
0 (�

N(V )) �QV ;V (�
N(V ); �V ) � � p:s: (2.21)

(iii) Pour tout V �ni, il existe une fonction QV
0 et une famille de fonctions QV

telles que

�(�V j �SnV ) = QV
0 (�

N(V )) �QV ;V (�
N(V ); �V ) � � p:s: (2.22)

Si S est �ni, il su�t de v�eri�er (2.19), (2.21) ou (2.22) pour V �egal �a S, de sorte que le terme
QV
0 peut être oubli�es dans les trois �egalit�es ci-dessus. De plus, les fonctions QV

0 , Q
V
C peuvent

être prises ind�ependantes de V .
L'�equation (2.22) montre qu'un syst�eme de cliques est un champ de Markov car �(�V j �SnV )
est FN(V )-mesurable. Si S est in�ni, consid�erons �a pr�esent des syst�emes de cliques particuliers
pour lesquels il existe une famille de fonctionsQ = fQCgC2C(G) telle que la factorisation (2.19)
soit vraie pour tout sous-ensemble V �ni. Dans ce cas, les termes QC dans la factorisation
(2.19) ne d�ependent pas de V . Nous parlerons alors de syst�emes de cliques avec fonction
d'interaction Q = fQCgC2C(G) par analogie au cas des arbres trait�e dans [57]. En e�et, si
de plus le graphe d'interactions est un arbre, les propositions 2.2.7 et 2.2.8 sont contenues
dans le lemme 3.1 de Zachary [57]. Dans ce cas, les cliques sont les arêtes fx; yg de E et si
� est un syst�eme de cliques pour une fonction Q = fQfx;yggfx;yg2E, Q d�e�nit une fonction
d'interaction au sens de [57] p. 896. En e�et, on pose (se reporter �a [57] pour les notations)
�fx;yg = Qfx;yg et pour tout V �ni inclus dans S,

��;V (�N(V ); �V ) =
Y

fx;yg\V 6=;

Qfx;yg(�
fx;yg) :

Pour � syst�eme de cliques, la stricte positivit�e de �(�N(V )) implique celle de Q0(�N(V )) et

X
�V 2XV

��;V (�N(V ); �V ) =
�(�N(V ))

Q0(�N(V ))
:

Cette somme est donc strictement positive, �nie et Q v�eri�e l'hypoth�ese (3.1) requise dans
[57] pour être une fonction d'interaction. Il faut encore noter que deux fonctions d'interaction
peuvent d�e�nir le même syst�eme de cliques.
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Sur un arbre les seules cliques sont les paires constitu�ees des extr�emit�es d'une même arête.
Une châ�ne de Markov sur un arbre est un cas particulier de syst�eme de cliques. La matrice
de transition de la châ�ne est une fonction d'interaction convenable. Inversement dans la
partie 2.3.4 (proposition 2.3.13) nous donnons une condition suf�sante pour qu'un syst�eme
de cliques sur un arbre soit une châ�ne.

D'autres cas particuliers de syst�emes de cliques sont les mesures de Gibbs avec potentiel
de plus proches voisins. Ces derni�eres sont des syst�emes de cliques positifs (au sens de
la d�e�nition 2.1.9) avec une fonction d'interaction Q donn�ee par le potentiel comme cela
apparâ�t dans la section suivante. D'autre part, un syst�eme de cliques positif est un champ
de Markov positif, c'est-�a-dire une mesure de Gibbs de plus proches voisins (par un th�eor�eme
d'�equivalence classique qui se trouve par exemple dans Preston [42] th�eor�eme 4.1 p. 27). Ainsi
tout syst�eme de cliques positif est un syst�eme de cliques avec fonction d'interaction. En fait,
nous montrerons (voir proposition 2.3.12) qu'un syst�eme de cliques v�eri�ant une condition
\wo" plus faible que la positivit�e est un syst�eme de cliques avec fonction d'interaction.

2.2.6 Mesures de Gibbs de plus proches voisins (G)

Rappelons que nous consid�erons S comme l'ensemble des sommets d'un graphe locale-
ment �ni. Dans ce cas, appelons potentiel (voir d�e�nition (2.2) p.27 dans [26]) une famille
� = f�V gV2Pf(S) de fonctions �V de XV dans IR. Un potentiel est dit de plus proches voisins
si �V = 0 sauf si V est un sous-ensemble complet de S.

D�e�nition 2.2.8 Une mesure de probabilit�e � sur (X;F) est une mesure de Gibbs de plus
proches voisins s'il existe un potentiel de plus proches voisins � tel que,

8V 2 Pf(S); �(�V j �SnV ) = Z�1exp

24 X
W2Pf(S);W\V 6=;

�W (�W )

35 � � p:s:

o�u Z est une constante de normalisation.

Dans la partie 5.1 nous utilisons le terme mesure de Gibbs de mani�ere plus g�en�erale comme
dans [26]. Dans cette partie ce terme fera toujours r�ef�erence �a la d�e�nition ci-dessus.

Un r�esultat classique est l'�equivalence entre mesures de Gibbs de plus proches voisins et
champs de Markov positifs (voir par exemple Preston [42] th�eor�eme 4.1 p. 27). Comme d�ej�a
mentionn�e, beaucoup des propri�et�es de Markov pr�esent�ees sont �equivalentes si l'on suppose la
positivit�e des mesures. Qu'en est-il lorsque l'on abandonne cette condition ? Une condition
plus faible sous laquelle la plupart des �equivalences restent vraies est la condition \wo"
introduite par Suomela.

2.2.7 Probabilit�es non strictement positives

La d�e�nition d'une probabilit�e positive a �et�e donn�ee dans la d�e�nition 2.1.9. Une condition
plus faible est donn�ee dans [50] d�e�nition 2.2 p. 12.
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D�e�nition 2.2.9 Une probabilit�e � v�eri�e la condition \wo" s'il existe une con�guration de
r�ef�erence wo dans X telle que pour tout V �ni inclus dans S, pour tout � dans X,

�(�V ) > 0 ) 8W � V �(�WwV nWo ) > 0 (2.23)

o�u �WwV nWo est la con�guration �egale �a � sur W et �a wo sur V nW .

Si � est positive, toutes les con�gurations de X peuvent être con�guration de r�ef�erence. Un
exemple de mesure non positive v�eri�ant \wo" est la mesure r�eversible du processus des
philosophes. La con�guration de r�ef�erence est la con�guration nulle o�u aucun philosophe
ne mange. Plus g�en�eralement, Suomela justi�e cette condition dans le cadre de mod�eles
�ecologiques. Dans ces mod�eles il y a souvent une situation qui repr�esente le \pire" des cas
possibles. Ce pire des cas est la con�guration \wo" de r�ef�erence. Pour le processus des philo-
sophes la con�guration nulle repr�esente la plus mauvaise situation puisqu'aucun philosophe
ne mange. La condition \wo" est satisfaite si pour toute con�guration possible (de probabilit�e
strictement positive) du syst�eme, toutes les con�gurations moins bonnes sont aussi possibles,
c'est-�a-dire de probabilit�e strictement positive. On peut remplacer dans ce qui pr�ec�ede \pire"
par \meilleure".

Un autre int�erêt de la condition \wo" est, d'apr�es Suomela, qu'elle serait la condition la
plus faible sous laquelle on peut utiliser la formule d'inversion de M�obius. Cette formule est
tr�es utile pour montrer des �equivalences entre propri�et�es de Markov. Nous en verrons une
application dans la partie 2.3.4 avec la d�emonstration de la proposition 2.3.11. Le principe
d'inversion de M�obius pour des ensembles partiellement ordonn�es est une g�en�eralisation
du principe d'inclusion-exclusion et une extension de l'inversion de la fonction de M�obius
classique, en th�eorie des nombres. On pourra se reporter au chapitre 25 de [52] pour plus
de d�etails. Nous pr�esentons ce proc�ed�e avec une terminologie emprunt�ee �a Kelly et Ripley
[30]. Ces auteurs d�e�nissent une condition analogue �a \wo" mais utilis�ee dans le cadre des
processus ponctuels markoviens. Ils d�e�nissent la notion de fonction \h�er�editaire" ([30] p.
188) que nous rappelons ci-dessous. Soit P(S) l'ensemble des parties de S .

D�e�nition 2.2.10 Une fonction f de P(S) dans IR+ est dite h�er�editaire si

8 V � S; f(V ) > 0 ) 8W � V f(W ) > 0 :

L'utilisation de telles fonctions est simpli��ee du fait que l'on ne consid�ere que deux �etats
B = f0; 1g . La con�guration de r�ef�erence correspondante est la con�guration nulle. Dans la
section 2.3.4 on utilisera le principe d'inversion pour une fonction h�er�editaire particuli�ere.

Soit O un ensemble �ni admettant un ordre partiel � . L'alg�ebre d'incidence I(O) est
l'ensemble des matrices, indic�ees par les �el�ements de O, dont le coe�cient d'ordre (i; j) est
nul sauf si i � j dans O, i.e. si i > j ou i et j sont non comparables. L'ensemble I(O) est
stable par multiplication, addition et multiplication par un scalaire, ce qui justi�e le terme
alg�ebre. Un �el�ement particulier de I(O) joue un rôle important. C'est la fonction d�e�nie par

�(i; j) =

(
1 si i � j dans O
0 sinon :
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On peut montrer que � est inversible. Son inverse appartient �a I(O) . Elle est appel�ee
fonction de M�obius de O et est not�ee � . Des propri�et�es de la fonction � peuvent se d�eduire
des �egalit�es matricielles �� = Id et �� = Id . Nous nous contentons de signaler que le
th�eor�eme 25.1 p. 300 dans [52] donne des exemples de fonctions de M�obius � pour des
ensembles partiellement ordonn�es classiques. Le cas qui nous int�eresse est celui de l'ensemble
des parties d'un ensemble V �ni. L'ensemble O = P(V ) est partiellement ordonn�e par
l'inclusion et sa fonction de M�obius est donn�ee par

�(U;W ) =

(
(�1)jW j�jU j si U � W � V
0 sinon :

Le principe de l'inversion de M�obius est expos�e dans [52]. Une d�emonstration du lemme
d'inversion de M�obius est �egalement donn�ee dans [27] p. 89. Nous en donnons une version
particuli�ere au cas qui nous int�eresse en utilisant la notion de fonction h�er�editaire.

Proposition 2.2.9 Soit f une fonction de P(V ) dans IR+ h�er�editaire telle que f(V ) est
strictement positif. On peut d�e�nir une fonction g de P(V ) dans IR+ par

8W � V ; g(W ) =
Y
U�W

f(U)(�1)
jWnU j

:

Les fonctions f et g v�eri�ent alors

8W � V ; f(W ) =
Y
U�W

g(U) :

D�emonstration. Soit V un ensemble �ni et P(V ) l'ensemble des parties de V partielle-
ment ordonn�e par l'inclusion. Soit f une fonction de P(V ) dans IR+ h�er�editaire. Si f(V ) est
strictement positif, alors par h�er�edit�e f(W ) est strictement positif pour tout W inclus dans
V . Pour tout W inclus dans V on peut donc d�e�nir une fonction g de P(V ) dans IR+ en
posant

g(W ) =
Y
U�W

f(U)(�1)
jWnU j

soit encore

log g(W ) =
X
U�W

(�1)jWnU j log f(U)

=
X
U�W

�(U;W ) log f(U)

soit en �ecriture matricielle

[ log g(;); : : : ; log g(V ) ] = [ log f(;); : : : ; log f(V ) ] : � :
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D'o�u en inversant la matrice �, il vient pour tout W inclus dans V

log f(W ) =
X

U2P(V )

�(U;W ) log g(U)

=
X
U�W

log g(U)

soit

f(W ) =
Y
U�W

g(U) :

En particulier pour W = V ,

f(V ) =
Y
U�V

g(U) :

La section 2.3.4 donne un exemple d'utilisation de la proposition 2.2.9.

2.3 Relations entre les di��erentes propri�et�es de Mar-

kov

Nous r�esumons les relations qui existent entre les propri�et�es de Markov par des dia-
grammes. Les 
�eches indiquent des implications vraies. Le plus souvent l'absence de 
�eche in-
dique par d�efaut des implications fausses que nous illustrons dans la suite de contre-exemples.
Le diagramme ci-dessous r�esume les relations qui seront d�evelopp�ees dans cette section. La
partie gauche correspond �a des hypoth�eses sur le graphe d'interactions de plus en plus pr�e-
cises. La partie droite traite le cas o�u � v�eri�e \wo" auquel on ajoute des hypoth�eses en
descendant. Le deuxi�eme diagramme de droite d�ecrit le cas de ZZ, le troisi�eme celui de ZZ
avec B �ni et � homog�ene.
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Relations

{ (SC)) (ML) .

Ceci apparâ�t clairement par exemple dans l'expression (2.22) de IE[ �V j FSnV ] o�u le
second membre est FN(V )-mesurable.

{ Les autres implications se d�eduisent facilement des d�e�nitions.

Contre-exemples

{ (SC) 6) (G)

Un syst�eme de cliques ne peut être une mesure de Gibbs que s'il est positif au sens de
la d�e�nition 2.1.9.

{ (ML) 6) (MG) .

Il existe sur ZZ de nombreux contre-exemples. Nous donnons un exemple simple de
champ de Markov homog�ene sur ZZ qui n'est pas une châ�ne. Consid�erons donc S = ZZ
et une suite de variables al�eatoires fw(x); x 2 ZZg telles que

8 x 2 ZZ; w(x) + 3 w(x� 1) + 2 w(x� 2) = 0 ;

Une telle suite est d�etermin�ee par la connaissance de deux des variables. Notons [k +
1;m+k�1] l'ensemble constitu�e des points de ZZ de l'indice k+1 �a l'indicem+k�1 . La
suite v�eri�e les propri�et�es bilat�erales M([k + 1;m+ k � 1]) pour tout k et m puisque
la connaissance de w(k) et w(m+k) su�t �a d�eterminer de mani�ere unique les variables
w(k+i) pour i de 1 �am�1 . En revanche, la seule connaissance de w(k) ne su�rait pas,
de sorte que la suite ne v�eri�e pas les propri�et�es unilat�erales M([k + 1;1[) . Notons
qu'il y a homog�en�eit�e au sens o�u la probabilit�e conditionnelle

P ( w(x+ 1) = �(x+ 1) j w(x� 1) = �(x� 1); w(x) = �(x) )

ne d�epend pas de x mais seulement de � dans X . Elle vaut 1 si
�(x+ 1) + 3 �(x) + 2 �(x� 1) est nul et 0 sinon. La loi de cette suite est donc un
champ de Markov homog�ene sur ZZ mais n'est pas une châ�ne. Pour une telle suite
toutes les con�gurations sur ZZ ne sont pas possibles. Sa loi conjointe n'est pas stricte-
ment positive. Ceci est important car on peut montrer (voir par exemple Georgii, [26]
th�eor�eme 3.5 p. 45) qu'un champ de Markov strictement positif, homog�ene, sur ZZ avec
un espace d'�etats B �ni est une châ�ne de Markov. Mentionnons que pour B in�ni, il
existe des exemples de champs de Markov positifs sur ZZ qui ne sont pas des châ�nes.
L'exemple de Spitzer-Cox dans [26] p. 221 en t�emoigne.

{ (SPPV) 6) (ML) .

Sans hypoth�ese suppl�ementaire sur la mesure, on peut avoir la propri�et�e de Markov
M(fxg) pour tout singleton fxg, avec x dans S, sans avoir la propri�et�e M(V ) pour
tout sous-ensemble �ni V de S . Ceci est illustr�e par l'exemple qui suit dû �a R. Recoules
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[44]. D�e�nissons la suite fw(x); x 2 ZZg de la mani�ere suivante. Soient Y et Z deux
variables al�eatoires ind�ependantes. Posons

w(x) = Y si x = 0 ou 1 modulo 4

= Z si x = 2 ou 3 modulo 4 :

Cette suite sur ZZ v�eri�e bien M(fxg) pour tout x dans ZZ mais il su�t de prendre,
par exemple, V = f4x; 4x+ 1g pour se rendre compte que (ML) n'est pas vraie.

{ (ML) 6) (SC) .

Un exemple de champ de Markov sur un graphe �ni qui n'est pas un syst�eme de cliques
est donn�e par Suomela [50] exemple 2.13 p. 18. L'espace d'�etats est B = f0; 1g . Le
graphe G est le cycle �a quatre sommets

x1 x2
� � �
j j
� � �
x4 x5

On d�e�nit

�

 
1 0
0 0

!
= �

 
0 1
0 0

!
= �

 
0 0
1 1

!
=

1

3

et �(�) est nul pour toute autre con�guration. La mesure � est un champ de Markov.
Pour le voir, il su�t de v�eri�er les propri�et�es M(fxg) pour x successivement �egal �a
x1; x2; x3; x4 . Les autres sont clairement v�eri��ees. Pour v�eri�er M(fx1g) par exemple,
il su�t de v�eri�er que pour toute con�guration � avec �(�fx2;x3;x4g) strictement positif,

�(w(x1) = �(x1)jw(fx2; x3; x4g) = �fx2;x3;x4g) = �(w(x1) = �(x1)jw(fx2; x4g) = �fx2;x4g):

Ce dernier point est facilement v�eri��e. D'autre part les cliques de G sont les ensembles
fx1; x2g, fx2; x3g, fx3; x4g, fx4; x1g . Si � est un syst�eme de cliques sur G, elle admet
une factorisation sur les cliques de G du type Qx1x2Qx2x3Qx3x4Qx4x1 . La positivit�e des
trois con�gurations ci-dessus donne alors la positivit�e de Qxy(f0; 0g) pour toute clique
fx; yg de G . Il en d�ecoule que la con�guration

0 0
0 0

a aussi une probabilit�e positive,

ce qui contredit la d�e�nition de � .

{ (MG) 6) (SC) .

Pour un graphe �ni, (MG) et (ML) sont �equivalentes. Si (MG) impliquait (SC) ,
pour des graphes �nis (ML) impliquerait (SC) . Ce qui n'est pas v�eri��e. Ceci n'est
pas contradictoire avec le fait qu'une châ�ne de Markov est un syst�eme de cliques
particulier. Nous verrons que (MG) implique (SC) d�es que le graphe d'interactions
est triangul�e. Les arbres sont des cas particuliers de graphes triangul�es.

{ (SC) 6) (MG) .

Un syst�eme de cliques positif est une mesure de Gibbs et un champ de Markov. Si
l'implication ci-dessus �etait vraie, tout champ positif v�eri�erait aussi (MG) . Nous
avons d�ej�a vu que ceci �etait faux.
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{ (SPPV) 6) (SC) .

D�ecoule de (ML)) (SPPV) et (ML) 6) (SC) .

2.3.2 G triangul�e

Nous pr�ecisons le cas g�en�eral en nous restreignant �a une classe particuli�ere de graphes
d'interactions. Il s'agit des graphes triangul�es dont une d�e�nition se trouve dans [4] p. 356.
Les propositions qui suivent pr�ecisent la structure des graphes triangul�es. Nous utilisons des
r�esultats �enonc�es dans [12]. Dans cet article les graphes sont suppos�es �nis. Pour les r�esul-
tats que nous utilisons pour des graphes �eventuellement in�nis, les d�emonstrations restent
cependant les mêmes.

D�e�nition et propri�et�es

D�e�nition 2.3.1 Un graphe G est triangul�e si tout cycle de longueur strictement sup�erieure
�a 3 admet une corde, c'est-�a-dire une arête reliant deux sommets non cons�ecutifs du cycle.

La propri�et�e de graphe triangul�e se conserve par passage aux sous-graphes ([4] p. 356).

Proposition 2.3.1 Si G est triangul�e, tout sous-graphe de G est triangul�e.

La proposition 2.3.2 d�emontr�ee dans [4] th�eor�eme 9 p. 357, fait intervenir la notion d'ensemble
d'articulation d'un graphe connexe ([4] p. 8).

D�e�nition 2.3.2 Soit G = (S;E) un graphe connexe. Un sous-ensemble de sommets J est
un ensemble d'articulation de G si GSnJ n'est plus connexe. De plus, J est un ensemble
d'articulation minimal si aucun des sous-ensembles propres de J n'est un ensemble d'articu-
lation.

Proposition 2.3.2 Si G est triangul�e tout ensemble d'articulation minimal est complet.

La proposition 2.3.3 utilise la notion de graphe repliable sur un sous-ensemble de ses sommets.
Le terme \repliable" nous est propre et n'est pas courant en th�eorie des graphes. Il se veut
une traduction de la notion de \collapsibility" introduite par Asmussen et Edwards dans [1]
dans le cadre des tableaux de contingence en statistique. La d�e�nition que nous donnons est
celle de [12] d�e�nition A.5 p. 1312.

D�e�nition 2.3.3 Soit G = (S;E) un graphe. Soit � inclus dans S . Le graphe G est dit
repliable sur � si toute composante connexe � de GSn� a un voisinage N(�) complet dans
G .

Rappelons que par abus de langage nous quali�ons de connexe un sous-ensemble de sommets
� qui engendre un sous-graphe connexe G� . Remarquons que si G est un arbre, G est
repliable sur tout � connexe. L'absence de cycles dans un arbre implique que pour toute
composante connexe � de GSn�, N(�) est r�eduit �a un point. Il est donc complet. Pour un
graphe triangul�e les ensembles sur lesquels il est repliable se caract�erisent simplement.
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Proposition 2.3.3 Soit G triangul�e connexe. Pour tout sous-ensemble de sommets � con-
nexe d'int�erieur non vide, G est repliable sur � .

D�emonstration. Soit � connexe d'int�erieur non vide et � une composante connexe de
GSn� . L'ensembleN(�) est inclus dans @� . Pour � d'int�erieur non vide, nous en d�eduisons
que N(�) est strictement inclus dans � . Donc N(�) s�epare les deux ensembles non vides
� et �nN(�) dans G�[� et N(�) est un ensemble d'articulation de G�[� . De plus N(�)
est minimal dans G�[� car pour tout x dans N(�), le graphe engendr�e par �[� [ fxg est
connexe. Ainsi N(�) est un ensemble d'articulation minimal dans G�[� qui est triangul�e
par la proposition 2.3.1. Par la proposition 2.3.2, N(�) est alors complet dans G�[� et donc
dans G .

On trouve facilement des exemples de graphes triangul�es non repliables sur � connexe d'in-
t�erieur vide. Nous pr�ecisons en quoi la notion de graphe repliable est int�eressante.

Graphes repliables et propri�et�es de Markov sur des marginales

La proposition 2.3.5 caract�erise les sous-ensembles de sommets � pour lesquels la pro-
pri�et�e suivante est vraie : si � est une mesure de probabilit�e v�eri�ant la propri�et�e de Markov
(MG) sur G alors la probabilit�e marginale de � sur � not�ee �� v�eri�e la propri�et�e (MG) sur
G� . Ceci n'est pas toujours le cas car le passage au sous-graphe G� ne conserve g�en�eralement
pas les voisinages. L'utilit�e de la notion de graphe repliable apparâ�t dans la proposition 2.3.4
([12] lemme A.6 p. 1312).

Proposition 2.3.4 Le graphe G est repliable sur � si et seulement si pour tout triplet
(U; V;W ) de sous-ensembles de �,

U s�epare V et W dans G� ) U s�epare V et W dans G

Finalement il vient ([12] proposition B.5 p. 1315) la proposition suivante

Proposition 2.3.5 Soit G = (S;E) repliable sur � inclus dans S . Soit � une mesure de
probabilit�e v�eri�ant la propri�et�e de Markov (MG) sur G . La probabilit�e marginale �� v�eri�e
(MG) sur G� .

D�emonstration. Ceci vient de la proposition 2.3.4 et de la caract�erisation 2.2.2 de (MG)
en termes d'ind�ependance conditionnelle. Cette caract�erisation est par ailleurs mentionn�ee
dans [12], th�eor�eme 2.8 p. 1279.

Nous donnons quelques propri�et�es supl�ementaires des graphes triangul�es qui n'ont de
sens que pour des graphes �nis.

Graphes triangul�es �nis

D�e�nition 2.3.4 Soit G un graphe non orient�e d'ordre m . Soit # = [x1; : : : ; xm] une
num�erotation de ses sommets. Pour i de 1 �a m, soit Hi = fx1; : : : ; xig et pour i de 2 �a m,
Ji = N(xi) \ Hi�1 . La num�erotation # est dite parfaite si pour tout i de 2 �a m, Ji est
complet. Alors xi est encore dit simplicial dans GHi

.
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Une num�erotation # peut être vue commeune bijection de l'ensemble des sommets du graphe
dans f1; : : : ;mg . De sorte que nous noterons #(x) (resp. #�1(k)) le num�ero du sommet x
(resp. le sommet de num�ero k) dans la num�erotation # .

Les propositions 2.3.6 et 2.3.7 sont �enonc�ees dans [12] sous une forme �equivalente (proposition
A.4 p. 1311 et lemme A.7 p. 1312).

Proposition 2.3.6 Les assertions ci-dessous sont �equivalentes.

(i) G est triangul�e �ni.

(ii) G admet une num�erotation parfaite.

Proposition 2.3.7 Si G admet une num�erotation parfaite # = [x1; : : : xm] alors pour tout
i de 1 �a m, G est repliable sur Hi avec Hi = fx1; : : : ; xig .

D�emonstration. Ce r�esultat d�ecoule du th�eor�eme 3.3 p. 576 dans [1] dont la d�emonstra-
tion se situe dans le cadre statistique des tableaux de contingence. Nous donnons ici notre
propre d�emonstration de la proposition. Elle utilise la propri�et�e suivante.

Lemme 2.3.1 Soit G admettant une num�erotation parfaite # . Soit x et y deux sommets
de G tels que #(x) = k et #(y) = l . S'il existe un chemin de x �a y passant par un sommet
z tel que #(z) est strictement plus grand que max(l; k) alors x et y sont voisins dans G .

D�emonstration du lemme.Notons � le plus court chemin de x �a y passant par un sommet
z tel que #(z) > max(l; k) . Le chemin est n�ecessairement de longueur sup�erieure ou �egale
�a 2 et nous pouvons poser � = (s1; : : : ; sp) avec p � 3, si 2 S, s1 = x et sp = y . Soit sk le
sommet de � de plus grand num�ero. Par hypoth�ese k est dans f2; : : : ; p� 1g et les sommets
sk�1 et sk+1 sont dans N(sk) \H#(sk)�1 qui est complet puisque # est parfaite. Ainsi sk�1
et sk+1 sont voisins dans G . De plus sk�1 = s1 = x et sk+1 = sp = y sinon � ne serait pas
minimal. D'o�u p est �egal �a 3 et x et y sont voisins dans G .

La d�emonstration de la proposition 2.3.7 se termine comme suit. Soit � une composante
connexe de GSnHi

. Le voisinage N(�) est inclus dans Hi et pour x et y dans N(�) les
num�eros #(x) et #(y) sont inf�erieurs ou �egaux �a i . D'autre part, puisque � est connexe et
x et y appartiennent �a N(�), il existe un chemin de x �a y passant par z dans � . Or pour
tout z dans �, #(z) est strictement plus grand que i . Nous d�eduisons du lemme pr�ec�edent
que x et y sont voisins et N(�) est complet.

Une cons�equence utile de la proposition 2.3.7 est le corollaire A.8 p. 1312 dans [12] que nous
�enon�cons.

Proposition 2.3.8 Soit G triangul�e �ni et # = [x1; : : : ; xm] une num�erotation parfaite.
Pour tout i de 2 �a m, l'ensemble Ji = N(xi) \Hi�1 s�epare Hi�1nJi et fxig dans G .
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D�emonstration. L'ensembleJi s�epareHi�1nJi et fxig dansHi . La proposition en d�ecoule
grâce aux r�esultats 2.3.7 et 2.3.4.

Nous disposons �a pr�esent de tous les r�esultats n�ecessaires pour �etudier les relations entre
propri�et�es de Markov dans le cas des graphes triangul�es. Le diagramme qui correspond �a ce
cas est le suivant.

(ML)(MG) (SPPV)

(SC)

(G)

G   fini

Relations

Par rapport au cas g�en�eral, nous avons ajout�e l'implication (MG) ) (SC) . Nous
commen�cons par montrer cette implication pour des graphes triangul�es �nis.

{ (MG)) (SC) pour G triangul�e �ni.

Il su�t d'obtenir une factorisation de �(�S) du type (2.19). Soit # = [x1; : : : ; xm] une
num�erotation parfaite de G . L'ensemble S est Hm . D'apr�es la proposition 2.3.8 pour
tout i de 2 �a m, Ji s�epare fxig de Hi�1nJi dans G . Nous avons

�(�S) = �(�(xm) j �Hm�1) �(�Hm�1)

= �(�(xm) j �Jm) �(�Hm�1) :

La derni�ere ligne est obtenue �a l'aide de la proposition 2.2.2 car � v�eri�e (MG) et Jm
s�epare fxmg et Hm�1nJm dans G . En r�eit�erant ce proc�ed�e il vient

�(�S) = �(�(x1))
mY
i=2

�(�(xi) j �Ji) :

Or fxig [ Ji est complet et �(�S) admet bien la factorisation souhait�ee. Le même
r�esultat pour G triangul�e in�ni s'obtient alors facilement de la mani�ere suivante.

{ (MG)) (SC) .

Soit � une mesure de probabilit�e v�eri�ant (MG) et G un graphe triangul�e in�ni. Nous
pouvons supposer G connexe en travaillant si besoin sur chaque composante connexe.
D'apr�es la proposition 2.2.7 il su�t de trouver un ensemble co�nal Po tel que l'on
ait une factorisation de type (2.20) pour tout W dans Po . Un ensemble convenable
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est constitu�e des sous-ensembles Sn; n 2 IN, obtenus comme suit. Soit x un sommet
quelconque de G . On pose

S1 = fxg
8n 2 IN; Sn+1 = Sn [N(Sn) :

Pour n > 1, chaque Sn est connexe �ni et d'int�erieur non vide par construction. D'apr�es
la proposition 2.3.3 le graphe G est donc repliable sur chaque Sn . Notons �n la pro-
babilit�e marginale de � sur Sn et Gn le sous-graphe engendr�e par Sn . La proposition
2.3.5 implique que pour tout n, �n v�eri�e (MG) sur Gn �ni. Ainsi �n v�eri�e (SC) sur
Gn et �(�Sn) admet une factorisation sur des graphes complets de Gn qui est bien du
type (2.20).

Contre-exemples

{ (ML) 6) (SC) .

Le contre-exemple du cas g�en�eral 2.3.1 donn�e par Suomela ne su�t plus car le graphe
consid�er�e n'est pas triangul�e. Sur le même principe, nous construisons donc l'exemple
suivant sur S = ZZ avec B = f0; 1; 2g . Soit � la mesure qui attribue une probabilit�e
de 1=3 �a chacune des trois con�gurations ci-dessous.

: : : : : : : : : : : : w(�1) w(0) w(1) w(2) w(3) : : : : : : : : : : : : : : :
: : : 1 : : : : : : 1 2 1 0 1 1 : : : : : : 1 : : :
: : : 0 : : : : : : 0 0 0 0 0 0 : : : : : : 0 : : :
: : : 2 : : : : : : 2 1 0 1 1 2 : : : : : : 2 : : :

Il s'agit bien d'un champ de Markov. Pour tout sous-ensemble V �ni de ZZ, le voisinage
N(V ) comprend au moins deux sites. Les con�gurations de probabilit�e positives ci-
dessus sont construites de telle sorte que lorsque les valeurs de deux sites sont connues,
nous savons dans quelle con�guration nous nous trouvons et nous n'en savons pas plus
si les valeurs de tous les sites �a l'exterieur de V sont connues. D'autre part, � n'est pas
un syst�eme de cliques. Si c'�etait le cas nous aurions

�(w(0) = 1; w(1) = 0; w(2) = 0; w(3) = 1) = Q0;3(1; 1) Q0;1(1; 0) Q1;2(0; 0) Q2;3(0; 1) :

La notation Qx;y(�(x); �(y)) repr�esente le terme QC(�C) dans (2.19) pour
C = fx; yg. Or la premi�ere des con�gurations ci-dessus est de probabilit�e positive. Nous
en d�eduisons que la quantit�e Q2;3(0; 1) est strictement positive . La deuxi�eme donne la
stricte positivit�e de Q1;2(0; 0) et la troisi�eme celle de Q0;1(1; 0) et de Q0;3(1; 1). D'o�u

�( w(0) = 1; w(1) = 0; w(2) = 0; w(3) = 1 ) > 0 :

Ce qui est contradictoire avec la construction de � .
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2.3.3 G connexe sans cycle (arbre)

Nous pr�ecisons ce cas particulier de graphes triangul�es car nous pouvons y d�e�nir la
notion de châ�ne de Markov et donner un sens �a la propri�et�e unilat�erale (MU) .

(ML) (SPPV)

(SC)

(G)

(MU)

(MG)

Relations.

La propri�et�e (MG)(A) implique la propri�et�e unilat�erale (MU)(A) qui d�e�nit une
châ�ne de Markov sur A . Une telle châ�ne est un syst�eme de cliques particulier par la
proposition 2.2.5. Il est �egalement possible de montrer directement (voir [26] remarque (6)
p. 240) que (MU)(A) implique (ML)(A) . En fait, nous allons montrer que (MU)(A)
implique (MG)(A) c'est-�a-dire que (MU)(A) et (MG)(A) sont �equivalentes.

{ (MU)(A) ) (MG)(A)

Dans [12] la d�e�nition 2.2 p. 1276 et le th�eor�eme 2.8 p. 1279 �enonc�es pour des graphes
�nis, donneraient l'implication souhait�ee s'ils �etaient �etendus aux graphes in�nis. Ici,
plutôt que d'�etudier la possibilit�e de g�en�eraliser ces r�esultats, nous pr�ef�erons donner
notre propre d�emonstration de l'implication. Pour ce faire, nous avons besoin d'un
r�esultat g�en�eral (voir [26] p. 194-195) concernant les propri�et�esM(V ) (d�e�nies dans la
d�e�nition 2.1.6).

D�e�nition 2.3.5 Soit G = (S;E) un graphe. Soit V et W deux sous-ensembles de S .
Les ensembles V et W sont dits non adjacents dans G si et seulement si

V \ (W [N(W )) = ; :

Proposition 2.3.9 Soit fVngn2IN des sous-ensembles de S non adjacents. Si pour tout
n la propri�et�e M(Vn) est v�eri��ee alors M(V ) est v�eri��ee pour tout V union �nie ou
in�nie d'ensembles Vn .

D�emonstration. Se reporter �a [26] p. 194-195.

Tout ensemble V inclus dans S (au plus d�enombrable) est union de ses composantes
connexes (en nombre au plus d�enombrable). Ces composantes connexes sont non adja-
centes. Pour v�eri�er la propri�et�e (MG) il su�t donc de v�eri�erM(V ) pour V connexe.
Une premi�ere �etape dans la d�emonstration de l'implication est la preuve de la propo-
sition qui suit.
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Proposition 2.3.10 Soit un arbre A = (S;E) et une mesure � v�eri�ant (MU)(A) .
Pour tout sous-ensemble de sommets V connexe, � v�eri�e M(SnV ) .

D�emonstration. Soit V connexe. Notons �i les composantes connexes de ASnV .
Les �i sont non adjacents et leur union est SnV . Pour tout �i, il existe une unique
paire de sommets xi et yi voisins dans A avec xi dans V et yi dans �i . En e�et, il
existe un chemin entre tout point de V et tout point de �i puisque A est un arbre. Il
existe donc yi dans �i et xi dans Sn�i avec xi et yi voisins dans A . Pour j di��erent de
i, xi ne peut pas être dans �j par d�e�nition des composantes connexes. Donc xi n'est
pas dans SnV et xi est dans V . D'autre part une telle paire fxi; yig est unique. Si ce
n'�etait pas le cas, il y aurait un cycle dans le graphe car V et �i sont connexes. Ce qui
est impossible dans un arbre. Ainsi �i est l'ensemble ]xiyi;+1[ des points atteignables
lorsque l'on part dans la direction de xi vers yi . En e�et, �i est inclus dans ]xiyi;+1[
car yi est dans �i et �i est connexe. Inversement, tout point de ]xiyi;+1[ est reli�e �a
yi et se trouve donc dans �i . Finalement, puisque � v�eri�e (MU)(A) elle v�eri�e par
d�e�nition M(�i) pour tout i . Par la proposition 2.3.9 elle v�eri�e M(SnV ) .

L'implication se d�emontre alors comme suit. Consid�erons V = V [N(V ) . La connexit�e
de V implique celle de V et � v�eri�e M(SnV ) . Ce qui s'�ecrit

8 YSnV ; IE[ YSnV j FV ] = IE[ YSnV j FN(SnV ) ] � � p:s:

Mais N(SnV ) = @V est inclus dans N(V ) . D'o�u en conditionnant les deux membres
de l'�egalit�e ci-dessus par N(V ) il vient

8 YSnV ; IE[ YSnV j FV ] = IE[ YSnV j FN(V ) ] � � p:s:

En termes d'ind�ependance conditionnelle cela signi�e que FSnV et FV sont ind�epen-
dantes conditionnellement �a FN(V ) . Ce qui est �equivalent �a M(V ) . Nous avons donc
montr�e (MG) .

Contre-exemples

{ (ML) 6) (SC) .

L'exemple pr�ec�edent sur ZZ est encore utilisable.

{ (SC) 6) (MU) . En prenant S = ZZ l'argument utilis�e pour montrer (SC) 6)
(MG) dans la section 2.3.1 est encore valable.
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2.3.4 � v�eri�e \wo"

Nous pr�ecisons le cas g�en�eral en faisant une hypoth�ese sur la mesure � . La condition
\wo" a �et�e d�e�nie en 2.2.7.

(ML)

(SPPV)

(SC)

(MG) (G)
positivesi ν

Relations

L'�equivalence entre (ML) , (SPPV) et (SC) est d�emontr�ee dans [50] th�eor�eme 2.15 p.
19. Elle repose sur l'inversion de M�obius. Nous donnons une d�emonstration de ce th�eor�eme
en d�etaillant certaines �etapes. Nous avons besoin de deux lemmes pr�eliminaires. Le premier
exprime que la con�guration \wo" est une con�guration \neutre", non \con
ictuelle" (penser
par exemple au cas du PP o�u lorsqu'un philosophe est dans l'�etat 0, il n'occupe aucune
ressource et tout se passe comme s'il �etait absent). Pour tout sous-ensemble V de S, il su�t
qu'il existe un sous-ensemble W de S tel que �(�VwW

o ) soit nul pour que �(�V ) le soit aussi.

Lemme 2.3.2 Soit � v�eri�ant \wo". Pour tout V �ni inclus dans S,

�(�V ) = 0 , [ 8W 2 Pf (S) ; �(�VwW
o ) = 0 ] :

D�emonstration. Soit V �ni. Clairement �(�V ) est sup�erieur ou �egal �a �(�VwW
o ) . Si le

membre de gauche est nul, il en est de même pour celui de droite. Inversement si �(�VwW
o )

est nul alors �(�V 
) est nul pour tout 
 dans XW par la condition \wo" contrapos�ee. Il vient

�(�V ) =
X


2XW

�(�V 
) = 0 .

Le second lemme concerne les (SPPV) v�eri�ant la condition \wo".

Lemme 2.3.3 Soit � un (SPPV) v�eri�ant \wo". Pour tout V dans Pf(S), pour tout �V

dans XV ,

�(�V ) = 0 ) 9 C complet non vide inclus dans V tel que

8 x 2 C; �(x) 6= wo(x)

et �(�C) = 0 :

D�emonstration. Montrons le r�esultat par r�ecurrence sur le cardinal de V . Si V est de
cardinal 1, V = fxg est un graphe complet et �(x) est di��erent de wo(x) car �(wo(x)) n'est
pas nul. Nous pouvons donc prendre C �egal �a V . Supposons le r�esultat vrai pour V de
cardinal n et montrons le pour V de cardinal n + 1 . Soit donc V de cardinal n + 1 et �V
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tel que �(�V ) est nul. Si V est complet, tout sous-ensemble de V est complet. D'autre part,
�V di��ere de wV

o car �(wV
o ) n'est pas nul. Nous pouvons prendre pour C l'ensemble non vide

des sites x de V o�u �(x) di��ere de wo(x) . Si V n'est pas complet, il existe x et y dans V
non voisins tels que V = W [ fxg [ fyg . L'id�ee est d'appliquer la proposition 2.2.6 �a x (ou
de mani�ere sym�etrique �a y). Pour cela, il faut que le point x appartienne �a l'int�erieur de V ,
c'est-�a-dire que x soit contenu dans V . Ce n'est pas forc�ement le cas. Pour y rem�edier nous
compl�etons �V par la con�guration \neutre" wo . Pour simpli�er le compl�ementaire de V dans
S est not�e V c . Nous nous int�eressons donc �a �(�VwN(x)\V c

o ) . L'ensemble V [ (N(x) \ V c)
est l'ensemble V [ N(x) qui contient bien N(x) comme souhait�e. Or la nullit�e de �(�V )
implique celle de �(�VwN(x)\V c

o ) et donc celle de �(�VwN(x)\W c

o ) car les ensembles N(x)\V c

et N(x)\W c sont identiques. D'autre part en appliquant la propri�et�e M(fxg) (Proposition
2.2.6),

�(�VwN(x)\W c

o ) = �(�W[fygwN(x)\W c

o ) �(�(x) j �(W[fyg)\N(x)wN(x)\W c

o )

= �(�W[fygwN(x)\W c

o ) �(�(x) j �W\N(x)wN(x)\W c

o )

car y 62 N(x) :

En r�ep�etant ce qui pr�ec�ede pour W [ fxg au lieu de V , il vient

�(�VwN(x)\W c

o ) �(�WwN(x)\W c

o ) = �(�W[fygwN(x)\W c

o ) �(�W[fxgwN(x)\W c

o ) :

Ainsi,

�(�V ) = 0 ) �(�VwN(x)\W c

o ) = 0
) �(�W[fygwN(x)\W c

o ) = 0 (ou le sym�etrique en x)
) �(�W[fyg) = 0 par le lemme 2.3.2 :

Nous pouvons appliquer l'hypoth�ese de recurrence �aW[fyg . Donc il existe C sous-ensemble
complet de W [ fyg tel que �(�C) soit nul et �(x) di��erent de wo(x) , pour tout x dans C .
L'ensemble C est aussi complet dans V .

Remarquons que les deux hypoth�eses (SPPV) et \wo" sont importantes. La premi�ere est
essentielle pour l'utilisation de la proposition 2.2.6. Nous donnons un exemple de (SPPV) ne
v�eri�ant pas \wo" pour lequel le r�esultat du lemme 2.3.3 est faux. Ce (SPPV) ne doit pas
être un syst�eme de cliques puisque le lemme 2.3.3 est clairement vrai pour tout (SC) (satis-
faisant \wo" ou non). Il s'agit du (SPPV) suivant d�ej�a donn�e dans la section 2.3.1

�

 
1 0
0 0

!
= �

 
0 1
0 0

!
= �

 
0 0
1 1

!
=

1

3
:

La condition \wo" n'est pas satisfaite car

�

 
1 0
0 0

!
> 0 alors que �

 
0 0
0 0

!
= 0 et �

 
1 1
0 0

!
= 0 :

Au site x2 la con�guration wo ne peut donc être �egale ni �a 0 ni �a 1. Il est facile de voir que
le lemme 2.3.3 n'est pas v�eri��e en consid�erant la con�guration nulle.
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Le th�eor�eme 2.15 de Suomela ([50] p. 19) est le suivant.

Proposition 2.3.11 Soit � une probabilit�e sur (X;F) qui v�eri�e la condition \wo". Soit
G = (S;E) un graphe non orient�e localement �ni. Si l'une des propri�et�es suivantes est
v�eri��ee

(i) � est un (SPPV) sur G,

(ii) � est un champ de Markov sur G, i.e. v�eri�e (ML) ,

(iii) � est un (SC) sur G,

alors pour tout V �ni inclus dans S, il existe une unique factorisation de la probabilit�e
marginale de � sur V ,

�(�V ) = Z�1
V

Y
C2CV (G)

Q0V
C (�C) (2.24)

o�u

CV (G) = fC � V ; C complet ou ; 6= C � @V g

et Q0V
C (�C) = 1 d�es qu'il existe x dans C v�eri�ant �(x) = wo(x) .

D�emonstration. Soit V �ni �x�e.
Si �(�V ) est nul, pour tout W inclus dans V nous d�e�nissons les quantit�es Q0V

W (�W ) de la
mani�ere suivante. Si W est complet et si � est une con�guration avec �(x) di��erent de wo(x)
pour tout x dans W et telle que �(�W ) est nul, nous posons

Q0V
W (�W ) = 0 ;

sinon nous posons

Q0V
W (�W ) = 1 :

Puisque � v�eri�e \wo" par hypoth�ese et est un (SPPV) , nous pouvons lui appliquer le
lemme 2.3.3 selon lequel

�(�V ) = 0 ) 9 C complet inclus dans V avec �(x) 6= wo(x); 8 x 2 C

et �(�C) = 0

) 9 C complet inclus dans V tel que Q0V
C (�C) = 0 :

La factorisation (2.24) du th�eor�eme est alors clairement v�eri��ee.
Si �(�V ) est strictement positif. Puisque � v�eri�e \wo", pour tout W inclus dans V ,

�(�WwV nWo ) est strictement positif. Nous pouvons donc d�e�nir

8W � V ; Q0V
W (�W ) =

Y
U�W

�(�UwV nUo )(�1)jWnU j

:
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Consid�erons la fonction fV de P(V ) dans IR+ d�e�nie par

8W � V ; fV (W ) = �(�WwV nW
o ) :

Puisque � v�eri�e \wo" fV est h�er�editaire au sens de la d�e�nition 2.2.10. D'o�u, si �(�V ) (�egal
�a fV (V )) est strictement positif, les �egalit�es ci-dessous

Q0V
W (�W ) =

Y
U�W

�(�UwV nU
o )(�1)

jWnU j

=
Y
U�W

fV (U)
(�1)jWnU j

;

nous permettent de d�eduire par la formule d'inversion de M�obius pr�esent�ee dans la section
2.2.7,

8W � V ; fV (W ) = �(�WwV nW
o ) =

Y
U�W

Q0V
U (�U) :

En particulier pour W = V ,

�(�V ) =
Y
U�V

Q0V
U (�U ) :

Pour obtenir l'�equation (2.24) il reste �a montrer que pour U n'appartenant pas �a CV (G), la
quantit�e Q0V

U (�U) vaut 1. Traitons s�epar�ement le cas o�u W est vide. Le termeQ0V
; vaut �(wV

o )
et Z�1

V dans (2.24) est �egal �a �(wV
o ) . Si W n'est pas vide, pour x dans W nous pouvons

�ecrire

Q0V
W (�W ) =

Y
U� Wnfxg

"
�(�UwV nU

o )

�(�U[fxgwV nU[fxg)
o )

#(�1)jWnU j

: (2.25)

Ainsi, d�es qu'il existe x dans W tel que �(x) est �egal �a wo(x), la factorisation (2.25) montre
que Q0V

W (�W ) vaut 1. Supposons �a pr�esent que pour tout x dans W , �(x) di��ere de wo(x) et
montrons que Q0V

W (�W ) vaut 1 d�es que W n'est pas dans CV (G) . Pour x; y dans W , on a

Q0V
W (�W ) =

Y
U� Wnfx;yg

"
�(�U[fx;ygw

V nU[fx;yg)
o ) �(�Uw

V nU
o )

�(�U[fxgw
V nU[fxg)
o ) �(�U[fygw

V nU[fyg)
o )

#(�1)jWnU j

:

Si x est inclus dans V et si y n'est pas voisin de x, par l'une des trois assertions (i); (ii) ou
(iii) et en appliquant la proposition 2.2.6, nous pouvons factoriser, pour � quelconque dans
X, �(�V ) en Q1(��) Q2(��) o�u � et � sont deux ensembles dont l'union est V et tels que x
n'est pas dans � et y n'est pas dans � . Nous pouvons prendre par exemple � �egal �a V nfxg
et � �egal �a x . Cette factorisation ins�er�ee dans la formule ci-dessus montre que Q0V

W (�W )
vaut 1. La conclusion souhait�ee vient de ce que pour tout W n'appartenant pas �a CV (G) on
peut toujours trouver de tels sites x et y .
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Ceci ach�eve la d�emonstration de la proposition 2.3.11. L'�equivalence entre (i); (ii) et (iii)
sous \wo" est un corollaire de cette proposition. Nous savions d�ej�a

(iii)) (ii)) (i) .
La proposition montre par l'interm�ediaire de (2.24) que (i) implique (iii) .

La proposition qui suit pr�ecise qu'un syst�eme de cliques v�eri�ant \wo" est un syst�eme de
cliques avec fonction d'interaction comme nous l'avons rapidement mentionn�e dans la partie
2.2.5.

Proposition 2.3.12 Soit � un syst�eme de cliques v�eri�ant \wo". Il existe une famille de
fonctions Q = fQCgC2C(G) telle que pour tout V �ni

�(�V ) = QV
0 (�

N(V ))
Y

C2C(G);C�V

QC(�
C) :

D�emonstration. Soit � un syst�eme de cliques v�eri�ant \wo". En vertu de la proposition
2.3.11 nous disposons pour tout ensemble V �ni d'une factorisation de type (2.24) qui est
aussi un factorisation de type (2.19) si V est remplac�e par V et N(V ) par @V et si nous
posons

QV
0 (�

@V ) = Z�1
V

Y
;6=U�V

Q0V
U (�U ) ;

QV
C(�

C) =
Y

;6=U�C

(Q0V
U (�U ))

1
nU ; (2.26)

o�u nU est le nombre de cliques de V qui contiennent U . Nous voulons montrer qu'il existe
des factorisations de type (2.19) o�u les facteurs QV

C(�
C) ne d�ependent pas de V et peuvent

être not�es QC(�C) . Soit C une clique de G telle que C est contenu dans V . L'�egalit�e (2.24)
permet d'�ecrire

8x 2 C; �(�fxgwV nfxg
o ) = �(wV

o ) Q
0V
fxg(�

fxg) ;

d'o�u nous d�eduisons

Q0V
fxg(�

fxg) =
�(�fxg j wV nfxg

o )

�(w
fxg
o j wV nfxg

o )
:

Or � est un champ de Markov et V contient x. Par la proposition 2.2.3 nous avons

Q0V
fxg(�

fxg) =
�(�fxg j wN(x)

o )

�(wfxg
o j wN(x)

o )
: (2.27)

Ainsi, Q0V
fxg(�

fxg) ne d�epend pas de V et peut être not�e Q0
fxg(�

fxg) . Plus g�en�eralement,
�a l'aide de (2.24) nous pouvons montrer par r�eccurence sur jU j que pour tout U dans C,
Q0V
U (�U) est ind�ependant de V . Nous en d�eduisons que pour toute clique C telle que C est
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inclus dans V , QV
C (�

C) donn�e par (2.26) est ind�ependant de V . Par ailleurs, nous avons d�ej�a
montr�e (voir d�emonstration de la proposition 2.2.7) que pour tout W contenant V ,

�(�V ) = QV
0 (�

@V )
Y

C2C(G);C�V

QW
C (�C) :

Pour conclure il su�t de prendre W su�samment grand c'est-�a-dire tel que pour toutes les
cliques C contenues dans V , C soit contenue dans W (W = V convient par exemple).

D'autre part un champ de Markov positif peut être vu comme une mesure de Gibbs avec
un potentiel de plus proches voisins (voir Preston [42], th�eor�eme 4.1 p. 27).

Contre-exemples

(ML) 6) (MG) . Si B est in�ni il existe des exemples de champs de Markov positifs sur ZZ
(v�eri�ant donc \wo" et (ML) ) qui ne sont pas des châ�nes (et ne v�eri�ent donc pas (MG) ).
Voir l'exemple de Spitzer-Cox dans [26] p. 221.

Cas des arbres

L'espace d'�etats B est suppos�e �ni. Nous donnons une condition sous laquelle un syst�eme
de cliques sur un arbre est une châ�ne de Markov et pr�ecisons le cas particulier de ZZ .

Pour un syst�eme de cliques � sur un arbre A = (S;E), v�eri�ant \wo" (donc aussi un
champ de Markov sur A), pour tout V �ni connexe nous avons

�(�V ) = QV
0 (�

N(V ))
Y

fx;yg\V 6=;

Qfx;yg(�
fx;yg) ; (2.28)

o�u Q = fQfx;yggfx;yg2E est une fonction d'interaction au sens de [57] qui v�eri�e en plus les
hypoth�eses du th�eor�eme 3.2 de [57]. Notons au passage que les Qfx;yg(�

fx;yg) sont donn�es
par,

Qfx;yg(�
fx;yg) = Q0

fxg(�
fxg)

1
jN(x)jQ0

fyg(�
fyg)

1
jN(y)jQ0

fx;yg(�
fx;yg) ; (2.29)

ce qui s'exprime en fonction de � grâce �a (2.24) comme en (2.27). Une telle expression nous
sera en particulier utile dans la section 5.4 du chapitre 5. Pour une fonction d'interaction
il est possible de d�e�nir une loi de bord (ou loi d'entr�ee) l = flxygfx;yg2~L (voir [57] p. 897).

Les lxy sont des fonctions de B dans IR+ qui v�eri�ent une condition de consistence (�equation
(3.4) p. 897 de [57]) et une condition de normalisation (�equation (3.5)), toujours v�eri��ee si
l'espace d'�etats B est �ni. Nous pr�eciserons cette notion dans le chapitre 5. Rappelons que
pour V connexe, AV est le sous-arbre de A construit sur V . Pour tout x dans N(V ), nous
notons xV l'unique �el�ement de V \N(x).

Proposition 2.3.13 Soit � un syst�eme de cliques sur un arbre A = (S;E) v�eri�ant \wo". Sa
fonction d'interaction est not�ee Q . L'espace d'�etats B est suppos�e �ni. Soit l = flxygfx;yg2~L
une famille de fonctions quelconques de B dans IR+ .
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Si pour tout V �ni connexe le terme QV
0 (�

N(V )) de l'�equation (2.28) peut se mettre sous

la forme
Y

x2N(V )

lxxV (�(x)), alors l est une loi de bord pour Q et � est une châ�ne de Markov

de matrice de transition d�e�nie par

8�(x); �(y) 2 B; Px;y(�(x); �(y)) =
lxy (�(y)) Qfx;yg(�fx;yg)X

2B

lxy(
) Qfx;yg(�fxg
)
: (2.30)

D�emonstration. Si le terme QV
0 a la forme donn�ee dans la proposition, � v�eri�e l'�equa-

tion (12.13) du th�eor�eme 12.12 de Georgii [26]. La mesure � �etant une probabilit�e nous en
d�eduisons l'�equation de consistence (12.14) dans [26]. Cette �equation (12.14) (voir [26] p.
245) implique l'�equation de consistence (3.4) de [57] et l est bien une loi de bord pour Q .
Le th�eor�eme 3.2 de Zachary [57] montre alors que � est une châ�ne de Markov sur A . Sa
matrice de transition d�ecoule de (12.13). L'expression (2.30) est donn�ee dans [26] p. 244.

Pour ZZ nous consid�erons le cas o�u la fonction d'interaction Q = fQfx;x+1ggx2ZZ est
homog�ene, c'est-�a-dire d�etermin�ee par une matrice Q sur B

Qfx;x+1g = Q 8x 2 ZZ .

La matriceQ n'est pas forc�ement stochastique mais joue le rôle d'une matrice de transition.
En physique statistique elle porte le nom de matrice de transfert. Elle correspond aussi �a la
matrice de compatibilit�e d�e�nie dans le chapitre 2.

Proposition 2.3.14 Soit � un syst�eme de cliques sur ZZ v�eri�ant \wo", de fonction d'in-
teraction Q homog�ene d�etermin�ee par une matrice Q . L'espace d'�etats B est �ni. La mesure
� est une châ�ne de Markov.

D�emonstration. Georgii ([26] th�eor�eme 3.5 p. 45) ou Spitzer [47] montrent qu'un champ
de Markov positif avec une fonction d'interaction homog�ene, pour un espace d'�etats �ni B
est une châ�ne de Markov. Leurs d�emonstrations s'�etendent facilement au cas o�u le champ
v�eri�e seulement \wo". La matrice Q est dite positive si ses coe�cients sont strictement
positifs. Lorsque Q est positive et B �ni, Q est irr�eductible ap�eriodique et on peut lui appli-
quer le th�eor�eme de Perron-Frobenius pour construire une matrice stochastique irr�eductible
ap�eriodique �equivalente �a Q (au sens de la relation (1.10) d�e�nie dans le chapitre 1). Sous la
condition \wo", Q n'est plus forc�ement positive mais elle reste irr�eductible ap�eriodique (en
fait Q2 est positive). La même id�ee, non d�etaill�ee ici, est donc applicable.

Noter que l'exemple qui illustre (ML) 6) (MG) dans la section 2.3.1 est un champ de
Markov homog�ene mais ne v�eri�e pas \wo".

La proposition 2.3.14 s'applique notamment aux mesures r�eversibles du PP sur ZZ qui
sont donc clairement des châ�nes de Markov. Cela permet entre autres de montrer l'unicit�e
de la mesure r�eversible et même l'ergodicit�e du PP sur ZZ (voir [54]). Pour le PP sur des
arbres in�nis la situation est plus complexe. Les mesures r�eversibles sont des syst�emes de
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cliques mais ne sont pas toutes des châ�nes de Markov. Il n'y a pas toujours unicit�e de la
mesure r�eversible. Nous reviendrons plus en d�etail sur ces questions dans le chapitre 5.



Chapitre 3

R�eversibilit�e et comparaison

stochastique pour les syst�emes de

particules

Dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons consid�er�e des champs al�eatoires, c'est-�a-dire des
ensembles de variables al�eatoires fw(x); x 2 Sg indic�ees par un ensemble d�enombrable S de
sites dans l'espace. Ce cadre est celui dans lequel on se trouve lorsque l'on �etudie des syst�emes
de ressources partag�ees �a l'�equilibre. Dans cette partie, nous introduisons un param�etre
temporel suppl�ementaire. Nous consid�erons des syst�emes qui �evoluent dans le temps, dont
l'�etat �a l'instant t est donn�e par un ensemble de variables al�eatoires attach�ees aux sites de S.
Nous les notons f�t(x); x 2 Sg pour suivre les notations de Liggett [36] dont nous empruntons
la terminologie et le formalisme. Ces syst�emes sont d�ecrits par des processus stochastiques
f�t; t � 0g qui sont d�e�nis �a partir d'une con�guration initiale et d'une dynamique que nous
choisirons toujours markovienne. De tels processus peuvent être vus comme des syst�emes de
particules tels qu'ils sont introduits par Liggett dans [36]. Dans ce chapitre, nous notons Bx

un espace d'�etats �ni qui joue le rôle de l'espace des phases du site x. Pour un sous-ensemble
T de S, nous notons

XT =
O
x2T

Bx :

Les syst�emes de particules que nous consid�erons sont des processus de Feller sur l'espace
d'�etats

X =
O
x2S

Bx ;

muni de sa tribu bor�elienne F . Leur �evolution est d�ecrite par une famille de taux de transition

fcT (�; 
) ; � 2 X; T 2 Pf (S); 
 2 XTg :

Rappelons que Pf(S) est l'ensemble des sous-ensembles �nis de S. Pour tout T dans Pf(S)
et toute con�guration � dans X, cT (�; 
) est une fonction continue de � (X est muni de la
topologie produit). Nous supposons v�eri��ees les conditions d'existence et d'unicit�e, donn�ees
dans [36] p.27, pour de tels syst�emes. Un syst�eme de particules est associ�e �a un g�en�erateur
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markovien 
. Notons D l'ensemble des fonctions d�e�nies sur X qui ne d�ependent que d'un
nombre �ni de coordonn�ees. La restriction de 
 �a D est donn�ee par

8f 2 D; 8� 2 X; 
f(�) =
X

T2Pf(S)


Tf(�) ; (3.1)

avec


Tf(�) =
X

2XT

cT (�; 
) (f(�


T )� f(�)) ; (3.2)

et

�
T (x) =

(

(x) si x 2 T
�(x) sinon.

Le semi-groupe de Feller fS(t)g associ�e agit sur l'ensemble C(X) des fonctions continues
sur X. Pour T �x�e dans Pf(S), les taux locaux fcT (�; 
); � 2 X; 
 2 XTg d�ecrivent
l'�evolution d'un processus de Feller sur X. Nous le quali�erons de processus T -local car
seules les transitions a�ectant les sites de T sont autoris�ees. Son g�en�erateur correspond �a

T d�e�ni en (3.2). Les syst�emes de particules sont des superpositions de processus T -locaux
n'a�ectant que des parties �nies de sites. Les syst�emes de spins sont des cas particuliers de
ces syst�emes. Les con�gurations sont �a valeurs dans f0; 1g et ne peuvent changer qu'en un
site �a la fois. Divers outils de traitements pour les syst�emes de spins sont pr�esent�es dans le
chapitre 3 de [36]. Ici, nous �etendons certains de ces r�esultats �a des syst�emes de particules
plus g�en�eraux o�u l'espace des phases n'est plus forc�ement f0; 1g et o�u plusieurs sites peuvent
changer simultan�ement d'�etat. Cette �etude est essentiellement motiv�ee par les applications
aux mod�eles de ressources partag�ees que nous introduisons dans le chapitre 4 et pour lesquels
les outils classiques (syst�emes de spins) ne sont plus utilisables. Plus pr�ecis�ement, dans une
premi�ere partie nous nous int�eressons �a la notion de r�eversibilit�e, puis dans une deuxi�eme
partie �a la comparaison stochastique et au couplage. Cette derni�ere fait la synth�ese des
techniques que nous avons pr�esent�ees dans [20] et [21]. Outre l'ouvrage de Liggett [36],
nous nous r�ef�erons aux travaux de Kelly [31] pour la r�eversibilit�e et de Massey [39] pour la
comparaison stochastique. Toutefois ces r�ef�erences ne traitent que le cas des processus de
Markov �a espace d'�etats d�enombrable (cas de S �ni) et leurs r�esultats ne sont pas toujours
adapt�es aux syst�emes de particules qui nous int�eressent.

3.1 R�eversibilit�e des syst�emes de particules

La r�eversibilit�e est un outil qui facilite la r�esolution d'un grand nombre de probl�emes.
Diverses utilisations sont montr�ees dans [31] pour les processus de Markov �a espaces d'�etats
d�enombrables. Liggett (chap.2, section 5 p.90 dans [36]) l'introduit dans le cadre des syst�emes
de particules. Les mesures r�eversibles sont en g�en�eral beaucoup plus faciles �a calculer, comme
nous l'avons illustr�e avec le PP dans le chapitre 1. Il est int�eressant de pouvoir les reconnâ�tre.
La proposition 5.3 p.91 chap.2 dans [36] donne une caract�erisation de ces mesures qui fait
intervenir le g�en�erateur 
. Nous la rappelons ci-dessous.
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Proposition 3.1.1 Soit un syst�eme de particules de g�en�erateur 
 et � une mesure de pro-
babilit�e sur (X;F). La mesure � est r�eversible pour ce syst�eme de particules si et seulement
si

8f; g 2 D;
Z

f
g d� =
Z

g
f d� : (3.3)

Pour les syst�emes de spins, ce crit�ere est pr�ecis�e en termes de taux de transition dans le
chapitre 4 de [36]. Dans ce cas, les seuls taux de transition qui peuvent être non nuls sont les
taux cfxg(�; 1 � �(x)). Ils peuvent être not�es sans ambigu��t�e c(x; �). D'apr�es la proposition
2.7 p.192 de [36], une mesure � est r�eversible pour un syst�eme de spins de taux c(x; �) si et
seulement si

8x 2 S; 8f 2 C(X);
Z

c(x; �) [f(�x)� f(�)] d� = 0 : (3.4)

Un autre cas simple est celui de S �ni. Les syst�emes de particules consid�er�es sont alors des
processus de Markov �a valeurs dans un espace d'�etats X �ni et une mesure � est r�eversible
si et seulement si

8T 2 P(S); 8
; � 2 XT ; 8� 2 X; cT (�


T ; �)�(�



T ) = cT (�

�
T ; 
)�(�

�
T ) : (3.5)

Notre objectif dans ce qui suit est de donner pour des syst�emes de particules plus g�en�eraux
une caract�erisation de la r�eversibilit�e �a l'aide des taux de transition. Ces taux interviennent
dans l'expression (3.1) du g�en�erateur. Une telle d�ecomposition en processus T -locaux n'est
pas unique. Pour pouvoir donner des conditions n�ecessaires et su�santes de r�eversibilit�e,
nous supposons dans cette partie que le taux cT (�; 
) est nul d�es qu'il existe x dans T tel
que �(x) = 
(x). Le taux cT (�; 
) peut alors s'interpr�eter comme le taux avec lequel les sites
de T passent de la con�guration �(T ) �a la con�guration 
 lorsque la con�guration courante
du syst�eme est �.

3.1.1 Caract�erisation des mesures r�eversibles

Pour tout sous-ensemble T de S, notons IT (X) l'ensemble des fonctions continues sur X
qui sont ind�ependantes de l'�etat des sites sur T . La caract�erisation (3.3) et l'expression (3.1)
du g�en�erateur conduisent au crit�ere suivant.

Proposition 3.1.2 Soit un syst�eme de particules de taux cT (�; 
) et � une mesure de pro-
babilit�e sur (X;F). La mesure � est r�eversible si et seulement si

8T 2 Pf(S); 8
; � 2 XT ; 8h 2 IT (X);Z
cT (�; 
) h(�) 11f�(T )=�g d� =

Z
cT (�; �) h(�) 11f�(T )=
g d� : (3.6)

Remarquons que si pour tout T dans Pf(S), pour tout � dans X, nous notons �T (�) une
version de la probabilit�e conditionnelle

�T (�) = �(�(T ) = �T j �(SnT ) = �SnT );



68 R�eversibilit�e et comparaison stochastique pour les syst�emes de particules

l'�egalit�e (3.6) est �equivalente �a

8T 2 Pf(S); 8
; � 2 XT ; �T (�
�
T )cT (�

�
T ; 
) = �T (�



T )cT (�



T ; �) � � p:s: (3.7)

En e�et, par d�e�nition, �T (�


T ) est, �a un ensemble n�egligeable pr�es, la seule fonction de �

ind�ependante de �(T ) qui v�eri�e

8f 2 IT (X);
Z

11f�(T )=
g f(�) d� =
Z

�T (�


T ) f(�) d� : (3.8)

Pour toute fonction h dans IT (X), nous pouvons utiliser (3.8) avec f(�) = cT (�


T ; �) h(�),

qui ne d�epend pas de �(T ).
D�emonstration. Soulignons d'abord que l'espace d'�etats X �etant compact, une fonction
continue sur X est int�egrable pour toute mesure de probabilit�e sur (X;F). Si (3.6) est
vraie pour toute fonction int�egrable ind�ependante de �(T ) alors (3.6) est vraie pour toute
fonction de IT (X). Inversement, si (3.6) est v�eri��ee pour toute fonction de IT (X), elle est
aussi v�eri��ee pour toute fonction caract�eristique de cylindre de base �nie, ind�ependante de
�(T ). Par cons�equent (3.6) est vraie pour toute fonction int�egrable qui ne d�epend pas de
�(T ). Ainsi dans la condition (3.6), IT (X) peut être remplac�e par l'ensemble des fonctions
int�egrables ind�ependantes de �(T ). Dans ce qui suit, il est donc l�egitime d'�echanger les signes
somme et int�egrale car toutes les fonctions impliqu�ees sont int�egrables. Soient f et g dans
D et T dans Pf(S). Nous pouvons �ecrire

g(�) =
X
�2XT

g(��T ) 11f�(T )=�g :

En utilisant l'expression (3.1) du g�en�erateur, il vient alors

Z
g(�)
f(�) d� =

X
T2Pf(S)

0@ X

;�2XT�XT

Z
g(��T ) f(�



T ) cT (�; 
) 11f�(T )=�g d�

� X

2XT

Z
f(�) g(�) cT (�; 
) d�

1A : (3.9)

Or pour tout 
; � de XT , les fonctions g(��T ) et f(�


T ) appartiennent �a IT (X). Si nous suppo-

sons (3.6) v�eri��ee, en consid�erant successivement pour tout 
; � dans XT , h(�) = g(��T )f(�


T ),

l'expression (3.9) devient

Z
g(�)
f(�) d� =

X
T2Pf(S)

0@ X

;�2XT�XT

Z
g(��T ) f(�



T ) cT (�; �) 11f�(T )=
g d�

� X

2XT

Z
f(�) g(�) cT (�; 
) d�

1A
=

Z
f(�)
g(�) d� :

Ce qui prouve que � est r�eversible.
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R�eciproquement, consid�erons f et g dans D. Si � est r�eversible, la caract�erisation (3.3)
et l'expression (3.1) du g�en�erateur conduisent �aZ X

U2Pf(S)

X
�2XU

cU(�; �) g(�) f(�
�
U ) d� =

Z X
U2Pf(S)

X
�2XU

cU (�; �) f(�) g(�
�
U ) d� (3.10)

Fixons T dans Pf(S) et 
; � dans XT . Soit h une fonction de D positive ne d�ependant pas de

�(T ). Posons f(�) =
q
h(�)11f�(T )=
g et g(�) =

q
h(�)11f�(T )=�g. Ces fonctions sont le produit

de deux termes dont l'un est ind�ependant de �(T ) et l'autre est ind�ependant de �(SnT ).
S'il existe x dans T tel que 
(x) = �(x) alors les taux cT (��T ; 
) et cT (�



T ; �) sont nuls par

convention et l'�egalit�e (3.6) est clairement v�eri��ee. Nous pouvons donc supposer que pour
tout x dans T , 
(x) 6= �(x). Il est alors facile de montrer que

si U 6= T; 8� 2 XT ;

f(�)g(��U ) = g(�)f(��U ) : (3.11)

Si U = T; 8� 2 XT ;

f(�)g(��U) =

(
0 si � 6= �
h(�)11f�(T )=
g si � = �

et (3.12)

g(�)f(��U) =

(
0 si � 6= 

h(�)11f�(T )=�g si � = 
 :

En utilisant (3.11), l'�equation (3.10) se simpli�e enZ X
�2XT

cT (�; �) g(�) f(�
�
T ) d� =

Z X
�2XT

cT (�; �) f(�) g(�
�
T ) d� :

Puis, en utilisant (3.12), il vient pour toute fonction h de D positive et ne d�ependant pas de
�(T ), Z

cT (�; 
) h(�) 11f�(T )=�g d� =
Z

cT (�; �) h(�) 11f�(T )=
g d� :

Pour �etendre l'�egalit�e ci-dessus �a toute fonction h dans IT (X), il su�t d'�ecrire h = h+ � h�
avec h+(�) = max(h(�); 0) et h�(�) = max(�h(�); 0) et d'utiliser la densit�e de D dans C(X).

Pour les syst�emes de spins, nous retrouvons bien (3.4) �a partir de (3.6) en �ecrivant c(x; �)
sous la forme

c(x; �) = cfxg(�
1
x; 0)11f�(x)=1g + cfxg(�

0
x; 1)11f�(x)=0g :

La formulation (3.6) nous semble plus commode que (3.7) pour montrer la proposition 3.1.3
que nous appelons lemme de troncature. Nous l'avons d�ej�a �enonc�e sans d�emonstration pour
les syst�emes de spins dans le chapitre 1 (proposition 1.1.1). Le but �etait de montrer l'existence
d'une mesure r�eversible pour le PP. Ce lemme exprime le fait que la r�eversibilit�e est conserv�ee
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par une op�eration dite de troncature. Plus pr�ecis�ement, si un processus est restreint �a rester
dans un sous-ensemble de son espace d'�etats (par exemple l'ensemble des con�gurations
admissibles pour le PP), une mesure r�eversible pour ce processus tronqu�e est obtenue en
consid�erant la restriction au sous-ensemble d'une mesure r�eversible pour le processus initial.
Ce r�esultat est d�emontr�e pour des espaces d'�etats d�enombrables dans [31] (corollaire 1.10
p. 26). Nous le g�en�eralisons aux syst�emes de particules sur S in�ni. Notons que cette propri�et�e
n'est pas vraie pour des mesures invariantes non r�eversibles.

D�e�nition 3.1.1 Soit un syst�eme de particules de taux cT (�; 
). Soit A un sous-ensemble
mesurable de X. Le syst�eme de particules tronqu�e �a A a des taux cAT (�; 
) d�e�nis par

cAT (�; 
) =

(
0 si � 2 A et �
T 62 A
cT (�; 
) sinon.

Nous appelons lemme de troncature la proposition suivante.

Proposition 3.1.3 Soit un syst�eme de particules de taux cT (�; 
) et � une mesure r�eversible
pour ce syst�eme. Soit A un sous-ensemble mesurable de X tel que �(A) > 0 et �A la mesure
de probabilit�e d�e�nie par

�A( : ) = �( : j : 2 A ) :

La mesure �A est r�eversible pour le syst�eme tronqu�e de taux cAT (�; 
).

D�emonstration. Nous pr�ecisons la notation de l'esp�erance IE� [f(�)] =
Z

f(�) d� .

D'apr�es la caract�erisation (3.6) pour montrer que �A est r�eversible pour les taux cAT (�; 
) il
su�t de v�eri�er

8T 2 Pf (S); 8
; � 2 XT ; 8h 2 IT (X);

IE�A[c
A
T (�; 
) h(�) 11f�(T )=�g] = IE�A [c

A
T (�; �) h(�) 11f�(T )=
g] (3.13)

Or, par d�e�nition de �A nous avons pour toute fonction int�egrable f ,

IE�A[f(�)] =
IE�[f(�) 11A(�)]

�(A)
:

Le membre de gauche dans (3.13) peut donc se r�e�ecrire

1

�(A)
IE� [c

A
T (�; 
) h(�) 11f�(T )=�g 11A(�)] : (3.14)

Nous d�e�nissons les ensembles

A
 = f� 2 A; �
T 2 Ag et A
;� = f� 2 A; �
T 2 A et ��T 2 Ag :

Par d�e�nition, cAT (�; 
)11A(�) peut s'�ecrire c
A
T (�; 
)11A
 (�).
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D'autre part, nous avons clairement,

11f�(T )=�g 11A
;�
= 11f�(T )=�g 11A


11f�(T )=
g 11A
;�
= 11f�(T )=
g 11A�

:

Ainsi (3.14) devient

1

�(A)
IE� [c

A
T (�; 
) h(�) 11f�(T )=�g 11A
;�

(�)] : (3.15)

L'�egalit�e (3.13) est donc �equivalente �a

IE� [c
A
T (�; 
) h(�) 11f�(T )=�g 11A
;�

(�)] = IE� [c
A
T (�; �) h(�) 11f�(T )=
g 11A
;�

(�)] : (3.16)

Cette derni�ere �egalit�e est cons�equence de la r�eversibilit�e de � et de la caract�erisation (3.6)
appliqu�ee �a la fonction h(�) 11A
;�

(�) int�egrable et ind�ependante de �(T ).

Ainsi, la r�eversibilit�e est conserv�ee par troncature. Cela nous sera utile dans la suite pour
prouver l'existence d'une mesure r�eversible pour des mod�eles construits par restriction �a
un sous-ensemble (comme dans le cas du PP). Nous avons d�ej�a mentionn�e que les mesures
r�eversibles �etaient plus faciles �a calculer. Cela est dû �a une propri�et�e de factorisation de
ces mesures que nous avons d�ej�a utilis�ee dans le chapitre 2. Dans la section 3.1.2, nous
allons montrer que, sous certaines hypoth�eses sur les taux, les mesures r�eversibles se r�ev�elent
être aussi des champs de Markov au sens de la d�e�nition 2.1.8. C'est un r�esultat classique
dans le cas des syst�emes de spins avec taux de plus proches voisins strictement positifs.
Nous le montrons (proposition 3.1.6) dans un cadre plus large. Dans ce but, nous donnons
une autre �ecriture de la condition (3.6) qui va nous permettre d'exprimer les probabilit�es
conditionnelles. Nous introduisons la notation suivante.

D�e�nition 3.1.2 Soit un syst�eme de particules de taux cT (�; 
). Soit T dans Pf(S). Pour

; � dans XT , un chemin de 
 �a � est une suite d'�el�ements de XT , (�0; : : : ; �n) not�ee �T ,
v�eri�ant �0 = 
 et �n = �. Pour � dans X, nous notons

�T (�; 
; �) =
nY
i=1

cRi
(��i�1T ; �i(Ri)) ;

avec Ri = fx 2 T; �i�1(x) 6= �i(x)g.
Pour le chemin (�n; : : : ; �0) de � �a 
, nous notons

�T (�; 
; �) =
nY
i=1

cRi
(��iT ; �i�1(Ri)) ;

avec la convention c;(�; 
) = 1.

Consid�erons le cas particulier des syst�emes de type spin o�u un seul site peut changer d'�etat
�a la fois.
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D�e�nition 3.1.3 Un syst�eme de particules de taux cT (�; 
) est dit de type spin si

cT (�; 
) = 0 d�es que jT j � 2 :

Par analogie avec les syst�emes de spins, les taux non nuls sont alors not�es c(x; �; 
).

Dans ces syst�emes, pour 
 et � dans XT , les seuls chemins v�eri�ant �T (�; 
; �) > 0 sont tels
que pour tout i = 1 : : : n, jRij � 1. Ainsi lorsque 
 et � di��erent en q sites, un tel chemin
sera au moins de longueur q.

La condition (3.7) (ou (3.6)) s'�etend de mani�ere imm�ediate comme suit.

Proposition 3.1.4 Soit un syst�eme de particules de taux cT (x; �) et � une mesure de pro-
babilit�e sur (X;F). La mesure � est r�eversible si et seulement si pour tout T dans Pf(S),
pour tout 
; � dans XT et tout chemin �T de 
 �a �,

�T (�


T )�T (�; 
; �) = �T (�

�
T )�T (�; 
; �) �-p.s. (3.17)

L'int�erêt de la forme (3.17) par rapport �a (3.7) est d'être �ecrite de mani�ere plus g�en�erale
dans le sens o�u dans l'�equation (3.17) nous ne passons pas forc�ement en une transition d'une
con�guration 
 �a une con�guration �. De plus, nous allons voir que sous certaines conditions
sur les taux de transition, il est possible d'exprimer compl�etement les probabilit�es condi-
tionnelles d'une mesure r�eversible en fonction de ces taux. Une �ecriture telle que (3.17), par
rapport �a l'�ecriture (3.7), permet de donner ces conditions sous la forme la moins contrai-
gnante. Remplacer dans l'in�egalit�e (3.18) ci-dessous, le terme �T (�; 
; �) par cT (�



T ; �) revient

�a ne consid�erer que les chemins de longueur 1, ce qui est clairement plus restrictif lorsque
certaines transitions ne sont pas autoris�ees. Pour les syst�emes de type spin par exemple,
cT (�



T ; �) est nul d�es que 
 et � di��erent en plus d'un site.

Proposition 3.1.5 Soit un syst�eme de particules de taux cT (�; 
) et � une mesure r�eversible
pour ce syst�eme. Soit T dans Pf (S) et 
 dans XT . S'il existe un ensemble de chemins vers

, index�e par � dans XT , f�T de � �a 
; � 2 XTg tel que

8� 2 X;
X
�2XT

0@�T (�; �; 
) Y
� 6=�

�T (�; �; 
)

1A > 0 ; (3.18)

alors il existe une version continue de la probabilit�e conditionnelle �T (�


T ) donn�ee par

�T (�


T ) =

Q
�2XT

�T (�; �; 
)P
�2XT

(�T (�; �; 
)
Q
� 6=�

�T (�; �; 
))
� � p:s: (3.19)

D�emonstration. La mesure � �etant r�eversible, par la proposition 3.1.4, pour tout � dans
XT , nous pouvons �ecrire

�T (�


T ) �T (�; �; 
)

Y
� 6=�

�T (�; �; 
) = �T (�
�
T )
Y

�2XT

�T (�; �; 
) �-p.s.
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En sommant cette �egalit�e sur �, il vient

�T (�


T )

X
�2XT

(�T (�; �; 
)
Y
� 6=�

�T (�; �; 
)) =
Y
�2XT

�T (�; �; 
)

D'o�u (3.19). La continuit�e de �T (�


T ) se d�eduit alors de la continuit�e des taux.

Il faut noter que l'expression (3.19) est en fait ind�ependante des chemins �T de � �a 
 v�e-
ri�ant (3.18). En e�et, s'il existe une mesure r�eversible, nous pouvons v�eri�er (crit�ere de
Kolmogorov, p. 21 chap. 1 dans [31]) que si �T (�



T ) est strictement positif alors pour T dans

Pf(S), 
; � dans XT et �T , �0
T deux chemins de � �a 
, nous avons

8� 2 X; �T (�; �; 
)�0
T (�; �; 
) = �0

T (�; �; 
)�T(�; �; 
) : (3.20)

A l'aide de (3.20), il est facile de voir que dans l'expression

Y
�2XT

�T (�; �; 
)
X
�2XT

0@�0
T (�; �; 
)

Y
� 6=�

�0
T (�; �; 
)

1A
nous pouvons �echanger �T et �0

T . Ainsi, pour des chemins �T et �0
T de � �a 
 v�eri�ant (3.18)

nous retrouvons bien la même expression pour �T (�


T ).

La condition (3.18) est raisonnable. Lorsque les taux sont strictement positifs, elle est clai-
rement satisfaite. De plus, pour T = fxg et des chemins �T = (�; 
) de longueur 1, la
proposition indique que si

8� 2 X;
X
�2Bx

(c(x; �
x; �)
Y
� 6=�

c(x; ��x; 
)) > 0

alors pour � r�eversible il vient

�x(�


x) =

Q
�2Bx

c(x; ��x; 
)P
�2Bx

(c(x; �
x; �)
Q
� 6=�

c(x; ��x; 
))
�-p.s. (3.21)

avec la convention c(x; �; 
) = 1 si �(x) = 
.
Dans le cas des syst�emes de spins avec Bx = f0; 1g, en prenant 
 = 1 nous trouvons que si

8� 2 X; c(x; �1x; 0) + c(x; �0x; 1) > 0

alors

�x(�
1
x) =

c(x; �0x; 1)

c(x; �1x; 0) + c(x; �0x; 1)
�-p.s.

Nous retrouvons le r�esultat de Liggett (proposition 2.7 p. 193 chap. 4 dans [36]) d�emontr�e
pour des taux strictement positifs mais dont la preuve reste valable sous la condition plus
faible c(x; �) + c(x; �x) > 0 (avec les notations de [36]). Notons que dans le cas des syst�emes
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de spins, � est r�eversible si et seulement si (3.21) est v�eri��ee pour tout x dans S et tout 

dans Bx, ce qui s'�ecrit plus simplement

8x 2 S; 8� 2 X; �x(�) =
c(x; �x)

c(x; �x) + c(x; �)
� � p.s. (3.22)

L'�equivalence vient de la caract�erisation (3.7) et du fait que lorsque (3.22) est v�eri��ee les
expressions c(x; �)�x(�) et c(x; �x)�x(�x) sont �egales. L'�equivalence est encore vraie pour les
syst�emes de spins synchronis�es introduits dans [24]. Dans ces syst�emes, Bx = f0; 1g et une
transition fait passer d'une con�guration � �a une con�guration �T obtenue en changeant
simultan�ement les spins d'un sous-ensemble �ni T de S. Une telle transition se fait avec un
taux not�e c(T; �). Avec les notations utilis�ees dans [24], si pour tout T dans Pf(S),

8� 2 X; c(T; �) + c(T; �T ) > 0

alors � est r�eversible si et seulement si

8T 2 Pf(S); �T (�) =
c(T; �T )

c(T; �) + c(T; �T )
�-p.s.

Dans le cas g�en�eral, contrairement aux deux cas pr�ec�edents, le fait que (3.19) soit v�eri��ee
pour tout T dans Pf(S) et tout 
 dans XT n'implique pas n�ecessairement

�T (�


T )�T (�; 
; �) = �T (�

�
T )�T (�; 
; �) �-p.s.

et � n'est pas forc�ement r�eversible.

La continuit�e de �T (�


T ) signi�e que lorsqu'une mesure est r�eversible ses probabilit�es condi-

tionnelles sont raisonnables dans le sens o�u elles ne prennent pas trop en compte les inter-
actions avec des sites �eloign�es. Selon les taux de transition, elles pourront �eventuellement ne
d�ependre que d'un nombre �ni de coordonn�ees. Cela se produit lorsque les taux sont suppo-
s�es de plus proches voisins (d�e�nition 3.1.4). Dans la section 3.1.2, nous pr�ecisons comment
nous pouvons en d�eduire qu'une mesure r�eversible est un champ de Markov.

3.1.2 R�eversibilit�e et champs de Markov

Pour les syst�emes de spins �a taux strictement positifs et de plus proches voisins (d�e�nition
3.1.4), la proposition 2.7 p.192 chap.4 dans [36] montre que les mesures r�eversibles sont des
champs de Markov. Dans cette partie, nous �etendons ce r�esultat �a des syst�emes de particules
sous une condition plus faible que la stricte positivit�e des taux. Il reste toutefois essentiel
que les taux soient de plus proches voisins au sens suivant. Rappelons que T = T [ N(T ).

D�e�nition 3.1.4 Soit cT (�; 
) les taux d'un syst�eme de particules. Ces taux sont dits de
plus proches voisins si pour tout T dans Pf(S), � dans X et 
 dans XT , cT (�; 
) ne d�epend
pas de �(SnT ).
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Proposition 3.1.6 Soit un syst�eme de particules de taux de plus proches voisins cT (�; 
).
Supposons que pour tout T dans Pf (S), il existe une con�guration 
 dans XT pour laquelle
il existe un ensemble de chemins, index�e par � dans XT , f�T de � �a 
; � 2 XTg v�eri�ant la
condition suivante

8� 2 X;
X
�2XT

0@�T (�; �; 
) Y
� 6=�

�T (�; �; 
)

1A > 0 : (3.23)

Si � est r�eversible pour un tel syst�eme alors � est un champ de Markov.

D�emonstration. Soit T dans Pf(S) et 
 la con�guration de XT qui v�eri�e (3.23). D'apr�es
la proposition 3.1.5 nous avons sous la condition (3.23)

�T (�


T ) =

Q
�2XT

�T (�; �; 
)P
�2XT

(�T (�; �; 
)
Q
� 6=�

�T (�; �; 
))
�-p.s. (3.24)

D'autre part, la caract�erisation (3.17) indique que

8� 2 XT ; �T (�
�
T )�T (�; �; 
) = �T (�



T )�T (�; �; 
) �-p.s. (3.25)

et la condition (3.23) implique l'existence de � dans XT tel que

8� 6= �; �T (�; �; 
) > 0 :

Ainsi pour tout � 6= �, (3.25) permet d'�ecrire

�T (�
�
T ) = �T (�



T )

�T (�; �; 
)

�T (�; �; 
)
�-p.s. (3.26)

En�n, nous avons

�T (�
�
T ) = 1 �X

� 6=�

�T (�
�
T ) : (3.27)

Pour tout � dans X, les probabilit�es conditionnelles �T (�) s'expriment donc en fonction des
taux de transition �a travers les quantit�es �T (�; �; 
), � 2 XT qui sont ind�ependantes de
�(SnT ). Ceci �etant vrai pour tout T dans Pf(S), � est un champ de Markov au sens de la
d�e�nition 2.1.8 du chapitre 1.

Il est facile de voir sur les �egalit�es (3.24), (3.26), (3.27) que d'�eventuelles propri�et�es de
sym�etries des taux (par exemple pour S = ZZd, l'invariance par translation au sens de [26]
chap. 5 p. 84) sont h�erit�ees par les probabilit�es conditionnelles �T (�). En revanche, elles ne
le sont pas forc�ement pour la mesure � (voir exemple 5.33 chap. 3 p. 171 de [36] ou le cas
des châ�nes altern�ees pour le PP dans le chapitre 5).

Une condition un peu plus forte que (3.23) consiste �a supposer l'existence, pour tout T dans
Pf(S), de 
 dans XT tel que

8� 2 XT ; 9�T de � �a 
 ; 8� 2 X; �T (�; �; 
) > 0 (3.28)
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Cette condition signi�e que de tout � dans XT il est possible d'atteindre une con�guration
de r�ef�erence 
. Elle est �equivalente �a l'existence pour tout x dans S, d'un �el�ement 
x de Bx

tel que

8� 2 Bx;9�fxg de � �a 
x ; 8� 2 X; �fxg(�; �; 
) > 0 (3.29)

Cette derni�ere condition est clairement n�ecessaire. Pour voir qu'elle est su�sante, il su�t
de d�e�nir 
 en posant 
(x) = 
x pour tout x dans T . De plus, en posant wo(x) = 
x
pour tout x dans S, on montre facilement en utilisant la caract�erisation (3.17) que sous
la condition (3.29), une mesure r�eversible pour le syst�eme de particules v�eri�e la condition
\wo" du chapitre 2 (voir section 2.2.7 pour une interpr�etation de cette condition). Dans ce
même chapitre (section 2.3) nous avons vu que sous la condition \wo", une mesure est de
mani�ere �equivalente un champ de Markov, un syst�eme de plus proches voisins ou un syst�eme
de cliques. Ceci est coh�erent avec le r�esultat pr�ec�edent.
Un exemple est le processus des philosophes qui v�eri�e (3.29) avec 
x = 0 pour tout x dans
S.

La r�eversibilit�e est un outil int�eressant pour les mod�eles de ressources partag�ees que nous
pr�esentons dans le chapitre 4. Elle justi�e la forme de l'�equilibre de certains mod�eles et
permet son calcul (voir la section 4.3). D'autres outils sont les techniques de comparaison
stochastique et de couplage que nous envisageons en 3.2. Comme dans la partie pr�ec�edente,
il s'agit d'adapter ou de g�en�eraliser des outils classiques (pour les processus de Markov �a
espaces d'�etats d�enombrables ou les syst�emes de spins) �a des syst�emes de particules plus
g�en�eraux.

3.2 Comparaison stochastique et couplage

La comparaison stochastique et les techniques de couplage font l'objet de d�eveloppements
divers. Des r�ef�erences g�en�erales sur ces questions sont par exemple Stoyan [48], Liggett [36]
ou Lindvall [37]. Plus particuli�erement, la section 1 du chapitre 2 de [36] est consacr�ee aux
applications de ces notions aux syst�emes de spins. Notre objectif est d'�etendre ces r�esultats
standards aux syst�emes de particules que nous consid�erons dans ce chapitre. Nous donnons
de nouvelles conditions de comparaison stochastique dont les utilisations sont diverses (voir
par exemple [10] et la section 4.4 pour des applications aux mod�eles de ressources partag�ees).
Pour tout x dans S, nous supposons Bx muni d'un ordre partiel �x. Pour tout sous-ensemble
T de S, cet ordre s'�etend de mani�ere naturelle �a un ordre partiel �T sur XT ,

8�; � 2 XT ; � �T � , 8x 2 T; �(x) �x �(x) :

Dans la section 3.2.1, nous rappelons quelques d�e�nitions et r�esultats de base. Nous consi-
d�erons ensuite deux fa�cons d'obtenir des conditions de comparaison. La premi�ere consiste
�a adapter un r�esultat g�en�eral de Massey [39] qui traite le cas des processus de Markov
uniformisables sur des espaces d'�etats d�enombrables partiellement ordonn�es. Dans [39], des
conditions n�ecessaires et su�santes pour comparer deux tels processus sont donn�ees. Elles
font intervenir les sous-ensembles croissants (voir d�e�nition 3.2.5 ci-dessous) de X et sont
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di�cilement exploitables lorsque des espaces d'�etats in�nis ou tr�es grands sont consid�er�es.
Elles ne sont pas adapt�ees aux syst�emes de particules car elles ne prennent pas en compte
le caract�ere local des taux. Les conditions de comparaison que nous allons donner peuvent
être quali��ees de locales car elles font intervenir les taux des processus T -locaux. Nos r�esul-
tats principaux (propositions 3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5) sont pr�esent�es dans la section 3.2.2. La
proposition 3.2.3 donne des conditions su�santes dans le cas g�en�eral. La proposition 3.2.4
concerne les syst�emes de type spin (d�e�nition 3.1.3). Elle montre que pour de tels syst�emes
les conditions su�santes de la proposition 3.2.3 sont aussi n�ecessaires. Nous donnons �egale-
ment (proposition 3.2.5) le cas particulier des syst�emes de spins avec migration, construits
par superposition d'un syst�eme de spins et d'un processus de migration. Pour ces syst�emes
la proposition 3.2.3 s'applique mais les conditions su�santes obtenues sont trop restrictives.
Ce cas est cependant int�eressant car il est possible de donner des conditions de comparaison
n�ecessaires et su�santes d'un type di��erent. Bien qu'elles soient exprim�ees en termes de taux
locaux, les conditions des propositions 3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5 comparent des sommes de taux
et peuvent être di�ciles �a v�eri�er en pratique. Des conditions plus explicites qui comparent
des taux deux �a deux peuvent être donn�ees. Il est facile de montrer qu'elles impliquent les
pr�ec�edentes. Toutefois, elles peuvent aussi être retrouv�ees en utilisant une seconde m�ethode
qui consiste �a construire des couplages markoviens croissants en d�e�nissant leurs g�en�erateurs
sur X�X. Nous l'illustrons dans la section 3.2.3 o�u nous commen�cons par �etudier une g�en�e-
ralisation (introduite dans [10] et [24]) du couplage de Vasershtein (encore appel�e couplage
de base). Nous donnons des conditions su�santes pour que le couplage soit croissant. Nous
donnons �egalement (proposition 3.2.7) des conditions d'existence de couplages markoviens
croissants pour les syst�emes de spins avec migration. Les conditions donn�ees dans la section
3.2.3 sont plus restrictives mais g�en�eralement plus facile �a v�eri�er. Les points de vue d�eve-
lopp�es dans les sections 3.2.2 et 3.2.3, comparaison stochastique et couplage markovien, ne
sont pas ind�ependants. En conclusion de cette partie nous mentionnons des cas o�u ils sont
�equivalents.

3.2.1 D�e�nitions et r�esultats de base

Nous noterons � <T � pour signi�er � �T � et � 6= �. Si � �T � ou � �T �, � et �
sont dits comparables pour l'ordre �T . Nous �ecrirons alors � �T � et � 6�T � dans le cas
contraire. Dans ces notations souvent nous ne pr�eciserons plus l'indice T . L'ordre partiel sur
X induit un ordre stochastique �st (dit \fort") sur l'ensemble des mesures de probabilit�e
sur (X;F). Dans ce qui suitM(X) est l'ensemble des fonctions continues sur X, croissantes
pour l'ordre partiel �X sur X.

D�e�nition 3.2.1 Deux mesures de probabilit�e �1 et �2 sur (X;F) v�eri�ent �1 �st �2 si

8f 2 M(X) ;
Z
fd�1 �

Z
fd�2 :

Nous souhaitons �egalement pouvoir comparer des processus de Feller sur X. Une mani�ere de
le faire est de consid�erer des couplages croissants.
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D�e�nition 3.2.2 Soit deux processus de Feller sur X de semi-groupes respectifs fS1(t)g et
fS2(t)g. Un couplage est un processus (�t; �t) sur X � X dont les processus marginaux �t
et �t sont des processus de Markov sur X de semi-groupes respectifs fS1(t)g et fS2(t)g. Un
couplage est dit croissant si de plus, pour tout �; � dans X, � � � implique

8t � 0 ; P (�t � �t j (�0; �0) = (�; �)) = 1 : (3.30)

La comparaison de deux processus de Feller peut �egalement s'�ecrire �a l'aide de leurs semi-
groupes. Il s'agit d'exprimer le fait que si des in�egalit�es sont vraies �a l'instant initial, elles le
restent �a tous les instants ult�erieurs.

D�e�nition 3.2.3 Deux semi-groupes de Feller fS1(t)g et fS2(t)g v�eri�ent

fS1(t)g �st fS2(t)g

si et seulement si pour toutes mesures de probabilit�e �1 et �2 sur (X;F),

�1 �st �2 ) 8t � 0 ; �1S
1(t) �st �2S

2(t) : (3.31)

Les caract�erisations donn�ees dans les d�e�nitions 3.2.2 et 3.2.3 sont en fait �equivalentes. La
proposition 3.2.1 donne une troisi�eme formulation.

Proposition 3.2.1 Soit deux processus de Feller sur X de semi-groupes respectifs fS1(t)g
et fS2(t)g. Les assertions suivantes sont �equivalentes.

(i) Il existe un couplage croissant de fS1(t)g et fS2(t)g :
(ii) fS1(t)g �st fS2(t)g :
(iii) � � � ) 8t � 0; 8f 2 M(X) ; S1(t)f(�) � S2(t)f(�) :

D�emonstration. L'�equivalence entre (i) et (ii) d�ecoule du th�eor�eme 2.4 chap.1 p.72 dans
[36]. L'assertion (ii) implique (iii) car si � � � les mesures de Dirac �� et �� v�eri�ent
�� �st �� . Inversement, supposons (iii) vraie et �1 �st �2. Le th�eor�eme de Strassen (voir
aussi le th�eor�eme 2.4 chap.1 p.72 dans [36]) assure l'existence d'une mesure couplante � sur
X �X pour �1 et �2 qui v�eri�e

�(� � �) = 1 :

Pour f dans M(X), nous avonsZ
X
fd[�2S

2(t)]�
Z
X
fd[�1S

1(t)] =
Z
X
S2(t)fd[�2]�

Z
X
S1(t)fd[�1]

=
Z Z

X�X
[S2(t)f(�)� S1(t)f(�)]�[d�; d�]

=
Z Z

f���g
[S2(t)f(�)� S1(t)f(�)]�[d�; d�] ;

qui est positif car S2(t)f(�)� S1(t)f(�) est positif pour toutes con�gurations � � �.
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Si les processus �a comparer sont initialement dans des con�gurations � et � telles que � � �,
l'assertion (iii) signi�e

8t � 0 ; 8f 2 M(X) ; IE[f(�t)] � IE[f(�t)] : (3.32)

Lorsque l'on consid�ere deux versions d'un même processus de Feller sur X (S1(t) = S2(t)),
la propri�et�e pr�ec�edente peut être utilis�ee pour �etudier l'�evolution du processus partant de
con�gurations initiales comparables. Ceci est li�e �a la propri�et�e de monotonie du processus.
Rappelons la d�e�nition 2.3 chap.1 p.72 dans [36] .

D�e�nition 3.2.4 Un processus de Feller sur X de semi-groupe fS(t)g est dit monotone si
pour toutes mesures de probabilit�e � et � sur (X;F),

� �st � ) 8t � 0; �S(t) �st �S(t) : (3.33)

Dans le cadre que nous envisageons, un couplage n'est pas n�ecessairement un processus
de Markov sur X �X. Les couplages markoviens peuvent être construits explicitement en
donnant leurs g�en�erateurs sur X �X. Les taux d'un tel couplage d�ependent des taux des
processus �a comparer. Si les taux sont nuls pour les transitions qui feraient sortir de l'ensemble
K = f(�; �) 2 X�X; � � �g, alors le couplage est croissant. Nous l'illustrons dans la section
3.2.3 . Dans la section 3.2.2 nous donnons des conditions de comparaison de semi-groupes au
sens de la d�e�nition 3.2.3 . Ces conditions assurent l'existence d'un couplage croissant (pas
n�ecessairement markovien) sans le construire explicitement.

3.2.2 Conditions locales de comparaison stochastique

Soit un processus de Markov f�t; t � 0g sur un espace d'�etats X d�enombrable. Notons
fc(�; 
); �; 
 2 Xg ses taux de transitions d�e�nis par

8�; 
 2 X avec � 6= 
; c(�; 
) = lim
t&0

P (�t = 
 j �0 = �)=t ;

8� 2 X; c(�; �) = �X

 6=�

c(�; 
) :

Un tel processus est dit uniformisable (cf. [29]) si ses taux v�eri�ent

sup
�2X

jc(�; �)j <1 :

C'est en particulier clairement le cas lorsque X est �ni.

Conditions su�santes locales

Massey [39] donne des conditions n�ecessaires et su�santes pour comparer des processus
de Markov uniformisables sur un espace d'�etats X d�enombrable et partiellement ordonn�e.
Ces conditions font intervenir les taux de transition des processus et les sous-ensembles
croissants de X.
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D�e�nition 3.2.5 Un sous-ensemble � de X est croissant s'il v�eri�e

� 2 � et � � � ) � 2 � :

Il est d�ecroissant s'il v�eri�e

� 2 � et � � � ) � 2 � :

La proposition 3.2.2 rappelle le th�eor�eme de Massey (5.3 p. 359 dans [39]).

Proposition 3.2.2 Soit deux processus de Markov uniformisables sur X d�enombrable par-
tiellement ordonn�e, de taux fci(�; 
); �; 
 2 Xg et de semi-groupes fSi(t)g (i = 1; 2). Ils
v�eri�ent

fS1(t)g �st fS2(t)g
si et seulement si pour toutes con�gurations �; � dans X avec � � � et tout sous-ensemble
croissant � tel que � 2 � ou � 62 �,

X

2�

c1(�; 
) � X

2�

c2(�; 
) : (3.34)

Pour de grands ensembles X partiellement ordonn�es, les sous-ensembles croissants sont g�e-
n�eralement di�ciles �a �enum�erer de sorte que la condition (3.34) est di�cile �a v�eri�er. Le
th�eor�eme de Massey n'est pas d'une grande utilit�e lorsque S est in�ni ou �ni mais tr�es
grand. Pour les syst�emes que nous consid�erons, il est int�eressant de tenir compte du ca-
ract�ere local des taux. La dynamique de ces syst�emes est une superposition de dynamiques
locales pr�ecis�ees par des taux ciT (�; 
) o�u les sous-ensembles T sont g�en�eralement beaucoup
plus petits que S. Dans les syst�emes de spins, par exemple, ce sont des singletons. Dans la
proposition 3.2.3, des conditions qui prennent en compte la localit�e des taux sont donn�ees.
Ce sont des conditions su�santes sous lesquelles deux syst�emes de particules peuvent être
compar�es.

Proposition 3.2.3 Soit deux syst�emes de particules de taux ciT (�; 
) et de semi-groupes
fSi(t)g (i = 1; 2). Si pour tout T dans Pf (S), tout �; � dans X avec � � �,

(a) pour tout sous-ensemble croissant �T de XT tel que �(T ) 62 �T et �(T ) 62 �T ,

X

2�T

c1T (�; 
) � X

2�T

c2T (�; 
) (3.35)

(b) pour tout sous-ensemble d�ecroissant �T de XT tel que �(T ) 62 �T et �(T ) 62 �T ,

X

2�T

c1T (�; 
) � X

2�T

c2T (�; 
) (3.36)

alors fS1(t)g �st fS2(t)g.



3.2 Comparaison stochastique et couplage 81

D�emonstration. Pour simpli�er l'�ecriture de la d�emonstration, nous rassemblons les con-
ditions (3.35) et (3.36) sous la forme (3.37) suivante plus compacte. Nous avons pour cela
pos�e, pour tout sous-ensemble �ni T de S et i = 1; 2,

ciT (�; �(T )) = � X

 6=�(T )

ciT (�; 
) :

Pour tout T dans Pf (S), pour tout �; � dans X avec � � � et pour tout sous-ensemble
croissant �T de XT tel que �(T ) 2 �T ou �(T ) 62 �T ,X


2�T

c1T (�; 
) � X

2�T

c2T (�; 
) : (3.37)

Nous commen�cons par montrer la proposition 3.2.3 dans le cas o�u S est �ni en utilisant la
proposition 3.2.2. Nous �etendons au cas S in�ni �a l'aide d'une technique d'approximations
�nies. Si S est �ni, X l'est �egalement. Supposons (3.37) et consid�erons un sous-ensemble T

de S. Pour tout sous-ensemble croissant � de X tel que � 2 � ou � 62 �, nous d�e�nissons
respectivement les sous-ensembles ��

T et ��
T de XT par

��
T = f
 2 XT ; �
T 2 �g et ��

T = f
 2 XT ; �
T 2 �g :

Ces ensembles sont croissants. En appliquant (3.37) avec �T = ��
T et en remarquant que

��
T � ��

T , nous obtenons X

2��

T

c1T (�; 
) � X

2��

T

c2T (�; 
) ; (3.38)

pour tout �; � dans X avec � � � et tout sous-ensemble croissant � de X tel que � 2 � ou
� 62 �. Par la proposition 3.2.2, ceci est �equivalent �a

fS1
T (t)g �st fS2

T (t)g
o�u les fSi

T (t)g (i = 1; 2) sont les semi-groupes des processus T -locaux. Ceci �etant vrai pour
tous les sous-ensembles T de S, en sommant (3.38) sur T nous obtenons (3.34) et donc

fS1(t)g �st fS2(t)g :

Lorsque S est �ni, pour comparer des syst�emes de particules sur S, il su�t donc de v�eri�er
les conditions (3.37) pour tous les sous-ensembles T de S. Pour montrer que ceci reste vrai
lorsque S est in�ni, nous introduisons (d�e�nition 3.2.6) la notion de processus gel�e analogue
�a la notion d'approximation �nie telle qu'elle est pr�esent�ee pour les syst�emes de spins dans
[36] chap.3 p.138.

D�e�nition 3.2.6 Soit un syst�eme de particules sur S de taux

fcT (�; 
); � 2 X; T 2 Pf (S); 
 2 XTg :

Soit V un sous-ensemble �ni de S et � dans X. Le processus gel�e �a � sur SnV est le syst�eme
de particules sur S de taux

fcT (��(V )
V ; 
) ; � 2 X ; T � V ; 
 2 XTg :
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Le lemme3.2.1 ci-dessous montre qu'il su�t de comparer des processus gel�es pour une famille
de sous-ensembles �nis croissant vers S. Il faut toutefois noter que la condition (3.39) du
lemme est en fait plus faible que de dire que les processus gel�es sont comparables.

Lemme 3.2.1 Soit deux syst�emes de particules sur S de taux ciT (�; 
) (i = 1; 2). Soit
(Tn)n2IN une suite d'ensembles �nis croissant vers S. Pour tout n et tout � dans X, nous
notons fSi

n;�(t)g le semi-groupe du processus gel�e �a � sur SnTn. Si pour tout � � � et tout
n,

8f 2 M(X) ; S1
n;�(t)f(�) � S2

n;�(t)f(�) (3.39)

alors fS1(t)g �st fS2(t)g.
D�emonstration. Pour tout n et tout � dans X, notons 
i

n;� le g�en�erateur du processus
gel�e �a � sur SnTn. Il est facile de v�eri�er que

8f 2 D; 8� 2 X ; lim
n!1


i
n;�f = 
if :

Par le th�eor�eme 2.12 dans [36], ceci implique

8f 2 C(X); 8� 2 X ; lim
n!1

Si
n;�(t)f = Si(t)f ; (3.40)

uniform�ement pour t dans des ensembles compacts. Soit � � � . Si pour tout n,

8f 2 M(X) ; S1
n;�(t)f(�) � S2

n;�(t)f(�) ;

par passage �a la limite nous avons

8f 2 M(X) ; S1(t)f(�) � S2(t)f(�) :

Par la proposition 3.2.1 ceci prouve que fS1(t)g �st fS2(t)g.

Les processus gel�es sont des processus sur S mais peuvent être identi��es �a des processus sur
des sous-ensembles �nis de S. Le processus gel�e �a � sur SnV peut être associ�e au syst�eme
de particules sur V dont les taux sont

fcT (��V ; 
); � 2 XV ; T � V; 
 2 XTg :
De plus, il est facile de voir que l'in�egalit�e (3.39) entre processus gel�es peut être obtenue
en comparant les processus correspondants sur Tn. La d�emonstration de la proposition 3.2.3
pour S in�ni se termine alors comme suit. Soit (Tn)n2IN une suite d'ensembles �nis croissant
vers S. Pour tout n, nous consid�erons les processus gel�es �a � et zeta sur Tn de semi-groupes
fS1

n;�(t)g et fS2
n;�(t)g. L'ensemble Tn �etant �ni et (3.37) v�eri��ee pour tout sous-ensemble T

de Tn, nous pouvons utiliser la premi�ere partie de la preuve avec S = Tn pour montrer que
pour tout � � �,

8f 2 M(X); S1
n;�(t)f(�) � S2

n;�(t)f(�) :

Le lemme 3.2.1 permet de conclure.

Dans ce qui suit, nous consid�erons des cas particuliers pour lesquels la proposition 3.2.3
peut être am�elior�ee dans le sens o�u les conditions su�santes (3.35) et (3.36) se r�ev�elent être
�egalement n�ecessaires.
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Conditions n�ecessaires et su�santes pour les syst�emes de type spin

Dans les syst�emes de type spin (d�e�nition 3.1.3), un seul site peut changer d'�etat �a la
fois. Comme dans la partie 3.1, les taux non nuls cifxg(�; 
) sont r�e�ecrits c

i(x; �; 
).

Proposition 3.2.4 Soit deux syst�emes de type spin de taux ci(x; �; 
) et de semi-groupes
fSi(t)g (i = 1; 2). Ils v�eri�ent fS1(t)g �st fS2(t)g si et seulement si pour tout x dans S,
tout �; � dans X avec � � �,

(a) pour tout sous-ensemble croissant �x de Bx tel que �(x) 62 �x et �(x) 62 �x ,X

2�x

c1(x; �; 
) � X

2�x

c2(x; �; 
)

(b) pour tout sous-ensemble d�ecroissant �x de Bx tel que �(x) 62 �x et �(x) 62 �x ,X

2�x

c1(x; �; 
) � X

2�x

c2(x; �; 
) :

D�emonstration. Supposons fS1(t)g �st fS2(t)g. Soit x dans S et �; � dans X tels que
� � �. Soit �x un sous-ensemble croissant de Bx tel que �(x) 62 �x et �(x) 62 �x. Consid�erons
la fonction indicatrice sur X,

g = 11f�(x)2�xg :

La fonction g est dansM(X) car �x est croissant. Elle est dans D puisqu'elle ne d�epend que
de l'�etat du site x. Pour i = 1; 2 les g�en�erateurs des processus v�eri�ent pour tout f dans D
et tout � dans X,


if(�) = lim
t&0

(Si(t)f(�)� f(�))=t :

Puisque g(�) = g(�) = 0 et S1(t)g(�) � S2(t)g(�) il vient 
1g(�) � 
2g(�). Il est alors facile
de v�eri�er que


1g(�) =
X

2�x

c1(x; �; 
) ;


2g(�) =
X

2�x

c2(x; �; 
) ;

et (a) est satisfaite. La d�emonstration est analogue pour (b) avec �x d�ecroissant et

g = 11f�(x)62�xg :

La r�eciproque est une application directe de la proposition 3.2.3.

Plus g�en�eralement, le même r�esultat est vrai si les ensembles T a�ect�es par les transitions
sont disjoints.

Nous pr�esentons maintenant un cas o�u la proposition 3.2.3 s'applique mais d�ebouche sur
des conditions trop restrictives. Dans ce cas, il est pourtant possible de donner des conditions
n�ecessaires et su�santes qui sont d'un type di��erent et illustrent une autre fa�con d'utiliser
le th�eor�eme de Massey.
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Conditions n�ecessaires et su�santes pour les syst�emes de spins avec migration

Un syst�eme de spins avec migration sur S est un syst�eme de particules sur X = f0; 1gS,
construit par superposition d'un syst�eme de spins et d'un syst�eme d'�echange. Un syst�eme
d'�echange peut être vu comme une g�en�eralisation du processus d'exclusion pr�esent�e dans le
chapitre 8 de [36]. Dans un syst�eme d'�echange, seules sont autoris�ees les transitions sur des
paires de sites avec des spins di��erents. L'�echange de deux spins identiques ne modi�e en fait
pas la con�guration courante. Plus pr�ecis�ement, les taux d'un syst�eme d'�echange v�eri�ent

cT (�; 
) = 0 si jT j 6= 2

cfx;yg(�; 
) = 0 si �(x) = �(y) ou 
(x) 6= �(y) ou 
(y) 6= �(x):

Pour simpli�er, nous �ecrivons les taux non nuls c(xy; �) plutôt que cfx;yg(�; (�(y); �(x)). Nous
notons aussi S(x) l'ensemble des sites qui peuvent �echanger leur spin avec x,

S(x) = fy 2 S; sup
�2X

c(xy; �) > 0g:

En superposant �a un syst�eme d'�echange, un syst�eme de spins dont les taux sont not�es c(x; �),
nous obtenons un syst�eme de spins avec migration dont les taux sont not�es fc(x; �); c(xy; �)g.
Une application int�eressante de ces syst�emes concerne les processus de contact avec migration
(cf. [25]). Toutefois dans cette section, nous donnons simplement des conditions n�ecessaires
et su�santes de comparaison de deux syst�emes de spins avec migration. Pour tout x dans
S, les ensembles S(x) sont suppos�es �nis et �egaux pour les deux processus �a comparer. Nous
introduisons les notations suivantes. Pour j = 0; 1

Vj(x; �; �) = fy 2 S(x) t.q. �(y) = �(y) = jg ;

et Vj(x; �) = fy 2 S(x) t.q. �(y) = jg :

Proposition 3.2.5 Soit deux syst�emes de spins avec migration, de taux fci(x; �); ci(xy; �)g
et de semi-groupes fSi(t)g (i = 1; 2). Ils v�eri�ent fS1(t)g �st fS2(t)g si et seulement si pour
tout �; � dans X avec � � �,

8x 2 S; �(x) = �(x) = 0; et 8 V � V1(x; �; �);

c1(x; �) +
X

y2V1(x;�)nV

c1(xy; �) � c2(x; �) +
X

y2V1(x;�)nV

c2(xy; �) (3.41)

8x 2 S; �(x) = �(x) = 1; et 8 V � V0(x; �; �);

c1(x; �) +
X

y2V0(x;�)nV

c1(xy; �) � c2(x; �) +
X

y2V0(x;�)nV

c2(xy; �) (3.42)

D�emonstration. Montrons d'abord que les conditions (3.41) et (3.42) sont n�ecessaires.
Supposons fS1(t)g �st fS2(t)g. Soit �; � dans X tels que � � � et x dans S tel que �(x) =
�(x) = 0. Soit V un sous-ensemble de V1(x; �; �). Consid�erons la fonction indicatrice sur X

g(�) = �(x)
Y
y2V

�(y) :
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La fonction g est dans M(X). Elle est dans D car elle ne d�epend que d'un nombre �ni de
coordonn�ees. Pour i = 1; 2 les g�en�erateurs des processus v�eri�ent pour toute fonction f dans
D et tout � dans X,


if(�) = lim
t&0

(Si(t)f(�)� f(�))=t :

Si �(x) = �(x) = 0, alors g(�) = g(�) = 0. De S1(t)g(�) � S2(t)g(�) nous d�eduisons donc

1g(�) � 
2g(�). Il est alors facile de v�eri�er que


1g(�) = c1(x; �) +
X

y2V1(x;�)nV

c1(xy; �) ;


2g(�) = c2(x; �) +
X

y2V1(x;�)nV

c2(xy; �) ;

et (3.41) est satisfaite. La condition (3.42) se d�emontre de mani�ere analogue.
La r�eciproque se d�emontre en deux �etapes. Nous utilisons le th�eor�eme de Massey (pro-

position 3.2.2) pour montrer que les conditions (3.41) et (3.42) sont su�santes quand S est
�ni. Le r�esultat est ensuite �etendu au cas S in�ni �a l'aide d'une technique d'approximations
�nies. Soit donc S �ni. Rappelons que dans les notations de Liggett �x est la con�guration
� chang�ee au site x en 1 � �(x) et notons �xy la con�guration obtenue lorsque les spins des
sites x et y sont �echang�es. Pour tout sous-ensemble � de X, nous d�e�nissons pour j = 0; 1

�j(�; �) = fx 2 S; �(x) = �(x) = j; �x 2 �g
�j(x; �) = fy 2 S(x); �(y) = j; �xy 2 �g :

Montrons que les conditions (3.41) et (3.42) impliquent respectivement les conditions (3.43)
et (3.44) suivantes.
Pour tout �; � dans X avec � � �,

pour tout sous-ensemble croissant � de X tel que � 62 � et � 62 � ,

X
x2�0(�;�)

0@c1(x; �) +
X

y2�1(x;�)

c1(xy; �)

1A �
X

x2�0(�;�)

0@c2(x; �) +
X

y2�1(x;�)

c2(xy; �)

1A (3.43)

pour tout sous-ensemble d�ecroissant � de X tel que � 62 � et � 62 � ,

X
x2�1(�;�)

0@c1(x; �) +
X

y2�0(x;�)

c1(xy; �)

1A �
X

x2�1(�;�)

0@c2(x; �) +
X

y2�0(x;�)

c2(xy; �)

1A (3.44)

Soit � � � et � un sous-ensemble croissant tel que � 62 � et � 62 �. Nous pouvons appliquer
la condition (3.41) en prenant x dans �0(�; �) et

V = fy 2 S(x); �(y) = �(y) = 1; �xy 62 �g :

Nous obtenons
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V1(x; �)nV = fy 2 S(x); �(y) = �(y) = 1; �xy 2 �g = �1(x; �) ;

et
V1(x; �)nV � �1(x; �) :

Pour montrer cette derni�ere inclusion, consid�erons y dans V1(x; �)nV . Nous avons �(y) = 1
mais �(y) peut valoir 0 ou 1. Si �(y) = 0 alors �x � �xy. Or x 2 �0(�; �) et nous avons donc
�x 2 �, d'o�u nous d�eduisons �xy 2 � car � est croissant. Si �(y) = 1 alors �xy 2 � car y 62 V .
Il d�ecoule de �xy � �xy que �xy 2 �. Dans les deux cas, �xy 2 � et y est dans �1(x; �):
En appliquant la condition (3.41), il vient pour tout x dans �0(�; �) ,

c1(x; �) +
X

y2�1(x;�)

c1(xy; �) � c2(x; �) +
X

y2V1(x;�)nV

c2(xy; �)

et donc
c1(x; �) +

X
y2�1(x;�)

c1(xy; �) � c2(x; �) +
X

y2�1(x;�)

c2(xy; �) :

En sommant sur les x dans �0(�; �), nous obtenons

X
x2�0(�;�)

0@c1(x; �) + X
y2�1(x;�)

c1(xy; �)

1A � X
x2�0(�;�)

0@c2(x; �) + X
y2�1(x;�)

c2(xy; �)

1A :

La condition (3.43) en d�ecoule en notant que �0(�; �) � �0(�; �).
Des d�eveloppements analogues permettent de montrer que (3.42) implique (3.44). Nous pou-
vons alors conclure en remarquant que les conditions (3.43) et (3.44) sont celles de la pro-
position 3.2.2 �ecrites pour les syst�emes de spins avec migration.

Ceci ach�eve la d�emonstration de notre r�esultat lorsque S est �ni. Si S est in�ni, consid�e-
rons des ensembles �nis Tn croissant vers S. Pour chacun des Tn, (3.41) et (3.42) sont v�eri��ees
pour tout x dans Tn et nous pouvons comparer les processus gel�es correspondants. Comme
nous l'avons d�ej�a mentionn�e dans la d�emonstration de la proposition 3.2.3, cela implique
fS1(t)g �st fS2(t)g.

Les conditions de la proposition 3.2.5 s'appliquent au processus de contact avec migration.
Le processus de contact simple est d�e�ni par

c(x; �) = 1 si �(x) = 1
c(x; �) = �

P
y2N(x)

�(y) si �(x) = 0 :

Il peut mod�eliser la propagation d'un virus sur un ensemble de sites. Ajouter de la migration
�a ce processus revient �a consid�erer des taux c(xy; �) non nuls. Il est naturel de penser que
dans un processus de contact avec migration le virus se propagera plus rapidement que dans
un processus de contact simple. Toutefois ce r�esultat ne se d�emontre pas facilement (cf. [25]).
Les conditions de la proposition 3.2.5 montrent qu'un processus de contact avec migration
ne peut être minor�e stochastiquement par un processus de contact de même taux de mort.
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En e�et, si nous posons c1(x; �) = c2(x; �) lorsque �(x) = 1 et c1(xy; �) = 0, l'�equation (3.42)
implique c2(xy; �) = 0. En revanche, il est possible de majorer un processus de contact avec
migration par un processus de contact simple de même taux de mort en modi�ant les taux de
naissance (voir [25]). Pour retrouver ce r�esultat, les conditions simpli��ees que nous donnons
dans la proposition 3.2.7 su�sent.

Les conditions que nous avons obtenues dans les propositions 3.2.3 et 3.2.4 peuvent
être di�ciles �a v�eri�er car elles comparent des sommes de taux. Dans la section suivante
nous donnons des conditions qui reposent sur la comparaison de taux deux par deux. Ces
conditions sont plus fortes dans le sens o�u elles assurent l'existence d'un couplage croissant
markovien. Nous donnons �egalement un couplage markovien pour les syst�emes de spins avec
migration.

3.2.3 Couplages markoviens croissants

Dans cette section nous nous int�eressons �a la construction explicite de couplages mar-
koviens pour les syst�emes de particules. De cette mani�ere nous obtenons des conditions de
comparaison plus exploitables.

D�e�nition 3.2.7 Un couplage markovien croissant est un processus de Markov (�t; �t) sur
X �X qui r�ealise un couplage croissant au sens de la d�e�nition 3.2.2.

G�en�eralisation du couplage de Vasershtein

Le couplage de Vasershtein encore appel�e couplage de base est d�ecrit dans [36], chap.3
p.125. Il concerne les syst�emes de spins. Des conditions n�ecessaires et su�santes sous les-
quelles ce couplage est croissant sont donn�ees dans [36]. Ici, nous donnons une g�en�eralisation
de ce couplage �a des ensemblesBx �nis partiellement ordonn�es, ainsi que des conditions sous
lesquelles le couplage est croissant.

Consid�erons deux syst�emes de particules de taux ciT (�; 
) et de g�en�erateurs 
i d�e�nis
comme en (3.1) (i = 1; 2). D�e�nissons le g�en�erateur suivant e
 sur l'ensemble eD des fonctions
cylindriques f(�; �) sur X �X,

8f 2 eD ; 8�; � 2 X ; e
f(�; �) =
X

T2Pf(S)

e
Tf(�; �)

avec e
Tf(�; �) =
X

2XT

min(c1T (�; 
); c
2
T (�; 
)) [f(�



T ; �



T )� f(�; �)] (3.45)

+
X

2XT

[c1T (�; 
)�min(c1T (�; 
); c
2
T (�; 
))] [f(�



T ; �)� f(�; �)]

+
X

2XT

[c2T (�; 
)�min(c1T (�; 
); c
2
T (�; 
))] [f(�; �



T ) � f(�; �)] :

Il est facile de v�eri�er pour f(�; �) = g(�) et f(�; �) = g(�) que e
f(�; �) = 
1g(�) ete
f(�; �) = 
2g(�) respectivement. Ainsi e
 d�e�nit un couplage markovien des deux syst�emes.
La proposition 3.2.6 donne des conditions su�santes sous lesquelles ce couplage est croissant.
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Proposition 3.2.6 Soit deux syst�emes de particules de taux ciT (�; 
) et de g�en�erateurs 
i

d�e�nis en (3.1) (i = 1; 2). Si leurs taux v�eri�ent pour tout T dans Pf(S) et tout �; � dans
X tels que � � �,


 > �(T ) ou 
 6� �(T ) ) c1T (�; 
) � c2T (�; 
) (3.46)


 < �(T ) ou 
 6� �(T ) ) c1T (�; 
) � c2T (�; 
) (3.47)

alors e
 d�e�ni en (3.45) est le g�en�erateur d'un couplage markovien croissant des deux sys-
t�emes.

D�emonstration. Notons A l'ensemble ff 2 C(X�X); f(�; �) � 0; f(�; �) = 0 si � � �g.
Soit fS(t)g le semi-groupe associ�e �a e
. Pour montrer que le couplage est croissant, il su�t
de v�eri�er (voir [36] chap.3 p.127)

f 2 A ) S(t)f 2 A : (3.48)

Soit h un fonction positive de eD et (�; �) un point de K = f(�; �) 2 X � X; � � �g
o�u h atteint son maximum sur K. Pour montrer (3.48), il su�t de montrer que e
h(�; �)
est n�egatif. Or si � � � alors �
T � �
T pour tout 
 dans XT et la premi�ere somme dans
(3.45) est n�egative. En ce qui concerne la deuxi�eme somme, il nous faut distinguer deux cas,
(i) 
 � �(T ) ) (�
T ; �) 2 K
(ii) 
 > �(T ) ou 
 6� �(T ) ) (�
T ; �) 62 K :

De la même mani�ere, pour la troisi�eme somme,

(i)0 �(T ) � 
 ) (�; �
T ) 2 K
(ii)0 
 < �(T ) ou 
 6� �(T ) ) (�; �
T ) 62 K :

Dans les cas (i) et (i)0, les termes sont toujours n�egatifs mais pas n�ecessairement dans les
cas (ii) et (ii)0. Les conditions de la proposition 3.2.6 assurent la nullit�e de ces termes.

Il est facile de v�eri�er que les conditions de la proposition 3.2.6 impliquent les conditions
(3.35) et (3.36). Fixons pour cela T dans Pf(S) et consid�erons �T un sous-ensemble croissant
de XT tel que �(T ) 62 �T et �(T ) 62 �T . Si 
 est dans �T , alors 
 ne peut pas être inf�erieur
�a �(T ) car �(T ) n'appartient pas �a �T . Ainsi

�T � f
 2 XT ; 
 > �(T ) ou 
 6� �(T )g ;

et la condition (3.35) de la proposition 3.2.3 se d�eduit de la condition (3.46) ci-dessus.
De mani�ere analogue, soit �T un sous-ensemble d�ecroissant de XT tel que �(T ) 62 �T et
�(T ) 62 �T . Si 
 est dans �T , alors 
 ne peut pas être sup�erieur �a �(T ) car �(T ) n'est pas
dans �T . Ainsi

�T � f
 2 XT ; 
 < �(T ) ou 
 6� �(T )g ;

et la condition (3.47) ci-dessus implique la condition (3.36) de la proposition 3.2.3 .
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L'existence d'un couplage croissant sous les conditions (3.46) et (3.47) peut donc se d�eduire
de la proposition 3.2.3. L'int�erêt de la construction ci-dessus d'un couplage markovien est
de g�en�eraliser le couplage de Vasershtein. Dans la proposition 3.2.6, certaines des conditions
portent sur des con�gurations 
 dans XT non comparables avec �(T ) ou �(T ). Ces conditions
peuvent ne pas sembler tr�es naturelles par rapport au cas des syst�emes de spins o�u elles
n'apparaissent pas. Pourtant elles sont indispensables même pour des syst�emes o�u seules
des transitions entre con�gurations comparables sont autoris�ees. La n�ecessit�e de rajouter ces
conditions vient de ce que les changements d'�etat ne se font plus forc�ement sur un espace
muni d'un ordre total. Si elles ne sont pas v�eri��ees, les conditions du th�eor�eme de Massey
peuvent ne pas l'être non plus. Consid�erons par exemple le cas suivant avec S = fx; yg et
Bx = By = f0; 1g. Nous notons (�(x); �(y)) une con�guration dans X = Bx � By. Les taux
sont

cT (�; 
) = � si T = S et � � 


0 sinon.

Le g�en�erateur peut être repr�esent�e par la matrice suivante encore not�ee 
, et indic�ee dans
l'ordre par les �etats (0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1).


 =

26664
�3� � � �
� �2� 0 �
� 0 �2� �
� � � �3�

37775 :

Deux versions d'un tel syst�eme (c1T (�; 
) = c2T (�; 
)) v�eri�ent clairement la condition (3.46)
pour tout 
 > �(T ) et la condition (3.47) pour tout 
 < �(T ). Toutefois les conditions de
la proposition 3.2.3 ne sont pas satisfaites et il n'existe pas de couplage croissant (a fortiori
markovien) pour deux versions de ce syst�eme. Le processus n'est en fait pas monotone
(d�e�nition 3.33). Pour que les conditions (3.46) et (3.47) soient satisfaites, il faut modi�er
le g�en�erateur en


 =

26664
�� 0 0 �
� �2� 0 �
� 0 �2� �
� 0 0 ��

37775 :

Syst�emes de spins avec migration

Nous donnons un couplage markovien pour des syst�emes de spins avec migration ainsi
que des conditions (proposition 3.2.7) sous lesquelles ce couplage est croissant. Il est facile de
v�eri�er que ces conditions impliquent les conditions n�ecessaires et su�santes de la proposition
3.2.5. Rappelons que pour j = 0; 1,

Vj(x; �; �) = fy 2 S(x) avec �(y) = �(y) = jg
et introduisons

T0(�; �) = f(x; y) 2 S � S avec x 2 V0(y; �; �) et y 2 V1(x; �; �)g :
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Proposition 3.2.7 Soit deux syst�emes de spins avec migration de taux fci(x; �); ci(xy; �)g
(i = 1; 2). Si pour tout �; � dans X avec � � �,

8x 2 S; �(x) = �(x) = 0;

c1(x; �) +
X

y2V1(x;�;�)

c1(xy; �) � c2(x; �) +
X

y2V1(x;�;�)

c2(xy; �) (3.49)

8x 2 S; �(x) = �(x) = 1;

c1(x; �) � c2(x; �) (3.50)

8(x; y) 2 T0(�; �);
c1(xy; �) � c2(xy; �) (3.51)

alors il existe un couplage markovien croissant des deux syst�emes.

D�emonstration. Le couplage est donn�e par son g�en�erateur e
 sur eD,

e
f(�; �) =
X

x:�(x)6=�(x)

c1(x; �)(f(�x; �)� f(�; �)) + c2(x; �)(f(�; �x)� f(�; �))

+
X

x:�(x)=�(x)=0

c1(x; �)(f(�x; �x)� f(�; �))

+

24c2(x; �) + X
y2V1(x;�;�)

c2(xy; �)� c1(x; �)�
X

y2V1(x;�;�)

c1(xy; �)

35 (f(�; �x)� f(�; �))

+
X

y:�(y)=�(y)=1

(c1(x; �)� c2(x; �))(f(�y; �)� f(�; �)) + c2(x; �)(f(�y; �y)� f(�; �))

+
X

(x;y)2T0(�;�)

c2(xy; �)(f(�xy ; �xy) � f(�; �)) +
�
c1(xy; �) � c2(xy; �)

�
(f(�xy; �x)� f(�; �))

+
X

autres fx;yg

c1(xy; �)(f(�xy ; �)� f(�; �)) + c2(xy; �)(f(�; �xy) � f(�; �)):

Cette expression d�e�nit bien un couplage. D'une part, les conditions (3.49), (3.50) et (3.51)
assurent que les quantit�es correspondant aux transitions dans l'expression de e
 sont bien
positives. D'autre part, pour f(�; �) = g(�) et f(�; �) = g(�), il est facile de v�eri�ere
f(�; �) = 
1g(�) et e
f(�; �) = 
2g(�) respectivement. Le couplage est croissant car l'en-
semble K = f(�; �) 2 X �X ; � � �g est pr�eserv�e par chaque transition autoris�ee.

Dans les sections pr�ec�edentes, nous avons successivement �etudi�e deux mani�eres d'obte-
nir des conditions de comparaison. Dans la section 3.2.2, nous avons donn�e des conditions
su�santes, parfois aussi n�ecessaires, pour comparer des processus de Markov sur

X =
O
x2S

Bx :
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Elles assurent l'existence de couplages croissants sur X �X mais sans les construire expli-
citement. Dans la section 3.2.3, nous avons donn�e des conditions pour que des couplages
markoviens, donn�es explicitement par leur g�en�erateur, soient croissants. Nous ne savons pas
si l'existence d'un couplage croissant est toujours �equivalente �a celle d'un couplage markovien
croissant. C'est le cas pour les processus de Markov uniformisables, sur des espaces d'�etats
d�enombrables. Ceci est d�emontr�e dans [17], th�eor�eme 1.4.14 p.46. La d�emonstration utilise
la d�ecomposition de ces processus en une châ�ne de Markov et un processus de Poisson. Le
th�eor�eme ne s'applique pas aux syst�emes de particules quand S est in�ni. Cependant, pour
les syst�emes de spins, que S soit �ni ou in�ni, les conditions n�ecessaires et su�santes de
la proposition 3.2.4 sont celles obtenues par Liggett [36] avec le couplage de Vasershtein.
Ainsi, dans ce cas particulier, l'existence d'un couplage croissant est �equivalente �a celle d'un
couplage croissant markovien.
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Chapitre 4

Mod�eles de ressources partag�ees

Nous avons propos�e dans [21] une nouvelle classe de mod�eles de ressources partag�ees dont
nous reprenons la pr�esentation dans ce chapitre. Ils peuvent être vus comme des versions
markoviennes du \Drinking Philosophers Problem" de Chandy et Misra [7, 8] et constituent
donc une g�en�eralisation naturelle du processus des philosophes (PP) pr�esent�e dans le cha-
pitre 1. De mani�ere g�en�erale, un mod�ele de ressources partag�ees consiste en la donn�ee de
trois informations : un ensemble d'utilisateurs, un ensemble de ressources et la connaissance
du comportement de chaque utilisateur pris isol�ement. A partir de ces donn�ees, deux points
de vue sont envisageables, celui des utilisateurs et celui des ressources. Le point de vue des
utilisateurs est celui adopt�e dans le processus des philosophes o�u l'�etat de chaque utilisateur
est connu. Plus pr�ecis�ement, nous appelons processus d'utilisateurs un processus de Markov
�a valeurs dans un ensemble de con�gurations. Une con�guration associe �a chaque utilisateur
l'ensemble des ressources qu'il utilise �a un instant donn�e. Comme pour le PP, un proces-
sus d'utilisateurs est contraint de rester dans un ensemble de con�gurations admissibles qui
traduit le partage des ressources. Deux utilisateurs ne peuvent pas utiliser simultan�ement
la même ressource. Nous verrons qu'une mani�ere naturelle de construire de tels processus
est de tronquer un produit de processus individuels ind�ependants. Dans certains syst�emes
cependant nous ne disposons pas des informations n�ecessaires �a une telle construction. Il
arrive qu'une ressource soit prise sans que l'utilisateur qui l'occupe soit pr�ecis�ement connu.
Nous appelons processus de ressources un processus de Markov �a valeurs dans l'ensemble des
sous-ensembles de ressources. L'�etat d'un tel processus s'interpr�ete comme l'ensemble des
ressources occup�ees �a un instant donn�e. Un processus de ressources peut être d�e�ni comme
une superposition de processus individuels. Du point de vue des ressources, toutes les con�-
gurations (ressources occup�ees ou non) sont admissibles et il n'y a plus lieu de restreindre
l'espace d'�etats comme pour les processus d'utilisateurs. En revanche, une telle construction
est tr�es g�en�erale et il important de montrer qu'elle peut e�ectivement permettre de mod�eliser
des syst�emes de ressources partag�ees. Nous le faisons �a travers un exemple mod�elisant une
biblioth�eque. Les deux points de vue, utilisateurs et ressources, sont li�es. Dans les deux cas, le
cadre est celui des syst�emes de particules pour lesquels nous avons d�evelopp�e des outils dans
le chapitre 3. Nous donnons des exemples d'applications de ces outils apr�es avoir pr�esent�e les
liens qui peuvent exister entre ces mod�eles de ressources partag�ees et des mod�eles existants
tels que les Loss Networks de Kelly [33] ou les mod�eles �a particules dures en m�ecanique sta-
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tistique (cf. [2]). Pour les processus d'utilisateurs construits par troncature, nous retrouvons
des pr�eoccupations analogues �a celles rencontr�ees pour le PP. L'interpr�etation de certains
param�etres de performance en termes de grandeurs thermodynamiques con�rme notamment
l'importance de la fonction de partition. Nous donnons un algorithme de calcul g�en�eral de
cette fonction pour de tels processus. Il repose sur les r�esultats de la section 3.1 du chapitre
3 sur la r�eversibilit�e. Nous l'illustrons sur des cas particuliers pour lesquels nous pouvons
donner une formule explicite pour la fonction de partition (proposition 4.3.2) ou une mani�ere
r�ecursive de la d�eterminer (proposition 4.3.3). Les r�esultats obtenus g�en�eralisent certains de
ceux trouv�es pour le PP dans le chapitre 1. Les techniques de comparaison stochastique, d�e-
velopp�ees dans la section 3.2 du chapitre 3, peuvent être �egalement utiles dans l'�etude de nos
mod�eles. Nous donnons des conditions su�santes d'ergodicit�e (proposition 4.4.1) pour un
processus d'utilisateurs sur ZZ r�eversible et invariant par translation. Ce r�esultat g�en�eralise
le th�eor�eme 2.1 p. 359 de [54]. Toutefois, du fait du partage des ressources et de l'existence
de con�gurations d'utilisateurs non autoris�ees, les conditions sont di�ciles �a v�eri�er et les
r�esultats obtenus par comparaison stochastique pour les processus d'utilisateurs sont souvent
limit�es. Ces outils sont en revanche bien adapt�es aux processus de ressources pour lesquels
il n'y a pas de con�gurations interdites. Nous pouvons obtenir ainsi di��erents r�esultats de
monotonie pour l'ensemble des ressources occup�ees en termes de taux de transition et de
con�guration initiale (propositions 4.4.2 et 4.4.3). Ces r�esultats apportent une justi�cation
th�eorique �a l'evaluation des performances d'un mod�ele de ressources partag�ees par simulation
de Monte-Carlo. Nous les appliquons en particulier au mod�ele de la biblioth�eque. Ce chapitre
est donc organis�e comme suit. Dans la section 4.1 nous d�etaillons les d�e�nitions des processus
d'utilisateurs et de ressources. Dans la section 4.2, nous pr�esentons les Loss Networks, les
mod�eles �a particules dures et nous montrons les analogies entre param�etres de performance
et grandeurs thermodynamiques. Dans la section 4.3 nous donnons des exemples de calculs
de fonctions de partition pour des processus d'utilisateurs obtenus par troncature. Dans la
section 4.4 nous pr�esentons des applications des r�esultats de comparaison stochastique du
chapitre 3 aux processus d'utilisateurs et de ressources.

4.1 Processus d'utilisateurs et de ressources

Soit R un ensemble �ni de ressources et U un ensemble �ni d'utilisateurs. L'ensemble
des sous-ensembles de R est not�e P(R). Un processus d'utilisateurs (PU) est un processus
de Markov �a valeurs dans X = P(R)U . Un processus de ressources (PR) est un processus de
Markov �a valeurs dans X = P(R). Nous consid�erons des mani�eres naturelles de construire de
tels processus �a partir de la connaissance des comportements de chaque utilisateur pris iso-
l�ement. Pour les PU cela se fait par troncature de comportements individuels ind�ependants.
Une fa�con envisageable de construire des PR est de consid�erer �a chaque instant l'ensemble
des ressources occup�ees dans un PU. Nous donnons des conditions d'aggr�egation (propo-
sition 4.1.1) sous-lesquelles le processus obtenu se comporte e�ectivement comme un PR.
Ces conditions sont g�en�eralement assez restrictives. Une alternative est de construire des PR
par superposition de processus locaux. Nous montrons �a travers un mod�ele de biblioth�eque
qu'une telle construction peut e�ectivement servir �a mod�eliser des syst�emes de ressources
partag�ees.
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Nous appelons encore con�guration un �el�ement � de P(R)U , i.e. une application de U
dans P(R). Pour chaque utilisateur u, �(u) repr�esente l'ensemble des ressources occup�ees par
l'utilisateur. Dans le mod�ele de Chandy et Misra [7], �(u) est le cocktail bu par le philosophe
u, avec �(u) = ; si u ne boit pas. Les PU sont des processus de Markov �a valeurs dans un
ensemble de con�gurations. Ce sont des cas particuliers des syst�emes de particules auxquels
nous nous sommes int�eress�es dans le chapitre 3. Plus pr�ecis�ement, les PU sont des syst�emes
de type spin (d�e�nition 3.1.3, chapitre 3). Au cours d'une transition, un seul utilisateur peut
changer d'�etat �a la fois. Si � est une con�guration et 
 un sous-ensemble de R, �
u repr�esente
la con�guration obtenue �a partir de � en changeant l'�etat de u en 
,

8u 2 U; 8
 2 P(R); �
u(v) = �(v) si v 6= u

�
u(u) = 
 :

Nous notons c(u; �; 
) le taux avec lequel l'utilisateur u passe de l'�etat �(u) �a 
 quand la con�-
guration courante du syst�eme est �. Par d�e�nition, nous appelons processus d'utilisateurs
(PU) de taux c(u; �; 
) un processus de Markov f�t; t � 0g sur l'ensemble des con�gurations
pour lequel le taux de transition entre deux con�gurations � et � est

c(u; �; 
) si � = �
u
0 sinon.

Le partage des ressources interdit certaines con�gurations. Une ressource ne peut être oc-
cup�ee que par un utilisateur �a la fois. Comme pour le PP, nous noterons A l'ensemble des
con�gurations admissibles d�e�ni par

A = f� 2 P(R)U t.q. 8u; v 2 U ; �(u) \ �(v) = ;g :

La condition suivante contraint les PU �a rester dans A,

8u 2 U; 8� 2 A; 8
 2 P(R); c(u; �; 
) = 0 si �
u =2 A : (4.1)

Plusieurs mani�eres de d�e�nir les taux c(u; �; 
) peuvent être propos�ees. Un premier exemple
montre que les PU sont des g�en�eralisations du PP. Chaque utilisateur est associ�e �a un sous-
ensemble particulier Ru de ressources auxquelles il a acc�es. Nous supposons qu'un utilisateur
n'a que deux possibilit�es, il utilise soit toutes les ressources de Ru soit aucune. Les taux
c(u; �; 
) sont alors d�e�nis par

c(u; �; 
) =

8><>:
� si �(u) = ; ; 
 = Ru et �(v) \Ru = ; ; 8v 6= u
1 si �(u) = Ru

0 dans tout autre cas.

Nous pouvons �ecrire �(u) = 1; 0 plutôt que �(u) = Ru; ;. Si nous d�e�nissons de plus un
graphe G en reliant par une arête les utilisateurs u et v tels que Ru \ Rv 6= ;, le processus
ainsi d�e�ni est le PP sur G.

Nous appelons processus de ressources (PR) un processus de Markov �a valeurs dans P(R).
En pratique, les PU sont souvent construits par troncature de PR individuels. A chaque
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utilisateur u est associ�e un PR de taux �u(�; �). Ces taux traduisent le comportement
individuel de l'utilisateur. Ce sont ceux avec lesquels il �echangerait les sous-ensembles de
ressources s'il �etait seul. Un PU global peut être d�e�ni en tronquant �a A le produit direct
de ces PR individuels. Ce qui revient �a consid�erer les taux suivants,

8u 2 U; 8� 2 A; 8
 2 P(R); c(u; �; 
) =

(
�u(�(u); 
) si �
u 2 A
0 sinon.

(4.2)

Comme nous l'avons vu dans la section 3.1 du chapitre 3 (proposition 3.1.3) cette op�eration
de troncature est bien adapt�ee aux processus r�eversibles. En e�et, supposons que pour tout
u les taux �u(�; �) sont ceux d'un processus r�eversible sur P(R) avec une unique classe
d'irr�eductibilit�e et de mesure r�eversible �u. Consid�erons des taux c(u; �; 
) d�e�nis comme
en (4.2) et supposons le PU correspondant irr�eductible sur A. Par la proposition 3.1.3 du
chapitre 3, ce PU est r�eversible et sa mesure r�eversible est d�e�nie par

8� 2 A; �(�) = Z�1
Y
u2U

�u(�(u)) ;

avec

Z =
X
�2A

Y
u2U

�u(�(u)) : (4.3)

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 1 le PP est un cas particulier de PU r�eversible. Il
existe d'autres mani�eres naturelles de d�e�nir des PR individuels r�eversibles. Nous en donnons
trois exemples.

Exemple 4.1.1 Ressources ind�ependantes.

Nous supposons que chaque utilisateur prend et lib�ere les ressources une par une avec un
taux qui ne d�epend que de la ressource et de l'utilisateur. Les taux des PR individuels ont
alors la forme suivante,

8�; � 2 P(R); �u(�; �) =

8><>:
au(r) si r =2 � ; � = � [ frg
bu(r) si r =2 � ; � = � [ frg
0 dans tout autre cas.

Ce PR est clairement r�eversible. Sa mesure r�eversible est d�e�nie par

8� 6= ;; �u(�) = �u(;)
Y
r2�

bu(r)

au(r)
;

�u(;) =

0@1 +X
�6=;

Y
r2�

bu(r)

au(r)

1A�1 :

Exemple 4.1.2 Retour �a l'�etat vide.

Nous supposons que chaque utilisateur est oblig�e de rendre la totalit�e des ressources qu'il
utilise avant de pouvoir prendre un autre sous-ensemble de ressources. Les taux de son PR
individuel sont les suivants,
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8�; � 2 P(R); �u(�; �) =

8><>:
au(�) si � = ;
bu(�) si � = ;
0 dans tout autre cas.

Ce PR est r�eversible. Sa mesure r�eversible est d�e�nie par

8� 6= ;; �u(�) = �u(;) bu(�)
au(�)

;

�u(;) =

0@1 +X
�6=;

bu(�)

au(�)

1A�1 :

Exemple 4.1.3 Taux d�ependant de l'�etat d'arriv�ee.

Nous supposons que chaque utilisateur u attribue un poids �u(�) �a chaque sous-ensemble �
de R et que les taux sont

8�; � 2 P(R); �u(�; �) = �u(�) :

La mesure r�eversible de ce PR est proportionnelle �a �u.

Dans un mod�ele de ressources partag�ees, les incompatibilit�es sont en g�en�eral repr�esent�ees �a
l'aide d'une structure de graphe ou d'hypergraphe o�u les utilisateurs sont les sommets et les
ressources sont les arêtes (cf. [8]). Cette structure est implicite dans la d�e�nition plus g�en�erale
des taux c(u; �; 
). Elle peut être retrouv�ee de la fa�con suivante. Pour chaque utilisateur u,
nous d�e�nissons son ensemble individuel de ressources Ru comme l'ensemble des ressources
auxquelles il a acc�es

Ru = [f
 2 P(R) t:q: 9� 2 A c(u; �; 
) > 0g : (4.4)

A chaque paire fu; vg d'utilisateurs, nous pouvons alors associer l'intersection de leurs en-
sembles individuels. Les �el�ements de cet ensemble peuvent être vus comme les arêtes d'un
hypergraphe non-orient�e (cf. Chandy et Misra [7]). A titre d'exemple, nous pr�esentons le cas
d'un r�eseau cyclique dans lequel chaque utilisateur partage des ressources avec deux voisins.

Exemple 4.1.4 R�eseaux cycliques.

Soit G une structure de graphe cyclique sur l'ensemble des utilisateurs U . Nous l'identi�ons �a
ZZ=nZZ. Chaque utilisateur u dans U est associ�e �a un ensemble de ressources Ru partitionn�e en
trois sous-ensemblesRg

u, R
d
u etR

i
u. Les sous-ensemblesRg

u et R
d
u sont partag�es respectivement

avec les utilisateurs de droite et de gauche.

8u 2 ZZ=nZZ ; Rg
u = Rd

u�1 :

Les ressources dans Ri
u ne sont partag�ees avec aucun autre utilisateur. Nous commen�cons

par d�e�nir les taux �u(�; �) pour chaque PR individuel puis les taux c(u; �; 
) du PU global
par troncature comme en (4.2). Les PR individuels sont des copies d'un même PR au sens
suivant. Soit R0 un ensemble de ressources de r�ef�erence, partitionn�e en trois sous-ensembles



98 Mod�eles de ressources partag�ees

Rg
0, R

d
0 et Ri

0. Soit �(�; �) les taux d'un PR sur R0. Supposons que pour tout u il existe une
bijection �u de R0 sur Ru qui pr�eserve les partitions et les taux,

�u(R
g
0) = Rg

u ; �u(R
d
0) = Rd

u ; �u(R
i
0) = Ri

u

et
�u(�u(�); �u(�)) = �(�; �) :

Les taux c(u; �; 
) qui en r�esultent sont alors invariants par toute translation de ZZ=nZZ ,

c(u; �(:); 
) = c(u+ 1; �(:� 1); 
) : (4.5)

Un PU de ZZ=nZZ qui v�eri�e (4.5) est dit invariant par translation. Un cas particulier est
celui o�u une arête de G ne correspond qu'�a une seule ressource. Chaque utilisateur a deux
ressources �a sa droite et �a sa gauche. Nous pouvons d�e�nir chaque PR individuel par ses
taux �u(�; �) pour les 4 combinaisons des deux ressources g et d. Si ces taux sont les mêmes
pour tous les utilisateurs, le PU global qui en d�ecoule est invariant par translation. Le PP
sur un cycle (cf. [54]) en est un exemple.

Bien qu'en pratique le nombre d'utilisateurs soit toujours �ni, il peut être utile de consi-
d�erer des syst�emes de particules in�nis pour approcher les syst�emes de grande taille. Nous
n'abordons pas les probl�emes soulev�es par la d�e�nition des PU avec un nombre in�ni d'uti-
lisateurs et renvoyons au chapitre 1 de [36] pour plus de d�etails. En revanche, les questions
d'ergodicit�e sont des applications importantes des techniques de comparaison stochastique.
Il nous a donc sembl�e int�eressant pour illustrer ces techniques de donner en section 4.4 un
r�esultat d'ergodicit�e pour des PU invariants par translation, d�e�nis sur ZZ de la même ma-
ni�ere que le PU donn�e ci-dessus pour les cycles. Le PU sur ZZ que nous consid�ererons est un
syst�eme de particules �a espace des phases �ni et �a interactions de port�ee �nie. Son existence
d�ecoule de r�esultats classiques (cf. [36] p.27).

En ce qui concerne la fonction de partition, diverses relations int�eressantes peuvent être
d�eduites de l'expression (4.3). Nous notons plus pr�ecis�ement cette fonction Z(U;R). Pour tout
sous-ensemble W d'utilisateurs, l'expression (4.3) peut se r�e�ecrire en (4.6). Pour tout W
inclus dans U , nous notons AW l'ensemble des con�gurations admissibles lorsque l'ensemble
des utilisateurs est r�eduit �a W ,

AW = f� 2 P(R)W t.q. 8u; v 2 W ; �(u) \ �(v) = ;g :

Pour 
 dans AW , nous posons pour simpli�er les �ecritures

�W =
[
u2W


(u) ;

l'ensemble des ressources occup�ees par les utilisateurs de W lorsqu'ils sont dans la con�gu-
ration 
. Pour tout W inclus dans U nous avons

Z(U;R) =
X


2AW

(
Y
u2W

�u(
(u))) Z(UnW;Rn�W) : (4.6)
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Ainsi que

8
 2 AW ; �(�(W ) = 
) = (
Y
u2W

�u(
(u)))
Z(UnW;Rn�W)

Z(U;R)
: (4.7)

Cette probabilit�e peut être vue comme le produit de deux probabilit�es. La premi�ere estQ
u2W

�u(
(u)), la probabilit�e �a l'�equilibre que chaque utilisateur u dans W demande les res-

sources 
(u). La seconde est
Z(UnW;Rn�W )

Z(U;R)
, la probabilit�e qu'une telle demande soit accept�ee.

Soit un graphe G, un sommet u et un sous-ensemble de sommets C complet. Nous notons
Gnu (respectivement Gnu, GnC) le graphe obtenu en enlevant le sommet u (respectivement
fug[N(u), C) et toute arête incidente. Pour le PP sur un graphe G = (S;E) avec S = U et
une arête entre chaque paire d'utilisateurs u et v tels que Ru\Rv 6= ;, la fonction de partition
ZG d�e�nie dans le chapitre 1 par (1.2) correspond �a Z(U;R) �a une constante multiplicative
pr�es. Elle v�eri�e

ZG = (
Y
u2U

�u(;))�1 Z(U;R) :

Nous avons donc

Z(U;R) =
ZG

(1 + �)jU j
; (4.8)

mais aussi

Z(Unfug;R) =
ZGnu

(1 + �)jUnfugj
; (4.9)

Z(Unfug;RnRu) =
ZGnu

(1 + �)jUnfugj
; (4.10)

et pour C complet

Z(UnC;R) =
ZGnC

(1 + �)jUnCj
;

ainsi que

8x 2 C; Z(UnC;RnRx) =
ZGnx

(1 + �)jUnCj
:

L'expression (4.6) pour W = fug et W = C conduit �a

ZG = ZGnu + � ZGnu (4.11)

ZG = ZGnC + �
X
x2C

ZGnx : (4.12)

L'expression (4.7) pour W = fug, conduit �a

�G(�(u) = 0) =
ZGnu
ZG

(4.13)

�G(�(u) = 1) = �
ZGnu
ZG

: (4.14)
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D'autres relations se d�eduisent facilement. En particulier la proposition 1.5.1 du chapitre 1
d�ecoule de ces relations �ecrites pour le PP sur des arbres. Nous les utiliserons encore dans
les chapitres suivants.

De mani�ere analogue, il est possible de �xer l'�etat d'une ressource (occup�ee ou non) et
de regarder comment est modi��ee la fonction de partition Z(U;R). Pour tout r dans R, nous
notons Ur l'ensemble des utilisateurs qui ont acc�es �a la ressource r,

Ur = fu 2 U t:q: r 2 Rug : (4.15)

Nous avons

Z(U;R) = Z(U;Rnfrg) +
X
u2Ur

X

2P(Ru);r2


�u(
) Z(Unfug;Rn
) : (4.16)

Le terme Z(U;Rnfrg) correspond aux con�gurations admissibles dans lesquelles r n'est pas
occup�ee. Pour le PP sur un graphe G, une ressource r correspond �a une arête fx; yg, o�u x
et y repr�esentent deux utilisateurs. Si r est supprim�ee, x et y sont bloqu�es �a l'�etat ; et tout
se passe comme s'ils �etaient absents. Dans ce cas, l'�equation (4.16) redonne l'�equation (4.12)
avec C = fx; yg.

De même, la probabilit�e que les ressources d'un sous-ensemble 
 de R soient toutes
disponibles est

Z(U;Rn
)

Z(U;R)
: (4.17)

Il ne faut toutefois pas confondre cette probabilit�e avec la probabilit�e que la demande des
ressources 
 par un utilisateur u soit accept�ee. Celle-ci est donn�ee par

Z(Unfug;Rn
)

Z(U;R)
:

Nous retrouverons une telle formule dans le cadre des Loss Networks (section 4.2.1) o�u
nous parlerons plutôt de la probabilit�e de perte d'une demande (voir formule (4.24)). Des
applications de ces formules et en particulier de (4.17) sont donn�ees dans la section 4.3.

Consid�erons �a pr�esent le point de vue des ressources. Une premi�ere id�ee naturelle consiste
�a construire des PR �a partir de PU. Pour un PU, chaque coordonn�ee �t(u) (ensemble des
ressources occup�ees par l'utilisateur u �a l'instant t) ou toute union de coordonn�ees (ensemble
des ressources occup�ees par un sous-ensemble d'utilisateurs) est un processus �a valeurs dans
P(R). Cependant ce processus n'est en g�en�eral pas markovien. Nous donnons donc ci-dessous
les conditions d'aggr�egation sous lesquelles l'union des coordonn�ees d'un PU est un PR. Elles
sont obtenues directement �a partir des conditions classiques de Rosenblatt [45].

Proposition 4.1.1 Soit f�t; t � 0g un PU de taux c(u; �; 
). D�e�nissons pour tout t � 0

�t =
[
u2U

�t(u) :
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Alors f�t; t � 0g est un processus de Markov (PR) de taux c(�; �) si et seulement si

8� 2 X;
[
u2U

�(u) = � ;
X

c(u; �; 
) = c(�; �) ; (4.18)

o�u la somme porte sur toutes les paires (u; 
) telles que
S
v2U

�
u(v) = �.

Les conditions (4.18) sont tr�es restrictives. En pratique, elles ne sont v�eri��ees que pour des
r�eseaux tr�es sym�etriques. Nous les examinons dans le cas particulier des PU construits par
troncature des PR individuels d�e�nis dans les exemples 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3. Dans le premier
cas, toutes les ressources sont prises (si elles sont libres) et lib�er�ees ind�ependamment avec des
taux ne d�ependant que de la ressource et de l'utilisateur. La condition (4.18) est satisfaite si
les taux ne d�ependent que des ressources et pas de l'utilisateur. Dans ce cas, chaque ressource
est prise et lib�er�ee selon un processus de Markov �a deux �etats, et tous ces processus binaires
sont ind�ependants. Le processus f�t; t � 0g est simplement le produit direct de ces processus.
Lorsque les PR individuels sont ceux de l'exemple 4.1.2, la condition (4.18) est encore plus
restrictive. Pour simpli�er nous supposons que les processus individuels sont des copies d'un
même PR, de sorte que les taux avec lesquels les sous-ensembles de ressources sont pris et
lib�er�es ne d�ependent pas de l'utilisateur. Cette hypoth�ese est loin d'être su�sante. En e�et,
supposons qu'un sous-ensemble de plusieurs ressources soit pris et lib�er�e par un utilisateur
donn�e avec des taux non nuls. Si la condition (4.18) est satisfaite, deux utilisateurs distincts
ne peuvent pas occuper simultan�ement des ressources dans ce même sous-ensemble. Si c'�etait
le cas, le taux avec lequel tout le sous-ensemble est relâch�e devrait être nul puisque seul un
utilisateur peut changer d'�etat au cours d'une transition. Les taux au(�) et bu(�) doivent
donc être tr�es particuliers. Nous donnons deux exemples possibles.

au(�) = a(r) si � = frg ; et 0 sinon
bu(�) = b(r) si au(�) 6= 0 ; et 0 sinon :

ou
au(�) = a(Ru) si � = Ru ; et 0 sinon
bu(�) = b(Ru) si au(�) 6= 0 ; et 0 sinon :

A peu de changements pr�es, les remarques ci-dessus sont encore valables lorsque les PR
individuels sont ceux de l'exemple 4.1.3.

Les conditions d'aggr�egation sont donc trop contraignantes et cette mani�ere de construire
des PR n'est pas satisfaisante. Un proc�ed�e plus int�eressant consiste �a d�e�nir des PR par
superposition de PR locaux indic�es par U . Pour ce faire, il est commode de voir un PR comme
un processus de Markov sur f0; 1gR. Un sous-ensemble de R est identi��e �a une con�guration
� de f0; 1gR d�e�nie par �(r) = 1 si r appartient au sous-ensemble et �(r) = 0 sinon. Nous
�ecrirons alors souvent � 2 P(R) pour � 2 f0; 1gR. Nous noterons aussi ��� l'ensemble
(�n�) [ (�n�) des sites r de R o�u les con�gurations � et � di��erent. Pour un ensemble �ni
U d'utilisateurs, consid�erons une famille (Ru)u2U de sous-ensembles �nis distincts indic�ee
par U . Chaque Ru peut être vu comme l'ensemble de ressources individuel de l'utilisateur u
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(�equation (4.4)). L'ensemble de toutes les ressources est

R =
[
u2U

Ru :

Pour tout u dans U , nous consid�erons un PR local de taux

fcu(�; �) ; �; � 2 P(R)g :
Ce PR est local dans le sens o�u seules les transitions qui a�ectent des ressources de Ru sont
autoris�ees. Ainsi, cu(�; �) n'est positif que si � et � di��erent en des sites deRu (��� 2 P(Ru)).
Une superposition de tels PR locaux est un PR d�e�ni, pour toute fonction f(�) sur P(R)
par


f(�) =
X
u2U

X
�2P(R)

cu(�; �) (f(�)� f(�))

=
X
u2U

X

2P(Ru)

cu(�; �


Ru)
�
f(�
Ru)� f(�)

�
: (4.19)

Une telle construction est tr�es g�en�erale et d�epasse le cadre des ressources partag�ees. Pour
montrer qu'elle peut e�ectivement s'interpr�eter en termes de partage de ressources, nous
adoptons un point de vue bay�esien qui consiste �a consid�erer des taux cu(�; �) particuliers.
Nous le pr�esentons �a partir d'un mod�ele (certes caricatural) d'une biblioth�eque de math�ema-
tiques. Les ressources (R) sont des livres de math�ematiques. Di��erentes �equipes de recherche
(alg�ebre, analyse, g�eom�etrie, etc.) se partagent ces ressources et jouent le rôle d'utilisateurs
formels (U). Les livres sont class�es par sujet de recherche (alg�ebre, analyse, g�eom�etrie, etc.)
et une �equipe u dans U n'a acc�es qu'aux livres (Ru) qui sont class�es dans son domaine de
recherche. Un livre peut traiter de di��erents sujets et être class�e dans di��erents domaines
de sorte que les ensembles (Ru)u2U ne sont en g�en�eral pas disjoints. La personne qui g�ere la
biblioth�eque ne peut gu�ere faire autrement que d'adopter le point de vue des ressources. En
e�et, Il arrive que des livres soient �echang�es entre utilisateurs sans retour �a la biblioth�eque,
que des individus empruntent ou rendent des ouvrages pour leurs coll�egues, etc. Ainsi, le
biblioth�ecaire peut facilement savoir si un livre est emprunt�e ou non mais ne sait pas for-
c�ement quel est pr�ecis�ement l'utilisateur qui le d�etient. Nous supposons en fait que pour
chaque sujet, le biblioth�ecaire peut observer les d�eparts et retours de livres class�es dans le
sujet et qu'il dispose donc pour tout u des taux de PR individuels

f�u(�; �); �; � 2 P(Ru)g:
La con�guration courante � de la biblioth�eque est l'ensemble des livres emprunt�es. Nous
avons par exemple �(r) = 1 si le livre r est occup�e. Lorqu'il y a emprunt de livres, c'est-
�a-dire passage d'une con�guration � �a une con�guration � � �, cela peut être dû �a un
des utilisateurs parmi ceux qui ont acc�es aux ouvrages emprunt�es. Ces individus sont les
utilisateurs u pour lesquels ��� � Ru. Ainsi, il est naturel de prendre pour taux de passage
de � �a � � � la somme de taux suivanteX

u:����Ru

�u(�(Ru); �(Ru)); (4.20)
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Pour les �echanges ou les retours d'ouvrages la situation est di��erente. Les taux correspondants
ne peuvent être de simples sommes de taux comme dans le cas pr�ec�edent car nous supposons
qu'il n'y a qu'un seul exemplaire de chaque ouvrage qui ne peut donc être rendu que par un
utilisateur �a la fois. Le probl�eme est que lors d'un retour de livres, le biblioth�ecaire ne peut
cependant pas savoir pr�ecis�ement quel est l'utilisateur (parmi ceux qui �etaient susceptibles
de le faire) qui a rendu les ouvrages. Pour cette raison, il attribue �a chaque utilisateur formel
u une probabilit�e p�;�(u) d'être �a l'origine de la transition de � vers � 6� �. Nous avonsP

u2U p�;�(u) = 1 avec p�;�(u) = 0 si ��� 6� Ru. Ce dernier point exprime qu'un utilisateur
u ne peut être �a l'origine d'une transition qui a�ecte des livres auxquels il n'a pas acc�es.
Il est donc naturel de consid�erer un PR global construit comme dans l'�equation (4.19) par
superposition de PR locaux. Un PR local est un syst�eme de particules dont les taux cT (�; 
)
(avec les notations du chapitre 3) sont

8u 2 U ; cT (�; 
) = 0 si T 6= Ru

et cRu(�; 
) = cu(�; �


Ru) :

Pour simpli�er nous �ecrivons, pour tout � dans P(R) et 
 dans P(Ru), cu(�; 
) plutôt que
cu(�; �



Ru). Les PR locaux que nous consid�erons sont d�e�nis par les taux suivants,

si �(Ru) � 
; cu(�; 
) = �u(�(Ru); 
);

si �(Ru) 6� 
; cu(�; 
) = p�;�

Ru
(u) �u(�(Ru); 
) (4.21)

Par superposition, nous retrouvons bien dans le cas des emprunts la somme (4.20). Pour des
�echanges ou des retours nous obtenons un taux qui est une combinaison convexe de taux.

Les PU et les PR que nous venons de d�e�nir sont des cas particuliers de syst�emes de par-
ticules auxquels nous pouvons appliquer les outils d�evelopp�es dans le chapitre 3. Les calculs
des mesures d'�equilibre des PU reposent sur la r�eversibilit�e. Dans la section 4.3, nous donnons
un algorithme pour d�eterminer les fonctions de partition. Dans la section 4.4, nous consid�e-
rons les techniques de comparaison stochastique. Pour les PU il n'est pas toujours facile de
les appliquer et d'obtenir des r�esultats g�en�eraux. Cela vient principalement des contraintes
dues au partage, i.e. de l'existence d'un ensemble A de con�gurations admissibles. Les PU
sont des processus essentiellement \r�epulsifs". Il est di�cile, sauf cas particulier (voir [54] et
la section 4.4.1) de leur appliquer des arguments de monotonie. En revanche, les outils de
comparaison stochastique et de monotonie sont bien mieux adapt�es aux PR. En particulier,
dans la section 4.4.2, nous donnons pour les taux (4.21) des conditions suppl�ementaires assez
naturelles sous lesquelles le PR global repr�esentant la biblioth�eque est monotone. Avant cela
nous pr�ecisons quelques analogies entre PU, PR et d'autres mod�eles existants.

4.2 Liens avec d'autres mod�eles

4.2.1 Loss Networks

Les \Loss Networks" (LN) sont, entre autres, des mod�eles de syst�emes �a ressources par-
tag�ees. Ils ont �et�e introduits par Kelly [33] dans le cadre des r�eseaux de communications.
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Les applications sont diverses : routage, attribution de canaux radio, mod�eles de bases de
donn�ees, syst�emes de r�eservations (voir [33] et [38] pour plus de d�etails). Dans ces mod�eles
des clients de di��erents types arrivent et demandent simultan�ement un certain nombre de
ressources de mani�ere exclusive ou non. Dans un mod�ele de base de donn�ees par exemple,
les acc�es en �ecriture seront exclusifs mais pas les acc�es en lecture. Un même objet peut être
lu par deux utilisateurs �a la fois sans probl�eme. Les ressources sont en nombre limit�e. Elles
sont partag�ees dans le sens o�u un client qui arrive, ne peut pas obtenir des ressources d�ej�a
occup�ees. Il est alors bloqu�e et sa demande est perdue. Les travaux sur les LN sont trop
nombreux pour être examin�es ici en d�etail. Nous ne pr�esentons que la mod�elisation de base
et essayons de voir quels sont les liens avec nos mod�eles.

Le r�eseau. Il est constitu�e d'un ensemble �ni J de types de ressources. Pour chaque type
j dans J , il y a une quantit�e C(j) de ressources de type j disponibles dans le syst�eme. Les
quantit�es C(j) sont appel�ees capacit�es. Nous avons d'autre part un ensemble C de types de
r�eservations (les clients du syst�eme). Un type de r�eservation c dans C est caract�eris�e par
les ressources qu'il utilise. Il demande simultan�ement et de mani�ere exclusive M(j; c) 2 IN
ressources de type j pour tout j dans J . Un exemple donn�e par [38] est celui d'un r�eseau
de n�uds joints par des liens de communication. Les liens sont les types de ressources. Il y a
pour chaque lien j, C(j) circuits disponibles. Un ensemble C de chemins sont possibles entre
les n�uds du r�eseau. Un chemin c dans C utilise M(j; c) circuits pour chaque lien j. Dans le
cas particulier o�u M(j; c) vaut 0 ou 1, un chemin peut être identi��e �a un ensemble de liens
(arêtes) entre les n�uds (sommets) du r�eseau. Un autre exemple est celui de deux �les qui
partagent une salle d'attente de C places. Elles peuvent être vues comme un LN avec deux
types de r�eservations et une ressource de capacit�e C .

Mod�elisation stochastique de l'utilisation du r�eseau.

Les arriv�ees. Les demandes de r�eservation de type c arrivent selon un processus de
Poisson de param�etre �c. Le temps qui s�epare deux demandes de type c est donc al�eatoire de
loi exponentielle de param�etre �c . Pour c variant dans C, les di��erents processus de Poisson
sont ind�ependants. Si une demande qui arrive n'est pas accept�ee (selon un crit�ere que nous
d�etaillons plus loin), elle est perdue.

Les dur�ees d'utilisation. Une demande accept�ee monopolise les ressources pour une
dur�ee al�eatoire de loi exponentielle dont nous prendrons le param�etre �egal �a 1 sans perte de
g�en�eralit�e. Dans le mod�ele de base, les ressources sont lib�er�ees en même temps. Il existe des
mod�eles (voir [34]) o�u les ressources sont lib�er�ees ind�ependamment. Nous exposons le cas des
dur�ees exponentielles mais certains r�esultats sont encore vrais pour des dur�ees d'utilisation
plus g�en�erales et donc pour des processus qui ne sont plus markoviens.

Politique d'acceptation des demandes. Une demande de r�eservation de type c est ac-
cept�ee si pour tout type de ressource j il y a au moinsM(j; c) ressources libres. Les variantes
sont nombreuses. Nous pouvons par exemple, imposer que la demande ne soit accept�ee que
si M(j; c) + s(j; c) ressources (avec s(j; c) > 0) sont disponibles même si une fois accept�ee la
requête n'occupera e�ectivement que M(j; c) ressources. C'est le cas lorsque certaines res-
sources sont utilis�ees de mani�ere non exclusive ou dans les cas de \trunk reservation" (voir
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[34]). Il s'agit de p�enaliser certains types de demandes. Si nous souhaitons, par exemple,
qu'une demande qui utilise beaucoup de ressources ne soit accept�ee que si le r�eseau est peu
charg�e, nous prendrons des s(j; c) grands. Nous notons nt(c) la variable al�eatoire �egale au
nombre de r�eservations de type c en cours �a l'instant t et d�e�nissons nt = (nt(c); c 2 C). Le
processus de Markov des r�eservations en cours est fnt; t � 0g. Le processus des ressources
disponibles est not�e mt = (mt(j) ; j 2 J ) o�u mt(j) est le nombre de ressources de type j
disponibles �a l'instant t. Nous avons

mt(j) = C(j)�X
c2C

M(j; c) nt(j) :

Si nous consid�erons le vecteur C = (C(j) ; j 2 J ) et la matriceM = (M(j; c)) de dimension
jJ j�jCj, il vientmt = C�M nt . Ainsi une demande de type c est accept�ee si mt appartient
�a un sous-ensemble Mc de INjJ j . Dans le cas le plus simple, nous prendrons Mc = fm 2
INjJj ; 8j m(j) � M(j; c)g . Dans la variante \trunk reservation" nous prendrons Mc =
fm 2 INjJj ; 8j m(j) � M(j; c) + s(j; c)g . En ce qui concerne l'acceptation des demandes,
la connaissance de mt su�t mais dans le cas g�en�eral elle ne permet pas de dire quels sont
les types de r�eservations qui utilisent les ressources non disponibles. La connaissance de nt
apporte donc une information suppl�ementaire. De plus, mt n'est pas en g�en�eral un processus
de Markov. Dans le cas le plus simple, le processus nt peut être vu comme la troncature d'un
processus r�eversible �a l'ensemble AC = fn 2 INjCj ; Mn � Cg . Il admet donc une unique
mesure r�eversible �C donn�ee par

�C(n) =

8><>:
1
ZC

Y
c2C

�
n(c)
c

n(c)!
si n 2 AC

0 sinon.
(4.22)

Notons que ce r�esultat se g�en�eralise �a des dur�ees d'utilisation de loi non exponentielle. La
forme (4.22) est obtenue en conditionnant, par l'appartenance �a AC, un produit de jCj
variables ind�ependantes de loi de Poisson de param�etres respectifs �c . Dans ces mod�eles, nous
pouvons �egalement pr�eciser une structure de graphe sous-jacente au partage des ressources.

Graphe d'interactions. Nous consid�erons le graphe dont les sommets sont les types de
r�eservations. Deux sommets sont reli�es par une arête si les types de r�eservations correspon-
dants utilisent au moins une ressource de même type. Deux sommets c et c0 sont donc voisins
s'il existe j dans J tel que M(j; c) et M(j; c0) sont strictement positifs. Cela signi�e que c et
c0 peuvent �eventuellement être en con
it pour l'utilisation des ressources. La construction de
ce graphe ne tient pas compte des capacit�es C(j) . De plus, des syst�emes di��erents peuvent
conduire au même graphe d'interactions.

Liens avec les PU. Malgr�e les analogies entre ces mod�eles et les PU d�e�nis dans la section
4.1, il semble qu'il n'existe pas dans le cas g�en�eral de passage imm�ediat entre les deux
mod�elisations. Toutefois, dans certains cas particuliers, les deux mod�eles co��ncident.

Un cas simple de LN qui correspond �a un PU est le suivant. Les capacit�es sont toutes
suppos�ees �egales �a 1 de sorte que nous pouvons oublier les termes \types de" devant ressources
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et r�eservations. Soit donc J un ensemble de ressources et C un ensemble de r�eservations tels
que pour tout j dans J et c dans C, M(j; c) est dans f0; 1g. Une r�eservation c peut être
identi��ee au sous-ensemble Jc de J d�e�ni par

Jc = fj 2 J ; M(j; c) = 1g :

Dans ce LN, pour toute r�eservation c, nt(c) est dans f0; 1g et le processus fnt; t � 0g peut
être identi��e �a un PU f�t; t � 0g particulier. L'ensemble des ressources est R = J , celui des
utilisateurs est U = C. Chaque utilisateur u ne peut être que dans deux �etats ; ou Ru = Ju
et les taux c(u; �; 
) sont d�e�nis par

c(u; �; 
) =

8><>:
�u si �(u) = ; ; 
 = Ru et �(v) \ Ru = ; ; 8v 6= u
1 si �(u) = Ru

0 dans tout autre cas.
(4.23)

Nous posons alors nt(u) = 0 si et seulement si �t(u) = ; et nt(u) = 1 si et seulement si
�t(u) = Ru. En m�ecanique statistique, ce cas correspond aussi �a un mod�ele dit �a particules
dures, d'activit�es (�u)u2U que nous pr�esentons dans la section 4.2.2. Lorsque tous les �u sont
�egaux �a �, nous retrouvons le PP sur le graphe d'interactions du LN. Chaque ressource j
du LN est soit libre soit occup�ee et mt(j) est dans f0; 1g. Le processus mt des ressources
disponibles peut donc être associ�e �a un processus �t sur P(R) avec �t = fj 2 J ; mt(j) = 0g,
qui repr�esente l'ensemble des ressources occup�ees dans le PU �a l'instant t.

Lorsque les capacit�es sont strictement plus grandes que 1, il semble di�cile d'identi�er
un LN �a un PU pour essentiellement deux raisons. Un LN adopte plutôt le point de vue des
ressources que celui des utilisateurs. Si deux r�eservations peuvent avoir lieu simultan�ement
elles ne peuvent être dues �a un même utilisateur qui ne peut être dans deux �etats �a la fois.
Il faudrait donc associer chaque r�eservation possible �a un seul utilisateur. Dans ce cas, si
plusieurs r�eservations de même type peuvent avoir lieu simultan�ement (ce qui ne peut pas se
produire quand les capacit�es sont �egales �a 1), la connaissance de nt ne permet pas en g�en�eral
de savoir �a quels utilisateurs elles correspondent. Il apparâ�t donc qu'un PU f�t; t � 0g
contient plus d'informations. Dans un LN les di��erents types de ressources correspondent �a
des sous-ensembles de ressources non di��erentiables. Dans un PU toutes les ressources sont
distinguables. C'est la deuxi�eme raison pour laquelle il semble di�cile de d�e�nir �a partir
d'un LN, un ensemble d'utilisateurs convenable. Inversement, seuls quelques cas particuliers
de PU peuvent être vus comme des LN avec des capacit�es �egales �a 1. Ces cas g�en�eralisent
celui du PP expos�e ci-dessus. Soit donc un PU obtenu par troncature de PR individuels.
Consid�erons un LN de capacit�es 1 pour lequel nous posons

J = R [ U ;

C = U � (P(R)n;) = f(u; 
); u 2 U; 
 2 P(R); 
 6= ;g

Dans les mod�eles de LN que nous avons envisag�es, les ressources sont prises et lib�er�ees si-
multan�ement. Pour esp�erer retrouver une telle dynamique, il nous faut donc nous restreindre
aux PU construits par troncature de PR du type de l'exemple 4.1.2 (\retour �a l'�etat vide",
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section 4.1). Pour c = (u; 
) (avec 
 6= ;) nous d�e�nissons alors

�c =
bu(
)

au(
)
:

Nous pouvons identi�er un tel PU f�t; t � 0g au processus fnt; t � 0g avec pour c = (u; 
),

nt((u; 
)) =

(
1 si �t(u) = 

0 sinon.

Si nous prenons pour c = (u; 
), M(j; c) = 1 lorsque j = u ou j 2 
, il y a clairement
�equivalence entre �t 2 A (o�u A est l'ensemble des con�gurations admissibles pour un PU)
et nt 2 AC.

Notons que pour ce qui est du calcul de la mesure stationnaire, l'�equivalence entre LN et
PU est plus g�en�erale. Soit un PU obtenu par troncature de PR r�eversibles avec une unique
classe d'irr�eductibilit�e. Sa mesure r�eversible est

8� 2 A; �(�) = Z�1
Y
u2U

�u(�(u)) ;

o�u �u est la mesure r�eversible du PR associ�e �a u. Pour un tel PU, il existe un LN, i.e. un
processus fnt; t � 0g de même mesure r�eversible �. Il su�t de reprendre la construction
pr�ec�edente en posant pour c = (u; 
), �c = �u(
). Aussi d'�eventuels r�esultats concernant
l'�equilibre d'un LN de capacit�es 1 sont encore valables pour les PU moyennant les trans-
formations ci-dessus. Dans les LN, des quantit�es int�eressantes s'expriment en fonction de la
mesure �C, c'est-�a-dire de la fonction de partition ZC . Par exemple, la probabilit�e qu'une
demande de r�eservation de type c soit perdue s'�ecrit simplement (voir [33])

1 � ZC�M11c

ZC
; (4.24)

o�u 11c est le vecteur indic�e par C dont les composantes sont toutes nulles sauf celle d'indice c
qui vaut 1. En termes de PU cela correspond, pour c = (u; 
) �a la probabilit�e que la demande
des ressources 
 par l'utilisateur u soit refus�ee. Ce qui s'�ecrit avec les notations de la section
4.1

1 � Z(Unfug;Rn
)

Z(U;R)
: (4.25)

Pour des graphes quelconques, le calcul exact de ZC est di�cile. Il s'agit donc de trouver
une autre approche �evitant le calcul direct de cette quantit�e. La mesure �C est obtenue en
tronquant jCj variables ind�ependantes de loi de Poisson. Une approximation naturelle de cette
loi est obtenue en tronquant une loi normale multivari�ee. Dans [33], cette approximation est
d�evelopp�ee en consid�erant des syst�emes dans lesquels les capacit�es C(j) et les taux d'arriv�ees
�c tendent vers l'in�ni (les rapports C(j)=�c �etant maintenus constants). Le comportement
�a la limite des probabilit�es de perte s'exprime alors simplement et fournit des informations
int�eressantes sur le r�eseau. Il semble di�cile de donner un sens �a ce genre de techniques pour
les PU. Dans l'article de synth�ese [33], d'autres techniques et probl�ematiques propres au LN
sont expos�ees.
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4.2.2 Mod�eles de m�ecanique statistique

En physique comme en informatique apparaissent des syst�emes complexes constitu�es d'un
grand nombre d'�el�ements interagissant plus ou moins. Certains auteurs [41] ont ainsi fait le
lien entre la m�ecanique statistique et l'�etude de syst�emes informatiques tels que les r�eseaux
d'interconnexions. Dans ce qui pr�ec�ede nous l'avons �egalement fait implicitement en parlant
de fonction de partition pour la constante de normalisation Z . D'autres rapprochements sont
possibles. Les mod�eles de Ising sont des mod�eles classiques utilis�es en �electromagn�etisme. Les
mod�eles de ressources partag�ees de la section 4.1 s'apparentent �a une classe de mod�eles de
Ising dits antiferromagn�etiques. Des utilisateurs \voisins" sur le graphe d'interactions ne
peuvent être dans le même �etat non vide simultan�ement et se \repoussent" un peu comme
des spins de même signe dans le cas antiferromagn�etique. L'analogie est toutefois limit�ee car
même pour des mod�eles tels que le PP (syst�emes de spins), il n'y a pas dans les mod�eles
de ressources partag�ees la même sym�etrie que dans les mod�eles de Ising o�u les spins positifs
et n�egatifs jouent des rôles similaires. De tels mod�eles peuvent encore s'interpr�eter comme
des mod�eles de gaz o�u les particules localis�ees aux sommets d'un graphe ont tendance �a se
repousser. La valeur 1 est attribu�ee aux sommets occup�es par une particule, la valeur 0 aux
sites vides. La litt�erature est vaste sur les mod�eles de Ising et nombre de techniques employ�ees
pour le partage de ressources en sont inspir�ees. Un cas limite des mod�eles de gaz (de type
Ising) est obtenu lorsque la r�epulsion entre particules est si forte que deux sites voisins ne
peuvent être occup�es simultan�ement. Un tel mod�ele est du type PP. Nous le pr�esentons plus
pr�ecis�ement ci-dessous. Pour illustrer le rapport avec les r�eseaux de communication, nous
donnons ensuite une interpr�etation de certains param�etres de performance des r�eseaux en
termes de grandeurs thermodynamiques.

Mod�eles �a particules dures

Les mod�eles �a particules dures (\hard-core lattice gaz models") sont des mod�eles utilis�es
en physique statistique pour repr�esenter des gaz dont les particules sont \dures" et occupent
un volume non n�egligeable. Les centres des particules sont localis�es sur les sommets d'un
graphe G = (S;E) . Un sommet prend la valeur 1 s'il est occup�e par une particule et 0
sinon. Les particules de taille non n�egligeable ne peuvent se superposer c'est-�a-dire que deux
sites voisins du graphe ne peuvent être simultan�ement �a 1 . Les con�gurations possibles sur le
graphe G correspondent donc aux ensembles stables de G . Ce sont les con�gurations admis-
sibles du PP sur G et nous notons donc encore AG leur ensemble. Les mod�eles �a particules
dures les plus courants en physique statistique sont d�ecrits dans [2]. Ils correspondent �a des
graphes G particuliers (grille en dimension 2, r�eseau triangulaire, etc.). Nous reprenons la
pr�esentation math�ematique de ces mod�eles donn�ee dans [51]. Elle fait clairement apparâ�tre
le lien avec le PP. A chaque sommet x de G peut être associ�e un r�eel positif ax appel�e acti-
vit�e. Si G est �ni, on appelle mesure �a particules dures sur G d'activit�es (ax)x2S la mesure
de probabilit�e �G donn�ee par

�G(�) =

8><>:
ZG

�1
Y
x2S

ax
�(x) si � 2 AG

0 sinon.
(4.26)
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Cette mesure correspond clairement �a la mesure r�eversible du LN ou du PU d�ecrit en (4.23)
avec �x = ax, pour tout x dans S. Pour ce qui est de la d�etermination des mesures d'�equi-
libre dans ces mod�eles et plus g�en�eralement dans des mod�eles de type PU construits par
troncature, la quantit�e importante est la fonction de partition ZG. Lorsque ax = � pour tout
x dans S, nous retrouvons le PP. Nous avons montr�e dans le chapitre 1 comment calculer
dans ce cas la fonction de partition pour une classe de graphes dits �echelles. Dans ce qui suit
nous montrons comment elle est li�ee �a d'autres grandeurs thermodynamiques qui peuvent
s'interpr�eter en termes de ferromagn�etisme ou de syst�emes informatiques.

Grandeurs thermodynamiques et param�etres de performance

Nous nous int�eressons donc �a la fonction de partition ZG d'un PP sur un graphe G �ni,
vu comme un mod�ele de gaz �a particules dures, d'activit�es ax = �; x 2 S. Une telle fonction
est un polynôme en �,

ZG =
X
�2AG

�
P

x2S
�(x) =

X
k

a(k)�k;

o�u a(k) est le nombre de con�gurations admissibles ayant exactement k sites �a 1. Une con�-
guration � dans AG correspond �a un �etat du gaz, d'�energie

H(�) =
X
x2S

�(x):

Cette quantit�e est le nombre de philosophes actifs ou le nombre de r�eservations (requêtes)
s'ex�ecutant en parall�ele lorsque le syst�eme est dans la con�guration �. Elle repr�esente le
d�ebit du r�eseau. Le coe�cient a(k) est donc le nombre d'�etats d'�energie k. Comme son
nom l'indique, la fonction de partition d�etermine compl�etement l'�equilibre du syst�eme en
indiquant comment celui-ci est partitionn�e en di��erents niveaux d'�energie. La valeur moyenne
IE�G(H) est l'�energie globale du syst�eme (pour un mod�ele de gaz) et le d�ebit moyen du
r�eseau. Pour des mod�eles de Ising avec � 2 f�1; 1gS , l'�energie H(�) correspond au moment
magn�etique et son esp�erance �a l'aimantation. L'entropie d'une mesure � est la quantit�e

1

jSjIE�(log(�(�))) :

La mesure �G est la mesure de maximumd'entropie �a IE�G(H) �x�e (voir [18]). Si nous divisons
le d�ebit moyen par le nombre total jSj de sites, nous obtenons le d�ebit moyen par n�ud, ou
en termes de gaz, la densit�e

� =
IE�G(H)

jSj :

Les expressions ci-dessus d�ependent du taux d'arriv�ee (ou de l'activit�e) �. En m�ecanique
statistique, on consid�ere plutôt le potentiel chimique � = log �. Si nous notons alors ZG(�)
la fonction de partition, la pression ou l'�energie libre est d�e�nie par

E(�) =
1

jSj logZG(�) :
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Un exemple caract�eristique de l'utilisation de la fonction de partition et de ses d�eriv�ees est
la calcul de la densit�e

� =
IE�G(H)

jSj =
dE

d�
=

�

jSjZG
dZG
d�

:

De même nous avons
d2E

d�2
=

V ar(H)

jSj :

En ferromagn�etisme cette quantit�e est la susceptibilit�e du syst�eme. La compressibilit�e d'un
gaz est

1

�

dE

d�
=

1

�2
d2E

d�2
=

jSjV ar(H)

IE�G(H)2
:

En termes de r�eseau, d'autres quantit�es sont int�eressantes. L'utilisation du r�eseau est la
probabilit�e qu'il y ait au moins une communication en cours. Elle vaut

1 � �G(0G) = 1 � 1

ZG
:

Le temps moyen d'occupation du philosophe x est la probabilit�e �G(�(x) = 1) dont nous
avons donn�e une expression dans le chapitre 1. En�n la probabilit�e qu'une demande qui
arrive au site x soit refus�ee et perdue est la probabilit�e qu'un des voisins de x soit d�ej�a �a 1.
Elle est donc donn�ee par

1� (1 + �)ZGnx
ZG

:

En termes de PU, cette probabilit�e est la probabilit�e que la demande des ressources Rx par
l'utilisateur x soit refus�ee. Elle peut donc aussi se d�eduire de la formule (4.25) avec u = x
et 
 = Rx. Les relations (4.8) et (4.10) conduisent �nalement �a l'expression ci-dessus. Le
nombre moyen de demandes non accept�ees au site x par unit�e de temps est

�

 
1 � (1 + �)ZGnx

ZG

!
:

D'apr�es [41], cette quantit�e correspond �a la pression.
Appliquons ces formules pour le PP sur G = Kn � Lm dont nous notons la fonction de

partition ZLm . Si x est un site de l'�echelon gi ( i = 1 : : :m) de G, le graphe Gnx a deux
composantes connexes dont les fonctions de partition sont not�ees Yi�1 et Ym�i de sorte que

ZGnx = Yi�1Ym�i ;

avec Y0 = 1. D'autre part, en appliquant la formule (4.12) avec C = Kn nous avons

ZLm = ZLm�1 + n�Ym�1 :

D'o�u

ZGnx =
(ZLi � ZLi�1)(ZLm�i+1 � ZLm�i)

n2�2
;



4.3 Algorithme de calcul de la fonction de partition de PU d�e�nis par troncature 111

et �nalement la probabilit�e de perte �a un site x de gi est

1 � (1 + �) (ZLi � ZLi�1)(ZLm�i+1 � ZLm�i)

n2�2 ZLm
;

avec ZLm donn�ee par la formule (1.17) du chapitre 1.
Pour G = Kn�Cm, la probabilit�e de perte est ind�ependante du site x. La formule (4.12)

appliqu�ee �a C = Kn donne
ZG = ZLm�1 + n�ZGnx :

D'o�u la probabilit�e de perte

1 � (1 + �)

n�

 
1� ZLm�1

ZG

!
;

avec ZLm�1 et ZG donn�es respectivement par (1.17) et (1.19) du chapitre 1.

Ces r�esultats t�emoignent de l'importance de la fonction de partition. Nous avons donn�e
et utilis�e des exemples de calculs de cette fonction pour le PP. Dans la section suivante, nous
nous int�eressons au calcul de la fonction de partition pour des PU plus g�en�eraux.

4.3 Algorithme de calcul de la fonction de partition

de PU d�e�nis par troncature

Nous consid�erons des PU d�e�nis (comme en (4.2)) par troncature de PR individuels,
r�eversibles et poss�edant une unique classe d'irr�eductibilit�e. Nous reprenons les notations
de la section 4.1. Pour tout u dans U , nous notons �u l'unique mesure r�eversible du PR
individuel associ�e �a u. La mesure r�eversible du PU est alors la mesure � d�e�nie par

8� 2 A; �(�) = Z�1
Y
u2U

�u(�(u)) ;

avec
Z =

X
�2A

Y
u2U

�u(�(u)) :

Nous proposons une m�ethode de calcul de la fonction de partition Z (plus exactement de la
constante (

Q
u2U �u(;))Z) pour ces PU. Nous montrons que pour des PU particuliers sur des

lignes, des cycles ou des arbres, ce proc�ed�e permet d'obtenir des formules explicites pour Z.
Dans le cas des arbres, ceci ouvre la voie �a une �etude du ph�enom�ene de transition de phase
que nous pr�ecisons dans le chapitre 5.

Nous commen�cons par montrer que pour ce qui est du calcul des mesures r�eversibles �u,
il est toujours possible de se ramener �a un processus de type \retour �a l'�etat vide" (exemple
2.2, section 4.1).

Proposition 4.3.1 Soit un PR sur P(R) r�eversible et poss�edant une unique classe d'irr�e-
ductibilit�e contenant l'�etat vide ;. Soit � sa mesure r�eversible. Il existe un PR sur P(R) de
type \retour �a l'�etat vide" dont la mesure r�eversible est �.
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D�emonstration. Soient �(�; �) les taux du PR consid�er�e. Soit � un sous-ensemble de
ressources atteignable de l'�etat ;. Il existe �0; �1; : : : ; �n dans P(R) tels que �0 = ;, �n = �
et

n�1Y
i=0

�(�i; �i+1)

�(�i+1; �i)
> 0 :

Le processus �etant r�eversible, le produit ne d�epend pas de la fa�con dont on passe de ; �a �.
Ainsi, nous pouvons d�e�nir sans ambigu��t�e, pour tout � dans P(R)

�(�) =

8><>:
n�1Y
i=0

�(�i;�i+1)
�(�i+1;�i)

si � est atteignable

0 sinon.

Le processus de type \retour �a l'�etat vide" de taux �0(�; �) d�e�nis par

8�; � 2 P(R); �0(�; �) =

8><>:
1 si � = ;
�(�) si � = ;
0 dans tous les autres cas,

a pour mesure r�eversible �0 avec

8� 2 P(R); �0(�) = �0(;)�(�) ;

et
�0(;)�1 = 1 +

X
�6=;

�(�) :

Il est alors facile de voir que �0 = �.

Illustrons ceci sur les exemples de la section 4.1. Dans le cas de l'exemple 2.1 (\ressources
ind�ependantes") nous avions

8� 6= ;; �u(�) = �u(;)
Y
r2�

bu(r)

au(r)
;

�u(;) =

0@1 +X
�6=;

Y
r2�

bu(r)

au(r)

1A�1

:

Il su�t donc de poser (la notation �(frg) a �et�e simpli��ee en �(r))

8� 2 P(R); � 6= ;; �(�) =
Y
r2�

bu(r)

au(r)
=
Y
r2�

�(r) :

De même dans l'exemple 2.3, il su�t de poser �(�) = �u(�).

Pour chaque u dans U , nous supposons donc donn�es les taux �u(�; �) du PR individuel
associ�e �a u. A partir de ces taux nous d�e�nissons les quantit�es �u(�) comme ci-dessus. Il
sera commode de poser �u(;) = 1. Nous consid�erons les ensembles individuels de ressources
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Ru d�ej�a d�e�nis en (4.4) et les ensembles Ur des utilisateurs qui ont acc�es �a la ressource r
(cf (4.15)). Pour des PU constitu�es d'une seule ressource r partag�ee par un ensemble Ur
d'utilisateurs, �a chaque u dans Ur est associ�e un processus r�eversible �a valeurs dans f;; frgg
pour lequel nous pouvons d�e�nir les quantit�es �u(r). Soit Zr la fonction de partition d'un tel
PU. Sa mesure r�eversible est

�(�) =

(
Z�1r �u(r) si �(u) = frg et �(v) = ;;8v 6= u
0 sinon,

avec

Zr = 1 +
X
u2Ur

�u(r) : (4.27)

En termes de graphe d'interactions ce cas correspond au graphe complet Kmr o�u mr est le
nombre d'utilisateurs de r, jUrj.

Consid�erons maintenant des PU constitu�es de plusieurs ressources prises de mani�ere
ind�ependante. Pour chaque utilisateur, le PR associ�e est un processus correspondant au
cas de l'exemple 2.1 (\ressources ind�ependantes"). Dans ce cas, pour tout � dans P(R),
�u(�) =

Q
r2� �u(r). Nous notons ZI la fonction de partition d'un tel PU. Elle s'exprime �a

l'aide des fonctions de partition Zr donn�ees par (4.27),

ZI =
Y
r2R

Zr : (4.28)

Sa mesure r�eversible est

�(�) =

(
Z�1I

Q
u2U �u(�(u)) si � 2 A

0 sinon:

Pour des PU plus g�en�eraux, �u(�) =
Q
r2� �u(r) n'est plus vrai et la fonction de partition

n'est plus donn�ee par (4.28). Il est cependant possible d'obtenir son expression en calculant
d'abord l'expression (4.28) de ZI en fonction des quantit�es �u(r); u 2 U; r 2 R (comme si
nous �etions dans le cas pr�ec�edent), puis en rempla�cant dans cette expression les produitsQ
r2� �u(r) par �u(�). Une fois les remplacements e�ectu�es, nous pouvons tenir compte des

valeurs num�eriques (�eventuellement nulles) des �u(�). Sans connaissances particuli�eres sur
la structure du syst�eme, la m�ethode ne sera utilisable que pour des cas de taille assez petite.
Si n = jRj est le nombre de ressources et mr = jUrj le nombre d'utilisateurs de la ressource
r, il y a

Q
r2R(mr + 1) termes dans l'expression de ZI . Par exemple, lorsque le syst�eme

est repr�esentable par un graphe o�u les sommets sont les utilisateurs et les arêtes sont les
ressources, nous avons pour toute ressource r,mr = 2 (une arête correspond �a deux sommets)
et le produit ci-dessus vaut 3n. Toutefois, la connaissance de la structure et la prise en compte
des sym�etries existantes pourront simpli�er le calcul de la fonction de partition. Dans ce qui
suit nous pr�esentons des cas pour lesquels nous avons obtenu des formules explicites. Ces cas
sont repr�esentables par un graphe (ligne Lk, cycle Ck ou arbre Ad

k) et chaque ressource y est
partag�ee par deux utilisateurs. Nous v�eri�ons �egalement que pour des valeurs particuli�eres
des taux nous retrouvons les r�esultats obtenus pour le PP sur ces mêmes graphes. Il s'agit
d'illustrer l'algorithme pr�ec�edent mais il faut cependant remarquer que dans ces cas les
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�equations (4.32) et (4.33) ci-dessous peuvent aussi être obtenues �a partir des relations (4.6)
et (4.16) de la section 4.1.

Consid�erons un PU du type de celui de l'exemple 4.1.4. Les utilisateurs sont localis�es aux
sommets d'une ligne Lk ou d'un cycle Ck. Les ressources sont situ�ees �a droite et �a gauche
de chaque utilisateur et sont repr�esent�ees par les arêtes de Lk ou Ck. Chaque utilisateur u
a acc�es �a deux ressources gu et du de sorte que Ru = fgu; dug. Le partage des ressources
se traduit par gu = du�1. Les utilisateurs sont suppos�es avoir tous le même comportement.
Chaque PR individuel est une version d'un processus de Markov r�eversible �a valeurs dans
f;; g; d; gdg o�u gu et du ont �et�e identi��es �a g et d et fg; dg �a gd. De par la proposition 4.3.1,
nous pouvons d�e�nir les quantit�es �u(g), �u(d), �u(gd) (�u(;) = 1) que nous supposerons
ind�ependantes de u et que nous noterons �g, �d et �gd. Soit ZLk et ZCk

les fonctions de
partition pour un tel mod�ele sur Lk et Ck.

Proposition 4.3.2 Les fonctions de partition ZLk et ZCk
sont donn�ees par

8k � 1; ZLk =
1

2k
p
�

�
(1 + �g + �d +

p
�)k � (1 + �g + �d �

p
�)k

�
(4.29)

8k � 3; ZCk
=

1

2k

�
(1 + �g + �d +

p
�)k + (1 + �g + �d �

p
�)k

�
(4.30)

avec � = 1 + 2(�g + �d) + (�g � �d)2 + 4�gd.

Avant de d�emontrer ces formules, remarquons que nous retrouvons bien certains cas connus.
Si �gd = �g�d, nous retrouvons le cas de k � 1 ressources ind�ependantes avec

ZLk = (1 + �g + �d)
k�1

et celui de k ressources ind�ependantes avec

ZCk
= (1 + �g + �d)

k :

Si �g = �d = 0 et �gd = �, nous trouvons ZLk = ZPP
Lk�2

o�u nous notons ici ZPP
Lk�2

la fonction
de partition du PP sur Lk�2 (lorsque n = 1 la formule (1.17) se simpli�e). Ce r�esultat n'est
pas surprenant car poser �g = �d = 0 et �gd = � revient �a bloquer �a ; les utilisateurs aux
extr�emit�es de Lk. Pour les autres utilisateurs qui se comportent comme dans le PP, tout se
passe donc comme si les utilisateurs des extr�emit�es n'existaient pas. Pour les cycles, nous
retrouvons bien ZCk

= ZPP
Ck

.

D�emonstration. Consid�erons d'abord le cas o�u les utilisateurs sont situ�es aux sommets
de Lk et se partagent donc k � 1 ressources. Notons ZI

Lk
l'expression de la fonction de

partition lorsque les ressources sont ind�ependantes et T l'op�eration qui consiste �a remplacer
dans l'expression de ZI

Lk
les produits

Q
r2� �u(r) par �u(�). Nous �ecrirons ZLk = T (ZI

Lk
).

Nous avons

ZI
Lk

=
k�1Y
u=1

(1 + �u(d) + �u+1(g)) = ZI
Lk�1

(1 + �k�1(d) + �k(g)) :
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D'o�u
ZI
Lk

= ZI
Lk�1

�k�1(d) + ZI
Lk�1

(1 + �k(g)) :

L'expression ZI
Lk�1

est ind�ependante de l'utilisateur k de sorte que

T (ZI
Lk�1

(1 + �k(g))) = ZLk�1(1 + �g) :

D'autre part,

ZI
Lk�1

�k�1(d) = (ZI
Lk�1

� ZI
Lk�2

�k�1(g) + ZI
Lk�2

�k�1(g)) �k�1(d)

= (ZI
Lk�1

� ZI
Lk�2

�k�1(g)) �k�1(d) + ZI
Lk�2

�k�1(g)�k�1(d) :

L'expression ZI
Lk�1

� ZI
Lk�2

�k�1(g) ne d�epend pas de l'utilisateur k � 1 et

T ((ZI
Lk�1

� ZI
Lk�2

�k�1(g))�k�1(d)) = T (ZI
Lk�1

� ZI
Lk�2

�k�1(g)) �d = (ZLk�1 � ZLk�2 �g) �d :

En�n T (ZI
Lk�2

�k�1(g)�k�1(d)) = ZLk�2�gd : D'o�u

T (ZI
Lk�1

�k�1(d)) = (ZLk�1 � ZLk�2�g)�d + ZLk�2�gd ; (4.31)

et �nalement

ZLk = (1 + �g + �d)ZLk�1 + (�gd � �g�d)ZLk�2 : (4.32)

En utilisant ZL1 = 1 et ZL2 = 1 + �g + �d, la formule (4.29) s'en d�eduit facilement.
Si �gd = �g�d, la r�ecurrence (4.32) redonne bien la fonction de partition du cas \ressources
ind�ependantes". De plus si nous prenons �g = �d = 0 et �gd = �, l'�equation (4.32) devient

ZLk = ZLk�1 + �ZLk�2

avec ZL1 = ZL2 = 1. Nous retrouvons l'�equation de r�ecurrence (1.25) qui d�e�nit la fonction de
partition ZPP

Lk
du PP sur Lk. Nous avons ZPP

L0
= 1 et ZPP

L1
= 1+� de sorte que nous pouvons

convenir de ZPP
L�1

= 1. Nous avons alors une autre mani�ere de montrer (par r�ecurrence) que

ZLk = ZPP
Lk�2

.
Consid�erons �a pr�esent le cas des cycles Ck. Par analogie avec ce qui pr�ec�ede nous notons

ZI
Ck

la fonction de partition du cas \ressources ind�ependantes". Elle v�eri�e pour k � 3

ZI
Ck

= ZI
Lk
(1 + �1(g) + �k(d))

= ZI
Lk

+ ZI
Lk
�1(g) + ZI

Lk
�k(d) :

Nous avons d�ej�a calcul�e en (4.31) (�a l'indice k pr�es) la quantit�e

T (ZI
Lk
�k(d)) = (ZLk � ZLk�1�g)�d + ZLk�1�gd :

La quantit�e T (ZI
Lk
�1(g)) s'obtient par sym�etrie, en changeant 1 en k et g en d. Ainsi

T (ZI
Lk
�1(g)) = (ZLk � ZLk�1�d)�g + ZLk�1�gd:
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Apr�es simpli�cations

ZCk
= ZLk+1 + (�gd � �g�d)ZLk�1 ; (4.33)

d'o�u nous pouvons d�eduire la formule (4.30).
Lorsque �g = �d = 0 et �gd = �, l'�equation (4.33) devient

ZCk
= ZLk+1 + �ZLk�1

= ZPP
Lk�1

+ �ZPP
Lk�3

:

Nous retrouvons bien ZCk
= ZPP

Ck
d'apr�es l'�equation (1.25).

Les cas de Lk et Ck se traitent facilement car pour passer �a l'indice k+1 il su�t d'ajouter
une arête dont l'un des sommets est pendant. Ceci revient �a ajouter une ressource �a l'un (et un
seul) des utilisateurs. C'est d'ailleurs pour cette même raison que les �equations (4.32) et (4.33)
peuvent aussi être obtenues �a partir de (4.6) et (4.16). Le même principe s'applique au cas des
arbres �etudi�es dans la section 1.5 du chapitre 1. Les utilisateurs sont localis�es aux sommets de
l'arbre r�egulierAd

k, de degr�e d et de hauteur k. Tout utilisateur u (�a l'exception de la racine de
l'arbre) peut utiliser d+1 ressources fr0u; r1u; : : : ; rdug. Pour i = 1 : : : d, il partage la ressource
riu avec un utilisateur \�ls" ui. Cela correspond aux quantit�es �u(riu) que nous supposons pour
simpli�er toutes �egales �a une quantit�e not�ee �u(f). L'utilisateur u partage la ressource r0u avec
un utilisateur \p�ere" et nous posons �u(r0u) = �u(p). Nous notons aussi, pour j = 1; : : : ; d

et 1 � i1 < i2 < : : : < ij � d, �u(fri1u ; : : : ; riju g) = �u(jf) et �u(fr0u; ri1u ; : : : ; riju g) = �u(pjf).
Cela signi�e que ces quantit�es ne d�ependent que du nombre de ressources \�ls" et \p�ere".
Dans la suite, nous supposons de plus ces quantit�es ind�ependantes de u et nous les notons
�jf et �pjf . Soit ZAk

la fonction de partition pour un tel mod�ele sur l'arbre Ad
k.

Proposition 4.3.3 Pour k � 1, la fonction de partition ZAk
est donn�ee par les �equations

de r�ecurrence suivantes

ZAk
=

dX
i=0

 
d

i

!
�if (ZAk�1)

i(ZAk�1 +Xk�1)
d�i (4.34)

Xk =
dX

i=0

 
d

i

!
�pif (ZAk�1)

i(ZAk�1 +Xk�1)
d�i (4.35)

avec Z0 = 1 et X0 = �p.

D�emonstration. Notons u0 la racine de Ad
k et u1; : : : ; ud ses sommets \�ls" adjacents.

Chacun des ui peut lui-même être vu comme la racine d'un sous-arbre Ad
k�1. Pour passer

�a Ad
k, nous ajoutons une ressource �a chaque ui. Les ressources ajout�ees sont partag�ees avec

l'utilisateur u0. Ainsi, passer �a l'arbre Ad
k consiste �a ajouter aux d sous-arbres Ad

k�1 de racine
ui un graphe en �etoile �a d branches. Notons ZI

Ak
(u) la fonction de partition pour l'arbre Ad

k

de racine u lorsque les ressources sont prises ind�ependamment. Notons EI la fonction de
partition pour le graphe en �etoile de sommet central u0 dont les d voisins sont u1; : : : ; ud.
Nous avons

ZI
Ak
(u0) = (

dY
i=1

ZI
Ak�1

(ui)) E
I ;
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avec

EI =
dX

i=0

 
d

i

!
(�u0(f))

i
d�iX
j=0

X
1�i1<:::<ij�d

�ui1 (p) : : : �uij (p) :

Ainsi ZI
Ak
(u0) est donn�ee par

dX
i=0

�
d

i

�
(�u0 (f))

i

d�iX
j=0

X
1�i1<:::<ij�d

f�ui1 (p)Z
I
Ak�1

(ui1) : : : �uij (p)Z
I
Ak�1

(uij )
Y

i62fi1;:::;ijg

ZI
Ak�1

(ui)g : (4.36)

En posant Xk�1 = T (�uij (p)Z
I
Ak�1

(uij )) qui ne d�epend pas de uij , nous en d�eduisons

ZAk
=

dX
i=0

 
d

i

!
�if

d�iX
j=0

 
d� i

j

!
(ZAk�1 )

d�j(Xk�1)
j :

L'�equation (4.34) en d�ecoule. Par ailleurs, nous pouvons �ecrire

Xk = T (�u0(p)Z
I
Ak
(u0))

et l'�equation (4.36) conduit �egalement �a l'�equation (4.35).

Les �equations (4.34) et (4.35) avec Z0 = 1 et X0 = �p permettent de calculer ZAk
par

r�ecurrence.

Dans ce qui suit, nous consid�erons le cas particulier o�u seules les quantit�es �u(p), �u(df)
et �u(pdf) sont non nulles. Nous les noterons alors respectivement �p, �f et �pf . Cela signi�e
qu'un utilisateur utilise soit toutes soit aucune des ressources communes avec ses \�ls". Ce
cas g�en�eralise, en quelque sorte, le PU sur Lk de la proposition 4.3.2. Les quantit�es �p, �f ,
�pf jouent le rôle de �g, �d, �gd.

Proposition 4.3.4 Pour k � 2,

ZAk
= �f (ZAk�1)

d + ((1 + �p)ZAk�1 + (�pf � �p�f )(ZAk�2)
d)d (4.37)

avec ZA0 = 1 et ZA1 = �f + (1 + �p)d :

D�emonstration. Dans ce cas les �equations (4.34) et (4.35) se simpli�ent en

ZAk
= �f (ZAk�1)

d + (Xk�1 + ZAk�1)
d (4.38)

Xk = �pf(ZAk�1 )
d + �p(Xk�1 + ZAk�1)

d (4.39)

Nous en d�eduisons facilement (4.37).

Remarquons que lorsque d = 1, l'�equation (4.37) redonne bien l'�equation (4.32) du cas
lin�eaire. Pour d quelconque, lorsque �f = �p = 0 et �pf = �, (4.37) devient

ZAk
= (ZAk�1 + �(ZAk�2)

d)d
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avec ZA0 = ZA1 = 1 et ZA2 = (1 + �)d. Or pour le PP sur Ak, nous avons (1.31), i.e.

ZPP
Ak

= (ZPP
Ak�1

)d + �(ZPP
Ak�2

)d
2

avec ZPP
A�1

= 1 et ZPP
A1

= 1 + �. D'o�u ZA1 = (ZPP
A�1

)d, ZA2 = (ZPP
A0

)d et par r�ecurrence

ZAk
= (ZPP

Ak�2
)d :

Cela vient du fait que les utilisateurs des feuilles et de la racine de Ad
k sont �x�es �a ; lorsque

�f = �p = 0. .

A partir des fonctions de partition nous pouvons calculer d'autres quantit�es grâce notam-
ment aux relations g�en�erales d�emontr�ees dans la section 4.1. Nous consid�erons par exemple,
la probabilit�e qu'un utilisateur soit dans l'�etat vide et la probabilit�e qu'un ensemble de
ressources soit libre.

Pour un PU sur Lk, la probabilit�e que l'utilisateur uk de l'extr�emit�e droite de Lk soit
dans l'�etat vide est donn�ee (cf. (4.7)) par

1� �g
ZLk�1

ZLk

=
(1 + �d)ZLk�1 + (�gd � �g�d)ZLk�2

ZLk

:

Fixer uk �a ; revient �a prendre �k(g) = 0 et l'expression au d�enominateur s'obtient encore
facilement en reprenant le calcul qui m�ene �a l'�equation (4.32) avec �k(g) = 0. Elle se retrouve
�egalement en appliquant les �equations (4.6) et (4.16) avec u = uk et 
 = Ruk .

De même pour un PU sur Ck, en reprenant les calculs avec �1(d) = �k+1(g) = 0, nous
pouvons montrer que la probabilit�e qu'un utilisateur soit inactif est

(1 + �g + �d + �gd)ZLk�1 + (�gd � �g�d)ZLk�2

ZCk

:

Pour les arbres Ad
k, nous notons �k la probabilit�e que la racine u0 soit dans l'�etat vide.

Fixer la racine �a ; revient �a poser �u0(f) = 0. D'o�u

�k =
(ZAk�1 +Xk�1)d

ZAk

:

En utilisant (4.38) et (4.39), apr�es simpli�cations nous avons

�k =

 
1 +

�d+1f

(�f + �pf + (�p�f � �pf )�k�1)d

!�1
: (4.40)

Si �f = �p = 0 alors �k = 1 ce qui est coh�erent puisque l'utilisateur �a la racine est contraint
d'être �a ;. De même si �pf = �f�p, nous retrouvons le cas des ressources ind�ependantes,

�k =
(1 + �p)d

�f + (1 + �p)d
:
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Grâce �a la relation (4.17) nous avons aussi facilement les probabilit�es suivantes. Pour
Lk, si nous num�erotons par ordre croissant les ressources d'une extr�emit�e �a l'autre de Lk, la
probabilit�e que la i-�eme ressource soit disponible est

ZLi ZLk�i
ZLk

:

Pour les cycles Ck la probabilit�e qu'une ressource soit disponible est

ZLk
ZCk

:

En�n pour Ad
k, nous consid�erons les ressources du niveau m. Les ressources auxquelles la

racine a acc�es sont, par exemple, les ressources du niveau 1. Pour m = 1 : : : k, la probabilit�e
que les ressources du niveau m soient libres est

ZAm�1 (ZAk�m)
d

ZAk
:

Une relation de r�eccurence telle que (4.40) est utile dans l'�etude de la transition de phase
pour ces mod�eles lorsque k tend vers l'in�ni. Il s'agit d'�etudier la limite de la suite �k.
Lorsqu'il y a unicit�e de la mesure r�eversible, cette suite converge. Remarquons qu'�etudier le
sous-arbre �ni Ad

k revient �a prendre pour condition de bord des utilisateurs au niveau k + 1
dans l'�etat fpg. Comme pour le PP, nous d�eveloppons ces questions dans le chapitre 5.

Dans la section suivante nous illustrons l'application de techniques de comparaison sto-
chastique aux processus d'utilisateurs et de ressources.

4.4 Comparaison stochastique et mod�eles de ressour-

ces partag�ees

4.4.1 Processus d'utilisateurs sur ZZ

Nous utilisons les outils de comparaison stochastique d�evelopp�es dans le chapitre 3 pour
prouver un r�esultat d'ergodicit�e pour une classe de PU sur ZZ. Ce r�esultat g�en�eralise un
th�eor�eme de [54] pour le PP sur ZZ. Il justi�e l'utilisation de m�ethodes statistiques pour
�evaluer les performances des syst�emes concern�es. En particulier, nous parlons en �n de partie
de la possibilit�e de calculer les variances des estimateurs des param�etres de performance.

Les processus que nous consid�erons sont encore des extensions du r�eseau cyclique d�e�ni
dans l'exemple 4.1.4 de la section 4.1, au r�eseau in�ni sur ZZ. Ce sont des PU d�e�nis (comme
dans l'�equation (4.2)) par troncature de PR r�eversibles avec une seule classe d'irr�eductibilit�e.
Les utilisateurs sont indic�es par ZZ et se comportent isol�ement tous de la même fa�con. Les
PR individuels sont des versions d'un même processus de Markov sur l'ensemble f;; g; d; gdg
dont les taux sont not�es �(�; �). Nous supposons que les ressources ne peuvent être �echang�ees
instantan�ement, i.e.

�(g; d) = �(d; g) = 0:



120 Mod�eles de ressources partag�ees

Nous consid�erons alors le PU sur
X =

O
u2ZZ

P(Ru)

de taux,

8u 2 ZZ; 8� 2 A; 8
 2 P(Ru);

c(u; �; 
) =

(
�u(�(u); 
) si 
 \ �(u� 1) = ; et 
 \ �(u+ 1) = ;
0 sinon.

(4.41)

D'apr�es la proposition 3.1.3 du chapitre 3, la r�eversibilit�e du PU sur ZZ est assur�ee par
la r�eversibilit�e des PR individuels. L'application des r�esultats de comparaison stochastique
aux PU n'est pas directe. L'ordre naturel induit par l'inclusion dans chaque ensemble Ru ne
donne pas de conclusions satisfaisantes. En e�et, prenons par exemple pour � la con�guration
vide et pour � la con�guration �guu�1. Lorsque la con�guration du syst�eme est � l'utilisateur
u peut prendre la ressource gu avec un taux �u(;; gu) strictement positif alors que ce taux
est nul lorsque la con�guration du syst�eme est �. Il nous est donc impossible d'appliquer les
r�esultats de la section 3.2 du chapitre 3 pour l'ordre usuel. Il nous faut consid�erer un autre
ordre sur X. Une id�ee naturelle consiste �a inverser l'ordre un site sur deux (par exemple
aux sites impairs) comme dans [54]. L'ordre ainsi obtenu est not�e �. Nous avons � � � si et
seulement si �(u) � �(u) pour tout u pair et �(u) � �(u) pour tout u impair dans ZZ: Pour
cet ordre, les conditions n�ecessaires et su�santes de monotonie du PU global s'expriment
localement, i.e. �a l'aide des taux des PR individuels. Lorsque ces PR sont tous des versions
d'un même processus de base de taux �(�; �) ces conditions se r�eduisent �a

�(;; g) + �(;; gd) � �(d; gd)

�(;; d) + �(;; gd) � �(g; gd)

�(gd; ;) + �(gd; g) � �(d; ;)
�(gd; ;) + �(gd; d) � �(g; ;) (4.42)

Notons que les conditions ci-dessus sont exactement les conditions n�ecessaires et su�santes de
monotonie du PR individuel pour l'ordre induit par l'inclusion sur P(R0) (voir la proposition
3.2.2 du chapitre 3). Dans ce cas la monotonie de chaque PR individuel implique la monotonie
du PU global.

Rappelons qu'un processus de Feller est ergodique si quelle que soit la mesure initiale il
converge vers une mesure stationnaire unique (cf [36]). Pour un PU r�eversible, invariant par
translation, l'ergodicit�e garantit aux utilisateurs un acc�es aux ressources �equitable.

Proposition 4.4.1 Un PU sur ZZ d�e�ni comme en (4.41) par troncature de PR individuels
qui sont des copies d'un même PR de base r�eversible avec une seule classe d'irr�eductibilit�e, est
invariant par translation au sens de (4.5) et est ergodique si ce PR est monotone (conditions
(4.42)).

D�emonstration. Une fois la monotonie assur�ee pour un ordre donn�e, la d�emonstration
est classique. Elle repose sur les approximations �nies du processus. Ces approximations sont
obtenues en conditionnant l'�etat du processus par des con�gurations extr�emales en dehors
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de l'ensemble [�n;+n] (voir [36]). Il existe une unique mesure stationnaire pour toutes les
approximations �nies de taille n. De plus, les taux sont de plus proches voisins et par les
propositions 3.1.6 du chapitre 3 et 2.3.14 du chapitre 2, les hypoth�eses d'irr�eductibilit�e et
de r�eversibilit�e impliquent que cette mesure stationnaire est la restriction d'une châ�ne de
Markov homog�ene �a [�n;+n]. La matrice de transition correspondante sur f;; g; d; gdg est

P =

0BBB@
p; ; p; g p; d p; gd
pg ; pg g pg d pg gd
pd ; 0 pd d 0
pgd ; 0 pgd d 0

1CCCA (4.43)

o�u les quantit�es p�� sont des probabilit�es de transition positives. La châ�ne �etant ergodique,
le PU l'est �egalement par comparaison stochastique (voir les d�etails dans [36] et [54]).

Exemple 4.4.1 .

Nous donnons un exemple de taux pour lesquels la proposition 4.4.1 s'applique,

�(;; g) = �(;; d) = a1 ; �(g; gd) = �(d; gd) = b1

�(gd; g) = �(gd; d) = a2 ; �(g; ;) = �(d; ;) = b2

�(;; gd) = a1b1 ; �(gd; ;) = a2b2

o�u a1; b1; a2; b2 sont des r�eels positifs. Les conditions (4.42) sont satisfaites si

a1 � b1=(1 + b1) et a2 � b2=(1 + b2) :

Exemple 4.4.2 .

Lorsque le processus de base est celui de l'exemple 4.1.1 (ressources ind�ependantes) avec
deux ressources, les conditions de monotonie (4.42) sont clairement satisfaites. D'apr�es la
proposition 4.4.1, le PU global correspondant est donc ergodique.

Quand des ensembles de plus de deux ressources sont consid�er�es, comme dans l'exemple
4.1.4, la même technique est encore applicable. L'inversion de l'ordre pour les sites impairs
conduit �a des conditions d'ergodicit�e pour le PU sur ZZ. Pour que ces conditions soient satis-
faites il faut en particulier que les PR individuels soient monotones pour l'ordre naturel (les
transitions entre con�gurations non comparables sont interdites). Toutefois, la monotonie de
chaque PR individuel n'est en g�en�eral pas su�sante pour avoir celle du PU global. G�en�era-
lement les conditions locales de monotonie n'impliquent pas les conditions (4.42). D'autres
conditions locales sont n�ecessaires. Donner l'ensemble de ces conditions de mani�ere g�en�erale
est possible mais laborieux. Il est pr�ef�erable de traiter chaque cas particulier s�epar�ement.
Pour l'exemple 4.1.1 avec plus de deux ressources il est facile de v�eri�er que les conditions
de monotonie de la proposition 3.2.3 sont satisfaites. Ainsi le PU sur ZZ correspondant est
encore ergodique.
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Une cons�equence utile de l'ergodicit�e est la possibilit�e de d�e�nir une structure statistique
pour l'estimation de certaines quantit�es �a l'�equilibre. Consid�erons un r�eseau lin�eaire, consti-
tu�e d'un grand nombre inconnu d'utilisateurs, auquel nous associons un PU d�e�ni comme en
(4.41). Nous supposons que l'�etat d'�equilibre d'un petit nombre n d'utilisateurs voisins est
observ�e. Nous voulons, par exemple, estimer la proportion �(g) d'utilisateurs qui n'utilisent
que leur ressource g. La structure statistique pour nos observations peut être param�etr�ee
par les coe�cients de la matrice de transition P d�e�nie en (4.43). La quantit�e �(g) est le
poids correspondant �a la ressource g dans la mesure invariante � de P . Elle s'exprime de
mani�ere explicite �a l'aide des probabilit�es de transition p� � . Pour estimer �(g), il est naturel
de choisir

X =
1

n

nX
u=1

Xu

avec Xu = 1 quand u utilise g et Xu = 0 sinon. La variance de cet estimateur s'exprime
encore �a l'aide des puissances de la matrice P et de �(g)

�2(X) =
1

n
�(g) (1� �(g)) + 2

n�1X
k=1

n� k

n2
�(g) (P k(g; g) � �(g)) : (4.44)

Comme cas particulier nous consid�erons le PP sur ZZ. L'utilisateur u peut occuper les res-
sources g et d ensemble mais pas s�epar�ement de sorte que son espace d'�etats se r�eduit �a
f;; gdg. La mesure stationnaire du PP est la mesure invariante d'une châ�ne de Markov de
matrice de transition

P =

 
1� p p
1 0

!

avec p = (2� + 1� (4� + 1)1=2)=2� (voir [54]). L'�equation (4.44) se r�eduit alors �a

�2(X) =
p

(1 + p)2

(
1

n
+ 2

n�1X
k=1

(�1)kpk
n� k

n2

)
:

4.4.2 Processus de ressources

Nous nous int�eressons �a pr�esent aux PR. A partir d'un PU donn�e, une mani�ere naturelle
de d�e�nir un processus dans P(R) est de prendre l'union des ensembles de ressources utilis�es �a
chaque instant (cf. proposition 4.1.1). Si l'ordre sur les con�gurations est l'ordre partiel d�e�ni
par l'inclusion sur chaque coordonn�ee, l'union de ces coordonn�ees est une fonction croissante.
Si le PU est monotone, le processus d�e�ni par l'union de ces coordonn�ees �a chaque instant
est aussi monotone. Cependant nous avons vu dans la section pr�ec�edente que les PU que
nous consid�erons ne peuvent être monotones pour l'ordre naturel. Ainsi, les cas pour lesquels
la monotonie du PR aggr�eg�e se d�eduit de celle du PU sous-jacent sont trop particuliers pour
être d�evelopp�es ici. Nous allons plutôt consid�erer des PR construits par superposition de
PR locaux indic�es par l'ensemble des utilisateurs. A travers l'exemple d'une biblioth�eque,
nous avons montr�e dans la section 4.1 que ces PR pouvaient e�ectivement servir �a mod�eliser
du partage de ressources. Pour ces PR, les r�esultats de comparaison stochastique d�evelopp�es
dans le chapitre 3 s'appliquent. Nous commen�cons par donner des conditions g�en�erales (4.45)
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puis nous montrons que sous des conditions assez naturelles le processus qui mod�elise la
biblioth�eque est monotone. Des propri�et�es int�eressantes peuvent s'en d�eduire.

Les PR sont donc d�e�nis par superposition comme en (4.19) de la section 4.1. Nous
consid�erons des ensembles �nis distincts indic�es par U , (Ru)u2U . L'ensemble de toutes les
ressources est

R =
[
u2U

Ru :

Pour tout u dans U , nous consid�erons un PR local de taux

fcu(�; �) ; �; � 2 P(R)g :
Pour un tel PR local, seules les transitions a�ectant des ressources de Ru sont autoris�ees
de sorte que nous notons ses taux cu(�; 
) plutôt que cu(�; �



Ru), pour tout � 2 P(R) et


 2 P(Ru). Soit donc deux PR obtenus par superposition, de taux

fciu(�; 
) ; � 2 P(R); 
 2 P(Ru); u 2 Ug
et de semi-groupes fSi(t)g (i = 1; 2). La proposition 3.2.6 du chapitre 3 s'applique. Si pour
tout u dans U et tout �; � dans P(R) avec � � � ,

(a) 
 � �(Ru) ou 
 6� �(Ru) ) c1u(�; 
) � c2u(�; 
)

(b) 
 � �(Ru) ou 
 6� �(Ru) ) c1u(�; 
) � c2u(�; 
) (4.45)

alors fS1(t)g �st fS2(t)g .

Des conditions de monotonie s'obtiennent facilement en posant c1u = c2u dans les conditions
ci-dessus. Un premier type d'information intuitivement clair mais di�cile �a atteindre par
d'autres techniques d�ecoule des conditions (4.45). Il s'agit de la monotonie de la valeur
moyenne de toute fonction croissante sur P(R) par rapport �a des taux de type naissance et
de mort. Consid�erons un PR monotone de taux c1u(�; 
) et d�e�nissons un PR de taux c2u(�; 
)
v�eri�ant

c2u(�; 
) =

8><>:
bu c1u(�; 
) si 
 � �(Ru)
du c1u(�; 
) si 
 � �(Ru)
c1u(�; 
) dans tout autre cas,

(4.46)

avec bu � 1 et 1 � du > 0. La proposition suivante est une cons�equence imm�ediate de la
proposition 3.2.6. Nous notons IE� [f(�it)] l'int�egraleZ

fd[�Si(t)] =
Z

Si(t)fd� :

Proposition 4.4.2 Soit f(�) une fonction croissante et � une mesure de probabilit�e quel-
conque sur P(R). Soit f�it ; t � 0g les PR de taux ciu(�; 
) (i = 1; 2) v�eri�ant les �equations
(4.46). Si les taux c1u(�; 
) v�eri�ent les conditions de monotonie ci-dessus (conditions (4.45)
avec c1u = c2u),

IE� [f(�1t )] � IE� [f(�2t )] :
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Si nous choisissons une fonction croissante pour �evaluer un PR de taux cu(�; 
), la valeur
moyenne de cette fonction �a chaque instant t augmente lorsque les taux de naissance du
processus augmentent ou lorsque les taux de mort diminuent.

Un second type d'information concerne la monotonie du PR global par rapport aux condi-
tions initiales. Notons que R est la con�guration maximale pour l'inclusion. Soit f�t ; t � 0g
un PR monotone et fS(t)g son semi-groupe. Pour toute mesure de probabilit�e � sur X, nous
avons

8t � 0; �S(t) �st �RS(t) ;

o�u �R est la mesure de Dirac en R. De même, la con�guration ; est minimale pour l'inclusion
et pour toute mesure de probabilit�e � sur X,

8t � 0; �;S(t) �st �S(t) :

La proposition suivante peut ainsi être vue comme une extension du th�eor�eme 2.3 p. 135
chap. 3 dans [36].

Proposition 4.4.3 Soit f(�) une fonction croissante. Soit f�t; t � 0g un PR de taux
cu(�; 
) et � une mesure de probabilit�e sur X. Sous les conditions de monotonie obtenues
avec (4.45) pour c1u = c2u = cu,

IE�;[f(�t)] � IE�[f(�t)] � IE�R[f(�t)] :

Nous examinons �a pr�esent plus pr�ecis�ement les mod�eles de type biblioth�eque d�e�nis dans
la section 4.1. Ces mod�eles sont des PR construits par superposition de PR locaux dont nous
rappelons les taux,

si �(Ru) � 
; cu(�; 
) = �u(�(Ru); 
);

si �(Ru) 6� 
; cu(�; 
) = p�;�

Ru
(u) �u(�(Ru); 
) :

Pour des taux locaux de ce type, il est possible de donner des conditions sous lesquelles le
PR global est monotone. Il est assez naturel de supposer qu'un utilisateur qui retourne un
ensemble de livres le fait le plus souvent en empruntant de nouveaux ouvrages plutôt que
de repartir les mains vides. De même, un utilisateur qui vient prendre de nouveaux livres
en pro�tera pour rendre des ouvrages emprunt�es pr�ec�edemment dont le prêt est d�epass�e par
exemple. Cela revient �a dire que le responsable de la biblioth�eque observe plus fr�equemment
des �echanges de livres que des retours ou des emprunts purs. Une hypoth�ese naturelle est
donc que pour tout u, pour tout � dans P(R) et tout 
 dans P(Ru) avec 
 6� �(Ru),

cu(�; 
) � maxfcu(� [ �
Ru; 
); cu(� \ �
Ru; 
)g : (4.47)

En ce qui concerne les retours ou les emprunts purs de livres, il est �egalement naturel de
supposer que les retours et les emprunts de petits ensembles d'ouvrages sont plus fr�equents
que les retours et emprunts de grandes quantit�es de livres. Ceci est exprim�e par les conditions
(4.48) ci-dessous. Pour tout u et tout �; � dans P(R) avec � � �,

si 
 � �(Ru) alors cu(�; 
) � cu(�; 
)

si 
 � �(Ru) alors cu(�; 
) � cu(�; 
) : (4.48)
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Nous pouvons encore avoir �a comparer des �echanges de livres pour lesquels il est impossible
de trancher entre l'une ou l'autre des situations ci-dessus. Dans ce cas nous supposons les
taux �egaux. Ainsi, pour tout u et tout �; � dans P(R) avec � � �,

si 
 6� �(Ru) et 
 6� �(Ru) alors cu(�; 
) = cu(�; 
) : (4.49)

Il est alors facile de v�eri�er que les conditions (4.47), (4.48), (4.49) impliquent (4.45) avec c1u =
c2u, ce qui montre que le PR consid�er�e est un processus monotone. Ceci justi�e l'�evaluation de
l'�etat de la biblioth�eque par le responsable �a l'aide d'une fonction score f(�) monotone pour
l'inclusion. Par exemple, le nombre d'ouvrages publi�es en 1995 est une fonction croissante
de la con�guration de la biblioth�eque. Des propri�et�es de monotonie int�eressantes peuvent se
d�eduire des propositions 4.4.2 et 4.4.3. En pratique, une estimation de Monte-Carlo de la
valeur moyenne IE�[f(�t)] peut être obtenue par simulation num�erique �a partir de l'une ou
l'autre des con�gurations extr�emales ; (aucun livre emprunt�e) et R (aucun livre en rayon).

Les outils de comparaison stochastique semblent donc mieux adapt�es aux PR qu'aux PU.
Ces derniers ne sont en g�en�eral pas monotones pour l'ordre usuel. Il est possible d'envisager
d'autres ordres qui donnent lieu �a autant de conditions de monotonie. Celui que nous avons
consid�er�e dans la partie 4.4.1 est naturel pour les graphes bipartites. Les conditions de
monotonie qui en d�ecoulent nous ont permi de donner des conditions d'ergodicit�e, c'est-�a-
dire d'unicit�e de la mesure stationnaire et de convergence vers cette mesure. Dans le chapitre
suivant nous abordons le probl�eme de la transition de phase. Nous verrons que cela revient
dans les cas que nous �etudions �a s'int�eresser �a l'existence d'une unique mesure r�eversible.
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Chapitre 5

Transition de phase sur les arbres

Pour des syst�emes qui augmentent en taille et complexit�e, il est important de comprendre
comment des interactions locales (par exemple des con
its entre utilisateurs utilisant les
mêmes ressources) peuvent avoir des e�ets globaux (syst�emes non �equitables o�u certains uti-
lisateurs sont favoris�es par rapport �a d'autres). Nous nous proposons de mettre en �evidence
de tels e�ets en �etudiant des mod�eles simples sur des graphes construits �a partir d'un arbre
in�ni et pour lesquels se produit un ph�enom�ene de transition de phase. Nous pr�esentons
le cadre th�eorique de cette �etude dans la section 5.1. La d�emarche est inverse de celle du
chapitre 2. Nous nous int�eressons �a des ensembles de variables al�eatoires attach�ees �a des
sites et pour lesquelles les d�ependances locales entre variables sont connues et donn�ees par
un syst�eme de probabilit�es conditionnelles. Ceci conduit �a introduire la notion de sp�eci�ca-
tions, qui vont jouer le rôle de ces probabilit�es conditionnelles. Il s'agit alors de d�eterminer
les champs al�eatoires dont les probabilit�es conditionnelles sont donn�ees. S'ils existent, ces
champs constituent un ensemble de mesures de Gibbs (au sens large de [26]). Nous rappelons
la structure d'un tel ensemble. Nous dirons qu'il y a transition de phase s'il contient plus d'un
�el�ement. Nous pr�ecisons �egalement la notion de sp�eci�cations markoviennes pour lesquelles
les mesures de Gibbs sont des champs de Markov. Dans la section 5.2 nous consid�erons le
cas du PP sur des graphes �echelles in�nis. Des mod�eles analogues, sur un arbre in�ni et sur
la grille in�nie de dimension 2, ont d�ej�a �et�e �etudi�es par Kelly [32] et Louth [38]. Nous don-
nons des conditions su�santes de transition de phase qui g�en�eralisent un r�esultat de Kelly
[32]. Une fois le probl�eme pos�e, la d�emonstration de ces conditions peut se comprendre in-
d�ependamment, �a partir des seules notions du chapitre 1. Les r�esultats de cette section sont
ceux que nous avons pr�esent�es dans [23]. Dans la section 5.3 nous introduisons le formalisme
des châ�nes de Markov sur les arbres et des lois de bord (voir [26] ou [57]) avec pour but
d'�etudier, dans la section 5.4, si les conditions su�santes pr�ec�edentes sont aussi n�ecessaires.
En�n dans la section 5.5 nous examinons le cas de certains PU plus g�en�eraux.

5.1 Sp�eci�cations et mesures de Gibbs

Dans le chapitre 2, nous nous sommes int�eress�es �a des lois de probabilit�e conjointes d'une
famille de variables al�eatoires. A partir de ces lois nous avons pu construire des syst�emes
de probabilit�es conditionnelles v�eri�ant di��erentes propri�et�es selon les d�ependances entre les
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variables. Nous avons �etudi�e des formes de d�ependance vari�ees �a travers des propri�et�es de
Markov sans nous pr�eoccuper de l'existence de lois de probabilit�e qui v�eri�ent ces propri�e-
t�es. A l'inverse, dans cette section nous nous donnons une famille de fonctions et nous nous
int�eressons aux champs al�eatoires dont les probabilit�es conditionnelles ont pour versions ces
fonctions. Lorsque ces champs existent, ils constituent une classe de champs al�eatoires dis-
tincts qui ont tous les mêmes probabilit�es conditionnelles. Pour que de tels champs existent,
la famille de fonctions ne peut être choisie arbitrairement et doit v�eri�er certaines propri�et�es.
Lorsque ces propri�et�es sont v�eri��ees, nous parlons de sp�eci�cation et les champs al�eatoires
dont les probabilit�es conditionnelles ont pour versions ces fonctions sont appel�es mesures de
Gibbs associ�ees �a cette sp�eci�cation. Les termes mesures de Gibbs sont ici employ�es dans
un sens plus large que dans la section 2.2.6 du chapitre 2 o�u ils �etaient associ�es �a la notion
de potentiel. Avant de pr�eciser davantage ces notions (pour lesquelles une r�ef�erence g�en�erale
est le chapitre 1 de [26]), nous pr�esentons la probl�ematique en montrant en quoi elle di��ere
de celle qui consiste �a d�e�nir un champ al�eatoire �a partir d'une famille de lois marginales.
Cette derni�ere s'appuie sur le th�eor�eme d'extension de Kolmogorov que nous rappelons.

Le th�eor�eme d'extension de Kolmogorov est un outil classique pour construire des lois
de probabilit�e sur un produit in�ni d'espaces de probabilit�e �a partir d'une famille coh�erente
(d�e�nition 5.1.1) de lois marginales. Supposons d'abord qu'il existe une loi � de probabilit�e
sur (X;F) . Pour tout sous-ensemble �ni V de S, la loi marginale de � sur XV est d�etermin�ee
de fa�con unique et est not�ee �V . Les marginales f�V gV 2Pf(S) sont li�ees entre elles. Si V

0 est
inclus dans V , �V 0 est par d�e�nition la marginale de � sur XV 0 mais aussi la marginale de
�V sur XV 0 . Cette propri�et�e est appel�ee propri�et�e de coh�erence.

D�e�nition 5.1.1 Soit � = f�V gV 2Pf(S) une famille de lois de probabilit�e. La famille � est
dite coh�erente si elle v�eri�e

8V 0 � V ; �V 0 est la marginale de �V sur XV 0 : (5.1)

Si maintenant, pour tout V dans Pf (S) nous nous donnons une loi de probabilit�e �V sur
(XV ;FV ) deux questions se posent. Quelles relations doit v�eri�er la famille f�V gV2Pf(S) pour
qu'il existe une loi � sur (X;F) de marginales f�V gV2Pf(S), et si une telle loi existe est-elle
unique ? D'apr�es ce qui pr�ec�ede s'il existe une loi � de marginales f�V gV2Pf(S), la famille
f�V gV2Pf(S) v�eri�e n�ecessairement la propri�et�e de coh�erence (5.1) . Cette propri�et�e est donc
n�ecessaire �a l'existence de �. Le th�eor�eme de Kolmogorov montre qu'elle est aussi su�sante.

Proposition 5.1.1 Soit f�V gV2Pf(S) une famille coh�erente de lois de probabilit�e. Il existe
une unique loi � sur (X;F) telle que pour tout V dans Pf(S) la marginale �V soit �egale �a
�V .

Un champ al�eatoire est donc d�e�ni de mani�ere unique par ses probabilit�es marginales sur
des ensembles �nis. L'int�erêt du th�eor�eme est de permettre de ramener l'�etude d'une mesure
sur un espace in�ni �a des mesures sur des ensembles �nis. Il existe cependant des mod�eles
o�u les marginales ne peuvent être pr�ecis�ees. Dans certains d'entre eux, on dispose seulement
de connaissances sur les d�ependances entre variables qui s'expriment �a l'aide de probabilit�es
conditionnelles. Dans le cas des champs de Markov par exemple, la forme des probabilit�es
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conditionnelles exprime que ce qui se passe sur un sous-ensemble �ni de sites ne d�epend des
autres sites qu'�a travers les sites les plus proches. Il est donc naturel pour une famille de
fonctions donn�ees de se poser la question de l'existence et l'unicit�e d'un champ admettant
ces fonctions comme lois conditionnelles. Cette approche conduit �a introduire la notion de
sp�eci�cation. Il s'agit d'une famille de noyaux de probabilit�e qui v�eri�ent une propri�et�e encore
dite de coh�erence.

D�e�nition 5.1.2 Soit (Y;Y) et (Z;Z) deux espaces de probabilit�e. Une fonction � de Z�Y
dans [0; 1] est un noyau de probabilit�e de (Y;Y) dans (Z;Z) (ou simplement de Y dans Z )
si

{ �( : j � ) est une loi de probabilit�e sur (Z;Z) pour tout � dans Y .

{ �(K j : ) est Y-mesurable pour tout K dans Z .

Il est possible de composer deux noyaux de probabilit�e. Soit (T;T ) un troisi�eme espace de
probabilit�e.

D�e�nition 5.1.3 Soit �1 et �2 des noyaux de probabilit�e respectivement de Y dans Z et de
Z dans T . La composition �1�2 est un noyau de probabilit�e de Y dans T d�e�ni par

8K 2 T ; 8� 2 Y ; �1�2(Kj�) =
Z
�2(Kj�)�1(d�j�) :

Il est �egalement possible de composer une mesure et un noyau de probabilit�e.

D�e�nition 5.1.4 Soit � une mesure de probabilit�e sur (Y;Y) et � un noyau de probabilit�e
de Y dans Z . La mesure de probabilit�e �� sur (Z;Z) est d�e�nie par

8K 2 Z ; ��(K) =
Z
�(K j �) �(d�) :

Nous nous �xons donc une famille � = f�V gV2Pf(S) de noyaux de probabilit�e respectivement
de (X;FSnV ) dans (X;F) . Le probl�eme est de d�eterminer les champs al�eatoires � sur (X;F)
qui v�eri�ent

8K 2 F ; 8V 2 Pf(S); �(K j FSnV ) = �V ( K j : ) � � p:s: (5.2)

Pour qu'un tel champ ait une chance d'exister, la famille � = f�V gV2Pf(S) doit v�eri�er
certaines conditions. En e�et, s'il existe un champ � dont les probabilit�es conditionnelles
sont donn�ees par �, des propri�et�es connues des probabilit�es conditionnelles nous permettent
de d�eduire des relations n�ecessairement v�eri��ees par les fonctions f�V gV2Pf(S) ,

8V;W 2 Pf (S) avec V �W ; 8K 2 F ; 8L 2 FSnV ;

�V (K \ L j : ) = �(K \ L j FSnV ) � � p:s:

= 11L:�(K j FSnV ) = 11L:�V (K j : ) � � p:s: (5.3)
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�W�V (K j : ) = �(�(K j FSnV ) j FSnW ) � � p:s:

= �(K j FSnW ) = �W (K j : ) � � p:s: (5.4)

Les relations ci-dessus v�eri��ees par les f�V gV2Pf (S) sont vraies �-p.s. Or nous souhaitons �xer
ces fonctions a priori sans rien connâ�tre des supports des mesures de probabilit�e susceptibles
de v�eri�er (5.2) . Il nous faut donc imposer aux fonctions f�V gV2Pf(S) de v�eri�er les �egalit�es
(5.3) et (5.4) partout plutôt que simplement �-presque partout. Ainsi, une sp�eci�cation est
d�e�nie de la mani�ere suivante.

D�e�nition 5.1.5 Une sp�eci�cation est une famille � = f�V gV2Pf (S) de noyaux de probabilit�e
respectivement de (X;FSnV ) dans (X;F) v�eri�ant

8V;W 2 Pf(S) avec V �W ; 8K 2 F ; 8L 2 FSnV ;

�V (K \ L j : ) = 11L:�V (K j : ) ; (5.5)

�W �V (K j : ) = �W (K j : ) : (5.6)

Lorsqu'un noyau v�eri�e la condition (5.5), il est dit propre. Pour la relation (5.6), on parle
de condition de coh�erence.

D�e�nition 5.1.6 Soit � une sp�eci�cation. Les champs al�eatoires qui v�eri�ent (5.2) sont
appel�es mesures de Gibbs associ�ees �a �. Leur ensemble est not�e G(�) .

Dans la partie 2 nous avons d�ej�a parl�e de mesures de Gibbs de plus proches voisins (d�e�nition
2.2.8). Il s'agissait de champs al�eatoires dont les probabilit�es conditionnelles avaient une
forme particuli�ere donn�ee par un potentiel de plus proches voisins. Lorsqu'une sp�eci�cation
est donn�ee par un potentiel, on parle de sp�eci�cation de Gibbs (voir par exemple [26] chap. 2
pour une d�e�nition pr�ecise). Les termes mesures de Gibbs sont g�en�eralement r�eserv�es aux
champs al�eatoires associ�es �a une sp�eci�cation de Gibbs. Nous l'employons ici de mani�ere plus
g�en�erale.

L'ensemble G(�) peut être vide (voir l'exemple 30 p. 26 dans [43]). Toutefois, dans les
mod�eles que nous consid�ererons par la suite, G(�) sera toujours non vide. Des conditions
su�santes sont donn�ees dans le chapitre 4 de [26] . Lorsque S est in�ni, G(�) peut contenir
plusieurs champs al�eatoires distincts. Si cela se produit, nous dirons qu'il y a transition de
phase. Pour �etudier un tel ph�enom�ene il peut être int�eressant de pr�eciser la structure de
l'ensemble G(�). Une r�ef�erence sur ce th�eme est le chapitre 7 de [26] .

Proposition 5.1.2 G(�) est un ensemble convexe, i.e.

�1; �2 2 G(�) ) 8� 2 [0; 1] ��1 + (1� �)�2 2 G(�) :

Il su�t de remarquer que � 2 G(�) est �equivalent �a ��V = � pour tout V dans Pf (S),
qui est simplement une autre fa�con d'�ecrire (5.2) (remarque 1.24, chap. 1 p. 17 de [26]). La
proposition s'en d�eduit facilement. L'ensemble G(�) sera donc caract�eris�e par ses �el�ements
extr�emaux d�e�nis comme suit.
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D�e�nition 5.1.7 Soit � dans G(�) . La mesure � est extr�emale dans G(�) si
9�1; �2 2 G(�) et � 2 [0; 1] ; � = ��1 + (1 � �)�2 ) � = 0 ou 1 :

Nous noterons exG(�) l'ensemble des �el�ements extr�emaux de G(�) .

Sous de faibles hypoth�eses, il est possible de montrer (voir chapitre 7 de [26]) que G(�) est
un simplexe : tout �el�ement de G(�) s'�ecrit de mani�ere unique comme combinaison convexe
d'�el�ements extr�emaux. Dans la suite, nous nous pla�cons toujours dans ce cas. Il se produit par
exemple lorsque l'ensemble d'�etats B est �ni (voir [43] p. 32). Ce r�esultat nous sera utile dans
la section 5.3, pour caract�eriser les cas o�u il n'y a pas transition de phase. Nous commencerons
par examiner les �el�ements extr�emaux, qui ont en g�en�eral des propri�et�es suppl�ementaires et
sont plus faciles �a �etudier.

Dans ce qui suit nous nous limitons �a des sp�eci�cations de Markov au sens de la d�e�nition
12.1, chap. 12 p. 239 de [26] que nous rappelons.

D�e�nition 5.1.8 La famille de noyaux de probabilit�e � = f�V gV2Pf(S) est une sp�eci�cation
de Markov si � est une sp�eci�cation telle que

8V 2 Pf (S) ; 8K 2 FV ; �V (K j : ) est FN(V ) �mesurable:

Les champs al�eatoires associ�es �a une sp�eci�cation de Markov v�eri�ent la propri�et�e de Markov
locale (d�e�nition 2.1.8, chapitre 2) et sont des champs de Markov. En particulier, les mesures
r�eversibles du PP sont les mesures de Gibbs associ�ees �a une sp�eci�cation que nous pr�ecisons
ci-dessous.

5.2 Conditions su�santes de transition de phase pour

le PP sur des arbres �echelles

Soit Ad
m l'arbre r�egulier de degr�e d, de hauteur m d�e�ni dans la section 1.5 du chapitre 1.

Soit Ad l'arbre in�ni obtenu �a partir de Ad
m lorsque m tend vers l'in�ni. Nous consid�erons le

PP sur les graphes �echellesKn�Ad o�u Kn est la clique �a n sommets. Ces graphes ne sont pas
des arbres mais il su�t de changer l'espace d'�etats de chaque sommet pour se ramener au
cas de Ad . En e�et, le PP sur Kn �Ad peut être vu comme un processus sur Ad o�u chaque
sommet a pour espace d'�etats AKn. L'ensemble AKn des con�gurations admissibles sur Kn

contient n + 1 �el�ements, l'�etat o�u tous les sommets sont �a 0 et les n �etats avec exactement
un sommet �a 1 . Les mesures r�eversibles sur Kn �Ad peuvent être vues comme des champs
de Markov sur Ad. Elles correspondent �a l'ensemble G(�) des mesures de Gibbs pour la
sp�eci�cation de Markov � suivante. Rappelons que V = V [N(V ) et AV est l'ensemble des
con�gurations admissibles pour le PP sur V .

8V 2 Pf(S); 8
 2 XV ; �V (�(V ) = 
 j �(SnV )) =

(
Z�1
V �

P
x2V


(x) si �
V (V ) 2 AV

0 sinon:

Etudier la transition de phase pour ce mod�ele revient donc �a �etudier la non unicit�e de la
mesure r�eversible. La condition su�sante de transition de phase que nous donnons consiste
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en une valeur � du taux � au-dessus de laquelle il y a non unicit�e de la mesure r�eversible.
Pour cela nous n'avons besoin que des notions introduites dans la section 1.5 du chapitre 1.
Notons simplement Am (resp. A) le graphe Kn �Ad

m (resp. Kn �Ad) et ZAm la fonction de
partition du PP sur Am. Dans le chapitre 1 nous avons montr�e (proposition 1.5.2) que pour
m � 1,

ZAm = (ZAm�1 )
d +

�

nd�1
[ (ZAm�2 )

d + (n� 1)ZAm�1 ]d ; (5.7)

avec

ZA0 = ZKn = 1 + n�

ZA�1 = Z; = 1 :

Pour le PP sur A une condition su�sante de transition de phase est donn�ee dans la propo-
sition suivante.

Proposition 5.2.1 Pour d � n � 2 et � > �, avec

� = (d + 1)d=(dd (d� n+ 1)) ; (5.8)

le PP sur A a plus d'une mesure r�eversible.

D�emonstration. L'id�ee g�en�erale pour �etudier les mesures r�eversibles du PP sur A est la
même que pour les mod�eles de Ising stochastiques sur un ensemble in�ni de sites (cf. Liggett
[36] th�eor�eme 1.16 p. 184). Pour m �x�e, il s'agit d'imposer des conditions de bord aux feuilles
de Am. Chaque condition de bord possible correspond �a une mesure sur A qui est la mesure
r�eversible du PP sur Am conditionn�ee �a cette condition. Soit Rm l'enveloppe convexe de ces
mesures sur Am et G(�) l'ensemble des mesures r�eversibles pour le PP sur A. Nous avons

G(�) =
\
m

Rm :

Si G(�) se r�eduit �a une unique mesure �A alors toute suite (�m)m de mesures r�eversibles
sur Am converge vers �A, quelles que soient les conditions de bord. Pour mettre en �evidence
une transition de phase, il su�t de trouver des conditions de bord pour lesquelles la suite
(�m)m ne converge pas. Pour montrer que (�m)m ne converge pas, il su�t de regarder les
probabilit�es des con�gurations �a la racine O de l'arbre. Comme dans le chapitre 1, nous
notons �om la restriction d'une con�guration � �a la clique qui correspond �a la racine O dans
Am. La condition de bord la plus naturelle est celle o�u les feuilles de Am sont �x�ees �a la
con�guration vide. La mesure qui en d�ecoule est la mesure r�eversible du PP sur Am�1. Ainsi,
il y a transition de phase d�es que la quantit�e �m(�om = 0g) n'a pas de limite quand m tend
vers l'in�ni. Nous commen�cons donc par �etudier la quantit�e am d�e�nie par

am = �m(�
o
m = 0g) =

(ZAm�1 )
d

ZAm
:
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Cette derni�ere �egalit�e vient par exemple de l'�equation (4.13), section 4.1 chapitre 4. Nous
d�eduisons de la relation (5.7)

am =
1

1 + �
nd�1

[am�1 + (n� 1)]d
: (5.9)

Pour n = 1, (5.9) donne l'�equation (2.9) p. 383 de Kelly [32]. La suite d�e�nie par (5.9) a un
unique point �xe dans ]0; 1[. Il y a transition de phase si ce point �xe n'est pas stable. Ceci se
produit pour des valeurs de � sup�erieures �a une valeur critique. Pour n = 1 nous retrouvons
le r�esultat de Kelly. Pour n � 2, �xer la condition de bord �a l'�etat vide ne conduit pas �a une
condition satisfaisante. Une meilleure condition est obtenue �a partir d'une condition de bord
non sym�etrique que nous pr�ecisons. L'arbre �echelleA peut être vu comme n copies connect�ees
de Ad. Nous distinguons une de ces copies et nous indi�cons ses sommets par x de sorte que
dans chaque clique Kn de A, un des philosophes est indic�e par x. Dans A, l'ensemble des
philosophes indic�es par x sont connect�es selon la copie distingu�ee de Ad. La condition de bord
que nous choisissons consiste alors �a �xer les feuilles de Am �a la con�guration de AKn dans
laquelle le philosophe x est �a 1. Le probl�eme est ensuite de savoir si ces conditions a�ectent ou
non la probabilit�e que le philosophe x de la racine soit �a 1. Les probabilit�es des con�gurations
possibles �a la racine sont d�etermin�ees par trois quantit�es. Nous notons �m la probabilit�e de
la con�guration vide. Elle est a priori distincte de la valeur am pr�ec�edente. Nous notons �m
la probabilit�e que le philosophe x soit �a 1 et 
m la probabilit�e qu'un philosophe autre que x
soit �a 1. De mani�ere analogue �a (5.9) nous obtenons les �equations suivantes,

�m + �m + (n� 1)
m = 1 (5.10)

�m = � �m (1 � �m�1)
d (5.11)


m = � �m (1 � 
m�1)
d : (5.12)

Les �equations (5.11) et (5.12) peuvent se r�e�ecrire sous la forme d'un syst�eme dynamique
discret de dimension 2,

�m = � (1 � �m�1)
d =(1 + �(1 � �m�1)

d + (n� 1)�(1 � 
m�1)
d)


m = � (1 � 
m�1)
d =(1 + �(1 � �m�1)

d + (n� 1)�(1 � 
m�1)
d) : (5.13)

S'il n'y a qu'une seule mesure r�eversible, les limites pour �m et 
m existent et sont �egales. Une
condition su�sante de transition de phase peut donc être obtenue en �etudiant la stabilit�e du
point �xe not�e (�; �) pour ce syst�eme. Nous nous int�eressons pour cela aux valeurs propres
de la matrice jacobienne du syst�eme (5.13). Au point (�; �), la matrice jacobienne est

�d�2
�(1 � �)d+1

II2 +
d�2

(1� �)

 �(n� 1) (n� 1)
1 �1

!
;

o�u II2 est la matrice identit�e de dimension 2. Ses valeurs propres sont

�d�2
�(1 � �)d+1

et
�(d�2 + n�d�2(1� �)d)

�(1 � �)d+1
:
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La plus grande en module est

(d�2 + n�d�2(1� �)d)

�(1 � �)d+1
;

qui se simpli�e ((�; �) est point �xe) en

d�

(1� �)
: (5.14)

Nous appliquons alors le th�eor�eme 7.1 p. 369 de Sandefur [46] selon lequel si (5.14) est
sup�erieur �a 1, i.e. � > 1

d+1
alors le point �xe n'est pas stable. D'autre part en utilisant (5.10)

et (5.11) nous avons

� =
�

(1� n�)(1� �)d
;

et pour d � n � 2, � > 1
d+1

est �equivalent �a � > � avec � donn�e par (5.8). Sous cette
derni�ere condition le PP a donc plus d'une mesure r�eversible.

Pour n = 1, le syst�eme (5.13) se simpli�e et la condition de stabilit�e du point �xe permet
de retrouver la valeur critique donn�ee dans [32].

Dans les sections suivantes, notre objectif est d'�etudier la r�eciproque de la proposition
5.2.1. Plus g�en�eralement, il s'agit de trouver des conditions sous lesquelles il n'y a pas tran-
sition de phase, c'est-�a-dire unicit�e de la mesure de Gibbs. Pour cela nous introduisons la
notion de lois de bord pour les châ�nes de Markov sur les arbres (cf [26] ou [57]). En vue
d'appliquer ce formalisme au PP, nous pr�esentons �egalement des outils d�evelopp�es dans [58].
Dans cette r�ef�erence, Zachary d�e�nit une notion de sp�eci�cation r�epulsive qui �etend la d�e-
�nition usuelle pour les syst�emes de spins (B = f0; 1g) aux espaces d'�etats B totalement
ordonn�es et poss�edant un plus petit �el�ement. Il montre alors que lorsque une sp�eci�cation est
r�epulsive, une condition n�ecessaire et su�sante de transition de phase est l'�egalit�e de deux
châ�nes de Markov altern�ees particuli�eres (voir d�e�nition 5.3.4 ci-dessous). Cette technique
ne peut être appliqu�ee directement au PP sur Kn � T r sans quelques modi�cations. Nous
pr�esentons donc les notions de [58] �etendues au cas B partiellement ordonn�e. Pour n � 2, le
PP sur Kn � T r peut être vu comme un processus r�epulsif sur T r et nous en d�eduisons une
condition n�ecessaire et su�sante de transition de phase. Pour n � 3, il n'existe pas d'ordre
sur B, même partiel, pour lequel les outils pr�esent�es soient applicables. Le PP ne peut être
vu comme un processus r�epulsif sur T r. Il est toutefois possible de donner une condition
su�sante de transition de phase. Dans les deux cas, ces conditions s'explicitent en fonction
du taux � (propositions 5.4.3 �a 5.4.5). Pour n 6= 1, nous n'en donnons pas une d�emonstration
compl�ete. Nous pr�ecisons les arguments que nous avions envisag�es pour les propositions 5.4.4
et 5.4.5 en indiquant les points qu'il resterait �a r�esoudre.

5.3 Châ�nes de Markov sur les arbres et lois de bord

Soit � une sp�eci�cation de Markov sur un arbre et G(�) l'ensemble des mesures de Gibbs
associ�ees. Les �el�ements de G(�) sont des champs de Markov. Dans le chapitre 2 (d�e�nition
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2.2.4 section 2.2.3) nous avons vu qu'il �etait possible de d�e�nir sur un arbre comme sur ZZ la
notion de châ�ne de Markov. Nous avons vu que cette notion �etait plus forte que la propri�et�e
de Markov locale dans le sens o�u toute châ�ne de Markov v�eri�e la propri�et�e de Markov locale
mais l'inverse n'est pas forc�ement vrai. N�eanmoins, le r�esultat qui suit (th�eor�eme 12.6 chap.
12 p.241 dans [26]) montre que certains champs de Markov de G(�) sont aussi des châ�nes
de Markov.

Proposition 5.3.1 Soit � une sp�eci�cation de Markov sur un arbre. Si � est une mesure
extr�emale de G(�) alors � est une châ�ne de Markov.

L'inclusion peut être stricte. Il existe des châ�nes de Markov dans G(�) non extr�emales.
La proposition 5.3.1 peut être utile dans la recherche de conditions sous lesquelles il n'y
a pas transition de phase. Pour montrer que G(�) ne contient qu'un seul �el�ement il su�t
de montrer qu'il n'y a qu'une seule mesure dans exG(�) . Dans ce but, il est pratique de
pouvoir caract�eriser les châ�nes de Markov de G(�). Dans ce qui suit nous nous limitons �a des
sp�eci�cations de Markov � pour lesquelles les champs de Markov de G(�) v�eri�ent la condition
\wo". Cette condition (d�e�nition 2.2.9) est en particulier vraie pour toute sp�eci�cation de
Markov positive. Dans ce cas, les champs de Markov sur un arbre A = (S;E) sont aussi
des syst�emes de cliques avec fonction d'interaction Q = fQfx;yggfx;yg2E (proposition 2.3.12,
section 2.3.4, chapitre 2). Si � appartient �a G(�), nous avons

8V 2 Pf(S) ; 8� 2 XV ;

�(�(V ) = � j FSnV ) = Q0(�(N(V ))) �Q;V (�(N(V )); �) � � p:s: ;

avec 8� 2 X

�Q;V (�
N(V ); �V ) =

Y
fx;yg\V 6=;

Qfx;yg(�
fx;yg) ;

o�u �V est la restriction de � �a V . Si � est une sp�eci�cation de Gibbs pour un potentiel de plus
proches voisins � (c'est-�a-dire une sp�eci�cation de Markov positive), les �el�ements de G(�)
sont des mesures de Gibbs de plus proches voisins au sens de la d�e�nition 2.2.8 du chapitre
2 et nous pouvons poser par exemple

8fx; yg 2 E ; 8� 2 Xfx;yg ; Qfx;yg(�) = exp

 
�fx;yg(�) +

�fxg(�(x))

jN(x)j
+
�fyg(�(y))

jN(y)j

!
:

Les fonctions obtenues ci-dessus sont strictement positives. Il est possible de d�e�nir de la
mêmemani�ere des fonctions Qfx;yg pour les mesures r�eversibles du processus des philosophes
sur un arbre. Nous verrons dans la partie suivante que ces fonctions Qfx;yg ne sont pas
strictement positives. La fonction Qfx;yg peut être vue comme une matrice de transfert pour
l'arête fx; yg. Plus pr�ecis�ement, nous appelons matrice de transfert la notion �etendue aux

arêtes orient�ees. Rappelons que xy repr�esente l'arête orient�ee de x �a y et ~L l'ensemble des
arêtes orient�ees. Nous d�e�nissons la famille Q = fQxygxy2~L de matrices sur B ,

8� 2 X ; Qxy(�(x); �(y)) = Qyx(�(y); �(x)) = Qfx;yg(�
fx;yg) :

Ces matrices ne sont pas forc�ement stochastiques mais sont une g�en�eralisation des matrices
de transition pour les châ�nes de Markov. Il est possible de leur associer des lois de bord
comme suit ([26], d�e�nition 12.10 chap.12 p.242).
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D�e�nition 5.3.1 Une famille de vecteurs lignes l = flxygxy2~L avec lxy 2 ]0;1[B, est une

loi de bord pour Q = fQxygxy2~L si pour tout xy dans ~L il existe une constante positive cxy
telle que

8� 2 B ; lxy(�) = cxy
Y

z2N(x)nfyg

lzxQzx(�) : (5.15)

Si l est une loi de bord, toute famille de vecteurs lignes obtenus en multipliant les �el�ements
de l par des constantes positives est encore une loi de bord que nous identi�erons �a l.
La notion de loi de bord permet de caract�eriser les châ�nes de Markov contenues dans G(�).
Le th�eor�eme 12.12 chap.12 p.243 de [26] montre que les châ�nes de Markov de G(�) sont en
bijection avec les lois de bord normalis�ees. Nous donnons ce th�eor�eme puis nous pr�ecisons
ce que nous entendons par loi de bord normalis�ee. Nous notons P?

f (S) l'ensemble des sous-
ensembles �nis connexes de S. Pour V dans P?

f (S) et z dans N(V ), nous notons zV l'unique
�el�ement de V \N(z).

Proposition 5.3.2 Soit � une sp�eci�cation de Markov �a laquelle on peut associer une fa-
mille de matrices de transfert Q = fQxygxy2~L.

Pour toute loi de bord l = flxygxy2~L pour Q, l'�equation ci-dessous d�e�nit de mani�ere
unique une châ�ne de Markov de G(�),

8V 2 P?
f (S) ; 8� 2 X ; �(�V ) = Z�1

V

Y
z2N(V )

lzzV (�
z) �Q;V (�

N(V ); �V ) (5.16)

o�u ZV est une constante de normalisation positive ind�ependante de �V .
Inversement, toute châ�ne de Markov � de G(�) admet une repr�esentation du type (5.16).

La loi de bord l = flxygxy2~L correspondante est unique au sens o�u si l0 est une autre loi de

bord v�eri�ant (5.16) alors pour tout xy dans ~L, l0xy est un multiple positif de lxy.

Dans la proposition ci-dessus les lois de bord ne sont d�etermin�ees qu'�a un facteur multiplicatif
pr�es. En �xant un �etat de r�ef�erence 
 de B, nous pouvons d�e�nir des lois de bord normalis�ees.

D�e�nition 5.3.2 Soit 
 un �el�ement de B. Une famille de vecteurs lignes l = flxygxy2~L avec

lxy 2 ]0;1[B, est une loi de bord normalis�ee en 
 si l est une loi de bord telle que pour tout

xy dans ~L, lxy(
) = 1. Ce qui revient �a dire

8xy 2 ~L ; 8� 2 B ; lxy(�) =
Y

z2N(x)nfyg

lzxQzx(�)

lzxQzx(
)
: (5.17)

Pour le processus des philosophes l'�etat de r�ef�erence naturel sera 
 = 0g et plus g�en�eralement
l'�etat vide pour les PU. Nous noterons 	B l'ensemble des vecteurs lignes de ]0;1[B dont
la composante qui correspond �a 
 vaut 1. L'espace d'�etats B est suppos�e muni d'un ordre
partiel � pour lequel il existe un plus petit �el�ement not�e � tel que pour tout � 2 B, � � �.
L'�etat � n'est pas n�ecessairement �egal �a l'�etat de r�ef�erence 
 comme c'est le cas dans [58]. Il
est toutefois important de suppos�e 
 comparable �a tous les �el�ements de B. Pour � 2 B, nous
notons 11� l'�el�ement de ]0;1[B d�e�ni par 11�(�) = 1 et 11�(�0) = 0 si �0 6= �. En particulier,
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11
 2 	B. L'ordre � induit une relation � sur ]0;1[B priv�e du vecteur nul. Elle est d�e�nie
par

L1 � L2 , 8�1 � �2 L1(�2)L2(�1) � L1(�1)L2(�2) : (5.18)

Si nous identi�ons les lois de bord �egales �a un facteur multiplicatif strictement positif pr�es,
cette relation est un ordre partiel. La propri�et�e d'antisym�etrie se d�eduit facilement du fait
que 
 est comparable �a tout �el�ement de B. Notons que pour des r�eels positifs a et b, L1 � L2

implique aL1 � bL2.

Nous allons examiner des cas o�u l'�equation (5.17) se simpli�e. Les arbres que nous consi-
d�erons sont des arbres de Cayley. Ce ne sont pas tout �a fait les arbres consid�er�es dans la
section 5.2. Un arbre de Cayley T r d'ordre r est un arbre in�ni o�u tous les sommets sont de
degr�e r. Il correspond �a l'arbre Ar�1 de la section 5.2 auquel une branche in�nie est rajout�ee
�a partir de la racine. Les arbres de Cayley sont dans cette section plus faciles �a manipuler
et pour les questions de transition de phase il est �equivalent de travailler avec T r ou Ar�1.
Nous consid�erons d'autre part des sp�eci�cations de Markov � homog�enes, pour lesquelles il
existe une matrice Q n�ecessairement sym�etrique telle que

8xy 2 ~L ; Qxy = Q :

Soit � une châ�ne de Markov pour une telle sp�eci�cation. La mesure � est homog�ene, c'est-�a-
dire invariante par isomorphisme de graphes, si et seulement si l'unique loi de bord normalis�ee
en 
 de l'�equation (5.17), v�eri�e

8xy 2 ~L ; lxy = L

avec L 2 	B .

L'�equation de d�e�nition (5.17) implique donc que L est solution de l'�equation

8� 2 B ; L(�) =

 LQ(�)

LQ(
)

!d

: (5.19)

Nous avons pos�e d = r � 1 et nous notons IF(L) le vecteur ligne d�e�ni par

8� 2 B ; IF(L)(�) =

 LQ(�)

LQ(
)

!d

: (5.20)

La caract�erisation des châ�nes de Markov homog�enes de G(�) est donc donn�ee par la propo-
sition suivante (corollaire 12.17 chap.12 p.247 [26]).

Proposition 5.3.3 Soit � une sp�eci�cation de Markov homog�ene sur l'arbre de Cayley T r,
de matrice de transfert Q. A chaque solution L 2 	B de l'�equation L = IF(L) correspond
une et une seule châ�ne de Markov homog�ene de G(�) .
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Nous allons plus pr�ecis�ement envisager le cas des sp�eci�cations r�epulsives d�e�nies ci-dessous.
Pour �01 et �02 dans B, la notation �01 6� �02 signi�e que les �el�ements ne sont pas comparables
pour l'ordre partiel � sur B.

D�e�nition 5.3.3 Une sp�eci�cation de Markov homog�ene de matrice de transfert Q est dite
r�epulsive si Q v�eri�e

8�1 � �2; 8�01 � �02; Q(�01; �1)Q(�02; �2) � Q(�02; �1)Q(�01; �2) ; (5.21)

8�1 � �2; 8�01 6� �02; Q(�01; �1)Q(�02; �2) = Q(�02; �1)Q(�01; �2) : (5.22)

Pour une telle sp�eci�cation, le r�esultat suivant, donn�e dans [58] (lemme 3.1 p.251 et remarque
p. 253), reste vrai lorsque B n'est que partiellement ordonn�e.

Proposition 5.3.4 Soit une sp�eci�cation de Markov homog�ene r�epulsive de matrice de
transfert Q. Pour tout �el�ement L1;L2 de 	B [ f11�g v�eri�ant L1 � L2, nous avons

(i) L1Q � L2Q
(ii) IF(L1) � IF(L2) :

D�emonstration. La d�emonstration se calque sur celle de [58]. Consid�erons �1 � �2. La
quantit�e L1Q(�1)L2Q(�2)� L1Q(�2)L2Q(�1) est �egale �aX

�0
1 6��

0
2

(Q(�01; �1)Q(�02; �2)�Q(�02; �1)Q(�01; �2)) L1(�
0
1)L2(�

0
2)

+
X
�0
1<�

0
2

(Q(�01; �1)Q(�02; �2)�Q(�02; �1)Q(�01; �2)) (L1(�
0
1)L2(�

0
2)� L1(�

0
2)L2(�

0
1)) :

Elle est bien n�egative lorsque Q v�eri�e (5.21) et (5.22). L'in�egalit�e (ii) se d�eduit facilement
de la d�e�nition de IF.

Le cas des sp�eci�cations r�epulsives sugg�ere la d�e�nition d'un autre type de châ�nes de Markov.
L'arbre de Cayley est bipartite. Ses sommets peuvent être s�epar�es en deux ensembles stables
Sp et Si qui repr�esentent respectivement les sommets pairs et impairs. Nous nous int�eressons
aux châ�nes de Markov de G(�) invariantes par isomorphisme de graphes laissant Sp (ou Si)
invariant. Ces châ�nes sont dites altern�ees.

D�e�nition 5.3.4 Une loi de bord l = flxygxy2~L est dite altern�ee si

9Lp;Li 2 ]0;1[B t:q: 8xy 2 ~L ; lxy =

( Lp si x 2 Sp
Li si x 2 Si

:

Une châ�ne de Markov est dite altern�ee si elle est repr�esent�ee par une loi de bord altern�ee.

Les châ�nes de Markov altern�ees sont en bijection avec les couples (Lp;Li) d'�el�ements de 	B

solutions des �equations

Lp = IF(Li)

Li = IF(Lp) : (5.23)
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Pour (Lp;Li) solution de (5.23), Lp est solution de

Lp = IF(2)(Lp) : (5.24)

Nous notons IF(2) pour IF � IF. Inversement, si Lp est solution de (5.24) alors (Lp; IF(Lp)) est
solution de (5.23) . Il vient donc la caract�erisation suivante des châ�nes de Markov altern�ees
de G(�) .

Proposition 5.3.5 Soit � une sp�eci�cation de Markov homog�ene sur l'arbre de Cayley T r,
de matrice de transfert Q. A chaque solution L 2 	B de L = IF(2)(L) correspond une et
une seule châ�ne de Markov altern�ee de G(�) .

Si (Lp;Li) correspond �a une châ�ne de Markov altern�ee, (Li;Lp) correspond donc �egalement
�a une châ�ne de Markov altern�ee distincte de la pr�ec�edente si Lp 6= Li. Ces deux châ�nes sont
dites compl�ementaires. Dans le cas des sp�eci�cations r�epulsives, il est possible de montrer,
comme dans [58], que l'absence de transition de phase est �equivalente �a l'�egalit�e de deux
châ�nes de Markov compl�ementaires. Nous rappelons la construction de ces deux châ�nes.
Soit Q v�eri�ant (5.21) et (5.22). Soit la suite (Lm)m d'�el�ements de 	B [ f11�g v�eri�ant

L0 = 11� et 8m � 1; Lm = IF(Lm�1) :

Notons que IF(11�) 2 	B et Lm 2 	B d�es que m � 1. Il est clair que L0 � L2 car � est
minimum. Par la propri�et�e (ii) de la proposition 5.3.4, nous en d�eduisons

8m � 1; L2m�2 � L2m et L2m�1 � L2m+1 :

De même, L0 � L1 et

8m � 1; L2m � L2m+1 :

D'autre part, pour L1 � L2, l'in�egalit�e (5.18) avec �1 = 
 s'�ecrit

8� � 
; L1(�) � L2(�) :

Avec �2 = 
, il vient

8� � 
; L1(�) � L2(�) :

Ainsi pour une suite ('m)m de 	B croissante major�ee (ou de mani�ere sym�etrique d�ecroissante
minor�ee), pour tout � dans B, la suite ('m(�))m est soit croissante major�ee soit d�ecroissante
minor�ee. Dans les deux cas, elle converge et la suite ('m)m converge dans 	B pour la topologie
introduite dans [58], p. 250. Par d�e�nition, 'm ! ' dans 	B si et seulement si pour tout �
dans B, 'm(�) ! '(�) dans ]0;1[. Nous en d�eduisons que les suites adjacentes (L2m)m et
(L2m+1)m convergent respectivement dans 	B vers des limites not�ees Lp et Li. Par continuit�e
de IF (voir [58] p. 250), ces limites v�eri�ent les �equations (5.23) et d�e�nissent deux châ�nes
de Markov compl�ementaires. De plus, pour toute loi de bord normalis�ee l = flxygxy2~L, nous
avons

8xy 2 ~L; L0 � lxy :
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Grâce �a la relation (5.17) et �a la propri�et�e (i) de la proposition 5.3.4, nous en d�eduisons

8xy 2 ~L; lxy � L1 ;

puis
8m � 1; 8xy 2 ~L; L2m � lxy � L2m+1 :

Soit en passant �a la limite
8xy 2 ~L; Lp � lxy � Li :

D'o�u le r�esultat qui suit ( th�eor�eme 4.1 (1), p. 253, [58]).

Proposition 5.3.6 Soit � une sp�eci�cation de Markov homog�ene de matrice de transfert
Q. Soit � le plus petit �el�ement de B muni d'un ordre partiel � et IF d�e�nie en (5.20). Soit
la suite d'�el�ements de 	B [ f11�g donn�ee par

L0 = 11� et 8m � 1; Lm = IF(Lm�1) :

Si � est une sp�eci�cation de Markov homog�ene r�epulsive au sens de la d�e�nition 5.3.3, les
sous-suites (L2m)m et (L2m+1)m convergent respectivement vers des limites Lp et Li. L'�egalit�e
Lp = Li est alors �equivalente �a l'existence d'une unique mesure de Gibbs dans G(�).

Dans la section suivante, nous en d�eduisons une condition n�ecessaire et su�sante de tran-
sition de phase pour le PP sur Kn �T r lorsque n � 2. Nous pr�ecisons le choix de l'ordre sur
B pour lequel les speci�cations sont r�epulsives. Pour n � 3, il n'existe pas d'ordre conve-
nable, même partiel, sur B. Nous proc�edons donc di��eremment pour obtenir une condition
su�sante de transition de phase. En�n, nous faisons le lien avec la m�ethode employ�ee dans
la section 5.2.

5.4 Application au processus des philosophes sur des

arbres �echelles

Les mesures r�eversibles du PP sur Kn � T r peuvent être vues comme des champs de
Markov sur T r avec B = AKn. L'�etat de r�ef�erence 
 est l'�etat o�u tous les philosophes sont �a
0. Ce choix est impos�e par la n�ecessit�e d'avoir des champs de Markov v�eri�ant la condition
\wo" (voir section 5.3). Pour � dans B, nous notons #(�) le nombre de philosophes �a 1 dans
�. Les mesures r�eversibles correspondent �a une sp�eci�cation homog�ene d�etermin�ee par la

matrice Q de terme g�en�eral (avec d = r� 1) Q(�; �0) = �
#(�)+#(�0)

d+1 si � et �0 sont compatibles
et Q(�; �0) = 0 sinon. Soit

Q =

26666666664

1 �
1

d+1 : : : : : : �
1

d+1

�
1

d+1 0 �
2

d+1 : : : �
2

d+1

...
. . .

... 0

�
1

d+1 �
2

d+1 : : : �
2

d+1 0

37777777775
: (5.25)
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L'expression de Q peut se d�eduire par exemple de la relation (2.29) du chapitre 2 et de la

r�eversibilit�e de �. Dans la suite nous posons � = �
1

d+1 .

Pour le PP sur ces arbres �echelles, il peut se produire une transition de phase. Nous
avons donn�e des conditions sous lesquelles il n'y a pas unicit�e de la mesure r�eversible, i.e. il
existe plusieurs champs de Markov pour la matrice Q ci-dessus. Nous cherchons �a pr�esent
des conditions sous lesquelles cela ne se produit pas. Dans ce but il est naturel d'�etudier
les champs de Markov extr�emaux et donc (proposition 5.3.1) les châ�nes de Markov. Nous
obtenons des r�esultats analogues �a ceux obtenus dans le cas du mod�ele d'Ising antiferro-
magn�etique sur T r (voir par exemple [26]). Comme pour ces mod�eles, il n'y a qu'une seule
châ�ne de Markov homog�ene.

Proposition 5.4.1 Parmi les mesures r�eversibles du processus des philosophes sur Kn�T r,
il n'existe qu'une seule châ�ne de Markov homog�ene.

D�emonstration. Soit �1; : : : ; �n dans ]0;1[ . D'apr�es la proposition 5.3.3, il su�t de
regarder les solutions L = (1; �1; : : : ; �n) de l'�equation L = IF(L) avec Q donn�ee par (5.25) .
Nous cherchons donc les solutions du syst�eme d'�equations suivant8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1 = �d

0BBB@
1+�
X
k 6=1

�k

1+�
X
k

�k

1CCCA
d

...

�i = �d

0BBB@
1+�
X
k 6=i

�k

1+�
X
k

�k

1CCCA
d

...

�n = �d

0BBB@
1+�
X
k 6=n

�k

1+�
X
k

�k

1CCCA
d

(5.26)

Pour i; j distincts, en utilisant l'identit�e

ad � bd = (a� b)
d�1X
u=0

au bd�1�u ;

il vient

�i � �j = (�j � �i) H(�i; �j)
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avec

H(�i; �j) =
�d+1

(1 + �
X
k

�k)d

d�1X
u=0

(1 + �
X
k 6=i

�k)
u (1 + �

X
k 6=j

�k)
d�1�u :

Le facteur H(�i; �j) �etant toujours strictement positif, �i et �j sont n�ecessairement �egaux.
Posons donc

Fn(u) = �d
 
1 + (n� 1)� u

1 + n� u

!d

: (5.27)

Les solutions de (5.26) sont de la forme (�; : : : ; �) avec � solution de

� = Fn(�) : (5.28)

La fonction Fn est strictement d�ecroissante avec Fn(0) = �d et Fn(+1) = (n�1
n

�)d et (5.28)
a une unique solution. Il n'y a donc qu'une seule châ�ne de Markov homog�ene.

En revanche pour un taux � assez grand, il peut exister plusieurs châ�nes de Markov
altern�ees. Pour les cas n = 1 et n = 2, les r�esultats de la section 5.3 s'appliquent et nous
pouvons d�eduire directement de la proposition 5.3.6 le r�esultat suivant qui g�en�eralise le cas
du mod�ele d'Ising antiferromagn�etique sur T r.

Proposition 5.4.2 Soit le processus des philosophes sur Kn � T r avec n � 2. Il existe une
unique mesure r�eversible si et seulement si il existe une unique châ�ne de Markov altern�ee.

D�emonstration. Montrons que l'espace d'�etats B peut être muni d'un ordre tel que les
r�esultats de la section 5.3 s'appliquent. L'�etat de r�ef�erence 
 doit par hypoth�ese être compa-
rable �a tous les autres �etats. De plus, pour que la matrice Q donn�ee en (5.25) corresponde �a
une sp�eci�cation r�epulsive certaines contraintes doivent être satisfaites. Lorsque les termes
des in�egalit�es (5.21) et (5.22) sont non nuls, ces derni�eres sont clairement vraies. Les deux
membres valent alors

�#(�1)+#(�2)+#(�
0
1)+#(�

0
2) :

Aussi, il su�t de v�eri�er que lorsque les membres de droite sont nuls, il en est de même pour
ceux de gauche. Supposons, par exemple,Q(�02; �1) = 0. Pour le PP sur Kn�T r, cela signi�e
que �1 = �02 = � 6= 
. L'in�egalit�e (5.21) est alors v�eri��ee si Q(�01; �1) = 0 ou Q(�02; �2) = 0,
i.e. si �01 = � ou �2 = �. L'in�egalit�e (5.21) ne peut donc être vraie pour tout �1 � �2 et
�01 � �02, que si tout � 6= 
 est soit maximal soit minimal pour �. Pour n = 2, il su�t
de prendre l'une des con�gurations non nulles comme �el�ement minimum et l'autre comme
�el�ement maximum. L'espace B est alors muni d'un ordre total pour lequel le PP est r�epulsif
au sens de la d�e�nition 5.3.3 et la proposition 5.3.6 donne le r�esultat.

Remarquons que pour n � 2, les graphes Kn � T r sont bipartites et la proposition ci-
dessus peut �egalement se d�eduire du lemme 3.2 de [51]. Pour de tels graphes, il est possible
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de transformer le PP en un syst�eme de spins monotone en inversant l'ordre sur f0; 1g pour
les sommets d'un des stables du graphe. Les r�esultats classiques de [36] s'appliquent alors.

Pour n � 3, nous ne pouvons appliquer directement la proposition 5.3.6. Pour les raisons
�evoqu�ees dans la d�emonstration ci-dessus, il n'existe pas d'ordre total sur B tel que Q
v�eri�e (5.21). Nous examinons le cas o�u B est partiellement ordonn�e. Il faut alors �egalement
v�eri�er (5.22) pour tout �1 � �2 et �01 6� �02. Or, ceci n'est pas possible d�es qu'il existe plus
de deux �etats non nuls non comparables. Les relations (5.21) et (5.22) ne peuvent donc être
simultan�ement satisfaites. En ce sens, le PP sur Kn � T r ne peut pas être vu comme un
processus r�epulsif sur T r.

Nous donnons �a pr�esent des conditions plus explicites de transition de phase. Pour n � 2,
l'existence d'une unique châ�ne de Markov altern�ee est �equivalente �a l'unicit�e de la solution
d'un syst�eme d'au plus deux �equations. Nous d�eduisons donc de la proposition 5.3.6 des
conditions n�ecessaires et su�santes de transition de phase qui portent sur le taux � (propo-
sitions 5.4.3 et 5.4.4). Pour n � 3, l'unicit�e de la châ�ne de Markov et de la mesure r�eversible
peut encore se d�eduire de l'unicit�e de la solution d'un syst�eme d'�equations de dimension 2.
Nous n'obtenons toutefois (proposition 5.4.5) qu'une condition su�sante d'unicit�e car les
solutions de ce syst�eme ne correspondent pas �a des châ�nes de Markov altern�ees (ni �a des
châ�nes de Markov plus g�en�erales). Nous pr�esentons donc successivement les cas de T r et
K2 � T r puis le cas des graphes Kn � T r pour n � 3 .

Proposition 5.4.3 Soit T r l'arbre de Cayley d'ordre r avec r � 3 . Soit �c la valeur

�c =
1

r � 1

�
r � 1

r � 2

�r
:

Le processus des philosophes sur T r a une unique mesure r�eversible si et seulement si � � �c .

D�emonstration. Avec d = r � 1 nous pouvons encore �ecrire �c =
1
d

�
d

d�1

�d+1
. D'apr�es

la proposition 5.3.2, les châ�nes de Markov correspondent aux lois de bord normalis�ees
l = flxygxy2~L : Sur T r, pour tout xy dans ~L, lxy = (1; �xy) avec �xy 2 ]0;1[ . Les châ�nes de
Markov altern�ees correspondent (proposition 5.3.5) aux solutions � 2 ]0;1[ de l'�equation

� = F
(2)
1 (�) (5.29)

o�u F
(2)
1 d�esigne F1 � F1 et

F1(u) = �d
�

1

1 + �u

�d
: (5.30)

D'apr�es la proposition 5.4.2, l'unicit�e de la mesure r�eversible est �equivalente �a l'existence
d'un unique point �xe pour F

(2)
1 . Nous �etudions donc les variations de la fonction

G(u) = F
(2)
1 (u)� u . Sa d�eriv�ee est

G0(u) = (d�)2 k(u) k(F1(u))� 1 ;

avec k(u) =
F1(u)

1 + �u
. L'�etude de la fonction k(u) k(F1(u)) montre qu'elle admet une valeur

maximum �egale �a
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(�d+1(d� 1))
d2�1
d

dd+1 �d2+1
:

Ainsi

G0(u) � (�(d � 1))
d2�1
d

dd�1 �d�1
� 1 ;

c'est-�a-dire

G0(u) �
 
�

�c

! d�1
d

� 1 :

D'o�u pour � � �c, G(u) est strictement d�ecroissante avec G(0) strictement positif et G(�d)

strictement n�egatif. Nous en d�eduisons que F
(2)
1 a un point �xe unique dans [0; �d] . Inverse-

ment, si � > �c, nous avons montr�e, dans la section 5.2, que l'unique point �xe de F1 n'�etait
pas stable. Ainsi les suites adjacentes (F (2m)

1 (0))m et (F (2m+1)
1 (0))m ne peuvent converger

vers la même limite et F (2)
1 poss�ede au moins deux points �xes qui correspondent �a deux

châ�nes de Markov altern�ees distinctes.

Pour n = 2, nous pensons que la proposition qui suit est vraie. Nous n'en donnons
toutefois pas une d�emonstration compl�ete et pr�ecisons le point qu'il resterait �a prouver. Des
simulations num�eriques (voir �gure 5.1) semblent con�rmer d'autre part ce r�esultat.

Proposition 5.4.4 Soit r � 3. Soit �c la valeur

�c =
1

r � 2

�
r

r � 1

�r�1
:

Le processus des philosophes sur K2 � T r a une unique mesure r�eversible si et seulement si
� � �c .

Ebauche de d�emonstration. Dans le cas K2 � T r, Les châ�nes de Markov correspondent
aux lois de bord l = flxygxy2~L avec lxy = (1; �1

xy; �
2
xy) o�u �1

xy et �2
xy v�eri�ent pour tout xy

dans ~L 8>>>>><>>>>>:
�1
xy = �d

Y
z2N(x)�fyg

1 + ��2
zx

1 + �(�1
zx + �2

zx)

�2
xy = �d

Y
z2N(x)�fyg

1 + ��1
zx

1 + �(�1
zx + �2

zx)
:

(5.31)

En particulier, les châ�nes de Markov altern�ees correspondent aux solutions du syst�eme(
~g2(�1; �2) = g2(�1; �2)� �1 = 0
~g2(�2; �1) = g2(�2; �1)� �2 = 0

(5.32)
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avec

g2(u1; u2) = f2(f2(u1; u2); f2(u2; u1))

et f2(u1; u2) = �d
 

1 + �u2
1 + �(u1 + u2)

!d

:

Pour pouvoir appliquer la proposition 5.3.6, nous ordonnons B comme indiqu�e pr�ec�edem-
ment. Nous supposons que la composante �1

xy correspond �a l'�etat minimum, not�e �, et �2
xy

�a l'�etat maximum. Nous nous int�eressons aux suites (IF(2m)(L0))m et (IF(2m+1)(L0))m avec
L0 = 11� = (0; 1; 0). Notons que L1 = IF(L0) = (1; 0; �d). Ceci revient �a consid�erer les suites
(�1

m)m et (�2
m)m d�e�nies par(

�1
0 = 0

�2
0 = �d

et

(
�1
m = g2(�1

m�1; �
2
m�1)

�2
m = g2(�2

m�1; �
1
m�1)

: (5.33)

Si ces suites convergent vers la même limite, elles convergent vers � l'unique solution de
� = F2(�). La suite (IF(2m+1)(L0))m converge alors vers Li = (1; �; �) qui est point �xe de
IF. D'o�u Lp = IF(Li) = Li. L'unicit�e de la mesure r�eversible en d�ecoule. En fait, il est facile
de montrer que

8m ; 8xy 2 ~L ; 8i ; �1
m � �ixy � �2

m : (5.34)

Trouver une condition n�ecessaire et su�sante sur le taux � pour qu'il y ait transition de phase
revient donc �a trouver une condition n�ecessaire et su�sante sur � pour que les suites (�1

m)m
et (�2

m)m convergent vers �. Ces suites convergent vers (�1; �2) solutions du syst�eme (5.32).
Il y a unicit�e de la mesure r�eversible si et seulement si ce syst�eme a pour unique solution
(�;�) avec � = F2(�). Lorsque � = 0, le syst�eme (5.32) a pour unique solution (0; 0) qui est
bien point �xe de F2. Nous nous int�eressons �a la fa�con dont les solutions de (5.32) varient
lorsque le param�etre � augmente. Ceci nous conduit �a formuler le probl�eme en termes de
bifurcations (voir [40] ou [28]). Pour pr�eciser la d�ependance en �, nous notons ~g2(�; u1; u2)
pour ~g2(u1; u2) et �(�) le point �xe de F2. Nous consid�erons les solutions (�; �1; �2) du
syst�eme

F (�; �1; �2) = 0 ; (5.35)

o�u la fonction F est donn�ee par

F :

8><>:
IR3

+ ! IR2

(�; u1; u2) ! F (�; u1; u2) =

(
~g2(�; u1; u2)
~g2(�; u2; u1)

:

Un point de bifurcation est un point (�0; �1; �2) solution de (5.35) au voisinage duquel
il existe deux points (�; v1; v2) et (�;w1; w2) solutions de (5.35) avec (v1; v2) et (w1; w2)
distincts. Cela signi�e que pour une valeur � du param�etre proche de �0, (5.32) a au moins
deux solutions (v1; v2) et (w1; w2). Pour tout � positif, une solution particuli�ere de (5.32) est
(�(�); �(�)). Lorsque � varie, les points f(�; �(�); �(�)); � 2 IR+; �(�) = F2(�(�))g forment
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une courbe continue dans IR3
+, solution de (5.35). La continuit�e de �(�) en � peut se d�eduire

facilement du corollaire 1.5.10 p. 38 de [3] car le point �xe de F2 est l'unique racine r�eelle
positive d'un polynôme �a coe�cients r�eels d�ependant continument de �. Nous commen�cons
par d�eterminer les points de bifurcation appartenant �a cette courbe. Pour cela nous calculons
(�a � �x�e) le d�eterminant jacobien du syst�eme (5.32) pris en (�(�); �(�)) not�e simplement
(�;�) dans les calculs qui suivent. Les points de bifurcation correspondent �a des valeurs de
� pour lesquelles ce d�eterminant s'annule. Ce dernier est donn�e par 

@ ~g2
@u1

(�;�)

!2
�
 
@ ~g2
@u2

(�;�)

!2

;

avec
@ ~g2
@u1

(�;�) =
@g2
@u1

(�;�) � 1 =

 
@f2
@u1

(�;�)

!2
+

 
@f2
@u2

(�;�)

!2
� 1 ;

et
@ ~g2
@u2

(�;�) =
@g2
@u2

(�;�) = 2
@f2
@u1

(�;�)
@f2
@u2

(�;�) :

Le d�eterminant jacobien se factorise donc en0@ @f2
@u1

(�;�) +
@f2
@u2

(�;�)

!2
� 1

1A0@ @f2
@u1

(�;�) � @f2
@u2

(�;�)

!2

� 1

1A ;

avec
@f2
@u1

(�;�) =
�d��
1 + 2��

et
@f2
@u2

(�;�) = �@f2
@u1

(�;�)
��

1 + ��
:

Ainsi, le d�eterminant s'annule pour les couples (�; �) v�eri�ant

d�� = 1 + �� (5.36)

ou

d�� = (1 + ��)(1 + 2��) : (5.37)

Or � est point �xe de F2 et v�eri�e

�� = �d+1
�
1 + ��

1 + 2��

�d

;

i.e.

� = �d+1 = ��
�
1 + 2��

1 + ��

�d

:

Si d � 2, l'�equation (5.36) conduit �a la solution �� = 1=(d � 1), i.e.

� =
1

d � 1

 
d+ 1

d

!d

= �c :
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Nous pouvons remarquer que l'�equation (5.37) s'�ecrit encore F 0
2(�) = �1. Les solutions de

(5.37) correspondent �a des valeurs o�u la stabilit�e du point �xe de F2 est susceptible de
changer. Posons u = ��. Nous cherchons les solutions de

du = (1 + u)(1 + 2u) (5.38)

d'o�u nous d�eduisons les solutions de (5.37) avec

�d+1 = u
�
1 + 2u

1 + u

�d
et � =

u

�
:

Les solutions de (5.38) sont les racines du polynôme

2u2 + (3� d)u+ 1 = 0 :

Son discrimant vaut (d � 3)2 � 8. Si d � 5, il est strictement n�egatif et (5.38) n'a pas de
solutions. Il y a donc au plus un point de bifurcation en � = �c. Si d � 6, le discriminant est
strictement positif. L'�equation (5.38) a deux solutions qui correspondent �a deux valeurs de
�. La plus petite est not�ee �1. Nous avons

�1 = u
�
1 + 2u

1 + u

�d
;

avec

u =
d� 3�

q
(d� 3)2 � 8

4
:

De plus, pour d � 6, il est facile de v�eri�er que 1=(d�1) � 1=5 et u � 3=4. Ainsi u > 1=(d�1)
et nous en d�eduisons �1 > �c. Pour tout d, �c est donc la plus petite valeur de bifurcation.
Ceci signi�e que pour � < �c, la courbe f(�; �(�); �(�)); � 2 IR+g solution de (5.35) est
localement unique. Il n'existe pas d'autres courbes solutions de (5.35) dans un voisinage de
cette solution. Le terme \localement" est important. Dans le cas g�en�eral, cela ne su�t pas �a
prouver que pour � � �c, (5.32) n'a qu'une seule solution. Toutefois, pour avoir l'unicit�e de
la mesure r�eversible nous n'avons pas besoin de connâ�tre toutes les solutions de (5.32) mais
seulement celles qui sont atteintes comme limites des suites de�nies en (5.33). Nous notons
ces derni�eres (�1m(�))m et (�2m(�))m pour pr�eciser la d�ependance en �. Montrer qu'il y a
une unique mesure r�eversible est �equivalent �a montrer que (�1m(�))m et (�2m(�))m convergent
vers la même limite. Pour n = 2, ceci est en fait �equivalent �a montrer que (5.32) a une
seule solution mais ce ne sera plus forc�ement vrai pour n � 3. Notons �1(�) et �2(�) les
limites des suites (�1m(�))m et (�2m(�))m. Nous avons �

1(0) = 0 et �2(0) = 0. Nous cherchons
la plus petite valeur de � au dessus de laquelle �1(�) et �2(�) di��erent. Pour cela nous
consid�erons les suites de fonctions continues de IR+, (�1m(:))m et (�2m(:))m. Elles convergent
point par point vers les fonctions �1(:) et �2(:). Si ces limites sont continues en �, les points
f(�; �1(�); �2(�)); � 2 IR+g sont solutions de (5.35) et constituent une courbe continue
dans IR3

+ qui passe par (0; 0; 0). Pour � < �c, nous avons d'autre part montr�e que la courbe
solution de (5.35) donn�ee par les points f(�; �(�); �(�)); � 2 IR+g �etait localement unique.
Nous pouvons en d�eduire que pour � � �c, �1(�) = �2(�) = �(�). D'o�u l'existence d'une
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unique mesure r�eversible. Comme par ailleurs nous avons montr�e dans la proposition 5.2.1
qu'il y avait transition de phase pour � > �c, il vient la condition n�ecessaire et su�sante
annonc�ee.

La d�emonstration ci-dessus repose sur la continuit�e des fonctions �1(:) et �2(:). Pour i =
1; 2, la suite (�i

m(:))m �etant monotone, la continuit�e de �i(:) est �equivalente �a la convergence
uniforme de (�i

m(:))m. Ceci vient du th�eor�eme de Dini (th�eor�eme 7.2.2 p. 136 de [15]). Nous
n'avons pas r�esolu cette question mais nous avons v�eri��e par simulations num�eriques que
pour � � �c les suites d�e�nies en (5.33) convergeaient vers la même limite. Dans la �gure
5.1, nous avons repr�esent�e, dans le cas d = 2, les limites de ces suites pour di��erentes valeurs
de � de part et d'autre de la valeur critique 2.25. Pour � � 2:25, elles sont �egales et (5.32)
n'a qu'une seule solution du type (�;�). Pour � > 2:25, les limites di��erent et correspondent
aux points (�1; �2) avec �1 < �2. Le syst�eme (5.32) a donc en plus de la solution (�;�),
d'autres solutions sym�etriques par rapport �a la premi�ere bissectrice.

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Fig. 5.1: Solutions de (5.32) pour � variant de 0.63 �a 2.40 (n = d = 2).

Nous consid�erons �a pr�esent le cas des arbres �echelles Kn � T r pour n � 3 . Les châ�nes
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de Markov correspondent aux lois de bord l = flxygxy2~L avec lxy = (1; �1
xy; : : : ; �

n
xy) et8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1
xy = �d

Y
z2N(x)nfyg

1+�
X
k 6=1

�kzx

1+�
X
k

�kzx

...

�i
xy = �d

Y
z2N(x)nfyg

1+�
X
k 6=i

�kzx

1+�
X
k

�kzx

...

�n
xy = �d

Y
z2N(x)nfyg

1+�
X
k 6=n

�kzx

1+�
X
k

�kzx

(5.39)

Posons

fn(u1; : : : ; un) = �d

0BBBB@
1 + �

X
k 6=1

uk

1 + �
X
k

uk

1CCCCA
d

:

Nous notons pour simpli�er u(�i) = (u1; : : : ; ui�1; ui+1; : : : ; un)
et fn(u1; u(�1)) = fn(u1; : : : ; un) . Les châ�nes de Markov altern�ees correspondent aux solu-
tions (�1; : : : ; �n) du syst�eme

8>>>>>>><>>>>>>>:

fn(fn(�1; �(�1)); fn(�2; �(�2)); : : : ; fn(�n; �(�n)))� �1 = ~gn(�1; �(�1)) = 0
...
fn(fn(�i; �(�i)); fn(�1; �(�1)); : : : ; fn(�n; �(�n)))� �i = ~gn(�i; �(�i)) = 0
...
fn(fn(�n; �(�n)); fn(�1; �(�1)); : : : ; fn(�n�1; �(�(n�1))))� �n = ~gn(�n; �(�n)) = 0

Pour n � 3, nous ne savons pas montrer de proposition analogue �a la proposition 5.4.2. Nous
pouvons cependant obtenir, comme dans le cas n = 2, une condition su�sante d'unicit�e en
�etudiant un syst�eme de dimension 2. En e�et, les �equations (5.39) montrent que

8i ; 8xy 2 ~L ; 0 � �i
xy � �d :

Posons

h(u1; u2) = fn(u1; u2; : : : ; u2) = �d
 

1 + �(n� 1)u2
1 + �(u1 + (n� 1)u2)

!d

:
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Si 8i ; 8xy 2 ~L ; � � �i
xy � �

alors 8i ; 8xy 2 ~L ; h(�;�) � �i
xy � h(�;�) :

Soit en posant q(u1; u2) = h(h(u1; u2); h(u2; u1)) ,

8i ; 8xy 2 ~L ; q(�;�) � �i
xy � q(�;�) :

Nous pouvons encore d�e�nir des suites (�1
m)m et (�2

m)m respectivement croissante major�ee
et d�ecroissante minor�ee.(

�1
0 = 0

�2
0 = �d

et

(
�1
m = q(�1

m�1; �
2
m�1)

�2
m = q(�2

m�1; �
1
m�1)

; (5.40)

avec

8m ; 8i ; 8xy 2 ~L ; �1
m � �i

xy � �2
m :

Ces suites convergent respectivement vers �1 et �2 avec (�1; �2) solution de(
q(�1; �2)� �1 = 0
q(�2; �1)� �2 = 0

: (5.41)

Ce syst�eme a au moins une solution du type (�;�) avec � = Fn(�) et Fn d�e�nie en (5.27) .
Si cette solution est la seule solution de (5.41), il n'y a qu'une seule châ�ne de Markov et
qu'une seule mesure r�eversible pour le processus des philosophes sur Kn � T r. En fait si les
suites convergent vers �1 et �2 avec �1 = �2, nous avons n�ecessairement �1 = �2 = � .
Contrairement aux deux cas pr�ec�edents, les solutions de (5.41) ne correspondent pas �a des
châ�nes de Markov (ni altern�ees ni autres). De fait elles ne correspondent pas non plus �a
des mesures extr�emales. Nous pouvons ainsi obtenir une condition su�sante d'unicit�e de la
mesure r�eversible sur Kn � T r. Comme pour la proposition 5.4.4, nous ne donnons pas une
d�emonstration compl�ete mais nous pensons que le r�esultat suivant est vrai.

Proposition 5.4.5 Soit n � 2 et d = r � 1. Soit � la valeur donn�ee par

� = u

 
1 + nu

1 + (n� 1)u

!d

;

avec u =
2n � 1� d+

p
�

2(2d � n)(n� 1)
et � = d2 + 2d(2n � 3) + 1 :

Si 2d � n, le processus des philosophes sur Kn � T r a une unique mesure r�eversible.
Si 2d > n et � � �, le processus des philosophes sur Kn�T r a une unique mesure r�eversible.

Ebauche de d�emonstration. Pour n = 2 ce r�esultat est inclus dans la proposition 5.4.4
d�ej�a donn�ee. Le principe de la d�emonstration est analogue �a celui de cette proposition. Il
su�t de remplacer g2 par q et f2 par h. Nous cherchons les valeurs de � pour lesquelles
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le d�eterminant jacobien du syst�eme (5.41), pris en la solution (�(�); �(�)) s'annule. Ce
d�eterminant se factorise en0@ @h

@u1
(�;�) +

@h

@u2
(�;�)

!2

� 1

1A0@ @h

@u1
(�;�) � @h

@u2
(�;�)

!2

� 1

1A ;

avec
@h

@u1
(�;�) =

�d��
1 + n��

et
@h

@u2
(�;�) = � @h

@u1
(�;�)

(n� 1)��

1 + (n� 1)��
:

Il s'annule pour les couples (�; �) v�eri�ant

d��(1 + 2(n� 1)��) = (1 + (n� 1)��)(1 + n��)

ou

d�� = (1 + (n� 1)��)(1 + n��) :

Nous cherchons donc les solutions des �equations

(2d � n)(n� 1)u2 + (d� 2n + 1)u� 1 = 0 (5.42)

et n(n� 1)u2 + (2n� 1 � d)u + 1 = 0 : (5.43)

Seule la plus petite des solutions positives nous int�eresse. Si 2d � n, (5.42) et (5.43) n'ont
pas de solutions r�eelles positives. Il n'y a pas de valeur de � pour laquelle le d�eterminant
s'annule. Si 2d > n, (5.42) a une solution positive,

u =
2n � 1 � d+

p
�

2(2d � n)(n � 1)
avec � = d2 + 2d(2n � 3) + 1 :

D'autre part, si (5.43) a des solutions r�eelles, elles v�eri�ent

(2d� n)(n� 1)u2 + (d � 2n + 1)u� 1 > 0 : (5.44)

Les solutions positives de (5.43) sont donc strictement sup�erieures �a u. Si 2d > n, la plus
petite valeur de bifurcation est donc

� = u

 
1 + nu

1 + (n� 1)u

!d

:

Sous r�eserve que les limites des suites d�e�nies en (5.40) sont des fonctions continues de �, des
arguments analogues �a ceux utilis�es pour la proposition 5.4.4 nous permettent de conclure
que si 2d � n, pour tout �, ces suites convergent vers �(�) et il n'y a jamais transition de
phase. En revanche, si 2d > n, ces suites convergent vers �(�) si � � �.
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D'autre part, dans la section 5.2 (proposition 5.2.1), pour d � n � 2, nous avons montr�e
l'existence d'une valeur � au-dessus de laquelle il n'y a pas unicit�e de la mesure r�eversible
sur Kn �T r. Pour n > 2, les valeurs � et � ne co��ncident pas. Il est facile de voir que � < �.
Cette in�egalit�e est en e�et �equivalente �a u < 1

d�n+1 , qui est v�eri��ee car pour n > 2, l'in�egalit�e

(5.44) est vraie avec u = 1
d�n+1

. Pour d � n > 2, la valeur critique de transition de phase �c

v�eri�e donc

� � �c � � :

Dans des cas v�eri�ant 2d > n, nous avons estim�e la valeur de � au-dessous de laquelle les
suites d�e�nies en (5.40) convergeaient vers la même limite. La �gure 5.2 donne ces valeurs
pour n = 5 et d = 5 : : : 11. Nous retrouvons des valeurs approch�ees de � qui sont bien
inf�erieures aux valeurs de � correspondantes.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

5 6 7 8 9 10 11

Fig. 5.2: Valeurs de � et � pour n = 5 et d = 5 : : : 11.

En fait, pour d � n � 2 et � > �, il existe plusieurs châ�nes de Markov altern�ees. En e�et,
consid�erons celles dont les lois de bord sont de la forme

Lp = (�1p; �
2
p : : : �

2
p) et Li = (�1i ; �

2
i : : : �

2
i ) :

Elles correspondent aux solutions du syst�eme(
�1 = h(h(�1; �2); k(�1; �2))
�2 = k(h(�1; �2); k(�1; �2))

(5.45)

avec k(�1; �2) = �d
 
1 + �(�1 + (n� 2)�2)

1 + �(�1 + (n� 1)�2)

!d

:
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Ce syst�eme admet au moins une solution de la forme (�;�) qui correspond �a l'unique point
�xe de Fn. Consid�erons les solutions (�1; �2) avec �1 � �2. Si

� � �1 � �2 � �

nous avons
h(�;�) � h(�1; �2) � h(�;�)

k(�;�) � k(�1; �2) � k(�;�) :

D'o�u
h(h(�;�); k(�;�)) � �1 � �2 � k(h(�;�); k(�;�)) : (5.46)

D�e�nissons donc les suites(
�1
0 = 0

�2
0 = �d

et

(
�1
m = h(h(�1

m�1; �
2
m�1); k(�

1
m�1; �

2
m�1))

�2
m = k(h(�1

m�1; �
2
m�1); k(�

1
m�1; �

2
m�1))

: (5.47)

Nous pouvons d�eduire de (5.46),

8m � 0 ; �1
m � �1 � �2 � �2

m :

Les suites (�1
m)m et (�2

m)m sont respectivement croissante major�ee et d�ecroissante minor�ee. Si
leurs limites sont �egales, il n'y a pas de châ�nes de Markov altern�ees pour lesquelles �1 < �2.
De même, nous pouvons montrer que pour �1

0 = �d et �2
0 = 0 les suites (�1

m)m et (�2
m)m

d�e�nies par (5.47) convergent. Lorsque leurs limites sont �egales, il n'y a pas de châ�nes de
Markov altern�ees pour lesquelles �1 > �2. Ainsi, sous ces deux conditions, les seules solutions
de (5.45) sont de la forme (�;�) avec � point �xe de F (2)

n . En particulier, si le point �xe de Fn

n'est pas stable, il existe plus d'une châ�ne de Markov altern�ee. Or nous pouvons remarquer
que (

�1
m = �d(1� �2m)d

�2
m = �d(1� 
2m)d

; (5.48)

o�u �m et 
m sont d�e�nis en (5.13). Nous en d�eduisons donc que pour d � n � 2 et � > �, il
existe plusieurs châ�nes de Markov altern�ees. De la même mani�ere, il est facile de voir que
la suite (am)m d�e�nie en (5.9) correspond �a des châ�nes de Markov altern�ees dont les lois de
bord sont de la forme

Lp = (�p; �p : : : �p) et Li = (�i; �i : : : �i) :

Comme pr�ec�edemment, on peut d�e�nir

�m = �d(
n� 1 + a2m

n
)d :

Ceci explique que l'�etude de �m et 
m donne de meilleures conditions de transition de phase
que celle de am (voir section 5.2).

En�n, mentionnons que dans le cas bipartite, il est possible de faire le lien entre l'unicit�e
de la mesure r�eversible et l'ergodicit�e du processus en utilisant des techniques analogues �a
celles de [54] ou [51].
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5.5 Transition de phase pour des PU sur des arbres

Dans cette section, nous nous contentons de donner un exemple de PU pour lequel il est
possible de faire une �etude analogue �a celle de la section pr�ec�edente. Nous reprenons le PU
de la proposition 4.3.4 du chapitre 4. Plus pr�ecis�ement, nous consid�erons un tel PU sur T r.
Chaque utilisateur a acc�es �a r ressources. L'une des ressources est dite de type \p" (p�ere),
les autres sont de type \f" (�ls). L'occupation de la ressource de type \p" correspond �a la
quantit�e �p, celle de l'ensemble des r � 1 autres �a la quantit�e �f et celle des r ressources �a
�pf . Un individu peut donc se trouver dans 4 �etats que nous notons B = f;; f; p; pfg. De
plus, une ressource partag�ee par deux utilisateurs est de type \p" pour l'un et de type \f"
pour l'autre. Cela correspond �a une certaine orientation des arêtes de T r. Nous notons ~Lr

l'ensemble des arêtes de T r orient�ees comme indiqu�e dans la �gure 5.3.

u
f

f

fu

u

u

up

Fig. 5.3: Arêtes orient�ees de T r appartenant �a ~Lr (r = 4).

Les mesures r�eversibles d'un tel PU sur T r sont des champs de Markov pour lesquels
nous pouvons d�e�nir une famille Q = fQxygxy2~L de matrices sur B. Nous avons,

8xy 2 ~Lr; Qxy = Q =

26664
0BBB@

1 �f �p �pf
�f �2f �f�p �f�pf
�p 0 �2p 0
�pf 0 �p�pf 0

1CCCA
37775
(1=r)

: (5.49)

Rappelons que si v est une matrice, nous notons [v](1=r) la matrice dont les coe�cients sont
ceux de v �a la puissance 1=r. De mani�ere sym�etrique,

8xy 2 ~Ln~Lr; Qxy = Qt : (5.50)

Il est possible d'�etendre la notion de sp�eci�cation r�epulsive introduite dans la d�e�nition 5.3.3
�a des sp�eci�cations de Markov non homog�enes. Toutefois, comme pour le PP sur Kn � T r
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avec n � 3, il semble qu'il n'existe pas d'ordre sur B tel que les matrices Q et Qt d�e�nissent
une sp�eci�cation r�epulsive. Ici, il parâ�t plus simple d'�etudier directement les lois de bord
normalis�ees associ�ees �a Q et Qt.

Proposition 5.5.1 Soit le PU sur T r (r � 2) v�eri�ant (5.49) et (5.50). Posons � = �pf �
�p�f et supposons �pf strictement positif. D�e�nissons la fonction

Fd(u) =

 
1 + �fu

1 + �p + (�f + �pf )u

!d
:

Si � < 0, le processus a une unique mesure r�eversible.
Si � > 0, le processus a une unique mesure r�eversible si et seulement si F

(2)
d a un unique

point �xe.

D�emonstration. Les châ�nes de Markov sur T r sont en bijection avec les lois de bord
normalis�ees l = flxygxy2~L. Plus pr�ecis�ement, notons lxy = (1; �1

xy; �
2
xy; �

3
xy). Si xy 2 ~Lr, pour

tout z 2 N(x)nfyg, zx 2 ~Lr et Qzx = Q. Dans ce cas, l'�equation (5.17) conduit �a (avec
d = r � 1),

8xy 2 ~Lr;

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�1
xy = (�f )

d
d+1

Y
z2N(x)nfyg

1 + (�f )
1

d+1�1
zx

1 + (�f )
1

d+1�1
zx + (�p)

1
d+1�2

zx + (�pf)
1

d+1�3
zx

�2
xy = (�p)

d
d+1

�3
xy = (�pf)

d
d+1

Y
z2N(x)nfyg

1 + (�f)
1

d+1�1
zx

1 + (�f )
1

d+1�1
zx + (�p)

1
d+1�2

zx + (�pf)
1

d+1�3
zx

ce qui peut encore s'�ecrire, si �pf > 0,

8xy 2 ~Lr;

8>>>>>><>>>>>>:

�1
xy = ( �f

�pf
)

d
d+1 �3

xy

�2
xy = (�p)

d
d+1

�3
xy = (�pf)

d
d+1

Y
z2N(x)nfyg

1 + �f (�pf)
� d

d+1�3
zx

1 + �p + �f (�pf)
� d

d+1�3
zx + (�pf )

1
d+1�3

zx

(5.51)

En posant pour tout xy 2 ~Lr, �xy = (�pf )
� d

d+1�3
xy, l'�equation (5.51) devient

8xy 2 ~Lr; �xy =
Y

z2N(x)nfyg

1 + �f�zx
1 + �p + (�f + �pf )�zx

: (5.52)

Nous commen�cons donc par nous int�eresser aux familles f�xygxy2~Lr
qui v�eri�ent (5.52).

Consid�erons

Fd(u) =

 
1 + �fu

1 + �p + (�f + �pf )u

!d

;

et posons � = �pf � �p�f . Si � < 0, la fonction Fd est strictement croissante et l'�etude de
ses variations montre qu'elle admet un point �xe unique not�e �. Consid�erons les suites(

�1
0 = Fd(0)

�2
0 = Fd(1)

et

(
�1
m = Fd(�1

m�1)
�2
m = Fd(�2

m�1)
: (5.53)



156 Transition de phase sur les arbres

Les suites (�1m)m et (�2m)m sont respectivement croissante major�ee et d�ecroissante minor�ee.
Elles convergent vers le point �xe � de Fd. De plus, en encadrant chaque terme dans (5.52),
nous obtenons,

si 8xy 2 ~Lr; � � �xy � � ;

alors 8xy 2 ~Lr; Fd(�) � �xy � Fd(�) :

Nous en d�eduisons,
8xy 2 ~Lr; 8m � 0; �1m � �xy � �2m :

D'o�u, en passant �a la limite,
8xy 2 ~Lr; �xy = � :

Nous nous int�eressons �a pr�esent �a lxy pour xy 2 ~Ln~Lr. Si xy 2 ~Ln~Lr, il existe un unique ~z

dans N(x)nfyg tel que ~zx 62 ~Lr. Pour xy 2 ~Ln~Lr, l'�equation (5.17) implique

8xy 2 ~Ln~Lr; lxy =
l~zxQt

l~zxQt(
)

Y
z 6=~z

lzxQ
lzxQ(
)

:

Ci-dessus et dans ce qui suit, le produit porte sur z 2 N(x)nfyg. De plus, pour simpli�er les
�ecritures, nous posons

C =
Y
z 6=~z

1 + (�f )
1

d+1�1zx

1 + (�f )
1

d+1�1zx + (�p)
1

d+1�2zx + (�pf)
1

d+1�3zx
;

et C 0 =
1 + (�p)

1
d+1�2~zx

1 + (�f )
1

d+1�1~zx + (�p)
1

d+1�2~zx + (�pf)
1

d+1�3~zx
:

Il vient

8xy 2 ~Ln~Lr;

8>><>>:
�1xy = (�f)

d
d+1 C

�2xy = (�p)
d

d+1 C 0

�3xy = (�pf)
d

d+1 C C 0

: (5.54)

Si pour tout xy dans ~Lr, nous avons �xy = �, alors

8xy 2 ~Lr;

8>><>>:
�1xy = (�f )

d
d+1 �

�2xy = (�p)
d

d+1

�3xy = (�pf )
d

d+1 �

et (5.54) se simpli�e en (�pf > 0)

8xy 2 ~Ln~Lr;

8>>>>><>>>>>:

�1xy = (�f )
d

d+1 Fd�1(�)

�2xy = (�p)
d

d+1 (�pf )
� d

d+1 Fd�1(�)�1 �3xy

�3xy = (�pf )
d

d+1 Fd�1(�)
1 + (�p)

1
d+1�2~zx

1 + �fFd�1(�) + (�p)
1

d+1�2~zx + (�pf)
1

d+1�3~zx

:
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Comme pr�ec�edemment, si nous posons pour tout xy 2 ~Ln~Lr, �xy = (�pf )
� d

d+1 Fd�1(�)�1 �3
xy,

la troisi�eme �equation ci-dessus est �equivalente �a

8xy 2 ~Ln~Lr; �xy =
1 + �p�~zx

1 + �fFd�1(�) + (�p + �pfFd�1(�))�~zx
: (5.55)

Consid�erons la fonction

G�(u) =
1 + �pu

1 + �fFd�1(�) + (�p + �pfFd�1(�))u
:

Si � < 0, quelle que soit la valeur du point �xe �, la fonction G� est strictement croissante
et admet un unique point �xe not�e � qui d�epend de �. Comme pour Fd, nous en d�eduisons

8xy 2 ~Ln~Lr; �xy = � :

Ainsi, lorsque � < 0, il n'y a qu'une seule loi de bord l = flxygxy2~L v�eri�ant (5.17) et il
n'existe qu'une mesure r�eversible.

Si � > 0, la fonction Fd est strictement d�ecroissante et admet un point �xe unique �. Si

8xy 2 ~Lr; � � �xy � � ;

nous avons aussi
8xy 2 ~Lr; Fd(�) � �xy � Fd(�) :

Nous en d�eduisons
8xy 2 ~Lr; 8m � 1; �1

2m�1 � �xy � �1
2m ;

o�u (�1
m)m est la suite d�e�nie en (5.53). Les sous-suites (�1

2m�1)m et (�1
2m)m convergent vers

des points �xes de F
(2)
d . Si leurs limites sont �egales, il s'agit du point �xe � de Fd et (5.52)

n'a qu'une seule solution donn�ee par

8xy 2 ~Lr; �xy = � :

Dans ce cas, nous pouvons encore d�e�nir la fonction G�. Si � > 0, elle est strictement
d�ecroissante et admet un point �xe unique. En raisonnant comme ci-dessus, si G(2)

� a un
unique point �xe, il vient encore

8xy 2 ~Ln~Lr; �xy = � :

Or l'�etude de la fonction G(2)
� (u)�umontre que c'est toujours le cas quel que soit le point �xe

� de Fd. Ainsi, lorsque F
(2)
d a un unique point �xe, il n'y a qu'une seule mesure r�eversible.

Inversement si F (2)
d a deux points �xes distincts, il est possible de construire deux lois de

bord distinctes qui correspondent �a des mesures r�eversibles di��erentes.

Remarquons que lorsque d = 1, F
(2)
d (d'une forme analogue �a G(2)

� ) a un seul point �xe. Nous
retrouvons le fait qu'en dimension 1 il n'y a jamais transition de phase.

Dans le cas � > 0, nous pouvons pr�eciser la proposition 5.5.1 en donnant des conditions
de transition de phase qui portent sur les quantit�es �f , �p et �pf .
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Proposition 5.5.2 Soit le PU sur T r (r � 3) v�eri�ant (5.49) et (5.50). Posons � = �pf �
�p�f et supposons � strictement positif. Si les conditions suivantes sont v�eri��ees,

(i) �f > 0

(ii) (r � 2)2�pf � r2�p�f � 4(r � 1)�f > 0

(iii) 2(r��
p
�)r�1�rf > (�f + �pf)

r�2((r � 2)��
p
�)r�1((r � 2)�� 2�f (1 + �p)�

p
�)

(iv) 2(r� +
p
�)r�1�rf < (�f + �pf )

r�2((r � 2)� +
p
�)r�1((r � 2)� � 2�f (1 + �p) +

p
�)

avec
� = �((r � 2)2�pf � r2�p�f � 4(r � 1)�f ) ;

alors il existe plusieurs mesures r�eversibles.
Si �f = 0, une condition n�ecessaire et su�sante de transition de phase est

�pf
(1 + �p)r

>
1

r � 1

�
r � 1

r � 2

�r
:

D�emonstration. Il su�t de montrer que sous les conditions de la proposition, le point �xe
� de Fd n'est pas stable. Les sous-suites (�1

2m�1)m et (�1
2m)m ont alors des limites di��erentes

et il existe plusieurs châ�nes de Markov. Or,

F 0
d(�) =

�(r � 1)�

(1 + �f�)(1 + �p + (�f + �pf)�)
:

Lorsque �f > 0, � est instable si � est encadr�e par les deux racines (lorsqu'elles existent) du
polynôme

�f (�f + �pf)u
2 + (2�f (1 + �p)� (r � 2)�)u+ 1 + �p :

Si r � 3 et si (ii) est v�eri��ee, ce polynôme a deux racines r�eelles positives r1 et r2 (avec
r1 < r2). La fonction Fd est strictement d�ecroissante et la condition r1 < � < r2 est
�equivalente aux conditions Fd(r1) > r1 et Fd(r2) < r2. D'o�u les conditions (iii) et (iv) de la
proposition.
Lorsque �f = 0, � est instable si

� >
1 + �p

(r � 2)�pf
;

ce qui est �equivalent �a
�pf

(1 + �p)r
>

1

r � 1

�
r � 1

r � 2

�r
:

Dans ce cas, la fonction Fd est de la forme de la fonction F1 d�e�nie en (5.30). De mani�ere
analogue, il est possible de montrer que la condition

�pf
(1 + �p)r

� 1

r � 1

�
r � 1

r � 2

�r
(5.56)

est �equivalente �a l'existence d'un unique point �xe pour F
(2)
d . En particulier, si �p = �f = 0,

nous retrouvons la proposition 5.4.3 pour le PP sur T r.
Les conditions (i) �a (iv) sont en particulier v�eri��ees lorsque �pf est grand par rapport �a

�p et �f . Par exemple, pour �f = �p = 1 et �pf = 101, il y a transition de phase pour le PU
sur T 4. Ceci s'interpr�ete assez naturellement car les utilisateurs qui ont tendance �a occuper
l'ensemble de leurs r ressources (�pf grand) emp�echent leurs voisins sur T r de faire de même.
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Les mod�eles markoviens de ressources partag�ees que nous avons pr�esent�es consistent en
g�en�eral en la donn�ee de trois informations. Ils sont construits �a partir d'un ensemble d'utili-
sateurs U , d'un ensemble de ressources R et de la connaissance du comportement de chaque
utilisateur pris isol�ement. Pour un utilisateur u 2 U , ayant acc�es �a un sous-ensemble Ru de
ressources, ce comportement est d�ecrit par un processus de Markov individuel �a valeurs dans
P(Ru) et dont les taux �u(�; �) sont suppos�es connus. A partir de ces donn�ees, deux points de
vue peuvent être envisag�es. Celui des utilisateurs consiste �a construire un processus de Mar-
kov sur

N
u2U

P(R) en tronquant comme en (4.2) le produit direct des processus individuels.

Cette troncature empêche le processus de sortir de l'ensemble des con�gurations admissibles
dans lesquelles chaque ressource est occup�ee par au plus un utilisateur. Le Processus des
Philosophes est un exemple simple d'une telle construction. Le point de vue des ressources
est quant �a lui illustr�e par le mod�ele de la biblioth�eque pr�esent�e dans la section 4.1. Il s'agit
de construire un processus de Markov sur P(R) par superposition de processus locaux. Une
telle construction est tr�es g�en�erale et nous avons montr�e sur l'exemple de la biblioth�eque
comment le partage des ressources pouvait être mod�elis�e �a travers la forme donn�ee aux taux
de transition des processus locaux (voir les �equations (4.21)).

Dans le point de vue des utilisateurs, les individus peuvent être repr�esent�es par des
automates stochastiques �a �etats �nis et le partage des ressources se traduit par des synchro-
nisations entre ces automates. Un premier objectif �etait d'analyser comment la mani�ere de
synchroniser les automates in
ue sur la nature de l'�equilibre du syst�eme global. De cette ana-
lyse est ressortie une classe de mod�eles int�eressants en pratique, les processus d'utilisateurs
construits par troncature de processus individuels r�eversibles. Ces mod�eles ont une mesure
d'�equilibre �a forme produit. En e�et, si l'automate de base est r�eversible alors la famille
d'automates synchronis�es est encore r�eversible par un lemme de troncature que nous avons
montr�e pour les syst�emes de particules. Une suite naturelle est d'envisager le cas o�u l'auto-
mate de base n'est plus r�eversible. La famille d'automates ind�ependants (sans partage des
ressources) a pour mesure d'�equilibre le produit des mesures d'�equilibre de chaque automate
et on peut se demander s'il est possible de les synchroniser de mani�ere �a conserver une forme
produit, eventuellement matricielle, par une sorte de lemme de troncature qui porterait sur
des regroupements d'�etats.

Une autre extension int�eressante de nos mod�eles serait de consid�erer que les demandes
de ressources insatisfaites ne sont pas perdues mais stock�ees dans des �les d'attente. Ceci a
�et�e envisag�e dans [5] mais un autre point de d�epart pourrait être les travaux de B. Ycart sur
des processus en environnement markovien.
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Des perspectives �a plus court terme peuvent encore être donn�ees. Dans le chapitre 5 nous
avons abord�e l'�etude des ph�enom�enes de transition de phase pour des processus d'utilisateurs.
Nous avons mis en �evidence de tels ph�enom�enes pour le Processus des Philosophes sur des
graphes obtenus en faisant le produit cart�esien d'une clique et d'un arbre in�ni. Pour de
tels mod�eles, il est possible de donner des conditions de transition de phase qui portent sur
le taux � du processus. Nous pouvons appliquer les mêmes techniques �a des arbres �echelles
plus g�en�eraux. Nous envisageons de consid�erer le cas o�u l'�echelon n'est plus une clique et
plus particuli�erement le cas o�u ce dernier est un cycle avec un nombre pair de sommets
(graphes bipartites). D'autre part, des liens existent entre les mod�eles �a particules dures (du
type Processus des Philosophes) et la percolation. Nous pensons qu'il devrait être possible
d'utiliser des r�esultats de ce domaine pour nos mod�eles ou inversement de d�eduire, des
r�esultats du chapitre 5, des valeurs critiques de percolation.

En�n, l'�etude de l'�equilibre des processus d'utilisateurs pourrait encore être compl�et�ee
par une �etude de la convergence vers cet �equilibre, �a travers, pour commencer, le calcul du
spectre du Processus des Philosophes.

Pour ce qui est des processus de ressources, les suites �a donner sont moins claires. Il nous
semble que les outils g�en�eraux de comparaison stochastique que nous avons d�evelopp�es et
utilis�es dans ce cadre devraient donner lieu �a des applications int�eressantes dans d'autres
domaines que celui des ressources partag�ees. Nous pensons en particulier �a des d�evelop-
pements autour de la �abilit�e des syst�emes o�u des propri�et�es de monotonie apparaissent
naturellement.

Ces travaux font principalement appel �a la th�eorie des processus de Markov mais il
est clair que des connaissances dans d'autres disciplines telles que la th�eorie des graphes,
la combinatoire �enum�erative, la m�ecanique statistique peuvent être utiles. Dans ces disci-
plines apparaissent des pr�eoccupations identiques aux nôtres. Nous pensons en particulier
aux liens qui peuvent exister entre les mod�eles de gaz �a particules dures et certains objets
combinatoires classiques tels que les animaux dirig�es sur des r�eseaux et les s�eries en variables
partiellement commutatives de X.G. Viennot. Il est �egalement naturel de se demander si les
outils probabilistes utilis�es pour le Processus des Philosophes peuvent donner de nouveaux
r�esultats en combinatoire. Par exemple, une g�en�eralisation du probl�eme des m�enages ou la
mise au point d'un algorithme de type recuit simul�e, pour la g�en�eration des sous-ensembles
stables maximaux d'un graphe donn�e, seraient envisageables.
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