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R�esum�e

Le probl�eme du voyageur de commerce, not�e TSP , consiste �a trouver un
parcours de longueur minimum que doit emprunter un voyageur pour visiter
une et une seule fois chaque ville s'il d�emarre de la ville de son domicile et y
revient en �n de parcours. Dans cette th�ese, nous �etudions une g�en�eralisation
de ce probl�eme. Si on regroupe les villes par pays, on s'int�eresse �a un par-
cours de longueur minimum qui visite une et une seule ville de chaque pays.
Cette g�en�eralisation est ainsi appel�ee probl�eme du voyageur de commerce
international, not�e ITSP .

Le ITSP est un probl�eme NP-di�cile. Dans une premi�ere partie, nous
d�ecrivons des heuristiques pour le ITSP et nous �evaluons num�eriquement
une nouvelle heuristique pour le TSP bas�ee sur des notions introduites par
Glover. Nous d�ecrivons une r�eduction polynomiale du ITSP au TSP et
nous donnons une nouvelle formulation du ITSP en un programme lin�eaire
en nombres entiers.

La deuxi�eme partie est r�eserv�ee �a l'approche de r�esolution poly�edrale.
Nous d�e�nissons la relaxation graphique du ITSP et nous donnons des r�e-
sultats sur la dimension et la structure faciale du poly�edre associ�e. Nous
�etudions la relation poly�edrale qui existe entre le ITSP et sa relaxation
graphique et nous introduisons plusieurs classes de facettes du polytope du
ITSP .

L'�etude poly�edrale du ITSP nous a permis de d�evelopper un algorithme
de branchement et de coupe pour sa r�esolution. Nous pr�esentons des heuris-
tiques et des algorithmes exacts pour la s�eparation de certaines classes de
facettes et nous donnons les principales modi�cations qu'il faut apporter �a
un algorithme de branchement et de coupe pour le TSP a�n d'obtenir un tel
algorithme pour le ITSP . Nous �nissons cette �etude en donnant quelques
r�esultats num�eriques et une analyse de l'implantation que nous avons r�ealis�ee.

Mots clefs : probl�eme de voyageur de commerce international, branche-
ment et coupe, approche poly�edrale, facette.

Abstract

This thesis deals with a generalization of the traveling salesman problem
in which the nodes are partitionned into clusters which can be tought as
countries and the salesman has to visit exactly one node in each cluster.



The problem is to �nd such a solution of minimum length. We call it the
international traveling salesman problem and we denote it by ITSP .

First, we give some heuristic for the ITSP and a new heuristic for the
TSP based on notions introduced by Glover. Then, we describe a polynomial
reduction of the ITSP to the TSP and we give a new formulation of the
ITSP as an integer linear program.

Then, we focus on the polyhedral approach of the ITSP . We de�ne the
graphical relaxation of the ITSP and we give results on the dimension and
the facial structure of the corresponding polyhedron. We study the polyhedral
relationship between the ITSP and its graphical relaxation. We give several
classes of facet-inducing inequalities of the ITSP polytope and we study
some properties of its facets.

This polyhedral study allows us to design a branch an cut algorithm to
solve the ITSP starting with such an algorithm for the TSP . We present
some exact algorithms and heuristics for the separation problem of the main
classes of facet-inducing inequalities. Computationnal results are �nally re-
ported.

Key words : international traveling salesman problem, branch and cut,
polyhedral approach, facet.
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1

Introduction

Le probl�eme du voyageur de commerce, not�e TSP , consiste �a trouver
un cycle hamiltonien de longueur minimum dans un graphe valu�e. Pendant
longtemps, plusieurs auteurs [21, 22, 25, 65] ont tent�e de r�esoudre le TSP
en utilisant un algorithme de branchement et �evaluation (\branch and boun-
d"). Les implantations de Smith et Thompson [89], Volgenant et Jonker [96],
et Gavish et Srikanth [31] de cet algorithme, les plus rapides qui existent,
r�esolvent �a l'optimum des instances dont la taille d�epasse �a peine quelques
dizaines de sommets. L'utilisation d'un tel algorithme ne permet pas de r�e-
soudre des instances du TSP de grandes tailles.

Ces dix derni�eres ann�ees, les d�eveloppements de la th�eorie des poly�edres
ont permis d'envisager �a nouveau l'utilisation d'un algorithme de branche-
ment et �evaluation pour la r�esolution d'instances du TSP de grandes tailles.
Ce regain d'int�erêt est du principalement �a l'e�cacit�e de la proc�edure de
coupe qu'on y int�egre pour le calcul d'une borne inf�erieure de l'optimum.
Cette proc�edure utilise la programmation lin�eaire et une certaine connais-
sance de la structure faciale du polytope du TSP . Elle est l'aboutissement
de l'�etude poly�edrale du TSP . D�esormais, l'algorithme est dit de branche-
ment et de coupe et l'approche est dite poly�edrale.

Plusieurs implantations de cet algorithme ont �et�e r�ealis�ees et ont permis
de r�esoudre des instances dont la taille est de plus en plus grande. Au d�ebut
des ann�ees 90, Padberg et Rinaldi [78] ont r�esolu des instances de plus de
2000 sommets et, tout r�ecemment, Applegate et al. [2] ont r�esolu des instances
jusqu'�a plus de 7000 sommets. On notera que cela ne signi�e pas que de tels
implantations r�esolvent toutes les instances de moins de 7000 ou même 2000
sommets.

L'e�cacit�e de l'algorithme de branchement et de coupe pour la r�esolution
d'instances du TSP de grandes tailles a motiv�e certains auteurs �a proposer
la même approche pour la r�esolution d'autres probl�emes d'optimisation com-
binatoire di�ciles de grandes tailles. Des algorithmes de branchement et de
coupe ont �et�e propos�es pour la r�esolution de la version non sym�etrique du
TSP , du probl�eme de tourn�ees de v�ehicules [62, 3, 4], du probl�eme du voya-
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geur de commerce foncier [29, 7] et bien d'autres probl�emes d'optimisation
combinatoire NP-di�ciles.

Cette �etude �a pour objectif principal de proposer un algorithme de bran-
chement et de coupe pour la r�esolution d'un autre probl�eme d'optimisation
combinatoire. Il s'agit d'un probl�eme NP-di�cile qui g�en�eralise le TSP .

Soient G = (V; E) un graphe d'ordre n muni d'une fonction coût sur les
arêtes et W une partition en p �el�ements de l'ensemble de ses sommets V .
Le probl�eme consiste �a trouver un cycle �el�ementaire de longueur minimum
qui utilise un et un seul sommet de chaque �el�ement de la partition W. Il
est appel�e probl�eme du voyageur de commerce international et il est not�e
ITSP . On supposera que chaque �el�ement de la partition W constitue un
stable de G. Le graphe G est multiparti, il est dit complet lorsque toutes les
arêtes possibles sont dans E. On notera ITSP (n; p) le polytope associ�e au
ITSP dans le cas d'un graphe multiparti complet. Pour un graphe multiparti
quelconque G, le polytope est not�e ITSP (G).

Le ITSP est un probl�eme tr�es peu �etudi�e. C'est pour cette raison que
notre �etude ne s'est pas limit�ee �a l'approche poly�edrale. On a voulu une �etude
g�en�erale sur le ITSP . Dans cette �etude, on sera amen�e �a citer des r�esultats
connus du TSP et, même, �a l'�etudier.

Dans le chapitre 1, on pr�esentera le ITSP d'une mani�ere g�en�erale et on
citera les motivations qui nous ont pouss�ees �a l'�etudier. On donnera un aper�cu
g�en�eral de la litt�erature qui traite le ITSP ainsi que le TSP et on d�ecrira
des applications cit�ees dans la litt�erature ainsi que de nouvelles applications.
On �nira le chapitre en proposant certaines extensions du ITSP .

Dans le chapitre 2, on d�ecrit des heuristiques et des algorithmes exacts
pour la r�esolution du ITSP . On distinguera deux types d'heuristiques. Celles
qui s'appliquent directement �a une instance du ITSP et celles qui exploitent
la structure du ITSP comme �etant la composition de deux sous-probl�emes :
le TSP et la recherche d'une plus courte châ�ne dans un r�eseau. �A cet e�et,
nous avons d�evelopp�e et test�e num�eriquement une heuristique pour le TSP
bas�ee sur la notion de châ�ne altern�ee.
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Un premier type d'algorithmes exacts est obtenu en utilisant un algo-
rithme exact pour la r�esolution du TSP dans la r�eduction polynomiale du
ITSP au TSP qu'on d�ecrira. Apr�es que nous ayons montr�e l'ine�cacit�e
d'un tel algorithme, on d�ecrira l'algorithme de branchement et �evaluation et
l'approche poly�edrale pour la r�esolution du ITSP .

Le Chapitre 3 est consacr�e �a l'�etude poly�edrale. Avant d'�etudier le po-
lytope ITSP (n; p), on d�e�nit la relaxation graphique du ITSP qui nous
permettra d'obtenir des r�esultats sur la structure faciale de ITSP (n; p).
On �etudiera la dimension du polytope de la relaxation graphique ainsi que
celle d'autres polytopes associ�es. On d�e�nit la forme triangulaire serr�ee des
in�equations induisant des facettes du polytope de la relaxation graphique
et on montre que, dans le cas d'un graphe multiparti complet, une in�equa-
tion induisant une de ses facettes est soit l'in�equation de non n�egativit�e, soit
l'in�equation de degr�e ou soit une in�equation triangulaire serr�ee.

Apr�es l'�etude de la dimension de ITSP (n; p) et des in�equations de non
n�egativit�e, on montre qu'une facette de ITSP (n; p) est contenue dans p+1
facettes du polytope de la relaxation graphique, dont p facettes sont induites
par les in�equations de degr�e.

On distinguera deux classes de facettes de ITSP (n; p) : les facettes r�egu-
li�eres et les facettes non r�eguli�eres. On montrera qu'une in�equation induisant
une facette r�eguli�ere de ITSP (n; p) peut être obtenu �a partir d'une in-
�equation induisant une facette du polytope du TSP et, r�eciproquement, on
montrera qu'�a l'exception de quelques in�equations qu'on d�eterminera toutes
les in�equations induisant des facettes du polytope du TSP d�eterminent des
in�equations induisant des facettes r�eguli�eres de ITSP (n; p). On donnera
�egalement des in�equations induisant des facettes non r�eguli�eres en consid�e-
rant la g�en�eralisation de certaines classes d'in�equations induisant des facettes
r�eguli�eres.

On montrera que toutes les facettes du polytope ITSP (n; p) induites par
les in�equations qu'on pr�esente dans ce travail v�eri�ent une propri�et�e qu'on
d�e�nira et qu'on appellera propri�et�e forte des facettes. On parlera de facettes
fortes. On montrera �egalement qu'�a l'exception de quelques unes d'entre elles
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toutes les les facettes fortes (y compris celles qu'on ne pr�esente pas) v�eri�ent
une autre propri�et�e qu'on d�e�nira et qu'on appellera propri�et�e tsp-forte des
facettes. On �nira le chapitre en donnant deux op�erations sur les in�equations
qui permettent de construire de nouvelles in�equations induisant des facettes
de ITSP (n; p).

Dans le chapitre 4, on d�ecrira les di��erentes phases d'un algorithme de
branchement et de coupe pour la r�esolution d'un probl�eme d'optimisation
combinatoire quelconque et le TSP en particulier. Le principal objectif de ce
chapitre consiste �a pr�esenter les di��erentes modi�cations qu'il faut apporter
�a un algorithme de branchement et de coupe pour la r�esolution du TSP , ainsi
que les di��erents modules qu'il faut rajouter, pour obtenir un algorithme de
branchement et de coupe pour la r�esolution du ITSP . On donnera plusieurs
heuristiques et algorithmes exacts pour la s�eparation de certaines in�equa-
tions induisant des facettes de ITSP (n; p). Les instances du ITSP qu'on
a utilis�e pour tester num�eriquement notre implantation s'obtiennent �a partir
d'instances du TSP par une proc�edure de Fischetti et al. [28] qu'on d�ecrira.
On �nira cette �etude en donnant des r�esultats num�eriques et une analyse de
notre implantation.
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Chapitre 1

�Etat de l'art et Applications

Le probl�eme du voyageur de commerce est connu pour sa grande di�cult�e.
Il est l'un des probl�emes NP-di�ciles les plus �etudi�es. La simplicit�e de son
�enonc�e et les nombreuses applications qu'il pr�esente en ont fait un probl�eme
tr�es connu.

Il s'agit d'un voyageur qui veut visiter un certain nombre de villes une et
une seule fois en partant de son domicile pour y revenir en �n de parcours.
Son objectif principal est �evidemment de r�ealiser un voyage au moindre coût.
Si on suppose que les coûts sont proportionnels aux distances parcourues, le
probl�eme consiste �a trouver un parcours de longueur minimum. On d�esignera
ce probl�eme par la notation TSP .

Ici, on �etudie un autre probl�eme plus g�en�eral qui peut se poser �a un autre
voyageur aimant davantage l'aventure. Il serait tent�e, de visiter, pendant son
voyage, exactement une ville de chaque pays. L'objectif est toujours le même :
r�ealiser un voyage au moindre coût.

On appellera cette nouvelle variante le probl�eme du voyageur de com-
merce international et on utilisera la notation ITSP pour le d�esigner. Le
ITSP est une g�en�eralisation du TSP . On retrouve le TSP quand chaque
pays contient exactement une seule ville.

Puisque le TSP en est un cas particulier et qu'il est un probl�eme NP-
di�cile, le ITSP est �egalement un probl�eme NP-di�cile.



6 �Etat de l'art et Applications

On a commenc�e �a s'int�eresser au ITSP pour la premi�ere fois au d�ebut
des ann�ees 70 �a travers certaines applications. Il reste cependant un probl�eme
tr�es peu �etudi�e. �A peine une dizaine d'articles, sur ce sujet, ont �et�e publi�es
jusqu'�a pr�esent. Ceci est dû essentiellement �a la di�cult�e du probl�eme. Il �etait
plus int�eressant d'�etudier le TSP , d�ej�a di�cile et pas encore su�samment
trait�e, comme cas particulier. Par ailleurs, le TSP est un standard qui valide
les nouvelles approches de r�esolution. Beaucoup de r�esultats th�eoriques et
pratiques ont �et�e �etablis concernant le TSP et une litt�erature riche et vari�ee
a �et�e accumul�ee ces 20 derni�eres ann�ees. Ces connaissances, ainsi que l'ap-
parition de puissants calculateurs et des architectures parall�eles, permettent
d'envisager, de nouveau, l'�etude de certaines g�en�eralisations du TSP avec
des moyens th�eoriques et pratiques plus performants.

Plusieurs auteurs ont ainsi commenc�e �a �etudier les m�ethodes exactes de
r�esolution de la version non sym�etrique du TSP , not�ee ATSP , du probl�eme
de tourn�ees de v�ehicules [62, 3, 4], not�e V RP , du probl�eme du voyageur
de commerce foncier [29, 7], not�e PCTSP , ainsi que d'autres probl�emes NP-
di�ciles. La plupart des algorithmes exacts de r�esolution de ces probl�emes ont
�et�e d�evelopp�es ces 10 derni�eres ann�ees. Ce travail se propose essentiellement
de d�evelopper un algorithme exact pour la r�esolution du ITSP .

L'objet de ce chapitre est de pr�esenter cette nouvelle g�en�eralisation du
TSP . La section 1.1 est une pr�esentation formelle du ITSP . On donnera un
aper�cu g�en�eral de la litt�erature qui traite du ITSP ainsi que du TSP dans
la section 1.2. Des applications cit�ees dans la litt�erature ainsi que d'autres
nouvelles applications sont d�ecrites dans la section 1.3, et certaines extensions
du ITSP sont envisag�ees dans la section 1.4. On conclura le chapitre en citant
les motivations qui nous ont pouss�ees �a �etudier le ITSP .

1.1 Pr�esentation du probl�eme

Soit G = (V; E; W) un graphe non orient�e ; V l'ensemble des sommets ,
E l'ensemble des arêtes et W une partition de V . On d�esigne par n, m et p
les cardinalit�es respectives de V , E et W. On note Wi le i

�eme �el�ement de
W, une arête e de E, d'extr�emit�es x et y, sera not�ee [x; y]. Dans la suite, on
utilisera �egalement les termes \ville" et \pays" pour d�esigner respectivement
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un sommet de V et un �el�ement de W. Un pays qui contient exactement une
ville est dit d�eg�en�er�e et Wd d�esignera l'ensemble de ces pays. Chaque pays
de W constitue un stable de G. Le graphe G est un graphe multiparti, on
dira aussi que le graphe G est un graphe p-parti.

Graphe international : est un graphe multiparti G muni d'une fonction
coût p : E �! IR+ qui associe un coût p(e) �a chaque arête e de E.

Tourn�ee internationale : est un sous-ensemble T d'arêtes d'un graphe
international G tel que le graphe partiel induit est un cycle qui utilise une
et une seule ville de chaque pays. On appellera poids d'une tourn�ee interna-
tionale T la somme des coûts p(e) des arêtes appartenant �a T , et on le notera
p (T ).

La �gure 1.1 repr�esente un graphe international �a 5 pays et 13 villes. L'en-
semble des arêtes qui apparaissent sur la �gure forme une tourn�ee interna-
tionale.

W1 W2

W3

W4

W5

T

Fig. 1.1 { Une tourn�ee internationale.

Le probl�eme du voyageur de commerce international, sur un graphe inter-
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national G, consiste �a trouver une tourn�ee internationale de poids minimum.
Il s'agit, alors, d'�etablir un s�equencement des pays, puis de choisir un re-
pr�esentant de chaque pays de la mani�ere la plus �economique. Ainsi, on peut
percevoir le ITSP comme �etant deux probl�emes d�ependants. Cette fa�con
de voir le ITSP nous a permis de d�evelopper l'algorithme d�ecrit dans la
section 2.1.3 du chapitre suivant.

Le ITSP peut être �egalement per�cu comme un ensemble �ni de TSP de
tailles identiques, �egales �a p. Si on appelle ensemble l�egal un sous-ensemble de
sommets L tel que jL \W j = 1 pour tout pays W 2 W, on notera TSP (L)
le TSP sous-jacent. On dira que le TSP (L) est induit par l'ensemble l�egal
L. Le graphe international G admet un nombre �ni d'ensembles l�egaux, la
r�esolution de tous les TSP induits est �equivalente �a la r�esolution du ITSP .

Le probl�eme du voyageur de commerce international apparâ�t dans la
litt�erature sous le nom du probl�eme du voyageur de commerce g�en�eralis�e et il
est not�eGTSP . Nous pr�ef�erons utiliser le terme \international" pour quali�er
ce probl�eme, au lieu du terme \g�en�eralis�e", pour deux raisons pr�ecises:

1- le terme g�en�eralis�e est utilis�e par certains auteurs [8] pour d�esigner
toute une classe de probl�emes qui g�en�eralisent le TSP , alors que le
terme international quali�e d'une mani�ere pr�ecise la nature de notre
probl�eme;

2- la notation GTSP , qui r�esulte de l'utilisation du terme g�en�eralis�e, se
confond avec celle de la relaxation graphique du TSP qui sera pr�esent�ee
dans le chapitre 3.

1.2 �Etat de l'art

Ces derni�eres ann�ees, le TSP a �et�e largement �etudi�e. Ici, on ne citera pas
toutes les �etudes qui lui ont �et�e d�edi�ees. Dans [63] et [56], on trouvera un
aper�cu g�en�eral de la litt�erature qui traite du TSP .

Le ITSP a �et�e pr�esent�e pour la premi�ere fois au d�ebut des ann�ees 70,
cependant il reste un probl�eme tr�es peu �etudi�e. Laporte et al. [61] ont d�e-
velopp�e un algorithme de branchement et d'�evaluation pour la r�esolution du
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ITSP . Fischetti et al. [27, 28] ont �etudi�e le polytope associ�e et ils ont im-
plant�e un algorithme de branchement et de coupe pour sa r�esolution. On
trouve �egalement dans les articles [86, 88, 72] certains r�esultats concernant
le ITSP .

Lorsqu'on consid�ere un graphe international G orient�e, le ITSP corres-
pondant est dit asym�etrique. Cette nouvelle version est encore moins �etudi�ee.
Laporte et al. [60] ont d�evelopp�e un algorithme de branchement et d'�evalua-
tion pour sa r�esolution, Noon et al. [73] utilisent la relaxation lagrangienne
pour le calcul de la borne inf�erieure de la solution optimale dans un algo-
rithme de branchement et d'�evaluation. Dans la suite, le ITSP sera toujours
associ�e �a un graphe non orient�e.

1.3 Applications

Les premi�eres applications du ITSP apparaissent dans la litt�erature au
d�ebut des ann�ees 70. Le ITSP a �et�e pr�esent�e comme un mod�ele math�ema-
tique d'optimisation du s�equencement des �chiers en informatique [53] et de
la gestion des clients dans les centres de s�ecurit�e sociale [85]. Depuis, plu-
sieurs applications sont apparues dans la litt�erature. Dans [72], Noon d�ecrit
plusieurs applications dans le domaine de l'approvisionnement avec plusieurs
sites de stockage, d'ordonnancement de certains ateliers 
exibles, etc...

Les deux sous-sections suivantes sont r�eserv�ees �a la description de deux
applications du ITSP . La premi�ere application simple est d�ecrite dans la
litt�erature. La seconde est une nouvelle application.

1.3.1 Collecte du courrier

Dans [84], Rousseau a mod�elis�e le probl�eme de ramassage du courrier
dans les bô�tes aux lettres publiques en un ITSP .

Le probl�eme consiste �a trouver l'itin�eraire que doit parcourir un agent
de la poste dans un v�ehicule pour la collecte du courrier dans un certain
nombre de bô�tes aux lettres. Une contrainte de s�ecurit�e est impos�ee par la
direction de l'entreprise responsable de la collecte : un agent ne doit jamais
traverser la chauss�ee pour aller vider une bô�te aux lettres. Ceci implique
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Ouest

Nord

42 �2a

�2b

Sud

41
�1a

�1b

Est

�

6

Fig. 1.2 { Collecte du courrier avec emplacements connus.

que, pour une bô�te aux lettres situ�ee dans un coin de rue donn�e, la collecte
ne peut être r�ealis�ee que si le postier est stationn�e sur l'un des deux côt�es
du coin de rue. Sur la �gure 1.2, on peut facilement voir que pour aller de
la bô�te 1 �a la bô�te 2 (mat�erialis�ees sur la �gure par un triangle), il existe
deux chemins de distances di��erentes. La distance e�ectivement parcourue
par l'agent, pour aller de la bô�te 1 �a la bô�te 2, d�epend de son itin�eraire.
Le probl�eme se mod�elise en un ITSP en rempla�cant chaque triangle (bô�te),
par deux cercles dispos�es selon les deux possibilit�es di��erentes d'atteindre la
bô�te. Dans [10], Bovet ne suppose pas connu l'emplacement exact d'une bô�te
aux lettres. Des emplacements potentiels lui sont associ�es sur les di��erents
coins de rue d'une ou plusieurs intersections. On obtient ainsi un ITSP dont
la taille des pays est quelconque.

1.3.2 Distribution �a deux �etapes

Pour arriver aux clients ou aux consommateurs, un produit emprunte un
circuit de distribution souvent complexe et fait intervenir plusieurs entre-
prises de distribution et (/ou) plusieurs modes de distribution. Dans cette
application, on s'int�eresse aux circuits qui se composent de deux �etapes. Ce
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type de circuit peut apparâ�tre dans plusieurs domaines. On supposera le cas
particulier de la distribution du courrier pour la description de l'application.

Le probl�eme de la distribution du courrier peut se formuler de la mani�ere
suivante. La ville est d�ecoup�ee en zones ou quartiers a�ect�es �a des facteurs se
d�epla�cant �a v�elo. La capacit�e des v�elos �etant limit�ee, le facteur est oblig�e de
faire plusieurs tourn�ees pour distribuer tout le courrier du quartier. Une bô�te
dispos�ee dans chaque quartier servira de d�epôt. Un autre postier, en voiture
cette fois-ci, e�ectue la distribution du courrier dans les di��erentes bô�tes
(d�epôts) de la ville. Sachant qu'il existe, pour chaque quartier, plusieurs
emplacements potentiels, le probl�eme d'implantation des di��erentes bô�tes
de la ville peut se formuler en un ITSP .

1.4 Extensions

Plusieurs extensions du ITSP peuvent être formul�ees. Les plus impor-
tantes sont les suivantes :

1- le probl�eme de Steiner : �etant donn�e un sous-ensemble N de pays (N �
W), le probl�eme consiste �a trouver un cycle de longueur minimum qui
utilise une et une seule ville de chaque pays deN . Une ville qui n'est pas
dans un des pays de N peut apparâ�tre dans la solution. On retrouve
le ITSP quand N se confond avec W ;

2- le ITSP pond�er�e : on associe �a l'ensemble W un vecteur k de INp. Le
probl�eme du ITSP pond�er�e consiste �a trouver une tourn�ee de longueur
minimum qui utilise exactement ki villes de chaque pays Wi, pour i =
1; :::; p. On retrouve le ITSP lorsque ki = 1, pour i = 1; :::; p et et on
retrouve le TSP lorsque ki = jWij, pour i = 1; :::; p ;

3- le GITSP : au lieu de se restreindre �a visiter exactement une seule fois
chaque pays, on demande �a ce que chaque pays soit visit�e au moins
une fois. En r�ealit�e, cette extension du probl�eme est une relaxation
appel�ee le probl�eme du voyageur de commerce international graphique,
not�ee GITSP . Dans le chapitre 3, on �etudiera le polytope associ�e �a ce
probl�eme ainsi que sa relation avec le polytope du ITSP .
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On peut �egalement d�e�nir la version internationale de toutes les exten-
sions et g�en�eralisations du TSP [8], ainsi que du probl�eme du voyageur de
commerce foncier [6], et du probl�eme de tourn�ees de v�ehicules.

1.5 Conclusion

Le ITSP est un probl�eme qui pr�esente plusieurs applications dont quel-
ques unes sont cit�ees dans la section 1.3 (dans [72], Noon d�ecrit un large �even-
tail d'applications du ITSP ). Il constitue une premi�ere �etape pour l'�etude
d'autres g�en�eralisations du TSP . Cependant, il reste un probl�eme tr�es peu
�etudi�e et tr�es peu d'algorithmes se proposent pour le r�esoudre. C'est pour
ces raisons que nous nous proposons d'�etudier les di��erentes approches de
r�esolution du ITSP dans le chapitre 2. Un algorithme de r�esolution exact,
bas�e sur l'�etude poly�edrale pr�esent�ee au chapitre 3, sera d�evelopp�e dans le
chapitre 4.
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Chapitre 2

Heuristiques et Algorithmes

Exacts

Les m�ethodes de r�esolution exactes ou approch�ees propos�ees au cours de
ces derni�eres ann�ees sont nombreuses, et sont le re
et de l'�eventail des m�e-
thodes dont nous disposons pour traiter les probl�emes d'optimisation com-
binatoire. Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'�etudier les principales
approches heuristiques et exactes pour la r�esolution du ITSP . On donnera,
chaque fois qu'il est possible, la description g�en�erale des m�ethodes, suivie de
l'algorithme adapt�e au ITSP . G�en�eralement, une m�ethode de r�esolution est
suppos�ee être exacte. Dans ce chapitre, une m�ethode de r�esolution d�esigne
�egalement une m�ethode approch�ee et on suppose que la fonction coût sur les
arêtes v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire.

L'objectif de ce chapitre consiste �a r�ealiser une classi�cation des princi-
pales approches de r�esolution du ITSP . On ne comparera pas ces m�ethodes
en fonction de leurs performances num�eriques, mais on indiquera, chaque
fois qu'il est possible, les avantages ou les inconv�enients de l'utilisation d'une
m�ethode pour la r�esolution du ITSP .

Dans cette classi�cation, on sera amen�e, �a plusieurs reprises, �a citer les
approches de r�esolution du TSP . Ces approches sont tr�es nombreuses, le TSP
a inspir�e de nombreux auteurs. Il constitue le terrain d'essai privil�egi�e pour le
d�eveloppement et le test de nouvelles m�ethodes de r�esolution en optimisation
discr�ete. Beaucoup de m�ethodes ont d'abord �et�e d�edi�ees au TSP , avant de
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devenir des m�ethodes classiques de l'optimisation en nombres entiers. Dans
leur algorithme du TSP [65], Little et al. utilisent pour la premi�ere fois la
m�ethode \Branch and Bound" qui, par la suite, deviendra la seule m�ethode
g�en�eraliste pour la r�esolution exacte des probl�emes NP-di�ciles.

Dans ce chapitre, on discutera les principales approches de r�esolution
du ITSP , selon l'organisation suivante. La premi�ere section sera consacr�ee
�a l'approche heuristique. On distinguera deux types d'algorithmes approxi-
matifs : les algorithmes appliqu�es directement �a une instance du ITSP , dit
algorithmes directs, et les algorithmes approximatifs qui utilisent la d�ecom-
position du ITSP en deux sous-probl�emes : le TSP et le probl�eme de la
recherche d'une plus courte châ�ne dans un r�eseau. �A cet e�et, on d�evelop-
pera une nouvelle heuristique pour la r�esolution du TSP .

La deuxi�eme section, compos�ee de deux parties, traitera l'approche exacte.
Dans la premi�ere partie, on d�ecrira une r�eduction polynomiale du ITSP au
TSP . �A partir d'un algorithme exact pour la r�esolution du TSP , la r�eduction
permet de d�evelopper un premier type d'algorithmes exacts pour la r�esolution
du ITSP . Dans la deuxi�eme partie, on pr�esentera un deuxi�eme type d'algo-
rithmes bas�e sur l'approche classique par branchement et �evaluation et on
d�ecrira l'approche poly�edrale. On �nira le chapitre en donnant une nouvelle
formulation du ITSP en un programme lin�eaire en nombres entiers.

2.1 Heuristiques

Comme pour tous les probl�emes NP-di�ciles, la recherche d'heuristiques
performantes est l'une des principales pr�eoccupations des sp�ecialistes du do-
maine. Le principe d'une m�ethode heuristique est de trouver, en un temps
raisonnable, une solution r�ealisable, la meilleure possible.

On distinguera deux types d'algorithmes : les algorithmes appliqu�es direc-
tement �a un probl�eme du ITSP , dits algorithmes directs, et les algorithmes
bas�es sur la d�ecomposition du ITSP en sous-probl�emes d�ependants, exploi-
tant au mieux la structure du ITSP .
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2.1.1 Algorithmes directs

Les algorithmes directs consistent en l'adaptation au ITSP des di��e-
rentes m�ethodes connues. On distinguera les heuristiques constructives et les
heuristiques d'am�elioration.

2.1.1.1 Heuristiques constructives

L'objectif de ces m�ethodes, comme il est indiqu�e dans le titre, est de
construire une bonne solution en utilisant des principes souvent tr�es simples.
Une panoplie tr�es large de ce type de m�ethodes existe dans la litt�erature avec
beaucoup de variantes [39, 55]. On distinguera, principalement, trois types
de m�ethodes : celles qui utilisent des principes intuitifs appel�ees m�ethodes
de base, celles qui utilisent les propri�et�es d'une tourn�ee internationale et
en�n celles qui d�erivent de certaines m�ethodes de r�esolution du probl�eme de
tourn�ees de v�ehicules [4], appel�ees m�ethodes d'�economie (\savings"). Dans
ce qui suit, on d�ecrira chacune de ces trois m�ethodes.

a) M�ethodes de base

Ce type de m�ethodes regroupe essentiellement la m�ethode du plus proche
voisin et les m�ethodes d'insertion.

La m�ethode du plus proche voisin consiste �a construire une tourn�ee inter-
nationale selon le sch�ema suivant. Initialement, on dispose d'une châ�ne qui
se r�eduit g�en�eralement �a un seul sommet. �A chaque it�eration, on augmente
la taille de la châ�ne courante du sommet le plus proche de l'une de ses extr�e-
mit�es. L'inconv�enient de cette m�ethode est que souvent des pays sont oubli�es
pour être consid�er�es, apr�es plusieurs it�erations, avec des coûts tr�es �elev�es.

La m�ethode d'insertion consiste �a consid�erer, �a chaque it�eration, un cycle
pour l'�etendre d'un seul sommet. Le choix du sommet �a ins�erer dans le cycle
peut être e�ectu�e selon plusieurs crit�eres plus ou moins gloutons localement.

La complexit�e de ce type de m�ethodes est en g�en�eral en O(np). Sou-
vent, pour am�eliorer cette complexit�e, on consid�ere des graphes partiels sus-
ceptibles de contenir la solution optimale. Des consid�erations g�eom�etriques
permettent le choix de tels graphes partiels.
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b) M�ethodes d'arbre

Ce type de m�ethodes a �et�e initialement d�evelopp�e pour la r�esolution du
TSP [79, 13] et s'adapte �egalement pour le ITSP .

�Etant donn�e une famille d'arêtes T , on d�e�nit un raccourci sur un sommet
u, de degr�e sup�erieur ou �egal �a 4 dans le graphe partiel G [T ], l'op�eration qui
consiste �a �eliminer de T deux arêtes [u; v] et [u; w] incidentes au sommet u
et �a ajouter �a T l'arête [v; w](voir �gure 2.1).

w

u

v

Fig. 2.1 { Raccourci.

Un r�esultat connu �etablit que, pour toute famille d'arêtes eul�erienne T ,
il existe une s�equence de raccourcis telle que, si on l'applique �a T , on obtient
un cycle hamiltonien H. De plus, le poids de H est, au plus, �egal �a deux fois
celui de T (voir [69]).

La m�ethode consiste �a obtenir un cycle hamiltonien en appliquant le
r�esultat pr�ec�edent �a une famille d'arêtes eul�erienne obtenu en d�edoublant
toutes les arêtes d'un arbre couvrant de coût minimum.

Pour obtenir un famille d'arêtes eul�erienne, on peut �egalement consid�erer
l'union de l'arbre de coût minimum et d'un couplage parfait sur l'ensemble
des sommets de degr�e impair dans l'arbre. On peut consid�erer un couplage
de coût minimum [26], mais dans ce cas l�a, on peut se contenter d'un \bon"
couplage obtenu en utilisant une heuristique rapide.

Pour adapter ce principe au ITSP , il su�t de consid�erer un arbre partiel
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de poids minimum sur un ensemble l�egal L, susceptible d'induire la solution
optimale du probl�eme. On peut choisir l'ensemble L selon plusieurs crit�eres.
On se contentera de citer le crit�ere qui nous semble être le mieux adapt�e.
Dans un arbre couvrant de poids minimum, on choisit, pour chaque pays et
parmi les sommets qui le constituent, le sommet qui a le degr�e le plus �elev�e.
Si le degr�e maximum est atteint en plusieurs sommets, on choisira parmi ces
sommets celui qui maximise la somme des distances des arêtes qui lui sont
incidentes. On obtient ainsi un ensemble l�egal L. Si on calcule l'arbre de
coût minimum dans le sous-graphe engendr�e par l'ensemble l�egal L, et qu'on
applique le r�esultat pr�ec�edent, on trouve la solution recherch�ee.

c) M�ethodes d'�economie (\savings")
Ce type de m�ethodes a �et�e initialement d�evelopp�e pour le probl�eme de

tourn�ees de v�ehicules [15] et s'adapte parfaitement au TSP .

Pour le cas du ITSP , on choisit, dans une premi�ere phase, un ensemble
l�egal L dont le sous-graphe engendr�e est susceptible de contenir la solu-
tion optimale ; on utilise par exemple la proc�edure d�ecrite dans la m�ethode
d'arbre.

j

i

d

Fig. 2.2 { Fusion de cycles.

Initialement, on dispose d'un ensemble T d'arêtes eul�erien sur L, dont
le degr�e de tous les sommets vaut 2, �a l'exception d'un sommet particulier
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d dont le degr�e est quelconque. Ainsi, l'ensemble T est l'union de cycles
arêtes-disjoints qui se rencontrent au sommet d. On d�e�nit la fusion de cycles
comme �etant l'op�eration qui consiste �a �eliminer deux arêtes [d; i] et [d; j]
appartenant �a deux cycles di��erents et �a ajouter l'arête [j; i] �a l'ensemble
T (voir �gure 2.2). On associe �a une fusion la quantit�e �egale �a p ([d; i]) +
p ([d; j]) � p ([j; i]), appel�ee �economie (\saving"), p �etant la fonction poids
sur les arêtes. �A chaque it�eration on applique une fusion ayant une �economie
maximum. Ainsi, le nombre de cycles dans T diminue d'une unit�e �a chaque
it�eration. L'algorithme s'arrête lorsqu'on obtient un cycle hamiltonien sur
L. En g�en�eral, on choisit initialement un ensemble T tel que tous les cycles
correspondent �a une arête double.

Ce type de m�ethodes se caract�erise par une certaine robustesse de la solu-
tion obtenue, contrairement aux m�ethodes pr�ec�edentes, qui peuvent donner
de tr�es bonnes mais aussi de tr�es mauvaises solutions.

2.1.1.2 Heuristiques am�elioratrices

Contrairement aux m�ethodes constructives dont l'objectif est de construire
une solution, les m�ethodes d'am�elioration modi�ent une solution initiale, en
vue d'am�eliorer sa valeur. Cette solution initiale est souvent le r�esultat d'une
m�ethode constructive ; un algorithme g�en�eral sera compos�e de deux phases :
une m�ethode constructive suivie d'une m�ethode d'am�elioration.

La plupart de ces m�ethodes utilisent la notion de voisinage. Il s'agit de
trouver, �a chaque it�eration, une \bonne" solution parmi l'ensemble des so-
lutions qui d�e�nissent un voisinage d'une solution courante. Parmi ces m�e-
thodes, on distingue celles qui am�eliorent, �a chaque it�eration, la valeur de
la fonction �economique, dites m�ethodes de descente, et celles qui permettent
de choisir une solution qui n'am�eliore pas forc�ement la valeur de la fonction
�economique. D'une mani�ere g�en�erale, le principal inconv�enient des m�ethodes
de descente est qu'elles donnent souvent des solutions correspondant �a des
optima locaux qui ne sont pas de tr�es bonne qualit�e, alors que, en choisissant
une solution qui n'est pas de descente, on peut sortir des minima locaux.

Le voisinage d'une solution peut être d�e�ni de plusieurs mani�eres di��e-
rentes. Ici, on retiendra le voisinage le plus connu et le plus utilis�e : celui qui
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repr�esente l'ensemble des solutions que l'on peut atteindre, �a partir d'une
solution donn�ee, en e�ectuant une op�eration de type k-opt. Celle-ci consiste
�a �eliminer k arêtes pour obtenir k châ�nes, puis �a ajouter k autres arêtes
pour obtenir un cycle hamiltonien. La �gure 2.3 illustre une op�eration 2-opt
(k = 2).

Fig. 2.3 { Op�eration 2-opt.

Le nombre d'op�erations k-opt augmente d'une mani�ere exponentielle avec
k. Dans la pratique, seules les op�erations 2-opt et 3-opt sont consid�er�ees.

Les m�ethodes de type k-opt consistent simplement �a rechercher, �a chaque
it�eration, la meilleure solution du voisinage k-opt d'une solution courante.
La solution trouv�ee est alors solution courante de la prochaine it�eration. Le
processus s'arrête lorsque aucune am�elioration n'est constat�ee. La m�ethode
est de descente.

Dans ce qui suit, on pr�esentera bri�evement la m�ethode tabou et le re-
cuit simul�e qui explorent �egalement un voisinage, en g�en�eral un k-opt, mais
pas en descente. Dans ce cas, on parle de m�eta-heuristiques. On pr�esentera
�egalement, et un plus longuement, un algorithme g�en�etique pour le ITSP .

a) La m�ethode tabou

Cette m�ethode a �et�e �elabor�ee par Glover [33, 34, 37], elle est bas�ee sur la
notion de mouvements interdits (tabou). Chaque it�eration consiste �a trouver
le mouvement qui nous donne la meilleure solution dans le voisinage de la
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solution courante ; sachant que certains mouvements sont interdits. Parfois,
on choisit une solution qui d�et�eriore l�eg�erement la solution courante pour
sortir des minima locaux. L'inverse du mouvement e�ectu�e �a chaque it�eration
est rajout�e dans une liste, appel�ee liste tabou, qui contient les mouvements
interdits. Initialement, la liste tabou est vide.

b) Le recuit simul�e

Le recuit simul�e est bas�e sur un algorithme de simulation de recuit de m�e-
taux et s'inspire de mod�eles de la physique statistique [66]. Il a �et�e d�evelopp�e
par S.Kirkpatrick [59].

L'id�ee principale consiste �a autoriser, �a chaque it�eration, le choix d'une so-
lution dont la qualit�e d�ecrô�t. �A chaque it�eration, on consid�ere al�eatoirement
une solution dans le voisinage de la solution courante. La solution consid�er�ee
est choisie comme solution courante de la prochaine it�eration si la fonction
�economique d�ecrô�t. Sinon, on lui a�ecte une probabilit�e de s�election donn�ee
par l'expression e

�H
T d�eriv�ee de la physique statistique, avec �H la di��erence

entre la solution consid�er�ee et la solution courante, et T un nombre positif qui
repr�esente une temp�erature. Comme dans le ph�enom�ene physique, on g�en�ere
des temp�eratures qui d�ecroissent. En g�en�eral, on consid�ere une d�ecroissance
lin�eaire ou en escaliers.

Des r�esultats r�ecents sur cette technique ainsi que des comparaisons avec
d'autres m�ethodes de voisinage comme la m�ethode tabou sont donn�es dans [94,
95, 92, 1].

c) Les algorithmes g�en�etiques

Ce type d'algorithmes a �et�e propos�e, pour la premi�ere fois, au milieu des
ann�ees 70 par Holland [54] et, dans [93], Aarts et al. pr�esentent un algo-
rithme g�en�etique pour la r�esolution du TSP . Une collection d'articles et une
bibliographie tr�es compl�ete se trouvent dans Davis [23, 24].

Ces algorithmes se proposent d'imiter la s�election naturelle et les m�e-
thodes d'am�elioration g�en�etiques de la th�eorie de l'�evolution. La terminolo-
gie de la g�en�etique a �et�e �egalement emprunt�ee pour la description de tels
algorithmes.
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Contrairement �a la m�ethode tabou et au recuit simul�e qui manipulent
une seule solution, les algorithmes g�en�etiques consid�erent un ensemble de
solutions (individus) appel�e population. Le but de la m�ethode est de faire
�evoluer la population en e�ectuant des mutations et des croisements suivis
de s�election d'individus. La mutation est une op�eration unaire qui modi�e la
structure d'un individu (semblable �a la mutation g�en�etique). Le croisement
est une op�eration binaire, qui �a partir de deux individus, en produit deux
nouveaux (\cross-over" pour le croisement des g�enes). Pour conserver une
population de taille raisonnable, g�en�eralement entre une dizaine et une cen-
taine de solutions, apr�es un nombre donn�e de mutations et de croisements, on
�eliminera certaines solutions al�eatoirement, avec une plus grande probabilit�e
pour les moins bonnes. C'est la phase de s�election.

Pour le cas du ITSP , l'op�eration de mutation peut être r�ealis�ee de deux
mani�eres di��erentes. On peut conserver l'ensemble l�egal d�e�nissant la so-
lution et ne modi�er que l'ordre de parcours des sommets en utilisant par
exemple des op�erations 2-opt ou 3-opt. On peut �egalement conserver l'ordre
de parcours des pays et ne modi�er que les repr�esentants de certains pays.

L'op�eration de croisement fait intervenir deux solutions dont les ensembles
l�egaux induits sont identiques ou di��erents. On peut construire une nouvelle
solution �a partir de ces deux solutions de plusieurs mani�eres. Par exemple,
on peut consid�erer le sens de parcours des pays de la premi�ere solution et les
repr�esentants des pays de la deuxi�eme solution ; ce qui d�etermine une nouvelle
solution. L'algorithme g�en�etique s'exprime de mani�ere g�en�erique comme suit :

Proc�edure G�en�etique;
D�ebut

Choisir p solutions initiales H0; : : : ; Hp;
Tant que (crit�ere d'arrêt non v�eri��e) faire

D�ebut
�Evolution (q individus suppl�ementaires);
S�election (revenir �a p individus);

Fin
Fin.

Quelques am�enagements de l'algorithme sont possibles et, en particulier,
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l'utilisation de m�ethodes am�elioratrices (tabou, recuit simul�e, etc.) pour faire
�evoluer les individus, apr�es la phase de mutation et de croisement, en vue
d'avoir des solutions dans des minima locaux.

L'id�ee de base de ces algorithmes r�eside dans le fait que travailler avec une
population permet d'identi�er et d'explorer les propri�et�es qu'ont en commun
les bonnes solutions.

Les probl�emes li�es �a cette m�ethode sont extrêmement nombreux. Le pre-
mier est, bien entendu, la taille de la population et sa cr�eation. Prendre une
population nombreuse ralentirait consid�erablement la phase de mutation et
de croisement alors qu'une taille r�eduite entrâ�nerait un manque de diversit�e,
ce qui est contraire �a la philosophie de la m�ethode. Le deuxi�eme probl�eme
apparâ�t quand la taille de l'instance trait�ee devient importante. Dans ce
cas, deux solutions qui admettent un petit nombre de sommets visit�es en
commun peuvent avoir des valeurs de fonction �economique tr�es proches alors
qu'elles sont tr�es di��erentes. Il est alors di�cile de trouver des propri�et�es
fortes caract�erisant les bonnes solutions.

L'utilisation du calcul parall�ele permettra certainement d'am�eliorer l'e�-
cacit�e de tous les algorithmes d�ecrits pr�ec�edemment. Sur chaque processeur
d'une machine parall�ele, on r�esout un TSP induit par un ensemble l�egal L
convenablement choisi. On d�eveloppe ainsi un algorithme parall�ele �a granu-
larit�e constante (la r�epartition des tâches sur les di��erents processeurs est
�equilibr�ee) qu'on peut facilement implanter sur une machine parall�ele syn-
chrone (processeur de même performance).

Dans la suite, on pr�esentera une nouvelle m�ethode bas�ee sur un nouveau
voisinage qui g�en�eralise le principe de Lin et Kernighan [64]. Les d�eveloppe-
ments et l'exp�erience num�erique sont d�edi�es au TSP pour des raisons toutes
simples. D'abord, ce type de m�ethodes est relativement nouveau. Glover est
le seul �a �etudier ce nouveau voisinage et, �a notre connaissance, aucune exp�e-
rience num�erique n'a �et�e r�ealis�ee. De plus, cela nous a permis d'obtenir un
algorithme pour le TSP que l'on a int�egr�e dans l'algorithme de d�ecomposi-
tion du ITSP qui fera l'objet de la section 2.1.3.
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2.1.2 M�ethode des châ�nes altern�ees pour le TSP

Ce type de m�ethodes se base sur une op�eration �el�ementaire, dite op�eration
de base. Celle-ci consiste �a ajouter �a un cycle hamiltonien une arête [t; x],
et lui enlever une arête [x; y] (voir �gue 2.4).

x

y

t

Fig. 2.4 { Op�eration de base.

On peut appliquer l'op�eration de base �a un cycle hamiltonien, un certain
nombre de fois, selon des principes di��erents, chacun d'eux d�e�nissant un
algorithme. Lin et Kernighan [64] sont les premiers �a avoir �etudi�e ce type de
m�ethodes et ont d�evelopp�e un algorithme tr�es e�cace qui porte leur noms.
Par la suite, Glover a repris les id�ees de base de Lin et Kernighan, dans [35],
et avec Punnen dans [36], pour les d�evelopper et les approfondir notamment
sur le plan combinatoire. Le d�eveloppement qui suit se base sur des notions
fondamentales introduites par Glover [35].

En appliquant l'op�eration de base �a un ensemble initial d'arêtes, un cer-
tain nombre de fois, l'ensemble des arêtes ajout�ees et �elimin�ees peut être
de nature tr�es di��erente. Ici, on s'int�eresse aux m�ethodes dont l'ensemble
des arêtes ajout�ees et �elimin�ees constitue une châ�ne �a chaque it�eration de
l'algorithme. La châ�ne est une s�equence d'arêtes qui sont alternativement
ajout�ees et �elimin�ees.

Le cycle hamiltonien n'est pas conserv�e apr�es application d'une op�eration
de base. On pr�ef�ere appliquer ces op�erations �a des ensembles d'arêtes dont la
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structure di��ere tr�es l�eg�erement du cycle hamiltonien et reste conserv�ee apr�es
application d'une op�eration de base. De ce fait, l'estimation du voisinage,
ainsi que la recherche locale, deviennent plus simple.

Dans une premi�ere phase, on d�ecrit les structures qui sont �a la base de
l'algorithme que nous avons d�evelopp�e. Par la suite, on d�e�nit la notion de
châ�ne altern�ee ordonn�ee qui va guider notre algorithme dans la recherche
locale, et on �nit par donner des r�esultats num�eriques comparant notre m�e-
thode avec d'autres m�ethodes classiques.

2.1.2.1 Structures

On distinguera deux structures qui di��erent entre elles par une seule arête.
Pour chaque structure, on donnera les r�egles d'application de l'op�eration de
base.

D�e�nition 2.1.1 Un lasso est un ensemble d'arêtes constitu�e par l'union
d'une châ�ne hamiltonienne d'extr�emit�es s et t et d'une arête [s; r]. On re-
trouve le cycle hamiltonien lorsque le sommet r s'identi�e au sommet t. On
dit que le cycle hamiltonien est un lasso d�eg�en�er�e.

s=s 1

t

r

s2

Fig. 2.5 { Un lasso.

Ainsi d�e�ni, un lasso peut être consid�er�e comme l'union d'une châ�ne
�el�ementaire et d'un cycle comme l'indique la �gure 2.5. La châ�ne et le cycle
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se rencontrent au sommet r.

Les sommets t et r sont respectivement appel�es terminaison et racine du
lasso, et les sommets s1 et s2, adjacents �a r et appartenant au cycle du lasso,
sont appel�es sous-racines du lasso.

Un lasso engendre deux solutions, dites solutions triviales du lasso, ob-
tenues en enlevant l'arête [si; r] et en ajoutant l'arête [t; si] respectivement
pour i �egal �a 1 et �a 2.

Les deux r�egles suivantes d�e�nissent les di��erentes mani�eres d'appliquer
l'op�eration de base �a un lasso (voir �gure 2.6).

 1

t

rr

y

t

y

x

Regle 1 Regle 2

x

z 1

 1

 2

 2

Fig. 2.6 { Op�erations sur un lasso.

R�egle 1: on ajoute l'arête [t; x1] et on �elimine l'arête [x1; y1] ou [x1; z1] ;
x1 �etant un sommet appartenant au cycle du lasso, et y1, z1 �etant ses deux
voisins dans le cycle.
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R�egle 2: on ajoute l'arête [t; x2] et on �elimine l'arête [x2; y2] avec x2 un
sommet appartenant �a la châ�ne du lasso, et y2 son successeur dans la châ�ne
le plus proche du sommet t.

Il faut remarquer que la structure de lasso est pr�eserv�ee apr�es l'application
de la r�egle 1 ou de la r�egle 2. Si n est le nombre de sommets, ces deux r�egles
d�e�nissent un voisinage dont la taille est �egale �a 2n. La recherche locale
s'e�ectue en O (n) op�erations.

Les mouvements d�ecrits dans les deux r�egles pr�ec�edentes sont tr�es proches
du mouvement �el�ementaire de Lin et Kernighan [64], not�e LK, qui s'applique
�egalement �a un lasso. Dans les deux r�egles 1 et 2, on ajoute une arête et on
�elimine une autre pour faire varier la terminaison (la racine reste invariable),
tandis qu'un mouvement LK consiste �a �eliminer une arête [r; s], avec s
une sous-racine, et ajouter une arête quelconque pour faire varier la racine
(la terminaison reste invariable). L'id�ee de base de l'algorithme de Lin et
Kernighan consiste �a construire, �a partir d'un cycle hamiltonien initial (lasso
d�eg�en�er�e), une suite de lassos, en e�ectuant, �a chaque fois, un mouvement
LK, tel que le coût de l'arête ajout�ee est plus petit que celui de l'arête
�elimin�ee. On retiendra la meilleure solution parmi toutes les solutions triviales
associ�ees aux lassos g�en�er�es. Souvent, on impose que les arêtes �elimin�ees
n'aient pas �et�e ajout�ees auparavant.

L'algorithme que nous avons d�evelopp�e se base sur une structure qui
di��ere tr�es l�eg�erement du lasso et qu'on appellera lasso ferm�e ; sa gestion ne
demande pratiquement aucun e�ort suppl�ementaire. Cette nouvelle structure
nous permettra d'�elargir le voisinage.

D�e�nition 2.1.2 Une g�en�eralisation d'un lasso de terminaison t et de ra-
cine r1 consiste �a lui ajouter une arête de type [t; r2]. La structure ainsi
obtenue est appel�ee lasso ferm�e.

On distinguera deux types de lassos ferm�es selon que le sommet r2 ap-
partient �a la châ�ne ou au cycle du lasso. Si le sommet r2 appartient �a la
châ�ne du lasso, on obtient un bicycle et si le sommet r2 appartient au cycle
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Fig. 2.7 { Les deux types de lasso ferm�e.

du lasso, on obtient un tricycle. La �gure 2.7 repr�esente ces deux types de
lassos ferm�es.

Le lasso ferm�e est appel�e �egalement structure �a double racines. Les som-
mets r1 et r2 sont appel�es racines du lasso ferm�e, et les sommets qui leurs
sont adjacents sont appel�es sous-racines du lasso ferm�e (voir �gure 2.7). On
dira qu'une sous-racine est de cycle si elle appartient �a un cycle.

Un lasso ferm�e engendre plusieurs lassos en enlevant �a chaque fois une
arête entre une racine et une sous-racine de cycle. En consid�erant toutes
les solutions triviales de ces lassos, on peut en d�eduire jusqu'�a 6 solutions
di��erentes, dites solutions triviales du lasso ferm�e.

Les deux r�egles suivantes, illustr�ees dans la �gure 2.8, d�e�nissent les dif-
f�erentes mani�eres d'appliquer l'op�eration de base �a un lasso ferm�e selon qu'il
s'agisse d'un tricycle ou d'un bicycle.

R�egle 3 : �a un tricycle, on �elimine l'arête [r; s], avec r une racine et s
une sous-racine adjacente �a la racine r, et on ajoute l'arête [s; i] avec i un
sommet quelconque.

R�egle 4 : �a un bicycle, on enl�eve l'arête [r; s], avec r une racine et s une
sous-racine n'appartenant pas �a un cycle, et on ajoute l'arête [s; i] avec i un
sommet quelconque appartenant au même cycle que la racine consid�er�ee.
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Fig. 2.8 { Op�erations sur un lasso ferm�e.

On remarque que, dans ce cas l�a �egalement, la structure du lasso ferm�e
est conserv�ee apr�es l'application de la r�egle 3 ou de la r�egle 4, et qu'une racine
varie tandis que l'autre reste invariable. La taille du voisinage est toujours
en O (n), et un e�ort en O (n) op�erations su�t pour e�ectuer la recherche
locale. Dans la suite, on montre qu'on peut �elargir le voisinage d'une mani�ere
exponentielle tout en maintenant une recherche locale polynomiale.

L'id�ee de base de notre algorithme consiste �a appliquer �a une structure de
lasso ferm�e un certain nombre de fois l'op�eration de base en châ�ne altern�ee.
Il reste alors �a d�e�nir le processus qui va guider notre algorithme dans cette
tâche. On d�e�nira des restrictions qui vont nous permettre de mâ�triser le
processus et d'�evaluer l'algorithme, notamment sur le plan combinatoire.

2.1.2.2 Algorithme

Au d�ebut de chaque it�eration, on suppose que l'on dispose d'un cycle
hamiltonien tel que les sommets sont num�erot�es de 1 �a n en parcourant le
cycle dans le sens contraire des aiguilles d'une montre, comme l'indique la
�gure 2.9. Ceci n'engendre aucun e�ort suppl�ementaire au niveau de l'im-
plantation informatique. Il ne s'agit pas de renum�eroter les sommets, il su�t
simplement de consid�erer le rang des sommets dans le tableau unidimension-
nel o�u est m�emoris�e le cycle hamiltonien.

Dans cet algorithme, on consid�ere des châ�nes altern�ees particuli�eres. Ces
châ�nes sont dites ordonn�ees et sont not�ees CAO. Leur d�e�nition est la sui-
vante : une CAO est une châ�ne altern�ee d'extr�emit�es i et j (i < j) telle que
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la premi�ere et la derni�ere arête sont des arêtes ajout�ees, et telle que si on
oriente toutes les arêtes de la châ�ne de i vers j, chaque arête [k; l] ajout�ee
est orient�ee de k �a l si k < l, et au plus une arête �elimin�ee [k; k + 1] est
orient�ee de k �a k+1. Les �gures 2.9, 2.10 et 2.11 repr�esentent des CAO. On
remarquera que toute CAO d'extr�emit�es i et j engendre un lasso ferm�e de
racines i et j.

Le voisinage que l'on consid�ere est l'ensemble des solutions triviales as-
soci�ees aux structures en lasso ferm�e qu'on peut g�en�erer par des CAO d'ex-
tr�emit�es i et j, pour i allant de 1 �a n� 2, et j allant de i+ 2 �a n. L'objectif
de l'algorithme est de trouver un bon cycle hamiltonien dans ce voisinage.

Il est clair que, pour deux sommets quelconques i et j, il existe plusieurs
CAO ayant pour extr�emit�es les mêmes sommets i et j. �A chaque CAO,
on associe une longueur �egale �a la somme alg�ebrique des distances de ces
arêtes, avec des distances positives pour les arêtes ajout�ees, et des distances
n�egatives pour les arêtes �elimin�ees.

Les CAO qui ont exactement une arête �elimin�ee [k; k + 1], orient�ee de k
�a k+1, g�en�erent un bicycle et sont dites bris�ees (voir �gure 2.11). Les autres
CAO g�en�erent un tricycle. Parmi ces derni�eres, on distingue celles qui ont
un nombre pair d'arêtes ajout�ees, dites paires, et celles qui ont un nombre
impair d'arêtes ajout�ees, dites impaires (voir respectivement les �gures 2.9
et 2.10).

Pour obtenir une bonne solution du voisinage du cycle hamiltonien cou-
rant, on s'int�eressera aux solutions triviales associ�ees aux lassos ferm�es en-
gendr�es par les plus courtes CAO de chaque type et pour toute paire de
sommets i et j (j � i+ 2).

Ainsi, pour toute paire de sommet i et j (j � i+2), on calculera les plus
courtes CAO impaires, paires et bris�ees, d'extr�emit�es i et j. Le calcul des
ces plus courtes châ�nes s'e�ectue d'une mani�ere progressive et dynamique
sachant que les sous-châ�nes d'une plus courte châ�ne sont �egalement des plus
courtes châ�nes.
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Fig. 2.9 { Une châ�ne altern�ee paire.
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Fig. 2.10 { Une châ�ne altern�ee impaire.
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Fig. 2.11 { Une châ�ne altern�ee bris�ee.

Pratiquement, dans une it�eration, on �xe le sommet i au sommet 1, et on
laisse variable le sommet j. Le sommet 1 est, alors, racine de tous les lassos
ferm�es engendr�es par les CAO d'extr�emit�es les sommets 1 et j.

Pour implanter la proc�edure qui g�en�ere les plus courtes CAO de chaque
type, dans le cas d'une racine �xe, on d�e�nit trois tableaux CAO impaire ,
CAO paire et CAO bris�ee de taille n chacun associ�es respectivement aux
types impaire, paire et bris�ee des CAO. Un �el�ement i quelconque d'un tableau
donn�e est compos�e de deux champs Long et Pred repr�esentant respective-
ment la longueur de la plus courte châ�ne de la racine �xe au sommet i du
type correspondant au tableau et le pr�ed�ecesseur du sommet i dans cette
plus courte châ�ne. On peut exprimer cette proc�edure d'une mani�ere g�en�e-
rique comme suit :

Proc�edure G�en�eration de Châ�nes;
D�ebut

Pour i allant de 3 �a n� 1 faire /* Initialisation */
CAO impaire[i]:Long = p (1; i);
CAO impaire[i]:P red = 1;

Fin Pour
Pour i allant de 2 �a n� 1 faire

/* Extension des CAO impaires */
Pour j allant de i + 2 �a n faire
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Etendre(1; Impaire, Paire ; i; j) ;
Etendre(1; Impaire, Bris�ee ; i; j) ;

Fin Pour
/* Extension des CAO impaires */
Pour j allant de i+ 2 �a n faire

Etendre(0; Paire, Impaire ; i; j) ;
Etendre(1; Paire, Bris�ee ; i; j) ;

Fin Pour
/* Extension des CAO bris�ees */
Pour j allant de i+ 2 �a n faire

Etendre(0; Bris�ee, Bris�ee ; i; j) ;
Fin Pour

Fin Pour
Fin.

Les arguments de la fonction Etendre qui apparâ�t dans la proc�edure G�e-
n�eration de châ�nes sont, dans l'ordre, Sense; Type; Nouveau Type; Som1
et Som2. L'objectif de cette fonction consiste �a comparer la longueur de
la CAO courante d'extr�emit�es 1 et Som2 de type Nouveau Type �a la lon-
gueur de la CAO de mêmes extr�emit�es et de même type, obtenu en �eten-
dant la CAO d'extr�emit�es 1 et Som1 de type Type par �elimination de l'arête
[Som1; Som1 + 1] et l'ajout de l'arête [Som1 + 1; Som2] si la valeur de l'ar-
gument Sense est 0, ou par �elimination l'arête [Som1; Som1� 1] et l'ajout
de l'arête [Som1� 1; Som2] si la valeur de l'argument Sense est 1. On re-
tiendra cette derni�ere châ�ne comme �etant la châ�ne courante d'extr�emit�es 1
et Som2 de type Nouveau Type si sa longueur est plus petite.

La proc�edure G�en�eration de châ�nes calcule les plus courtes CAO de
chaque type, et ceci pour toute paire de sommets 1 et j (j > 2). On d�eter-
mine la meilleure solution triviale des lassos ferm�es associ�es �a ces plus courtes
CAO, et on r�eit�ere la proc�edure en consid�erant comme solution initiale la
meilleure solution de l'it�eration pr�ec�edente. Lorsqu'aucune am�elioration n'est
constat�ee avec la racine �xe courante, on consid�erera comme racine �xe le
sommet suivant dans la solution courante.

Si aucune am�elioration n'est constat�ee en faisant varier la racine �xe de 1 �a
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Fig. 2.12 { Op�eration 4-opt.

n�2, on perturbe al�eatoirement la solution courante et on r�eit�ere. La solution
�nale est la meilleure solution trouv�ee au bout d'un certain nombre de per-
turbations. La perturbation qu'on a adopt�ee est l'op�eration 4-opt suivante :
on choisit al�eatoirement 4 sommets u1; u2; u3 et u4, avec u1 < u2 < u3 < u4 ;
on ajoute les arêtes [u1; u3 + 1] ; [u1 + 1; u3], [u2; u4 + 1] et [u2 + 1; u4] et
on �elimine les arêtes [u1; u1 + 1] ; [u2; u2 + 1] ; [u3; u3 + 1] et [u4; u4 + 1]
(voir �gure 2.12) sachant que le cycle hamiltonien est num�erot�e de 1 �a n.

La proposition ci-dessous indique la complexit�e de la proc�edure G�en�era-
tion de châ�nes ainsi que la taille du voisinage qu'elle explore.

Proposition 2.1.1 Une it�eration de la proc�edure G�en�eration de châ�nes ex-
plore en O(n2) un voisinage dont la taille est en O(n2n).

Preuve : Il est clair que la complexit�e de la proc�edure est en O(n2).

On calcule la taille du voisinage qu'on consid�ere, �a chaque it�eration de
la proc�edure, en estimant d'abord le nombre de CAO paires, impaires et
bris�ees consid�er�ees en calculant les plus courtes CAO de chaque type. Puis
on montre que chaque CAO engendre au moins une solution di��erente de
toutes les autres.

Soient Pi; Ii et Bi le nombre de CAO respectivement paires, impaires
et bris�ees d'extr�emit�es les sommets 1 et j, pour j = 2; : : : ; n. On peut
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facilement v�eri�er que P2 = P3 = 0, I2 = 0, I3 = 1,Bj = 0 pour j = 2; 3; 4; 5
et B6 = 1.

Pour les CAO paires et impaires, les relations de r�ecurrence d�e�nissant
ces nombres �a l'ordre n sont donn�ees par :

Pn =
n�1X
j=2

Ij et In = 1 +
n�1X
j=2

Pj:

Soit Un = Pn + In, pour tout n � 2. Le nombre total de CAO paires et

impaires qui nous int�eresse est �egal �a Un+1 =
nX

j=2

Pj + Ij. Il su�t pour cela de

calculer le terme g�en�eral de la suite Un en fonction de n uniquement. Apr�es
un calcul classique sur la suite, on trouve que

Un =

(
2n�3 si n � 3
1 si n = 3

Pour les CAO bris�ees, la relation de r�ecurrence d�e�nissant leur nombre �a
l'ordre n est donn�ee par :

Bn =
n�1X
j=2

Bj +
n�3X
j=2

Uj:

De même, apr�es un calcul classique sur la suite, le terme g�en�eral en fonc-
tion de n, uniquement, est donn�e par la relation

Bn =

(
(n� 4) 2n�7 si n � 7
1 si n = 6

Finalement, le nombre total de châ�nes altern�ees est de l'ordre de Bn+1+
Un+1 = (n + 13) 2n�6 (n � 6).

Par ailleurs, il est clair que deux CAO di��erentes ne peuvent pas engen-
drer une même structure en lasso ferm�e (car un ensemble d'arêtes ajout�ees
d�etermine d'une mani�ere unique une CAO). Ce qui nous donne (n + 13) 2n�6

structures en lasso ferm�e di��erentes.
On peut remarquer que l'arête [1; 2] appartient �a tous ces lassos ferm�es

et en l'enlevant, on obtient autant de lassos, deux �a deux distincts, dont les
terminaisons sont toutes �egales au sommet 2.

Pour faciliter la suite de la preuve, consid�erons uniquement les lassos
engendr�es par des CAO bris�ees.



2.1 Heuristiques 35

Si le sommet j est la deuxi�eme extr�emit�e d'une CAO bris�ee, alors la
racine du lasso engendr�e est j, et j � 1 est une sous-racine. Soit l'ensemble
des solutions obtenues en enlevant l'arête [j; j � 1], et en ajoutant l'arête
[j � 1; 2] �a tous les lassos lorsque j repr�esente la racine du lasso. La �gure
2.13 montre une châ�ne altern�ee bris�ee et la solution correspondante.

solution associeebicycle

2

1

2

1

n

j-1

j

j+1

n

j-1

j

j+1

Fig. 2.13 { Bicycle et solution associ�ee.

En proc�edant de la sorte, supposons que deux CAO bris�ees P1 et P2

di��erentes engendrent la même solution. Soient j1 et j2 les extr�emit�es �nales
respectives de P1 et P2. Le sommet 1 est l'extr�emit�e initiale commune. Dans
la solution, la châ�ne, du sommet 1 au sommet ji, est d�e�nie par la s�equence
de sommets (1; n; n� 1; : : : ; ji + 2; ji + 1; ji), et le sommet ji n'est pas
adjacent au sommet ji � 1, pour i = 1; 2. Alors les sommets j1 et j2 sont
identiques.

On peut remarquer �egalement que toutes les arêtes ajout�ees de P1 et P2

appartiennent �a la solution ; donc les deux CAO P1 et P2 sont d�e�nies par
le même sous-ensemble d'arêtes ajout�ees. Or, un ensemble d'arêtes ajout�ees
d�e�nit d'une mani�ere unique une CAO bris�ee. Les CAO P1 et P2 sont iden-
tiques.

Finalement, le nombre de solutions, deux �a deux di��erentes, consid�er�ees
dans ce voisinage est au moins �egal �a (n� 4) 2n�7 (n � 7). 2

On notera que, dans [35], Glover propose des proc�edures pour le TSP
qui utilisent la structure en lasso ferm�e et montrent des r�esultats similaires
au pr�ec�edent pour ses proc�edures en utilisant des preuves di��erentes de celle
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Probl�eme Opt 2-opt 3-opt LK1 LK2 ILK CAO
lin105 14379 8.42 0.00 0.77 0.00 0.00 0.00
pr107 44303 3.79 2.05 1.53 0.81 0.00 0.00
pr124 59030 2.68 1.15 2.54 0.39 0.00 0.50
pr136 96772 10.71 6.14 0.55 0.72 0.38 1.50
pr144 58537 3.79 0.39 0.56 0.06 0.00 0.00
pr152 73682 2.93 1.85 0.00 0.19 0.00 0.40
u159 42080 14.00 11.49 2.20 1.59 0.00 0.01

rat195 2323 6.46 3.01 1.55 1.55 0.47 1.40
d198 15780 3.85 6.12 0.63 1.51 0.16 0.70
pr226 80369 13.17 1.72 0.72 0.49 0.00 1.10
gil262 2378 10.26 3.07 1.18 2.44 0.55 2.00
pr264 49135 4.39 6.04 0.12 0.01 0.49 1.30
pr299 48194 10.46 4.37 1.55 1.36 0.15 1.20
lin318 42029 9.54 2.67 1.87 1.17 0.53 2.30
rd400 15281 5.01 3.42 2.34 1.41 0.75 2.10

Tab. 2.1 { R�esultats num�eriques.

que nous donnons.

Dans la suite, on compare num�eriquement notre algorithme �a quelques
unes des m�ethodes classiques

2.1.2.3 R�esultats num�eriques

On a choisi de confronter num�eriquement notre m�ethode avec les r�esultats
d'une �etude r�ealis�ee par J�unger et al. [56] sur 5 m�ethodes classiques. Nous
avons retenu un jeu d'essais de 15 instances. Les colonnes 1 et 2 de la table 2.1
repr�esentent, respectivement, le nom et la valeur de la solution optimale de
l'instance. Dans cette �etude, les m�ethodes retenues sont les m�ethodes 2-opt
et 3-opt dans la classe des m�ethodes k-opt. On trouve �egalement 2 variantes
LK1 et LK2 de la m�ethode de Lin et Kernighan [64] ; chacune d'elles est
d�e�nie par des restrictions sur les mouvements �a e�ectuer. Il ne nous semble
pas important de les d�etailler ici, toutefois leurs d�e�nitions peuvent être
trouv�ees dans [56]. Les r�esultats de ces 4 m�ethodes ont �et�e obtenus sans
perturbation et repr�esentent les premiers minima locaux.
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Probl�eme 2-opt 3-opt LK1 LK2 ILK CAO
lin105 0.02 4.10 1.15 4.09 168.40 44.03
pr107 0.01 2.73 0.71 2.25 121.34 43.30
pr124 0.02 3.82 1.03 3.08 219.52 58.91
pr136 0.03 3.76 1.05 2.98 221.96 89.31
pr144 0.02 6.37 1.20 3.85 304.52 74.11
pr152 0.02 3.44 1.03 2.85 260.19 103.88
u159 0.02 6.03 1.46 4.26 314.53 104.27

rat195 0.02 4.41 1.93 4.86 409.74 173.22
d198 0.03 7.22 5.27 6.04 520.23 220.72
pr226 0.02 12.85 2.64 7.16 488.87 215.11
gil262 0.04 7.84 2.84 8.37 575.52 476.04
pr264 0.03 9.83 3.53 8.29 455.71 405.12
pr299 0.04 10.27 3.47 10.97 750.62 620.39
lin318 0.04 12.56 5.30 11.98 825.53 703.08
rd400 0.05 13.19 4.57 13.33 1153.41 1228.75

Tab. 2.2 { Temps en CPU.

La m�ethode ILK repr�esente une variante de LK2 avec un certain nombre
de perturbations. On construit initialement une solution en utilisant une
proc�edure du plus proche voisin, et on applique LK2. La solution obtenue
est perturb�ee en utilisant un mouvement al�eatoire de type 4-opt, et on r�eit�ere
en appliquant la m�ethode LK2. Le nombre de perturbations choisi est �egal
�a 20 et la solution retenue est la meilleure solution g�en�er�ee pendant les 20
it�erations.

Dans cette comparaison, notre souci majeur est de pr�esenter des r�esultats
r�ealis�es dans des conditions tr�es proches. C'est ainsi qu'on a choisi d'utiliser
une op�eration 4-opt pour perturber les solutions et cela durant 20 it�erations.

Le tableau 2.1 donne la qualit�e des solutions obtenues, pour chaque ins-
tance, exprim�ee par l'�ecart de la solution obtenue par rapport �a la solution
optimale en pourcentage. Les colonnes 2-opt, 3-opt, LK1, LK2 et ILK re-
pr�esentent les r�esultats obtenus pour ces 5 m�ethodes par J�unger et al. [56]. La
derni�ere colonne repr�esente les r�esultats que nous avons obtenus. On notera
que nos r�esultats repr�esentent des moyennes sur 30 ex�ecutions. La table 2.2
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donne les temps de calcul exprim�es en secondes de CPU pour une station
SUN SPARC 10 � 20 pour les r�esultats de J�unger et al. [56] et pour une
station SUN SPARC 10� 51 pour nos r�esultats.

La qualit�e moyenne des solutions que nous avons obtenu n'est pas tr�es
bonne. L'implantation de J�unger et al. [56] de la m�ethode ILK est tr�es
renforc�ee. Cela se manifeste dans les temps d'ex�ecutions �elev�es de la m�e-
thode. On pourrait obtenir une implantation de notre m�ethode qui g�en�erera
de meilleures solutions en un temps d'ex�ecution plus �elev�e en lui ajoutant
certaines proc�edures d�ecrites dans J�unger et al. [56].

Dans la section suivante, on revient au ITSP pour proposer une d�ecompo-
sition du ITSP en sous-probl�emes d�ependants et l'algorithme de r�esolution
qu'elle induit.

2.1.3 Algorithme de d�ecomposition

L'�etude de la structure du ITSP permet de d�evelopper un algorithme qui
exploite au mieux la nature du ITSP . Si on �xe la s�equence de parcours des
pays, le ITSP se r�eduit �a un probl�eme de calcul de plus courte châ�ne. Si on
�xe les sommets qui repr�esentent les pays dans la solution, le ITSP se r�eduit
�a un TSP . Le ITSP est ainsi l'association de deux probl�emes d�ependants. Le
point suivant sur la complexit�e du ITSP permet de d�egager un algorithme
de r�esolution du ITSP qu'on appelle algorithme de d�ecomposition.

2.1.3.1 Complexit�e du ITSP

Dans le cas g�en�eral, le ITSP est un probl�eme NP-di�cile. Ici, on s'in-
t�eresse �a la complexit�e du probl�eme dans le cas o�u le nombre de pays est
�x�e.

Soit P une s�equence donn�ee de pays, disons W1; : : : ; Wp. On d�e�-
nit un r�eseau R = (VR; ER) associ�e �a la s�equence P de la mani�ere sui-
vante. L'ensemble des sommets est VR = W1 [ : : : [ Wp [ W 0

1 = V [ W 0
1

avec W 0
1 une copie du pays W1. L'ensemble des arêtes est ER = E1 [

E2 avec E1 = f[u; v] 2 E : u 2 Wi; v 2 Wi+1 et i = 1; : : : ; p� 1g et E2 =
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Fig. 2.14 { R�eseau R.

f[u; v0] : u 2 Wp; v
0 2 W 0

1 et [u; v] 2 Eg, avec v0 2 W 0
1 la copie du sommet

v de W1 (voir �gure 2.14).

En utilisant le r�eseau R, ci-dessus d�e�ni, on montre, dans ce qui suit, que
la complexit�e du ITSP est polynomiale dans le cas o�u le nombre de pays est
�x�e. On notera que ce r�esultat est connu dans la litt�erature.

Th�eor�eme 2.1.1 Le ITSP est polynomial en nombre de villes n pour un
nombre de pays �x�e. Sa complexit�e est O(n3).

Preuve : Soient P une s�equence de pays quelconque et R le r�eseau associ�e.
Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que P = (W1; : : : ; Wp). Soit Pv la
plus courte châ�ne reliant v 2 W1 �a v

0 2 W 0
1, avec v

0 la copie du sommet v. La
plus courte châ�ne parmi toutes les châ�nes Pv, v 2 W1, donne le tour optimal
correspondant �a la s�equence P de pays. Pour obtenir le tour optimum, il su�t
de consid�erer toutes les s�equences de pays possibles.

La complexit�e de cet algorithme est O((p� 1)!jW1jn2). Pratiquement, on
choisit W1 comme �etant le pays qui a le moins de sommets pour minimiser
cette complexit�e. 2

2.1.3.2 Algorithme

La preuve pr�ec�edente sugg�ere l'algorithme approximatif de d�ecomposition
suivant :

Proc�edure D�ecomposition;
D�ebut
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Initialisation;
Tant que (crit�ere d'arrêt non v�eri��e) faire

D�ebut
Recherche d'une plus courte châ�ne;
R�esolution d'un TSP ;

Fin
Fin.

Dans le module \Initialisation", on d�etermine un r�eseau initial R �a partir
d'une s�equence initiale de pays. Cependant, il faut savoir que les deux mo-
dules qui suivent dans la proc�edure peuvent apparâ�tre dans un ordre invers�e,
et dans ce cas, un ensemble l�egal L de sommets est donn�e en initialisation.
Dans le module \Recherche d'une plus courte châ�ne", on int�egre une pro-
c�edure de recherche de plus courte châ�ne adapt�ee au r�eseau R. On calcule
la plus courte châ�ne parmi toutes les châ�nes reliant v 2 W1 �a v0 2 W 0

1,
avec v0 la copie du sommet v dans W1 le premier pays de la s�equence de
pays associ�ee au r�eseau R. En sortie, on r�ecup�ere un ensemble l�egal L de
sommets. En�n, dans le module \R�esolution de TSP", on int�egre une pro-
c�edure de r�esolution de TSP sur l'ensemble l�egal L des sommets. En sortie,
on r�ecup�ere un r�eseau R. L'algorithme s'arrête lorsque aucune am�elioration
n'est constat�ee dans le module \R�esolution de TSP", ou lorsqu'on atteint
un nombre maximum d'it�erations.

On pourrait penser que cet algorithme est une r�eduction polynomiale du
ITSP au TSP et donc, un algorithme exact pour la r�esolution du ITSP .
Ceci n'est pas vrai ; même si on dispose d'un algorithme polynomial pour la
r�esolution du TSP , l'algorithme pr�ec�edent ne donne pas toujours une tourn�ee
internationale de longueur minimum.

La �gure 2.15 repr�esente un graphe international �a 5 pays et 6 sommets
sur lequel l'algorithme de d�ecomposition \�echoue" si on l'initialise avec la
tourn�ee T indiqu�ee sur la �gure. En e�et, dans ce cas, la solution g�en�er�ee
par l'algorithme est la tourn�ee internationale T , alors que l'optimum est
atteint dans la tourn�ee internationale T ? (dans cet exemple les distances
sont euclidiennes et le graphe est dessin�e sur le plan).
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Fig. 2.15 { Un contre-exemple de l'algorithme de d�ecomposition.

Bien que l'algorithme de d�ecomposition du ITSP soit approximatif, il
reste tr�es int�eressant dans la mesure o�u il est simple, structur�e et facile �a
implanter, mais aussi parce qu'il exploite au mieux la structure du ITSP .

On peut impl�ement�e cet algorithme en int�egrant dans le module \R�esolu-
tion de TSP" une proc�edure quelconque pour le TSP . Pour notre part, on a
utilis�e la proc�edure d�ecrite dans 2.1.2.2. Pour la recherche d'une plus courte
châ�ne dans le r�eseau R, on utilise simplement l'algorithme de Bellman [9].
Le r�eseau R est sans circuit et sa d�ecomposition en stables est �evidente. La
complexit�e de cette recherche est en O (jW1jn2), avec W1 le premier pays
dans la s�equence de pays associ�ee au r�eseau R.

2.2 Algorithmes exacts

L'objectif des m�ethodes exactes est de trouver, en un temps de calcul, le
plus court possible, une solution garantie optimale du probl�eme consid�er�e.
Pour tous les probl�emes NP-di�ciles de l'optimisation combinatoire, ceci
reste un d�e� souvent di�cile �a relever.
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Le principe g�en�eral des m�ethodes exactes pour la r�esolution des probl�emes
NP-di�ciles de l'optimisation combinatoire consiste �a �enum�erer implicite-
ment, et le plus e�cacement possible, toutes les solutions du probl�eme pour
en extraire une solution optimale.

Dans la suite, on pr�esentera une r�eduction polynomiale du ITSP au TSP
qui permet d'envisager l'utilisation d'une m�ethode exacte pour la r�esolution
du TSP , via la r�eduction, pour obtenir ainsi un premier algorithme exact
pour la r�esolution du ITSP . On montrera les principaux inconv�enients d'une
telle approche. Dans la section 2.2.3, on pr�esente la m�ethode classique de
branchement et d'�evaluation dans le cas g�en�eral, et on cite les di��erentes
tentatives de r�esolution du ITSP par cette même m�ethode. Une extension
tr�es e�cace de cette m�ethode, appel�ee m�ethode de branchement et de coupe
(\branch and cut"), utilise la programmation lin�eaire combin�ee �a une certaine
connaissance poly�edrale du probl�eme. On donnera une description d�etaill�ee
du principal module de cette m�ethode et on montrera la n�ecessit�e d'une �etude
poly�edrale pour sa mise en �uvre. Fischetti et al. [28] sont les seuls �a avoir
propos�e un algorithme de ce type pour la r�esolution du ITSP en utilisant une
premi�ere formulation du probl�eme en nombres entiers. On �nira cette section
en proposant une nouvelle formulation du probl�eme en nombres entiers qui
nous permettra de d�evelopper un nouvel algorithme de branchement et de
coupe dans le chapitre 4.

Avant de pr�esenter toutes ces approches, on donne quelques notations
utilis�ees dans la suite de ce chapitre.

2.2.1 Quelques notations

Soit IRjEj l'espace de tous les vecteurs r�eels dont les composantes sont
index�ees par l'ensemble E des arêtes. Pour tout vecteur x 2 IRjEj, on note
xe, ou x[u; v], la composante du vecteur x index�ee par l'arête e = [u; v],
d'extr�emit�es u et v. Pour un sous-ensemble F d'arêtes, on note x (F ) la
somme des composantes de x index�ees par les �el�ements de F . De la même
mani�ere, soit IRjV j l'espace de tous les vecteurs r�eels dont les composantes
sont index�ees par l'ensemble V des sommets. Pour tout vecteur y 2 IRjV j,
on note yv la composante du vecteur y index�ee par le sommet v. Pour un
sous-ensemble S de sommets, on note y (S) la somme des composantes de y
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index�ees par les �el�ements de S.

Pour un sous-ensemble de sommets S, on note � (S) l'ensemble des arêtes
ayant exactement une extr�emit�e dans S et E (S) l'ensemble des arêtes ayant
les deux extr�emit�es dans S.

2.2.2 Approche par r�eduction au TSP

L'id�ee de r�esoudre le ITSP en utilisant une r�eduction polynomiale au
TSP est naturelle et semble, �a priori, tr�es int�eressante. Notre premi�ere ten-
tative de r�esolution du ITSP par un algorithme exact consistait �a r�eduire
le ITSP au TSP , et �a r�esoudre ce dernier en utilisant une approche poly-
�edrale (voir section 2.2.4). D'une mani�ere g�en�erale, on peut utiliser l'une des
nombreuses m�ethodes de r�esolution du TSP .

2.2.2.1 Description de la r�eduction

La r�eduction consiste �a construire, �a partir du graphe international G,
un nouveau graphe GR muni d'une nouvelle fonction coût sur ses arêtes, tel
que le ITSP sur le graphe G soit �equivalent au TSP sur le graphe GR. On
d�e�nit le graphe GR = (VR; ER) de la fa�con suivante :

a) VR : �a un sommet u de V appartenant �a un pays non d�eg�en�er�e, on associe
deux sommets ua et ub de VR. On dira que (ua; ub) est un couple de
sommets jumeaux. On notera ce sous-ensemble de sommets par V 0

R. Si
Wd est l'ensemble des pays d�eg�en�er�es, alors VR = V 0

R [ W
d. Sa taille

est �egale �a 2n � d, avec d = jWdj. On d�e�nit �egalement une partition
WR de VR en p sous-ensembles, telle qu'un �el�ement WRi

de WR est
le sous-ensemble de sommets de VR induit par les sommets de V qui
d�e�nissent Wi, pour i = 1; : : : ; p ;

b) ER : �a une arête e = [u; v] de E, reliant les deux sommets u et v de V ,
on associe : les arêtes [ua; va], [ua; vb], [ub; va] et [ua; vb] si u et v ap-
partiennent �a deux pays non d�eg�en�er�es, ou les arêtes [u; va] et [u; vb]
si u appartient �a un pays d�eg�en�er�e, et v �a un pays non d�eg�en�er�e, ou
l'arête [u; v] si les deux sommets u et v appartiennent �a deux pays
d�eg�en�er�es. L'ensemble d'arêtes ainsi obtenu est not�e E 0

R. Des arêtes
de E 0

R seront dites jumelles si elles sont associ�ees �a une même arête
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Fig. 2.16 { Graphes de la r�eduction.

de E. On associe �a chaque �el�ement WRi
de WR un cycle �el�emen-

taire quelconque Ci, tel que chaque paire de sommets jumeaux repr�e-
sente une arête du cycle ; Ci est alors l'union de deux ensembles Fi

et Li, avec Fi l'ensemble des arêtes reliant les paires de sommets ju-
meaux. Pour compl�eter Fi et obtenir un cycle, on peut choisir Li de
plusieurs mani�eres di��erentes ; le cycle Ci n'est pas unique. Soit l'en-
semble E 00

R = [p
i=1Ci (avec Ci = ; pour un pays d�eg�en�er�e). L'ensemble

ER est �egal �a l'union des ensembles E 0
R et E 00

R, sa taille est �egale �a

4m� 3
d (d� 1)

2
� 2d (d� 1) + 2 (n� d) = 4m� (d� 1)(2n� d=2): La

�gure 2.16 repr�esente un couple de Graphes G et GR. Les arêtes qui
y �gurent repr�esentent une tourn�ee internationale dans G et le cycle
hamiltonien correspondant dans GR.

Soient la fonctions coût cR : ER ! R+ qui associe �a chaque arête e = [u; v]
de ER le coût cR(e) �egal �a la distance s�eparant les sommets de G associ�es �a
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u et v, et la fonction coût c0
R : ER ! R+ telle que :

c0
R(e) =

8><
>:

cR(e) si e 2 E 0
R;

M si e 2 Fi; i = 1; : : : ; p;
2M si e 2 Ci n Fi; i = 1; : : : ; p;

(2.1)

avec M un nombre su�samment grand. On notera un graphe G muni d'une
fonction coût p par le couple (G; p).

Un cycle hamiltonien H? de longueur minimum dans (GR; c
0
R) v�eri�e les

propri�et�es d�ecrites dans les deux observations suivantes.

Observation 2.2.1 Au plus une arête parmi un ensemble d'arêtes jumelles
est utilis�ee dans H?. Dans le cas contraire, l'ensemble des arêtes de H?, ayant
les deux extr�emit�es dans l'ensemble de sommets form�e par l'union des deux
pays associ�es �a ces arêtes jumelles, est un cycle.

Observation 2.2.2 Le nombre d'arêtes de H? incidentes �a un pays donn�e
est exactement �egal �a 2, et de plus elles sont incidentes �a deux sommets
ua et ub formant un couple de sommets jumeaux. Sinon, on peut facilement
montrer que H? n'est pas optimum.

Le th�eor�eme suivant �etablit le principal r�esultat de la r�eduction ; sa preuve
utilise les deux observations pr�ec�edentes.

Th�eor�eme 2.2.1 Le ITSP sur G est �equivalent au TSP sur GR muni de
la fonction coût c0

R.

Preuve : Les deux observations pr�ec�edentes �etablissent une bijection
entre les tourn�ees internationales de G et les cycles hamiltoniens de GR qui
les v�eri�ent. De plus, l'image par cette bijection d'un optimum H? du TSP
sur (GR; c

0
R) est une tourn�ee internationale optimale du ITSP, et r�ecipro-

quement. 2

Ainsi, la r�esolution du TSP , d�e�ni sur le graphe GR muni de la fonction
c0
R, donne la solution optimale du ITSP d�e�ni sur le graphe G. Dans la
suite, on �etudie la r�esolution du TSP sur (GR; c

0
R) par un algorithme de

branchement et de coupe et on discutera les limites de cette approche.
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Le lecteur non familiaris�e avec l'algorithme de branchement et de coupe,
et la notion de poly�edres est vivement conseill�e de sauter la section suivante,
et de reprendre la lecture �a partir de la section 2.2.3, jusqu'�a la �n du chapitre,
o�u les �el�ements de base d'un algorithme de branchement et de coupe sont
d�evelopp�es, et o�u l'on peut trouver les di��erentes d�e�nitions et notations
concernant les poly�edres. On pourra ensuite revenir �a la section en question
sans aucune di�cult�e.

2.2.2.2 Approche poly�edrale via la r�eduction

Avant de d�evelopper cette approche poly�edrale, on montre que le choix
de la fonction coût c0

R a une interpr�etation poly�edrale. En e�et, la fonction
coût c0

R impose que l'optimum appartienne toujours �a une face particuli�ere
de l'enveloppe convexe TSP (GR) des cycles hamiltoniens dans GR.

Cette face que l'on d�esignera par CTSP (GR) est d�e�nie par :

CTSP (GR) = TSP (GR) \ P (WR) \ P (F ); (2.2)

avec

P (F ) = fx 2 RjEj : xe = 1, e 2 F = [p
i=1Fig (2.3)

et

P (WR) = fx 2 RjEj : x(E(WRi
)) = jWRi

j � 1, WRi
2 WRg: (2.4)

Il faut remarquer qu'on obtient la face CTSP (GR) en serrant des in�equa-
tions qui induisent des facettes pour le polytope TSP (GR) ; les sommets de
CTSP (GR) sont exactement les cycles hamiltoniens qui v�eri�ent les propri�e-
t�es d�ecrites dans les deux observations 2.2.1 et 2.2.2.

Soit CTSP le probl�eme d'optimisation sur CTSP (GR) si on munit le
graphe GR de la fonction coût cR. Le TSP sur (GR; c

0
R) est ainsi �equivalent

au CTSP sur (GR; cR).

Dans la suite, on consid�ere le CTSP et on munit le graphe GR de la fonc-
tion cR. La fonction cR repr�esente une distance euclidienne si les coordonn�ees
de 2 sommets jumeaux sont �egales aux coordonn�ees du sommet de G qui les
a induits ; contrairement �a la fonction c0

R qui ne repr�esente pas une distance.
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De plus, en consid�erant la face CTSP (GR), l'ensemble des solutions po-
tentielles est ainsi clairement d�e�ni sur le plan poly�edral.

Pour r�esoudre le CTSP en utilisant un algorithme de branchement et de
coupe, il su�t alors de consid�erer un algorithme de branchement et de coupe
pour la r�esolution du TSP , et de rajouter au programme lin�eaire initial les
�equations exprim�ees dans P (WR) et P (F ). La disponibilit�e d'un code de
branchement et de coupe pour la r�esolution du TSP [17] nous a permis
d'obtenir rapidement un code de branchement et de coupe pour la r�esolution
du CTSP .

Apr�es avoir r�ealis�e cette adaptation, on s'est aper�cu, apr�es exp�erience, que
cette mani�ere d'approcher le probl�eme est ine�cace. Il est vrai que la taille
du probl�eme augmente sensiblement. Mais on pense que, dans ce cas l�a, cet
argument ne d�etermine pas �a lui seul l'ine�cacit�e de cette approche. En e�et,
des di�cult�es autres se sont mêl�ees �a notre tentative, et plus particuli�erement
les suivantes :

a) Coupes non profondes : une description lin�eaire de CTSP (GR) est
obtenue �a partir de celle de TSP (GR) en ajoutant les �equations expri-
m�ees dans P (WR) et P (F ).

xF(P)

F Fa b

P

Fig. 2.17 {

Cependant, une description lin�eaire minimale de TSP (GR) ne donne
pas de cette mani�ere une description lin�eaire minimale de CTSP (GR).
Une in�equation induisant une facette de TSP (GR) n'induit pas n�e-
cessairement une facette de CTSP (GR). L'exemple de la �gure 2.17
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illustre clairement ce point : consid�erons le polytope P (le cube coup�e)
dans l'espace R3, et F (P ) la face du bas de P . Soient ax � a0 et
bx � b0 les in�equations de R3 qui induisent respectivement les facettes
Fa et Fb de P . Sur la �gure 2.17, on peut voir que, dans R3, l'in�equation
ax � a0 n'induit pas une facette de F (P ), et que le point �x qui appar-
tient au plan induisant F (P ) est tel que a�x > a0 et b�x > b0. En e�et,
pour couper le point �x dans un algorithme de coupe pour l'optimisation
sur la face F (P ), on risque de g�en�erer la contrainte ax � a0, au lieu
de bx � b0, si on dispose d'une description minimale du polytope P
seulement.

Il n'est pas facile de trouver un exemple semblable sur le polytope
TSP (GR). La description lin�eaire connue de TSP (GR) n'est que par-
tielle, et les in�equations qui la constituent sont souvent di�ciles �a ma-
nipuler. Cependant, on peut trouver, parmi les facettes connues de
TSP (GR), des facettes qui sont domin�ees par d'autres quand on consi-
d�ere une face de TSP (GR). Par exemple, si on �xe toutes les arêtes
d'une coupe �a z�ero, sauf trois arêtes e1; e2 et e3, alors xe1 � 0 est
domin�ee par xe1 + xe2 � 1 et xe1 + xe3 � 1.

b) Fonction objective particuli�ere : la fonction coût cR �a optimiser
est tr�es particuli�ere. Des arêtes jumelles ont des coûts identiques et
certaines arêtes ont des coûts nuls. Ceci cr�ee une d�eg�en�erescence dans
la r�esolution des programmes lin�eaires.

En conclusion, cette r�eduction nous a permis de montrer une certaine
relation qui existe entre le ITSP et le TSP , malheureusement son utilisation
dans une approche de r�esolution du ITSP n'est pas e�cace. Dans la suite,
on ne s'int�eressera qu'�a des m�ethodes qui approchent directement le ITSP .

2.2.3 M�ethode de branchement et d'�evaluation

La m�ethode de branchement et d'�evaluation, connue sous le nom de
\branch and bound", a �et�e pendant longtemps la m�ethode la plus utilis�ee
pour la r�esolution �a l'optimum des probl�emes NP-di�ciles.

Le principe de base de cette m�ethode consiste, dans une premi�ere phase,
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�a partitionner l'ensemble des solutions S0 en plusieurs sous-ensembles. Cette
premi�ere phase est appel�ee phase de branchement et les crit�eres sur lesquels
est bas�ee la subdivision de l'ensemble des solutions sont dits strat�egies de
branchement. La deuxi�eme phase consiste �a �evaluer chaque sous-ensemble
de solutions : on calcule, pour chaque sous-ensemble, une borne inf�erieure de
la valeur de sa meilleure solution. Cette deuxi�eme phase est appel�ee phase
d'�evaluation.

En appliquant it�erativement ces deux op�erations de branchement et d'�eva-
luation, on construit un arbre, dit arbre d'�enum�eration. Si, �a chaque it�eration,
on subdivise un ensemble de solutions en 2 sous-ensembles, l'arbre d'�enum�e-
ration sera dit binaire. L'ensemble S0 des solutions du probl�eme est la racine
de l'arbre, et les sous-ensembles Si des solutions sont les n�uds de l'arbre. Un
n�ud Si quelconque est adjacent aux n�uds qui repr�esentent sa subdivision,
appel�es �ls de Si, et au n�ud dont Si est �el�ement de sa subdivision, appel�e
p�ere de Si. La racine S0 n'admet pas de p�ere (voir �gure 2.18).

S

S

S S S

S

S

S

0

1 2

S3 S 5 6

7 8 9 S S S S S10 11 12 13 14

4

Fig. 2.18 { Arbre d'�enum�eration binaire.

La m�ethode consiste �a construire un arbre d'�enum�eration tel que l'on
puisse a�rmer, avec preuve, que l'optimum appartient ou n'appartient pas �a
une feuille quelconque de l'arbre d'�enum�eration.

Le probl�eme majeur qui se pose en utilisant ce type de m�ethodes est la
taille de l'arbre d'�enum�eration qui augmente d'une mani�ere exponentielle. On
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voudrait alors a�rmer, chaque fois qu'il est possible, que la solution optimale
du probl�eme n'appartient pas �a une branche donn�ee de l'arbre d'�enum�era-
tion ; ce qui nous permettra d'abandonner la recherche dans cette branche.

Si pour un n�ud quelconque Si, la borne inf�erieure de la meilleure solution
dans Si est strictement sup�erieure �a la valeur de la solution optimale du
probl�eme, alors celle-ci n'appartient pas au sous-ensemble Si. On abandonne
la recherche dans la branche d�e�nie par le n�ud Si et on dira que la branche
est st�erile. Cela suppose connâ�tre la solution optimale du probl�eme consid�er�e.
Or, dans la pratique, l'optimum est souvent inconnu et repr�esente l'objectif �a
atteindre. Cependant, le raisonnement pr�ec�edent reste valide si on consid�ere
une borne sup�erieure de la solution optimale du probl�eme au lieu de la valeur
de la solution optimale elle-même.

Finalement, la taille de l'arbre d'�enum�eration, et par cons�equent l'e�ca-
cit�e d'un algorithme de branchement et d'�evaluation, d�epend en grande partie
de la valeur de la borne sup�erieure et des valeurs des bornes inf�erieures dans
chaque n�ud.

Une borne sup�erieure est d�etermin�ee initialement (au niveau de la racine
S0) en utilisant une proc�edure de recherche locale et, par la suite, peut être
am�elior�ee dans l'arbre d'�enum�eration. La section 2.1 pr�esente toute une col-
lection d'algorithmes pour le calcul d'une borne sup�erieure pour le ITSP .
En g�en�eral, ce calcul est une op�eration classique et ne pr�esente pas de di�-
cult�es majeures. Pour la plupart des probl�emes d'optimisation combinatoire
NP-di�ciles, on dispose d'algorithmes e�caces pour la d�etermination d'une
borne sup�erieure.

Une borne inf�erieure de l'optimum, quant �a elle, est calcul�ee en optimisant
la même fonction �economique sur un espace de solutions plus grand qu'on
appelle une relaxation. La valeur de la solution obtenue est au plus �egale �a
l'optimum ; de ce fait, elle constitue une borne inf�erieure de l'optimum du
probl�eme initial. Le probl�eme associ�e doit être facile pour pouvoir calculer
e�cacement la borne inf�erieure. D'une mani�ere g�en�erale, on distingue deux
types de relaxations : les relaxations discr�etes et les relaxations continues.
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Une relaxation discr�ete consiste �a relâcher certaines propri�et�es combina-
toires que v�eri�ent les solutions du probl�eme et consid�erer ainsi un ensemble
d'objets combinatoires plus grand, contenant l'ensemble des solutions ini-
tiales.

Exemple 2.2.1 Un 2-pays-couplage parfait est un ensemble d'arêtes tel que
le degr�e de chaque pays est �egal �a 2. Le probl�eme d'optimisation sur l'ensemble
des 2-pays-couplages parfaits est une relaxation discr�ete du ITSP , puisque
une tourn�ee internationale est un 2-pays-couplage parfait (la r�eciproque est
�evidemment fausse). Le probl�eme est facile. En e�et, seule l'arête de plus
petit poids, parmi celles qui s�eparent deux pays quelconques, peut apparte-
nir �a un 2-pays-couplage parfait de poids minimum. De telles arêtes sont
dites potentielles. Si on �elimine les arêtes non potentielles et on contracte
chaque pays en un seul sommet, le probl�eme classique du 2-couplage parfait
de poids minimum, dans le graphe obtenu, est �equivalent au probl�eme du 2-
pays-couplage parfait de poids minimum. Puisque le probl�eme de 2-couplage
parfait de poids minimum est polynomial dans un graphe quelconque [26],
on peut calculer une borne inf�erieure de l'optimum du ITSP en utilisant la
relaxation de 2-pays-couplage parfait.

Une relaxation continue consiste �a consid�erer un programme lin�eaire Pr

avec un nombre polynomial de contraintes, tel que toute solution du probl�eme
initial est solution r�ealisable de Pr. La programmation lin�eaire �etant polyno-
miale en nombres de contraintes et de variables ; le calcul de l'optimum de
Pr est polynomial. Pratiquement, pour r�esoudre rapidement le programme
lin�eaire Pr, il faut qu'il y ait un nombre r�eduit de contraintes.

Exemple 2.2.2 Si on associe, �a chaque tourn�ee internationale T , un vecteur
d'incidence xT 2 IRE, tel que xe = 1 si e 2 T , et xe = 0 si e 62 T , alors tout

vecteur d'incidence xT d'une tourn�ee internationale T est solution r�ealisable
du programme lin�eaire

Pr =

8>>>>>><
>>>>>>:

Min
X
e2E

cexe

t.q.
x (�(Wi)) = 2; 8i 2 f1; : : : ; pg (1)
0 � xe � 1; 8e 2 E (2)
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par cons�equent la solution optimale de Pr est une borne inf�erieure de la so-
lution optimale du ITSP . Les contraintes (1) repr�esentent les contraintes de
degr�e sur les pays.

Dans ce dernier cas, le probl�eme qui peut se poser est de consid�erer un
programme lin�eaire avec un nombre exponentiel de contraintes. Un temps ex-
ponentiel serait n�ecessaire pour la saisie et la r�esolution du probl�eme d'une
part, et d'autre part un espace m�emoire exponentiel serait �egalement n�eces-
saire pour m�emoriser toutes les contraintes. La m�ethode classique qui consiste
�a r�esoudre le probl�eme dans sa totalit�e en utilisant un algorithme de la pro-
grammation lin�eaire (algorithme du simplexe, m�ethode ellipso��dale,...) est
ine�cace ; on r�esout ce type de programme lin�eaire en utilisant la m�ethode
de coupe qui est pr�esent�ee dans la section 2.2.4.2. Un algorithme de bran-
chement et d'�evaluation qui utilise une relaxation continue dont la solution
est donn�ee par une m�ethode de coupe est dit algorithme de branchement et
de coupe.

Les algorithmes de branchement et d'�evaluation pour la r�esolution du
ITSP sont peu nombreux. La seule �etude signi�cative portant sur la r�esolu-
tion du ITSP par un algorithme de branchement et d'�evaluation a �et�e publi�ee
en 1983 par Laporte et Nobert [61]. Les r�esultats de cette �etude sont tr�es li-
mit�es. En e�et, la taille des probl�emes r�esolus �a l'optimum n'exc�ede gu�ere 50
sommets. D'une mani�ere g�en�erale, et pour la plupart des probl�emes d'optimi-
sation combinatoire NP-di�ciles, la m�ethode de branchement et d'�evaluation
devient ine�cace d�es que la taille des instances est de l'ordre de quelques di-
zaines.

Pour la r�esolution des instances de grandes tailles, les algorithmes de bran-
chement et de coupe s'av�erent tr�es e�caces. Si on consid�ere l'exemple typique
du TSP , la taille des instances r�esolues �a l'optimum par un algorithme de
branchement et d'�evaluation n'exc�ede pas quelques dizaines de sommets, tan-
dis qu'en utilisant un algorithme de branchement et de coupe, des instances
de quelques milliers de sommets ont �et�e r�esolues �a l'optimum [78, 44, 2].
Dans la section suivante, on d�ecrit la proc�edure de coupe, dans le cas g�e-
n�eral, comme module de base d'un algorithme de branchement et de coupe.
On montre par la même occasion la n�ecessit�e d'une �etude poly�edrale pour la
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mise en �uvre d'un tel algorithme : l'approche est dite poly�edrale.

2.2.4 Approche poly�edrale

Le d�eveloppement d'un algorithme de coupe fait appel �a di��erentes no-
tions de la th�eorie des poly�edres, que nous utilisons �egalement dans les cha-
pitres suivants. Dans [5, 50, 83, 91], on trouve les fondements et les d�eve-
loppements de cette th�eorie et dans [87], Schrijver donne les �el�ements de la
th�eorie des poly�edres n�ecessaires dans l'�etude des probl�emes d'optimisation
combinatoire. Dans ce qui suit, on donnera les d�e�nitions des principales
notions ainsi que les r�esultats connus qui nous int�eressent.

2.2.4.1 Notions poly�edrales de base

Dans ce qui suit S d�esigne un ensemble non vide de k �el�ements x1; : : : ; xk

de IRn. La plupart des d�e�nitions sont suivies par les propri�et�es fondamen-
tales des notions introduites.

Ind�ependance a�ne : l'ensemble S est dit a�nement ind�ependant si les

relations
kX

i=1

�ixi = 0 et
kX

i=1

�i = 0 impliquent �i = 0, pour tout i = 1; : : : ; k,

sinon S est dit a�nement d�ependant.

Rang a�ne : le rang a�ne d'un ensemble S est le nombre maximum d'�el�e-
ments de S a�nements ind�ependants.

Ind�ependance lin�eaire : l'ensemble S est dit lin�eairement ind�ependant si

la relation
kX

i=1

�ixi = 0 implique �i = 0, pour tout i = 1; : : : ; k, sinon S est

dit lin�eairement d�ependant.

Rang : le rang d'un ensemble S est le nombre maximum d'�el�ements de S
lin�eairements ind�ependants.

Enveloppe a�ne : l'enveloppe a�ne de S, not�ee a� (S), est l'ensemble(
kX

i=1

�ixi :
kX

i=1

�i = 1 et �i 2 IR; pour i = 1; : : : ; k

)
.
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Enveloppe conique : l'enveloppe conique de S, not�ee cône (S), est l'en-

semble

(
kX

i=1

�ixi : �i 2 IR+; pour i = 1; : : : ; k

)
. Le plus souvent, on uti-

lise le terme cône pour d�esigner l'enveloppe conique.

Enveloppe convexe : l'enveloppe convexe de S, not�ee conv (S), est l'en-

semble

(
kX

i=1

�ixi :
kX

i=1

�i = 1 et �i 2 IR+; pour i = 1; : : : ; k

)
.

Enveloppe : une enveloppe P est d�e�nie par P = Q + C, avec Q une
enveloppe convexe de IRn, et C une enveloppe conique de IRn; i.e. P =
fx+ y : x 2 Q et y 2 Cg.

Dimension : la dimension d'un ensemble P de IRn, not�ee dim (P ), est le
nombre maximum d'�el�ements de P a�nements ind�ependants diminu�e d'une
unit�e. Si dim (P ) = n, alors l'ensemble P est dit de pleine dimension. Si
dim (P ) � n� 1 et le vecteur 0 n'appartient pas �a un hyperplan contenant
P , alors l'ind�ependance lin�eaire est �equivalente �a l'ind�ependance a�ne.

Demi-espace : un demi-espace est un ensemble D = fx 2 IRn : atx � bg
avec a un vecteur de IRn et b un r�eel. Si a est le vecteur nul et b � 0, alors
D = IRn.

Hyperplan : un hyperplan est un ensemble H = fx 2 IRn : atx = bg avec
a un vecteur de IRn non nul et b un r�eel.

Poly�edre : un poly�edre est un ensemble P = fx 2 IRn : atix � bi; i 2 Ig
avec ai un vecteur de IRn et bi un r�eel, pour tout i appartenant �a un ensemble
I �ni. Un poly�edre est l'intersection d'un nombre �ni de demi-espaces.

Polytope : un polytope P est un poly�edre born�e ; i.e. 9 B 2 IR+, tel que
8x 2 P; kxk � B, avec k:k une norme quelconque de IRn (toutes les normes
sont �equivalentes dans IRn).
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In�equation valide : une in�equation f tx � f 0 est dite valide pour un po-
ly�edre P , si pour tout �x �el�ement de P , on a f t�x � f 0. De plus, elle est dite
support de P s'il existe x?, �el�ement de P , tel que f tx? = f 0.

Face : une face F d'un poly�edre P est l'intersection du poly�edre P avec
l'hyperplan d�e�ni par une in�equation valide f tx � f 0 de P ; i.e. F = P \
fx 2 IRn : f tx = f 0g. On dit alors que la face F est induite par l'in�equation
f tx � f 0. Si f est le vecteur nul de IRn, alors la face F = P . Dans ce cas F
est dite non propre. Si f tx � f 0 n'est pas support de P , alors la face F = ;.

Si F est une face non vide et P = fx 2 IRn : atix � bi; i 2 Ig, alors il
existe I 0 � I tel que F = fx 2 P : atix = bi; i 2 I 0g.

Sommet : un sommet d'un poly�edre P est une face de dimension nulle ;
donc une face r�eduite �a un seul sommet. Un point x? de P est un sommet
de P , si et seulement si, il existe I 0 � I tel que x? soit la solution unique du
syst�eme d'�equations atix = bi; pour tout i 2 I 0.

Facette : une facette d'un poly�edre P est une face maximale par inclusion.
La dimension d'une facette est �egale �a dim (P )� 1.

In�equations �equivalentes : deux in�equations f t
1x � f 0

1 et f t
2x � f 0

2 va-
lides pour un poly�edre P , sont dites �equivalentes, si elles induisent la même
face de P .

In�equations domin�ees : on dit qu'une in�equation f t
1x � f 0

1 , valide pour
P , induisant une face F1 de P , domine une in�equation f t

2x � f 0
2 , �egalement

valide pour P , et induisant une face F2 de P , si F2 est strictement incluse
dans F1. Lorsque les deux in�equations f

t
1x � f 0

1 et f t
2x � f 0

2 apparaissent dans
la description lin�eaire du poly�edre P , on peut omettre l'in�equation f t

2x � f 0
2

dans la description de P . L'in�equation f t
2x � f 0

2 est dite redondante.

Description minimale d'un poly�edre : une description lin�eaire d'un
poly�edre est dite minimale si aucune des in�equations de la description n'est
redondante.

Toute in�equation d'une description minimale induit une facette du poly-
�edre. Si le poly�edre est de pleine dimension, alors la description minimale
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de P est unique modulo une multiplication des in�equations par un scalaire
positif.

Le principal r�esultat qui nous int�eresse et qui associe la plupart des no-
tions d�e�nies ci-dessus est le th�eor�eme de Minkowski et Weyl [87] suivant :

Th�eor�eme 2.2.2 Soit P un sous-ensemble de IRn. P est un poly�edre si et
seulement si P est une enveloppe.

Pour la plupart des cas, les ensembles que l'on consid�ere repr�esentent
des enveloppes convexes. Pour notre �etude, la cons�equence principale de ce
th�eor�eme est qu'une enveloppe convexe est un polytope.

2.2.4.2 Algorithme de coupe

Soient une famille �nie L d'in�equations lin�eaires dans l'espace IRm et c
un vecteur de IRm. Pour une sous-famille L0 de L, on note QL0 le poly�edre
qu'elle induit et on d�e�nit le programme lin�eaire

P (L0) =

8>>>><
>>>>:

Min
mX
i=1

cixi

t.q.
x 2 QL0

et on note P le programme P (L).

Si le nombre de contraintes dans L est raisonnable, la r�esolution de P est
facile. Il su�t de lister explicitement toutes les in�equations et r�esoudre P par
un algorithme de programmation lin�eaire.

L'algorithme de coupe se propose de r�esoudre le programme lin�eaire P
lorsque la famille L est de tr�es grande taille (exponentielle en nombre de
variables), et qu'on ne peut pas lister toutes les contraintes de L. Il s'exprime
de mani�ere g�en�erique comme suit :

Proc�edure Coupe;
D�ebut
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L0  L0 ; fL0 est un sous-ensemble initial de contraintes g
R�ep�eter

R�esoudre PL0 et soit x?L0 la solution optimale ;
Trouver un ensemble d'in�equations L00 � L n L0 viol�ees par x?L0 ;
L0  L0 [ L00 ;

Jusqu'�a ce que L00 = ;;
Fin.

Dans la proc�edure ci-dessus, la recherche d'une ou plusieurs contraintes
dans L viol�ees par x?L0 est appel�ee probl�eme de s�eparation. Il est �enonc�e
comme suit :

Probl�eme de s�eparation : �Etant donn�es un point x 2 IRm et une famille
L d'in�equations dans IRm, trouver une ou plusieurs in�equations viol�ees par
x, ou prouver qu'aucune des in�equations de L n'est viol�ee par x.

Gr�otschel, Lov�asz et Schrijver [45] ont montr�e que l'on peut r�esoudre le
programme lin�eaire P (L) polynomialement si et seulement si le probl�eme de
s�eparation associ�e est polynomial. L'algorithme de coupe est d'autant plus
rapide que la r�esolution du probl�eme de s�eparation l'est aussi.

Tout probl�eme d'optimisation combinatoire NP-di�cile peut s'�ecrire sous
la forme d'un programme lin�eaire de type P (L), avec un nombre, certes ex-
ponentiel, mais �ni de contraintes. Lorsque L est compl�etement d�etermin�ee,
le probl�eme de s�eparation sur la famille L est �evidemment NP-di�cile. Mal-
heureusement, pour la plupart des probl�emes NP-di�ciles, la famille L n'est
connue que partiellement et, dans ce cas �egalement, le probl�eme de s�eparation
reste souvent di�cile.

Finalement, pour r�esoudre un probl�eme d'optimisation combinatoire NP-
di�cile en utilisant un algorithme de coupe, la d�emarche �a suivre consiste,
dans une premi�ere �etape, �a �etudier le poly�edre associ�e pour obtenir une des-
cription partielle en in�equations et, dans une deuxi�eme phase, �a d�evelopper
des proc�edures pour la r�esolution du probl�eme de s�eparation sur l'ensemble,
ou même un sous-ensemble, des in�equations de la description partielle connue.
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On s'int�eresse �a des in�equations induisant des facettes pour obtenir une des-
cription partielle minimum en nombre d'in�equations et surtout obtenir des
coupes profondes.

Pour le probl�eme du ITSP , Fischetti et al. [28] sont les seuls �a avoir
d�evelopp�e un algorithme de branchement et de coupe pour le r�esoudre. Pour
toute tourn�ee internationale T , d�e�nie sur un ensemble l�egal L, ils associent
un vecteur d'incidence zT =

�
xT ; yT

�
2 IRjEj � IRjV j tel que :

xe =

(
1 si e 2 T
0 sinon

et yv =

(
1 si v 2 L
0 sinon

Ils consid�erent le polytope associ�e �a l'enveloppe convexe de l'ensemble
des vecteurs d'incidence des tourn�ees internationales ainsi d�e�nis. Une pre-
mi�ere description partielle du polytope est obtenue en relâchant toutes les
contraintes d'int�egralit�e de la formulation en programme lin�eaire en nombres
entiers du ITSP suivante :

Min
X
e2E

cexe

tel que8>>>>>><
>>>>>>:

x (�(fvg)) = 2yv; 8v 2 V (3)
y (Wi) = 1; 8i 2 f1; : : : ; pg (4)
x (�(S)) � 2 (yi + yj � 1) ; 8S � V; i 2 S; j 2 V n S (5)
xe 2 f0; 1g ; 8e 2 E (6)
yv 2 f0; 1g ; 8v 2 V (7)

Les contraintes (3) imposent que le nombre des arêtes incidentes �a un
sommet v quelconque est �egal �a 2 ou 0. Les contraintes (4) garantissent qu'un
et un seul sommet est visit�e dans chaque pays. La connexit�e des solutions est
assur�ee par les contraintes (5), et en�n les contraintes d'int�egralit�e (6) et (7)
traduisent l'int�egralit�e sur l'ensemble des variables.

On notera que cette formulation a �et�e reprise par tous les auteurs et
qu'elle est �a la base des algorithmes de branchement et d'�evaluation pour la
r�esolution du ITSP , mentionn�es pr�ec�edemment. Dans la suite, on donnera
une nouvelle formulation du ITSP .



2.2 Algorithmes exacts 59

2.2.4.3 Une nouvelle formulation du ITSP

La formulation du ITSP en un programme lin�eaire en nombres entiers,
pr�esent�ee pr�ec�edemment, associe des variables binaires aux arêtes ainsi qu'aux
sommets du graphe. La formulation que nous pr�esentons ici, n'associe des va-
riables binaires qu'aux arêtes du graphe. �A une tourn�ee internationale T , on
associe un vecteur d'incidence xT 2 IRjEj tel que :

xe =

(
1 si e 2 T
0 sinon

Le programme lin�eaire en nombres entiers obtenu est :

Min
X
e2E

cexe

tel que8>>><
>>>:

x (� (Wi)) = 2; 8i 2 f1; : : : ; pg (8)
x (� (S)) � 2; 8S = [i2IWi; I � f1; : : : ; pg (9)
x (� (S)) � 2; 8S = W [ fvg ; W 2 W et v 2 V nW (10)
xe 2 f0; 1g ; 8e 2 E (11)

Les contraintes (8) imposent que le cocycle de chaque pays soit exacte-
ment �egal �a deux. Dans une tourn�ee internationale, le cocycle d'un ensemble
S quelconque (; 6= S 6= V ) �egal �a l'union d'un certain nombre de pays est au
moins �egal �a 2, d'o�u les contraintes (9). Pour imposer que chaque pays soit
visit�e en exactement une seule ville, et ainsi �eviter des discontinuit�es dans
les solutions (voir �gure 2.19), on introduit les contraintes (10). Finalement,
on a les contraintes d'int�egralit�e (11) sur les variables. On obtient ainsi un
syst�eme qui d�ecrit l'ensemble des tourn�ees internationales de G.

Lorsque tous les pays sont d�eg�en�er�es, cette nouvelle formulation donne la
formulation classique du TSP . On notera qu'on peut �egalement obtenir cette
nouvelle formulation par projection sur l'espace des arêtes de la premi�ere
formulation.

Si on consid�ere le polytope associ�e �a l'enveloppe convexe des vecteurs
d'incidence de l'ensemble des tourn�ees internationales, cette nouvelle formu-
lation constitue le point de d�epart de son �etude. En relâchant les contraintes
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Fig. 2.19 { Une tourn�ee discontinue.

d'int�egralit�es (11), on obtient une premi�ere description lin�eaire partielle du
polytope.

Dans le prochain chapitre, on �etudie le polytope du ITSP dans l'espace
IRjEj ainsi que les polytopes de certains probl�emes associ�es et notamment
sa relaxation graphique. On donnera une description partielle du polytope
ITSP et on d�ecrira certaines op�erations sur les in�equations qui permettent
d'obtenir des in�equations induisant de nouvelles facettes. Des proc�edures de
s�eparation sont d�ecrites dans le chapitre 4, ainsi que l'ensemble des �el�ements
qui permettent la mise en �uvre d'un algorithme de branchement et de coupe.
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Chapitre 3

�Etude Poly�edrale

Nous avons montr�e, dans la section 2.2.4 du chapitre pr�ec�edent, que
l'�etude poly�edrale est une phase n�ecessaire pour le d�eveloppement d'un al-
gorithme de branchement et de coupe. L'objectif principal de ce chapitre est
d'obtenir une description lin�eaire partielle du polytope ITSP (n; p) par des
in�equations induisant des facettes.

Dans la premi�ere section, on donnera les di��erentes d�e�nitions et nota-
tions qu'on utilisera dans ce chapitre. Dans la section 3.2, on d�e�nit la re-
laxation graphique du ITSP et on �etudie certains poly�edres associ�es. Cette
approche classique permet d'obtenir certaines propri�et�es de la structure fa-
ciale du polytope ITSP (n; p) dont l'�etude fera l'objet de la section 3.3.
Apr�es l'�etude de la dimension du polytope ITSP (n; p) et des in�equations
de non n�egativit�e, on d�etermine certaines propri�et�es de ITSP (n; p) en �etu-

diant la relation poly�edrale qui existe entre le ITSP et sa relaxation gra-
phique. On distinguera deux classes de facettes de ITSP (n; p) : les facettes
r�eguli�eres et les facettes non r�eguli�eres. Pour chaque classe, on donnera des
in�equations induisant des facettes et on �etudiera certaines propri�et�es que v�e-
ri�ent les facettes qu'on d�etermine. On �nira la section en d�ecrivant deux
op�erations sur les in�equations en vue d'obtenir des in�equations induisant de
facettes de ITSP (n+ 1; p) �a partir d'in�equations induisant des facettes de
ITSP (n; p).
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3.1 D�e�nitions et notations

Soient G = (V; E; W) un graphe international et S un sous-ensemble
de sommets. On note G [S] le sous-graphe engendr�e par l'ensemble S et on
rappelle que E (S) et � (S) d�esignent respectivement l'ensemble des arêtes
ayant les deux extr�emit�es dans S et l'ensemble des arêtes ayant exactement
une extr�emit�e dans S. L'ensemble � (S) est dit cocycle associ�e �a S. Pour
S1 et S2 deux sous-ensembles de sommets disjoints, on d�esigne par (S1 : S2)
l'ensembles des arêtes ayant une extr�emit�e dans S1 et l'autre dans S2.

Pour un sous-ensemble S de sommets, on d�e�nit �egalement les nombres:

�(S) = jfh : Wh � Sgj

et

�(S) = jfh : Wh \ S = ;gj

qui repr�esentent le nombre de pays respectivement �a l'int�erieur et �a l'ext�erieur
d'un ensemble S de sommets. Selon les valeurs des ces nombres, on distingue
deux notions de sous-ensembles de sommets : les sous-ensembles valides et les
sous-ensembles r�eguliers.

u

u

u u
u

u

u

1

2
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34
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Fig. 3.1 { Graphe international.

D�e�nition 3.1.1 Un sous-ensemble S de sommets est dit valide si au moins
un pays est contenu dans S et un autre dans V nS ; i.e. �(S) > 0 et �(S) > 0.
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D�e�nition 3.1.2 Un sous-ensemble S de sommets est dit r�egulier si tout
pays est soit dans S soit dans V nS ; i.e. S =

S
i2I Wi pour I � f1; : : : ; pg

ou bien � (S) + � (S) = p.

Ainsi, par d�e�nition, tout ensemble r�egulier est valide. La r�eciproque n'est
pas vraie. Le sous-ensemble S1 = fu1; u2; u3; u9; u10g de la �gure 3.1 est un
ensemble r�egulier, donc valide et le sous-ensemble S2 = fu4; u5; u6; u7g de
la même �gure est valide sans être r�egulier. Notons que les arêtes du graphe
ne sont pas repr�esent�ees sur la �gure.

Dans la section 3.3.6, on s'int�eressera aux sous-ensembles de sommets
valides et non r�eguliers minimaux par inclusion qu'on appelle ensembles mi-
nimaux. Un ensemble minimal est �egal �a l'union d'un paysW et d'un sommet
u appartenant �a un pays Wu non d�eg�en�er�e et di��erent de W . L'ensemble S2

d�e�ni plus haut est valide et non r�egulier mais il n'est pas minimal par in-
clusion. Le sous-ensemble S3 = fu4; u5; u6g est un ensemble minimal.

Dans la section 2.2.4.3 du chapitre pr�ec�edent, les in�equations (9) et (10)
de la formulation du ITSP en un programme lin�eaire en nombres entiers
sont associ�ees �a des ensembles respectivement r�eguliers et minimaux.

On rappelle qu'un sous-ensemble L de sommets est dit l�egal s'il rencontre
exactement une seule fois chaque pays ; i.e. jL \Wij = 1, pour i = 1; : : : ; p.
Toute tourn�ee internationale T induit un ensemble l�egal unique d�e�ni par les
sommets visit�es par T , et not�e LT . Le sous-ensemble L = fu2; u4; u7; u9g
de la �gure 3.1 est un ensemble l�egal.

Soit IRjEj l'espace de tous les vecteurs r�eels dont les composantes sont
index�es par l'ensemble E. Pour tout vecteur x 2 IRjEj, on note xe, ou xu;v,
la composante du vecteur x index�ee par l'arête e = [u; v]. Pour tout sous-
ensemble F d'arêtes de G, on note G (F ) le sous-graphe partiel induit par F
et on lui associe un vecteur d'incidence unique xF dans IRjEj d�e�ni par :

xe =

(
1 e 2 F;
0 sinon :

Soient a un vecteur de IRjEj et S un sous-ensemble de sommets, on associe
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au vecteur a un vecteur a� de IRjE(S)j tel que :

a�
e = ae 8e 2 E(S):

On appelle a� la restriction du vecteur a �a l'ensemble S.

�Etant donn�es une in�equation cx � c0 de IRjEj et un sous-ensemble de
sommets S, on consid�ere l'in�equation c?x � c0 de IRjE(S)j d�etermin�ee par la
restriction c? du vecteur c �a l'ensemble S. L'in�equation c?x � c0 est appel�e
restriction de l'in�equation cx � c0 �a l'ensemble S.

On d�esigne par A la matrice d'incidence sommet-arête classique d�e�nie
par

Akj =

(
1 si ej 2 �(vk)
0 sinon

pour k = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; m et on d�e�nit la matrice d'incidence
pays-arête du graphe G, not�ee A?, par :

A?
ij =

(
1 si ej 2 �(Wi)
0 sinon

pour i = 1; : : : ; p et j = 1; : : : ; m. On d�esigne par I1 le vecteur dont chacune
des composantes est �egale �a 1.

Soit I l'ensemble des tourn�ees internationales dans le graphe G. Le poly-
tope du ITSP associ�e au graphe G, not�e ITSP (G), est l'enveloppe convexe
de l'ensemble des vecteurs d'incidence des tourn�ees internationales apparte-
nant �a I ; i.e. ITSP (G) = conv

n
xI 2 IRjEj : I 2 I

o
. Le polytope est not�e

ITSP (n; p) lorsque G est un graphe multiparti complet de n villes et p pays.

Soit H l'ensemble des cycles hamiltoniens dans le graphe G. Le polytope
du TSP associ�e au graphe G, not�e TSP (G), est l'enveloppe convexe de
l'ensemble des vecteurs d'incidence des cycles hamiltoniens appartenant �a
H ; i.e. TSP (G) = conv

n
xH 2 IRjEj : H 2 H

o
. Lorsque G est le graphe

complet Kn, le polytope est not�e TSP (n). Dans la suite, on s'int�eressera au
polytope du TSP sous-jacent au graphe, d'ordre p, engendr�e par un ensemble
l�egal L de V .
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L'approche classique pour l'�etude de la description lin�eaire des polytopes
des probl�emes d'optimisation combinatoire NP-di�ciles qui ne sont pas de
pleines dimensions consiste �a consid�erer des relaxations dont les polytopes
associ�es sont g�en�eralement de pleines dimensions. L'�etude de ces polytopes
est relativement plus simple. Leurs structures faciales sont g�en�eralement tr�es
riches en informations sur la structure faciale du polytope initial.

Le TSP n'a pas �echapp�e �a cette approche. Une grande partie des r�esultats
connus sur le polytope du TSP ont �et�e obtenus en �etudiant de nombreuses
relaxations. On a longtemps �etudi�e la monotonisation du probl�eme [63], la
relaxation du 2-couplage [26, 42, 41] et la relaxation du 1-arbre [52, 32]. On
notera que le polytope associ�e �a cette derni�ere relaxation n'est pas de pleine
dimension. Ces derni�eres ann�ees, c'est la relaxation graphique [18] qui a eu
le plus de \succ�es" ; elle permet une meilleure compr�ehension de la structure
faciale du polytope du TSP .

Dans la section suivante, on �etudie une relaxation du ITSP inspir�ee de
la relaxation graphique du TSP , ou encore le probl�eme du voyageur de com-
merce graphique, not�e GTSP . Cette relaxation du TSP est relativement
r�ecente ; elle a �et�e introduite pour la premi�ere fois en 1985 par Cornu�ejols,
Fonlupt et Naddef [18]. Les solutions consid�er�ees, appel�ees tours, sont les
familles d'arêtes dont le graphe partiel est un graphe eul�erien couvrant. Le
GTSP consiste �a trouver un tour de longueur minimum.

Pour tout tour T , on associe un vecteur d'incidence unique xT dans IRjEj

tel que xe = de, avec de le nombre de fois o�u l'arête e est dans le tour T .
Soit K l'ensemble des tours dans G. Le poly�edre associ�e au GTSP , not�e
GTSP (G), est l'enveloppe convexe de l'ensemble des vecteurs d'incidence

des tours appartenant �a K ; i.e. GTSP (G) = conv
n
xK 2 IRjEj : K 2 K

o
.

3.2 La relaxation graphique

La relaxation graphique du TSP a permis d'obtenir des r�esultats tr�es in-
t�eressants sur la structure faciale du polytope du TSP . Ceci nous a pouss�e �a
�etudier la g�en�eralisation de cette relaxation dans le cas du ITSP . Dans cette
section, on d�e�nit la relaxation graphique du ITSP et on montre que la plu-
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part des r�esultats obtenus sur le polytope du TSP en utilisant la relaxation
graphique restent v�eri��es pour le polytope du ITSP .

Dans cette relaxation, on consid�ere les solutions qui permettent de visiter
un pays plusieurs fois dans une ou plusieurs villes. Plus pr�ecis�ement, on
consid�ere les solutions dont le graphe partiel est eul�erien et incident �a chaque
pays en au moins un sommet. On appelle une telle solution tour international.

Un tour international T est caract�eris�e comme un sous-ensemble d'arêtes
qui v�eri�e les propri�et�es suivantes :

(1) le degr�e de chaque sommet de V est pair ou nul ;

(2) G (T ) est connexe ;

(3) le cocycle de chaque pays est sup�erieur ou �egal �a deux.

Une tourn�ee internationale v�eri�e les propri�et�es (1) et (2), et la propri�et�e
(3) avec \exactement " au lieu de \sup�erieur ou �egal", i.e. la propri�et�e sui-
vante :

(30) le cocycle de chaque pays est exactement �egal �a deux.

Le probl�eme du voyageur de commerce international graphique, not�e
GITSP , consiste �a trouver un tour international de poids minimum. Soit
T l'ensemble des tours internationaux dans le graphe G. On note P0(G)
l'enveloppe convexe des tours internationaux appartenant �a l'ensemble T .

Le GITSP n'a de solution �nie que si toutes les arêtes de E ont des coûts
positifs ou nuls (sachant que le probl�eme est une minimisation). En outre,
dans ce cas l�a, le probl�eme d'optimisation sur le polytope P0(G) admet une
solution dont le vecteur d'incidence v�eri�e la propri�et�e suivante :

(4) les composantes sont �egales �a 0, 1 ou 2.

En e�et, soit x? une solution optimum du GITSP dont une des compo-
santes, disons x?e, est �egale �a k strictement sup�erieur �a 2. On construit une
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autre solution dont le vecteur d'incidence �x est �egale �a x? sur l'ensemble des
composantes sauf sur la composante x?e o�u

�xe =

(
1 si k est impair
2 sinon

La solution �x �a un poids au plus �egal �a celui de x? ; �x est une solution optimum
du GITSP .

On appellera points extrêmes les tours internationaux qui v�eri�ent la
propri�et�e (4) et on notera P1(G) l'enveloppe convexe des points extrêmes
dans un graphe multiparti G.

Dans le cas o�u la fonction coût p v�eri�e l'in�egalit�e triangulaire, on montre
dans la section 3.2.2.3 que l'on peut trouver une solution optimale qui v�eri�e
la propri�et�e (4) ainsi que la propri�et�e suivante :

(5) pour chaque pays, exactement un seul sommet est atteint.

On appellera points extrêmes minimaux les points extrêmes qui v�eri�ent
la propri�et�e (5) et on notera P2(G) l'enveloppe convexe des points extrêmes
minimaux sur un graphe multiparti G.

les poly�edres pr�ec�edemment d�e�nis sont li�es par la relation d'inclusion
suivante:

P2(G) � P1(G) � P0(G):

On notera P0(n; p), P1(n; p) et P2(n; p) respectivement les poly�edres
P0(G), P1(G) et P2(G) quand le graphe G est le graphe multiparti complet
Kp

n.

3.2.1 �Etude de la dimension

Dans cette section, on �etudie la dimension des poly�edres pr�ec�edemment
d�e�nis pour des graphes multipartis complets et, pour certains poly�edres,
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pour des graphes multipartis quelconques. Les d�emonstrations de la plupart
des r�esultats de cette section sont inspir�ees de [18].

Th�eor�eme 3.2.1 Si le graphe G est connexe, le poly�edre P0(G) est de pleine
dimension.

Preuve : Consid�erons un tour international x obtenue en d�edoublant chaque
arête d'un arbre couvrant et les tours internationaux x + 2yi, pour i =
1; : : : ; m, o�u yi est le vecteur unit�e tel que yi

i = 1 et yi
j = 0 pour j 6= i. Ces

m+ 1 tours internationaux sont a�nements ind�ependants. 2

Dans la suite, on �etudie la structure faciale du polytope P0(G) pour la
cas d'un graphe multiparti complet. La dimension dans ce cas l�a est donn�ee
par le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Le polytope P0(n; p) est de pleine dimension.

Pour l'�etude de la dimension du polytope P1(G) dans le cas d'un graphe
multiparti quelconque, on d�e�nit la notion d'isthme valide.

D�e�nition 3.2.1 Une arête e est appel�e isthme valide d'un graphe G conne-
xe si e est un isthme ; i.e. le graphe partiel G (E n feg) a deux composantes
connexes, et les ensembles de sommets qui induisent les deux composantes
connexes de G (E n feg) sont valides.

Th�eor�eme 3.2.2 Si le graphe G est connexe avec k isthmes valides, le po-
lytope P1(G) est de dimension m� k.

Preuve : Si une arête e est un isthme valide, alors xe = 2 pour tout point
extrême de G. La dimension de P1 (G) est au plus �egale �a m � k, avec k le
nombre d'isthmes valides de G.

R�eciproquement, on montre par r�ecurrence sur le nombre des arêtes de
G que dim (P1(G)) � m � k. L'in�egalit�e est v�eri��ee pour jEj = 1. Soit un
graphe G connexe admettant plus d'une arête. Consid�erons une arête e de G
telle que le graphe G (E n feg) est connexe avec, �eventuellement, un sommet
isol�e et supposons que les arêtes de E n feg sont num�erot�ees de 1 �a m� 1.
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Si l'arête e est un isthme, alors elle est forc�ement pendante et le graphe
G (E n feg) n'admet pas de nouveaux isthmes valides. On distingue deux cas
selon que l'arête e est un isthme valide ou non valide. Dans le premier cas, le
graphe G (E n feg) a k � 1 isthmes valides. Par hypoth�ese de r�ecurrence, il
admet (m� 1)� (k � 1) + 1 points extrêmes a�nements ind�ependants. On
peut �etendre chacun de ces points en ajoutant la composante xe = 2 pour
obtenir m � k + 1 points extrêmes de G a�nements ind�ependants. Dans le
deuxi�eme cas, le graphe G (E n feg) a k isthmes valides. Par hypoth�ese de
r�ecurrence, il admet (m� 1)�k+1 points extrêmes a�nements ind�ependants.
On peut �etendre chacun de ces points en ajoutant la composante xe = 0
pour obtenir m � k points extrêmes de G a�nements ind�ependants. Si on
consid�ere un point extrême quelconque admettant une composante xe non
nulle et l'ensemble des m � k points extrêmes pr�ec�edemment consid�er�es, on
obtient un ensemblem�k+1 points extrêmes deG a�nements ind�ependants.

Dans le cas o�u l'arête e n'est pas un isthme, le graphe G (E n feg) a les k
isthmes valides de G et, �eventuellement, p nouveaux isthmes valides, disons
e1; : : : ; ep. Par hypoth�ese de r�ecurrence, la dimension de P1 (G (E n feg))
est (m� 1) � (k + p). Consid�erons un ensemble X de m � (k + p) points
extrêmes a�nements ind�ependants de P1 (G (E n feg)) tels que les compo-
santes d'un point extrême de X, disons x�, sont x�

ei
= 2 pour toute arête ei

d'un arbre couvrant A et x�
ei
= 0 pour toute arête ei n'appartenant pas �a A.

Un tel ensemble de points extrêmes a�nements ind�ependants existe ; il su�t
de consid�erer une ensemble X 0 quelconque de m�(k + p) points extrêmes af-
�nements ind�ependants. Le point extrême x?, associ�e �a un arbre quelconque
A, s'�ecrit comme une combinaison convexe unique des points de X 0. Soit �x
un �el�ement de X 0 ayant un coe�cient strictement positif dans la combinaison
convexe des �el�ements de X 0 donnant x?. L'ensemble X = X 0 [fx?g n f�xg est
un ensemble de m� (k + p) points extrêmes a�nements ind�ependants.

On peut, d'une part, �etendre les �el�ements de X en points extrêmes de
G en ajoutant simplement la composante xe = 0. D'autre part, on construit
p + 1 nouveau points extrêmes �a partir de x� en consid�erant une châ�ne
simple P de G (E n feg) joignant les extr�emit�es de l'arête e et n'utilisant que
des arêtes de l'arbre A. Les isthmes valides e1; : : : ; ep, nouvellement cr�e�es,
appartiennent �a la châ�ne P . Sans perdre de g�en�eralit�e, on peut supposer que
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les arêtes de A sont les r premi�eres arêtes de E n feg et que les arêtes de P
sont les q premi�eres arêtes de E n feg (q � r). Soient le point extrême x0 tel
que x0ei = x�ei pour i =2 P [ feg, x0ei = x�ei � 1 pour i 2 P et x0e = 1, et les
points extrêmes xj, pour j = 1; : : : ; p, tels que xjei = x0ei pour ei =2 P [ feg,
xjei = 2 pour ei 2 P [ feg n fejg et xjej = 0. Ainsi, au total, on a d�e�ni
m� k + 1 points extrêmes.

SoitM la matrice m�(m� k + 1), ci-dessous repr�esent�ee, dont les lignes
repr�esentent les arêtes de G et les colonnes repr�esentent les vecteurs d'inci-
dence des points extrêmes pr�ec�edemment d�e�nis. On v�eri�e que l'ensemble
des colonnes de la matrice M forment un ensemble de vecteurs a�nements
ind�ependants.

x? x0 x1 x2 . . . xp

e 0 0 . . . 0 0 1 2 2 2 2
e1 2 2 . . . 2 2 1 0 2 2 2
e2 2 2 . . . 2 2 1 2 0 2 2
... 2 2 . . . 2 2 1 2 2 0 2
ep 2 2 . . . 2 2 1 2 2 2 0
ep+1 2 1 2 2 2 2
...

...
...

...
...

...
...

eq m� (k + p)� 1 2 1 2 2 2 2
eq+1 colonnes 2 2 2 2 2 2
...

...
...

...
...

...
...

er 2 2 2 2 2 2
er+1 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

em�1 0 0 0 0 0 0| {z }
X

Ainsi, on a m � k + 1 points extrêmes a�nements ind�ependants et, par
cons�equent, la dimension de P1 (G) est sup�erieure ou �egale �a m� k. 2

Corollaire 3.2.2 Le polytope P1(n; p) est de pleine dimension.
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Ce corollaire est un cas particulier du r�esultat pr�ec�edant. Le grapheKp
n n'a

pas d'isthme valide. Par ailleurs, c'est �egalement une cons�equence directe du
r�esultat suivant. En e�et, le polytope P2(n; p) est contenu dans le polytope
P1(n; p).

Th�eor�eme 3.2.3 Le polytope P2(n; p) est de pleine dimension.

Preuve : Lorsque le nombre de sommets n est �egal au nombre de pays p,
i.e. tout les pays sont d�eg�en�er�es, P2(n; p) est le polytope du probl�eme du
voyageur de commerce graphique. Dans [18], Cornu�ejols, Fonlupt et Naddef
montrent que, dans ce cas, P2(n; p) est de pleine dimension. Pour le cas o�u
n est quelconque, on proc�ede par r�ecurrence sur le nombre de sommets n
sachant un nombre de pays �x�e. Soit u un sommet quelconque du graphe
Kp

n appartenant �a un pays non d�eg�en�er�e, disons Wp. Le graphe engendr�e
par l'ensemble V n fug est le graphe Kp

n�1. Par hypoth�ese de r�ecurrence, le
graphe Kp

n�1 contient m� j� fug j+1 points extrêmes minimaux a�nements
ind�ependants.

On construit j� fugj nouveaux points extrêmes en consid�erant, pour toute
arête ei = [u; i] 2 � fug, le point extrême minimal xi + 2yi, o�u xi est le
vecteur d'incidence d'un cycle incident au sommet i et qui visite un et un
seul sommet de tout pays W di��erent de Wp, et y

i est le vecteur unit�e tel que
yiei = 1 et yiej = 0 pour ej 6= ei. Les points extrêmes minimaux ainsi d�e�nis
et les m � j� fugj + 1 points extrêmes minimaux pr�ec�edents non incidents
au sommet u constituent un ensemble de m + 1 points extrêmes minimaux
a�nements ind�ependants de Kp

n. 2

La section suivante est r�eserv�ee �a l'�etude de la structure faciale du poly-
tope P0(G). On d�eterminera sous quelles conditions les in�equations de non
n�egativit�e et les in�equations de coupe induisent une facette du polytope P0(G)
et on montrera certaines propri�et�es que v�eri�ent les in�equations de non n�e-
gativit�e. On �nira la section en �etudiant une propri�et�e g�en�erale que v�eri�ent
les in�equations qui induisent des facettes du polytope P0(G) autres que les
in�equations de non n�egativit�e et les in�equations de coupe.

3.2.2 Structure faciale de P0 (G)

La propri�et�e principale de la description lin�eaire du polytope P0 (G), et
d'une mani�ere g�en�erale des polytopes de pleine dimension, est qu'elle est
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unique modulo une multiplication des deux membres d'une ou plusieurs de
ces in�equations par un scalaire positif. Cette propri�et�e permet d'�etablir les
r�esultats avec une certaine facilit�e.

Soit L un sous-ensemble l�egal de sommets. On note I (L) et T (L) les
sous-ensembles respectifs de I et T dont les �el�ements ne visitent que les
sommets de l'ensemble L. Soit fx � f0 une in�equation de IRjEj, on note
I=f et T =

f les sous-ensembles respectifs de I et T dont les �el�ements saturent

l'in�equation ; i.e. I=f =
n
I 2 I : fxI = f0

o
et T =

f =
n
T 2 T : fxT = f0

o
, et

I=f (L) = I=f \ I (L) et T =
f (L) = T =

f \ T (L).

Avant d'�etudier les in�equations induisant des facettes du P0 (G) et leurs
propri�et�es, on donnera le remarque suivante.

Remarque 3.2.1 Soit cx � c0 une in�equation valide pour P0 (G). Pour
toute arête e, le coe�cient ce � 0. En e�et, s'il existe une arête admettant
un coe�cient n�egatif, alors un tour international qui l'utilise un nombre �elev�e
de fois ne v�eri�e pas l'in�equation cx � c0.

3.2.2.1 Facettes triviales

Pour une arête e quelconque, l'in�equation 3.1 de non n�egativit�e est valide ;
elle est appel�ee in�equation triviale.

xe � 0 (3.1)

Th�eor�eme 3.2.4 L'in�equation 3.1 d�e�nit une facette du polytope P0 (G) si
et seulement si l'arête e n'est pas un isthme valide.

Preuve : Si l'arête e est un isthme valide, alors xe � 2 dans chaque tour
international de G.

R�eciproquement, supposons que l'arête e n'est pas un isthme valide. Soit
x le vecteur d'incidence d'un tour international tel que xe = 0. Un tel tour in-
ternational existe puisque au moins une des composantes connexes du graphe
partiel G (E n feg) est induite par un ensemble de sommets contenant un
sous-ensemble l�egal ; sinon l'arête e serait un isthme valide. Le tour interna-
tional x et les (m� 1) tours internationaux x + 2yi sont a�nements ind�e-
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pendants, o�u yi est le vecteur unit�e tel que yiei = 1 et yiej = 0 pour ej 6= ei,
avec ei 6= e. 2

Corollaire 3.2.3 l'in�equation xe � 0 d�e�nit une facette du polytope P0(n; p).

Ce corollaire est une cons�equence directe du th�eor�eme pr�ec�edent puisque
Kp

n n'a pas d'isthmes valides. Une caract�erisation de ces in�equations triviales
est donn�ee par le lemme suivant.

Lemme 3.2.1 Soit cx � c0 une in�equation induisant une facette du polytope
P0(G). Si c0 = 0 alors cx � c0 est une in�equation de non n�egativit�e.

Preuve : Soient cx � 0 une in�equation valide pour P0(G) et e une arête de
G admettant un coe�cient ce strictement positif. Un tour international qui
sature l'in�equation cx � 0 n'utilise pas l'arête e puisque c � 0, alors il sature
�egalement l'in�equation xe � 0. Les in�equations cx � 0 et xe � 0 induisent la
même facette de P0(G). Or une facette de P0(G) est induite par un in�equation
unique modulo une multiplication des deux membres de l'in�equation par un
scalaire positif. L'in�equation cx � 0 est l'in�equation xe � 0. 2

Ce lemme nous permet de montrer que les facettes du polytope P0 (G)
induites par les in�equations de non n�egativit�e sont les seules �a v�eri�er la
propri�et�e �enonc�ee dans le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 3.2.5 Soit cx � c0 une in�equation induisant une facette de P0(G).
S'il existe un sous-ensemble de sommets l�egal L tel que, pour tout tour in-
ternational T de T (L), cxT = c0 alors cx � c0 est une in�equation de non
n�egativit�e.

Preuve : Soient L un ensemble l�egal et M la matrice dont les colonnes
sont les points extrêmes de GTSP (L). Si c� est la restriction du vecteur c �a
l'ensemble L, alors on a la relation c�M = c0 I1. Le polytope de GTSP (L) est
de pleine dimension, alors c� est le vecteur nul et c0 est �egal �a z�ero. D'apr�es
le lemme 3.2.1, cx � c0 est une in�equation de non n�egativit�e. 2

Les in�equations triviales v�eri�ent �egalement une autre propri�et�e simple
mais fr�equemment utilis�ee dans les d�emonstrations qui suivent.
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Remarque 3.2.2 Soit cx � c0 une in�equation induisant une facette du poly-
tope ITSP (n; p). S'il existe une arête e telle qu'aucune tourn�ee internatio-
nale de I=c n'utilise l'arête e, alors cx � c0 est l'in�equation triviale associ�ee �a
l'arête e. Cette remarque est v�eri��ee pour tout polytope admettant des facettes
induites par les in�equations triviales.

Dans la section 3.3.3, on montrera que, dans le cas de ITSP (n; p), la
propri�et�e d�ecrite dans le th�eor�eme 3.2.5 n'est plus v�eri��ee.

3.2.2.2 In�equations de coupe

Pour un sous-ensemble S de sommets quelconque, l'in�equation 3.2 est
appel�ee in�equation de coupe. Elle est dite in�equation de degr�e, lorsque le
sous-ensemble S se r�eduit �a un seul pays.

x (� (S)) � 2 (3.2)

Soit S un sous-ensemble de sommets. Pour un sommet u, on d�esigne par
Su l'ensemble de sommets de la composante connexe de G [S] ou de G [V n S]
qui contient le sommet u et, pour une arête f = [u; v] appartenant �a � (S),
on note Su;v = Su [ Sv.

Th�eor�eme 3.2.6 l'in�equation 3.2 d�e�nit une facette du polytope P0 (G) si
et seulement si l'ensemble S est valide et pour toute arête f = [u; v] appar-
tenant �a � (S), Su;v contient un ensemble l�egal de sommets.

Preuve : Montrons que la condition est n�ecessaire. D'une part, si l'ensemble
S n'est pas valide, alors il existe un tour international T tel que xT (� (S)) =
0. D'autre part, si � (S) = ffg, avec f = [u; v], alors f est un isthme.
Puisque G est connexe, les graphes G [S] et G [V n S] le sont aussi et, par
cons�equent, Su;v = V . Supposons que j� (S)j � 2 et qu'il existe une arête
f = [u; v] appartenant �a � (S) telle que Su;v ne contient pas un ensemble
l�egal de sommets. L'arête f n'est pas un isthme valide. En e�et, si f est
un isthme valide alors l'in�equation xf � 2 est valide et domine l'in�equation
x (� (S)) � 2. Soit T un tour international tel que xT (� (S)) = 2 et qui utilise
l'arête f . Un tel tour international existe sinon l'in�equation est domin�ee par
l'in�equation triviale xf � 0. Si l'ensemble Su;v ne contient pas d'ensemble
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l�egal et le graphe partiel associ�e au tour international T est connexe, alors
xT (� (Su;v)) � 2. Or � (Su;v) + f � � (S) et xTf � 1, alors xT (� (S)) �
xT (� (Su;v)) + xTf � 3. Ceci contredit l'hypoth�ese que xT (� (S)) = 2.

R�eciproquement, pour toute arête f = [u; v] de � (S), soit xf le vecteur
d'incidence associ�e �a la famille d'arêtes obtenue en consid�erant deux fois
l'arête f et deux fois l'ensemble des arêtes dans G [Su] et G [Sv]. Le vecteur
xf est le vecteur d'incidence d'un tour international puisque Su;v contient un
ensemble l�egal.

D'autre part, pour toute arête i 2 E n � (S), consid�erons le tour interna-
tional xf(i)+2yi, o�u yi est le vecteur unit�e tel que yii = 1 et yij = 0 pour j 6= i
et xf(i) est le vecteur d'incidence du tour international pr�ec�edemment d�e�ni
pour une arête f(i) = [u; v] appartenant �a � (S) telle que les deux extr�emi-

t�es de l'arête i sont dans Su;v. Les jEj tours internationaux
n
xf : f 2 � (S)

o
\
n
xf(i) + 2yi : i 2 E n � (S)

o
sont lin�eairements ind�ependants et saturent

l'in�equation x (� (S)) � 2. 2

Lemme 3.2.2 l'in�equation 3.2 d�e�nit une facette du polytope P0 (n; p) pour
tout sous-ensemble S valide de V .

En e�et, dans le cas d'un graphe multiparti complet Kp
n, Su;v est l'en-

semble des sommets V pour toute arête f = [u; v] appartenant �a � (S).

Dans la section suivante, on introduit la notion d'in�egalit�e triangulaire
serr�ee qui nous permet de distinguer trois classes de facettes du polytope
P0 (n; p).

3.2.2.3 Forme triangulaire serr�ee

Dans [69], Naddef et Rinaldi d�e�nissent la forme triangulaire serr�ee d'une
in�equation pour le cas du GTSP . Ici, on g�en�eralise la d�e�nition pour le cas
du GITSP . On d�e�nit l'in�egalit�e triangulaire classique avant d'introduire la
notion d'in�egalit�e triangulaire serr�ee.

D�e�nition 3.2.2 Une in�equation fx � f0 est dite triangulaire si ses coe�-
cients v�eri�ent l'in�egalit�e triangulaire, i.e. :

(i) f(u; v) � f(u; w) + f(w; v); 8 (u; v; w) 2 V 3; w 6= u 6= v.
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D�e�nition 3.2.3 Soit fx � f0 une in�equation triangulaire dans IRjEj. Pour
tout sommet w de V , on d�e�nit un sous-ensemble d'arêtes non incidentes au
sommet w, not�e �f(w), de la mani�ere suivante :

�f(w) = f[u; v] 2 E : w 6= u; w 6= v; f(u; v) = f(u; w) + f(w; v)g :

D�e�nition 3.2.4 Une in�equation triangulaire fx � f0 valide pour le poly-
tope P0 (n; p) est dite serr�ee si elle v�eri�e la condition suivante :

(ii) �f(W ) 6= ;; 8W 2 W; avec �f (W ) =
S
w2W �f(w).

On dira que l'in�equation fx � f0 est FTS.

Lemme 3.2.3 Si le cocycle d'un pays W dans un tour international T est
sup�erieur �a deux, alors il existe deux arêtes [w; u] et [w; v] appartenant �a T ,
avec w 2 W , tel que T 0 = T�[w; u]�[w; v]+[u; v] est un tour international.

Preuve : Soient T un tour international et W un pays tel que le cocycle
associ�e dans T est strictement sup�erieur �a 2. Supposons qu'il existe un som-
met w 2 W tel que le degr�e de w dans T soit �egal �a deux, alors T 0 =
T � [w; u] � [w; v] + [u; v], avec [w; u] et [w; v] appartenant �a T , est un
tour international.

Si le degr�e de chaque sommet de W est nul ou strictement sup�erieur �a
2, alors on consid�ere l'ensemble S des sommets induit par T et le graphe
G [S] engendr�e par S. Le tour international T est un tour au sens du GTSP
dans le graphe G [S]. Soit w un sommet appartenant �a S \ W , le degr�e
de w dans T est strictement sup�erieur �a 2. Dans le paragraphe 2.1.1.1 du
chapitre pr�ec�edent, nous avons vu qu'il existe deux arêtes [w; u] et [w; v]
appartenant �a T telles que T 0 = T � [w; u]� [w; v]+ [u; v] soit un tour dans
G [S]. Le tour T 0 est un tour international dans G. 2

Une cons�equence de ce lemme est que le GITSP admet une tourn�ee inter-
nationale comme solution optimale lorsque la fonction coût p est triangulaire.
Aussi, il permet d'�etablir le th�eor�eme suivant qui donne le r�esultat principal
sur la structure faciale du polytope P0 (n; p).

Th�eor�eme 3.2.7 Une in�equation cx � c0 induisant une facette du poly�edre
P0 (n; p) appartient �a l'une des trois classes suivantes :

(a) in�equations triviales xe � 0, pour toute arête e 2 E ;
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(b) in�equations de degr�e x(�(W )) � 2, pour tout pays W 2 W ;

(c) in�equations FTS.

Preuve : Soit cx � c0 une in�equation induisant une facette du poly�edre
P0 (n; p). Supposons qu'elle n'est pas triangulaire, alors il existe trois som-
mets u; v et w, appartenant a des pays deux �a deux disjoints, tels que
c(u; v) > c(u; w)+c(w; v). Soit T une tour international appartenant �a T =

c et
qui utilise l'arête [u; v]. Le tour international T 0 = T�[u; v]+[u; w]+[w; v]
est tel que cxT

0

< c0. Ceci contredit l'hypoth�ese que cx � c0 est une in�equa-
tion valide, alors il n'existe pas de tour international qui appartient �a T =

c

et qui utilise l'arête [u; v]. L'in�equation cx � c0 est l'in�equation triviale
xu;v � 0.

Supposons que cx � c0 est une in�equation triangulaire qui n'est pas serr�ee.
SoientW un pays tel que �c(W ) = ; et T un tour international appartenant �a
T =
c tel que le cocycle de W dans T soit strictement sup�erieur �a deux. D'apr�es

le lemme pr�ec�edent, il existe un sommet w appartenant �a W et deux arêtes
[w; u] et [w; v] appartenant �a T tels que T 0 = T�[w; u]�[w; v]+[u; v] soit
un tour international. On a que cxT

0

= c0 + (c(u; v)� c(u; w)� c(w; v)).
L'ensemble �c(W ) est vide, alors cxT

0

< c0. Ceci contredit l'hypoth�ese que
cx � c0 est une in�equation valide, alors il n'existe pas de tour international
appartenant �a T =

c tel que le cocycle du pays W soit strictement sup�erieur �a
2. L'in�equation cx � c0 est l'in�equation de degr�e x (� (W )) � 2. 2

Ainsi, toutes les in�equations qui induisent des facettes du polytope P0 (n; p)
di��erentes de celles induites par les in�equations triviales ou les in�equations
de degr�e sont des in�equations FTS. Dans la section suivante, r�eserv�ee �a
l'�etude du polytope ITSP (n; p), on �etudiera la relation qui existe entre les
structures faciales des polytopes P0 (n; p) et ITSP (n; p).

3.3 Le polytope ITSP(n, p)

Le principal objectif de cette section consiste �a obtenir une description
lin�eaire partielle du polytope ITSP (n; p) en in�equations induisant des fa-
cettes. La dimension du polytope ITSP (G) n'est pas connue dans la cas
d'un graphe multiparti G quelconque. Dans la section 3.3.2, on �etudie la
dimension du polytope ITSP (n; p) et, dans la section 3.3.4, on d�etermine
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certaines propri�et�es de la structure faciale de ITSP (n; p) en �etudiant la
relation qui existe entre le polytope ITSP (n; p) et le polytope de pleine
dimension P0 (n; p).

Apr�es l'�etude des in�egalit�es de non n�egativit�e et leurs propri�et�es dans
la section 3.3.3, on distinguera deux classes de facettes de ITSP (n; p) : les
facettes r�eguli�eres et les facettes non r�eguli�eres. Dans la section 3.3.5, on
montre qu'�a chaque facette r�eguli�ere est associ�ee une facette de TSP (p) et,
dans la section 3.3.6, on pr�esente des facettes non r�eguli�eres g�en�eralisant
certaines facettes r�eguli�eres. Avant de conclure la section, on donne deux r�e-
sultats d�ecrivant deux op�erations sur les in�egalit�es qui permettent d'obtenir
des in�equations induisant des facettes de ITSP (n+ 1; p) �a partir d'in�equa-
tions induisant des facettes de ITSP (n; p). Pour simpli�er les �enonc�es des
r�esultats qui suivent, on supposera que le nombre de pays p est sup�erieur ou
�egal �a 5.

Avant d'�etudier la dimension du polytope ITSP (n; p), on d�ecrira, dans
la section qui suit, une mani�ere qui permet de g�en�erer un ensemble de tour-
n�ees a�nements ind�ependantes, et qu'on utilisera dans la preuve de nom-
breux r�esultats.

3.3.1 Ensemble (W,u)-maximal

Dans la suite de ce chapitre, il sera souvent question d'exhiber un certain
nombre de tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes qui v�eri�ent
une certaine propri�et�e. Si on consid�ere l'union de deux ensembles disjoints de
tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes, on n'obtient pas n�eces-
sairement un ensemble a�nement ind�ependant. Dans ce qui suit, on d�e�nit
la notion d'ensemble de tourn�ees internationales (W;u)-maximal qui permet,
sous certaines conditions, d'obtenir une union a�nement ind�ependante.

Soient W un pays et u un sommet appartenant �a un pays di��erent de W .
On suppose que les pays sont index�es par l'ensemble f1; : : : ; pg et que le
pays W est W1 et que u appartient au pays Wp. On suppose �egalement que
les sommets sont index�es par l'ensemble f1; : : : ; ng tels que deux sommets
quelconques vi et vj appartenant respectivement aux pays Wl et Wk v�eri�ent
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la propri�et�e [l < k) i < j] et on note nk l'indice le plus �elev�e des sommets du
pays Wk, pour k = 1; : : : ; p. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que
le sommet u est le sommet vn. Dans ces conditions, on d�e�nit un ensemble
de tourn�ees internationales, not�e SW;u, dans les trois points suivants :

(i) T1;i une tourn�ee internationale qui utilise les arêtes [u; v1] et [u; vi],
pour i = n1 + 1; : : : ; np�1;

(ii) Ti;n1+1 une tourn�ee internationale qui utilise les arêtes [u; vn1+1] et
[u; vi], pour i = 2; : : : ; n1;

(iii) Tn2;n3 une tourn�ee internationale qui utilise les arêtes [u; vn2 ] et [u; vn3].

Le graphe est multiparti complet, alors un ensemble SW;u existe et il est
appel�e (W;u)-maximal. Sa cardinalit�e est �egale au nombre d'arêtes incidentes
au sommet u. On notera qu'�a l'exception de la tourn�ee internationale Tn2;n3,
toutes les tourn�ees internationales d'un ensemble (W;u)-maximal utilisent
une arête [u; w], avec w un sommet de W . Le lemme suivant montre qu'un
ensemble (W;u)-maximal est lin�eairement ind�ependant.

Lemme 3.3.1 Soient W un pays et u un sommet n'appartenant pas �a W . Un
ensemble (W;u)-maximal SW;u des tourn�ees internationales est un ensemble
lin�eairement ind�ependant.

Preuve : les tourn�ees internationales T1;n2 , T1;n3 et Tn2;n3 sont lin�eairement
ind�ependantes (voir �gure 3.2). Soit T une tourn�ee internationale de SW;u

di��erente des trois pr�ec�edentes. Il existe une arête incidente au sommet u
telle que T est la seule tourn�ee internationale de SW;u �a l'utiliser. Ainsi,
l'ensemble SW;u est lin�eairement ind�ependant. 2

Dans le lemme suivant, on montre que l'union d'un ensemble (W;u)-
maximal et d'un ensemble de tourn�ees internationales a�nements ind�epen-
dantes qui n'utilise pas le sommet u est un ensemble a�nement ind�ependant.

Lemme 3.3.2 Soient W un pays et u un sommet appartenant �a un pays
non d�eg�en�er�e di��erent de W . Si SW;u est un ensemble (W;u)-maximal de
tourn�ees internationales et S est un ensemble de tourn�ees internationales
a�nements ind�ependantes qui n'utilisent pas le sommet u, alors l'ensemble
SW;u [ S est a�nement ind�ependant.



80 �Etude Poly�edrale

v

u

T
T

1,n

1,n

3

32

2

T

n  ,n

n2 n3
v1v

Fig. 3.2 { Trois tourn�ees internationales lin�eairement ind�ependantes.

Preuve : Soient SW;u un ensemble (W;u)-maximal et S est un ensemble a�-
nement ind�ependant de tourn�ees internationales qui n'utilisent pas le sommet
u. On note c1 et c2 les cardinalit�es respectives de S et SW;u et c = c1 + c2.
Soit M la matrice de m lignes et de c colonnes dont les lignes repr�esentent
l'ensemble des arêtes et les colonnes repr�esentent les tourn�ees internationales
de S [SW;u. On supposera que les c1 premi�eres colonnes repr�esentent les vec-
teurs d'incidence des �el�ements de S et les c2 derni�eres colonnes repr�esentent
les vecteurs d'incidence des �el�ements de SW;u, et que les j� (fug)j premi�eres
lignes repr�esentent les arêtes incidentes au sommet u. La matrice M est de
la forme :  

0 A
B C

!

avec A une sous-matrice carr�ee d'ordre c2. L'ensemble des colonnes de la
sous-matrice B est a�nement ind�ependant et, d'apr�es le lemme 3.3.1, la
sous-matrice A est de plein rang, alors l'ensemble des colonnes de la matrice
M est a�nement ind�ependant. 2

3.3.2 Dimension du polytope ITSP(n, p)

Dans une tourn�ee internationale, chaque pays �a un degr�e �egal �a deux.
Ainsi, le polytope ITSP (n; p) est contenu dans l'intersection des hyperplans
associ�es aux �equations de degr�e. Le rang de la matrice A? permet de borner
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sup�erieurement la dimension du polytope ITSP (n; p).

Proposition 3.3.1 Le rang de la matrice d'incidence pays-arête A� est �egal
�a p.

La matrice A? peut être obtenue en consid�erant la matrice d'incidence
sommet-arête du graphe Kp �a laquelle on d�edouble un certain nombre de fois
certaines colonnes. Cette op�eration donne une matrice de rang �egal �a celui
de la matrice initiale. Ainsi, le rang de la matrice A? est �egal �a celui de la
matrice d'incidence sommet-arête du graphe Kp, donc �a p.

Th�eor�eme 3.3.1 dim (ITSP (n; p)) = m� p:

Preuve : La dimension de l'ensemble P =
n
x 2 IRjEj : A?x = 2 I1

o
est

�egale �a m � p puisque le rang de la matrice A? est �egal �a p. Le polytope
ITSP (n; p) est contenu dans l'ensemble P ; sa dimension est inf�erieure ou
�egale �a m � p. On montre l'in�equation dans l'autre sens par induction sur
le nombre n des sommets du graphe avec un nombre �x�e de pays. Si n = p,
alors le polytope ITSP (n; p) est TSP (p). Dans ce cas, la dimension est
connue. Supposons que l'in�equation est v�eri��ee pour n� 1 sommets et mon-
trons qu'elle l'est �egalement pour n sommets, avec n > p. Soient u un sommet
du graphe Kp

n appartenant �a un pays non d�eg�en�er�e Wu et SW;u un ensemble
(W;u)-maximal de tourn�ees internationales associ�e au sommet u et �a un pays
W di��erent de Wu. Le sous-graphe de Kp

n induit par l'ensemble V n fug est
le graphe Kp

n�1. Par hypoth�ese de r�ecurrence, il existe un ensemble S de
m� j� (u)j � p + 1 tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes dans
le graphe Kp

n et non incidentes au sommet u. D'apr�es le lemme 3.3.2, l'en-
semble SW;u[S repr�esente un ensemble de m�p+1 tourn�ees internationales
a�nements ind�ependantes de Kp

n. 2

Une autre mani�ere de d�emontrer ce r�esultat consisterait �a montrer que les
contraintes de degr�e sont les seules �equations satisfaites par tous les points
du polytope ITSP (n; p).

Ainsi, le polytope ITSP (n; p) n'est pas de pleine dimension. Plusieurs
in�equations di��erentes induisent la même facette ; ce qui explique une certaine
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di�cult�e dans l'�etude de sa structure faciale. Avant de commencer cette
�etude, on d�e�nit la propri�et�e forte d'une facette.

D�e�nition 3.3.1 Une facette du polytope ITSP (n; p) est dite forte si elle
est induite par une in�equation cx � c0 telle que, pour tout ensemble l�egal L la
restriction c?x � c0 de cx � c0 �a l'ensemble L induit une face F de TSP (p)
maximale ou non propre ; i.e. F est une facette du polytope TSP (p) ou F
est le polytope TSP (p).

Dans la suite, on �etudie les in�equations de non n�egativit�e et les propri�et�es
que v�eri�ent les facettes qu'elles induisent.

3.3.3 Facettes triviales

Th�eor�eme 3.3.2 Les in�equations xe � 0, pour e 2 E, induisent des facettes
du polytope ITSP (n; p).

Preuve : Soit e = [u; v] une arête quelconque de E. L'in�equation xe � 0 est
valide pour le polytope ITSP (n; p). Supposons qu'une in�equation cx � c0
valide pour ITSP (n; p) domine l'in�equation xe � 0, alors il existe une
tourn�ee internationale T0 qui utilise l'arête e telle que cxT0 = c0. Soit L0

l'ensemble l�egal engendr�e par T0. L'in�equation xe � 0 induit une facette du
polytope TSP (G [L0]) = TSP (p). Soit c?x � c0 la restriction de cx � c0 �a
l'ensemble L0. La tourn�ee internationale T0 sature c?x � c0 ainsi que toute
tourn�ee internationale de IL0

qui n'utilisent pas l'arête e. Pour que xe � 0
soit domin�ee par cx � c0 et, ainsi, aboutir �a une contradiction, il su�t de
montrer que c?x � c0 induit une face propre de TSP (p). Soit T1 une tourn�ee
internationale qui ne sature pas cx � c0 telle que jL0 \ L1j est maximum,
avec L1 l'ensemble l�egal engendr�e par T1. Supposons que L1 est di��erent de

L0. Soit w1 2 L1 n L0. On note W le pays qui contient w1 et w0 = L0 \W .
Soient w0 et w00 les sommets adjacents �a w1 dans T1. L'arête e appartient �a
T1 ; sinon T1 sature xe � 0 et, par cons�equent, T1 sature cx � c0. De plus, le
sommet w1 n'est pas une extr�emit�e de l'arête e puisqu'elle est utilis�ee par T0
et T1.

Par ailleurs, soient T 0 une tourn�ee internationale appartenant �a IL1
telle

que les arêtes [w1; w
0] et [w1; w

00] appartiennent �a T 0 et l'arête e n'appartient
pas �a T 0 et T 00 = T 0 � [w1; w

0]� [w1; w
00] + [w0; w

0] + [w0; w
00]. Les tourn�ees
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internationales T 0 et T 00 saturent l'in�equation cx � c0 puisqu'elles n'utilisent
pas l'arête e, alors c ([w1; w

0]) + c ([w1; w
00]) = c ([w0; w

0]) + c ([w0; w
00]).

Soit la tourn�ee internationale T2 = T1 � [w1; w
0]� [w1; w

00] + [w0; w
0] +

[w0; w
00]. La tourn�ee internationale T2 ne sature pas l'in�equation cx � c0

puisque cxT2 = cxT1 . Si L2 est l'ensemble l�egal induit par T2, on a jL0 \ L2j =
jL0 \ L1j + 1. Ceci contredit l'hypoth�ese que jL0 \ L1j est maximum, alors
L0 = L1 et l'in�equation c?x � c0 induit une face propre de TSP (p). 2

On appellera in�equations triviales les in�equations de non n�egativit�e et
facettes triviales les facettes qu'elles induisent. Les facettes triviales v�eri�ent
la propri�et�e des facettes fortes.

On pourrait d�evelopper une autre d�emonstration, plus directe, qui n'uti-
lise pas le fait que les in�equations triviales induisent des facettes du polytope
du TSP . La d�emonstration serait similaire �a celle donn�ee par Gr�otschel et
Padberg [47] pour montrer que les in�equations triviales induisent des facettes
du polytope du TSP .

u
u

W
2

1

2 W

W3u
3u

4

W4

S

1

∗

uW pp

Fig. 3.3 {

On peut penser que les in�equations triviales sont les seules �a v�eri�er la pro-
pri�et�e du th�eor�eme 3.2.5 comme c'est le cas pour le polytope P0 (n; p). Mal-
heureusement, la r�eponse est n�egative. En e�et, soit L = fu1; u2; u3; : : : ; upg
un ensemble l�egal, avec ui 2 Wi, pour i = 1; : : : ; p, et supposons que jW1j �
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2. L'in�equation x (� (S?)) � 2 associ�ee �a l'ensemble S? = L n fu2; u3g [W2

(voir �gure 3.3) est valide pour le polytope ITSP (n; p). De plus, toutes les
tourn�ees internationales appartenant �a IL saturent x (� (S?)) � 2. On mon-
trera dans la section 3.3.6.1 que l'in�equation de coupe x (� (S?)) � 2 induit
une facette du polytope ITSP (n; p).

3.3.4 Relation avec le poly�edre graphique

Le polytope ITSP (n; p) n'est pas de pleine dimension ; des in�equations
di��erentes peuvent induire une même facette. Soit cx � c0 une in�equation
induisant une facette F du polytope ITSP (n; p), toutes les in�equations
fx � f0 qui induisent la même facette F , i.e. �equivalentes �a cx � c0, sont
donn�ees par les relations f = �A? + kc et f0 = 2�I1 + kc0, avec A

? la matrice
d'incidence sommet-pays, � un vecteur ligne de IRp et k un r�eel.

�Etant donn�ee une facette F d'un polytope qui n'est pas de pleine dimen-
sion, une question que l'on peut se poser est la suivante : quelle in�equation
(ou forme d'in�equation) induisant la facette F faut-il consid�erer? Souvent, le
choix d'une forme d'in�equation est �etroitement associ�e �a une relaxation du
polytope consid�er�e.

Une forme particuli�ere d'in�equation peut être �egalement utilis�ee comme
un standard d'�ecriture lorsqu'elle est unique. Dans ce cas, deux in�equations
induisant des facettes d'un polytope sont �equivalentes si les �ecritures stan-
dards des deux in�equations sont identiques modulo une multiplication des
deux membres des in�equations par un scalaire positif.

Pour le cas du TSP , de nombreux r�esultats ont �et�e �etablis en consid�e-
rant des formes particuli�eres d'in�equations induisant des facettes. Les formes
d'in�equations les plus connues sont la forme triangulaire serr�ee [69] et la
forme normale [81] associ�ees respectivement �a la relaxation graphique et �a la
monotonisation du polytope du TSP .

Dans ce qui suit, on s'int�eresse �a la forme triangulaire serr�ee des in�equa-
tions induisant des facettes du polytope ITSP (n; p) et la relation qui existe
entre celui-ci et le polytope P0 (n; p).
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3.3.4.1 Forme triangulaire serr�ee

Le r�esultat suivant sugg�ere une proc�edure pour obtenir la forme triangu-
laire serr�ee d'une in�equation induisant une facette de ITSP (n; p).

Th�eor�eme 3.3.3 Soit cx � c0 une in�equation induisant une facette du po-
lytope ITSP (n; p). Une in�equation fx � f0 �equivalente �a cx � c0 est FTS
si et seulement si f = �A? + kc et f0 = 2�I1+ kc0, o�u k est un r�eel positif et
� un vecteur de IRp tel que, pour un pays Wu, on a :

�Wu =
k

2
( max fc (v; w)� c (u; v)� c (u; w)g) ; (3.3)

pour u, v et w des sommets appartenant respectivement aux pays Wu; Wv et
Ww deux �a deux di��erents.

Preuve : L'in�equation fx � f0 est FTS si � et k v�eri�ent la condition suf-
�sante 3.3. Supposons que fx � f0 est une in�equation FTS. Les in�equations
fx � f0 et cx � c0 sont �equivalentes, alors il existe un vecteur � 2 IRp et
un r�eel k tels que f = �A? + kc et f0 = 2�I1 + kc0. L'in�equation fx � f0 est
triangulaire, alors pour tous sommets u, v et w appartenant respectivement
�a des pays Wu; Wv et Ww deux �a deux di��erents, on a :

f (u; v) � f (u; w) + f (v; w) ;

et en rempla�cant les composantes de f par leurs valeurs dans la relation
f = �A? + kc, on obtient :

�Wu �
k

2
(c (v; w)� c (u; v)� c (u; w)) :

L'in�equation fx � f0 est triangulaire serr�ee, alors, pour tout pays Wu, la
relation pr�ec�edente est v�eri��ee avec �egalit�e pour au moins un triplet (u; v; w)
de sommets appartenant respectivement au pays Wu et �a des pays Wv et Ww

deux �a deux di��erents. 2

Ainsi, pour trouver l'�ecriture FTS d'une in�equation induisant une facette
du polytope ITSP (n; p), il su�t de �xer la constante k, par exemple �a 1,
puis calculer le vecteur � en utilisant la relation 3.3. La complexit�e d'une
telle proc�edure est O (n3).
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3.3.4.2 Relation avec P0 (n; p)

Th�eor�eme 3.3.4 Soit cx � c0 une in�equation FTS. Si cx � c0 induit une
facette non triviale de ITSP (n; p), alors elle induit �egalement une facette
de P0 (n; p).

Preuve : Si n = p, le polytope ITSP (n; p) est exactement le polytope
TSP (n). Dans ce cas, Naddef et Rinaldi [69] ont montr�e que le r�esultat est
vrai.

Supposons que n > p. Soit I 0 un ensemble de jEj � p tourn�ees inter-
nationales lin�eairements ind�ependantes appartenant �a I=c . On construit un
ensemble T 0 de p tours internationaux de la mani�ere suivante. Pour chaque
pays Wi, i = 1; : : : ; p, consid�erons une arête e = [u; v] 2 �c (Wi). On
note w un sommet de Wi tel que c ([u; v]) = c ([u; w]) + c ([v; w]). Soit Ie
une tourn�ee internationale appartenant �a I=c qui utilise l'arête e ; une telle
tourn�ee existe sinon l'in�equation cx � c0 est l'in�equation triviale associ�ee �a
l'arête e. On d�e�nit le tour international Ti = Ie� [u; v]+[u; w]+[v; w]. On
a cxTi = cxIe, alors Ti appartient �a T =

c . L'ensemble I 0 [ T 0 est un ensemble
de jEj tours internationaux lin�eairements ind�ependants. En e�et, supposons
qu'un tour international de I 0 [ T 0 soit une combinaison lin�eaire des autres
tours internationaux de I 0 [ T 0. Deux cas peuvent se pr�esenter ;

1 er cas : un tour international de T 0, disons T1, est une combinaison
lin�eaire des autres �el�ements de I 0 et T 0 ; i.e

T1 =
jEj�pX
i=1

�iIi +
pX

j=2

�jTj; (3.4)

avec �i et �j des r�eels pour i = 1; : : : ; jEj � p et j = 2; : : : ; p.

En additionnant les lignes associ�ees aux arêtes incidentes au pays W1

dans la relation 3.4, on obtient la relation

jEj�pX
i=1

�i +
pX

j=2

�j = 2: (3.5)

Si on e�ectue la même op�eration en consid�erant un pays Wk di��erent
de W1, on obtient la relation

jEj�pX
i=1

�i +
pX

j=2

�j + �k = 1; pour k = 2; : : : ; p: (3.6)
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En soustrayant membre �a membre les relations 3.5 et 3.6, on trouve
que, pour k = 2; : : : ; p, �k = �1 et, par cons�equent,

pX
k=2

�k = �p+ 1:

Si on additionne toutes les lignes dans la relation 3.4, on obtient la
relation

n+ 1 = n

0
@jEj�pX

i=1

�i +
pX

j=2

�j

1
A+

pX
j=2

�j

Or
jEj�pX
i=1

�i +
pX

j=2

�j = 2 et
pX

j=2

�j = �p + 1, ce qui nous donne n = p.

Ceci contredit l'hypoth�ese initiale que n > p.

2 �eme cas : une tourn�ee internationale de I 0 est une combinaison
lin�eaire des autres �el�ements de I 0 et T 0. Par hypoth�ese, I 0 est un en-
semble de tourn�ees internationales lin�eairements ind�ependantes, alors
au moins un �el�ement de T 0 a un coe�cient non nul dans cette combi-
naison lin�eaire. Ceci nous ram�ene au premier cas.

L'ensemble I 0[T 0 est un sous-ensemble de T =
c de jEj tours internationaux

lin�eairements ind�ependants. La face induite par l'in�equation cx � c0 est de
dimension jEj � 1; l'in�equation cx � c0 induit une facette de P0 (n; p). 2

Cette derni�ere preuve montre �egalement que l'�ecriture FTS d'une in�equa-
tion induisant une facette du ITSP (n; p) est unique. Ainsi, �etant donn�es
deux in�equations induisant des facettes du polytope ITSP (n; p), on peut
v�eri�er en O (n3) si elles sont �equivalentes ou non.

Dans le cas du TSP , on peut, �evidemment, r�esoudre le probl�eme de la
même mani�ere en O (n3). Queyranne et Wang [81] am�eliorent la complexit�e
du probl�eme en consid�erant la forme normale comme �ecriture standard des
in�equations ; ils proposent une proc�edure en O (m).
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Dans le cas du ITSP , la d�e�nition de la forme normale d'une in�equation
est la suivante.

D�e�nition 3.3.2 Une in�equation cx � c0 induisant une facette du polytope
ITSP (n; p) est dite sous forme normale par rapport �a un sommet h appar-
tenant �a un pays Wh, ou sous forme h-normale, si elle v�eri�e les conditions
suivantes :

(i) ce = 0 pour toute arête e 2 � (fhg) ;

(ii) c � 0 et il existe une arête e 2 E (V n fhg) telle que ce = 0;

(iii) min fce > 0 : e 2 E (V )g = 1.

�Etant donn�es une facette F de ITSP (n; p) et un sommet h, une in�egalit�e
sous forme h-normale unique induit la facette F . La proc�edure en O (m)
d�ecrite par Queyranne et Wang, dans [81], pour trouver l'�ecriture h-normale
reste valide pour le cas du ITSP .

Le r�esultat suivant constitue la g�en�eralisation pour le cas du ITSP de la
relation fondamentale qui existe entre les polytopes du TSP et du GTSP .

Th�eor�eme 3.3.5 Toute facette non triviale de ITSP (n; p) est contenue
dans exactement p + 1 facettes de P0 (n; p) dont p facettes sont les facettes
induites par les in�equations de degr�e.

Preuve : Soit F une facette non triviale du polytope ITSP (n; p). La facette
F est contenue dans chacune des p facettes du polytope P0 (n; p) induites
par les in�equations de degr�e. Soit fx � f0 l'in�equation FTS unique qui
induit la facette F . D'apr�es le th�eor�eme 3.3.4, l'in�equation fx � f0 induit
une facette du polytope P0 (n; p) qu'on notera F1. La facette F est contenue
dans F1. Supposons qu'une facette F2 de P0 (n; p) di��erente de F1 et des
facettes induites par les in�equations de degr�e contient F . La facette F2 est
induite par une in�equation FTS gx � g0 di��erente de fx � f0. Les deux
in�equations fx � f0 et gx � g0 sont FTS et induisent la même facette
F de ITSP (n; p). Ceci contredit le fait qu'une facette de ITSP (n; p) est
induite par une in�equation FTS unique modulo une multiplication des deux
membres de l'in�equation par un scalaire positif. 2
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Dans la suite, on s'int�eressera aux facettes non triviales du polytope
ITSP (n; p). Chacune des ces facettes peut être induite par une in�equa-
tion FTS. On distinguera deux classes de facettes : les facettes r�eguli�eres et
les facettes non r�eguli�eres.

3.3.5 Facettes r�eguli�eres

Une in�equation cx � c0 est dite r�eguli�ere si, pour toute paire de pays
distincts Wi et Wj, les coe�cients des arêtes de (Wi : Wj) sont �egaux.

Une facette est dite r�eguli�ere si elle est induite par une in�equation r�egu-
li�ere. De plus, toutes les in�equations qui induisent une facette r�eguli�ere sont
r�eguli�eres.

Cette classe de facettes est �etroitement li�ee �a la structure faciale du po-
lytope du TSP . Avant de pr�esenter cette relation, on �etudie les conditions
dans lesquelles l'in�equation

X
u2Wu

X
v2Wv

xu;v � 1 (3.7)

induit une facette de ITSP (n; p), pour Wu et Wv deux pays distincts.

Th�eor�eme 3.3.6 Soient Wu et Wv deux pays di��erents. L'in�equation 3.7
induit une facette du polytope ITSP (n; p) si et seulement si Wu et Wv sont
deux pays d�eg�en�er�es.

Preuve : Supposons qu'un des deux pays soit non d�eg�en�er�e, disons Wv,
alors l'in�equation x (�(Wu [ fvg)) � 2, avec v 2 Wv, est valide pour le poly-
tope ITSP (n; p) et elle domine l'in�equation 3.7.

R�eciproquement, on montre la propri�et�e par induction sur le nombre de
sommets avec un nombre �x�e de pays. Soit Kp

n un graphe multiparti com-
plet. Si n = p, alors les polytopes ITSP (n; p) et TSP (p) sont identiques.
Dans ce cas, Gr�otschel et Padberg [47] ont montr�e que l'in�equation 3.7 induit
une facette du polytope TSP (p), et par cons�equent une facette du polytope
ITSP (n; p). Supposons que n > p. Soient un pays non d�eg�en�er�e, disons
Wp, et w un sommet appartenant �a Wp. Le sous-graphe de Kp

n induit par
l'ensemble V nfwg est le graphe Kp

n�1. Par hypoth�ese de r�ecurrence, il existe
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un ensemble S de m� j� (w)j � p tourn�ees internationales a�nements ind�e-
pendantes dans le graphe Kp

n et non incidentes au sommet u qui saturent
l'in�equation 3.7. Soit SW;w un ensemble (W;w)-maximal de tourn�ees interna-
tionales associ�e au sommet w et �a un pays W di��erent de Wp, Wu et Wv. Si
on suppose queW ,Wu etWv sont respectivementW1,Wp�2 etWp�1, alors on
peut choisir l'ensemble SW;w de mani�ere �a ce que tous ses �el�ements saturent
l'in�equation 3.7. D'apr�es le lemme 3.3.2, l'ensemble SW;w [ S repr�esente un
ensemble de m�p tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes de Kp

n.
De plus, les tourn�ees internationales de SW;w[S saturent l'in�equation 3.7. 2

L'in�equation 3.7 est �equivalente �a l'in�equation x (�(S)) � 2, avec S =
Wu [ Wv. Elle constitue la seule exception du r�esultat suivant donnant la
relation principale qui existe entre les polytopes ITSP (n; p) et TSP (p).

Th�eor�eme 3.3.7 Soient cx � c0 une in�equation r�eguli�ere valide pour le
polytope ITSP (n; p) qui n'est pas �equivalente �a l'in�equation 3.7 et c?y � c0
la restriction de cx � c0 �a un ensemble l�egal.

L'in�equation cx � c0 induit une facette du polytope ITSP (n; p) si et
seulement si c?y � c0 induit une facette non triviale du polytope TSP (p).

Preuve : Si l'in�equation cx � c0 induit une facette de ITSP (n; p), alors
la restriction c?y � c0 de cx � c0 �a un ensemble l�egal induit �egalement une
facette du polytope TSP (p).

R�eciproquement, supposons que l'in�equation cx � c0 n'induit pas une
facette de ITSP (n; p), alors il existe une in�equation bx � b0 valide et propre
pour le polytope ITSP (n; p) qui domine cx � c0. L'in�equation bx � b0
n'est pas n�ecessairement r�eguli�ere. Soit T0 une tourn�ee internationale telle
que bxT0 = b0 et cxT0 > c0. L'in�equation c?y � c0 est la restriction de

cx � c0 �a l'ensemble l�egal LT0 induit par T0. Soit b
?y � b0 la restriction

de l'in�equation bx � b0 �a l'ensemble LT0 . L'in�equation b?y � b0 est valide
pour le polytope TSP (p). Toute tourn�ee internationale appartenant �a ILT0
qui sature c?y � c0 sature �egalement b?y � b0 et, de plus, b?yT0 = b0 et
c?yT0 > c0. Il su�t de montrer que b?y � b0 est propre pour qu'elle domine
c?y � c0 et, ainsi, aboutir �a une contradiction. Supposons que b?y � b0 n'est
pas une in�equation propre ; i.e. b?yT = b0, pour toute tourn�ee internationale
T appartenant �a ILT0 . Alors il existe un vecteur � 2 IRp tel que b?i;j = �i+�j
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et b0 = 2
pX

i=1

�i (combinaison lin�eaire des �equations de degr�e). Sans perte de

g�en�eralit�e, on peut supposer que � est le vecteur nul, ce qui annule b0 et
toutes les composantes du vecteur b?.

w’

w

u v

bw,u

0 0

00

0 0

bw,v

Fig. 3.4 {

Soit e = [w; u] une arête quelconque telle que w 62 LT0 et u 2 LT0 . On note
w0 le sommet de LT0 appartenant au même pays que celui de w. L'in�equation
c?y � c0 n'est pas triviale, alors il existe une tourn�ee internationale Te qui
utilise l'arête e telle que cxTe = c0. L'in�equation cx � c0 est r�eguli�ere alors on
peut supposer que l'ensemble l�egal LTe induit par la tourn�ee internationale
Te est �egal �a LT0 n fw0g [ fwg. Soit v le voisin de w dans Te di��erent de
u. La tourn�ee internationale Te sature �egalement l'in�equation bx � b0, alors
bw; v = �bw; u. Soit f = [w; z] une arête quelconque avec z 2 LTe n fu; vg.
On a que bw;z � 0 puisque bw;z + bw;u � 0 et bw;z � bw;u � 0. Soit T u

f une

tourn�ee internationale telle que l'ensemble l�egal correspondant LTu
f est �egal

�a LTe , cxT
u
f = c0 et T u

f utilisent les deux arêtes e = [w; u] et f = [w; z].
Une telle tourn�ee internationale existe sinon l'in�equation xe + xf � 1 valide
pour TSP (p) domine l'in�equation c?y � c0. La tourn�ee internationale T u

f

sature �egalement l'in�egalit�e bx � b0, alors on a bw;u = bw;z. De la même
mani�ere, on consid�ere une tourn�ee internationale T v

f telle que l'ensemble l�egal

correspondant LT v
f est �egal �a LTe , cxT

v
f = c0 et T v

f utilisent les deux arêtes
[w; u] et f = [w; z]. La tourn�ee internationale T v

f sature �egalement l'in�egalit�e
bx � b0, alors on a bw;z = bw;v = �bw;u. Par cons�equent, les coe�cients bw;u,
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bw;v et bw;z sont nuls. En conclusion, l'ensemble des arêtes ayant une extr�emit�e
dans LT0 et l'autre extr�emit�e �a l'ext�erieur de LT0 ont des coe�cients nuls dans
l'in�equation bx � b0.

Consid�erons une arête quelconque e = [w1; w2] telle que w1 et w2 n'appar-
tiennent pas �a LT0 . On notera w0

1 et w
0
2 les sommets de LT0 qui appartiennent

respectivement au pays de w1 et au pays de w2. Soit Te une tourn�ee interna-
tionale telle que bxTe = b0, e 2 Te et L

Te = LT0 n fw0
1; w0

2g [ fw1; w2g. Les
arêtes de Te, di��erentes de l'arête e, ont un coe�cient nul dans l'in�equation
bx � b0, alors le coe�cient be = 0.

Ainsi, le vecteur b est le vecteur nul et, par cons�equent, bx � b0 est une
in�equation valide et non propre de ITSP (n; p). Ceci contredit l'hypoth�ese
que bx � b0 est une in�equation valide et propre de ITSP (n; p). L'in�equation
b?y � b0 est valide et propre de TSP (n). 2

Ainsi, toute in�equation r�eguli�ere cx � c0 induisant une facette du po-
lytope ITSP (n; p) correspond �a une in�equation induisant une facette de
TSP (p) et d�etermin�ee par la restriction de cx � c0 �a un ensemble l�egal.
Les facettes r�eguli�eres sont des facettes fortes. L'�etude de la classe des fa-
cettes r�eguli�eres du polytope ITSP (n; p) se ram�ene �a l'�etude du polytope
TSP (p). Tous les r�esultats connus sur la description lin�eaire du polytope du
TSP sont valides pour le polytope du ITSP .

Dans la section 3.3.6, on pr�esentera des in�equations non r�eguli�eres in-
duisant des facettes de ITSP (n; p) qui g�en�eralisent certaines in�equations
connues induisant des facettes du polytope du TSP ou, d'une certaine ma-
ni�ere, des facettes r�eguli�eres du polytope ITSP (n; p). Un �etat de l'art de
la description lin�eaire du polytope du TSP en in�equations induisant des fa-
cettes connues est dress�e par Naddef dans [67]. Dans ce qui suit, on citera les
principales in�equations connues induisant des facettes du polytope TSP (n).

3.3.5.1 Les in�equations d'�elimination de sous-tours

Gr�otschel et Padberg [48] ont montr�e que l'in�equation 3.8 induit une
facette du polytope TSP (n) pour 2 � jSj � n� 2 et n � 4.

x(�(S)) � 2: (3.8)
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L'in�equation 3.8 est appel�ee in�equation d'�elimination de sous-tour ou in-
�equation de coupe.

3.3.5.2 Les in�equations de peignes

Soient H et Ti, pour i = 1; : : : ; t, des sous-ensembles de sommets. On
notera T = fT1; : : : ; Ttg et on appellera le sous-ensemble H un manche
et un �el�ement de T une dent. Gr�otschel et Padberg [48] ont montr�e que
l'in�equation

x(�(H)) +
tX

i=1

x(�(Ti)) � 3t + 1 (3.9)

induit une facette du polytope TSP (n), pour n � 6, si les conditions sui-
vantes sont satisfaites :

(a) jTi \Hj � 1, pour i = 1; : : : ; t ;

(b) jTi nHj � 1, pour i = 1; : : : ; t ;

(c) Ti \ Tj = ;, pour 1 � i < j � t ;

(d) t � 3 et impair.

Le couple (H; T ) est dit peigne et l'in�equation 3.9 est dite in�equation de
peigne. Dans la cas particulier o�u jTij = 2, pour i = 1; : : : ; t, l'in�equation
est dite in�equation de 2-couplage.

3.3.5.3 Les in�equations d'arbres de cliques

Soient Hj, pour j = 1; : : : ; h et Ti, pour i = 1; : : : ; t des sous-ensembles
de sommets. On notera H = fH1; : : : ; Hhg et T = fT1; : : : ; Ttg et on

appellera un �el�ement de H un manche et un �el�ement de T une dent. Pour
toute dent Ti, on d�esigne par ti le nombre de manches dont l'intersection
avec Ti est non vide. Un arbre de cliques, not�e (H; T ), est un graphe partiel
de Kn dont les cliques maximales sont les manches de H et les dents de T .
Gr�otschel et Pulleyblank [49] on montr�e que l'in�equation

hX
j=1

x(�(Hj)) +
tX

i=1

x(�(Ti)) �
tX

i=1

(2ti + 1) + 1 (3.10)
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induit une facette du polytope TSP (n), pour n � 11, si les conditions sui-
vantes sont satisfaites :

(a) Ti \ Tj = ; , pour 1 � i < j � t ;

(a) Hi \Hj = ; , pour 1 � i < j � h ;

(c) 2 � jTij � n� 2 et Ti n
Sh

j=1Hj 6= ; , pour i = 1; : : : ; t ;

(d) pour chaque manche Hi le nombre de dents qui l'intersectent est 2ki+1,
avec ki � 1 ;

(e) Si une dent T et un manche H admettent une intersection non vide,
alors jT \Hj est un ensemble d�econnectant de l'arbre de cliques (H; T ).

L'in�equation 3.10 est dite in�equation d'arbre de cliques. Elle constitue
une g�en�eralisation de l'in�equation de peigne.

3.3.6 Facettes non r�eguli�eres

La classe des facettes non r�eguli�eres pr�esente des di�cult�es particuli�eres
dues �a la nature des in�equations qui les induisent. Les premi�eres facettes non
r�eguli�eres sont les facettes triviales.

On rappelle qu'un sous-ensemble S de sommets est dit valide s'il existe
un pays contenu dans S et un autre dans V n S, et il est dit non r�egulier
s'il existe un pays qui rencontre �a la fois S et V n S. Un ensemble S est dit
minimal si S = W [ fug, avec W un pays et u un sommet appartenant �a
un pays non d�eg�en�er�e et di��erent de W . Dans la suite, on s'int�eressera �a la
g�en�eralisation des sous-tours et des arbres de cliques pour le cas non r�egulier.

3.3.6.1 Les sous-tours non r�eguliers

L'in�equation 3.11 est dite in�equation d'�elimination de sous-tour non r�e-
guli�ere ou in�equation de coupe non r�eguli�ere si l'ensemble S correspondant
est un ensemble non r�egulier de sommets.

x (� (S)) � 2 (3.11)
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Th�eor�eme 3.3.8 L'in�equation 3.11 est une in�equation valide pour le poly-
tope ITSP (n; p) si et seulement S est un ensemble valide.

Preuve : Soit S un ensemble valide. Toute tourn�ee internationale T
admet au moins deux arêtes dans � (S), alors xT (� (S)) � 2.

R�eciproquement, supposons que S n'est pas un ensemble valide. Alors,
il existe un ensemble l�egal L? tel que S \ L? = ;. Soit T ? une tourn�ee
internationale dont l'ensemble l�egal induit est L?. Il n'existe pas d'arête de
T ? appartenant �a � (S), alors xT

?

(� (S)) = 0. 2

Th�eor�eme 3.3.9 Soit S un ensemble valide dont l'intersection est non vide
avec exactement deux pays ; i.e. p� � (S) = 2. L'in�equation 3.11 induit une
facette du polytope ITSP (n; p) si et seulement si S est un ensemble minimal
ou S est l'union de 2 pays d�eg�en�er�es.

Preuve : Soit S un ensemble valide dont l'intersection est non vide avec
exactement deux pays. Si S est r�egulier, alors, d'apr�es le th�eor�eme 3.3.6, S
est l'union de 2 pays d�eg�en�er�es. Pour le cas o�u S est non r�egulier, on pose
S = W1 [ S 0, avec W1 un pays et S 0 un ensemble strictement inclus dans
un pays W2 di��erent de W1. Supposons que S n'est pas un ensemble mi-
nimal, alors jS 0j � 2. Soient u 2 S 0 et S? = W1 [ fug. L'ensemble S? est
valide, donc l'in�equation x (� (S?)) � 2 est valide pour ITSP (n; p). Soit
T une tourn�ee internationale telle que xT (� (S)) = 2. Si T ne visite pas
le sommet u, alors xT (� (S?)) = xT (� (W1)) = 2 et si T visite le sommet
u, alors xT (� (S?)) = xT (� (S)) = 2. Consid�erons une tourn�ee internatio-
nale T ? qui visite un sommet de S 0 di��erent de u et qui n'utilise pas une
arête appartenant �a E (S). Une telle tourn�ee internationale existe et sature
l'in�equation x (� (S?)) � 2 mais pas l'in�equation x (� (S)) � 2. L'in�equa-
tion x (� (S?)) � 2 est valide pour ITSP (n; p) et elle domine l'in�equation
x (� (S)) � 2. Ceci contredit l'hypoth�ese que cette derni�ere in�equation induit
une facette de ITSP (n; p), alors l'ensemble S est minimal.

R�eciproquement, soit S un ensemble minimal. On peut �ecrire S = W1 [
fug, avec W1 un pays et u un sommet appartenant �a un pays W2 non d�e-
g�en�er�e et di��erent de W1. Toute tourn�ee internationale qui ne visite pas le
sommet u sature l'in�equation x (� (S)) � 2. Le sous-graphe de Kp

n engendr�e
par l'ensemble V n fug est Kp

n�1 et le polytope du ITSP qui lui est associ�e
est de pleine dimension, alors il existe un ensemble S de m�j� (fug)j�p+1
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tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes de Kp
n qui saturent l'in-

�equation x (� (S)) � 2 et qui n'utilisent pas le sommet u. Soit SW1;u un
ensemble (W1; u)-maximal. Toutes les tourn�ees internationales de SW1;u sa-
turent l'in�equation x (� (S)) � 2 sauf une seule. D'apr�es le lemme 3.3.2,
l'ensemble SW1;u [ S repr�esente un ensemble de m� p+ 1 tourn�ees interna-
tionales a�nements ind�ependantes de Kp

n et m � p tourn�ees internationales
de SW1;u [ S saturent l'in�equation x (� (S)) � 2.

Le cas o�u l'ensemble S est l'union de 2 pays d�eg�en�er�es a �et�e �etabli dans
le th�eor�eme 3.3.6. 2

Ainsi, l'in�equation de coupe non r�eguli�ere associ�ee �a un ensemble S valide
qui rencontre exactement deux pays n'induit une facette de ITSP (n; p) que
lorsque S est un ensemble minimal. Le r�esultat suivant montre que si S et
V nS sont valides et rencontrent chacun plus de deux pays, alors l'in�equation
de coupe non r�eguli�ere associ�ee �a S induit une facette de ITSP (n; p).

Th�eor�eme 3.3.10 Si S est un ensemble valide tel que p � � (S) � 3 et
p � � (V n S) � 3, alors l'in�equation x (� (S)) � 2 induit une facette du
polytope ITSP (n; p).

Preuve : On montre le r�esultat par induction sur le nombre de sommets
sachant un nombre de pays �x�e. Il est clair que le r�esultat est v�eri��e lorsque
n = p. Supposons que n > p et soit S un ensemble valide qui v�eri�e les hypo-
th�eses du th�eor�eme. et consid�erons le cas o�u S est un ensemble non r�egulier.
On note W1 un pays inclus dans S. Soit u un sommet de S appartenant
�a un pays non d�eg�en�er�e et di��erent de W1 et consid�erons l'ensemble valide
S1 = S n fug. Le sous-graphe de Kp

n engendr�e par l'ensemble V n fug est
Kp

n�1. On distingue deux cas :

1 er cas : S1 v�eri�e l'hypoth�ese du th�eor�eme. Par hypoth�ese de r�ecur-
rence, il existe un ensemble S de m� j� (fug)j � p tourn�ees internatio-
nales a�nements ind�ependantes qui saturent l'in�equation x (� (S)) � 2
et qui n'utilisent pas le sommet u. Soit SW1;u un ensemble (W1; u)-
maximal tel que toutes les tourn�ees internationales de SW1;u saturent
l'in�equation x (� (S)) � 2. Un tel ensemble existe puisque p�� (S) � 3.
D'apr�es le lemme 3.3.2, l'ensemble SW1;u[S repr�esente un ensemble de
m� p tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes de Kp

n.
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2 �eme cas : S1 ne v�eri�e pas l'hypoth�ese du th�eor�eme. Si S1 est un
ensemble minimal ou l'union de deux pays d�eg�en�er�es, alors l'in�egalit�e
x (� (S1)) � 2 induit une facette de ITSP (n� 1; p), et, par cons�e-
quent, il existe un ensemble S de m� j� (fug)j � p tourn�ees internatio-
nales a�nements ind�ependantes qui saturent l'in�equation x (� (S)) � 2
et qui n'utilisent pas le sommet u. Soit SW1;u un ensemble (W1; u)-
maximal tel que toutes les tourn�ees internationales de SW1;u saturent
l'in�equation x (� (S)) � 2. Un tel ensemble existe puisque p�� (S) � 3.
D'apr�es le lemme 3.3.2, l'ensemble SW1;u[S repr�esente un ensemble de
m� p tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes de Kp

n.

Consid�erons le cas o�u S1 n'est ni minimal, ni l'union de deux pays d�e-
g�en�er�es. Si S1 est un ensemble r�egulier, alors S1 est l'union de W1 et
d'un autre pays W2 dont au moins un des deux pays est non d�eg�en�er�e.
Supposons que W2 est non d�eg�en�er�e. Soient v un sommet appartenant
�a W2 et S2 = S n fvg. L'ensemble S2 v�eri�e l'hypoth�ese du th�eor�eme
ou est un ensemble minimal. Dans les deux cas, il existe un ensemble S
de m� j� (fvg)j � p tourn�ees internationales qui saturent l'in�equation
x (� (S)) � 2 et qui n'utilisent pas le sommet v. Pour le cas o�u S1 est
un ensemble non r�egulier, on consid�ere un sommet v appartenant �a S
di��erent de u et appartenant �a un pays di��erent de W1 et l'ensemble
S2 = S n fvg. L'ensemble S2 v�eri�e l'hypoth�ese du th�eor�eme ou est
un ensemble minimal. Dans les deux cas, il existe un ensemble S de
m � j� (fvg)j � p tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes
qui saturent l'in�equation x (� (S)) � 2 et qui n'utilisent pas le sommet
v. Soit SW1;v un ensemble (W1; v)-maximal tel que toutes les tourn�ees
internationales de SW1;v saturent l'in�equation x (� (S)) � 2. Un tel en-
semble existe puisque p� � (S) � 3. D'apr�es le lemme 3.3.2, l'ensemble
SW1;v [ S repr�esente un ensemble de m � p tourn�ees internationales
a�nements ind�ependantes de Kp

n.

Si S est un ensemble r�egulier, d'apr�es le th�eor�eme 3.3.7, l'in�equation
x (� (S)) � 2 induit une facette de ITSP (n; p). 2

La condition p � � (V n S) � 3 du th�eor�eme pr�ec�edent n'apparâ�t pas
explicitement comme une condition n�ecessaire. Lorsque l'ensemble S est r�e-
gulier, la condition est n�ecessaire pour l'application du th�eor�eme 3.3.7 dans
la preuve.
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Finalement, l'in�equation x (� (S)) � 2 induit une facette du polytope
ITSP (n; p), dite facette de sous-tour, si et seulement si l'ensemble S est
valide et v�eri�e l'une des conditions suivantes :

(i) S et V n S rencontrent chacun plus de deux pays ;

(ii) S est un ensemble minimal ;

(iii) S = W1 [W2, avec W1 et W2 deux pays d�eg�en�er�es.

On notera que, dans [27], on trouve des r�esultats similaires sur les in-
�equations de sous-tours exprim�ees dans l'espace des arêtes et des sommets
avec des preuves di��erentes.

On notera �egalement que, pour un sous-ensemble S valide, l'in�equation

x (E(S)) + x (E(V n S)) � p� 2 (3.12)

est valide pour le polytope ITSP (n; p) et elle est �equivalente �a l'in�equation
de coupe x (� (S)) � 2.

Les facettes de sous-tours sont des facettes fortes et toutes les facettes
de ITSP (n; p) qu'on a pr�esent�ees jusque l�a sont �egalement des facettes
fortes. Dans la suite, on distinguera une sous-classe particuli�ere de la classe
des facettes fortes. Une facette forte est dite tsp-forte si elle est induite par
une in�equation cx � c0 telle que, pour tout ensemble l�egal L, la restriction
c?x � c0 de cx � c0 �a l'ensemble L induit une facette de TSP (p). Les facettes
r�eguli�eres de ITSP (n; p) sont tsp-fortes tandis que les facettes triviales sont
fortes mais non tsp-fortes. Le th�eor�eme suivant montre qu'�a l'exception de
certaines facettes de sous-tours toutes les facettes fortes non triviales sont
tsp-fortes.

Th�eor�eme 3.3.11 Soit cx � c0 une in�equation induisant une facette forte
non triviale du polytope ITSP (n; p).

L'in�equation cx � c0 est une in�equation de sous-tour associ�ee �a un en-
semble S tel que � (S) = 1 si et seulement si la facette induite par l'in�equation
cx � c0 n'est pas tsp-forte ; i.e. il existe un ensemble l�egal L tel que la res-
triction c?x � c0 de cx � c0 �a l'ensemble L induit une face de dimension
dim (TSP (p)).
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Preuve : Soient S un ensemble tel que � (S) = 1 et L un ensemble l�egal
tel que jL \ Sj = 1. Toute tourn�ee internationale T appartenant �a I (L) est
telle que cxT = c0.

R�eciproquement, supposons qu'il existe un ensemble l�egal L tel que, pour
toute tourn�ee internationale T de I (L), on a cxT = c0. Soit Sm un ensemble
maximal de sommets qui contient L tel que, pour tout ensemble l�egal L0 �
Sm, la restriction c?x � c0 de cx � c0 �a L

0 induit une face de dimension �egale
�a dim (TSP (p)). Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que c0 = 0 et
ci;j = 0 pour tout [i; j] 2 E (Sm). La taille de l'ensemble Sm est strictement
inf�erieure �a n. Soit u un sommet quelconque appartenant �a V nSm. On note
Wu le pays tel que u 2 Wu et on d�e�nit l'ensemble l�egal Lu = (L n (L \Wu))[
fug. La restriction de cx � c0 �a l'ensemble Lu induit une facette du TSP (p),
alors, pour tout sommet z 2 Lu n fug, il existe une tourn�ee internationale
T 2 I=c (Lu) qui utilise l'arête [u; z]. On note v le voisin de u dans T di��erent
de z. La tourn�ee internationale T sature l'in�equation cx � c0 alors cu;z =
�cu;v = ku, avec ku une constante positive non nulle. Toutes les tourn�ees
internationales de I=c (Lu) utilisent l'arête [u; v] et cu;w = ku, pour w 2 Lu n
fvg. En e�et, s'il existe une tourn�ee internationale T 0 de I=c (Lu) n'utilisant
pas l'arête [u; v], alors tous les coe�cients des arêtes [u; w] sont nuls, pour
w 2 Sm nWu et Sm ne serait plus maximal. On note W�

u le pays qui contient
le sommet v. De la même mani�ere, on d�etermine les coe�cients des toutes
les arêtes [u; z], pour z 2 Sm nWu, et on obtient les coe�cients suivants :

cu;z =

(
�ku si z 2 Sm \W�

u

ku si z 2 Sm nW�
u

Si � (Sm) = p� 1, alors les coe�cients de l'in�equation cx � c0 sont compl�e-
tement d�etermin�es. Pour que l'in�equation cx � c0 induise une facette, il faut

que jSmj = n � 1. Dans ce cas, cx � c0 est l'in�equation de sous-tour asso-
ci�ee �a l'ensemble minimal W�

u [ fug. Supposons que � (Sm) < p� 1. Soient
a 2 Wa n (Sm \Wa) et b 2 Wb n (Sm \Wb) tels que Wa 6= Wb. On d�e�nit l'en-
semble l�egal La;b = (L n L \ (Wa [Wb))[fa; bg et on note a� et b� les som-
mets de La;b appartenant respectivement �a W�

a et W�
b . Soit P l'ensemble des

châ�nes hamiltoniennes d'extr�emit�es a et b qui n'utilisent que les sommets de
La;b. Le coe�cient de l'arête [a; b] est tel que ca;b = � Min

n
cxP : P 2 P

o
.

Pour le calcul de ca;b, on distingue trois cas :
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1 er cas : W�
a 6= Wb et W

�
b 6= Wa.

Si W�
a 6= W�

b , on v�eri�e facilement que ca;b = ka+ kb. Soit une tourn�ee
internationale T 2 I=c (La;b). T utilise n�ecessairement les arêtes [a; a�]
et [b; b�] alors la restriction de cx � c0 �a l'ensemble La;b n'induit pas
une facette de TSP (p). Les pays W�

a et W�
b sont identiques. Le coe�-

cient ca;b = Min f�ka + kb; ka � kbg � 0. Les constantes ka et kb sont
�egales. En e�et, si les constantes ka et kb sont di��erentes, la restriction
de cx � c0 �a l'ensemble La;b est domin�ee par la même restriction avec
des constantes ka et kb identiques ; ce qui nous donne un coe�cient
ca;b = 0.

2 �eme cas : W�
a = Wb et W

�
b 6= Wa.

Dans ce cas ca;b = �ka + kb. Une tourn�ee internationale T 2 I=c (La;b)
utilise n�ecessairement les arêtes [a; b] et [b; b�]. La restriction de cx �
c0 �a l'ensemble La;b est domin�ee par l'in�equation xa;b � 1. Ce deuxi�eme
cas est impossible.

3 �eme cas : W�
a = Wb et W

�
b = Wa.

Dans ce cas ca;b = � (ka + kb). Supposons que � (Sm) < p�2. Soit d un
sommet n'appartenant pas �a Sm et appartenant �a un pays Wd di��erent
de Wa et Wb. D'apr�es le premier cas, W�

d est �egal �a W�
b = Wa ou �a

W�
a = Wb. Supposons que W�

d = Wa. W
�
a = Wb 6= Wd, alors on est

ramen�e au deuxi�eme cas (impossible). En conclusion, ce troisi�eme cas
n'est possible que lorsque � (Sm) = p�2. Dans ce cas, les arêtes [a0; b0],
avec a0 2 Wa n (Sm \Wa) et b

0 2 Wb n (Sm \Wb), ont des coe�cients
ca0;b0 = � (ka0 + kb0). Soit T 2 I=c n I=c (Sm), T utilise n�ecessairement
une arête [a0; b0], avec a0 2 Wa et b

0 2 Wb. L'in�equation cx � c0 induit le
sous-tour associ�e �a un ensemble S = Wb[fa0g, avec a0 2 Wan(Sm \Wa)
et � (S) = 1.

Finalement, il reste �a expliciter l'in�equation cx � c0 lorsque le premier cas
est le seul possible. Pour tout sommet a 62 Sm, le pays W

�
a est contenu dans

Sm et, de plus, il ne d�epend pas du sommet a. On notera W�
a = W�, pour

tout a 62 Sm. L'in�equation cx � c0 est d�e�ni par les coe�cients suivants :

ca;b =

8><
>:
�k si a 2 W� et b 62 Sm

k si a 2 Sm nW� et b 62 Sm

0 sinon
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La constante k est positive non nulle et le second membre c0 est nul. L'in-
�equation cx � c0 induit la facette de sous-tour associ�e �a l'ensemble S =
W� [ (V n Sm). L'ensemble S v�eri�e � (S) = 1. 2

Dans la suite, on �etudie les in�equations d'arbres de cliques dans le cas non
r�egulier ; i.e. au moins une dent ou un manche est un ensemble non r�egulier.
On ne pr�esentera pas cette g�en�eralisation pour les in�equations de peignes.
En e�et, la d�e�nition et le r�esultat qui suivent prennent en compte le cas
particulier o�u l'on a un seul manche.

3.3.6.2 Les arbres de cliques non r�eguliers

Soit un arbre de cliques (H; T ) qui v�eri�e les conditions (a), (b), (c), (d)
et (e) du paragraphe 3.3.5.3. L'arbre de cliques (H; T ) est dit non r�egulier
si au moins un manche ou une dent est un ensemble non r�egulier.

hX
j=1

x(�(Hj)) +
tX

i=1

x(�(Ti)) �
tX

i=1

(2ti + 1) + 1: (3.13)

Th�eor�eme 3.3.12 L'in�equation 3.13 associ�ee �a un arbre de cliques non r�e-
gulier (H; T ) est valide pour le polytope ITSP (n; p) si et seulement si les
ensembles suivants sont valides :

(i) Ti n H pour i = 1; : : : ; t ;

(ii) Ti \ H pour i = 1; : : : ; t.

De plus, elle induit une facette du polytope ITSP (n; p).

Preuve : Soient L un ensemble l�egal quelconque et c?x � c0 la res-
triction de cx � c0 �a l'ensemble L. On d�e�nit les ensembles HL

i = Hi \ L,
pour i = 1; : : : ; h et TL

i = Ti \ L, pour i = 1; : : : ; t. Les hypoth�eses
de la validit�e (i) et (ii) garantissent qu'aucun de ces ensembles n'est vide

et que l'arbre de cliques CL =
n
HL
1 ; : : : ; H

L
h ; : : : ; T

L
1 ; : : : ; T

L
t

o
v�eri�e les

conditions (a), (b), (c), (d) et (e) du paragraphe 3.3.5.3. L'in�equation d'arbre
de cliques c?x � c0 associ�ee �a CL induit une facette du polytope TSP (p)
pour tout ensemble l�egal L alors l'in�equation cx � c0 est valide pour le
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polytope ITSP (n; p). Supposons que celle-ci n'induise pas une facette et
qu'elle soit domin�ee par une in�equation bx � b0. Pour tout ensemble l�egal
L, la restriction b?x � b0 de bx � b0 �a l'ensemble L induit une face de di-
mension au moins �egale �a dim (TSP (p)) � 1. L'in�equation bx � b0 v�eri�e
les hypoth�eses du th�eor�eme 3.3.11. Soient T une tourn�ee internationale telle
que bxT = b0 et cxT > c0 et L l'ensemble l�egal induit par T . La restriction
b?x � b0 de l'in�equation bx � b0 �a l'ensemble L induit une face de dimension
dim (TSP (p)), alors, d'apr�es le th�eor�eme 3.3.11, l'in�equation bx � b0 est
l'in�equation de sous-tour associ�ee �a un ensemble S tel que � (S) = 1. On
note L0 un ensemble l�egal tel que jL0 \ Sj � 2. Soient c?x � c0 et b

?x � b0 les
restrictions respectives de cx � c0 et bx � b0 �a l'ensemble L0. L'in�equation
c?x � c0 induit un arbre de cliques de TSP (p) et l'in�equation b?x � b0 in-
duit un sous-tour de TSP (p). Ce sont deux facettes di��erentes de TSP (p),
alors il existe une tourn�ee internationale de I (L0) qui sature l'in�equation
cx � c0 mais pas bx � b0. L'in�equation de sous-tour bx � b0 ne domine pas
l'in�equation cx � c0. 2

Ainsi, on obtient une description lin�eaire partielle de ITSP (n; p). On
peut �elargir cette description partielle en consid�erant la g�en�eralisation pour
le cas non r�egulier des in�equations induisant d'autres facettes r�eguli�eres de
ITSP (n; p) telles que les in�equations de chemin [68] ou les in�equations
d'�echelle [11]. On �evitera de pr�esenter ce type de g�en�eralisations parce qu'elles
entrâ�nent des d�e�nitions et des notations complexes et, de plus, elles ne
contribuent pas dans la r�esolution du ITSP . En revanche, dans la suite,
on pr�esente deux r�esultats qui d�ecrivent des op�erations simples sur les in-
�equations en vue d'obtenir de nouvelles in�equations induisant des facettes du
ITSP (n; p).

3.3.7 Extensions

Pour trouver de nouvelles in�equations, valides ou induisant des facettes
du polytope du TSP , une technique consiste �a construire de nouvelles in-
�equations �a partir d'in�equations induisant des facettes du polytope du TSP .
Plusieurs auteurs ont d�e�ni des op�erations sur une ou plusieurs in�equations
pour obtenir de nouvelles in�equations valides ou induisant une facette du po-
lytope du TSP (voir [56]). Les r�esultats ainsi obtenus sur la structure faciale
du polytope du TSP sont valides pour la classe des facettes r�eguli�eres de
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ITSP (n; p).

Dans cette section, on d�ecrit deux op�erations di��erentes pour obtenir
des in�equations induisant des facettes de ITSP (n + 1; p) �a partir d'in-
�equations induisant des facettes de ITSP (n; p). On notera G = (V; E) et
G0 = (V 0; E 0) respectivement les graphes multipartis complets Kp

n+1 et Kp
n.

Soit fvg = V n V 0, avec v un sommet appartenant �a un pays non d�eg�en�er�e,
disons Wp.

Th�eor�eme 3.3.13 Soient u un sommet di��erent de v appartenant �a Wp et
cx � c0 une in�equation induisant une facette forte du polytope ITSP (n; p).

L'in�equation bx � b0 d�e�nie par b0 = c0 et

bi;j =

(
cu;j si i = v
ci;j sinon

induit une facette du polytope ITSP (n+ 1; p) si et seulement si cx � c0
n'est pas une in�equation de sous-tour associ�ee �a un ensemble minimal S =
W [ fug, avec W un pays di��erent de Wp.

Preuve : Si cx � c0 est une in�equation de sous-tour associ�ee �a un en-
semble minimal S = W [ fug, alors l'in�equation bx � b0 n'induit pas une
facette de ITSP (n + 1; p). L'in�equation de sous-tour b0x � b0

0 associ�ee �a
l'ensemble minimal S = W [ fug induisant une facette de ITSP (n+ 1; p)
domine l'in�equation bx � b0.

R�eciproquement, supposons qu'il existe une in�equation ax � a0 qui do-
mine l'in�equation bx � b0. Soit T 0 une tourn�ee internationale telle que
axT

0

= a0 et bxT
0

> b0. Consid�erons la restriction a?x � a0 de l'in�equa-
tion ax � a0 �a l'ensemble l�egal L0 engendr�e par T 0. Si a?x � a0 induit une
facette de TSP (p), alors a?x � a0 domine la restriction c?x � c0 de cx � c0 �a
l'ensemble L0 si v 62 L0 ou �a l'ensemble L0[fugnfvg si v 2 L0. La dimension de
la face induite par c?x � c0 est strictement inf�erieure �a dim (TSP (p))� 1,
alors cx � c0 n'induit pas une facette forte de ITSP (n; p). Ceci contre-
dit l'hypoh�ese du th�eor�eme, alors a?x � a0 induit une face de dimension
dim (TSP (p)). On distingue, alors, deux cas :

1 er cas : T 0 ne visite pas le sommet v.
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Alors, la restriction de l'in�equation ax � a0 �a l'ensemble V nfvg induit
une face de dimension dim (ITSP (n; p)). D'apr�es le th�eor�eme 3.3.11,
ax � a0 est l'in�equation de coupe associ�ee �a un ensemble minimal
W 0[fvg, avec W 0 un pays di��erent de Wp. Soient a

?x � a0 et b?x � b0
les restrictions respectives de ax � a0 et bx � b0 �a l'ensemble V n
fug. L'in�equation a?x � a0 induit une facette de ITSP (n� 1; p) et
l'in�equation b?x � b0 est exactement l'in�equation cx � c0 qui induit
une facette di��erente de celle induite par l'in�equation a?x � a0. Alors,
il existe une tourn�ee internationale T telle que bxT = b0 et axT > a0.

2 �eme cas : T 0 visite le sommet v.

Alors, la restriction de l'in�equation ax � a0 �a l'ensemble V nfug induit
une face de dimension dim (ITSP (n; p)). D'apr�es le th�eor�eme 3.3.11,
ax � a0 est l'in�equation de coupe associ�ee �a un ensemble minimal
W 00[fug, avec W 00 un pays di��erent de Wp. Soit a

?x � a0 la restriction
de ax � a0 �a l'ensemble V n fvg. L'in�equation a?x � a0 induit une
facette de sous-tour associ�ee �a un ensemble minimal et l'in�equation
cx � c0 induit une facette qui n'est pas un sous-tour associ�e �a un
ensemble minimal. Alors, il existe une tourn�ee internationale T telle
que bxT = b0 et axT > a0.

Dans les deux cas, l'in�equation ax � a0 n'existe pas. 2

Th�eor�eme 3.3.14 Si cx � c0 est une in�equation induisant une facette de
ITSP (n; p), avec c � 0, alors il existe �v;j � 0, pour tout [v; j] 2 � (v),
tels que l'in�equation bx � b0 d�e�nie par b0 = 3c0 et :

bi;j =

8><
>:

�v;j si i = v
ci;j + c0 si i 2 Wp n fvg
ci;j sinon

induit une facette du polytope ITSP (n + 1; p).

Preuve : Dans cette preuve on montre qu'on peut calculer it�erativement
les coe�cients �v;j, pour [v; j] 2 � (v), tels que l'in�equation bx � b0 induise
une facette du polytope ITSP (n + 1; p). Soit cx + c0x(�(Wp n fvg)) � 3c0
l'in�equation du ITSP (n; p) �equivalente �a cx � c0 et not�ee c0x � c

0

0. Initia-
lement, on consid�ere des coe�cients �[v; j] = 0, pour [v; j] 2 � (v) sauf pour
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une arête [v; u1] o�u �v; u1 = 2c0. SoitW1 le pays tel que u1 2 W1. On d�esigne
par u1; u2; : : : ; un1 les sommets de W1, avec n1 = jW1j, et w1; w2; : : : ; wk

les sommets de V n (W1 [Wp). L'in�equation b0x � b0
0 d�e�nie par b0

0 = c0
0 et

b0
i;j =

8><
>:

2c0 si i = v et j = u1
0 si i = v et j 6= u1
c0
i;j sinon

est valide pour ITSP (n+ 1; p). Pour i = 1; : : : ; k, consid�erons le pro-

bl�eme d'optimisation Zwi
= Max

n
b0xT : T 2 Tv;wi

o
, avec Tv;wi

l'ensemble

des tourn�ees internationales qui utilisent l'arête [v; wi]. Soit Twi
une tourn�ee

internationale telle que b0xTwi = Zwi
et posons �v;wi

= c0
0 � Zwi

. Ainsi, on
calcule it�erativement les coe�cients �v;wi

, pour i = 1; : : : ; k. Les coe�cients
�v;wi

sont inf�erieurs ou �egaux �a c0
0. En e�et, si �v;wi

> c0
0, alors une tour-

n�ee internationale T qui utilise les deux arêtes [v; wi] et [v; u1] est telle que
b0xT > b0

0. Soient Tw1
; Tw2

; : : : ; Twk
la s�equence des tourn�ees internationales

obtenues. Chacune des tourn�ees internationales Tw1
; Tw2

; : : : ; Twk
utilise

l'arête [v; u1]. En e�et, supposons qu'il existe une tourn�ee internationale Twl

(1 � l � k) qui n'utilise pas l'arête [v; u1]. La valeur Zwl
correspondante

est au moins �egal �a 2c0, alors �v;wl
� c0

0 � 2c0 = c0. Ainsi, toute tourn�ee
internationale T qui utilise les arêtes [v; wl] et [v; u1] est telle que b

0xT = b0
0,

on pose une telle tourn�ee internationale �egale �a Twk
. Pour i = 2; : : : ; n1, on

calcule Zui, on pose �v;ui = c0
0 � Zui et on note Tui la tourn�ee internationale

telle que b0xTui = Zui. Supposons qu'il n'existe pas de tourn�ee internationale
Twi;wj

qui utilise deux arêtes [v; wi] et [v; wj], avec wi et wj appartenant
�a deux pays di��erents. Alors, il existe un r�eel positif " tel que l'in�equation
bx � b0 d�e�nie par b0 = c0

0 = 3c0 et :

bi;j =

8><
>:

�v;j + " si i = v et j 62 W1

�v;j � " si i = v et j 2 W1

c0
i;j sinon

est satur�ee par une tourn�ee internationale Twi0
;wj0

qui utilise deux arêtes
[v; wi0 ] et [v; wj0], avec wi0 et wj0 appartenant �a deux pays di��erents. Les
tourn�ees internationales Tw1

; Tw2
; : : : ; Twk

, Tu2 ; Tu3 ; : : : ; Tun1 et Twi0
;wj0

saturent l'in�equation bx � b0 et forment un ensemble SW1;v (W1; v)-maximal.
La restriction de l'in�egalit�e bx � b0 �a l'ensemble V n fvg induit une facette
de ITSP (n; p), alors il existe un ensemble S de m � j�fugj � p tourn�ees
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internationales a�nements ind�ependantes qui saturent l'in�equation bx � b0
et qui n'utilisent pas le sommet v. D'apr�es le lemme 3.3.2, l'ensemble SW1;v[S
est un ensemble de m�p tourn�ees internationales a�nements ind�ependantes
qui saturent l'in�egalit�e bx � b0. L'in�equation bx � b0 induit une facette de
ITSP (n+ 1; p). 2

On peut d�evelopper une autre preuve du th�eor�eme 3.3.10 comme appli-
cation de ce r�esultat. En e�et, les probl�emes d'optimisation Zvi d�e�nis dans
la preuve pr�ec�edente sont faciles dans le cas des in�equations de coupe.

3.4 Conclusion

La description lin�eaire partielle du polytope ITSP (n; p) en in�equations
induisant des facettes constitue le r�esultat principal de ce chapitre. On notera
que toutes les facettes qu'on a pr�esent�e sont fortes. On ne sait pas s'il existe
des facettes de ITSP (n; p) qui ne sont pas fortes.

Dans le chapitre suivant, on d�ecrira les principales phases d'un algorithme
de branchement et de coupe pour la r�esolution d'un probl�eme d'optimisation
combinatoire quelconque et en particulier le TSP . L'objectif principal sera
de d�ecrire les principales �etapes qui permettent d'obtenir un algorithme de
branchement et de coupe pour la r�esolution du ITSP �a partir d'un algorithme
de de branchement et de coupe pour la r�esolution du TSP . On pr�esentera
plusieurs proc�edures de s�eparation de certaines facettes de ITSP (n; p) et
on �nira par donner des r�esultats num�eriques obtenus par l'implantation que
nous avons r�ealis�ee.
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Chapitre 4

Algorithme de branchement et

de coupe

Le principe de l'algorithme de branchement et de coupe a d�ej�a �et�e d�eve-
lopp�e dans la section 2.2.4 du chapitre 2. L'objectif principal de ce chapitre
consiste �a pr�esenter les di��erentes modi�cations qu'il faut apporter �a un
algorithme de branchement et de coupe pour la r�esolution du TSP , ainsi
que les di��erents modules qu'il faut rajouter, pour obtenir un algorithme de
branchement et de coupe pour la r�esolution du ITSP .

Ces derni�eres ann�ees, plusieurs implantations de l'algorithme de branche-
ment et de coupe pour la r�esolution du TSP ont �et�e r�ealis�ees. Dans [78],
Padberg et Rinaldi donnent la description d�etaill�ee de l'algorithme qu'ils ont
implant�e.

Pour notre part, on a utilis�e l'implantation de l'algorithme de branche-
ment et de coupe pour la r�esolution du TSP r�ealis�ee par Clochard et Nad-
def [17] comme support de l'implantation d'un tel algorithme pour la r�esolu-
tion du ITSP que nous avons r�ealis�ee.

Dans le section 4.1, on rappellera bri�evement le principe d'un algorithme
de branchement et de coupe et on d�ecrira les principaux aspects qui le ca-
ract�erisent. Dans la section 4.2, on citera les di��erentes modi�cations qu'il
faut apporter �a un algorithme de branchement et de coupe pour la r�esolution
du TSP pour obtenir un algorithme de branchement et de coupe pour la



108 Algorithme de branchement et de coupe

r�esolution du ITSP . Des algorithmes de s�eparation de certaines contrain-
tes sont pr�esent�es dans la section 4.3. On �nira le chapitre en donnant une
proc�edure de Fischetti et al. [28] qui g�en�ere des instances du ITSP �a partir
d'instances euclidiennes du TSP , et des r�esultats num�eriques obtenus par
notre implantation. On note que, dans ce chapitre, une contrainte d�esignera
une in�equation induisant une facette.

4.1 Principales phases de l'algorithme

L'algorithme de branchement et de coupe peut être per�cu comme un
algorithme de branchement et d'�evaluation o�u, dans chaque n�ud de l'arbre
d'�enum�eration, on utilise un proc�edure de coupe (voir la section 2.2.4.2 du
chapitre 2) pour calculer une borne inf�erieure de la solution optimale du
probl�eme. Les contraintes g�en�er�ees par la proc�edure de coupe dans chaque
n�ud sont valides pour l'ensemble des n�uds de l'arbre de branchement.

Avant d'appliquer l'algorithme, on utilise une heuristique am�elioratrice
pour obtenir une borne sup�erieure BS de la solution optimale du probl�eme.
On peut am�eliorer la valeur de BS en appliquant �egalement, dans l'algo-
rithme et avant le branchement, une heuristique am�elioratrice en consid�erant
une solution enti�ere initiale qui exploite la solution optimale fractionnaire.
Dans le cas o�u la solution optimale du probl�eme est connue, on prendra la
borne sup�erieure BS �egal �a l'optimum.

Dans la �gure 4.1, on pr�esente un algorithme de branchement et de coupe
g�en�eral. Il peut s'adapter �a n'importe quel probl�eme d'optimisation combina-
toire dont on dispose une certaine connaissance poly�edrale, et en particulier
le ITSP .

L'algorithme pr�esente trois aspects fondamentaux qui conditionnent son
e�cacit�e : la s�eparation des contraintes, la gestion des variables et les strat�e-
gies de branchement.
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NBI   < BS

oui

non

oui

non

non

oui

non
oui

 N

Ajout de contraintes au PL

Resoudre PL: x, BI

NC = 0

Separation des 
contraintes

Noeud Racine: N = 0

Initialisation:
PL, E et BS

               BS = BIN

BS < BIN x entier ?

Nettoyer LP

Branchement: creation  
de 2 noeuds actifs

entrantes NE?
Aretes 

Aretes 
non

oui

non

x entier ?

oui

non

oui

Noeud N est 
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BI   < BSN

Noeud N est
sterile

non

oui

STOP
Optimum = BS

non
oui

Recherche d’un

 N existe?

noeud actif  N
   fixees VF?

Fig. 4.1 { Algorithme de branchement et de coupe.
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4.1.1 S�eparation des contraintes

Nous avons vu dans la section 2.2.4.2 du chapitre 2 que, pour un probl�eme
donn�e, si la s�eparation des contraintes est rapide, alors l'algorithme de coupe
qui en r�esulte l'est d'autant. Pour le ITSP , le probl�eme de s�eparation des
contraintes est �evidemment di�cile et, g�en�eralement, on utilise le branche-
ment pour r�esoudre les probl�emes. On s'int�eressera �a des classes particuli�eres
de contraintes o�u la s�eparation est relativement facile. Il est important de d�e-
velopper des proc�edures de s�eparation e�caces qui permettent, dans chaque
n�ud, de calculer une \bonne" borne inf�erieure pour obtenir un arbre de
branchement de taille r�eduite.

Dans la section 4.3, on pr�esentera plusieurs proc�edures pour la s�eparation
des contraintes de sous-tours et de peignes. Les contraintes viol�ees identi��ees
sont rajout�ees au programme lin�eaire courant not�e PL. Dans l'algorithme,
on d�esigne par NC le nombre de ces contraintes. Toutes les contraintes du
PL sont enregistr�ees dans une liste de contraintes not�ee Contraintes PL ; une
contrainte de sous-tour est enregistr�ee par le plus petit ensemble de sommets
qui la d�e�nit et une contrainte de peigne est enregistr�ee par les ensembles de
sommets qui d�e�nissent le manche et les dents.

La r�esolution du PL, initialement r�eduit aux �equations de degr�e et aux
in�equations de non n�egativit�e, donne une solution optimale �x g�en�eralement
fractionnaire et un optimum not�e BIN (N repr�esente le num�ero du n�ud
courant).

Dans la �gure 4.1, la proc�edure de coupe est encadr�ee en trait pointill�e.
On sort de la proc�edure lorsque l'une des conditions suivantes est v�eri��ee :

(i) la r�esolution du programme lin�eaire donne une solution optimale �x
enti�ere ou un optimum BIN sup�erieur ou �egal �a la borne sup�erieure
BS ;

(ii) aucune contrainte viol�ee par �x n'est identi��ee dans la proc�edure de
coupe.

On retire r�eguli�erement du PL les contraintes dont l'�ecart entre le membre
de gauche et le membre de droite est important au point �x. On dit qu'on
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nettoie le programme lin�eaire PL. G�en�eralement, on nettoie le PL �a la
sortie de la proc�edure de coupe ou lorsque le temps de r�esolution du PL
est sup�erieur ou �egal �a une certaine limite qu'on �xera en fonction de la
taille de l'instance. Les contraintes de sous-tours retir�ees du PL sont d�e-
truites de la liste Contraintes PL et les contraintes de peignes retir�ees du
PL sont �egalement d�etruites de la liste Contraintes PL mais enregistr�ees
dans une autre liste, not�ee Contraintes Poubelle, parce qu'elles sont relati-
vement peu nombreuses et di�ciles �a g�en�erer. Dans la phase de la s�epa-
ration des contraintes et avant d'appliquer les proc�edures d'identi�cation
des contraintes de peignes viol�ees, on rajoutera au programme lin�eaire les
contraintes de la liste Contraintes Poubelle qui ne sont pas satisfaites par le
point fractionnaire �x.

4.1.2 Gestion des variables

L'algorithme de branchement et de coupe se propose de r�esoudre des
instances de grande taille. Le nombre de variables est tr�es �elev�e et il est tr�es
coûteux, en temps de calcul et en place m�emoire, de g�erer un programme
lin�eaire qui consid�ere l'ensemble des variables. La technique qu'on utilise et
qui permet de consid�erer un nombre restreint de variables est connue sous le
non de g�en�eration de colonnes.

Initialement, on choisit un sous-ensemble �E d'arêtes dont le graphe partiel
associ�e est susceptible de contenir une solution optimale. L'ensemble �E est
g�en�eralement choisi en utilisant des crit�eres g�eom�etriques. Pour notre part,
l'ensemble �E repr�esente les arêtes de la triangulation de Delaunay et les arêtes
reliant deux sommets qui sont des extr�emit�es d'une châ�ne de 2 arêtes de la
triangulation de Delaunay. Les colonnes du programme lin�eaire initial sont

les arêtes de �E. On dira qu'une arête est active si elle est dans le programme
lin�eaire, sinon elle est dite passive. Une arête passive est dite entrante si elle
a un coût r�eduit n�egatif. La r�esolution du PL donne une solution optimale
�x sur l'ensemble des colonnes �E. Le point �x est �egalement une solution op-
timale sur l'ensemble des arêtes E s'il n'existe pas d'arête entrante. Pour
obtenir une solution optimale sur l'ensemble des arêtes E, on int�egre dans le
programme lin�eaire toutes les variables entrantes �a la sortie de la proc�edure
de coupe. De telles variables passives entrent en base et deviennent actives.
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Dans l'algorithme, on d�esigne par NE le nombre de variables entrantes.

On notera que le coût r�eduit CRe d'une variable xe est donn�e par la
relation :

CRe = pe �
qX

i=1

ci;ey
?
i ;

avec pe le poids de l'arête e, q le nombre de contraintes dans le programme
lin�eaire courant PL, ci;e le coe�cient de la variable xe dans la contrainte i et
y?i la valeur optimale de la variable duale correspondante �a la contrainte i.
Pour calculer rapidement le coût r�eduit d'une variable passive, il faut pouvoir
g�en�erer facilement ses coe�cients dans les di��erentes contraintes du PL. Pour
cela, on utilise la liste Contraintes PL.

Une autre mani�ere de limiter le nombre de variables consiste �a �xer une
variable �a 0 lorsqu'on est certain qu'il existe une solution optimale qui ne
l'utilise pas et �a 1 lorsqu'on est certain qu'il existe une solution optimale qui
l'utilise.

En e�et, si la composante �xe d'une arête e vaut 1 et son coût r�eduit CRe

v�eri�e la relation CRe < � (BS � BIN), alors il existe une solution optimale
qui utilise l'arête e. Dans ce cas, la variable xe est �x�ee �a 1 dans l'ensemble
des n�uds de la branche de l'arbre d'�enum�eration issue du n�ud courant N .
D'une mani�ere similaire, si la composante �xe d'une arête e est nulle et son
coût r�eduit CRe v�eri�e la relation CRe > (BS � BIN), alors il existe une
solution optimale qui n'utilise pas l'arête e. Dans ce cas, la variable xe est
�x�ee �a 0 dans l'ensemble des n�uds de la branche de l'arbre d'�enum�eration
issue du n�ud courant N .

On peut �egalement �xer certaines variables �a 0 ou �a 1 par des d�eductions
logiques. En e�et, si une variable xu;v est �x�ee �a 1, alors on peut �xer �a 0
toutes les variables xu0;v0 associ�ees �a des arêtes non incidentes �a u ou �a v telles
que u0 2 Wu ou v0 2 Wv, avec u et v appartenant respectivement aux pays
Wu etWv. De la même mani�ere, si deux arêtes [v; u] et [u; w] sont �x�ees �a 1,
alors on peut �xer les autres arêtes incidentes au sommet u et l'arête [v; w]
�a 0. Dans l'algorithme, on d�esigne par V F le nombre de variables �x�ees �a 0
ou �a 1.
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4.1.3 Strat�egies de branchement

Avant de d�ecrire les di��erentes strat�egies de branchement, on donnera
quelques d�e�nitions. Initialement, le probl�eme, non encore subdivis�e, repr�e-
sente le n�ud racine de l'arbre de branchement. On dira qu'un n�ud est
trait�e lorsqu'on sort de la proc�edure de coupe et aucune variable ne vient
d'être �x�ee.

Un n�ud trait�e est dit positif si �x est une solution enti�ere et il est dit
st�erile si BIN est sup�erieure �a BS. Un n�ud st�erile ou positif est une feuille
de l'arbre de Branchement. On dit qu'un n�ud est passif s'il est une feuille
positive ou st�erile, ou un n�ud interne admettant deux n�uds �ls passifs,
sinon il est dit actif. On atteint l'optimum lorsque tous les n�uds deviennent
passifs.

Un n�ud trait�e, non positif et non st�erile, est subdivis�e en 2 n�uds �ls
actifs en utilisant une strat�egie de branchement.

Le crit�ere de Branchement le plus connu consiste �a brancher sur une
variable xe0 . Dans l'un des deux n�uds �ls, on �xe la variable xe0 �a 0 et,
dans l'autre n�ud, on �xe la variable xe0 �a 1. On peut choisir la variable
xe0 dont la valeur �xe0 est la plus proche de 0:5 ou, parmi un ensemble de
variables dont les valeurs sont proches de 0:5, celle qui a le poids le plus �elev�e
(voir [78]).

On peut �egalement brancher sur une contrainte de sous-tour. Soit S tel
que �x (� (S)) est proche d'un nombre impair, disons 2t+ 1. Le branchement
s'e�ectue en ajoutant la contrainte �x (� (S)) � 2t dans l'un des deux n�uds
�ls et la contrainte �x (� (S)) � 2t + 2 dans l'autre n�ud. Il n'est pas facile
de trouver un tel ensemble S. Dans [16], Clochard et Naddef consid�erent les
manches des di��erentes contraintes de peignes g�en�er�ees.

G�en�eralement, on choisit une strat�egie qui d�e�nit deux n�uds �ls dont la
borne inf�erieure (apr�es quelques it�erations du simplexe dual) la plus �elev�ee
dans les deux n�uds est la plus grande possible pour, �eventuellement, rendre
passif tr�es rapidement le n�ud �ls dont la borne inf�erieure est la plus �elev�ee.
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La recherche d'un n�ud actif, dans l'arbre de branchement, peut s'e�ec-
tuer selon des strat�egies de parcours di��erentes. Lorsque l'optimum n'est pas
connu et que la borne sup�erieure BS est la valeur d'une solution enti�ere trou-
v�ee par une heuristique, on consid�ere la strat�egie qui propose le n�ud actif
admettant la plus petite borne inf�erieure dans l'ensemble des n�uds actifs.
On notera que la borne inf�erieure d'un n�ud actif est l'optimum atteint par
le programme lin�eaire correspondant au n�ud �a l'ext�erieur de la proc�edure
de coupe. On choisit cette strat�egie parce qu'on pense que les n�uds positifs
donneront plus rapidement l'optimum.

En revanche, lorsque le borne sup�erieure est �egal �a l'optimum, l'arbre de
branchement ne d�epend de son parcours. Dans ce cas, on utilise la strat�egie
\en profondeur d'abord" parce qu'elle est simple �a g�erer.

En parcourant l'arbre de branchement, d'un n�ud �ls vers le n�ud p�ere,
on doit d�e�xer toutes les variables �x�ees �a 1 ou �a 0 dans le n�ud �ls et
retirer, �eventuellement, du programme lin�eaire la contrainte de sous-tour de
branchement qui a d�e�ni ce n�ud �ls. D'une mani�ere similaire, en parcou-
rant l'arbre de branchement, d'un n�ud p�ere vers le n�ud �ls, on doit re�xer
toutes les variables �x�ees �a 1 ou �a 0 dans le n�ud �ls et remettre, �eventuelle-
ment, dans le programme lin�eaire la contrainte de sous-tour de branchement
qui a d�e�ni ce n�ud �ls.

On notera que, dans [27], Fischetti et al. utilisent �egalement les contraintes
de sous-tours et les variables pour le branchement.

4.2 Adaptation d'un algorithme de TSP

On obtient une implantation de l'algorithme de branchement et de coupe
pour la r�esolution du ITSP �a partir d'une implantation d'un tel algorithme
pour la r�esolution du TSP en consid�erant les principales modi�cations sui-
vantes :

(i) int�egrer une heuristique adapt�ee au ITSP pour calculer une borne
sup�erieure de la solution optimale ;
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(ii) dans le programme lin�eaire initial, il faut consid�erer les �equations de
degr�e des pays au lieu des �equations de degr�e des sommets et ne pas
consid�erer de borne sup�erieure sur les variables ;

(iii) enlever toutes les variables dont les deux extr�emit�es appartiennent �a
un même pays ;

(vi) consid�erer les proc�edures de s�eparation d�ecrites dans la section 4.3 ;

(v) consid�erer la �xation des variables par des d�eductions logiques d�ecrite
dans la section 4.1.2.

Nous avons apport�e ces modi�cations �a l'implantation de l'algorithme de
branchement et de coupe pour la r�esolution du TSP r�ealis�ee par Clochard
et Naddef [17]. Le crit�ere de branchement et la strat�egie pour le recherche
d'un n�ud actif ne changent pas. Clochard et Naddef [17] utilisent les cri-
t�eres de branchement sur les contraintes de sous-tour et sur les variables et
recherchent un n�ud actif selon la strat�egie d�ecrite pr�ec�edemment pour le
cas o�u l'optimum est inconnu.

Les proc�edures de s�eparation qui suivent sont les principaux modules que
nous avons d�evelopp�e pour obtenir un algorithme de branchement et de coupe
pour la r�esolution du ITSP .

4.3 Proc�edures de s�eparation

Dans cette section, on pr�esentera des algorithmes exacts et des heuris-

tiques pour la s�eparation de certaines contraintes non r�eguli�eres. Pour le cas
des contraintes r�eguli�eres, on montrera que l'on peut utiliser les algorithmes
de s�eparation des contraintes du TSP (p).

On notera que, dans [27], on trouve des algorithmes exacts et des heu-
ristiques pour la s�eparation des contraintes de sous-tours et de peignes ex-
prim�ees dans l'espace des arêtes et des sommets di��erentes de celles qu'on
pr�esente.
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Soit �x la solution fractionnaire du programme lin�eaire PL. On d�esigne
par �G le graphe partiel de G = (E; V ) (G est le graphe multiparti complet
Kp

n) d�e�ni par l'ensemble des arêtes �E = fe 2 E : �xe > 0g. Le graphe �G est
dit support du point �x. Si on associe, �a chaque arête de �G, un poids �egal �a la
composante correspondante de �x, on obtient un graphe valu�e qu'on d�esigne
par le couple

�
�G; �x

�
.

On d�e�nit un graphe complet d'ordre p, not�e Gc = (Vc; Ec) et appel�e
graphe contract�e de G, par l'ensemble de sommets Vc dont chaque �el�ement
s'identi�e �a un pays de G. On dira qu'un pays de G est un sommet de Gc. On
associe au point �x un point �xc de IRjEcj, appel�e point contract�e de �x, d�e�ni
par :

�xcWi;Wj
=
X
l2Wi

X
k2Wj

�xl;k; 8 [Wi; Wj] 2 Ec:

De la même mani�ere que pour le point �x, on d�e�nit le graphe support de �xc,
not�e �Gc, comme �etant le graphe partiel de Gc d�e�ni par l'ensemble des arêtes
�Ec = fe 2 Ec : �xce > 0g.

Dans la suite, on s'int�eressera �a la s�eparation des contraintes de sous-
tours et de peignes. On d�ecrira des algorithmes exacts et des heuristiques de
s�eparation des contraintes de sous-tours pour di��erents types d'ensembles.
Pour les contraintes de peignes, on citera des heuristiques, d�evelopp�ees et
test�ees par di��erents auteurs, pour la s�eparation des contraintes de peignes
de TSP (p), et donc des peignes r�eguliers. Puis, on pr�esentera une heuristique
pour la s�eparation des contraintes de 2-couplages non r�eguliers et une autre
heuristique pour la s�eparation des peignes non r�eguliers.

On supposera que toutes les proc�edures qui vont suivre retournent le
nombre de contraintes viol�ees qu'elles identi�ent.

4.3.1 Contraintes de sous-tours

Soit S un sous-ensemble de sommets. La coupe � (S) est dite valide si
l'ensemble S est valide, i.e. il existe un paire de pays W 0 et W 00 telle que
W 0 � S et W 00 � V n S. Le probl�eme de s�eparation des contraintes de
sous-tours consiste �a trouver une ou plusieurs coupes valides, dans le graphe
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�
�G; �x

�
, de valeur strictement inf�erieure �a 2, ou montrer qu'une telle coupe

n'existe pas.

Dans la suite, on s'int�eressera �a une coupe valide de poids minimum dans
le graphe

�
�G; �x

�
. En e�et, si la valeur d'une telle coupe est sup�erieure ou

�egale �a 2 alors aucune contrainte de ce type n'est viol�ee, et si, en revanche, sa
valeur est inf�erieure �a 2 alors elle d�e�nit une contrainte viol�ee. Toutefois, cette
approche pose un probl�eme. En e�et, un algorithme qui calcule une coupe
valide de poids minimum ne d�etermine qu'une seule contrainte viol�ee lorsque
la valeur de la coupe valide de poids minimum est strictement inf�erieure �a
2, alors qu'il est plus int�eressant d'obtenir plusieurs contraintes viol�ees si
possible.

Dans ce qui suit, on d�ecrira des proc�edures qui d�eterminent plusieurs
contraintes viol�ees en calculant la coupe valide de poids minimum. On s'int�e-
ressera aux algorithmes de s�eparation des contraintes de sous-tours d�e�nies
par un ensemble minimal, puis celles d�e�nies par un ensemble r�egulier, et,
en�n, celles d�e�nies par un ensemble non r�egulier.

4.3.1.1 Ensemble minimal

On rappelle qu'un ensemble S est dit minimal s'il est �egal �a l'union d'un
pays W et d'un sommet u n'appartenant pas �a W . Le nombre de contraintes
de sous-tours associ�ees �a un ensemble minimal est �egal �a n (p� 1). Bien que le
nombre de ces contraintes soit en O (np), on ne peut pas se permettre de lister
toutes ces contraintes dans le programme lin�eaire. Pratiquement, ce nombre,
bien que polynomial en n, reste tr�es �elev�e. Pour r�esoudre le probl�eme de
s�eparation de ce type de contraintes, il su�t de v�eri�er toutes les contraintes
et de retenir celles qui sont viol�ees. Ainsi, �etant donn�e un point fractionnaire

�x, on obtient une proc�edure de complexit�e O (np) qui peut s'exprimer comme
suit :

Proc�edure Sous tour minimal 1;
D�ebut

Pour i allant de 1 �a n faire
Soit Wk le pays de i;
Pour j allant de 1 �a p faire
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Si Wj 6= Wk alors
S = Wj [ fig;
Si �x (� (S)) < 2 alors

Enregistrer S (contrainte viol�ee);
Fin Si

Fin Si
Fin Pour

Fin Pour
Fin.

Lors de nos exp�eriences num�eriques, nous avons remarqu�e que les con-
traintes de sous-tours associ�ees �a un ensemble minimal les plus fr�equemment
viol�ees sont celles associ�ees �a un ensemble d�e�ni par un pays et un sommet
\prochent" l'un de l'autre. On mesure l'�eloignement d'un sommet i �a un
pays W par le minimum des longueurs des arêtes d'extr�emit�es i et j, pour
j appartenant �a W . On consid�ere, pour chaque sommet i, la liste, not�ee
Sommet V oisin[i], des q premiers pays les plus prochent de i. Pratiquement,
on �xe la constante q �a 5. Dans l'heuristique qui suit, on v�eri�e, pour chaque
sommet i, les contraintes de sous-tours associ�ees �a un ensemble minimal
S = W [ fig, pour un pays W appartenant �a Sommet V oisin[i].

Proc�edure Sous tour minimal 2;
D�ebut

Pour i allant de 1 �a n faire
Liste Pays = Sommet V oisin[i] ;
R�ep�eter

Successeur = Liste Pays:succ;
Pays = Liste Pays:pays;
S = Pays [ fig;
Si �x (� (S)) < 2 alors

Enregistrer S (contrainte viol�ee);
Fin Si

Jusqu'�a Successeur == NULL;
Fin Pour

Fin.
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On ne fera appel �a la proc�edure exacte que lorsque l'heuristique ne trouve
aucune contrainte viol�ee. On r�esout le probl�eme de s�eparation de ces contrain-
tes selon la sch�ema suivant :

Proc�edure Sous tour minimal;
D�ebut

Si ( Sous tour minimal 2 == 0) alors
Sous tour minimal 1;

Fin Si
Fin.

4.3.1.2 Ensemble r�egulier

On rappelle qu'un ensemble S non vide est dit r�egulier si aucun pays ne
rencontre �a la fois S et V n S. Pour trouver des contraintes de sous-tours
viol�ees associ�ees �a un ensemble r�egulier, on utilise une heuristique ou un
algorithme exact d'identi�cation des contraintes de sous-tours du TSP . En
e�et, une in�equation de sous-tour du TSP viol�ee par le point contract�e �xc

d�e�nit une contrainte de sous-tour r�egulier viol�ee par �x, et, r�eciproquement,
si aucune contrainte de sous-tour de TSP n'est viol�ee par �xc, alors aucune
contrainte de sous-tour r�egulier n'est viol�ee par �x.

On dispose de plusieurs algorithmes exacts pour la s�eparation de contrain-
tes de sous-tours r�eguliers. Le plus connu est l'algorithme de Gomory et
Hu [40] de complexit�e O

�
jV j2 jEj log

�
jV j2 = jEj

��
, ou, pour un graphe dense,

O
�
jV j4

�
. Pratiquement, on utilise l'implantation r�ealis�ee par Padberg et Ri-

naldi [76] qui est de même complexit�e mais beaucoup plus rapide. Ils utilisent
des op�erations de contraction qui r�eduisent la taille du graphe avant d'ap-
pliquer l'algorithme de Gomory et Hu. Pour les probl�emes de grande taille,
ces algorithmes exigent un temps de calcul consid�erable. On pr�ef�ere utili-
ser des heuristiques rapides [20, 44] et ne faire appel �a l'algorithme exact
que lorsque les heuristiques ne trouvent aucune contrainte viol�ee. On d�esi-
gnera par Sous tour r�egulier une proc�edure globale qui r�esout le probl�eme
de s�eparation des contraintes de sous-tours r�eguliers viol�ees qui int�egre des
heuristiques et un algorithme exact.

On s'int�eressera �a la recherche de contraintes de sous-tours r�eguliers vio-
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l�ees que lorsqu'aucune contrainte de sous-tour associ�ee �a un ensemble mi-
nimal n'est viol�ee. En e�et, si on applique la proc�edure Sous tour r�egulier
lorsque des contraintes de sous-tours associ�ees �a un ensemble minimal sont
viol�ees, elle peut g�en�erer des contraintes de sous-tours r�eguliers associ�ees �a
un ensemble S = W1 [W2, avec W1 et W2 deux pays dont au plus un est
d�eg�en�er�e. Or, ce type d'in�equations n'induit pas une facette du polytope
ITSP (n; p).

4.3.1.3 Ensemble non r�egulier

Ici, on s'int�eresse �a des contraintes de sous-tours valides, non r�eguliers et
de poids inf�erieur �a 2. Ce type de contraintes pr�esente des di�cult�es particu-
li�eres. En e�et, la coupe de poids minimum dans le graphe

�
�G; �x

�
obtenue en

utilisant un algorithme classique, est g�en�eralement d�e�nie par un ensemble
non valide. On ne peut pas appliquer un algorithme qui calcule une coupe de
poids minimum directement �a

�
�G; �x

�
pour d�eterminer une coupe valide de

poids minimum.

Soit S un sous-ensemble de sommets. S'il existe deux pays Wi et Wj tels
que Wi � S et Wj � V nS, alors la coupe � (S) est dite une (Wi;Wj)-coupe.
Une telle coupe est, par d�e�nition, une coupe valide.

Soient S? un ensemble qui d�e�nit une coupe valide de poids minimum, et
Ws et Wt deux pays tels que Ws � S? et Wt � V n S?. La coupe � (S?) est
une (Ws;Wt)-coupe de poids minimum. Si, pour toute paire de pays Wi et
Wj, on peut calculer une (Wi;Wj)-coupe de poids minimum, la coupe valide
de poids minimum � (S?) sera la coupe de poids minimum parmi toutes ces
coupes.

Dans ce qui suit, on d�ecrira un algorithme qui, �etant donn�es deux pays
Wi et Wj, d�etermine une (Wi;Wj)-coupe de poids strictement inf�erieur �a 2
ou montre qu'une telle (Wi;Wj)-coupe n'existe pas.

Pour toute paire de pays Wi et Wj, on consid�ere le graphe �Gi;j obtenu
�a partir du graphe �G en contractant chacun des deux pays Wi et Wj en
un sommet. On d�esignera par wi et wj les sommets de �Gi;j repr�esentant
respectivement les pays Wi et Wj. Si les deux pays Wi et Wj sont d�eg�en�er�es
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alors le graphe �Gi;j est exactement le graphe �G. On d�e�nit un vecteur �xi;j de
l'espace des arêtes de �Gi;j par :

�xi;ju;v =

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

X
k2Wi

�xk;v si u = wi et v 6= wj

X
l2Wj

�xu;l si u 6= wi et v = wj

X
k2Wi

X
l2Wj

�xk;l si u = wi et v = wj

�xu;v sinon

Une (wi � wj)-coupe dans le graphe
�
�Gi;j; �xi;j

�
d�e�nit d'une mani�ere

unique une (Wi;Wj)-coupe dans le graphe
�
�G; �x

�
. De plus, les deux coupes

ont une même valeur. Pour trouver une (Wi;Wj)-coupe de poids minimum

dans le graphe
�
�G; �x

�
, on construit le graphe

�
�Gi;j; �xi;j

�
, puis on calcule

une (wi � wj)-coupe de poids minimum dans ce nouveau graphe.

On notera que, pratiquement, on d�e�nit le graphe
�
�Gi;j; �xi;j

�
d'une autre

mani�ere. Pour tout paysWi, on d�e�nit, un ensemble d'arêtes Ci tel que Ci est
un cycle �el�ementaire reliant tous les sommets de Wi si jWij � 3, ou une arête
reliant les deux sommets de Wi si jWij = 2, ou vide si Wi est d�eg�en�er�e. Pour
toute paire de pays Wi et Wj, le graphe �Gi;j est le graphe obtenu �a partir de
�G en ajoutant les ensembles d'arêtes Ci et Cj associ�es respectivement �a Wi

et �a Wj. Dans ce cas, on d�e�nit le vecteur �xi;j par :

�xi;je =

8><
>:

�xe si e 2 E
� si e 2 Ci

� si e 2 Cj

avec

� =

(
1 si jCij � 2
2 si jCij = 1

et � =

(
1 si jCjj � 2
2 si jCjj = 1

Pour trouver une coupe valide de poids minimum dans le graphe
�
�G; �x

�
,

on calcule, pour toute paire de pays Wi et Wj, une (Wi;Wj)-coupe de poids
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minimum dans le graphe
�
�G; �x

�
. La coupe valide de poids minimum est

une coupe de poids minimum parmi toutes ces coupes. L'algorithme qui suit
d�etermine une ou plusieurs coupes valides viol�ees. Lorsqu'il ne trouve aucune
coupe viol�ee, alors, dans le graphe

�
�G; �x

�
, aucune coupe valide n'est viol�ee.

Proc�edure Sous tour non regulier 1;
D�ebut

Pour i allant de 1 �a p faire
Pour j allant de 1 �a p faire

Construire Gi;j et �xi;j correspondants aux pays Wi et Wj ;
Calculer �(S?

wi;wj
) : une (wi; wj)-coupe de poids

minimum dans le graphe �Gi;j ;

Si �xi;j
�
�
�
S?
wi;wj

��
< 2 alors

Enregistrer S?
wi;wj

(contrainte viol�ee);

Fin Si
Fin Pour

Fin Pour
Fin.

Cette proc�edure est un algorithme exact pour la s�eparation des contrain-
tes de sous-tours non r�eguliers et r�eguliers. Pour deux sommets quelconques
k et l de �Gi;j, on peut d�eterminer une (k; l)-coupe de poids minimum dans

le graphe �Gi;j en O
�
jV j j �Ej log

�
jV j2 =j �Ej

��
si on utilise un algorithme de


ot maximum [38]. Ainsi, on obtient un algorithme pour la s�eparation des

contraintes de sous-tours non r�eguliers en O
�
p2 jV j j �Ej log

�
jV j2 =j �Ej

��
, ou

en O (p2n3) pour un graphe dense. Notons qu'il existe un autre algorithme,
d�evelopp�e par Nagamachi et Ibaraki [71, 70], qui calcule une (k; l)-coupe de

poids minimum en O
�
jV j j �Ej + jV j2 log jV j

�
sans calculer le 
ot maximum.

L'algorithme pr�ec�edent peut g�en�erer plusieurs fois une coupe valide vio-
l�ee ; ce qui peut cr�eer une certaine d�eg�en�erescence dans la r�esolution du pro-
gramme lin�eaire r�esultant. Dans l'exemple de la �gure 4.2, l'ensemble S? d�e-
�nit une (W2;W4)-coupe de poids minimum viol�ee, mais aussi une (W1;W2)-
coupe de poids minimum viol�ee. Notons que le point fractionnaire correspon-
dant ne viole aucune contrainte r�eguli�ere, et en particulier de sous-tour, et
aucune contrainte de sous-tour minimal.
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W

W

W1
3

4

0.5

W5

W2

S ∗

Fig. 4.2 { Un graphe
�
�G; �x

�
.

Pour �eviter de g�en�erer plusieurs fois une même coupe valide viol�ee, il
su�t de retenir, dans l'algorithme pr�ec�edent, une coupe valide viol�ee que
lorsqu'elle n'est pas la (Wi;Wj)-coupe de poids minimum retenue pour une
paire de pays Wi et Wj d�ej�a consid�er�ee. Soit S?

k;l la coupe minimum trouv�ee
en consid�erant la paire de paysWi0 etWj0 . Il faut calculer les ensemblesWS?

k;l

et WV nS?
k;l

des pays qui sont strictement contenus dans respectivement S?
k;l

et V n S?
k;l. S'il existe une paire de pays Wi et Wj, d�ej�a consid�er�ee, telle que

Wi 2 WS?
k;l

etWj 2 WV nS?
k;l
, et une (Wi;Wj)-coupe de poids minimum, viol�ee

et retenue, est �egalement une (Wi0;Wj0)-coupe de poids minimum, alors il
ne faut pas retenir l'ensemble S?

k;l.

Pratiquement, on utilise cette approche d'une mani�ere heuristique. En
e�et, �etant donn�ee une (Wi0 ;Wj0)-coupe viol�ee, il est tr�es coûteux de v�eri�er
exactement si elle a �et�e retenue pour une paire de pays d�ej�a consid�er�ee. On
d�ecidera de ne pas retenir une (Wi0 ;Wj0)-coupe viol�ee si certaines conditions
n�ecessaires pour qu'elle soit d�ej�a retenue sont v�eri��ees.

Pour toute (Wi;Wj)-coupe viol�ee et retenue, on enregistre la paire de pays
Wi et Wj correspondante, la valeur de la coupe et la cardinalit�e du plus petit
ensemble qui la d�e�nit. On d�e�nit des conditions n�ecessaires faciles �a v�eri�er
pour qu'une (Wi0 ;Wj0)-coupe viol�ee, d�e�nie par un ensemble de sommets
S?
i0;j0

, soit la coupe retenue pour une paire de pays Wi et Wj, d�e�nie par un
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ensemble de sommets S?
i;j. Nous avons retenu les trois conditions n�ecessaires

suivantes :

i) il faut que l'un des deux pays Wi et Wj soit strictement inclus dans
S?

i0;j0
et l'autre dans V n S?

i0;j0
;

ii) il faut que la valeur de la coupe associ�ee �a l'ensemble S?
i0;j0

soit �egale �a
celle de la coupe associ�ee �a l'ensemble S?

i;j ;

iii) il faut que les cardinalit�es des ensembles S?
i0;j0

et S?
i;j soient �egales si on

suppose que jS?
i0;j0

j et jS?
i;jj sont respectivement inf�erieures ou �egales �a

jV n S?
i0;j0

j et jV n S?
i;jj.

On notera que ces conditions sont n�ecessaires mais non su�santes. Elles
garantissent qu'une coupe viol�ee ne soit pas g�en�er�ee plus d'une fois. Cepen-
dant, on peut g�en�erer des coupes qui ont un degr�e de \ressemblance" �elev�e.
Par exp�erience num�erique, nous avons constat�e que l'e�et sur le valeur de
la fonction �economique de plusieurs coupes di��erentes viol�ees qui ont un de-
gr�e de \ressemblance" �elev�e est sensiblement le même que celui d'une seule
coupe. Pratiquement, on sera plus exigeant. Au lieu de consid�erer des cardi-
nalit�es �egales dans la condition iii) pr�ec�edente, on consid�ere des cardinalit�es
qui v�eri�ent la relation suivante :

iv)
���S?

i;j

���� k �
���S?

i0;j0

��� � ���S?
i;j

���+ k, avec k une constante qu'on �xe �a dp=4e.

Si on int�egre, dans la proc�edure Sous tour non regulier 1, un module qui
v�eri�e, chaque fois qu'on trouve une coupe viol�ee, les trois conditions pr�e-
c�edentes et cela pour toute paire de pays d�ej�a consid�er�ee, on obtient une
nouvelle proc�edure qu'on d�esignera par Sous tour non regulier 2. On notera
que la proc�edure Sous tour non regulier 2 est �egalement un algorithme exact
pour la s�eparation des contraintes de sous-tours non r�eguliers. G�en�eralement,
elle g�en�ere moins de contraintes qu'une proc�edure qui v�eri�e les conditions
n�ecessaires et su�santes pour qu'une coupe trouv�ee viol�ee soit d�ej�a retenue,
mais elle est plus rapide.

En revanche, pour les instances de grande taille, cette proc�edure reste
tr�es coûteuse et exige un temps de calcul consid�erable. Pratiquement, on
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utilise des heuristiques rapides et e�caces, et on ne fait appel �a la proc�e-
dure Sous tour non regulier 2 que lorsque les heuristiques ne trouvent aucune
contrainte viol�ee. Le principe d'heuristique que nous avons retenu consiste
�a limiter le nombre des paires de pays Wi et Wj pour lesquelles on calcule
une (Wi;Wj)-coupe de poids minimum. On peut d�e�nir l'ensemble des paires
de pays qu'on consid�ere de plusieurs mani�eres di��erentes. Dans la suite, on
d�ecrira une heuristique qui consid�ere, �a chaque it�eration, deux pays prochent
l'un de l'autre.

On dira qu'un pays Wi est proche d'un pays Wj s'il existe un sommet v de
Wi tel Wj appartient �a la liste Sommet V oisin[v] d�e�nie dans 4.3.1.1. Ainsi,
pour chaque pays Wi, on consid�ere la liste, not�ee Pays V oisin[Wi], des pays
qui lui sont proche. On calcule une (Wi; Wj)-coupe de poids minimum pour
Wj appartenant �a la liste Pays V oisin[Wi]. Pour �eviter de calculer une même
coupe deux fois, on consid�ere un indice j sup�erieur �a i. On d�esignera par
Sous tour non regulier 3 la version de la proc�edure Sous tour non regulier 2
qui prend en compte cette restriction sur le calcul des (Wi; Wj)-coupes de
poids minimum.

La s�eparation des contraintes de sous-tours non r�eguliers exige un temps
de calcul et de la place m�emoire consid�erables, contrairement �a la s�eparation
des contraintes de sous-tours minimaux et des sous-tours r�eguliers qui ne
posent pas de probl�emes particuliers. Tr�es rapidement, on obtient un point
fractionnaire qui ne viole aucune contraintes de ces deux types. C'est pour ces
raisons, qu'il est tr�es important d'obtenir un algorithme, rapide et e�cace,
pour la s�eparation des contraintes de sous-tours non r�eguliers.

La proc�edure Sous tour non regulier 3 peut g�en�erer un nombre tr�es �elev�e
de coupes viol�ees de valeurs tr�es di��erentes. Pratiquement, on arrête la s�epa-
ration lorsque le nombre de coupes identi��ees atteint une limite maximum.
Dans la suite, on pr�esente une proc�edure qui identi�e des coupes dont les
valeurs sont tr�es proches les unes des autres.

On d�e�nit une variable Seuil r�eelle et globale qui prend ses valeurs entre
0 et 2, et initialis�ee �a 2. Dans ce qui suit, on suppose que la proc�edure
Sous tour non regulier 3 identi�e des coupes valides de valeur strictement
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inf�erieure �a la valeur de la variable Seuil et que la valeur de la coupe minimum
qu'elle identi�e est dans le variable CoupeMin. L'objectif qu'on se �xe est de
g�en�erer un nombre su�samment �elev�e de coupe dont la valeur est proche
de CoupeMin. L'algorithme de s�eparation des contraintes de sous-tours non
r�eguliers que nous avons retenu est le suivant :

Proc�edure Sous tour non r�egulier;
D�ebut

Tant que ( Sous tour non regulier 3 == 0 ) et ( Seuil � 2) Faire
Seuil = Seuil + � ;

Fin Tant que
Si Seuil > 2 alors /? i.e. Sous tour non regulier 3 = 0?/

Seuil = Seuil � � ;
Sous tour non regulier 2 ;

Sinon /? On recti�e Seuil pour le prochain appel?/
Si ( CoupeMin < Seuil � 2 � �) et ( Seuil > �)

alors Seuil = Seuil � � ;
Si ( CoupeMin > Seuil � �=2 ) et ( Seuil � 2� �)

alors Seuil = Seuil + � ;
Fin Si

Fin.

On notera que la proc�edure Sous tour non r�egulier, d�ecrite ci-dessus, est
appel�ee plusieurs fois et qu'au premier appel la valeur de la variable globale
Seuil est �egal �a 2.

Dans la proc�edure Sous tour non r�egulier, on augmente la valeur de Seuil
d'une constante � lorsque la valeur de CoupeMin est jug�ee proche de Seuil et
on diminue la valeur de Seuil de � lorsque la valeur de CoupeMin est jug�ee
�eloign�ee de Seuil. L'objectif de la variation de la variable Seuil est de g�en�e-
rer, �a chaque it�eration, des coupes viol�ees de valeur proche de CoupeMin.
L'introduction de la variable Seuil ne limite pas consid�erablement le nombre
de coupes g�en�er�ees. En e�et, si on suppose que dans l'algorithme la variable
CoupeMin est croissante, la variable Seuil d�ecrô�t pendant les premi�eres it�e-
rations, puis elle crô�t pour atteindre la valeur 2 (voir �gure 4.3).
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2

0

CoupeMin
Seuil

Nombre
d’iterations

Fig. 4.3 {

Dans les premi�eres it�erations, le nombre de coupes viol�ees est tr�es �elev�e ;
une petite valeur de Seuil ne limite pas consid�erablement le nombre de coupes
g�en�er�ees. Pratiquement, on �xe � �a 0:4.

L'algorithme pour la s�eparation des contraintes de sous-tours g�en�eral peut
s'exprimer comme suit :

Proc�edure Sous tour;
D�ebut

Si Sous tour minimal == 0 alors
Si Sous tour r�egulier == 0 alors

Sous tour non r�egulier;
Fin Si

Fin Si
Fin.

4.3.2 Contraintes de peigne

Un peigne est un arbre de cliques admettant un seul manche. Si H repr�e-
sente le manche et T1; : : : ; Tt repr�esentent les dents, la contrainte de peigne
correspondante est :

x (� (H)) +
tX

i=1

x (� (Ti)) � 3t+ 1 (4.1)

La s�eparation des ces contraintes est di�cile. Il n'existe pas un algorithme
polynomial pour r�esoudre le probl�eme de s�eparation correspondant.
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Dans ce qui suit, on citera les di��erentes heuristiques de s�eparation des
peignes du TSP (p), et, par cons�equent, des contraintes de peignes r�eguliers
du ITSP (n; p). Puis, on pr�esentera une heuristique pour la s�eparation d'une
classe particuli�ere des contraintes de peignes non r�eguliers : les contraintes de
2-couplages non r�eguliers. Pour �nir, on d�ecrira une heuristique pour l'iden-
ti�cation de contraintes de peignes non r�eguliers.

4.3.2.1 Peigne r�egulier

Pour la s�eparation des peignes r�eguliers, on utilise une proc�edure pour la
s�eparation des peignes du TSP appliqu�ee au graphe contract�e

�
�Gc; �xc

�
.

Il n'existe pas un algorithme polynomial en n pour la s�eparation des con-
traintes de peignes. En revanche, si on �xe le nombre de dents �a k, Carr [12]
a montr�e qu'on peut r�esoudre le probl�eme de s�eparation des contraintes de
peignes �a k dents par un algorithme polynomial en n. �A notre connaissance,
il n'existe pas encore une implantation pratique de cet algorithme.

Le seul algorithme exact disponible r�esout le probl�eme de s�eparation de la
classe particuli�ere des contraintes de 2-couplages. Plusieurs auteurs ont mon-
tr�e que ce probl�eme est �equivalent au probl�eme de la coupe impaire de poids
minimum suivant : �etant donn�e un graphe, o�u chaque sommet est �etiquet�e
paire ou impaire, trouver une coupe impaire de poids minimum, sachant
qu'une coupe est dite impaire si elle est d�e�nie par un ensemble de som-
mets admettant un nombre impair de sommets �etiquet�es impair. Dans [75],
Padberg et Rao proposent un algorithme polynomial pour r�esoudre ce pro-
bl�eme. Pratiquement, pour obtenir un algorithme de s�eparation rapide, on
utilise des op�erations (voir [74, 43, 77]) qui r�eduisent la taille du graphe avant
d'appliquer l'algorithme de Padberg et Rao.

Dans [77, 44, 17], des heuristiques pour la s�eparation des contraintes de
peigne g�en�eral sont propos�ees. Le principe de la plupart d'entre elles consiste
�a construire une contrainte de peigne g�en�eral viol�ee �a partir d'une contrainte
de 2-couplage viol�ee en utilisant des op�erations d'extension par \zero node-
lifting" [56]. On d�esignera par Peigne 1 une heuristique pour la s�eparation
de contraintes de peignes viol�ees.
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4.3.2.2 Contraintes de 2-couplage non r�eguliers

On rappelle qu'une contrainte de 2-couplage est une contrainte de peigne
telle que chaque dent est l'union d'exactement deux pays. Elle est r�eguli�ere
ou non r�eguli�ere selon que le manche est un ensemble r�egulier ou non r�egulier.

Soit W1 l'ensemble des pays qui sont incidents �a une arête e de poids
1 dans le graphe

�
�Gc; �xc

�
. On note L1 l'ensemble des contraintes de 2-

couplages non r�eguliers dont chaque dent est constitu�ee de deux pays de
W1 et admet un cocycle de valeur �egal �a 2.

L'heuristique que nous proposons r�esout le probl�eme de s�eparation des
contraintes de l'ensemble L1 en l'algorithme de Padberg et Rao [75] pour le
calcul d'une coupe impaire de poids minimum.

Soit le graphe G1 obtenu �a partir du graphe
�
�G; �x

�
en contractant chaque

pays de W1 en un sommet. On note V 0
1 = V n

S
Wi2W1

Wi et V 00
1 le sous-

ensemble des sommets de G1 repr�esentant les pays contract�es. Ainsi, l'en-
semble des sommets de G1 est V1 = V 0

1[V
00
1 . Si un sommet j de V 00

1 repr�esente
le pays Wj de W1, on d�e�nit deux points x1 et �x1 de l'espace des arêtes de
G1 par :

x1i;j =

8>>>>>><
>>>>>>:

�xi;j si i 2 V 0
1 et j 2 V 0

1X
k2Wj

�xi;k si i 2 V 0
1 et j 2 V 00

1

X
l2Wi

X
k2Wj

�xl;k si i 2 V 00
1 et j 2 V 00

1

et �x1i;j =

(
0 si x1i;j = 1
x1i;j sinon

On associe �a chaque sommet de V1, incident �a exactement une arête de
poids 1 dans le graphe (G1; x

1), une �etiquette impaire et, pour les autres
sommets, une �etiquette paire. Soit S? un sous-ensemble de sommets de V1
qui d�e�nit une coupe impaire de (G1; �x1) de poids minimum. Si on suppose
qu'aucune contrainte de sous-tour et de 2-couplage r�egulier n'est viol�ee par
le point �x, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.3.1 �x1 (� (S?)) < 1 si et seulement si il existe une contrainte
de L1 viol�ee par le point �x.
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Preuve : Supposons que �x1 (� (S?)) < 1. Soient v1; : : : ; vt les sommets im-
pairs de S? adjacents, dans le graphe (G1; x

1), respectivement aux sommets
impairs u1; : : : ; ut de V n S? par des arêtes de poids �egal �a 1. Le nombre t
est impair, et, de plus, il est sup�erieur �a 1. En e�et, si t est �egal �a 1, alors
�x (� (S?)) < 2. Dans le graphe

�
�G; �x

�
, soit le peigne de manche H = S? et

de dents Ti = Wvi [Wui
, pour i = 1; : : : ; t. La contrainte correspondante au

peigne ainsi d�e�ni appartient �a l'ensemble L1 et elle est viol�ee par le point �x.

R�eciproquement, soit une contrainte de L1, d�e�nie par un manche H et
un ensemble de dents T = fT1; : : : ; Ttg, qui est viol�ee par le point �x. On
suppose que, pour i = 1; : : : ; t, Wi = Ti \ H n'est pas adjacent, dans le
graphe (G1; �x1), �a un pays de H par une arête de poids 1. En e�et, s'il existe
une dent Ti0 telle que Wi0 = Ti0 \H est adjacent, dans le graphe (G1; �x1),
�a un pays Wj0 de H par une arête de poids 1, on consid�ere le peigne d�e�ni

par le manche H 0 = H nWi0 et l'ensemble des dents T 0 = T n fTi0g [
n
T 0
i0

o
,

avec T 0
i0
= Wi0 [Wj0. La contrainte correspondante au peigne ainsi d�e�ni est

viol�ee par le point �x. Soit H1 l'ensemble des sommets de G1 correspondant
au manche H. Dans le graphe

�
�G; �x

�
, le cocycle de chaque dent a une valeur

�egale �a 2 et �x1 (� (H1)) � �x (� (H)) � t. Une condition n�ecessaire pour que
la contrainte soit viol�ee est �x (� (H)) < t + 1, alors on aura �x1 (� (H1)) < 1.
Soient I 0 l'ensemble des sommets impairs de H1 deux �a deux adjacents, dans
le graphe (G1; �x1), par une arête de poids 1 et I 00 l'ensemble des sommets
impairs deH1 adjacents, dans le graphe (G1; �x1), �a un sommet n'appartenant
pas �a l'ensembleH1 par une arête de poids 1. Chaque sommet de I 00 repr�esente
un pays appartenant �a une dent du peigne viol�e. L'ensemble des sommets
impairs de H1 est I = I 0 [ I 00 et le nombre de ces sommets est impair. Ainsi,
�x1 (� (H1)) est une coupe impaire de poids inf�erieure �a 1. 2

L'heuristique qui d�ecoule de ce r�esultat consiste �a construire le graphe
(G1; �x1) �etiquet�e, puis lui appliquer un algorithme qui calcule une ou plu-
sieurs coupes impaires de poids strictement inf�erieures �a 1. On d�esignera une
telle proc�edure par Peigne 2.

Le point fractionnaire de l'exemple de la �gure 4.4 v�eri�e toutes les
contraintes r�eguli�eres (le point correspondant �xc est une combinaison convexe
des sommets du polytope TSP (7)) et toutes les contraintes de sous-tours non
r�eguli�eres. L'heuristique, d�ecrite ci-dessus, identi�e la contrainte viol�ee de 2-
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1

0.5
1W 2W

W3W4
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u

Fig. 4.4 { Un graphe
�
�G; �x

�
.

couplage non r�eguli�ere d�e�nie par le manche H = W1 [W2 [W5 [ fug et les
dents T1 = W1 [W4, T2 = W5 [W7 et T3 = W2 [W3.

4.3.2.3 Peigne non r�egulier

Le principe d'heuristique que nous avons retenu consiste �a construire �a
partir d'un peigne r�egulier viol�e un ou plusieurs peignes non r�eguliers viol�es.

Soit un peigne r�egulier de manche H et de dents T1; : : : ; Tt tel que
la contrainte correspondante soit viol�ee par le point �x. On d�esigne par P
l'ensemble fH; T1; : : : ; Ttg et vP l'�ecart entre le membre de gauche et le
membre de droite de la contrainte de peigne correspondante ; i.e. vP = 3t+1�X
P2P

�x (� (P )). Soient P un �el�ement de P et SP un sous-ensemble non r�egulier

de sommets qui ne rencontre aucun �el�ement de P. On d�e�nit l'ensemble
P 0 = P nfPg[fP 0g, avec P 0 = P [SP . L'ensemble P 0 d�e�nit un peigne non
r�egulier viol�e si et seulement si �x (� (SP )) � 2�x (P : SP ) < vP . L'heuristique
consiste �a essayer de trouver, pour chaque �el�ement de P, un sous-ensemble
SP non r�egulier qui ne rencontre aucun �el�ement de P tel que la contrainte
non r�eguli�ere correspondante �a P 0 soit viol�ee.

Il n'est pas facile de trouver un sous-ensemble SP non r�egulier quelconque
qui engendre une contrainte viol�ee, pour un certain �el�ement de P. Pratique-
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ment, on ne consid�ere que des sous-ensembles SP �a un seul sommet pour
obtenir une heuristique rapide qui peut s'exprimer comme suit :

Proc�edure Peigne 3;
D�ebut

Soit P = fT0; T1; : : : ; Ttg un peigne viol�e; /?T0 est le manche ?/
V0 = V n [t

i=0Ti ;
Pour i allant de 0 �a t faire

V1 = V0 ;
Tant que V1 6= ; faire

Soit s 2 V1;
T 0
i = Ti [ fsg et P 0 = P n fTig [ fT 0

ig ;
Si le peigne P 0 d�e�nit une contrainte viol�ee alors

Enregistrer P 0

Fin Si
V1 = V1 n fsg ;

Fin Tant que
Fin Pour

Fin.
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Fig. 4.5 { Un graphe
�
�G; �x

�
.
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Le point fractionnaire de l'exemple de la �gure 4.5 v�eri�e toutes les
contraintes de sous-tours r�eguli�eres et non r�eguli�eres. Un algorithme pour
la s�eparation des contraintes de 2-couplages r�eguli�eres identi�e la contrainte
de 2-couplage viol�ee et d�e�nie par le manche H = W1 [W2 [W6 et les dents
T1 = W1 [ W5, T2 = W6 [ W7 et T3 = W2 [ W3. L'heuristique Peigne 3,
d�ecrite ci-dessus, construit �a partir du peigne viol�e pr�ec�edent une contrainte
de peigne non r�eguli�ere viol�ee et d�e�nie par le manche H 0 = H et les dents
T 0
1 = T1, T

0
2 = T2 [ fug et T 0

3 = T3.

On peut penser que la proc�edure Peigne 3 n'a aucun int�erêt et que les
contraintes de peignes non r�eguli�eres viol�ees qu'elle identi�e contribuent tr�es
peu dans la r�esolution du programme lin�eaire. Ceci peut e�ectivement arri-
ver dans certains cas. La proc�edure Peigne 3 est rapide et g�en�ere plusieurs
contraintes viol�ees. Il n'y a pas d'inconv�enient dans son utilisation, bien au
contraire, les contraintes qu'elle identi�e peuvent am�eliorer sensiblement la
fonction �economique dans certains cas.

L'algorithme de s�eparation de contraintes de peignes que nous avons re-
tenu est le suivant :

Proc�edure Peigne;
D�ebut

Si Peigne 1 > 0 alors
Peigne 3

Fin Si
Peigne 2

Fin.

Si dans la proc�edure Peigne 3, on fait varier l'indice i de 1 �a t et, dans
Peigne 2, on ne consid�ere que des coupes impaires non r�eguli�eres, alors un
peigne viol�e ne peut pas être g�en�er�e par plus d'une proc�edure parmi les trois
proc�edures Peigne 1, Peigne 3 et Peigne 2. Ainsi, en appliquant successive-
ment ces trois proc�edures pour identi�er un nombre maximum de contraintes
de peignes viol�ees, on ne risque pas de g�en�erer des contraintes redondantes.

Des heuristiques pour la s�eparation d'autres contraintes r�eguli�eres ont
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�et�e �egalement propos�ees. Dans [77], Padberg et Rinaldi proposent deux heu-
ristiques pour la s�eparation des contraintes d'arbre de cliques et, dans [16,
17], Clochard et Naddef proposent des heuristiques pour la s�eparation des
contraintes de chemins.

4.4 Instances et r�esultats num�eriques

Les r�esultats num�eriques qui suivent ont �et�e obtenus en appliquant notre
code �a des instances du ITSP obtenues �a partir d'instances du TSP de la
librairie des probl�emes tests de Reinelt [82] accessibles par la page WEB :
http://www.iwr.uni-heidelberg.de/iwr/comopt/soft/TSPLIB95/TSPLIB.html.

4.4.1 G�en�eration d'instances

Pour g�en�erer des instances du ITSP , on a utilis�e une proc�edure de Fi-
schetti et al. [28] qui partitionne l'ensemble des sommets d'une instance eu-
clidienne du TSP pour simuler des r�egions g�eographiques.

Pour une instance du TSP de taille n, le nombre de pays est �x�e �a
p = dn=5e. On associe �a chaque pays Wi un sommet vi appel�e centre de
Wi qui correspondra au premier sommet appartenant �a Wi. L'ensemble des
centres est choisi de mani�ere �a ce qu'ils soient le plus �eloign�es possible les uns
des autres. Chacun des autres sommets est a�ect�e au pays dont le centre est le
plus proche. Pour une instance donn�ee du TSP , cette proc�edure peut g�en�erer
des instances di��erentes du ITSP di��erentes si on fait varier le nombre de
pays.

4.4.2 R�esultats num�eriques

Dans ce qui suit, on donnera des r�esultats num�eriques obtenu par notre
implantation sur un jeu d'essais de 23 instances et on comparera certaines
strat�egies entres elles. Le r�esolveur de programme lin�eaire qu'on a utilis�e est
le logiciel Cplex 3.0 [19].

On notera que toutes les instances pr�esent�ees ont �et�e r�esolues au n�ud
racine, i.e. sans branchement. Ceci ne veut pas dire qu'on r�esout toutes les



4.4 Instances et r�esultats num�eriques 135

Probl�eme Opt Colonne Ligne Sous-tour Peigne Tps CPU
10att48 5394 153 70 703 1 51.9
11eil51 174 1013 86 314 1 24.3
16eil76 209 345 138 1018 2 200.4
16pr76 64925 320 133 1580 4 341.3
20rat99 497 428 162 867 2 158.6

20kroA100 9711 288 159 1061 2 154.6
20kroB100 10328 195 150 921 0 134.8
20kroC100 9554 269 159 843 0 135.0
20kroD100 9450 455 143 862 0 135.2
20kroE100 9523 214 141 636 2 72.6

20rd100 3650 437 186 1341 0 288.8
21lin105 8213 401 169 761 0 111.7
22pr107 27898 665 120 225 0 12.7
28pr136 42570 274 208 1291 0 237.7
29pr144 45886 1384 142 222 0 28.1

30kroA150 11018 653 241 1428 10 291
30kroB150 12196 334 212 1709 8 356.8

31pr152 51576 240 516 12339 121 7677.2
40kroA200 13406 588 279 2976 20 916.3
40kroB200 13111 650 300 1778 2 623.0

46pr226 64007 637 287 14066 18 2784.7
53pr264 29549 553 357 3113 19 1308.5
60pr299 22615 1115 457 3745 26 1733.1

Tab. 4.1 { R�esultats num�eriques.
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instances sans branchement. Bien au contraire, le r�esolution de beaucoup
d'instances s'e�ectue avec branchement et on ne sait pas encore r�esoudre
d'autres instances.

On se limite �a pr�esenter des r�esultats num�eriques concernant des ins-
tances r�esolues sans branchement parce que notre objectif consiste �a analy-
ser les r�esultats de la s�eparation des contraintes, et, plus particuli�erement, les
contraintes de sous-tours. On notera qu'on a utilis�e les proc�edures Sous tour,
Peigne 1 et Peigne 3 pour la s�eparation des contraintes de sous-tours et de
peignes.

Les colonnes 1 et 2 de la table 4.1 repr�esentent respectivement le nom et
la valeur de la solution optimale de l'instance. Le nom de l'instance est la
juxtaposition du nombre de ces pays et du nom de l'instance du TSP qui l'a
engendr�ee. Par exemple, l'instance 10att48 a 10 pays et 48 villes.

Les colonnes 3 et 4 de la même table repr�esentent respectivement le
nombre de variables et le nombre de contraintes dans le programme lin�eaire
�nal. Le nombre total de contraintes de sous-tours g�en�er�ees est repr�esent�e
dans la colonne 5 et le nombre total de contraintes de peignes g�en�er�ees est
repr�esent�e dans la colonne 6. La derni�ere colonne repr�esente le temps de calcul
total exprim�e en secondes de CPU pour une station SUN SPARC 10� 20.

L'analyse de ces r�esultats num�eriques montre le nombre total �elev�e de
contraintes de sous-tours g�en�er�ees pour chaque instance ce qui explique les
temps de calcul plus �elev�es que ceux obtenus par Fischetti et al. dans [27]. On
ne sait pas si ces r�esultats sont dûs au fait que les contraintes sont exprim�ees
dans l'espace des arêtes ou �a l'algorithme de s�eparation des contraintes de
sous-tours qu'on utilise. Toutefois, nous pensons que trouver un algorithme
pour la s�eparation des contraintes de sous-tours nettement plus performant
que celui qu'on utilise est di�cile.

Lors de nos exp�eriences num�eriques, nous avons �egalement remarqu�e que
notre implantation est tr�es peu stable. Pour certaines instances, si on modi�e
l�eg�erement la valeur d'un param�etre ou l'appel d'une proc�edure alors les
r�esultats varient �enorm�ement. Cette remarque est �egalement constat�ee dans
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la r�esolution du TSP par un algorithme de branchement et de coupe.

Dans cette exp�erience num�erique, nous discutons �egalement certains choix
de l'implantation. Nous avons retenu deux aspects : l'introduction dans le
programme lin�eaire des bornes 0 et 1 pour chaque variable et l'utilisation
de la variable Seuil pour la s�eparation des contraintes de sous-tours. Si on
d�esigne par A l'implantation initial, on d�esignera par B et C les implantations
obtenues �a partir de A en consid�erant respectivement des variables born�ees et
une s�eparation des contraintes de sous-tours sans l'utilisation de la variable
Seuil.

Pour chacune des ces trois implantations, nous donnons, dans la table 4.2,
le nombre total de contraintes g�en�er�ees et le temps de calcul total exprim�e
en secondes de CPU pour une station SUN SPARC 10� 20.

On notera que l'implantation A est plus rapide que les implantations B
et C dans 74% des instances.



138 Algorithme de branchement et de coupe

A B C
Probl�eme Contr Tps CPU Contr Tps CPU Contr Tps CPU
10att48 704 51.9 752 65 736 58.8
11eil51 315 24.3 400 32.8 384 26.3
16eil76 1020 200.4 1167 225.5 1310 251.9
16pr76 1584 341.3 1538 328.5 1733 348.4
20rat99 869 158.6 871 162.5 1364 197.8

20kroA100 1063 154.6 992 148.4 1437 160.6
20kroB100 921 134.8 920 143.4 1109 115.99
20kroC100 843 135.0 924 137.6 1151 139.7
20kroD100 862 135.2 964 167.4 1586 241.9
20kroE100 638 72.6 614 74.5 790 98.7

20rd100 1341 288.8 1499 308.5 3032 540.2
21lin105 761 111.7 818 118.9 1267 163.4
22pr107 225 12.7 224 12.4 225 13.3
28pr136 1291 237.7 1164 245.7 1652 204.9
29pr144 222 28.1 213 23.2 222 23.5

30kroA150 1438 291.0 1729 329.4 1933 267.7
30kroB150 1717 356.8 1696 397.8 2302 384.7
40kroA200 2996 916.36 3047 878.7 3774 966.2
40kroB200 1780 623.0 1860 617.5 2816 527.5

46pr226 14084 2784.7 15776 4114.2 12534 3389.3
53pr264 3132 1308.5 2943 1256 3514 880.8
60pr299 3771 1733.1 3326 1349.3 6741 2369.2

Tab. 4.2 { R�esultats num�eriques pour di��erentes variantes.
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Conclusion

Ce travail se propose d'�etudier une g�en�eralisation du probl�eme du voya-
geur de commerce appel�ee probl�eme du voyageur de commerce international
et not�ee ITSP . Les principales contributions sont �a la fois d'ordre pratiques
et th�eoriques.

Dans une premi�ere partie, nous d�ecrivons plusieurs types d'heuristiques
pour le ITSP et nous donnons une r�eduction polynomiale du ITSP au
TSP . Nous donnons �egalement une nouvelle formulation du ITSP en un
programme lin�eaire en nombres entiers.

La deuxi�eme partie de ce travail est r�eserv�ee �a l'approche poly�edrale.
L'objectif principal �etant de r�ealiser un algorithme de branchement et de
coupe pour la r�esolution du ITSP .

Nous avons �etudi�e le poly�edre de la relaxation graphique du ITSP et
sa relation avec le polytope du ITSP . Nous montrons en particulier que les
r�esultats connus pour le TSP sont valables pour le ITSP .

Nous distinguons deux types de facettes du polytope du ITSP : les fa-
cettes r�eguli�eres et les facettes non r�eguli�eres. Nous donnons des r�esultats sur
la relation poly�edrale qui existe entre le TSP et le ITSP et nous introdui-
sons plusieurs classes d'in�equations induisantes des facettes. Nous donnons
�egalement des r�esultats sur quelques propri�et�es que v�eri�ent les facettes du
polytope du ITSP et des r�esultats sur le \lifting" qui permettent d'obtenir
de nouvelles facettes.

Nous pr�esentons de nombreuses heuristiques et algorithmes exacts pour
la s�eparation des in�equations de sous-tours et de peignes qui nous ont permis
d'implanter un algorithme de branchement et de coupe pour la r�esolution du
ITSP �a partir d'un tel algorithme pour le TSP . Nous �nissons ce travail en
donnant quelques r�esultats num�eriques et une analyse de notre impl�ementa-
tion.
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Les perspectives de ce travail sont nombreuses et elles sont d'ordre th�eo-
riques et algorithmiques. Sur le plan th�eorique, on ne sait toujours pas si
toutes les facettes du ITSP sont tsp-fortes et on ne connâ�t pas la description
lin�eaire compl�ete du polytope du ITSP pour les petites valeurs du nombre
de pays. On peut �egalement �etudier la g�en�eralisation de certaines classes de
facettes du TSP pour le ITSP . Sur le plan algorithmique, on peut tester
d'autres heuristiques pour la s�eparation des contraintes de sous-tours et de
peignes.
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