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Abstract

Although model building is widely recognized as a very important topic in Automated De-
duction and Computer Science, the number of works dedicated to this problem is negligible
compared to the amount of work devoted to refutational methods. In this thesis, we present
several new techniques for model building in Automated Deduction. The thesis is divided in five
main parts.

In the first part, we propose a general method for building finite models. It uses detection
of counter-models and symmetries to prune the search space and favourably compares with
the most powerful existing finite model builders (FINDER, SEM, etc.). In the second part, we
investigate methods for simultaneous search for refutations and (infinite, Herbrand) models.
We improve the methods RaMmc! and RaMCET? defined by R. CAFERRA and N. ZABEL by
defining new rules for building models and by defining new strategies. These extensions strictly
increase the capabilities of the methods both for model building and unsatisfiability detection.
We also define a new method called EQMC combining enumeration and derivation approaches.
We show that some of the proposed methods are uniform decision procedures for a wide range
of decidable classes including (but not limited to) all classes decidable by hyperresolution (e.g.
the classes PvD, OcclN etc.) and more generally any classe decidable by semantic resolution
(guided by an interpretation representable by symbolic constraints). In the third part, we show
the limits of the formalism of equational constraints, previously used for representing Herbrand
models, and we propose to extend it by including terms with integer exponents (I-terms) and tree
automata. As a new result, we prove the decidability of the first-order theory of I-terms. This
theoretical result allows us to include I-terms into our method. It has also many applications in
Computer Science, different from model building. Fourthly, we study some applications of our
work: we present a new approach for discovering and using analogy in simultaneous search for
refutations and models, and we show how to use the method Ramc in Logic Programming (for
extending logic program interpreters, detecting and correcting errors in logic programs etc.).
Finally we describe the system RAMC gy implementing our approach and we report some
experiments showing the practical capabilities of our method.

1. Refutation And Model Construction.
2. Refutation And Model Construction with Equational Tableaux.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Logique et mécanisation du raisonnement

“Computers ought to produce in the long run some fundamental change in the nature
of all mathematical activity”

WaNG (1960).

La mécanisation du raisonnement (ou Déduction Automatique) se situe au coeur de ce que
’on nomme communément ’Intelligence Artificielle. Son objet est de chercher & doter I'ordi-
nateur de capacités de raisonnement similaires a celles de I’lhomme, ou encore de mécaniser la
logique (DaAvis, 1983; LOVELAND, 1984). La mécanisation du raisonnement passe par ’étude du
raisonnement humain et par sa formalisation, qui constitue une étape préliminaire indispensable
a toute réalisation sur machine. Ainsi, les préoccupations et contraintes des chercheurs en Dé-
monstration Automatique rejoignent largement celles des logiciens qui, bien avant I’apparition
de 'ordinateur, se sont intéressés a I’étude du raisonnement en tant que tel, c’est-a-dire en dehors
de tout domaine d’application. Ces aspirations trouvent leur origine dans la plus haute antiquité :
on attribue généralement a ARISTOTE le mérite de s’étre le premier intéressé au raisonnement
lui-méme, en tant qu’objet d’étude a part entiere. En introduisant la notion de syllogisme, il
cherche a fournir des criteres permettant de caractériser de maniere précise la correction d’un
raisonnement. Il formule des régles permettant d’accepter certaines propositions (conclusions)
comme valides, a partir d’autres propositions considérées comme vraies (prémisses). Un exemple
typique de syllogisme (formulé par ’école Stoicienne) est le Modus Ponens qui énonce que si les
assertions A et A = B (“A implique B”) sont vraies alors I'assertion B est vraie.

LEiBN1Z fut 'un des premiers a introduire I'idée d’un “langage mathématique universel” dont
le pouvoir d’expression serait équivalent a celui du langage naturel mais qui serait exempt de
toute ambiguité ou imprécision. Cette formalisation permettrait de définir les propositions et les
regles de raisonnement de fagon aussi précise que le langage mathématique, et de réduire ainsi
le raisonnement a un calcul, qui ne laisserait aucune place a ’opinion ou au jugement personnel,
mais permettrait d’établir sans conteste la validité - ou I'inexactitude - de toute assertion :

“Je crois qu’on ne pourra jamais mettre fin aux contreverses [...] si I'on ne revient pas des
raisonnements compliqués a des calculs simples, et des mots ayant des significations vagues et
incertaines a des caracteres bien déterminés. Car il arrivera alors que tout paralogisme ne sera
rien de plus qu’une erreur de calcul ...” (LEIBNIZ)

Les travaux de BOOLE, en particulier, constituent la premiere tentative de définition d’un
langage répondant aux exigences de LEIBNIZ. Les travaux de GODEL d’abord, complétés par



ceux de TARSKI et CHURCH, mettent rapidement en évidence les limites de la conception de
LEIBNIZ, du moins dans sa version universelle.

La formalisation du raisonnement passe habituellement par la définition d’un systeme formel,
c’est-a-dire par la définition d’aziomes (propositions arbitrairement supposées valides) et de
regles d’inférence, permettant de déduire de nouvelles formules valides a partir des formules
valides connues. Un systeme formel permet, en fournissant une définition inductive de ’ensemble
des formules valides, d’énumérer systématiquement cet ensemble en partant des axiomes et en
appliquant les regles d’inférence de toutes les facons possibles. Il fournit ainsi une définition
syntazique des formules valides, ce qui permet de ramener le raisonnement a un calcul, & une
manipulation de symboles suivant des regles algorithmiques formellement définies, qui peut alors
étre reproduit sur machine. Cette approche permet de modéliser "aspect purement déductif du
raisonnement, qui consiste a déduire de nouvelles formules d’un ensemble de formules connues.
Mais il ne s’agit la que d’un aspect du raisonnement. Un autre aspect tout aussi important, et
tout aussi couramment utilisé, concerne la construction de modéles.

1.2 Role des modeles dans la mécanisation du raisonnement

Un modéle (ou contre-exemple) d’une formule logique est une structure particuliere vérifiant
(ou ne vérifiant pas) la formule. Considérons, par exemple, la formule F suivante :

dzVy.f(y) # =.

Un modeéle de F est 'ensemble N, ot la fonction f est interprétée comme la fonction suc-
cesseur: f(y) = y+ 1. F exprime alors le fait qu’il existe un entier z tel que pour tout y, le
successeur de y est distinct de 2 (z = 0). En revanche, si f est interprétée (toujours sur le do-
maine N) comme la fonction prédécesseur f(y) =y — 1, alors F devient fausse (car pour tout
il existe un y tel que y—1 = z). La structure correspondante est alors appelée un contre-exemple

de F.1

Les modeles permettent de donner une définition de la notion de validité qui est indépendante
de la syntaxe de la formule. Une formule sera dite valide si elle ne possede pas de contre-exemple,
insatisfaisable si elle ne possede pas de modele.

Les modeles ont de nombreuses applications dans des domaines aussi variés que la logique,
les mathématiques, I'Informatique ou I'Intelligence Artificielle. L utilisation de modeles se situe
au cceur du raisonnement humain et s’avere souvent indispensable a la compréhension et a la dé-
monstration d’un théoreme. En effet, il semble que la recherche d’une preuve d’une formule par
un étre humain ne s’effectue pas sur des critéres purement syntaziques (c’est-a-dire sur la facon
dont la formule est écrite), mais plutot sur des critéres essentiellement sémantiques (c’est-a-dire
dépendants du sens attribué a la formule). Un modele fournit des informations d’ordre séman-
tique sur une formule. Ainsi en géométrie, la construction d’une figure est souvent indispensable
a la compréhension et a la résolution d’un probleme. Le modeéle permet également de réfuter une
conjecture: la maniere la plus simple et la plus convaincante de prouver qu’une formule n’est
pas valide est d’en donner un contre-exemple. Celui-ci permet en outre de comprendre pourquoi
la conjecture est fausse et éventuellement de la corriger pour en faire un théoreme (en rajoutant
des hypotheses supplémentaires ou en affaiblissant la conclusion). Cette technique est utilisée
par les mathématiciens dans I’étude des conjectures.

Disposer de systémes capables non seulement de prouver un théoreme mais également de
construire, dans le cas ou la formule proposée n’est pas valide, un contre-exemple de la formule

1. Dans la suite, les termes “contre-exemple” ou “modele” seront souvent employés indifféremment 'un a la
place de 'autre, un contre-exemple d’une formule A étant un modele de la négation de A et réciproquement. De
méme, une preuve de la formule A est une réfutation de la négation de A et réciproquement.



serait donc d’un grand intérét pratique pour de nombreuses applications en logique ou en mathé-
matiques (pour établir I'indépendance d’axiomes, réfuter des conjectures, etc.) mais également
en programmation (pour détecter et éventuellement corriger des erreurs dans des programmes ou
dans des spécifications), en vérification de circuit, etc. L’utilisation de contre-exemples étant au
coeur de 'activité mathématique, un constructeur automatique ou interactif de modeles apparait
comme une composante essentielle de tout systeme d’aide a la démonstration.

Les modeles ont également des applications en Déduction Automatique: ils permettent en
particulier de guider la recherche d’une preuve. Pour la plupart des problemes, la simple appli-
cation des reégles d’inférence ne permet pas de démontrer la validité du théoreme, a cause de la
taille souvent tres importante de 'espace de recherche. Il est nécessaire de définir des stratégies
ou heuristiques afin de guider I'application des regles. L’utilisation d’un modele du théoreme a
démontrer permet, en fournissant des informations sémantiques sur ce théoreme, de guider le
choix des regles a appliquer, ou 'ordre d’application de ces regles, de facon a la fois naturelle et
efficace. Cette idée a été rapidement reconnue comme tres importante en Démonstration Auto-
matique : par exemple des 1960, le démonstrateur GTM pour la géométrie plane utilise des figures
géométriques comme heuristiques afin de guider ’exploration de ’espace de recherche (GELERN-
TER ET AL., 1983). Quelques années plus tard, SLAGLE propose une stratégie de restriction de
la méthode de résolution fondée sur I'utilisation d’un modele (SLAGLE, 1967). Dans les deux cas,
les modeles considérés devaient étre fournis par 'utilisateur, ce qui limitait sensiblement I'intérét
de ce type d’approche. Disposer de systemes permettant de construire automatiqguement de tels
modeles serait donc d’un grand intérét pour I'utilisation de ces stratégies. Comme le remarque
SLAGLE lui-méme:

“A disadvantage of semantic strategy is that the program must at present be given a model
along with the theorem to be proved. One might hope that someday the program would devise
its own models” (SLAGLE, 1967).

La recherche de modeles introduit un aspect sémantique dans le raisonnement qui s’avere
étre un complément indispensable aux approches déductives classiques. Les travaux de SLANEY
(SLANEY, 1993) illustrent par ailleurs la complémentarité de ces deux types de méthodes en
pratique. La construction de modeles s’affirme de plus en plus comme un élément essentiel de
tout systeme de démonstration automatique ou interactive.

En dépit de ces remarques, il n’existe que tres peu de travaux qui se sont confrontés a ce pro-
bleme, en regard de ceux portant sur la conception et ’amélioration des procédures de recherche
de preuves. Ce déséquilibre peut sembler surprenant, mais n’est en fait qu’une conséquence de
la difficulté intrinseque du sujet. En effet, la construction de modeles pose des problemes théo-
riques et pratiques considérables: I’existence d’un modele pour une formule logique du premier
ordre est évidemment un probleme indécidable (c’est-a-dire que I'on peut prouver qu’il n’existe
aucun algorithme permettant de résoudre ce probleme dans le cas général). Si on se restreint a
des modeles finis, ce probleme devient semi-décidable (il est alors possible d’énumérer toutes les
interprétations et de tester pour chacune d’elles si elles constituent un modele de la formule ini-
tiale), mais on se heurte & des problémes pratiques liés a la taille souvent prohibitive de I’espace
de recherche, méme pour des formules possédant des modeles de cardinalité faible.

Le probleme de prouver qu’une formule n’est pas valide, ainsi que celui de chercher un modele
de la formule ont été largement délaissés aussi bien par les logiciens que par les chercheurs en
Déduction Automatique. A cause des insurmontables limites théoriques, les démonstrateurs de
théoremes sont souvent incapables de prouver la non-validité d’une formule: en effet, ’espace de
recherche & explorer étant, dans la plupart des cas, infini, les démonstrateurs ne terminent pas en
général lorsque la formule proposée n’est pas un théoreme. Dans certains cas tres particuliers, un
démonstrateur peut, en explorant la totalité de I’espace de recherche, établir la non-validité de la
formule proposé. Cela consiste a réfuter la formule proposé, en montrant — par une exploration



systématique — que celui-ci ne peut pas étre démontré. On obtient ainsi une procédure de décision
pour une certaine classe de formules. Cependant, cette approche n’apporte aucune information
supplémentaire sur la formule initiale, en particulier il est extrémement difficile — sinon impossible
— pour un utilisateur de comprendre la raison pour laquelle la formule est non-valide.

Quelques approches doivent pourtant étre mentionnées. Dans la section suivante, nous pré-
senterons brievement les différentes approches existantes dans le domaine de la construction de
modeles. Nous ne chercherons pas a présenter de facon exhausitive et formelle toutes les mé-
thodes mais nous nous attacherons simplement a préciser leur principe, ainsi que leur principaux
avantages et limites.

REMARQUE.  Dans cette section, nous serons amenés a utiliser quelques termes techniques. Le
lecteur peu familier avec les notions usuelles en logique et démonstration automatique est invité
a se reporter au chapitre 2 ou toutes les définitions importantes sont précisément rappelées.

1.3 Historique

1.3.1 Preuve de la non-validité d’une formule

Bien que l'on sache qu”’ARISTOTE fut le premier a formuler des regles permettant de définir
précisément la correction d’un raisonnement, on oublie souvent qu’il a également été le premier
a introduire 'idée de regles permettant de rejeter certaines propositions a partir d’autres, c’est-
a-dire de montrer que ces propositions ne sont pas valides (Lukasiewicz, 1972). Par la suite,
LukAsIEWICZ (SLUPECKI ET AL., 1971) introduit le terme de régles de rejet (rules of rejection)
pour qualifier ce type de regles analogues aux regles d’inférence. Ses travaux portaient essen-
tiellement sur le calcul propositionnel classique, bien que des extensions soient considérées dans
le cadre des logiques modales pour lesquelles il propose un systeme a quatre valeurs de vérité.
LUKASIEWICZ a également proposé d’utiliser les regles de rejet pour établir la non-validité en
logique intuitioniste des théorémes classiques considérés comme faux par les intuitionistes. Cette
approche a été reprise par I’école Polonaise, qui s’est intéressée a ’étude de la notion de regles
de rejet.

Dans (CAICEDO, 1978), un systeme formel pour la déduction de non-théoremes dans le calcul
propositionnel classique est donné.

Beaucoup de logiciens et de chercheurs en Démonstration Automatique se sont intéressés a la
recherche de procédures de décision (voir par exemple (DREBEN ET (GOLDFARB, 1979; BORGER
ET AL., 1997)), c’est-a-dire de procédures terminant nécessairement et permettant d’établir la
validité ou la non-validité d’une formule. A cause des résultats d’indécidabilité mentionnés plus
haut, cela n’est possible que pour des logiques particulieres ou pour certaines classes particulieres
de formules. Néanmoins, si ces approches permettent de prouver qu’une formule n’est pas valide,
elles ne permettent pas en général d’en donner explicitement un contre-exemple.

Dans (T1oMKIN, 1988), TTOMKIN définit un systeéme formel pour établir la non-validité d’une
formule logique du calcul des prédicats du premier ordre (sans symbole de fonction). Ce sys-
teme, inspiré du calcul des séquents, est complet pour I'ensemble des formules possédant un
contre-ezemple fini, c’est-a-dire qu’il permet d’énumérer ’ensemble des formules ayant un contre-
exemple sur un domaine fini. TIOMKIN montre également comment construire explicitement un
contre-exemple pour ces formules. A cet égard, il est intéressant de noter que ’ensemble des
formules possédant un modéle fini est énumérable (ce qui signifie qu’il existe un algorithme
permettant de construire un tel modele s’il existe, et ne se terminant pas sinon) mais non co-
énumérable, autrement dit que ’ensemble des formules n’admettant pas de modele fini n’est
pas énumérable. Le systeme proposé par TIOMKIN ne permet pas de prouver qu’une formule
n’admettant pas de contre-exemple fini est non-valide. L’intérét pratique de ses travaux reste
tres limité dans la mesure ol les régles proposées reviennent en pratique a rechercher de facon



systématique (par énumération) une interprétation sur un domaine fini falsifiant la formule. Son
approche peut étre rapprochée de la méthode des tableaux sémantiques, dont le principe est de
chercher a construire systématiquement un contre-exemple de la formule.

1.3.2 Construction de modeles en Déduction Automatique

L’un des premiers résultats pratiques importants en construction de modeles par ordinateur
fut la démonstration assistée par ordinateur de I'indépendance des axiomes de 'algebre ternaire.
Ce résultat est resté longtemps un probleme ouvert (entre 1947 et 1977). 1l fut obtenu par Wos
et WINKER (WINKER, 1982; Wos, 1993a) avec 'aide d’un démonstrateur par résolution. Néan-
moins, cette approche ne définissait pas une méthode générale et automatique de construction de
modeles, dans la mesure ou toutes les informations importantes étaient données par I'utilisateur.
Ainsi Wos reconnait en 1993:

“I also note that our programs are still not effective for model generation”.

Ce n’est qu’a partir des années 1990 que des méthodes purement automatiques de construction
de modeles ont vu le jour. Elles peuvent étre classées en deux catégories: méthodes par énu-
mération et méthodes fondées sur I'utilisation de procédures de preuves (résolution, tableaux,
hyper-linking).

Construction de modéles par énumération

Une premiere facon d’essayer de construire un modele d’une formule logique donnée est
d’énumérer ’ensemble des interprétations sur un domaine fini. Plusieurs approches sont alors
envisageables. La plus simple d’un point de vue pratique consiste & fixer le domaine et a
traduire la formule considérée sur le domaine en une formule propositionnelle “équivalen-
te” (sur le domaine) & la formule de départ. Pour cela, il suffit de se débarrasser des sym-
boles de fonctions en introduisant de nouveaux symboles de prédicats (par 1’équivalence:
P(zy,...;zny) — f(z1,...,2,) = y). 1l suffit alors d’ajouter pour chacun de ces nouveaux
prédicats P la formule: Va,,...,2,.3'%2.P(z,...,2,,2) assurant que l'interprétation de P est
une fonction. Puisque le domaine est fini, il est possible de remplacer les quantificateurs exis-
tentiels et universels par des disjonctions et des conjonctions de formules.

On est ainsi ramené & une formule ne contenant aucune variable, c’est-a-dire a une formule
propositionnelle, et le probleme est alors équivalent au probleme SAT (recherche d’un modéle
d’un ensemble de clauses propositionnelles) qui est évidemment décidable (mais tres difficile,
puisqu’il s’agit d’un probleme NP-complet) et pour lequel des systémes performants ont été
développés et continuent a I’étre actuellement (tels que DDPP, SATO, MACE...). L’inconvénient
de cette approche est que la taille de ’ensemble de la formule propositionnelle obtenue par
traduction, ainsi que le nombre de variables a considérer, croit exponentiellement avec la taille
du domaine, ce qui limite l'intérét de ce type d’approche.

Il est également possible d’utiliser une approche directe afin d’éviter une telle traduction. Des
méthodes spécifiques pour la construction de modeles ont ainsi été proposées (SLANEY, 1993;
ZHANG, 1993; ZHANG, 1994; ZHANG ET ZHANG, 1995). Elles sont fondées sur des principes
similaires a ceux mis en ceuvre pour résoudre les problemes de satisfaction de contraintes:
propagation et renforcement de contraintes et retour-arriere.

Cependant dans tous les cas, la taille de I’espace de recherche reste souvent prohibitif et des
heuristiques puissantes doivent étre utilisées pour restreindre 'espace de recherche. La taille des
modeles constructibles par ce type de méthode reste pour 'instant limitée a 15-20 éléments.



Construction de modeéles et procédures de preuves

Plusieurs approches ont été proposées afin d’utiliser des méthodes existantes de recherche de
preuve pour construire un modele d’une formule.

La méthode des tableaux sémantiques La méthode des tableauxr sémantiques est — dans
son principe méme — bien adaptée a la recherche de modeles. En effet, le principe de cette ap-
proche est précisément d’énumérer 'ensemble des modeles de Herbrand de la formule. Chaque
branche non fermée du tableau correspond & un modele de Herbrand de la formule. En général,
les branches non fermées sont infinies, ce qui limite ’'intérét pratique d’une telle énumération.
Le démonstrateur par construction de modeles SaArcaMo (MANTHEY ET BRy, 1988), combi-
nant 'utilisation de ’hyper-résolution, de la décomposition et du retour-arriere peut étre consi-
déré comme un raffinement de la méthode des tableaux sémantiques (BRY ET YAHYA, 1996).
SATCHMO permet dans certains cas tres particuliers de construire un modele de Herbrand de la
formule. Ce modele est spécifié sous forme d’un ensemble fini de littéraux (positifs) fermés.

La représentation choisie ne permet naturellement pas de représenter des ensembles infi-
nis de littéraux. Elle ne peut donc étre utilisée que pour traiter des cas tres particuliers de
formules. Par exemple, des formules sous forme clausale ne contenant pas de symbole de fonc-
tion d’arité 1 ou plus (la classe dite de Bernays-Schénfinkeli.e. forme prénexe avec préfixe de
la forme 3z, ..., 2,, YY1, ..., Ym), pour lesquelles les modeles de Herbrand sont nécessairement
finis (puisque 'univers de Herbrand est fini). Il est & noter qu’une version plus puissante (paral-
lele) de SATCHMO, nommée MGTP est décrite dans (Fujita ET HASEGAwA, 1991). La méthode
utilisée par les démonstrateurs SATCHMO et MGTP est restreinte a une classe de formules, dite
“range-restricted”. Néanmoins, il est tres facile de voir que toute formule peut étre transformée
en une formule équivalente de cette classe.

La méthode des Hyper-Tableaux proposée par BAUMGARTER, FURBACH et NIEMELA
(BAUMGARTNER ET AL., 1996) est une généralisation de SATCcHMO dont le principal intérét
est d’éviter la transformation en formules “range-restricted” ce qui semble améliorer les perfor-
mances pratiques du systeme. Du point de vue de la construction de modeles, les hyper-tableaux
utilisent des variables universelles, ce qui permet dans certains cas de représenter des ensembles
d’atomes infinis et étend donc la classe de modeles constructibles.

La méthode de résolution La méthode de résolution proposée par ROBINSON (ROBINSON,
1965) est I'un des calculs des prédicats les plus employés en Déduction Automatique (voir égale-
ment (FERMULLER ET AL., 1993; LEITSCH, 1997)). Concu pour étre mis en ceuvre sur machine,
ce calcul se caractérise par sa simplicité et son uniformité. A cause du succes obtenu par la
méthode de résolution et du nombre considérable de travaux portant sur cette approche, il
est tres naturel de chercher a utiliser cette méthode pour construire des modeles de formules
logiques. Les solutions proposées consistent a utiliser des raffinements de la méthode de résolu-
tion (c’est-a-dire des stratégies particulieres permettant de restreindre ou de guider I’application
des regles). Elles procedent essentiellement par saturation, c’est-a-dire en générant ’ensemble
des conséquences pouvant étre déduites de la formule initiale, puis en extrayant un modele de
I’ensemble obtenu. Ce type d’approche reste cependant limité — dans son principe méme — a
certaines classes particulieres de formules, car 'ensemble S est en général infini. D’autre part
méme si S est fini, sa taille peut étre trés importante, ce qui limite ’'intérét pratique de ce type
d’approche.

— Dans (TAMMET, 1991), TAMMET propose d’utiliser une stratégie d’ordonnancement (fondée
sur 'utilisation d’un ordre sur les termes) comme procédure de décision pour une classe parti-
culiere de formules: la classe Ackermann-monadique (classe AM), qui est une extension de la
classe Ackermann (forme prénexe avec préfixe Vy.3zy, ..., z,) et de la classe monadique (i.e.
ne contenant que des prédicats d’arité 1). Il montre ensuite comment extraire un modele fini
de la formule & partir des ensembles obtenus par saturation. La méthode proposée consiste a



ajouter a I’ensemble de clauses des équations permettant de “fermer” le domaine de Herbrand
(c’est-a-dire I’ensemble des termes en général infini) en un domaine fini. Par exemple, I’équa-
tion f(f(a)) = a permet de transformer le domaine infini: {a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),...}
en {a, f(a)}. La cohérence de ces nouvelles équations avec la formule initiale est vérifiée par
la procédure de résolution ordonnée et par des techniques de réécriture.

Notons que la méthode proposée permet de construire 'interprétation des symboles de fonc-
tions mais pas celle des symboles de prédicats qui doit étre construit par une autre méthode
(non précisée). D’autre part, la méthode ne peut semble-t-il pas étre étendue facilement a
d’autre classes que la classe AM.

— Dans (FERMULLER ET LEITSCH, 1996), est proposée une méthode fondée sur 'utilisation de
I’hyper-résolution, qui est une variante de la résolution sémantique introduite par SLAGLE
(SLAGLE, 1967). Leur méthode est restreinte & une classe particuliere de formules S appelée
clauses positivement décomposées (PvD), vérifiant les deux conditions suivantes.

— L’hyper-résolution se termine sur S.

— Pour toute clause ' positive obtenue par hyper-résolution sur S et pour tout couple de
littéraux (L, Ls) de C', Ly et L, ne partagent aucune variable.

Elle peut étre décomposée en deux phases distinctes.

1. La premiere consiste a utiliser I’hyper-résolution et la décomposition pour construire un
modele de Herbrand de la formule. Le modele est exprimé sous forme d’un ensemble fini
d’atomes. Ce type de représentation est plus général que celui utilisé par les démonstrateurs
comme SATCHMO car les atomes peuvent contenir des variables. Ainsi ’ensemble infini:
{P(a), P(f(a)), P(f(f(a))),...} peut étre exprimé par 'ensemble d’atomes: {Va.P(z)} (sur
la signature {a, f}).

2. La deuxieéme phase transforme le modele de Herbrand obtenu en un modele fini. Cette
deuxieme phase suppose que le modele vérifie une condition de linéarité imposant qu’une
variable ne peut avoir qu’une seule occurrence dans un atome donné (par exemple I’atome
Va.P(z,z) est exclu).

La méthode de FERMULLER et LEITSCH a par la suite été étendue & une classe de formule
contenant des littéraux équationnels (fermés) (FERMULLER ET LEITSCH, 1996).

Hyper-linking La méthode d’hyper-linking a été mise au point par H. LEE et D. PLAISTED
(LEE ET PLAISTED, 1992; LEE ET PLAISTED, 1994a). Il s’agit d’une application du théoréeme
de Herbrand (qui énonce que tout ensemble de clauses fermées insatisfaisable contient un sous-
ensemble fini insatisfaisable). Ce théoréme suggere une méthode pour réfuter un ensemble de
clauses donné : elle consiste & énumeérer toutes les instances possibles de ces clauses et a tester au
fur et a mesure la satisfaisabilité de I’ensemble de clauses fermées obtenu (en utilisant une procé-
dure de décision pour le calcul propositionnel). Evidemment, cette méthode ne s’avere pas d’une
grande utilité pratique si aucune méthode n’est utilisée afin de guider la génération des instances
fermées (GILMORE, 1960). L’idée de la méthode d’hyper-linking est d’utiliser 'unification pour
générer de nouvelles instances fermées. Une instance C'8 d’une clause C' sera générée si et seule-
ment si pour chaque littéral L de C' il existe un littéral =R dans ’ensemble de clauses tel que
L8 = RO. (LEE ET PLAISTED, 1994b) montre comment utiliser cette approche pour construire
des modeles de certains ensembles de clauses. La encore, les modeles sont représentés par des
ensembles d’atomes fermés, donc seuls des modeles de Herbrand finis peuvent étre obtenus.
Dans (LEE ET PLAISTED, 1994a) est proposée une variante de la méthode de Hyper-Linking,
nommée Hyper-Linking sémantique ou le choix de la substitution € est guidé par I'utilisation



d’une interprétation Z. Dans (CHU ET PLAISTED, 1997), est décrit un démonstrateur fondé sur
une combinaison de I’hyper-résolution sémantique avec la regle de résolution.

Dans (PARAMASIVAM ET PLAISTED, 1997), une technique utilisant un construction de mo-
deles finis pour réalisée des tests de subsomption est proposée.

Conclusion

Quelques remarques générales se dégagent de I’étude de ces différentes méthodes. D’une part,
on peut souligner que la plupart des méthodes existantes cherchent a construire un modele fin,
et sont donc inutilisables pour des classes non finiment contrélables?. L’espace de recherche
augmente tres rapidement avec la taille du domaine, ce qui rend la plupart des méthodes inutili-
sables pour des formules n’admettant que des modeles de cardinalité importante. L utilisation de
représentations atomiques (comme dans (FERMULLER ET LEITSCH, 1996)) permet de surmonter
cette limite. Cependant, le pouvoir d’expression des ensembles d’atomes reste tres limité. D’autre
part, ces méthodes sont souvent spécifiques a une classe particuliere de formules, et ne peuvent
apparemment pas étre généralisées facilement, puisqu’elles sont fondées sur des propriétés par-
ticulieres de ces classes. Elles ne constituent donc pas une méthode générale de construction de
modeles.

Notons également que tous les travaux recensés s’intéressent uniquement a la logique du
premier ordre (ou & des fragments de la logique du premier ordre). La construction de modéles
dans des logiques plus expressives n’a (& notre connaissance) fait 1’objet d’aucune étude.

Recherche simultanée de réfutation et de modeles

A partir de 1990, CAFERRA et ZABEL ont proposé une approche générale et originale per-
mettant de rechercher simultanément un contre-exemple et une preuve d’une formule du pre-
mier ordre (CAFERRA ET ZABEL, 1990; CAFERRA ET ZABEL, 1992). Cette approche, nommée
Ramc3, cherche & formaliser et & reproduire attitude usuelle d’'un mathématicien confronté a
une nouvelle conjecture : chercher en méme temps @ construire un contre-exemple et une preuve
de la formule.

Le principe est d’exprimer, parallelement & ’application des regles de réfutation habituelles,
les conditions qui empéchent leur application. Pour cela, on utilise des contraintes qui permet-
tent de restreindre le domaine des clauses classiques. Ces contraintes constituent des “sortes
dynamiques” qui sont raffinées successivement jusqu’a obtenir des littéraux purs, pouvant faire
partie du modele. On introduit ainsi le concept de regles de “disinférence” similaire a celui de
regles d’inférence pour la construction de modeles et qui peut étre rapproché de la notion de
“regles de rejet” introduit par LUKASIEWITCZ.

Cette approche peut étre utilisée pour étendre les méthodes classiques de recherche de ré-
futation : résolution (CAFERRA ET ZABEL, 1992), tableaux sémantiques (CAFERRA ET ZABEL,
1993), méthode des connections etc. Nous reviendrons plus en détail par la suite sur le principe
de Ramc. Nous nous contentons ici de préciser les avantages et les limites de la méthode pro-
posée. Les principaux avantages de la méthode par rapport a celles précédemment mentionnées
résident dans sa généralité. Elle peut étre utilisée pour étendre plusieurs types de procédures de
preuves. Elle n’est pas restreinte a une classe particuliere de formules et permet de construire
des modeles finis ou infinis d’une formule logique. D’autre part, elle permet de combiner la
construction de modeles et la recherche de réfutation, ce qui permet souvent d’élaguer ’arbre de
recherche. La méthode, initialement définie pour des clauses sans égalité (CAFERRA ET ZABEL,
1992), a par la suite été étendue au cas avec égalité dans (BOURELY ET AL., 1994) (voir aussi
(BouRrELY, 1992; BOURELY, 1998)). Cependant, a cause de la présence de nouvelles régles et de
I’absence de stratégie ou d’heuristique pour guider ’application des regles, ’espace de recherche

2. Une classe de formules est dite finiment controlable si et seulement si toute formule satisfaisable de cette
classe admet un modele fini
3. Pour Refutation And Model Construction



est souvent trés important. Les propriétés théoriques de la méthode (terminaison, classes de
formules pour lesquelles on peut construire des modeéles, etc.) sont d’ailleurs tres peu connues,
en dehors des propriétés usuelles de correction et complétude pour la réfutation.

L’étude et amélioration de la méthode RAMC constitue une part importante de ce travail.

1.4 Objectif et organisation du mémoire

L’étude de l'existant (section 1.3) montre que, bien que la construction de modeéles soit
reconnue comme un probléeme d’une grande importance théorique et pratique, les travaux dans
ce domaine restent peu nombreux et d’une portée limitée. Elle montre également la nécessité
d’une approche plus générale et plus systématique de la construction de modeles.

L’objectif de ce travail est double. D’une part, il s’agit de définir des méthodes ou techniques
pour la représentation et la construction de modeles et d’évaluer leurs possibilités et leurs li-
mites. D’autre part, nous nous intéressons aux applications possibles de notre étude en Déduction
Automatique, Logique, Intelligence Artificielle ou Informatique. De par la difficulté intrinseque
du sujet, aucune méthode générale pour la construction de modeles n’est envisageable. Nous
avons donc cherché a définir un large éventail d’approches différentes s’avérant utiles en pra-
tique sur certaines classes de problemes particuliers, avec I’objectif d’étendre autant que possible
la classe de modeles constructibles. La principale difficulté est de trouver un compromis entre le
pouvoir d’expression des formalismes utilisés pour représenter les modeles et 'efficacité des pro-
cédures de vérification et de construction de modeles associées. Par ailleurs, nous avons cherché
a combiner notre approche avec des techniques couramment utilisées en Déduction Automa-
tique, Intelligence Artificielle, Programmation. .. (résolution sémantique, analogie, négation en
Programmation Logique. .. ), avec le double objectif d’améliorer les capacités et les performances
de notre méthode et d’utiliser ses capacités pour étendre la portée de ces techniques.

Ce travail théorique s’est concrétisé par la réalisation d’un systeme opérationnel de recherche
simultanée de preuves et de contre-exemples appelé RAMC pyp qui constitue une partie du
systeme ATINF* développé au sein du projet ATINF (pour plus de détails sur le projet ATINF,
voir (CAFERRA ET HERMENT, 1993; CAFERRA ET HERMENT, 1995; CAFERRA ET AL., 1991)).

Précisons maintenant 'organisation et le contenu de la these.

Construction de modeles finis

Nous nous intéressons dans un premier temps a la recherche de modeles finis. La nécessité
de cette étude est motivée par les remarques suivantes.

— D’une part, la recherche de modeles finis est un probleme intrinséquement plus simple que
celui d’un modele infini (puisque les interprétations peuvent étre facilement représentées sur
ordinateur), et se révele d’une grande utilité dans I’étude d’une conjecture (voir par exemple
(Fusnrta ET AL., 1993)). Ainsi, un constructeur de modeéles finis nous parait étre une part
essentielle de tout systeme de construction de modeles.

— D’autre part, ’étude spécifique des structures finies est d’une grande importance en Infor-
matique et en Logique. Dans certaines applications, on considere uniguement des structures
finies: par exemple en théorie des graphes, ou encore programmation (par exemple pour la
synthese de programmes a partir de spécifications en logique temporelle.

Nous proposons donc une méthode de construction de modeles sur un domaine fini, fondée
sur des techniques d’énumération de ’ensemble des interprétations. Le critere primordial du
succes de ce type d’approche est la réduction de 'espace de recherche, aussi proposons-nous des
stratégies permettant de réduire de facon importante le nombre d’interprétations a considérer.
Nous décrivons précisément le principe de notre méthode et donnons quelques éléments de

4. Atelier d’Inférence.



comparaison avec les approches existantes. Nous montrons également comment étendre cette
méthode a d’autres logiques.

Construction de modeles infinis

Dans une seconde partie, le probleme de la construction de modeles infiniset plus précisément
de modeles de Herbrand (modéles dont le domaine est ’algébre des termes sur la signature
considérée) est abordé. Cette extension est nécessaire car, d’une part, il existe des formules
satisfaisables n’admettant pas de modéles finis et, d’autre part, les méthodes de construction
de modeles par énumération s’averent inutilisables en pratique, si le modele est de cardinalité
importante.

La construction de modeles infinis pose un double probleme.

— D’une part, celui de la représentation des interprétations. Un modele fini peut étre représenté
par des tables donnant la valeur de chacun des symboles de fonction. En revanche, il n’existe
aucun formalisme permettant de représenter un modele infini (et en particulier un modéle de
Herbrand) puisque le nombre de modeéles possibles n’est pas dénombrable. 1l convient donc
de rechercher des formalismes ayant un pouvoir d’expression suffisamment important pour
pouvoir représenter les interprétations utiles en pratique, mais étant dans le méme temps
suffisamment simples pour permettre une manipulation aisée des interprétations. Dans cette
theése, nous utilisons des contraintes pour représenter les interprétations de Herbrand (plus
précisément le domaine de validité des symboles relationnels).

— D’autre part, il s’agit de résoudre le probleme de la construction automatique de telles repré-
sentations.

Ce travail est limité a la logique du premier ordre, méme s’il est probable que certaines des
méthodes présentées peuvent étre étendues a d’autres logiques®.

Etude et extension de la méthode RAMC

L’extension de la méthode RaMC proposée par Ricardo CAFERRA et Nicolas ZABEL a consti-
tué le point de départ de ce travail. Nous montrons les possibilités et les limites de ’approche
initiale et nous proposons de nouvelles regles de dis-inférence et des extensions de certaines des
regles-clefs (en particulier la regle GpL) de la méthode afin de remédier a ces difficultés.

L’un des inconvénients de la version initiale de RAMC est que la taille de I’espace de recherche
est importante (c’est une conséquence du fait qu’elle recherche en méme temps un modele et
une réfutation). Cela est di, d’une part, & la présence de nouvelles regles (regles dites de dis-
inférence), et, d’autre part, a l’absence de stratégies pour guider I'application de ces regles.
Afin d’apporter une réponse partielle a ces probléemes, nous proposons d’utiliser des stratégies
sémantiques, c’est-a-dire des stratégies destinées a réduire 'espace de recherche, fondées sur
'utilisation d’un modeéle (éventuellement construit automatiquement) de la formule & démontrer.
L’approche proposée permet d’améliorer de facon importante les performances de la méthode a
la fois pour la recherche de preuve et pour la recherche de contre-exemple.

Nous introduisons une nouvelle classe de formules nommée Qeq—modelv
semble des formules admettant un modele exprimable dans le formalisme des contraintes équa-
tionnelles. Nous montrons qu’il existe des ensembles de c-clauses dans Qeq—model pour lesquels
RAaMC ne permet pas de construire des modeles.

définie comme ’en-

EQMC

Nous proposons une méthode permettant de surmonter ces limitations. Elle est fondée sur une
combinaison de techniques d’énumération des eq-interprétations avec 'utilisation de méthodes

5. Voir (CAFERRA ET ZABEL, 1993) pour une extension (par traduction) a certaines logiques modales.



déductives. Nous montrons que cette méthode permet de construire des modeles pour toute

formule de la classe Qeq—model'

RAMCET

Nous nous intéressons ensuite & la méthode RAMCET . Nous proposons une extension de la
méthode des tableaux sémantiques fondée sur 'utilisation d’une régle de simplification (qui peut
étre vue comme une généralisation des regles de subsumption et résolution a des formules du
premier ordre) et de stratégies sémantiques similaires & celles utilisées pour la méthode Ramc.
Nous définissons une nouvelle méthode permettant d’extraire un modele d’une branche potentiel-
lement infinie. L’un de ses avantages est qu’elle peut étre combinée facilement avec I'utilisation
des formalismes étudiés dans cette these (tels que les [-termes, grammaires d’arbres. ..). Notre
méthode est fondée sur 'utilisation de regles de généralisation inductive.

Nous montrons que notre approche est strictement plus puissante que la méthode proposée
par (CAFERRA ET ZABEL, 1993). En particulier, elle permet de réduire considérablement ’espace
de recherche et d’augmenter strictement la classe de modeles constructibles. Les démonstrateurs
de théoreme par génération de modeles tels que SATCHMO, MGTP ou les HYPER-TABLEAUX,
etc. (voir section 1.3) peuvent étre considérés comme un cas particulier de notre approche.

Nous montrons que RAMCET est une procédure de décision pour la classe Qeq—model'

Construction de modeéles et procédure de décision

Les rapports entre la procédure Ramc et la méthode de résolution sémantique (utilisée
comme procédure de décision pour certaines classes de formules) sont étudiés. Nous montrons
en particulier que les procédures obtenues peuvent étre utilisées comme procédures uniformes
de décision pour une large classe de formules logiques (incluant par exemple toutes les classes
décidables par hyper-résolution, sans subsomption, les classes Occ1N, PvD, la classe monadique,
etc.), en prouvant que toutes ces classes sont inclues dans @e _model Nous montrons en outre
que la classe €, _10de] 7€St pas syntaviquement caractérisable, c’est-a-dire qu’il n’existe pas

d’algorithme décidant de I"appartenance a la classe Qeq—model'

Nouveaux formalismes de représentation

Il apparait rapidement que le formalisme initialement utilisé, fondé sur D’utilisation de
contraintes équationnelles interprétées dans l'algebre des termes, s’avere tres insuffisant pour
de nombreuses applications. L’exemple le plus simple est sans doute la formule (déja citée dans
(CAFERRA ET ZABEL, 1992)): Vz.P(z) — —P(f(2)) qui est satisfaisable, mais n’admet pas
de modele de Herbrand exprimable par des contraintes équationnelles. Afin d’étendre la classe
de modeles constructibles, il est nécessaire d’utiliser de nouveaux formalismes pour exprimer
et construire les modeles. Nous avons donc cherché a utiliser des formalismes plus expressifs,
permettant d’exprimer une plus large classe de modeles. Pour cela, il suffit de changer la théorie
dans laquelle les contraintes sont interprétées. 1l est clair qu’aucune approche générale n’est
possible”. Nous avons donc étudié plusieurs démarches différentes pour résoudre ce probleme.

Une premiere idée consiste a construire des modeles dans une théorie non vide F/, construite
au fur et & mesure de la recherche du modele (CAFERRA ET PELTIER, 1995b). Il s’agit d’uti-
liser les informations déduites pendant la résolution des contraintes pour générer des théories
équationnelles dans lesquelles le modele peut étre construit. L’inconvénient de cette approche
est qu’elle reste presque entierement interactive. D’autre part, la résolution des contraintes dans
une algebre quelconque est indécidable. Nous n’avons pas retenu cette solution (décrite plus en
détail dans (BouRELY, 1998)).

6. Refutation And Model Construction with Extended Tableaux
7. L’ensemble des interprétations de Herbrand n’est pas (en général) énumérable, donc il n’existe aucun for-
malisme capable de représenter toutes les interprétations de Herbrand



Nous nous sommes intéressés dans un deuxieme temps a l'utilisation de schématisations
qui permettent d’exprimer des séquences infinies de termes (comme par exemple I’ensemble
{a, f(a), f(f(a)),..., f*(a),...}). Ces formalismes ont été développés essentiellement pour évi-
ter la divergence des méthodes de démonstration automatique ou de réécriture. Nous proposons
une méthode de résolution des contraintes du premier ordre dans un formalisme de schématisa-
tions particulier, appelé “termes avec exposants entiers” (/-termes), initialement proposé par H.
ComoN (il s’agit d’une extension des termes récurrents de (CHEN ET AL., 1990)). Ce résultat
est nécessaire pour l'intégration des termes avec exposants entiers dans la méthode Ramc. 1l
étend de fagon importante les résultats existants (seule la décidabilité du probleme d’unifica-
tion — qui est un cas particulier de formule équationnelle — était connue jusqu’alors) et a de
nombreuses applications en dehors de la construction de modeles. Nous avons ensuite montré
comment utiliser ce formalisme pour représenter et construire des modeles de Herbrand dans le
cas ou la méthode RaMmc échoue.

Nous étudions enfin un autre type de formalisme, fondé sur 'utilisation d’automates d’arbres.
Nous montrons 'intérét et les limites de ce formalisme en le comparant avec les I-termes.

Analogie en recherche simultanée de réfutation et de modeéles

Une des raisons principales de 'inefficacité des démonstrateurs est leur manque de mémoire.
Ils ne sont pas capables de reconnaitre un probleme déja résolu, ni d’utiliser les informations
pouvant étre déduites de la résolution d’un probleme pour guider la démonstration d’un nouveau
probleme similaire. Nous avons donc proposé une méthode permettant d’utiliser le raisonnement
par analogie pour rechercher simultanément une réfutation ou un modele d’une formule. L’idée
principale de "approche proposée consiste a utiliser les informations déduites de la réfutation
ou du processus de construction de modeles d’une formule afin de transformer la formule en
une formule “plus générale” (en un sens & préciser). Lors de la présentation d’une nouvelle
formule, le démonstrateur recherche alors parmi les formules déja traitées, s’il en existe une dont
le nouveau probleme soit une instance. Dans ce cas, il est possible d’en reconstruire la réfutation
ou le modele de facon immédiate. Lorsque 'analogie échoue, notre approche permet d’obtenir
des informations intéressantes sur la nouvelle formule (par exemple un modéle partiel, ou des
lemmes a démontrer pour compléter la preuve). A notre connaissance, aucune autre méthode
de recherche systématique de construction de contre-exemples par analogie n’a été publiée®.

Construction de modeles et programmation logique

Nous nous intéressons a I'application de RaMmc & la programmation (essentiellement a la
programmation logique). Nous montrons comment étendre les capacités des interpréteurs lo-
giques existants et nous illustrons I'intérét de la méthode pour la vérification interactive ou
automatique de programmes et pour la détection et la correction interactive d’erreurs dans un
programme donné.

Implémentation

Enfin, nous terminons par une breve description du systeme RAMC gy dont I'objet est
d’expérimenter certaines des idées introduites et de fournir un logiciel interactif de recherche
simultanée de réfutation et de modeles. Des expérimentations confirment l'intérét pratique de
certaines des idées introduites dans ce mémoire. En particulier, RAMC pApp est utilisé pour
construire un modele d’une formule donnée par (GOLDFARB, 1984), qui est satisfaisable, mais
qui ne posséde pas de modele fini, pour laquelle aucune autre solution n’est connue.

Nous concluons en mentionnant quelques voies de recherche a explorer dans le futur.

8. Ce type de résultats est une conséquence indirecte de la philosophie du projet ATINF, conduisant & la
recherche d’améliorations qualitatives des démonstrateurs automatiques.



Les chapitres 3, 4 (construction de modeles finis), 5 (pour la caractérisation des propriétés des
eq-interprétations), 7, 8, 9, 10, (extension des méthodes RaMcC et RAMCET, définition de la mé-
thode EQmc), 11, 12 (nouveaux formalismes de représentation des interprétations), 13 (analogie
en construction de modeles?) et 14 (application en programmation logique) ainsi que la partie
V (implémentation et expérimentations) constituent l'essentiel de la contribution originale de
nos travaux, le reste étant des rappels de Pexistant, qui s’averent indispensables a la compréhen-
sion du présent mémoire. Notons que la plupart des résultats décrits dans ce mémoire ont été
également publiés, ou sont sur le point d’étre publiés, dans des revues ou actes de conférences
en langue anglaise (sous une forme parfois différente) : construction de modeles finis (PELTIER,
1997b), extension de RaMc (BOURELY ET AL., 1994; CAFERRA ET PELTIER, 1995b; CAFERRA
ET PELTIER, 1995a; CAFERRA ET PELTIER, 1996a), application en Programmation Logique
(CAFERRA ET PELTIER, 1996b; CAFERRA ET PELTIER, 1997b), analogie (BOURELY ET AL.,
1996; BOURELY ET AL., 1997; DEFOURNEAUX ET PELTIER, 1997b; DEFOURNEAUX ET PEL-
TIER, 1997a), I-termes (PELTIER, 1997a), construction de modeles et automates d’arbres (PEL-
TIER, 1997d), méthode EQmc (CAFERRA ET PELTIER, 1997a), méthode des tableaux (PELTIER,
1997c¢).

9. Les résultats décrits dans ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec Christophe BOURELY et Gilles
DEFOURNEAUX.






Chapitre 2
Préliminaires

“Il'' pose des définitions exactes qui le privent de I’agréable liberté d’abuser des termes dans les
occasions”
Bernard LE BOVIER DE FONTENELLE.

L’objet de ce chapitre est de rappeler les définitions et notations nécessaires a la compréhension
de ce travail (syntaxe et sémantique de la logique du premier ordre, forme clausale, etc.). On
pourra aussi consulter, par exemple, (GALLIER, 1986; CAFERRA, 1986; LALEMENT, 1990).
2.1 Relations et ordres

Rappelons ci-dessous quelques définitions importantes. Une relation binaire R est dite:

— réflexive si et seulement si Va.(z,2) € R.

— symélrique si et seulement si Va,y.(x,y) € R — (y,2) € R.

antisymétrique si et seulement si Va,y.2 2y = (z,y) € RV (y,2) € R.
— transitive si et seulement si Va,y, z.((z,y) € RA(y,2) € R) = (z,2) € R.

Une relation binaire R est une relation d’équivalence si et seulement si R est transitive,
réflexive et symétrique. La fermeture transitive R* d’une relation R est définie comme la plus
petite relation réflexive et transitive contenant R. Un pré-ordre est une relation reflexive et tran-
sitive. Un ordre est un pré-ordre antisymétrique. Un ordre strict < est une relation transitive,
anti-symétrique vérifiant Vo.x £ x.

Un ordre < strict est dit bien-fondé s’il n’existe pas de suite infinie (u;);en vérifiant Vi €
N.u; > u;q1. Un ordre < est dit total si pour tout 2,y 2 < youy < .

Dans la suite, un n-uplet d’éléments de E sera souvent noté 7 a la place de (z4,...,z,). Par
abus de notation, nous noterons également T pour dénoter un sous-ensemble de F.

Extension lexicographique

Soient Dy, ..., D,, n ensembles munis chacun d’un ordre <;, I’extension lexicographique <;.,
des ordres <; est la relation d’ordre définie sur D, X ... x D, par

(a1,...,a,) <pep (b1,...,b,) — i € [1.n]/V] < i.a; = b; et a; <; b;.

1. LEIBNIZ



Multi-ensemble

Soit D un ensemble muni d’une relation d’ordre <. Un multi-ensemble d’éléments de D est
une fonction de D vers N. On note: 2 € X pour X (z) > 0.
On définit les opérateurs suivants sur les multi-ensembles.

— My U Ms(z) = max (M, (z), Ms(z))
— My N Ms(z) = min(M;(z), Ms(x))
- M, 4+ My(z) = My (2) + My(2)
— M, — My(z) = maz (M, (z) — Ms(x),0)
On définit extension multi-ensemble de 'ordre < par
X<,Y
si et seulement si I'une des conditions suivantes est satisfaite.
- X=0.
~JeeYnNXtel que X — {2} <, Y —{z}.

~JzeY telque X —{y/y <z} <,Y —{z}.

THEOREME 2.1.1. — Siles <; (1 <1 < n) sont totaux alors <., est total.
— Siles <; (1 < i< n)sont bien fondés alors <., est bien fondé.
— Si < est total alors <, est total.

— Si < est bien fondé alors <,,, est bien fondé.

2.2 Logique des prédicats du premier ordre

Nous définissons ici la logique des prédicats du premier ordre, en précisant tout d’abord la
syntaxe puis la sémantique du langage. Par souci de généralité, nous introduisons la présence de
sortes (sans relation d’inclusion entre sortes).

2.2.1 Syntaxe

Un alphabet du premier ordre comprend plusieurs ensembles supposés disjoints : un ensemble
de connectifs logiques {V, A\, =, —,—,¥,3}, un ensemble de symboles de sorte §, une famille
d’ensembles infinis dénombrables (V,)ses de symboles de variables, un ensemble ¥ de symboles
de fonction, un ensemble €2 de symboles de prédicat et profil une fonction associant a tout
élément f de ¥ U £ une séquence (non vide si f € X)) finies de symboles de sorte. profil( f) est
appelé le profil de f. Si f € X, profil(f) = si,...,8,,5 est noté: f :sy,...,5, = s. n sera
appelé 'arité de f et noté a(f). De méme si P € Q et si profil(P) = sy,...,S,, alors on note
P :sy,...,8,, n est I'arité de P et a(P) = n. On notera parfois f() pour désigner un symbole
d’arité 7. Pour tout entier n, nous noterons ¥, (respectivement ) I'ensemble des éléments f
de ¥ (respectivement ) tels que a(f) = n. L’ensemble des variables est V = J, .5 Vs.



Termes

DEFINITION 2.2.1. L’ensemble des termes 7,(X, X)) de sorte s formés sur la signature 3 et
sur I'ensemble de variables X C V est le plus petit ensemble de séquences de symboles vérifiant

les conditions suivantes.
Siz e X eta €V alorsx € 1,(%,X)

Sif 181,08, > setVi<nt €1,(2 X) alors f(ty,...,t,) € 7,(5, X)
o

Pour tout terme ¢, il existe une unique sorte s = sort(t) telle que t € 7,(X, V). Nous supposons
en outre qu’aucun élément 7,(X) est vide. L’ensemble des termes 7(X, X') est:

(3, X) = (2, X)

SES

Si X =0, alors 7,(3, X') (resp. 7(X, X)) sera simplement noté 7,(X) (resp. 7(X)) et appelé
univers de Herbrand. Les termes dans 7(3) sont appelés termes fermés .
La notion de position permet de repérer les sous-termes apparaissant a I’intérieur d’un terme.

DEFINITION 2.2.2. Une position p est une chaine (éventuellement vide) d’entiers. La chaine
vide sera notée A. Le signe “.” dénote 'opérateur de concaténation entre chaines. L’ensemble
des positions d’un terme t est inductivement défini de la facon suivante.

Pos(t) =A (sit€V)
Pos(f(ti,....tn)) ={AYUU_, i.Pos(t;)

SiterT(X,X)etsipe Pos(t), nous définirons le terme t|, de la facon suivante.

Sip=A, alors t, =t.
Sip=i.qett= f(ti,....t,), t)p = ti|q.

Un terme t est un sous-terme (respectivement un sous-terme propre) de s si et seulement si
il existe une position p (resp. une position p # A) dans Pos(s) telle que: s, =t. Cela est noté:
t <s (resp.t < s). 3

L’ensemble (parfois le n-uplet, avec un ordre quelconque) des variables apparaissant dans un
terme ¢ sera noté Var(t). Un terme ¢ est dit linéaire si toute variable de ¢ apparait une seule
fois dans ¢ (c’est-a-dire si pour toute variable z il existe au plus une position p telle que ¢, = ).

Formules

DEFINITION 2.2.3.

L’ensemble des formules bien formées est le plus petit ensemble de séquences de symboles
Fbf vérifiant les conditions suivantes.

T e Fbf

1 e Fbf

SiP:isy,...,s, € QetVi<nt €7, (X8 X) alors P(ty,...,t,) € Fbf

Si f e Fbf alors ~f € Fbf

Si f, et f, appartiennent & Fbf

alors f1V fo, i A fo, [i = fo et fi — [, appartiennent a Fbf.

SifeFbfetaxeV,du.feFbfetVa.fe Fbf.

&

Les formules de la forme P(ty,...,t,) sont dites atomiques. Nous supposerons en outre que

Q2 contient pour chaque sorte s un symbole d’égalité “=;: s,s” (noté plus simplement = et en

notation infixé). La formule —(¢; = t5) sera notée t; # t,.



Les notions de position et de sous-formule se définissent exactement de la méme maniere que
pour les termes.

DEFINITION 2.2.4. L’ensemble des positions d’une formule F est inductivement défini de la
facon suivante.

Pos(P(5)) = A.
Pos(Jz.F') = Pos(Va.F) = Pos(—F) = {A} U 1.Pos(F)
Pos(Fy x Fz) = {A} UL Pos(F;) U2.Pos(Fs) (x € {V,A,=,—}).
Pour F € Fbf et p € Pos(F), nous définirons la formule F|, de la facon suivante.

Sip=A, alors F, = F.
Sip=1lgetF=~-F ouF =dxF ouF =Va.F\, F, = Fi,
Sip=ri.q (ic{l,2}) et F=FixFs, Fp = Fiyy
F est dite sous-formule (resp. propre) de G, noté F < G (resp. F < G) si et seulement si il
existe une position p (resp. une position non vide) telle que: G, = F. Un terme t apparait dans

une formule F (notét < F) si et seulement s’il existe une sous-formule P(ty,...,t,) de F et un
entier ¢ € [1..n] tel que:t < t,. 3

Les formules de la forme P(ty,...,t,), 2 P(t1,...,t,) sont appelées des littérauz. Un littéral
est dit positifsi il est de la forme: P(t,...,t,), négatif sinon.

DEFINITION 2.2.5. Une variable @ apparaissant dans une formule est dite liée si elle n’ap-
parait que dans une sous-formule de la forme Vx.F ou Jx.F. L’ensemble des variables liées
apparaissant dans une formule F est noté Var(F) et Varg(F).

L’ensemble Var(F) des variables libres d’une formule est inductivement défini de la facon
suivante :

P(t)) = Var(t).
~Var(FAG) =Var(FVG) =Var(F) U Var(G).

Une formule ne contenant pas de variables libres est dite fermée. o

Dans la suite les formules seront supposées rectifiées, c’est-a~-dire que deux occurrences dis-
tinctes de quantificateurs lient deux variables distinctes et que Var(F) N Varg(F) = 0.

Substitutions
DEFINITION 2.2.6. Une substitution est une application o de V dans 7(X,V) a support fini
et telle que pour toute variable x : sort(xz) = sort(o(z)). o

Une substitution o est dite fermée si et seulement si pour toute variable z telle que o(z) # =,
o(z) est fermé. Une substitution peut étre étendue en un endomorphisme de 7(X,V) par la
relation

o(f(ti, .. ta)) = flo(tr), ..., a(ta)).

De méme, une substitution peut étre étendue en une fonction de Fbf dans Fbf. L'image
d’un terme (resp. d’une formule) F par une substitution o est notée Fo ou o(F).

La substitution associant a chaque variable z; (pour ¢ € [l..n]) un terme ?; sera notée
{; — t;/i € [l..n]}. Si o et 6 sont deux substitutions a support disjoint, o U 8 dénote la
composition 4.



2.2.2 Sémantique

Pour donner une sémantique aux formules de la logique des prédicats, on définit la notion
d’interprétation, dont 'objet est de donner une signification aux symboles de fonction et de
prédicat de la signature.

DEFINITION 2.2.7. Une structure d’interprétation est un couple ((D;)ses,Z) ot D, est un
ensemble non vide d’objets (le domaine de la sorte s), I est une fonction associant a tout élément
P de Q de profil : sq,...,s, une relation Pr sur Ds, x ...x D, et a tout symbole fonctionnel f
de profil s1,...,8, — s de 3 une fonction de Dy, X ...x D, dans D;.

o

DEFINITION 2.2.8. Une interprétation ((D),es,Z) est dite normale si et seulement si I'inter-
prétation de = est I'égalité, c’est-a-dire si et seulement si, Vs.VNa,y € Dy, (z,y) € I(=;) — z = y.
Dans la suite, nous supposerons que toutes les interprétations considérées sont normales. o

La fonction Z peut étre étendue en une fonction de 7,(X) dans D, par la relation suivante:

Z(f(tys i tn)) = T (), -, Z(Ln))

DEFINITION 2.2.9.

Une assignation A d’une formule F est un couple (((D;)ses),Z),0) ot ((Ds)ses, L) est une
interprétation et o une fonction de Var(F) dans |J,.s D, telle que Vz € V, N Var(F).o(x) € D;.
La encore, A peut étre étendue en une fonction de 7,(X,Y) dans D, de la facon suivante.

A(z) =o(z) Siz e V.
Alf (- t)) = ZIH(AG), - -5 Alta)

On définit alors la notion de validité d’une formule logique de la fagon habituelle.

DEFINITION 2.2.10. Une assignation A : (((Dy)ses,Z),0) de F valide F (noté A = M) si
et seulement si 'une des conditions suivantes est vérifiée.

F=Pty,....tn) et (A(t1),..., A(tn)) € Z(P).

F=-F et AEF.

F =F VvV TF,et A valide F, ou Fs.

F =F NTFy et A valide Fy et Fs.

F=F = F, et A valide =F, ou F>.

F=F — Fyet Avalide Fi = Fy et Fy = F.

F =Va.F', & €V, et pour tout a dans Dy, (Z,0U{z — a}) E F".

F =3z F, x €V et il existe a dans D, tel que (Z,cU{z — a}) £ F".

Une interprétation Z valide une formule logique F (noté I |= F) si et seulement si pour

toute assignation (Z,0), (Z,0) = F. 3
DEFINITION 2.2.11. Une formule F est dite valide si et seulement si elle est validée par
toute interprétation Z. Une formule F est dite insatisfaisable si et seulement si elle n’est validée
par aucune interprétation. o
DEFINITION 2.2.12. Soit 7 une interprétation et F une formule. Si T |= F alors T est un
modele de F. Si T (£ F alors T est un contre-exemple (ou contre-modele) de F. o
REMARQUE.  F est valide si et seulement si —F est insatisfaisable. De méme, un modele de

F est un contre-exemple de —F et réciproquement. Ces notions de validité/insatisfaisabilité et
contre-exemple/modele sont donc duales.

DEFINITION 2.2.13. Soit deux formules F, et Fy. Si T |= (F, — F3), on note Fy =1 Fo.
Fy et F, sont dites équivalentes (noté Fy = F,) si et seulement si pour toute interprétation Z,

.7:151'.7:2. <



Solutions d’une formule

DEFINITION 2.2.14. Une substitution fermée o est appelée une solution d’une formule F
dans une interprétation I si et seulement si

I E Fo.

L’ensemble des solutions d’une formule F dans une interprétation I sera noté Sz(F). o

Semi-décidabilité de la logique du premier ordre

Rappelons brievement quelques résultats sur la semi-décidabilité de la logique du premier
ordre. Le probleme de savoir si une formule F est satisfaisable (resp. valide) est indécidable,
c’est-a-dire qu’il n’existe aucun algorithme qui se termine toujours et qui retourne 1 si F est
insatisfaisable (resp. valide) 0 sinon. Ce probléme est néanmoins semi-décidable, c’est-a-dire
qu’une telle procédure existe mais ne termine pas nécessairement si la formule est satisfaisable
(resp. non valide). Ainsi, 'ensemble des formules insatisfaisables (resp. valide) est récursivement
énumérable mais pas co-récursivement énumeérable.

2.2.3 Formes normales d’une formule
Forme clausale

Plusieurs procédures de recherche de preuve (en particulier la méthode de résolution) se
restreignent a une forme particuliere de formule, appelée forme clausale.

DEFINITION 2.2.15. Une formule fermée est dite sous forme clausale si et seulement si elle
est de la forme:

ot les formules L;; (pour 1 <i<mnetl<j<k)sont des littéraux.

Les formules fermées de la forme: VT. \/";:1 .L;, ou pour tout j € [1..k], L; est un littéral,
sont appelées des clauses.

o

REMARQUE.  Une clause est souvent représentée comme un multi-ensemble de littéraux.

Puisque toutes les variables sont quantifiées universellement, on peut omettre les quantifica-
teurs universels. Ainsi la clause Vz,y.(P(z) V Q(z,y)) sera notée P(z) V Q(z,y) ou encore
{P(z),Q(z,y)}. De méme, une formule sous forme clausale est souvent représentée comme un
ensemble (ou multi-ensemble) de clauses plutoét que comme une conjonction.

Il est possible de transformer toute formule en un ensemble de clauses en préservant la
satisfaisabilité de la formule initiale.

THEOREME 2.2.1. Il existe un algorithme transformant toute formule F en un ensemble de
clauses noté clause(F) tel que:

F est satisfaisable — clause(F) est satisfaisable

D’autre part, tout modele de clause(F) est un modele de F?2.

2. Cette propriété est évidemment cruciale pour l'utilité de cette transformation dans le contexte de la construc-
tion de modeles !



Nous ne rappellerons pas ici le principe de cette transformation, qui utilise des regles de trans-
formation fondées sur les propriétés usuelles des connectifs logiques V, A, = ... (distributivité. . .)
ainsi qu’une opération de skolémisation permettant de remplacer les quantificateurs existentiels
par de nouveaux symboles de fonction. Plusieurs algorithmes de transformation existent. L’al-
gorithme “naif”, le plus simple, peut induire une augmentation exponentielle de la taille de la
formule. En utilisant des techniques de renommage (PLAISTED ET GREENBAUM, 1986; Boy
DE LA TOUR, 1992), il est possible d’obtenir une transformation polynémiale en taille (quadra-
tique). Une étude détaillée des algorithmes utilisant le renommage et un algorithme optimal?
(pour des formules linéaires, c’est-a-dire ne contenant pas le symbole “—
sous forme clausale peuvent étre trouvés dans (Boy DE LA ToUR, 1992).

”) de transformation

Autres formes normales

DEFINITION 2.2.16.

— Une formule F est dite en forme normale négative (fnn) si et seulement si pour toute sous-
formule de F de la forme —G, G est atomique.

— Une formule est dite en forme normale prénexe si elle est de la forme Qix,---Qn2,.M, ol
Vi < n.Q; € {3,Y} et ot M ne contient aucun quantificateur. M est appelée la matrice de F.

— Une formule F en forme prénexe est dite en forme normale disjonctive (fnd) si et seulement

si sa matrice est de la forme \/;[_; \j2) Fi;, ot Fy; est un littéral.

— Une formule F en forme prénexe est dite en forme normale conjonctive (fuc) si et seulement

si sa matrice est de la forme \i_, \/72) Fi;, ot Fy; est un littéral.

o
2.2.4 Modeles de Herbrand

DEFINITION 2.2.17. Une interprétation (resp. modéle) ((D;);es, L) est appelée interprétation
(resp. modele) de Herbrand si et seulement si Vs € S.D; = 7,(X) et si pour tout f € 3,
IZ(f)(ty, ... tn) = f(Z(tr),..., Z(tn)). o

THEOREME 2.2.2. Soit un ensemble de clauses S sans égalité. Alors, soit S est insatisfaisable,
soit S admet un modeéle de Herbrand.

DEFINITION 2.2.18. L’ensemble: {P(ty,...,t,)/P :81,...,8, € Q,Vi < nit; € 7,,(X)} est
appelé la base de Herbrand et noté BH. o

2.3 Problemes équationnels

Quelques résultats importants de (COMON ET LESCANNE, 1989) concernant les formules
équationnelles (définition et résolution dans la théorie vide) sont rappelés dans cette section.

Intuitivement, un probléeme équationnel est une formule dans laquelle n’apparait que le prédicat
W__"

DEFINITION 2.3.1. Une formule équationnelle est une formule du premier ordre dans laquelle
toutes les sous-formules atomiques sont de la forme: s = t, ott s et t sont deux termes. o

DEFINITION 2.3.2. Une solution d’une formule équationnelle dans la théorie vide est une
solution de la formule dans 'interprétation de Herbrand (unique ici puisque la formule ne contient
pas de symbole de prédicat). L’ensemble des solutions d’une formule F est noté S(F). o

Les formules équationnelles ont fait 1’objet d’études théoriques poussées (MAL'CEV, 1971;
ComoON ET LESCANNE, 1989). Celles-ci ont permis de montrer que le probleme de savoir si

3. au sens: “minimisant le nombre de clauses obtenues par traduction”.



une formule équationnelle admet des solutions dans la théorie vide est décidable. Ce résultat
a de nombreuses applications en réécriture, programmation, déduction automatique...et en
particulier, il est de la plus haute importance pour "approche mise en ceuvre dans cette these.
Il a été établi initialement dans (MAL’CEv, 1971) puis redécouvert de facon indépendante dans
(KUNEN, 1987) (pour des signatures infinies) et (MAHER, 1988; ComoN, 1988; COMON ET
LESCANNE, 1989) (signatures finies ou infinies). Dans (COMON ET LESCANNE, 1989) est proposé
un algorithme permettant de transformer (en préservant I'ensemble des solutions) les formules
équationnelles en un type particulier de formules appelées formules résolues avec contraintes
dont les solutions peuvent étre obtenues de facon immédiate. La définition 2.3.4 précise la forme
générale des formes résolues avec contraintes.

DEFINITION 2.3.3. Une variable x € V; est dite infinitaire si 7,(X) est infini. o

DEFINITION 2.3.4. Une formule équationnelle P est dite sous forme résolue avec contraintes
si et seulement si P est sous 'une des formes suivantes :

- T
-1
- Jw. AL 2 = s;IANE, @) # 8], ot les z;, a2’ sont des variables, chaque x; apparait une seule

fois dans P, tout x, n’apparait pas dans s, et z est infinitaire.

&

THEOREME 2.3.1. [voir (CoMON, 1988; COMON ET LESCANNE, 1989)] Toute formule sous forme
résolue avec contraintes différente de | admet au moins une solution.

THEOREME 2.3.2. [voir (CoMoON, 1988; CoMON ET LESCANNE, 1989)] Il existe un algorithme
transformant toute formule équationnelle F en une formule de la forme:

telle que :
- S(F) = S(Vis, F).

- F; (1 <1< k) est sous forme résolue avec contraintes.

2.4 Présentation des algorithmes

Les algorithmes présentés dans cette these seront décrits soit en pseudo-pascal, soit par des
systemes & base de régles (FLovD, 1960). Chaque technique a ses avantages et ses inconvénients.
Nous choisirons dans chaque cas la présentation qui nous parait la mieux adaptée et la plus
naturelle suivant la procédure considérée.

Pour tout systéme de régles R on écrit ¢ —x u ou u = R(q) quand il existe une régle p de
R transformant ¢ en u.

Si R est a terminaison finie, on note R*(u) une forme normale de u par rapport a R.



Partie 1

Une vision unifiée de la construction
de modeles finis






Chapitre 3

Description de la méthode FMC

La théorie des modeles finis (traduction de 'anglais finite model theory) est d’une impor-
tance croissante en Logique et en informatique (voir par exemple (FAGIN, 1974; VARDI, 1982;
GGUREVICH, 1982; IMMERMAN, 1983; FAGIN, 1993)). En effet, elle fournit un cadre naturel pour
I’étude des classes de complexité. L'importance donnée aux structures finies en informatique est
souvent justifiée par le fait qu’elles peuvent étre facilement représentées sur ordinateur.

Dans de nombreuses applications, on ne considere que des interprétations finies : c’est le cas
par exemple en théorie des graphes, ou encore en programmation (en vérification de programmes,
en syntheése de programmes concurrents a partir de spécifications en logique temporelle etc.). Il
est par ailleurs intéressant de constater que la plupart des théoremes importants en théorie des
modeles ne sont plus valides en théorie des modeles finis. Un des exemples les plus frappants est
le théoreme affirmant la semi-décidabilité du probleme de la validité d’une formule de la logique
du premier ordre, qui n’est plus un théoreme lorsque I'on se limite a des structures finies (ce qui
signifie que I'ensemble des formules n’ayant pas de modeles finis n’est pas énumérable). Cette
remarque illustre la spécificité de la théorie des modeles finis.

Dans cette partie, nous nous intéressons a la construction de modeles finis. Nous proposons
une méthode générale pour construire un modele fini d’une formule, fondée sur des techniques
d’énumération efficaces des interprétations. La méthode proposée énumere ’ensemble des in-
terprétations finies jusqu’a obtenir un modele de la formule considérée. Naturellement, un tel
algorithme s’avere impraticable dans les cas non-triviaux, a cause de la taille importante de
I’espace de recherche. Nous définissons donc plusieurs stratégies a la fois naturelles et efflicaces,
permettant de réduire de facon importante le nombre d’interprétations a considérer. Ces stra-
tégies sont fondées sur deux idées essentielles.

1. La premiere est d’utiliser les informations déduites de 1’échec des tests déja effectués pour
réduire I’espace de recherche. Plus précisément, il s’agit d’identifier, pendant 1’évaluation de
la formule, les équations qui sont responsables de I’échec de 'interprétation testée et d’utiliser
ces informations pour éliminer certaines interprétations.

2. La seconde est d’utiliser la symétrie naturelle existant (éventuellement) entre les éléments du
domaine pour réduire le nombre d’interprétations a considérer.

Contrairement aux approches existantes (SLANEY, 1992; ZHANG, 1993; ZHANG ET ZHANG,
1995) nous n’utilisons pas de techniques de propagation de contraintes. Ainsi, la méthode pro-
posée peut traiter des formules logiques du premier ordre et ne nécessite aucune transformation
préliminaire de la formule initiale. En particulier, elle ne nécessite pas de traduction préalable
de la formule en un ensemble de clauses. Cette derniére caractéristique est particulierement im-
portante, car la mise sous forme clausale a pour effet, soit d’augmenter exponentiellement la
taille de la formule, soit d’ajouter de nouveaux symboles de prédicats dans la signature, ce qui
augmente ’espace de recherche. L’approche proposée est tres modulaire et peut étre étendue de
fagon tres naturelle & d’autres logiques. En effet, elle est indépendante de la méthode utilisée
pour évaluer la formule.



Le chapitre présente en détail les algorithmes de la méthode et établit certaines de leurs
propriétés (correction et terminaison).

3.1 Définitions préliminaires

Les définitions et notations supplémentaires ci-dessous facilitent la présentation de la mé-
thode.

Par souci de simplicité, nous ne considérons dans ce chapitre que des formules purement
équationnelles, c’est-a-dire que nous supposons que Q = () (voir chapitre 2). Cette condition
n’est évidemment pas restrictive. En effet, si la formule contient un symbole de prédicat P de
profil s;,...,s,, nous pouvons la transformer en une formule équationnelle en introduisant un
nouveau symbole de fonction fp de profil fp : s;,...,s, = Boolean et en remplacant chaque
formule atomique P(ty,...,t,) par fp(ti,...,t,) = true’.

Dans ce chapitre, nous supposerons donnée une fonction Size qui associe a chaque symbole
de sorte un entier strictement positif représentant la cardinalité du domaine de la sorte. Sans
perte de généralité, les éléments du domaine de la sorte s seront notés 1, ..., Size(s). Nous notons
Dom(s) ={1,...,Size(s)}.

Nous conserverons autant que possible la terminologie de (SLANEY, 1992; ZHANG ET ZHANG,
1995), ce qui permettra de mieux situer notre travail par rapport a I'existant. Un terme? de la
forme f(iy,...,4,) ot f:sq,...,5, = s est un symbole fonctionnel et Vj < n.i; € Dom(s;) est
appelé une cellule de sorte s (notée sort(f(iy,...,%,))). Nous noterons Dom(c) le domaine de la
sorte de ¢ et Size(c) la cardinalité du domaine de la sorte de c. L’ensemble des cellules est noté
C (il s’agit évidemment d’un ensemble fini), et 'ensemble des cellules de sorte s est noté C;.

Dans toute la suite, nous supposerons donné un ordre total strict < sur C. Si la cardinalité
du domaine de chaque sorte est fixée, alors 'interprétation f; d’un symbole fonctionnel f
S1y...,8, = s est entierement spécifiée en donnant la valeur de la fonction fr sur chaque n-
uplet (i1,...4,) € Dom(s;) X ... x Dom(s,), i.e. en donnant la valeur de chaque cellule. Nous
appellerons interprétation partielle finie une fonction partielle de C dans N (I’ensemble des
entiers naturels) telle que pour tout ¢, Z(c) € Dom(c). cells(Z) dénote le domaine de la fonction
Z. Une interprétation partielle sera habituellement notée {¢ = v/c € cells(Z),Z(c) = v}.

REMARQUE.  Si cells(Z) = C, Z correspond a une interprétation totale (au sens du chapitre
2).

L’ensemble des interprétations partielles sur un ensemble de cellules peut étre totalement
ordonné en utilisant ’extension lexicographique de 'ordre < sur C. Plus précisément, nous notons
T < J si et seulement si cells(Z) = cells(J) et si il existe ¢ € cells(Z) telle que Z(c) < J(c)
et pour tout ¢ < ¢, Z(c) = J(c'). Pour toute interprétation Z on note succ(Z) le successeur
de Z par rapport a cet ordre (i.e. le plus petit élément plus grand que Z), si celui-ci existe
(sinon succ(Z) n’est pas défini). Donnons un exemple afin d’illustrer les notions que nous venons
d’introduire.

EXEMPLE 3.1.1. Soit § = {T'} un ensemble de sortes. Soit ¥ = {a, f} avec a := T, f: T = T.
Supposons que Size(T) = 2. On a alors Dom(T) = {1,2}. L’ensemble des cellules est C =
{a, f(1), f(2)} (nous choisissons l'ordre a < f(1) < f(2)).

L’ensemble {a = 1, f(1) = 2, f(2) = 1} est une interprétation sur C.

Les ensembles 7, = {a =1, f(1) = 1, f(2) = 1}, et I, = {a = 1, f(1) = 2, f(2) = 2} sont
deux interprétations sur C.

1. Boolean est un nouveau symbole de sorte, et true, false sont deux symboles de fonction de profil — Boolean
(avec Paxiome true # false).

2. Nous autorisons dans les termes la présence d’éléments des domaines. Plus précisément, les éléments du
domaine Dom(s) seront considérés comme des constantes de sorte s (i.e. des membres de ¥ de profil — s). Ceci
nous permet de considérer des termes de la forme f(g(1),a, 2) ou f(g(2),g(1), f(a,b,c)), ot 1,2 sont des éléments
du domaine.



Nous avons Z; < Z,, car 7, est plus petit que Z, (par rapport a ’extension lexicographique
sur ordre sur C): on a en effet Z; (f(1)) < Zo(f(1)) et Zy(a) = I(a).
Nous avons succ(Z,) = {a =1, f(1) =1, f(2) = 2} et succ(Zz) ={a =2, f(1) =1, f(2) = 1}.

Introduisons maintenant quelques notations utiles. Soit F un ensemble de cellules. Soit 7
et J deux interprétations telles que I/ C cells(Z) et E C cells(J). On note Iy 'ensemble
{c=veZl/ceF}. OnnoteZ < g J siet seulement si Zjgp < Jjg. Similairement, 7 =5 7,
si et seulement si Zjgp = J|g. succg dénote la fonction successeur par rapport a cet ordre, i.e. la
plus petite (par rapport a <) interprétation J telle que 7 <|p J.

La cellule minimale de C est notée ¢y. La cellule maximale est notée c,),,,.

L’ensemble de toutes les interprétations possibles est noté Znt. L’interprétation minimale,
c’est-a-dire linterprétation {¢ = 1/c¢ € C}, est notée Z;.

max(F) est la plus grande cellule de E. trunc(F) est 'ensemble '\ {max(F)}.

3.2 La méthode FMC

3.2.1 Algorithme de base

Une méthode tres simple (évidemment tres inefficace) pour construire un modele fini d’une
formule fermée est la méthode naive consistant a énumérer toutes les interprétations sur le
domaine et a tester (avec une procédure de décision évidente) si I'une d’entre elles satisfait F.
Pour cela, nous pouvons simplement énumérer les interprétations en utilisant 'ordre total < : il
suffit de commencer par I'interprétation Z, définie par Ve € C.Z(c) = 1 et de vérifier si Z est un
modele de F. Si 7 £ F, alors on considere I'interprétation succ(Z) et on répete cette opération
jusqu’a obtenir un modeéle ou jusqu’a atteindre I'interprétation maximale par rapport & < (qui
n’a pas de successeur).

Evidemment, cette méthode n’est pas utilisable en général®. Ainsi le but principal de ce cha-
pitre est de définir des stratégies permettant d’éliminer certaines interprétations. Pour cela, nous
remplacons la fonction suce par une autre fonction ¢ satisfaisant certaines propriétés assurant
a la fois la terminaison et la correction de P'algorithme. De facon informelle, ¢ est une fonction
donnant, pour chaque interprétation Z, I'interprétation suivante ¢(Z) a considérer.

DEFINITION 3.2.1.
Une fonction de saut est une fonction partielle de Int dans Int, qui satisfait les propriétés
suivantes.

(P1) SiT W F etsi¢g(I) existe, alors ¢(Z) > I.
(P2) SiT W= F,etsi¢(Z) existe, alors pour toute interprétation J telle que ¢(7) > T > 1, T = F.
(Ps) SiZ = F, etsi ¢(I) n'existe pas alors pour toute interprétation 7 > I, J = F.

¢
¢

L’algorithme pour la construction de modele fini utilisant la fonction ¢ est donné dans la
figure 3.1.

Intuitivement, (P;) garantit la terminaison de I'algorithme et (Ps) et (Ps) assurent la com-
plétude (i.e. assurent que tous les modeles possibles peuvent étre trouvés). L’utilisation de la
fonction ¢ réduit de facon importante le nombre d’interprétations a considérer. Plus précisément,
cela permet d’éviter de considérer les interprétations J telles que J > T et J < ¢(Z),si Z a
été considérée auparavant. Evidemment, notre objectif est de trouver une fonction permettant
d’éliminer le plus d’interprétations possibles, i.e. ¢(Z) doit étre aussi grande que possible pour

3. Le nombre d’interprétations & considérer est d° ou c est le nombre de cellules et d la taille du domaine.



FMC

INPUT:
A first order formula F
A function ¢ : Int — Int
OUTPUT:
A model M of F

or a message “no model found”

begin
I={c=1/ceC}
while ¢(Z) exists and 7 [£ F
7 =¢(Z)
if 7 = F then return(Z)
else return(“no model found”)
end

Fic. 3.1 - : Finite Model Construction: algorithme de base

Fic. 3.2 - : Effet de la fonction de saut

chaque Z. La figure 3.2 illustre les effets de la fonction de saut. Les cercles (vides et pleins)
représentent des interprétations. La ligne pleine représente le graphe de la fonction succ et la
ligne discontinue représente le graphe de la fonction de saut ¢. Les cercles vides représentent les
interprétations éliminées grace a l’utilisation de la fonction de saut ¢.

THEOREME 3.2.1. Soit ¢ une fonction de saut et F une formule du premier ordre. FMC(F, )
se termine. De plus si FMC retourne une interprétation M alors M |= F. Si FMC retourne “no
model found” alors il n’existe aucun modéle de F sur le domaine considéré.

PREUVE. 7 augmente strictement (propriété (P)). Donc FMC se termine.

Si FMC retourne M, M est évidemment un modele de F. Supposons que FMC retourne
“no model found”. Soit J la plus grande interprétation telle que J < 7 et telle qu’il existe n
vérifiant J = ¢"(Z,) (n existe puisque on a Zy < 7 et I, = ¢°(Zy)). Nous avons J = F (sinon
FMC s’arréterait a Iétape n).

Deux cas doivent étre distingués.

1. Soit ¢(J) existe. Alors par définition de J, J < I < ¢(TJ). Par (P2), T = F.
2. Soit ¢(J) n’existe pas. Alors par définition de J, J < Z et par (Ps), Z [~ F.

C.Q.F.D.

De nombreuses stratégies différentes peuvent étre définies pour 'algorithme FMC, simple-
ment en changeant la définition de la fonction de saut ¢. Dans la suite de ce chapitre, nous
donnons des exemples de fonctions possibles (respectivement notées ¢, dcres, qﬁ’wef). L’objet

de ces fonctions est d’utiliser I'information extraite de I’échec des interprétations considérées
auparavant afin d’éliminer certaines interprétations.



3.2.2 La notion de réfutation

La premiere fonction de saut que nous proposons est tres simple. Dans sa définition, on
utilise la notion de réfutation d’une formule fermée F dans une interprétation Z. Dans un
premier temps, nous introduisons informellement cette notion par un exemple.

EXEMPLE 3.2.1. Considérons la formule F : Vz.z # f(z) sur le domaine {1,2}. L’ensemble des
cellules est {f(1), f(2)}. L’interprétation minimale (par rapport a <) est Z: {f(1) = 1, f(2) =
1}.

Nous avons de fagon évidente Z (= F. Si nous appliquons notre algorithme “naif” (FMC),
nous devons considérer ensuite les interprétations (f(1) = 1, f(2) = 2) (i.e. succ(Z)) et (f(1) =
2,f(2) = 1) (i.e. succ(succ(Z)))...et tester pour chacune de ces interprétations si elle est un
modele de F. Néanmoins, si on considere avec plus d’attention la premiere interprétation Z, il
est facile de voir que I’équation f(1) = 1 suffit a prouver que Z [= F. En effet, f(1) = 1 contredit
laxiome Vz.f(z) # «. Il est donc inutile de considérer la valeur associée a la cellule f(2) dans
ce cas. Ainsi, il est inutile de considérer d’autres interprétations si celles-ci ne changent pas la
valeur de la cellule f(1). o

Par conséquent, au lieu de considérer le successeur de l'interprétation 7, nous prenons le
premier successeur J de Z tel que la valeur de f(1) dans J est différente de 1, i.e. nous ne
considérons pas l'interprétation succ(Z) mais seulement succ(suce(Z)).

De facon plus formelle, nous définissons la notion de réfutation comme suit.

DEFINITION 3.2.2. Une réfutation* R d’une formule (non valide) fermée du premier ordre
F dans une interprétation I est un ensemble fini de cellules telles que pour toute interprétation

J,sil =g J,alors J [~ F. o

Présentons en premier lieu un algorithme pour trouver les réfutations d’une formule donnée
F dans une interprétation Z (telle que Z = F). Evidemment, nous pourrions choisir I’ensemble
cells(T) lui-méme (puisque Z [~ F, cells(Z) est de facon évidente une réfutation de F) mais
cela ne serait d’aucune utilité. En effet, nous cherchons des criteres permettant d’identifier des
que possible qu’une interprétation falsifie une formule, donc nous avons besoin d’une réfutation
qui soit aussi petite que possible, (par rapport au nombre de cellules). Trouver la plus petite
réfutation est treés difficile®, donc nous ne chercherons pas a trouver une solution optimale pour
ce probleme.

Nous donnons ci-contre un algorithme permettant de trouver une réfutation pour une in-
terprétation Z. Le principe de cet algorithme est tout simplement d’évaluer la formule F dans
I'interprétation Z et de conserver — pendant le processus d’évaluation — ’ensemble des cellules
responsables de la valeur de F dans Z. Cet algorithme est défini par induction structurelle sur
I’ensemble des termes et formules.

Sans perte de généralité, nous supposerons que la formule F est rectifiée (voir chapitre 2)
et que F contient uniquement les symboles logiques =,V et 3. Nous définissons en premier lieu
la procédure EvaluateTerm qui calcule la valeur d’un terme donné dans une interprétation,
puis la procédure Evaluate qui retourne la valeur de vérité de la formule et la réfutation
correspondante. Ces procédures sont respectivement spécifiées par les figures 3.3 et 3.4.

THEOREME 3.2.2. Si EvaluateTerm(t,0,7)= (s, R) alors

~I(to) =s;

4. Une réfutation correspond en fait & un contre-modele partiel de la formule. Nous avons cependant préférer
conserver la terminologie introduite par d’autres auteurs en construction de modeles finis.

5.0 est une réfutation de F si et seulement si la formule F est insatisfaisable sur le domaine considéré. Plus
précisément, si nous nous restreignons & des formules propositionnelles, le probleme de déterminer si une formule
admet une réfutation minimale non vide est équivalent au probleme SAT donc est NP-complet.



Procedure EvaluateTerm
INPUT:
A term t de sort s
A function o : ¥V — Dom(s)
An interpretation 7
OUTPUT:
A pair (v, R)
where v 1s the value of to dans 7
and R is a refutation of to¢ Zv in 7
begin
if ¢ €V then return(io, §)
else {t = f(t1,...,tn) }
for each i € {1,... n}
(v;, R;) =EvaluateTerm(t;,o,7)
v=I(f(vi,...,vpn))
R={f(v1,...,vn)} U, Rs

end

Fic. 3.3 - : La procédure EvaluateTerm

— R est une réfutation dans I de to # s.

Si Evaluate(F,0,7)= (v, R) alors
— Si v = false, alors T = Fo et R est une réfutation de Fo dans T ;
— Siv=true, alors T = Fo et R est une réfutation de ~Fo dans 7.

PrREUVE.  Parinduction structurelle sur 'ensemble des termes et formules (voir les algorithmes

pour les notations).

1. — Soit t € V. Soit to = v. Pour toute interprétation 7, nous avons par définition J(to) = v.

Donc Z(to) = v et R = () est une réfutation de ¢ # v.

Soit t = f(ti,...,t,). Soit R = U, R;. Par hypothése d’induction Z(t;0) = v;. D’ou
I(to) = Z(f(v1,...,v,)) = v. Alors, soit J une interprétation telle que J = Z. Par
définition de R, pour tout 7 < n, on a Z =g, J. Alors par hypothese d’induction, J (t;0) =
v;. De plus J(f(vi,...,v,)) = v, dou J(to) = v.

Soit F =t = s. Par 1, nous savons que Z(t) = v; et Z(s) = vy. D’ou Z |= F si et seulement
si v1 = v;. Soit R = Ry U R,. Alors, pour tout J telle que J =z Z nous avons J =z, T
donc par hypothese d’induction, J(t) = v; et J(s) = vy. Done J |= F si et seulement si
V] = Uy

Soit F = F vV Fsy. Soit R = Ry U R,. Deux cas sont a distinguer. Soit v, est vrai soit vy
est faux. Si vy est vrai, alors pour tout 7 telle que J =z, I, nous avons par hypothese
d’induction, J = Fio,donc J = Fo.Si v est faux alors pour tout 7 telle que J =z,ur, Z,
J =|r, I donc la valeur de vérité de F; dans J est v;. De plus J =z, Z donc la valeur de
vérité de F, dans J est vy. Donc la valeur de vérité de F dans J est v; V vq, donc v,.

Soit F = Ja.F'. Soit (v;, R;) la valeur retournée par Evaluate sur 7', 0 U {z — ¢}. Consi-
dérons deux cas. Soit il existe un ¢ € Dom(s) tel que v; est vrai. Alors, par hypothese d’in-
duction, nous avons, pour tout J telle que J =z, I: J = Flo{z — v;} donc J |= Jz.F'o.
Sinon pour tout ¢ € Dom(s), v; est faux. Soit R = |J; R,. Soit J telle que, J =x Z. Par
hypothese d’induction et puisque J =z, Z, J = Fo{x — i}. Alors J |~ Jx. Flo.

Soit F = —F'. Soit J une interprétation telle que J =g L. Alors J = F' si et seulement
si v est vrai. Donc J |= F si et seulement si v est faux.



Procedure Evaluate:
INPUT:
A formula F
A function ¢ : ¥V — Dom
An interpretation 7
OUTPUT:
A pair (v, R)
where v 1s the truth value of Fo in 7
and if v = false then R is a refutation of F in Z.
else R is a refutation of =F in Z.
begin
ifF=s=t
then
(v1,R1) =EvaluateTerm(t, o, T)
(v2, R2) =EvaluateTerm(s, o, 7)
return(v; = vy, R1 UR2)
else if F = -F'
(v, R) =Evaluate(F’, o,T)
return(—v, R)
else if F = F, vV Fs
(v1,R1) =Evaluate(Fy,0,7)
if v; then
return(vy, Rq)
else
(v2, R2) =Evaluate(Fa,0,7)
if v> then
return(vs, Ro)
else return(vy V va, Ry UR3)
else {F =3z.F1}
Let s be the sort symbol such that: x € V;.
R=10
for each v € Dom(s)
(v, R') =Evaluate(F,c U{z — v},7)
if v' then return(v’, R')
R=RUR
return(false, R')
end

Fic. 3.4 - : La procédure Evaluate



C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant définir la fonction de saut ¢,.;. Son principe est tres simple. Au
lieu de considérer le successeur immédiat de I'interprétation courante Z, nous considérons la plus
petite interprétation [J supérieure a Z et telle que 7 #jx J (ot R est la réfutation calculée par
Evaluate). Plus formellement :

DEFINITION 3.2.3. Pour toute interprétation T telle que I | F, alors
Grep(I) = sucer (1).
Si: Evaluate(F,0,Z) = (false, R) (¢,.; est non définie sinon). o
THEOREME 3.2.3. ¢,.; est une fonction de saut.
PREUVE.  Nous montrons que ¢,.; satisfait (Py), (Ps) et (Ps).

(Py) la preuve est évidente.

(P5) Soit J une interprétation telle que Z < J < ¢,.;(Z). Par définition ¢, (Z) est la plus petite
interprétation H telle que # #zx Z. Donc T =g J, donc J [~ F (puisque R est une réfutation
de F dans 7).

(P3) Soit J une interprétation telle que Z < J. Par définition, si ¢,.;(Z) n’existe pas, alors pour
tout H > 7, nous avons H =g Z, donc H [~ F.

C.Q.F.D.

3.2.3 Réfutation couvrante

Cette fonction de saut peut étre améliorée en considérant non plus une réfutation dans
l'interprétation courante (générée par Evaluate) mais plutét I'ensemble des cellules utilisées
depuis le début de la recherche, i.e. 'union de toutes les réfutations générées dans le passé.
Pendant la recherche d’un modele, nous allons conserver toutes les cellules appartenant a une des
réfutations que nous avons déja générées. Intuitivement, cet ensemble de cellules sera I’ensemble
de cellules responsable de I’échec de toutes les interprétations déja testées. Nous montrerons par
la suite que cet ensemble possede certaines propriétés intéressantes permettant de simplifier au
fur et & mesure la réfutation obtenue. Pour décrire cette idée d’une fagon plus formelle, il faut
introduire la notion nouvelle de réfutation couvrante. Pour cela, nous devons introduire quelques
notations. Pour toute cellule ¢, nous notons ¢~ I'ensemble [cg, ¢[ (i.e. ’ensemble de cellules z telles
que ¢y < @ < ¢) et ¢ ensemble [¢, ¢as] (i-€. 'ensemble de cellules z telles que ¢ < @ < ¢04)-

DEFINITION 3.2.4. Soit T une interprétation. Un ensemble de cellules R est appelé une réfu-
tation couvrante de F dans Z, si et seulement si pour toute cellule ¢ et pour toute interprétation
T, 81l =jc-ar J et J <|e+ L alors J = F. o

REMARQUE.  Si R est une réfutation couvrante de F, dans Z, alors pour tout J < Z, J = F
(il suffit de prendre ¢ = ¢; dans la définition ci-dessus).

Les lemmes suivants énoncent quelques propriétés intéressantes des réfutations couvrantes.

DEFINITION 3.2.5. Une réfutation couvrante R de F dans T est dite normalisée si et seule-
ment si R = 0 ou si Z(max(R)) # Size(max(R)). 3

LEMME 3.2.1. Soit R une réfutation couvrante de F dans . Si R n’est pas normalisée alors
trunc(R) est une réfutation couvrante de F dans I. Si de plus R est une réfutation de F dans
T alors trunc(R) est également une réfutation de F dans Z.



PrREUVE.  Nous notons m = max(R) et R’ = trunc(R).

Supposons que R’ n’est pas une réfutation couvrante de F dans Z. Alors il existe une inter-
prétation J et une cellule ¢ telles que J =|c-ar' Z, J <je+ L et J = F.

Supposons que ¢ < m. Alors ¢ MR = ¢~ NR'. Donc J =j.-qr L. Puisque J <.+ L
nous en déduisons que J [ F, ce qui est impossible. Donc ¢ > m. Si J(m) = Dom(m), alors
Jje-ar = Lje-nr - Mais puisque J <.+ I, J £ F (puisque R est une réfutation couvrante de F
dans 7). Donc J(m) # Dom(m), i.e. J(m) < Dom(m). On a J <+ I et J =m-ar Z, donc
J ¥ F, ce qui est impossible.

Maintenant supposons que R est une réfutation de F dans Z. Supposons que J =z L.
Alors soit J(m) = Z(m), et dans ce cas J =g Z donc J = F, ou J <jm+ I (puisque
Z(m) = Dom(m)) donc J = F. C.Q.F.D.

Donc nous pouvons supposer sans perte de généralité que toute réfutation couvrante est
normalisée. En effet, si R n’est pas normalisée, nous pouvons supprimer ’élément max(R) de
R et obtenir ainsi une nouvelle réfutation couvrante. En répétant ce processus, il est possible
d’obtenir une réfutation couvrante normalisée, notée N (R).

LEMME 3.2.2. Si R est une réfutation couvrante de F dans I, et si trunc(R) est une réfutation
de F dans T alors trunc(R) est une réfutation couvrante de F dans Z.

PREUVE. R’ = trunc(R) est une réfutation de F dans Z. Supposons que R’ n’est pas une
réfutation couvrante de F dans 7. Alors il existe une interprétation 7 et une cellule ¢ € R telles
que J =je-ar' L, T <je+ L et J = F.
Sie<m,c"NR =c NR". Donc J =|.-nr Z donc (puisque R est une réfutation couvrante
de FdansZ) J £ F.Donc e >m. R =R Ne, donc R N~ est une réfutation de F dans Z,
donc J £ F.
C.Q.F.D.

REMARQUE.  Les propriétés énoncées par les lemmes 3.2.1 et 3.2.2 sont tres importantes car
elles permettent de simplifier les réfutations pendant la recherche. Remarquons que le lemme
3.2.1 n’en est plus un si nous considérons des réfutations au lieu des réfutations couvrantes, ce
qui montre 'intérét de cette nouvelle notion.

L’utilisation du lemme 3.2.2 pour simplifier une réfutation nécessite un test pour décider
si un ensemble de cellules est une réfutation, ce qui est en pratique tres coiuteux. Nous nous
contenterons donc d’une condition plus forte, donnée par 'opérateur de simplification suivant.

Nz/(R) = Ngi/(trunc(R)) si R n’est pas normalisée ou si R’ C trunc(R).
Nz/(R) = R sinon

LEMME 3.2.3. Si R est une réfutation couvrante et R’ une réfutation, alors Nz.(R) est une
réfutation couvrante. Si de plus R est une réfutation alors Nz, (R) est une réfutation.

PrREUVE.  (C’est une conséquence immédiate des lemmes 3.2.1 et 3.2.2. C.Q.F.D.

LEMME 3.2.4. Si R est une réfutation couvrante de I par rapport a F alors pour tout ensemble
de cellules F/, R U F est une réfutation couvrante de F dans T.

PREUVE. (triviale) Si J =jc-nmrup) L et J <c+ T alors J =c-ar Z donc J = F. C.Q.F.D.

LEMME 3.2.5. Si R est une réfutation couvrante normalisée de F dans T et si R est une réfutation
de F dans 7, alors

1. Si sucegr (I) existe, alors trunc(R) est une réfutation couvrante de F dans succg (T).



2. Si suceg (I) n’existe pas, alors F est insatisfaisable sur le domaine considéré.

PREUVE. 1. Soit m = max(R). Soit J une interprétation. Nous notons Z' = succg(Z) et
R = trunc(R).
Supposons qu’il existe une cellule ¢ et une interprétation 7 telles que Z' = ngn J, T <je+ L'
et J E F. Par définition de succg, Ye > m, I’(c¢) = 1. Donc si ¢ > m, alors I+ = {¢ =
1/c" > ¢}, donc I 4 est minimal par rapport & <, ce qui est impossible puisque Jjo+ < Zj 4.
Donc ¢ < m.
Done R"Ne” =RNe.
Par définition de succg, puisque Z(m) # Dom(m), T =,,- I'. Par conséquent J =jgn.- .
Si J <je+ I, J W= F (puisque R est une réfutation couvrante dans Z). Si J = .+ Z, alors
I =g J,donc J [= F (en effet, R est une réfutation de F dans 7). Donc T <|c+ J <je+ I’
Puisque R est normalisée, Z(m) # Dom(m), donc par définition de suceg: I'(m) = Z(m) + 1
(puisque I’ =,,- Z). De plus, Jj.+ doit étre de la forme Zjj ,,j U E. ot B >pp, 001 Z.
Alors J =r LT et J £ F.

2. Puisque succg(Z) n’existe pas, on a (puisque R est normalisée), R = (). Puisque R est une
réfutation de F dans Z nous en déduisons que pour toute interprétation J: J = F.
C.Q.F.D.

Les lemmes 3.2.1 et 3.2.5 permettent de calculer — pendant la recherche du modele — une
réfutation couvrante R de F dans I'interprétation courante Z. Cette réfutation couvrante R sera
notée a. La réfutation R’ générée par la procédure Evaluate est notée 5.

L’utilisation des réfutations couvrantes permet d’éliminer certaines interprétations pendant
la recherche. De facon plus précise, la formule F est fausse dans toutes les interprétations entre
T et succ,(Z), donc ces interprétations n’ont pas besoin d’étre considérées. Formellement, nous
définissons la fonction ¢...; comme suit.

DEFINITION 3.2.6. Définissons la suite suivante (rappelons que Z, est I'interprétation mini-
male) :

Qp = Nﬁo (ﬁO)

(vi, B;) = Evaluate(F,0,Z;) siZ; est définie
aiy1 = N, (trunc(a;) U fi41) si Z; est définie
Ziv1 = sucey, (1) si v; = false
Ziv1 = undefined sinon

La fonction ¢...¢ est alors définie par:

¢cref (I) = Ii+1 sil = IZ

Si pour tout i, T n’est pas égale & Z;, ¢crer (L) n'est pas définie. o
Le nouvel algorithme est spécifié dans la figure 3.5.

THEOREME 3.2.4. L’algorithme FMC se termine. De plus si FMC retourne M alors M |= F et
si FMC retourne “no model found” alors F est insatisfaisable sur le domaine.

PrREUVE.  D’apres le théoreme 3.2.2, 3 est une réfutation de F dans Z. Par les lemmes 3.2.2,
3.2.4 et 3.2.5, nous savons que, a chaque étape de l'algorithme, « est une réfutation couvrante
de F dans Z. Montrons que ¢.,.; est une fonction de saut.

Gerey satisfait de fagon évidente (7). Soit Z une interprétation.

— Si ¢erep(I) existe, alors d’apres le lemme 3.2.5, il existe une réfutation couvrante de ¢ (Z).

Alors pour tout J < ¢erer(Z), T = F.



Procedure FMC{ Finite Model Construction }

INPUT:

A formula F
ouTPUT

A model M de F

or un message: “no model found”

begin
I={v=1/vecC}
a =0 { a is a covering refutation of F w.r.t. Z }
(v, 3) =Evaluate(F,0,7)
{ § is a refutation of F w.r.t. Z }
while v =false
o= N@(a upg)
if succy (7) exists
then
I= ¢c7‘ef (I)
a = trunc(a)
else return(“no model found”)
(v, 3) =Evaluate(F,0,7)
end{ while }
return(7)
end

Fic. 3.5 - : Finite Model Construction

— Si ¢erep (T) nexiste pas, alors d’apres le lemme 3.2.5, J = F, pour tout J > 7.
Donc d’apres le théoreme 3.2.1,

— FMC se termine;;
— si FMC retourne M alors M = F;

— 81 FMC retourne “no model found” alors F est insatisfaisable sur le domaine.

C.Q.F.D.

3.2.4 Une amélioration

Une analyse plus profonde de la preuve du lemme 3.2.5 amene a définir une fonction de saut
wres Plus efficace, permettant, dans certains cas particuliers, d’éliminer un plus grand nombre
d’interprétations que la fonction ¢y ;.
Cette nouvelle fonction de saut est fondée sur le lemme suivant.

LEMME 3.2.6. Soit F une formule. Soit T une interprétation, R une réfutation couvrante nor-
malisée et une réfutation de F dans Z. Soit R’ = trunc(R). Soit m = max(R)

Soit J une interprétation identique a I excepté pour la cellule m dont la valeur est incré-
mentée de 1. J est formellement définie par

J = Tieypmy U{m = I(m) + 1}.

Si R' est une réfutation couvrante de F dans T, alors R’ est une réfutation couvrante de F

dans 7.

PREUVE. Soit ¢ une cellule. Soit H une interprétation telle que H <.+ J et H =c-qr J.
Supposons que H = F.



Si ¢ <m,alors J =|c-qr’ L. Donc H =|c-ar' Z. De plus, H <.+ J. Donc il existe ¢’ > c tel
que H(c') < J(¢) et V" € [e.d[.T(c) = H(c). Si ¢ > m, Hr = Ix. Donc H = F.Sic < m,
onaH =-ar Z et H <o+ I donc H = F (puisque R’ est une réfutation couvrante de F dans
7).

Alors nous devons avoir ¢ > m.

Si H <je+ I, H = F. (puisque R’ est une réfutation couvrante de F dans Z.). De facon
similaire si # =+ Z, nous avons H =g Z, donc H = F.

Donc on a J >+ H >+ Z. Ce qui est impossible puisque J =+ T (car ¢ > m). C€.Q.F.D.

DEFINITION 3.2.7.  Soit T une interprétation.

Définissons la fonction ¢, comme suit.

Modifions tout d’abord la définition de la suite (Z;).
— m; = max(a;).
~Ziy1 =Lienyy U{m =Ti(m) + 1} si T; = F et sim; € a_y.
— Ly = succy,(L;), si L [ F, et sim € oy_;.

— sinon Z;,1 n’est pas définie.

! CZ) ::.Z;+1 sil = 1%

cref

/

Si pour tout i, T n’est pas égale a Z;, ¢/, .(Z) n’est pas définie. o

THEOREME 3.2.5. ¢...(Z) est une fonction de saut.

cref

PrREUVE.  C’est une conséquence triviale des lemmes 3.2.6 et 3.2.5. C.Q.F.D.

3.2.5 Détection des symétries
Présentation informelle

La stratégie que nous proposons dans cette section utilise la symétrie naturelle entre les
éléments du domaine d’une sorte s donnée. Considérons une sorte s et une permutation o de
Dom(s). Nous avons Zo = Fo si et seulement si 7 |= F.

Donc, si aucun élément de Dom(s) n’apparait dans la formule initiale F, alors pour toute
interprétation Z de F,

T | F si et seulement Zo = F

Ceci montre que pour une interprétation Z donnée, il existe de nombreuses interprétations
isomorphes a Z, ot F a la méme valeur de vérité que dans Z. Il est inutile de considérer toutes
ces possibilités mais seulement 'une d’entre elles.

llustrons ce fait par un exemple (délibérément trivial).

EXEMPLE 3.2.2. Soit ¥ la signature {a :— T,b :— T} avec Size(T) = 3. Soit F la formule
a=bANa#b.

La procédure FMC considere successivement les interprétations 7, = {a = 1,b = 1},7, =
{a = 1,b =2} et Zy = {a = 1,b = 3}. Ici Z, et I3 sont de facon évidente symétriques: il
suffit en effet d’échanger les éléments 2 et 3. Il est donc inutile d’évaluer la formule F dans
linterprétation Zs. On peut directement affirmer que Z; [£ F, puisque Z, [£ F et I3 = o(Zs).
Par la suite, FMC teste 'interprétation Z, = {a = 2,b = 1}. La encore Z, et Z, sont symétriques
puisque Zy = 0Z,. (avec 0(2) = 1 et o(1) = 2). Donc Z, [~ F. De facon similaire, toutes les
interprétations restantes Zs = {a = 2,0 =2} Iy = {a = 2,b =3}, Z; = {a = 3,b = 1}...sont
symétriques & une interprétation déja testée Z, ou Z,. Donc nous pouvons arréter la recherche
et retourner “no model found”.

Ceci permet de considérer seulement deux interprétations, alors qu’une exploration naive de
I’espace de recherche aurait donné 3 x 3 = 9 interprétations possibles. o



Définition des symétries
Afin de présenter formellement notre méthode, nous introduisons le théoreme suivant.

LEMME 3.2.7. Soit o une permutation de Dom(s). Soit F une formule. Soit T un modele de F.
Alors 0(I) est un modeéle de o(F).

PREUVE.  o(Z) est de facon évidente une interprétation, puisque o est bijective. De plus, nous
avons pour tout terme ¢, (0(Z))(t) = o(Z(1)).
Nous montrons par induction structurelle sur ’ensemble des formules que pour toute substi-
tution o, 0(Z) = o(F).
1. Supposons que F est de la forme ¢t = 5. Alors Z = (t = s) i.e. Z(t) = Z(s), donc o(Z(t)) =
o(Z(s)) i.e. o(Z) |E o(F).
2. Supposons que F est de la forme —F;. Alors Z = F. Supposons que o(Z) = o(F;). Par

hypothése d’induction (puisque o~' est une permutation) cela signifie que Z = F, ce qui est

impossible. Donc o(Z) £ o(F;) donc o(Z) = o(F).
3. 81 F = F, Vv F,, alors I est soit un modele de F; soit un modele de F,. Par hypothese
d’induction nous avons, soit o(Z) |= Fi, soit 6(Z) = Fs, donc o(Z) = o(F).

4. Si F =3Ju.Fy. Alors F est équivalent & V epom) F1{z — c}. D’apres le cas 3 ci-dessus, nous

en déduisons que o(Z) F 0(V.cpom) File = c}), ie. 0(Z) E Veepome) o(Fi{z — ¢}, ie.
o(Z) = Jz.0(F,). Par conséquent o(Z) |= o(F).

C.Q.F.D.

LEMME 3.2.8. O'(I|7g) = O'(I)|g(7g).

PREUVE. ¢ =e € o(Zg). si et seulement 67 '(c) = o7 (e) € T et 67 '(c) € R i.e. ¢ € a(R).
Ceci est équivalent a ¢ = e € 0(Z) et ¢ € o(R) (par composition par ), donc ac =e € 0(Z),(r)-
C.Q.F.D.

Nous en déduisons le théoréme suivant.

THEOREME 3.2.6. Si R est une réfutation de F dans I alors o(R) est une réfutation de o(F)
dans (7).

PREUVE.  Soit K une interprétation telle que K =gy 0(Z).1.e 07 (Kor)) = 07 (0 (Z)jo(r))-
D’apres le lemme 3.2.8, nous en déduisons que 07! (K)gx = Zjr, donc o='(K) £ F (puisque R
est une réfutation de F dans 7).

Par conséquent K [~ o(F) (par le lemme 3.2.7). C.Q.F.D.

La notion de symétrie entre interprétations est définie comme suit.

DEFINITION 3.2.8. Deux interprétations I et J sont dites symétriques s’il existe une permu-
tation o telle que 0(Z) = J et o(F) = F. o

Cette définition peut étre modifiée afin de tirer parti de la notion de réfutation. Cela permet
d’affaiblir les conditions entre les interprétations 7 et J, tout en garantissant que F a méme
valeur de vérité dans ces deux interprétations.

DEFINITION 3.2.9. Deux interprétations 7 et [J sont dites R-symétriques s’il existe une per-
mutation o telle que o(Z) =g J et o(F) = F. o

Remarquons que la notion de R-symétrie est plus faible que celle de symétrie, puisque nous
nous restreignons a un sous-ensemble particulier de cellules.

REMARQUE.  Les relations de R-symélrie et symétrie sont bien entendus réflexives.



Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoreme 3.2.6.

COROLLAIRE 3.2.1. SiZ et J sont R-symétriques (par rapport a une substitution o) et si R est
une réfutation de F dans Z, alors 0(R) est une réfutation de F par rapport a J.

Utilisation pratique des symétries

Selon le corollaire 3.2.1, nous savons que si Z et J sont R-symétriques dans une permutation
o, et si R est une réfutation de F dans Z, alors J [£ F et Ro est une réfutation de F dans Z.

Par souci d’efficacité, nous ne cherchons pas a identifier toutes les symétries possibles entre les
interprétations, mais nous cherchons plutét un critére simple (c’est-a-dire pouvant étre vérifié
avec un cott de calcul treés faible) permettant de détecter qu’une interprétation donnée est
symétrique a une des interprétations précédentes.

Pour cela, nous introduisons la notion de symétrie directe.

DEFINITION 3.2.10. Deux interprétations sont dites directement R-symétriques si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites.

— 1l existe au plus une cellule ¢ dans R telle que I(c) #r J(c).

— I =g 0(J), ot ¢ est la permutation définie par:

a(Z(c)) = T (e).
o(T(e)) = Z(0)
—o(e)=¢,sie#TI(c)ete# J(c).
- o(R)=TR.
— NiZ(c) ni J(c) n’apparait dans F.

De facon évidente, si Z et J sont directement symétriques alors 7 et 7 sont symétriques. De
plus, vérifier si deux interprétations sont directement R-symétriques peut se faire tres facilement
dans notre algorithme FMC (en un temps linéaire par rapport a la taille de R). Utiliser ce test
tres simple au lieu de la procédure Evaluate pour détecter qu’une interprétation donnée est
R-symétrique a la précédente peut étendre de facon significative les performances de notre
approche. De facon évidente, en nous restreignant & des symétries directes, nous limitons le
pouvoir de notre stratégie. Néanmoins, le test correspondant peut étre réalisé tres facilement,
ce qui ne serait pas le cas en général.

Cette approche est une facon tres simple et relativement restrictive de traiter les symétries.
Ce procédé pourrait étre amélioré dans le futur. En particulier, il existe des travaux sur les
symétries en calcul propositionnel qui pourraient étre combinés avec notre méthode. On trouve
par exemple dans (Boy DE LA ToUR ET DEMRI, 1995) une analyse théorique de la complexité
du calcul des symétries syntaxiques et dans (Boy DE LA TOUR, 1996) une méthode permettant
d’exploiter des symétries sémantiques pour résoudre des problemes propositionnels. En outre, il
serait également intéressant de pouvoir définir un algorithme permettant d’énumeérer les classes
d’équivalence par la relation de symétrie au lieu d’énumérer I’ensemble des interprétations.

L’utilisation des symétries permet d’éliminer un grand nombre d’interprétations. Par
exemple, considérons le cas d’une signature contenant un unique symbole de fonction d’arité
1 de profil s — s. Si la taille du domaine de s est 5, il existe 5° = 3125 interprétations pos-
sibles. En utilisant la stratégie proposée, on obtient uniquement 600 interprétations différentes,
soit un gain de plus de 80 %. Cela reste cependant largement supérieur au nombre de classes
d’équivalence par la relation de symétrie.

Si la taille du domaine est de 6, le gain est encore plus important: 4320 contre 46656 soit
une amélioration de plus de 99 %. Notons que ces résultats peuvent encore étre améliorés par
I'utilisation des réfutations et réfutations couvrantes (le gain dépend alors étroitement de la
formule considérée, donc est plus difficile a estimer).



3.2.6 Choix de ’ordre

Afin d’obtenir une procédure déterministe, il reste a spécifier I’ordre sur les cellules. Plusieurs
ordres différents peuvent étre utilisés pour un probleme donné, et les performances de notre
procédure peuvent dépendre de facon importante du choix de 'ordre. Trouver 'ordre le mieux
adapté a un probleme donné semble étre une question tres difficile. Il doit étre choisi en général
expérimentalement.

Dans les exemples du chapitre 4, I’ordre choisi est le suivant. Tout d’abord, les symboles fonc-
tionnels sont ordonnés suivant leur arité (les symboles fonctionnels avec la plus grande arité sont
prioritaires). Ensuite, les arguments des cellules sont ordonnés avec ’extension lexicographique
de 'ordre sur le domaine.

Par exemple, si ¥ = {f, g,a}, ou f, g et a sont d’arité 2, 1,0 respectivement et si la taille du
domaine est 2, alors ’ensemble des cellules sera ordonné comme suit.

J(0,0) < f(0,1) < f(1,0) < f(1,1) < g(0) < g(1) < a.

De facon évidente, d’autres ordres sont possibles, par exemple

J(0,0) < g(0) < a< f(0,1) < f(1,0) < f(1,1) < g(1).

3.2.7 Choix de la réfutation

Soit Z une interprétation et F une formule. Supposons que Z [£ F. Alors Evaluate retourne
une réfutation de F dans 7. Mais, pour une interprétation donnée Z, plusieurs réfutations sont
possibles, suivant 'ordre dans lequel les éléments du domaine sont considérés dans la procédure
Evaluate et suivant l'ordre dans lequel les sous-formules de F sont évaluées.

Ces réfutations ne sont pas équivalentes, au sens ou certaines peuvent permettre d’éliminer
plus d’interprétations que d’autres. En particulier, il est clair qu’il est préférable de chercher une
réfutation aussi petite que possible (suivant 'ordre d’inclusion entre ensembles). D’autre part,
le nombre d’interprétations qu’une réfutation donnée R permet d’éliminer est lié au rang des
cellules de R suivant lordre <. En effet, considérons deux réfutations R et R’. Supposons que
les cellules de R sont inférieures a celles de R’. Alors on a (par définition de succ): suceg (Z) >
sucer/(Z). Donc linterprétation 7’ considérée apres 7, si R est choisie, est supérieure (par
rapport a 'ordre < sur les interprétations) que celle considérée dans le cas ot R’ est retenue.
Ainsi, R peut étre considérée comme “meilleure” que R, puisque elle permet d’éliminer plus
d’interprétations que R'. Il est donc préférable en général d’évaluer en premier lieu les sous-
formules contenant les cellules les plus petites. Ainsi, 'ordre dans lequel les sous-formules sont
évaluées doit dépendre de 'ordre choisi sur les cellules.

3.3 Comparaison avec des travaux existants et discussion

Dans cette section, nous donnons un bref apercu des méthodes utilisées en construction de
modeles finis et nous donnons quelques éléments de comparaison avec notre approche.

Comme le mentionne Iintroduction (voir section 1.3.2) les démonstrateurs existants pour
la logique propositionnelle (DDPP, SATO, MACE...) ou les démonstrateurs par construction
de modeles (SATCcHMO, MGTP) peuvent étre utilisés pour construire des modéles finis pour
des formules du premier ordre. Néanmoins, la taille du probleme propositionnel obtenu par
traduction dépasse tres rapidement les capacités de ces systemes, en particulier si la formule
contient des termes treés profonds (ZHANG ET ZHANG, 1995).

Les trois programmes qui sont les plus proches de notre systéme sont FINDER, FALCON (une
premiere version de SEM) et SEM.

FINDER (SLANEY, 1993) est un générateur de modeles fondé sur des techniques d’énumération
et de retour-arriere. Au contraire de FMC; il n’utilise aucune technique particuliere pour réduire
I’espace de recherche, mais construit une base de données contenant les réfutations obtenues
précédemment, ce qui permet d’éviter d’échouer deux fois pour la méme raison.



FavLcoN (anciennement connu sous le nom de Mop/E) (ZHANG, 1993; ZHANG, 1994) et
SEM (ZHANG ET ZHANG, 1995) sont également deux systemes extrémement efficaces pour la
construction de modeles finis. Une heuristique tres simple appelée “the Least Number Heuristic”
(LNH) est utilisée pour réduire 'espace de recherche. LNH est fondée sur des idées similaires
(mais moins générales) a celles de notre regle de détection des symétries, i.e. éviter de considérer
deux fois de suite deux interprétations symétriques. Notre méthode est cependant plus générale,
parce qu’elle ne dépend pas de 'ordre sur les éléments du domaine et que le critere utilisé pour
rejeter les interprétations symétriques est plus faible que celui fourni par LNH. FALCON et SEM
sont restreints a des formules en forme clausale. Ils utilisent des techniques d’implémentation
efficaces pour la propagation des contraintes.

Les résultats expérimentaux présentés au chapitre 4 donnent des éléments de comparaison
pratique entre ces systemes et montrent I'intérét de notre approche.

Le principal inconvénient de notre méthode est que ses performances dépendent fortement de
Iordre sur les cellules, qui doit étre choisi avant le début de la recherche et ne peut changer par la
suite. Afin de résoudre ce probleme, il est possible d’utiliser certaines stratégies ou heuristiques
afin de trouver un ordre adapté a un probleme donné (par exemple il existe de nombreuses
heuristiques utilisées pour résoudre les problemes de satisfaction de contraintes qui pourraient
certainement étre combinées avec notre approche) et éventuellement pour modifier cet ordre
pendant la recherche tout en préservant la complétude. Il serait également utile d’étudier des
heuristiques permettant de guider la recherche d’une réfutation (dans la procédure Evaluate)
i.e. pour guider le choix des sous-formules & évaluer en premier.

L’un des avantages les plus intéressants de notre méthode est qu’elle peut — au contraire
des approches existantes — traiter des formules du premier ordre quelconques et ne nécessite
aucune transformation de la formule initiale. C’est trés important, car la transformation d’une
formule en forme clausale peut augmenter de facon exponentielle la taille de la formule. Il est
bien entendu possible d’utiliser le renommage pour obtenir une transformation quadratique mais
c’est au prix de 'introduction de nouveaux symboles de prédicats, ce qui augmente le nombre
de cellules a considérer.

De plus la généralité de notre approche doit également étre soulignée. En effet, pour étendre
notre méthode a d’autres logiques, il sufflit de modifier la définition de la procédure Evaluate qui
calcule la valeur de vérité d’une formule et la réfutation correspondante. L algorithme principal,
ainsi que les stratégies proposées ne changent pas.

Comparaison avec les BDD

Les BDD (Binary Decision Diagrams) sont une méthode souvent utilisée pour répresenter
des fonctions booléennes (voir par exemple (LEE, 1959; AKERS, 1978; BRyaNT, 1992)). Elle
consiste, étant donné un ensemble de variables propositionnelles {z,...,2,}, & construire un
arbre sémantique dont chaque noeud est étiquetté par un z; et possede 2 fils, correspondant
respectivement aux valeurs 0 ou 1. Les feuilles de ’arbre sont étiquettés par la valeur de la
fonction booléenne correspondant aux valeurs choisie pour les variables. Par exemple, il est ainsi
possible de représenter la fonction f(xy, s, 23) = (21 A 24) V 23 par 'arbre suivant (les lignes
pointillées correspondent a la valeur 0, les lignes pleines a la valeur 1).
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Il est possible de réduire de facon importante la taille des BDD en transformant les arbres
sémantiques en des graphes, obtenus en factorisant certains sous-arbres commun. On applique
pour cela certaines régles de transformation visant & éliminer les noeuds (terminaux ou non-
terminaux) identiques et & supprimer les tests inutiles. Cette technique fournit une méthode
pour représenter de fagon concise et efficace des fonctions booléennes. Si, de plus, 'ordre dans
lequel les variables sont considérées lors de la construction de I'arbre sématique est fixé, on parle
de Ordered BDD (OBDD).

Il est possible d’étendre la définition des BDD en considérant non plus des variables boo-
léennes, mais des variables avec un nombre fini (plus grand que 2) de valeurs possibles. Le
facteur de branchement pour un noeud x donné est la cardinalité de ’ensemble des valeurs pos-
sibles pour z. Cette technique permet d’énumérer de facon économique I’ensemble des modeles
associés & une formule donnée. Notons que la technique utilisée par FMC ou par SEM pour énu-
meérer les interprétations sur un domaine fini est tres similaire a celle utilisé pour la construction
des OBDD. En outre, 'utilisation des “refutations” semble proche de regles de transformation
utilisees pour reduire la taille des BDD.

Les différences essentielles avec notre travail sont les suivantes.

— D’une part, les symétries traités par les BDD concernent des symétries sur la fonction boo-
léenne (donc sur Iarbre sémantique obtenu). Ici la notion de symétrie est tres différente,
puisqu’il s’agit d’un isomorphisme sur les éléments du domaine. Le groupe des symétrie ne
dépend pas de la formule considérée et est connu a priori. Dans le cas plus général des BDD,
il n’y a pas de telles relations sur les variables considérées. Notons qu’en pratique, 'exploita-
tion de cet isomorphisme (par exemple l'utilisation de la régle de détection des R-symétries
de FMC ou I'heuristique LNH de SEM) est d’une importance cruciale pour la réduction de
I’espace de recherche.

— D’autre part, contrairement aux BDD, nous ne cherchons pas ici a représenter I’ensemble
des modeles de la formule, mais simplement & trouver le ou les modeles possibles. Par consé-
quent, nous n’avons pas besoin de construire explicitement ’arbre sémantique associé a la
formule. Cela représente une différence essentielle avec les BDD, dont le but est précisément
de permettre une représentation concise et aisément manipulable de ces fonctions.






Chapitre 4

Résultats expérimentaux

4.1 FMCarinF: un systeme pour construire des modeles finis

FMC Apinp est le logiciel qui implémente notre approche. 1l s’agit d’un prototype dont le
but est d’évaluer I'intérét pratique de la méthode proposée. Il est écrit en C++ et fait partie du
systeme RAMC g (Voir chapitre 15).

FMC prinp offre a D'utilisateur la possibilité de spécifier le probleme & traiter comme un
ensemble de formules du premier ordre (avec sorte). L’algorithme est contr6lé par un ensemble de
parametres, permettant par exemple de spécifier 'ordre sur les cellules, de choisir une stratégie
particuliere, ou de fixer des limites & la recherche (temps de calcul, nombre d’interprétations
testées, nombre de modeles générés, etc.).

Nous donnons ci-dessous une liste d’exemples provenant de domaines tres différents afin de
montrer 'utilité de la méthode. Pour chacun d’entre eux, nous donnons une breve description
du probléme (ainsi que des références vers une description plus compléte) et le temps de calcul
obtenu avec FMCArinp-

REMARQUE.  Presque tous ces exemples sont tirés de (ZHANG, 1994), ol une description claire
et compléte de nombreux problemes pour la construction de modeéles finis est fournie (voir
également (Wos ET AL., 1990; Wos, 1993b) pour plus de détails). Certains d’entre eux font
également partie de la bibliotheque de problemes TPTP (SUTTNER ET SUTCLIFFE, 1995).

4.2 Description des problemes

Nous donnons ci-dessous une courte description des exemples considérés. lls ont été choisis
parmi les problemes les plus utilisés comme “benchmark” pour les constructeurs de modeles
finis.

Algeébre ternaire (TPTP BOO019-1)

Une algebre booléenne ternaire est une structure satisfaisant les axiomes suivants.
(Ty) Va.f(z,z,y) ==

(T2) V$, y'f(g($)7$7y) =Y

(13) Vo, y.f(x,y,9(y)) = @

(T4) Vx,y,u,v.f(z,u,v) = f(f($7y72)7u7f($7yvv))

(T5) Vo, y-f(z,y,y) =y

Il s’agit de montrer I'indépendance de ’axiome T par rapport aux axiomes T;-T,. On utilise
la technique standard, i.e. on tente de construire un modele de T7-T,; qui ne soit pas un modele
de Ty, donc qui satisfait =75 : 3z, y.f(z,y,y) # .

Comme nous ’avons mentionné dans I'introduction, ce probleme a été interactivement résolu
pour la premiére fois par Wos et WINKER (WINKER, 1982) avec [’aide d’un démonstrateur par



résolution. Par la suite, des solutions purement automatiques ont été données (voir par exemple
(ZHANG, 1993; BOURELY ET AL., 1994)).

Théorie des groupes.

La formule suivante est un axiome unique pour la théorie des groupes (ZHANG, 1994; Mc-
CUNE, 1993) (c’est-a-dire que toute la théorie peut étre dérivée de cet axiome):

(G) [l il fQy, F(F S (2, 0(2),i(f (u,9))), 7)) = u

Il s’agit de prouver que I’axiome suivant (qui est une instance de G, avec & = u) n’est pas
un axiome unique de la théorie des groupes.

(Go) fus t(fQy, F(F (S (2, 0(2)),i(f (s 9))), w)))) = w

Pour cela, il suffit de construire un modele de G5 qui ne soit pas un modele de Gj.

Le calcul d’équivalence

Les axiomes du calcul d’équivalence exprimés en logique du premier ordre (traduction de
langlais “equivalence calculus”) (Wos ET AL., 1990; ZHANG, 1994) sont les suivants.

(Ey) Va.Ple(x,z))

(E2) V$, y.P(€(€($7 y)7 e(yv $)))

(E3) Va,y, Z.P(€(€($7 y)7 €(€(y7 Z)7 €($, Z))))

La seule regle d’inférence utilisée est une regle appelée “condensed detachment”, qui s’écrit
comme suit.

(CD) Vi, y.Plel, ) A P(z) = P(y)

Le probleme est de montrer que la formule suivante n’est pas un axiome unique pour le calcul
d’équivalence.

(XBB) P(e(a, cle(e(, e(y, 2)),9),2)))

Par cela, il suffit de construire un modele de (X BB), (C'D) qui n’est pas un modele de (E).

Arithmétique Heap

L’arithmétique Heap est décrite dans (SLANEY, 1992). Les axiomes sont similaires a la théorie
standard de ’arithmétique, sauf que I’on suppose qu’il existe un élément Heap qui est son propre
successeur i.e. tel que succ(Heap) = Heap. Plus précisément, 'arithmétique Heap est définie
par les axiomes suivants.

succ(Heap) = Heap

r < Heap — x < succ(x)

<y — succ(z) =yV suce(z) <y

x+0==zx

z + suce(y) = suce(x + y)
zx0=0

x X suce(y) = (zxy) +
2" = suce(0)

ziueely) = g x g

Les deux premiers axiomes définissent la relation de successeur succ, et les suivants définissent
inductivement ’addition, la multiplication et ’exponentiation. Le probleme est de trouver un
modele fini de cet ensemble d’axiomes.

La logique combinatoire

La logique combinatoire (pour la compréhension de ce travail, on pourra consulter (Wos,
1993b; ZHANG, 1994)) est définie par un ensemble de combinateurs (notés en majuscules) définis
par une série d’axiomes. Par exemple :



ala(a(B,z),y),z) = a(z,a(y, z))

a(a(a(Nh T), y)7 Z) = a(a(a($7 y)7 y)7 Z)

a(a(a(S, z),y), 2) = a(a(z, 2), aly, 2))

a(a(W,z),y) = ala(z,y),y)

ala(K,2),y) ==

a(a(L,z),y) = a(z,aly, y))

a(a(a(Qv $), ) Z) = a(y7 a(x, Z)) a(M7 $) - a(ac, $)

Un ensemble donné de combinateurs a la propriété du point fize faible (WFP) si et seulement
si pour tout z il existe un combinateur y tel que y = a(z,y). Il possede la propriété du point fize
fort (SFP)si et seulement s’il existe un combinateur y tel que pour tout z, a(y, ) = a(z, a(y, z)).

Le probleme est de déterminer quel(s) ensemble(s) de combinateurs possede(nt) ces proprié-
tés. Afin de montrer qu'un ensemble ne posséde pas les propriétés (WEP) ou (SFP) il suffit
d’exhiber un modele de ces combinateurs qui ne satisfait pas (WFP) ou (SFP). Ici, nous nous
limiterons & trouver des modeles finis des ensembles {B, N1, =(SFP)} (logique combinatoire 1),
{L,Q,—~(SFP)} (logique combinatoire 2) et {S, W, (W FP)} (logique combinatoire 3) qui sont
les plus intéressants en pratique.

Probléme de permutation

Le but est de trouver une fonction injective p de [1..n] dans [1..n] telle que pour tout
(1,7, k1) € [1.n]* vérifiant i < j < k <, on a

—(p(i) < p(j) < p(k) < p(1))

et
—(p(l) < p(k) < p(j) < p(i)).

Ce probleme a une solution pour n < 10. Pour n = 10, il n’a plus de solution.

Problémes de décidabilité (Church, 1956)

Dans (CHURCH, 1956) Church donne une liste de formules satisfaisables ou insatisfaisables.
Certaines de ces formules appartiennent a une classe décidable de la logique du premier ordre,
la classe AM (Ackermann-Monadique). La question de la validité d’une formule de cette classe
peut étre décidée par exemple en utilisant une stratégie d’ordonnancement pour la procédure
de résolution (voir (FERMULLER ET AL., 1993) pour plus de détails). Certains de ces problemes
sont tres simples, mais d’autres peuvent étre considérés comme difficiles. Tous ces problemes
peuvent également étre trouvés dans la bibliotheque de formules TpTP.

Ici nous considérons les problemes SYN324-1 et SYN348-1 (selon le code utilisé par TpTP),
qui sont représentatifs de ’ensemble des formules.

4.3 Exemple d’utilisation du logiciel

Nous donnons comme exemple d’utilisation de F'MCppyp le probleme de I’algebre ternaire,

sous la forme de sorties d’écran d’une session de travail avec le logiciel RAMC gy (Voir chapitre
15).

% Specify the order on the cells
order = 1.

symbol_precedence = greater_arity.
parameter_precedence = lex.



refutation_precedence = first.
% strategy
set(detect_symmetry) .

set(cref).
set(prolog_style_variables).

list(tba).
f(X,X,Y) = X.
f(g(¥),Y,X) = X.
£(X,Y,g(¥)) =X

f(U’V’f(X’Y’Z)) = f(f(U’V’X)’Y’f(U’V’Z))'
(exists X,Y.£(X,Y,Y) '= Y).
end.

set_size(3).
fmc(tba) .
quit.

Le programme retourne le modele suivant

Model:

g(0)=1
g(1)=0
g(2)=0

£(0,0,0)=0
£(0,0,1)=0
£(0,0,2)=0
£(0,1,0)=0
£(0,1,1)=1
£(0,1,2)=2
£(0,2,0)=0
£(0,2,1)=1
£(0,2,2)=2
£(1,0,0)=0
£(1,0,1)=1
£(1,0,2)=2
£(1,1,0)=1
£(1,1,1)=1
£(1,1,2)=1
£(1,2,0)=1
£(1,2,1)=1
£(1,2,2)=1
£(2,0,0)=0
£(2,0,1)=2
£(2,0,2)=2
£(2,1,0)=2
£(2,1,1)=2
£(2,1,2)=2
£(2,2,0)=2



Problémes Taille| FMC popinp |SEM|  FINDER
Algebre ternaire 3 0.06 0.04 1

Algebre ternaire 4 0.3 0.1 1
Algebre ternaire 5 1.18 0.33 1
Algebre ternaire 6 4.22 0.78 1
Théorie des groupes 2 0.02 0.02 0.03
Théorie des groupes 3 0.44 0.65 1.02
Théorie des groupes 4 13.11 - > 1000
Arithmétique Heap 10 0.53 - 10.87 (114.827)
Arithmétique Heap 15 4.02 - 6.08
Le calcul d’équivalence (XBB)| 4 0.78 - 2.82
Logique combinatoire 1 4 2.36 0.04 12.45
Logique combinatoire 1 5 24.5 0.04 267.55
Logique combinatoire 1 6 239.79 10.07] > 12000
Logique combinatoire 2 4 574.62 10.05 171.65
Logique combinatoire 3 5 0.04 0.03 0.08
Logique combinatoire 3 10 0.28 0.17 0.32
Logique combinatoire 3 20 1.74 1.39 2.62
Probléme de Church SYN324-1| 10 0.01 0.03 0.1

Probleme de Church SYN324-1| 20 0.02 0.11 0.35

Probleme de Church SYN324-1| 40 0.16 1.19 -

Probleme de Church SYN348-1| 6 0.06 0.12 0.12

Probleme de Church SYN348-1| 8 0.11 0.2 0.32

Probleme de Church SYN348-1| 12 0.25 0.41 1.57

Probleme de Church SYN348-1| 18 0.58 0.96 8.08
3

Permutation 5 0.01 - 0.07
Permutation 6 0.03 -3 0.2
Permutation 7 0.18 3 1.3
Permutation 8 4.38 -3 13.77
Permutation 9 54.12 3 91.98
Fic. 4.1 - : Résultats expérimentauz

£(2,2,1)=2

£(2,2,2)=2

Run Time: 0.04

4.4 Expérimentations

Le tableau 4.1 résume les résultats obtenus avec notre systeme. Afin de faciliter les com-
paraisons avec les systemes existants, nous donnons également le temps de calcul obtenu avec
les deux constructeurs de modeles les plus efficaces (& notre connaissance) disponibles dans le
domaine public: FINDER (FINDER.3.0) et SEM (SEM 1.0.6). Voir (SLANEY, 1993; ZHANG ET
ZHANG, 1995), ou section 3.3. Les temps de calcul sont donnés sur une station SUN-4 en se-
condes. FMCppyp utilise Palgorithme FMC (fonction ¢, ) et la stratégie de détection des
symétries.

La “taille” est la cardinalité du domaine de 'interprétation. “-”

signifie que le programme
ne trouve pas de modeéle dans un temps “raisonnable” (par rapport aux temps obtenus avec les

autres systémes) ou que le programme n’accepte pas ces exemples.



Notes (du tableau 4.1)

1. FINDER est actuellement restreint a des symboles de fonction d’arité inférieure a 2, donc ne
peut traiter cet exemple.

2. Le premier temps est obtenu avec le choix de parameétre pre-test = 4. Voir (SLANEY, 1992)
pour plus de détails.

3. Pour ces problemes, SEM retourne “Exit due to the limit of memory”. Cela peut s’expliquer
par le fait qu’ils contiennent de nombreuses variables différentes, et donc que la taille de la
formule obtenue par instanciation dépasse les capacités de I'ordinateur.

Comme on pouvait s’y attendre, aucun des trois programmes n’est meilleur que les autres par-
tout. FINDER est plus rapide que FMCp g sur I'un des problemes de la logique combinatoire,
tandis que notre systéme est équivalent ou meilleur sur les autres problemes considérés. SEM
dépasse de loin les deux autres systemes sur certains problemes, en particulier sur des formules
constituées de conjonctions de littéraux équationnels (logique combinatoire et algebre ternaire),
mais semble beaucoup moins efficace sur d’autres problémes (théorie des groupes, arithmétique
Heap, etc.). Selon (ZHANG ET ZHANG, 1995), lefficacité de SEM est essentiellement liée a la
puissance de ’algorithme de propagation de contraintes.

Ainsi aucune des méthodes étudiées n’est uniformément supérieure aux autres. Certaines
stratégies semblent donc mieux adaptées a certains cas particuliers. Malheureusement, il est tres
difficile d’identifier a priori la méthode la mieux adaptée a un probleme donné. Des expérimen-
tations supplémentaires, mais surtout des études théoriques plus poussées sont donc nécessaires
afin d’identifier avec précision les avantages et les limites des approches existantes sur différentes
classes de formules. Cette étude dépasse le cadre de cette these.

REMARQUE.  Nous tenons a signaler que nous avons comparé notre prototype avec des sys-
temes ayant bénéficié d’un investissement de programmation tres supérieur.

Un exemple tres étudié: le “pigeonhole”

Il est intéressant d’observer le comportement de notre systeme sur un probleme particulie-
rement bien connu et largement étudié: le principe dit du “pigeonhole”.

Il s’agit de prouver qu’il n’existe aucune fonction injective d’un ensemble de cardinalité n
vers un ensemble de cardinalité n — 1. Ceci revient & chercher une relation in d’un ensemble 5,
vers un ensemble S5 telle que

VaJyan(z,y) AVa,y, z.(in(z,y) ANin(z, 2)) = y = =

et card(S;) = n, card(S;) =n — 1.
La figure 4.2 donne les résultats obtenus avec différentes valeurs de n.

Afin de comparer notre approche avec les méthodes existantes, il convient de rappeler que les
systemes de démonstration pour le calcul propositionnel ne disposant pas de mécanismes spé-
cifiques permettant de traiter les symétries s’averent incapables de résoudre le probleme en un
temps raisonnable pour n > 15. Dans (BENHAMOU ET Sars, 1994) une méthode pour exploiter
les symétries dans les problemes propositionnels est présentée. Elle permet de prouver l'insatis-
faisabilité du “pigeonhole” pour des valeurs de n < 30. Nous comparons ci-dessous les résultats
de FMCppnp avec ceux obtenus avec la méthode proposée par (BENHAMOU ET SAls, 1994) (les
temps de calcul sont tirés de (BENHAMOU ET SAIls, 1994), et le systéme est implémenté sur une
SUN4/110). Nous donnons également les temps obtenus avec les systémes F'INDER et SEM.

REMARQUE.  “-” signifie “non disponible” (pour n > 40, FINDER retourne “Search space too
big to fit in vector length.”; pour n > 50, SEM retourne “Exit due to the limit of memory”).



n |FMCAping|SEM|FINDER| BS
5 0 0.01} 0.03 | -

10 0.02  |0.05| 0.17 | -

14 0.04 0.1 0.63 | 4.8
16 0.06 |0.15| 1.02 |7.73
18 0.08 10.22| 1.52 |13.5
20 0.11  |0.29| 2.3 |22.36
22 0.15 ]0.38) 3.12 |37.11
24 0.18 10.49| 4.3 |55.58
26 0.23  |0.67| 5.9 ]96.0
28 0.30 |0.83| 8.42 |122.0
30 0.34 1 | 10.35 |184.0
40 0.81 {246 - -

50 1.52 - - -
75 4.35 - - -
100 11.13 - - -

Fia. 4.2 - : Le pigeonhole

Le gain de temps de calcul obtenu avec F'MC'ppyp est important, en particulier par rapport
a BS. La raison est que FMC pqnp tire parti du fait que le groupe de symétrie est connu avant le
début de la recherche et ainsi n’a pas besoin d’étre recalculé par la suite, et que la représentation
du probleme est tres différente.






Partie 11

Construction de modeles de
Herbrand infinis






Chapitre 5

Représentation des interprétations

5.1 Objectif

Avant de chercher & construire des modeles de formules logiques, il est nécessaire d’en
connaitre le langage de représentation. Naturellement, il convient de rechercher des formalismes
permettant de représenter de facon finie, efficace et naturelle ces interprétations. L’importance de
ce probléeme est tres clairement mise en évidence dans (FERMULLER ET LEITSCH, 1996). Lorsque
’on cherche a représenter et a construire des modeles finis (comme au chapitre 3), il est possible
en principe de représenter les interprétations par des tables donnant pour chaque élément du
modele ay, ..., a, et pour chaque symbole de fonction ou de prédicat f la valeur de f(ay, ..., a,).
Cette technique permet de représenter facilement n’importe quel modele fini, a condition que la
taille du domaine considéré n’excede pas les capacités de la machine. En revanche, il est clair
qu’il ne peut exister aucun formalisme permettant de représenter une interprétation quelconque
sur un domaine infini, et en particulier qu’il ne peut exister aucun formalisme permettant de
représenter n’importe quel modele de Herbrand. En effet, 'ensemble des d’interprétations sur
un domaine infini n’est pas dénombrable. Il est alors nécessaire de trouver des formalismes de
représentation qui permettent a la fois de représenter une large classe d’interprétations et d’ef-
fectuer de facon efficace un certain nombre d’opérations de base sur les interprétations ainsi
représentées.

Selon (FERMULLER ET LEITSCH, 1996), un formalisme destiné a représenter des interpréta-
tions doit offrir les fonctionalités suivantes.

— Probléme d’évaluation atomique. Il doit exister un algorithme “efficace” pour trouver la
valeur de vérité d’un atome dans l'interprétation.

— Probléme d’équivalence. 1l doit exister un algorithme permettant de tester si deux repré-
sentations données sont équivalentes, c’est-a-dire représentent la méme interprétation.

— Probléme d’évaluation clausale. 1l doit étre possible de décider de la valeur de vérité d’une
clause dans 'interprétation. Ceci est particulierement important en Déduction Automatique
ol la regle de résolution est largement appliquée. En effet, les interprétations sont souvent
utilisées pour guider la recherche d’une réfutation. On utilise pour cela des stratégies de
restriction des regles d’inférence, appelées stratégies sémantiques qui, si la formule est en
forme clausale, nécessitent justement de décider de la valeur de vérité d’une clause dans
I'interprétation. 11 est donc important que ’évaluation d’une clause soit décidable et aussi
efficace que possible.

Dans une vision plus large de la déduction automatique, on doit également ajouter a ces
conditions les suivantes.

— 1l doit exister un algorithme permettant d’évaluer une formule quelconque dans I'interpréta-
tion.



— La représentation de l'interprétation doit étre “compréhensible” par I'utilisateur.
Pour représenter un modele infini, il est nécessaire de représenter :

— Le domaine de l'interprétation. Dans le cas ou l'interprétation est définie sur 'univers de
Herbrand, son domaine est implicite. Sinon, il doit étre défini, par exemple, de facon inductive.

— L’ensemble des atomes fermés vrais dans 'interprétation.

Dans la suite de cette these, nous introduirons plusieurs formalismes pour représenter les
modeles et nous les comparerons. Nous montrerons les avantages et les limites de chacun d’entre
eux, essentiellement du point de vue de la construction de modeles. Notre étude nous conduira
a la recherche d’un compromis entre le pouvoir d’expression des formalismes considérés et les
limites théoriques sur la décidabilité et ’efficacité éventuelle des problemes mentionnés ci-dessus.
La encore, nous ne rechercherons pas le formalisme “idéal”, qui de toute facon n’existe proba-
blement pas, mais nous nous efforcerons de définir plusieurs types de formalismes permettant
chacun de résoudre certaines classes de problemes particuliers et ayant chacun leurs avantages
et leurs limites.

5.2 Représentation par des ensembles d’atomes

Dans la mesure ou il n’existe que peu de recherches sur la construction de modeles infinis,
I’étude de formalismes capables de représenter ces modeles n’a pas fait 'objet de beaucoup
de travaux. A notre connaissance, les seuls travaux existants dans ce domaine sont ceux de
(FERMULLER ET LEITSCH, 1996) ol les modeles (éventuellement infinis) sont représentés par des
ensembles d’atomes et (MATZINGER, 1997) ol des grammaires régulieres d’arbres sont utilisées
(ce qui correspond a une généralisation des ensembles d’atomes linéaires). Evidemment, il existe
beaucoup de travaux en théorie des langages qui fournissent des outils permettant de représenter
des ensembles infinis de termes sur un alphabet donné (grammaires d’arbres, automates, etc.).
Ils sont particulierement utiles dans le cadre de la construction de modeles.

Une premiere idée pour représenter des modeles de Herbrand consiste & représenter explici-
tement ’ensemble des atomes vrais dans 'interprétation. C’est ce type de représentation, tres
simple, qui est utilisé par des démonstrateurs par construction de modeles (model generation
theorem prover) tels que SATCHMO (MANTHEY ET BRy, 1988) ou MGTp (Fusita ET HasE-
GAWA, 1991). De facon évidente, cela n’est possible que si cet ensemble est fini. Si I'ensemble
d’atomes est infini, il est alors possible d’étendre le formalisme en autorisant la présence de
variables dans les ensembles d’atomes positifs. Il devient alors possible de représenter I’ensemble
infini {P(a), P(f(a)),...}, par 'ensemble d’atomes {P(z)}. C’est ce type de représentation —
appelé représentation atomique — qui est utilisé dans (FERMULLER ET LEITSCH, 1996).

DEFINITION 5.2.1. Soit un ensemble satisfaisable d’atomes I. Le modele de Herbrand M
associé a I/ est I'ensemble des atomes positifs fermés P(t) tels qu’il existe P(S) € F et une
substitution o fermée tels que P(5)o = P(1). o

L’avantage principal des représentations atomiques est qu’il est tres facile de trouver la
valeur de vérité d’un atome: il suffit d’utiliser un algorithme de filtrage (linéaire par rapport a
la taille du terme considéré). D’autre part, FERMULLER et LEITSCH montrent (FERMULLER ET
LEITSCH, 1996) que le probleme de savoir si deux représentations sont équivalentes est décidable.
Ils fournissent en outre un algorithme permettant d’évaluer une clause dans les interprétations
ainsi représentées.

Dans (FERMULLER ET LEITSCH, 1996), les représentations atomiques sont étendues au cas
avec égalité. Une représentation atomique équationnelle est un ensemble satisfaisable d’atomes
FE tel que tout littéral équationnel de F est fermé. L’interprétation dénotée par E est définie
d’une part par la théorie 7 constituée par tous les littéraux équationnels de F et d’autre part,



par I’ensemble des atomes fermés L unifiables avec un atome de £ modulo 7. Remarquons que
le probleme de la validité d’une formule équationnelle du premier ordre dans 7 est décidable,
puisque 7 ne contient que les atomes fermés (CoMoN, 1993). Notons que cette technique peut
s’étendre facilement a toute théorie décidable.

5.3 Représentation par contraintes

Dans ce travail, nous représentons les interprétations de Herbrand par des contraintes. L’uti-
lisation de contraintes peut étre vue comme une généralisation des représentations atomiques.
Elle consiste a représenter I’ensemble des atomes P(3) vrais dans le modeéle par une contrainte,
i.e. les images des symboles relationnels par 'interprétation sont définies par une formule équa-
tionnelle (éventuellement interprétée dans une théorie 7).

Précisons le principe général de la méthode. Nous considérons une théorie 7. Soit P un

symbole de prédicat. L’extension de P, c’est-a-dire ’ensemble de n-uplets zq,...,z, tels que
P(zy,...,x,) est vrai, est représentée par une formule Fp du premier ordre interprétée dans la
théorie T contenant n variables libres x,..., 2, et telle que

Fp est vraie dans T si et seulement si P(zy,...,,) est vrai.

L’utilisation de représentations par contraintes permet de résoudre facilement la plupart des
problemes présentés en introduction. En effet, I'une des propriétés de ce type de représentation
est que ’ensemble des solutions d’une formule logique du premier ordre dans une interpréta-
tion 7 représentée par contraintes peut lui-méme étre dénoté par une contrainte. De nombreux
problémes concernant les interprétations (évaluation, équivalence etc.) se ramenent ainsi au pro-
bleme de décider de la satisfaisabilité d’une contrainte. Il suffit donc de disposer d’un algorithme
(si possible efficace) pour résoudre les contraintes dans la théorie 7, afin de pouvoir résoudre
la plupart des problemes mentionnés ci-dessus. L’un des avantages de cette approche est sa
généralité: elle permet d’étendre facilement la méthode en changeant la théorie 7.

La représentation par contraintes fournit donc un cadre naturel particulierement bien adapté
a la représentation des interprétations. Dans la section suivante, nous introduisons la notion
d’interprétation partielle et nous montrons comment représenter de telles interprétations par
des contraintes équationnelles interprétées dans ’algebre des termes.

5.4 eqg-interprétations

5.4.1 Interprétation partielle

Dans (Hsiang ET RusiNowITCH, 1986; CAFERRA ET ZABEL, 1992), la notion
d’interprétation partielle de Herbrand est introduite. Informellement, il s’agit d’interprétations
7 dans lesquelles les images des symboles relationnels ne sont pas entierement spécifiées. Ainsi
une interprétation partielle n’affecte pas une valeur vraie ou fausse a toutes les formules, mais
seulement a une partie de celles-ci. Par exemple, si on considere la formule

F =VaIy.(P(z,y) VQ(z,y))

une interprétation partielle validant F est, par exemple, lUinterprétation définie par
Va,y.P(z,y) = true. L'interprétation du prédicat ) n’est pas spécifiée, ainsi la formule
Jdz,y.Q(x,y) n'est ni vraie ni fausse dans l'interprétation. Une interprétation partielle peut
également étre considérée comme une interprétation dans une logique a trois valeurs de vérités:
true, false, et undefined (non définie).

Nous étendrons ici la définition de (CAFERRA ET ZABEL, 1992) & des interprétations quel-
conques (non nécessairement définies sur I'univers de Herbrand). Nous donnerons également
une définition de la relation “E=" a la fois plus générale et correspondant mieux a I'idée intuitive



de la notion de validité. En effet, la définition donnée dans (CAFERRA ET ZABEL, 1992) pose
plusieurs problemes: elle est limitée a des clauses (ou ensemble de clauses) et n’attribue pas la
valeur vraie & des clauses de la forme AV—A par exemple. En particulier, ce dernier point rend la
regle d’élimination des tautologies incorrecte (au sens habituel du terme, i.e. préservation de la
valeur de vérité dans toute interprétation) puisque AV —A n’est pas valide dans I'interprétation
partielle vide (i.e. attribuant a tous les littéraux la valeur undefined) alors que I’ensemble vide
est valide dans toute interprétation.

DEFINITION 5.4.1.

Une interprétation partielle est un couple ((D)ses,Z)' ot D, est un ensemble non vide
(domaine de la sorte s) et ot I est une fonction qui, a tout symbole fonctionnel f : sy,...,s, = s
de X3, associe une fonction partielle Z(f) de D, x...x D, dans Dy, et a tout symbole prédicat
de Q P :s,...,s, associe deux sous-ensembles de D; X ... x D, , Z(P)* et Z(P)~ tels que
I(P)Y*NZ(P)” =0. o

Il est intéressant de considérer quelques cas particuliers.

DEFINITION 5.4.2.
Une interprétation partielle ((D;)s,Z) est dite totale si et seulement si pour tout f € X,
Z(f) est totale et pour tout P :sy,...,s, de Q, on aZ(P)*UZ(P)” = D,, x ... X Dy, . o

On retrouve dans ce cas la notion classique d’interprétation.

DEFINITION 5.4.3. On appelle interprétation partielle de Herbrand, une interprétation
{((Dy)s,T) telle que D, = 7,(X) et Z(f(t)) = f(Z(t)) (Z(f) est totale sur D). o

REMARQUE.  Dans la suite, toutes les interprétations considérées seront des interprétations de
Herbrand.

Une interprétation partielle de Herbrand 7 peut également étre considérée comme un en-
semble de littéraux fermés vérifiant la condition

Veaxel=—-z¢gTl.

Z(b) = true sibel
On a alors Z(b) = false si-becl
Z(b) = undefined sinon
Nous noterons Zt I’ensemble des littéraux positifs fermés de 7 et Z~ ’ensemble des littéraux
négatifs fermés de 7.

DEFINITION 5.4.4. L’ interprétation partielle vide de Herbrand (notée 0)) est I'interprétation
de Herbrand définie par
VP eQIT(P)=1 (P)=0.

o
Nous pouvons introduire un ordre partiel sur les interprétations partielles de la facon suivante.

DEFINITION 5.4.5.
Une interprétation T est inclue dans une interprétation partielle de méme domaine J (cela
est noté T C J) si et seulement si

VEeXZ(f)(zr,..yan)=a=T(x1,...,2,) =@

1. Pour simplifier, une interprétation partielle ((D.).es,Z) sera souvent notée également 7 si les domaines D,
sont implicites.



VP eQ.(Z(P)YtCJ(P)TANI(P)- CT(P)).
I C J sietseulementsiZ CJ et #J. o

DEFINITION 5.4.6.
Une interprétation partielle 7 valide une formule F si et seulement si toute interprétation
totale contenant I valide F.
o

Cette définition differe sensiblement de celle présentée dans (CAFERRA ET ZABEL, 1992)
qui ne considérait que des interprétations partielles sur I'univers de Herbrand et ne définissait
la notion de validité que pour des ensembles de clauses (avec contraintes). Enfin, la définition
de (CAFERRA ET ZABEL, 1992) n’attribuait pas la valeur de vérité vrai a toutes les formules
valides dans toute interprétation totale. Par exemple, la tautologie PV =P n’était pas vraie
dans toute interprétation.

Notation 5.4.1 Soit T une interprétation partielle et F une formule. Z(F) est définie par

~ I(F) = false, si T = —F.
~ I(F)=true, siT = F.
— I(F) = undefined, sinon.

5.4.2 Représentation des interprétations partielles

Le formalisme de représentation utilisé dans la deuxieme partie de cette these est de considé-
rer des interprétations ol I'image des symboles relationnels est définie par une formule équation-
nelle interprétée dans 'algebre des termes. C’est un cas particulier du principe de représentation
décrit a la section 5.3, avec 7 = 0.

DEFINITION 5.4.7. Un sous-ensemble F de 7(X)" est appelé un eq-ensemble si et seulement
si il existe une formule équationnelle F(F) contenant n variables libres x, ..., z, vérifiant

(ty o ntn) € B — {; — /1 < i < n} € SF(E)).

DEFINITION 5.4.8. Une interprétation partielle de Herbrand T est appelée une eq—
interprétation (“eq” pour “partial interpretation definable by equational problems”) si et seule-
ment si pour tout prédicat n-aire P, les ensembles Z(P)t et Z(P)~ sont des eq-ensembles. ¢

5.5 Vérification de modele

Beaucoup de problemes sur les eq-interprétations se ramenent de facon immeédiate a la ré-
solution des formules équationnelles. Par exemple, le probleme de [’équivalence qui consiste a
décider si deux représentations données A et B définissent la méme interprétation se ramene
au probleme de décider si pour tout P € €, les eq-ensembles correspondants A(P)*t et B(P)*
(resp. A(P)~ et B(P)™) sont égaux, c’est-a-dire si les formules correspondantes sont équiva-
lentes. [’équivalence de A et B se ramene donc au probleme de I'équivalence de deux formules
équationnelles qui peut étre décidé par 'algorithme de (CoMON ET LESCANNE, 1989). Cette
section montre comment résoudre, en utilisant cette technique, le probleme de I’évaluation d’une
formule du premier ordre dans une eqg-interprétation.

Le probleme de savoir si une eg-interprétation de Herbrand valide une formule du premier
ordre F est indécidable. En effet, par définition, Z |= F si et seulement si pour toute extension
totale 7 de Z, J &= F. Or si T = (), toute interprétation totale est une extension de Z, donc
() = F7? est équivalent & F = T? qui est un probleme indécidable.



En revanche, il devient décidable si on ajoute I’une des conditions suivantes.

— 7 est totale;

— ou F ne contient pas de quantificateur existentiel (voir section 6.5).

DEFINITION 5.5.1. Soit T une interprétation. Soit F une formule. L’ensemble des solutions
de F (noté Sz(F)) dans T est 'ensemble des substitutions fermées o telles que I = Fo. o

Nous proposons ci-dessous un algorithme permettant de calculer certaines des solutions d’une
formule F dans une eg-interprétation Z. L’algorithme est incomplet c’est-a-dire qu’il ne calcule
pas toutes les solutions. Il devient complet si 'interprétation 7 est totale. Le principe de la
méthode proposée est de traduire la formule F en une formule équationnelle équivalente (c’est-
a~dire possédant le méme ensemble de solutions).

Plus précisément, la définition 5.5.2 ci-dessous introduit deux formules ¢%,(F) et ¢y (F)
exprimant des conditions suffisantes — mais non nécessaires — pour que F soit vraie (resp.
fausse) dans I'interprétation M.

DEFINITION 5.5.2. Soit M une eq-interprétation et F une formule. Soit ¢}, (F) et ¢5,(F)
les formules équationnelles définies comme suit.

— Si F est de la forme P(t), alors
W(F)=Fmi=zAFZ(P)")

Ou(F)=3Tt=TANF(Z(P)7)
(ot T sont les variables correspondant a F(Z(P)*1) et F(Z(P)7)).

- SiF=FVF:
j\—/l(f):(bj\—/l(fl)\/(bj\—/l(fz)
(b/_\/l(f):(b/_\/l(fl)/\(b/_\/l(fZ)
- SiF=F NF,y:
L(}—):¢L(f1)A¢L(]:2)
O(F) = o (F1) V @ (F2)
- SiF=3z.F:
M(F) = Fe.oh (F1)
O (F) = Voo (F)
- SiF=Ve.F:
M(F) = Va0l (F)
o (F) = Fw.d ()
- SiF==F:

&

THEOREME 5.5.1. Soit M une eq-interprétation et F une formule. Soit o une substitution. Si
0 € S($14(F)), alors M |= Fo. Si 0 € S(634(F)), alors M |z ~Fo.



PREUVE. Par induction structurelle sur ’ensemble des formules Fo.

~ Soit F = P(f). Supposons que o € S(¢}((F)). Alors, par définition, o € S(Iz.f = SAX) donc
{T — to} est une solution de F(Z(P)*1), d’ou P(t)o appartient & Z(P)*. Donc M |= Fo. La
preuve est similaire pour §(¢5(F))

— F=FVF,. Sio e S(of(F)), alors soit o € S(¢f,(F)) soit o € S(¢},(F>)). Par hypothese
d’induction soit M | Fio soit M = Fyo. Done M | FioV Fyo, ie. M = Fo.Sio €
S(om(F)), alors 0 € S(p3(F1)) et 0 € S(pr(F2)). Par hypothese d’induction, M | —~Fo
et M | —Fyo. Done M | =Fio A —~Fao,ie. M | —(FV Fy)o =-Fo.

— La preuve est similaire si F = F; A Fo.

- Si F = =F,. St o € S(¢(F)), alors 0 € S(¢p3(F1)), donc M [ —Fio, ie. M | Fo. Si
o € S(pu(F)), alors o € S(¢1,(F1)), done M | Fio,ie. M | ——Fo.

=~ Si F = 3n.F. Si 0 € S(¢l(F)), alors 0 € S(Fw.¢T(F))), i.e. il existe un terme fermé
t tel que o U{c = t} € S(¢34(F1)). Done M E Fi{z — t}o. Donc M E (Fz.F))o. Si
o € S(pu(F)), alors o € S(Va.¢™ (F1)), i.e. pour tout terme fermé ¢, o{z — t} € S(¢T(F)).
Done Vt. M |E —~Fi{z = t}o. Bt M |E (Yaz.mF))o.ie. M E —Fo.

— La preuve est similaire si F = Va.F.

C.Q.F.D.

Dans le cas o 7 est totale, la réciproque est également vraie. C’est une conséquence du
théoreme 5.5.2.

THEOREME 5.5.2. Si Z est totale alors ¢ (F)V ¢~ (F)=T.

PREUVE. Par induction structurelle sur F.

Formule atomique. Par définition o € S(¢F(F)) si et seulement si to € Z+(P). Puisque Z est
totale, ceci est équivalent a to & Z~(P), donc & o & S(¢7 (F)).

Si F=F VF,etsiodS(¢F(F)), alors o & S(¢3(F1)) et o € S(¢F(F1)). Par hypothese
d’induction, ceci implique ¢ € §(¢7 (F1)) et 0 € S(¢7(F1)), c’est-a-dire o € S(¢7 (F)).

— La preuve est similaire si F = F; A Fs

Si F = ~F', alors 0 € S(¢3(F)) implique o ¢ S(¢7(F1)) donc (par hypothese d’induction)
o € S(of(F)) dott o € S(¢7(F)).

Si F=3x.F'. SiodS(¢F(F)) alors par définition pour tout terme de 7,(X), (ot z € V,), on
ao ¢ S(of(F'{z — t})). Donc, par hypothese d’induction V¢ € 7,(2).0 € S(¢7 (F{z — t})),
ie. o€ S(p7(F))

— La preuve est similaire pour F = Va.F’.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 5.5.1. Soit 7 une eg-interprétation totale et F une formule. Soit o une substitution
de Var(F).

Ik Fo—- oeS8S(of(F))

IWEFo—- oeS(p7(F))
PREUVE. Il suffit de montrer que Z = Fo implique que o € S(¢F(F)) (la réciproque étant
établie par le théoreme 5.5.1). Supposons que Z = Fo et que o € S(¢F(F)). Alors, d’apres le

théoreme 5.5.2, 0on a 0 € §(¢7 (F)). D’'ou I = =Fo d’apres le théoreme 5.5.1. Donc 7 valide a
la fois Fo et =Fo, ce qui est impossible. C.Q.F.D.

La recherche des solutions de la formule F est donc ramenée & la résolution d’un probleme
équationnel qui est décidable d’apres le théoreme 2.3.2.



Ces résultats établissent la décidabilité du probleme d’évaluation dans une eg-interprétation
totale (c’est-a-dire du probleme de trouver la valeur de vérité d’une formule dans une interpré-
tation donnée) qui est d’une importance cruciale pour de nombreuses applications. Ils étendent
ainsi les résultats de (FERMULLER ET LEITSCH, 1996) dans deux directions.

1. D’une part, la classe des interprétations représentables est plus large que celle de (FERMULLER
ET LEITSCH, 1996).

2. D’autre part, les problémes que nous considérons sont plus généraux (évaluation d’une formule
du premier ordre au lieu d’un ensemble de clauses).

Nous verrons par la suite 1'utilité pratique des formules ¢t et ¢~ que nous venons de dé-
finir. Elles sont au coeur de 'extension de la résolution sémantique proposée au chapitre 7, de
’extension de la méthode des tableaux sémantiques (chapitre 9), etc.

5.6 Simplification d’une formule dans un contexte

Une interprétation partielle peut étre utilisée pour simplifier une formule.

THEOREME 5.6.1. [Simplification d’une formule] Soit A une formule, T une interprétation
partielle de Herbrand. Soit Simplify;(A) = (=¢7 (A)) A (¢F(A) V A).

A =7 Simplify;(A))

PREUVE. Soit J une interprétation totale contenant Z. Soit une solution ¢ de A dans 7.
Par définition, 0 ¢ S(¢7(A)) et 0 € S7(A) donc o € S (Simplify;(A4)). Réciproquement soit
o € S7(Simplifyz(A)). On a soit ¢ € S(¢F(A)) donc o € S7(A), soit o € S7(A). C.Q.F.D.

DEFINITION 5.6.1. Soit F une formule, T une eq-interprétation partielle de Herbrand. On
note Normalizer (F) la formule obtenue en remplacant tous les littéraux A de la formule F par

=97 (A) A (S5 (A) V A).

THEOREME 5.6.2. [Simplification d’une formule] Soit F une formule, T une eq-interprétation
partielle de Herbrand. On a:
F =1 Normalizez(F).

D’autre part, si I est totale, Normalizez(F) est purement équationnelle.

PREUVE.  La premiere partie de la preuve est une simple conséquence du théoreme 5.6.1. Si 7
est totale, on a pour toute substitution o, 0 € S(¢F(A)Vd7 (A)), donc —d7 (A)A(dF (A)V A) =1
—67 (A). C.Q.F.D.

REMARQUE.  Les résultats de cette section, qui ont été présentés par souci de clarté dans la
théorie vide, se généralisent de fagcon immédiate a toute théorie non-vide T a condition qu’il
existe une procédure pour décider de la validité d’une formule de T. Nous ne redonnerons pas
ici toutes les définitions correspondantes.



Chapitre 6

La méthode RAMC

6.1 Introduction

La méthode RaMc, initialement définie dans (CAFERRA ET ZABEL, 1990) est décrite dans
ce chapitre. Le rappel de la méthode est en effet indispensable a la compréhension de notre
travail. Nous introduisons également quelques définitions et théorémes supplémentaires (non
donnés dans (CAFERRA ET ZABEL, 1990; CAFERRA ET ZABEL, 1992)) qui seront utiles par la
suite et précisons quelque peu le principe de la méthode.

L’idée générale de la méthode est simple : elle consiste & étendre la notion de conséquence im-
médiate correspondant a ’application des regles d’inférence avec la notion de non-conséquence,
correspondant a application de régles dites de dis-inférence. La méthode exprime des conditions
permettant 'application des regles d’inférence ou empéchant leur application. Ces conditions sont
codées sous forme de contraintes, associées aux formules et restreignant le domaine des variables.
On peut considérer ces contraintes comme des sortes dynamiques, raffinées successivement jus-
qu’a obtenir dans certains cas un modéle de la formule initiale si celle-ci est satisfaisable. Cette
approche peut étre utilisée pour étendre n’importe quelle procédure de preuve. Elle a été au
départ utilisée pour étendre la méthode des tableaux sémantiques (CAFERRA ET ZABEL, 1993),
puis la méthode de résolution (CAFERRA ET ZABEL, 1992). Les deux procédures ainsi éten-
dues ont été appelées respectivement RAMCET et RaAMcC. Dans un premier temps, notre étude
portera essentiellement sur la méthode Ramc. Ce chapitre a donc pour objet de définir formelle-
ment cette méthode et de préciser ses fondements théoriques. Nous énoncerons et démontrerons
également un certain nombre de propriétés supplémentaires.

6.2 Clauses contraintes

DEFINITION 6.2.1. Une clause contrainte (ou c-clause) notée [C : X'] est un couple formé
d’une clause C de la logique du premier ordre (partie clause), et d’une formule équationnelle X
(partie contrainte).

Si C est unitaire alors [C : X' est appelée un littéral contraint (ou c-littéral). Si C est la
clause vide et si X' est satisfaisable alors [C : X] est notée O (c-clause vide). La profondeur
d’une c-clause [C' : X] est la somme des profondeurs maximales des termes de C' et de X'. La
profondeur d’un ensemble de c-clauses est la profondeur maximale des c-clauses qu’il contient.
o

Notation 6.2.1 On note Unat(S) l'ensemble des c-clauses unitaires de S.
REMARQUE. Si X' =T, [C : X] sera plutét notée C' (par souci de lisibilité et de concision).
DEFINITION 6.2.2.  Pour toute c-clause [C' : X] on note S([C' : X']), 'ensemble

{Co/o € S(X)}



De méme, si S est un ensemble de c-clauses, I'ensemble |J.cg S(C') sera noté S(S). Pour toute
c-clause C' les éléments de S(C') seront appelés des instances closes de C. o

La définition suivante permet d’étendre la notion de validité (et par & méme la notion de
satisfaisabilité) aux clauses contraintes et ensembles de clauses contraintes. Informellement, une
c-clause C' sera équivalente (par définition) a I'ensemble de ses instances closes S(C').

DEFINITION 6.2.3. Soit I une interprétation et C' une c-clause. T valide la c-clause C' (noté
T = C) si et seulement si pour toute clause fermée Co € S(C'), T = Co. o

REMARQUE.  Remarquons que les contraintes X de C' sont interprétées dans la théorie vide.
Cette définition differe donc de celle utilisée dans (BOURELY ET AL., 1994), ol les contraintes
sont interprétées dans une théorie non vide (et non fixée a priori).

On voit donc que pour toute c-clause [C' : X]:

— Si X =T, alors [C' : X] est équivalent a C': les clauses sont des cas particuliers des c-clauses.
Ce résultat montre que pour toute formule F, il est possible de trouver un ensemble fini de
c-clauses S tel que S est satisfaisable si et seulement si F ’est, et tout modele de S est modele
de F. Il permet également d’utiliser les algorithmes existants de transformation de formules
en ensembles de clauses (voir chapitre 2).

- Si X = L alors [C' : X est équivalent a T (toute c-clause dont les contraintes sont insatis-
faisables est une tautologie, elle peut donc étre éventuellement supprimée de 'ensemble de
c-clauses).

DEFINITION 6.2.4. Deux c-clauses C' et D sont dites équivalentes si et seulement si elles
représentent le méme ensemble de clauses fermées, c’est-a-dire si

Cette relation sera notée C' 2 D. De méme, si S| et Sy sont deux ensembles de c-clauses, nous

noterons Sl = Sz si VCl € 51302 € 52.01 = Cz et VCQ € 52301 € Sl.Cl = Cz. <&

Par la suite, nous ne considérerons pas une c-clause en tant que telle mais plutot sa classe
d’équivalence par la relation 2. Plus précisément, nous identifierons parfois une c-clause C' (ou
un ensemble de c-clauses ) et I'ensemble correspondant S(C') (ou S(9)). Nous écrirons par
exemple C' C D, pour S(C) C §(D), ou C'N D pour S(C)NS(D). Cet abus de notation se
justifie par le théoreme suivant.

THEOREME 6.2.1. 1. Le probléme du vide pour un ensemble de c-clauses S donné est décidable
(il existe un algorithme qui permet de décider si S 22 ().

2. Pour tout ensemble de c-clauses Sy, 55, il est possible de calculer des ensembles de c-clauses
S3, 54, S5 tels que

(a) $(93) = S(91) US(S,);
(b) §(52) = 8(S1) N S(52);
(¢) 8(S5) = S(51) \ S(51).

PrEUVE. 1. 1l suffit de vérifier que pour toute c-clause [C' : X] de S, S(X) = 0, ce qui est
décidable d’apres le théoreme 2.3.2.

2(a) la preuve est immédiate : il suffit de prendre S3 =5, U S;.



(b) Sans perte de généralité, nous supposerons que les ensembles S; et Sy sont unitaires (il
suffit ensuite d’utiliser le résultat ci-dessus et les propriétés de distributivité des opérations
U, N pour étendre ce résultat & des ensembles quelconques). Soit ) = {[C} : X\]} et Sy =
{[C2 : A5]}. C est de la forme \/ilz1 P, ;(t1,) et C de la forme \/ii1 Psi(ts,;) Sily # 15 alors
on a de facon évidente S(51) NS(S,) = 0, donc il suffit de prendre Sy = 0. Supposons donc
que [; = l5. Soit s 'ensemble des permutations o de [1..[1] telles que P, ; = P (). Soit F

la formule l

\/ /\ tri=1toom A Xy

o€s i=1
Soit Sy = {[Cy : X1 AF]}. On a §(54) = S(51) NS(S2). En effet, pour toute clause fermée
¢, ¢ € §(9,) si et seulement si ¢ est de la forme C16 ot § € S(X; A F) c’est-a-dire si et
seulement si ¢ est de la forme \/{L, . P, ;(7; ;)0 avec § € S(X}) et § € S(F),i.e.ss1 C16 € S(5))
et il existe une permutation o telle que Vi € [1.n].P,; = P30y, et 0 € S(t1; = ts0()) 1.e.
ssic € S(51) et 11,0 = h oy et § € S(As), le.: ¢ € §(5)), €18 = Co8 (modulo la
commutativité et 'associativité de V) et 8 € S(X3), i.e. ¢ € S(57) et ¢ € S(S51).

(¢) La preuve est similaire en considérant cette fois la formule F définie par

1
- \/ Jdz,. /\ L =toom A Xs
oESs =1
oll Ty = Var(S,).
C.Q.F.D.

Le théoreme 6.2.1 permet d’identifier un ensemble de c-clauses et sa classe d’équivalence par
rapport a la relation . De méme ’égalité entre clauses contraintes désignera I’égalité sur
les ensembles de clauses fermées associés aux c-clauses. Par exemple les c-clauses [P(z) : 2z = a],
[P(a) : T] ou [P(y) :3a.y = a Az = a] seront considérées comme égales’.

Les notations N, \, U, seront souvent utilisées avec des c-clauses unitaires. Le tableau suivant

W__»

donne la signification de ces opérateurs sur les c-clauses unitaires, plus simple que dans le cas
général, donné par le théoreme 6.2.1 (voir également (CoMoON, 1988)).

Notation Définition

[P(t) : XJU[P(s) :V]|[P(Z) :Fgz=tAXVIZT
7= Var([P() : X))

_ et 7= Var([[?(?) V)
[PE) - X]IN[PBE) V]|[PE) :Jygrz=tAXANTFTZT=5A)]
7= Var([P() : X))

_ et 7= Var([[?(?) V)
Uﬁ)%ﬂﬂP@:yﬂwﬁ)ﬂmhﬁAXAﬂ%E:§Awﬂ
y U= Var([PE) : X))

_ et 7= Var([P(3) : Y])

[P = X\ [P) : VI[P : 4]

ou P# P’

sAY]

(¢]

Nous introduisons les notations suivantes.

DEFINITION 6.2.5. Un c-littéral L appartient a une c-clause C' : [P,V ...V P, : X] si et
seulement s’il existe ¢ tel que L =[P, : X] (noté L € C). 3

DEFINITION 6.2.6.  Pour tout c-littéral L = [P(t) : X] on note =L le littéral [-P(t) : X]. o

DEFINITION 6.2.7. L et L' sont dit complémentaires si et seulement si L N\ =L’ # (. o

1. Cette relation d’égalité est évidemment décidable : il suffit de décider si C\ D =@ et D\ C = 0.



Regles de simplification des ensembles de c-clauses

Rappelons quelques regles utiles de transformation des c-clauses. Ces regles préservent 1’équi-
valence des ensembles de c-clauses. Elles permettent de simplifier les contraintes apparaissant
dans les c-clauses, au prix d’une augmentation de la taille de ’ensemble.

V-Elimination {[C :P;VP]J}US — {IC P, [C :P]FUS

=-Elimination {[C :z =t APJ}US > {[C{x =t} :P{z > t}J}US

T-Introduction {[C' : P]} U S — {IC : TIhus
S1 =P est insatisfaisable.

THEOREME 6.2.2. Les régles V-Elimination, =-Elimination, T-Introduction sont correctes.

PrREUVE.  (C’est une conséquence immédiate de la définition 6.2.3. C.Q.F.D.

Forme normale d’un ensemble de c-clauses

DEFINITION 6.2.8. Un ensemble de c-clauses S est dit en forme normale si les contraintes des
c-clauses S sont de la forme

i=1
ou les z; (1 < i< n) sont des variables telles que x; # ;. o

THEOREME 6.2.3. Tout ensemble de c-clauses est équivalent a un ensemble en forme normale.

PREUVE.  Soit une c-clause [C' : X']. D’apres le théoréme 2.3.2, il existe une formule X’ équi-
valente & A’ de la forme \/*_, F; telle que chaque F; est de la forme:
- T
-1
= Jw[NL 5 = 5] A N_y @) # 1], ot les z;, ' sont des variables.
Par la régle V-Elimination [C' : X] est équivalente a I'ensemble {[C'" : F;]/1 < i < k}. Par

la régle =Elimination, [C' : F;] est équivalente & {[C{z; = 5;,/1 < j < m} : Ai_, .2} # t;] (car
Vj. z; n’apparait qu’une seule fois dans F;), qui est en forme normale. C.Q.F.D.

Représentation des eg-interprétations par des ensembles de c-clauses

Toute eq-interprétation partielle de Herbrand peut étre représentée de facon tres naturelle
par un ensemble fini de c-clauses unitaires (théoreme 6.2.4).

THEOREME 6.2.4. Soit S un ensemble de c-clauses unitaires. Si S est satisfaisable, ’ensemble
S(S) est une eg-interprétation. Réciproquement, pour toute eq-interprétation 7 il existe un
ensemble fini S de c-clauses unitaires tel que S(5) =Z7.

PREUVE.  — Supposons S satisfaisable. Alors pour tout littéral fermé L, si L € S alors =L ¢ 5.
D’ou S est une interprétation de Herbrand (voir chapitre 5). Il s’agit alors de montrer que S
est une eq-interprétation. Pour cela, il suffit de montrer que les ensembles S*(P) et S~ (P)
(pour tout P € Q) sont des eq-ensembles. Considérons les formules équationnelles suivantes.

Ft= \/ Fr=1AX



et
F~ = WT=tNX
[-P() :X]es

ou g = Var([P(t) : X]).
On a par définition: o € S(FT) si et seulement si P(ZT)o € S, i.e. To € ST(P). De méme
o € §(F7) si et seulement si =P (T)o € S i.e. To € S™(P). D’ou S est une eq-interprétation.

— Réciproquement, soit une eq-interprétation Z. Soit S I'ensemble de c-clauses (fini, si Q est
fini) suivant :

{[P@) : 3T (PN]/P e U{[-PE) :F(T(P)]/P €}
Alors on a de facon évidente, par définition de S pour tout littéral fermé L:
LeS-TIEL.
Dou §(S) =1.

C.Q.F.D.

Ce théoreme nous permet d’identifier eq-interprétations et ensembles satisfaisables de c-
clauses unitaires.

6.3 La méthode RAMC

Nous pouvons maintenant présenter les regles de la méthode. Elles peuvent étre divisées en
3 catégories.

6.3.1 Regles d’inférence

Les regles d’inférence, ou regles de réfutation, ont pour objet de rechercher une preuve de
I’ensemble de c-clauses, c’est-a-dire de chercher a dériver la c-clause vide O. 1l s’agit simplement
des regles classiques de résolution et de factorisation, adaptées aux clauses avec contraintes.

renomimage:

C

Co

Si o est un renommage des variables de C'.

c-résolution :

[Pti)Va :X] [-P(t:) Vb )]
[avb : XY AY AL =1s]

On note Res(C, D) la c-clause obtenue par c-résolution entre C' et D.

c-factorisation :

[P(t) Vv P(t) Va : X]
[Pti)Va : X Nty =15




6.3.2 Regles de dis-inférence

Les regles de construction de modeles ou regles de dis-inférence ont pour objet de recher-
cher un modele de ’ensemble de c-clauses. Elles cherchent & générer des conditions empéchant
I’application des regles de réfutation.

(unit) be-disrésolution :

¢ ([Pty)Va : X] ¢y [2P(ty) )]
ez [Pt)Va : XANNTAYVE £ 1)]

avec T = var(ty) Uvar(Y)

Soit ¢y :Ja : X ANY Aty =ts5], la c-clause obtenue par c-résolution a partir de ¢; et ¢,. Il est
facile de voir que ¢; A ¢y est équivalent & ¢o A ¢3 A ¢,. Si la disrésolution et la c-résolution sont
appliquées conjointement, la clause ¢; pourra donc étre supprimée de ’ensemble de clauses.

Nous proposons d’étendre la regle a des clauses quelconques (non unitaires). Le principe est
de diviser le domaine D d’une c-clause ¢; en deux sous-domaines D; et D, tels que ’application
de la résolution entre ¢; et ¢y soit possible sur le domaine D;, impossible sur D,. Cela revient a
remplacer une c-clause ¢; par deux c-clauses ¢z et ¢, obtenues a partir de ¢; en rajoutant aux
contraintes de ¢; des conditions supplémentaires empéchant ou permettant 'application de la
regle de be-résolution. Formellement la regle de disrésolution se définit de la facon suivante.

be-disrésolution généralisée :

¢ ([Pty)Va : X] ¢y [2P(t) VD Y]
ez ([Pt)Va : XANNVTAYVE # )] cs ([Pti)Va :XANEFTYAEG =15)]

avec T = var(ty) Uvar(Y)

THEOREME 6.3.1. Pour toutes c-clauses ¢, ¢, et pour toutes c-clauses cs, ¢4 générées a partir
de ¢, et ¢y par la régle de disrésolution généralisée, ¢; = (c3 A c4)

PREUVE.  On a I’équivalence :

Donc o sera solution de X si et seulement si o valide X' AVZ.=Y V ; # {5 ou si o valide
XANTTY AL =ty Dol ¢; = (e3 A ¢q), ce qui permet de supprimer la c-clause ¢; et de la
remplacer par cs et ¢y.

C.Q.F.D.

c-disfactorisation :

[P(t) Vv P(t) Va : X]
[Pt))VP(t)Va : XNty #15]

c-dissubsomption :

e [Vizi Li(s) = &] ¢ [Viy Li(t;) Ve, 2 )]
ez [Li(t) V.. VL, (t)Vdy :YAVE[XVE £ V...V5, #1,]]




avec T = var(cy)

De plus, ¢1 A ¢y est équivalent & ¢; A ¢3. La clause ¢y peut donc étre supprimée et remplacée
par cs.

c-distautologie :

¢ [P(ty)V-P(t)Va : X]
¢y ([Pty)V-Pt)Va : XNt #15]

De méme ¢; est équivalent a c,.
GPL:

La regle GpL(Generating Pure Literals) permet de rendre un littéral pur.

DEFINITION 6.3.1.  Un c-littéral [P(t) : X] est dit pur dans un ensemble de c-clauses S si et
seulement si pour toute c-clause C' € S et pour tout c-literal L € C', tel que L est de la forme
[-P(3) Y], ona:

XYNYANs=t=L1.

REMARQUE.  Si P est pur dans S alors S est satisfaisable si et seulement si S U{P} I'est.

L’idée intuitive est la suivante. Un littéral P appartenant a une c-clause C' de S pourra faire
partie du modele gl ne peut se résoudre avec des littéraux des clauses de S. La regle GpPL
exprime donc les contraintes empéchant 'application de la résolution entre P et les littéraux de

S.

La définition formelle est la suivante.

[i(t) v X S
(@ : Xpure]

ol X pyre = A{VT[CY VS £ [k : V] €S etl°(5) € k} AX ol T sont les variables de Y et de
k.

6.3.3 Regles de simplification

Ces regles n’ont d’autre but que de simplifier ’ensemble de c-clauses, en résolvant la partie
contrainte ou en simplifiant ’écriture des c-clauses.
Simplification.

[e :P]

[e : P
ou P’ est obtenu par application d’une régle de résolution de contraintes sur P.

[e : 1]

true

6.3.4 Autres regles

Nous ajoutons deux regles supplémentaires.



Régle de décomposition
décomposition :
{[PVR :XANY]}US

{IP : XT}USA[R : Y]JUS
si (Var(P)UVar(X)) N (Var(R) U Var(Y)) = 0.

Contrairement aux autres, la régle de décomposition introduit un facteur de branchement
dans la méthode, puisqu’un ensemble de c-clauses est remplacé par deux ensembles de c-clauses.
Cela a pour inconvénient d’introduire une certaine redondance. Néanmoins, la régle permet de
simplifier dans certains cas ’ensemble de c-clauses et de faciliter I'obtention du modele.

LEMME 6.3.1. Soit S;, .5, deux ensembles de c-clauses déduits de S par la régle de décomposi-
tion sur une c-clause [PV R : X N\ Y]. Alors

SESlLJSQ.

PREUVE.  Soit 7 une interprétation validant [PV R : X A Y]. Supposons que Z (= [P : X].
Alors il existe § € S(X) telle que Z = P#. Soit une solution o de Y. Puisque Var(X)NVar(Y) = 0,
onaoch € S(AYNY).DouZE PodV Rob. Or Pof = P et Rof = Ro. D'ou Z = Ro. On a
doncZE[P : X]V[R :Y].Dou S =5 VS.,. C.Q.F.D.

Reégle de coupure

La regle suivante peut étre utilisée afin d’instancier les variables apparaissant au sein des
c-clauses.
Coupure sur les contraintes :

[C :X]
[C X rY]  [C XA

6.4 Correction et complétude réfutationnelle

THEOREME 6.4.1. [Correction] Les régles de c-résolution, c-disrésolution, c-factorisation, c-
disfactorisation, c-dissubsomption, simplification, décomposition et coupure sont correctes (c’est-
a-dire que toute c-clause déduite de S par ces régles est une conséquence logique de S). La régle
GPL préserve la satisfaisabilité de I’'ensemble de c-clauses. Si P est déduite de S par application
de GPL alors S U {P} est satisfaisable si et seulement si S I'est.

THEOREME 6.4.2. [Complétude] Le calcul composé des régles de réfutations: c-résolution et
c-factorisation est complet pour la réfutation, c’est-a-dire que pour tout ensemble de c-clauses
insatisfaisable S, il existe une dérivation S — O utilisant uniquement les regles de c-résolution
et c-factorisation.

PREUVE.  Voir (CAFERRA ET ZABEL, 1992). C.Q.F.D.

Notation 6.4.1 On note:

- Rawmc le systéeme: { renommage, c-résolution, c-factorisation, c-disrésolution, c-
disfactorisation, c-dissubsomption, simplification, décomposition }.



— Ramcee le systeme: Ramc U { coupure}.

Une régle ne sera appliquée sur un ensemble S que si 'ensemble de c-clauses S’ obtenu est

distinct de S, c’est-a-dire S 2 5.
Soit un ensemble S de c-clauses. RaMc s’arréte dans chacun des trois cas suivants.
1. La clause vide a été générée. Ceci prouve que .S est insatisfaisable.

2. On obtient un ensemble S’ stable de c-clauses unitaires. S’ constitue un modele partiel de

Herbrand de S.

3. On obtient un ensemble irréductible par les regles de RaMc, mais certaines clauses ne sont
pas unitaires. S est satisfaisable, mais un modele ne peut étre construit.

THEOREME 6.4.3. Le systéme { dissubsomption, factorisation, disfactorisation, distautologie }
est a terminaison finie.

PrREUVE.  La preuve est immédiate, en effet le nombre d’applications possibles des regles
décroit a chaque fois. C.Q.F.D.

Notation 6.4.2 On note:

— DSub(E, I') l'ensemble obtenu en appliquant la régle de dissubsomption sur I en utilisant les
c-clauses de F.

— ModelCheck(F, F) l’ensemble obtenu en appliquant les régles de dissubsomption et de distau-
tologie sur I’ en utilisant les c-clauses de F.

— Nrame le systeme composé des regles de simplification, factorisation, disfactorisation, dissub-
somption et distautologie

Nous introduisons également 'ordre suivant sur les c-clauses.
DEFINITION 6.4.1. On note C' <gigeup D si et seulement si DSub(C, D) = (. o

Remarquons que le théoreme 6.4.2 n’utilise aucune stratégie particuliere, notamment en ce
qui concerne les regles de simplification et de dis-inférence. Nous précisons ci-dessous les condi-
tions garantissant la complétude de la méthode. En particulier, nous montrons la complétude
d’une stratégie appliquant les régles de normalisation (i.e. le systéme Nypgmc) aussitot que pos-

sible.

DEFINITION 6.4.2. Une stratégie d’application & des régles de RAMC est dite équitable pour
la réfutation si et seulement si pour toute clause fermée non tautologique déductible de S par c-
résolution et c-factorisation, il existe une dérivation selon la stratégie & conduisant & un ensemble
de c-clause S’ tel qu’il existe C" € 8" avec C" <gizeur C. o

REMARQUE.  Toute stratégie équitable pour la réfutation est compléte pour la réfutation
(puisque C" <gissup O si et seulement si €7 = O).

Soit R(S) I'ensemble de c-clauses obtenu en appliquant les régles c-résolution, GPL, et c-
disrésolution de toutes les fagons possibles sur 5. Soit R,(S) = Nrame™ (R(S5)).

Pour tout ensemble de c-clauses .S, on définit la suite: Sy = S et 5,11 = R,(S5;). Parinduction
sur la longueur de la dérivation, on montre que si une clause fermée C' non tautologique est
déductible de S par c-résolution et c-factorisation, alors il existe ¢ € N et C' € S; tels que
C" <gissup C'. Par conséquent, si S est insatisfaisable, alors il existe ¢ tel que O € S;.

REMARQUE.  Nous introduirons au chapitre 7 une notion similaire a la notion d’équité pour
la réfutation, pour 'aspect construction de modele.



6.5 RAMC et vérification de modeles

Les regles de RaMc peuvent également étre utilisées pour vérifier qu'une interprétation
partielle est un modeéle d’un ensemble de c-clauses (et éventuellement pour compléter le modele).

THEOREME 6.5.1. Pour tout littéral fermé P(3) :

true SiZ(5) eZ(P)*
I(P(3)) = | false SiZ(3) €Z(P)”

undefined sinon

Pour toute clause fermée ¢ : Ly(57) V...V L,(5,):

true si di € {1.n} I(L(5;)) = true
true ousi i, je{l.n}’ Li=-L; et I(5) = 1(5;) (1)
false siVi € {1.n} I(L;(5;)) = false

undefined sinon

I(c)=

Pour toute c-clause [¢ : P]:

true siVo € S(P) Z(o(c)) = true
I([c :P]) =1 false sido € S(P) Z(o(c)) = false

undefined sinon

REMARQUE.  La condition (1) n’était pas présente dans (CAFERRA ET ZABEL, 1992). Elle est
néanmoins nécessaire afin que les clauses de la forme: P(t) V=P(f)V R (qui sont des tautologies)
soient valides dans toute interprétation. Par exemple, sans la condition (1), la c-clause P(a) V
—P(a), n’est pas valide dans le modele Z défini par:

(P =Z(P)" =0

PrREUVE.  (C’est une conséquence immédiate de la définition 6.2.3. C.Q.F.D.

Soit un ensemble de c-clauses S, et une eq-interprétation partielle de Herbrand Z (exprimée
comme un ensemble de c-clauses unitaires ). Le probleme est de vérifier que Z valide S (i.e.
que F implique S).

THEOREME 6.5.2. Soit 7 une eq-interprétation (considérée ici comme un ensemble fini de c-
littéraux) et S un ensemble de c-clauses. Alors

IE S — ModelCheck(Z,5S) = 0.

Si de plus 7 est totale,
IES - DSub(Z,S)=10

PREUVE.  — Soit une c-clause C' = [P ({) V...V P, ({,) : X] de S, C" la clause de
Simpl(F,S) correspondante. Supposons que Z = C.
Soit une substitution 0 € S(X). On aZ = o(P(t,) V...V BP,(t,)), donc:

— Soit il existe ¢ tel que P, = @ et o(f;) € Z(Q)T. Dans ce cas, il existe une c-clause
[QBE) :X'] € E telle que Y AXY ANt =5 % L, donc 0 ¢ S(Y) (par irréductibilité par
dissubsomption)

— Soit il existe ¢ tel que P, = =Q et o(%;) € Z(Q)~. Idem.

— Soit il existe 4, j tels que P;(f;) = = P;(t;). Alors, par irréductibilité par distautologie, o ¢ Y



Réciproquement, supposons que Y = L. Soit ¢ une solution de X. ¢ ¢ S§(Y) done, par
définition de Y

— Soit il existe [P;(t;) : X;] € E tel que XY AVT; (=X, Vi, #5;) = L, auquel cas o(t;) € Z(P)*
don 7 |= C.

— De méme avec [-F;(t;) : A

— Soit il existe ¢,j € {1..n} tels que P, = =P et 0 € S(t; = t;). Alors o ((P1(1) V...V P, (%))
est une tautologie et Z = C

— La preuve est similaire (dans ce cas on n’a plus besoin de la regle de distautologie, puisque,
pour tout littéral P, soit 7 = P, soit 7 = = P).
C.Q.F.D.

Les regles de RaMc permettent donc de vérifier qu’un modele partiel Z valide un ensemble de
c-clauses 5. Si ’application des regles de dissubsomption et de distautologie entre S et ’ensemble
F associé a 7 réduit les contraintes des c-clauses S a L, (donc la régle de simplification supprime
les c-clauses obtenues) alors Z est un modele de S. Sinon Z n’est pas un modele de S, et les
autres regles de RAMC peuvent alors étre utilisées afin de compléter le modele, ou de prouver
que Z est un contre-modéle de S. Ce résultat fournit également un algorithme pour décider si
une interprétation partielle valide une formule du premier ordre sans quantificateur existentiel
(puisque toute formule sans quantificateur existentiel peut étre automatiquement transformée
en un ensemble de c-clauses équivalent).

REMARQUE. Comme au chapitre 5, les résultats présentés ici se généralisent de facon im-
médiate a n’importe quelle théorie décidable 7. La complétude de la méthode est alors une
conséquence de la complétude de la théorie-résolution (STICKEL, 1985).






Chapitre 7

Limites et extensions de la méthode

RAMC

Ce chapitre présente plusieurs extensions de la méthode RaMc dont la version initiale est
décrite au chapitre 6. De nouvelles regles d’inférence et de disinférence sont définies et certaines
regles existantes (notamment la regle GpL) sont étendues de fagon importante. Nous mon-
trons l'intérét de ces extensions en prouvant qu’elles permettent d’étendre la classe de modeles
constructibles. Est présentée notamment une extension de la stratégie de résolution sémantique
qui permet de réduire ’espace de recherche, a la fois pour la recherche de réfutations et pour la
construction de modeles. Enfin, nous concluons en montrant les limites de la méthode.

7.1 Les regles GPL et GMPL

La puissance de la méthode RAMC repose pour une bonne part sur la regle GPL qui permet
d’engendrer des c-clauses unitaires constituant un modele partiel de la formule initiale. L’intérét
principal de GPL est d’engendrer des c-clauses qui ne sont pas des conséquences logiques de
Uensemble de c-clauses. Dans la section suivante, la nécessité d’une extension de cette regle est
mise en évidence par quelques exemples montrant les limites de sa version initiale.

7.1.1 Limites de la regle GPL

Traitement des clauses auto-résolvantes

ExXEMPLE 7.1.1.

Considérons I'ensemble de clauses suivant: F = {=P(z) V P(f(2))}, avec ¥ = {a°, f'}.
FE contient une seule clause, donc F est satisfaisable. Un modele 7 de FE est, par exemple,
I'interprétation Z définie par

I(P)* = r(3).

Or, aucun modele de E ne peut étre engendré par I'application de la regle GPL. En effet,
GPL ne peut pas étre appliquée sur le littéral P(f(z)) a cause de la présence du littéral =P (z).
D’autre part, si la regle est appliquée sur le littéral = P(z), on obtient:

[-P(z) :Vy(e# fy)])  (Gpr)

[-P(a) : T] (résolution des contraintes)

[-P(z) vV P(f(z)) :2+#a] (dissubsomption, & partir de =P(z) Vv P(f(x)))
[-P(f(z)) vV P(f(f(x))) : T] (résolution des contraintes)

[-P(f(@)) ¥ye £ 10D (Ger)



On génere donc un nombre infini de clauses de la forme =P(f"(a)) (n = 0,1,2,...). 1l est
facile de voir que ce résultat ne dépend pas de la stratégie utilisée pour ’application des regles.
o

Dans I'exemple ci-dessus, les contraintes empéchant I'unification de P(z) avec P(f(z)) sont
ajoutées au littéral =P (z), alors que la c-clause [-P(z) V P(f(z)) : T] est subsumée par =P(z).
La condition garantissant que I'ajout du littéral L préserve la satisfaisabilité (imposant que L
soit pur dans I’ensemble de c-clauses) est trop forte pour pouvoir construire des modeéles dans
le cas de cet exemple. Nous proposons par conséquent d’affaiblir cette condition en introduisant
la définition suivante.

DEFINITION 7.1.1. Un c-littéral L est dit quasi-pur dans un ensemble de c-clauses S si et
seulement si L est pur dans DSub(L, S). 3

REMARQUE. 1l est clair que tout c-littéral L pur dans S est également quasi-pur dans S (la
réciproque n’étant pas vraie).

LEMME 7.1.1. Si L est quasi-pur dans S et si S est satisfaisable, alors S U {L} est satisfaisable.

PREUVE.  Si S est satisfaisable alors DSub(L, S) l'est également. On a SU{L} = DSub(L,5)U
{L} (par correction de la dissubsomption). D’autre part, L est pur dans DSub(L,S) donc
DSub(L,S) U {L} est satisfaisable. C.Q.F.D.

I reste a donner un algorithme pour construire automatiquement des c-littéraux quasi-purs
dans un ensemble de c-clauses S donné. Ce probleme est évidemment beaucoup plus difficile et
plus cotiteux que la génération de c-littéraux purs. Dans (BOURELY ET AL., 1994) est proposé
un algorithme, nommé EGpPL (Extended GPL), permettant d’extraire un c-littéral quasi-pur
a partir d’un ensemble de c-clauses. Nous ne le présenterons pas ici, car il constitue un cas
particulier de la régle GMPL présentée plus loin.

Cas d’interdépendance entre 2 littéraux

Appliquer GpL sur un littéral unique ne permet pas toujours de construire un modele de
I’ensemble de c-clauses, car I'interprétation du littéral considéré ne peut pas en général étre
fixée indépendamment de celle des autres littéraux de ’ensemble. Considérons, par exemple, la
formule

A(z) — B(z).
L’ensemble de c-clauses correspondant est:
{[A(x) v -B(z) : T],[~A(z)V B(z) : T]}
Appliquons la régle GpL sur le littéral A(z). Nous obtenons

[A(z) :Vy.y # 2]
c’est-a-dire (par résolution des contraintes)
[A(z) :L].

Cette c-clause est une tautologie, ce qui n’apporte aucune information supplémentaire. Par
symétrie, on obtient le méme résultat en appliquant GpL sur B(z), - A(z) ou =B(z). En effet, A
et B étant équivalents, il est impossible de fixer I'interprétation de A sans fixer en méme temps
celle de B.

Afin de prendre en compte cette difficulté, nous proposons de généraliser la définition 7.1.1
a des ensembles de c-littéraux.

DEFINITION 7.1.2. Un ensemble de c-littéraux F est dit quasi-pur dans un ensemble de c-
clauses si et seulement si:

— F est satisfaisable.



— Tout littéral de I est pur dans DSub(l, S).

o
THEOREME 7.1.1. Si F est quasi-pur dans S et si S est satisfaisable, alors E/US est satisfaisable.

PREUVE.  Si S est satisfaisable, S” = DSub(F, S) 'est, car les c-clauses de S’ sont des restric-
tions des clauses de S. Si S U F est insatisfaisable, alors S’ U F 'est également (par correction
de la dissubsomption). Si S’U F est insatisfaisable, S’ I’est, puisque la régle GpPL préserve I’équi-
valence (CAFERRA ET ZABEL, 1992). En effet, deux c-littéraux quelconques de E n’étant pas
complémentaires (puisque F est satisfaisable), ' peut étre obtenu & partir de S” par card(F)
applications de la regle GpL. D’ol S est satisfaisable implique que SUF est satisfaisable. ¢.Q.F.D.

La section suivante est consacrée a la présentation d’un algorithme engendrant automati-
quement des ensembles de c-littéraux quasi-purs.

7.1.2 La regle GMPL
Présentation informelle

Avant de définir formellement la regle GMPL (Generating Many Pure Literals) donnons une
idée intuitive de son principe.

L’objet de la regle GPL est de transformer un c-littéral P en un c-littéral pur P’ tel que
Pajout de P’ a S préserve la satisfaisabilité de S. Pour cela, on ajoute au c-littéral “candidat”
P des contraintes empéchant 'unification entre ce c-littéral et tout littéral complémentaire de
I’ensemble de c-clauses. La procédure peut se formaliser par une regle de Restriction définie

de la facon suivante :
(Restriction) L — L\ L'

Il existe une c-clause C' de S telle que: =L €

REMARQUE.  Notons que cette reégle (ainsi que les regles d’extension, de contradiction et de
simplification introduites dans cette section) 'est pas une régle d’inférence, ni une regle de
dis-inférence, mais simplement une regle de calcul permettant de trouver des c-littéraux purs.

Il est clair que tout c-littéral I irréductible par la regle Restriction est pur dans S. Afin
d’engendrer des c-littéraux quasi-purs, nous renforcons les conditions d’application de la regle,
pour empécher I'application de la regle si le littéral candidat subsume la c-clause C'. Nous

obtenons la regle suivante.
(Restriction) L — L\ L’ S’il existe une c-clause C' de S telle que:

-L' e Cet DSub({L},C)# T

REMARQUE. Notons que l'opérateur \ introduit au chapitre 6 permet d’exprimer la regle
(ainsi que les suivantes) de fagon tres simple.

De facon évidente, si L est irréductible par rapport a la régle Restriction, alors I est
quasi-pur dans S, mais pas nécessairement pur dans S.

Afin d’engendrer simultanément un ensemble de littéraux quasi-purs, on considere non plus
des c-littéraux candidats mais des ensembles de c-littéraur. La regle de Restriction se généralise
de facon immédiate :

(Restriction) FU{L} —» FU{L\ L'}

S’il existe une c-clause C' de S telle que: =L € C
et DSub(E,C)# T

Considérons a nouveau l’ensemble S':

{T[A(z) V=B(z) : T],[-A(z)V B(z) : T]}



Initialement, on a: £ = {A(z)}. On cherche & transformer I'ensemble I en un ensemble
E' tel que 'ajout de E' & S préserve la satisfaisabilité de .S. Au lieu d’empécher 'application
de la résolution entre A(z) et =A(z) V B(z) en ajoutant des contraintes sur A(z), nous allons
garantir que le résolvant obtenu par résolution sera subsumé par I’ensemble F, en ajoutant & F
le littéral B(z). Nous obtenons ainsi I'ensemble £’ : {A(z), B(z)}. Cet ensemble préserve de
fagon évidente la satisfaisabilité de 5, puisque toute c-clause de .S est subsumée par une clause

de F. L’ajout d’un littéral a ’ensemble F se formalise par la régle Extension suivante.
(Extension) £ — FU{L'}
Si C' € Res(E,S), DSub(E,C)# T et L' € C

L’ensemble F doit étre satisfaisable. Or, rien ne garantit que la satisfaisabilité de F est
préservée par la regle Extension qui peut introduire, dans I’ensemble de c-littéraux-candidats F,
le complémentaire d’un littéral appartenant a F. Pour résoudre ce probleme, nous proposons une
regle Contradiction dont 'objet est d’ajouter aux c-littéraux de F des contraintes garantissant
la satisfaisabilité de F, c’est-a~-dire empéchant 'application de la résolution entre 2 c-clauses de
E.

(Contradiction) FU{L,-L'} - FU{-L' L\ L'}

Enfin, nous ajoutons également une regle de Simplification destinée a supprimer de I'en-

semble F les c-littéraux dont les contraintes sont insatisfaisables.
(Simplification) FU[C : X] — F
SiAx=1

Définition formelle

Nous obtenons donc la regle suivante :

GMPL (Generating Many Pure Literals) : %

ot E est irréductible par le systeme de régle Rg suivant (£ peut étre obtenu en appliquant
Rs jusqu’a saturation sur un c-littéral [L(¢) : X] de 5).

(Simplification) FU[C : X] —» F
SiA=1

(Restriction) FU{L}— EFU{L\L'}
Il existe une c-clause C' de S telle que: =L €
et DSub(E,C)# T

(Extension) F— Fu{l'}
Si C € Res(F,S), DSub(E,C)#£ T et L' € C

(Contradiction) FU{L,-L'} - FU{-L' L\ L'}

REMARQUE. — La regle GprL correspond & une application des regles précédentes ot :

— La régle Extension n’est jamais appliquée (£ est donc de cardinalité 1 et la régle Contra-
diction n’est jamais appliquée).

— La condition DSub(FE,S) # T n’est pas prise en compte dans 'application de la regle de
restriction.

— De méme, la regle EGPL proposée dans (BOURELY ET AL., 1994) correspond a une application
de ces regles dans laquelle la régle Extension n’est jamais appliquée.

Avant d’établir les propriétés de terminaison et de correction de la regle GMPL, nous donnons
un exemple d’application, qui illustre son fonctionnement et montre son utilité.



Exemple

EXEMPLE 7.1.2. Soit ¥ = {a, g}. Soit S I'ensemble de c-clauses suivant.

L[P(z)V R(z) = T]
2[P(a)V=Q(a) :T]
3[-~P(a) vQ(a) :T]
4[-P(g(x)) : T]

Appliquons la régle GMPL sur le littéral P(z). Initialement, on a £ = {P(z)}. Nous pouvons
appliquer la régle de Restriction sur P(z) avec la c-clause 3. On obtient I’ensemble de littéraux
{[P(z) :2 # a]}. Ensuite, nous appliquons la régle de Restriction sur [P(z) : 2 # a] avec la
c-clause 4. On obtient: {[P(z) :z # a AVy.x # ¢g(y)]}. Par application de la régle de Simpli-
fication, cet ensemble est transformé en I’ensemble () qui est évidemment irréductible par Ry,
mais n’apporte aucune information intéressante sur 5.

Au lieu d’appliquer la regle Restriction a ’étape 1, nous pouvons appliquer la régle Ex-
tension. On obtient I’ensemble de c-littéraux {[P(z) : T],[Q(a) : T]}

Ensuite, on obtient par application de la regle de Restriction sur la c-clause 4:

{[P(z) :Vy.z #g(y)],[Qa) : T]}

d’oti:
E'=A{[P(a) : T],[Q(a) : TT}
FE’ est irréductible par Rg. o
REMARQUE.  Contrairement aux autres regles, le calcul de I’ensemble de c-littéraux I2 néces-

site D'utilisation du retour-arriere afin de calculer tous les ensembles de c-littéraux quasi-purs
possibles (voir exemple 7.1.2). Cependant, aucun retour-arriere n’est nécessaire apres l'ajout de
FE & S puisque le théoreme 7.1.3 assure que F préserve la satisfaisabilité de S.

7.1.3 Propriétés
Terminaison

THEOREME 7.1.2. Pour tout S et pour tout F, I'application non-déterministe des régles de Rg
sur E se termine si la régle Extension est appliquée au plus un nombre fini de fois (fixé a
Pavance) sur chaque littéral.

PREUVE.  Puisque la regle Extension n’est appliquée qu’un nombre fini de fois, nous pouvons,
sans perte de généralité, supposer que la dérivation ne contient aucune application de cette regle.
Soit €', le nombre de couples de littéraux complémentaires de F et R, le nombre de couples
(L1, L2) de S x I complémentaires et S,, le nombre de littéraux [L : L] de E.

A chaque application d’une regle:

— Si Restriction est appliquée, R,, décroit strictement.

— Si Contradiction est appliquée, R, n’augmente pas et ), décroit strictement.
— Si Simplification est appliquée, R, et C,, n’augmentent pas et .S,, décroit strictement.
Il est donc facile de voir que le n-uplet (R, C, S,) est strictement décroissant (par rapport a

’extension lexicographique de I'ordre naturel sur les entiers) et donc que ’algorithme se termine.
C.Q.F.D.



Correction

THEOREME 7.1.3. Soient S un ensemble de c-clauses, et E/ un ensemble de c-littéraux irréductible
par la régle de restriction de Rg. S est satisfaisable si et seulement si S'U IV Pest.

PrREUVE.  D’apres le théoreme 7.1.1, il suffit de prouver que F est quasi-pur dans S.

FE étant irréductible par la regle Contradiction, F est satisfaisable. Il suffit donc de montrer
que tout littéral de E est pur dans S’ = DSub(F,S). Supposons qu’il existe L; € C" € 5’ et
L, € E, tel que Ly et =L, soient unifiables et tel que C” # T. Puisque les c-clauses de S’ sont
des restrictions des c-clauses de S, il existe Ls € C' € S tel que L; C Lj. Alors Lz et =L, sont
unifiables. Par définition, la regle de restriction s’applique sur F, ce qui est impossible. ¢.Q.F.D.

7.2 [Extension de la stratégie de résolution sémantique

7.2.1 Résolution sémantique

En 1967, SLAGLE propose une nouvelle stratégie pour la méthode de résolution. Cette stra-
tégie est fondée sur I'utilisation d’une interprétation de la formule & réfuter, qui est utilisée
pour restreindre 'application de la résolution. Le principe est simple : puisque la résolution est
une régle correcte, il est inutile de chercher & générer une contradiction (O) en appliquant la
résolution entre deux clauses valides dans une méme interprétation. En effet, la conclusion sera
nécessairement valide dans l’interprétation et donc ne pourra étre une contradiction. Intuiti-
vement, nous pouvons donc empécher ’application de la résolution entre deux clauses valides
dans la méme interprétation. C’est 'idée de la résolution sémantique. Cette stratégie se révele
particulierement efficace en pratique (voir par exemple (SLANEY, 1993)). Elle est également tres
générale: par exemple, 'hyperrésolution peut étre vue comme un cas particulier de la résolution
sémantique (elle correspond a une interprétation initiale Z; telle que tout littéral positif fermé est
faux dans Z;). Nous montrons dans cette section comment intégrer 'utilisation de la stratégie
sémantique dans la méthode RAMC avec un double avantage.

— D’une part, réduire ’espace de recherche de la méthode.

— D’autre part, étendre la résolution sémantique en utilisant les contraintes pour coder les
conditions sémantiques sur les c-clauses générées. Cette technique permet de résoudre d’une
fagon élégante un probleme inhérent a l'utilisation de la résolution sémantique: 'existence
de dérivation sémantiques non fermées qui ne correspondent & aucune dérivation sémantique
fermée (voir (SANDFORD, 1980)).

7.2.2 Principe de ’extension proposée

La méthode RaMC permettant de construire des modeles d’ensembles de c-clauses, il est
naturel de chercher a utiliser les modeles ainsi construits pour guider la recherche d’une preuve.
Pourtant, nous pouvons aller plus loin: au lieu d’évaluer — avant ’application de la regle de
résolution — les c-clauses dans l'interprétation Z,, il est possible de coder dans les contraintes du
résolvent des conditions imposant que 'une au moins des c-clauses est fausse dans Z,. Il s’agit
de traduire en une formule équationnelle la condition : “une au moins des c-clauses parentes est
fausse dans Z,”, et d’ajouter cette condition au résolvent.

[C :C est fausse dans Z]

Notons que la condition “C' est fausse dans Z,” s’exprime de facon immédiate en utilisant la
formule ¢~ définie au chapitre 5.



7.2.3 Une nouvelle régle de réfutation
Reégle de c-résolution

Soit 7, une eg-interprétation, représentée par un ensemble fini de c-clauses unitaires.
La définition suivante étend la notion de clash' (SLAGLE, 1967) aux clauses contraintes.

DEFINITION 7.2.1.
Un c-clash est un ensemble fini de c-clauses: {Iy, ..., E,, C'} satisfaisant les conditions sui-
vantes.

— (' contient au moins q littéraux Ly (t,),...L,(t,).

— Pour tout i € [1..q], F; contient un littéral —=L;(5;).
— A2 (X A s =t A —¢f (E;)) A—¢f (R) a au moins une solution.

Le c-I;-résolvent (ou c-résolvent sémantique) de {E, ..., I5,,C'} est la c-clause

[[R \ \/ Rz : yres]]

i=1
ol
yres = X A /\('X; A S; = tz A _'gb}—s (EZ)) A ﬁgb}—s (R)
i=1

&

REMARQUE. Nous utilisons la formule ~¢3 pour exprimer les conditions sémantiques au lieu
7, P p q
de ¢ car cela est nécessaire pour préserver la complétude réfutationnelle dans le cas ou Z, est
7, p p P
une interprétation partielle?. Si T, est totale, ces deux formules sont équivalentes, comme nous
I’avons vu au chapitre 2.

Propriétés de la méthode: correction et complétude réfutationnelle

THEOREME 7.2.1. [Correction] La c-résolution est correcte.

PREUVE.  Soit 0 € Sol(Y,.s). Pour tout i < ¢, 8(s;) = 0(¢;). Par conséquent, S" = {6(—L;(5;)V
R)/i <q}UBO(Vi, L;(t;) V R) est un clash (au sens habituel), et nous avons S’ F 0(RV V R;).
Puisque 8 € S(X) et 8 € S(X;),Vi < g,onab(\V_, L;(t;)VR) € S(C) et Vi < ¢.0(=L;(5;)VR;) €
S(E;). Dou Ey,...FE,,C EO(RVV R;). La régle de c-résolution est donc correcte.  C.Q.F.D.

La preuve de la complétude réfutationnelle nécessite les deux lemmes suivants.

LEMME 7.2.1. [Lemme d’extension du modele]
Soit T une interprétation partielle. Alors, il existe une interprétation totale T’ telle que, pour
toute clause fermée C

IEC=T1I EC.

1. A notre connaissance, il n’existe pas de terme frangais équivalent utilisé dans la littérature.

2. Notons que si Z. est vide, ¢‘|I'S(C) =¢7.(C)=L.



PREUVE.  Par définition, puisque Z = C', toute interprétation totale de Z valide C'. ¢.Q.F.D.

LEMME 7.2.2. [lemme de relévement]
Soit
{[F, X, ... [Fn - ] 0C - X}

un ensemble de c-clauses. Soient oy,...0,,0 des solutions de Ay,...,X,, X respecti-
vement, I, une eq-interprétation, I’ Iextension totale de I, définie par le lemme
7.2.1. Soit R, un I'-résolvent de o,(F4),...0,(E,),c(C). 1l existe un Z;-c-résolvent de
[Ey -], ...[F, : X, [C : X], et une substitution 6 € Sol(Y,.), telle que

0(\/ RV R) = R,.

PREUVE.  Soit § = 0y...0,...0. On a 6 € S(&;) (pour tout z), et § € S(X). Puisque
o1(E1),...,0,(L,) est un clash, E; est de la forme L;(¢;) V R; (pour tout i < n) et C' est de
la forme \/7_; =L;(s;) V R avec o;(L;(t;)) = o(L;(s;)), Aot 8(L;(t;)) = 0(L;(s;)). En outre pour
tout 7, 0(E;) est fausse dans 7, done, 6 ¢ S(¢F (E;)). De méme, 7’ = §(R), d’olt § ¢ S(¢7F (R)).

Nous avons donc 0 = Y,..,. De plus, par définition de R,, on a 0(R,) = §(V R, V R) =
V(o(R;))Vo(R)) =R, C.Q.F.D.

THEOREME 7.2.2. [Complétude réfutationelle]
Pour toute eg-interprétation Z,, et pour tout ensemble insatisfaisable S de c-clauses, il existe
une réfutation de S utilisant seulement les régles de Z;-c-résolution et de c-factorisation.

PREUVE.  Par complétude réfutationnelle de la résolution sémantique (SLAGLE, 1967) il existe
une réfutation sémantique guidée par 7’ et fermée de S. D’apres le lemme 7.2.2, elle peut étre
transformée en une Z,-c-réfutation de S. C.Q.F.D.

REMARQUE.  Ce résultat reste valide si les régles de normalisation (le systeme Npgme) sont
appliquées aussitot que possible (voir chapitre 6).

Contrairement a Uapproche classique, la réciproque du lemme de relevement est également
valide comme le montre le théoreme suivant.

LEMME 7.2.3. Soit 7, une eq-interprétation totale. Soit F,,...F,,C un c-clash. Soit
[R : )] un c¢Z,-résolvent de Iy,... L, C. Soit 8 € Sol(Y). 0(R) est un Z;-résolvent de
6(Fy),...,0(F,),0(C).

PrREUVE.  Puisque Fy,...E,,C est un c-clash, 8 € Sol(Y),0(L,),...,0(F,),0(C) est un clash
(au sens classique). En effet, par définition de Y, Z, = R, et Vi.Z, [~ EZ7 et 8(L;(t;)) = 6(L;(5)).
Donc, §(R) est un Z- resolvent de 0(L4),...,0(L,), O(C). C.Q.F.D.

Ce théoreme montre que toute c-dérivation sémantique correspond & une dérivation fermée
sémantique. Ce théoréme n’est pas valide pour la résolution sémantique sans contraintes. Afin
de s’en convaincre, il suffit de considérer les deux clauses suivantes et I'interprétation {P(a)}.

Pe) v Q(x)
ey P(z) Vv R(z,y)

En utilisant la résolution sémantique, nous pouvons inférer la clause Q(z) VvV R(z,y). La
clause (a) V R(a,b) est une instance de Q(z) V R(z,y), et ne peut pas étre déduite d’une
instance de ¢; ou ¢, par une dérivation sémantique fermée. Ainsi, il peut exister de nombreuses



dérivations sémantiques qui ne correspondent a aucune dérivation fermée. Notre méthode permet
de résoudre ce probleme d’une facon tres naturelle. En effet, la ¢-Z,-résolution génere la c-clause
ez [Q(z)V R(z,y) 12 # a]. Q(a)V R(a,b) n’est pas une instance de cs.

THEOREME 7.2.3. Soit Z, une interprétation, S un ensemble de c-clauses et [C' : X'] une c-clause
déduite de S en utilisant les régles de c-réfutation. Pour toute substitution o € S(X), il existe
une dérivation fermée de C'o a partir de S.

PREUVE.  La preuve est une conséquence immédiate du lemme 7.2.3 (par induction sur la
longueur n de la dérivation). C.Q.F.D.

Ce théoreme est un effet de bord intéressant de notre approche. Il montre que la méthode
permet de restreindre ’espace de recherche d’une fagon plus stricte que la résolution sémantique
classique. L’exemple suivant illustre cette possibilité.

¢ 1 P(x)VS(z) ¢ 1mP(a) ey 1=S(a) VR(y)

ExXEMPLE 7.2.1. L’interprétation est
Z, ={S(a)}.

La dérivation suivante est une dérivation au sens de SLAGLE.
cq :S(x) (résolution entre ¢; et ¢s)

cs : R(y) (résolution entre ¢, et c3)
Notre méthode produit les c-clauses suivantes.
cq [9(z) 12 #d] (Zs-c-res,cy,¢2)
cs [R(y) 2 # anz=a] (Zs-cres,cq,c5)
Les contraintes de ¢5 n’ont pas de solution, donc c¢5 est une tautologie qui peut étre supprimée
de ’ensemble de c-clauses. o

Ce probleme est identifié dans (SANDFORD, 1980), ou une méthode est proposée afin d’éviter
des inférences qui ne correspondent a aucune dérivation sémantique fermée. Son principe est
d’associer & chaque clause une liste de littéraux dont les descendants doivent étre falsifiés (ap-
pelée la liste I'sn). Cette méthode semble cependant peu efficace, d’apres les expérimentations
rapportées dans (McCUNE ET HENSCHEN, 1985).

“The FSL method was implemented but during preliminary experiments we found that it
required too much processing time. During deep searches the FSL lists became very long and the
improvement was small or non-existent.” ((McCUNE ET HENSCHEN, 1985), page 256)

Notre approche permet de coder les conditions sémantiques de facon plus compacte, et semble
étre mieux adaptée pour résoudre ce probleme d’une facon plus naturelle et plus efficace.

7.2.4 Une nouvelle régle de construction de modeéles
La disrésolution sémantique

Nous pouvons appliquer a la regle de résolution définie a la section précédente I'idée proposée
dans (CAFERRA ET ZABEL, 1992), pour définir une nouvelle régle: la disrésolution sémantique.
Le principe de cette regle est d’imposer des conditions empéchant ’application de la regle de c-
résolution sémantique. De facon plus précise, chaque c-clause 1, ...C,, appartenant au c-clash
sera remplacée par deux c-clauses C7,C7, telles que C; = C! A CY, et telles que la regle de
c-résolution ne peut pas étre appliquée entre C',...CY et peut étre appliquée entre C1, ..., C7.

DEFINITION 7.2.2.
Soit S = [Cy A1, ..., [Cn + X.] un c-clash. Soit T I'ensemble des variables de S. Les

c-disrésolvents de S sont les c-clauses |J;_,{C!,C!'}, ou C! et C' sont définies comme suit.



Cz/ : [[Cz : vy-_‘yres A 'X;]]
Cz{/ . [[Cz : Ely-yres A ‘X;]]
avecy =7 \ Var([C; : X;])

&

THEOREME 7.2.4. Soit C,...,C, un c-clash. Soit {C|,CV,...,C/,C"} les c-clauses déduites de
C1,...C, par la régle de disrésolution. Pour tout i < n, C; = C/ANCV

PrREUVE.  La preuve est immédiate. C.Q.F.D.

Nous notons Ramcz, la procédure définie par les regles renommage, dissubsomption,
factorisation, disfactorisation, distautologie, GpL, GMPL, Z,-c-résolution sémantique et Z,-c-
disrésolution sémantique.

REMARQUE.  La procédure Ramc définie au chapitre 6 peut étre considérée comme un cas
particulier de Ramcy, avec I, = (.

7.2.5 Construction incrémentale du modele

L’une des caractéristiques les plus intéressantes de notre approche est de permettre une
construction incrémentale du modele. C’est particulierement important lorsque I’ensemble de c-
clauses est d’une taille tres importante et utile lorsque ’ajout des nouvelles c-clauses ne modifie
pas sensiblement I'interprétation de I’ensemble. Le théoréme suivant fournit des conditions per-
mettant d’extraire un modele d’un ensemble de c-clauses obtenu lorsque Ramcy, s’arréte. Ces
conditions sont similaires — mais plus faibles — que les conditions correspondantes du chapitre
6. En effet, nous pouvons tirer parti de l'interprétation Z, (qui constitue un modele partiel de
’ensemble de c-clauses) afin de guider la recherche du modéle.

DEFINITION 7.2.3.  [Construction incrémentale des interprétations] Soit I une interprétation
de Herbrand et I un ensemble satisfaisable de littéraux fermés. Alors on note €z (F) l'interpré-
tation définie de la facon suivante: pour tout littéral fermé P(t),

~ Cz(E)(P(t) = true si P(t) € E.
~ €z (E)(P(t)) = false si —P(t) € E.
— & (E)(P(t)) =Z(P(1)) sinon.

&

Informellement, &z () coincide avec 7 sauf sur les littéraux de F pour lesquels la valeur de
I'interprétation est fixée par F.

REMARQUE.  Si 7 et E sont des eq-ensembles, alors €z(F) est une eq-interprétation. En effet
ona€;(F)=(Z\{z/-z€ E})UE.

THEOREME 7.2.5. Soit S un ensemble de c-clauses irréductible par toutes les régles de RAMCz,.
Si toutes les c-clauses non unitaires de S sont vraies dans T,, alors un modeéle de S peut étre
construit automatiquement.

PREUVE.  Soit S un ensemble satisfaisable de c-clauses, tel que toute c-clause non unitaire de
S est vraie dans S. Considérons l'interprétation Z' = &z (Unit(S)). Nous prouvons que I’ |= S.
Pour toute c-clause ¢ : [\Vi_, L;({;) : X] € S l'une des deux conditions suivantes est vérifiée.

— n =1 (C est une c-clause unitaire). Alors Vo € Sol(X).Z' = L;(c(t;)) (par définition de
7).



— n > 1. Alors C' est valide dans Z’. Soit o € Sol(X'). Puisque C' est stable par distautologie, il
existe 7 tel que o(L;(t;)) est vraie dans Z,. Supposons sans perte de généralité, que Vi < g,

I, Eo(Li(t;)) et Vi > q, I, E —o(L

i(l3))-

tel que =L;(f;) ¢ S. Par définition de 7', on en déduit 7’ =

REMARQUE.
étendant 'interprétation Z,.

Exemple

Alors par irréductibilité par dis-résolution 37 < ¢,

o(Li(t;)), d’ou

T'EC

C.Q.F.D.

La construction de 7’ est incrémentale, car elle est réalisée en modifiant et en

L’exemple suivant tiré de (FERMULLER ET AL., 1993), illustre cet aspect de la méthode.

L[P(x)

6 [P (a)

VQ(g(x, )
2[-Q(x) vV R(y, )
3[-R(a,a)V-R(f(b),a)
4[R(f(2),y)
5[P(z)V=P(f(x))
:T]

:T]
:T]

:T]
2 T]

:T]

RaMc construit automatiquement le modele 7, suivant.

:T]
:T]

Supposons que 'on ajoute ensuite les c-clauses suivantes.

7[-S(z)V S(g(a

8[S(a)V S(yg
9[~S(z) v ~R(b, g(z,2))

Rawmcyz, génere les c-clauses.

7$))
(z,2))

:T]
:T]
2 T]

10 [-S(z) v —|R(b glg(z,2),9(z,2))) : T] résolution,9,7

11 [=S(z) v =Q(g(g(z, w) g(z,z))) : T]. résolution, 10,2
12[-S(z) v ( (z,2)) : T] résolution,11,1
13[P(g(z,z)) : T]] GPL

14 [P(z)VQ(g(z,2)) :Vu.x # g(u,u)] dissubsomption,13,1
15 [-Q(g(g(z, ), g(x,z))) : T] GPL

16 [-Q(z) v R(y7 z) Vy.x # 9(9(y,y),9(y,y))] dissubsomption,15,2
17 [-R(b,g(g(z,2),g(x,2))) : T] GPL

18 [S(z) vV =R(b,g(z,2)) :Vy.a # g(y,y)] dissubsomption,17,9
19[S(g(z,2z)) : T] GpL

20 [-S(z) Vy.a # g(y,y)] GPL



Les c-clauses {7,8,10,11,12,18} restantes sont supprimées par dissubsomption. Nous obte-
nons un ensemble de c-clauses {4,6,8,13,15,17,19,3,5, 14, 16,20} satisfaisant les conditions de
la section 7.2.5. Le modele est le suivant.

C-littéraux obtenus en modifiant le modele initial :

[R(f(x),y) : T]

[Qg(x,2)) :VYy.x # gy, y)]

[-R(a,a) : T]

[-Q(a) : T]

[-P(f(z)) : T]

[-P(a) :T]

[R(z,y) : ((a £ y)V(a#2))A((z#b)VVuy # g(g(u,u), g(u,u)))]

Nouveaux c-littéraux:

[P(g(z,z)) : T]
[-Qg(g(z,2),g(z,2))) : T]
[[ﬂR(b,g(g(x,x),g(x,x))) :T]]
[S(g(z,2)) : T]

[-S(x) = Vy.x # g(y,y)]

7.3 Les classes Cgenv Qeq-model et €atomic

7.3.1 Classe des formules admettant un eq-modele

DEFINITION 7.3.1. Soit Qeq—model la classe des formules possédant un eq-modéle sur la si-

gnature 3. ©
Une sous-classe particuliere de Qeq—model doit étre mentionnée.

DEFINITION 7.3.2. Une formule équationnelle F est dite positive si et seulement si elle ne

contient aucune négation. ©

DEFINITION 7.3.3. Une eg-interprétation totale M est appelée une interprétation atomique

si et seulement si il existe une partition QF, Q™ de Q telle que pour tout P € Qt, Ft(P) est
positive et pour tout P € Q~, F~(P) est positive. On note €4, ;. 'ensemble des formules
satisfaisables admettant un modeéle atomique. o

Les interprétations atomiques sont des interprétations représentables par des ensembles finis
de littéraux (non fermés, non linéaires et sans contraintes). En effet, il est clair que la forme
normale d’un ensemble de c-clauses dont les contraintes sont positives est un ensemble de clauses
(c’est-a-dire un ensemble de c-clauses dont les contraintes sont T). Elles sont utilisées dans
(FERMULLER ET LEITSCH, 1996) pour représenter et construire des modeles de certaines classes
de formules décidables par hyperrésolution.

ExEMPLE 7.3.1. L’eqg-interprétation {R(z,2),[-R(z,y) 1z #y]} est atomique.
L’eq-interprétation {[R(z,z,y) : ¢ # y],[~R(z,y,z) : @ #yV z =y]} n’est pas atomique. ©

7.3.2 La classe Q:gen

Introduisons la notion de c-littéral générable. Informellement, un c-littéral est dit générable
a partir d’un ensemble de c-clauses donné, s’il peut étre obtenu en appliquant les regles de
Ramcz,.

DEFINITION 7.3.4. Un c-littéral L est dit Z,-n-générable a partir d’un ensemble de c-clauses
S si et seulement si il existe une dérivation de longueur n a partir de S vers S’ utilisant les regles
de RAMCz, et un ensemble de c-littéraux Ly, ..., L, vérifiant les conditions suivantes.

—L=LiA...AL,.



— Pour tout i < n, il existe une c-clause [PV R : X] € S’ telle que L; = [P : X].

Un c-littéral L est Z,-générable si et seulement s’il est Z,-n-générable pour un certain n.
Une eq-interprétation M est dite T,-générable si elle admet une représentation sous forme d’un
ensemble fini de c-littéraux 7T,-générables. o

EXEMPLE 7.3.2. Soit S l'ensemble de c-clauses {[P(z) vV Q(z) : T],—~P(a)}. Soit ¥ = {a,b,c}
(ot a, b, c dénotent des symboles de constantes). L’interprétation {—P(a),[P(z) : 2 # a],Q(a)}
est générable a partir de S. En effet, en appliquant la regle de c-disrésolution, on obtient la
c-clause [P(z) vV Q(z) : 2 # a], qui contient le littéral [P(z) : 2 # a].

L’interprétation {[-R(z) :a # b],[P(z) : 2 =0],[Q(x) : a # b]} est également un modele
de S, mais ce modele n’est pas générable, car les c-littéraux [P(z) :z =b] et [Q(z) :z # b]
ne peuvent pas étre obtenus en utilisant les regles de Ramc. o

DEFINITION 7.3.5. Soit €gen I'ensemble des ensembles de c-clauses S tel que S a un eq-modele
S-générable. o
DEFINITION 7.3.6. Soit une stratégie & d’application des regles de RaMc. & est dit équi-

table pour la construction de modele si pour tout ensemble de c-clauses S et pour toute eq-
interprétation I, et pour tout c-littéral L T,-générable a partir de S, toute application des régles
de RaMc suivant & conduit & un ensemble de c-clauses S’ dont les c-clauses contiennent n
c-littéraux Lq,..., L, tels que:

L=LiAN...ANL,.

&

Notons que cette notion d’équité est plus forte que la notion habituelle pour les procédures
de preuve. Considérons par exemple ’ensemble de c-clauses suivant.

EXEMPLE 7.3.3.

P(z,z2)V R
R
~P(z,y) v Q

Le littéral [~ P(z,y) : 2 # y] est générable (il suffit d’appliquer la c-disrésolution entre les
c-clauses 1 et 3). Or, si la c-dissubsomption est appliquée préalablement sur la c-clause 1,
elle est réduite a T par résolution des contraintes, donc supprimée de ’ensemble de c-clauses.
[-P(z,y) :a # y] n’est plus générable & partir de ’ensemble obtenu. o

REMARQUE.  Dans (CAFERRA ET PELTIER, 1996a), est proposée une stratégie particuliere
utilisant des regles de RAMC pour construire de fagon systématique tout eq-modele générable.

La figure 7.1 illustre les différentes classes de formules introduites dans cette section.

7.3.3 Limites des regles d’inférence et de disinférence

De fagon évidente, on a Cgen C Qeq—model et €otomic € Qeq—model' De plus, il est clair
qu’il existe des ensembles de c-clauses admettant un eq-modele mais aucun eq-modele atomique,
donc €1 omic C Qeq—model' Par définition, si RAMC se termine sur § et génere un modele de §,
alors § € Cgen. La question se pose alors de savoir si la réciproque est vraie, c’est-a-dire si tout
ensemble de c-clauses admettant un eq-modele possede également un eq-modele générable. Un
tel résultat serait particulierement satisfaisant car il fournirait une caractérisation sémantique
précise de la classe de formules décidable par la méthode Ramc. Malheureusement, la réponse
a cette question est négative: 'exemple suivant montre qu’il existe des ensembles de c-clauses



Catomic

Cgen

Cegmodel

Fia. 7.1 - : Les classes Qeq-modelf Catomicet Cgen

appartenant a la classe € mais dont le modele ne peut étre obtenu en appliquant la

eq-model’
méthode Ramc.

EXEMPLE 7.3.4. Soit S 'ensemble de c-clauses défini comme suit.

[-P(f(2),a) = T]
[-P(a, f(z)) : T]
[P(a,a) :T]

[P(x,y) V=P (f(x), f(y)) = T]
[=P(z,y) vV P(f(2), f(y)) = T]

De fagon évidente, ces clauses définissent 'identité syntaxique sur 7(X). S n’admet qu’un
unique modele de Herbrand.

P(z,y) est vrai si et seulement si z = y.

Il est facile de voir que les c-littéraux P(z,z) et [-P(2z,y) : 2 # y] ne sont pas générables.
Donc M n’est pas générable. D’ou

¢eq—model 7 Cgen

REMARQUE.  P(z,z) et [-P(2,y) : 2 # y] sont des conséquences inductives de S, mais pas
des conséquences logiques de S.

L’exemple précédent montre que les regles d’inférence et de disinférence ne sont pas suffisantes
pour générer tous les eq-modeles possibles. On a également €., ic ¢ Cgen, comme le montre
I’exemple suivant.

EXEMPLE 7.3.5. Soit S 'ensemble de c-clauses suivant.

[Pla,a) = T]

[-P(f(z),a) :T]
[~P(z,y)V P(x, f(y)) : T]
[Pz, y) VP, f(y) : T]

La encore, .S admet un unique modele de Herbrand sur la signature considérée.

[[P(avx) 2T]],[[—|P(f(y),$) :T]]



L’application des regles de RaMc génere les c-littéraux:

Pla, f(a)), P(a, f(f(a))), ..., P(a, ["(a))

et
—P(f(x), f(a)),~P(f(x), f(f(a))),...,~P(f(z), ["(a)),

mais pas les littéraux P(a,z) et =P(f(2), z). o

Est-il possible de surmonter ces limitations? Une fagon de procéder serait d’ajouter aux regles
de RaMmc de nouvelles regles permettant de génerer les littéraux qui ne peuvent pas étre obtenus
par I'application des regles d’inférence ou de disinférence. Nous pouvons évidemment utiliser la
régle coupure (voir chapitre 6) qui permet d’engendrer n’importe quel c-littéral. Néanmoins une
telle approche ne semble pas réaliste, en "absence de stratégies pour guider le choix des clauses
et des formules sur lesquelles appliquer la regle. Elle conduirait en effet & une augmentation du
nombre de c-clauses que 'on ne pourrait traiter en pratique. Nous n’avons donc pas cherché a
approfondir cette voie de recherche, préférant nous intéresser a d’autres types de méthodes de
construction de eq-modeles. Elles sont présentées dans les chapitres suivants.






Chapitre 8

EQMC : construction de eg-modeles
par énumération

Les résultats du chapitre 7 montrent les limites de la méthode Ramc. Elles sont dues a
I’existence d’ensembles de c-clauses admettant un eq-modele, mais ne possédant aucun eq-modéle
générable, c’est-a-dire aucun eq-modele pouvant étre obtenu par application des regles d’inférence
ou de disinférence (voir exemples 7.3.4 et 7.3.5, chapitre 7). Dans ce chapitre, nous proposons
une méthode permettant de surmonter ces limites.

Il est clair que ’ensemble des eq-interprétations est récursivement énumérable. D’autre part,
il est prouvé au chapitre 5 que le probleme de la validité d’une formule du premier ordre dans
une eq-interprétation (totale) est décidable. Par conséquent, une méthode évidente et systé-
matique pour construire un eq-modele d’une formule donnée consiste a énumérer toutes les
eq-interprétations sur la signature considérée et a tester si I'une d’entre elles satisfait la formule
considérée. Cette approche permet de traiter toute formule possédant un eq-modele. Ainsi les
capacités de la méthode ne dépendent plus, a la différence de la méthode Ramc, des propriétés
syntaziques de la formule, mais uniquement de propriétés sémantiques (i.e. ’appartenance a la
classe €. _model)- Naturellement, une telle énumération est particulierement cotiteuse, et s’avere
inutilisabclle en pratique. Par conséquent, il est nécessaire de réduire ’espace de recherche, en éli-
minant certaines interprétations et en guidant le choix des interprétations a considérer. Pour
cela, il est naturel de chercher a combiner les deux approches, par énumération et déduction.
Dans ce chapitre est proposée une méthode, nommée EqQmc, fondée sur cette idée. Elle sera
décrite en trois étapes.

— Dans un premier temps, nous nous intéresserons au processus d’énumération des eq-
interprétations dont nous donnerons une définition formelle. Pour cela, nous supposerons
donnée une procédure Deduce dont nous préciserons les spécifications.

— Dans un second temps, nous définirons plus précisément la procédure Deduce. Informellement,
la procédure correspond & la partie déductive de la méthode. Son but est double. D’une
part, elle est utilisée pour détecter qu’'une interprétation donnée valide la formule, et d’autre
part, elle réduit 'espace de recherche en détectant les contre-modeles et en générant des
conséquences ou des non-conséquences de la formule initiale.

— Enfin, nous concluerons en donnant quelques exemples d’heuristiques permettant de guider
I’application des regles de la procédure EQmc.



8.1 Enumération des eq-interprétations

8.1.1 Ensembles de représentation
Introduisons tout d’abord le concept d’ensemble de représentation

DEFINITION 8.1.1. Un ensemble de c-littéraux positifs D est appelé un ensemble de repré-
sentation si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées.

— Pour tout couple (L, Ls) € D?, on a Ly N Ly = (). Cette condition signifie que les ensembles
d’atomes fermés dénotés par deux c-littéraux distincts de D sont disjoints deux a deux.

— Pour tout littéral fermé positif L, il existe un c-littéral L € D tel que L, C L. Cette condition
signifie que tous les littéraux fermés peuvent étre capturés par D.

&

Ces conditions assurent qu’un ensemble de représentation D définit une partition de la base de
Herbrand sur la signature 32, Q. Il est alors possible de représenter certaines eq-interprétations
en donnant une valeur de vérité a chaque élément de la partition. Cela n’est possible que si
I'interprétation considérée est compatible avec D c’est-a-dire si deux atomes appartenant a un
méme élément de D ont méme valeur de vérité.

DEFINITION 8.1.2. Une c-clause unitaire C' est dite compatible avec un ensemble de c-littéraux
D (ou D-compatible) si et seulement si pour tout c-littéral L tel que L € D ou =L € D on a: si
LNC # 0, alors L C C. Un ensemble de c-clauses unitaires est dit D-compatible si et seulement
si toute c-clause de S est D-compatible. Une eq-interprétation M est dite D-compatible si et
seulement s’il existe une représentation de S (voir chapitre 5) par un ensemble de c-clauses
‘D-compatibles. o

EXEMPLE 8.1.1.

D ={P(x,y),Q(a), Q(b), Q(f (2, 2)),[Q(f(2,y)) : 2 # yl}

est un ensemble de représentation sur la signature ¥ = {a, b, f} et Q@ = {P,@Q}. L’interprétation

T = {(P(a,4).Q(0).[-Q(x) : = # ]}

est D-compatible. En revanche, ’ensemble de c-clauses

T =A{P(a,y),[-P(z,y) : @ # a],Q(b),[-Q(2) : 2 # b]}

n’est pas D-compatible. En effet, on a, par exemple, P(z,y) N P(a,2) # 0 et P(x,y) € P(a,x).
En outre, il est clair que ’eq-interprétation dénotée par J n’est pas D-compatible. o

DEFINITION 8.1.3. Un ensemble de c-littéraux D est dit compatible avec une formule F si et
seulement s’il existe un modele de F contenant D (i.e. si D est une eg-interprétation partielle et

D= —F). 3

Génération des ensembles de représentation

La génération des ensembles de représentation est réalisée en utilisant les regles suivantes,
appliquées sur n’importe quel ensemble de représentation.

GRg DUA{[L : X]} > DUA{[L : X Na=f(Z)]/f:5— s € X, sort(z) = s}
Si il existe au moins deux symboles f tels que
X Nz = f(Z) est satisfaisable,
et si & € Var([L : X]), et Z sont de nouvelles variables.

GR_DUA{[L : X]} > DUA{[L : X Nt=5s],[L : X Nt #5s]}
stANtAsZELet YANt=5%# 1,
sit,s <[L :X] et sisort(t) = sort(s).



On note GR le systeme {GRyg, GR_}.

EXEMPLE 8.1.2. [Utilisation du systeme GR] Soit Q@ = {P}, ¥ = {a, f}, et Dy = {P(2)}.
Appliquons la regle GRy sur Dy, en choisissant la variable z. On obtient (apreés simplification)
I'ensemble D; = {P(a), P(f(u,v))}. Appliquons ensuite la régle GR= sur les termes u et v. On
obtient (apres simplification) : Dy = {P(a), P(f(u, w)), [P(f(u,v)) :u # v]}.

Do, Dy, Dy sont des ensembles de représentation. o

Soit Dy un ensemble de représentation quelconque. Nous montrons ci-dessous que, pour toute
eq-interprétation 7, toute application des regles de GR sur Dy conduit & un ensemble D tel
que 7 est D-représentable. Cette propriété n’est pas vraie en général. Nous devons imposer une
condition supplémentaire sur la stratégie d’application de ces regles, afin de garantir que ces
regles sont appliquées de fagon équitable.

DEFINITION 8.1.4. Soit s une stratégie d’application des régles de GR. s est dit équitable
si et seulement si, pour toute séquence infinie, Dy —, Dy —, ... —, D, —, ... et pour tout
L, €Dy, ona:

— Si la régle GR_ est applicable sur L, avec deux termes t et s, il existe ¢ tel que, pour tout
L; € D; la régle GR_ n’est pas applicable sur L; entre t et s.

— Si la régle GRy est applicable sur L, avec une variable x, il existe ¢ tel que, pour tout L; € D;,
GRy, n’est pas applicable sur L; avec la variable x.

&

ExXEMPLE 8.1.3. Par exemple, la stratégie consistant a appliquer les regles de GR sur des termes
apparaissant a des profondeurs minimales est équitable. o

THEOREME 8.1.1. Soit (D;);ey une dérivation équitable des régles GR—, GRy. Soit T une eq-
interprétation. Il existe k € N tel que T est Dy-représentable.

La preuve du théoreme 8.1.1 nécessite quelques définitions et lemmes supplémentaires.

DEFINITION 8.1.5. Soit n € N. Un c-littéral [P : X est dit n-maximal si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites.

— Pour toute position p de P telle que |p| < n, B, existe et n’est pas une variable.

— Pour tout couple de positions py, ps telles que |pi| < n |ps| < 0, Py, = By, ANX AY est soit
T soit L.

On note D,, 'ensemble de tous les littéraux n-maximaux distincts. o

Les ensembles de littéraux n-maximaux possedent une propriété intéressante: toute eq-
interprétation est D,-compatible pour un certain n. La preuve de cette assertion utilise
le lemme suivant.

LEMME 8.1.1. Soit [L(t) : X une c-clause en forme normale de profondeur inférieure a n. Soit
[L(35) :Y] un littéral n-maximal. S’il existe une solution o de Y At =5 A X alors pour toute
solution 6, de ), il existe une solution 6, de X telle {6, = 56,.

PREUVE.  Sans perte de généralité, on suppose que [L(5) : Y] est en forme normale. Soit
z =Var([L(t) : X]) et 7= Var([L(5) :Y]). Supposons que t =35A X AY n’est pas équivalent
a L. Soit 6, une solution de Y. Supposons qu’il existe une solution o de X' A Y telle que to = 50.
Soit € T. Soit ¢1, ¢» deux positions de L(f) telles que L(t)|,, = L(f)|q, = . 0 € S(YAL(S))q, =
L(3))g,). donc Y A L(3)), = L(3))4, # L. Puisque |¢1] < 71 et |go| < n, et puisque [L(3) : V] est



n-maximal, Y A L(5)|,, = L(3)|, est soit T soit L, donc égal & T. On note ¢, un terme & une
position ¢ (arbitrairement choisie) dans L(3) telle que L(t), = =

Soit 6, une substitution de T définie par 26, = t,6,. Supposons que 8, € S(Y AY AL =73).
Soit ¢ une position de L(t). [L(5) : Y] est n-maximal donc le terme & la position ¢ dans L(5)
n’est pas une variable (car |¢| < n). Donc § = ¢ est réduit par décomposition a soit L (ce qui
est impossible car ¥ = 5 a une solution) soit & une conjonction d’équations @ = ¢ ou x € T. Par
conséquent, par définition de 6, et de t,, on a 8, € S(t =560, A Yb,).

Soit & une variable de T telle que X" contient une diséquation de la forme & # s. @ apparait a
une position ¢ dans L(t). Puisque [L(3) : Y] est n-maximal, YAt 0, # s est soit L (impossible
car o est une solution) soit équivaut & une disjonction de diséquations de la forme yf; # ¢/ ot y
est une variable de s et ¢’ un terme de ¢,6;, i.e. de la forme ¢,0, # t'. [L(5) : Y] étant n-maximal,
ty,0, # 1 est soit L, soit T, donc est T. D’ou 65 € S(X).

Donc 0, € S(Y A5 =1). C.Q.F.D.

LEMME 8.1.2. Soit 7 une eq-interprétation. Il existe n € N tel que pour tout ensemble n-maximal
D, T est D-représentable.

PREUVE.  Sans perte de généralité, on suppose que Z est en forme normale. Soit n la profon-
deur maximale des termes de Z. Nous allons montrer que Z est D,-compatible. Soit [L(5) : )]
un littéral n-maximal. Supposons qu’il existe une substitution o € Y telle que Z = L(5)o. Par
définition, il existe une c-clause [L(f) : X] € Z telle que o est solution de IT.X AY AT = t.
D’apres le lemme 8.1.1, on en déduit que pour toute solution #; de Y, il existe une solution 6,
de X telle que 56, = t6,. Par définition, Z |= L(t)6,, donc Z |= L(3)6;. C.Q.F.D.

PREUVE.  [du théoréme 8.1.1] D’apres le lemme 8.1.2, il existe n tel que Z est D-représentable,
pour tout ensemble n-maximal D. Puisque le nombre de termes a une profondeur inférieure a n
est fini, et puisque I'application des regles est équitable, il existe k € N tel que la forme normale
de D, est m-maximale. Donc Z est Dj-représentable. C.Q.F.D.

8.1.2 Présentation de la méthode
Présentation informelle

Le principe de la méthode peut étre résumé de la fagon suivante.

— On choisit une partition finie de la base de Herbrand en eq-ensembles, définie par le choix
d’un ensemble de représentation.

— On énumere ’ensemble des interprétations compatibles avec cette partition en choisissant une
valeur de vérité pour chaque eq-ensemble de la partition.

— Si aucune eg-interprétation n’a pu étre obtenue, le processus est réitéré en choisissant une
partition plus fine de la base de Herbrand, obtenue en appliquant les regles GR- et GRg
de facon équitable. Comme nous le verrons par la suite, 'application de ces regles peut étre
guidée par les informations déduites a I’étape précédente.

Le choix de la valeur de vérité de chaque élément de la partition est réalisé en utilisant
une méthode similaire & celle de la procédure de (Davis ET PurNaM, 1960): elle consiste a
décomposer un probleme F en deux sous-problemes obtenus en rajoutant & F les c-littéraux
respectifs P et =P, ou P appartient a I’ensemble de représentation. Ce processus est réitéré
successivement sur chaque c-littéral de ’ensemble, de facon a énumérer ’ensemble des interpré-
tations D-compatibles. Pour réduire 'espace de recherche, il est nécessaire de détecter, aussitot



que possible, qu’une interprétation partielle est un contre-exemple de la formule. Pour cela, nous
utilisons une procédure Deduce, opérant sur les formules du premier ordre ou sur des ensembles
de c-clauses, et permettant de:

— vérifier la compatibilité du modele partiel avec la formule;

— guider ’application de la regle de décomposition, en générant des conséquences ou des non-
conséquences de la formule.

Lors de I’énumération des eq-interprétations, il faut tenir compte du fait que la procédure
Deduce ne préserve pas nécessairement [’équivalence. Ainsi, il peut s’avérer indispensable de
modifier, au cours de la recherche, I’ensemble de représentation utilisé, afin de prendre en compte
les nouveaux c-littéraux générés par la procédure de déduction. Ce probleme est illustré par
I’exemple suivant.

EXEMPLE 8.1.4. Soit 'ensemble de c-clauses S suivant.

[P(e) v Q(z) :2#1]
P(a)
—P(b) vV Q(2)

Soit P = {P(z),Q(z)}. S admet un eq-modele D-compatible 7 = {P(z),Q(z)}. Ce-
pendant, si nous appliquons la regle GpL afin de simplifier ’ensemble S, nous obtenons
la c-clause —P(b). S U {=P(b)} n’admet plus de eq-modele D-compatible. Cependant S U
{=P(b)} admet le eq-modele {=P(b),[P(x) : x # b],Q(x)} qui est compatible avec I’ensemble

{[P(z) =2 #0],Q(x), ~P(b)}. °

La procédure EQMC

Introduisons en premier lieu la notation suivante.

Notation 8.1.1 Soit S = {Ly,...,L,} un ensemble de c-littérauz et L un c-littéral. On note
Js(L) le littéral
L\=Li\...\=L,.

De fagon similaire, pour tout ensemble de c-littéraux S’, on note J5(S') l'ensemble {Js(L)/L €
S’}

Intuitivement J5(L) est le littéral obtenu en enlevant de l'ensemble de littéraux fermés dénoté
par L tous les littéraux fermés dont le complémentaire est dans S.

Nous supposons donnée une procédure Deduce (& terminaison finie), dont les spécifications
sont données par la figure 8.1. Intuitivement, les conditions sur la procédure Deduce garantissent
les propriétés suivantes.

— La procédure est “correcte” au sens ou elle transforme un couple (F,Z) en un couple (F',7')
tel que:

— La satisfaisabilité de la formule est préservée.
— F AT est une conséquence logique de F' AT (Cl).

— Si F admet un modele Jz(D)-compatible, alors F' admet un modele 3z, (D)-compatible
(Cy). Cette propriété assure que tout eq-modeéle peut étre construit, ce qui garantit la
complétude de la procédure BuildModel (voir ci-dessous).

— Tout modele ou contre-modele total est identifié par la méthode (C4). C’est nécessaire pour
arréter la recherche du modele.



Procedure Deduce
INPUT:
a formula F,
a partial eq-interpretation 7
OUTPUT:
a formula F’
and a partial eg-interpretation 7’ such that:
- if 7 is total then either Deduce(F,T) = (L,Z) or Deduce(F,I)= (T,Z) (C})
- for all D, if there exists a Jz(D)-compatible model of F
then there exists a J7/(D)-compatible interpretation J O I’ with J = F’ (C5)
-ZCT(Ch)
-F AT = FAT (Cy)
- If F AT is satisfiable then F' AT’ is satisfiable. (C)

Fic. 8.1 - : La procédure Deduce

— Monotonie. Z C 7'. Elle garantit la terminaison de la procédure BuildModel (voir ci-
dessous).

Etant donné un ensemble de représentation D et une formule F, Ialgorithme BuildModel
recherche un modele D-compatible de F. Il est spécifié par un ensemble de regles appliquées
de facon non déterministe : déduction, décomposition et nettoyage. Ces regles s’appliquent sur
des ensembles de couples (F,Z) ou F est une formule et 7 une interprétation partielle. F
est la formule considérée, 7 représente 'interprétation partielle déja construite. Initialement,
’ensemble de couples contient uniquement le couple (F, (), ot F est la formule & traiter.

1. Reégle de déduction. Elle consiste a appliquer la procédure Deduce sur un couple (F,Z).

2. Regle de décomposition. Le probleme (F,7) est divisé en deux sous-problemes obtenus
par une regle de décomposition ajoutant a F respectivement les littéraux P et =P, ot P est
un c-littéral de D. Comme dans la méthode de Davis et Putnam (Davis ET PuTNnaMm, 1960),
le processus peut étre répété jusqu’a obtenir un modele de F ou un ensemble contradictoire.
A la différence de (Davis ET PuTnam, 1960), la regle de décomposition ne préserve pas
I’équivalence puisque P peut contenir des variables.

Remarquons que, comme nous ’avons déja mentionné, la procédure Deduce peut modifier
I'interprétation 7 et notamment générer des c-littéraux non D-compatibles. Par conséquent,
il ne suffit pas d’appliquer la regle de décomposition sur chaque c-clause de D, mais il est
nécessaire d’enlever au préalable les littéraux dont le complémentaire appartient & Z (c’est
l'objet de la définition de Jg(L)).

3. Regle de nettoyage. Elle supprime les couples de la forme (L,7).

On note Rp le systeme composé des regles { Déduction, Nettoyage, Décomposition } ci-
dessous.

Déduction. SU{(F,I)} = SU{(F.1)}
si Deduce(F,I)= (F',T')

Nettoyage. {(L, )} uS =S

Décomposition. SU{(F,Z)} - SU{(F,ZU{3z(P)}), (F,ZU{3:(=P)})}
si PeD, 3 (P) % 0,37(~P) £ 0



Procedure BuildModel
INPUT:
a formula F.
a representation set D.
OUTPUT:
a eq-model M of F,

or a message no model found.

begin
§ = {(7,0)}
while SZOAV(F,I)e S, F'#T
begin
choose a rule p in Rp
apply pon §
end
ifS=10

then return(no model found)
else {3(T,7Z) € S}
return(7)
end

Fra. 8.2 - : La procédure BuildModel

Procedure EQMC { EQ-Model Construction }
INPUT:
a formula F.
OUTPUT(if any):
a eq-model M of F,
or a message no model found.
begin
D :={P@)/P € Q}
while true
begin
or D := GR(D)
or
M := BuildModel(F, D)
if M # no model found
return(M)
if GR is not applicable and EQMC(F, D) = no model found
then return(no model found)
end
end

Fic. 8.3 - : La procédure EqQMmc



La procédure EQMC est formellement spécifiée par la figure 8.3.

REMARQUE. Il y a une relation claire entre la regle GMPL et la régle de décomposition.
Toutes deux ont pour objet de générer des c-clauses unitaires compatibles avec ’ensemble de
c-clauses. La différence entre les deux procédures est que GMPL calcule les conditions assurant
la compatibilité alors que la regle de décomposition suppose ces conditions valides et vérifie
a posteriori la compatibilité. Elle nécessite par conséquent l'utilisation du retour-arriere si la
c-clause s’avere incompatible avec la formule. En revanche, elle permet de générer des c-clauses
ne pouvant étre obtenues par la regle GMPL. Remarquons qu’un cas particulier de la regle de
décomposition (ol P est un littéral fermé) est utilisé dans (PETERSON, 1988) comme une astuce
pour obtenir une réfutation courte d’un probleme difficile.

8.1.3 Propriétés de la procédure EQMC
THEOREME 8.1.2. Si BuildModel(F) retourne I alors I est un eq-modéle de F.

PREUVE.  Par définition de Deduce (Cy), et par induction sur le nombre d’applications des
regles, on a, a chaque itération et pour tout (F',Z7) € $: Z A F' = F. Si BuildModel(F)
retourne Z,on aZ AT = Fie I EF. C.Q.F.D.

Le théoreme suivant prouve que notre méthode permet de construire des modeles pour toute

formule de la classe Qeq—model' Pour cela, démontrons tout d’abord les lemmes suivants.

LeMME 8.1.3. Toute application équitable de la procédure BuildModel se termine.

PrREUVE.  C’est immédiat, car le nombre de c-littéraux distincts de D est fini. Par conséquent,
apres un nombre fini d’itérations, tous les couples de S sont de la forme (F',7), ou Z est totale.
Apres application de la regle Deduce, on obtient soit (L,7), soit (T,Z) (d’apres (C4)). €.Q.F.D.

LEMME 8.1.4. Si F admet un eq-modeéle D-compatible, alors BuildModel(F, D) retourne un
modeéle de F.

PrREUVE.  Par induction sur le nombre d’applications des regles dans la procédure
BuildModel, et d’apres la définition de Deduce, il existe (F',Z) € S, et une interprétation
J7(D)-compatible validant F’.

En effet :

— La propriété est vraie au rang 1, car F admet un modele D-compatible et (F,0) € S.

— Supposons que la propriété est vraie au rang n. Alors il existe (F',Z) € S, et une interpré-
tation J Jz(D)-compatible validant F’. Si la régle de déduction est appliquée la propriété
est préservée, d’aprés (C5). Si la regle de nettoyage est appliquée, la propriété est évidem-
ment préservée. Si la regle de décomposition est appliquée, on a P € D donc 37(P) € 37(D).
Donc soit J7(P) € J soit =J3z(P) € J. Supposons par exemple que P’ = 37(P) € J. Alors
(F" AT U{P'}) admet une eq-interprétation Jzy;p/j(D)-compatible. D’oti la propriété est
vérifiée au rang n + 1.

Par conséquent, lorsque BuildModel se termine, S contient nécessairement un couple de la
forme (T,Z). C.Q.F.D.

THEOREME 8.1.3. Si F admet un eq-modeéle, alors toute application équitable de EQMOC(F)
retourne un eq-modele de F.

PREUVE. Soit F une formule de Qeq—mode
on obtient (apreés un certain nombre d’itérations) un ensemble D tel que F admet un modele
D-compatible. D’apres le lemme 8.1.4, on en déduit que la procédure BuildModel retourne un
modele de F. C.Q.F.D.

|- L’application des regles de GR étant équitable,



8.2 Le choix de la procédure Deduce

Il reste & préciser le choix de la procédure Deduce. N'importe quelle procédure satisfaisant les
spécifications peut étre utilisée. Dans cette section, nous supposons que la formule F considérée
est un ensemble de c-clauses et nous montrons que la procédure RAMC satisfait les conditions
requises.

Notation 8.2.1 Pour tout ensemble de c-clauses S, on note
decompose(S) = (S \ Unit(S), Unst(9))
si Unit(S) est satisfaisable, (L, () sinon.
THEOREME 8.2.1. La procédure Deduce(S,T) définie par:
Deduce(S,Z) = decompose(RaMcz (Nrgme (S UT)))
satisfait les conditions de la figure 8.1.

PREUVE.  — Soit Z une eq-interprétation totale et S’ = Ramcz(SUZ).SiZ = S, on a, d’apres
le théoreme 6.5.2, DSub(Z,S) = (). Sinon Z [~ S, donc O est déduite de S par c-résolution.

— Supposons qu’il existe une eq-interprétation J Jz(D)-compatible validant S. Nous prouvons
qu’il existe une eq-interprétation Jz,(D)-compatible validant S’. Deux cas doivent étre distin-
gués. Si la régle p considérée préserve ’équivalence, la preuve est immédiate. Par conséquent,
il suffit de considérer le cas de la regle GMPL. Soit I un ensemble déduit de S par GMPL.
Soit J' = Jg(J) U E. Soit une c-clause fermée C' de §(9). J |= C donc il existe L € C' tel
que L € J.Si =L € F,alorson a L € J', d’ou J' | C. Sinon, par définition de GMPL,
F = C donc J' = C. 1l reste a prouver que J' est Jz:(D)-compatible. Soit deux littéraux
fermés L, L, appartenant & un méme c-littéral de J37.(D). Alors L, L, n’appartiennent pas
a IV (car 7’ contient I, par définition), d’ou J(L;) = J'(L;) (Vi=1,2). J est 37(D) compa-
tible. En outre L, et L, n’appartiennent pas a =Z (puisque Z C Z'). d’ot J (L) = J(L2) et
J'(L1) = J'(Ls). Par conséquent, J' est Jz,(J)-compatible.

C.Q.F.D.

8.3 Exemple

L’exemple suivant, tres simple, illustre la méthode EqQMmc.

EXEMPLE 8.3.1. Soit S ’ensemble de c-clauses suivant (déja donné au chapitre 7), adapté de
(BOURELY ET AL., 1994) (probleme SYN303-1 de la base de formules TpPTP, voir (SUTTNER ET
SUTCLIFFE, 1996)).

[P(z,y) v =P(f(z), f(y)) : T]
[~P(z,y) vV P(f(2), f(y)) : T]
[~FP(a, f(z)) : T]

[~P(f (90)7@) 71

[Pla,a) = T]

Soit ’ensemble de représentation Dy = {P(x,y)}. L’application de la regle de décomposition
sur Dy conduit aux ensembles SU{P(z, y)} et SU{=P(z,y)}. Ces ensembles sont insatisfaisables.
L’application de la procédure Deduce sur S| et S, retourne 1. Par conséquent, BuildModel
retourne no model found. Le systeme GR doit étre appliqué, afin d’obtenir un ensemble de



représentation permettant de représenter une plus large classe de eg-interprétations. Appliquons
par exemple d’abord la regle GR= sur z,y. On obtient

{P(z,2), [P(z,y) o #y]}

En appliquant la régle de décomposition sur { P(x, z)}, on géneére les ensembles SU{P(z,z)}
et SU{-P(z,2)}. SU{=P(z,z)} contient deux c-littéraux P(a,a) et =P(z, z) contradictoires
donc la procédure Deduce(S U {—P(z,z)}) retourne L. L’appel de Deduce sur S U {P(z,z)}
génere (apres simplification par dissubsumption et résolution des contraintes):

[P(x,y) v =P(f(2), f(y) 2 #y]
[=P(z,y) v P(f(2), f(y)) : 2 #y]
[=P(a, f(z)) : T]
[-P(f(z),a) : T]
[Plz,z) : T]

En appliquant la regle GMPL, on obtient alors le c-littéral

{[-P(2,y) 2 #yl}
Ce littéral, conjointement avec le littéral P(z, x) introduit précédemment, définit un modele de
S:
{P(z,2), [-P(x,y) -z #y]}.

REMARQUE.  N’importe quelle autre stratégie équitable aurait pu étre utilisée : par exemple,
nous aurions pu utiliser la régle de décomposition pour générer le littéral [-P(z,y) : x # y], au
lieu d’utiliser GMPL. Remarquons cependant que ce littéral, pas plus que le littéral P(z,z), ne
peut étre déduit de I’ensemble initial par Ramc.

A notre connaissance, il n’existe aucune autre méthode capable de construire un modele pour
S (mis a part la méthode RAMCET-27, qui sera introduite au chapitre 9). En effet, S ne possede
aucun modele fini. En outre, toutes les méthodes pour la construction de modeles de Herbrand
(telles que celles de (FERMULLER ET LEITSCH, 1996), ou la méthode RAMC) ne terminent pas
sur cette formule : elles générent, en effet, les ensembles de littéraux fermés { P(¢,t), - P(t, s)/t #
s}, mais ne sont pas capables de générer les c-littéraux P(z,z) et [-P(z,y) : 2 # y] qui sont
nécessaires pour exprimer le modele de facon finie. Notons que ces deux c-clauses sont des
conséquences inductives de ’ensemble initial (c’est-a-dire vraies dans tout modeéle de Herbrand),
mais pas des conséquences logiques de la formule (il existe des modeéles de la formule falsifiant
ces c-clauses). o

8.4 Quelques heuristiques pour la méthode EQMC

En pratique, ’application non déterministe de la procédure EQMC se révele tres colteuse,
notamment a cause des regles de génération des ensembles de représentation, qui augmentent tres
rapidement la taille des ensembles. Par conséquent, il est nécessaire de disposer de stratégies ou
d’heuristiques permettant de guider application des regles, et notamment le choix de [’ensemble
de représentation.

8.4.1 Choix des c-littéraux

Il est clair que tout littéral L € D tel que Deduce(F,T U Tz(P)) est de la forme (L,7')
doit étre choisi des que possible pour application de la régle de décomposition. En effet, 'un
des deux couples générés par la regle sera éliminé par la regle de nettoyage. Ainsi, il peut étre
intéressant de tester a ’avance quels sont les c-littéraux incompatibles avec une formule F de
S, et appliquer la regle de décomposition sur ces littéraux, ce qui réduit de fagon importante
I’espace de recherche. Plus généralement, il est également possible de détecter les ensembles de
c-littérauz de D incompatibles avec F, de facon a choisir en priorité les c-littéraux apparaissant
dans des ensembles de taille minimale.



8.4.2 Ordre d’application des regles

Il est nécessaire de donner des critéeres pour choisir entre ’application des regles décomposi-
tion, nettoyage ou déduction. Il est clair que, en pratique, il est préférable d’appliquer en premier
lieu la regle de nettoyage et la regle Deduce, car elles n’introduisent aucun facteur de branche-
ment a la différence de la regle de décomposition. Evidemment, cette stratégie est incomplete
(du point de vue de la construction de modele) car 'application répétée de la procédure Deduce
ne se termine pas en général. Par conséquent, il est nécessaire de limiter "application de cette
procédure (par exemple en limitant le temps de calcul, ou le nombre d’application de Deduce)
afin de préserver la complétude de la méthode.

8.4.3 Stratégie d’application des regles de GR

Le choix de la stratégie d’application des regles GR- et GRy est cruciale en pratique, car
I’application non déterministe de ces regles augmente tres rapidement la taille de I’ensemble
de représentation. Il est nécessaire de définir des heuristiques pour guider le choix du littéral
et le choix de la position a laquelle les regles GR- ou GRy sont appliquées. Une heuristique
possible est tres brievement décrite ci-dessous. Elle est fondée sur I"utilisation des informations
déduites de la formule par la procédure Deduce et sur I’étude de la réfutation de la formule. Pour
simplifier, nous supposons que la procédure RaAMC est utilisée (bien que I’heuristique proposée
puisse aisément étre adaptée a d’autres types de procédures).

Notation 8.4.1 Soit D un ensemble de représentation. Soit une formule F telle que
BuildModel(F,D) = no model found. Soit {[O : A;]/1 < i < n} Uensemble des c-clauses
vides déduites pendant Uapplication de la procédure BuildModel. On note :

Yrop = \/ Xio;

i=1

ot les o; sont des renommages distincts des variables de X; par de nouvelles variables.

REMARQUE. La formule Yz p peut étre vue comme une explication du fait que D est incom-
patible avec F.

La régle GRy. Soit & une variable de D. Soit )’ la formule obtenue en remplacant toutes les
occurrences de z dans Yz p (et toutes les occurrences des variables obtenues par renommage a
partir de ) par une unique variable y. S’il existe un terme ¢ tel que Y'{y — ¢} est satisfaisable,
alors il est inutile d’appliquer la regle GRy sur z. En effet, il est clair que tout ensemble de
littéraux obtenu par application de ces regles sur z contient au moins un littéral incompatible
avec la formule de départ.

EXEMPLE 8.4.1. Soit un ensemble de formules F contenant les c-clauses

{P(u7 u)? _'P(u7 f(u))vQ(bv f(v))v _'Q(av f(a))}
Soit I’ensemble de représentation D = {P(z,z),[P(z,y) 1z #y],Q(z,2),[Q(z,y) :a # y]}. 1l

est clair que F peut étre réduit a L par application de la regle de décomposition sur D. En
effet, cette regle ajoute soit [Q(z,y) : 2 # y] (ce qui contredit le c-littéral —Q(a, f(a))) soit

[-Q(z,y) :a # y] ce qui contredit Q(b, f(v)).
Les littéraux [Q(z,y) : @ # y]} et [-Q(x,y) : 2 # y] sont incompatibles avec F. On obtient
par c-résolution les c-clauses suivantes:

[O:e=bAy=f(v)Aaz#y]
et (apres renommage {z — 2/,y — y'}):

IO :2'=any = fla)Na' # ]



OnalYrp=(x=bAy=flv)Ahz #y A =any = fla) N2’ # y'). Remplacons y
et y' par une nouvelle variable y”. On obtient V' = ((z = bA Yy’ = f(v) Az # y') A (2 =
anNy’ = fla) Nz’ # y")). Ici V' est satisfaisable, donc la régle GRy n’est pas applicable sur
y. En revanche, si on remplace dans la formule Yz p, # et 2’ par une nouvelle variable 2, la
formule V' = (2" = bAy = flo)Az" £y AN(2" =any = fla) ANz" # y') obtenue est
insatisfaisable.

GRy ne peut étre appliquée que sur le littéral [Q(z,y) : @ # y] et sur la variable z, ce qui
conduit a ’ensemble :

D' ={P(z,2),[P(z,y) 1@ #yl,Qz,2),[Q(a,y) :a#yl,
[Q(by) b #yl, [Q(f(w),y) 1y # f(w)]}

En appliquant ensuite les regles de décomposition, on obtient le modele suivant.

{P(@,2), [-P(2,y) 1o #y],[7Q(a,y) 1a#yl,[Q0D,y) :b# y]} o

Cette heuristique fournit un critere pour guider le choix de la variable sur laquelle la regle
GRy est appliquée.

La réegle GR_. Une heuristique similaire peut étre définie pour guider I’application de la regle
GR-. Afin de réduire I’espace de recherche, nous n’appliquons cette regle que sur des couples
de termes (s,t) ou s et t sont des variables. Notons X't la contrainte: A, xo; = yo; et A~
la contrainte A\;_, z0; # yo;. Nous appliquons la regle GR_ si et seulement si Yrp A X7 et
Yz p A XT sont simultanément insatisfaisables.

Il resterait cependant a prouver que cette heuristique préserve la complétude de la méthode
c’est-a-dire que tout eq-modele peut étre généré en utilisant cette heuristique).
q q p g q

8.5 Extension au premier ordre

Jusqu’a présent, nous avons supposé que la formule a traiter était sous forme clausale. C’était
justifié par le fait que toute formule F peut étre automatiquement transformée en un ensemble
de clauses S = clause(F) (voir chapitre 2) tel que

1. S satisfaisable <= F satisfaisable

2. Si M est un modele de S alors M = F.

On peut donc toujours se ramener a I’étude d’ensembles de clauses. D’un point de vue
déductif, cette transformation ne pose que peu de problemes, car, d’une part, elle préserve la
satisfaisabilité et, d’autre part, il est possible d’utiliser des techniques de renommage pour éviter
I’augmentation exponentielle de la taille de la formule et obtenir ainsi une méthode de traduction
efficace et utilisable en pratique (voir par exemple (PLAISTED ET GREENBAUM, 1986; BOY DE LA
ToUuR, 1992; EGLY ET RATH, 1996)). Il en va tout autrement du point de vue de la construction
de modeles. En effet, il est clair que — & cause de 'opération de skolémisation — la mise sous
forme clausale ne préserve pas les modeles. Par conséquent, il est possible qu’une formule F,
admettant un eq-modele M, soit transformée en un ensemble de c-clauses n’admettant aucun
eq-modele, i.e. on peut avoir F € Qeq—model et clause(F) ¢ Qeq—model' En effet, 'opération de
skolémisation remplace un quantificateur existentiel par un nouveau symbole de fonction ce qui
a pour effet de réduire le nombre d’interprétations possibles (puisque la valeur de la variable
existentielle est alors fixée).

EXEMPLE 8.5.1. Considérons la formule F suivante.

P(a,a) N=P(b,a) AVz,2' Jy.P(a',z) — —P(z',y)



F admet le eq-modele suivant (sur la signature ¥ = {a,b}):

{P(a,a),~P(a,b),~P(b,a), P(b,b)}.
La forme clausale de F est la suivante.

[P(a,a) : T]
[~P(a,b) : T]

[-P(a',2) V =P, f(',2)) : T]
[P(a',2) V P(a, f(a',2)) : T]

Cet ensemble de c-clauses n'admet aucun eg-modéle (voir chapitre 11 et (KLINGENBECK,
1996)). o

Par conséquent, la transformation sous forme c-clausale peut dans certains cas empécher
la construction d’un eg-modele. Pour résoudre ce probléeme, nous proposons de généraliser la
méthode EQMC a des formules du premier ordre quelconque. Evidemment, la méthode Ramc
ne peut plus étre appliquée puisqu’elle suppose que la formule est sous forme clausale. L’idée
est alors la suivante: au lieu d’employer la méthode RaMcC pour évaluer les formules et détec-
ter les contre-modeles partiels, nous allons nous servir de l'opérateur Normalize, (z) défini au
chapitre 5, qui utilise une interprétation partielle pour simplifier une formule du premier ordre.
En particulier, cet opérateur permet de vérifier qu’une interprétation valide une formule ou de
détecter qu’une interprétation partielle est incompatible avec une formule. La procédure Deduce
est définie de la fagon suivante:

Deduce(F,T) = (Normalizez (F),T).

Il est clair que cette définition satisfait les conditions 8.1 (voir chapitre 5). Les propriétés de la

méthode (et notamment la complétude par rapport a la classe Qeq—model) sont donc préservées.






Chapitre 9

RAMCET: extension de la méthode

des tableaux

“Les idées vraiment claires n’oublient pas I'ombre dont elles viennent.”

Claude Roy

Dans ce chapitre est proposée une extension de la méthode des tableaux sémantiques. Elle est
fondée sur une idée similaire a celle utilisée pour étendre la méthode de résolution : tirer parti
des contraintes équationnelles afin d’exprimer simultanément les conditions qui permettent ou
qui empéchent I'application des regles d’inférence (ici des régles de construction des tableaux).
Cette idée a été exploitée dans (CAFERRA ET ZABEL, 1993) ou la procédure des tableaux
sémantiques a été étendue en utilisant des contraintes équationnelles. La méthode obtenue a été
nommée RAMCET-1'. La méthode des tableaux sémantiques peut étre vue comme une procédure
énumérant les modeles partiels de la formule “en espérant ne pas en trouver”. L’idée de base
de ’extension proposée est de poser des conditions permettant de trouver un modele. Nous
proposons une nouvelle méthode, appelée RAMCET-27_, dont les avantages principaux sont les
suivants.

— En premier lieu, on introduit une nouvelle regle de simplification, permettant d’utiliser les
informations générées dans une branche du tableau afin de simplifier les formules de cette
branche. Cette regle peut étre vue comme une généralisation de la dissubsomption et de
la résolution/disrésolution unitaire & des formules du premier ordre. Elle a pour objet de
restreindre 'espace de recherche.

— En second lieu, nous définissons une méthode permettant d’introduire I'utilisation de straté-
gies sémantiques (c’est-a-dire fondées sur I'utilisation d’une interprétation Z; de la formule)
dans la méthode des tableaux. Comme dans la méthode de résolution, 7, est utilisée pour res-
treindre I'application des régles, limitant ainsi I’espace de recherche. Dans certains cas (voir
exemple 9.2.6), la stratégie peut empécher la construction de branches infinies, détectant ainsi
la satisfaisabilité de la formule.

— Enfin, nous définissons une méthode permettant d’extraire un modele d’une branche non-
fermée (éventuellement infinie) du tableau. Elle utilise des techniques de généralisation, visant
a construire par induction une représentation du modele correspondant a la branche a partir
du modele partiel généré lors de la construction du tableau. Nous montrons qu’elle étend de
fagon significative la classe de modeles constructibles.

La méthode obtenue est tres différente de RAMCET-1(CAFERRA ET ZABEL, 1993) et beau-
coup plus générale, notamment en ce qui concerne le processus d’extraction du modele. Elle est

compléte pour la réfutation et constitue aussi une procédure de décision pour la classe Qeq—modelv

1. Signifiant : Refutation And Model Construction with Equational Tableaux, version 1.



c’est-a-dire qu’elle permet de construire un modele de toute formule satisfaisable possédant un
eq-modele.

Contrairement a I’approche utilisée au chapitre 6 et a (CAFERRA ET ZABEL, 1993; PELTIER,
1997¢) nous n’utiliserons pas de formules ou clauses contraintes. Les conditions sur les variables
sont exprimées dans les formules elles-mémes sous forme de littéraux équationnels. Cette ap-
proche allege la manipulation des formules et permet une notation plus unifiée. Les conditions
sur les variables libres du tableau sont exprimées sous forme d’une formule équationnelle associée
au tableau (on obtient donc la notion de tableau contraint).

9.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, toutes les interprétations considérées sont des interprétations de
Herbrand. Les littéraux équationnels apparaissant dans les formules sont supposés interprétés
dans la théorie vide (i.e. pour toute interprétation Z, on a Z |= s =t si et seulement si s = ¢).
Comme au chapitre 7, nous supposons donnée une interprétation partielle 7, de Herbrand.

Introduisons le systeme de regles suivant.

X — T (si A’ est purement équationnelle et si X' = T)

X — L (si A’ est purement équationnelle et si X' = L)

TAF—=F

LVF—=F

TVF—=T

IANF—= 1L

De fagon évidente, R est a terminaison finie. En outre, pour toute formule F, F = R(F).
Dans la suite, nous supposerons que toutes les formules considérées sont en forme
normale par rapport & K.

Si une formule F ne contient que des quantificateurs universels, F est équivalente & un en-
semble (éventuellement infini) de formules fermées noté S(F) défini de la facon suivante.

Notation 9.1.1 Soit F une formule telle que tout sous-formule de la forme 3x.G de F est pu-
rement équationnelle. F est équivalent (aprés élimination des quantificateurs existentiels et mise
sous forme prénexe) a une formule de la forme YT.F', ou F' ne contient aucun quantificateur.
On note S(F) Uensemble des formules R*(F'c) distinctes de T, ot o est une substitution fermée
des variables de 7.

ProrosiTION 9.1.1. On a
F=S8(F).

REMARQUE.  L’opérateur § peut étre vu comme une généralisation de 'opérateur du méme
nom introduit au chapitre 6 sur les ensembles de c-clauses.

9.1.1 Notion de fait

La notion de fait est ’analogue de la notion de c-clause unitaire. Il s’agit de formules per-
mettant d’exprimer des eqg-interprétations partielles.

DEFINITION 9.1.1. Un fait est une formule de la forme
VZ.(XV F)
ou:

— X est une formule équationnelle.



— F est un littéral.

— T est un ensemble de variables.

&

LEMME 9.1.1. [Equivalence avec les c-littéraux] Un fait VZ.(X' V F) fermé est équivalent a la
c-clause

[F :=X]

PREUVE. Immédiate. C.Q.F.D.

Par conséquent, toutes les propriétés des c-littéraux peuvent étre étendues de facon immé-
diate aux faits. Dans la suite, nous écrirons indifféremment VZ.(AX'V F) ou [F : =X pour noter
un fait fermé. Cependant, la seconde notation sera plutot utilisée, car elle est plus proche de
celle qui a été employée jusqu’ici.

REMARQUE. A la différence des c-clauses, un fait peut contenir des variables libres.

9.1.2 Simplification d’une formule dans un contexte

Les ensembles de faits peuvent étre utilisés pour simplifier une formule donnée. Il suffit pour
cela de généraliser la définition des formules ¢F,(F) et ¢ (F) (voir définition 5.5.2, chapitre
5) en considérant des ensembles de faits au lieu d’ensembles de c-clauses unitaires (i.e. au lieu
d’eq-interprétations). Par souci de simplicité, nous ne redonnons pas ici toutes les définitions.
Il suffit de préciser la définition des formules F(Z(P)*t) et F(Z(P)~), dans le cas ou Z est un
ensemble de faits.

DEFINITION 9.1.2.  [Extension de la définition de §] Soit T un ensemble de faits. On note
F(Z(P)*) la formule
\/ GIT=TAX

Vg.~XVP(t)eZ

et §(Z(P)™) la formule

(avec 7 = Var(X A P(1))). o

La définition de ¢F et ¢7 ot Z est un ensemble de faits peut étre alors déduite directement.

9.2 RAMCET - version 2

Les regles de construction de tableaux indiquées ci-dessous sont similaires a celles données
dans (CAFERRA ET ZABEL, 1993) ou dans (PELTIER, 1997c). La présentation est cependant
différente (pour des raisons de simplicité). Nous supposons ici que les formules sont sous forme
normale négative, skolémisées et que la portée des quantificateurs est minimale. En outre, nous
introduisons de nouvelles conditions d’application sémantiques (utilisant l'interprétation Z;)
sur les regles de construction du tableaux. Nous montrerons par la suite que ces restrictions
préservent la complétude de la méthode.

DEFINITION 9.2.1.  Un tableau est un couple (T, X) ou

— T est un ensemble d’ensembles de formules.

— X est une formule équationnelle.



Une branche est un élément de 7. Une branche est dite fermée si elle contient L. On note
Mod(b) I'ensemble des faits appartenant a une branche b et Fqpb((T, X)) la formule X. o

Les notions de validité, satisfaisabilité, etc. s’étendent de maniere immédiate aux tableaux,
par la définition suivante.

DEFINITION 9.2.2.  Un tableau (T, X) est équivalent (par définition) & la formule

X v\ AL

beT feb

9.2.1 Les regles

Nous introduisons les regles suivantes.

R,
(SU{{FINF}UB}LX)
(SU{{F, 72} U B} X)

si 7, (X V(FINTF)) # T.

Ry:
(SU{{FIVFR}IUBLX)
(SU{{F}uB.{F}UB} X)

si 7, (X V(FIV Fo)) # T.

Ry:
(SU{{Va.F}U B} X)
(SU{{Vae.(Fvae=y), F{lz - y}} UB}LX)

sty est un terme (y peut étre par exemple une nouvelle variable, ou encore un terme fermé), et

si ¢pF (AXVVe.F)#£T.

Notons que la formule z = y est ajoutée a la formule Vz.F. En effet, puisque la variable z a
été instanciée par le terme v, il est inutile d’instancier a nouveau la variable par le méme terme
dans cette branche.

EXEMPLE 9.2.1. Soit Vz.P(z) une formule. La régle Ry supprime la formule de la branche ou
elle apparait et la remplace par la conjonction des deux formules suivantes: P(z;) (ou z; est
une nouvelle variable) et Vao.o = 21 vV P(z). 3

Le principe de la regle R, définie ci-dessous est simple. Si une branche donnée contient
deux littéraux P(t;) et =P (t,) alors t; et t; ne peuvent étre égaux si la branche est satisfaisable.
Donc t; # t, est valide dans la branche considérée.

Reasn:
SU{{PE),~PE}UB}Y)

(SU{{P(t),~P(3),t A5} UB}X)

Notons que I'interprétation Z, est utilisée pour restreindre ’application des regles R, , R, , Ry.



Reégles de traitement de I’égalité

Les regles suivantes permettent de traiter les formules équationnelles apparaissant dans le
tableau (rappelons que ces formules sont interprétées dans ’algebre des termes).
R_, permet de fermer une branche contenant une formule équationnelle ) en ajoutant la
négation de Y aux contraintes globales.
R_:
(SU{{Y}UB),X)
(S, XY AN=Y)

st Y est purement équationnelle, et st X N =) est satisfaisable.

La regle suivante élimine les formules incompatibles avec le probleme équationnel global X'.
R_,:
(SU{{YiusB} X)
(SU{B},X)

st Y est purement équationnelle, X A=) est insatisfaisable.

EXEMPLE 9.2.2. Les exemples suivants illustrent le fonctionnement des regles R_, et R_,.

1. Soit une branche contenant deux littéraux P(z) et P(b) (les contraintes globales sont T). La
regle R, génere la formule 2 # b. Puisque 2 = b est satisfaisable, nous pouvons fermer la
branche en ajoutant aux contraintes la formule x = b.

2. Supposons maintenant que la branche contient les formules P(z) et P(b), mais que les
contraintes globales X" sont équivalentes a x = a. La regle R, génere comme précédemment
la formule # # b. Cependant, + = b A X' = L donc est insatisfaisable. Par conséquent, x # b
est supprimé de la branche par la regle R_,.

Une nouvelle régle de simplification

La regle suivante est nouvelle. Elle utilise les résultats de la section 9.1.2 sur la simplification
des formules dans un modele partiel. Informellement, la regle remplace une formule F donnée
par la formule SimplifyMOd(B) (F).

Rsimp:

(8 U{{GF],} UB). Y)
(S U{GISImpIfY ygqs) (7))} UBY, V)

Il est parfois utile d’appliquer la régle sur des sous-formules de formules apparaissant dans la
branche et non sur les formules elles-mémes, comme le montrent les exemples suivants.

EXEMPLE 9.2.3. Soit F = Vz.P(z). Soit B = {P(a)}. On a ¢f(F) =Va.x = aie. ¢f(F) = L.
Par conséquent, la formule ¢f(F) n’apporte aucune information supplémentaire. Cependant, en
reconsidérant la sous-formule P(z), il est facile de voir que si 7 |= B et si 2 = a alors 7 |= P(x)
(puisque P(a) € B). Par conséquent, cette instance de P(z) n’a pas besoin d’étre considérée.
Plus formellement, nous pouvons ajouter la condition z # a a la sous-formule P(z). Donc, F
peut étre transformée en 7' =Vz.z = a Vv P(z). 3

EXEMPLE 9.2.4. Soit 7 un tableau. Supposons que 7 contient une branche b avec une formule
F =Va.(P(z) V R(a,z)) et Pensemble de faits {Vu.P(f(u)),Ve.R(z,z)}. On a ¢5z(F) = L et
SE(F) =Va.(Fue = f(u)VIy(y = aAy = 2) = Vo.Jux = f(u) Vo = a. Sila signature
Y contient uniquement les symboles @ et f, tout terme fermé est de la forme f(u) ou a, donc
GH(F)=T.

Ainsi, la formule F est supprimée de la branche et remplacée par T A (T V F). Puisque cette
formule est valide, elle peut étre supprimée de la branche (par application de R_,). o



9.2.2 Exemples

Avant d’établir les propriétés de la méthode, illustrons son fonctionnement par deux exemples
simples mettant en évidence 'intérét de la stratégie sémantique proposée.

EXEMPLE 9.2.5. Soit Z, = (). De fagon évidente, on a pour toute formule F, ¢F (F) = ¢7 (F) =
L. Soit F = Va.(P(z) — (P(f(z)) VvV P(¢9(z)))) A P(a). On note F' la formule Vz.(P(z) —
(P(f(z)) vV P(g(z)))). Appliquons R, sur F. F est remplacée par les formules F' et P(a).
Ensuite, appliquons la regle Ry sur . Nous introduisons une nouvelle variable libre z; et nous
obtenons

Pay) = (P(f(z1)) vV P(g(21)))-

Simultanément, F” est transformée en Va.x = 21V (P(z) — (P(f(2)) vV P(g(z)))). En appliquant
la regle Ry, on obtient finalement les deux branches suivantes.

L. {F',=P(z), P(a)}.
2. {F', P(f(21)) V P(g(21)), P(a)}.

Appliquons la régle R4, sur la branche 1 (sur les deux littéraux = P(z;), P(a)). On obtient
la formule z; # a. En appliquant la regle R_ |
contraintes globales la formule z; = a.

On obtient la branche {F’, P(f(z1)) V P(g(x1)), P(a)} avec les contraintes z; = a.

Appliquons ensuite la regle Ry sur P(f(z1)) V P(g(z1)). On obtient les branches
{F',P(f(z1)), P(a)} et {F' P(g(z1)),P(a)}. En répétant ce processus, on peut ob-
tenir un nombre non borné de branches contenant des formules de la forme

P(f(a)); Pg(a)), P(f(g(a))), P(f(f(a))), .. o

EXEMPLE 9.2.6. Maintenant, utilisons une interprétation non vide pour restreindre ’espace de
recherche. Considérons l'interprétation Z, = {Va.P(z)}. La formule est valide dans Z; (on a, en
effet, 6% (Vo P(x) = (P(f(z)) V P(g(x)))) = T).

La seule regle applicable est R,;,,,. Cette regle remplace F' par:

on peut alors fermer la branche, en ajoutant aux

F' = Va.(v = aV P(2)) = (P(f(2)) V P(g(2))).

Puisque (/5}' (F")y = T, aucune autre régle ne peut étre appliquée. La procédure s’arréte.
L’utilisation de Dl’interprétation Z, permet de restreindre ’espace de recherche et
évite la génération des branches infinies. o

9.2.3 Simulation de méthodes existantes

Il est intéressant de mentionner que les démonstrateurs de théorémes par génération de
modeles (tels que les PUHR-tableaux ou les Hyper-Tableaux sont des cas particuliers de notre
approche. lls correspondent, en effet, au cas ou Z, est 'interprétation associant a tout atome la
valeur de vérité false. La regle de splitting des PUHR-tableaux correspond exactement a la regle
R, les regles d’hyperrésolution unitaire et de subsomption sont des cas particuliers de la regle
Ry

Notre méthode est cependant beaucoup plus générale puisque 7, peut étre une interprétation
quelconque, et a cause de l'utilisation des contraintes et de la regle de simplification.

9.2.4 La regle Model Explosion

La regle suivante n’est pas nécessaire a la complétude réfutationnelle de la méthode, mais
peut se révéler utile pour restreindre I’espace de recherche. Elle remplace une formule F par deux
formules F, et F, telles que F = F; A F, et telles que pour toute substitution o, Z, = F o et
T, £ Foo. En appliquant cette regle avant d’appliquer les regles R, Ry, il est possible d’éliminer
certaines instances des formules considérées, ce qui restreint ’espace de recherche.



(SULBU{G[F]}}, &)
(SULBULG[=0L (F)V FASL(F)V Flp}}, &)

Model Explosion:

La correction de cette regle est évidente.

EXEMPLE 9.2.7. Soit une branche contenant les formules Vz.=P(z) V P(f(z)) et =P(b). Suppo-
sons que Z, = {Vy.y = f(a) vV P(y)}.

Ona ¢f (=P(x)VP(f(x))) = (Yo.x # a) # T, donc Ry et R, sont applicables sur Va.—P(z)V
P(f(z)), ce qui génere deux branches =P (z,) et P(f(z1)). A cause de la formule P(b), les regles
R.iasn et R_, peuvent étre appliquées pour fermer la branche contenant =P(z,), en unifiant 2,
et b.

On obtient: P(f(x1)), P(b) avec les contraintes #; = b. En repétant ce processus, on génere
une branche infinie, contenant les littéraux P(b), P(f (b)), P(f(f(b))),...

Cependant, en considérant plus précisément I'interprétation Z,, on remarque que si 2; = b, on
axy # adonc ¢f (=P (x1)VP(f(x1))) = T. Par conséquent, cette instance de ~P(x1)V P(f(x1))
n’a pas besoin d’étre prise en compte lors de Iapplication des régles d’extension (ce probleme
est similaire & celui identifié au chapitre 7 pour la résolution sémantique).

Plus exactement, en appliquant la regle Model Explosion avant R, , on supprime la formule
Va.—P(z)V P(f(z)) et on la remplace par Ve.o = aV =P(z) V P(f(z)) et Va.z # aV —P(z)V
P(f(2)).Ona ¢f (x =aV-P(z)VP(f(x))) =T, donc Ry ne peut pas étre appliquée sur cette
formule. En appliquant les regles Ry et Ry sur Vz.z # aV—P(z)VP(f(z)) on obtient les branches
z1 # a, et = P(z1) V P(f(21)). On applique la régle R_, sur la formule z; # a pour fermer la
branche correspondante. On obtient: P(b),Va.x # a VvV =P(z) V P(f(z1)),~P(z1) V P(f(21)),
avec x; = a, donc, apres application de R, :

—{P(),Ve.x #£aV -P(z)V P(f(z1)),-P(a)},
~ et {P(b), Va2 # a v P(x) v P(f(2)), P(f(a))}.
Aucune regle d’extension ne s’applique, donc la procédure se termine. L’utilisation de la

regle Model Explosion évite ici la génération de branches infinies et la non-terminaison de la
méthode. o

9.2.5 Correction et complétude réfutationnelle

On note RAMCET-27, le calcul composé des regles Ry, R, Reg, Reiashs Rsimp, Rv.

Correction

THEOREME 9.2.1. RAMCET-27, est correct: pour tout couple (T,7') de tableaux tels que
T —Ramcrr-2, T et pour toute interprétation I de Herbrand, on a

TET=TET.

PREUVE. La correction des regles Ra, Ry, Reasn, Ry, R—, est une simple conséquence de la
sémantique des symboles V, A,V et de la définition des tableaux sémantiques. La correction de
la regle R, est une conséquence immédiate du théoreme 5.6.1. Il suffit par conséquent de
prouver la correction de la réegle R_ . Supposons que

T _>R:1 T



Soit Z une interprétation. Si Z = T alors pour toute solution ¢ de X', il existe une branche 5 de
T telle que Z |= Bo. Soit une solution ¢’ de X A—=Y. ¢’ est une solution de X', donc il existe une
branche B de T telle que Z = Bo’. Or Yo' est faux donc B ne contient pas Y. D’ou B € T'. Par
conséquent, pour toute solution ¢’ de X' A =), il existe une branche B de T telle que Z |= Bo.
DouZ ET'. C.Q.F.D.

On en déduit que si 7 est un tableau fermé déduit de ({{F}}, T), F est insatisfaisable, par
induction sur la longueur de la dérivation.

Complétude réfutationnelle

La preuve de la complétude réfutationnelle de la méthode des tableaux utilise habituellement
les ensembles de Hintikka (SMULLYAN, 1968; FITTING, 1990). Ici, les formules peuvent contenir

des littéraux équationnels. D’autre part, les interprétations considérées sont nécessairement de

Herbrand (c’est-a-dire que I'interprétation de “=" est nécessairement 'identité syntaxique entre

termes). Enfin, nous utilisons la regle Ry;,,,, qui a pour objet de simplifier le tableau, et nous im-
posons des restrictions sur les conditions d’application des regles R,, Ry et Ry. Par conséquent,
il est nécessaire d’adapter la définition habituelle des ensembles de Hintikka afin de prendre en
compte toutes ces extensions.

DEFINITION 9.2.3. Pour toute formule F en fan, on note 6(F) et on appelle degré de F
Pentier défini de la facon suivante.

S(FiV Fo) = 8(Fi ANFo) = 8(F) +6(Fo) + 1
5(X) =0
§(vVa.F) = 6(F) + 1
0(=P(1)) = 6(P(1)) =0

si Fi, Fo sont des formules non purement équationnelles et X' est une formule équationnelle. <

DEFINITION 9.2.4. Soit F une formule sans variable et I/ un ensemble de formules sans
variable. On note Fg la formule obtenue en remplacant chaque littéral P de F tel que =P € F
par L et chaque littéral P de F par T. On note F <g G si et seulement si il existe F' C F tel
que F' = Gp. o

REMARQUE.  De facon évidente, si F est une formule sans variable et L un littéral de F et si
F est un ensemble de formules sans variable contenant =L ou L, alors 6(Fg) < §(F).

DEFINITION 9.2.5. Un ensemble de formules fermées en fun £ est appelé un ensemble de
Hintikka si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées (on note E' = §(9)).

1. Toute formule équationnelle de $ est valide.
2.5iL € Falors-L ¢ F.

3. Pour toute formule d € F, soit qﬁ}'(dE) = T, soit il existe un ensemble de formules S C FE tel
que S [= d et pour toute formule d' € S, 6(d') < 6(d).

&

Il est nécessaire d’adapter la preuve de la satisfaisabilité des ensembles de Hintikka a la
nouvelle définition.

LEMME 9.2.1. Tout ensemble de Hintikka est satisfaisable.



PREUVE. Soit E l’ensemble des littéraux de $. $ ne contient aucun couple de littéraux
contradictoires (d’apres la condition 2 dans la définition des ensembles de Hintikka), donc F est
une interprétation partielle. Considérons l'interprétation de Herbrand Z = &z_(F).

Prouvons, par induction sur §(F) que toute formule F € §($) est valide dans Z.

— Supposons que §(F) = 0. Deux cas sont a distinguer.

1. Soit F est un littéral. Alors, F € F, donc (par définition de Z7) 7 = F.
2. Soit F est une formule équationnelle valide. Alors 7 = F.

— Supposons que §(F) > 0. Supposons que Z = F. Alors on a (par définition de 7) Z; (= Fg.
Par définition des ensembles de Hintikka, on en déduit qu’il existe un ensemble de formules
S € §(9) de degré strictement inférieur a §(F) tel que S = F. Par hypotheése d’induction on
en déduit que Z = S donc 7 = F.

C.Q.F.D.

LeMME 9.2.2. Soit (T, ), (T", ") deux tableaux tels que (T, X) =R sycpr-2, (7', &"). Alors
pour toute branche B de T et pour toute solution o de X, il existe une branche B' de T' et une
solution ¢’ de T telle que pour toute formule F € Bo, B'o’ E F.

PREUVE.  La preuve est immédiate (il suffit de considérer successivement chaque regle).
C.Q.F.D.

On note RAMCET-27, grounq la méthode définie par les regles de RAMCET-27, telle que:

— Les regles Ry, R, R_, R.j4sn sont appliquées avec une priorité maximale (il est clair que ces
reégles sont a terminaison finie).

— La regle Ry est ensuite appliquée une fois sur toutes les formules du tableau en choisissant un
terme fermé ¢ tel que la formule obtenue ne soit pas L (modulo R).

— La regle Ry, est ensuite appliquée une fois sur toute formule F telle que ¢z (F) # T (et sur
toute sous-formule de F).

LEMME 9.2.3. RAMCET-27, grounq est complet pour la réfutation. Pour toute formule F insa-
tisfaisable, il existe une séquence d’application des régles de RAMCET-27, suivant la stratégie
précédente de ({{F}}, T) vers un tableau fermé.

PREUVE.  La preuve est similaire & celle de (F1TTING, 1990). Supposons qu’il existe une sé-
quence infinie (7;);cn de tableaux non fermés, vérifiant 7; —~RAMCET-2;, Tiz1. Alors, il existe
une séquence infinie de branches By,...B,,..., ot B;;; est déduite de B; par une regle d’exten-
sion ou de simplification du tableau. Soit B = |J;Z, B;. B est stable par les régles d’extension du
tableau. Nous allons montrer que B est un ensemble de Hintikka.

s’applique.

— Si B contient une formule équationnelle X’ non valide, alors on a X' = 1, donec R_,

— Par irréductibilité par R, et R—, B ne contient aucun couple de littéraux contradictoire.

— Soit E = §(B) et E’ I'ensemble des littéraux de E. Soit d € E. Supposons que ¢3 (dg) £ T.

— S'il existe j tel que d € B;, alors si (b}'(d) = | alors la regle R, ou R, s’applique, donc
il existe dans I un ensemble de formules S tel que S |=d et Vd' € S.6(d') < 6(d). Sinon,
puisque qﬁ}'(dE) Z T, il existe un c-littéral L de F, non valide dans Z, tel que =L < d.
Done, par irréductibilité par Ry, il existe d’ < d tel que d’ € E (rappelons que I'on
considere la forme normale des formules par rapport a R) Or §(d’) < §(d), et E'U{d'} = d.



— Sinon, par définition de RAMCET-27_ 4 ouna, il existe d’ <g/ d tel que d' € E. La encore, on
ad(d)<d(d),et mU{d} E=d.

D’ou B est satisfaisable C.Q.F.D.

LEMME 9.2.4. Soit (T,X) un tableau. Soit o une solution de X. Alors, pour tout tableau T’
obtenu par application des régles de RAMCET-2z, sur (T o, T), il existe une application des régles
de RAMCET-27_ sur (T, X') produisant un tableau (7", X") tel qu’il existe une solution ¢’ de X"
vérifiant T"o' = T".

PREUVE.  La preuve est immédiate (il suffit de considérer chaque regle). C.Q.F.D.

THEOREME 9.2.2. Le calcul RAMCET-2z, est complet pour la réfutation.

PrREUVE.  Soit F une formule insatisfaisable. Par le lemme 9.2.3, il existe une application
des regles de RAMCET-27_g,0unq conduisant a un tableau fermé. D’apres le lemme 9.2.4, cette
dérivation peut étre transformée en une dérivation non fermée utilisant les regles de RAMCET-27_.
C.Q.F.D.

REMARQUE. Comme pour la méthode classique des tableaux, et contrairement a la méthode
des connexions, le calcul que nous avons proposé est confluent, par conséquent la recherche de
la preuve ne nécessite pas de retour-arriere.

9.3 Construction de modeles

Nous présentons maintenant une nouvelle technique permettant d’extraire un modele d’une
branche non-fermée du tableau. Beaucoup plus générale que celle présentée dans (CAFERRA ET
ZABEL, 1993), elle est fondée sur l'utilisation de techniques d’induction et de généralisation.
Afin d’extraire un modele d’une branche B, la méthode étend le modele partiel contenu dans
cette branche, en cherchant une interprétation M contenant toutes les formules atomiques de
la branche. Il suffit ensuite de tester si M est un modele de la formule initiale. La méthode
initiale (CAFERRA ET ZABEL, 1993) considérait pour cela la fermeture universelle des formules
atomiques de la branche. La méthode proposée ci-dessous est plus fine. Elle est fondée sur
I'utilisation d’ensembles de représentations (voir chapitre 8).

9.3.1 Généralisation des ensembles de faits

Intuitivement, la D-généralisation d’un ensemble § est la plus petite eq-interprétation D-
compatible contenant § (si elle existe).

DEFINITION 9.3.1. Soit § un ensemble de c-littéraux et D un ensemble de représentation. §
est dit D-généralisable si et seulement si pour tout F € D:

~ Soit FN S =40.

— Soit ~F NS =140.

La D-généralisation de S est alors I'ensemble noté generalize(S, D) défini par:
generalize(S, D) ={F/FeDASNF W U{=-F/FeDA-SNF#0}
o
EXEMPLE 9.3.1. Soit D = {Vz.P(z),Vy.R(y)}. Soit S = {P(a),~R(b)}. S est D-généralisable
et on a generalize(S,D) = {Vz.P(z),Vy.—~R(y)}. En effet, Vz.P(z) et P(a) ainsi que Vy.R(y) et
R(b) sont unifiables.
En revanche, 7/ = {P(a),-P(b)} n’est pas B-généralisable puisque Vz.P(z) est unifiable a
la fois avec P(a) et P(b). o



9.3.2 Tableaux étendus

Nous allons en premier lieu modifier la définition des tableaux de facon a associer a chaque
branche un ensemble de représentation.

DEFINITION 9.3.2. Un tableau étendu est un couple (T, X) ot

— T est un ensemble de couples (B, D) ot B est un ensemble de formules et D un ensemble de
représentation.

— X est une formule équationnelle.

Une branche est un ensemble B tel que (B,D) € T. o

Les notions usuelles (branche fermée, Mod etc.) ainsi que les regles d’extension du tableau
peuvent étre appliquées de facon immédiate aux tableaux étendus, les ensembles de représen-
tation étant simplement préservés par les régles (par souci de concision nous ne redonnons pas
toutes les définitions).

9.3.3 Procédure d’extraction du modele
Nous définissons la procédure Fxtract qui extrait un modele partiel d’une branche donnée.

Procedure FEztract:

% Extracting a Model of a given tableau %
INPUT:

A branch (B,D)

An equational formula X

OUTPUT:
A model of B
or fail
begin

Compute a solution o of Egpb(T)
if Mod(Bo) is D-generalizable
then M := generalize(Beo, D)
else return(fail)
if 3F € Bo.g y(F) # L
return(fail)
else return(¢z (M))

end

Reégle de génération du modele.

T:((B,D)US,X)
M

Si M = Fxtract((B,D), X) # fail et si pour toute formule F de B, M = F.

}%mod :

EXEMPLE 9.3.2. Les exemples suivants illustrent le fonctionnement de la procédure Fztract. Soit

I, ={Vz.~P(x),Ye.-~Q(z)}.

1. Eztract (cas d’échec 1): Soit B = {=P(a), P(f(a))}. Soit D = {Va.P(z)}. Va.P(z) est
unifiable avec P(a) et P(f(a)) donc D n’est pas D-généralisable. Extract échoue.

2. Eztract (cas d’échec 2): Soit B = {=Q(a), P(a),Q(b)vVQ(c)} et D = {Va.P(z),Vz.Q(z)}.
Va.P(z) est unifiable avec P(a) et Vz.Q)(z) est unifiable avec ()(a) donc la D-généralisation
de B est M = {Va.P(z),Yz.-Q(z)}. Or on a ¢},(Q(b) V Q(c)) = L, donc Fxtract échoue &

nouveau.



3. Extract (cas de succes): Soit B = {-Q(a),P(a),Qb) V Q(c) V P(c)} et D =
{Va.P(z),Vz.Q(z)}. A nouveau, la D-généralisation de B est M = {Vz.P(z),Vz.-Q(x)}.
On a ¢3,(Q(b) VQ(c)V P(c)) = T, donc Extract retourne M.

9.3.4 La regle d’énumération

La regle suivante permet de modifier I'ensemble de représentation associé a une branche du
tableau. Ceci est réalisé lorsque la procédure Frtract échoue (c’est-a-dire lorsque le modele partiel
contenu dans la branche n’est pas D-généralisable, ou lorsque le modele calculé par Fztract est
incompatible avec la formule).

((B,D)uU S, X)

Brer = (B, DU S, 1)

St M = Extract((B, D), X) = fail et siD —p D'

9.3.5 La procédure RAMCET-2 étendue

On étend la procédure RAMCET-27, en ajoutant les regles R,,,q4 et R,.,. En outre, nous
affaiblissons les conditions d’application des regles R, R, Ry. Plus précisément, ces regles sont
appliquées sur une formule F d’une branche B, associée a D si:

- L(F)#T.
- ousi J = Euatract((B,D), X) # fail et si ¢ (F) £ T.

9.4 Résultats de décidabilité

Le résultat ci-dessous met en évidence l'intérét de "approche proposée.

THEOREME 9.4.1. Soit F € Coq-model- Toute application équitable des régles de RAMCET-27,
se termine sur F et retourne un eq-modéle de F.

PrREUVE.  En premier lieu, nous supposons que la regle Ry n’introduit aucune variable libre
dans le tableau.

Soit (7;)ien = (i, X;)ien une séquence infinie de tableaux étendus vérifiant 7; —RAMCET-27.
Tiv1 et So = ({{F}}, T). Soit un eq-modele K de F. Il existe une séquence infinie de branches
((Bi, D;))ien telle que pour tout ¢ K |= B;. Soit M; = Mod(B;) On note B et M les ensembles
B=Urz, Biet M =2, M.

On a ¢z, (M) = F. On note Z l'interprétation ¢z (M).

Supposons qu’il existe k € N tel que Frtract((B,Dy), T) # fail. Puisque Dy est fini, il existe
un sous-ensemble fini ' de M tel que generalize(E,Dy) = generalize(M, D). Par définition
de B, il existe j > k tel que £ C M;. On a Extract((B;, Dy), T) = Eztract((B,Dy), T). Donc
D; = Dy et Extract((B;,D;), T) = Lrtract((B,Dy), T). Notons J = Extract((B,Dy), T).

Notons E I'ensemble S(B). Soit F une formule de £.

Supposons que ¢¥(F) # T. Alors, on montre, par induction sur §(F) que c’est impossible.

— 0(F) = 0. F est soit un littéral, soit une formule équationnelle.

— Si F est un littéral alors on a (par définition de generalize(z,y)), F € J, d'ol ¢Z(F)=T.

— Si F est une formule équationnelle, F est nécessairement valide donc J = F.



— 6(F) > 0. Alors, puisque ¢} (F) # T, il existe un ensemble de formules S € B de degré
strictement inférieur & 6(F) tel que S |= F. Par hypothese d’induction, on a, pour tout G € S,
¢H(G)=T,dou J EG.

Par conséquent, la regle R,,,4 s’applique et retourne 7.

Maintenant, supposons qu’il n’existe aucun k tel que Fxtract((B,Dy), T) # fail. Par défini-
tion, cela implique que la dérivation contient un nombre infini d’applications des regles GR= et
GRy. Il existe k tel que K est Dy-représentable. Soit K’ = generalize(B, D). On a K’ C K donc
¢ (B) = L. Donc Extract((B,Dy), T) # fail, ce qui est impossible.

Maintenant, considérons le cas ou Ry introduit des termes non fermés. Soit (7;);en une sé-
quence de tableaux étendus tels que 7; — RAMCET-27, Tir1- On note A&; la formule Egpb(T;).
Pour toute substitution ¢ : V — 7(X) telle que Vi.t;o est valide, 7;0; est fermé et
T.o — RAMCET-27, Tiz10. Par conséquent, il existe k € N tel que R,,,q s’applique sur 7T;o.
Donc R,,,q s’applique sur 7;. C.Q.F.D.

En corollaire, on en déduit que la méthode RAMCET-2 est une procédure de décision pour
toute classe de formules C telle que toute formule satisfaisable de C appartient a Qeq—modelz'
Cela implique que la méthode est strictement plus puissante que toutes les approches existantes
pour la construction de modeles de Herbrand.

REMARQUE.  En pratique, associer a chaque branche du tableau un ensemble de représenta-
tion différent peut s’avérer couteux. Néanmoins, il est possible d’utiliser un seul ensemble de
représentation pour toutes les branches du tableau (cette stratégie est utilisée dans (PELTIER,

1997¢)).

9.5 Exemples

Nous illustrons ci-dessous notre approche sur les deux exemples 7.3.4 et 7.3.5 (chapitre 7).
Nous donnons simplement les principaux pas de calcul, ¢’est-a-dire la génération du modele a
partir de la branche (la construction du tableau ne présente pas d’intérét ici).

ExXeEMPLE 9.5.1. Considérons la formule 7.3.4 définie au chapitre 7.

Va,y.Pe,y) — P(f(2), f(y)) A =Pla, f(2)) A Pla, a)

En appliquant la regle R;, sur z,y on génere les formules:

P(xlvyl) - P(f(xl)vf(yl))vﬁp(avf(xl))vP(ava)

L’ensemble de représentation initial est D = {Va,y.P(z,y)}. Appliquons la procédure
Fatract. 11 est clair que Fztract échoue puisque P(a,a) et P(a, f(x,)) sont simultanément
unifiables avec Vz,y.P(z,y). On applique donc la régle GR. On obtient D = {Va,y : o #
y.P(z,y),Vo.P(x,z)}. La procédure Fxtract retourne alors I'interprétation M suivante.

{Ve,y:2#y:-P(z,y),Ve.P(z,z)}.

En effet, Va,y : @ # y : P(z,y) est unifiable avec P(a, f(z,)) dont le complémentaire appartient
a D et Va.P(z,z) est unifiable avec P(a, a). M est un modele de la formule initiale (voir chapitre
7). 3

ExXEMPLE 9.5.2. Considérons la formule 7.3.5 (voir chapitre 7).

2. Nous donnerons au chapitre 10 quelques exemples de classes de formules ayant cette propriété.



A P(b,b)
AVz.=P(b, f(z))

Les regles de RAMCET-2 géneérent (en particulier) une branche B contenant les faits suivants.

{Vac.—'P(b,f(x)),P(b,b),P(f(b),b),P(f(b),f(u))}

oll u est une variable libre introduite par la régle Ry.
Cet ensemble de faits est D-généralisable pour I’ensemble de représentation D =

{Vz.P(b, f(z)), P(b,b),Va.P(f(x),b),Va,y: 2 # y.P(f(2), f(y)),Va.P(f(z), f(z))}

L’ensemble generalize(B, D) est

generalize(B, D) =
{Va.=P(b, f(z)), P(b,b),Ya.P(f(x),b),
Va,y:x £ yoP(f(2), f(y),Vo.mP(f(z), f(z))}.

9.6 Extension au premier ordre

Comme au chapitre 8, nous pouvons étendre la méthode afin de traiter des formules du
premier ordre (c’est-a-dire pouvant contenir des quantificateurs universels) sans utiliser la skolé-
misation. Pour cela, nous allons utiliser une nouvelle regle destinée a traiter les quantificateurs 3.
Cette regle est similaire a la regle Ry déja introduite, a ceci pres qu’elle introduit des disjonctions
au lieu de conjonctions.

R3:

(SU{{F=.F}lu B}, X)
(SU{{Fe.(FArz#£y)VF{z—y}tUB}X)

sty est un terme (cela peut étre par exemple une nouvelle variable).

Il est facile de voir que cette regle est correcte. En revanche, il est clair que la méthode ainsi
obtenue n’est pas compléte pour la réfutation, c’est-a-dire qu’il existe des formules ne possédant
aucun modele de Herbrand, mais ne possédant pas de tableau fermé. En effet, il est facile de
voir que le probleme de savoir si une formule du premier ordre (avec quantificateurs existentiels)
admet un modele de Herbrand sur une signature donnée est indécidable, et non semi-décidable.

9.7 Conclusion
L’extension de la méthode des tableaux sémantiques présentée dans ce chapitre est triple.

— D’une part, nous proposons une méthode permettant de simplifier les formules apparaissant
dans une branche donnée.

— D’autre part, nous donnons une nouvelle méthode pour extraire un modele d’une branche
ouverte du tableau.

— Enfin, nous proposons une méthode permettant d’intégrer I'utilisation de stratégies séman-
tiques.



Ces techniques augmentent strictement le pouvoir de la méthode RAMCET-1, c’est-a-dire
la classe de modeles constructibles. Il convient de souligner la modularité de ’approche. La
procédure d’extraction du modele Fztract est indépendante de la procédure utilisée pour générer
les ensembles de faits. Par conséquent, elle peut étre facilement combinée avec n’importe quel
algorithme énumérant les modeles de Herbrand (par exemple les démonstrateurs par tableaux,
SATCHMO, les Hyper-Tableaux, Ramc, etc.). De plus, les techniques présentées ici peuvent
étre généralisées & d’autres formalismes de représentation de modeles tels que les termes avec
exposants entiers ou les automates d’arbres étudiés dans la partie II1. 1l suffit pour cela de
modifier la définition des ensembles de représentation, en ajoutant de nouvelles regles au systeme
GR afin de prendre en compte les nouvelles caractéristiques du langage (par exemple dans le
cas des [-termes, pour prendre en compte les constructions de la forme t”.u).






Chapitre 10

Construction de modeles et
procédures de décision

“Que le poete obscur persévere dans son obscurité s’il veut trouver la lumiere”
Jean PAULHAN.

Dans ce chapitre, nous identifions de facon plus précise certaines classes de formules pour
lesquelles les méthodes proposées se terminent et sont capables de construire des modeles. Nous
donnons quelques exemples de classes dont toutes les formules satisfaisables appartiennent a
Qeq—model' En corollaire, la méthode RAMCET est une procédure de décision uniforme pour
toutes ces classes.

10.1 Arbres de dérivation

Cette section introduit quelques définitions et notations qui seront utiles par la suite. Le
concept d’arbre de dérivation sera utilisé pour représenter et manipuler les dérivations utilisant
les c-regles de réfutation.

DEFINITION 10.1.1. Un arbre de dérivation est un arbre étiqueté par des c-clauses tel que:

— Toute c-clause d’un nceud donné qui n’est pas une feuille peut étre obtenue a partir de ses fils
par application de la régle c-résolution ou c-factorisation.

— La c-clause a la racine est diftférente de T.

L’ensemble des c-clauses d’entrée d’un arbre de dérivation est I’ensemble des c-clauses conte-
nues dans les feuilles de I'arbre. La conclusion d’un arbre de dérivation T est la c-clause [R : X
apparaissant a la racine. On note M+ la formule X.

Un arbre de dérivation T est appelé un arbre de réfutation si et seulement si sa conclusion
est O (la c-clause vide). Un arbre de dérivation T est un arbre de dérivation d’un ensemble de
c-clauses S si toute c-clause d’entrée de T est une variante d’une c-clause de S. Un arbre de
dérivation est dit fermé s’il ne contient que des c-clauses fermées. o

REMARQUE.  Sans perte de généralité, on suppose que toutes les c-clauses d’entrée d’un arbre
de dérivation ne partagent aucune variable.

Le lemme suivant permet d’effectuer certaines transformations sur les arbres de dérivations.

LEMME 10.1.1. Soit S = {[Cy : X AW ], [Chn : Xa AVn]}. Soit T un arbre de dérivation
de S.



M est de la forme Z A N, V.
Soit
So ={[Ci VR, : X AV],. o [CoV R, : X, AY]} tel que Vi < nFH([R; : X;AY]]) = L
et Z A N\i_, V! est satisfaisable.
Alors, il existe un arbre de dérivation T, tel que:
— L’ensemble de c-clauses d’entrée de T, est S,.
- MT2 = Z/\/\?:lyzl
— La conclusion de Ty est [RyV ... R, VR : Mp], ot [R : M7] est la conclusion de T .

PrREUVE.  La preuve est par induction sur 'ensemble des arbres de dérivation.

— Cas de base. La preuve est immédiate si 7 est réduit & un seul nceud.

— Cas inductif. 7 admet un nceud ¢ : [R : Y] dont les fils sont des feuilles. Sans perte de
généralité, on suppose que les fils de [R : Y] sont [C7 : Xy AWN],....[C, : A, AY,] (avec
g < n). Distinguons deux cas.

— c-résolution. [R :)Y] est un Z-c-résolvent de [Cy : Xy AWN],...,[Cy : A, AV] Y
est de la forme Y A A,V ou Y apparait dans la conjonction Z. Puisque Vi <
nFI([Ri : XA AY]) = L et Z A A, V! est satisfaisable, il existe un Z-c-résolvent
[RVVi, B : Y AN Y]de [CoV Ry XAV [C VR A AV
Soit 7' I’arbre obtenu en supprimant les fils de [R : Y]. Par hypotheése d’induction il existe
un arbre de dérivation 7 tel que:

— MT2I =Z /\/\?:(H_l yZ/ /\/\?:1 yZ/

— L’ensemble des c-clauses d’entrée de T, est

{[RV \q/ R YA /q\y;]]}u{[[civRi X A Y/ > q).

i=1 i=1

— La conclusion de 7, est de la forme

q
[Res1V ...V R,V \/ R VR : Mr].

i=1
Considérons I’arbre de dérivation 75 obtenu en remplacant le noeud
4 g
[Rv\ R : Y ANV
i=1 i=1
de 7J par I’arbre de racine

q q
[Rv\ R : V' ANV
i=1

i=1
et de fils
[[Cl\/Rl :Xl /\yﬂL[[Cq\/R Xq/\y(;]]

On a de facon évidente:

- My, = My, done My, = Z AN Y
— L’ensemble des c-clauses d’entrée de T, est S,.

— La conclusion de 75 est identique a celle de 75 ie. [RyV ...V R, VR : M7].

— Etape de c-factorisation. La preuve est similaire.

C.Q.F.D.



10.2 Classes décidables par résolution sémantique

Dans un premier temps, nous comparons notre approche, fondée sur la construction de
modeles, avec des techniques de décision utilisant certaines stratégies de résolution sémantique,
telles que I’hyperrésolution (FERMULLER ET AL., 1993). L’hyperrésolution peut étre considérée
comme un cas particulier de la résolution sémantique ou l'interprétation choisie pour guider la
recherche affecte la valeur false a tout atome. Dans (FERMULLER ET AL., 1993; LEITSCH, 1993),
il est montré que ’hyperrésolution peut étre utilisée comme procédure de décision pour une
large classe de formules logiques, contenant en particulier les classes PvD, Occ1N, etc. Dans
cette section, nous montrons que si Z, est une eq-interprétation et S un ensemble de clauses
satisfaisable tel que la Z,-résolution se termine sur S, alors .S admet un eq-modele M, donc

Sed

eq-model-

10.2.1 L’opérateur Res

Notons Resz la procédure définie par les regles c-factorisation, Model Explosion et Z-c-
résolution.

REMARQUE. Il est clair que si la regle de résolution sémantique (au sens de (SLAGLE, 1967))
se termine sur 5, alors Res7 (5) est fini.

On note DSubc la procédure définie par la regle c-dissubsumption, restreinte par la stratégie
suivante.

La regle de c-dissubsomption est appliquée sur une c-clause C' si et seulement si il existe n
c-clauses C'y,...,C, € S vérifiant les propriétés suivantes.

- DSub({C4,...,C,},S)=T.
— Pour tout littéral L € C; il existe un c-littéral L' € C tel que L’ C L.

Une c-clause C' est dite C-subsumée par un ensemble E si et seulement si DSubc*(CUE) = E
(noté F <. ().

ExeMPLE 10.2.1. La clause P(z)V R(z) subsume P(a)V R(a)V Z(a), mais ne C-subsume pas
P(a)V R(a) V Z(a). En revanche P(z) vV R(z) C-subsume P(z)V R(z) V Q(z). o

10.2.2 Résolution sémantique et construction de modele

THEOREME 10.2.1. Soit T une eq-interprétation. Soit S un ensemble de c-clauses telles que:

— La partie contrainte des clauses de S est T (donc S est un ensemble de clauses, au sens

habituel).
— S est satisfaisable.

— La résolution T-sémantique se termine sur S.

Alors S admet un eq-modéle.

PREUVE.  Notons Sy = DSubc™(Res37(S)). On a O ¢ Sy. Construisons un eq-modele M
de S. Pour cela, des techniques similaires a celles de (FERMULLER ET LEITSCH, 1996) sont
utilisées pour extraire un eq-modele de S. Cependant elles sont plus compliquées, car la regle de

décomposition ne peut étre appliquée directement, a la différence de (FERMULLER ET LEITSCH,
1996).



Soit 1,(.5), 15(5) les invariants suivants.

— I;(S) est vrai si et seulement s’il existe un ensemble de c-clauses FEg tel que
toute c-clause de S est de la forme [R : A6, V...V A,0,] ou il existe une c-clause
7.0,V ...V Z,0,VR :T] €S, vérifiant [Z; : Aj] € Es ([R : X160,V ...V A,0,] est dite
FEg-dominée par [Z,0, V...V Z,0, VR :T]).

— I,(S) est vrai si et seulement si Resy (S) est fini.

Le principe de la preuve est le suivant. Nous supposons ces invariants satisfaits pour 5,
et nous définissons une fonction § transformant S en un nouvel ensemble de c-clauses “plus
simple” (en un sens a préciser) que S. Nous montrons ensuite que les invariants sont préservé
lors du processus, c’est-a-dire que si Iy, I, sont satisfaits pour S, alors ils le sont également pour
4(S). Enfin, nous prouvons que ce processus ne peut se poursuivre indéfiniment, c’est-a-dire que
Papplication répétée de § finit par générer un modele de S.

DEFINITION 10.2.1. Une sous-c-clause [L : X] apparaissant dans une c-clause [LV R : X]
de S est dite minimale si et seulement si pour toute c-clause [L' : X’] € S on a:

— soit L' est une clause unitaire,
— soit il existe un c-littéral I’ de [L' : X'] tel que pour tout c-littéral l € [L : X] on al' ¢ [.

&

REMARQUE.  Si S est fini, alors S contient au moins une sous-c-clause minimale.

Processus de construction du modéele.
Soit S un ensemble vérifiant S = DSubc"(Res™ (5)). Distinguons deux cas, suivant la forme

de S.

1. Si toute c-clause non unitaire de S est vraie dans Z, alors (d’apres le théoréme 7.2.5), S est
la représentation d’un eq-modele de S.

2. Sinon, il existe P = [L : X] une c-clause minimale de S, apparaissant dans une c-clause
[LV R :X] non valide dans Z;.
Soit 7 un arbre de réfutation de SU[R : A7]. Alors il existe, d’apres le lemme 10.1.1, un
arbre de dérivation 7' de S, vers une c-clause de la forme [Lo; V...V Lox : M+]. On note
(C4) la condition suivante : pour tout arbre de réfutation T de SU[R : X], la conclusion de
Uarbre T associé est C-subsumée par un ensemble de c-clauses unitaires de S.

REMARQUE.  Soit 7 un arbre de réfutation de S U[R : X]. Soit {[R : A]o;/1 < i < k}
’ensemble des variantes de [R : X] appartenant aux c-clauses d’entrée de 7. S’il existe
i € [1..k] vérifiant [L : Xo; # [L : My]o, alors [L : Ms]o; C [L : X]. Puisque P est
minimal, [Loy V...V Lo, : M+] est C-subsumé par un ensemble de c-clauses unitaires de
S. Par conséquent (C) est satisfait.

Deux cas sont a distinguer.

— Cas 1. Tout d’abord, supposons que (C) est valide.

Soit E/ ’ensemble de c-clauses unitaires I’ de S telles que I’ est une instance d’un c-littéral
de [L : X]. On note [L : Y] = DSub(E,[L : X]).

Supposons que S" = SU[R : )] est insatisfaisable. Alors il existe un arbre de réfutation
T de S'. D’ou (d’apres le lemme 10.1.1), il existe un arbre de dérivation de S générant
une c-clause de la forme [Loy V...V Lo, :X’]. D’apres (C4), on doit avoir E < .
[Loyv...V Lo, : X']. )
Soit ¢ une solution de M. 1l existe 7 < n tel que F <., Lo;o. Cela signifie que
o & 8(Yo;), ce qui est impossible par définition des arbres de dérivation.

Dot §" = SU[R : )] est satisfaisable. On note §(5) = 5"



— Cas 2. Supposons maintenant qu’il n’existe aucune c-clause telle que la condition (C)
est satisfaite. Par conséquent, il existe dans Res7 (9) un c-littéral P tel que P Z S et une
c-clause C' de la forme [P,V ...V B, : Y] ou [P : Y] (1 <i < n) sont des variantes de
P. Nous allons prouver que S U {P} est satisfaisable.

Si SU{ P} n’est pas satisfaisable, il existe un arbre de réfutation de SU{P} ne satisfaisant
pas (C1). Soit n le nombre de variantes de P dans les c-clauses d’entrée de l’arbre de
réfutation. Puisque P € S, on an > 1.

Soit @ ’ensemble des c-clauses C” de DSubc"(S) telles que tout c-littéral de C” est une
variante de P. Soit € I’ensemble des c-clauses C' dérivables de S telles que C' est subsumée
par une c-clause de &

Toute c-clause de & est dominée par une c-clause de .Sy, donc peut étre transformée par
les régles d’unification (i.e. décomposition et remplacement) en une c-clause de la forme:
[LVR X A...AX], ou k est borné (car Sy est fini). . Soit k., 'entier & maximal
et (4 une c-clause de & correspondant a k... Par définition, il existe C' € & tel
que C' subsume C,,,,. Il existe un arbre de réfutation de S U {P} contenant n variantes
Poy,...Po, de P et ne satisfaisant pas (C}). Par conséquent, d’apres le lemme 10.1.1,
et puisque tout littéral de C est une variante de P, il existe un arbre de dérivation de
S U{C} générant une c-clause C’. D’apres (C}), C" € &. En outre, il existe un arbre de
dérivation de S vers une c-clause D de la forme:

[RoyV...Ro, : (XA AN, oA AN A A, )on A M,

max

ol D est subsumée par C’. D peut étre transformée en une clause dont la partie contrainte
contient n X k4, sous-formules. Puisque n > 1 et n X kpur < kpmaz, ON @ ke = 0.
D’apres I,(9), on en déduit que Y est T. Soit ¢ une substitution associant & toute va-
riable de sorte s un unique terme fermé ¢; de méme sorte (arbitrairement choisi). On a
[PV...VP, :Y]o=Po.

Il existe un arbre de réfutation 7 de S U{[FP : Y]} qui ne satisfait pas (C;). Puisque
C est falsifiée, pour toute variante [P, : Y]0 dans T, 37.Ms est valide (ou T =
Var(M7) \ Var(Y0)). M7z est un probleme d’unification. Soit A” la forme normale de
M par rapport aux régles d’unification usuelles (décomposition, test d’occurrence, in-
compatibilité et remplacement). Soit y une variable n’appartenant pas a 7. Si X” contient
une équation de la forme y = f(t), alors 37. M+ n’est pas valide, ce qui est impossible.
Donc X’ ne contient que des équations de la forme z = y ol x et y sont des variables. Par
conséquent, 7o est un arbre de réfutation et S U{[Pio :Yo]} est insatisfaisable ce qui
est impossible, car S est satisfaisable et S |= [P0 : Yo].

Par conséquent, S U {P} est satisfaisable. On note §(5) = S U{P}.

Nous allons maintenant prouver que les invariants I;, I, sont préservés.

. 11 (9) est vérifié. [, () est évidemment satisfait, puisque Sy contient seulement des clauses.
Soit S” = §(S5). Supposons que [;(5) est satisfait. Soit C' une c-clause de Resz(S’). C' est
obtenue a partir de c-clauses de S’ par une dérivation de longueur k. La preuve est par
induction sur k. Par construction, S’ est de la forme SU{[R : Y AY]}ou [PV R : X] € S.
Soit Fg = Es U{[P : Y]}

— k=0.5iC €8S, la preuve est immédiate, puisque I,(9) est vrai. Sinon, C' =[R : X' A Y].
Alors par I,(S), il existe une clause ZV P’V R' € Sy Es-dominant [PV R : X]. Alors
ZN P'V R Egi-domine [R : X].

— k > 0. Soit D la derniere c-clause déduite dans la dérivation. D est déduite soit par
factorisation, soit par résolution.

— factorisation. D est, de

la forme: [PE)VR : X As=t]ou D' = [P(t)Vv P(5) VR : X] est déductible de S



par une dérivation de longueur k£ — 1. Par hypothese d’induction, il existe dans Sy une
clause de la forme ZV P/V P,V R Eg,-dominant D', Par irréductibilité par factorisation,
il existe dans Sy une clause de la forme Z Vv P’V R" Eg-dominant D.

— résolution. La preuve est similaire.

Par conséquent, I, est préservé.

2. 1,(S) est vérifié. C'est une conséquence de I;(5).
Toute c-clause de Resz(S) est de la forme: [R :\/;_, X:6;] ot il existe une clause 7,6, V
.V Z,0,V R €S, telle que [Z; : A;] € Es. Puisque le nombre de c-clauses de Sy est fini,
il existe un nombre fini de formules distinctes \/}_, X:6; (le nombre de substitutions 6 et
de c-littéraux possibles sont finis). Par conséquent, le nombre de c-clauses de Resz(S5) est
borné.

Soit &' = 8. Res. On peut construire une séquence (éventuellement infinie) d’ensembles de
c-clauses satisfaisant I, et [, et obtenus par des applications répétées de ¢ :

S, 8'(8),8(8'(S)),...,8"(S) ...

On note S; I’ensemble §"(S). Il reste & prouver que la séquence (5;) est finie.

Supposons que (.S;) est infinie. Soit C; = [R : Y] la c-clause choisie a I’étape ¢ durant la
construction de (S;). On note ¢(n,S) la cardinalité de I'ensemble des c-clauses de longueur n
dans DSubc™(5). m; est la longueur maximale des c-clauses C' de S; telles qu’il existe j > i et
D € S; tels que €' domine D.

Pour tout ¢ on note j; le plus petit 7 tel que j > i et 3D € 5;, 3C' € S; tel que C' domine D
et |C] = m,.

Soit j > . Puisque toute c-clause ajoutée a S; pendant le processus de construction de (.5;)
est dominée par une clause de S;, on a: Vn > m,.¢(n,S;) > &(n,S;). En outre ¢(m;, S;) >
&(m;, S;,). De plus, si j > 4, on a par définition m; < m;. Par conséquent, il est possible de
construire une séquence infinie (j;);en telle que le couple (my,, ¢(m;,,S;,)) décroit strictement.
C.Q.F.D.

10.2.3 Portée et limite du théoreme précédent

Le théoreme 10.2.1 montre que notre méthode est plus générale que la résolution sémantique
(guidée par une eq-interprétation). Il nous permet de donner une caractérisation sémantique
d’une large classe de formules pour laquelle RAMCET est une procédure de décision. En effet,
il existe de nombreuses classes de formules pour lesquelles la résolution sémantique (avec une
eq-interprétation) se termine. D’apres le théoreme 10.2.1, notre méthode est une procédure de
décision pour toutes ces classes (voir section 10.4).

Mettons maintenant en évidence quelques limites de ce théoreme. Tout d’abord, on pourrait
chercher a étendre la démonstration a des c-clauses quelconques au lieu de clauses standards.
Cela est impossible, comme le montre ’exemple ci-dessous.

EXEMPLE 10.2.2. Soit S I’ensemble de c-clauses suivant sur la signature ¥ = {0, succ}.

[-P(z,y) V-P(y,z) 1a#y]
[P(z,y) vV P(y,2) 12 #y]

De fagon évidente, la c-(-résolution se termine sur S et S est satisfaisable (I'interprétation
P(succ'(0), succ?) — 1 < j est un modele de S). Cependant, S n’admet aucun eg-modéle sur la



signature {0, succ}. En effet :

PREUVE.  Supposons que S € Qeq—model' Soit 7 un eq-modele de S. Sans perte de généralité,
nous supposons que Z est en forme normale. Soit p la profondeur maximale des termes de Z. Soit
ty, s les termes succ?t(0) et suce®1(0). On aty # ¢, done, soit I |= P(ty,t5),s0it Z |= P(ts, t).
Supposons que Z = P(ty,t3) alors 7 | = P(t3,t1). Donc il existe un c-littéral L de Z tel que
P(ty,t;) C L. La partie clause de L est de la forme P(succ(z), succ™(y)), avec n < p, m < p.
En outre, la partie contrainte X' de L est soit T, soit ¢ = y, soit ¢ # y. Z = = P(ts,t,) donc
P(ts,t1) € L. Par conséquent, on a X' # T. De plus, puisque P(ty,t3) C L, X # 2 = y. Donc
X = # y. Dans ce cas P(t2,t) C L, ce qui est impossible. C.Q.F.D.

REMARQUE.  L’interprétation de P peut étre exprimée par des contraintes dans les termes avec
exposants entiers (voir (PELTIER, 1997a) ou chapitre 11) : il suffit d’utiliser la formule: P(z,y) —
dn, m.z = succ™(0) Ay = succ™(0) An < m), ou par des contraintes d’ordre (P(z,y) — = < y).

&

Il est également tres naturel de chercher a étendre ce résultat au cas ou la subsomption est
utilisée conjointement a la résolution sémantique. Malheureusement, le théoreme 10.2.1 n’en est
plus un si la regle de subsomption est utilisée pour réduire ’espace de recherche, comme l'illustre
I’exemple suivant.

EXEMPLE 10.2.3. Soit S =

F(e, y) v ~E(suee(z), suce(y)
—|E(0 succ(x))
—F(suce(x),0)
E(x,y)V =Pz, y) vV =Py, z)
P(z,y) v Py, z)

Cette formule n’admet aucun eq-modeéle sur la signature {0, succ}. En effet I'interprétation
de F est I’égalité syntaxique sur 'univers de Herbrand. Donc, S est équivalent a

{E(xvx)v[[_'E(xvy) - 7£y]]vp(xvx)v[[_'P(xvy)\/_'P(yvx) - #y]],P($7y)\/P(y7$)}

qui ne possede aucun eq-modele, comme nous I’avons vu précédemment. Or I’hyperrésolution (cas
particulier de la résolution sémantique) avec la subsomption se termine sur S. Les seules nouvelles
c-clauses générées sont en effet soit E(z,y)V P(z,y)V P(y,z), qui est subsumée par P(z,y)V
P(y, z), soit F(z,z)V P(z,z) qui est subsumée par F(z,z). Evidemment, 'hyperrésolution ne
se termine pas sur S si la subsomption n’est pas utilisée pour réduire 'espace de recherche. ¢

En revanche, il est possible de chercher a étendre ces résultats au cas ou une restriction de la
subsomption est utilisée. Par exemple, nous pouvons considérer le cas ou seule la subsomption
unitaire est utilisée (cas fréquent en pratique, car la subsomption non unitaire est coiteuse a
mettre en ceuvre). Nous conjecturons que le théoreme 10.2.1 est toujours valable dans ce cas.

10.3 La classe monadique

Une formule du premier ordre est dite monadique, si elle ne contient aucun symbole de
fonction et si tous les symboles de prédicat sont d’arité 1 au plus. Comme nous 'avons vu
précédemment, les ensembles de clauses satisfaisables obtenus a partir de formules de la classe
monadique ne possedent pas nécessairement de eq-modele. Cependant, il est possible de montrer



que toute formule monadique satisfaisable appartient a Qeq—model' Pour cela, il suffit d’utiliser
un algorithme de transformation en forme clausale visant a réduire la portée des quantificateurs
avant skolémisation, et permettant de transformer toute formule monadique en un ensemble de
clauses ne contenant aucun symbole de fonction d’arité supérieure a 1. Cette transformation est
fondée sur le théoréeme suivant.

THEOREME 10.3.1. Soit F une formule monadique. F est équivalente a& une combinaison boo-
léenne F' de formules de la forme Jx.M ou Yx.M, ot M ne contient aucun quantificateur et

Var(M) = {z}.

PREUVE.  Voir par exemple (OPHELDERS ET DE SWART, 1993). C.Q.F.D.

REMARQUE.  La preuve du théoréeme précédent fournit en outre un algorithme pour construire
automatiquement la formule 7’ correspondant & une formule monadique F.

COROLLAIRE 10.3.1. Soit F une formule de Ia classe monadique. 1l existe un ensemble de clauses
S sans symbole de fonction d’arité supérieure ou égale a 1 telle que F est satisfaisable si et
seulement si S est satisfaisable, et tout modéle de S est un modéle de F.

Preuve. 1l suffit d’appliquer la procédure habituelle de transformation sous forme clausale
sur la formule F’, en appliquant 'opération de skolémisation avant la réduction en forme prénexe.
Par définition de F’, aucun quantificateur n’est sous la portée d’un autre quantificateur. Donc,
tous les symboles de fonction introduits dans la formule sont d’arité 0. C.Q.F.D.

REMARQUE. On aalors S¢€¢ d’ot F €€

eq-model> eq-model-

COROLLAIRE 10.3.2. Les méthodes RaMC et RAMCET sont des procédures de décision pour la
classe monadique, si la traduction définie plus haut est utilisée.

Notons toutefois que la transformation des formules de la classe monadique en ensemble de
clause sans symbole de fonction exprimée par le théoreme 10.3.1 est exponentielle, donc reste de
se révéler inutilisable en pratique. Par conséquent, ’utilisation de stratégies d’ordonnancement
(FERMULLER ET AL., 1993) pour la décision de cette classe de formules semble préférable en
général.

10.4 Résumé des classes décidables par notre méthode

Nous donnons ci-dessous une liste de classes de formules dont toute formule satisfaisable
appartient a Qeq—modelv pour lesquelles la méthode RAMCET-27, est une procédure de décision.
Nous rappelons succintement la définition de certaines de ces classes.

— Classe monadique : classe de formules ne contenant que des symboles de prédicat d’arité
1 ou 0, et ne contenant aucun symbole de fonction d’arité 1 ou plus.

— Classe Bernays—Schonfinkel : classe de formules de forme prénexe de la forme J37.Vy. M,
ol M ne contient aucun symbole de fonction d’arité 1 ou plus.

— Classe PVD (FERMULLER ET AL., 1993): ensembles de clauses telles que pour toute va-
riable z, la profondeur maximale d’occurrence de x dans un littéral positif est inférieure a
la profondeur maximal d’occurrence de z dans un littéral négatif (modulo un renommage
des littéraux). PvD contient en particulier les sous-classes de Horn KI et KII. PvD peut étre
décidée par hyper-résolution.



— Classe OCC1N (FERMULLER ET AL., 1993): ensembles de clauses C' telles que pour toute
variable z :

1. le nombre d’occurrence de & dans des littéraux négatifs de C' est inférieur ou égal a 1,

2. si x apparait a la fois dans un littéral négatif et positif de C', alors la profondeur maximale
d’occurrence de x dans un littéral positif est inférieur a la profondeur minimal d’occurrence
de z dans un littéral négatif.

OcclN contient en particulier les sous-classes de Horn D2 et D3 (FERMULLER ET AL.,
1993). L’hyperrésolution (avec I'opération de condensing) (qui est un cas particulier de la
subsomption) est une procédure de décision pour OcclN.

— Classe VED (FERMULLER ET AL., 1993): ensemble des clauses de Horn telle que toutes
les occurrences d’une méme variable apparaissent a des profondeurs identiques. Cette classe
est décidable par hyper-résolution.

— Classe RRSD (KLINGENBECK, 1996).

— Classe KPOD. (LerrscH, 1993). Un ensemble de clauses S appartient a la classe KrPoD
si toute clause C' de S contient exactement 2 littéraux et si pour toute variable 2 le nombre
d’occurrence de z dans les littéraux négatifs de C' est strictement inférieur au nombre d’oc-
currence de z dans les littéraux positifs de C' (modulo un renommage des littéraux).

— Classe des ensembles de clauses décomposées. Une clause est décomposée si deux
littéraux distincts ne partagent aucune variable.

10.5 Indécidabilité du probleme “S a un eq-modele”

Afin de montrer que la méthode RAMCET est une procédure de décision pour une classe de
formules donnée, il suffit de montrer que toute formule satisfaisable de cette classe admet un eq-
modele. Par conséquent, une question se pose : existe-t-il un algorithme permettant de décider si
un ensemble de clauses donné admet un eq-modele? Un tel algorithme serait d’un grand intérét
pratique, puisqu’il donnerait une caractérisation syntazique de la classe de formules traitable par
notre méthode. Malheureusement, ce probleme est indécidable, comme le montre le théoreme
suivant.

2

THEOREME 10.5.1. Le probléme “F € € est indécidable.

eq-model 7

PREUVE.  On réduit le probleme “F € € ” au probleme de correspondance de PosT

o
' X ) eq-model *
qui est connu comme indécidable.

Soit ay,...,a, et by, ..., b, deux séquences de chaines de caracteres sur un alphabet V. Soit
¥ =H0,succyUV.

Pour toute chaine s on note [(s) la longueur de [ et si ¢ < [(s), on note s(¢) le i-eme symbole
de s.

Considérons 'ensemble de formules suivantes.



1 P(0,0).

2 P,(0,0).

3 (-EX,Y)VE(, 0))/\P1(X DAP(Y, I) -
Ve A QUas ), sued (X)) A N Q0(7), sucei (V)
AP (succ @) (X)), suce(I)) A Py(succ'®: )(Y), suce(1))

4 -Q(X,Y)V-Q(Z,Y)V E(X, Z).

5 B(X,X)

6 Aresa Vie, (X, Y) — E(f(Xy,..., X)), f(Y1,...,Y,)

T Atges. 2 7ES(),9(7))

8 E(X,Y)V-Pi(X,Z)V -P.(Y,Z).

9 E(X,Y)V-Pi(Z,X)V-Pi(Z,Y).

10 E(X,Y)V —Py(X, Z)V —Py(Y, Z).

11 E(X,Y)V —Py(Z,X)V —Py(Z,Y).

12P(X,Y)= (R(Y) - -R(s(Y)))

REMARQUE.  L’interprétation de £ est I’égalité sur 7(X).

Nous allons montrer que S € Qeq mode] Si et seulement s’il existe une séquence d’entiers
i1, ..., satisfaisant le probleme de correspondance de Post.

— Supposons qu’il existe un eq-modele M de S. Sans perte de généralité, nous supposons
que M est en forme normale. A cause de la formule 12, si pour tout n, il existe a tel que
M = Pi(z,n), alors pour tout n, on a M = R(n) — —R(n+1). Cest impossible, puisque M
est un eq-modele. Donc, il existe n tel que P, (z, n) est faux. Supposons qu’il n’existe aucun
(x,1) tel que i > 0 et M | Py(z, 1) A Py(2, ). Alors, par induction sur N, on montre que pour
tout ¢ il existe z,y tel que M = Pi(z,i) A P2(y, i) ce qui est impossible. Par conséquent, il
existe k # 0 et ¢ tels que M = P (k,i) A P2(k, 7). Par induction sur N et en utilisant 3 on
montre que si P(k,7) est vrai, alors pour tout &' < k, il existe z tel que Q(k',z). D’apres
4, z est unique. Soit s; le terme tel que (7, s;). Soit s la chaine s;..... Sg—1- A cause de la
formule 3 et puisque P(0,0) est valide dans M, s est une chaine de la forme a;,.a,,..... a;
(par induction sur k) et de la forme b;,.....b;,. Donc on a s = a;,.qa,,. . ... a;, = b;,.b;

— Réciproquement, supposons qu’il existe une séquence satisfaisant le probleme de Post
(41,...,%). Soit s =a;,..... a;,. Soit M le eq-modele suivant.

Vz < 1.Q(z,s(2)).

Ve <LP(l(a,)+ ...+ 1(a;,), 2)
Ve <LPy(I(bi,) + ...+ 1(b.), 2)
Yo,y E(z,y) — (z #y)

Vo <l/x=2Xk, R(x)

Il est tres facile de vérifier que cet ensemble de littéraux est satisfaisable et que le modele
correspondant satisfait S(a,b).

C.Q.F.D.

Le théoreme 10.5.1 montre qu’il n’est pas possible de donner une caractérisation syntaxique
de Qeq mode]- Puisque le eq-modele de S(a, b) donné dans la preuve est également une interpré-

tation atomique, il n’existe aucune caractérisation syntaxique de la classe Catomic:
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Chapitre 11

Termes avec exposants entiers

11.1 Limite du pouvoir d’expression des formules équationnelles

Dans la partie précédente, nous avons proposé et étudié diverses méthodes de construction de
modeles de Herbrand. Ces interprétations étaient représentées par des formules équationnelles
interprétées dans la théorie vide. Mais, comme nous ’avons vu au chapitre 7, les formules
équationnelles ont un pouvoir d’expression limité. Considérons la formule .S suivante:

P(z)V P(f(z))
~P(z) vV oP(f(2))
P(a)

S admet un unique modele de Herbrand (sur la signature ¥ = {a, f}) qui est:
P(f"(a)) est vrai si et seulement si n est pair.

Cette interprétation ne peut pas étre exprimée par une formule équationnelle, i.e. elle n’est
pas une eq-interprétation (voir par exemple (KLINGENBECK, 1996) pour une démonstration
formelle). Cet exemple montre qu’il existe des formules satisfaisables trés simples ne possedant
pas de eq-modele. Il est donc naturel de chercher un formalisme plus expressif, permettant de
représenter une plus large classe d’interprétations. Pour cela, une solution consiste a étendre
la classe de formules utilisées dans les contraintes en introduisant des langages plus expressifs
que les formules équationnelles du premier ordre. Les langages considérés doivent néanmoins
préserver les propriétés de ’approche initiale, c’est-a-dire qu’il doit exister un algorithme pour
la résolution des contraintes dans la théorie considérée. Plusieurs solutions sont envisageables
afin d’étendre le langage utilisé dans la représentation du modele. Nous pouvons tout d’abord
représenter le modele par une formule équationnelle interprétée dans une théorie non-vide F,
inconnue a priori, et calculée pendant le processus de construction. Il s’agirait alors de résoudre
les contraintes dans une algébre non libre (I’algebre initiale de la théorie considérée). Par exemple,
un modele de I'ensemble S ci-dessus peut étre exprimé facilement dans la théorie f(f(z)) = z.
Deux problemes se posent.

1. D’une part, la résolution des contraintes dans une théorie non vide est connue comme in-
décidable (en général). Il faudrait alors imposer des conditions trés fortes pour préserver la
décidabilité de la théorie.

2. D’autre part, il faut également donner une méthode pour générer automatiquement de telles
théories (pendant le processus de construction de modéles).

Dans (CAFERRA ET PELTIER, 1995b), nous avons proposé une méthode pour générer inter-
activement de telles théories, et montré comment elles peuvent étre utilisées pour construire des
modeles de formules pour lesquelles la méthode initiale échoue. Cependant, cette technique a
I'inconvénient d’étre essentiellement interactive, que ce soit pour la génération de théories (les



criteres permettant le calcul de la théorie peuvent étre vérifiés automatiquement, mais ’espace
de recherche est tel que 'aide de I'utilisateur s’avere souvent indispensable), ou pour la réso-
lution des contraintes. Nous n’avons donc pas retenu cette méthode (utilisée dans (BOURELY,
1992; BoUuRrELY, 1998)).

Une seconde possibilité consiste & étendre le langage utilisé dans les contraintes, en choisissant
une théorie particuliere pour laquelle le probleme de la validité est décidable. En particulier, il
existe de nombreux travaux sur la représentation d’ensembles infinis de termes, qui fournissent
des outils appropriés pour la représentation des interprétations de Herbrand.

11.2 Schématisation d’ensembles infinis de termes

De nombreuses procédures de calcul symbolique (telles que la méthode de résolution ou la
procédure de Knuth-Bendix) sont susceptibles de diverger en générant une infinité de termes
ou de formules structurellement similaires, obtenus par répétition d’un certain contexte le long
d’un chemin de longueur variable. Par exemple, étant données les clauses :

{P(a),=P(x) v P(f(2))},

la procédure de résolution permet d’engendrer ’ensemble de c-clauses

{P(f"(a))/z € N}.

Pour traiter ces ensembles, de nombreux chercheurs ont cherché des formalismes permettant
d’exprimer des séquences infinies de termes similaires. Les premiers travaux dans ce domaine
(CHEN ET AL., 1990), introduisent la notion de termes recurrents. Il s’agit de termes dans lesquels
il est possible d’itérer n fois un certain contexte. Ils permettent par exemple de représenter
des ensembles de termes du type f"(a), ou n est une variable. Par la suite, de nombreuses
améliorations ont été apportées au formalisme initial : w-termes (CHEN ET Hs1iana, 1991), I-
termes (COMON, 1992), R-termes (SALZER, 1992), et les grammaires primales (HERMANN, 1992;
HERMANN, 1994). Une tres large bibliographie, ainsi qu’une étude détaillée de ’ensemble de ces
formalismes et de leurs pouvoirs d’expression respectifs peuvent étre trouvés dans (HERMANN,
1994; AMANISS, 1996; AMANISS ET AL., 1993).

Ce chapitre traite d’un formalisme de schématisation particulier : les termes avec exposants
entiers, ou [-termes (ComoN, 1992; CoMmoN, 1995) ou plus exactement une extension de ce
formalisme, qui est un bon compromis entre le pouvoir d’expression et la faisabilité des opérations
élémentaires. En particulier, nous prouvons que la résolution des contraintes équationnelles dans
les I-termes est décidable. Ce résultat de décidabilité est nouveau (seule la décidabilité du
fragment positif et existentiel était connue jusqu’alors). Il est nécessaire a I'utilisation des termes
avec exposants entiers pour la construction et la représentation des modeles. 11 a également un
intérét en dehors de toute application a la construction de modeles. Nous définissons ensuite
une nouvelle regle d’inférence permettant d’introduire de facon automatique de tels termes
dans un ensemble de c-clauses du premier ordre. Cette regle permet de tirer parti du pouvoir
d’expression des termes avec exposants entiers pour augmenter de fagon importante la classe de
modeles constructibles.

11.3 Définition et notations

11.3.1 Syntaxe des /-termes

Les termes avec exposants entiers sont une extension naturelle des termes du premier ordre.
Cette extension consiste a autoriser I'itération d’un contexte ¢, n fois suivant un ensemble de
chemins.

Nous supposons que § contient un symbole particulier N. Les éléments de Vy sont appelés
variables entiéres. 3. est supposé contenir les symboles 0 :— N, suce : N— Net +: Nx N — N.



Le symbole ¢ est un symbole spécial appelé “trou” et supposé distinct des éléments de V, 3, Q2.
En outre, nous supposons que €2 contient les symboles < et < de profil N x N et que, pour tout
f 15— s, 80it f est + ou succ, soit s n’est pas N'.

DEFINITION 11.3.1.  Les ensembles TI (2, A) des termes de sorte s avec ¢ trous de sorte '
sont les plus petits ensembles vérifiant Ies re]amons suivantes.

~VNX Sl (5,).

- SiVk <, t € TISM(E X) et f: cey Sy > S, 1 =0+ ..o+ 4y, alors f(t, ... ) €
TIZ(sys’)(zLX)‘

- o€ Tfi,s(zv')()

— " € Trfs (3, X) sim est un terme entier, t € T, (3, X), 1> 0, u € 77f, (3, X).

5,81

Un I-terme est un élément de 71(, (3, X') (il est indépendant de s'). Pour plus de simplicité,
lensemble des I-termes (resp. de sorte s) sera noté (X, X') (resp. 77,(3, X)). o

REMARQUE.  La définition des I-termes introduite ci-dessus est en fait une généralisation de
celle de (ComoNn, 1995), car elle autorise la présence de plus d’un trou dans un terme. Le
langage ainsi obtenu est strictement équivalent au langage des R-termes de (SALZER, 1992)
ou aux grammaires primales faibles de (HERMANN, 1994). Nous avons utilisé la notation de
(CoMoN, 1995) car elle nous semble plus naturelle.

Par souci de clarté, nous introduisons quelques notations, qui seront utiles dans les sections

suivantes.
La notion de position dans un terme est étendue aux termes de TI o (3, X)), par la relation
Pos(t".u) = {A}. Nous notons T, I'ensemble des termes de 7y, Pour tout terme t € T,

P,(t) dénote ’ensemble {p € Pos(t)/t;, = o}. Les I-termes de la forme t".u sont appelés des
N-termes. Pour tout ensemble de positions P, Min(P) dénote une position p dans P telle que
pour tout ¢ € P.|gq| > |p| (par exemple, on peut prendre le minimum de toutes les positions
de longueur minimale par rapport & l'ordre lexicographique). En particulier, Min(t) dénote la
position Min(P,(t)). Pour tout terme ¢, Py(t) dénote I’ensemble des positions p telles que ¢, est
un N-terme.

Nous modifions la définition de 'ordre de sous-terme sur les termes de la fagon suivante.

DEFINITION 11.3.2.
Un terme s est dit sous-terme d’un termet (noté s < t) si et seulement si 'une des conditions
suivantes est vérifiée.

- s=1.
— t est de la forme f(ty,...,t,) et il existe ¢ (1 <1 < n) tel que s est un sous-terme de t;.

— t est de la forme {7 .15 et s est un sous-terme de t; ou un sous-terme de t5.
s est appelé un sous-terme propre (noté s < t) de t si et seulement si s est un sous-terme de

tets#t.

Les formules (resp. clauses, c-clauses) contenant des I-termes sont appelées des [-formules
(resp. I-clauses, [-c-clauses).

1. Cette hypothese est nécessaire a la décidabilité de la théorie.



11.3.2 Sémantique des /-termes

Les formules considérées sont interprétées dans la théorie obtenue par 'union de ’arithmé-
tique de Presburger et de la théorie:

{0 = u, " = t(t" )}
Plus précisément :

DEFINITION 11.3.3. Une I-interprétation est une interprétation 7. telle que:

— Le domaine de la sorte N est I'ensemble des entiers naturels 0, succ(0), succ(suce(0)), . ..
— L’interprétation de + est 'addition usuelle sur N.

— L’interprétation de < et < est I'ordre habituel sur N.

— Va.I(succ(z)) = suce(Z(x)).

- Z(0)=0.

Une [-assignation est une assignation (Z,0) telle que 7 est une [-interprétation. L’image
d’un I-terme par une I-assignation A est définie par les relations suivantes.

La sémantique des I-termes et des I-formules s’en déduit alors de facon immédiate (cf. chapitre
2). On appellera interprétation partielle de Herbrand une interprétation ((D;)s,Z) telle que pour
tout s # N, D, = 7,(X) et Vt € D, I(t) =1.

La notion de substitution s’étend de facon immédiate aux I-termes par la relation :

o(s"u) = o(s)"™.o(u)

11.4 Décidabilité du probleme d’unification sur les /-termes

Avant de nous intéresser a la résolution des formules du premier ordre sur les [-termes,
nous allons étudier un cas particulier : les problemes d’unification (formules positives, purement
existentielles). Nous montrons la décidabilité du probleme d’unification sur le langage des I-
termes en étendant 'algorithme de (Comon, 1995), défini pour des termes ne contenant qu’un
seul trou, a des I-termes quelconques.

DEFINITION 11.4.1. Un probleme d’unification est une formule purement équationnelle du
premier ordre de la forme:

i=1

DEFINITION 11.4.2. La frontiere de s = ¢ sera notée Fr(s =1t) et définie comme suit.



fr(f(tlv' 7tn):g(817"'8n)):L(ij#g)
Fr(f(ty,-.- tn) = f(s1,...8,)) = Niey Fr(t; = si)
Fr(s=t) =s=t1

(si s out est une variable ou un N-terme
etsAtettAs)
=1

Fr(s=t)
(si s out est une variable ou un N-terme
ets<tout<s)

Fr(s=s) =T

&

EXEMPLE 11.4.1. Soient deux termes t = f(g(z,y),9(a,b)) et s = f(u,g(a,y)). La frontiere de
t =sest:
Frit=s)=(g(z,y)=unT ANy=a)

" Frit=s)=(9(z,y) =uny=aqa)

&

REMARQUE.  La définition 11.4.2 implique que Fr(s = t) ne contient aucune équation s, = {4,
ol ljy < 84 ou 5|4 < t}4. Cette condition simplifiera ’écriture des regles d’unification.

Il est facile de voir que pour toute équation s = t, si toutes les expressions entieres apparais-
sant dans les N-termes ont une valeur différente de 0:

S(s=1t)=8(Fr(s=1)).

11.4.1 Résumé de la procédure d’unification

Comme dans (CoMON, 1995), nous supposons que toutes les expressions entieres apparaissant
dans un N-terme ont des valeurs distinctes de 0. Le cas ou ces expressions sont égales a 0 doit
étre considéré séparément?. Le résumé de la procédure d’unification que nous proposons est
similaire a celui de (ComMmoN, 1995).

1. En premier lieu, on utilise les regles d’unification classiques: Occur Check, Decompose,
Clash, Trivial, Replacement, ainsi que des regles spécifiques aux I-termes, permettant de
simplifier les termes de la forme ¢°.u ou t"**.u. Les régles d’unification peuvent étre étendues
de fagon immédiate aux [-termes. Il est clair (voir par exemple (JOUANNAUD ET KIRCHNER,
1991)) que le systeme de régles correspondant (noté R) est correct et a terminaison finie. Par
conséquent, nous pouvons supposer sans perte de généralité que les problemes d’unification
sont irréductibles par R. Les seules équations qui restent a considérer apres application
des régles de R (c’est-a-dire qui sont irréductibles par R et non résolues) sont de la forme
suivante.

s =15%1uy
ol s n’est pas une variable (si une équation n’est pas de cette forme, il est facile de vérifier
qu’au moins une des régles de R s’applique).

2. Nous introduisons une regle Unfold 1 qui a pour objet de réduire le probleme au cas
particulier ou s contient un N-terme ¢7*.u,, tel que pour tout ¢; € P,(t5), il existe un préfixe
p; de q;, tel que sp,, = t7".u,. La forme générale des équations obtenues apres application de
cette regle est illustrée par la figure 11.1.

2. Nous verrons a la section 11.6.1 que cette condition n’est pas restrictive pour application des [-termes a la
construction de modeles.



ul u2

F1G. 11.1 - : équations qui restent a considérer aprés Unfold 1 (on a p; <pref )

3. Ensuite, nous déplions les termes des équations afin de nous assurer que la longueur de la
position la plus courte de P,(¢;) est la méme que celle de la position la plus courte de P, (2),
i.e. ou | Min(t,)| = |Min(ts)], en utilisant la regle Unfold 2. Pour cela, il suffit de “déplier”
d, fois le terme ¢, et d fois le terme 5, avec dy X | Min(t,)| = ds x |Min(ty)| = d (d est le plus
petit multiple commun de | Min(t,)| et |Min(t5)]). Puis, on utilise les réegles Unfold 3, Clash
3, Replace 1, 2 pour éliminer les équations dont les positions ne sont pas comparables.

4. Enfin, nous prouvons que toutes les équations qui restent & considérer satisfont une propriété
particuliere permettant de définir une regle de décomposition “infinie”. La forme générale
des équations obtenues avant I’étape de décomposition est donnée par la figure 11.2.

Cette regle de décomposition nous permet de simuler par une régle unique k applications
successives de la régle de décomposition classique. Par exemple, ’équation f(o)*.z = f(o)™.y
peut étre transformée en

i

(mn=mAz=y)VIk.n=m+kA flo)ra=y)VIK.(m=n+k ANz = f(o)".y).

Si t et s sont deux termes tels que ¢ < s, on notera s{t — ¢’} le terme obtenu en remplacant
toutes les occurrences de ¢ dans s par t'.

11.4.2 Regles d’unification

Dans cette section, nous définissons les regles d’unification et prouvons leur correction. Des
exemples sont également donnés afin d’illustrer le fonctionnement des regles.



Fia. 11.2 - : équations restant a considérer avant Decompose 2

Reégles d’unification classiques

Trivial s=s—T
Decompose fO)y=fGE) —t=53
Clash fO)=9(5) = L (i f#9)

Variable Elimination z=sAP — 2 =sAP{z + s}
siz g Var(s),z € Var(P),z ¢ Vy

et soit s n’est pas une variable, soit s € Var(P).
Occur Check s=t— L (sis<t)

Reégles de simplification des [-termes

Base case tPu—u
Induction case t"*'.u — t(t".u)

Unfold 1:

t"u=s—(n=1Atu)=s)V
(Amn=m 4+ 1A Frt(t™)u=s){t; <t} ANty =1s)

si m est une nouvelle variable entiere, Clash 2 ne s’applique pas et au moins 'une des

conditions suivantes est vérifiée.
L Frt(t™u)=s)=1

2. (ti=ts) € Fr(s=1t({t".u)) et t; =t".u.



3. (ti =1ts) € Fr(s=1t(t".u)) et t; est une variable.

4. (t; =t3) € Fr(s=1t(t".u)) et t; est un N-terme et il existe un N-terme ¢’ dans s tel que ¢/
n’apparalt pas dans t; = t,.

REMARQUE.  Si Fr(t(t".u) = s) = L, la régle peut s’écrire t".u = s —n = 1 At(u) = s. Les
termes t; et t, sont inutiles dans ce cas. Néanmoins, nous considérons simultanément ces deux
cas par souci de simplicité.

LEMME 11.4.1. Unfold 1 est correcte.

PREUVE.  Soit ¢ une solution de t".u = s, telle que o(n) > 1. On a o(t".u) = o(s). Soit
M € Vy tel que (M) = o(n) — 1. o(t(t".u)) = o(s) done Fr(t(t™.u) = s) # L, et par
décomposition, on a, pour tout t; = t, € Fr(t(t™).u = s), o(t1) = o(tz). Par substitutivité, on
a o(t(tM" u){t, «+ t2}) = o(s{t; + t2}). La réciproque est immédiate. C.Q.F.D.

ExeEMPLE 11.4.2. Considérons le probleme f(f(o,0)*.a, f(o,0)"2.a) = f(o,0)".a. La regle
Clash 2 ne s’applique pas. Afin de décider si Unfold 1 s’applique, nous calculons la fron-
tiere F de f(f(o,0) .a, f(o,0)*.a) = f(f(o,0)™.a, f(o,0)™a). De fagon évidente, F contient la
formule f(o,0)*.a = f(o,0)™.a. Donc Unfold 1 s’applique et le probleme est transformé en :

dm
(n=1Af(f(o,0).a, f(o,0)"2.a) = f(a,a))
V(n=m+1A(f(o,0).a= f(o,0)™aA f(o,0)*.a = f(o,0)".a))

f(o,0)™.a est remplacé par f(o, )" .a dans le second terme. o

Le lemme suivant précise la forme des équations qui restent a considérer i.e. qui sont irré-
ductibles par rapport a R et Unfold 1.

LEMME 11.4.2. Soit s = t".u une équation irréductible par rapport & Unfold 1 telle que s n’est
pas une variable.

1. Pour tout ¢ € P,(t), il existe p € Py(s), tel que p Spref q.

2. Pour tout q,¢' € P,(t), et pour tout p,p’ € Py(s) tel que p < qgetp < ¢’ nous avons

pref pref

— —
S|p = Slp/ =t

3. A
PREUVE.  Soit s = {".u une équation irréductible par rapport a R et Unfold 1.

1. Supposons qu’il existe ¢ € P,(t), tel que pour tout u’ € Py (s), v fpref q. Par irréductibilité
par rapport a Unfold 1, Fr(s = #(t™.u)) n’est pas L. Donc, deux cas sont a distinguer.

(a) ¢ € Pos(s): alors (s = t™.u) € Fr(s=t(t".u)), et Unfold 1 s’applique.

(b) II existe un préfixe p de ¢, tel que s, est une variable. Alors s, = t(t".u), € Fr(s =
t(t™.u)), et Unfold 1 s’applique.

2. Supposons qu’il existe v,v" € Py(s), tel que s, # 51,1, et ¢,¢" € P,(t) tel que v Sprefq et
v Spref q'. Soit {1 = s, et ty = s),. Nous savons que (t; = ¢(t".u),) et (to = t(t™.u)})
appartient & Fr(s = t(t".u)). On a soit t; £ ts, soit ty £ t;. Supposons que t5 A .
Par irréductibilité par rapport & Unfold 1, ¢(¢™.u), contient ¢,, donc ¢”.u > ¢,. Mais
(ty = t{t™u)) € Fr(s = t({t™.u)), et t(t".u) > t™u > ty, ce qui est impossible, par
définition de Fr(s = t(t™.u)).



3. Supposons que ' < t".u. Nous savons que pour tout ¢ € P,(t), il existe p € Py(s) tel que
P <pref 4> €t sp = t'. Alors (¢ = t({t"u)p) € Fr(s = t(t".u)). Mais ¢".u < t(t".u)), donc
t < t(t".u)pp, ce qui est impossible.

C.Q.F.D.

On appelle P{(s,t;) 'ensemble des positions p € Py(s) telles qu’il existe une position ¢ €
P,(t;) telle que p <pref 4- Notons s le terme s(t7".uy). De facon similaire, le terme s(t) dénote
le terme obtenu & partir de s en remplacant chaque occurrence de t7*.u,, par t.

Nous réduisons maintenant le cas général au cas ol les longueurs des positions Min(t,) et
Min(t,) sont égales. C’est 1'objet de la regle ci-dessous.

Unfold 2:

sy ) =152 = Vo cn, M1 =11 A S(E]uy) =157 uy
Vicroca, M2 =12 A st uy) = 57 ug
\/092@(17091@(2 ki, koomy = s X by + 1y
AMmy = oy X kg + 1o
s((EF2) it uy) = (857) %2052 uy

Si Min(t,) # Min(t,), d est le plus grand diviseur commun de |Min(t,)| et |Min(ts)|, oq =
| Mingt,)| o — IMing.)|
T

d s 42 —

LemME 11.4.3. La régle Unfold 2 est correcte.

PREUVE.  La preuve est similaire a celle de (Comon, 1995). C.Q.F.D.

ExeMPLE 11.4.3. Considérons le probleme f(o)”.a = f(f(¢))™.a.
On a [Min(f(¢))| = 1 et |Min(f(f(¢)))] = 2. Donc f(¢)".a doit étre déplié. On obtient le
probleme suivant.
(n = 1A f(a) = F(f(e))™a)
V(Eka =25k 4+ 1A F(F(0)-(a) = F(F(o))"a)
V(@kn=2xk A f(f(0).a= f(f(o))™.a)

&

L’objet des regles Unfold 3, Clash 3 et Replace 1, 2 est d’éliminer les équations qui
contiennent certaines positions incomparables.

Unfold 3:

s(tTuy) = 57w = Imy,mony =my + 1A Ny =me +2At =0
AFr(s(t (17 uy)) = ta(ta (8572 u0)) ){t + v}
\/(n1 =1A S(tl(ul)) = tg2.U2)
V(ng = LA s uy) = to(us))
\/(n2 =2A S(t?l.ul) = tz(tz(ﬂz)))

St Fr(s(t:(t"u1)) = ta(t2(t57.us))) = L ou s’il existe ¢ = v (resp. v = () dans
Fr(s(ti(t7 ur)) = ta(ta (152 uq))), tel que ¢572.us ou ¢"* .uy est un sous-terme de dans ¢ = v, soit
t5'%.us ou t7"t.uy n’apparait pas dans ¢ = v, et ¢ est un N-terme ou une variable.

LEMME 11.4.4. Unfold 3 est correct.



PREUVE.  Soit ¢ une solution de s(¢{'.u;) = t5%.u,. Supposons que o(n;) > 1 et o(ns) > 2.
On a o(s(t1(t7".u1))) = o(t=2(t2(t5%.us))), ot o(my) = o(ny) — 1, et a(ms) = o(n2) — 2.
St Fr(s(t;(t7"u1)) = ta2(t2(t5%.us))) est L, on obtient une contradiction. Si (¢ = v) €
Fr(s(t;(t7 ur)) = ta(t2(t5%.us))), on a o(t) = o(v), donc on obtient par substitutivité

o (st (17 ) {t < v}) = o (t2(t2(£72 ug) ){t + v}).

C.Q.F.D.

Le lemme suivant sera souvent utilisé par la suite.

LeMME 11.4.5. Soit v,v',t,t" quatre termes. Soit P I'ensemble des positions p telles que v, =,
et P’ I'ensemble des positions p’ telles que v|,, = t'. Soient q,q 2 positions comparables dans

P x P'. Siv =" est satisfaisable, et si ¢ < q' alors pour toute position p,p’ € P X P', ou

pref
bien p et p’ ne sont pas comparables, ou bien p Spref p'. De méme, si ¢ < ¢, et si p et p' sont

comparables, alors p < p'.

PREUVE.  La preuve est immédiate. S’il existe une solution o de v = v, et deux positions
comparables p, p’ € Px P’ telles que p Sprefplv alors o(t') est un sous-terme de o(t). De méme,

s’il existe p,p’ et ¢,q¢' dans P x P’ tel que p Sprefp/ et ¢ <pref ¢ cela signifie que o(t) est un

sous-terme de o(t’) et que o(t') est un sous-terme de o(t), ce qui est impossible. C.Q.F.D.

Précisons la forme des équations qui restent a considérer.
LEMME 11.4.6. Soit F': s(t]*.uy) = t5%.us une équation telle que Unfold 3 ne s’applique pas.
1. Pour tout p € P,(t,), et pour tout u € P\ (s,t;), il existe ¢ € P,(t5) tel que u.p et q sont
comparables.

2. Pour tout q € P,(ts), il existe p € P,(t;) et u € Py(s), tel que u.p et q sont comparables.
PREUVE.  Soit I’ : s(t]*.uy) = t32.us une équation telle que Unfold 3 ne s’applique pas.

1. Soit u € Py (s,t2), p € Ps(t1), tel que u.p et ¢ ne sont pas comparables, pour tout ¢ € P,(t2).
Par irréductibilité par rapport & Unfold 3, Fr(s(t; (7" .u1)) = t2(£2(15'%.us))) n'est pas L.
Supposons qu’il existe un préfixe p’ de u.p tel que ¢ : ¢5(¢5 (57 us))|, est soit une variable,
soit un N-terme. Alors, t # t7'?.uy (sinon il existerait ¢, ¢ € P,(t2), tel que p’ = ¢.¢’, donc
u.p > ¢, ce qui est impossible, puisque u.p et ¢ ne sont pas comparables). Donc, ¢ ? t5'2.u,
(puisque t est soit une variable, soit un N-terme apparaissant dans ¢,). Par irréductibilité
par rapport a Unfold 3 c’est impossible.

Par conséquent s(t (17" .11))jup = lo(t2(t5?.u2))jup appartient a Fr(s(t, (7" .ui)) =
to(t2(t5"2.us))) Par irréductibilité par rapport a Unfold 3 on en déduit £, (¢s(£5.us))jup >
t5'%.uy donc il existe q,¢" € P,(t;) tel que

u.p < q.q.
Donc u.p < ¢ ou g < u.p, ce qui contredit le fait que u.p et ¢ ne sont pas comparables.

2. La preuve est similaire.

C.Q.F.D.

Clash 3:
st ug) = 57Uy — L

S’il existe p € P,(t1), u € Py(s,t2), g € Ps(ts), telles que u.p <pref @ €t si les regles Unfold
1, 2, 3 ne s’appliquent pas.

LEMME 11.4.7. Clash 3 est correct.



PREUVE.  Soit F': s(t'.uy) = t57.us une équation telle que Unfold 1, 2, 3 ne s’appliquent
pas. D’apres le lemme 11.4.6, il existe ¢ € P,(t;) et u € P (s,t2) telles que u.q et Min(t,) sont
comparables. Nous avons soit u.q <pref Min(ts) soit u.q Zpref Min(ts). Mais, par irréductibilité
par Unfold 2, |Min(t;)| = | Min(t,)| < |q| donc u.q 2 pref Min(t,).

Toute instance satisfaisable de F est de la forme s(t;(t)) = t2(¢'). De plus, on a s(t1(t))ju.q =1
et ta(t') Mg, =t et u-q 2 pref Min(ts). Par le lemme 11.4.5, nous en déduisons que si F est
satisfaisable, pour tout p € P,(t1), pour tout u € Py (s,t3) et pour tout ¢ € P,(t2), u.p Kpref q.

C.Q.F.D.

A ce stade, nous savons, par irréductibilité par rapport a Clash 3 que Vg € P,(t3).q €
Pos(s(t1)). On note v(s, 1, q) le terme s(t1),-

La reégle suivante est utilisée pour forcer les ensembles P,(v(s,t1,q)) & étre identiques pour
tout ¢ € P,(ty). Cette propriété sera nécessaire par la suite lors de la définition de la régle de
décomposition.

Replace 1:

s uy) = 657wy — (b (u1)) = 152 us Ay = 1V
dmyng = my + 1A (s(t1(v) = 57u) AT uy =0

S’il existe q,¢" € P,(t2) tel que Fr(v(s,t1,q)(t" . w1) = v(s,t1,¢) (¢ u1)) contient une
équation de la forme ¢{"*.u; = v (ot v est un terme quelconque).

REMARQUE.  Le cas ot Fr(v(s,t1,q)(t7" . u1) = v(s,t1,¢)(¢7" u1)) est L sera traité par la
suite avec la regle Decompose 2.

LEMME 11.4.8. Replace 1 est correct.

PREUVE.  Soit o une solution de s(t7*.u;) = t32.uy, telle que o(ny) > 1. Pour tout ¢ € P,(t,),
o(s(ti*ur))jg = o(t3?.us). Donc pour tout ¢,¢" € Py (t,), on a

a(s(t (B ur))ig) = o (st (0" w1)) 1)
ot o(my) = o(ny) — 1. Donc
o(v(s,ty,q) (7 uy)) = o(v(s, tr, ¢ ) ([t ).

Par conséquent, la correction de Replace 1 peut facilement étre prouvée en utilisant la méme
technique que dans le lemme 11.4.1. C.Q.F.D.

EXEMPLE 11.4.4. Soit P : ¢g(¢,a)".x = ¢g(¢,)™.x. Considérons les positions ¢ = 1 et ¢' = 2 dans
P,(g(¢,0)). La frontiere de g(g(¢,a)™.x,a);, = g(g(c,a)".x,a),y est a = g(o,a)™.x donc P est
transformé par Replace 1 en

(n=1Ag(z,a)=g(o,0)"2)V(n=m+1ANa=g(o,a)".aNgla,a)=g(c,o)".z).

Pour toute position ¢ € P} (s,t2), nous savons par définition de P} (s,t5) que g € Pos(ts).
w(ts, q) dénote le terme t5),. Nous pouvons introduire la regle Replace 2, similaire a Replace
1.



Replace 2:

s(tTruy) = 5% us — s(t7uy) = ta(uz) Ang = 1V
Elmz.nz = M» + 1A S(t?l.ul) = tz(v) A t72n2‘u2 —

S’il existe q,¢" € Py(s,tz) tel que Fr(w(ts, q).t5 = w(ts, ¢').t5'%) contient une équation
v =15 Us.

LEMME 11.4.9. Replace 2 est correct.

PREUVE.  Soit ¢ € Py (s,ts). Soit o une solution de s(t7".u;) = t52.us, telle que o(ms) > 1.
Nous avons, par décomposition o (s(t1".u1)|s) = o(t2(t5"*.w1),) ot o(ms) = o(n,) — 1. Donc

o(t7 uy) = o(w(ts, ¢) (15%.uy))

(ot a(my) = o(ng) — 1).
Pour tout ¢,q' € P (s,ts5), on a a(w(ts, q)(157%.u1)) = o(w(ts, ¢')(t5.u1)), et la preuve est
similaire a celle du lemme 11.4.8. C.Q.F.D.

Considérons la regle suivante.

Decompose 2

st ug) = 52Uy —
(o = 1A st uy) = ta(ug))
vV
dm.(ny =m+1)
A ( /\ v(s, t1,q)(a) = v(s, t1,¢')(a)
4,9'€Po(t2)
Av(s,ty, Min(ts))(a) = s'(a) Aty(a) = s'(a) A w(ts, Min(s))(a) =t} (a)
AN wltsp)(a) = w(ts,p)(a)
p.p'€Py (5,t2)
A ((ny = ng) As(uy) = us)
VaAmy.(ng +my = ng A s(uy) = 5" us)
V Ama.(ng + ma = ny A s(E72u1) = us))

ou Unfold 1, 2, 3, Clash 3, Replace 1, 2 ne s’appliquent pas, s’ (resp. t,) est obtenu en
remplacant dans s (resp. t5) le terme a chaque position p € P{ (s,ts) par o. t] est obtenu en
remplacant dans ¢; chaque terme & une position ¢ € P,(t3) par a.

REMARQUE. a dénote nimporte quelle constante dans la signature 3. En fait, cela peut étre
n’importe quel terme: ’irréductibilité par rapport aux regles précédentes assure que les seules
équations contenant a obtenues apres le processus de normalisation seront de la forme a = a.

Avant de prouver la correction de Decompose 2, voici quelques exemples qui illustrent son
fonctionnement.

ExeMPLE 11.4.5. Considérons le probleme P : f(o)”.2 = f(o)".y. lci, les ensembles P} (s,ts)
et P,(t») ne contiennent qu’une position. Donc les conjonctions A, ,cp o,y v(s:t1,¢).a =
v(s,t1,q).a et /\pyp,epl,v(sh) w(ty, p).a = w(ty, p').a sont équivalentes a T.



P est transformé en

m=1A f(o)".z = f(y)
VIkm=Fk+1

Na=aNha=aA fla) = f(a)

Al(n = m) Az = y)

Vam.(n+mp=mAz= f(o)".y)

Vams.(n=m+ma A f(o)™.2 =y)

[’exemple suivant montre que la premiere ligne (i.e. la condition m = 1) est nécessaire.

EXEMPLE 11.4.6. Soit P = f(z,g(z, f(c,0))".d) = f(b,g(z,¢))™ f(c,d). Ici encore, P (s,ts) et
P,(t3) ne contiennent qu’une seule position. P est irréductible par Unfold 1, 2, 3, Replace 1,
2. P est transformé en :

m= 1A f(z,g(z, fle,0))"d) = (b, 9o, F(e,d)
VIkm=Fk+1
Af(b,a) = flz,a) A fle,a) = f(z,a) Ag(a,a) = g(z,a)
Alln = m) A (e, d) = F(e, )
Vamg.(n+mp=mA flz,d) = f(b,g(z,0)" (f(c,d)))
Vadma.(n=m+mas A fz,9(z, f(c,0)))™.d = f(c,d))

A cause des équations f(b,a) = f(z,a) et f(c,
a L. Donc P est équivalent & f(z,g(z, f(c,©))".d)
Decompose). m=1An=1Az=0b.

Si nous n’avions pas considéré séparément le cas m = 1, nous n’aurions pas obtenu cette

a) = f(z,a), le second disjoint est équivalent

f(b, ( , f(e,d))), i.e. & (par Unfold 1 et

solution ! o
L’exemple suivant montre l'utilité des conjonctions A, ,icp, 1, v(s,ty,q).a = v(s,t1,¢).a et
/\p,p’EP]’\,(s,tz) w(t27p)‘a = w(t27p/)‘a

EXEMPLE 11.4.7. Considérons le probleme P = f(z,t,,t,) = f(z,g(z,0,0),9(c,0,0))™.2z, ou
eSt g($7 f($7 <>7 <>)7 f(d7 <>7 O))n'z'

P est transformé en:

m = 1/\f($7t17t1) = f($7g($7272)7g(07272))

Vdkm=k+1
Af(z,a,a) = f(d,a,a)
Af(z,a,a) = f(z,a,a) A f(z,a,a) = f(z,a,a) A g(z,a,a) = g(z,a,a)
Ng(z,a,a) = g(c,a,a)
AN(n=m)A f(z,2,2) = 2)
\/Elml.(n—l—m =m

Vamy.(n = m—l— ms

Les équations f(z,a,a) = f(d,a,a) et g(z,a,a) = g(c, a,a) impliquent que ¢ = d donc que le
probleme n’a pas de solution pour m > 1. Sans ces équations, nous aurions trouvé des solutions
pour m > 1. Plus précisément, l'irréductibilité par rapport & Replace 1, 2 assure uniquement
que les positions des constantes a dans les deux termes sont identiques, mais n’assure pas que
ces deux termes sont unifiables. o

LEMME 11.4.10. Decompose 2 est correct.



PREUVE.  Soit F' = s(t{*.u;) = t52.uy une équation irréductible par rapport a Unfold 1, 2,
3, Clash 3, Replace 1, 2. Supposons que o est une solution de s(t7'.u;) = t5%.u, telle que
o(ns) > 1 (si o(ns) = 1, la correction de la regle est immédiate).

Nous avons vu que, pour tout ¢, ¢' € P,(ts), o(v(s,t1,q) (7" u1)) = o(v(s, t1,¢) (17 .u1)). (o
o(my) = o(ny)—1). De plus, par irréductibilité par rapport a Replace 1 Fr(v(s,t1,¢)(t7".u) =
v(s,ty,q)(t7" .uy)) ne contient pas ¢7"*.u;. En effet, s’il contient ¢{"*.u;, nous savons, par irré-
ductibilité par rapport & Replace 1, que toute équation contenant ¢{"*.u; doit étre de la forme
t = v, ol t est un terme apparaissant dans 7*.uy, et v > 7" .uy. Mais si t < t*.u,y, alors t < 1"
et ¢t < v, ce qui est impossible, par définition de Fr. Done, o(v(s,t1,¢)(a)) = o(v(s,t1,q)(a))
(pour tout terme a). Soit v = v(s, 1, ¢)o.

De méme, par irréductibilité par rapport a Replace 2, on montre que o(w(ts2, ¢)(a)) =
o(w(ts, ¢')(a)), pour tout g € Py (s,ts). Soit w = w(ts, q)o.

Les termes s(t7'.u;), et t5%.us doivent étre de la forme donnée par la figure 11.1. On a
o(s(ti*uy)) = o(ty?.us), donc o(s(tit.uy)) = o(th(w(ta, q)(t5.us))) ol g € P(s). La frontiere
de s(t7".uy) = 52 .uq est

Fr(s' =t,) U{thtuy = w(ts, q)(17%.uq) }.

(puisque par définition, pour tout ¢ € Py (s,ts), nous avons s, = {11y et (152 uy), =
w(tsz, q)(t52.uz)). Donc nous avons o(s') = o(t}).

De la méme fagon, nous avons o(t]) = o(w(ts, ¢)(a)), pour tout q € P,(t5).

Il reste uniquement a montrer que o(v(s,t;, Min(ts))(a)) = o(s').

Soit Spin = Min(Py(s,t2)) Win = Min(P,(w)) vmin = Min(P,(v))

En premier lieu, nous prouvons que:

|Smin| = |Umzn|

Nous avons (par irréductibilité par Unfold 2) |Min(t,)| = |Min(t,)|. Prouvons d’abord que:
| Min(t)]| = [Wmin-Vmin]

Par définition de #] et v(s,t;, q), nous avons: p € P,(t,) si et seulement s’il existe p; tel que
(t)1p, = a et pr € Py(v(s,t1,q)), tel que p = p1.ps.

En particulier : Min(t1) = p1.p2, ot (t])p, = @ et py € P,(v).

Nous avons: Wy, .p2 € P, (t2), donc | Min(t,)| < |wWmin-p2|. i.e.: |p1| < |wmin|. Par conséquent

|p1| = |Wmin]. De méme, on montre que: |ps| = |vpmin|. Mais | Min(ts)| = |Min(t,)], donc
Nous avons de méme: |Min(ty)| = |Smin-Wmin|-

Par conséquent
|5min| = |Umzn|

Nous avons: o(v(s,ti,t7" uy)) = o(s(w(ts, t52.u1)))

Maintenant, montrons que pour tout p € P, (v), il existe u € P§(s,t3), tel que p et u sont
comparables. Soit p € P,(v).

Nous avons sp, € Py(s,t2), et Wpin.p € P,(t1), donc par irréductibilité par rapport a
Unfold 3 (voir le lemme 11.4.6), il existe q,¢' € P,(t2), telles que Spin Wpmin.p et ¢.¢' sont
comparables. Nous devons avoir: ¢ = S,,in . Whin, donc p et ¢’ sont comparables. Mais ¢ = u.¢”,
ol u € Py(s,ts), et p et u sont comparables.

De méme, on montre que pour tout u € Py (s,ts), il existe p € P,(v), tel que p et u sont
comparables.

Soit p € P,(v), et u € P{(s,t3). Supposons p et u comparables et p # u. Deux cas doivent
étre distingués.

1. p > pref U- Il existe u' € Py (s,ts3), tel que v, et u' sont comparables. D’aprés le lemme
11.4.5, on en déduit : v, > pref w', done |vyin| > |@/|. Ceci est impossible, puisque |u'| >

|Smin|7 et |szn| = |Umzn|



2. u > pref P- Il existe p’ € P,(t1) tel que sp;, et p’ sont comparables. Par le lemme 11.4.5, on

en déduit: s,,i, >prefp/7 donc |s,in| > |p|, ce qui est impossible.

Par conséquent, pour tout p € P,(t,), il existe u € Py (s,t3), tel que uw = p, et pour tout
u € Py (s,ty), il existe p € P,(t,), tel que u = p.
Donc: Fr(v(s, t1,t7"uy) = s(w(ts, t5%.u1))) = Fr(v(s,ty,a) = s(a)) U {t7"w =
w(ta, t52.uy) }.
Donc Decompose 2 est correct.
C.Q.F.D.

REMARQUE.  Sit; et ¢, contiennent seulement une occurrence de o, il est facile de voir que
notre algorithme est équivalent a celui proposé par (ComoN, 1995). En effet, les regles Replace
1, 2 et Clash 3 ne sont jamais appliquées et les regles Unfold 1, 2, 3 présentées dans ce
chapitre deviennent équivalentes aux regles Unfold 1, 2, 3 de (ComoN, 1995) suivies d’une
étape de normalisation. Donc, I’algorithme de (ComMoON, 1995) est un cas particulier du nétre.

11.4.3 Terminaison et complétude

Dans cette section, nous prouvons la complétude et la terminaison du systeme le regles R,,;;
introduit a la section précédente. Pour cela, il faut montrer que tout probleme irréductible par
rapport a Rum'f est une disjonction de formes résolues et que ’application non-déterministe des
regles de Rum'f se termine pour tout probleme d’unification P.

THEOREME 11.4.1. (Terminaison) Le systéme R i est a terminaison finie.

uni

PrREUVE.  L’idée de la preuve est la méme que celle du théoreme 6.1 de (Comon, 1995). Nous
donnons une interprétation I des problemes d’unification qui sont irréductibles par rapport a

R, telle que la valeur de tout probleme P diminue par application des regles dans Runif‘
La définition de [ est similaire, mais légerement différente de celle utilisée dans (CoMoON,
1995).

Nous rappelons tout d’abord la définition de la mesure F-size (Ezponent Size) sur les I-
termes (CoMON, 1995).

— E-size(z) = E-size(c) = E-size(a) = (0,0) pour toute variable z et toute constante a
— E-size(f(s1,...,5,)) = maz{FE-size(s;)|1 < i < n}
— E-size(s™.t) = maz{(n,+1,0), (my, ms+1)} si E-size(s) = (nq, na) et E-size(t) = (mq, mo)

L’interprétation I d’une formule atomique est la suivante :

— I(F) = 0, si I’ est une formule arithmétique, ou si F' est de la forme = = ¢, ol z est une
variable résolue (i.e. n’apparait qu’une seule fois dans le probleme).

= I(ty =) = (n(ty = ts),{E-size(ly), E-size(ts) }, {|Pos(t1)], |[Pos(t2)| }, status) ou:

1. n(F) est le nombre de N-termes distincts de F.

2. status = 1 si Unfold 2 est applicable sur t; = t,, 0 sinon.

L’interprétation d’un probleme d’unification est définie par:

IFTR N AF) = (u,{I(F),....](F)})

ou u est le nombre de variables non résolues dans la formule.



Nous allons prouver que pour tout probléme d’unification P et pour toute application P — P’
d’une regle de R, alors I(P") < I(P), ol P” est la forme normale de P’ par R.

Si la regle d’élimination de variables est appliquée dans la normalisation, la décroissance est
immédiate (le nombre de variables non résolues décroit strictement). De facon similaire, si une
regle Clash ou Occur Check est appliquée, la décroissance est immédiate. Ces cas peuvent
par conséquent étre éliminés. Considérons une formule atomique F : ¢ = t'. Si les regles Clash,
variable elimination et Occur Check ne sont jamais appliquées, il est facile de voir que
la forme normale de F' par rapport a R est : A;({, = {}4), ol {}; ou tj, est un N-terme ou
une variable (par irréductibilité par rapport & Decompose). Par conséquent, pour chaque réegle

dans Rum'fv

prouver que |, = |, est inférieur & ¢ =t

et pour chaque formule atomique ¢t = ¢/ dans la partie droite des regles, nous devons

— Unfold 1: 3 types d’équations doivent étre considérées:

— t(u) = s: il est facile de voir que n(t(u) = s) < n(t".u = s). Alors, pour chaque équation
t(u)jg = 5|4 dans la forme normale de t(u) = s, on peut montrer que I-size(s|,) < I-size(s)
et que [-size(t(u)),) < E-size(t”.u).

- Fr(t(t™u) = s{t; « t;}): puisque Variable Elimination ne s’applique pas, chaque
équation t(t".u)), = 5|4 dans Fr(t(t™.u) = s{t; < t,}) est irréductible par rapport a R.
Si t; est une variable, la décroissance est immédiate (remarquons que dans ce cas le nombre
de variables distinctes apparaissant dans I’équation diminue strictement). Supposons que
t; est un N-terme. Nous avons: n(t(t".u) = s{t; < t2}) < n(t".u = s). En effet, la regle
remplace le N-terme t".u par t™.u (par irréductibilité par rapport & Clash 2, s ne contient
pas t".u), et remplace le N-terme ¢, par t,, ou t; £ t, (par définition de la frontiere).

— t; =ty : 81 t; est une variable, la décroissance est immédiate.
Sity est un N-terme, par définition de Unfold 1, deux cas sont a distinguer :

1. ¢ty = t™.u: il est facile de voir alors que Pos(t,) < Pos(s) (E-size est constant), et
Ity =t"w) < I{t"u = s).
2. Si ty > t™.u: par définition de Unfold 1, il existe un N-terme ¢ dans s tel que ¢t

n’apparait pas dans t; = t5. Donc n(t; = ;) < n(t".u = s).

— Unfold 2: en premier lieu, nous avons & montrer que n décroit. 3 types d’équations doivent
étre considérées:
Los(th ) = th2.uy
2. s(ti*.uy) = t57.us ¢ la preuve est immeédiate.
3. s((t5?)™ruy) = (£57)™ .us: sl n augmente alors soit ¢52.us contient ¢7'.u; soit s contient

t52.u;. Par irréductibilité w.r..t Clash, Unfold 1, ceci est impossible.

Montrons ensuite que F'-size ou Pos() diminue strictement. 3 types d’équations doivent étre
considérées :

1. s(t7up) = t5.uy 2 nous avons: E-size(s(t]".uy)) < E-size(s(t7 .us)).
2. s(ti ) = (ty.us),. Nous avons: E-size(s(ti’.uy)) < E-size(s(t]".uy)) et
E-size((t5? us)y) < E-size(t5?.uy).

3. s((t7?)™ A1 uy) = (152)72 452 ug  icl E-size et Pos() n’augmentent pas et status diminue
strictement.

— Unfold 3: nous devons simplement considérer 1’équation ¢; = ¢, (les autres équations sont
similaires & celles que nous avons déja traitées dans les régles Unfold 1 et Unfold 2).
Par définition de Unfold 3, nous avons soit t; 2 52.uy soit t; 2 7" .uy. Donc n(t, =t3) <
n(s(tT .uy) = t5%.us). (nous avons: t5°2.us £ s et 17 .uy A 772 us).



— Clash 3: la décroissance est immédiate
— Replace 1: Deux équations doivent étre considérées:
1. F:s(t(v)) = 52 .uq. 1l est facile de voir que:
n(F) < n(s(tTur) = 52 .us)
En effet, t7'.u; n’apparait pas dans F, et chaque N-terme de F' apparait dans s(t7'.u;) =
t;l2.U2.

2. t7" .y = v. Par irréductibilité par rapport & Clash 3, s(t7'.u;) ne contient pas t52.u,.
Puisque v < s(t]*.u;), nous en déduisons que: t5%.u; n’apparait pas dans t"*.u; = v,
donc: n(t =v) < n(F).

— Replace 2: La preuve est similaire a la précédente.

— Decompose 2
Il est tres facile de voir que n n’augmente pas, et que F-size diminue strictement.

C.Q.F.D.
DEFINITION 11.4.3. Un probléme d’unification P est dit sous forme résolue s’il est soit L,
soit T, soit une disjonction de formules de la forme :
ou ny,...,n, sont des variables entiéres apparaissant seulement une fois dans la conjonction,
Fy, ..., E, sont des expressions linéaires et x+,...x, sont des variables n’apparaissant qu’une
seule fois dans la conjonction. o
THEOREME 11.4.2. (Complétude)

Un probléme d’unification irréductible par rapport a Rum'f est en forme résolue.

PrREUVE. 1l est facile de voir que si un probleme P n’est pas en forme résolue, alors ['une des
regles de Rum'f s’applique.

C.Q.F.D.

11.4.4 Comparaison avec ’unification des R-termes

(SALZER, 1992) propose un algorithme permettant de résoudre les problemes d’unification sur
les R-termes. Les formalismes des R-termes et des I-termes avec plusieurs trous sont équivalents
dans le sens ou ils permettent de réprésenter les mémes ensembles de termes.

Une des caractéristiques de notre algorithme d’unification est que — a la différence de celui de
(SALZER, 1992) — il n’utilise pas de procédure “subordonnée”. En effet, la regle cycle de (SALZER,
1992) nécessite une procédure afin de calculer pour une équation de la forme: s(t7.uy) = 52 .us,
4 entiers mg, g, n, m tels que:

]—'r(s(t?”"’k.ul) = tg””"'k.uz) = ]—'r(s(t’f"’k.ul) = t;”"'k.uz)

Ceci peut étre tres colteux (en temps de calcul) tout particulierement si ces entiers sont grands:
on doit en effet calculer les frontieres f,, , de ces deux termes pour toutes les valeurs de m
et n et comparer chacun des f,,, avec toutes les frontieres calculées précédemment afin de
détecter un cycle (i.e. 4 entiers myg, ng, n,m tels que f,,, », = fam). Cette comparaison doit
naturellement étre réalisée modulo les propriétés AC du connectif A. Dans (SALZER, 1992), il
est prouvé que cette procédure se termine. L’existence d’un tel cycle permet d’appliquer une
regle de décomposition similaire a la regle Decompose 2. Notre algorithme évite I'utilisation
d’une telle procédure en déterminant directement les valeurs de mg, ng, n, m (c’est le réle des
regles Unfold 2). Cette remarque met en évidence la différence principale entre 1’algorithme
de SALZER et le notre. Des implémentations efficaces et des expérimentations sont évidemment
indispensables pour pouvoir juger de 'efficacité pratique des deux algorithmes.



11.5 Problemes équationnels sur les /-termes

Dans cette section, nous étendons les regles de la section 11.4 afin de traiter des formules du
premier ordre. Pour des raisons de simplicité, nous allons tout d’abord restreindre la forme des
formules & un cas particulier. Les problemes équationnels sur les termes avec exposants entiers
(ou I-probléemes équationnels) sont définis comme suit.

DEFINITION 11.5.1. Un I-systeme est une formule de la logique du premier ordre dont toutes
les sous-formules atomiques sont de la forme: s =t ou s #t (ou s et t sont des I-termes), ou
s<t,s<t,s=t,s#t, ousett sont des expressions de 'arithmétique de Presburger.

Un probleme I-équationnel est une formule de la forme:

ITVgM

ot M est un I-systéme. Les variables Z = Var(3zVyM) sont les inconnues, les 7, les parameétres,
et les T, les variables auxiliaires. o

La notion de solution d’un probleme équationnel se définit comme pour les formules clas-
siques. Sans perte de généralité, nous pouvons nous restreindre a des formules de cette forme
(voir chapitre 2). En premier lieu, nous avons a définir précisément ce que nous entendons par
“forme résolue”.

11.5.1 Forme résolue

La notion de forme résolue avec contraintes (COMON ET LESCANNE, 1989) peut facilement
étre étendue aux I-problemes équationnels. Cependant, il faut montrer que cette définition est
toujours utilisable, c’est-a-dire que toute formule de cette forme (et différente de L) a une
solution.

DEFINITION 11.5.2.
Un I-probléme équationnel P est en forme résolue avec contraintes, si et seulement s’il est
de 'une des trois formes suivantes:

- T

-1

- JwINZ = 5] A NS, @) # s]] A F, ot chaque x; apparait seulement une fois dans P,
chaque 2! est syntaxiquement différent de s, et F est une formule arithmétique satisfaisable
(i.e. F a au moins une solution).

&

THEOREME 11.5.1. Tout I-probléme équationnel en forme résolue avec contraintes et différent
de 1 a au moins une solution.

PREUVE.  Soit P un probleme en forme résolue avec contraintes. Si P = T ou = L, le théoreme
est trivialement valide. Supposons que P est de la forme:

i=1 i=1
ou les variables x; apparaissent au plus une fois dans P.
F est satisfaisable, donc a au moins une solution o. Soit P’ = o(P). P’ est en forme résolue
avec contraintes (au sens de (COMON ET LESCANNE, 1989)) et n’est pas égal a L. Par conséquent
P’ a au moins une solution p. po est une solution de P. C.Q.F.D.



11.5.2 Résolution des problémes équationnels

Il s’agit de donner un algorithme transformant tout I-probleme équationnel en une disjonc-
tion de problemes équationnels sous forme résolue avec contraintes. Nous présentons dans cette
section les regles de transformation utilisées pour simplifier le probleme et nous prouvons leurs
propriétés (correction, terminaison et complétude).

Reégles de transformation

En premier lieu, nous utilisons le systeme Rum'f pour simplifier les équations et diséquations
de la forme s = t apparaissant dans le probleme. Une premiere possibilité consiste a remplacer de
telles équations par leur forme normale par rapport a Runif' Cependant, en procédant ainsi, on
détruit la forme particuliere du préfixe des problemes équationnels (c’est-a-dire ’ordre d’imbri-
cation des quantificateurs). En effet, les regles d’unification introduisent de nouvelles variables
auxiliaires dans la formule. Celles-ci servent a “déplier” un N-terme t".u suivant la valeur de
son exposant n (voir section 11.4). Par exemple, la formule: Vn.f(z) = f(¢)".a est remplacée
par: Vn.(n = 1A f(z) = f(a)) VImn = m+ 1Az = f(o)™.a, qui n'est pas un [-probleme
équationnel. Transférer le quantificateur existentiel Im a la racine de la formule est incorrect
puisque m et n apparaissent dans la méme sous-formule atomique n = m + 1.

Pour éviter de modifier la forme particuliere du préfixe des problemes considérés, une autre
possibilité consiste a introduire des quantificateurs universels a la place des quantificateurs exis-
tentiels. Plus précisément, la formule f(z) = f(¢)".a sera remplacée par: n # m+1vVa = f(o)™.a
ol m est un nouveau parametre. Donc nous obtenons le probleme équationnel :

Vn,mmn#m+1Vae= f(o)".a.
La régle d’unification est par conséquent définie comme suit.
Unification Soit s =t une équation non irréductible par rapport a Rum'f et soit Im. Vi, (@i A

;) une forme normale de s = ¢ par rapport a Rum'f (¢; est une conjonction d’équations de la

forme: s =t ou s,t sont des I-termes, et 1); est une formule arithmétique). 7 sont les nouvelles
variables entieres introduites par le processus d’unification.

Pls = t]p — HW-P[V?:l(Cbi N ¢i)]p

si § = t ne contient aucun parametre.

s=1— VYm. /\?:1(_%#2' vV le)
si § = t contient au moins un parametre.

LeMME 11.5.1. La régle unification est correcte.

PrREUVE.  La correction de la premiere sous-regle est immédiate. L algorithme d’unification
remplace une formule atomique s = ¢ par une formule de la forme:

Jm. \/ ®i \ s
i=1

ol ¢; est soit L, soit une conjonction (éventuellement vide) d’équations de la forme t; = s;, et
ou t; et s; sont des I-termes et ol 1; est une formule arithmétique.

De plus, nous avons: Im. \/;_, ¥, = T et o, Ap; = L (si i # j).

Ces deux propositions sont des propriétés immédiates de ’algorithme d’unification, qui peu-
vent étre vérifiées aisément pour chacune des regles. Intuitivement, elles expriment simplement
le fait que la regle divise le “domaine” D d’une formule (c’est-a-dire le domaine des variables



entiéres d’une formule ) en deux sous-domaines D; et D, tels que: Dy UD, = D et DyN Dy = (.
Supposons que ¢ € S(Vim. A\, (=%; V ¢;)). On a IFm. \/[_, ; = T, donc V;_, ;o = T. Il existe
1 < n et une substitution # de m telle que ;06 est vraie. Donc ¢;00 = T et, par correction de
l’algorithme d’unification, (s = t)o est valide.

Réciproquement, supposons que so = to. Alors, il existe ¢ < n et une substitution € de
m; telle que ¢;00 et 1,00 sont valides. Donc on a, pour tout j # ¢, Vim;.9p; = L. D'ou o €
S(vVm. N_ (= V ). C.Q.F.D.

Nous utilisons une regle analogue pour la négation.

Dis—unification

Pls # t]p — Elmj;[V?:l(%’ N _‘(bi)]p

si s = t ne contient pas de parametre.

s £t —=Vm. N_ (= V ;)

si § = t contient au moins un parametre.
La correction de la regle de disunification est immédiate.

Remplacement, fusion et explosion des disjonctions

Ensuite, on utilise (comme pour les formules classiques) les regles de Replacement, Mer-
ging, et Explosion of disjunctions (voir (COMON ET LESCANNE, 1989)).

Replacement x =t A P =z =tANP{z =t}

Merging r=tAPlz=s], = P[t=s],

Vi:PA(PLV P)—=Vg:PAP
si Var(P)Ng =0, et Var(P,) Ny = 0.

Afin d’assurer la terminaison de 'algorithme, on impose des conditions supplémentaires sur
certaines des regles.

Explosion of disjunctions

— Replacement est appliquée seulement si x apparait au moins deux fois dans le probleme, ¢
ne contient aucun parametre, et si x n’apparailt pas dans un terme u contenant un parametre.

— Comme nous le verrons par la suite, Merging est appliquée seulement apres I'application
d’une regle Explosion ou N-Explosion.

Elimination des parameétres

Les regles suivantes sont utilisées afin d’éliminer les parametres des problemes équationnels :

Elimination of parameters (EP) La regle Elimination of parameters élimine les quan-
tificateurs inutiles.

Vg, P—Vy: Pif y ¢ Var(P)

Universality of parameters (UP) Les regles Universality of parameters élimine les
parametres x apparaissant dans des équations ou des diséquations de la forme x # ¢.



1 Vg: PNy #t— L siy €gyety & Var(t)
2 Vg:PA(Y#tVR)=>Vy: PANR{y —t}siy €7ety & Var(t)
3 Vy:PAz=t— 1
si ¥ contient au moins deux symboles,
z est différente de t,
Var(z = t) contient au moins un parametre.

4V§:P/\(R\/zi =u)—>Vg:PAR
i=1
si tout z; est une variable différente de u,,
Var(z; = u;) contient au moins un parametre,

R ne contient aucun parametre.

La correction de ces régles est établie dans (CoMoN, 1988).

Il est facile de voir que la régle d’Explosion, utilisée dans (ComoN, 1988; COMON ET LEs-
CANNE, 1989) pour éliminer les parametres apparaissant dans une diséquation (en “faisant re-
monter” le parameétre a la position racine) ne termine plus dans ce cas. Considérons par exemple
la formule:

Vy,n.x # f'().y

Si nous appliquons la regle d’explosion, on obtient :

JwVy,n.x # f*(e).yVae = f(w)

le.

JwVy,nVSmnZm+1Vw# fT(o)yVae = f(w)

Nous obtenons un probleme qui contient le probleme initial et par conséquent la procédure
ne s’arréte pas.

Pour assurer la terminaison de la procédure, il faut introduire de nouvelles conditions d’ap-
plication sur la regle Explosion.

Explosion :

(EYVy:P—3w,Vy: PAz= f(wy,...,w,)
ol z est une inconnue, W sont de nouvelles variables et f € X.
S’il existe dans P,z = u (ou « # u) ol w n’est ni une variable ni un N-terme
et contient au moins un parametre,
UP, Merging, EP, Rum'f ne s’appliquent pas.
Ensuite, nous définissons une nouvelle régle appelée N-Explosion afin d’éliminer les para-
metres apparaissant dans un N-terme. L’idée de cette regle est illustrée par 'exemple suivant.

ExXeEMPLE 11.5.1. Soit P le probleme:
Ve # f7(0).a

sur la signature: ¥ = {f, a} Remarquons que soit 2 = «a, soit il existe un entier k et un terme z
tels que: & = f*(¢).z. En prenant le maximum de tous les entiers possibles, nous obtenons un
entier tel que z = a ou 3k, z.x = f*(0).2 AVu.z # f(u).

L’idée de la regle N-Explosion est d’ajouter ces deux formules & P. Nous obtenons les
formules :

Py o 3kNVn,uax £ fP(o)ahz = fFo)z Az # flu)



Py :Vnax=anz# [P(0).a
Py est réduit a z = a (par les regles Merging et Unification).
On utilise ensuite la regle d’explosion pour éliminer le parametre u dans P;. Nous obtenons:
Jk, 2¥n.x # ff(o)anz = fF(o)zAz=a

En appliquant la regle de Merging, ce probleme peut étre transformé en :

k. fF(o).a # fr(o).anz = fF(o).a

La diséquation f*(o).a # f"(¢).a est réduite par la procédure d’unification a & # n. Donc,
le probleme est transformé en :

FkVn.(k £ n Az = f*(c).a)

En appliquant la régle Elimination de parameétres, on réduit la formule & L. Donc les
solutions du probleme initial sont z = a. o

Plus généralement, le principe de la nouvelle régle que nous proposons est le suivant. Si le
probléeme équationnel contient une équation  # t".u ou t".u contient un parametre, alors nous
introduisons une nouvelle variable entiere & et nous ajoutons la formule x = t*.2 A Vu.z # t.u.
Remarquons que cela est possible seulement si ¢ ne contient aucun parametre. Si ¢ contient un
parametre, nous remplagons celui-ci par une nouvelle variable (similairement, nous remplagons
tout N-terme par une variable).

N-Explosion

P — 3k, y, 7P Az =pt) .y Vwy # p(t)(w)) (Pr)
—Vw, TP Az # p(t)(w) (Ps)

ol
— P contient une diséquation x # t".u, telle que t”.u contient au moins un parametre.

— p(t) est un terme obtenu en remplagant chaque parametre et chaque N-terme dans ¢ par de
nouvelles variables 7.

REMARQUE.  Les formules obtenues par la regle N-Explosion ne sont pas nécessairement des
I-problemes. Cependant, elles peuvent étre facilement transformer en [-problemes par transfor-
mation en forme prénexe.

LEMME 11.5.2. [Correction de N-Explosion] Soit Py, P, deux I-problémes équationnels déduits
de P par la régle N-Explosion. Alors

P = (Pl \/Pz)

PREUVE.  SiVZ,w.x # p(t)(w) est vrai, alors P = P,. Supposons que VT, w.z # p(t)(w) n’est
pas vraie. Alors, il existe T et y tel que @ = p(¢)(y). Soit k le plus grand entier tel qu’il existe y
tel que x = p(t)*.y. Alors, si @ = p(t)*.y, nous avons Yw.y # p(t)(w), donc P est équivalent &
PATk.(z=pt)ry A (Vw.y £ p(t)(w))). Par conséquent P = P;. C.Q.F.D.

REMARQUE.  Toute application de la regle N-Explosion sera immédiatement suivie de ’ap-
plication d’une regle Merging entre les littéraux o = p(t)*.y et @ # t".u.



On note Rsimp le systeme composé des regles Unification, Dis-Unification, Replace-
ment, Explosion of Disjunctions. Nous définissons une regle de simplification supplémen-
taire.

Simplification

PANQ—P

Si PA _|Q —R . 1.
simp

La correction de la regle de Simplification est immédiate. Cette regle sera utile par la
suite dans la preuve de terminaison. Elle permet en outre d’éliminer certains sous-problemes
redondants et ainsi d’améliorer dans certains cas l'efficacité de ’algorithme de résolution.

REMARQUE. — La terminaison de R sera prouvée par la suite.

simp
— Evaluer la condition d’application de la regle Rsimp peut se révéler coiiteux en pratique.
Cependant, nous verrons lors de la preuve de terminaison qu’elle n’a pas besoin d’étre

systématiquement appliquée.

Elimination des paramétres arithmétiques

Si un probleme P est irréductible par Unification, Dis—unification, EP, Merging, Ex-
plosion, N-Explosion, alors les seuls parametres du probléme n’apparaissent dans aucune
formule non-arithmétique. Il est alors possible d’utiliser les techniques d’élimination des quan-
tificateurs classiques afin d’éliminer ces parametres, par exemple la procédure décrite dans
(PRESBURGER, 1929) ou celle (plus efficace) de (CooPER, 1972). Le processus d’élimination
des parametres n’est pas rappelé ici.

Terminaison et complétude

Soit Ry, j,e le systeme complet. R, ;.. = {Unification, Dis-Unification, Replacement,
Explosion of Disjunctions, Elimination of Parameters, Universality of Parameters,
Explosion, Simplification, N-Explosion}.

THEOREME 11.5.2. Le systéme R est a terminaison finie.

solve
PrREUVE.  Introduisons tout d’abord une définition.
DEFINITION 11.5.3. Comme pour les problémes d’unification, une variable x est dite résolue
si et seulement si elle n’apparait que dans une équation x =t, ou « ¢ Var(t). o

Nous introduisons la mesure suivante sur les problemes I-équationnels.

DEFINITION 11.5.4. Soit f une formule de la formet, = t, out; # t5. Z(f) est définie comme
suit.

- I(f) =0, si f est arithmétique.
= I(f) = {|Pos(t,)|, |Pos(t:)|}, sinon.
o

DEFINITION 11.5.5. Soit P un probléme I-équationnel en fnc. On a P = AI_, d; ot d; est
une disjonction d’équations et de diséquations. Sans perte de généralité, nous supposons que le
probléme est irréductible par Rum'f et Rdisunif'

Soit Uinterprétation suivante sur les problémes I-équationnels.

¢(P) = {(param(d;), ¢1(d;), nvar(P), ¢1(d;)) /1 < @ < n}

— param(d;) est le nombre de parameétres non arithmétiques de d;.



— nvar(P) est le nombre de variables non résolues de P.

— d} est la disjonction des littéraux de d; qui contiennent au moins un parameétre.
k .
- o(Viz i) ={I(fi)/1 < i <k}

¢, est ordonné par 'extension multiensemble de l'ordre naturel sur I. ¢ est ordonné par
Pextension lexicographique des ordres habituels. o

Considérons en premier lieu le sous-ensemble contenant les regles R’ = {Unification,
Dis-Unification, Replacement, Explosion of Disjunctions, Elimination of Parame-
ters, Universality of Parameters, Explosion, Simplification}.

LeMME 11.5.3. Pour toute régle p € Rfsolve qui n’est pas une regle d’unification et de disunifi-
cation et pour tout couple de problémes (P, P’) tel que P —, P’, on a ¢(P) > ¢(P’).

PREUVE. — Replacement : a cause du controle, param et ¢, (d}) n’augmentent pas. D’autre
part, nvar décroit strictement.

— Explosion de Disjunction : ¢, (d}), param, nvar n’augmentent pas. De plus {¢;(d;)/1 <
i < n} diminue strictement (puisque la régle supprime un des éléments d’un des d;).

— Universality of Parameters 2 : param décroit strictement.
— Universality of Parameters 1,3,4 : immédiat.

— Explosion : & cause du controle, la regle est immédiatement suivie d’une application de la
regle Merging. Une équation « # ¢ (ou ¢ contient au moins un parametre) est transformée
en f(zy,...,2,) # t. Puisque ¢t n’est pas un N-terme, cette équation est réduite par décom-
position soit en T, soit en zy # ¢, V...V a, # t,. Si la réegle Universality of parameters
est appliquée, alors la décroissance est immédiate, sinon I décroit strictement.

C.Q.F.D.

Puisque ¢ est bien-fondé et puisque que les regles d’unification se terminent, on en déduit
que Rfsolve se termine (cela implique en particulier que Rsimp se termine). Il reste simplement a
considérer la regle N-Explosion. Pour cela, nous introduisons quelques définitions supplémen-

taires.

DEFINITION 11.5.6. L’ensemble des N-paramétres est le plus petit ensemble de paramétres
x non-arithmétiques tel que x apparait dans une formule atomique contenant un N-terme ou
un N-paramétre. o
DEFINITION 11.5.7. Un N-terme t".u apparaissant dans un littéral f d’un probléeme

NP ARV f)
est dit régulier si et seulement si pour tout terme x, P A—R AN t(z) =u _>Rs1'mp
Pour tout littéral f, on note reg(f) le nombre de N-termes réguliers de f. o

La définition suivante introduit une nouvelle mesure sur les problemes I-équationnels.
DEFINITION 11.5.8.
&' (P) = {(N-param(d;), ¢-(d}), param(d;), 1 (d}), nvar(P), ¢1(d;))/1 < i < n}
avec

— d! est la disjonction des littéraux de d; contenant au moins un N-parameétre.

— &a(d) = {(n(f), reg(f))/ [ € d} (n est défini comme dans la preuve de théoreme 11.4.1).



— N-param(d) est le nombre de N-paramétres de d.

LeMME 11.5.4. Les régles d’unification et de disunification n’augmentent pas n et reg.

PreuVE. 1l suffit de le vérifier pour chaque regle. C.Q.F.D.

LEMME 11.5.5. Soit P et P’ deux problémes tels que P — g/ l P’ Alors ¢'(P) > ¢/ (P’).
solve

PreUVE. 1l suffit de vérifier que N-param et ¢, n’augmentent pas. Nous considérons unique-
ment la régle Universality of Parameter (la preuve pour les autres régles est immédiate).
Deux cas doivent étre distingués. Soit y’' est un N-parametre, auquel cas N-param décroit
strictement, soit y’ n’est pas un N-parametre d’ou par définition, N-param et ¢(d!) n’augmentent
pas. C.Q.F.D.

LEMME 11.5.6. Soit P, P’ deux I-problémes tels que P — P’ Alors ¢'(P) > ¢'(P).

solve
PrEUVE. 1l suffit de considérer la regle N-Explosion. Elle introduit de nouveaux parametres.
Mais ces parametres ne sont pas des N-parametres donc N -param reste constant. Comme pour
Explosion, N-Explosion est toujours suivi de I'application de la regle Merging. Une disé-
quation z # t".u est ainsi transformée en p(t)™.y # t".u. Ensuite, par application de la regle
Decompose 2, on obtient:

Yy, ko, ko
(n# 1V t(u) # p(t)™.y)A
(n 4 1v (10) £ @)Y

(n#m) v (u#y)
A(n # m+ k) Vy £ 15.0)
A((m £ n+ k) V p(1)y # u))))

— On an(u#y) <n(z+#t"u) donc ¢, décroit strictement.

— Par définition de p, la formule t(a) # p(t)(a) est réduite par Decompose en deux formules
de la forme 2’ # t),. On a n(t(a) # p(t)(a)) < n(z # t".u).

— t(u) # p(t)"(y): n n'augmente pas. Cette formule est réduite par disunification soit en
tiy # p(t)), (dans ce cas n décroit strictement), soit en u # p(t)™ (y). Ou t*.u est régulier
et p(t)™ .y # u peut étre réduit & T (par Simplification), ou (3 cause de la présence de la
formule Yw.y # p(t)(w)), p(t)™ .y devient régulier et reg décroit strictement.

Par conséquent, il ne reste plus qu’a considérer les formules y # t*1.u et p(¢)*2.y # u. 1l
est facile de voir qu’a cause de la présence des formules Vw.y # p(t)(w) et t(a) # p(t)(a),
y # t*.u, est réduit & T en utilisant les régles Explosion, Universality of Parameters et
Simplification. En effet, on a Vw.y # p(t)(w) donc Yw.y # t(w).

Deux cas sont a distinguer.

1. t contient au moins un N-terme. Alors n(p(t)*2.y # u) < n(z # t".u).

2. t ne contient aucun N-terme. Alors p(t)*2.y # u ne contient qu’un seul N-terme. De plus,
soit ¢".u est régulier et p(¢)*2.y # u peut étre réduit & T par Universality of Parameters
et Simplification, soit (a cause de la formule Vw.y # p(t)(w)), reg diminue strictement.



Par le lemme 11.5.4, on en déduit que ¢, diminue strictement, ce qui prouve que R, se
termine. C.Q.F.D.

DEFINITION 11.5.9.
V() = (N-param(ds), {(I(s # 1), reg(s # 1)/s # t € d}, param(dy))

— d} est I'ensemble des diséquations de d; qui contiennent au moins un parametre.
— N-param(d) est le nombre de N-parameétres apparaissant dans d.
— param(d) est le nombre de paramétres non-arithmétiques dans d.

— reg(s #t) = 1si s =t contient au moins un N-terme de la forme t" .u ot Jo.F Au # p(t)(2)?
ne peut étre réduit a T par le systéme Rfsolve’ 0 sinon.

Nous allons montrer que %’ décroit strictement.

— Universality of parameter: Soit N-param décroit strictement, soit reg et I n’augmentent
pas et param décroit strictement.

— Explosion : a cause du contréle, toute application de cette régle est suivie par une appli-
cation de la régle de Merging. Une équation & # ¢t (ou ¢ contient au moins un parametre)
est transformée en une équation f(zi,...,2,) # t. Puisque ¢ n’est pas un N-terme, cette
équation est réduite par décomposition a soit T soit &y # t; V...V 2, # t,. Si la regle
Universality of Parameters est appliquée pendant le processus de normalisation, la dé-
croissance est évidente. Sinon I décroit strictement.

— N-Explosion : cette régle introduit de nouveaux parametres. Mais ces parametres ne sont
pas des N-parametres, donc N-param n’augmente pas.
Comme pour Explosion, la régle N-Explosion est toujours suivie d’une application de
la regle Merging. Une diséquation @ # t".u est transformé en p(t)™.y # t".u. Alors, en
appliquant la régle Decompose 2 sur p(t)™.y = t".u, on obtient une formule de la forme
(ou k, ky, ks sont de nouvelles variables entieres):

(m £ 1V 7 # p(t)(y))A
(n 7 F 4LV (@) 2 o)
(0 #m)V (uy)

A(n # m+ k) V y # 15 .0)
Mm% n 4 k) V o0y £ w)

— Nous avons n(u # y) < n(z # t".u) donc ¢s(u # y) < ¢a(x # ".u).
— La formule ¢(a) # p(t)(a) est réduite par Decompose a une formule de la forme 2’ # t,.
Nous avons n(t(a) # p(t)(a)) < n(z # t".u). Donc ¢,(t(a) # p(t)(a)) < ¢a(x # t".u).

— p(t)(y) # t".u est transformée par la regle Unification en une formule de la forme ¢, # 2’
(dans ce cas n décroit strictement) ou ¢".u # y. Cette derniere formule peut étre réduite

a T par Rsolve

3. p est la fonction définie dans la regle N-Explosion



Dong, il reste uniquement a considérer les formules y # t"1.u et p(¢)*2.y # u.

En premier lieu, il est tres facile de montrer que, a cause de la formule Yw.y # p(t)(w), et
t(a) # p(t)(a), y # t**.u, est réduit & T en utilisant les régles Explosion, Decomposition
et Merging. En effet, on a Vw.y # p(t)(w) donc Yw.y # t(w).

Nous devons alors distinguer les cas suivants :

1. u contient un N-terme. Alors I(p(t)*2.y # u) < I(z # t".u).

2. u ne contient aucun N-terme et ¢ contient au moins un N-terme. Alors I(p(t)*2.y # u) <
Iz #t").

3. wet ¢t ne contiennent aucun N-terme. Alors p(t)*2.y # u contient seulement un N-terme. De
plus, soit p(t)*2.y # u peut étre réduit & L, soit (puisque Yw.y # p(t)(w)), reg(p(t)*>.y #
u) = 0.

Ceci prouve que R se termine. C.Q.F.D.

solve

THEOREME 11.5.3. [complétude de R, ]
Tout I-probléme équationnel P irréductible par rapport a R, est de la forme P' A F ot
P’ est sous forme résolue avec contraintes, et F est une formule arithmétique.

PREUVE.  Soit P un [-probleme équationnel, irréductible par rapport a R,

Toute formule atomique non-arithmétique apparaissant dans P doit étre de la forme z = ¢
ou x # t (sinon une des regles d’unification ou de disunification s’applique).

Supposons que P contient un parametre. Si @ apparait dans une diséquation de la forme y # ¢
alors la regle Explosion ou 2 s’applique. Si z apparait dans une autre formule atomique non-
arithmétique, I'une des regles Universality de Parameters s’applique. Si x apparait seulement
dans une formule arithmétique, alors # peut étre éliminée par la méthode classique d’élimination
des quantificateurs.

Par irréductibilité par rapport a R, et en utilisant la complétude de R, on en déduit que P
doit étre de la forme P’ A F, ou P’ est en forme résolue avec contraintes, et F est une formule
arithmétique.

C.Q.F.D.

Afin d’obtenir une forme résolue avec contraintes, il suffit de vérifier si F possede une so-
lution (i.e. que la fermeture existentielle de F: IVar(F).F est vraie). Cela peut étre réalisé
par n’importe quel algorithme de résolution des formules arithmétiques (PRESBURGER, 1929;
COOPER, 1972). Nous en déduisons le théoréme suivant.

THEOREME 11.5.4. La théorie du premier ordre dans le langage des I-termes est décidable.

PREUVE.  C’est une conséquence immédiate des théoremes 11.5.3 et 11.5.2 (voir (COMON,
1988)). C.Q.F.D.
Discussion

Ce résultat de décidabilité peut sembler surprenant si on considere que les théories du pre-
mier ordre sont en général indécidables des que la validité de la formule dépend de propriétés
“profondes” sur les termes. Par exemple, la théorie de la relation d’inclusion (VENKATARAMAN,
1987), de 'ordre récursif sur les chemins (TREINEN, 1992; CoMON ET TREINEN, 1997), la sub-
somption pour les arbres rationels (DORRE ET ROUNDS, 1992) ont été prouvées indécidables. Ici
la condition Jn.z = t".y impose une structure réguliere sur z. Le point-clef est que les variables
appartenant a t ne peuvent pas étre instanciées avec des valeurs différentes a chaque étape. Si
nous autorisons 'occurence de termes de la forme f(_,¢)"”, ot _ dénote une variable anonyme
qui peut étre instanciée différemment a chaque étape, la théorie devient indécidable (HERMANN,
1994).

n



11.6 Utilité des [-termes en construction de modeles

Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents afin d’inclure le formalisme des I-
termes dans notre méthode de construction de modeles.

DEFINITION 11.6.1. Un sous-ensemble E' de 7" (X) est appelé un [-ensemble si et seulement
si il existe une I-formule équationnelle §;(F) contenant n variables libres x, ..., z, vérifiant

(z1,...,2,)0 € B — 0 € S(51(E)).

Une interprétation partielle est appelée une I-eq-interprétation si et seulement si pour tout

P € Q, les ensembles Z(P)t et Z(P)~ sont des I-ensembles. o
ExEMPLE 11.6.1. L’interprétation J = {P(f**"(a))} est une [-eq-interprétation. On a
Si(T(P)T)=dnm=nXx2Az; = f(o)".a. 3

Puisque nous disposons d’un algorithme pour résoudre les problemes équationnels sur les
I-termes, les résultats du chapitre 5 ainsi que les régles de (CAFERRA ET ZABEL, 1992) peuvent
étre généralisés de facon immédiate aux I-c-clauses. En particulier, les résultats de correction et
de complétude des regles sont préservés. En outre:

THEOREME 11.6.1. Le probléme de I’évaluation d’une formule F dans une I-eq-interprétation
totale est décidable.

L’objet des sections suivantes est d’étendre la méthode afin de construire des I-modeles. 1l
s’agit de définir des reégles pour introduire automatiquement des I-termes dans ’ensemble de
I-c-clauses.

11.6.1 Une nouvelle régle

Plus précisément, on cherche & simuler par une regle unique n applications de la
c-résolution sur une [-c-clause autorésolvente. Par exemple, a partir de la [I-c-clause
[P(z)V—=P(f(f(z))) : T], nous voulons déduire [P(z) V~P(f(f(¢))".z) : T]. C’est 'objet de
la régle proposée dans cette section. Elle est similaire, mais plus générale que la regle proposée
par (SALZER, 1992) pour des clauses standards (voir section 11.6.2).

Le principe de la regle est le suivant. Soit C' : [I(f) V=I(#) V R : X] une I-c-clause auto-
résolvente. Soit x4, ..., z, les variables de . Soit ¢ un renommage des variables de C'. Chaque
variable z; est associée & une variable 2/ = o(z;) . Considérons I’équation ¢ (f) = 7. La forme
normale des équations par rapport a Rum'f est une disjonction de la forme \/[2, F;, ou les F;
sont des formules de la forme

Fo:d3mnm =FEAN...Any=E, Ay =t \N... Nz, =1,

Nous dirons qu’une équation non arithmétique est récursive si elle est de la forme s = ¢,
et s'il existe une variable z telle que s > 2z et ¢ > o(z), et s ou ¢ n’est pas une variable. Les
variables x et o(x) sont dites récursives.

F; peut s’écrire

dn.F} A F/.

ou F! contient seulement des équations récursives, et I/ ne contient aucune équation récursive.
Dans la suite, les conditions suivantes sont supposées valides.

1. R, F!", X ne contient aucune variable récursive.

2. chaque équation récursive contient au plus deux variables récursives. Remarquons que cette
condition n’est pas toujours satisfaite réalisé: on peut par exemple avoir z = f(o(z)) et
y = g(o(y),o(x)). Ici z, y, o(y) et o(z) sont récursives, et g(y,o(x)) contient 3 variables
récursives.



REMARQUE.  Nous donnerons par la suite des exemples montrant I'utilité de ces deux condi-
tions.

Ces conditions permettent d’exprimer la forme générale des résolvents des I-c-clauses C.

LEMME 11.6.1. Soit C' : [I(f) VvV =l({#)V R : X] une I-c-clause auto-résolvente satisfaisant les
conditions 1-2 ci-dessus. Il existe un littéral [(5), un probléeme équationnel satisfaisable Y et
deux substitutions p et 8 tels que:

CE [p(l(®) VOEIE) VR - X AY]

~ 0p(s) = pH()
(V)= 0(Y) =
p(R) = 0(R) = R

— Y est de la forme \!_, x; = t;, ot &; n’apparait pas dans t; et ou 6(z;) = p(a;) = ;.

PREUVE.  Une équation récursive est soit de la forme 2; = ¢;, soit de la forme o(z;) =¢; (ou
t; et t; ne sont pas des variables et contiennent o(z;) et x; respectivement).
Par conséquent, F; est de la forme

EInF”/\/\xZ_t A /\

j=k+1

Soit ¢’ la substitution ¢’ : o(z) = & (¢/ = o7'). Soit p la substitution p : o(z;) — ¢;
(k< j <k'), et 0 lasubstitution 0 : 2; = t; (1 <¢<k). En premier lieu, nous montrons que la
formule o’ (F!") = o'po(t) = o’8(F) est équivalente & T. Par la condition 2, 8(t;) = p(t;) = t; et
8(t;) = p(t;) =t;. Donc pb(z;) = pb(t;) et pf(o(x;)) = pb(t;). Par conséquent, la formule pf(F;)
est équivalente a pf(F!") (voir la définition de F; ci-dessus). Puisque F! ne contient aucune
variable récursive, pf(F)") = F!. Par définition de F;: F; = O'(_) =7 = T. Par conséquent,
pd(F)) = pho(t) = p(T) = T, ie. F/ = plo(l) = ,00( Yy = T. En particulier o’(F") =
o'pbo(T) = o'pf(f) = T. Mais 0(c(l)) = o(?) et p(A(F)) = O(F ) Donc o'(F}") = o'po(t) =
a'O(') est équivalent & T. Soit 5 le terme 7{t; — x;}. Soit p' = o’po, et §' = o'6. Si la formule
E!" est vraie, p(o(F)) = 0(F). Pour tout i € [1,k], p(o(z;)) = o(,), et pour tout j € [k + 1, k],
toute occurrence de o(z;) dans 8(F) apparait dans le terme t;. Donc ; apparait seulement dans
t; dans 7, et 7 = @/(3). De méme, on prouve que si o' (F!") est vraie, alors p/(3) =1 .

C': IO V-IE)V R XN (F)]
peut s’écrire sous la forme suivante.
OB UE) VP (IE) VR XA (EN]L
ou 0'p'(5) = p'd'(3).

Il est tres facile de voir que C' |= C”. De plus p'(R) = 0(R) = R, p'(o'(F/)ANX) = 0' (o' (F]") A
X)=F/ANAX. C.Q.F.D.

Considérons la regle:



I-Induction

U@ valt)V R :X]
YV=I(s) VR X ANY]

1. ¢ satisfait les conditions 1-2 ci-dessus.

2. [p(5)VE(IE) VR X AY] est la I-c-clause donnée par le lemme 11.6.1.

3. k, t;, et z; sont définis comme dans le lemme 11.6.1.

4. t; ne contient pas de N-terme u tel que u contient une variable récursive.

5. s (resp. s”) est obtenu & partir de s en remplagant chaque terme z;, pour 1 < ¢ < k (resp.

k <i<n)par (t;{z; < o})".z;.

REMARQUE.  La condition 4 est nécessaire afin que (t;{z < o})".z; et (t;{z < o})".2; soient

des [-termes. Sans cette condition, nous pourrions par exemple avoir (si ¢; = f(0)".2):

z < (f(o)"0) 2

mais ce dernier terme n’est pas un I-terme.
THEOREME 11.6.2. La régle I-Induction est correcte.
PrREUVE.  Nous avons

CEPUE)VEIE) VR X AR
Cette I-c-clause peut s’écrire
[RV(0°(I(3) = p'(I(3) : & AF].
Puisque ' p'(5) = p’#'(35), il est facile de montrer (par induction sur n) que

CEIRV (07(F) = p"(~IF)) : X AF]

ExeEMPLE 11.6.2. Considérons la c-clause
[£(y,z) vV P(z,y) v P(f(x),2) : T].
La forme normale de P(a’,y") = P(f(x), z) est
F:a'=fla)ny ==
(dans ce cas, il n’y a qu’une seule solution).
x, 2’ sont des variables récursives, y, ', z, 2’ ne sont pas récursives.
Par conséquent, on a

C" Ry, 2)V P(z,y)V P(f(o)"x,2") ty=y' Az=2 Ny =z].

Par simplification, on obtient C" : [R(y,y) V P(z,y)V P(f(¢)".z,y) : T]
Il est facile de voir que C’ est une conséquence logique de C'.

C.Q.F.D.

&

REMARQUE.  Sin =0, la I-c-clause est une tautologie. Donc, ce cas peut étre éliminé. Ainsi,
I’algorithme de résolution des contraintes donné dans la section 11.5 est bien adapté a notre
méthode de construction de modeles puisqu’on suppose que chaque variable entiere est associée

a un entier n > 0.



Les deux exemples ci-dessous illustrent le cas ol les conditions 1 et 2 ne sont pas satisfaites.

ExeMPLE 11.6.3. (Condition 1 n’est pas satisfaite) Considérons la c-clause C':
[-P(z) v P(f(2)) V R(z) :T]

C' donne les résolvents suivants.

[P() v P(f () v\ B @) < T]

i=1

De facon évidente, cet ensemble de c-clauses ne peut pas étre exprimé par notre formalisme des
I-termes. o

ExeMPLE 11.6.4. (Condition 2 n’est pas satisfaite) Considérons la c-clause C':

[=P(f(2),y) vV P, g(2,y)) = T]

C donne les résolvents:

[=P((f () y) v P, g(e, g(f(2),y) : T]

et :
[~P(f*(z), )V Pz, g(f(x),....9(f*(x),9))) : T]

La encore, il est impossible d’exprimer cet ensemble par des I-termes. o

11.6.2 Comparaison avec les travaux existants
La régle inductive de Salzer

(SALZER, 1992) propose une régle similaire pour des clauses standards. Cette régle utilise
les R-termes au lieu des [-termes. Elle a par la suite été étendue en utilisant les grammaires
primales (SALZER, 1994) et 'unification cyclique (SALZER, 1993).

Les principales différences entre la régle proposée dans ce travail et celle donnée dans (SAL-
ZER, 1992) sont les suivantes.

— En premier lieu, notre regle s’applique a des [-c-clauses contraintes et non seulement a des
clauses (les clauses sont des cas particuliers des c-clauses).

— En second lieu, la régle de (SALZER, 1992) s’applique seulement & des clauses de la forme
Q « P ou Q est une instance de P (i.e. Q = P\, pour une certaine substitution ). Notre
regle peut traiter des clauses de la forme QA + Q6.

EXEMPLE 11.6.5. Soit C' la clause

P(f(z),y) vV =P(z, f(y)).

La regle d’introduction de I-termes déduit de C' la clause
P(f(e)".x,y) vV P(z, f(o)".y).

Cette clause ne peut pas étre déduite par la régle proposée dans (SALZER, 1992).



La régle “Cycle Unification” de Klingenbeck

Dans (KLINGENBECK, 1996) est proposée une régle, appelée Cycle Unification, qui est tres

similaire a la regle I-Induction. Les différences entre les deux regles sont les suivantes.

— Le langage des I-termes que nous utilisons est moins restrictif que celui utilisé dans (KLIN-
GENBECK, 1996). En effet, nous n’imposons aucune restriction sur la forme des contextes ni

sur le nombre de trous dans un N-terme.

— La définition de la regle I-Induction que nous avons proposée est d’un plus bas niveau que
celle de (KLINGENBECK, 1996). En effet, la définition donnée dans (KLINGENBECK, 1996)
suppose que la c-clause est transformée sous une forme particuliere permettant un calcul
aisé des contextes. Mais 'algorithme de transformation n’est pas précisé. Au contraire, notre
méthode n’impose aucune contrainte sur la forme de la c-clause et permet de calculer les

contextes de facon purement automatique.

11.6.3 Exemples

EXEMPLE 11.6.6. La formule suivante est tirée de (DREBEN ET GOLDFARB, 1979, page 205).
Il s’agit d’une formule de la classe V3V-classes avec identité. Cette classe n’est pas finiment
controlable mais elle est docile?. La formule considérée est satisfaisable seulement sur les univers

de cardinalité infinie ou paire.

YydaVz
R(z,y) NQ(y, y) A (R(z,2) = (y = 2))
NMQ(y, 2) = Pz, 2)) APy, 2) = Q(z,2)) A (=P(y,2) V =Q(y, 2))

L’ensemble de c-clauses correspondant S est.

LIR(f (ygyy) T]

2[Q(y,y) =TI
3[-R(f(y),2) 1y # 2]
4[-Q(y,2) v P(f(y),2) : T]
5[-P(y,2) VQ(f(y),2) : T]
6 [~P(y,2) V-Q(y,2) : T]

Il est clair (il suffit de considérer les clauses 4 et 5) que chaque modele de S contient
Q(f*(z),z) et ~Q(f**(x),z). Ces ensembles de littéraux ne peuvent étre exprimés par des

formules équationnelles.
Notre méthode donne:

7 [Qy, ) VA(f(),2) Tl (c-resolution 4,5)

8 [Py, z) vV P(f(f(y)2) :T] (c-resolution 4,5)

9 [-Qy,2) VQ(f(f(e) .y, 2) : T] (I-terme introduction 7)
10 [QUF(f(e)"y,y) = T] (resolution,9,2)

W [=P(f(fe)"y,y) + T] (resolution,10,6)
12[P(f(f(f(o)"y),y) : T] (resolution,10,4)
B[-QU(f(f(e)"y)y) : T] (resolution,12,6)

14 [-Q(y, 2) V P(f(y),2) :Vny# f(f(f())".2)] (dissubsumption,10,4)
15 [=Q(y, ) - Yny # [([(F(o))"2) Ny # z Ny # [([(e))".2] (GMPL)

15 [=P(y,2) :Vny# F(F(f(e))" 2) Ay # 2Ny # f(f(e))".2] (GMPL)

4. Une classe est dite finiment contrélable si toute formule satisfaisable de cette classe admet un modele fini
(certains auteurs parlent de “propriété du modéle fini”). Elle est docile s’il existe une méthode effective pour

décider si une formule de cette classe a un modéle fini ((DREBEN ET GOLDFARB, 1979)).



On obtient le modele suivant.

[QUf(f(e)ysy) + T]

[~P(f(f(e)"y,y) = T]

[FQUf(F(f(e)y),y) = T]

[PCfUFf()) gy, y) + T]

[-Q(z,y) 12 = f(o)".aNy= f(o)™.a An < m]
[-P(z,y) :z=f(o)".any= f(o)".a An < m]

EXEMPLE 11.6.7. Considérons ’ensemble des 4 clauses suivantes.

1[-Q(x, f(z)) = T]

2[P(x, f(z)) : T]
3[-P(z,y) v Q(z, f(y) : T]
A[-Q(z,y) vV Q(x, fy)) : T]

Cet ensemble de c-clauses satisfaisable n’a pas de modele fini (DREBEN ET GOLDFARB, 1979).

5 [-P(z,z) : T] (c-resolution 3,1)

6 [-Qz,z) : T] (c-resolution 4,1)

7 [-P(z,y) Vv Q( fly)) :2#y] (c-dissubsumption 1,3)
8 [-P(z,y) :y# ( )] (GPL)

9 [-Qz,y) VQ(z, f*(o)y) : T] (I-terme introduction 4)
10 [-Q(z,y) vV Q(z, fr(¢).y) :x # y] (c-dissubsumption, 6, 9)
Qe f(6)y) 2 # 4] (GPL)

On obtient par conséquent le modele suivant.

[-Q(z, f(z)) = T]
[P(z, f(z)) : T]
[[_'P(xvx) T]]
[-Q(z,z) : T]
[-P(z,y) 1y # f(2)]
[Q(z, f(e).y) =2 #y]

Il est intéressant de constater qu’aucune autre méthode n’est capable de construire un modele
pour cette formule.
o






Chapitre 12

Automates d’arbres et construction
de modeles

Bien que beaucoup plus expressif que les contraintes équationnelles interprétées dans la théo-
rie vide, le formalisme de représentation proposé au chapitre 11 souffre de certaines limitations,
liées a la complexité de la résolution des formules du premier ordre dans la théorie des I-termes

et au pouvoir d’expression de ces formules.

— D’une part, l'utilisation des schématisations de termes est particulierement cotteuse, au

vu de la complexité des algorithmes de résolution existants. (ComMoN, 1995) montre que le
probleme d’unification dans la théorie des I-termes est d’une complexité au moins équivalente
a la résolution des équations diophantiennes.

D’autre part, il existe des modeles tres simples qui ne peuvent pas étre exprimés en utilisant
les I-termes. C’est essentiellement di, d’une part, & I'unicité du contexte dans la définition
inductive des [-termes, et d’autre part a I’absence de variables anonymes (c’est-a-dire pou-
vant étre instanciées différemment a chaque étape) dans les contextes. Ces deux hypotheses
sont par ailleurs nécessaires a la décidabilité de la théorie (HERMANN, 1994).

Considérons, par exemple, la formule suivante.

Vo (P(z) = (x=aVIy.(z= f(y) A Py)VIy.(x =g(y) A Py)))).

Le seul modele de Herbrand de cette formule est ’ensemble M, inductivement défini par les
relations suivantes.

- Pla) € M;
—siz e M, P(f(z)) et P(g(x)) sont dans M.

Cet ensemble de termes ne peut pas étre exprimé par une formule équationnelle sur les I-
termes, car a chaque étape inductive, tout terme de M peut générer deux nouveaux termes

distincts P(f(z)) et P(g(x)).

Considérons maintenant la formule P(a) A Va.(P(z) = Vy.P(f(z,y))). Le modele minimal
de cette formule est 'ensemble M défini inductivement par @ € M, et si t € M alors pour
tout s, f(t,s) € M. La encore, cet ensemble ne peut étre représenté par des schématisations
de termes car des termes y distincts sont introduits dans le terme a chaque étape inductive
(pour plus de détails sur ce probleme, consulter (SALZER, 1993; HERMANN, 1994)).

Afin de remédier a ce double inconvénient, nous nous intéressons a un autre formalisme per-

mettant d’exprimer les interprétations: les automates d’arbres (GECSEG ET STEINBY, 1984) qui



constituent un formalisme disposant de “bonnes” propriétés de décidabilité permettant de repré-
senter de facon naturelle et efficace des modeles ne pouvant pas étre exprimés par les I-termes.
Les automates d’arbres ont fait I'objet de nombreuses études (GECSEG ET STEINBY, 1984; Co-
MON, 1988; BOGAERT ET TisoN, 1992; CoMoN ET DELOR, 1994). En particulier, la classe des
langages représentables par des automates d’arbres standard est la classe des langages réguliers,
i.e. des langages pouvant étre représentés par une grammaire d’arbres réguliere. Cette classe est
fermée par les opérations booléennes usuelles (intersection, union, complément). D’autre part,
le probleme du vide (i.e. décider si une grammaire représente le langage vide) est connu pour
étre décidable en temps linéaire.

L’inconvénient des automates d’arbres est qu’ils ne permettent pas de représenter des termes
non linéaires tels que par exemple {f(z,2)/x € 7(X)} ou {f(z,y)/(x,y) € 7(X)* & # y}. Or, ces
termes peuvent étre facilement représentés par des formules équationnelles. L’idée de chercher
a combiner ces deux représentations est donc tres naturelle. Par ailleurs, il existe plusieurs
extensions des automates d’arbres qui disposent des mémes propriétés que les automates d’arbres
(décidabilité du probleme du vide et stabilité par les opérations boolénnes usuelles). Citons par
exemple la classe des automates d’arbres avec tests d’égalité entre fils (REQ)z-automates).

Nous montrons dans ce chapitre que le formalisme des automates d’arbres peut étre intégré
de facon profitable & notre approche de la construction de modeles. Contrairement au chapitre
11, aucun résultat de décidabilité n’est établiici. Le but, plus modeste, est simplement de fournir
des techniques permettant d’utiliser ce formalisme et de le combiner avec la méthode RamMc.

Nous proposons de représenter les modeles par des formules avec contraintes d’appartenance
(ComoN ET DELOR, 1994) i.e. des formules contenant les prédicats “=" et “€”, interprétés sur
la théorie vide. Par conséquent, les formules atomiques seront soit de la forme ¢t = s (ou s, ¢ sont
des termes), soit de la forme ¢t € S, ol ¢ est un terme et S un symbole dénotant un ensemble
de termes. Les ensembles apparaissant dans la formule seront définis par un automate GG. Nous
appellerons de telles formules G-formules. De facon évidente, les GG-formules ont un pouvoir

d’expression plus important que les formules équationnelles.

12.1 Automates d’arbres généraux

Il est possible d’étendre les automates d’arbres en autorisant des tests d’égalité ou de “di-
ségalité” entre les sous-termes d’un terme de production. On introduit ainsi la classe d’auto-
mates avec tests d’égalité (RATEG) (MoNGY, 1981). Malheureusement, le probleme du vide
est indécidable pour cette classe d’automates. Cependant il est possible de restreindre la classe
d’automates autorisée afin de préserver les propriétés des grammaires régulieres. Par exemple,
si seuls des tests d’égalité ou de diségalité entre fils sont autorisés, alors le probleme du vide
devient décidable, et la classe de langage obtenue est stable par les transformations booléennes
habituelles (union, intersection et complément) (BoGAERT ET TISON, 1992).

Nous donnons ci-dessous une définition tres générale des automates d’arbres. Nous n’im-
posons aucune condition syntazique sur la classe d’automates considérée, mais simplement des
conditions sémantiques qui seront nécessaires pour utiliser ces automates pour la représentation
et la construction des modeles.

Nous appellerons “automate d’arbre (général)” tout automate d’arbre avec test d’égalité ou
de diségalité. Plus précisément:

DEFINITION 12.1.1.  [Automates d’arbres généraux] Soit S; un ensemble de symbole de sorte
disjoint de § appelé sortes dynamiques. Un automate d’arbres (général) est un ensemble fini de
c-clauses de la forme

n

A B() = P(0) < ]

i=1



Ol\lv’LSntl<t,B€Sd,P€Sd <&

DEFINITION 12.1.2.  [Sémantique des automates d’arbres généraux] Si G est un automate
d’arbres, G est un ensemble de c-clauses de Horn, donc admet un modéle minimal de Herbrand
unique (voir chapitre 14) M. Nous noterons 7 (P) I'ensemble des termes clos t de 7(X) tels que

M E P(t). o
REMARQUE.  Soit G un automate d’arbre.
— Si pour toute régle, [Ar_, Pi(t;) = P(t) : X] de G, t est linéaire et X' = T, alors GG est un
automate d’arbre standard.

— Si pour toute regle, [AlL, Pi(t;) = P(t) : X] de G, t est de la forme f(ty,...,t,), ou t; est
une variable et si A" est une conjonction de diséquations ou équations entre variables de
{t1,...,t,}, alors G est un automate d’arbres avec tests d’égalité entre freres.

12.1.1 Formules équationnelles et automates d’arbres généraux

Les automates d’arbres peuvent étre facilement combinés avec les formules équationnelles,
par I'ajout de contraintes d’appartenance dans les formules (CoMoN ET DELOR, 1994). Le
langage obtenu fournit un moyen naturel et efficace de représenter des nuplets de termes fermés.

DEFINITION 12.1.3. Une expression de sorte s est inductivement définie de la facon suivante.
- 8 € S U Sd.
~ Si Sy,...,8, sont des expressions de sorte et arité(f) = n, alors f(sy,...,s,) est une expres-

sion de sorte.
— Si sy, 89 sont deux expressions de sorte, alors s; Us, et s1M sy sont deux expressions de sorte.
— Si s est une expression de sorte alors —s est une expression de sorte.

— T et L sont des expressions de sorte.

De méme que nous associons a chaque symbole de sorte une interprétation qui est un sous-
ensemble de 7(X), nous associons également a chaque expression de sorte un sous-ensemble de
7(X) noté 7¢(S) et inductivement défini comme suit.

~1g(s) =T1,(X)sis€S.

—16(f(s1,. -y 80) ={f(tr, ..., tn)/Vi € [L.n],t; € Ta(s4) }-
51) N T (s2).

s1) UTg(s2).

:TG

DEFINITION 12.1.4. Soit G un automate d’arbres. Une G-formule P est une formule du
premier ordre qui est soit une équation s = t, ou s et t sont deux termes, L (false) T (true), soit
de la forme PV Q, P A Q, =P, Jx. P, Ve P ot P et Q sont des G-formules, x € V, soit de la
formet € sout € 7(X,V) et s est une expression de sorte. Les variables libres d’une G'-formule
P sont appelées des inconnues. Les formules —(t = s),~(t € s) sont également notées t # s et
t ¢ s. o

Une G-formule étant une formule du premier ordre, les notions de sous-formule et de position
dans une G-formule sont définies de facon habituelle.



Pour étendre la notion de solution d’une formule (voir (CoMON ET LESCANNE, 1989) et
chapitre 2) aux G-formules, il suffit de préciser 'interprétation de €.

DEFINITION 12.1.5. Une substitution o valide une G-formule t € s si et seulement si to €
76 (s). La notion de solution d’une G-formule s’étend alors de fagon immédiate aux G-formules
quelconques (par souci de concision, nous ne rappellerons pas toutes les définitions). L’ensemble
des solutions d’une G-formule X' est noté Sg(X). 3

Introduisons quelques notations.

DEFINITION 12.1.6.  [Admissibilité d’une classe d’automates]
Une classe d’automates C sera dite admissible si et seulement si:

(C4) il existe une procédure permettant de décider (pour tout G € C) si une G-formule X' donnée
est satisfaisable ;

(C4) il existe une procédure permettant de décider de 'appartenance a C;

(C5) pour toute expression de sorte e, il est possible de construire un automate G' € C contenant
G tel que pour tout symbole de sorte s de G, 175(s) = T¢/(s) et tel qu’il existe un symbole
de sorte s’ vérifiant T¢(e) = e (5').

REMARQUE.  La classe des automates standards (équivalents aux grammaires régulieres) et
la classe d’automates d’arbres avec tests entre freres (les REG-automates) sont admissibles
(ComoN ET DELOR, 1994).

Dans la suite, nous supposerons que la classe d’automates considérée est admis-
sible. Cette approche permet d’inclure dans notre méthode diverses procédures de résolution
des contraintes, de facon modulaire, sans avoir & redonner a chaque fois de nouvelles définitions,
regles et théoremes. Nous nous contentons ici de préciser les propriétés dont nous avons besoin
sur la classe d’automates sans définir explicitement cette classe.

ExeMPLE 12.1.1. G = {S(a),5(z) = S(f(f(z)))} est un automate d’arbres. L’ensemble 74(5)
correspondant a S est {f**(a)/n € N}.

La formule P =2 =y V (2 = f(y) Ay € 5) est une G-formule (z et y sont des variables
libres).

L’ensemble des solutions de P est ’ensemble de substitutions fermées o telles que.
— soit xo = yo,
— soit w0 = f(yo) et yo € 75(9).

Par exemple {z — f(f(f(a))),y — f(f(a))} est une solution de P.

12.1.2 Représentation des interprétations par des G-formules

Les G-formules peuvent étre utilisées pour représenter des n-uplets de termes fermés et des
interprétations de Herbrand. Rappelons brievement les définitions correspondantes.

DEFINITION 12.1.7. Un ensemble E de 7(X)" est appelé un G-ensemble si et seulement si il
existe un automate admissible G = &(L) et une G-formule F(F) contenant n variables libres
X1, ..., T, vérifiant

(ti,. s tn) € E — {zi = t;} € Sa(Fa(l)).



Une interprétation partielle T est une G-interprétation ssi pour tout P, I} et Iy sont des G-
ensembles. Une G-interprétation peut étre représentée par la donnée d’une G-formule et d’un
ensemble fini de c-clauses unitaires, dont les parties contraintes sont des G-formules. o

THEOREME 12.1.1. Il existe un algorithme qui, étant donné une G-interprétation totale I et une
formule logique du premier ordre F décide si T = F.

PrREUVE.  La preuve est une conséquence de I’admissibilité de la classe d’automates considérée
et du corollaire 5.5.1. C.Q.F.D.

Il est intéressant de noter que le formalisme des G-formules subsume les techniques de re-
présentation de modeles finis :

THEOREME 12.1.2. Soit T une interprétation finie, telle que pour tout élément a du domaine de
7, il existe un termet de 7(X) tel que Z(t) = a (i.e. T est engendré sur X). Il existe un automate
d’arbres G et une interprétation G-représentable [ telle que pour toute formule F

IEF- JEF.

PrREUVE.  La preuve est immédiate.

Soit Z une interprétation de domaine fini {ay,...,a,}. Soit {A;,..., A,} n symboles de sorte
dynamique distincts. Nous définissons I’automate GG correspondant et I'interprétation J comme
I’ensemble des clauses suivant :

n

{/\ Ai(2) = Ai(f(2igs oo 2,)) / f €S, T(f) @iy, ai,) = a; ).

j=1

Alors J est Iinterprétation totale définie, pour tout prédicat P (ou a(P) = k et Tp =

(x1,29,...,2)) par:

k
3’G(II-I;): \/ /\$i€Aij.

(a,1 ,...,a,k)/l'|:P(a,1 ,...,a,k)jzl

On a alors J = S ssi Z = S (c’est une conséquence triviale de la définition de J, qui peut
étre démontrée par induction sur ’ensemble des formules). C.Q.F.D.

12.2 Extension de la méthode RAMC

Les résultats décrits dans la section 12.1.1 permettent d’incorporer 'utilisation d’automates
d’arbres a la méthode Ramc. Plus précisément, nous considérons désormais des couples (G, S),
ol (& est un automate d’arbres et S un ensemble de c-clauses, tels que les contraintes apparaissant
dans S sont des G-formules. Un couple (G, 5) est équivalent a I’ensemble des clauses fermées C'o
telles qu’il existe [C' : A] € S et 0 € Sg(X). En utilisant cette équivalence, les notions usuelles
de satisfaisabilité, insatisfaisabilité, implication, etc., peuvent étre étendues de facon immeédiate.
Définissons alors les (méta-)regles suivantes.

Reégles d’inférence et de disinférence

(G, 5)

(G,5")

st S _>RAMC S’



Reégle de simplification

(G, SU{[C : XT})
(G, 5)

Initialement, si S est un ensemble de c-clauses sans symbole de sorte, ’ensemble de regles GG
est vide. Sinon, G doit bien entendu étre fourni par "utilisateur en méme temps que le probleme a
résoudre. Puisqu’il existe une procédure de décision pour les G-formules, les résultats du chapitre
6 (correction, complétude réfutationnelle, etc.) s’étendent de facon immédiate.

Nous montrons dans cette section comment utiliser 'information déduite par la méthode
Ramc pour générer dynamiquement de nouveaux symboles de sorte pendant la recherche. Nous
présentons une nouvelle régle permettant d’introduire automatiquement de nouveaux symboles
de sorte et de nouvelles regles de production dans ’automate G. Ces regles operent sur le couple
(G, S) et non sur 'ensemble de c-clauses S. L’idée de base est similaire a celle utilisée au chapitre
11. 1l s’agit de tirer parti du pouvoir d’expression des G-formules pour empécher la divergence
de la méthode.

Donnons tout d’abord une description informelle de notre approche. Une description formelle
sera donnée par la section 12.2.2.

12.2.1 Présentation informelle sur un exemple

Considérons une fois de plus la formule
F : Pla) AVaz.(P(z) — =P(f(2))).
Au chapitre 11, il a été montré que F admet un unique modele de Herbrand M.

M = {P(f"(a))/n € N}

M ne peut pas étre exprimé par un probleme équationnel, mais peut étre représenté par une
G-formule. [’automate correspondant a cet ensemble est

— s(a)

s(z) = s(f(f(2))).

Le modele est alors représenté comme suit.
P(z) est true si et seulement si z € s

L’objet de cette section est de donner des conditions syntaziques permettant de générer
automatiqguement cet automate. Pour cela, considérons la forme clausale de la formule F.

¢ [Pla) :T]
e [Plx) Vv P(f(z)) : T]
ez [-P(x)V-P(f(x)) : T]

En appliquant la regle de c-résolution sur les c-clauses ¢, et ¢, on obtient la c-clause
¢ [=P(x) v P(f(f(2))) : T

En appliquant la réegle de résolution sur P(a) et ¢y (et sur les descendants de c¢;) nous

obtenons un ensemble infini M de c-clauses fermées de la forme P(f(f(a))), P(f(f(f(f(a))))),



P(f*(a))...Afin d’éviter de générer explicitement ces c-clauses, il suffit de remarquer que les
c-clauses ¢; et ¢, définissent un automate d’arbres (plus précisément une grammaire réguliére
d’arbres). Il est donc possible d’associer a P un nouveau symbole de sorte s et d’ajouter les
regles:

— a

s(z) = s(f(f(2)))

La section suivante est consacrée a une description d’une méthode générant automatiquement
un tel automate.

12.2.2 Une nouvelle réegle
La définition suivante formalise cette idée.
DEFINITION 12.2.1.  [Ensemble de contextes] Un ensemble de contextes est un ensemble de
triplets {(F;, p;,s:)/1 < ¢ < n} tel que pour tout i € [1..n]:
— P, est un littéral (positif ou négatif) ;
— P, est un ensemble de positions de Pos(P;), incomparables 2 a 2;

— s; est un symbole de sorte.

&

Informellement, un ensemble de contextes correspond & une abstraction (voir chapitre 13
et (PLAISTED, 1981) pour plus de détails sur les abstractions) d’un ensemble de littéraux. En
remplagant un littéral P[t]y (ou (P, 7, s) € L) par le littéral monadique s(t), on transforme un
ensemble de c-clauses en un automate d’arbres. 1l suffit ensuite de vérifier si ’automate obtenu
appartient a une classe admissible (c’est I'objet de la condition Cy). Les définitions suivantes
formalisent cette technique.

DEFINITION 12.2.2. Soit EY un ensemble de contextes et L un littéral. I est dit F-compatible
si et seulement si L est de la forme P[t]y (resp. =P[t]z) avec (P,p,s) € L. Nous notons alors
abst(F, L) un littéral s(t) (resp. —s(t))* o

ExXEMPLE 12.2.1. Soit E = {(P(a,z),{2},s)}.
Les littéraux

sont F-compatibles. On a
abst(F, P(a, f(y,2))) = s(f(y,2))
abst(F, P(a,a)) = s(a)
abst (£, —P(a,b)) = —s(b)

Nous pouvons étendre cette notion a des ensembles de c-clauses quelconques.

DEFINITION 12.2.3. Soit E un ensemble de contextes et S un ensemble de c-clauses. S est
dit F-compatible si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées.

— Tout littéral L apparaissant dans une clause de S est F'-compatible. On note alors abst(F, S)
Pensemble de c-clauses obtenu en remplacant chaque littéral I de S par un littéral

abst(E, 5).

1. Plusieurs solutions sont parfois possibles, car un littéral peut correspondre a plusieurs littéraux de F. Il est
alors nécessaire d’effectuer un choix arbitraire pour définir la fonction abst(E, L).



— abst(F, S) appartient a une classe admissible d’automates d’arbres généraux.

&

LEMME 12.2.1. [Compatibilité avec linstantiation] Soit E un ensemble de contextes et S un
ensemble de c-clauses F-compatible. Soit o une substitution. Alors

abst(Eo, So) = abst(FE, 5)o

PrREUVE.  La preuve est immédiate. C.Q.F.D.

Si un ensemble de c-clauses est F-compatible, il est possible d’utiliser "automate d’arbres
abst(F,S) correspondant afin d’exprimer (une partie de) I’ensemble des c-clauses unitaires qui
sont des conséquences logiques de S, au lieu de générer explicitement ces c-clauses par la regle
de résolution. Cela permet d’empécher dans certains cas la non-terminaison de la méthode, car
I’ensemble ainsi exprimé est souvent infini.

THEOREME 12.2.1. Soit I un ensemble de contextes et (G,S) un ensemble de c-clauses F-
compatibles. Alors I'ensemble

(G Uabst(E, S) {[Ple]s : @ € s1/(P7.5) € E})
est une conséquence logique de S.
La preuve du théoreme 12.2.1 utilise les lemmes suivants.

LEMME 12.2.2. Soit I/ un ensemble de contextes et S un ensemble de c-clauses F-compatibles.
S’il existe 2 c-clauses C'p et D de abst(F, S) telles que Res(Cg, Dg) = Rp, alors il existe deux
c-clauses C, D de S telles que Res(C, D) = R, 'ensemble S’ = S U {R} est E-compatible et on
a abst(E,S’) = abst(E,S)U{Rg}.

PREUVE.  Par définition de Res, Cgp et Dp sont de la forme [sp(t)UR, : A] et
[-sp(s)URy : Y] et Rp=[RiURy : Y AY AT =1].

Par définition de abst(£,9), il existe deux c-clauses de S, de la forme C': [P[tlzU R} : X]
et D:[P[tlzU R, )], telles que abst(L, R}) = R, et abst(£, R}) = Rs.

On a Res(C,D) = R : [RiUR, : Y AYAt=73]. Dautre part on a abst(E,R) =
[abst(E, R}) Vabst(E,R,) : Y AYAt=73]. D'ou: abst(E,R) = Rp et abst(E,S5) =
abst(F,5)U Rg C.Q.F.D.

LEMME 12.2.3. Soit F un ensemble de contextes et .S un ensemble de c-clauses F-compatible.
Si abst(L, S) est insatisfaisable, alors S I'est également.

PREUVE.  abst(F,S) est un ensemble de c-clauses de Horn insatisfaisable, donc il existe une
réfutation de abst(F,5) utilisant la regle de résolution. Nous allons montrer par induction sur
la longueur n de cette réfutation (notée abst(L,S) — S; — ... —= S,) que S est insatisfaisable.

— n=0.0n aalors O € abst(F, 5), d’ou par définition de abst(F,S), 0 € 5.

- n > 0. En appliquant le lemme 12.2.2, il existe un ensemble de c-clauses 5] tel que
S —Res S1, abst(E,S]) = 51 et S est insatisfaisable. Par hypothese d’induction, S;
est insatisfaisable. D’ou S est insatisfaisable.

C.Q.F.D.

PREUVE.  [du théoreme 12.2.1] Par définition, pour tout terme de 7¢(s), s(t) est une consé-
quence logique de abst(F£,S) (voir définition 12.1.2). D’ol, pour toute substitution o : {z — t}
telle que t € 74(s), abst(E, 5)U{s(t)} est insatisfaisable. Or on a par définition abst(E, P[t]5) =
s(t). Par le lemme 12.2.3, on en déduit que S U {P[t]5} est insatisfaisable. C.Q.F.D.



La régle G-Induction

(G, SUL[CV Ry - X, A YY)
(GUabst(E,50), SU{[CiV R : G AV} U{[RV Plaly 12 € sAV]0/(P.D,s) € E})

avec:

— F est un ensemble de contextes.

S'=A{[C; : X]/1 <i<n}.

Il existe @ telle que 5’8 est F-compatible.
— abst(L,5'9) et [R; :)Y;] ne partagent aucune variable.
- R=V.,R:.
- V= /\?:1 Yi.

THEOREME 12.2.2. La régle G-Induction est correcte.

PREUVE.  Soit (P,7,s) € IV. Notons C' la c-clause [R V P[z]z : 2 € s A Y]. Soit un modele M
de S et une substitution fermée ¢’ des variables de S n’appartenant pas a abst(F, S'6). Soit
o = 6.¢’. Montrons que M = Co.

Puisque Vi € [1..n], [R; : )] et abst(F,S) ne partagent aucune variable, [R; : Y;[fc est
fermée. S’il existe ¢ € [1..n], tel que Y;o = L alors de facon évidente o € S¢(Y) (par définition
de V), d’ott M |= C'o (dans ce cas, C'o est une tautologie).

SiVi € [l.n],YVio =T, alors on a M [ Cio V R;o. Sl existe 7 € [1..n] tel que M E R;0,
alors M | Ro, d’ou M E Co.

Sinon, on a Vi.M E [C; : Aj]o. Or [C; : &;] est E-compatible donc [C; : X;]o est Fo-
compatible et abst (L, [C; : A}]) = abst(Eo, [[C; : Ai]o :)] (d’apres le lemme 12.2.1).

Par le théoreme 12.2.1, on en déduit que P[t]5 est une conséquence logique de {[C; : Ai]o}
pour tout ¢ € 7¢(s). Dot M | Co. C.Q.F.D.

D’un point de vue pratique, il est clair que la regle G-Induction est trop générale pour
pouvoir étre utilisée de fagon purement automatique. Elle nécessite I'intervention de I'utilisateur
pour le choix de I’ensemble de contextes F. Cependant, nous pouvons imposer des conditions
supplémentaires afin de restreindre application de la regle, et de pouvoir ’appliquer automati-
quement de facon efficace. Nous pouvons, par exemple, restreindre ’application de la regle a des
ensembles unitaires de contextes. Ainsi, les littéraux et les positions de ’ensemble E peuvent
facilement étre calculés en utilisant un algorithme d’anti-unification (PLOTKIN, 1970), mais la
portée de la regle est alors plus limitée, puisque nous ne pouvons introduire qu’un seul sym-
bole de sorte simultanément. 1l est également possible de restreindre le nombre de c-clauses ou
de c-littéraux de I"automate. Une autre possibilité (implicitement utilisée dans (WEIDENBACH,
1993), par exemple, voir section 12.4) est de n’autoriser que des prédicats monadiques (ou es-
sentiellement monadiques, voir (FERMULLER ET AL., 1993)) dans I'ensemble de contextes E. Le
calcul de F et la compilation des c-clauses en automate sont alors immédiats.

EXEMPLE 12.2.2. Considérons ’ensemble de c-clauses suivant.

Ci[=P(z,y) vV P(f(x),y) : T]
Cy [P(a,y) VvV R(u) :T]

Cy et Cy sont {(P(z,y), {1}, s)}-compatibles.
Par la regle G-Induction, on déduit [P(v,z)V R(u) :v € 5]
ol v est une nouvelle variable et s est défini par:



&

REMARQUE.  La regle G-Induction est dans un certain sens similaire a la regle I-Induction

décrite au chapitre 11 (voir aussi (SALZER, 1992; PELTIER, 1997a)), mis a part que le formalisme

des automates est utilisé a la place des schématisations de termes. Ces deux regles sont incom-

parables au sens ou il existe des ensembles de c-clauses qui peuvent étre traitées par la regle

G-Induction et qui ne peuvent pas étre résolues par la réegle /-Induction (et réciproquement).

Cela tient évidemment aux limites du pouvoir d’expression respectif de ces deux formalismes.
Considérons par exemple ’ensemble suivant.

L[=P(z)V P(f(y,z)) : T]
2[P(a) :T]

De 1 et 2 nous pouvons inférer P(f(y1,a)), P(f(y2, f(y1,a))) ...

Cet ensemble de c-clauses ne peut pas étre exprimé par des schématisations de termes car a
chaque étape y peut étre instancié par des termes différents. En revanche, notre méthode génere
I’automate suivant.

Reégles de transformation en automate d’arbres

Les regles que nous proposons dans cette section sont motivées par ’étude de ’exemple
suivant.

ExeEMPLE 12.2.3. Soit 2 = {(P(z), {1}, s)} Soit I’ensemble .S suivant.

[-P(z)V P(f(z,y)) :y €]
[Pla) : T]

On a abst(£,S) = S. Ici la régle G-Induction n’est pas applicable a cause de la condition
y € s’ apparaissant dans les contraintes de S. S n’est donc pas un automate d’arbres (voir défi-
nition 12.1.1). Pourtant, il est clair que nous pouvons transformer ’ensemble S en un automate
d’arbres en transférant la condition y € s’ dans la partie clause de [P (z) vV P(f(z,y)) 1y € §].
Nous obtenons ainsi les c-clauses suivantes:

[=s'(y) v =P(x) v P(f(z,y)) ]
[Pa) = T]

qui définissent un automate d’arbres. o

Plus généralement, les regles de la figure 12.1 permettent de transformer certains ensembles
de c-clauses S en un automate d’arbres équivalent, ce qui permet ensuite d’appliquer la regle
G-Induction. Les reégles visent a éliminer les contraintes supplémentaires des c-clauses afin
de les transférer dans la partie clause de la regle. Certaines de ces regles sont déja utilisées
dans (CoMoN ET DELOR, 1994) pour simplifier les formules équationnelles avec contraintes
d’appartenance.

THEOREME 12.2.3. Le systéme T, est correct.



(G,SUA{[C 1z €en]})
(GUG", [-s(z)vC = X)

Si e est une expression de sorte et si s est un nouveau symbole de sorte et G' une extension de
G telle que Tg(e) = 16 (s) (G’ et s existent d’aprés la condition Cs).

[C :X[PFz, ... x0.(x = flog, .y x0) AN @ € 8)],]
[C X[z e f(s1,...,5.)],]

[C :X[zesnzes]]
[C X[z esns],]

[C :X[zesVaes]]
[C X[z esUs],]

Fia. 12.1 - : Le systéme Tyt

PREUVE. Immédiate. C.Q.F.D.

EXEMPLE 12.2.4. Considérons ’ensemble de c-clauses suivant.
[P(a) : T]

[=P() v P(f(z)) V R(y) :y # ]

[-P(z) Vv P(g(z,y)) :Fzy = f(2)V Iz, 2y = g(2,2)]

On déduit:
[P(z)V R(y) :z€SAy+#d]

ol

— S est défini par les regles de production suivantes.
- = S(a)
- S(z) = S(f(2))

Instantiation des c-clauses

Dans certains cas, il est possible que la régle G-Induction ne soit pas applicable sur les
c-clauses considérées, mais sur des instances des c-clauses. C’est le cas dans ’exemple suivant.

[P(a,b) : T]
[P(x,y) = P(z, f(y)) 1@ #1]

Ici, nous devons appliquer la régle G-Induction sur la clause

[P(a,y) = Pla, f(y)) : T]



qui est une instance de [P(z,y) — P(z, f(y)) :z # b].
De facon similaire, considérons ’ensemble de c-clauses suivant.

C:[=P(z,y) vV P(f(z,2),y) VvV R(z) : T]
D :[P(a,y) : T]

z apparait dans le littéral R(z), donc la regle G-Induction n’est pas applicable. Néanmoins,
nous pouvons appliquer la regle sur la c-clause [-P(z,y) vV P(f(z,a),y)V R(a) : T], qui est une
instance de C.

12.3 Exemples
Les exemples suivants montrent I'intérét de la regle proposée.

ExeMPLE 12.3.1. Considérons ’exemple suivant tiré de la bibliotheque de formules TPTP, pro-
bleme numéro SYN324 (SUTTNER ET SUTCLIFFE, 1995).

1[P(X,9(X))V-P(X,X) :T]
2[-P(X,g(X))V-P(X, X) = T]
3[P(X, g(X))V P(g(X), g(X)) : T]
A [FP(X,9(X)) vV ~P(g(X), 9(X)) : T]

Notre méthode génere les c-clauses suivantes.

5 [-P(X, X)V=P(g(X),g9(X)) : T]

6 [-P(X,X)V=P(g(X),g(9(X))) : T]
7 [-P(X,X)V P(g(g(X)),9(g9(X))) : T]
8 [[_'P(ava) ]]

9 [-P(X,g(X)) Vv~
10[P(X,9(X))V P(g

A ce point, nous appliquons la régle G-Induction sur les c-clauses 7,10. Nous obtenons la
c-clause

resolution,1,4)
resolution,5,1)
resolution,6,3)
GPL,2)
dissubsumption,6,2)
disresolution,7,3)

e,

P(X,X) 12 # 4]
(X),9(X)) 12 = d]

9[P(X,X)V-P(a,g(a)) :z € S5] (G-Induction,7,10)

ou S est défini par

— S(g(a))
S(x) = S(g(g(2)))

Ensuite, en appliquant la regle GMPL sur la c-clause 9, on obtient les c-clauses suivantes.

10 [P(z,2) 12 € 9]

1L [P(g(2) g(o) <2 € ]
12[P(x,g(x)) 2 € 5]
13[-P(g(z),z) : 2 € 5]

Les c-clauses 10,11,12,13 donnent un modeéle de la formule initiale (les autres c-clauses
peuvent étre éliminées par application des regles de simplification).

Il est intéressant de mentionner que la résolution (sans stratégie de restriction), ainsi que
I’hyper-résolution positive ou négative ne sont pas capables de détecter la satisfaisabilité de cette
formule méme si des regles de simplification telles que la subsumption sont utilisées. Ces regles
génerent en effet un ensemble infini de c-clauses. o



EXEMPLE 12.3.2. Les remarques 1 et 2 ci-dessous illustrent l'intérét de 'exemple suivant.

1. La formule n’admet pas de modeéle fini. En effet, 'interprétation du prédicat R(z,y, z) cor-
respond a la définition de I’égalité sur 'univers de Herbrand entre y et z a la définition de
’égalité entre y et z sur I'univers de Herbrand (si z = f**(a)).

2. 1l n’admet pas de eq-modele. En effet, les deux premieres c-clauses impliquent R(z,y, z) —

~R(f(2),y,2).

LRG0, 2) v R(f(2),3,2) + T]
2 [[_'R(xv Y, Z) v R(f($)7 Y, Z) : T]

3 [R(a, 2 9) v ~R{a, £(2). /(1)) : T]
4[-R(a,a, f(z)) : T]

5[R(a,z,z) : T]

Notre méthode donne.

6 [Rae.y) £ (Gupr3)
T[R(u,z,y)vV-R(f(f(u)),z,y) : T] (résolution, 1,2)
8[R(u,z,y) :x #£yAué€s] (G-Induction, 6,7)

Ou s est défini par les regles suivantes.

De la méme facon, on obtient:

9 [R(v,z,z) :ves]
10 [-R(f(v),z,2) v € 5] (résolution,1,9)
11 [R(f(v),2,y) :v €sAax #y] (résolution,2,8)

Les c-clauses 8,9, 10,11 définissent un modele de ’ensemble de c-clauses initial. o

12.4 Comparaison avec des travaux existants

12.4.1 Les travaux de Matzinger

Dans (MATZINGER, 1997), des grammaires régulieres d’arbres sont utilisées pour représenter
des modeles de Herbrand. Une méthode est proposée pour résoudre le probleme d’équivalence.
Les techniques utilisées sont fondées sur 'utilisation de stratégies d’ordonnancement pour la mé-
thode de résolution et sont complétement différentes de celles utilisées dans le présent chapitre,
fondées sur Putilisation de contraintes. Le pouvoir d’expression du formalisme est exactement
équivalent aux modeles finis, ce qui n’est pas le cas pour notre approche. La méthode de repré-
sentation proposée dans ce chapitre est donc plus générale.

12.4.2 Les travaux de Weidenbach

Dans un domaine différent de celui de la construction de modeles, (WEIDENBACH, 1993) pro-
pose une méthode permettant d’étendre la logique du premier ordre avec des sortes dynamiques.
La méthode est fondée sur 'utilisation de I'unification avec sortes et sur une modification des
regles de résolution et de factorisation, ainsi que de la définition des déclarations de sortes.

L’algorithme de (WEIDENBACH, 1993) pour transformer des ensembles de clauses monadiques
en déclaration de sortes est comparable a la regle G-Induction, qui présente cependant les



avantages suivants. D’une part, elle utilise des contraintes afin d’exprimer les informations sur
les sortes, ce qui évite 'utilisation de littéraux résiduels (c’est-a-dire de littéraux ajoutés a la
clause obtenue par résolution pour exprimer des contraintes sur les sortes des variables). D’autre
part, notre méthode n’est pas restreinte a des prédicats unaires.

Par ailleurs, nous n’utilisons pas de déclaration de sortes conditionnelles. L’interprétation des
symboles de sortes que nous introduisons est fixée lors de leur introduction et ne change pas au
cours de la recherche. Cela représente une différence essentielle avec (WEIDENBACH, 1993) ou les
symboles de sorte sont fixées au début de la recherche (c’est ’ensemble des prédicats monadiques
de la signature), mais ou 'interprétation de ces symboles est constamment modifiée.

Remarquons cependant que des déclarations conditionnelles pourraient facilement étre in-
troduites en autorisant la présence de contraintes d’appartenance dans les automates d’arbres
généraux. Cela permet ensuite de généraliser la regle G-Induction en transférant une partie des
littéraux dans les contraintes. Par exemple la clause Man(peter) Vv Woman(peter) (WEIDEN-
BACH, 1993) pourrait étre transformée en déclaration de sorte: [Man(peter) : peter ¢ Woman].
La résolution des contraintes n’est alors plus décidable. Il serait malgré tout possible de formu-
ler des regles permettant (par exemple) de transférer les parties contraintes dans le corps des
c-clauses (ce qui permet de préserver la complétude réfutationnelle).

Certains de ces problemes sont actuellement étudiés par Michagl Dierkes dans son travail de
DEA (DiERrkES, 1997).



Partie IV

Nouvelles approches et applications






Chapitre 13

Recherche de réfutations et de
modeles par analogie

L’analogie intervient dans beaucoup d’activités intellectuelles. Elle constitue une puissante
heuristique pour la découverte de nouvelles notions (par exemple en Mathématiques) et une
méthode informelle tres fréquemment utilisée pour découvrir des preuves. En démonstration
formelle, elle est essentiellement évoquée comme un exemple de raisonnement fallacieux: de
“la somme de deux nombres pairs est paire” on peut “déduire” par analogie “la somme de
deux nombres impairs est impaire”. Comme nous nous intéressons a des raisonnements formels,
I’analogie sera une fagon de guider la preuve (réfutation) d’une nouvelle conjecture par des
preuves de théoréemes connus.

En Déduction Automatique, la mécanisation de cette démarche apparalt comme une nécessité
pour améliorer les capacités des démonstrateurs. En effet, un démonstrateur automatique est
souvent amené a re-démontrer plusieurs fois des formules presque identiques. En ’absence de
mécanismes permettant de reconnaitre et de tirer parti de telles situations, les performances du
systeme sont alors limitées de fagon importante (BLEDSOE, 1977). La puissance d’un systéme de
démonstration automatique dépend dans une large mesure de sa capacité a détecter les formules
redondantes et a éviter les calculs inutiles. Mais ’analogie ne se limite pas a un simple moyen
d’améliorer la puissance des démonstrateurs. La découverte d’analogies, de similarités, entre
des formules ou entre leurs preuves peut avoir un grand intérét intrinséque (notamment en
Mathématiques ou en Programmation).

Les travaux portant sur la reconnaissance et ['utilisation de "analogie en Démonstration Au-
tomatique restent cependant tres peu nombreux. La nature tres informelle de la notion d’analogie
la rend difficile & modéliser et par la méme a reproduire sur ordinateur. Pour une synthese des
travaux dans ce domaine, voir (BOURELY ET AL., 1996; DEFOURNEAUX, 1997; HALL, 1989)
(on pourra également consulter (KLING, 1971; MUNYER, 1981; PLAISTED, 1981; Boy DE LA
Tour ET CAFERRA, 1987; Boy DE LA TOUR ET KREITZ, 1992; MELIS, 1995; KOLBE ET WAL-
THER, 1995)). En particulier, il semble extrémement difficile de donner une définition précise
de la notion d’“analogie” entre deux formules. La plupart des travaux se limitent souvent a
une comparaison syntazique entre les deux énoncés (en établissant par exemple un graphe de
correspondance entre les deux formules (KLING, 1971; MUNYER, 1981)). Il est cependant clair
que ’analogie telle qu’elle est utilisée par 'homme porte plutot sur des criteres sémantiques que
syntaxiques.

En outre, la totalité des travaux dans ce domaine s’intéresse a la recherche de la preuve d’un
théoreme. Il n’existe pas, & notre connaissance, de travaux cherchant a généraliser I'utilisation
de ’analogie a la construction de contre-exemple. Pourtant, le raisonnement par analogie per-
mettrait, dans bien des cas, de guider la recherche du contre-exemple de la méme fagon qu’il
facilite 'obtention d’une preuve.

Nous décrirons tout d’abord une méthode de recherche simultanée de réfutation et de modele
utilisant I’analogie. Selon PEIRCE (HARTSHORNE ET AL., ), 'analogie peut étre vue comme la



combinaison de trois modes de raisonnement: une étape d’induction, puis d’abduction, suivie
d’une déduction. Notre approche reproduit exactement cette conception. Elle est fondée sur des
techniques de généralisation: la formule initiale F (qui peut étre valide ou non valide), dont
la preuve ou le contre-exemple est connu, est transformée en un nouvel énoncé F' plus général
(représentant en fait un ensemble de dérivations) qui est stocké dans une base de formules. Lors
de la présentation d’une nouvelle conjecture, le systeme recherche dans la base de connaissances
une formule plus générale que la formule proposée et reconstruit éventuellement la preuve ou le
contre-exemple.

Dans ce chapitre, est tout d’abord décrite une méthode de généralisation des formules dans
le cadre de la recherche simultanée de réfutation et de modele. La méthode de généralisation que
nous proposons est guidée par I’étude de la dérivation permettant d’obtenir la réfutation ou le
modeéle de la formule de départ (c’est-a-dire la séquence d’application des régles d’inférence et de
dis-inférence). Nous proposons ensuite un algorithme de filtrage permettant d’obtenir la preuve
(contre-exemple) d’une conjecture & partir d’une formule analogue de la base de connaissances.
Enfin, cet algorithme est étendu pour prendre en compte le cas (important en pratique) ou
I’analogie échoue: la méthode génere alors des lemmes (ou des contre-exemples partiels) qui
doivent ensuite, soit étre prouvés pour reconstruire la preuve ou pour compléter le contre-
exemple, soit étre infirmés (ce qui permet de détecter des “mauvaises” analogies).

Contrairement a d’autres approches, nous cherchons a étendre autant que possible la notion
d’analogie, sans nous limiter a une identité syntaxique entre les formules. Dans la plupart des cas,
la conjecture T ne pourra directement étre prouvée a partir de la formule-source S. L’analogie
implique en effet une notion de distance entre les formules: 'algorithme doit étre capable de
traiter également les cas ol I'insatisfaisabilité ou le modele de la formule-cible ne peut pas
étre directement déduit(e) de celle/celui de la formule-source. Cela correspond a un processus
d’abduction consistant a chercher quelles seraient les hypotheses susceptibles de “faire marcher”
I’analogie et a tenter (éventuellement) de prouver (ou d’infirmer) ces hypotheses.

Les problemes liés a la construction de la base de connaissances sortent naturellement du
cadre de cette these (voir (DEFOURNEAUX, 1997)) !. L’algorithme est présenté dans le cadre de la
méthode RAMc. Néanmoins, notre approche peut s’étendre tres facilement a d’autres procédures
(telles que par exemple la méthode RAMCET).

13.1 Formalisme de représentation

Avant de s’intéresser au processus de généralisation, il convient tout d’abord de préciser la
méthode utilisée pour représenter les ensembles de dérivations. Nous proposons de représenter
cet ensemble de dérivations par une formule de la logique d’ordre supérieur. Celle-ci représente
I’ensemble de dérivations du premier ordre obtenu en instanciant la formule d’ordre supérieur.
Il contient évidemment la dérivation initiale. Avant de décrire formellement ’algorithme de
généralisation, décrivons précisément le formalisme de représentation utilisé.

Notions de logique d’ordre supérieur

Rappelons brievement les notions de base de la logique d’ordre supérieur (nous nous limite-
rons ici a une présentation succincte des notions les plus élémentaires, pour plus de détails, voir,
par exemple, (HUET, 1975)).

L’ensemble des types d’ordre supérieur Sy, est défini par:

— Sy, contient I’ensemble des types de base S.

- SiVie[l.n].t; € Sy, et s € Spy, alors: t; X ... X t, = 8 € Sp,-

1. Les résultats décrits dans ce chapitre sont le fruit d’un travail commun avec Christophe BOURELY et Gilles
DEFOURNEAUX.



Soit (V)ies,, une famille d’ensembles disjoints, infinis et dénombrables de variables (appe-
lées wariables de type t). Soit V = [J,c7 Vi. Soit (¥)ies,, une famille d’ensembles disjoints de
constantes (de type t). On suppose que VN X = (.

Les ensembles des termes 7,(3, V) de type ¢ sont les plus petits ensembles vérifiant les condi-
tions suivantes :

-V, C (X)),

— frSI X . X Sy = S € Ty x xs, s (2, V).

= SitE Ty, x xsnms (X, V) et Vi < mou; € 7, (8, V) alors t(uy, ..., u,) € 7(X, V).
- Siter (X, V)etVi<na €V, alors Azy, ..., 2,0t € T w ws,os(2, V).

On note 7(3,V) = U, 7(X, V), 'ensemble des termes d’ordre supérieur. On peut étendre
de facon immeédiate la définition des formules et formules équationelles a 'ordre supérieur. Les
notions de substitution, de solution d’une formule équationnelle (modulo la f-réduction) etc.
se généralisent également de facon triviale aux termes et formules d’ordre supérieur. Par souci
de concision, nous ne donnons pas ici toutes les définitions (voir par exemple (LUGIEZ, 1995)).
De facon évidente, toute formule du premier ordre est un cas particulier de formule d’ordre
supérieur.

DEFINITION 13.1.1. Une formule généralisée de F est une formule vérifiant les conditions
suivantes:

— ‘Toute variable liée de F est d’un des types de base.

— Toute variable libre X de F est de type s; X ... X s, — S, oll S1,...,S,,S sont des types de
base et toute occurrence de X apparait dans un terme de la forme X (ty,...,t,).
o
DEFINITION 13.1.2. Une c-clause généralisée est de la forme
Vz[C X

telle que X est une formule équationnelle généralisée, C' une clause généralisée et T un n-uplet
(éventuellement vide) de variables de type de base. o

Notation 13.1.1 Dans la suite, et par souci de lisibilité, les variables libres d’une c-clause

généralisée seront notées en majuscule (A, B, ... si la variable est d’arité 0, F, G, ... sinon) alors
que les variables li€es seront notées x,y, ... et les symboles de fonctions f,q,... ou a,b,....
DEFINITION 13.1.3. Un ensemble contraint est un couple (S, X') o S est un ensemble de

c-clauses généralisées et X' une formule équationnelle généralisée. Une séquence contrainte est
un couple (8, X) ou § est une séquence d’ensembles de c-clauses généralisées et X' une formule
équationnelle généralisée. o

REMARQUE.  Soit F un ensemble de c-clauses généralisées. Pour toute substitution fermée o
de support Var(F), Fo est un ensemble de c-clauses.

Nous étendons la notion de Ramc-dérivation aux c-clauses généralisées de la facon suivante.

DEFINITION 13.1.4. Une séquence contrainte (¢, X') est appelée une Ramc-dérivation si et
seulement si pour toute substitution fermée o solution de X, to est une RAaMcC-dérivation (au
sens habituel). o

Tous les symboles apparaissant dans la dérivation seront supposés indexés par leur premiere
occurrence dans la dérivation.



13.2 Un ordre sur les formules

L’idée de la méthode est de généraliser I’ensemble de clauses en préservant soit 'insatis-
faisabilité et la réfutation, soit la satisfaisabilité et le modele. Mais que signifie exactement
généraliser? Avant de présenter algorithme de généralisation, nous devons clarifier cette notion
et en donner une définition formelle.

Nous nous placons dans le cadre de preuve par réfutation, donc nous parlerons d’insatis-
faisabilité pour I’ensemble de c-clauses d’un théoreme et de satisfaisabilité pour ’ensemble de
c-clauses d’un non-théoreéme. Informellement, un théoréme T sera dit “plus général” qu’un théo-
reme 17 si les hypotheéses de T sont moins fortes que celles de T" ou si la conclusion de T est
plus forte que celle de T”. En effet, il est alors intuitivement évident que le théoreme T" apporte
“plus d’informations” que 7". Dans le cas d’ensemble de c-clauses, ’ensemble des hypotheses est
I’ensemble de c-clauses lui-méme et la conclusion est O. Donc, T sera plus général que T' si et
seulement si toutes les clauses de T appartiennent a T”, c’est-a-dire si et seulement si T C 1.
Ainsi, si S est un ensemble insatisfaisable, S sera plus général que tout ensemble de c-clauses
S’ contenant S. En effet S’ n’est pas minimalement insatisfaisable : il contient des hypotheses
qui sont inutiles pour la preuve. Cette notion tres simple peut étre complétée par les remarques
suivantes.

1. D’une part, I'important ici n’est pas la définition syntazique de ’ensemble de c-clauses mais
plutot sa sémantique, c’est-a-dire I’ensemble de clauses fermées dénotées par cet ensemble. En
effet, il est possible qu’une c-clause C' ne soit pas inclue dans un ensemble 5/, mais que toute
instance fermée de €' appartienne a ’ensemble des instances fermées de .S’. La comparaison

entre les ensembles de c-clauses doit donc étre réalisée modulo la relation d’équivalence =
(voir chapitre 6).

2. D’autre part, il est également possible qu’une clause fermée de S n’appartienne pas a S’
mais soit subsumée par une c-clause de 5.

Afin de tenir compte de ces deux remarques, nous allons introduire la relation suivante entre
ensembles de c-clauses.

DEFINITION 13.2.1. Soit .S, S deux ensembles de c-clauses. On note S T S’ si et seulement si
pour toute instance fermée C' d’une c-clause de S, il existe une instance fermée C' d’une clause
de S’ telle que C' C . o

LEMME 13.2.1. Si S C S alors S est une conséquence logique de S’. D’autre part, si d est une
réfutation fermée (utilisant les regles de résolution et factorisation) de S, alors il est possible de
construire automatiquement une réfutation fermée de S’.

PREUVE. — Soit Z un modele de S’. Par définition pour toute clause fermée C' de S’ Z = C.
Soit D € 5. 0n a S C 9, donc il existe C' € S telle que C C D. Z = C (car C' € 5') donc
IED.DouZES.

— Soit d une réfutation fermée de S. Soit n la longueur de la dérivation d. Montrons, par
induction sur n, qu’il est possible de construire une réfutation fermée de S.

— Sin=0,alors 0¢€ 5, donc O € 5. Dot (5’) est une réfutation de S’

— Sin > 0, alors, notons d = (54,...,5,). Sz est déduit de S; par application soit de la
regle de résolution, soit de la regle de factorisation. Considérons successivement ces deux
possibilités.

1. Résolution. Dans ce cas, il existe deux clauses PV R, et =PV R, dans §; et S, =
S; U{R; V R,}. Alors, par définition de S’ il existe deux clauses ) et Cy dans S’
subsumant respectivement PV R, et =PV R,. Si (| subsume R;, alors | subsume



RV R, donc S, C 5. Puisque S, admet une réfutation de longueur n—1, par hypothese
d’induction, on peut construire une réfutation fermée de S’. La preuve est identique si
C'y subsume R,.

Sinon, C et C5 sont respectivement de la forme (éventuellement aprés application d’une
regle de factorisation) PV R} et =PV R}, ou R subsume R; (: = 1,2). En appliquant la
résolution, on obtient ’ensemble S” = S"U{R] V R,}. On a de fagon évidente S, C S”.
Par hypothese d’induction, on peut construire une réfutation fermée de S, donc de 5".

2. Factorisation. Il existe une clause PV PV @ dans S; et S, = S; U {PV R}. Par
définition, on a PV PV R <gu PV R, donc S, £ 5’ d’ou il est possible de construire
une réfutation fermée de 5.

C.Q.F.D.

En revanche, dans le cas satisfaisable, T sera dit plus général que T" si les hypotheses de T sont
plus fortes que celles de T’ c’est-a-dire si T est faux dans un plus grand nombre d’interprétations
que T’. Donc un ensemble satisfaisable T sera dit plus général qu’un ensemble satisfaisable T’
si et seulement si 7" C T

Ces deux notions de généralisation ne sont donc pas équivalentes. La définition suivante
formalise cette idée.

DEFINITION 13.2.2. Soit Ty = (t1,X1) et Ty : (t2, Xs) deux ensembles contraints. T est dit
plus général que Ts (noté T > ., T>) si et seulement si pour toute solution o5 de X, il existe une
solution o, de &) telle que:

— t1 est insatisfaisable et t10, C ty04

— t1 est satisfaisable et ty0, C ty04.

ProrosiTION 13.2.1. >, est un pré-ordre.

ExeEMPLE 13.2.1. [Ordre de généralisation, cas insatisfaisable] Soit ¢; : Va.P(z) A =P(a) et
ty : P(a) A—P(a). t; et t, sont deux ensembles de clauses insatisfaisables. L’ensemble des clauses
fermées dénoté par t; est {P(t)/t € 7(X)} U {=P(a)}. L’ensemble des clauses fermées dénoté
par ty est {P(a),=P(a)}. On a donc t; C ¢y, d’ol t; est plus général que t;. En effet 5 contient
“plus d’information” que t;, puisque les hypotheses de ¢, sont moins contraignantes que celles
de t;. o

EXEMPLE 13.2.2. [Ordre de généralisation, cas satisfaisable]

Soit t; : Va[P(z) :a # a] A —=P(a) et ty : P(b) A =P(a). t; et t5 sont satisfaisables. On a
ty Cty, d’ol t, est moins général que ¢;. En effet ¢; est falsifié par plus d’interprétations que ¢,
(tout modele de ¢; est un modeéle de t5). o

13.3 Algorithme de généralisation

Nous présentons maintenant un algorithme permettant de transformer une Ramc-dérivation
S en une RaMmc-dérivation S’ plus générale que S au sens du pré-ordre >,.,. Cet algorithme
sera spécifié sous forme de regles de transformation.

Il y a plusieurs similarités syntaxiques qui peuvent faire que deux dérivations soient ana-
logues. La seule facon de ne pas les perdre par une abstraction trop générale est de traiter
séparément chacun de ces cas. Puisque 'ordre de généralisation n’est pas le méme suivant que S
est satisfaisable ou insatisfaisable, I’application de certaines des regles dépend de la satisfaisabi-
lité de ’ensemble source. Par conséquent, nous proposons un ensemble de regles de généralisation
divisé en trois parties.

1. Cas général. Ces regles s’appliquent dans tous les cas.



2. Regles d’affaiblissement. Ces regles ne s’appliquent que si I’ensemble considéré est insatis-
faisable. Leur objet est d’affaiblir I’ensemble de c-clauses en enlevant des hypothéses.

3. Regles de renforcement. Ces regles s’appliquent uniquement si I’ensemble considéré est sa-
tisfaisable. Elles visent a ajouter des hypotheses a 'ensemble de c-clauses.

Nous donnons pour chaque regle sa définition formelle et un exemple d’application simple.
Les regles operent sur des séquences contraintes.

13.3.1 Regles générales
Reégle d’abstraction

L’objet de la premiere regle est de remplacer un symbole de fonction f par une variable F
de méme type que f. Par exemple, la dérivation Va.P(f(z)) A P(f(a)) — O est transformée en
Va.P(F(z)) A P(F(a)) — O ol F est une nouvelle variable libre de méme type que f. A cause
de la présence de négation dans les contraintes, cela ne suffit cependant pas a garantir que le
terme obtenu soit une dérivation, comme le montre ’exemple suivant.

EXEMPLE 13.3.1. Considérons la dérivation suivante.

1p(a)Vrd) : T]

2 Ve [p(f(2) : T]

3[pla) :Vz.a# f(2)] (GpL,1,2)

4[pla) :T] (Résolution de contraintes 3)

Ici il est impossible de remplacer a et f par de nouvelles variables libres. En effet, la dérivation
contient la régle de décomposition ¢ # f(z) — T qui suppose que les symboles a et f sont
distincts. o

La solution retenue pour résoudre ce probleme consiste a ajouter a la dérivation des
contraintes assurant que les deux variables sont associées a des symboles distincts. Ainsi la
dérivation ci-dessus sera transformée en :

(S,Vae. A # F(z))
ou S est la dérivation:

1[P(A)VR(B) : T]

2V [-P(F(z)) : T]

3[P(A) :Vz.A+# F(2)] (GPL,1,2)

4[P(A) : T] (Résolution de contraintes 3)

Plus formellement, nous introduisons la regle:

(5, )
(S{f = F} X = F} AN, V2(F(T) # 9:(7)))

Regle 13.3.1 (Abstraction)
ou:

— S est une RaMc-dérivation.

- H{(f,9)/i=1,...,n} est 'ensemble des couples (f, g) ou g est une occurrence de symbole de
constante telle qu’il existe dans S une application d’une régle de décomposition de la forme :

f0) =906 — L.



Introduction de variables libres

La regle suivante cherche a généraliser la dérivation en remplagant deux occurrences distinctes
de variables par de nouvelles variables distinctes. Avant de définir formellement la regle, donnons
un exemple illustrant son principe.

EXEMPLE 13.3.2. Soit la dérivation:

1[P(A) v P(B) :T]

2[-P(4) :T]
3[-P(B) :T]
4[P(B) : T] (Résolution 1,2)
50 (Résolution 3,4)

Il est facile de voir que les deux occurrences du symbole P dans la premiere c-clause peu-
vent étre remplacées par deux variables distinctes Py, P, & condition de remplacer également
les c-clauses 2,3 par [~F;(A) : T] et [P (B) : T]. En effet, aucune reégle de résolution ou de
décomposition n’est appliquée sur ces deux occurrences de P, donc les deux occurrences “n’ont
pas besoin” d’étre égales. On obtient alors la dérivation suivante, qui est de facon évidente plus
générale que la dérivation initiale.

1[P(A)V P(B) : T]

2[-P(A) : T]

3[-R(B) < T]

4[P(B) : T] (Résolution 1,2)
50 (Résolution 3,4)

Informellement, cette transformation est justifiée car la validité de la RAMc-dérivation ne
nécessite pas l’égalité entre les occurrences 1 et 2 du symbole P. La définition suivante formalise
cette notion intuitive. o

DEFINITION 13.3.1. Soit deux occurrences ¢, et ¢y de symboles de V. On note ¢; = ¢, la
fermeture symétrique, transitive et réflexive de la relation suivante: il existe dans la RaMcC-
dérivation Si,...,S, une application d’une régle de décomposition ¢,(t) = ¢3(5) = 5 =t ou
c1(t) # ¢3(3) = 5 £ ¢, telle que soit ¢ = ¢y s0it ¢5 est introduit par la régle d’Explosion. o

~ est une relation d’équivalence donc induit une partition de ’ensemble des occurrences de
c. Pour chaque occurrence ¢; du symbole ¢ nous notons [¢;]x la classe d’équivalence de ¢;.

Reégle 13.3.2 (Création de nouvelles variables libres) : %

— A est une variable libre.

— No,...,ng sont des entiers tels que [A™ ]y, ..., [A"*]x est une partition de l'ensemble des
occurrences de A.

By, ..., By sont des nouvelles variables distinctes du méme type que A.

S' = S{Vi,0 < i< kYAl € [A™]y, AT «— B:}.



Elimination de symboles

Le role de cette regle est de réduire le nombre de variables apparaissant dans la formule,
afin de réduire la complexité de 'algorithme de filtrage. Plus précisément, un terme de la forme
F(...,G(t),...) sera remplacé par le terme F'(...,¢,...) ot F’ est une nouvelle variable. Evi-
demment, cette transformation n’est autorisée que si ’élimination de ce symbole préserve la
correction de la dérivation.

ExeEMPLE 13.3.3. Par exemple :
Vy[P(F(y)) : TIA[=P(F(a)) vV =P(F(0)) : T] 2Ramuc B
est remplacé par:

Vy.[P'(y) : TIA[=P(a) V=P (b) = T] =Rame B

Plus formellement :

Reégle 13.3.3 (Elimination de variable libre) : %

S1:

— il existe FF €V, 1 < arité(F) et g € V, tel que pour tout terme de la forme F(t,...t,), t; est
de la forme g(1);

— F" est une nouvelle variable.

-9 est obtenu
a partir de S en remplacant tous les termes de la forme F(ty,....t;_1,9(U), tiz1, - tn)
par F/(th .. .7ti_17t7ti+17 .. 7tn)

Reégle d’élimination de parameétres

Cette regle permet de simplifier la formule-source en supprimant certains de ses sous-termes
et en réduisant ’arité de certaines fonctions. Ce type de régle joue un réle important dans les
travaux de PLAISTED (voir (PLAISTED, 1981)).

ExXEMPLE 13.3.4. Par exemple, la dérivation
Va.[P(z,z) : T]AVy.[-Ply,y) : T] = O

sera transformée en
Va.[P'(z) : TIAVy.[-P'(y) : T] = O

&

La transformation préserve la validité de la dérivation car les sous-termes aux positions 1 et
2 dans les termes de la forme P(_, ) sont systématiquement identiques.

. e e . . S

Reégle 13.3.4 (Elimination de parameétres) : o
— Sl existe F €V 1,5 < arité(F), tels que pour tout terme F(ty,...,t,) de S, t; =t;;
— F' est une nouvelle variable libre.

- S est obtenu a partir de S en remplagant chaque terme F(ty,...,t,) par
F'ty oty bty ey bn).



13.3.2 Regles d’affaiblissement pour la réfutation
Instanciation

L’objet de la regle d’Instanciation est de remplacer une variable liée & par une variable
libre, en préservant la correction de la dérivation.

ExeMPLE 13.3.5. Considérons par exemple la dérivation :

1Vz.[P(z) : T]
2[-P(F(A) v-P(F(B)) : T]

3[-P(F(B)) :dz.x=F(A)] (Résolution 1,2)
410 :dz,2'.(z = F(A) A2’ = F(B))] (Résolution 3,2)
50 (résolution de contraintes, 4)

lci, la variable liée 2 n’est en relation qu’avec les termes F'(A) et F(B). On peut donc, en
préservant la dérivation, remplacer cette variable par un terme: F(y) ol y est une nouvelle
variable liée. On obtient ainsi la dérivation :

LYy [P(F(y)) : T]

2[-P(F(A) v-P(F(B)) : T]

3[-P(F(B)) :3y.Fly) = F(A)] (Résolution 1,2)

410 :3Jy, v .(F(y) = F(A) AF(y') = F(B))] (Résolution 3,2)

5010 : 3y, y'.(y= ANy = B)] (Décomposition,4)

6O (résolution de contraintes, 4)

&

DEFINITION 13.3.2. Soient t et s deux termes. On note: ~ la fermeture transitive, réflexive
et symétrique de la relation définie entre deux termes s et t de la facon suivante.

— s et t sont deux variables liées et s est introduite par renommage de t.

— t est une variable liée et il existe une application de la régle de Remplacement, Univer-
salité des parameétres ou de Fusion surt = s ou t # s.

La regle d’Instanciation est définie de la facon suivante:

SVz.F],
V7. F{z < F([@)}],
Si S est insatisfaisable, x est une variable liée de t telle que la regle Universalité des para-
meétres n'est jamais appliquée sur x, f € V, et st 'une des conditions suivantes est valide :

Reégle 13.3.5 (Instanciation) : 3

— 1l existe une variable libre F telle que: pour tout s tel que © ~ s, s est soit une variable,
soit de la forme: F(u). § sont de nouvelles variables.

— Il n'existe aucun terme s n'appartenant pas a 'V tel que x ~> s, et I est une nouvelle variable
libre de méme type que x. 7 est vide.

Elimination de variables liées

La regle suivante joue un role symétrique a la regle de création de symboles. Son objet est
d’éliminer des variables liées dans la formule (par exemple en remplacant le terme: V&, y.P(z, y)
par Va.P(z,z)). Afin de garantir que la dérivation est préservée par application de la régle, il
est nécessaire que les deux variables considérées ne soient jamais mises en relation avec deux
termes distincts.



Plus précisément, la regle d’Elimination de variables est la suivante.

SV, y.F],
Va.F{z < y}],

Reégle 13.3.6 (Elimination de variables liées) : 3

S est insatisfaisable, et pour tout t1 et t5 tels que & ~> t; et y ~» 15 alorst; =1,

EXEMPLE 13.3.6. Par exemple la dérivation :
Va,y.[-P(z,y) : T]AVz[P(z,2) : L] - O

sera transformée en
Ve [-P(z,z) : T]AVz[P(2,2) : 1] = O

13.3.3 Regles de renforcement pour la construction de modeéles
Elimination de termes inutiles

La regle d’élimination de termes inutiles est I'opposée de la regle d’instanciation. Elle ne
s’applique que si 'ensemble est satisfaisable. Son objet est de remplacer un terme ¢ par une
nouvelle variable liée z, de facon a obtenir un ensemble de c-clauses plus général.

Sy F[t,] = Ay
Vo, 7.[Flz],] = AT,

Reégle 13.3.7 (Elimination de termes) : 3
ou:

- S est satisfaisable.

— t est un terme tel qu’il n'existe aucune application des régles Décomposition, Fusion,
Remplacement, Universality of Parameters surt et @ une nouvelle variable.

13.3.4 Correction de ’algorithme de généralisation
Nous noterons Rgen le systeme de regles contenant les regles de la section 13.3.

THEOREME 13.3.1. Soient S un ensemble de c-clauses généralisées contraint et d une RAMC-
dérivation. Si S —Rgen S’, il est possible de construire automatiquement une RAMC-dérivation

d’ de S’ telle que:
— Si d est une réfutation de S, alors d’ est une réfutation de S’.

— Si d est une construction de modéle pour S, alors d' est une construction de modéle pour 5’.

De plus: "> ,., 5.

PreuvE. 1l suffit de considérer successivement chaque regle pour montrer que la correction
de la dérivation est préservée et que la dérivation obtenue est plus générale que la dérivation
initiale. Nous ne donnons pas ici la preuve détaillée. Elle peut étre trouvée dans (DEFOURNEAUX,
1997; BOURELY ET AL., 1997). C.Q.F.D.



13.4 Filtrage

La phase de filtrage consiste a rechercher, parmi les formules de la base de connaissances,
une formule plus générale que la conjecture considérée Sy. Pour cela, il s’agit de trouver une
formule contrainte (S, X’) de la base de connaissances vérifiant

(S, X) = (Sr, T).

Ce probleme peut étre résolu en cherchant une substitution o telle que So C Sy (si S est in-
satisfaisable) ou Sy C So (si S est satisfaisable). Ce probleme doit naturellement étre effectué
modulo les propriétés habituelles des connectifs logiques V, A, V... et modulo la relation d’équi-
valence 2. Si le filtrage réussit, il suffit alors d’appliquer cette substitution a la RAMc-dérivation
associée a S pour obtenir une RAMc-dérivation a partir de Sy, donc un modéle ou une réfutation
de Sr.

La définition d’un tel algorithme est I’'objet de la section courante.

DEFINITION 13.4.1. Un probleme de filtrage est inductivement défini de la facon suivante:
soit T, L, PyV Py, Py APy, J2. P, Va. P, (ou P est un probléme de filtrage et x une variable) ou
de la forme t = s,t # s (ot t et s sont deux termes ou deux formules) ou C' <gisoup D, S T 5’
(ot S et S’ sont deux ensembles de c-clauses et C', D deux c-clauses). o

Afin de donner une sémantique aux problemes de filtrage, il suffit de donner la sémantique des
formules atomiques, la sémantique des formules quelconques s’en déduisant de facon habituelle.

DEFINITION 13.4.2. Une substitution fermée o valide un probléme de filtrage de la forme

1. t = s si et seulement si to = so,

2. t # s si et seulement si to # so,

3. S C Y siet seulement si So C S'o,

4. C <gissup D si et seulement si C'o <y o0 Do

&

Soit (95, X') une séquence contrainte, représentant une RAMC-dérivation (formule-source).
Soit Sy un ensemble de c-clauses (formule cible). Afin de trouver une substitution o telle que
Sso C Sy (cas insatisfaisable) ou Sy C Sso (cas satisfaisable), nous allons résoudre le probleme
de filtrage

X A (Ss C Sr) (cas insatisfaisable)

ou
X A (Sr C Ss) (cas satisfaisable).

Ce probleme sera noté Match((S, X'), Sr) dans la suite.

Remarquons que ce probléeme contient la résolution des formules équationnelles d’ordre supé-
rieur dans une algebre définie par la relation d’équivalence 22 introduite au chapitre 6. Une étude
de la résolution de formules équationnelles d’ordre supérieur peut étre trouvée dans (LUGIEZ,
1995), ou certains cas de décidabilité et d’indécidabilité sont précisément identifiés. La résolution
des formules équationnelles d’ordre supérieur est indécidable (et non semi-décidable) en général.
Ici le probleme que nous étudions est tres différent: nous considérons un cas tres particulier de
formule équationnelle d’ordre supérieur (car le probleme initial est sans quantificateur, et Sy
ne contient aucune variable), et nous effectuons la résolution modulo un ensemble de propriétés
des connectifs logiques (commutativité, associativité, etc.). Un algorithme de filtrage d’ordre
supérieur tenant compte des propriétés d’associativité et de commutativité peut étre trouvé
dans (CURIEN ET AL., 1996). Celui-ci n’est cependant pas suffisant pour notre travail, puisque



~

nous cherchons a résoudre le probleme modulo la relation =, et non pas seulement modulo les
propriétés AC des connectifs logiques.

Dans cette section, nous donnons simplement un systéme de regles correct (au sens ou toute
solution du probleme obtenu est une solution du probleéme initial) permettant de trouver cer-
taines solutions d’une formule équationnelle d’ordre 2. Nous ne cherchons pas a obtenir un
algorithme eflicace, ni méme a donner des résultats de complétude ou de terminaison de ce sys-
teme (cela sort largement du cadre de notre travail). Dans (DEFOURNEAUX ET PELTIER, 1997b;
DEFOURNEAUX, 1997) est proposé un algorithme de filtrage partiel plus général, opérant sur les
dérivations et non plus seulement sur les ensembles de c-clauses.

Transformation des formules

Les regles suivantes sont appliquées sur les formules apparaissant dans le probleme.
Reégles de transformation

PvQ - QVP
PV(Q1VQ:2) = (PVQ1)VQ:
P — =P

P PVl
P —PVvP
Reégles d’unification

t=1 — T

t#t — L

0= f(5)+T=5

1) # 1(5) > T#5

[ =95 =L sif#g
fO) #9(65) =T  sif#g
z=t -1 sixzet
r#£t —T sizéet
Remplacement

r=tAP—oa=tAP{a+t}sia gt
r£tIVP sa#£tVvP{e«—tlsia gt

Explosion

P—Juy, .o um PAz= Az, xn flug(@g, oo @n), ot (2,00, 20))

P—=PAx=Ap,...,0,.2;

ouz €V, feXao:is X...X8, —=s, fis) X...Xs, —setpour tout t < m, u; est une
nouvelle variable de type sy X ... X s, — s.

Elimination de C

SiUS,ES =S CSAS,CS

pCcs — T

SCO —=S=10

{Vvz.C}CS —>Vz.{C}CS)

{C}ESUS, = {C}ES; V{C}C S,

{C}C{D} =D <gsour C

Elimination de <gj ,us

C' <gissuv Vy.D — VY. (C <gissup D)

Va.C' <gissup D — J2.(C <gissup D)

[C X <wissur [P 2 V] = 27X VIAD <gissur C

CyVCy <gissun D = (C1 <aissub D) N (Co <gissup D)
C <gissub D1V Dy = (C <uissub D1) V (C <gissup D2)
L <dissur C — T

P Sdissub Q — P= Q



Nous notons U le systeme composé des régles Unification, Transformation, Explosion,
Remplacement, des regles spécifiques d’élimination de C et <g,,up et des regles habituelles
de transformation des formules équationnelles (voir (CoMON ET LESCANNE, 1989; COMON ET
DELOR, 1994)).

LEMME 13.4.1. [Correction syntaxique du systéeme U] Si P —;; P' alors S(P') C S(P).

PreEUVE. 1l suffit de vérifier que chaque regle transforme un probleme P en un probleme P’
tel que S(P’) C S(P), ce qui est immédiat. C.Q.F.D.

Définissons maintenant une forme particuliere de problemes de filtrage pour laquelle il est
possible d’extraire automatiquement une solution.

DEFINITION 13.4.3.  [forme normale] Un probléme de filtrage est dit en forme normale si et
seulement si il est de la forme \_, #; = t;, oli, pour tout i < n, &; n’a qu’une occurrence dans
la conjonction \!_, .x; = t,, et ou toutes les variables apparaissant dans les t; sont d’arité 0. o

THEOREME 13.4.1. Un probléme de filtrage en forme normale a au moins une solution.

PREUVE. Immédiate. C.Q.F.D.

Le théoreme suivant assure que la reconstruction de la preuve ou du contre-exemple de la
formule cible Sy est possible & partir d’une preuve/contre-exemple de la formule-source Sg et
d’une solution du probleme de filtrage Match(Ss, St).

THEOREME 13.4.2. Soit (Ss,X') un ensemble contraint, St un ensemble de c-clauses et o une
solution de Match((Ss, X'), St).

1. Si Sgo est insatisfaisable alors St ’est également.

2. 5i S50 est satisfaisable alors Sp est également et tout modéle de Sgo est un modéle de Sy.

PrREUVE.  C’est une conséquence immédiate du lemme 13.2.1. C.Q.F.D.

13.5 Le cas ou ’analogie échoue

Lorsque 'analogie échoue, c’est-a-dire quand I’insatisfaisabilité ou la satisfaisabilité de I’en-
semble de clauses cible ne peut pas étre directement déduite de celle de la conjecture-source, il est
possible d’utiliser la méthode proposée pour générer des informations permettant de poursuivre
la recherche. Pour cela, nous allons utiliser un algorithme de filtrage partiel, autorisant certaines
clauses ou sous-clauses de ’ensemble-source a ne correspondre a aucune c-clause de ’ensemble
cible. Les c-clauses ainsi obtenues peuvent alors étre considérées comme des lemmes. On peut
compléter ensuite la dérivation de deux manieres différentes.

— Soit en prouvant par la suite le (ou les) lemme(s) en utilisant un démonstrateur quelconque.

— Soit en montrant par la suite que les lemmes sont compatibles avec I’ensemble cible, c’est-
a-dire que 'ajout de ces lemmes & ’ensemble préserve la satisfaisabilité de ’ensemble (cas
satisfaisable).



La génération de lemmes peut également étre utilisée pour détecter de “mauvaises” analogies,
en générant des lemmes qui ne peuvent étre prouvés. Afin de formaliser cette idée, il est nécessaire
de donner une nouvelle sémantique aux problemes de filtrage.

ExeMPLE 13.5.1. Considérons par exemple les ensembles F; : {P(a),R(a)} et F,

{P(a),{-P(a)V R(a)}}. F, et F, sont syntaxiquement distincts. Cependant, on remarque fa-
cilement que la clause =P(a) V R(a) peut étre réduite & R(a) (a cause de la clause P(a)) donc
que Fs est en fait équivalent a F;. Dans cet exemple, le probleme de filtrage F, E F; n'a pas de
solution, alors que F; et Fy sont en fait sémantiquement équivalents. o

Nous proposons donc de modifier la définition des solutions d’un probleme de filtrage afin
de prendre en compte certaines propriétés sémantiques des formules.

DEFINITION 13.5.1. Soit F un probleme de filtrage. Soit I une interprétation. Une substi-
tution o est une solution sémantique de F par rapport a L si:

— F est de la formet = s (ou t, s sont deux termes) et T =1t = s.

— F est de la forme ¢ = 1 (ot ¢, sont deux formules) et T |= ¢ — 1.

— F est de la forme S, € S, et il existe un ensemble de c-clauses S5 tel que S3 C S, et
ZE (S — 9).

— F est de la forme C' <giseup D et il existe une clause C' telle que C' <gisoup D et T = (C —
).

L’ensemble des solutions sémantiques de F par rapport & Z est noté Sz(F). o

Notons que la condition Fi0 =7 Fy0 est plus faible que la condition F,0 = F,o utilisée dans
la définition 13.4.2. En effet, il existe des formules sémantiquement équivalentes mais syntaxi-
quement distinctes.

DEFINITION 13.5.2.  [forme pseudo-normale] Un probléme de filtrage est dit en forme pseudo-
normale si et seulement s’il est de la forme P : N\, a; = t; NF =T, avec:

— pour tout 1 < n, x; n’a qu’'une occurrence dans P.

— F est une formule du premier ordre.

&

Nous allons maintenant ajouter de nouvelles régles, afin de tirer parti de cette nouvelle
définition. Ces regles ont pour objet de transformer une formule en une formule sous forme
pseudo-normale.

Nouvelles régles de transformation : génération de lemmes

Vy (C'=T) - (Vy.C)=T

dy.(C=T) — (Fy.C)=T
C=1AND=1—-sCVvD=_1

C=1vD=1—=CAD=_1

C=TVvD=T—=>CVD=T

C=TAD=T—=>CAD=T

S=10 —-95=T (S est un ensemble de c-clause)
F=1 —-F=T

Nous notons U, le systeme de regles ainsi obtenu.

LEMME 13.5.1. [Correction sémantique du systéme U,] Soit P —U, P’. Pour toute interpréta-
tion I, SI(P/) Q SI(P)



PREUVE.  La encore, la preuve est immédiate (il suffit de vérifier la propriété pour chaque
regle). C.Q.F.D.

THEOREME 13.5.1. Soit (Sg, X') un ensemble contraint et St un ensemble de c-clauses tel que
Match((Ss, X'), St) est réduit par le systémel, a un probléme en forme pseudo-normale PAF =
T.

1. Si S est insatisfaisable et si toute interprétation 7 validant Sy valide F, alors Sy est
insatisfaisable.

2. Si Sg est satisfaisable et si il existe un modéle 7 de Ss tel que I |= F, alors St est satisfaisable
et T ): ST-

PREUVE. 1. Soit Z une interprétation validant Sp. On a d’apres le lemme 13.5.1, Sz(PAF =
T) C Sz(Match((Ss, X'),Sr)). P est en forme normale donc P admet une solution §. On
a S7(FO = T) C Sz(Match((Ss, X)), Sr)8), dou Sz(F = T) C Sz(Match((Ss, X'), Sr)).
Puisque Z = F, 6 est une solution de Match((Ss,X'), Sr) par rapport & Z. D’ou Sy est
insatisfaisable.

2. La preuve est similaire.
C.Q.F.D.

Dans les deux cas, la satisfaisabilité/insatisfaisabilité de Sz est déduite de fagon immédiate
de celle de S§.

Montrer que F est valide dans tous les modeles de Sy revient alors a prouver que =F A Sy
est insatisfaisable, ce qui peut étre prouvé en utilisant n’importe quel démonstrateur. La preuve
peut également étre obtenue par un appel récursif a la procédure de filtrage.

Si la formule-source est satisfaisable, il s’agit alors, d’apres le théoreme 13.5.1, de trouver
une extension 7 du modele (partiel) de Sgo validant F. La différence avec le cas insatisfaisable
est que 'interprétation Z considérée n’est pas connue a priori avant le début de la recherche.

Dans les deux cas, la dérivation conduisant a la clause vide (resp. au modele) & partir de
I’ensemble de c-clauses cibles peut étre reconstruite de facon immeédiate, a partir de la dérivation
source et des preuves/constructions de contre-exemple correspondant a la formule F.

13.6 Exemples

13.6.1 Illustration de Palgorithme de filtrage

Les deux premiers exemples sont extrémement simples. Ils ont uniquement pour objet d’illus-
trer le fonctionnement de ’algorithme de filtrage (cas insatisfaisable et satisfaisable). Le troi-
sieme exemple proposé est plus complexe et illustre l'intérét de notre approche en Déduction
Automatique.

Cas insatisfaisable

ExXEMPLE 13.6.1. Soit Sg ’ensemble

{L(a), =L(z) Vv L(f(2)), ~L(f(a))}-

Cet ensemble est transformé par ’algorithme de généralisation en

{P7 -PV Q7 _'Q}

Considérons maintenant la formule cible Sp suivante

{L(a), =L(z) Vv L(f(2)), ~L(f(f(a)))}-



Nous allons prouver l'insatisfaisabilité de Sy par analogie avec Sg. Cela n’est pas possible
directement, et passe par la génération d’un lemme intermédiaire.
L’algorithme de filtrage donne:

Ss C St

5 {P, PV Q@) T {L(a), Yar.(~L(x) V L((@))), ~L{(f(a)))}
= L(a) <gissub P A (Yoo L(z) V L(f(2))) <dgissub (P V Q)
A(Vz.(=L(x) V L(f(2)))) <dissub 7Q
s> P=L@)ATe(P=Lz)ANQ=L(f(»))) AJuw.(x = fla) ANL(f(x)) = L)
— P = L) ANQ = L(f(a)) A\=L(f(f(a)) =T

Ici, "algorithme syntaxique (défini par les regles i) échoue puisque I’équation =L (f(f(a))) =
T n’a pas de solution. Cependant, le probleme obtenu est en forme pseudo-normale. 1l s’agit
alors de prouver que la formule =L(f(f(a))) est valide dans toute interprétation 7 validant Sp.
Pour cela, nous ajoutons L(f(f(a))) a l’ensemble Sp. Nous obtenons la formule S/,

{L(a), =L(z) vV L(f(2)), L(f(f(a))), =L(f(f(a))), L(f(a))}

qui est évidemment insatisfaisable. La reconstruction de la preuve est alors immédiate. o

Cas satisfaisable

Dans le cas ou ’ensemble-source est satisfaisable, le filtrage partiel produit un modele partiel
de ’ensemble de c-clauses. L’ensemble de lemmes est alors ’ensemble des c-clauses non-valides
dans cette interprétation. Il s’agit alors de compléter le modele en étendant le modele partiel
construit par analogie.

EXEMPLE 13.6.2. Soit 'ensemble de c-clauses source suivant.

{PvQ,~P}

La dérivation (triviale) est la suivante.

S
_>Reg {P\/Qv_'PvQ}
= pgup 1~ Q}

Soit I’ensemble de c-clauses suivant (X = {f), a(9}).

[P(z) v Q(z) : T]
[-P(a) :T]
[R(z)V—R(z) : T]

L’algorithme de filtrage donne:
{Va.P (z)V Qi(z),~Pi(a),Ve.(R(z)V —|R( ))
— P =P(a) NQ = Qu(a) ANV (Py(f(2)) vV Qu(f

La substitution obtenue est

g {(P ) i
(2))) = T AVa.(R(x) V -R(z)) = T}
og:P— Pi(a)

0:Q — Qi(a).



Le modele partiel est par Consequent {—=PF(a), Q (a)}. 1l reste a trouver une extension de
{=Pi(a),Q:(a)} validant Vz.(P (f(z)) VQ:i(f(2))) AVa.(R(z) V-R(z)). Appliquons la méthode

RaMc sur ’ensemble de c-clauses:

[-Pi(a) = T]

[Qi(a) : T]]
[P(f(z)V@Qi(f(z)) : T]
[R(z)V=R(z) : T]

Nous obtenons, par application des regles dissubsomption, distautologie et GPL, le
modele :

[-Pi(a) = T]
[Pi(f(z)) : T]
[Qi(a) :T]

13.6.2 Un exemple plus complexe

Nous donnons ci-dessous un exemple plus compliqué montrant I'intérét de notre approche
en Déduction Automatique.

ExeMPLE 13.6.3. Considérons les problemes SYN310-1 et SYN312-1 de la base de problemes
TpTP (SUTTNER ET SUTCLIFFE, 1996) (tirés de (FERMULLER ET AL., 1993)).
Le probleme-source Sg est le suivant.

—p(22,21,2) V p(z, 21, 22)
p(zl, z,22) V p(z,z1, 22)
p(z, 21, 9(22))V p(z, 21, 22)
p(f(z), 21, 22)V p(z, 21, 22)
(a,b,c)

p(f(g(a)); F(g(b), f(g(c)))

]

]

]

]

Le probleme-cible est Sp:

Pz, 23, 22) vV —p'(z,zl,22) V —p' (21, 23, 22)
p(a2,21,2)V-p'(x,zl, 22)

Pzl x2) (w zl,22)

Pz, 2zl f(x?)) P (z,z1, 22)

P (g (z),z1,22)V —p'(x,z1, 22)
S0,

P, d, )

]

P (F(@)) g (F (), ()

Ss est tres simple (OTTER 3.0 (McCUNE, 1995) met 0.17 secondes pour trouver la preuve
en mode “automatique”?). La preuve de Sp est plus difficile & obtenir (OTTER met 536.31 s
pour trouver la preuve). Par conséquent, nous supposons qu’une preuve de Sg est connue et nous
cherchons a construire une preuve de Sy par analogie avec celle de Ss. Appliquons I"algorithme
de filtrage afin de résoudre le probleme “Ss C S;p7”. Aucune solution ne peut étre trouvée, car
St n’est pas une instance de Ss. En revanche, nous obtenons la solution partielle suivante.

{p = Az1, 20, 23.7p (23,20, 21), 9 = Ax.f'(2), f = Ax.g'(2),a=d b=V c=¢ d=d}

2.1.e. avec le parametre set (auto).



avec les lemmes :

{P'(a,b,¢), Vi, xs, x3.p' (21, €2, 23) V P’ (21, 23, 2) }

Ces deux formules sont des clauses de Sg qui ne sont pas filtrées par Sy.

D’apres le théoreme 13.5.1, il reste simplement & prouver ces lemmes. Le premier peut étre
démontré tres facilement, par exemple en ajoutant la négation de p'(a,b, c) a St et en utilisant
n’importe quel démonstrateur par réfutation (OTTER met 0.37 s pour démontrer I'insatisfaisa-
bilité de ’ensemble obtenu).

Afin de transformer le second lemme en ensemble de clauses, il convient d’utiliser la skolémi-
sation. On obtient {—p'(ay, as, as), p'(a1, as, az)}. Ces clauses sont alors ajoutées a Sr. L.’ensemble
obtenu peut tres facilement étre réfuté par un démonstrateur (OTTER met 0.18 s).

Cet exemple suggere que le raisonnement par analogie peut augmenter de fagon significative
les performances d’un démonstrateur. En effet, le temps total nécessaire pour prouver les lemmes
est de 0.55 s et le temps requis pour prouver le théoréme sans utiliser I’analogie est de 536.31s.
Cependant, le processus de filtrage reste a implémenter, afin d’effectuer des comparaisons plus
significatives. o

13.7 Discussion et perspectives

Nous avons présenté deux calculs pour la découverte et ’exploitation de I’analogie entre
ensembles de c-clauses :

1. des regles permettant de généraliser un ensemble de c-clauses.

2. un algorithme permettant de détecter et d’exploiter les similarités entre ensembles de c-
clauses. Cet algorithme génere en outre des lemmes permettant de reconstruire la preuve ou
le contre-exemple de la formule cible a partir de celui de la formule source.

Les travaux présentés constituent les premiers pas vers la réalisation d’un systeme de re-
cherche de réfutation et de modeles par analogie qui se décompose en plusieurs étapes.

1. Généralisation de la conjecture-source. [’algorithme de généralisation a été présenté
en détail & la section 13.3. Il a fait ’objet d’une implémentation par Gilles DEFOURNEAUX
(voir (DEFOURNEAUX, 1997)).

2. Stockage dans la base de connaissances. La définition de la base de connaissances
(représentation des formules, algorithme de stockage, etc.) sort largement du cadre de ce
travail. Nous ne aborderons pas ici. Ces probléemes sont traités de facon plus compléte dans
(DEFOURNEAUX, 1997).

3. Filtrage. Lors de la présentation d’une nouvelle conjecture (conjecture cible) il faut recher-
cher dans la base de connaissances une formule analogue dont la preuve/contre-exemple est
connu. Dans ce travail, nous avons défini un algorithme de filtrage correct. 1l reste a donner
une stratégie d’application des regles assurant la terminaison et si possible la completude
du systeme (dans certains cas). Cette stratégie doit également étre suffisamment efficace
pour traiter des problemes de taille importante. Ces questions sont la encore traitées en
détail dans (DEFOURNEAUX, 1997). Nous n’avons pas cherché & les aborder ici, préférant
étudier le cas ol I’analogie échoue (par abduction et génération de lemmes). L algorithme
de filtrage est actuellement en cours d’'implémentation.

L’analogie apparait comme un moyen puissant de guider la recherche de preuve et de contre-
exemple. Il reste cependant beaucoup de problemes a résoudre. En premier lieu, il nous faut
étudier la complexité des algorithmes que nous avons proposés et en particulier donner une
version plus “procédurale” de notre algorithme de filtrage. En second lieu, les formules de filtrage



que nous avons considérées ici sont des relations entre deux formules. D’un point de vue pratique,
il faut définir des algorithmes (utilisant par exemple des techniques d’indexation des termes ou
des formules) permettant de comparer directement la formule cible avec I’ensemble des formules
de la base de connaissances. C’est une nécessité, car une comparaison séquentielle entre la
formule cible et 'ensemble de toutes les formules de la base de connaissances risque de s’avérer
impraticable.

Il est également nécessaire d’étendre les définitions et les regles de généralisation que nous
avons proposées aux cas de formules du premier ordre (et non d’ensembles de c-clauses). En
particulier la définition de la notion de généralité (et donc de la relation d’analogie) ne s’applique
qu’a des ensembles de c-clauses. Est-il possible d’en donner une définition qui puisse s’appliquer
a des formules quelconques?






Chapitre 14

Application a la programmation en
Logique

14.1 Programmes logiques sans négation

La Programmation en Logique est une des applications les plus connues et les plus utilisées
de la Déduction Automatique. Elle peut étre vue comme une spécialisation de la Déduction
Automatique a une classe particuliere de formules. Si les deux domaines ont évolués de maniere
indépendante, ils ont cependant conservé des rapports étroits, au point que Wos et McCUNE
n’hésitent pas a employer le terme de “symbiose” pour qualifier leurs rapports (Wos ET Mc-
CuUNE, 1991).

Le principe de la Programmation en Logique est simple : il consiste a utiliser la logique comme
langage de spécification exécutable. Bien entendu, pour que ce soit réaliste, il est nécessaire de
considérer des classes de formules avec des propriétés raisonnables et des calculs efficaces. Dans
sa version la plus répandue, le sous-langage choisi est celui des clauses de Horn, et le calcul
la regle de SLD-résolution. Les clauses de Horn possedent un double avantage: d’une part,
les formules satisfaisables de cette classe ont la propriété d’avoir un modele minimal unique
(ce qui permet de définir une sémantique univoque) et d’autre part, la satisfaisabilité d’un
ensemble de clauses de Horn peut étre décidée de facon “plus simple” que dans le cas général
(elle reste cependant indécidable pour les clauses du premier ordre, mais est polynémiale pour
des ensembles de clauses de Horn propositionnelles). Un programme est alors défini comme un
ensemble de clauses de Horn, et la sémantique associée est donnée par le modele minimal du
programme. L’exécution d’un programme correspond a la recherche des solutions d’un but b
donné dans le modele du programme, c’est-a-dire a la recherche des substitutions o telles que
bo est valide dans le modele minimal associé au programme. L’objectif de ce type de langage
est de rapprocher le plus possible un programme de sa spécification: on cherche a donner une
description de la fonction calculée par le programme sans s’intéresser (en principe!) a la fagon
dont elle est évaluée.

Les principes théoriques de la Programmation en Logique sont brievement rappelés ci-
dessous. Pour une présentation plus détaillée, le lecteur pourra se reporter a (EMDEN ET Ko-
WALSKI, 1976; LLovyDp, 1987; ApT, 1990). Nous étendons également les résultats et définitions
habituels en Programmation en Logique a des programmes avec contraintes.

DEFINITION 14.1.1. Une c-clause de Horn est une c-clause dont la partie clause contient
au plus un littéral positif. Une clause contrainte de Horn contenant un littéral positil est dite
définie. Elle est de la forme: [-L,V ...V =L,V L : X], ou les littéraux L, L; (1 < i < n)
sont tous positifs. Elle peut aussi s’écrire sous la forme: [L < Ly A...A L, : X]. Le c-littéral
[L : X] est appelé la téte de la c-clause et noté Head([L < Ly N...A L, : X]). Un programme
logique est un ensemble fini de c-clauses de Horn. o

REMARQUE.  Nous écrirons C' a la place de [C' : T].



La particularité des programmes logiques est de posséder un modele particulier appelé mi-
nimal, qui est le plus petit modele du programme.

THEOREME 14.1.1. Soit un programme satisfaisable P. Soit M Iinterprétation totale définie
par les relations (pour tout littéral positif fermé L) :

M(L) = true si L est une conséquence logique de P

M(L) = false sinon

Alors M = P.

M est appelé modele minimal de P. En effet, tout modele M’ de P est “inclu” dans M
au sens ol, pour tout littéral positif L: M E L = M’ | L. Ce résultat permet d’associer a
un programme logique une sémantique unique. Nous noterons Mp le modele minimal de P. La
sémantique d’un programme logique peut étre également définie en terme d’opérateur de point
fixe (EMDEN ET KowaLski, 1976). Afin de définir formellement cette sémantique, rappelons
brievement les notions de nombre ordinal et de puissance ordinale d’un opérateur de point fixe,
qui seront utiles dans la suite.

Ordinaux

DEFINITION 14.1.2. Un nombre ordinal est un ensemble «, tel que tout élément de o est
une partie de « et il n’existe aucune suite infinie ag, a,, ... d’éléments de « vérifiant la relation :
Ve € N.aH_l € a;. <

Les nombres ordinaux sont ordonnés par 'ordre d’appartenance “€” sur les ensembles (noté
< dans ce cas).

On note 0 I'ordinal . Pour tout ordinal a, on définit I’ordinal successeur a+1 comme le plus
petit ordinal supérieur a « (les ordinaux @, {0},{0,{0}}, ...sont donc notés 0,1,2...). Soit
un ensemble d’ordinaux tel que, si @« € F alors: a+1 € Fet V3 < .5 € F. Alors F est encore
un ordinal, appelé ordinal limite. En particulier I’ensemble des ordinaux de N est un ordinal
noté w et appelé le premier ordinal transfini.

Puissance ordinale

DEFINITION 14.1.3. Soit une application f, de P(F) dans P(F). Les puissances ordinales de
f, (notées f 1) sont définies par:

- I1=0

~F Ao (1)
= [ 1= Upen f 17 (si @ est un ordinal limite).

REMARQUE. On a: f 1= 2, f 1"

THEOREME 14.1.2. Soit f une application de FE dans E. Si f est monotone alors f admet un
plus petit point fixe P et il existe un nombre ordinal « tel que f 1= P.

L’hypothese de continuité assure que le nombre ordinal « pour lequel 'opérateur atteint son
plus petit point fixe est fini ou égal a w.

DEFINITION 14.1.4. Un sous-ensemble P de P(F) est dit orienté lorsque pour chaque couple
(A, B) de P?, il existe un élément C' € P tel que AU B C C.
Une application f de P(F) dans P(F) est dite continue si et seulement si pour toute partie

orientée P de P(FE) on a:
U s@ =1

a€P a€EP



REMARQUE.  Toute application continue de P(£) dans P (L) est monotone.

THEOREME 14.1.3. Soit f : P(F) — P(F). Si f est continue alors le plus petit point fixe de f
est f 1 (c’est-a-dire la premiére puissance transfinie de f).

Nous pouvons maintenant donner la définition de la sémantique d’un programme logique en
terme d’opérateur de point fixe. Pour cela, nous introduisons 'opérateur 7p.

DEFINITION 14.1.5. Soit un programme satisfaisable P. Tp est la fonction de P(BH) dans
P(BH) définie par:

k
Te(Z) ={Ac/[A+ A L; :X]€P,0eSWX),Vi<kLyoeTl}
i=1
<&

D’apres (EMDEN ET KOowALSKI, 1976), Tp est monotone et continue donc 7p possede un
plus petit point fixe 7p 1¢.

THEOREME 14.1.4.
Tp 1¥= M

Il est connu que les programmes logiques permettent d’exprimer toutes les fonctions récur-
sives (MINTS, 1990).

La théorie de la preuve en Programmation en Logique utilise habituellement la méthode
de résolution et plus précisément une restriction de cette méthode: la résolution linéaire avec
fonction de sélection (SLD-résolution). Nous nous contenterons ici une définition purement sé-
mantique.

14.2 Spécialisation de RAMC a la Programmation en Logique

Dans cette section, nous présentons une spécialisation de la méthode RaAMC a la Program-
mation en Logique et nous prouvons sa correction par rapport a la sémantique usuelle d’un
programme logique. L’application de notre approche & la Programmation en Logique est une
idée tres naturelle. Cela permet de tirer parti des capacités de RAMC pour extraire plus d’infor-
mations que celles obtenues de facon purement déductive par les interpréteurs de programmes
logiques existants. En particulier, nous montrons comment notre méthode permet de générer des
faits négatifs non fermés qui ne peuvent en général pas étre déduits par les approches existantes,
fondées sur la négation par I’échec.

L’application de la méthode RAMC aux programmes logiques ne pose aucune difficulté parti-
culiere, puisque ceux-ci sont un cas particulier des ensembles de clauses contraintes. Cependant,
il faut tenir compte de la sémantique particuliere des programmes logiques, c¢’est-a-dire qu’il faut
que le modele minimal du programme soit préservé. Les regles GPL et GMPL ne peuvent donc
pas étre utilisées dans ce contexte puisqu’elles ne sont pas correctes (au sens ou la conclusion
n’est pas une conséquence logique du programme) mais seulement consistantes. Rien ne garantit
en effet que le modele minimal du programme sera préservé par application de ces regles.

Considérons, par exemple, le programme:

even(succ(succ(z))) < even(z).
even(0).



La regle GMPL déduit la formule:
Va.even(z)

qui est un modele du programme mais ne correspond évidemment pas a la signification attendue
du prédicat even!

Une solution pour résoudre ce probleme est de limiter ’application des regles GPL et GMPL
a des ensembles de littéraux négatifs. Informellement, cette restriction assure qu’aucune infor-
mation supplémentaire ne sera ajoutée au programme via un littéral positif (on ne modifiera
donc pas le modele minimal qui contient exclusivement des littéraux positifs).

Notons GPL~la regle:

S
[HI(@) : Vpure]

ou:
- leq.
= Xpure = Npsyos 31es V9L £ 5V Y (00 7 = Var([l(5) «+ B : J])).

De facon similaire, nous notons GMPL™ la regle:

S

L

ol F est un ensemble de littéraux négatifs obtenu en appliquant le systeme de regles suivant
sur un ensemble quelconque de littéraux négatifs (en pratique un ensemble de c-littéraux de )
(L dénote un littéral positif).

(Restriction) FU{-L} — FU{-L\-L'}
Il existe une c-clause C' € S telle que:

Head(C) = L' et DSub(E,C) # T.

(Extension) F— FU{Ll'}
Si C' € Res(E,S), DSub(E/,C)# T et L' € C
L' est négatif

(Simplification) FU[C : X] — F
St =1

Nous notons RAMCpy,; le calcul contenant les régles renommage, c-résolution, c-factorisation,
c-disrésolution, c-disfactorisation, c-dissubsomption, distautologie, GPL~, GMPL~. Nous prou-
vons ci-dessous que ce nouveau calcul préserve la sémantique d’un programme logique.

THEOREME 14.2.1. Soit P un ensemble de c-clauses de Horn et P’ tel que P —RAMCp, P
alors:

1. P’ est un ensemble de c-clauses de Horn.
2. P est satisfaisable si et seulement si P’ est satisfaisable.

3. Si P est satisfaisable alors: Mp = Mp..

PREUVE.  Soit P un ensemble satisfaisable de c-clauses de Horn. Soit P’ tel que P —RAMCpp,
P

1. Immédiat (il suffit de le vérifier pour chaque regle).



2. Immédiat (les réegles de RAMC préservent la satisfaisabilité).

3. 1l s’agit de vérifier que le modele minimal Mp, de P’ est le méme que le modele minimal
Mp de P
Toutes les regles de RaMc étant correctes, sauf les regles GPL et GMPL, nous pouvons
donc sans perte de généralité considérer uniquement ces 2 régles. Soit une c-clause [-L : X]
déduite de P par la regle GprL~. La regle GPL préserve la satisfaisabilité de I’ensemble
de c-clauses donc P U [-L : A7] est satisfaisable. Donc il existe un modele M’ de P tel
que [~L : X] est vraie dans M’, c’est-a-dire tel que pour toute substitution ¢ € S(X'), Lo
n’appartient pas a M (P)*. Puisque Mp est le modéle minimal de P, M7} ne contient aucune
formule atomique n’appartenant pas & M’. D’ou Lo ¢ Mp(L)*.
Considérons maintenant la regle GMPL™. Soit /Y un ensemble de c-littéraux déduit de M
par application de cette regle. Alors, par définition, I/ U P est satisfaisable. Donc, il existe
un modele de P ne contenant aucune formule atomique de F. D’ol le modéle minimal de P
ne contient aucune formule atomique de E et F est valide dans M.

C.Q.F.D.

EXEMPLE 14.2.1. Le programme suivant est censé calculer la fonction factorielle d’un entier

non-négatif n. (fact(z,y) signifie: “y est la factorielle de 27 et prod(z, y, z) signifie “z = z x y”).
En fait, le programme est incorrect car n — 1 a été remplacé par n dans le premier littéral

de la deuxieme clause ce qui entraine la non-terminaison du programme.

fact(0,1).

[fact(n, f) « fact(n,m),prod(m,n, f) :n > 0].

prod(0,k,0).

[prod(ki, ks, 1) <= prod(k}, ko, r') tky >0AK, =k —1Ar=1"+k].

La regle GMPL~génere la c-clause :
[=fact(n,m) :n > 0]

Cette c-clause donne l'interprétation de fact. Sa signification est que le programme supposé
calculer la fonction factorielle est incapable de le faire pour tout entier » strictement positif.
Notons que ce fait négatif ne peut pas étre déduit par la SLDNF-résolution, ni par la procédure
ENF-Déduction (Luciez, 1989) ni par négation constructive (CHAN, 1988) (elles ne terminent
pas dans ce cas). o

14.3 Programmes logiques avec négation.

Dans cette section, nous étendons notre méthode aux programmes logiques avec négation,
c’est-a-dire a des programmes logiques tels que le corps des c-clauses du programme peut conte-
nir des négations de formules atomiques. L’introduction de la négation dans la Programmation
en Logique est un probleme important qui a fait 'objet d’un nombre considérable de travaux
(voir (APT ET Bor, 1994) pour une synthese compleéte de ce domaine). Autoriser la présence
de négation dans le corps des c-clauses implique la définition d’une nouvelle sémantique aux
programmes logiques ainsi étendus dans la mesure ou ceux-ci n’ont plus nécessairement de mo-
dele minimal unique. De nombreux auteurs ont proposé des approches différentes pour résoudre
ce probleme (ApT ET Bor, 1994) La plupart des travaux dans ce domaine est inspirée par le
concept de formule de complétion proposé par CLARK (CLARK, 1978). Il s’agit d’une formule
du premier ordre définissant la sémantique du programme. Informellement, elle est obtenue en
ajoutant au programme sa partie “seulement si”. De nombreux travaux proposent de restreindre
la classe des programmes logiques considérés et donnent une sémantique pour les programmes
de cette classe (programmes autorisés, stratifiables, localement stratifiables etc.). SHEPHERDSON,



par exemple, propose de considérer la classe des programmes dits hiérarchiques et autorisés et
lui donne une sémantique en utilisant la formule de complétion (SHEPHERDSON, 1984). Certains
auteurs donnent aux programmes logiques avec négation une sémantique a trois valeurs de vérité
(vrai, faux et non défini) (FI1TTING, 1985; GELDER ET AL., 1991).

Parmi les techniques utilisées pour l'inférence de faits négatifs, la plus connue et la plus
utilisée est la négation par l’échec qui permet d’inférer —P si P ne peut pas étre prouvé apres
une exploration exhaustive de ’espace de recherche. Cette regle correspond a ce que I'on nomme
habituellement 1’hypothése du monde clos qui consiste a supposer que le programme contient
(potentiellement) toutes les informations sur le modeéle, c’est-a-dire que tout ce qui ne peut pas
étre prouvé a partir du programme est faux (voir par exemple (SHEPHERDSON, 1985; SHEPHERD-
SON, 1989) pour plus de détails). Notons que I’hypotheése du monde clos, ainsi que la négation
par I’échec, rend le raisonnement non monotone. La procédure de SLD-résolution enrichie par
la regle de négation par I’échec est appelée la SLDNF-résolution. La négation par ’échec a ce-
pendant un double inconvénient : d’une part, elle dépend de la procédure de preuve utilisée et,
d’autre part, elle ne permet pas de traiter des buts non fermés.

L’une des méthodes les plus intéressantes pour traiter le probleme de la négation en Pro-
grammation Logique est la négation constructive proposée par (CHAN, 1988; STUCKEY, 1995)
qui consiste, étant donné en but négatif —b, a rechercher les solutions de b et & nier les solutions
obtenues. Cette approche est similaire a la méthode proposée par LuGiez, (LUGIEZ, 1989) et
appelée ENF Déduction (pour Extended Negation as Failure). La ENF-Déduction utilise la for-
mule de complétion de CLARK. Elle consiste a remplacer, dans la formule & évaluer, un littéral
P(t) par la formule de complétion P*(%) correspondante. La formule obtenue est alors simplifiée
en utilisant les regles de résolution de contraintes de (CoMON ET LESCANNE, 1989). Evidem-
ment, I’évaluation peut ne pas se terminer, puisque la formule de complétion peut contenir des
occurrences du prédicat P (éventuellement de facon indirecte).

Une alternative a la négation par I’échec est la négation par inconsistance (GABBAY ET
SERGOT, 1986), qui introduit en Programmation en Logique une notion de la négation proche
de celle utilisée de facon classique en Logique. Elle oblige le programmeur & définir explicitement
les buts considérés comme faux et reste beaucoup moins utilisée que la négation par I’échec.

Dans cette section, nous nous proposons d’adapter les regles de RAMC aux programmes
logiques avec négation et de comparer notre approche avec les méthodes existantes en Program-
mation Logique.

14.3.1 Programmes généraux avec contraintes

Nous donnerons en premier lieu une définition des programmes logiques avec négation égale-
ment appelés programmes générauz. Informellement une c-clause générale est une c-clause (non
nécessairement de Horn) dans laquelle on privilégie un littéral particulier appelé téte de la c-
clause.

DEFINITION 14.3.1. Une clause contrainte générale (ou c-clause générale) est un triplet

(H,B,X) tel que:
— H est soit L, soit un littéral (la téte de la c-regle).
— B est une conjonction finie de littéraux positifs ou négatifs (le corps de la c-régle).
— X est une formule équationnelle (contrainte).
Une c-clause générale est habituellement notée [H < B : X]. La c-clause [H : X'] est appelée
la téte de la c-clause et notée Head([H <+ B : X]) (cette c-clause contient au plus un littéral).
Une clause contrainte générale est dite définie si la téte de la c-clause contient exactement un

littéral positif. Un programme général P est un ensemble fini de c-clauses générales. L’ensemble
des c-clauses non définies d’un programme P est noté NONDEF(P). o



14.3.2 Programmes généraux et RAMC

Nous définissons dans cette section de nouveaux calculs sur les programmes généraux en
adaptant les regles de RAMC. Nous pouvons étendre de fagon immédiate les regles de Ramc
agissant sur les c-clauses aux c-clauses générales. Plus précisément, nous introduisons les regles
suivantes :

affaiblissement:
[-P(5) ¢ : X]
[« P(5)Ac : X]

c-résolution:

[P(t) < a :X] [e « P(t2) A : Y]
rilee—anbd X AYAT = 1]

c-factorisation:

[a < P{)AP(E2)Ab ]
rifae— Pi)Ab : X Aty =14

c-disrésolution 1:

cp [P(t1) +a :X] ca e PE)AD Y]
C3 Z[[P(fl)%a ZX/\y/\flzzz]] C4 Z[[P(fl)%a X/\Vy_'y\/{l;ézz]]

oli: ¥ = Var(ea)

c-disrésolution 2:

cp [P(t1) +a :X] ca e PE)AD Y]
C3 [[C%P(fz)/\b :J//\X/\flzfz]] C4 [[C%P(fz)/\b y/\vy_'X\/{l;ézz]]

oli: ¥ = Var(ea)

c-disfactorisation:

[a < P{)AP(E2)Ab ]
[[a%P(fl)/\P({z)/\b X/\{l 75{2]]
c-dissubsomption 1:
a1 :[a(s) < AL L) A ey :[a(t) < Ny Li(t) AD 2 V]

i [l = N GE) A Y AVEEX VI, S, 26 V5 Z 1]

avec T = Var(ep)

c-dissubsomption 2:

¢y :[[J_e/\?zlli(s_i) - X ¢ :[[ae/\?zlli(ﬁ)/\b Y]
ez lae= A L) AD Y AVE[RXVV_, 5 # U]




avec T = Var(cy)

c-dissubsomption 3:

er () «— Ay li(50) X)) co :fa < Ny Li(E) A —b(5) A )]
ez la— N L) A=bGE)Ac : YAVZ[=XVV_ 5 #1: V5 #1]]

avec T = Var(ep)

c-distautologie 1 :

c1 :fa+ PE)A=P(ta)ANa : X]
Co Z[[a%P(fl)/\_'P(fz)/\a ZX/\fl;ézz]]

c-distautologie 2:

c1 :[P(t) « P(t2) Aa : X]
Co Z[[P(tl)%P(tQ)Aa ZX/\tl;étz]]

Nous noterons RaMCg (pour Sémantique de Clark), RAMCges et RAMCyge (pour Modele
Bien Fondé) les calculs respectivement composés des regles:

— RAMCg : affaiblissement, c-résolution, c-factorisation, c-disrésolution 1, c-disrésolution 2,
c-disfactorisation, c-dissubsomption 1, 2, 3, c-distautologie 1, GPL~.

— RAMCqgc; : affaiblissement, c-résolution, c-factorisation, c-disrésolution 1, c-disrésolution 2,
c-disfactorisation, c-dissubsomption 1, c-dissubsomption 3 unitaire, c-distautologie 1, GpPL™.

— RAMCygy : affaiblissement, c-résolution, c-factorisation, c-disrésolution 1, c-disrésolution
2, c-disfactorisation, c-dissubsomption 1, c-dissubsomption 3 unitaire, c-distautologie 1,2,
GMPL™.

DEFINITION 14.3.2. Une sémantique S pour un programme P est une fonction associant a P
un ensemble de modéles partiels Mp(S). Soit une régle de calcul p sur les programmes logiques.
p est dite adéquate par rapport a S (ou S-adéquate) si et seulement si pour tout P —, P’,
Mp(S) = Mpi(95). De méme, un calcul R sera dit S-adéquat si et seulement si toute regle
p de R est S-adéquate. Deux programmes P et P’ sont dits S-équivalents si et seulement si:

Ms(P) = Ms(P'). 3

Dans les sections suivantes, nous prouvons 'adéquation de ces calculs respectivement par
rapport a trois sémantiques particulieres des programmes généraux: la formule de complétion
de CLARK (avec 2 ou 3 valeurs de vérité) et la sémantique des modeles bien fondés.

14.3.3 Adéquation par rapport a la formule de complétion de Clark

Interprétations 4 deux valeurs de vérité

DEFINITION 14.3.3. Soit P un programme logique et p un symbole de prédicat. On note
p* (%) la formule:

\/ T =TAXAB (ot 7= Var([p(l) « B : X))



On note P* la formule:

/\ VZ.p(T) — p*(Z) A NONDEF(P)

PEQ

&

Cette formule permet de donner une sémantique aux programmes généraux. Plus préci-
sément, nous considérerons qu’une interprétation totale de Herbrand Z sera un modele d’un
programme général P si et seulement si Z = P*. Le principal probléme de cette définition réside
dans Dexistence et 'unicité d’un modele de P*: d’une part, ce modele n’est pas nécessairement
unique, et d’autre part, P* n’est pas nécessairement satisfaisable (méme si P ne contient que
des c-clauses définies).

La sémantique de CLARK sera notée SC dans la suite.

REMARQUE. Il est clair que la sémantique de CLARK dépend uniquement de I’ensemble S(P)
et non du programme P lui méme.

Interprétations a trois valeurs de vérité

Dans (F1TTING, 1985), FITTING propose de considérer des interprétations a trois valeurs de
vérité au lieu de deux dans la sémantique de la formule de complétion. Le but de ce travail
est de prendre en compte le cas ou un littéral I donné diverge, ce qui est réalisé par ’ajout
d’une troisieme valeur de vérité. Avec cette approche, on associe a chaque programme un modele
unique, mais ce modele est partiel et non plus total. La sémantique peut étre également définie a
’aide d’un opérateur de point fixe: 'opérateur de conséquence immédiate (APT ET BoL, 1994).

DEFINITION 14.3.4. Soit P un programme logique et 1 une interprétation partielle.
L'opérateur de conséquence immédiate T 3p est défini comme suit :

T3p(Z)=(T,F)
- T={Ho/[H B :X],0 € S(X),T = Bo}.
- F={b)V[H B : X]eP,0eSX),ZE-BoVvb+#Ho}.

&

T3p est monotone donc a un plus petit point fixe 73p 1 a. Si T3p 1 « est consistant (i.e.
ne contient pas L et ne contient pas deux littéraux complémentaires), 73p 1 est un modele (a
trois valeurs de vérité) de P* (ApT ET Bor, 1994). T3p n’est pas, en général, continu, donc le
point fixe pourra ne pas étre égal a la premiere puissance transfinie de 73p.

Si 73p 1 est consistant, P est dit SCs-satisfaisable, et

Mp(SCs) = {T3p 14}

Adéquation

THEOREME 14.3.1. Le calcul RAMCgc, est adéquat par rapport a SCs.

PREUVE. 1l est facile de voir que les regles c-factorisation, c-disrésolution, c-
disfactorisation, c-dissubsomption 1, c-distautologie 1 ne modifient pas 73p. Il suffit
donc de considérer les regles GpL™, c-résolution, affaiblissement et dissubsomption 3 unitaire.

— GPL~. Soit P un programme, [=L :X] un c-littéral déduit de P par GPL™. Soit o une
solution de X'. Par définition, pour toute téte [H :)] d’une clause de P et pour tout
6 € S(Y), on a HO # Lo. Par conséquent, =Lo appartient & 73p(0).



— C-résolution. Soit P un programme et r : e+ aAb : X AY AL, =15] un résolvent de
[P(t)) «a : X] et [e+ P(ts) Ab : Y]. On note P’ le programme P U {r}. Soit Z une
interprétation. Il est facile de vérifier que T3p(Z) C T3p/(Z) et que T3p(Z) C T3%(Z).
Donc les premieres puissances transfinies de T35 et 7 3p: sont identiques.

— Affaiblissement. Soit P un programme et [+ P(5) A ¢ : X'] une c-clause déduite d’une
c-clause [-P(5) <— ¢ : X] de P par affaiblissement. Alors si P est satisfaisable, P(5) A ¢
n’est pas valide dans le modele de P, donc la regle ne modifie pas les puissances successives
de T3p. Si P est insatisfaisable, alors P U {[+ P(5) A ¢ : X]} 'est également.

— Dissubsomption 3 unitaire. Soit P un programme et P’ un programme déduit de P
par dissubsomption 3 unitaire entre ¢; : [b(f) + : X] et ¢5 : [a < =b(3) Ac : Y]. Soit
o € S(YVANXNT=1). Il est clair que si b(t)o € T et si =b(t)o € Z, alors T3p(Z) = T 3p:(1).
De plus, on a T3p(0) = T3p/(0) et b(t)o € T3p(0). Par conséquent, par induction sur n
soit P et P’ sont insatisfaisables; soit T3%(0) = 73%,(0).

C.Q.F.D.

THEOREME 14.3.2. Le calcul RAMCgc est adéquat par rapport a SC.

PrREUVE.  Toute regle SCs-adéquate est SC-adéquate, donc il suffit de considérer les regles
dissubsomption 2,3.

— Montrons que la régle de e-dissubsomption 3 est SC-adéquate. Soit P’ déduit de P par
application de cette regle (voir la définition de la régle pour les notations). Soit p un symbole
de prédicat et 7 une interprétation. On a: S(P’) C S(P) donc pp/(T)o |= pp(T)o. De plus, si
T E P*oul | P, alors pour toute substitution ¢ :Z = ¢;0 done Z [= (A, L;(t;) A—b(3))o,
d’ou I = (pp(T)o — pp:(T)0o).

— c-dissubsomption 2: la preuve est similaire.

C.Q.F.D.

14.3.4 Adéquation par rapport a la sémantique des modeles bien fondés

Intéressons nous maintenant a une nouvelle sémantique des programmes généraux, appelée
sémantique des modéles bien fondés.

La sémantique des modeles bien fondés (que nous désignerons pour simplifier MBF dans
la suite de ce chapitre) est définie comme point fixe d’un certain opérateur monotone Wp. Le
modele partiel associé au programme P n’est pas nécessairement récursivement énumérable.

Définissons tout d’abord la notion d’ensemble non fondé?.

DEFINITION 14.3.5. Un ensemble de littéraux positifs fermés U est appelé ensemble non
fondé d’un programme général P par rapport a une interprétation partielle 7 si et seulement si
pour tout atome p(t) € U, pour toute c-régle C' : [p(s) + B : X] et pour toute solution o de
X, telle que toc = 50 au moins une des conditions suivantes est vérifiée :

1. 1l existe un littéral de Bo falsifié par 7.

2. Il existe un littéral positif de Bo appartenant a U.

1. nous traduisons ainsi I’anglais unfounded set.



Le plus grand ensemble non fondé de P par rapport a une interprétation partielle 7 (notée
Up(T)) est 'union de tous les ensembles non fondés de P par rapport a I (il est facile de voir
que Up(Z) est encore un ensemble non fondé de P par rapport a ).

o
DEFINITION 14.3.6. L’opérateur Wp de P dans TP est défini par
Wi (Z) = To(T) U~Up (1)
ot Tp est lopérateur défini a la section 14.1. o

THEOREME 14.3.3. Wp est monotone.

D’apres 14.1.2, Wp admet un plus petit point fixe Wp 1%, o étant un ordinal, non nécessai-
rement €gal a w (car Wp n’est pas continu).

DEFINITION 14.3.7. Soit un programme P. Soit Wp 1% le plus petit point fixe de Wp. Si
Wp 1% est consistant, alors P est dit MBF-satisfaisable et le modéle bien fondé (en abrégé
MBF) de P est le plus petit point fixe de I'opérateur Wp. o

THEOREME 14.3.4. RAMCypr est adéquat par rapport a la MBF.

PrREUVE.  Toute regle SCs-adéquate est MBF-adéquate, donc il suffit de considérer les regles
GMmpL~et distautologie 2.

— Soit M le plus petit point fixe de Wp. 1l suffit de montrer que pour tout ensemble E déduit
de P par la regle GmpL™, FF C M.
Pour cela, il suffit de prouver que —F est un ensemble non fondé de P par rapport & M (en
fait par rapport & une interprétation quelconque).
En effet, supposons qu’il existe une c-clause [ « B : X'] € P et une substitution o € S(X)
telles que = Ho € F, alors par stabilité de F par R/ il doit exister un littéral (positif) L €
tel qu’il existe un littéral b appartenant a Bo telle que L > b. D’ou E est un ensemble non
fondé de P par rapport a 0.

— La regle de distautologie 2 peut étre simulée par Papplication de la regle de dissub-
somption 1 entre ¢, et la c-clause C' : P(f;) < P(t;). Il suffit donc de prouver que pour
tout programme P. P et P = P U {C'} sont MBF-équivalents. Or on a de facon évidente :
Tp = Tpr et Up = Up:. Dot P et P’ sont MBF-équivalents.

C.Q.F.D.

REMARQUE. 1l est clair que la regle dissubsomption 3 n’est pas adéquate par rapport a la
sémantique MBF. De méme la regle dissubsomption 3 n’est pas adéquate par rapport a la sé-
mantique SCs.

14.3.5 Complétude

Nous montrons ci-dessous que la procédure contenant les regles
{GPL™, c-résolution, c-dissubsomption 3 unitaire}
est compléte par rapport & Mp(9Cs).

THEOREME 14.3.5. Soit un programme P. Soit b tel que =b € T3p 1. Alors il existe une
RAMCpp,-dérivation contenant n applications des régles c-résolution ou GPL™ et générant une
c-clause C' telle que C' <g;;zup —b.



PrEUVE.  La preuve est par induction sur n.
— n = 0. Considérons deux cas, suivant le signe de b.

1. Si b est négatif, alors il existe une c-clause unitaire C' telle que b N =C' # @, i.e. telle que
C <dissub —b.

2. Si b est positif, alors pour toute téte de c-clause H on doit avoir =—b N H = (). Donc la
regle GPL™génere la c-clause —b.

— n+ 1. La encore, nous distinguons deux cas.

1. Si b est négatif, alors il existe une c-clause [H < By A...AB, : X] et une substitution
o telle que b = Ho et telle que tout littéral =B;0 (1 < i < n) appartient a 73 1".
D’ou, par hypothese d’induction, il existe une dérivation de C4,...,C),, ot pour tout
i € [1..n], C; > B;o. En appliquant la regle de c-résolution entre [H < By A...A B, : A]
et C'y,...,C,, on obtient une c-clause C' de la forme [H : X' A Y] telle que ¢ soit solution
de Y AYet Ho=b,ie [H : X ANY] <gissus b

2. Si best positif, alors pour toute clause [H «+ By A ... A B, : X], telle qu’il existe o € S(X)
telle que Ho = b, =B;0 € T3 1" (1 < i < n). Par hypothese d’induction, il existe une
dérivation générant des c-clauses C', ..., C), telles que C; > B;o (1 < i < n). En appliquant
la regle de c-dissubsomption 3 unitaire sur [H < By A...AB, : X] et Cy,...,C,, on
transforme la c-clause [H < By A ... AB, : X]en[H < By A...AB, : X AY], telle que
o ¢ 8(Y). En appliquant la regle GpL~on génere ensuite le littéral —b.

C.Q.F.D.

14.4 Evaluation de buts complexes

Nous nous intéressons dans cette section a I’évaluation de buts complexes, incluant les connec-
tifs logiques =,V et les quantificateurs universels ou existentiels. Une facon de procéder pour
évaluer une formule du premier ordre consiste & traduire la formule du premier ordre considé-
rée en un ensemble de c-clauses générales associé a un but b et & évaluer b (cela est toujours
possible a cause de la présence de négations dans le corps des regles, qui permettent d’exprimer
des imbrications de quantificateurs quelconques). Nous proposons ici une méthode différente
utilisant les formules ¢~ et ¢t définies au chapitre 5. L’un des avantages de cette méthode est
que I’évaluation de la formule est indépendante du calcul du modele. Elle ne nécessite pas de
transformation de la formule, ne dépend pas de la sémantique utilisée, ni de la procédure de
preuve et pourra donc étre utilisée sur toutes les classes de programmes et avec tous les calculs
précédemment introduits. L’idée est d’évaluer la formule considérée dans le modele partiel du
programme. Ce modele partiel est généré en utilisant n’importe quel calcul adéquat par rapport
a la sémantique considérée.

Plus précisément, on peut distinguer deux phases.

— Utiliser une procédure quelconque pour énumérer le modele partiel du programme (ou une
partie de celui-ci 8’il n’est pas récursivement énumérable).

— Evaluer durant la recherche du modele la formule-but dans le modele partiel. Les résultats
du chapitre 5 fournissent un algorithme incomplet pour trouver certaines des solutions d’une
formule donnée dans un modele partiel.

Plus précisément, nous définissons une procédure Extended_Interpreter parametrée par
un calcul sur les programmes logiques (figure 14.1).

THEOREME 14.4.1. SiC est adéquat par rapport a une sémantique S alors Sol est un ensemble
de solutions de F dans le(s) modéle(s) correspondant(s) a la sémantique S de P.



Procedure Extended_Interpreter

INPUT:
Une formule F du premier ordre.
Un programme P
Un calcul C sur les programmes.
OUTPUT:
Un ensemble de substitutions o
begin
Sol + 0
M0
while (¢1,(F) V 63 (F)) # T
P« C(P)
M — MU Unit(P)
Sol < Sol U ¢, (F)
F = Normalize v (F)

return(Sol)
end
Fia. 14.1 - : La procédure Extended_Interpreter
PrREUVE.  La preuve est immédiate. C.Q.F.D.

THEOREME 14.4.2. Soit T une interprétation partielle et F une formule. Alors pour toute sub-
stitution o telle que I est un modéle a trois valeurs de vérité de F, on a o € S(¢F(F)).

PrREUVE. La preuve est immédiate, par induction structurelle sur ’ensemble de formules.
C.Q.F.D.

ExXEMPLE 14.4.1. Soit P le programme logique suivant (c-clauses de Horn) :
append([alz], y, a[2]) < append(z, y, ).
append(nil,y,y).

Considérons la formule
Yy, z.mappend([z], y, ©)

La procédure Extended _Interpreter utilisant le calcul RAMCpy; donne:

3 —[append([a|z],y, z) :V2'.z # [a]z']] (GMPL™)
4 [append([a], y,[aly]) : T] (résolution, 1, 2)

A ce stade le modele partiel généré par le programme (noté M) est le suivant.
append(z, y, 2) i (z = [| Ay = ) V B0z = [a] A = = [aly])

—append(x,y, z) if Ja,2’.(x = [a|z'| AVZ .2 # [a]2'])

La formule ¢}, (F) correspondante est :

Yy, z.32, a.
[z] = [a]2'| AVZ .2 # [a] 2]



La procédure de résolution de contraintes (voir (COMON ET LESCANNE, 1989), chapitre 2 et
annexe A) transforme cette formule en

(bj\_/[ (vyv z.ﬁappend([Z], Y, $)) = ($ = D)

La procédure Extended_Interpreter génére la solution # = []. 1l s’agit maintenant de
vérifier que cette substitution est la seule solution possible. Pour cela, on calcule la formule:
(b/_\/l (vyv z.ﬂappend([Z], Y, $))
=3y, 2.zl =l Ay=m ANz =y)
V(Fay, yi[z] = [am] Ay =y Aw = [ai|n]))
i.e. (par transformation de contraintes):

(b/_\/l (vyv z.ﬂappend([Z], Y, $)) = (Elalv Y. ¥ = [a1|y1])

On calcule ensuite la disjonction :

O F)V 63 (F) = (z = [V ay, yr.2 = [a1]y1])

On obtient (par résolution des contraintes) :

OM(FIVOU(F) =T

Ceci montre que M et F vérifient les conditions d’arrét de la procédure
Extended_Interpreter. Par conséquent, la procédure s’arréte et retourne:

{z =}

&

EXEMPLE 14.4.2. Le deuxieme exemple que nous proposons est tiré de (LUGIEZ, 1989). Comme
l'indique (LuGIEz, 1989), ni la SLDNF-résolution, ni la plupart des autres approches ne peuvent
traiter cet exemple. La ENF-déduction proposée par D. LUGIEZ est capable d’énumérer toutes
les solutions du programme. Cependant elle ne se termine pas, car il existe un nombre infini de
solutions. Nous montrons ci-dessous que notre méthode permet de déduire directement le fait
négatif: Vo # 0.-p(z), au lieu d’énumérer I'ensemble : p(s(0)), p(s(s(0))),. ..

Soit ¥ = {0, s} et le programme P défini par les c-clauses:
r(s(s(z))) « r(z)
p(z) < q(z,y)
p(z) = r(z)
(0,0)

[

Soit le but: —p(z). Le probleme est de trouver les solutions de ce but dans le modele du
programme (ici le modeéle minimal, puisqu’il s’agit d’un programme logique classique), i.e. de
trouver les termes z tels que p(z) est faux dans le modele de P.

Notre méthode donne:

1 [r(s(s(x)))Vv-r(z) : T]

[p(x) v =q(z,y) = T]
[p(z) v —r(z) : T]
[4(0,0) = T]

[~a(z,y) :270Vy#0]

2

3

4

5 GMPL™)
6 [p(0)V —g(0,0) :T]

7

8

9

1

dissubsomption,5,2)

(
(
[p(0) Vv —¢(0,0) : L] (disrésolution,4,6)
[p(0) :T] (résolution,4,6)
[-r(z) : T] (GmPL™)
0[-p(z) :2#0] (GmPL™)



La c-clause 10 montre que p(z) est faux pour tout z différent de 0. La c-clause 8 montre
que p(0) est vrai. Par conséquent, ces deux c-clauses donnent l'interprétation du prédicat p et
fournissent les solutions de la formule —p(z).

Plus précisément, on a:

Pu(F)=2#0
et:
Pu(F)=z=0

REMARQUE.  Notre méthode, au contraire de la procédure de ENF-déduction proposée par
(LucGiez, 1989) n’énumere pas toutes les solutions mais s’arréte et retourne directement I'en-
semble des solutions de la formule —p(z).

14.5 Application: détection d’erreurs dans des programmes

La maniéere la plus courante pour vérifier qu’un programme logique P satisfait une spécifica-
tion formelle (exprimée par une formule du premier ordre F) est de prouver la terminaison, la
correction et la complétude du programme (voir par exemple (HOGGER, 1984)). Les notions de
correction et de complétude ont ici le méme sens qu’en Logique ou en Déduction Automatique:
un programme est dit correct si tous les faits déductibles du programme sont valides dans la
spécification (i.e.si: P |= F) et complet si tous les faits valides dans la spécification peuvent étre
déduits du programme (i.e. si F |= P). Selon HoGGER (HOGGER, 1984), ces criteres de vérifi-
cation ont été pour la premiere fois publiés dans (CLARK ET TARNLUND, 1977) (voir également
(FLENER, 1995)).

Une question aussi importante (et qui a trés peu été étudiée) est: comment vérifier qu’un
programme ne satisfait pas ses spécifications? Si 'on veut rester dans ce cadre il s’agit de
montrer qu’il est impossible de prouver que le programme satisfait ses spécifications. Mais la
maniere la plus convaincante et la plus simple de détecter des raisonnements fallacieux est de
trouver un contre-exemple montrant que le raisonnement n’est pas correct. Cette capacité est
particulierement utile dans le cadre de la programmation puisqu’elle permet non seulement
de détecter qu’un programme n’est pas correct mais peut également montrer pourquoi il est
incorrect et fournir des indices sur la fagon de corriger le programme. Dans cette section, nous
montrons comment utiliser la procédure Extended_Interpreter pour détecter des erreurs dans
les programmes logiques.

Détection d’erreurs dans des programmes formellement spécifiés

Considérons un programme logique P associé a une spécification F. Autrement dit, P est
supposé implémenter F. Cette spécification est pour 'instant exprimée par une formule de la
logique du premier ordre (la méthode n’est cependant pas limitée en principe a ce type de
spécification). L’objectif est de vérifier que le programme P satisfait la spécification F, et si
cela n’est pas le cas, de donner un contre-ezemple montrant que P ne valide pas la spécification.
Pour cela, nous utilisons la procédure Extended_Interpreter définie a la section 14.4 sur le
programme P et la formule =F. Si on obtient une solution o de =F, alors le programme P ne
valide pas la spécification et o constitue un contre-exemple. Si la procédure s’arréte et retourne
() (c’est-a-dire si on obtient un modele partiel M tel que ¢, (F) = T) alors on a: M = F donc
P vérifie la spécification F.

Nous donnons ci-dessous quelques exemples montrant ’utilité de la méthode dans la détection
d’erreurs dans des programmes incorrects.

EXEMPLE 14.5.1. Nous notons S le programme suivant. Le littéral positive(l) est supposé signi-
fier: “I est une liste d’entiers positifs”. En fait, il n’est pas valide si [ contient 0.



positive([z|l]) < positive(l),z > 0
positive(]])

La spécification du premier ordre F de positive est la suivante.
Vi.(positive(l) — (Vz.(member(z,l)= 2z > 0)))
ol member est défini comme suit :

member(x, [z|l]).
member(z, [y|l]) « member(z, 1),z # y.

Le probleme est de tester si le modele minimal de S satisfait la formule du premier ordre F.
RaMmcp,; donne:

1 [positive([z|l]) V —positive(l) :x > 0]

2 [positive(]]) : T]

3 [member(z,[z|l]) : T]

4 [member(z, [y|l]) vV —member(z,l) :z # y]

5 [positive([z]) :x > 0] (résolution,2,1)

6 [positive([z|l]) V —positive(l) x> 0N #[]] (disrésolution,2,1)
7 [-positive([z]) 2 < 0] (GmPLT)

8 [-member(z,[]) : T] (GMmPL™)

9 [member(z,[y|ll]) vV -member(z,l) :x#yAl#]]] (GMPLT)

10 [-member(z,[y]) : y # =]

Le modele partiel défini par les c-clauses 5,7, 3, 10 suffit & prouver que le programme n’est pas
correct par rapport a sa spécification. En effet, la formule ¢, (F) est égale a

3l.
(Fyl=[yl ny>0)AVal=[z|l'] Nz >0
V(@2 l=[2]Ana' <OA (Ve Tz (I=[z]Az#2) Ve >0))

Cette formule est évidemment valide (I = [0] satisfait la seconde condition) donc peut étre
transformée par I’algorithme de résolution de contraintes en T. Cela prouve que F est fausse dans
le modele du programme donc que S n’est pas correct. La solution obtenue : {{ = [0], —=positive[l]}
est un exemple montrant que le programme ne correspond pas a la spécification. o

Tri par insertion.

Le programme suivant (tiré de (STERLING ET SHAPIRO, 1986), page 55) est censé réaliser
un tri par insertion. En fait, les variables Y, et Z, dans le dernier littéral de la premiere regle
ont été interchangées, ce qui rend le programme incorrect.
sort([X|X;],Y;) < sort(X,, Zy), insert(X,Y;, Z;).
sort([, ).

insert( X, [], [X]).
insert( X, [Y|Ys], [Y|Zs]) < X > Y, insert(X,Y;, Z,).
insert(X, [Y|Ys], [X, YY) « X <Y.

La spécification de sort est:

sort(X, X') = (sorted(X') A (Vz.member(z, X) — member(z, X')))



sorted(X) — (X =[JvIVX =[Y]VIVY' L(X =[Y,Y'|L] A sorted([Y'L)) AY <Y")).

La procédure Extended_Interpreter génere les c-clauses :
1 [sort([X|Xs],Ys)V asort(Xs, Zs) V —insert(X,Ys, Zs) : T]
2 [sort([,[) : T
3 [insert(X,nil, [X]) : T]
4 [insert(X,[Y|Vs],[Y|Zs]) V ninsert(X,Ys, Zs) : X > Y]
5 [insert(X,[Y|Vs],[X,Y]Vs]) : X <Y]
6 [sort([X],Ys]) V —insert(X,Ys,[]) : T]
(résolution,2,1)
7 [sort([X|Xs],Ys) V msort(Xs, Zs) V —insert(X,Ys, Zs) : (Xs £V (Zs Z[])]
(disrésolution,2,1)
8 [—insert(X,Ys,[]) : T]
(GMPL™)
9 [-sort(Xs,Zs) : (Xs#£[)V (Zs#£[D]
(GMPL™)
Les c-clauses 9 et 2 donnent 'interprétation de sort selon la définition du programme. Par
exemple la c-clause 9 montre que sort(X, 7) est fauzr si X ou si Z n’est pas une liste vide et
montre en particulier qu’il n’est pas possible de trier une liste non vide! (cela contredit de facon

immédiate la spécification de sort).

14.6 Perspectives

Dans ce chapitre, nous n’avons pas cherché a effectuer une étude exhaustive de ’application
de RamMc a la Programmation en Logique, mais simplement a mettre en évidence 'utilité et
la généralité de notre approche de la construction de modele. Notons que les propriétés des
calculs proposés ne dépendent pas de la stratégie utilisée. 1l est donc possible d’utiliser n’importe
quelle stratégie pour guider I’évaluation d’un but donné (par exemple des stratégies en chainage
“avant” ou “arriere” peuvent étre utilisées). La différence principale entre la méthode proposée
ici et la négation constructive (STUCKEY, 1995) est qu’elle n’est pas restreinte a une sémantique
particuliere. Comme nous 'avons vu, elle peut étre adaptée facilement a plusieurs types de
sémantiques (en choisissant une stratégie adaptée). Pour des programmes standards ou bien
fondés, la méthode est plus générale que la négation constructive (voir exemple 14.2.1).

Les résultats présentés dans ce chapitre ouvrent plusieurs voies de recherche et d’applica-
tion. Il semble important de poursuivre I’étude que nous avons commencée dans ce chapitre en
étendant les résultats obtenus a d’autres types de sémantiques (par exemple la sémantique des
modeles stables (GELFOND ET LIFSCHITZ, 1988)). Le probleme est de déterminer les régles adé-
quates pour une sémantique donnée et de comparer la méthode obtenue avec les procédures de
preuve utilisées en Programmation en Logique. Des extensions & d’autres classes de programmes
logiques peuvent également étre considérées (programmes disjonctifs, du premier ordre etc.).

Enfin application de la méthode & la vérification de programmes mérite d’étre approfondie
en fournissant par exemple une méthode pour identifier la partie du programme responsable de
Ierreur et éventuellement pour corriger automatiquement un programme incorrect. D’autre part,
les regles pourraient également étre utilisées pour la transformation et la synthese de programme.

L’étude de ces problemes exige des efforts a plus long terme et sort donc du cadre de la
these. L’étude de 'application de la méthode a des programmes stratifiés peut étre trouvée dans
(DIERKES, 1996).






Partie V

RAMC ATINF: un systeme de
recherche simultanée de réfutations
et de modeles






Chapitre 15

RAMC ANF: description générale

Ce chapitre décrit brievement le systeme RAMC A yp, sans s’attarder sur les aspects tech-
niques et les détails de I'implémentation. Le but du logiciel est de fournir un prototype permet-
tant d’expérimenter et de valider certaines des idées introduites dans ce mémoire. Il s’agit d’un
démonstrateur/constructeur de modeéles interactif, qui constitue une partie du systeme
ATINF! développé au sein du projet ATINF depuis 1985 (CAFERRA ET AL., 1991; CAFERRA ET
HERMENT, 1993; CAFERRA ET HERMENT, 1995).

15.1 Fonctionnalités

L’objet du logiciel est de fournir a un utilisateur un large éventail d’outils destinés a I’assister
dans la recherche simultanée de preuves et de contre-exemples pour une formule logique. Ses
principales fonctionnalités sont les suivantes.

— Résolveur de contraintes. La procédure de résolution des contraintes équationnelles est
la pierre angulaire de notre approche de la représentation, vérification et construction de
modeles de Herbrand. RAMC ppyyp intégre donc un résolveur de formules équationnelles du
premier ordre dans ’algebre des termes (voir chapitre 2). L’accent est mis sur Defficacité,
ainsi que sur la facilité d’utilisation et d’extension, ce qui devrait permettre d’intégrer de
nouvelles méthodes de résolution avec un minimum d’efforts.

— Construction de eq-modeéles. Le logiciel implémente les deux méthodes de construction
de modeles Ramcz et EQMc (voir chapitres 6 et 8). Les réegles de décomposition et de coupure
sont également utilisées. La méthode RAMCET-2 décrite au chapitre 9 (méthode des tableaux
sémantiques étendus par les problemes équationnels) a été partiellement implémentée : nous
avons seulement implémenté la regle d’extraction du modele R,,,; définie au chapitre 9.
Remarquons que si aucune variable libre n’est introduite dans le tableau, la regle R;, peut
étre vue comme un cas particulier de la régle de coupure, dans lequel la formule Y sur
laquelle la regle est appliquée est de la forme 2 = ¢, ou ¢ est un terme fermé. D’autre part,
puisque les formules sont des ensembles de c-clauses, la regle R, est équivalente a la regle
de décomposition et la régle de simplification est simulée par les régles résolution unitaire,
disrésolution unitaire et dissubsumption unitaire. Par conséquent, la méthode implémentée
peut étre vue comme une combinaison des méthodes RAMCr et RAMCET-27_, restreintes &
des ensembles de c-clauses.

— Construction de modéles finis. Le logiciel contient également le constructeur de modeles
finis FMC (voir chapitre 3). Cette composante du logiciel est celle ol le souci d’efficacité a
été le plus présent.

1. ATINF signifie Atelier d’'Inférence.



La réalisation du logiciel a été guidée par les objectifs suivants: modifiabilité, facilité
d’intégration, interactivité et, autant que possible, efficacité.

— Interactivité. Il s’agit d’un point important dans la conception du logiciel, en particulier
dans le cadre du projet ATINF (CAFERRA ET HERMENT, 1993; CAFERRA ET HERMENT,
1995; CAFERRA ET AL., 1991), dont le but est la conception d’outils d’inférence “orientés-
utilisateur”.

— Modifiabilité. Le logiciel doit étre capable d’évoluer avec les améliorations et extensions
successives de la méthode (extension des contraintes acceptées, nouvelles stratégies, nouvelles
regles, etc.).

— Facilité d’intégration. Le logiciel doit pouvoir étre connecté facilement & d’autres outils
existants (tels que DISC pApyp (BOURELY ET PELTIER, 1996) ou GLEF pppyp)- La encore,
cet aspect est de la plus haute importance dans le cadre du projet ATINF.

Bien que Pefficacité ne soit pas notre souci premier, nous avons cherché a définir un systeme
permettant de traiter des problemes non-triviaux en un temps de calcul raisonnable, afin de
faciliter les expérimentations.

Codage

Le logiciel est écrit en langage C et C+4 et comprend environ 50000 lignes de code.

15.2 Utilisation

La communication entre 'utilisateur et le logiciel est réalisée grace a un interpréteur de com-
mandes. Les commandes ont pour but de définir les objets (énoncés), et d’exécuter des méthodes
sur ces objets. L’exécution de ces méthodes est contrélée par un certain nombre de parameétres,
qui permettent de choisir la stratégie a utiliser, les criteres d’arrét, etc. Les commandes peuvent
étre saisies en mode texte, ou graphiquement, a l'aide de la souris. L’interface graphique a été
réalisée a I’aide de l'interface graphique générique d’ATINF, nommée INGRAT? (voir (DESBRUN,
1993) pour plus de précisions au sujet de I'interface INGRAT). Nous donnons ci-dessous la liste
de quelques unes des commandes disponibles ainsi que leur signification.

15.2.1 Exemples de commandes

load(file)  |Lit le fichier file

quit Fin du programme
stats Affichage des statistiques
mémoire, temps, regles utilisées. ..
options Affiche les valeurs courantes des parametres
reset Ré-initialisation

param = val|Affecte la valeur val au parametre param

param Affiche la valeur du parametre param
list(liste)  |Indique le début d’une liste d’objets
(liste de clauses ou de formules)

end Indique la fin de la liste courante

profile Début d’une déclaration de symboles
formed Appel de P’éditeur graphique de formules
edit Appel de éditeur de texte

2. INterface GRaphique d’ATINF.



15.2.2 Saisie des objets

Le logiciel est capable de traiter des formules de la logique des prédicats du premier ordre,
ainsi que des formules de la logique relationnelle (ORLOWSKA, 1991) (par traduction en logique
classique).

Décrivons brievement les conventions syntaxiques utilisées. Les symboles logiques A, V, = sont
respectivement notés & |, -. Les variables quantifiées Vz,, ..., z,.P, 32, ..., x,.P s’écrivent all
x1,...,xn.P et exists x1,...,xn.P. 7£ est noté =,

Un objet peut étre:

— une clause contrainte

(L P(x) | Qx,£(y)) : x '=y | all z. x !'= g(z) 1].

— une formule du premier ordre, i.e. 'une des formes suivantes.

P &Q Pl Q

(P) -pP

all x1,...,xn.P exists x1,...,xn.P
P(t1,...,tn) P ->0Q

P <->0Q

ol t1,...tn dénotent des termes, x1,...xn dénotent des variables, et P, Q dénotent des
formules.

— Une formule relationnelle, qui est inductivement construite soit comme une formule du pre-
mier ordre, soit de la forme x E y ol x et y sont deux termes et E une expression relationnelle
inductivement définie de la facon suivante: P + Q, P - Q, P;Q, P / Q, (P),RoubP, Q
sont des expressions relationnelles et R est une constante relationnelle i.e. un symbole de pré-
dicat d’arité 2. Nous ne rappellerons pas ici la sémantique de la logique relationnelle (voir
par exemple (ORLOWSKA, 1991) pour une introduction a la logique relationnelle). Notons
que la logique relationnelle a le méme pouvoir d’expression que la logique des prédicats du
premier ordre.

15.2.3 Exemples de méthodes

solve(obj,[, obj.]))|Exécute la méthode SOLVE sur les objets obj, et obj,
ramc(oby) Appelle la méthode Ramc sur 'objet obj

eqmc(obj) Appelle la méthode EQMC sur 'objet obj

fmb(obj) Exécute la méthode FMB sur 1'objet obj

Nous donnons ci-dessous une breve description de chaque méthode. Les algorithmes utilisés
ont déja été spécifiés aux chapitres 3, 6, 8, 9, aussi décrirons-nous uniquement la stratégie utilisée
et les principaux choix d’implémentation. La liste des principaux parametres disponibles et leur
signification est également donnée.

Traduction et manipulation des formules

La traduction entre formules du premier ordre et ensembles de c-clauses est réalisée par
l’algorithme de mise sous forme clausale du transformateur de formules Tms (Transformateur
Multi-Sortes) réalisé par T. Boy DE LA Tour. Il s’agit d’un transformateur de formules par
renommage implémentant des résultats de minimalité de la forme clausale (Boy DE LA TOUR,
1992). Un algorithme de traduction trées simple de la logique relationnelle en logique du premier
ordre a également été implémenté (ORLOWSKA, 1991).



Résolution d’une formule équationnelle

solve(obj)

Calcule une forme résolue avec contraintes équivalente a la formule équationnelle obj.

solve(obj;,objs)

Evalue la formule obj; dans I'eq-interprétation obj,. Calcule et affiche la forme résolue avec
contraintes correspondant a la formule q%bjl (obj2).

La méthode utilisée pour la résolution des contraintes est celle de (COMON ET LESCANNE,
1989), mais les formules ne sont pas systématiquement mises sous forme normale conjonctive
apres chaque application d’une regle: comme dans ’algorithme décrit dans (CoMoN ET DE-
LOR, 1994), la transformation en forme normale est réalisée, si cela s’avere nécessaire, pendant
le processus de résolution, par 'application de regles de distributivité. Les regles d’unification
(décomposition, test d’occurrence, incompatibilité) et d’universalité des parametre sont appli-
quée avec une priorité maximale. Puis les regles de fusion et de remplacement sont appliquées
et enfin les regles de distributivité, d’explosion et d’explosion des disjonctions.

RAMC

ramc(ob7)

Applique la méthode Ramc sur 'objet o0bj.
On distingue trois niveaux de regles, associés a trois niveaux de priorité décroissante (R; >

R, > R3).

(R,) C-dissubsomption, c-distautologie, c-factorisation, c-disfactorisation et résolu-
tion de contraintes. Comme nous ’avons vu précédemment (voir chapitre 6) le systéeme
Nrgme défini par les regles du groupe R, est a terminaison finie.

(R3) C-résolution, c-disrésolution et GMPL. Ces regles ne sont pas a terminaison finie.

(R3) Décomposition, coupure, génération du modele (R,,,4). Ces régles ne sont pas néces-
saires pour la complétude réfutationnelle, mais augmentent la classe de modeles construc-
tibles (voir chapitres 8 et 9). Notons que la reégle de décomposition est particuliere, car elle
introduit un facteur de branchement dans ’algorithme de recherche. Elle remplace donc un
probleme donné par deux problemes distincts, qui doivent étre résolus indépendamment. La
regle de coupure n’est pour l'instant applicable qu’en mode interactif.

Notons que si aucune stratégie n’est utilisée pour restreindre ’application des regles de R,
les regles de K3 peuvent ne jamais étre appliquées.

La regle GMPL

I est clair que ’application non-déterministe de la regle GMPL est tres coiiteuse en pratique.
Par conséquent, le systeme limite le nombre de c-littéraux candidats considérés simultanément.
Si aucun ensemble non vide ne peut étre généré, la taille de 'ensemble est incrémentée. D’autre
part, la regle d’extension n’est appliquée que si cela est nécessaire, c’est-a-dire si I'application
de la regle Réduction conduit a un ensemble vide. Cela permet de limiter I’augmentation de
la taille de I’ensemble de c-littéraux candidats durant le processus de calcul.



Divers degrés d’interactivité

L’utilisateur dispose de plusieurs possibilités pour controler le processus de recherche. En
premier lieu, il peut choisir la stratégie utilisée pour guider ’exploration de I'espace de recherche
en fixant la valeur de certains parametres, qui permettent de guider le choix des regles et des c-
clauses & considérer en priorité (exploration en largeur d’abord, en profondeur d’abord, ou choix
des c-clauses de moindre poids), de fixer des limites a la recherche (temps de calcul, nombre ou
taille des c-clauses générées...), etc. Il s’agit d’un mode semi-automatique, ou I'utilisateur fixe
uniquement la stratégie utilisée.

En second lieu, I'utilisateur a également la possibilité de guider pas a pas I'application de
certaines regles. En mode interactif, 'ordinateur calcule et affiche les regles possibles, et laisse
a 'utilisateur le choix de contréler le processus de recherche.

Le systeme permet d’établir plusieurs niveaux d’interactivité, ce qui offre a 'utilisateur la
possibilité de controler certaines regles-clefs de facon précise, tout en laissant a 'ordinateur le
soin de controler totalement d’autres parties du processus. L’utilisateur peut a tout moment
changer la stratégie utilisée, suggérer des lemmes, ou proposer un modele partiel.

Quelques parameétres

Parametre |Type Signification
rules liste de termes|liste des régles actives de Ramc
for_sub booléen dissubsomption “forward”
back_sub booléen dissubsomption “backward”
unit_sub booléen dissubsomption unitaire (“forward” uniquement)
dis_taut booléen distautologie
gmpl booléen Regle GMPL
binary_res booléen résolution binaire
dis_binary_res|booléen disrésolution binaire
factor booléen factorisation
dis_factor booléen disfactorisation
EQMC
eqmc (obj)

Applique la procédure EqQMc sur 'objet obj. La procédure Deduce utilisée peut étre soit
la méthode Ramc, soit la méthode Normalizez (F) (voir chapitre 8). A la différence de Ramc,
EqQmc est directement applicable sur des formules quelconques (non nécessairement en forme
c-clausale), donc ne nécessite pas 'utilisation de la transformation en forme clausale. La encore,
plusieurs niveaux d’interactivité sont disponibles. En mode automatique, le systeme applique
les régles dans 'ordre suivant : nettoyage, déduction, décomposition. Il utilise certaines des heu-
ristiques proposées au chapitre 8 (notamment pour le choix des littéraux sur lesquels appliquer
la regle de décomposition).

FMC

L’algorithme utilisé est précisément décrit au chapitre 3. Nous nous contenterons ici de
donner la liste de quelques-uns des parametres disponibles.

order | entier |Ordre sur les cellules

refutation precedence| entier |Choix des réfutations

detect_symmetry booléen|Utilise la régle de détection des symétries
ref booléen|Utilise la fonction ¢,y

cref booléen|Utilise la fonction (b’cref
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FiG. 15.1 - : RAMC g 7inF: schéma d’organisation général.

La taille du domaine de chaque sorte doit étre spécifiée par l'utilisateur (commande

set_size).

La figure 15.1 résume I'organisation des différentes parties du logiciel RAMC ppyyp- Les parties
grisées sont extérieures au logiciel (elles indiquent I'intégration de RaMc dans ATINF). Les lignes
en pointillés indiquent des connections prévues mais non encore réalisées. La figure 15.2 indique

la place de RAMC g p au sein du systeme ATINF.
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Chapitre 16

Exemples et expérimentations

“L’homme n’a de connaissance des choses naturelles que par les moyens de la correspondance
avec ce qui tombe sous les sens”

René DESCARTES

Nous donnons ci-dessous des exemples de session de travail et des résultats obtenus avec le
logiciel RAaMcC.

16.1 Exemples d’utilisation du logiciel

16.1.1 Résolveur de contraintes

Exemple

profile. % declaration de profils (optionnel)
a: —> top.

f: top > top.

g: top, top —> top.

end.

signature = { a,f,g }. % signature

list(prob). % probleme a resoudre

(£(8) =£(B) | (all Z. ((Z =a) | (4 '= g(Z,2))))).
end.

solve(prob).

% Forme resolue

prob = (exists T,U,S ((-(T =1) &

(4 = g(u,T)))
| (A=g(U,a)) | (A=2a) | (4=1£(35)

) | (A =B8)))

Run Time: 0.01

Quelques “benchmarks”

Nous donnons quelques exemples de formules équationnelles simples, qui nous ont été com-
muniquées par Hubert ComoN, (voir figure 16.1) ainsi que les formes résolues et le temps de
calcul obtenu avec RAMC p pyyp (figure 16.2).



Probléme Définition
1 0=0V(z=yAx+#2)
2 0£0V(z=yAx #2)
3 Vys(z) Zs(yy Ve =y
4 f(z1,20) = flaa, 21)
Vg(z1,22) = g(x2,21) V21 # s(a3)
5 flyy) = fle(z),2) Vi y) = fly,s(x) V£ sy)
6 r=yA(z#s(x)Ve=s(z))
7 Vo 2 10w s sG]
8 r=yNzr =z
9 v =s(s(z)) ANw=s(y) Ny = s(s(x)) Az = s(s(y))
10 Vy. 3z, z.(x = s(z) Ve £ z) ANz # s(s(2)))
| Foly = o) 1= 0s]] V 322 £50r) = 23]
E (e £ 500 V2 Z 500 Az = (@)
V(3z.z £ s(x) ANz # x)
13 VY1, Y2, Y3, Ya-
(y1 = 21V f21, 22, 24) = f(x1, 22, 5(23)))
A (1, y2,5(y2)) # fs(y2), 21, 22))
Ax1 # f(y1, y2, ¥3)
14 Vy.s(z) =s(z) A{e =2V a #s(y))
15 Y1, Y2, ¥3, ¥a-(y2 # F(yi, 1) Vys # fy2, y2)
Vys # fys,ys) Ve £ flyr,y1)
16 (FeNVyIz(x 0Nz # fy,2)))
17 Yye ZyVa £ s(y)
Fic. 16.1 - : Fzemples de formules équationnelles

16.1.2 Construction de modéles

Dans la mesure ou la construction de modeles n’a pas fait I’objet de beaucoup de travaux
(voir chapitre 1.1), on ne trouve que peu d’exemples de formules satisfaisables dans la littérature.
Les exemples présentés dans cette section sont tirés d’articles présentant d’autres approches en
construction de modeles de Herbrand.

% Inference and dis-inference rules

rules = { binary_res, dis_binary_res, factor, dis_factor,
dis_taut,for_sub, back_sub, gmpl T.

% Automatic mode
clear(interact).
clear(prolog_style_variables).
list(sos).

P(x) | Qg(x,x)).

-Q(y) | R(x,y).
-R(a,a) | -R(£(b),a).

R(£(x),y).
P(x) | -P(£(x)).
-P(a).

end_of_list.

% RAMC procedure



Probléeme Forme résolue Temps de calcul (en ms)
1 T 0.65
2 yFzAz=y 0.85
3 T 0.68
4 z1 7 s(xs) Vaa # s(x3) 1.17
5 z # s(y) 0.93
6 r=yNzr =z 0.91
7 (E'Ul,Uz,U3,U4,U5,U6,U7,U8,U9,U10 16.69

(e'= F(ut, o(f{uz, 43))))
V(e = f(ur, 5(0)))
V(e = f(u1,0)
V(z = f(ur, f(ua, us)))
V(us # sls(ur)) A (& = F(F(ur, us), us))
V(s  s(s(ur)) A (& = £(0,us)))
V(s # s{s(ur)) A (& = f(s(us), us))
Vl(us # s{ur) A (¢ = F(us,5(F(uz, us)))
V{us # s(ur) A (& = fuy, 5(0))))
Vl(us £ s(ur) A (& = f(u1,0)))
V(us # s(ur) A(x = f(u1, fus, us))))
Vl(us # s{ur) A (& = F(F(ur, us), us))
V(us # s(ur) A (& = F(0, us))
Vl(us # s{ur) A (& = f(s(ua), us)))
V(r = 10, us))
V(e = (s(us), us))
V(x = s(u1o)
V(z =0))
8 z=yANx =z 0.65
9 L 0.95
10 T 1.36
11 Az.(z £ x Nz # s(x)) 1.52
12 Ju.((u £ 2) A (u# s(x)) V(2 =s(x))) 1.75
13 Fu.((x = 0) A (x4 = 22) 8.32
A2 = s(23))) A (21 = s(u) Au # x3)
ANxs = l‘z) A (l‘z = 8(1‘3))
14 r=z 0.97
15 Juy, us.(uy # us A = fug, us2)) 2.18
V=0
16 Jex 20 114
17 T 0.71

F1G. 16.2 - : Exemples de formules équationnelles (formes résolues)




ramc(sos).
process.

———————————— > process sos:
1 [1 [L -P(a) : TRUE 1].
2 [1 [[ P(x) | -P(£(x)) : TRUE 1].
3 [1 [[ R(£(x),y) : TRUE 1].
** KEPT: 4 [] [[ -R(a,a) | -R(£(b),a) : TRUE ]1].
& [1 [[ -Q(x) | R(y,x) : TRUE ]].
6 [1 [[ P(x) | Q(g(x,x)) : TRUE 1].

¥* Clause #5 is deleted
** KEPT: 7 [dissubsumption,3,5] [[ -Q(x) | R(y,x) :
exists v,z. (y = gv,2)) | (y =b) | (y =a) 1].

------------ > done processing input.

-—— Set 0f Support ——-

(1 [[ -P(a) : TRUE 11.

[0 CL P(x) | -P(£(x)) : TRUE 1].

[0 CC R(£(x),y) : TRUE 1].

00 [[ -R(a,a) | -R(f(b),a) : TRUE 1].

00 [C P(x) | Q{g(x,x)) : TRUE 1].
[dissubsumption,3,5] [[ -Q(x) | R(y,x) :
exists v,z. (y = g(v,z)) | (y =b) | (y = a) 1].
end_of_list.

~N ok WwWNR

given clause: #1: (wt=2)

% KEPT: 8 [gpl] [[ R(y,x) : exists v,z . (y = g(v,z))

[ (=b) | ((x'=a) & ((y=gv,2)) | (g =Db) | (y =2a))) 1].
**% Clause #7 is deleted

** KEPT: 9 [dissubsumption,8,7] [[ -Q(a) | R(a,a) : TRUE 1].

given clause: #1: (wt=2)
**% KEPT: 10 [gpl] [[ -Q(a) : TRUE 1].
**% Clause #9 is deleted

given clause: #10: (wt=2)
** KEPT: 11 [gpl]l [[ Q(g(x,x)) : TRUE 1].
**% Clause #6 is deleted

given clause: #1: (wt=2)

**% KEPT: 12 [gpl] [[ -R(a,a) : TRUE ]].
** Clause #4 is deleted

given clause: #10: (wt=2)

** KEPT: 13 [gpl] [[ -P(£(x)) : TRUE 1].

**% Clause #2 is deleted

Model:

R(y,x) is true if: (exists u,v,w. (((y = a) & -(x = a))
[ ((y=Dp) &-(x=2a)) | ((y =glu,v)) & -(x=a))

l (=) | (g =glu,v)) | (y=1£G)))))

Q(x) is true if: (exists w. (x = g(w,w)))

R(y,x) is false if: ((y = a) & (x = a))



P(x) is false if: (exists w. ((x = £f(w)) | (x = a)))

Q(x) is false if: (x = a)
Run Time: 0.22

16.2 Quelques résultats expérimentaux

Nous donnons ci-dessous les résultats obtenus avec RAMC gy sur quelques exemples de
formules satisfaisables publiées dans la littérature sur la construction de modeles de Herbrand.
Afin de faciliter les comparaisons, la procédure de simplification Deduce (voir chapitre 8) utilisée
par EQMCc est la procédure Normalizez (F) (voir chapitre 15).

Problem Description [RAMC|EQMC|OTTER
Ex 4.1 (CAFERRA ET ZABEL, 1992)| 0.17 | 0.1 -
SYN303-1 (BOURELY ET AL., 1994) 0.32 | 0.08 -
SYN304-1 (BOURELY ET AL., 1994) 0.06 | 0.1 0.04
SYN306-1 (FERMULLER ET AL., 1993) 0.17 | 16.87 -
SYN307-1 (FERMULLER ET AL., 1993) 0.22 | 0.08 -
SYN308-1 (FERMULLER ET AL., 1993) 0.05 | 0.1 0.05
SYN309-1 (FERMULLER ET AL., 1993) 0.11 | 0.08 | 0.04
SYN317-1 (CHURCH, 1956) 0.01 | 0.02 | 0.06
SYN320-1 (CHURCH, 1956) 0.02 | 0.04 | 0.09
SYN322-1 (CHURCH, 1956) 0.02 | 0.02 0.12
SYN329-1 (CHURCH, 1956) 0.01 | 0.28 0.01
SYN337-1 (CHURCH, 1956) 0.01 | 0.62 0.01
SYN342-1 (CHURCH, 1956) 0.01 | 0.03 | 0.01
SYN344-1 (CHURCH, 1956) 0.14 | 0.38 | 0.16
PUZ001-1 Dreadbury Mansion 1.1 | 10.78 0.9
K1 (KLINGENBECK, 1996), ex. 36 7.04 | 1.41 -
K2 (KLINGENBECK, 1996), ex. 37 0.17 | 0.66 -
K1+K2 (KLINGENBECK, 1996) 17.39 | 6.48 -
K3 (KLINGENBECK, 1996), ex. 27 0.1 | 0.18 -
P1 Exemple 7.3.4 - 0.08 -
P2 Exemple 7.3.5 - 0.06 -
P3 Exemple 8.5.1 - 0.93 -

Les résultats obtenus avec le démonstateur OTTER (McCUNE, 1995), qui est 'un des démons-
trateurs les plus puissants actuellement disponibles dans le domaine public, sont donnés a titre
de comparaison (la résolution binaire et la factorisation sont utilisées). Pour certains de ces pro-
blemes, OTTER est capable de détecter la satisfaisabilité de ’ensemble de clauses. Cependant, il
ne construit pas explicitement un modele de la formule (OTTER est un démonstrateur, non un
systeme de construction de modeles).

Les problemes K, et K, appartiennent a la classe RRsD introduit dans (KLINGENBECK,
1996), pages 119-120. Il est prouvé que I’hyperrésolution ne se termine pas sur le probleme K2
et que la résolution A-ordonnée ne se termine pas sur K. Toute formule satisfaisable de RRsD
admet un eq-modele, donc la méthode RAMCET est une procédure de décision pour la classe
RRsD. Les problemes SYN317-344 sont tirés de (CHURCH, 1956). Notons que ces probléemes
sont de difficultés tres inégales : certains (par exemple les problemes SYN317, SYN320...) sont
triviaux, d’autres sont plus complexes, et n’appartiennent souvent pas a la classe Qeq—modelv
donc sont hors de portée de notre implémentation (c’est le cas, par exemple, des problemes



SYN330, SYN335, etc.). Les problemes Py, P et P5 sont des problemes que nous avons introduits
pour clairement illustrer les limites de RaMcC (exemples 7.3.4, 7.3.5, et 8.5.1 respectivement).
Notons que les problemes P, P, ne peuvent pas étre résolus par la méthode RAMC puisque
ils ne possedent aucun eq-modele générable. L’utilisation de la regle R,,,; est nécessaire pour
obtenir le modele. Le probleme P est une formule du premier ordre. Sa transformation en
forme clausale n’a pas de eq-modele, donc la méthode RAMC ne peut construire un modele
pour P;. Les expérimentations tendent a montrer que la méthode RaMC s’avere plus efficace en
pratique que la méthode EQMc (cette derniére étant néanmoins plus générale, du point de vue
de la construction de modeéle). Néanmoins, cela n’est pas toujours vrai, car lefficacité de Eqmc
dépend essentiellement de la profondeur minimale du eq-modele (voir chapitre 8) ce qui n’est
pas le cas de RaMc (voir par exemple les résultats obtenus sur les problemes K, et K; + K).

16.3 Solution interactive d’un probleme difficile

Dans cette section, nous étudions la formule suivante (notée F dans le reste de ce chapitre),
tirée de (GOLDFARB, 1984). Il s’agit d’une formule satisfaisable, ne possédant pas de modeles
finis. F appartient a la classe de GODEL avec égalité. Elle a été imaginée par (GOLDFARB pour
prouver l'indécidabilité de cette classe et réfuter ainsi une conjecture émise par (GODEL, qui
pensait pouvoir étendre sa démonstration de la décidabilité de la classe de (GODEL au cas avec
égalité.

F Vo Vy.3zo. H

ol H est la conjonction des formules suivantes.

1) Z@@)NZ(y) —z =y

2) Z(z0) A =S(20, ) A Nsoy o s, 20) A Ps(z,y) = y = 20
3) dz.59(z,2)

4) =Z(x)Ne #y— 32.(5(z,2) A Sy, 2))

5) Jz.[N(z,z)A(

AAAAAA,_\,_\,_\,_\,_\
s i N

N(z,y) = Fz.(Pa(z, z) A Pa(y, 2))
7) N(z,y)— Jw,u(P(z,w) A S(u,w) A P (y,u))
8) S(z,y) = F2.(Q(z,2) AN Po(z,y) A Pi(z, 20))
9) Qz,y) — Fz.(Pi(z,2) A (S(y, 2) = Pz, 2))
10) Ny o[ Ps(z,y) A =Z(y) — 3z, w.(Rs(2,2) A Py(z,2) A Pi(z,20) A S(y, w))]
11) Nsoy o[ Rs(z,y) = Fz,w.(Pi(z, 2) AS(w, 2) A (Ps(y, w) = Pz, 2)))]

Nous allons construire un modele de la formule F. Le processus de construction de modele sera
décomposé en deux parties.

1. Une partie interactive consistant en une simplification de la formule initiale. Elle permet de
réduire de facon importante 'espace de recherche et fixe le domaine de 'interprétation.

2. Une partie purement automatique utilisant la méthode EQMcC présentée au chapitre 8.

Simplification de la formule

En premier lieu, le quantificateur 3z, est éliminé en utilisant la skolémisation. Toutes les
occurrences de z; sont remplacées par le terme f(z,y) ol f est un nouveau symbole de fonction.
On obtient ainsi la formule Va,y. H', ou H' est la conjonction des formules suivantes.



(1) Zx)NZ(y) = x=y

(2) Z(f(z,y) A=S(f(@,y)2) A Noz1 Bsla, [, y)) A Bs(z,y) =y = fla,y)

(3) 3z.5(z,2)

(4) ~Zx)Ne £y — F=.(S(z,2) A=S(y, 2))

(5) Fz[N(z, 2) AQ(z,y) = Qz,9) A (Ri(w,y) = Ri(z,9)) A (Ra(2,y) = Ra(2,y))]
(6) N(z,y) = Fz.(Pa(z,2) A Pa(y, 2))

(7) N(z,y) = Jw,u(P(z,w) AS(u,w) A Py, u))

(8) S(w,y) = F2(Q(z @) A Pa(z,y) A Pi(z, f(2, 1))

(9) Qz,y) — F=. (Pl(w 2) A (S(y, )—>Pz(96 z))

(10) Nsr o[ Psa,y) A=Z(y) = Tz, w.(Rs(z,2) A Po(z,2) A Pi(z, f(z,9)) A S(y, w))]
(11) Ns=p o[ Rs (s )—>32 w.(P(x, z) AS(w,z) A (Fs(y, )—>P2(ac,z)))]

En particulier on a:

On en déduit (par résolution) la clause:
[@y) = F@'y).

f est donc constante. Il est donc possible de remplacer les termes f(z,y) par un nouveau
terme d’arité 0 noté 0' On obtient ainsi I’ensemble de formules suivant.

(1) Z@AZ) - o=y
(2) Z(0) A=S(0,2) A Nsoy 5 Ps(2,0) A Ps(z,y) =y =0

(3) J2.5(z,2)

(4) =Z(x)Nx #y—F2.(S(x,2) AS(y, 2))

(5) 32N (2, 2) A (@(2,9) = Qoo 1)) A (Rale, ) = Rale,1) A (Rl ) = Ralz,9))]
(6) N(z,y) = Fz.(Pa(z,2) A Pa(y, 2))

(7) N(z,y) = Jw,u(P(z,w) AS(u,w) A Py, u))

(8) S(z,y)— Elz( (z,2) A\ Pa(z,y) A Pi(2,0))

(9) Qz,y) = F=. (P1(96 ) A (S(y, 2) = Pz, 2))

(10) As—y 2[R;( Y)A=Z(y) = Fz,w.(Rs(z,2) A Py(z,2) A Pi(2,0) A S(y,w))]

(11) A=y Z[Ré( y) — Elz cw. Pz, 2) AS(w, 2) A (Ps(y, w) = Pz, 2)))]

Nous utilisons également la skolémisation pour éliminer le quantificateur dz. dans la clause
(3). On introduit un symbole de fonction s d’arité 1 et on remplace 32.5(z, ) par S(s(z), z).
Ensuite les quantificateurs sont transférés aux profondeurs maximales dans la formule.

On obtient finalement :

1. Cela correspond & la régle d’introduction de nouvelles fonctions utilisée par le démonstrateur OTTER (Mc-
CUNE, 1990).



(1) Va,y.(Z(x) N Z(y) = 2 =y))

(2) Z(0) AV2.S(0,2) A Nsoy o Vo, y.(Ps(z,0) A Ps(z,y) — y = 0)

(3) Vr,y.S(f(x), 2)

(1) Yooy (~Z(a) Ax # y = 32.(5(2,2) A Sy, 2)))

(5) Va,y.(3z.[N(z,2) AN (Q(z,y) = Q(z,y)) A (Ri(z,y) = Ri(z,y)) A (Ra(z,y) = Ra(z,9))])
(6) Va,y.(N(z,y) — Fz.(Pa(z, 2) A Pa(y, 2)))

(7) Va,y.(N(z,y) = Jw,u(P(z, w) N S(u, w) A Py(y,u)))

(8) Va,y.(S(z,y) = F2.(Q(z,2) A P2(2,y) A Pi(2,0)))

(9) Va,y.(Q(z,y) — I=. (Pl(x 2) N (S(y, z) — Pz(x,z)))

(10) Asmr ol (P30, 5) A ~Z(5) = 3, w.(Ro(z,2) A Pa(z,2) A Py (2, 0) A S (5, w)]
(10) Ao a7y (R ) — 32, 0. (P (0 2) A S, 2) A (Poly, ) — Pota, =)

)

Cette formule est notée Fy;,,,, dans la suite.

Introduction de sortes

Nous utilisons ensuite un algorithme d’inférence de types afin de calculer un ensemble de
sortes S et une fonction profil telle que la formule Fj;,,, est bien typée. Cette opération préserve
la satisfaisabilité et a pour but de réduire I’espace de recherche.

L’algorithme d’inférence de types produit les profils suivants.

S = {517 Sz}

S1 — 5

— 5
51,51 — Boolean
: 5 — Boolean
155,59, — Boolean
155,59, — Boolean
1 S,, 51 — Boolean
1 55,9, — Boolean
1 5,, 5, — Boolean
1 5,, 5, — Boolean

=

TEOIIN®O "

.

Utilisation de la méthode EQMC

La méthode EQMc peut alors etre utilisée sur la formule Fg, . Il faut pour cela spécifier
le domaine de I'interprétation, c¢’est-a-dire I’ensemble des symboles fonctionnels de la signature.

Celui-ci contient évidemment les symboles de F,, -

{0, s}.

D’autre part, nous ajoutons également une fonction ¢ de profil

[/ 51751 — Sz.

S, est donc isomorphe a N et S, a N2, Ce choix est guidé par la connaissance a priori de ce
que devrait étre le modele de F;, . C'est la seule partie qui nécessite une intervention réelle
de l'utilisateur (les autres pouvant étre aisément automatisées). La méthode EQMC est ensuite
utilisée pour calculer automatiquement 'interprétation des symboles de prédicats de la formule.

On obtient le modele suivant.



Z(0) is true

S(s(A), A) is true

P1(g(A, B), A) is true
P2(g(A, B), B) is true
R1(g(A, B),g(s(B),C)) is true
R2(g(A, B),g(C,s(B))) is true
N(g(A, B),g(s(A), B)) is true
Q(g(A, B),s(B)) is true
Z(s(A)) is false

)
S(A, B) is false if: A # s(B)

Pl(g(A,B),C)is false if: C' # A
P2(g(A,B),C)is false if: C' # B
R1(g(A, B),g(C, D)) is false if: C' # s(B)
R2(g(A, B),g(C, D)) is false if: D # s(B)

N(g(A, B),¢(C, D)) is false if: C'# s(A) V (B # D)
Q(g(A, B), () is false if: C' # s(B)

L’aide de I'utilisateur est essentielle ici pour préciser le domaine de 'interprétation, alors que
I'interprétation des symboles de prédicats peut étre construite de facon purement automatique.

Le traitement de ce type de formules logiques montre que notre systeme peut apporter
une aide effective a un utilisateur (logicien ou mathématicien) dans le traitement de formules
complexes qui ne peuvent étre résolues par d’autres approches (voir chapitre 17).






Chapitre 17

Bilan et perspectives

“La beétise consiste & vouloir conclure”
(Gustave FLAUBERT.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au probleme de la recherche automatique ou
interactive de modeles en Déduction Automatique et a ’étude de certaines applications des
techniques introduites. La grande diversité des travaux présentés est orientée vers un seul but
bien précis: définir un systéme automatique ou interactif de recherche simultanée de
preuves et de contre-exemples. Notre contribution peut étre résumée de la facon suivante.

1. Nous avons proposé et étudié plusieurs méthodes pour la construction de modeles, finis ou
infinis.

— Une nouvelle méthode de construction de modéles finis, nommée FMC, a été défi-
nie. Il s’agit d’une approche modulaire, fondée sur une énumération des interprétations, et
utilisant des techniques efficaces pour réduire ’espace de recherche (notamment les symé-
tries).

— Nous nous sommes également intéressés a des méthodes de construction de modéles
de Herbrand. Notre approche est fondée sur I'utilisation de contraintes qui permettent
de représenter et de manipuler efficacement les interprétations. Les méthodes RaMcC et
RAMCET définies dans (CAFERRA ET ZABEL, 1992; CAFERRA ET ZABEL, 1993) ont été
étudiées et étendues de facon importante, par la définition de nouvelles regles et stratégies.
Une nouvelle méthode de construction de modeles, appelée EQMcC, et combinant la méthode
RamMc avec des techniques d’énumération des interprétations a également été proposée. En
outre, nous avons identifié certaines classes de formules logiques pour lesquelles les méthodes
ci-dessus sont des procédures de décision.

La figure 17.1 compare les méthodes proposées aux différentes méthodes existantes en
construction de modeles et résume leur pouvoir respectif. Les méthodes sont comparées ex-
clusivement sur la classe de modéles qu’elles sont capables de construire et sans tenir compte
des aspects d’efficacité (évidemment trés importants en pratique, mais qui restent largement
a approfondir).

Les méthodes Ramc, EQMc et RAMCET-27, constituent trois approches différentes pour la
construction de eq-modeles. RaAMc utilise des regles d’inférence et de disinférence et cherche
a construire un modele en générant des conséquences et des non-conséquences de la formule
initiale. La limite principale de cette approche est — en I’absence de la regle de coupure sur les
contraintes — que la classe de modeles constructibles (modeles générables) est intrinsequement
limitée par la syntaxe de la formule initiale (voir chapitres 10 et 8). Au contraire, EQMC et
RAMCET-27, sont des méthodes plus systématiques, dont les propriétés ne dépendent pas de
la forme syntaxique de la formule, mais plutot de ses propriétés sémantiques (c’est-a-dire de
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Fic. 17.1 - : Pouvoirs comparés des méthodes existantes pour la construction de modéles

I’appartenance a la classe de formules ¢ . Les différences entre ces deux méthodes

eq—model)
sont les suivantes.

— EqQmc est fondée sur I'utilisation de techniques d’énumération des eq-interprétations tandis
que RAMCET-27_  utilise des techniques d’induction, consistant a généraliser les modeles
partiels générés pendant la construction du tableau.

— RAMCET est complet pour la réfutation ce qui n’est pas le cas de EQmc.

— Du point de vue de Defficacité, EQMC est particulierement dépendante de la taille de I’en-
semble de représentation choisi. En effet, si 'ensemble de représentation est fixé et contient
n littéraux, il est clair que le nombre des branches générées par décomposition est alors
(dans le pire des cas) 2. Par conséquent, la méthode risque de se révéler impraticable si n
est trop grand. Au contraire, I'efficacité de RAMCET-27, ne dépend pas de la taille de ’en-
semble de représentation. Ainsi, la méthode RAMCET-27_ semble plus efficace en pratique
lorsque la profondeur du eq-modele est importante.

2. Nous avons étudié dans un deuxieme temps le probleme de la représentation des interpréta-
tions. Apres avoir montré les limites des techniques de représentation existantes, nous avons
proposé de nouveaux formalismes (fondés sur les techniques de schématisation de termes et
d’automates d’arbres) permettant d’étendre la classe d’interprétations représentables. Nous
avons notamment prouvé la décidabilité de la théorie du premier ordre dans les termes avec
exposants entiers, ce qui permet |'utilisation de ce type de termes pour la représentation et la
construction des modeles. La figure 17.2 représente les différentes classes de représentations
existantes, ordonnées suivant la classe de modeles qu’elles permettent de représenter.

3. Enfin, nous nous sommes intéressés a certaines applications de la méthode: la recherche de
preuves ou de contre-exemples par analogie (en collaboration avec Gilles Défourneaux)
et la Programmation Logique. Une méthode de recherche de preuves ou de contre-exemples
par analogie fondée sur des techniques de généralisation et de filtrage d’ordre supérieur a été
proposée.

Le prototype d’un systeme implémentant certaines des idées proposées a été réalisé. Il fait
partie intégrante du systeme ATINF.
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Fic. 17.2 - : Pouvoirs comparés des formalismes de représentation de modéles

L’approche de la construction de modeles utilisé au sein du projet ATINF a comme effet de
bord de constituer une application des travaux de recherche sur les contraintes, ce qui peut
éventuellement guider les recherches théoriques dans ce domaine et fournir un cadre pour tester
la complexité pratique des méthodes de résolution.

Cette étude est cependant loin d’étre achevée. De nombreux problemes restent a résoudre.
IlIs ont été énumérés au fur et a mesure de l'exposé, dans la conclusion de chaque chapitre,
aussi nous ne mentionnerons ici que les problemes qui paraissent les plus intéressants et les plus
importants.

1. Tout d’abord, il convient d’étudier de facon plus complete et détaillée les méthodes que nous
avons proposées, notamment de comparer leurs performances et leur complexité théorique.
Cela passe par la poursuite de I’étude théorique (stratégies, etc.) de ces approches, mais aussi
par un travail important d’implémentation et d’expérimentation exhaustive. En particulier,
I'implémentation d’un systeme plus efficace de résolution des contraintes est une étape préli-
minaire qui nous parait incontournable. Il parait également important de pouvoir définir et
intégrer des techniques efficaces pour 'implémentation des regles d’inférence et de disinférence
de notre méthode (par exemple, des algorithmes similaires & ceux décrits dans (GOTTLOB ET
LEITscH, 1985) pour la subsomption pourraient étre adaptés et utilisés pour la régle de dis-
subsomption). Une implémentation plus efficace et compléte des nouvelles méthodes EqQMmc et
RAMCET-27, que nous avons proposées et une étude plus poussée de ces approches semblent
en particulier intéressantes et prometteuse. Un tel travail, qui exige des efforts de plus longue
haleine, ne peut pas étre envisagé dans la période de rédaction d’une these.

2. Il parait également important de chercher a combiner les méthodes existantes notamment les
méthodes de construction de modeles finis (par exemple FMC) avec des méthodes déductives
(telles que Ramc, RAMCET-2z , ou I’hyperrésolution). Cela permettrait de tirer parti des
avantages de chaque approche. L’utilisation de clauses contraintes apparalt comme un cadre
privilégié pour l'intégration et I'unification des méthodes existantes pour la construction de
modeles.



3. En outre, il apparait nécessaire de trouver d’autres formalismes de représentation des interpré-
tations. Des schématisations plus générales que les I-termes peuvent étre utilisées, telles que
les grammaires primales (HERMANN, 1994). Cependant, la décidabilité de la théorie du pre-
mier ordre des grammaires primales est pour 'instant un probleme ouvert. D’autres techniques
(fondées par exemple sur l'utilisation de contraintes d’ordonnancement) peuvent également
étre utilisées. Cela pourrait notamment permettre d’intégrer dans notre approche I'utilisation
de stratégies d’ordonnancement pour la méthode de résolution, utilisée de fagon intensive pour
la décision de certaines classes de formules (TAMMET, 1991; FERMULLER ET AL., 1993).

4. Enfin une étude plus précise et plus poussée de I'utilisation des symétries en construction de
modeles finis apparait comme une nécessité pour ’amélioration des performances de 'algo-
rithme de construction de modeles finis. En particulier, est-il possible d’énumérer de facon
efficace les orbites du groupe de symétrie (c’est-a-dire les classes d’équivalence de la relation
de symétrie) au lieu d’énumérer ’ensemble des interprétations?

5. La construction de modeles pour des formules telles que celle de (GOLDFARB, 1984) est un
premier exemple montrant que les résultats de cette these et les logiciels qui en sont 'implé-
mentation permettent d’envisager des systemes d’aide effective en recherche et enseignement
en Logique ou en Mathématique, dans des taches pour lesquelles seule une assistance tres
limitée peut étre obtenue actuellement (voir par exemple (SLANEY, 1993)). En particulier,
nous espérons pouvoir étudier par la suite certaines applications de nos travaux dans le cadre
de 'aide & I'enseignement de la géométrie, grace a une collaboration avec le projet CABRI
(plus précisément le projet CABRI-EUCLIDE).

La construction de modeles s’affirme de plus en plus comme un nouveau sous-domaine a part
entiere au sein de la Déduction Automatique. La difficulté du sujet — il a fallut attendre presque
40 ans pour qu’il soit enfin reconnu comme tel — et la diversité des approches possibles et surtout
des applications en font un domaine extrémement riche qui s’annonce particulierement promet-
teur. Nous espérons pouvoir approfondir certains de ces problemes par la suite, notamment dans
le cadre d’une collaboration européenne (éventuellement plus large) entre les diverses équipes
travaillant sur la construction de modeéles.
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N(s=1), 268

Int: ensemble de toutes les interprétations, 37

Q: ensembles des symboles de prédicat, 24

Q:geni classe des formules admettant un eq-
modele générable; 92

Y. ensemble des symboles de fonction, 24

Normalizez (A4), 68

Simplify; (A), 68

Var(t): ensemble des variables de ¢, 25

D-généralisable, 118

Fr,116

Zy: interprétation minimale, 37

Zs: interprétation utilisée pour guider la re-
cherche dans les stratégies sémantiques,
86, 110

Tg: restriction d’une interprétation, 37

REqmc 102

R gen: algorithme de généralisation, 196

S: ensemble des symboles de sorte, 24

¢z, (J):

256

Te, 270

V,: ensemble des variables de sorte s, 24

Wp: opérateur de point fixe (modéles non fon-
dés), 217

N, \, U: opérateurs sur les c-clauses et ensembles
de c-clauses, 71

clause(F): forme clausale de F., 28

2. relation d’équivalence sur les c-clauses et en-
sembles de c-clauses, 70

J(F): degré de F., 116

DSub(E, F): dissubsomption, 77

~, 195

=, 27

=7, 27

~, 193

Fbf: ensemble des formules, 25

3, 65, 111

GR: régle de génération des ensembles de repré-
sentation, 97

C: ordre d’inclusion sur les ensembles de c-
clauses, 190

37(L)., 99

Level: niveau d’une position dans une formule,
272

<g, 116

oL (F). 66

S F). 66

polarity: polarité d’une position dans une for-
mule, 272

=<: ordre d’appartenance sur les termes et for-

mules,; 25, 26
: ordre d’appartenance sur les termes et for-
mules,; 139

Match(S,T): probleme de filtrage, 197

profil: fonction profil, 24

>gen: ordre de généralisation, 191

S(F), 110

ModelCheck(E, F'): dissubsomption et distauto-
logie, 77

Size(s): cardinalité du domaine de la sorte s., 36

<gissub: ordre de subsomption sur les c-clauses,
77

75 (2, X): ensembles des termes de sorte s, 25

TIés,s’)(E’ X): termes de sorte s avec ¢ trous de
sorte s'., 139

Unit(S) : ensemble des c-clauses unitaires de S.,
69

co: cellule minimale, 37

Cmag: cellule maximale, 37

Rawmc, 69

I A



Ramceee, 76

RamMmceT-1, 109

RaMCET-27, 111

Taut: regle de transformation en automate
d’arbres, 181

G-Induction, 179

I-Induction, 166

U: algorithme de simplification syntaxique des
problémes de filtrage, 199

U : algorithme de simplification sémantique des
problémes de filtrage, 200

fonction de saut, 37

admissibilité, 174
assignation, 27
automate d’arbres
avec tests d’égalité, 172
général, 172
sémantique, 173

branche, 111, 119

c-clause

généralisée, 189
c-littéral

n-maximal, 97

appartenance a une c-clause, 71

complémentaire, 71
cellule; 36
classe monadique, 131
clause

contrainte, 69

générale, 212

de Horn, 207
contexte, 177
contre-exemple, 27

dérivation
généralisée, 189

ensemble
G-ensemble, 174
de Hintikka, 116
de c-clauses
forme normale, 72
de représentation, 96
eq-ensemble; 65
non fondé, 216

fait, 110
forme résolue
I-probleme équationnels, 154
I-probleme d’unification, 153
formule, 25
G-formule, 173
équationnelle, 29
élimination de la négation, 30
forme normale, 269
forme résolue avec contraintes, 30
solutions, 29
équivalente, 27

atomique, 25, 26
d’ordre supérieur, 189
dangereuse, 275
de complétion, 214
fermée, 26
forme clausale, 28
forme normale
clausale, 28
conjonctive (fnc), 29
disjonctive (fnd), 29
négative (fnn), 29
prénexe, 29
généralisée, 189
insatisfaisable, 27
rectifiée, 26
sémantique, 26
satisfaisable; 27

simplification dans un contexte, 68

solution, 28

sous-formule, 26

valide, 27
frontiere, 140

interprétation, 26
G-interprétation, 174
I-eg-interprétation, 164
I-interprétation, 140
de Herbrand, 29
eqg-interprétation, 65
minimale, 37
normale, 27
partielle, 63

finie, 36

représentation par des c-clauses, 72

littéral, 26
négatif, 26
positif, 26

matrice, 29
modele, 27

opérateur de conséquence immédiate, 215

ordinal, 208

ordre
lexicographique, 23
multi-ensemble, 24

pcl: probléeme de complément linéaire, 269

position
dans un /-terme, 139
formules, 26
termes, 25

pré-ordre, 23

probléeme
I-équationnel, 154
d’unification, 140
de filtrage, 197

forme normale, 199

forme pseudo-normale, 200



régles de simplification, 198, 200
sémantique, 197, 200
profondeur, 72
puissance ordinale, 208

réfutation, 39
couvrante, 42
normalisée, 42
regle
élimination des quantificateurs, 273
booléenne
explosion des disjonctions, 267
simplification, 267
d’inférence, 73
c-factorisation, 73
c-résolution, 73
c-résolution sémantique, 86
décomposition, 75
de disinférence, 74
GMPL, 83
GPL, 7
be-disrésolution, 74
c-disfactorisation, 74
c-dissubsomption, 74
c-distautologie, 75
de simplification, 75
explosion binaire, 275
résolution sémantique, 86
renommage, 73
unification, 268
relation, 23
remplacement généralisé, 268
représentation atomique, 62
équationnelle, 62

sémantique d’un programme logique, 214
séquence contrainte, 189
signature, 24
sorte, 24, 172
substitution, 26
fermée, 26
sur les /-termes, 140
symétrie, 46
directe, 48

tableau, 111
étendu, 119
régles de construction, 112

terme
d’ordre supérieur, 189
fermé, 25

linéaire, 25
sous-terme, 25
type, 189

variable
entiere, 138
infinitaire; 30
liée, 26
libre, 26

maximale, 275

résolue, 159, 275
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Annexe A

Vers une résolution plus efficace des
contraintes

La résolution des contraintes équationnelles joue dans notre approche un roéle primordial,
analogue a celui de "unification dans la méthode de résolution. Par conséquent, il est important
en pratique de disposer de méthodes de résolution de contraintes aussi efficaces que possible. Des
expérimentations avec I’algorithme de résolution défini dans (CoMON ET LESCANNE, 1989) mon-
trent les limites de cet algorithme. Elles sont dues principalement a deux facteurs. En premier
lieu, la regle-clef d’explosion introduit un facteur de branchement important qui entraine une
augmentation considérable de la taille des formules et oblige ’algorithme a traiter beaucoup d’in-
formation redondante, car les n problemes obtenus par Iapplication de la régle explosion sont
tres similaires. En second lieu, les transformations systématiques en formes normales conjonc-
tives (nécessaires pour éliminer les quantificateurs universels) ou disjonctives (pour éliminer
les quantificateurs existentiels) sont trés cotteuses. Elles entrainent en effet une augmentation
exponentielle de la taille de la formule.

Ces transformations ne peuvent pas étre évitées dans le cas général, méme s’il existe beau-
coup de problemes pour lesquels ces transformations ne sont pas nécessaires et peuvent donc
étre évitées. Ainsi, dans (COMON ET DELOR, 1994) est proposée une méthode de résolution plus
efficace évitant Papplication systématique de ces transformations. Informellement, les transfor-
mations en fnc et fnd sont remplacées par I'application de régles de distributivité (du type
GNA (Y1 Vahs) = (A1) V (P Ahs)) qui permettent de retarder ces transformations.

Dans ce chapitre, nous cherchons a réduire la complexité de la méthode de résolution des
contraintes en améliorant ces deux aspects. Nous proposons un nouvel algorithme permettant
de résoudre les contraintes équationnelles dans la théorie vide. Comme 'algorithme de (ComoN
ET DELOR, 1994) et a la différence de celui présenté dans (CoMON ET LESCANNE, 1989) notre
méthode n’est pas restreinte a des problemes en forme prénexe. Il permet de traiter directement
n’importe quel type de formule du premier ordre. L’algorithme proposé est défini par de nouvelles
regles de résolution et par une nouvelle stratégie pour I'application des régles existantes (CoMoON
ET LESCANNE, 1989; CoMON ET DELOR, 1994). La différence principale avec la méthode de
(ComoN ET DELOR, 1994) est que le langage utilisé pour représenter les solutions des formules
(c’est-a-dire les “formes normales” obtenues) est plus puissant et plus naturel : nous proposons
une nouvelle définition de “formes normales” qui autorise 'occurrence de disjonctions et de
quantificateurs universels dans les formules. Les ensembles de solutions sont exprimés d’une
facon a la fois plus naturelle et plus concise que par les “définitions avec contraintes” utilisées
dans (ComMON ET LESCANNE, 1989; CoMON ET DELOR, 1994) (voir chapitre 2). En outre, le
nombre de transformations opérées sur la formule est réduit. Les avantages de notre algorithme
peuvent étre résumés comme suit.

— En premier lieu, il évite application systématique des regles de distributivité. Ce point est
important puisque ces regles augmentent de facon exponentielle la taille de la formule. Le but



de notre méthode est de retarder et si possible d’éviter "application de ces regles. Le principe
est de ne les appliquer que si elles sont réellement nécessaires.

— En second lieu, lalgorithme réduit le facteur de branchement introduit par la regle
d’Explosion. Cette regle transforme un probleme donné en un ensemble de problemes
Piy...,Pn, ou n est le nombre de symboles fonctionnels de la signature. L’application de
cette regle entraine une augmentation rapide de la taille de la formule, tout particulierement
si elle contient beaucoup de quantificateurs imbriqués et si la signature contient beaucoup
de symboles. [ algorithme que nous proposons utilise une nouvelle régle dite d’Explosion
Binaire. Celle-ci est indépendante de la signature. Elle remplace un probleme donné par deux
problemes, ce qui réduit a la fois la taille de la formule et la complexité de P"algorithme de
résolution.

— A Popposé des approches existantes, notre algorithme s’efforce de réduire la portée des quan-
tificateurs avant d’appliquer les régles d’élimination. Comme nous le verrons par la suite (voir
section A.3), la taille des formules obtenues est alors réduite dans certains cas. Notre al-
gorithme évite donc la transformation en forme normale prénexe (utilisée par (COMON ET
LESCANNE, 1989)), ainsi que les regles de normalisation telles que la régle S; utilisée dans
(CoMON ET DELOR, 1994), qui conduisent a une augmentation de la portée des quantificateurs
et par la méme & une augmentation de la taille des formules.

— Le langage utilisé pour représenter les ensembles de solutions est plus expressif que les “dé-
finitions avec contraintes” utilisées dans (CoMON ET LESCANNE, 1989; CoMON ET DELOR,
1994), au sens ou les formes normales ainsi obtenues sont plus simples, et souvent plus fa-
ciles a comprendre pour 'utilisateur que les formes résolues avec contraintes de (COMON ET
LESCANNE, 1989). Contrairement & (COMON ET LESCANNE, 1989; CoMON ET DELOR, 1994),
nous autorisons la présence de disjonctions et de quantificateurs universels dans les formes
normales. Cela permet d’augmenter le pouvoir d’expression du langage des formes normales,
c’est-a-dire que les solutions peuvent étre exprimées de maniere plus concise. Il s’avere que
cette forme normale est aussi plus naturelle.

— Notre algorithme peut étre utilisé lorsque la signature est infinie ou inconnue. Dans ce der-
nier cas, la résolution des contraintes n’est pas toujours possible, puisque aucun axiome de
fermeture du domaine (domain closure aziom) ne peut étre utilisé. La capacité de traiter des
signatures inconnues est utile dans le cadre de la construction incrémentale de modeles (voir
chapitre 7). En effet, dans ce cas, 'ensemble des symboles fonctionnels n’est pas nécessaire-
ment connu a priori.

REMARQUE.  Dans ce chapitre, toutes les formules seront supposées ne contenir aucune oc-
currence du symbole V. Les sous-formules Va.F sont systématiquement remplacées par =Jx.—F.
Cette transformation n’est pas nécessaire (et ne devrait pas étre explicitement réalisée dans
une implémentation): elle a uniquement pour objet de simplifier I’écriture des régles. Pour des
raisons de lisibilité, nous écrirons quelquefois Vz.F a la place de =dz.—F, particulierement si F
est atomique.

A.1 Algorithme de résolution

Suivant une approche classique, ’algorithme de résolution des formules équationnelles sera
décrit par un ensemble de regles de réécriture associé a une stratégie. Les regles transforment
toute formule équationnelle en une formule sous une forme particuliere appelée “forme normale”,
dont les solutions sont obtenues de maniere immédiate.

Rappelons en premier lieu quelques regles de transformation classiques sur les formules équa-
tionnelles : des regles de transformation booléennes et les régles de Decomposition, Clash,



Occur-check, Replacement et Merging. Introduisons ensuite une nouvelle regle appelée Ge-
neralized Replacement dont 'objet sera précisé plus loin. Nous donnons une nouvelle notion
de forme normale et nous définissons de nouvelles regles d’élimination des quantificateurs. Un
contréle particulier guidant 'application des regles et permettant d’assurer la terminaison du
systéme sera proposé par la suite. La complétude du systéme (par rapport a la notion de forme
normale précédemment introduite) est également établie.

A.1.1 Premieres régles de transformation

Dans la suite de ce chapitre, les connectifs V et A (resp. le prédicat =) sont implicitement
considérés comme associatifs et commutatifs (resp. commutatif): nous ne faisons aucune diffé-
rence par exemple entre F V G et GV F. D’autre part, l'ordre dans lequel apparaissent deux
quantificateurs existentiels n’a aucune importance pour la sémantique de la formule: i.e. d2.dy.F
est équivalent a Jy.Jx.F.

Nous introduisons un ensemble de regles opérant sur les formules équationnelles. Ces regles
sont correctes, c’est-a~-dire que la formule obtenue est équivalente a la formule de départ. Nous
ne spécifions pas ici le controle sur application des regles.

Reégles booléennes

Les regles introduites dans cette section ne dépendent que des propriétés booléennes des sym-
boles logiques —,V, A, T, L, 3 (elles sont donc correctes dans toute théorie). Elles ont pour objet
de simplifier la formule et de transférer les occurrences de quantificateur le plus profondément
possible dans la formule.

Nous distinguerons ici deux types de regles.

Reégles de simplification. Soit le systeme suivant (noté S dans la suite).
Sy TV —= T

S, 1LV — ¢

Ss TAQ — ¢

S, LA — 1

Ss dz. (¢ V) — Je.pV Iz

Se Jz.(pAY)— Tz.o A if o & Var(y)
Sz ~(oVY) oA

Ss ~(OAY) =V

Sy - —

Sio =T — L

Sy -1 =T

Il est clair que le systeme S est a terminaison finie.

Explosion of Disjunctions (ED). La regle suivante augmente la taille de la formule, mais
est nécessaire afin d’assurer la complétude du systeme.

(ED) (¢1V ¢2) Nb = (1 A D)V (¢2 A YD)

Reégles d’unification

Les regles suivantes permettent de simplifier les formules équationnelles de la forme ¢t = s. 1l
s’agit ici des regles d’unification habituelles.

(Decompose)  f(t1, ... tn) = f(S1,..y8,) = Nisi ti = 8

(Clash) Flt, .o ty) =g(s1,...,8m) = L (si f#£yg)
(Occur Check) 2 =t — L (siz<t)
REMARQUE.  Des régles similaires pour les négations ne sont évidemment pas nécessaires. kin

effet, elles seront simulées par les regles d’unification et les regles de transformation booléennes.



Par exemple la formule f(z,y) # f(2',y), i.e. =(f(z,y) = f(z',y')) sera transformée en =(z =
@’ ANy =y') par la régle Decompose, donc en z # 2’ Vy # y'.

Les regles d’unification sont correctes et a terminaison finie (voir par exemple (JOUANNAUD
ET KIRCHNER, 1991)).

Pour toute formule atomique s = ¢, nous notons A (s = t) une forme normale de s = ¢ par
rapport aux regles d’unification.

Reégles de remplacement et de fusion

Les regles Replacement et Merging sont définies comme suit.

(Replacement) @ =t AP —z=tANP{z —t}

(Merging 1) a2 =tAPlz=s], vz=tAPlt=s],

(Merging 2) a2 #tVPlz=s], vz#tVPt=s],

Ici encore, la correction de ces regles est immédiate.

Nous introduisons également une nouvelle regle appelée Generalized Replacement. [ uti-
lité de cette regle est illustrée par ’exemple suivant.

EXEMPLE A.1.1. Soit la formule

(Fey = f(z)) Ny # a.

Le probleme est que la regle Replacement n’est pas applicable ici, & cause du quantificateur
existentiel. Cependant, la régle Replacement est applicable sur la forme préneze de F: Jz.(y =

fe) Ny # a). o

Une solution évidente a ce probleme serait de transférer les quantificateurs existentiels a la
position minimale dans F en appliquant la regle

Ju.p A — Ju(é A D),

afin de pouvoir appliquer la regle Replacement.

Cette technique est utilisée dans (CoMON ET DELOR, 1994). Elle correspond a une trans-
formation restreinte en forme normale prénexe. Néanmoins, cette transformation a deux incon-
vénients: elle empéche 'application de certaines régles de simplification (voir exemple A.3.3) et
augmente la taille de la formule obtenue apres application de la regle Explosion (voir exemple
A.3.4). C’est pourquoi nous proposons ici d’utiliser une nouvelle regle appelée Generalized
Replacement, permettant de surmonter les limites de la régle Replacement sans transformer
systématiquement la formule sous forme prénexe (restreinte).

(Generalized Replacement) Plz =t], — Ju.(z =t A P'{z — t})

Si P[L], = L (modulo S) et s’il n'existe aucune position q < p telle que P, est une négation.
7 sont les variables de t qui sont liées dans P et P’ est obtenu a partir de P en supprimant tous
les quantificateurs Ju ot u € W.

EXEMPLE A.1.2.

Jr.(y=flz)) Ay #a
— Ju.(y = fz) A fz) # a)

LeMME A.1.1. La régle Generalized replacement est correcte.



PrREUVE.  Puisqu’il n’existe aucune position ¢ < p telle que P, est une négation, P est
équivalent a Jw.P’ (il suffit de transférer tous les quantificateurs universels Ju ot u € u en
téte de la formule en appliquant les regles Jz.3y.¢ — Jy.Jz.¢, Jz.p V ¢ — Jz.(¢ V ) et

dz.p A ¢ — Fz.(¢ A 1)), qui sont évidemment correctes. Si Ju.x = t est fausse, alors on a
P = P[l],,dou P = L (modulo S). Donc 3u.x =t est vraie et P’ est équivalent a P’ AJu.x =1t
donc a Fu.(P'{z =t} Nz =1t). C.Q.F.D.

EXEMPLE A.1.3. Soit F la formule suivante.

Fz.(x # fu,a) Vo = f(g(u),2))

F est transformée comme suit.

f
—Merging  32.(x # f(u,a)V f(u,a) = f(g(u), 2))
—Decompose 32.(¢ F# f(u,a) V (u=g(u) N a=z))
—oceur Cheek 32-(T F f(u,a) V (LA a = z))
—s, dz.(z # f(u,a) vV 1)

—s, dz.x # f(u,a)
—s. v F f(uw,0)

A.1.2 Langage de représentation des solutions

Avant de définir les regles permettant d’éliminer les quantificateurs, nous devons préciser la
forme des formules que nous voulons obtenir, en définissant formellement la notion de forme
normale. Une forme normale est une classe particuliere de formules utilisée pour représenter les
solutions de la formule initiale. Un tel langage doit satisfaire les propriétés suivantes, définies
dans (CoMoN, 1991).

— Toute forme normale syntaxiquement distincte de L a au moins une solution.
— 1l existe un algorithme “efficace” permettant d’énumeérer les solutions de la formule.

— Le langage doit avoir un pouvoir d’expression suflisant pour représenter les solutions de fa-
con concise et naturelle. C’est important, tout d’abord pour des raisons d’efficacité (la taille
des formules doit étre aussi réduite que possible pour permettre une représentation aisée
en machine) mais également pour faciliter l'interaction avec I'utilisateur. En construction de
modele, les formes normales sont utilisées pour représenter les modeles de Herbrand. Cette
représentation doit étre facilement compréhensible pour un utilisateur.

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle classe de formules qui vérifient ces pro-
priétés. Dans la section suivante, nous présenterons un algorithme permettant de transformer
toute formule équationnelle du premier ordre en forme normale. Quelques définitions prélimi-
naires sont nécessaires. Introduisons tout d’abord la notion de probleme de complément linéaire
(pcl) et prouvons certaines propriétés de ces formules. Les pcl seront utilisés par la suite pour
définir les formes normales.

DEFINITION A.1.1.



Un probléme de complément linéaire (ou pcl) sur @ est une formule équationnelle de la forme
i=1

ou t; contient exactement une occurrence de chaque variable de w;, Var(t;) = u;. Pour tout pcl
F, on note E(F) I'ensemble {t,,... t,}. o

EXEMPLE A.1.4. Soit ¥ = {a, f,g}.
Les formules

FrivVey# fle)hy#a
et
Fo:Vary # f(a) AV, 2.y # g(21,22) ANy # a

sont des pcl sur y. Les solutions de F; sont les substitutions de la forme {y — g(sy,s2)} avec
1,89 € T(X). Fy n'a pas de solution sur la signature car les termes de 7(X) sont soit de la forme
f(z1) (pour un certain ;) soit de la forme g(z,,22) (pour certains 2, z) ou a. o

Nous allons définir un algorithme permettant de décider si un pcl donné possede des solutions.

DEFINITION A.1.2. Soit IV un ensemble fini de termes linéaires de sorte s. On note Inst(F)
I’ensemble des instances fermées des termes de L. o

DEFINITION A.1.3. Un ensemble de termes linéaires I est dite normalisé si il n’existe pas de
couple (s,t) € E? tels que s est une instance de t. o

REMARQUE. 1l est tres facile de transformer un ensemble I en un ensemble E’ normalisé tel
que Inst(F) = Inst(E'): il suffit d’enlever de E touts les termes de ¢ qui sont des instances
(propres) de termes de F.

DEFINITION A.1.4. Soit F/ un ensemble {ini de termes linéaires normalisés de sorte s. L’en-
semble Tp est le plus petit ensemble satisfaisant les conditions suivantes.
— Il existe une variable x de sorte s telle que x € Tg.
— Sit € Tg, x est une variable de sorte s dans t, et f :s; X ... X s, = s € &, alors t{z —
flzy,...,2,)} € Tr,avec
— les z; (1 <1< n) sont des nouvelles variables distinctes de sorte s; ;
— il existe un nombre fini de symboles de fonction de profil s — s;

— il existe un terme t' € I/ et une substitution @ telle que '8 =10 et 26 ¢ X.

REMARQUE.  Tg est fini, puisque la profondeur des termes dans 7g ne peut pas étre supérieure
a celle des termes dans F.

DEFINITION A.1.5. Un terme t est dit minimal dans un ensemble F, s’il n’existe aucune
instance de t dans F. o

LEMME A.1.2. Soit I/ un ensemble fini de termes linéaires normalisés. Si Tg contient un terme t
minimal tel quet € Tg, x est une variable de sorte s & une position p danst et f : s, X...X8, —
s € X, ou il existe un terme t’ € E et une substitution 0 tels que t'0 = t0 et 20 ¢ X.

Alors le pel Ny VVar(t').y # ' posséde une infinité de solutions.



PREUVE.  Soit ¢t un tel terme et soit T ’ensemble des variables de t satisfaisant les conditions
du lemme. Pour tout z € 7, il existe un symbole de fonction f, n’apparaissant pas dans F. Soit
o une substitution fermée associant a chaque variable € T de t un terme de la forme f,(%).
Supposons que to € Inst(F). Alors il existe s € I et une substitution § avec s = to. D’ou ¢ et
s sont unifiables. De plus, puisque f, n’apparalt pas dans un terme de F, pour toute position
p telle que ¢, € 7, il existe un préfixe ¢ de p tel que s, € V. D’ou ¢ est une instance de s. Par
définition de t, il existe un terme minimal ' € F tel que t et ¢’ soient unifiables. Puisque ¢ est
une instance de s, s et ¢’ sont unifiables. Par construction de T soit ¢ est une instance de s,
ce qui est impossible car I est normalisé, soit s est une instance de t/, ce qui est impossible
puisque par définition de #', il existe une position ¢.p € Pos(t’) ou g € Pos(t) et p = A. Donc
to & Inst(E) d’ou {y = to} € S(N\;cp VWar(t).y #t). Cela prouve que ce pcl admet une infinité
de solutions, car il existe une infinité de substitutions possibles. C.Q.F.D.

Par conséquent, on suppose que les conditions du lemme A.1.2 ci-dessus ne sont pas satis-
faites. On définit alors I'ensemble F£ comme I’ensemble des termes ¢t € Ty tel qu’il n’existe aucun
terme s € F unifiable avec ¢.

THEOREME A.l1.1. Soit I un ensemble de termes linéaires normalisé de sorte s.

Inst(F) = 1,(2) \ Inst(E).

PrREUVE. — Tous les termes de Inst(E) sont de la forme to ol t € E et o est une substitution
fermée. Supposons que to € Inst(F). Alors il existe un terme s et une substitution 6 tels que
56 = to. Dot il existe deux termes s € F et t € E tels que s et ¢ sont unifiables, ce qui est
impossible par définition de F.

— Tous les termes de 7,(X) sont de la forme to avec t € Tg. Soit ¢, un terme de 7 (£) tel
qu’il existe une substitution # vérifiant ¢,,0 = to et tel qu’il n’existe aucune instance de t,,
possédant cette propriété. Si to ¢ Inst(E) on a t,, ¢ E. Par conséquent, il existe s € F tel
que s et t,, sont unifiables. Pour toute position p € s, le terme & la position p dans ¢, n’est
pas une variable (par définition de t,,). Donc puisque ¢, est linéaire, il existe une substitution
6 telle que t,, = sf. D’ou to € Inst(F).

C.Q.F.D.

COROLLAIRE A.l.1. Soit E un ensemble fini de termes linéaires normalisés.

/\ Vu.x #£1 — \/ Ju.x =t

teE,a=Var) teE,a=Var(t)

Le corollaire A.1.1 peut étre utilisé pour transformer un probleme de complément linéaire en
une contrainte purement existentielle et positive. Cependant, il n’est pas nécessaire d’effectuer
explicitement cette opération. En effet, il suffit de vérifier que le pcl possede un nombre infini
de solutions comme nous le verrons par la suite. Pour cela, il suffit d’énumérer ’ensemble F et
de s’arréter des que 'on obtient un terme contenant une variable de sorte infinitaire.

ExeMPLE A.1.5. 3, F; et Fy sont définis comme dans 'exemple A.1.4.
E(F) est {a, f(z1)}. On a T(E(F1)) = {z,a, f(21),g(x1,22)}. Done E(F) = {g(z1,22)}.

D’apres le corollaire A.1.1 on a

Fi =3y, 20y = g2, 22).

D’autre part, on a F(F,) =0 d’ou Fp, = L. o

La définition A.1.6 introduit les formes normales. Contrairement a (COMON ET LESCANNE,
1989) nous autorisons 'occurrence de quantificateurs universels et de disjonctions dans les formes



normales. Cependant, tous les quantificateurs universels apparaissant dans la formule doivent
apparaitre dans des pcl.

DEFINITION A.1.6. Une formule 3%.F est dite en forme normale si et seulement si elle est
syntaxiquement égale & T, L ou si sa forme normale disjonctive est une disjonction de formules
de la forme suivante.

n k m;
/\$Z Itz/\ /\ /\(yz 758”/\62) (*)
1=1 i=1j=1

ot :
- C; (1 <1< k) est un pcl sur y; avec un nombre infini de solutions;
— a; (1 <1< n) n’apparait qu’une seule fois dans la conjonction ;

Sy Fy (siiFEG1<i<n)

EXEMPLE A.1.6. Soit X = {a, f, g}. La formule
Vy (a1 # f(y)) Naes £ aNas = g(ag,q)

est en forme normale. La disjonction de “formes résolues avec contraintes” (voir (COMON ET
LESCANNE, 1989) ou chapitre 2) équivalent a cette formule est

(z1=aANzsFaNzs=g(xg,24)V (22 =g(u,0) AN2s # a A x3=g(x4,24)). o

Le théoreme A.1.2 prouve que cette définition est correcte, c’est-a-dire que toute forme nor-
male distincte de L possede au moins une solution. La preuve de ce théoréeme fournit également
un algorithme permettant d’énumérer les solutions d’une formule en forme normale.

Introduisons tout d’abord une définition.

DEFINITION A.1.7. Soit F une formule et p une position dans F. Le niveau de p dans F (noté
Level(p)) est le nombre de positions q < p telles que F|, est de la forme —=H. La polarité de p
dans F (notée polarity(p)) est 1 si Level(p) est impair, 0 sinon. La polarité d’une sous-formule
G apparaissant a la position p dans F est la polarité de p dans F. De méme, le niveau (resp.
polarité) d’une variable x dans une formule F est le niveau (resp. polarité) de la sous-formule
la plus grande (au sens de <) de F contenant @ comme variable libre. o

THEOREME A.1.2. Toute formule F en forme normale et différente de L a une solution. D’autre
part si F # L et si F ne contient que des formules atomiques de polarité 1 contenant au moins
une variable de T, alors AT.F est valide.

PrREUVE. 1. Soit F une formule en forme normale. Si F est 1 ou T, la preuve est immédiate.
Soit \/i_, G; la forme normale disjonctive de F. Considérons, par exemple, la formule G;. G,
est de la forme (x). Soit # une substitution des variables de G, n’appartenant pas & T ni a
TiyeveyTpyYi,--.,Yp. Montrons par induction sur k que G,6 possede au moins une solution.

— La preuve est immédiate si k = 0 (il suffit de considérer la substitution o : {z; — ¢,0}).

— Puisque C; a une infinité de solutions, il existe un terme t syntaxiquement différent de
510, ..., Sim, 0 et tel que la formule C;0{z; — t} est valide.
Soit G la formule obtenue en remplagant dans G,0{x; — t}, C; par T et chaque équation
t # 5;;0 par = Fr(t = s5;;0). 1l est clair que Gi{z; — t} est équivalent a G. Soit G’ la forme
normale disjonctive de §. Puisqu’il n’existe aucun terme s;; tel que s;; = t pour toute
formule t = s;; soit N'(t = s;;)8 est T, soit il contient une équation de la forme z = s. Par
conséquent, il existe un disjoint H dans G’ ne contenant aucune équation de la forme s # s.
Puisque #{z — t} est fermée, s ne contient pas z. D’ol H est de la forme (%) donc admet
au moins une solution o (par hypothese d’induction). Alors o{x; — ¢} est une solution de

G18.



2. Soit 8 une substitution des variables non existentielles de F. Soit G la formule obtenue en
remplagant chaque équation —(s = t) de F6 par =N (s = t). Puisque toute équation dans
G contient au moins une variable existentielle, les pcls apparaissant dans F ne contiennent
aucune variable libre dans F. De plus pour toute formule atomique f de F, soit f@ est
équivalent a T, soit (puisque f contient au moins une variable existentielle) la forme normale
de f contient une équation de la forme x = t, ou z est existentielle et ¢ est un terme fermé.
Soit G la formule A, ={(f) A Ni_, Ci. G’ est de la forme (%), donc a au moins une solution.
De plus, elle ne contient que des variables existentielles. D’ott 97.G' est valide, et F est valide.
C.Q.F.D.

REMARQUE.  Les ensembles de termes fermés représentés par les pcl pourraient également
étre représentés par des contraintes d’appartenance (voir (COMON ET DELOR, 1994)), au lieu
d’utiliser des quantificateurs universels. Par exemple, la formule Vy.z # ¢(y) A Vy.x # f(y) est
équivalente a la formule 2 € =(¢(T,) V f(T,)), ol T, dénote I’ensemble des termes clos. Voir
(CoMmON ET DELOR, 1994) pour plus de détails a propos des contraintes d’appartenance.

A.1.3 Elimination des quantificateurs
Les deux regles suivantes permettent d’éliminer certains des quantificateurs apparaissant

dans la formule. Avant de définir formellement ces regles, nous avons besoin d’une définition.

DEFINITION A.1.8. Soit dz.F une formule. Soit I/ ’ensemble des formules atomiques de F
qui contiennent x. La variable x est dite presque résolue si et seulement si

— Toute formule de F est de polarité 1 dans F.
— Toute variable de E est libre dans F.

— La formule 3z. \;.p =/ est en forme normale.

o
(EQ) FAG =V, gz =tNG{z =t}
Si F est un pel, Inst(E£(F)) est fini.
(EQz) J=.F = F
Si 2 est presque résolue;
F' est obtenue a partir de F en remplacant toute
formule atomique contenant z par L.
(EQs)Jza=t—=T
ExEMPLE A.1.7. (Elimination of Quantifiers) Soit ¥ = {a, b, f}.
dzVu.x # f(z) ANy = f(z)
—~EQ, dz(z=ary= fla)V(e=bAy= f(b))
=g, (Frax=a)Ay=fla)V (Fe.x=0b)Ny=f(b)
—EQ, ¥ =[f(a)Vy=f()
o

Soit A et B deux formules ne contenant pas la variable z.



dz.(z#aVA) AN(z#£bVDE)
—EQ, (TVA)A(TVE)
—g T

L’utilisation de la regle EQ, permet ici d’éviter de dupliquer les formules A et B lors de
I’élimination de z et de ne pas augmenter pas la taille de la formule.

LEMME A.1.3. Les régles (EQ ), (EQ-) et (EQs) sont correctes.

PrEUVE. 1. C’est une conséquence triviale du corollaire A.1.1.

2. Puisque z apparait seulement dans des formules atomiques de polarité 1 on a S(Jz.F) C
S(F'). 1l suffit par conséquent de montrer que S(F’) C §(Jz.F). Soit ¢ une solution de F'.
Soit E I’ensemble des sous-formules atomiques de F qui contiennent z. D’apres le théoreme
A2, Jx. Njep —f est valide. Dong, il existe un terme ¢ tel que o' = o U {z — t} est une
solution de Jx. A\; g —f. Par définition, pour toute formule f de F fo’ est équivalent & L.
Done F{z — t}o’ est équivalente & F’, donc o’ est une solution de F. Par définition, cela
implique que ¢ est une solution de Jz.F. Donc S(F’) C S(Fz.F).

Dot §(Fz.F) = S(F).

3. Trivial.
C.Q.F.D.

Une nouvelle régle d’Explosion

Le but de la regle d’Explosion est d’éliminer les quantificateurs ne pouvant étre éliminés
par les regles précédentes. C’est le cas lorsque la formule contient une équation de la forme
x =t, ol ¢ contient une variable “dépendant” de z. Nous définissons une nouvelle régle (appelée
Explosion Binaire), dont l'objet est d’éviter le facteur de branchement important des regles
d’Explosion définies dans (COMON ET LESCANNE, 1989; CoMON ET DELOR, 1994). Avant de
spécifier formellement cette réegle, nous allons expliquer informellement le principe de la regle
Explosion et de 'extension que nous proposons.

EXEMPLE A.1.8. Soit ¥ = {a,b, f,¢}. Soit F la formule —-3z.(y = f(z) Az # z). Afin de
trouver les solutions de F, il faut éliminer Jz. Pour cela, il est nécessaire de distinguer plusieurs
cas, suivant la valeur de la variable y. y appartient a 7(X), donc par définition, y est de I'une
des formes suivantes: a,b, g(u,v), f(u). Nous allons donc transformer (en utilisant une regle
d’Explosion) la formule F en une disjonction de quatre formules obtenues par I’analyse des
valeurs possibles pour y.

Fi-Je(y=fle) Nz #2)ANy=ua

Fo-Je(y=fle)Nx#z)Ay=D

FsAu,v.-Fe(y= fle) N # 2) Ny = g(u,v)

Fo3u(-Ba.ly = (0 Aw £ ) Ay = [(w)

Les trois premieres formules sont réduites respectivement & y = a,y = b et Ju,v.y = ¢g(u, v)
par application des regles Replacement et Clash.

La quatrieme formule est réduite a Ju.(—3z.f(u) = f(z) Az # 2) Ay = f(u) (par la regle
Replacement) donc & Ju.(—-Jz.u = 2 Az # z) Ay = f(u). Nous pouvons alors utiliser les regles
Replacement et Elimination of Quantifiers 1 pour obtenir la formule Ju.(u # zAy = f(u)).



Cependant, en considérant avec plus d’attention la formule F | il est clair que les problemes
Fi, Fo et Fzsont tres similaires. Les regles appliquées pour résoudre ces formules sont identiques.
Par conséquent, il n’est pas nécessaire de distinguer explicitement les cas y = a,y = b et
y = g(u,v). En effet, les problemes correspondants seront traités exactement de la méme facon.
Afin d’éviter la duplication du probleme, nous allons fusionner ces trois cas en un seul, en
ajoutant la formule (=3u.y = f(u)) (i.e. Vu.y # f(u)). Cette formule peut étre considérée
comme une abréviation pour la disjonction y = aVy = bV Ju,v.y = ¢g(u,v). Par conséquent,
nous n’éliminons pas tous les quantificateurs universels de la formule. Nous n’avons pas besoin
d’éliminer explicitement les nouveaux quantificateurs universels introduits dans la formule car
ceux-ci sont des pcl. o

D’une facon plus formelle, la réegle Explosion Binaire est définie comme suit.

Explosion Binaire

Ply =t], —» —JFu.y = p(t) A P[L], vV Fu.y = p(t) A Plp(t) = t],

Si p(t) est un terme obtenu en remplacant chaque occurrence d’une variable de t par de
nouvelles variables et @ = Var(p(t)).

LeEMME A.1.4. La régle Explosion Binaire est correcte.

PREUVE.  Soit ¢ une substitution de Var(P). Deux cas sont a distinguer. Soit yo est de la
forme p(t)# pour une certaine substitution 6, ou yo n’est pas de la forme p(t)8. Si yo = p(t)8,
alors P est équivalent a 3u.y = p(t) A P i.e. a Ju.Pp(t) = t], (par (EQ;)). Sit # p(t)8 (pour
tout @) alors P est équivalent & Vu.y # p(t) A P. En outre,on a yf =t — L. C.Q.F.D.

A.2 Propriétés de Palgorithme de résolution de contraintes

Nous prouvons les principales propriétés de notre algorithme: complétude (par rapport a la
notion de forme normale introduite & la section A.1.2) et terminaison. En premier lieu, nous
introduisons une stratégie particuliere d’application des regles des sections A.1.1 et A.1.3. Cette
stratégie sera utilisée dans la preuve de terminaison.

A.2.1 Une stratégie d’application des regles

Pour cela, nous allons introduire quelques notations supplémentaires.

Soit H la formule & résoudre. Si z est une variable de 7, nous notons pos(z) la position
minimale p telle que 2 est libre dans #),. Nous introduisons un ordre partiel sur les variables,
défini comme suit. # < y (resp. < y) si et seulement si pos(z) < pos(y) (resp. pos(z) < pos(y)).
Une formule quantifiée 3z.G est dite résolue dans H s’il n’existe pas de variable y telle que y < z
ou si Jz.G apparait dans un pcl de H. Une équation = ¢ est dite dangereuse si elle n’apparait
pas dans un pcl et si ¢ contient une variable y telle que y > z et polarity(y) # polarity(z) et si
Level(x = t) — Level(x) est impair.

Une variable = est dite résolue dans une formule G telle que x est libre dans G si et seulement
si z apparait une seule fois dans G et si G est une conjonction de formules contenant en particulier
une équation de la forme x = t. x est résolue si elle est résolue dans M pos(x)-

Une variable z est dite maxzimale dans une sous-formule G apparaissant a la position p dans
F seulement si p = pos(z). Une variable x est dite spéciale dans une formule G si @ est libre
dans G et soit z est finitaire, soit « apparait dans une formule de polarité 0 ou dans un pcl de
la forme Yu.a # t (ou @ # ().

N*(G) est la formule obtenue en remplagant dans G toutes les formules atomiques s =t de
G par N (s =t). Pour tout terme ¢, size(t) est la longueur de la position maximale de t.

On impose les restrictions suivantes sur les reégles de transformation (voir la définition des
regles pour les notations).

— Merging : s et ¢ ne sont pas des variables, size(t) < size(s).



— Replacement : z est maximal dans F et & n’apparait dans aucune formule de niveau stric-
tement supérieur & Level(z).

ED : ¢, ou (¢,) contient au moins une variable spéciale apparaissant dans ¢.
— EQ; : z n’apparait dans aucune formule de niveau strictement supérieur & Level(z).
— Explosion Binaire: = est du méme niveau que P et # =t est dangereuse.

Nous notons R
précédente.

solve 12 procédure contenant les regles de R appliquées suivant la stratégie

A.2.2 Justification informelle

Avant de prouver la terminaison et la complétude du systeme R nous allons donner

une justification informelle de ces conditions.

solve’

Les conditions d’application sur la regle Merging assurent que le nombre de symboles dans
les équations diminue strictement (apres application de la regle de décomposition). Les conditions
d’application sur la regle Replacement assurent que la variable z est résolue apres application
de la regle, ce qui a pour effet de diminuer le nombre de variables non résolues (ce ne serait pas
le cas si z n’était pas maximale). D’autre part, elles assurent également que les sous-formules de
niveau supérieur a = restent inchangées. Enfin, la condition sur la regle Explosion of Disjunc-
tions n’est pas nécessaire pour garantir la terminaison. Elle a simplement pour objet d’éviter
des applications inutiles de la regle. Informellement, la regle Explosion of Disjunctions n’est
utile (pour la complétude du systéme) que si elle permet Uapplication d’une régle de résolution.

ExeMPLE A.2.1. Considérons par exemple la formule P
(z=aVaz=bA(y=aVy=Dh).
La régle Explosion of Disjunction (non restreinte) transforme la formule en sa forme normale
disjonctive
(z=aAy=a)V(z=aAy=b)V(z=bAy=a)V(z=bAy=0).

Cependant, cette transformation est inutile ici car les deux conjoints de P ne partagent aucune
variable. o

EXEMPLE A.2.2. Considérons la formule

(x#aVy#£bA(x#bVz#D)

La regle Explosion of Disjunction non-restreinte transforme la formule en

(zFaNeZ£b)V(eFahz£b)V(yFbAz#b)V(y#bAz#D).

Encore une fois, cette transformation est inutile puisqu’aucune regle n’est applicable sur la
formule obtenue. o

A.2.3 Terminaison et complétude

THEOREME A.2.1. [terminaison] Le systéme R est a terminaison finie.

solve

PrEUVE.  Le principe de la preuve est classique. Nous donnons une interprétation 7 des
formules équationnelles telle que la valeur de 7 décroit strictement des qu’une regle de R
est appliquée’

Soit F une formule. On note ¥ (F) le multi-ensemble de formules défini comme suit.

—Y(FAG)={zAy/z cV(F),ycv(G)}.

1. En fait, il est possible que ’application de certaines regles augmente la valeur de Z, mais nous montrons que

solve

les applications suivantes font décroitre la valeur de 7 & un niveau inférieur au niveau original.



W(
pls=t)={s=1).
A ={s=1).
- $(EF) = v(F).
- Y(=Je.F) = {Fz.F}
—Y(=F) =9(F
= Y(=(F1V F)) = P (=F1 AT
- Y((FLAF)) = (0 F1V nF)

Pour toute conjonction de formules y, on note atomic(y) le multi-ensemble des équations de
y et complex(y) le multi-ensemble des formules non-atomiques de y.
On note ¢(G) le multi-ensemble :

¢(9) = ({¢'(2) /2 € P(9)})-

- ¢ (F) = ({6(9)/G € complex(F)}, nvar(F), {maxz(size(t), size(s))/t = s € atomic(F)});

— nvar(F) est le nombre de variables  libres non résolues de F telles que Level(z) = Level(F).

Soit I l'interprétation des formules équationnelles définie comme suit.

F est ordonnée en utilisant la relation de réductibilité par les regles de transformation boo-
léennes (le systeme S U {ED}). ¢ est ordonnée par les extensions lexicographiques et multi-
ensembles de 'ordre habituel sur les entiers (cf. chapitre 2).

Nous allons prouver que I(F) décroit strictement.

Soit F une formule. Soit p € R, Soit F' la formule obtenue en appliquant la regle p
sur F. Alors, par définition, il existe une position p telle que F' = F[G'],, ou G’ est obtenue en
appliquant la regle p a la position A sur G = F,.

FIGly =0 F1G,

Nous prouvons maintenant que Z décroit strictement, en considérant tous les cas possibles
pour la régle p. Voir section A.1 pour les notations.

— Reégles de transformation booléennes. Il est tres facile de vérifier que ¢ n’augmente pas.
De plus, F décroit strictement (par définition).

— Decomposition, Clash, et Occur Check. nvar n’augmente pas, et size décroit strictement.

— Merging rule. Ces regles transforment une équation z =t en t = s. De facon évidente, cela
n’augmente pas nvar. size décroit strictement apres application de la régle Decomposition
ou Clash (puisque s et t ne sont pas des variables et size(s) < size(t)).

— Replacement et Generalized Replacement. & devient résolue donc nvar décroit stricte-
ment. A cause du controle, les sous-formules de niveau supérieur restent inchangées.

— Elimination of Quantifiers.

1. (EQq). Le nombre de variables décroit strictement.
2. (EQ2). Immédiat.
3. (EQs). Immédiat.



— Explosion Binaire. Cette regle remplace une équation de la forme y = ¢ par des équations
entre variables (apres application des régles d’unification). Par conséquent, la taille de la sous-
formule diminue strictement. En outre, nvar n’augmente pas, puisque les variables ajoutées a
la sous-formule sont de niveau égal & Level(z), donc strictement supérieur au niveau de z = ¢
(puisque @ =t est dangeureuse).

C.Q.F.D.

THEOREME A.2.2. [complétude] Soit F une formule équationnelle irréductible par le systéme

Rsolve' Alors F est en forme normale.

PREUVE.  Supposons que P contient un quantificateur universel dz non résolu. Sans perte
de généralité, nous supposons que Jdz est le quantificateur non résolu apparaissant au niveau le
plus bas dans la formule F, c’est-a-dire un quantificateur apparaissant dans une formule Jz.F,
ol F ne contient que des quantificateurs résolus. Par irréductibilité par rapport a S, F est de
la forme /\f:1 P, ot x apparait dans P; (Vi < k). Puisque 3z est le quantificateur non résolu
apparaissant au niveau le plus bas, si P; est de la forme Ju.R alors u est résolu. Si P; est de la
forme —=3u.R;, alors P; doit étre un pcl (sinon, on aurait < u). Par irréductibilité par rapport
a EQ, Inst(E(P;)) est infini. Puisque & € P;, P; est un pcl sur z.

Supposons que P; est une équation ¢ = s. Par irréductibilité par rapport a la régle Unifica-
tion, ¢ ou s doit étre une variable. Supposons que t € V. Sit = z alors, soit la régle Generalized
Replacement s’applique, soit la regle S et la regle EQs s’appliquent. Donc ¢ # z. Par irréduc-
tibilité par rapport a la reégle Explosion Binaire, ¢ = s ne doit pas étre dangereuse. Donc ¢
est une variable de méme niveau que z. D’ou soit Level(z) = 0, soit les réegles Generalized
Replacement et S s’appliquent et éliminent t.

Si P; est une disjonction, alors par irréductibilité par rapport a la regle Explosion of
Disjunctions, = ne doit pas étre spéciale, d’ou la regle EQ, s’applique. Par conséquent F est
de la forme (x). D’autre part, si Level(z) > 0, toute formule atomique de F est négative et
contient z. D’ot EQ, s’applique.

Donc P ne contient aucun quantificateur non résolu. Soit 37.P’ la forme prénexe de P. Nous
montrons par induction structurelle sur I’ensemble des formules que 3Z.P’ est en forme normale.

— Si P’ est de la forme A7, R; ot R; (1 <7 < n) est une formule atomique ou un pel (avec
éventuellement n = 0), alors par irréductibilité par la regle Replacement, chaque variable
telle que R; est de la forme x = ¢; apparait une fois et une seule dans P. D’autre part, par
irréductibilité par la regle EQ; tout pcl de P a un nombre infini de solutions.

— Si P’ est de la forme Py AP,, ot Py (resp. Ps) n’est pas une conjonction, alors par irréductibilité
par la regle Explosion of Disjunction, P; et P, ne partagent aucune variable spéciale. Soit
1= Vit fi et PL= V72, .g; les formes normales disjonctives respectives de P; et P,. Par
hypothese d’induction, Pj et P; sont en forme normale. Soit P =V sye(1 njxpi.ng fi A 9i la
forme normale disjonctive de P’. f; et g; sont en forme normale. Puisque P; et Ps ne partagent

aucune variable spéciale, f; A g; est de la forme ().

— Si P’ est de la forme P,V Ps, la preuve est immédiate : la forme normale disjonctive de P’ est
simplement 'union des formes normales disjonctives de P; et Ps.

C.Q.F.D.



A.3 Exemples et comparaisons avec les approches existantes

Illustrons le fonctionnement de notre algorithme de résolution par quelques exemples? et
mettons en évidence les avantages de notre approche par rapport aux méthodes existantes (Co-
MON ET LESCANNE, 1989; CoMON ET DELOR, 1994).

Le premier exemple montre I'intérét d’éviter (comme dans (CoMON ET DELOR, 1994), ou
dans l'algorithme présenté dans ce chapitre) la transformation systématique en forme normale
conjonctive.

EXEMPLE A.3.1. Soit ¥ = {a, ¢}. Soit F la formule

daVy.(z=anz#gly)Vy=-z

Notre méthode donne:

f
—Merging dzVy.(z=aNa#gy)Ve==z
—(Clagh 32.Vy.(r=aNl)Vz ==z

—g  JaVy.(LVe=2z)

—g Yy.x =z

—S T =2z

Si on applique le systéme de regles de (CoMON ET LESCANNE, 1989), on obtient, par trans-
formation en forme normale conjonctive, le probleme

dzVy.(z=aVz=2)A(x#gly)Vae=2z).

Dans ce cas, la regle Explosion est nécessaire pour éliminer le quantificateur universel y
apparaissant dans la sous-formule z # g¢(y). Par conséquent, nous obtenons deux problemes
différents :

dzVy.(z=aVez=2)A(e#gly)Ve=2)Nz=ua

et:
dz, 1. Vy(z=aVae=2)AN(z#£gly)Ve=2)Az=g(x).
Ces deux problemes sont réduits, par Merging et Decomposition, en :
Fi:daNVy((e=aVae=z)AN(z=2)A(z=a))
et

Fordz,zy Vy.((z=avVae=2)A(y# ., Vae=2z)Az=g(z1)).

Fs est transformée en Jz, 21 Vy.((z = aVa = 2) A (z = z) Az = ¢g(z1)). Alnsi, nous obtenons
finalement la “définition avec contraintes” suivante:

r=aNz=a

ou
dzy.2 = g(z1) Az = g(24).

2. Par souci de clarté, nous utilisons le quantificateur V dans les exemples a la place de =3—.



Cet ensemble de solutions est naturellement équivalent a celui obtenu avec notre méthode.
Cependant, la forme normale obtenue et le processus de transformation sont plus simples avec
la méthode que nous proposons. [’application de la régle Explosion est évitée, ce qui réduit la
complexité du processus de résolution. En effet, la transformation en forme normale conjonctive
(ou disjonctive) peut dans certains cas empécher Uapplication des régles de simplification (ici la
regle de Merging entre 2 = a et  # ¢(y)) (voir (CoMoON, 1988) pour plus de détails sur ce
probleme). o

L’exemple suivant illustre 'utilisation des regles Explosion Binaire et Elimination of
quantifiers 1,2.

EXEMPLE A.3.2. Soit ¥ = {a,b, f}. Soit F la formule

Yy.x # fly,y) AN #b.

Notre méthode donne:

f
" Explosion Binaire (Fry, @2 (v = floy, @) AVY.f(21,22) # [y, )
V(Vay, z9.2 # f(z,29))) Na £ b
~"Decompose (Fzr, 2o-(w = f(21,22) AVy(21 # Yy V 22 # y))
V(Vay, z9.2 # f(z,29))) Na £ b

—Replace (31, 29.(v = f(21, ) AVy.(21 £ YV 21 # 7))
V(Vay, z9.2 # f(z,29))) Na £ b
—gq (Fzy, 20.(x = fla1,22) A (Vy. (21 £ y) Vg # 22))
V(Vay, 20 # f(z1,22))) AT # b
—~EQ, (Fzy, 20.(2 = f(a1,22) ANy # 29)
V(Vay, 20 # f(z1,22))) AT # b
—ED (Fzy, 20.(x = f(21,22) ANy # 22) AN #£ b)

V((Vay,z0.2 # f(xy,22)) A& # b)
“"Replace (Fr, 2ou(w = f21,22) Ay # @2 A f(21,22) # D))
V((Vay,z0.2 # f(xy,22)) A& # b)
~Decompose (o, 20.(x = flor, 20) A2y # 22))
V((Vay,z0.2 # f(xy,22)) A& # b)
—~EQ, dzy, 20.(x = flar,22) A2y # 22) V(2 =a)

REMARQUE.  La formule (Vai, 0.2 # f(z1,22)) Az # b est un pcl avec un nombre fini de
solutions, ce qui justifie Papplication de la régle Elimination of Quantifier 1.

EXEMPLE A.3.3. Soit F la formule
dz.(PA(z=aV Q))

ol P et Q sont deux formules équationnelles et z n’apparait pas dans P.
Notre méthode donne:



f
—s5, PA @z (z=0aV Q))
—s, PA(Fz.z=a)V (J2.Q)
—gg, PA(TV32.9)
—s5 PAT
—s, P

En utilisant 1’algorithme de (ComMoON ET DELOR, 1994) ou (CoMON ET LESCANNE, 1989),
nous devons résoudre les sous-formules P et Q, puis appliquer des regles de distributivité afin
de transformer F en forme normale conjonctive, avant d’éliminer la formule z. En fait, il est
inutile ici de résoudre la formule Q et de transformer la formule sous forme normale conjonctive.
Notre méthode permet d’éviter ces deux transformations, ce qui peut étre important si Q est
de grande taille. On résoud les sous-formules apparaissant dans le probleme indépendemment
des autres sous-formules avant de combiner les solutions obtenues ce qui permet de réduire dans
certains cas la complexité de I'algorithme de résolution.

EXEMPLE A.3.4. Soit F une formule.

Jo.(Vy.x # fly,y) A Q).

Supposons que & n’apparait pas dans Q.
Nous devons appliquer la regle Explosion Binaire afin d’éliminer la variable x. Notre
méthode applique en premier lieu la regle Sg pour réduire la portée du quantificateur existentiel :

(FzVy.x # f(y,9)) A Q.

Ensuite, la regle Explosion Binaire est appliquée.

(Fo.(Vyr, yox # far,22) V Iy, yo.2 £ flyn, y2) AVYf(yr,90) = fl2,2))) A Q

Apres simplification, cette formule est transformée en :

(Elf-(Vylv Y. 7A f(9017 902)) V da. Jyr, Yo 7A Y2 N = f(yu yz)) AQ

Ici, on obtient, en appliquant la regle Elimination of Quantifiers, la formule: T A Q i.e.
Q.

Notre algorithme ne duplique pas la formule Q lors du processus de résolution.

En revanche, si la regle S n’est pas appliquée pour réduire la portée du quantificateur Jz,
la formule @ peut étre inutilement dupliquée.






Annexe B

Correction interactive de
programmes impératifs: exemple

Nous avons appliqué (chapitre 14) notre méthode a la détection d’erreur dans des programmes
logiques. Il n’est pas difficile de voir qu’elle peut s’appliquer aussi, en principe, a des programmes
impératifs. Nous donnons ci-dessous un exemple d’application de la méthode RamMmc en vérifi-
cation de programme impératif. Le programme suivant (en PASCAL) est supposé détecter des
cycles de longueur 2 dans un graphe de n noeuds. En fait, pour chaque noeud N, il ne détecte
qu’un seul cycle contenant N, et les autres cycles possibles sont perdus.
begin

p=1
while p < n do

q:=1

cyc :=False;

while (¢ < n and not cyc) do

if (arc[p, q] and arc[q, p]) then
cyc :=True;
cyclelp, q] :=True;

(*)

¢=q+1

p=p+1L
end

Pour plus de clarté, nous introduisons les formules suivantes I(p) et I'(p, q). cycle[p, q] est
correct si et seulement si (arc[p, g)Aarclq, p]) — cycle[p, q]. I(p) signifie que cycle[p’, q] est correct
si p' < p, et falseis p' > p. I'(p, q) signifie que cycle(p, ¢') est correct si ¢’ < ¢ false sinon.

I(p) V¢,p €lin)? (1 <p <p) = (cycle(p',q) — (arc(p'sq) Narc(q,p')))
(p<p <n)= (—cycle(p',q))

I'(p.q) Vg €llsn] (1 <q <q) = (eycle(p',q') — (arc(p/,q') Narc(q',p')))
(¢ < ¢ <n) = (-eyele(p,q))
Apres génération des pré et post-conditions, on obtient:

begin

{11 A (1, 1)}

pi=1

{1(p) AT (p, 1)}

while p < n do
) A I'(p, 1) Ap < n}



{10) A 13 1))
q:=1
cyc :=False;
while (¢ < n and not cyc) do
) AT (pya) AN <A -eye}
if (arc[p, q] and arc[q, p]) then
cyc :=True;
cyclelp, q] :=True;
(*)
) AT (pa+ 1)}
¢=q+1
) A (p g)}
{Hp) AT (P q) A—(g < n A —eye)}
{Hp+D)AT(p+1,1)}
p=p+1
{0 AT (p, 1)
)AL (p, 1) Ap > n}
end

A partir des pré-conditions et post-conditions du programme, on obtient les formules suivantes.
Ip) AT (p,g) A (g < nA—eye) A=(I(p+1) AT (p+1,1))

Apres transformation en forme clausale et simplification :

1 [eye : (g < n)]

2 [—cycle(z,y) Varc(z,y) : (1 <ax<p)A(l <y<n)]

3 [—cycle(z,y) Varc(y,z) : (1 <ax<p)A(l <y<n)]

4 [—arc(z,y) vV —arc(y,z) Veyele(z,y) : (1 <z<p)A (1 <y<n)]
5 [—cycle(z,y) :(p<e<n)A(l1<y<n)]

6 [—cycle(p, ) Vare(z,y) : (1 <z <q)]

7 [—cycle(p, ) Vare(y,z) : (1 <z <q)]

8 [eyele(p,z) V —are(y, ) V —arc(z,y) : (1 <z < q)]

9 [—cyele(p,z) : (¢ <z <n)

10 [—eycle(i, §) vV —arc(i, j) V —arce(j, i) Veycle(p+ 1,7) 1 (i <p+1)]
11 [eyele(d, j) V are(i, j) Veyele(p+1,5) : T]

12 [eyele(d, j) V arce(j, i) V eyele(p + 1,7) : T]

13 [eyele(d, j) V eycle(p+ 1,§) (i > p+1)]

140 :1>ivi>n]

5[0 :1>4Vj>n]

16 [—eye V eyele(p, g — 1) : T]

17 [eye V —cyele(p,qg — 1) = T]

REMARQUE.  lci ¢,j,n,p,q sont des constantes entieres (non interprétées) et z,y sont des
variables entiéres. Voir (CAFERRA ET PELTIER, 1997b) pour plus de détails sur le traitement
des constantes entieres lors de la résolution des contraintes.

La méthode Ramc donne:



49
50

resolution,48,6) [arc(p,g—1) : T]
resolution,48,7) [arc(g—1,p) : T]

19 (resolution,b,13) [eyele(i, j) : (i >p+1)]
20 (dis-resolution,5,13) [eycle(i, j) V eyele(p+ 1,5) : 1]
21 (resolution,5,19) [O:@¢E>p+1)]
22 (dis-resolution,5,19) [eycle(i, j) : L]
23 (resolution,5,10) [—cycle(i, j) V —are(i, ) V —arc(j, i) : (1 <p+1)]
24 (dis-resolution,5,10) [—cyele(i, j) V —arc(i, j) V —are(§, i) V —eycle(p + 1,5) : 1]
25 (dis-resolution,4,23) [—cyele(i, j) V —arc(i, j) V —are(j,4) : (i <p+ 1) A (i >p)]
26 (dis-resolution,4,23) [—cyele(i, j) V —arc(i, j) V —are(j,7) : (i < p)]
27 (resolution,4,10) [—arce(i, j) V —arc(j, i) : (i < p)]
28 (resolution,5,11) [eyele(i, j) V arc(i,j) : T]
29 (dis-resolution,5,11) [eycle(i, ) V arc(i, j) V cyele(p + 1,5) : L]
30 (resolution,2,28) [arc(i, j) : (¢ < p)]
31 (resolution,5,12) [eyele(i, j) V arc(j, i) : T]
32 (dis-resolution,5,12) [eycle(i, j) V are(j, i) V eyele(p+ 1,5) : 1]
33 (resolution,3,31) [arc(j, @) : (i <p)]
34 (resolution,30,27) [—arc(4,4) : (i < p)]
35 (resolution,33,24) [O : (i < p)]
36 (simplify,21,35) O :i#p]
37 (resolution,8,25) [—arc(p,j) V —arc(j,p) : (1 <j<q)]
38 (resolution,6,38) [arc(p,j) : (1 <j<q)]
39 (resolution,7,31) [arc(d,p) : (1 <ji<q)]
40 (resolution,37,38)  [—are(j,p) : (1 < j < q)]
41 (resolution,39,40) [O : (1 <j < q)]
42 (simplify,15,41) a :j<q]
43 (resolution,9,28) [arc(p,j) : T]
44 (dis-resolution,9,28) [eycle(?, j) V arc(i, j) : 1]
45 (resolution,9,31) [arc(j,p) : T]
46 (dis-resolution,9,28) [eycle(?, j) V arc(j, i) : L]
47 (simplify,35,15,1)  [eye : T]
48 (resolution,47,16)  [eycle(p,q — 1) : T]
(
(

On obtient le modele suivant.

41 (resolution,39,40) [O : (1 <j < ¢)]
45 (resolution,9,31) [are(j,p) : T]

47 (simplify,35,15,1) [eye : T]

48 (resolution,47,16) [eyele(p, g — 1) : T]
49 (resolution,48,6) [arc(p,q—1) : T]
50 (resolution,48,7) [arc(¢ —1,p) : T]
36 (simplify,21,35) [0 :i# p]

Ce modele donne un indice qui indique pourquoi le programme n’est pas correct et aide ainsi
a corriger le programme initial. Ici cyc:= False doit remplacer (*). En fait, le booléen cyc est
inutile puisque il sera toujours false, quel que soit le graphe donné en entrée.

Cet exemple illustre la possibilité d’appliquer notre méthode pour la détection d’erreur dans
des programmes impératifs. Notons que la génération des pré et post-conditions, ainsi que le
choix de la formule sur laquelle appliquer la méthode, ont été effectués manuellement.



