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Chapitre 1

Introduction

Le sujet central de cette th�ese est l'�etude des spectres des processus de Markov

�nis irr�eductibles et r�eversibles. Dans le spectre, le trou spectral qu'on appelerai

gap est surtout notre point focal d'int�erêt. C'est un sujet �etudi�e dans de nom-

breux domaines: en probabilit�es ([1, 20]), en statistiques ([32, 72]), en g�eom�etrie

([6, 10, 17, 63]), en physique math�ematiques ([55, 64]) etc. Les deux r�esultats

principaux de la th�ese sont le th�eor�eme A et le th�eor�eme B. Le premier donne

un d�eveloppement asymptotique du spectre d'un processus quasi r�eductible. Le

second donne une minoration du gap d'un processus, bas�ee sur le calcul explicite

de la somme des inverses des valeurs propres non nulles d'un processus dont le

graphe de transition est arborescent. Nous commen�cons par d�ecrire et �enoncer

ces deux r�esultats.

1.1 Th�eor�eme A

Dans ce premier r�esultat, on consid�ere des g�en�erateurs de Markov � sur un

espace d'�etats �ni E qui sont fonctions de "; strictement positif et destin�e �a

tendre vers 0; et qui sont analytiques en " = 0 au sens o�u il existe un prolonge-

ment analytique de � sur un voisinage de 0: Les g�en�erateurs que nous �etudions

sont r�eversibles et presque r�eductibles, au sens o�u la limite de �; not�e �(0); est

9



10 Chapitre 1. Introduction

r�eductible. Pour k � 0;notons �
�
"k
�
une grandeur telle que

0 <

����� lim"&0

�
�
"k
�

"k

����� < +1

et O
�
"k
�
telle que

0 �
����� lim"&0

O
�
"k
�

"k

����� < +1 :

D'apr�es la th�eorie des perturbations des op�erateurs lin�eaires (voir [44]), les

valeurs propres de �; ainsi que les sous-espaces propres associ�es convergent vers

les valeurs propres et les sous-espaces propres correspondants de �(0); autrement

dit, le spectre de �(0) donne l'�equivalent des valeurs propres d'ordre �(1) de �:

Mais �(0) �etant r�eductible, la valeur propre 0 a en g�en�eral une multiplicit�e

strictement sup�erieure �a 1: Ce qui signi�e que certaines valeurs propres de �

sont d'ordre O("): Or ce sont pr�ecis�ement ces valeurs propres qui contrôlent la

vitesse d'acc�es �a l'�equilibre du processus �: Il est important d'avoir une estima-

tion pr�ecise, c'est-�a-dire un �equivalent de ces \petites" valeurs propres.

Il est di�cile voire impossible de calculer les valeurs propres, même si la

taille de l'espace d'�etats est mod�er�ee. Nous proposons une m�ethode g�en�erale de

calcul explicite des �equivalents des valeurs propres d'ordre �
�
"k
�
pour tout k � 1

qui vise �a calculer les valeurs propres sur un espace d'�etats largement r�eduit.

Pr�ecis�ement, notons Sk(�) le vecteur compos�e des valeurs propres d'ordreO
�
"k
�

du g�en�erateur � par ordre croissant avec multiplicit�e �eventuelle. Notre m�ethode

donne explicitement un g�en�erateur �k sur un espace d'�etats de taille #Sk (�) ;

la dimension de Sk (�) ; tel que S0 (�k) et Sk (�) ="
k ont la même limite. Les

�equivalents des valeurs propres d'ordre �
�
"k
�
de � sont ainsi donn�es par les

valeurs propres non nulles de lim"&0 �k multipli�ees par "k. Supposons que le

gap de � est d'odre �
�
"K�1

�
. S'il n'y a que deux valeurs propres de � d'ordre

O
�
"K�1

�
(0 et le gap), alors l'�equivalent du gap est donn�e par la valeur propre

non nulle multipli�ee par "K�1 de lim"&0 �K�1 qui est une matrice d'ordre 2:

Expliquons l'id�ee de cette m�ethode intuitivement. Notons E1 l'ensemble

des classes irr�eductibles, transientes et r�ecurrentes, par rapport �a �(0) et F1
l'ensemble des classes r�ecurrentes de �(0) qui est donc un sous-ensemble de



1.1. Th�eor�eme A 11

E1: En fait, on peut voir les classes de E1 d'une autre fa�con en consid�erant le

processus �: Pour " su�sament petit, partant d'une classe transiente �el�ement

de E1nF1; le processus en sort et va vers une classe r�ecurrente dans un temps

en moyenne d'ordre �(1); et dans une même �echelle de temps; partant d'une

classe r�ecurrente de F1; le processus peut atteindre n'importe quel �etat de cette
classe. Or la sortie des classes r�ecurrentes se produira dans un temps en moyenne

d'ordre �(1="): Donc si on se place sur une �echelle de temps de temps d'ordre

�(1); on voit que le processus atteint son �equilibre �a l'int�erieur de chaque classe

r�ecurrente de F1; mais on ne voit pas de communications entre les classes de F1 .
Si on souhaite observer des transitions entre les classes de F1; il faut se placer sur
des intervalles de temps beaucoup plus longs d'ordre �(1="); c'est-�a-dire changer

l'�echelle de temps d'un facteur ": Cette fois ci, le processus atteint �a son �equilibre

�a l'int�erieur de chaque classe de F1 presque imm�ediatement. On peut alors

ignorer la fa�con dont le processus atteint son �equilibre �a l'int�erieur des classes

et identi�er les �etats d'une même classe r�ecurrente en les consid�erant comme un

seul �etat. Par contre ce sont les mouvements entre les classes r�ecurrentes de F1
qui sont li�es aux �equivalents des valeurs propres d'ordre �("). Ces mouvements

correspondent �a un processus de Markov sur F1: Notant �1 le g�en�erateur de

ce processus qui est d'ordre #F1, on montre que une fois multipli�ees par ";

les valeurs propres non nulles de lim"&0 �1 ont les même �equivalents que les

valeurs propres d'ordre �(") du g�en�erateur initial �. En it�erant cette proc�edure,

nous d�e�nirons une partition Ek de l'espace d'�etats E et un sous-ensemble Fk
de Ek ayant les propri�et�es suivantes. Dans un temps d'ordre �

�
1="k�1

�
en

moyenne, partant d'une classe de Ek le processus peut atteindre n'importe quel
�etat de cette classe et en sortir en allant vers une classe de Fk si la classe de

d�epart est une classe de Ek=Fk. Par contre il faut un temps d'ordre �
�
1="k

�
en

moyenne pour sortir d'une classe de Fk: Alors on trouve que non seulement le

nombre des valeurs propres d'ordre �("k) est �egal au cardinal de Fk mais aussi

que l'�equivalent de ces valeurs propres correspond �a l'�evolution du processus

�a l'�echelle de temps d'ordre �(1="k): Sur cette �echelle de temps, le processus

atteint son �equilibre �a l'int�erieur de chaque classe de Fk tellement rapidement
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qu'on peut ignorer les mouvement dans ces classes en consid�erant chacune de ces

classes comme un \�etat". Or c'est exactement les mouvements entre ces \�etats"

qui sont li�es �a l'�equivalent des valeurs propres d'ordre �("k): En d�ecrivant ces

mouvements par un g�en�erateur �k d�e�ni sur l'espace d'�etats Fk; on montre

que le nombre #Fk est �egale au nombre des valeurs propres d'ordre O
�
"k
�
et

que multipli�ees par "k; les valeurs propres non nulles de lim"&0 �k donnent les

�equivalents des valeurs propres d'ordre �("k) de �: En fait #Fk est d�ecroissant.
Soit K le plus petit entier tel que

#FK = 1 :

Les valeurs propres d'ordre "K�1 sont les plus proches de z�ero de tout le spectre,

et "K�1 est l'ordre de grandeur du gap. La construction r�ecursive de fEkg0�k�K
et fFkg0�k�K est assez longue et sera donn�ee explicitement dans le paragraphe

3.1.1.

Posons

Uk+1 = E �
[

�k2Fk

�k

et notons �Uk+1 le g�en�erateur restreint de � sur Uk+1: Pour toute classe �k de

Fk; notons ��k la mesure de probabilit�e r�eversible du g�en�erateur restreint de �

sur �k: Pour tous sous-ensembles S1; S2 de E avec S1 \ S2 = ;; notons

GS2
S1

= (�ab)a2S1;b2S2

la matrice compos�ee des taux de transition de S1 �a S2: Posons DUk+1 la matrice

diagonale telle que

DUk+111Uk+1 =
X

�k2Fk

G�k
Uk+1

11�k

o�u 11Uk+1 et 11�k d�esignent les vecteurs constants de valeur 1 sur Uk+1 et �k

respectivement.

Notre r�esultat principal est le suivant.

Th�eor�eme A Soit 1 � k � K :
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(1) Pour tous �k 6= �k 2 Fk, d�e�nissons le taux de transition de �k �a �k

comme suit,

��k�k =
1

"k
��k

h
G�k
�k11�k �GUk+1

�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k

i
Alors lim"&0 ��k�k existe. Soit l � k + 1 l'entier le plus petit tel que �k

soit contenu dans un �el�ement de Fl not�e �l: Alors si

�k 6 ��l

on a en plus

lim
"&0

��k�k = 0 :

(2) Pour tout a de Uk+1; notons p
�k
a la probabilit�e que le processus �; partant

de a; atteigne �k pour la premi�ere fois sans visiter les autres classes de

Fk: Soit P �k
Uk+1

le vecteur colonne compos�e des p�ka pour a de Uk+1: Alors

��k�k =
1

"k
��k

�
G�k
�k
11�k +GUk+1

�k
P �k
Uk+1

�
:

(3) Soit �k le g�en�erateur sur Fk compos�e des taux de transition ��k�k : Alors

lim
"&0

S0 (�k) = lim
"&0

1

"k
Sk(�) :

1.2 Th�eor�eme B

Dans le deuxi�eme r�esultat, on donne un moyen d'estimer le gap d'un processus

de Markov irr�eductible et r�eversible au travers de la moyenne harmonique du

spectre du processus. L'id�ee est la suivante. On sait que le g�en�erateur a une

valeur propre nulle, les autres �etant n�egatives. Nous noterons SIVP la somme

des inverses des valeurs propres non nulles de l'oppos�e du g�en�erateur. Leur

moyenne harmonique est n=SIVP si la taille de l'espace d'�etats est n + 1: Du

fait que le gap est la valeur absolue de la valeur propre la plus proche de 0; il

est compris dans l'intervalle [1=SIVP; n=SIVP] . C'est la minoration qui est la

plus int�eressante. Il n'est pas facile de calculer SIVP en g�en�eral. Mais dans le
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cas o�u le graphe r�eduit du g�en�erateur est un arbre, on donne une expression

explicite de cette somme. On en d�eduit une borne inf�erieure du gap dans ce cas

l�a. De plus, on constate que plus le gap est d�ecal�e des autres valeurs propres,

plus important est le rôle jou�e par le terme de l'inverse du gap dans la somme,

et donc meilleure est l'estimation. Revenons au cas g�en�eral o�u le graphe r�eduit

du g�en�erateur est quelconque. Intuitivement, moins le graphe poss�ede d'arêtes,

moins vite le processus parcourt toutes les arêtes selon la mesure stationnaire

et plus faible sera la vitesse de convergence. De sorte que, si on choisit un arbre

maximal du graphe r�eduit du g�en�erateur initial, le gap du g�en�erateur restreint

sur l'arbre est plus petit que celui du g�en�erateur initial. On obtient ainsi une

borne inf�erieure du gap d'un g�en�erateur quelconque.

Plus pr�ecis�ement, soit � un g�en�erateur irr�eductible et �-r�eversible sur l'es-

pace d'�etats E de cardinal n: Soit G0 un arbre maximal du graphe r�eduit du

g�en�erateur �. Si on �xe un sommet a0 2 E comme racine, G0 est alors orient�e:

pour tous a 6= b 2 E; on note b > a s'il existe un chemin sans r�ep�etition de b �a

a0 passant par a. On note Ba le sous-arbre issu de a

Ba = fb ; a � bg :

Pour un sommet a di��erent de a0, on note �a le taux de transition de a vers son

p�ere, le sommet unique b tel que b < a et (a; b) est une arête de G0. On note

��(Ba) =
�(a)�a

�(Ba) [1� �(Ba)]
:

On a le r�esultat suivant.

Th�eor�eme B

gap(�) �

264X
a2E
a6=a0

1

��(Ba)

375
�1

:

1.3 Plan du texte

Le chapitre 2 est un chapitre de pr�eliminaires, qui contient une description des

motivations et des objets utilis�es dans le reste de la th�ese ainsi que des r�esultats

existants dans ce domaine.
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Le chapitre 3 est consacr�e �a la d�emonstration et aux applications du th�eo-

r�eme A. On commence (paragraphe 3.1.1) par donner une structure hi�erarchique

de l'espace d'�etats, d�etermin�ee par le g�en�erateur de Markov, et les propri�et�es

qui lui sont attach�ees. Puis on donne les propri�et�es du g�en�erateur d�ecompos�e

en blocs selon la structure hi�erarchique de l'espace d'�etats (3.1.2). Ensuite,

certaines propositions techniques qui sont indispensables pour la d�emonstration

�nale du th�eor�eme A sont rassembl�ees dans le paragraphe 3.1.3. En �n la

d�emonstration du th�eor�eme A sera donn�e dans le paragraphe 3.1.4. Dans de

nombreux cas d'importance pratique, le calcul de la structure hi�erarchique et

des g�en�erateurs �k est tr�es simpli��e par rapport au cas g�en�eral. Nous traiterons

en particulier le cas des processus quasi d�ecomposables ([18]), avec comme illus-

tration un processus de naissance et de mort �a homoth�etie interne (paragraphes

3.2.1 et 3.2.2). Nous appliquons �egalement le th�eor�eme A au recuit simul�e

([46]) �a basse temp�erature (3.2.3). Comme cas particulier, nous �etudierons le

gap de di��erentes dynamiques de processus d'Ising en dimension un, �a basse

temp�erature (3.2.4).

Le chapitre 4 est consacr�e �a la d�emonstration et aux applications du th�eo-

r�eme B. Nous donnons d'abord l'expression explicite de la somme des inverses

des valeurs propres d'un g�en�erateur dont le graphe r�eduit est un arbre et ensuite

la d�emonstration du th�eor�eme B (4.1). Dans les applications nous examinons

d'abord le cas o�u tous les taux de transition non nuls sont �egaux (4.2.1). A une

transformation simple pr�es, le g�en�erateur � est alors le laplacien de son graphe

r�eduit ([17]). Le th�eor�eme g�en�eralise des r�esultats connus sur le spectre des

graphes non orient�es. Nous reprenons ensuite l'exemple du processus d'Ising en

dimension un (4.2.2). Nous montrerons que la minoration d�eduite du th�eor�eme

B, si elle est �evidemment moins pr�ecise que l'�equivalent calcul�e par le th�eor�eme

A, fournit n�eanmoins le bon ordre de grandeur pour le gap.
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Chapitre 2

Gaps des processus de

Markov

On consacre ce chapitre �a introduire les motivations, le contexte et les connais-

sances de base de ce travail. Notre objectif principal est d'�etudier la deuxi�eme

valeur propre (trou spectral ou gap) des processus de Markov. Les notions

et propositions concern�ees sont rappel�ees �a la premi�ere partie. La deuxi�eme

partie consiste �a pr�esenter quelques applications des calculs de gap. Certaines

m�ethodes d'�etude du gap ainsi que du spectre sont introduites dans la troisi�eme

partie.

2.1 G�en�erateurs de Markov et leurs gaps

On ne s'int�eresse ici qu'aux processus de Markov irr�eductibles et r�eversibles dont

les valeurs propres sont r�eelles et n�egatives ou nulles. Le gap du g�en�erateur qui

mesure en quelque sorte la vitesse de convergence du processus est la valeur

absolue de la valeur propre la plus proche de la valeur propre z�ero. Le premier

paragraphe 2.1.1 de cette partie contient un bref rappel des notions �el�ementaires,

des propri�et�es n�ecessaires des processus de Markov. Au lieu des châ�nes de

17



18 Chapitre 2. Gaps des processus de Markov

Markov sur lesquelles portent beaucoup de travaux �etudiant le gap [20, 28, 38,

40], le point de vue qu'on adopte ici est celui des processus de Markov. Les

raisons de cette pr�ef�erence sont expos�ees au paragraphe 2.1.2.

2.1.1 R�eversibilit�e, stationnarit�e et gap

Fixons d'abord quelques notations. Soit M = (mij) une matrice quelconque.

Sa transpos�ee sera not�ee M�. On dit que M est positive, si tous les mij sont

positifs ou nuls et il existe au moins un mij strictement positif. Et M est dite

strictement positive, si tous lesmij sont strictement positifs. Notons I la matrice

identit�e dont l'ordre pourra changer selon le cas. Un vecteur v = (v(i))1�i�n

d�esignera un vecteur ligne d'ordre n: On note #E le cardinal d'un ensemble E

quelconque.

Pour les d�e�nitions, propositions �evoqu�ees dans cette partie, nous donnons

[14, 42, 43, 45, 62] comme r�ef�erences de base.

On s'int�eresse �a une famille de variables al�eatoires fX(t) ; t � 0 g qui pren-
nent leurs valeurs dans l'ensemble �ni E = fi; j; : : :g appel�e l'espace d'�etats. On
se restreint au cas o�u fX(t)g est un processus de Markov avec des probabilit�es

de transition homog�enes. Ainsi, la probabilit�e de transition pour t � 0

pij(t) = Pr fX(t+ u) = j jX(u) = i g; 8i; j 2 E

est ind�ependante de u � 0 :

Il est en g�en�eral plus naturel de donner �a l'avance les taux de transition et

de d�eriver �a partir d'eux une expression explicite des probabilit�es de transition.

Les taux de transition sont les constantes �ij d�e�nies pour tous i 6= j 2 E

tels que quand h& 0 ;

(1) pij(h) = �ijh+ o(h) ;

(2) pii(h) = 1�
X
j 6=i

�ijh+ o(h) :

Le symbole o(h) signi�e que si on divise ce terme par h sa valeur tend vers z�ero

lorsque h tend vers z�ero. L'ensemble des variables al�eatoires fX(t) ; t � 0 g est
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un processus de Markov �ni et homog�ene. Appelons

fP (t) = (pij(t)) ; t � 0g

son semi-groupe. La constante �ij est le taux de transition de i �a j qui mesure

l'intensit�e du passage de i �a j dans l'�evolution al�eatoire du processus.

D�e�nition 2.1.1 Soit � = (�ij)i;j2E une matrice indic�ee par E : On dit que

� est un g�en�erateur de Markov sur E si et seulement si

�ij

8<: � 0 si i 6= j

= �
X

j 6=i
�ij si i = j :

Pour simpli�er, on appelle un g�en�erateur de Markov aussi un g�en�erateur

dans cette th�ese. Soit � = (�ij )i;j2E un g�en�erateur de Markov. Un processus

de Markov homog�ene est dit de g�en�erateur � s'il a �ij comme taux de transition.

La proposition suivante nous dit qu'il existe un seul semi-groupe fP (t) ; t � 0g
tel que les deux postulats ci-dessus soient v�eri��es (voir [42]).

Proposition 2.1.1 Soit � = (�ij ) un g�en�erateur de Markov. Alors il n'existe

qu'un semi-groupe fP (t) ; t � 0g tel que
d

dt
P (t) = �P (t) et P (0) = I

o�u I est la matrice identit�e et on a

P (t) = exp(� t ) :

En pratique, il est plus facile de connâ�tre le g�en�erateur que le semi-groupe,

et nous allons travailler directement sur les g�en�erateurs de Markov. On d�e�nit

l'horloge interne �h du g�en�erateur � comme suit

�h = �min
i2E

�ii :

Les g�en�erateurs qui nous int�eressent sont irr�eductibles et r�eversibles.

D�e�nition 2.1.2 Le g�en�erateur de Markov � = (�ij)i;j2E est dit irr�eductible

si et seulement si 8i; j 2 E, 9l1; :::; ln tels que

�il1�l1l2 � � ��ln�1ln�lnj > 0 :
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D�e�nition 2.1.3 Soit � une mesure sur E: On dit que � est une mesure sta-

tionnaire du g�en�erateur de Markov � si

�� = 0 :

Nous avons la proposition suivante (voir [42]).

Proposition 2.1.2 Si � est un g�en�erateur irr�eductible, alors la mesure sta-

tionnaire de � est unique et strictement positive.

D�e�nition 2.1.4 Soit � une mesure strictement positive sur E. On dit que �

admet � comme mesure r�eversible, ou plus simplement que � est �-r�eversible,

si la condition suivante, dite de bilan d�etaill�e, est v�eri��ee.

8i; j 2 E ; �(i)�ij = �(j)�ji :

En sommant les �equations ci-dessus par rapport �a l'indice j, on voit imm�e-

diatement qu'une mesure r�eversible est n�ecessairement stationnaire. Elle est

donc unique si le processus est irr�eductible. Remarquons que pour un processus

r�eversible,

8i; j �ij > 0() �ji > 0 :

Il est l�egitime d'associer �a un tel processus un graphe non orient�e dont l'ensemble

des sommets est E et l'ensemble des arêtes est

A = f(i; j) ; �ij > 0g :

Ce graphe sera appel�e dans la suite graphe r�eduit du g�en�erateur � et not�e

G = (E;A). Le processus �etant suppos�e irr�eductible, son graphe r�eduit est

n�ecessairement connexe. Dans le cas o�u G = (E;A) est un arbre, si on �xe un

sommet a0 2 E comme racine, un ordre partiel est d�e�ni comme suit. Quels

que soient a et b dans E avec a di��erent de b, on dit que b est sup�erieur �a a ou

bien que a est ant�erieur �a b et on note b > a s'il existe un chemin sans r�ep�etition

de b �a a0 passant par a. Dans ce cas l�a, on dit que G est orient�e par rapport

�a la racine a0. Pour un sommet a di��erent de a0, il existe un sommet unique
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b tel que b < a et (a; b) 2 A. On appelle b le p�ere de a et a un �ls de b. Un

sommet est appel�e feuille de l'arbre, si il n'a pas de �ls.

Soit D la matrice diagonale

D = diag
�p

�(i)
�
i2E

;

et D�1 son inverse. Dire que � est �-r�eversible �equivaut �a dire que la ma-

trice D�D�1 est sym�etrique. Cela entrâ�ne alors que �, comme D�D�1 est

diagonalisable, ses valeurs propres �etant toutes r�eelles.

Munissons l'ensemble des fonctions de E dans R du produit scalaire

8f; g 2 RE ; hf ; gi� =
X
i2E

f(i)g(i)�(i) :

Le g�en�erateur � est �-r�eversible si et seulement si il est auto-adjoint dans

L2(E; �) muni de ce produit scalaire. Pour tout vecteur f de RE ; nous noterons

D(f) la forme Dirichlet associ�ee �a � en f .

D (f) = h��f ; fi� =
1

2

X
i;j2E

[f(i)� f(j)]
2
�(i)�ij :

Le spectre d'un g�en�erateur de Markov irr�eductible et r�eversible poss�ede les

propri�et�es suivantes (voir [62]).

Proposition 2.1.3 Soit � un g�en�erateur irr�eductible et r�eversible. Alors les

valeurs propres de � sont r�eelles, n�egatives ou nulles, et 0 est valeur propre

simple.

L'un de nos objectifs principaux est d'�etudier le taux de convergence au

sens L2 des processus de Markov. Soit fP (t)g le semi-groupe d'un processus de

Markov de g�en�erateur � et de mesure stationnaire �: On dit que P (t) converge

exponentiellement par rapport �a la norme de l'espace L2(�) jj � jj� ; s'il existe une
valeur positive � telle que pour tout f de RE ;

kP (t)f � �(f)k� � exp(��t) kf � �(f)k� ;

o�u �(f) =
P

i2E f(i)�(i): On appelle le maximum des � v�eri�ant la condition

ci-dessus le taux de convergence exponentielle de �qu'on va noter ��:
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Dans le spectre d'un g�en�erateur de Markov irr�eductible et r�eversible, ce qui

nous int�eresse le plus est la valeur propre correspondant au taux de convergence

exponentielle.

D�e�nition 2.1.5 Soit � un g�en�erateur de Markov irr�eductible et r�eversible.

Nous appelons trou spectral ou gap de � l'oppos�e de la deuxi�eme valeur propre

de � par ordre d�ecroissant.

Le th�eor�eme suivant montre que le taux de convergence au sens L2 n'est

rien d'autre que le gap du g�en�erateur et donne une formule variationnelle du

gap au travers de la forme de Dirichlet. Par cons�equent, contrôler la vitesse de

convergence revient �a estimer le gap. Pour la d�emonstration da la proposition

suivante, voir [9].

Proposition 2.1.4 Si � est un g�en�erateur de Markov irr�eductible et de la

mesure � r�eversible, alors

�� = gap = inf
�
D(f) ; �(f) = 0 ; jjf jj2� = 1

	
: (2.1)

C'est-�a-dire, on a

kP (t)f � �(f)k� � exp(�gap � t) kf � �(f)k� :

La convergence est d'autant plus rapide que le gap est grand.

Bien que la r�eversibilit�e de � soit une hypoth�ese tr�es restrictive par rapport

au cas g�en�eral des mesures stationnaires non r�eversibles, c'est sous cette con-

dition que se placent la plupart des r�ef�erences du domaine [20, 23, 28, 70]. La

raison en est double. D'une part le cas r�eversible est beaucoup plus facile que le

cas g�en�eral, du fait de la possibilit�e de se ramener �a des matrices sym�etriques. La

seconde raison tient au fait que l'on peut contrôler la vitesse d'acc�es �a l'�equilibre

d'un processus de Markov quelconque par le gap d'un g�en�erateur r�eversible (cf.

[25, 61]).

Proposition 2.1.5 Soit fXt ; t � 0g un processus de Markov irr�eductible de

g�en�erateur � sur E. Soit � la mesure stationnaire de �, D2 la matrice diagonale

D2 = diag(�(i))i2E ;
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et D�2 son inverse. Soit M le g�en�erateur

M =
1

2
(� +D�2 ��D2) :

Alors pour toute fonction f de E dans R, il existe une constante C, telle que

jIE [f(Xt)]� �(f)j � C exp[�gap(M)t] :

L'interpr�etation du g�en�erateur M est la suivante. Supposons que fXt ; t � 0g
soit stationnaire (pour tout t, Xt est de loi �). Fixons t0 > 0. Le processus

fXt0�t ; 0 � t � t0g est markovien et homog�ene, de g�en�erateur D�2��D2.

La mesure stationnaire de ce nouveau g�en�erateur est encore �. Passer de � �a

D�2 ��D2 revient �a retourner l'�echelle de temps. Un processus de g�en�erateurM

�evolue comme suit. Chaque fois qu'il atteint un nouvel �etat, il choisit en tirant �a

pile ou face si le pas suivant se fera vers le futur ou vers le pass�e d'un processus

de g�en�erateur � qui serait dans le même �etat. Il n'est donc pas surprenant

que M soit �-r�eversible, ce que l'on v�eri�e imm�ediatement en constatant que

DMD�1 est sym�etrique.

Un autre avantage de la r�eversibilit�e, que nous serons amen�es �a utiliser, est

de se conserver par troncature du g�en�erateur.

D�e�nition 2.1.6 Soit � = (�ij)i;j2E un g�en�erateur de Markov sur E: Soit

E1 un sous-ensemble de E: Le g�en�erateur restreint de � sur E1 qu'on note

�1 =
�
�1ij
�
i;j2E1

est un g�en�erateur de Markov d�e�ni sur E1 tel que pour tous

i 6= j 2 E1;

�1ij = �ij :

Proposition 2.1.6 Soit � un g�en�erateur de Markov irr�eductible et �-r�eversible

sur E. Soit E1 un sous-ensemble de E. Soit �E1 la mesure de probabilit�e sur

E1 telle que pour tout i de E1;

�E1(i) =
�(i)

�(E1)

o�u �(E1) d�esigne la probabilit�e de l'ensemble E1: Posons �1 le g�en�erateur re-

streint de � sur E1: Alors �1 est �E1�r�eversible.

Ce r�esultat est un cas particulier du corollaire 1.10 p. 26 de Kelly [45].
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2.1.2 Processus et châ�nes

Une des motivations importantes dans l'�etude du gap vient des m�ethodes de

Monte Carlo par châ�nes de Markov (MCMC) qui visent �a simuler une châ�ne

de Markov admettant une distribution cible comme mesure stationnaire sur un

espace d'�etats de grande taille (cf. 2.2). La vitesse de convergence de la châ�ne

de Markov simul�ee est li�ee �a la valeur propre dont le module est plus proche de

la valeur propre triviale 1 de la matrice de transition de la châ�ne.

D'une fa�con pr�ecise, une châ�ne de Markov irr�eductible, �-r�eversible et ap�e-

riodique de matrice de transition P admet une valeur propre simple 1, les autres

�etant r�eelles et comprises strictement entre �1 et 1. Notons �(P ) le maximum

des valeurs propres en valeur absolue di��erentes de 1,

�(P ) = maxfj�j ; � 6= 1 valeur propre de Pg :

Il est connu que �(P ) contrôle la vitesse de convergence de la châ�ne au sens

suivant ([62]) 

P k(i; �)� �(�)


TV
� 1

2

s
1

�(i)
�(P )k

o�u P k(i; �) est la distribution de la châ�ne �a l'�etape k en partant de l'�etat i et

jj � jjTV est la norme de variation totale.

Tout algorithme it�eratif est une châ�ne de Markov. Le temps continu est une

approximation commode mais a peu d'int�erêt apparemment pour des m�ethodes

algorithmiques. D'autre part, l'�etude des valeurs propres d'une matrice de tran-

sition est de di�cult�e comparable �a ce qu'elle est pour un g�en�erateur. Pourquoi

donc pr�ef�erer les processus aux châ�nes? Les raisons sont les suivantes.

En fait, le passage des matrices de transition aux g�en�erateurs de Markov,

ou des châ�nes �a temps discret aux processus �a temps continu est purement

formel. Même si un algorithme de simulation est n�ecessairement pr�esent�e comme

une châ�ne de Markov (temps discret), il est souvent commode de consid�erer

un processus de Markov (temps continu) qui en est la version harmonis�ee au

sens suivant. Consid�erons une châ�ne de Markov fXn ; n 2 Ng de matrice de
transition P et un processus de Poisson fNt ; t � 0g d'intensit�e �. Posons, pour
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tout t � 0,

Zt = XNt :

Ceci revient �a remplacer des intervalles de temps �xes (de longueur 1) par

des intervalles de temps al�eatoires ind�ependants, dont la longueur suit la loi

exponentielle de param�etre �. Le processus fZt ; t � 0g est un processus de

Markov de g�en�erateur

� = �(P � I) :

R�eciproquement, si � est le g�en�erateur d'un processus de Markov, il peut tou-

jours être vu comme une châ�ne harmonis�ee de matrice de transition

P = I +
1

�
�

o�u � est sup�erieur �a l'horloge interne �h de �:

On constate que � et P d�e�nis ainsi ont les mêmes vecteurs propres et le

spectre de l'un se d�eduit ais�ement de celui de l'aure. On suppose que l'espace

d'�etats est de taille n + 1. En ordonnant les spectres de � et P; on pose que

leurs valeurs propres sont respectivement

0 = �0 > �1 � � � � � �n

et

1 = �0 > �1 � � � � � �n > �1 :

On a donc

gap(�) = �1 et �(P ) = j�nj _ �1 :

D'un point de vue technique, l'�etude du gap d'un processus, �etant tout simple-

ment la deuxi�eme valeur propre, est plus simple que celle de �(P ) d'une châ�ne

qui n�ecessite la connaissance de tout le spectre. Mais si toutes les valeurs pro-

pres de P sont positives, �(P ) est donc la deuxi�eme valeur propre �1 de P;

gap(�) et �(P ) sont li�es par:

gap(�) = � [1� �(P )] : (2.2)
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En fait, les valeurs propres n�egatives d'une châ�ne de Markov correspondent �a

l'oscillation ou bien au comportement quasi p�eriodique qui ne peut pas avoir

lieu, si tout �etat i a une probabilit�e de retour pii assez grande. En particulier,

toutes les valeurs propres de la châ�ne sont positives d�es que

min
i
pii � 1

2
:

Pour voir cela, on consid�ere la matrice de transition 2P � I dont les valeurs

propres sont �i = 2�i�1. Le fait �i � �1 implique �i � 0 pour tout 0 � i � n.

En fait, les valeurs n�egatives ne sont pas vraiment gênantes. Pour une ma-

trice de transition P quelconque, on peut modi�er la châ�ne de fa�con simple de

sorte que la condition ci-dessus soit v�eri��ee sans ralentir trop la convergence.

Consid�erons la nouvelle châ�ne

P 0 =
1

2
(I + P ) :

Alors P 0, irr�eductible et �-r�eversible, a toutes ses valeurs propres positives. De

toutes fa�cons, tous les r�esultats portant sur le gap des châ�nes s'adaptent �a celui

des processus et inversement si on se ram�ene �a (2.2).

Par ailleurs, nous �etudions les processus au lieu des châ�nes, compte tenu de

la plus grande facilit�e de manipulation d'un processus. Lib�er�es de la contrainteP
j pij = 1, les g�en�erateurs sont plus faciles �a modi�er. Si on fait varier un taux

de transition, deux termes du g�en�erateur changent. Mais il faut modi�er toute

une ligne de la matrice de transition de la châ�ne harmonis�ee. Mais pour les

processus qui n'ont souvent pas la même horloge interne, comparer les vitesses

de convergence entre deux g�en�erateurs �1 et �2 ne revient pas �a comparer

gap(�1) et gap(�2) comme dans le cas des châ�nes dont l'horloge de r�ef�erence

est toujours 1. A�n de comparer de fa�con signi�cative, d�e�nissons une r�ef�erence

par le rapport

gap(�)=�h :

Ceci explique pourquoi �h est nomm�e l'horloge interne. On pourra dire que le

processus de g�en�erateur �1 est meilleur que celui de g�en�erateur �2 au sens o�u
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gap(�1)=�h(�1) � gap(�2)=�h(�2) (la vitesse relative d'acc�es �a l'�equilibre du

premier est sup�erieure �a celle du second).

2.2 Exemples d'applications du gap

De nombreux travaux ont port�es ces derni�eres ann�ees sur l'estimation du gap.

Les motivations de ces �etudes sont des domaines multiples: en probabilit�es

([1, 20, 39, 47]), en statistiques ([4, 32, 72]), en physique math�ematique ([55, 64]),

en g�eom�etrie ([6, 10, 49, 63]), en th�eorie des graphes ([13, 17]), en informatique

([40, 68, 41]) etc.

Une application fr�equente porte sur les m�ethodes de Monte-Carlo par châ�nes

de Markov (m�ethodes MCMC). Ces derni�eres ann�ees sont apparues, par exemple

en analyse d'image [31, 34] et en statistique bay�esienne [30], de nombreuses

m�ethodes n�ecessitant des �echantillonnages al�eatoires sur des espaces discrets de

grande taille. Mais la di�cult�e voire l'impossibilit�e d'�echantillonner directement

en calculant la probabilit�e de chaque �etat se rencontre �a cause de la taille de

l'espace d'�etats. On fait alors appel aux m�ethodes MCMC (Monte-Carlo Markov

Chains) qui visent �a simuler une châ�ne de Markov admettant la distribution

d�esir�ee comme mesure stationnaire sur l'espace de con�gurations. Or la vitesse

de convergence vers le r�egime stationnaire est contrôl�ee par �(P ) de la châ�ne

ayant P comme matrice de transition.

Un autre sujet important est celui des transitions de phase en physique statis-

tique. Consid�erons en particulier le mod�ele d'Ising sans champ magn�etique ex-

terne dont le g�en�erateur est fonction de la temp�erature T . Le syst�eme est L2 ex-

ponentiellement ergodique i.e. gap(�T )> 0 si T est sup�erieure �a la temp�erature

critique Tc. Par contre, la transition de phase a lieu si T est inf�erieure �a Tc ,

dans ce cas l�a, gap(�T )=0 . Ainsi, l'�etude du gap fournit une description de la

transition de phase.
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2.2.1 Algorithme de Metropolis et �echantillonnage de

Gibbs

Les algorithmes le plus souvent utilis�es par les m�ethodes MCMC sont l'algorith-

me de Metropolis introduit par Metropolis et al. [56] (1953) et l'�echantillonnage

de Gibbs par Glauber [33] (1963). Ces deux algorithmes sont largement utilis�es

en pratique en restoration d'image [3, 31, 32], en optimisation stochastique

(recuit simul�e) [2, 46] et en m�ecanique statistique [50, 71]. Ici, on va les pr�esenter

dans le cadre suivant.

Soit S un ensemble �ni de sites muni d'une structure de graphe G. Chaque

site i de S correspond �a un ensemble �ni 
i : L'espace de con�gurations 


est le produit des 
i ;
N

i2S 
i : Le syst�eme d'int�erêt est constitu�e de l'espace

d'�etats 
 ; la fonction d'�energie H sur 
 et le param�etre de temp�erature T : La

fonction d'�energie H peut souvent s'�ecrire comme une somme de potentiels qui

ne d�ependent que des cliques correspondant �a la structure de voisinage d�eduite

du graphe G : La mesure dont on voudrait des �echantillonnages est la mesure

de Gibbs de param�etre T , not�ee �T ; d�eduite de la fonction d'�energie H par la

loi de Boltzmann;

8� 2 
 ; �T (�) =
1

ZT
exp

�
�H(�)

T

�
o�u ZT est la constante de normalisation d�e�nie par

ZT =
X
�2


exp

�
�H(�)

T

�
:

Quand la temp�erature tend vers 0; la famille de mesures ainsi d�e�nie converge

vers la loi uniforme sur l'ensemble des minimas globaux de la fonction H: (voir

[76]).

Proposition 2.2.1 Quand la temp�erature T tend vers 0 ; la mesure de Gibbs

�T tend vers la mesure uniforme sur le sous-ensemble des con�gurations d'�ener-

gie minimale.

D�emonstration . Soit 
0 l'ensemble des con�gurations d'�energie minimale.
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Evidemment, pour toute con�guration � de 
�
0;

lim
T!0

�T (�) = 0 :

Or pour toute con�guration � de 
0 ;

lim
T!0

�T (�) = lim
T!0

exp
h
�H(�)

T

i
P
�2


exp
h
�H(�)

T

i

= lim
T!0

8<: 1

#
0
+

X
�2
n
0

exp

�
�H(�)�H(�)

T

�9=;
�1

=
1

#
0
:

L'algorithme de Metropolis consiste �a simuler une châ�ne de Markov er-

godique tendant vers �T dont la probabilit�e de transition ne d�epend que de la

di��erence d'�energie entre deux �etats successifs. Quand la probabilit�e de transi-

tion est remplac�ee par la caract�eristique locale de la mesure de Gibbs (la prob-

abilit�e conditionnelle d'un site sachant les autres), on obtient l'�echantillonnage

de Gibbs. Pour une description plus g�en�erale, voir [60]. Une adaptation se fera

des châ�nes aux processus. Si la châ�ne de Markov simul�ee est de matrice de

transition P ; ce qu'on va donner ici sera le processus de Markov de g�en�erateur

P � I :

L'algorithme de Metropolis repose sur l'utilisation d'un g�en�erateur �0 =

(�0��) irr�eductible tel que

�0�� > 0() �0�� > 0 :

Il produit un processus de Markov de g�en�erateur � = (���) tel que, pour � 6= � ;

��� =

8>>><>>>:
1 si

�(�)�
0

��

�(�)�0��
� 1

�(�)�0��
�(�)

sinon .
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L'irr�eductibilit�e de � se d�eduit de celle de �0 et la r�eversibilit�e de � par rapport

�a �T se v�eri�e facilement. Le processus de Markov de g�en�erateur � converge

donc en loi vers �T :

En pratique, la fonction d'�energie H est facile �a calculer, par contre la con-

stante de normalisation ZT est di�cile �a obtenir �a cause de la grande taille de

l'espace de con�gurations . L'avantage principal de l'algorithme est d'�eviter le

calcul de la constante ZT en ne faisant intervenir que les rapports
�T (�)

�T (�)
qui

d�ependent seulement de la di��erence entre H(�) et H(�):Un autre avantage est

de ne requ�erir qu0une connaissance limit�ee de la loi �T en proposant une in�nit�e

de possibilit�es de g�en�erateurs � :

Un algorithme de Metropolis n'est pas n�ecessairement multidimensionnel

comme pr�esent�e ici, par contre l'�echantillonnage de Gibbs est toujours sur un

espase de con�gurations. Pour un site x �x�e, soit 
(�; x) l'ensemble des con�g-

urations � qui ne sont di��erentes de � qu'au site x ; c'est-�a-dire

8y 6= x ; �(y) = �(y) et �(x) 6= �(x) :

Pour tous � 6= �; posons

��� =

8>><>>:
exp

h
�H(�)

T

i, P
�2
(�;x)

exp
h
�H(�)

T

i
si 9x 2 S t.q. � 2 
(�; x)

0 sinon .

Alors le g�en�erateur d�eduit de l'�echantillonnage de Gibbs est � = (���): On

v�eri�e que � est irr�eductible et �T�r�eversible.

2.2.2 Mod�ele d'Ising

En physique statistique, en statistique bay�esiennes, le mod�ele d'Ising apparâ�t

souvent. En adoptant les notations du paragraphe pr�ec�edent, pour tout site

i de S ; on identi�e l'ensemble 
i �a f0; 1g:Chaque con�guration � de l'espace


 = f0; 1gS est une application de S dans f0; 1g (�a chaque site x, on associe un

�etat binaire �(x) 2 f0; 1g). Un syst�eme de spin est un processus de Markov sur

l'espace d'�etats 
, qui �a chaque transition modi�e la con�guration courante en
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au plus un site. Pour toute con�guration � de 
, et tout site x de S, on note

�x la con�guration obtenue en modi�ant � au site x

�x(y) =

8<: �(y) si y 6= x

1� �(x) si y = x :

Les taux d'un syst�eme de spin sont donc, pour � 6= � 2 
,

��� =

8<: c(x; �) si � = �x

0 sinon :

On appelle processus d'Ising tout syst�eme de spin qui admet la mesure de

Gibbs �T comme mesure r�eversible. Il su�t qu'il v�eri�e la condition de bilan

d�etaill�e, pour toute con�guration � de 
 et tout site x de S:

c(x; �) exp

�
�H(�)

T

�
= c(x; �x) exp

�
�H(�x)

T

�
:

De nombreux g�en�erateurs v�eri�ent cette �equation. Voici quelques exemples.

Exemple 2.2.1

c(x; �) = exp

�
�H(�)�H(�x)

2T

�
Les rôles de 0 et 1 sont sym�etriques. C'est le choix le plus naturel du point

de vue math�ematique [52].

Exemple 2.2.2

c(x; �) =

8><>:
1 si �(x) = 1

exp

�
H(�x)�H(�)

T

�
sinon .

Il s'agit d'un mod�ele de d�eposition de particules [77].

Exemple 2.2.3

c(x; �) =

8><>:
1 si H(�x) � H(�)

exp

�
�H(�x)�H(�)

T

�
sinon .

C'est le g�en�erateur de Metropolis en choisisant

�0�� =

8<: 1 si 9x 2 S t.q. � = �x

0 sinon

pour le g�en�erateur �0 :
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Exemple 2.2.4

c(x; �) =

�
1 + exp

�
H(�x)�H(�)

T

���1
:

C'est le g�en�erateur de l'�echantillonnage de Gibbs ou dynamique de Glauber.

Ici, on s'int�eresse au cas o�u l'ensemble de sites S est une partie �nie de Zd:

Pour tout x 2 Zd; notons x(i) la i-�eme coordonn�ee de x avec 1 � i � d : La

norme de x est

jjxjj =
dX
i=1

jx(i)j :

On munit Zd de la structure de graphe dont les arêtes sont les paires (x; y) telles

que jjx� yjj = 1:On pose

S = fx ; 0 � x(i) � n� 1 ; 1 � i � d g :

La fonction d'�energie H d�epend de la structure de graphe ainsi que la condition

de bord de S : Nous allons consid�erer trois cas de conditions de bord : p�eriodique,

ouvert et unitaire. Ils seront distingu�es par les indices p, o et u respectivement.

Nous identi�ons le graphe G sur S au graphe restreint de Zd �a S ; c'est-�a-dire

8x; y 2 S ; (x; y) 2 G si jjx� yjj = 1 :

D�e�nissons le bord de S par:

@S = fx 2 S ; 9y =2 S t.q. jjx� yjj = 1 g :

Pour la condition de bord p�eriodique, d�e�nissons la structure de graphe Gp sur

S par

Gp = G [ f(x; y) ; x; y 2 @S ; jj(x � y) modulo njj = 1g :

D�e�nissons la fonction d'�energie par

Hp(�) = �
X

(x;y)2Gp

[2�(x) � 1] [2�(y)� 1]

qui mesure la di��erence entre le nombre de paires de voisins de valeur di��erente

et le nombre de paires de voisins de même valeur.
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Pour les deux autres conditions de bord, utilisons la notation � pour d�esigner

un �el�ement g�en�erique de l'ensemble 
1 = f0; 1gZ. Quelle que soit la con�gura-
tion � de 
, d�e�nissons l'�energie HU;� (�) avec conditions de bord � dehors de

S et couplage de bord 0 � U(x; y) � 1 avec x 2 @S ; y =2 S et jjx� yjj = 1, par

HU;� (�) = �
X

(x;y)2G

[2�(x)� 1] [2�(y)� 1]

�
X

x2@S; y=2S
jjx�yjj=1

U(x; y) [2�(x) � 1] [2�(y)� 1]

On dit que la condition de bord est ouverte si U � 0 et unitaire si U � 1 et �

est la con�guration constante valant 1 en tout site. C'est-�a-dire

Ho(�) = �
X

(x;y)2G

[2�(x) � 1] [2�(y)� 1]

et

Hu(�) = �
X

(x;y)2G

[2�(x)� 1] [2�(y)� 1]�
X
x2@S

[2�(x)� 1] :

Quand l'ensemble de sites est �ni, un processus d'Ising a toujours une mesure

stationnaire unique. Si on remplace l'ensemble de sites S par Zd ; on obtient le

mod�ele d'Ising bien connu en physique statistique. Maintenant, un ph�enom�ene

tout �a fait di��erent apparâ�t. Pour d = 2 ; pour une temp�erature

T > T (2)
c =

2

log
�
1 +
p
2
� � 2; 27 ;

la mesure stationnaire est unique. Si T < T
(2)
c ; il y a au moins deux mesures sta-

tionnaires. Pour d � 3; nous avons la conclusion analogue pour une temp�erature

critique T
(d)
c > 0 dont la valeur exacte reste inconnue. Ce ph�enom�ene s'appelle

transition de phase. Mais pour d = 1 ; il n'y a pas de transition de phase, la

mesure stationnaire est unique.

Une autre description de la transition de phase se fait par le gap. Si la

transition de phase a lieu, gap= 0 ; sinon, gap> 0 : Il est naturel de demander

comment cette nullit�e du gap se re
�ete si on consid�ere le processus d'Ising sur

un carr�e S �ni mais tr�es grand dont le gap est toujours strictement positif. De

nombreux travaux portent sur cette question: [53, 64, 65, 66].
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2.3 M�ethodes principales d'�etude du gap

Les outils pour l'�etude du gap ainsi que du spectre sont essentiellement de trois

types: analytiques, g�eom�etriques et probabilistes. Regardant le g�en�erateur � et

le semi-groupe fP (t) ; t � 0g d'un processus de Markov de mesure stationnaire

� comme op�erateurs sur l'espace L2(�); associ�ees �a la forme de Dirichlet, les

in�egalit�es analytiques comme les in�egalit�es de Poincar�e, de Sobolev, de Nash et

de Sobolev logarithmique ont �et�e utilis�ees pour l'�etude des châ�nes ou des pro-

cessus de Markov. D'ailleurs, beaucoup de r�esultats ont �et�e obtenus r�ecemment

�a partir des quantit�es g�eom�etriques et la combinaison des chemins du graphe

d�eduit du g�en�erateur du processus de Markov. Une pr�esentation pr�ecise de ces

m�ethodes est donn�ee dans le cours de Salo�-Coste [62]. D'un point de vue

probabiliste qui est assez di��erent des pr�ec�edents, la m�ethode de couplage est

aussi utilis�ee avec succ�es dans les �etudes de gap. Donnons quelques r�ef�erences

r�ecentes de cette m�ethode: [50], [9], [11]. Nous nous contenterons de d�ecrire

bri�evement quelques unes des m�ethodes �evoqu�ees ci-dessus.

2.3.1 Techniques de comparaison

Dans [20] et [23], est d�evelopp�ee une m�ethode pour estimer toutes les valeurs

propres d'une châ�ne de Markov en comparant sa forme de Dirichlet avec celle

d'une autre dont on suppose connâ�tre le spectre. Cette m�ethode est aussi

valable pour les processus de Markov. De fa�con plus pr�ecise, soit � et e� deux

processus irr�eductibles sur un espace d'�etats de taille n + 1. Soit � et e� les

mesures r�eversibles respectivement de � et e�. Notons D et eD les formes de

Dirichlet associ�ees. Posons que les valeurs propres de � et e� sont respectivement

0 = ��0 > ��1 � � � � � ��n

et

0 = �e�0 > �e�1 � � � � � �e�n :

La caract�erisation minimax des valeurs propres donne les bornes des valeurs
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propres de � en terme de celles de e� (voir [36]): Pour 0 � i � n; si

eD � AD et e� � a� ;

alors

�i � a

A
e�i :

Notons G; eG les graphes r�eduits de � et e� respectivement. Soit e
kl un chemin

dans eG liant k et l. Pour toute paire (i; j) de G; eG(i; j) d�esigne l'ensemble des
chemins e
kl dans eG contenant l'arête (i; j): On note je
klj la longueur du chemine
kl: Alors une version de la constante A est donn�ee dans [20].

Th�eor�eme 2.3.1 (P. Diaconis et L. Salo�-Coste, 1993) Posons

A = max
(i;j)2G

8><>: 1

�(i)�ij

X
eG(i;j) je
klje�(k)e�kl

9>=>; :

Alors eD � AD :

De nombreuses applications du th�eor�eme ci-dessus sont �etudi�ees par Diaconis

et Salo�-Coste: [20, 21, 62].

2.3.2 Di��erentes versions de l'in�egalit�e de Cheeger

En montrant une borne inf�erieure de la deuxi�eme valeur propre du laplacien

sur une vari�et�e Riemannienne lisse et compacte, Cheeger [7] a introduit une

constante isop�erim�erique. Cette quantit�e g�eom�erique a inspir�e beaucoup de

bornes inf�erieures ou sup�erieures du gap voire de tout le spectre dans notre

cadre. On va pr�esenter ici certains r�esultats qui se servent de cette constante

en les adaptant aux processus de Markov si n�ecessaire.

Soit � un g�en�erateur de Markov irr�eductible et �-r�eversible d�e�ni sur l'espace

d'�etats E: Adoptons les notions pr�esent�ees dans [26]. Pour tout sous-ensemble

E1 de E; d�e�nissons selon Sinclair (voir [69]) la conductance de E1 normali�ee
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par

�(E1) =
1

�(E1)

X
i2E1

j2E�E1

�(i)�ij :

On l'interpr�ete comme le 
ux probabiliste de sortie de E1 dans le r�egime sta-

tionnaire. La conductance sym�etrique de E1 normalis�ee est d�e�nie selon Lawler

et Sokal (voir [47]) par

��(E1) =
�(E1)

1� �(E1)

qui du fait de la r�eversibilit�e est �egal �a ��(EnE1). On l'interpr�ete ainsi comme le


ux probabiliste d'�echange entre E1 et son compl�ementaire dans le r�egime sta-

tionnaire. D�e�nissons en�n la conductance globale ou bien constante de Cheeger

par

� = min
E1�E

�(E1)�1=2

�(E1)

et la conductance globale sym�etrique par

�� = min
E1�E

��(E1) :

Intuitivement, si le processus sort rapidement de tous les \petits" ensembles

E1 � E avec �(E1) � 1=2; autrement dit si la conductance globale est grande,

la convergence doit n�ecessairement être rapide. Cette intuition est formalis�ee

par Sinclair et Jerrum (cf. [69]):

Th�eor�eme 2.3.2 (A. Sinclair et M. Jerrum, 1989) :

�2

2�h
� gap(�) :

Par une intuition analogue, si les 
ux d'�echanges entre tous les sous-ensem-

bles compl�ementaires sont rapides, ce qui correspond �a une grande condutance

globale sym�etrique, Lawler et Sokal (cf. [47]) a�rment que le taux de conver-

gence est n�ecessairement grand :

Th�eor�eme 2.3.3 (G.F. Lawler et A.D. Sokal, 1988) :

��2

8�h
� gap(�) :
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Inversement, plus le 
ux d'�echange entre E1 et son compl�ementaire est faible,

plus le processus s'attardera longtemps dans un des deux sous-ensembles avant

de visiter l'autre. L'acc�es �a l'�equilibre en sera ralenti d'autant et le gap du

processus sera plus faible. Dans [23], Diaconis et Stroock ont montr�e le r�esultat

suivant

gap(�) � �� :

L'estimation du gap de Lawler et Sokal est r�ecement �etendue �a toutes les

valeurs propres du g�en�erateur par O.Fran�cois [26] dans le cas o�u la mesure

r�eversible du g�en�erateur est assez concentr�ee sur un �etat (le cas du recuit simul�e

�a basse temp�erature par exemple). On adapte le r�esultat de Fran�cois des châ�nes

aux processus de la mani�ere suivante.

Th�eor�eme 2.3.4 (O. Fran�cois, 1997) Soit � la mesure r�eversible du g�en�e-

rateur �: Supposons qu'il existe un �etat i tel que

�(i) > v2

avec

v =

 
19

27
+

p
33

9

! 1
3

+
4

9

 
19

27
+

p
33

9

!� 1
3

� 2

3
� 0; 701 :

Alors pour toute valeur propre � 6= 0 de �; on a

�1�
p
1� x2 � � � �1 +

p
1� x2

o�u

x =
n
1�

p
1� �(i)

h
1 +

p
�(i)

io
�� :

2.3.3 Etude de comportement asymptotique spectral

Dans de nombreux cas, le g�en�erateur de Markov irr�eductible d'int�erêt peut être

vu comme une perturbation d'un g�en�erateur r�eductible. C'est le cas par ex-

emple pour les processus d'Ising et le recuit simul�e �a basse temp�erature. C'est

aussi le cadre o�u on se place pour le th�eor�eme A qui porte sur le comportement
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asymptotique des valeurs propres. Les travaux sur le comportement asympto-

tique spectral des g�en�erateurs de ce type sont nombreux: [44, 27, 5, 57]. L'id�ee

d'�etudier le comportement asymptotique au travers de la structure hi�erarchique

de l'espace d'�etats li�ee naturellement au g�en�erateur est introduite par Freidlin-

Wentzell [27]. Leur technique a inspir�e par suite beaucoup de travaux dans de

nombreux domaines: [5, 54, 57, 8]. Avec la même id�ee de base, Miclo [57] a

consid�er�e le recuit simul�e �a basse temp�erature et �etendu le r�esultat de Holley,

Kusuoka et Stroock ([35]) sur le gap en obtenant le comportement asympto-

tique de toutes les valeurs propres ainsi que les projections spectrales. De fa�con

pr�ecise, il consid�ere sur un graphe �ni G; le g�en�erateur �; �a temp�erature T; du

recuit simul�e associ�e �a une fonction d'�energie H: Soit

0 = �0 > �1 � � � � � �n�1

ses valeurs propres qui sont fonctions de T . Il montre que pour tout 1 � i � n�1;
il existe des constantes bi � ai > 0 (ne d�ependant que de G) et ci(G;H) � 0;

telles que, pour tout T � 0;

ai exp

�
�ci(G;H)

T

�
� ��i � bi exp�

�
ci(G;H)

T

�
;

et il a donn�e une description g�eom�etrique de ci(G;H): De plus, il a obtenu la

convergence de la somme des projections spectrales de

diag

�
exp�H(i)

2T

�
0�i�n�1

�diag

�
exp

H(i)

2T

�
0�i�n�1

;

l'op�erateur de Schr�odinger associ�e �a �; relatives aux valeurs propres �i: La

description des ci(G;H) est longue, voir [57].

2.3.4 M�ethode de couplage

La m�ethode de couplage est beaucoup moins utilis�ee pour estimer le gap que les

autres m�ethodes �evoqu�ees ci-dessus. L'objectif de ce paragraphe est d'illustrer

l'e�cacit�e et la puissance potentielle de cette m�ethode en pr�esentant certains

travaux r�ecents de Chen ([9, 11, 12]) sur cette m�ethode et le gap spectral. Au
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travers de la m�ethode de couplage, Chen a obtenu des bornes �nes voire des

formules variationnelles du gap, dans le cas du laplacien sur une vari�et�e lisse, des

op�erateurs elliptiques, et des processus de Markov. Pr�esentons essentiellement

une borne inf�erieure du gap des processus de Markov in�nis. Pour la th�eorie

fondamentale des processus de Markov in�nis, voir [9].

Soit � = (�ij) un g�en�erateur de Markov irr�eductible et �-r�eversible d�e�ni

sur E = f0; 1; 2; : : :g: Un couplage markovien de � est un g�en�erateur de Markov

�coup sur l'espace produit E�E v�eri�ant la condition de marginalit�e, pour tout

couple (i; j) de E �E;

�coupf(i; j) = �f(i) (resp. �coupf(i; j) = �f(j))

pour toute fonction f born�ee de E � E dans R , d�ependant seulement de la

premi�ere variable (resp. la deuxi�eme variable). Le couplage markovien appel�e

couplage classique ou basique est d�e�ni de la fa�con suivante.

�coupf(i1; i2) =

8<: (�f(� ; i2)) (i1) + (�f(i1; �)) (i2) si i1 6= i2

�f(i1) si i1 = i2

o�u f(i) = f(i; i):

Soit � =
�
�ij
�
un g�en�erateur ��r�eversible tel que 8j < i ; �ij � �ij : Pour

une nouvelle distribution e� telle que

0 < inf
i

e�(i)
�(i)

� sup
i

e�(i)
�(i)

<1 ;

d�e�nissons un g�en�erateur e� =
�e�ij� tel que

e�ij =
8><>:

�ij si i > je�(j)�ije�(i) si i < j :

On a aussi besoin d'un g�en�erateur b� =
�b�ij� sur En = f0; 1; : : : ; ng tel que

b�ij =
8>>>>><>>>>>:

�ij si i; j � n� 1X
k�n

�ij si i � n� 1; j = ne�(j)Pk�n
e�jkP

k�n e�(k) si i = n; j � n� 1 :
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Un g�en�erateur de Markov � est dit r�egulier, s'il existe un seul semi-groupe

admettant � comme g�en�erateur. Une formule g�en�erale de minoration est donn�ee

dans [11].

Th�eor�eme 2.3.5 (M.F. Chen, 1995) Supposons que les g�en�erateurs �; � ete� d�e�nis ci-dessus sont r�eguliers. Pour tout n � 1; soit �coup

n un couplage

markovien de b�n: Soit � une distance sur E: Si pour tout n; il existe �n telle

que pour tous i1 6= i2;

�coup

n �(i1; i2) � ��n�(i1; i2) ;

alors

gap(�) �
�
inf
i

e�(i)
�(i)

�
sup
i

e�(i)
�(i)

�
lim
n!1

�n : (2.3)

Pour transformer ce r�esultat en une estimation e�cace, il s'agit de trouver

un bon couplage �coupn et une bonne distance �. Comme qu'il y a une in�nit�e de

couplages v�eri�ant (2.3) pour une distance � donn�ee, il est naturel de se poser

les questions suivantes. En existe-t-il un optimal? En quel sens un couplage

est-il optimal? Selon Chen, un g�en�erateur de couplage �
coup

est dit ��optimal
si pour tout g�en�erateur de couplage �coup; on a

�
coup

�(i1; i2) � �coup�(i1; i2) ; 8i1 6= i2 :

Ainsi un couplage optimal d�epend fortement de la distance. De plus même pour

un couplage optimal �x�e, Chen a montr�e qu'il y a encore une grande classe de

distances � pouvant être choisies. Donc la construction de la distance joue un

rôle crucial dans l'application du th�eor�eme . Une distance convenable conduit

�a une estimation �ne. Dans le cas des processus de naissance et de mort, en

choissant une distance � fortement li�ee au vecteur propre du gap et le couplage

classique qui est ��optimal, Chen a obtenu une formule variationnelle du gap

di��erente de (2.1).

Consid�erons un processus de naissance et de mort sur E = f0; 1; 2; : : :g de
param�etres f�i; �igi�0: C'est un processus de Markov sur E dont les taux sont
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d�e�nis par

�ij =

8>>><>>>:
�i si i � 0; j = i+ 1

�i si i > 0; j = i� 1

0 sinon .

Soit � = f�(i)g la mesure r�eversible du processus avec �(0) = 1. Soit V
l'ensemble des suites positives fvigi�0: D�e�nissons

Ri(v) = �i+1 + �i � �i=vi�1 � �i+1vi ; �0 = 0; v�1 = 1; i � 0 :

SoitW l'ensemble des suites strictement croissantes fwigi�1 avec
P

i�1 �(i)wi >

0: D�e�nissons

Ii(w) = �i�(i)(wi+1 � wi)

,
1X

j=i+1

�(j)wj ; i � 1

I0(w) = b0

0@1 + w1

,
1X
j=1

�(j)wj

1A :

Th�eor�eme 2.3.6 (M.F. Chen, 1995) Pour le processus de naissance et de

mort d�e�ni ci-dessus, on a

gap(�) = sup
v2V

inf
i�0

Ri(v) :

gap(�) = sup
w2W

inf
i�0

Ii(w) :

De plus, le sup peut être atteint dans les deux �egalit�es ci-dessus.

Il est clair que pour toute suite fvig ou fwig; on obtient une borne inf�erieure
du gap. Ces deux formules variationnelles de gap sont plus utiles que (2.1) pour

minorer le gap. En choisissant des suites fvig ou fwig convenables, Chen a

montr�e (cf. [11]) qu'il est facile de retrouver les estimations existantes du gap

des processus de naissance et de mort.
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Dans ce chapitre, toutes les fonctions f de " sont d�e�nies sur un intervalle (0; x]

avec x positif et suppos�e petit. Par abus de l'angage, on va cependant parler

de l'analyticit�e de f en " = 0 au sens o�u il existe un prolongement f 0 de f �a

un voisinage de 0 tel que f 0 est analytique dans ce voisinage. Par cons�equent

lim"&0 f existe. Notons

d(f) = lim
"&0

log jf j
log "

si la limite existe et

d(f) = +1

si f � 0: On dit que f est d'ordre �
�
"k
�
si d (f) = i, d'ordre O

�
"i
�
si d(f) � i

et d'ordre o
�
"i
�
si d(f) > i: Soit S un ensemble, O("is) et o

�
"is
�
vont d�esigner

des vecteur indic�e par S dont chaque terme est d'ordre O("i) et o
�
"i
�
respec-

tivement.

43
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3.1 Enonc�e et d�emonstration du th�eor�eme A

On consid�ere un g�en�erateur � fonction de " et analytique en " = 0; irr�eductible

et r�eversible. En notant Sk(�) le vecteur constitu�e des valeurs propres d'ordre

O("k) du g�en�erateur � par ordre croissant avec multiplicit�e �eventuelle, on va

donner explicitement dans le th�eor�eme A (paragraphe 3.1.4) un g�en�erateur �k

d'ordre #Sk(�) tel que 1="kSk(�) et S0(�k) ont la même limite. Ainsi les

�equivalents des valeurs propres d'ordre �
�
"k
�
sont donn�es par les valeurs propres

non nulles multipli�ees par "k. L'�enonc�e et la d�emonstration du th�eor�eme A se

fait en plusieurs �etapes. L'id�ee principale de la d�emonstration est de structurer

hi�erarchiquement l'espace d'�etats �a partir du g�en�erateur �: On va commencer

par donner cette structure hi�erarchique naturellement li�ee �a � et certaines pro-

pri�et�es associ�ees (3.1.1). Le g�en�erateur � est ainsi agr�eg�e en blocs lui-même

hi�erarchiquement, et on montre dans le paragraphe 3.1.2 certaines propositions

concernant cette hi�erarchisation. Ensuite, quelques propri�et�es d'inversibilit�e et

de continuit�e de certaines matrices qui sont indispensables techniquement pour

la d�emonstration du th�eor�eme A sont rassembl�ees dans le paragraphe 3.1.3. En-

�n, on montre le th�eor�eme A dans le paragraphe 3.1.4. Une comparaison entre

le th�eor�eme A et les r�sultats existants se fait dans le paragraphe 3.1.5.

3.1.1 Structure hi�erarchique

Soit � = (�ab)a;b2E un g�en�erateur de Markov analytique en " = 0 sur l'espace

d'�etats E: On le suppose irr�eductible et �-r�eversible. La propri�et�e suivante est

sur l'analyticit�e de la mesure r�eversible � de �:

Proposition 3.1.1 La mesure r�eversible � est analytique en " = 0.

D�emonstration . Soit a 2 E: Comme � est irr�eductible, pour tout b de E; il

existe un entier l et des �etats c1; : : : ; cl avec c1 = a et cl = b tels que

�c1c2 � � ��cl�1cl > 0 :
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Par anliticit�e, l �nira par ne plus dependre de " pour " > 0 assez petit. Posons

�0(b) =
�c1c2 � � ��cl�1cl
�clcl�1 � � ��c2c1

;

on a

�(b) =
�0(b)P
c2E �0(c)

:

Du fait que �(b) est born�e et m�eromorphe en " = 0, on en d�eduit que �(b) est

analytique en " = 0.

Introduisons d'abord quelques notations. De la r�eversibilit�e, pour tous a; b 2
E ; on d�eduit imm�ediatement que

d(�ab) + d(�(a)) = d(�ba) + d(�(b)) :

Posons

d(a; b) = d(�ab) + d(�(a)) = d(�ba) + d(�(b)) ;

qui est donc entier au vu de la proposition 3.1.1.

On d�e�nit la fonction de base B sur l'ensemble des sous-ensembles de E de

la fa�con suivante

8S � E ; B(S) = min
a2S

d(�(a)) :

Soit E = f�; �; : : :g une partition de E : On utilise les notations suivantes

par rapport �a la partition E :

� Pour tout a de E ; on note E(a) la classe de E contenant a :

� Soit a; b 2 E. En notant � = E(a) ; on pose

�E [a; b] = d(a; b)�B(�) ;

qui mesure, en ordre de grandeur de "; la di�cult�e de communication de

l'�etat a vers l'�etat b; relative �a la partition E :
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� Pour toutes classes �; � de E ; notons encore �E [�; �] la quantit�e suivante:

�E [�; �] = min f�E [a; b] ; a 2 �; b 2 �g

qui mesure en quelque sorte la di�cult�e de passage de � �a � relative �a la

partition E :

D�e�nissons les suites de fonctions d'�energie fHkgk�1 sur E, de partitions

fEkgk�0 de E ; et de sous-ensembles des Ek; fFkgk�0 par r�ecurrence.
D�e�nissons E0 comme la partition en singletons de E et identi�ons F0 �a

E0:La fonction H1 est d�e�nie par

8a 2 E ; H1(a) = d(�(a)) :

Par r�ef�erence au cas particulier du recuit simul�e (paragraphe 3.2.3), H1 sera

appel�ee la fonction d'�energie. Cette fonction H1 prend des valeurs positives

ou nulles. D�e�nissons la relation R1 sur E comme suit. On note aR1b si et

seulement si il existe un entier l et une suite fcig1�i�l dans E avec a = c1 et

b = cl telles que pour tout i compris entre 1 et l � 1

H1(ci) = H1(ci+1) et �E0 [ci; ci+1] = 0 :

En fait, sous les hypoth�eses si-dessus,

�E0 [ci; ci+1] = 0, �E0 [ci+1; ci] = 0, d(�cici+1) = 0, d(�ci+1ci) = 0 ;

La relationR1 est donc une relation d'�equivalence. En d'autres termes, aR1b s'il

existe un chemin liant a; b tel que H1 est constante sur ce chemin et tous les taux

sur ce chemin ont une limite strictement positive quand " tend vers 0: D�e�nissons

E1 l'ensemble des classes d'�equivalence par rapport �a R1. Evidemment, H1 est

constante sur toute classe �1 de E1: Notons h(�1) cette constante d'�energie sur
�1: On dit que �1 est une classe minimale d'ordre 1 si

8�1 2 E1; h(�1) > h(�1) =) �E1 [�1; �1] � 1 ;

et non-minimale, sinon. Notons F1 l'ensemble des classes minimales d'ordre 1
qui est donc un sous-ensemble de E1.
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Pour k � 1; supposons d�e�nies la fonction d'�energie Hk et la partition Ek
qui sont telles que

� Hk prend des valeurs � k � 1;

� Hk est constante sur chaque �el�ement de Ek;

� le g�en�erateur restreint de � sur chaque �el�ement de Ek est irr�eductible.

Un �el�ement de Ek sera appel�e une classe d'ordre k: Pour toute classe �k de

Ek; on note h(�k) la valeur commune des Hk(a); pour a 2 �k:A�n d'all�eger les

�ecritures, nous notons d�esormais �k[a; b] la di�cult�e de la communication de a

vers b relative �a la partition Ek i.e.

�k[a; b] = �Ek [a; b] :

Et pour toutes classes �k; �k de Ek; notons �[�k; �k] la di�cult�e de la commu-

nication de �k vers �k relative �a la partition Ek; i.e.

�[�k; �k] = �Ek [�k; �k] :

On dit que �k est une classe minimale d'ordre k si

8�k 2 Ek, h(�k) > h(�k) =) � [�k; �k] � k

et non-minimale sinon. Notons Fk l'ensemble des classes minimales d'ordre k .

D�e�nissons Hk+1 de la fa�con suivante. Pour tout a de E

Hk+1(a) =

8<: Hk(a) + 1 si Ek(a) 2 Fk
Hk(a) sinon

o�u Ek(a) est la classe de la partition Ek �a laquelle a appartient. On constate que

Hk+1 � Hk et que Hk+1 prend des valeurs � k: De plus, Hk+1 est constante sur

toutes les classes �k de Ek. On va noter Hk+1(�k) cette constante d'�energie.

La partition Ek+1 de E est d�e�nie �a partir de Ek et Hk+1 en regroupant

certaines classes de Ek: Pour toute classe �k de Ek; nous notons �k la classe

regroup�ee autour de �k de la fa�con suivante:

�k =
[
f�k 2 Ek ; Hk+1(�k) = Hk+1(�k) et �[�k; �k] � kg
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si �k est minimale, et

�k = �k

sinon. En d'autres termes, nous regroupons autour de chaque classe minimale

d'ordre k; celles qui sont de même �energie par rapport �a Hk+1 et communiquent

avec elle �a un ordre inf�erieur ou �egal �a k: D�e�nissons la partition Ek+1 de E

comme la partition la plus �ne telle que pour toutes classes �k; �k de Ek; les
classes �k; �k d'intersection non vide sont dans une même classe de Ek+1. De

fa�con �equivalente, Ek+1 est l'ensemble des classes d'�equivalence par rapport �a

la relation d'�equivalence Rk+1 d�e�nie comme suit. Pour toutes �k; �k 2 Ek; on
note �kRk+1�k si et seulement si il existe un entier m et une suite f
ikg1�i�m
de Ek avec 
1k = �k et 
mk = �k telles que


ik \ 
i+1k 6= ; ; 1 � i � m� 1 :

On constate que le g�en�erateur restreint de � sur chaque classe de Ek+1 est

irr�eductible.

La construction d�e�nie ci-dessus est achev�ee d�es que l'ensemble des classes

minimales se trouve r�eduit �a un seul �el�ement. Notons K l'entier le plus petit

tel que

#FK = 1 :

On remarque que pour 1 � i � k � K; toute classe de Ek est une union de

classes de Ei:

D�e�nition 3.1.1 Soit �k 2 Ek; on dit que �k est une classe de type 1 si elle

contient au moins une classe minimale d'ordre k � 1 et de type 2 sinon.

On constate que si �k est de type 2; forc�ement elle est aussi une classe de

Ek�1; autrement dit, il existe une classe non-minimale d'ordre k� 1 not�ee �k�1

telle que

�k�1 = �k :

Soit �i 2 Ei ; on va noter Ek(�i) la classe de Ek contenant �i: Et on note Fi(�k)

un sous-ensemble des classes minimales d'ordre i incluses dans �k tel que

Fi(�k) = f�i 2 Fi ; �i � �k ; El(�i) 2 Fl ; i � l � k g :
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Une autre d�e�nition �equivalente de Fi(�k) est la suivante.

Fi(�k) = f�i 2 Fi ; �i � �k ; h(�k)� h(�i) = k � i g :

Evidemment, pour tout i � j � k,

Fi(�k) =
[

�j2Fj(�k)

Fi(�j) :

Nous illustrons les notions d�e�nies ci-dessus par un exemple explicite.

Exemple 3.1.1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
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E

ε
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ε
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ε
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Figure 3.1: Diagramme des taux de transition.
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Figure 3.2: H1 E1 et F1 :

Soit E = f1; : : : ; 17g: Donnons-nous un g�en�erateur � sur E par son dia-

gramme de transition et la fonction d'�energie H1 dans la �gure 3.1: Dans cette

�gure, il n'y a des taux de transition non nuls qu'entre deux �etats li�es par un

trait pointill�e. Pour les taux explicitement indiqu�es dans la �gure, le taux au
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Figure 3.3: H2 E2 et F2 :
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Figure 3.4: H3 E3 et F3 :

dessus du trait est celui de la transition de l'�etat de gauche vers l'�etat de droite.

Le taux au-dessous du trait est celui de la transition de droite �a gauche. Pour

les taux qui ne sont pas indiqu�es sur la �gure, ils valent " pour les transitions

qui augmentent la valeur de H1; ils valent 1 pour les transitions qui diminuent

la valeur de H1:

Pour 1 � k � 5; dans la �gure nomm�ee \Hk; Ek; et Fk", une classe de Ek
est un ensemble de points connect�es par des traits pleins, si les points d'une

classe sont noirs (resp. blancs), il s'agit alors d'une classe minimale (resp. non-

minimale). Dans cet exemple, la valeur h(�k) de la fonction d'�energie se trouve

être �egale au maximum de H1 sur cette classe ce qui n'est pas vrai dans le cas

g�en�eral.

Ici, on a K = 5: Posons �4 = f5; : : : ; 17g qui est une classe minimale d'ordre
4; alors

F3 (�4) = ff6; 7; 8g; f9; 10; 11gg ;
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Figure 3.5: H4 E4 et F4 :
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Figure 3.6: H5 E5 et F5 :

F2 (�4) = ff7; 8g; f9; 10gg ;

et

F1 (�4) = ff8g; f9gg :

Les suites de partitions fEkg1�k�K ; d'ensembles de classes minimales

fFkg1�k�K et de fonctions d'�energie fHkg1�k�K que nous avons construites

poss�edent un certain nombre de propri�et�es qui seront cruciales pour la d�emons-

tration du th�eor�eme A. Ces propri�et�es sont rassembl�ees dans la proposition

ci-dessous.

Proposition 3.1.2 Les propri�et�es ci-dessous sont vraies pour tout k compris

entre 1 et K :

(1) Soient �k une classe de Ek et �k une classe de EknFk: S'il existe a de �k
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et b de �k tels que

�k[b; a] = min f�k[b0; a0] ; b0 2 �k; a0 =2 �kg ;

alors on a

h(�k) < h(�k)

et

�k[a; b] = h(�k)�B(�k) = �[�k; �k] :

(2) Si �k est une classe minimale de Fk; alors �k est de type 1: Donc Fi(�k)

est non vide, pour 1 � i � k :

(3) Soit �k 2 Ek : Si �k est de type 1; alors

h(�k)�B(�k) = k � 1 :

Si �k est de type 2; alors

h(�k)�B(�k) < k � 1 :

(4) Soit �k 6= �k 2 Ek telles que h(�k) � h(�k): On a

� [�k; �k] � h(�k)�B(�k) :

(5) Soit�k 6= �k 2 Ek: Si �k est de type 1 et h(�k) = h(�k); alors

� [�k; �k] � k :

On dira que Pi(k) est vraie si pour tout j � k; la propri�et�e (i) ci-dessus est

vraie, pour 1 � i � 5: On va d�emontrer les 5 propri�et�es ci-dessus par r�ecurrence

selon les �etapes suivantes. Dans l'�etape I, on montrera que les Pi(1) sont vraies

avec 1 � i � 5 et l'�etape I:i consiste �a montrer Pi(1): Ensuite, nous supposerons

que Pi(k � 1) sont vraies avec 1 � i � 5: Dans l'�etape II; nous montrerons

�etape II:1: P1(k � 1) et P3(k � 1) =)P2(k) ;

�etape II:2: P2(k � 1) et P3(k � 1) =)P3(k) ;

�etape II:3: P3(k � 1) et P4(k � 1) et P5(k � 1) =)P4(k) ;
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�etape II:4: P3(k) et P4(k � 1) et P5(k � 1) =)P5(k) ;

�etape II:5: P3(k) et P5(k � 1) et P1(k � 1) =)P1(k) :

D�emonstration . Constatons que pour toute classe �1 d'ordre 1;

B(�1) = h(�1) (3.1)

o�u B est la fonction de base.

Etape I:1: montrons que P1(1) est vraie.

Comme �1 est non-minimale, alors

�1[b; a] � 0;

d'o�u

�1[b; a] = 0 :

Alors

d(�ab) = �1[b; a] +B(�1)� d(�(a)) = 0 :

Si d(�ba) = 0; on a

H1(a) = d(�(a)) = d(�(b)) = H1(b) :

Donc a et b sont dans une même classe d'ordre 1 ce qui contredit l'hypoth�ese.

On a donc d(�ba) > 0 ce qui implique

h(�1) = d(�(a)) < d(�(b)) = h(�1) :

En plus

�1[a; b] = �1[b; a] +B(�1)�B(�1)

= h(�1)�B(�1) :

Pour le fait que

�[�1; �1] = h(�1)�B(�1) ;

c'est un r�esultat imm�ediat de P4(1) qu'on va montrer apr�es.

Etape I:2: P2(1) est vraie car toute classe d'ordre 0 est minimale.
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Etape I:3: On d�eduit que P3(1) est vraie du fait que toute classe d'ordre 1

est de type 1 et en utilisant l'�egalit�e (3.1).

� [�1; �1] = � [�1; �1] +B (�1)�B (�1)

= B (�1)�B (�1) :

Etape I:4: montrons que P4(1) est vraie.

Pour tous a 2 �1; b 2 �1;

�1[a; b] = d(a; b)�B(�1)

= d(�(b)) + d(�ba)�B(�1)

= h(�1) + d(�ba)�B(�1)

� h(�1)�B(�1) :

Etape I:5: montrons que P5(1) est vraie.

D'apr�es P4(1);8a 2 �1; b 2 �1

�1[a; b] � h(�1)�B(�1) = 0 :

Or si �1[a; b] = 0 ; alors

d(�ab) = �1[a; b]� d(�(a)) +B(�1) = 0 :

On en d�eduit que a et b sont dans une même classe d'ordre 1 ce qui contredit

le fait que �1 6= �1: D'o�u

�1[a; b] � 1 :

Supposons maintenant que les Pi(k � 1) sont vraies avec 1 � i � 5:

Etape II:1: P1(k � 1) et P3(k � 1) =)P2(k):

Soit �k une classe minimale d'ordre k: Supposons que �k est de type 2:

Notons �k�1 la classe non-minimale d'ordre k � 1 telle que �k�1 = �k: Posons

d1 = minf�k[a; b] ; a 2 �k; b =2 �k, Hk(b) < Hk(a)g :

et

G1 = f(a; b) ; a 2 �k; b =2 �k; Hk(b) < Hk(a), �k[a; b] = d1g :
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Comme �k est minimale, forc�ement d1 � k: Posons

d2 = minf�k�1[a; b] ; a 2 �k�1; b =2 �k�1, Hk�1(b) < Hk�1(a)g :

et

G2 = f(a; b) ; a 2 �k�1; b =2 �k�1; Hk�1(b) < Hk�1(a), �k�1[a; b] = d2g :

Du fait que �k = �k�1 et h(�k) = h(�k�1); on d�eduit

G2 = f(a; b) ; a 2 �k; b =2 �k; Hk�1(b) < Hk(a), �k[a; b] = d2g :

Comme �k�1 est non-minimale, forc�ement d2 � k � 2: Donc

G1 \G2 = ; :

Soit (a; b) 2 G2; on en d�eduit

Hk(b) = Hk�1(b) + 1 = Hk(a) :

Posons �k�1 = Ek�1(b); alors �k�1 est une classe minimale. On a donc

�k�1[b; a] = h(�k�1)�B(�k�1) (d'apr�es P1(k � 1))

= h(�k�1)� [h(�k�1)� k + 2] ( P3(k � 1) )

= k � 1 :

Alors �k�1 � �k�1 et donc �k�1 et �k�1 sont dans une même classe d'ordre k;

ce qui contredit l'hypoth�ese.

Etape II:2: P2(k � 1) et P3(k � 1) =)P3(k):

Si �k est de type 2; soit �k�1 la classe non-minimale d'ordre k� 1 telle que

�k�1 = �k: Alors

h(�k�1) = h(�k)

et donc

h(�k)�B(�k) = h(�k�1)�B(�k�1)

� k � 2 (P3(k � 1) ) .
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Si �k est de type 1; pour toute classe non-minimale �k�1 d'ordre k�1 incluse
dans �k; on a

B(�k�1) � h(�k�1)� k + 2 (P3(k � 1) )

= h(�k)� k + 2 :

Or pour toute classe minimale �k�1 d'ordre k � 1 incluse dans �k, d'apr�es

P2(k � 1); �k�1 est de type 1; on a

B(�k�1) = h(�k�1)� k + 2 (P3(k � 1) )

= h(�k)� k + 1 :

On en d�eduit

B(�k�1) = B(�k) :

On a alors

h(�k)�B(�k) = h(�k�1) + 1�B(�k�1)

= k � 1 (P3(k � 1) ) .

Etape II:3: P3(k � 1) et P4(k � 1) et P5(k � 1) =)P4(k):

Soit a 2 �k; b 2 �k tels que

�k[a; b] = �[�k; �k] :

Posons

�k�1 = Ek�1(a) et�k�1 = Ek�1(b) :
Evidemment

�k�1[a; b] = �[�k�1; �k�1] :

Si h(�k) = h(�k�1); on a

h(�k�1) � h(�k�1) :

Alors

�k[a; b] = �k�1[a; b] +B(�k�1)�B(�k)

� h(�k�1)�B(�k) (P4(k � 1))

= h(�k)�B(�k) :
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D'o�u le r�esultat:

Supposons maintenant h(�k) > h(�k�1); alors �k�1 est une classe minimale.

Consid�erons les trois cas suivants.

1) Si h(�k�1) < h(�k�1), on a

�k�1[b; a] � k � 1

d'apr�es la d�e�nition de classe minimale. Donc

�k[a; b] = �k�1[b; a] +B(�k�1)�B(�k)

� k � 1 +B(�k�1)�B(�k)

= h(�k�1) + 1�B(�k) ( P3(k � 1) )

= h(�k)�B(�k) :

2)Si h(�k�1) = h(�k�1); on a

�k[a; b] = �k�1[b; a] +B(�k�1)�B(�k)

� k � 1 +B(�k�1)�B(�k) ( P5(k � 1) )

= h(�k�1) + 1�B(�k) ( P3(k � 1) )

= h(�k)�B(�k) :

3) Si h(�k�1) > h(�k�1); forc�ement h(�k�1) = h(�k) = h(�k): On a

�k[a; b] = �k�1[b; a] + B(�k�1)�B(�k)

� h(�k�1)�B(�k) ( P4(k � 1) )

= h(�k)�B(�k) :

D'o�u le r�esultat.

Etape II:4: P3(k) et P4(k � 1) et P5(k � 1) =)P5(k):

Soit a 2 �k; b 2 �k tels que

�k[a; b] = �[�k; �k] :

Posons pour tout i compris entre 1 et k;

�i = Ei(a) et �i = Ei(b) :
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Remarquons que

�i[a; b] = �[�i; �i] :

Si

h(�1) = h(�k) et h(�1) = h(�k) ; (3.2)

on a H1(a) = H1(b): Du fait que a et b ne sont pas dans une même classe d'ordre

1; on d�eduit

d(�ab) � 1 ;

d'o�u

�1[a; b] = d(a; b)�B(�1)

= d(�(a)) + d(�ab)�B(�1)

= d(�ab)

� 1 :

Alors

�k[a; b] = �1[a; b] +B(�1)�B(�k)

� 1 +B(�1)�B(�k)

= 1 + h(�1)� [h(�k)� k + 1] ( P3(k) )

= k :

Si (3.2) n'est pas vrai, soit i � k � 1 le plus grand entier tel que

h(�i) = h(�k)� 1 ou h(�i) = h(�k)� 1 :

Consid�erons les trois cas suivants.

1) Si h(�i) = h(�k)� 1 et h(�i) = h(�k)� 1; alors �i et �i sont minimales.

D'apr�es P5(k � 1)

�i[a; b] � i :

Or si �i[a; b] = i; �i et �i seront dans une même classe d'ordre k ce qui contredit

le fait que �k 6= �k: Donc

�i[a; b] � i+ 1 :
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D'o�u

�k[a; b] = �i[a; b] +B(�i)�B(�k)

� i+ 1 +B(�i)�B(�k)

= i+ 1 + [h(�i)� i+ 1]� [h(�k)� k + 1] ( P3(k) )

= k :

2) Si h(�i) = h(�k) � 1 et h(�i) = h(�k); alors �i est minimale et �i non-

minimale. On a

�i[a; b] � h(�i)�B(�i) ( P4(k � 1) )

= h(�i)� [h(�i)� i+ 1] ( P3(k) )

= i :

Mais si �i[a; b] = i; �i et �i seront dans une même classe d'ordre i+1 ce qui est

contradictoire. D'o�u �i[a; b] � i + 1: Du même raisonnement que le cas 1), on

d�eduit

�k[a; b] � k :

3) Si h(�i) = h(�k) et h(�i) = h(�k) � 1; alors �i est non-minimale et �i

minimale. On a

�i[b; a] � h(�i)�B(�i) ( P4(k � 1) )

= h(�i)� [h(�i)� i+ 1] ( P3(k) )

= i :

Mais si �i[a; b] = i; �i et �i seront dans une même classe d'ordre i + 1; ce qui

est contradictoire. D'o�u �i[a; b] � i+ 1: Alors

�k[a; b] = �i[b; a] +B(�i)�B(�k)

� i+ 1 +B(�i)�B(�k)

= i+ 1 + [h(�i)� i+ 1]� [h(�k)� k + 1] ( P3(k) )

= k :
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D'o�u le r�esultat.

Etape II:5: P3(k) et P4(k) et P5(k) et P1(k � 1) =)P1(k):

Comme �k est non-minimale, on a

�k[b; a] � k � 1 : (3.3)

Si �k est de type 2, soit �k�1 la classe non-minimale d'ordre k � 1 telle que

�k�1 = �k :

On a

�k�1[b; a] = �k[b; a]

= minf�k[b0; a0] ; b0 2 �k; a0 =2 �kg
= minf�k�1[b0; a0] ; b0 2 �k�1; a0 =2 �k�1g:

Donc

�k[a; b] = �k�1[a; b] +B(�k�1)�B(�k)

= h(�k�1)�B(�k) ( P1(k � 1) )

= h(�k)�B(�k) ;

ce qu'on voulait d�emontrer .

Si �k est de type 1; supposons que h(�k) � h(�k): Quand h(�k) > h(�k);

on a

�k[b; a] = �[�k; �k]

� h(�k)�B(�k) ( P4(k) )

� h(�k)� [h(�k)� k + 1] ( P3(k) )

� k ;

ce qui contredit l'�equation (3.3). Quand h(�k) = h(�k):

�k[b; a] = �[�k; �k]

� k ( P5(k) ) ,
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ce qui contredit aussi (3.3). On en d�eduit

h(�k) < h(�k) :

Posons pour tout i compris entre 1 et k;

�i = Ei(a) et�i = Ei(b) :

Si h(�1) = h(�k); alors

�1[b; a] = �k[b; a] +B(�k)�B(�1)

� k � 1 +B(�k)�B(�1) (d'apr�es l'�equation (3.3))

= k � 1 +B(�k)� h(�k)

= 0 (P3(k) ) .

Par cons�equent,

�1[b; a] = 0 :

On a alors

�k[a; b] = �1[b; a] +B(�1)�B(�k)

= h(�k)�B(�k) :

Si h(�1) 6= h(�k), notons i � k � 1 le plus grand entier tel que

h(�i) = h(�k)� 1 :

N�ecessairement �i est une classe minimale d'ordre i. Alors

�i[b; a] � i

soit d'apr�es la d�e�nition de classe minimale si h(�i) < h(�i); soit d'apr�es P5(k�
1) si h(�i) = h(�i): Alors

�k[b; a] = �i[b; a] +B(�i)�B(�k)

� i+ [h(�i)� i+ 1]� [h(�k)� k + 1] ( P3(k) )

= k � 1 :
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En tenant compte de (3.3) ; on a

�k[b; a] = k � 1 :

D'o�u

�k[a; b] = �k[b; a] +B(�k)�B(�k)

= k � 1 +B(�k)�B(�k)

= h(�k)�B(�k) ( P3(k) ) .

Pour le fait

�[�k; �k] = h(�k)�B(�k) ;

c'est un r�esultat imm�ediat compte tenu de P4(k):

Au travers de la d�e�nition des partitions Ek comme de la proposition 3.1.2

apparâ�t une structure hi�erarchique des classes, minimales ou non. Nous al-

lons maintenant pr�eciser cette structure hi�erarchique. Pour cela, introduisons

quelques d�e�nitions et notations. Pour la suite, �k d�esigne toujours une classe

minimale d'ordre k; �el�ement de Fk.
On s'int�eresse �a l'arbre de hauteur k d�e�ni comme suit. La racine de l'arbre,

le n�ud de hauteur 0; est �k: Les �ls de �k sont constitu�es par les classes de

Ek�1 incluses dans �k: R�ecursivement, les n�uds de l'arbre de hauteur k � i

sont compos�es de certaines classes de Ei incluses dans �k: Soit �i 2 Ei un n�ud

de hauteur k � i: Il n'a pas de �ls, si �i est non-minimale. Et ses �ls sont les

classes d'ordre i � 1 incluses dans �i; si �i est minimale: Un n�ud de l'arbre

sera dit minimal s'il correspond �a une classe minimale, non-minimal sinon. On

remarque que Fi(�k) est en fait l'ensemble des n�uds minimaux de hauteur

k � i:
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Soit �i 2 Fi(�k). Pour i+ 1 � j � k ; posons �j = Ej(�i) qui est forc�ement
dans Fj(�k) : D�e�nissons les ensembles Oj [�i] ; Uj [�i] tels que

Oj [�i] =

8>>><>>>:
�i si j = i

�j � �j�1 si i < j � k

E � �k si j = k + 1 ;

et

Uj [�i] =

8>>>>>><>>>>>>:

�1 si j = i = 1

�j �
[

�j�12Fj�1(�j)

�j�1 si i � j � k et j 6= 1

E �
[

�k2Fk

�k si j = k + 1 :

[ ]α iU j

[ ]α iα j

α k

[ ]α iαj-1

[ ]α iO j

α i

Figure 3.7: Arbre issu de �k :

Dans la �gure 3.7, on donne un exemple d'arbre ayant �k comme racine.

Dans cette �gure, les points noirs et blancs repr�esentent respectivement les

n�uds minimaux et non-minimaux. Soit �i un n�ud minimal de hauteur k� i:
Alors �i est un n�ud du sous-arbre issu de �j�1[�i] avec j � 1 � i: Et Oj [�i]

est l'union des n�uds encadr�es par le rectangle en trait pleint et Uj [�i] l'union

des n�uds encadr�es par le rectangle pointill�e.
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En notant

Oj = Oj [�i] et Uj = Uj [�i] ;

on remarque que

� fOjgl�j�k+1 est une partition de En�l�1 si l � i+ 1 et une partition de

E si l = i ,

� et que

Oj = Uj [
[

�j�12Fj�1(�j)
�j�1 6=�j�1

�j�1 (3.4)

� et que l'ensemble

fUl[�l] ;�l 2 Fl(�i) ; 1 � l � i g

est une partition de �i:

{9,10}

{10}{9}

{5,...,17}

{5} {6,7,8}

{6}

{8}{7}

{7,8}

{9,10,11} {12,13,14,15,16,17}

{11}

Figure 3.8: Arbre issu de �4 = f5; : : : ; 17g :

Reprenons l'exemple 3.1.1, et posons par exemple

�4 = f5; : : : ; 17g :

Dans la �gure 3.8, c'est l'arbre ayant �4 comme racine d�e�ni ci-dessus o�u les

ensembles soulign�es sont les n�uds minimaux de l'arbre. Posons

�1 = f9g et �j = Ej(�1)
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pour 1 � j � 4: Alors

�2 = f9; 10g ; �3 = f9; 10; 11g ; �4 = f5; : : : ; 17g :

Notons pour 1 � j � 4

Oj = Oj [�1] et Uj = Uj [�1] :

Alors

O1 = f9g ; O2 = f10g ;
O3 = f11g ; O4 = f5; : : : ; 8; 12; : : : ; 17g ;

et

U1 = �1 ; U2 = f10g ; U3 = f11g ; U4 = f5; 12; : : : ; 17g ; U5 = ; :

Les di�cult�es de communication ainsi que les degr�es des taux de transition

sont li�es �a la hi�erarchie qui vient d'être d�ecrite.

Proposition 3.1.3 Soit �i 2 Fi(�k) : Soit a 2 �i ; b 2 Oj [�i] avec i+1 � j �
k + 1: Alors

a) d(a; b) � �j�1 [a; b] � j � 1 ;

b) d(�ab) � j � i :

D�emonstration . Posons

�j�1 = Ej�1(a) et �j�1 = Ej�1(b) :

N�ecessairement, �j�1 est minimale. Montrons

�j�1[a; b] � j � 1 : (3.5)

Si �j�1 est minimale, comme

�j�1; �j�1 � �j ;

on a

h(�j�1) = h(�j�1) :
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Donc (3.5) est vrai d'apr�es la propri�et�e (5) de la proposition 3.1.2.

Si �j�1 est non-minimale; alors

h(�j�1) = h(�j�1)� 1

d'o�u

�j�1[a; b] � h(�j�1)�B(�j�1) (d'apr�es (4) de la proposition 3.1.2)

= h(�j�1)� [h(�j�1)� j + 2] ( (3) de la proposition 3.1.2)

= j � 1 :

D'autre part

d(a; b) = �j�1[a; b] +B(�j�1)

� �j�1[a; b] :

Ce qui d�emontre l'in�egalit�e a):

Pour l'in�egalit�e b). On a

d(�ab) = �j�1[a; b] +B(�j�1)� d(�(a))

� j � 1 +B(�j�1)� d(�(a)) (d'apr�es l'�egalit�e (3.5)).

Or

B(�j�1) = h(�j�1)� j + 2 ( (3) de la proposition 3.1.2 )

= h(�i)� i+ 1

= B(�i) ( (3) de la proposition 3.1.2 ).

Donc

d(�ab) � j � 1 +B(�i)� d(�(a))

� j � 1 +B(�i)� h(�i)

= j � i ( (3) de la proposition 3.1.2 ),

d'o�u l'in�egalit�e b):
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3.1.2 D�ecomposition hi�erarchique du g�en�erateur

Nous rassemblons dans ce paragraphe les r�esultats quantitatifs qui relient le

g�en�erateur � et sa mesure r�eversible � �a la structure hi�erarchique de l'espace

d'�etat.

Pour tout sous-ensemble S de E; on note �S le g�en�erateur restreint de � sur

S: Pour tous sous-ensembles S1; S2 de E avec S1 \ S2 = ;; notons

GS2
S1

= (�ab)a2S1b2S2

la matrice compos�ee des taux de transition de S1 �a S2: Et posons D
S2
S1

la matrice

diagonale telle que

DS2
S1
11S1 = GS2

S1
11S2 :

Soit �i 2 Fi(�k): On note pour i � j � k + 1

Uj = Uj [�i] :

Si S1 � �i; S2 � Oj ; posons

AS2
S1

=
1

"j�i
GS2
S1

:

Selon b) de la proposition 3.1.3, la matrice AS2
S1

est analytique en " = 0 : Notons

BS2
S1

la matrice diagonale telle que

BS2
S1
11S1 = AS2

S1
11S2 :

On pose

�j = Ej(�i) :
Notons DUj la matrice diagonale telle que

DUj11Uj =

8>>><>>>:
X

�j�12Fj�1(�j)

G
�j�1
Uj
11�j�1 si i � j � kX

�k2Fk

G�k
Uk+1

11�k si j = k + 1 :

Notons ��k le vecteur ligne �egal �a la mesure de probabilit�e r�eversible de

��k . D'apr�es la proposition 2.1.6,

8a 2 E ; ��k (a) =
�(a)P

b2�k

�(b)
:
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On en d�eduit que

d (��k (a)) = d (�(a))�B(�k) :

D�e�nition 3.1.2 Soit � = (�ab)a;b2E un g�en�erateur de Markov irr�eductible et

�-r�eversible sur l'espace d'�etats E. On dit que � est irr�eductible au niveau k,

si et seulement si pour tout a; b 2 E;il existe un entier l � 2 et un ensemble

d'�etats fc1; : : : ; clg � E avec c1 = a; cl = b tels que pour tout 1 � i � l � 1; on

a

d (�(ci)) + d
�
�cici+1

� � k :

Dans la proposition suivante, on montre que ��i est irr�eductible au niveau

i� 1 pour toute classe �i d'ordre i et de type 1.

Proposition 3.1.4 Pour tout 1 � i � K; soit �i une classe d'ordre i: Alors

pour tous a; b 2 �i; il existe un entier l � 2 et un ensemble d'�etats fc1; : : : ; clg �
�i avec c1 = a; cl = b tels que pour tout 1 � j � l � 1;

d (�(cj)) + d
�
�cjcj+1

� � h(�i) :

En particulier, si �i est de type 1, alors ��i est irr�eductible au niveau i� 1:

D�emonstration . Pour i = 1; le r�esultat d�ecoule imm�ediatement de la d�e�-

nition des classes d'ordre 1.

Supposons que le r�esultat est vrai pour m � i � 1: Si �i est de type 2, il

existe alors une classe d'ordre i�1 identique �a �i;on d�eduit ainsi le r�esultat par

r�ecurrence.

Si �i est de type 1, alors pour tous a; b 2 �i; il existe un entier l � 2 et

un ensemble d'�etats fc1; : : : ; clg � �i avec c1 = a; cl = b tels que pour tout

1 � j � l � 1; �cjcj+1 > 0 et qu'en notant �i�1 = Ei�1 (cj) ; il y a trois cas

possibles

1) cj+1 2 �i�1;

2) cj+1 =2 �i�1, �i�1 2 Fi�1 et �i [cj ; cj+1] � i� 1 ;
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3) cj+1 2 �i�1 6= �i�1 et �j�1 2 Fi�1 :

Pour le cas 1), par r�ecurrence,

d (� (cj)) + d
�
�cjcj+1

� � h(�i�1) � h(�i) :

Pour le cas 2), on en d�eduit

d (� (cj)) + d
�
�cjcj+1

�
= �i [cj ; cj+1] +B(�i�1)

� i� 1 +B(�i�1)

= h(�i�1) + 1 (d'apr�es (3) de la proposition 3.1.2)

= h(�i) :

Pour le cas 3), on a

d (� (cj)) + d
�
�cjcj+1

�
= �i [cj+1; cj ] +B(�i�1)

� i� 1 +B(�i�1)

� h(�i�1) + 1 (d'apr�es (3) de la proposition 3.1.2)

= h (�i) :

On constate de plus que

d (��i (cj)) + d
�
�cjcj+1

�
= �i [cj ; cj+1] � i� 1 :

D'o�u le r�esultat.

Pour tout sous-ensemble S de �k ; �
S
�k d�esigne le vecteur restreint de ��k

sur S . On pose

qS�k = lim
"&0

�S
�k11S :

En fait, ��k ne charge que les �etats des classes de F1(�k); quand " tend vers

0.
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Proposition 3.1.5 Soit �i 2 Fi(�k) : Alors

q�i�k =
X

�i�12Fi�1(�i)

q�i�1�k
:

D�emonstration . Soit a 2 �k ; a =2 S�12F1(�k)
�1 : Soit i l'entier le plus grand

tel que a appartienne �a un n�ud non-minimal d'odre i not�e �i. Soit

�i+1 = Ei+1(�i) et�i 2 Fi(�i+1) :

Alors

B(�i) � h(�i)� i+ 1 (d'apr�es (3) de la proposition 3.1.2)

= h(�i)� i+ 2

= B(�i) + 1 ( (3) de la proposition 3.1.2 ),

donc

d(�(a)) � B(�i) > B(�i) � B(�k) :

D'o�u

lim
"&0

��k (a) = lim
"&0

�(a)P
b2�k

�(b)
= 0 :

On a alors

q�i�k = lim
"&0

X
�12F1(�i)

��1
�k
11�1

= lim
"&0

X
�i�12Fi�1(�i)

X
�12F1(�i�1)

��1
�k
11�1

=
X

�i�12Fi�1(�i)

q
�i�1
�k :

Proposition 3.1.6 Soit �k 2 Fk et �i+1 2 Fi+1(�k) avec i+ 1 � k: Notons

Ui+1 = Ui+1[�i+1] :

Alors on a
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a)
X

�i2Fi(�i+1)

��i
�kG

Ui+1
�i

�
�Ui+1 �DUi+1

��1
= ��Ui+1

�k ;

b) pour toute suite de fonctions fc�ig�i2Fi(�i+1),

�
X

�i2Fi(�i+1)

c�i�
�i
�kG

Ui+1
�i 11Ui+1

=
X

�i2Fi(�i+1)

��i
�k
G
Ui+1
�i

�
�Ui+1 �DUi+1

��1
�

X
�i2Fi(�i+1)

c�iG
�i
Ui+1

11�i :

D�emonstration. De la r�eversibilit�e, on d�eduit

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
GUi+1
�i

�
�Ui+1 �DUi+1

��1
= �Ui+1

�k
DUi+1

�
�Ui+1 �DUi+1

��1
= ��Ui+1

�k

�
�Ui+1 �DUi+1 +�Ui+1

� �
�Ui+1 +DUi+1

��1
:

On d�eduit l'�egalit�e a) du fait que

�Ui+1
�k

�Ui+1 = 0 :

Pour l'�egalit�e b),

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
GUi+1
�i

�
�Ui+1 �DUi+1

��1 X
�i2Fi(�i+1)

c�iG
�i
Ui+1
11�i

= �
X

�i2Fi(�i+1)

c�i�
Ui+1
�k

G�i
Ui+1
11�i (selon l'�egalit�e a))

= �
X

�i2Fi(�i+1)

c�i�
�i
�kG

Ui+1
�i 11Ui+1 (r�eversibilit�e) .

3.1.3 Propositions pr�eparatoires

Dans ce paragraphe, nous �etablirons quelques propositions techniques pr�eparant

la d�emonstration du th�eor�eme A.
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Proposition 3.1.7 Soit � = (�ij)i;j2E un g�en�erateur irr�eductible, �-r�eversible

et analytique en " = 0 sur E: Alors les valeurs propres et les vecteurs propres

normalis�es

Proposition 3.1.8 de � sont analytiques en
p
" au voisinage de 0:

D�emonstration . Posons

D = diag
�p

�(i)
�
i2E

:

Alors l'�el�ement de colonne i et de ligne j de la matrice D�D�1 est
p
�ij�ji :

Donc D�D�1 est sym�etrique et analytique en
p
" au voisinage de 0: D'apr�es

le th�eor�eme 6.1 du chapitre II de [44], les valeurs propres et vecteurs propres

normalis�es de D�D�1 sont analytiques en
p
" au voisinage de 0: D'apr�es la

proposition 3.1.1, D est analytique en
p
" au voisinage de 0; on en d�eduit que

les valeurs propres et vecteurs propres de � sont analytique en
p
" au voisinage

de 0:

L'objectif principal du th�eor�eme A est de calculer les �equivalents des valeurs

propres de � en " = 0: Que les ordres de grandeur des ces �equivalents soient des

puissances enti�eres de " n'est pas �evident a priopri.

Proposition 3.1.9 Soit � une valeur propre de �: Alors d(�) est un entier.

D�emonstration . Soit n+ 1 le cardinal de l'espace d'�etats. Notons les valeurs

propres de � dans l'ordre d�ecroissant.

0 = �0 > �1 � � � � � �n :

Supposons que fNl ; 1 � l � mg est une partition de l'ensemble f1; : : : ; ng et
fdl ; 1 � l � mg est un ensemble de r�eels strictement croissants tels que

8i 2 Nl ; d(�i) = dl :
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Posons le polynôme

P (x) =
1

x
j�� xI j :

On a alors

P (x) = (�1)n
nY
i=1

(x� �i) :

Soit ai le coe�cient de x
i dans le polynôme P (x): On a d'autre part

P (x) =

nX
i=0

aix
i :

En additionnant toutes les autres colonnes de j�� xI j �a la premi�ere, cette

derni�ere devient x11: Donc P (x) est le d�eterminant de la matrice obtenue en

rempla�cant la premi�ere colonne de �� xI par 11: Ceci implique que les ai sont

analytiques en " = 0: Par cons�equent, d(ai) est entier. Or

an�1 = �
nX
i=1

�i ;

d'o�u

d(an�1) = d1 ;

qui est donc entier.

Supposons que dk sont entiers pour k � l: Posons

r =

lX
k=1

#Nl :

On a

an�r�1 = (�1)r+1
X

j1<j2���<jr+1

�j1�j2 � � ��jr+1 :

Or pour tout �etat i de Nl+1;

d(�1�2 � � ��r�i) =

lX
k=1

#Nkdk + dl+1

= minfd ��j1�j2 � � ��jr+1� ; j1 < j2 � � � < jr+1g :

On en d�eduit

d(an�r�1) =

lX
k=1

#Nkdk + dl+1;

D'o�u dl+1 est entier.
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Proposition 3.1.10 Soit � un g�en�erateur d'ordre n; irr�eductible, r�eversible et

analytique en " = 0: Soit G une matrice d'ordre n�m; positive et analytique en
" = 0. Soit D une matrice diagonale d'ordre n et analytique en " = 0 telle que

D11n � G11m :

(1) Alors � � D est inversible. De plus, tout coe�cient de (��D)�1 est

n�egatif ou nul et sup�erieur ou �egal au coe�cient diagonal sur la même

colonne. Par cons�equent, tout cofacteur du d�eterminant j��Dj est n�egatif
ou nul.

(2) La matrice (��D)�1G est analytique en " = 0.

D�emonstration. Montrons la propri�et�e (1).

Notons

A = ��D = (aij)1�i;j�n :

La matrice D �etant suppos�ee non nulle, il existe un entier i0 tel que

nX
j=1
j 6=i0

ai0j < �ai0i0 :

Supposons que A n'est pas inversible. Alors il existe un vecteur colonne X =

(xi)1�i�n non nul tel que AX = 0. On pose

m = maxfjxij ; 1 � i � ng ;

alors m > 0: Posons

M = f i ; jxij = m g :

On a M 6= f1; : : : ; ng, sinon��������
nX
j=1
j 6=i0

xjai0j

�������� �
nX
j=1
j 6=i0

jxjai0j j � jxi0 j
nX
j=1
j 6=i0

ai0j < jxi0ai0i0 j
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ce qui est contradictoire. Comme � est irr�eductible, alors 9i 2 M et j 2
f1; : : : ; ng �M tel que aij 6= 0, comme jxj j < jxij�������

nX
l=1
l6=i

xlail

������� �
nX
l=1
l6=i

jxlailj < jxij
nX
l=1
l6=i

ail � jxiaiij ;

ce qui est contradictoire. D'o�u l'inversibilit�e de A.

Il existe une constante c > 0 et une matrice positive B telles que

��D = �c (I �B) :

Il vient que

(��D)�1 = �c�1
+1X
k=0

Bk :

On en d�eduit que � (��D)�1 est positive.

Montrons

81 � i; j � n ; bjj � bij :

Sans perte de g�en�eralit�e, on montre le r�esultat quand j = 1: Il est vrai si tous

les bi1 sont identiques. Sinon, soit bi1 un des �el�ements les plus petits sur la

premi�ere colonne de B: Forc�ement, l'�el�ement sur la premi�ere colonne et la i-�eme

ligne de AB est strictement positif, or AB = I; forc�ement i = 1:

Montrons la propri�et�e (2).

Comme on a

(��D)11 = �D11 � �G11 ;

il existe alors un vecteur v positif tel que

(��D)11 = �v �G11 :

Par suite

11 = �(��D)�1v � (��D)�1G11 :

Du fait que �(� � D)�1v et �(� � D)�1G sont toutes les deux positives ou

nulles, on d�eduit l'analyticit�e de (��D)�1G:
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Nous appliquons la proposition 3.1.10 dans la situation suivante.

Corollaire 3.1.1 Soit �i 2 Fi(�k) ; pour 1 � i � k: Notons

Ui = Ui[�i]

quand i � k et

Uk+1 = Uk+1[�k] :

a) Alors �Ui � DUi est inversible pour " > 0 et tout coe�cient de

(�Ui �DUi)
�1

est n�egatif ou nul et sup�erieur ou �egal au coe�cient di-

agonal de la même colonne.

b) Pour tout sous ensemble S de �i � Ui;

(�Ui �DUi)
�1

GS
Ui

est analytique en " = 0:

D�emonstration. Notons

M = fMjg1�j�l
l'ensemble des classes irr�eductibles de Ui par rapport �a �Ui : Pour tout j entre 1

et l; soit �jUi le g�en�erateur restreint de �Ui sur Mj et D
j
Ui

la matrice diagonale

telle que

DUi = diag
�
Dj
Ui

�
1�j�l

:

Alors

�Ui �DUi = diag
�
�jUi �Dj

Ui

�
1�j�l

:

Il su�t de v�eri�er les hypoth�eses de la proposition 3.1.10 pour �jUi et D
j
Ui

pour

1 � j � l: Notons que le g�en�erateur restreint de � sur �i (resp. E; si i = k) est

irr�eductible, donc pour chaque classe Mj ; il existe des taux de transitions non

nuls vers �inUi (resp. EnUi; si i = k); ce qui signi�e que DUi est positive. D'o�u

le point a).

Pour le point b); il su�t de constater que

(�Ui �DUi)
�1

GS
Ui = diag

��
�jUi �Dj

Ui

��1
GS
Mj

�
1�j�l

:

En appliquant (2) de la proposition 3.1.10, on en d�eduit b):



3.1. Enonc�e et d�emonstration du th�eor�eme A 77

La proposition suivante �etudiant la limite de certaines matrices quand " tend

vers 0 est importante pour la d�emonstration du lemme 3.1.3 et celle du th�eor�eme

A.

Proposition 3.1.11 Soit � = (�ij)1�i;j�n un g�en�erateur irr�eductible, �-r�ever-

sible et analytique en " = 0: Supposons que

D = diag(di)1�i�n et B = diag(bi)1�i�n

sont positives et analytiques en " = 0: Soit A une matrice positive d'ordre n�m;
analytique en " = 0 telle que

B11n � A11m :

Supposons que � est irr�eductible au niveau k � 1 et que pour tout 1 � i � n;

on a

d(�(i)bi) � k

et il existe i tel que

d(�(i)di) � k :

On a alors les r�esultats suivants.

(1) Il existe un vecteur ligne continu v d'ordre m et une matrice O; d'ordre

m� n et continue telles que

" (�� "B)�1A = 11nv + "O:

(2) On a

lim
"&0

" (�� "B �D)
�1

A = 0 :

(3) Pour tout vecteur colonne X continu en " tel que la limite

lim
"&0

"k+1(�� "B)�1X

existe, il existe une fonction continue c et un vecteur colonne Y continu

telles que

"k+1 (�� "B)
�1

X = c11n + "Y .
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Pour d�emontrer cette proposition, on a besoin des deux lemmes suivants.

Introduisons d'abord quelques notations.

Pour tout sous-ensemble S de f2; : : : ; ng; notons

S = f2; : : : ; ng � S :

Posons LS le d�eterminant compos�e des taux de transition �ij avec i; j 2 S ou

bien le d�eterminant de la matrice obtenue en supprimant toute i-�eme colonne

et ligne avec i appartenant �a f1g [ S: C'est-�a-dire

LS =
���(�ij)i;j2S��� :

Par exemple,

Lf2;::;i�1g =

���������
�ii � � � �in
...

. . .
...

�ni � � � �nn

��������� ; L; =
���������
�22 � � � �2n
...

. . .
...

�n2 � � � �nn

��������� :
Posons en particulier

Lf2;:::;ng = 1 :

Soit TS l'ensemble des applications de S dans f1; : : : ; ng tel que pour tous T 2
TS , S0 � S avec S0 6= ;, on ait T (S0) 6�S0: En d'autres termes, T 2 TS si et

seulement si T (j) 6= j pour tout j 2 S et que dans le graphe G(T ) ayant

S [ T (S)

comme ensemble de sommets et

f(j; T (j)) ; j 2 Sg

comme l'ensemble d'arêtes, chaque composante connexe est un arbre, i.e. il n'y

pas de boucle. Rappelons que TS est l'ensemble des f1g [ S-graphes dans la
terminologie de [27].

Lemme 3.1.1 (de la proposition 3.1.11) Soit � = (�ij)1�i;j�n un g�en�era-

teur irr�eductible et r�eversible. Alors pour tout sous-ensemble S de f2; : : : ; ng
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di��erent de f2; : : : ; ng; on a

LS = (�1)n�#S
X
T2TS

Y
j2S

�jT (j) :

D�emostration . Sans perte de g�en�eralit�e, montrons le lemme dans le cas o�u

S = ; ou S = f2; : : : ; i� 1g

avec 3 � i � n:

Pour all�eger les �ecritures, notons T l'ensemble des applications de fi; : : : ; ng
dans f1; : : : ; ng avec 2 � i � n tel que pour tous T 2 T , S � fi; : : : ; ng avec
S 6= ;, on ait T (S) 6�S: Posons T l'ensemble des applications de fi; : : : ; ng dans
f1; : : : ; ng tel que

8T 2 T ; 8j 2 fi; : : : ; ng T (j) 6= j :

Evidemment

T � T :

Si on d�eveloppe le d�eterminant Lf2;::;i�1g en rempla�cant les �jj par �
P

l 6=j �jl;

on voit que Lf2;::;i�1g est une combinaison lin�eaire des �el�ements de l'ensemble8<:
nY
j=i

�jT (j) ; T 2 T
9=; ;

i.e.

Lf2;::;i�1g =
X
T2T

c(T )

nY
j=i

�jT (j)

o�u c(T ) est une constante.

1) Montrons que si T 2 T � T ; alors c(T ) = 0:

CommeG(T ) n'est pas un arbre, quite �a changer les indices, on peut supposer

que G(T ) contient la boucle

f(j; j + 1) ; i � j � l � 1g [ f(l; i)g



80 Chapitre 3. Spectres des g�en�erateurs quasi r�eductibles

qui correspond au facteur �li
Ql�1

j=i �jj+1 dans c(T )
Qn

j=i �jT (j): On remarque

que c(T )
Qn

j=i �jT (j) est forc�ement un terme dans le d�eveloppement de������������

�Pj 6=i �ij �ii+1 � � � �il

�i+1i �Pj 6=i+1 �i+1j � � � �i+1l
...

...
. . .

...

�li �li+1 � � � �Pj 6=l �ll

������������

���������
�l+1l+1 � � � �l+1n

...
. . .

...

�ni+1 � � � �nn

��������� :

Or tous les termes contenants le facteur �li
Ql�1

j=i �jj+1 dans le d�eveloppement

de l'expression ci-dessus ont

(�1)l�i+1 + (�1)l�i�2 = 0

comme coe�cient. D'o�u c(T ) = 0: On a alors

Lf2;::;i�1g =
X
T2T

c(T )

nY
j=i

�jT (j)

2)Montrons

8T 2 T ; c(T ) = (�1)n�i+1 :

Il su�t de montrer par r�ecurrence c(T )
Qn

j=i �jT (j) est un terme dans le

d�eveloppement de
nY
j=i

0@�X
l6=j

�jl

1A
et par cons�equent,

c(T ) = (�1)n�i+1 :

Si i = n;

Lf2;::;n�1g = �
X
j 6=n

�nj ;

d'o�u le r�esultat est vrai. Supposons qu'il est vrai pour tout j > i: Consid�erons

Lf2;::;i�1g. Comme

T (fi; : : : ; ng)6�fi; : : : ; ng;

quitte �a changer les indices, il existe alors un entier l > i tel que

T (j) 2
8<: f1; : : : ; i� 1g si i � j � l

fi; : : : ; ng si l + 1 � j � n :
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Alors c(T )
Qn

j=i �jT (j) est forc�ement un terme dans le d�eveloppement de24 lY
j=i

0@�X
k 6=j

�jk

1A35Lf2;:::;lg :
Or par r�ecurrence, dans le d�eveloppement de Lf2;:::;lg; le terme

(�1)n�l
nY

j=l+1

�jT (j)

est un terme du d�eveloppement de

nY
j=l+1

0@�X
k 6=j

�jk

1A ;

donc c(T )
Qn

j=i �jT (j) est un terme du d�ev�eloppement de

nY
j=i

0@�X
l6=j

�jl

1A :

Ce qui termine la d�emonstration.

Lemme 3.1.2 (de la proposition 3.1.11) Soit � = (�ij)1�i;j�n un g�en�era-

teur irr�eductible, �-r�eversible et analytique en " = 0: Soit B =diag(bi)1�i�n

une matrice positive et analytique en " = 0: Supposons que � est irr�eductible au

niveau k � 1 et que

81 � i � n ; d(�(i)bi) � k :

Alors pour tous sous-ensemble S de f2; : : : ; ng; on a

d

0@LS Y
j2S

bj

1A � d (L;) :

D�emonstration . Si S = ;, il n'y a rien �a d�emontrer. Si S = f2; ::; ng; alors

LS
Y
j2S

bj = b2b3 � � � bn :
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Puisque � est irr�eductible au niveau k, il existe au moins un T 2 TS tel que

nY
j=2

�jT (j) 6= 0 et d
�
�jT (j)

� � k :

Or d'apr�es les conditions donn�ees,

d(bj) � d(�jT (j)) :

On en d�eduit

d

0@LS Y
j2S

bj

1A = d (b2b3 � � � bn) � d

0@ nY
j=2

�jT (j)

1A � d (L;) .

Soit S di��erent de ; et f2; ::; ng; quitte �a changer les indices, on peut supposer
que S = f2; ::; i� 1g avec 2 < i � n . D'apr�es le lemme 3.1.1

LS = (�1)n�i+1
X
T2TS

nY
j=i

�jT (j) ;

donc

d

0@LS i�1Y
j=2

bj

1A = min

8<:d
0@i�1Y
j=2

bj

nY
j=i

�jT (j)

1A ; T 2 TS ;
nY
j=i

�jT (j) 6= 0

9=; :

De même,

d (L;) = min

8<:d
0@ nY
j=2

�jT 0(j)

1A ; T 0 2 T; ;
nY
j=2

�jT 0(j) 6= 0

9=; :

Ainsi pour d�emontrer le lemme, il su�t de montrer que pour tout T 2 TS avecQn
j=i �jT (j) 6= 0 ; il existe T 0 2 T; avec

Qn
j=2 �jT 0(j) 6= 0 ; tel que

d

0@i�1Y
j=2

bj

nY
j=i

�jT (j)

1A � d

0@ nY
j=2

�jT 0(j)

1A :

Pour chaque j 2 f1; : : : ; i� 1g; notons

Pj = fl � i ; 9k � 1 t.q. T k(l) = jg

et

Pj = fjg [ Pj :
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Constatons que

fPj ; 1 � j � i� 1g

est une partition de fi; : : : ; ng et que

fPj ; 1 � j � i� 1g)

est une partition de f1; : : : ; ng.
Montrons quitte �a changer les indices, pour 2 � j � i� 1;il existe

uj 2 Pj et vj 2
j�1[
l=1

Pl

tels que

d
�
�(uj)�ujvj

� � k :

Comme � est irr�eductible au niveau k; il est �evident pour j = 2: Supposons que

le r�esultat est vrai pour l � j � 1: Comme il existe

uj 2
i�1[
l=j

Pl et vj 2
j�1[
l=1

Pl

tels que

d
�
�(uj)�ujvj

� � k :

Quitte �a changer les indices, on peut supposer uj 2 P j :

Posant T 0(uj) = uj ; on d�e�nit

kj = minfk 2 N ; T k(uj) = jg :

On a kj � 0: Et kj = 0 si et seulement si uj = j:

On constate que

nY
j=i

�jT (j) = f
Y

2�j�i�1
uj 6=j

kjY
k=1

�Tk�1(uj)Tk(uj)

o�u

f =
Y

i�j�n
j =2Ui

�jT (j)
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avec

Ui = fT k(uj) ; 2 � j � i� 1; 0 � k � kjg :

Par suite

i�1Y
j=2

bj

nY
j=i

�jT (j) = f

0BB@ Y
2�j�i�1
uj=j

bj

1CCA
0BBB@ Y
2�j�i�1
uj 6=j

bj

kjY
k=1

�Tk�1(uj)Tk(uj)

1CCCA :

Puisque pour tous j; l; l0 2 f1; : : : ; ng avec �ll0 6= 0; on a

d (�(j)bj) � d (�(l)�ll0 ) ;

on en d�eduit que

d

0@i�1Y
j=2

�(uj)

i�1Y
j=2

bj

nY
j=i

�jT (j)

1A

= d

0BBB@f Y
2�j�i�1
uj=j

�(j)bj
Y

2�j�i�1
uj 6=j

�(uj)bj

kjY
k=1

�Tk�1(uj)Tk(uj)

1CCCA

= d

0BBB@f Y
2�j�i�1
uj=j

�(j)bj
Y

2�j�i�1
uj 6=j

�(j)bj

kjY
k=1

�Tk(uj )Tk�1(uj)

1CCCA (r�eversibilit�e)

� d

0BBB@f Y
2�j�i�1
uj=j

�(uj)�ujvj
Y

2�j�i�1
uj 6=j

�(uj)�ujvj

kjY
k=1

�Tk(uj )Tk�1(uj)

1CCCA :

D'o�u

d

0@i�1Y
j=2

bj

nY
j=i

�jT (j)

1A � d

0BBB@f Y
2�j�i�1
uj=j

�ujvj
Y

2�j�i�1
uj 6=j

�ujvj

kjY
k=1

�Tk(uj)Tk�1(uj)

1CCCA :
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D�e�nissons l'application T 0 de f2; : : : ; ng dans f1; : : : ; ngde la fa�con suivante:

T 0(j) =

8>>><>>>:
T k�1(ul) si j = T k(ul) ; 2 � l � i� 1; 1 � k � kl

vl si j 2 ful ; 2 � l � i� 1g
T (j) si j 2 f2; : : : ; ng � Ui :

On v�eri�e facilement que T 0 2 T; et que
nY
j=2

�jT 0(j) = f
Y

2�j�i�1
uj=j

�ujvj
Y

2�j�i�1
uj 6=j

�ujvj

kjY
k=1

�Tk(uj)Tk�1(uj) :

Ce qui termine la d�emonstration.

D�emontrons la proposition 3.1.11.

D�emonstration . Comme A, B sont positives et analytiques en " = 0 telles

que

B11 � A11 ;

alors il existe une matrice F d'ordre n�m et analytique en " = 0 telle que

A = BF :

Montrons la propri�et�e (1).

Posons

C = " (�� "B)
�1

B = (cij)1�i;j�n :

Montrons pour tous 1 � i; j � n;

lim
"&0

cij
cjj

= 1 :

Sans perte de g�en�eralit�e, montrons

lim
"&0

c21
c11

= 1 :

On a

lim
"&0

c21
c11

= lim
"&0

m12

m11
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o�u m12 et m11 sont les cofacteurs (1; 2) et (1; 1) respectivement du d�eterminant

j�� "Bj; c'est-�a-dire

m12 = �

������������

�21 �23 � � � �2n

�31 �33 � "b3 � � � �3n
...

...
. . .

...

�n1 �n3 � � � �nn � "bn

������������
et

m11 =

������������

�22 � "b2 �23 � � � �2n

�32 �33 � "b3 � � � �3n
...

...
. . .

...

�n2 �n3 � � � �nn � "bn

������������
:

Pour tout S � f3; : : : ; ng; on note L0S le d�eterminant obtenu en rempla�cant les

�i2 dans LS par �i1 avec i 2 S. C'est-�a-dire

L0S =

�����(�ij) i2S
j2f1;3;::;ng�S

����� :
D�eveloppons m11 et m12 de la fa�con suivante

m11 =
X

S�f2;::;ng

Y
i2S

(�"bi) � LS ,

et

m12 = �
X

S�f3;::;ng

Y
i2S

(�"bi) � L0S .

On constate que pour tout sous-ensemble S de f3; : : : ; ng; LS et L0S ne peuvent

être di��erents sur que la premi�ere colonne. En additionnant toutes les autres

colonnes du d�eterminant LS �a la premi�ere, chaque coe�cient sur la premi�ere

colonne est plus petit que l'oppos�e de l'�el�ement �a la même position dans le

d�eterminant L0S: D'autre part, d'apr�es la proposition 3.1.10, tout cofacteur de

LS et L0S est n�egatif ou nul. En d�eveloppant LS et L0S selon la premi�ere colonne,

on voit que

jL0Sj � jLS j : (3.6)
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En particulier

L0; = �L; :

D'apr�es le lemme 3.1.2, on a pour tout S � f2; ::; ng avec S 6= ;;

d

 
LS
Y
i2S

bi

!
� d(L;) :

Ceci implique

lim
"&0

m11

L;
= 1 +

X
S�f2;::;ng

S 6=;

lim
"&0

Y
i2S

(�"bi) � LS

L;
= 1 .

D'autre part pour tout S � f3; ::; ng avec S 6= ;;

0 � lim
"&0

��������
Y
i2S

(�"bi) � L0S
L;

�������� � lim
"&0

��������
Y
i2S

(�"bi) � LS
L;

�������� = 0 ,

et par suite

lim
"&0

m12

L;
=
�L0;
L;

+
X

S�f3;::;ng
S 6=;

lim
"&0

Y
i2S

(�"bi) � L0S
L;

= 1 .

D'o�u

lim
"&0

c21
c11

= lim
"&0

m12

m11
= lim

"&0

m12=L;
m11=L;

= 1 :

Posons

v = (c1i)1�i�nF

et

O =
1

"
(cij � c1j)1�i;j�n F:

Alors

" (�� "B)
�1

A = 11v + "O :

D'apr�es la proposition 3.1.10, C est analytique en " = 0; on en d�eduit que O

l'est aussi. D'o�u le r�esultat.



88 Chapitre 3. Spectres des g�en�erateurs quasi r�eductibles

Montrons la propri�et�e (2).

Posons maintenant

C = " (��D � "B)�1B = (cij)1�i;j�n :

Selon (1) de la proposition 3.1.10, pour tous 1 � i; j � n; on a

cjj � cij � 0 :

Donc pour montrer lim"&0 C = 0; il su�t de montrer que

lim
"&0

cjj = 0 ;

et par sym�etrie il su�t de montrer que

lim
"&0

c11 = 0 :

Posons maintenant m11 le cofacteur (1; 1) du d�eterminant j��D� "Bj; i.e.

m11 =

������������

�22 � d2 � "b2 �23 � � � �2n

�32 �33 � d3 � "b3 � � � �3n
...

...
. . .

...

�n2 �n3 � � � �nn � dn � "bn

������������
:

Alors

c11 =
"b1m 11

j��D � "Bj :

D�e�nissons le g�en�erateur e� =
�e�ij� sur f0; : : : ; ng tel que � est sa restriction

sur f1; : : : ; ng et que le taux de transition de i �a 0; not�e �i0 est di et le taux de

transition de 0 �a i, not�e �0i; est �(i)di pour 1 � i � n: C'est-�a-dire

e� =

0BBBBBBBB@

�
nX
i=1

�(i)di �(1)d1 � � ��(n)dn

d1
... ��D

dn

1CCCCCCCCA
::
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Evidemment e� est irr�eductible et r�eversible. Notons pour tout S � f1; ::; ng;

LS

�e�� = ������e�ij�i2f1;:::;ng�S
j2f1;:::;ng�S

����� :
On a

b1m11 =
X

S�f1;::;ng
12S

(�")#S�1
Y
i2S

bi � LS
�e�� :

Appliquant le lemme 3.1.1 au d�eterminant
���e���� ; on remarque que tout terme

dans la sommation ci-dessus est de même signe. D'autre part, e� est �evidemment

irr�eductible au niveau k: D'apr�es le lemme 3.1.2, pour tout S � f1; : : : ; ng avec
1 2 S;

d

 Y
i2S

bi � LS
�e��! � d

�
L;

�e��� ;

donc

d (b1m11) � d
�
L;

�e��� :

D'autre part, on a

j��D � "Bj =
X

S�f1;::;ng

(�")#S
Y
i2S

bi � LS
�e��

= L;

�e��+ X
S�f1;::;ng

S 6=;

(�")#S
Y
i2S

bi � LS
�e�� :

De plus pour tout S � f1; : : : ; ng avec S 6= ;; d'apr�es le lemme 3.1.2, on a

d

 Y
i2S

bi � LS
�e��! � d

�
L;

�e��� :

On en d�eduit

d (j��D � "Bj) = d
�
L;

�e��� :

Par cons�equent,

d (d1m11) � d (j��D � "Bj) :

Il vient que

lim
"&0

c11 = lim
"&0

"b1m 11

j��D � "Bj = 0 .
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D'o�u

lim
"&0

" (��D � "B)
�1

A = " (��D � "B)
�1

BF = 0 :

Montrons la propri�et�e (3).

Posons maintenant

C = (cij)1�i;j�n = (�� "B)�1 et X = (xi)1�i�n :

Montrons d'abord que pour 81 � i; l � n

"k+1
nX
j=1

(cij � clj)xj = O(") .

D'apr�es (1) de la proposition 3.1.10,

cjj � cij � 0 ;

d'autre part X est continu selon la proposition 3.1.7, alors il su�t de montrer

que

"k+1 (cij � cjj) = O(") :

Sans perte de g�en�eralit�e, montrons

"k+1 (c21 � c11) = O(") :

D�e�nissons le g�en�erateur � sur f0; : : : ; ng tel que � � "B est sa restriction

sur f1; : : : ; ng et que le taux de transition de i �a 0; not�e �i0; est "bi et le taux

de transition de 0 �a i, not�e �i0; est "bi�(i) pour 1 � i � n: Evidemment � est

irr�eductible et r�eversible. Posons T 0; l'ensemble des applications T de f1; ::; ng
dans f0; 1; ::; ng telles qu'on ait T (S) 6= S pour tout S � f1; ::; ng di��erent de
;. D'apr�es le lemme 3.1.1, on a

j�� "Bj = (�1)n+1
X
T2T 0

;

nY
i=1

�iT (i) :

D'autre part

c11 = j�� "Bj�1

������������

�22 � "b2 �23 � � � �2n

�32 �33 � "b3 � � � �3n
...

...
. . .

...

�n2 �n3 � � � �nn � "bn

������������
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= j�� "Bj�1
X

S�f2;::;ng

Y
i2S

(�"bi) � LS

et

c21 = � j�� "Bj�1

������������

�11 � "b1 �12 � � � �1n

�21 �22 � "b2 � � � �2n
...

...
. . .

...

�n1 �n2 � � � �nn � "bn

������������
= � j�� "Bj�1

X
S�f3;::;ng

Y
i2S

(�"bi) � L0S

o�u LS ; L
0
S sont d�e�nies comme pr�ec�edemment. Puisque L; = �L0;, on a

c11 � c21 = j�� "Bj�1 �24 X
;6=S�f2;::;ng

Y
i2S

(�"bi) � LS +
X

;6=S�f3;::;ng

Y
i2S

(�"bi) � L0S

35 :

Comte tenu du lemme 3.1.1, dans les sommations ci-dessus, chaque terme a

(�1)n comme signe. On en d�eduit que

d (c11 � c21)

= inf
;6=S�f2;::;ng

(
d

 
j�� "Bj�1

Y
i2S1

(�"bi) � LS1
!)

^
inf

;6=S�f3;::;ng

(
d

 
j�� "Bj�1

Y
i2S

(�"bi) � L0S
!)

.

Or pour tout S � f3; : : : ; ng; on a (3.6), donc

d (c11 � c21) = inf
;6=S�f2;::;ng

(
d

 
j�� "Bj�1

Y
i2S

(�"bi) � LS
!)

.

En plus, selon le lemme 3.1.1, pour tout S � f2; ::; ng di��erent de ;; on a

LS = (�1)n�#S
X
T2TS

Y
i2S

�iT (i) ,

ainsi

d (c11 � c21) = inf
;6=S�f2;::;ng

8<:d
0@j�� "Bj�1

Y
i2S

�i0
Y
i2S

�iT (i)

1A ; T 2 TS

9=; :
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Donc pour montrer

d
�
"k+1 (c11 � c21)

�
= O(") ; (3.7)

il su�t de montrer pour tous ; 6= S � f2; ::; ng; T1 2 TS ; il existe un T2 2 T 0;
tels que

d

0@ Y
i2f1;:::;ng

�iT2(i)

1A � d

0@Y
i2S

�i0
Y
i2S

�iT1(i)

1A+ k :

Comme � est irr�eductible au niveau k; il existe j 2 f1; : : : ; ng tel que

d (�(1)�1j) � k :

Pour tous ; 6= S � f2; ::; ng; T1 2 TS ;d�e�nissons T2 une application de f1; : : : ; ng
�a f0; : : : ; ng de la fa�con suivante, pour tout i 2 f1; : : : ; ng

T2(i) =

8>>><>>>:
0 si i 2 S
T1(i) si i 2 S
j si i = 1 :

On v�eri�e que T2 2 T 0;; en plus

d

0@ Y
i2f1;:::;ng

�iT2(i)

1A = d

0@Y
i2S

�i0
Y
i2S

�iT1(i)

1A+ d(�1j)

� d

0@Y
i2S

�i0
Y
i2S

�iT1(i)

1A+ k :

On en d�eduit (3.7).

Posons

c = "k+1
nX
i=1

c1ixi

et

Y =

0@"k nX
j=1

(cij � c1j)xj

1A
1�i�n

:

Alors Y est continu et

"k+1(�� "B)�1X = c11+ "Y :
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3.1.4 D�emonstration du th�eor�eme A

Le lemme suivant est crucial pour la d�emonstration du th�eor�eme A. Ce lemme

montre que le vecteur propre associ�e �a une valeur propre tendant vers 0, disons

d'ordre O
�
"k
�
; est quasiment constant.

Lemme 3.1.3 Soit "k�(") une valeur propre du g�en�erateur � avec k � 1. Soit

X un vecteur propre associ�e. Pour tout sous-ensemble S de l'espace d'�etats E;

on note XS la restriction de X sur S: Soit �k une classe minimale de Fk. Alors
il existe un ensemble de fonctions continues

fc�i ; �i 2 Fi(�k) ; 1 � i � kg

tel que pour tout �i 2 Fi(�k); en posant �j = Ej(�i) pour i � j � k;

X�i =

 
k�iX
l=0

"lc�k�l

!
11�i + "k�i+1 Y�i

o�u Y�i est un vecteur continu sur �i et tel que

XUk+1 =
�
�Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk

c�kG
�k
Uk+1

11�k +O
�
"Uk+1

�
:

D�emonstration . Nous avons

�X = "k�(")X (3.8)

Prenant les lignes indic�ees par �k, on a

��kX�k � "BOk+1
�k X�k + "AOk+1

�k XOk+1
= "k�(")X�k :

Il vient que

X�k = �"
�
��k � "BOk+1

�k

��1
AOk+1
�k

XOk+1
+
�
��k � "BOk+1

�k

��1
"k�(")X�k :

D'apr�es la proposition 3.1.4, ��k est irr�eductible au niveau k� 1: D'autre part,

d'apr�es a) de la proposition 3.1.3, pour tous a 2 �k; b 2 Ok+1

�k[a; b] = d(�(a)) + d(�ab)�B(�k)

= d (��k(a)�ab)

� k :
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En plus, X�k est continue selon la proposition 3.1.7 et

"
�
��k � "BOk+1

�k

��1
AOk+1
�k (3.9)

est analytique en " = 0 selon la proposition 3.1.10, donc la limite du vecteur

"
�
��k � "BOk+1

�k

��1
AOk+1
�k

XOk+1
(3.10)

existe. Appliquons la propri�et�e (1) de la proposition 3.1.11 �a la matrice (3.9) et

la propri�et�e (3) au vecteur (3.10) et puis au vecteur�
��k � "BOk+1

�k

��1
"k�(")X�k :

On conclue qu'il existe une fonction continue qu'on note c�k et un vecteur

continu Y�k sur �k tels que

Y 0�k = c�k11�k + "Y�k :

Supposons qu' il existe un ensemble de fonctions continues

fc�j ; �j 2 Fj(�k) ; i+ 1 � j � kg

tel que pour tout �j 2 Fj(�k); en posant �l = El(�j) pour j � l � k;

X�j =

 
k�jX
l=0

"lc�k�l

!
11�j + "k�j+1Y�j

o�u Y�j est un vecteur continu sur �j : Soient �i 2 Fi(�k) et �j = Ej(�i) pour
i � j; comme �i � �i+1; on a

X�i =

 
k�i�1X
l=0

"lc�k�l

!
11�i + "k�iY 0�i (3.11)

o�u Y 0�i est la restriction de Y�i+1 sur �i: Prenant les lignes indic�ees par �i de

(3.8) et notant

Oi+l = Oi+l[�i]

pour 1 � l � k � i+ 1; on a

��iX�i +

k�i+1X
l=1

"l
��BOi+l

�i X�i +AOi+l
�i XOi+l

�
= "k�(")X�i :
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Compte tenu de (3.11), on a

��iX�i =

 
k�i�1X
l=0

"lc�k�l

!
��i11�i + "k�i��iY

0
�i = "k�i��iY

0
�i :

Pour i+ l < k + 1;

�BOi+l
�i X�i +AOi+l

�i XOi+l

=

0@k�i�lX
j=0

"jc�k�j

1A��BOi+l
�i 11�i +AOi+l

�i 11Oi+l

�

�
0@ k�i�1X
j=k�i�l+1

"jc�k�j

1ABOi+l
�i 11�i � "k�iBOi+l

�i Y 0�i + "k�i�l+1AOi+l
�i YOi+l

= �
k�i�1X

j=k�i�l+1

"jc�k�jB
Oi+l
�i 11�i � "k�iBOi+l

�i Y 0�i + "k�i�l+1AOi+l
�i YOi+l

;

et pour i+ l = k + 1;

�BOk+1
�i X�i +AOk+1

�i XOk+1

= �
k�i�1X
j=0

"jc�k�jB
Ok+1
�i 11�i � "k�iBOk+1

�i Y 0�i +AOk+1
�i YOk+1

o�u YOi+l
est le vecteur restreint de Y�i+l sur Oi+l pour i + l � k + 1: On en

d�eduit

"k�i

"�
��i � "BOi+1

�i

�
Y 0�i � "

k�i+1X
l=1

flB
Oi+l
�i Y l

�i + "

k�i+1X
l=1

hlA
Oi+l
�i YOi+l

#
= "k�(")X�i

o�u les fl; hl sont des fonctions continues en " = 0 et les Y l
�i sont des vecteurs

continus d�e�nis sur �i: Par suite,

Y 0�i =
k�i+1X
l=1

fl"
�
��i � "BOi+1

�i

��1
BOi+l
�i Y l

�i

�
k�i+1X
l=1

hl"
�
��i � "BOi+1

�i

��1
AOi+l
�i YOi+l

+�(")"i
�
��i � "BOi+1

�i

��1
X�i :
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Par un raisonnement analogue au pr�ec�edent, on peut appliquer la propri�et�e (1)

de la proposition 3.1.11 aux matrices

"
�
��i � "BOi+1

�i

��1
BOi+l
�i , "

�
��i � "BOi+1

�i

��1
AOi+l
�i

et la propri�et�e (3) au vecteur

"i
�
��i � "BOi+1

�i

��1
X�i ;

conclusions qu'il existe une fonction continue qu'on note c�i et un vecteur con-

tinu Y�i sur �i tels que

X�i = c�i11�i + "Y�i :

D'o�u

X�i =

 
k�iX
l=0

"lc�k�l

!
11�i + "k�i+1Y�i :

Il reste �a montrer

XUk+1 =
�
�Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk

G�k
Uk+1

11�kc�k +O
�
"Uk+1

�
:

Prenant les lignes indic�ees par Uk+1 de (3.8), on a

�
�Uk+1 �DUk+1

�
XUk+1 +

X
�k2Fk

G�k
Uk+1

X�k = "k� (")XUk+1 :

D'o�u

XUk+1 = � ��Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk

G�k
Uk+1

X�k +O
�
"Uk+1

�
= � ��Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk

c�kG
�k
Uk+1

11�k +O
�
"Uk+1

�
:

Pour k � 0; notons Sk(�) le vecteur compos�e des valeurs propres d'ordre

O("k) de � avec multiplicit�e �eventuelle: Le th�eor�eme A suivant donne un g�en�era-

teur d'ordre #Sk(�) conservant les �equivalents des valeurs propres d'ordre

O
�
"k
�
:

Th�eor�eme A Soit 1 � k � K :
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(1) Pour toutes classes �k 6= �k de Fk, d�e�nissons le taux de transition de

�k �a �k comme suit,

��k�k =
1

"k
��k

h
G�k
�k
11�k �GUk+1

�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k

i
Alors lim"&0 ��k�k existe. Soit l � k + 1 l'entier le plus petit tel que �k

soit contenu dans une classe minimale d'ordre l, not�ee �l: Alors si

�k 6��l

on a en plus

lim
"&0

��k�k = 0 :

(2) Pour tout a de Uk+1; notons p
�k
a la probabilit�e que le processus �; partant

de a; atteigne �k pour la premi�ere fois sans visiter les autres classes de

Fk: Soit P �k
Uk+1

le vecteur colonne compos�e des p�ka pour a de Uk+1: Alors

��k�k =
1

"k
��k

�
G�k
�k11�k +GUk+1

�k P �k
Uk+1

�
:

(3) Soit �k le g�en�erateur sur Fk compos�e des taux de transition ��k�k : Alors

lim
"&0

S0 (�k) = lim
"&0

1

"k
Sk(�) :

D�emonstration. Montrons la propri�et�e (1):

Montrons d'abord que lim"&0 ��k�k existe. D'apr�es b) de la proposition

3.1.3,

��kG
Uk+1
�k = O

�
"k
�
:

Donc

lim
"&0

1

"k
��kG

�k
�k11�k et lim

"&0

1

"k
��kG

Uk+1
�k

existent. D'apr�es le corollaire 3.1.1, pour toute classe �k de Fk;

lim
"&0

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k

existe. D'o�u l'existence de lim"&0 ��k�k :
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Soit l � k + 1 l'entier le plus petit tel que �k soit contenu dans une classe

minimale d'ordre l, not�ee �l: Si

�k 6��l

montrons

lim
"&0

��k�k = 0 :

D'apr�es a) de la proposition 3.1.3, on a

8a 2 �k; b 2 �k ; �k[a; b] � l � k + 1 :

Par cons�equent,

lim
"&0

1

"k
��kG

�k
�k11�k = 0 :

Il reste �a montrer

lim
"&0

1

"k
��kG

Uk+1
�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k = 0 :

Notons

�k+1 = Ek+1(�k) et �k+1 = Ek+1(�k) :

Posons

U1
k+1 = �k+1 �

[

k��k+1

k2Fk


k et U2
k+1 = Uk+1 � U1

k+1 :

Alors

GUk+1
�k

=
�
G
U1
k+1

�k G
U2
k+1

�k

�
et

G�k
Uk+1

=

0@ G�k
U1
k+1

G�k
U2
k+1

1A :

Soit DU1
k+1

; DU2
k+1

deux matrices diagonales sur U1
k+1 et U2

k+1 respectivement

telles que

DUk+1 =

0@ DU1
k+1

(0)

(0) DU2
k+1

1A :
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Alors

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
=

0@ �U1
k+1
� "B

U2
k+1

U1
k+1

�DU1
k+1

"A
U2
k+1

U1
k+1

G
U1
k+1

U2
k+1

�U2
k+1
�D

U1
k+1

U2
k+1

�DU2
k+1

1A�1

=

0@ M1 M2

M3 M4

1A
o�u

M1 =

��
�U1

k+1
� "B

U2
k+1

U1
k+1

�DU1
k+1

�
�

"A
U2
k+1

U1
k+1

�
�U2

k+1
�D

U1
k+1

U2
k+1

�DU2
k+1

��1
G
U1
k+1

U2
k+1

#�1
et

M2 =M1"A
U2
k+1

U1
k+1

�
�U2

k+1
�D

U1
k+1

U2
k+1

�DU2
k+1

��1
:

D'apr�es a) de la proposition 3.1.3, on a

lim
"&0

1

"k
��kG

U2
k+1

�k = 0 :

Donc

lim
"&0

1

"k
��kG

Uk+1
�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k

= lim
"&0

1

"k
��kG

U1
k+1

�k

�
M1G

�k
U1
k+1

+M2G
�k
U2
k+1

�
11�k :

Puisque, d'apr�es toujours a) de la proposition 3.1.3,

lim
"&0

1

"k
��kG

U1
k+1

�k

existe, il su�t de montrer

lim
"&0

M1G
�k
U1
k+1

= 0 et lim
"&0

M2G
�k
U2
k+1

= 0 :

D'apr�es b) de la proposition 3.1.3, 8a 2 U1
k+1; b 2 �k; on a

d(�ab) � 1 :
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Par cons�equent, si on pose

A�k
U1
k+1

= "�1G�k
U1
k+1

;

alors A�k
U1
k+1

est analytique en " = 0. On a alors

M1G
�k
U1
k+1

=

"
I � "

�
�U1

k+1
� "B

U2
k+1

U1
k+1

�DU1
k+1

��1
A
U2
k+1

U1
k+1

�

�
�U2

k+1
�D

U1
k+1

U2
k+1

�DU2
k+1

��1
G
U1
k+1

U2
k+1

#�1
�

"

�
�U1

k+1
� "B

U2
k+1

U1
k+1

�DU1
k+1

��1
A�k
U1
k+1

:

Appliquons la propri�et�e (2) de la proposition 3.1.11 aux matrices

"

�
�U1

k+1
� "B

U2
k+1

U1
k+1

�DU1
k+1

��1
A
U2
k+1

U1
k+1

et

"

�
�U1

k+1
� "B

U2
k+1

U1
k+1

�DU1
k+1

��1
A�k
U1
k+1

;

nous obtenons

lim
"&0

M1G
�k
U1
k+1

= 0 :

Par un raisonnement analogue,

lim
"&0

M1"A
U2
k+1

U1
k+1

= 0 :

D'autre part, �
�U2

k+1
�D

U1
k+1

U2
k+1

�DU2
k+1

��1
G�k
U2
k+1

est analytique en " = 0 selon le corollaire 3.1.1, d'o�u

lim
"&0

M2G
�k
U2
k+1

= lim
"&0

M1"A
U2
k+1

U1
k+1

�
�U2

k+1
�D

U1
k+1

U2
k+1

�DU2
k+1

��1
G�k
U2
k+1

= 0 :

On a ainsi montr�e

lim
"&0

��k�k = 0 :
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Pour la propri�et�e (2), il su�t de montrer

P �k
Uk+1

= � ��Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k :

Pour tout a 2 Uk+1;

p�ka =
X

b2Uk+1nfag

�ab
�a�

p�kb +
X
b2�k

�ab
�a�

o�u

�a� = ��aa =
X

b2Uk+1nfag

�ab +
X
b2
k

k2Fk

�ab :

D'o�u X
b2Uk+1nfag

�abp
�k
b � �a�p

�k
a +

X
b2�k

�ab = 0

ce qui �equivaut �a

�
�Uk+1 �DUk+1

�
P �k
Uk+1

+G�k
Uk+1

11�k = 0 :

D'o�u (2).

Soient "k�(") une valeur propre de � et X un vecteur propre associ�e. On a

alors

�X = "k�(")X : (3.12)

Pour montrer la propri�et�e (3). Montrons premi�erement que �(0) est une valeur

propre du g�en�erateur lim"&0 �k.

Pour toute classe minimale �i de Fi(�k) ; posons �j = Ej(�i) avec 1 � i �
j � k . En tenant compte du lemme 3.1.3,

X�j =

 
k�jX
l=0

"lc�k�l

!
11�j + "k�j+1Y�j :

Montrons par r�ecurrence, pour 1 � i � k ;

1

"i�1
��i
�k

0@k�i�1X
j=0

Tij + Vi

1A = �(0)c�kq
�i
�k

+O(") (3.13)
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o�u la somme par rapport �a l'indice j est 0 si i = k et

Tij =
X

�i+j2Fi+j(�i+j+1)
�i+j 6=�i+j

B�i+j
�i 11�i

�
c�i+j � c�i+j

�
�BUi+j+1

�i 11�ic�i+j +AUi+j+1
�i YUi+j+1 (3.14)

avec YUi+j+1 �etant la restriction de Y�i+j+1 sur Ui+j+1; et

Vi = �BOk+1
�i 11�ic�k +AOk+1

�i XOk+1
: (3.15)

Pour i = 1, notons

Uj+1 = Uj+1[�1]

avec 0 � j � k. Consid�erons les lignes indic�ees par �1 de (3.12), nous avons

��1X�1 +

kX
j=1

"j
��BOj+1

�1 X�1 +AOj+1
�1 XOj+1

�
= "k�(")X�1 :

Multiplions l'�egalit�e ci-dessus �a gauche par ��1
�k qui est la restriction �a �1 de

��k ; la mesure r�eversible de ��k : Du fait que

��1
�k
��1 = 0 ;

on d�eduit

��1
�k

kX
j=1

"j
��BOj+1

�1 X�1 +AOj+1
�1 XOj+1

�
= "k�(")��1

�kX�1 :

Or d'apr�es le lemme 3.1.3, pour 1 � j � k � 1; on a

�BOj+1
�1 X�1 +AOj+1

�1 XOj+1

=

 
k�j�1X
l=0

"lc�k�l

!�
�BOj+1

�1 11�1 +AOj+1
�1 11Oj+1

�
+"k�j

�
�BOj+1

�1 11�1c�j +AOj+1
�1 YOj+1

�
+O

�
"k�j+1�1

�
= "k�j

�
�BOj+1

�1 11�1c�j +AOj+1
�1 YOj+1

�
+O

�
"k�j+1�1

�
= "k�j

X
�j2Fj(�j+1)

�j 6=�j

�
�B�j

�111�1c�j +A�j
�111�jc�j

�
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+"k�j
�
�BUj+1

�1 11�1c�j +AUj+1
�1 YUj+1

�
+O

�
"k�j+1�1

�
(3.16)

= "k�j
X

�j2Fj(�j+1)
�j 6=�j

B�j
�111�1

�
c�j � c�j

�

+"k�j
�
�BUj+1

�1 11�1c�j +AUj+1
�1 YUj+1

�
+O

�
"k�j+1�1

�
= "k�jT1j�1 +O

�
"k�j+1�1

�
o�u l'�egalit�e (3.16) provient de (3.4).

Or pour j = k ; on a

�BOk+1
�1 X�1 +AOk+1

�1 XOk+1

= �BOk+1
�1 11�1c�k +AOk+1

�1 XOk+1
+O ("�1)

= V1 +O ("�1) :

D'ailleurs,

��1
�kX�1 = c�k�

�1
�k11�1 +O ("�1) = c�kq

�1
�k +O ("�1) :

On a alors

��1
�k

0@ kX
j=0

T1j + V1

1A = �(0)c�kq
�1
�k +O(") :

Supposons que l'�equation (3.13) soit vraie pour j � i. Quel que soit �i+1 2
Fi+1(�k) ; faisant la somme des (3.13) pour toutes les classes �i de Fi(�i+1) ;

en tenant compte de la proposition 3.1.5, on a

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k

0@k�i�1X
j=0

Tij + Vi

1A = �(0)c�kq
�i+1
�k +O(") (3.17)

o�u Tij et Vi sont d�e�nis par 3.14 et 3.15 respectivement.

Soit �i 2 Fi(�i+1); en notant

Ui+1 = Ui+1[�i]

et pour j = 1; : : : ; k � i� 1

Oi+1+j = Oi+1+j [�i] ,
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on remarque qu'�a une permutation pr�es,

��i+1
�k

=
��
��i
�k

�
�i2Fi(�i+1)

; �Ui+1
�k

�
et que pour tout sous-ensemble S de Oi+1+j , on a

AS
�i+1 =

0@ "
�
AS
�i

��
�i2Fi(�i+1)

AS
Ui+1

1A
et

BS
�i+111�i+1 =

0@ "
�
BS
�i11�i

��
�i2Fi(�i+1)

BS
Ui+1
11Ui+1

1A
o�u
�
AS
�i

��
�i2Fi(�i+1)

d�esigne le vecteur colonne compos�e des AS
�i pour �i 2

Fi(�i+1) et analoguement pour
�
BS
�i11�i

��
�i2Fi(�i+1)

: On a donc

��i+1
�k

AS
�i+1 = "

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
AS
�i +�Ui+1

�k
AS
Ui+1

et

��i+1
�k

BS
�i+111�i+1 = "

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
BS
�i11�i +�Ui+1

�k
BS
Ui+111Ui+1 :

D'o�u
1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�kA

S
�i =

1

"i
��i+1
�k AS

�i+1 �
1

"i
�Ui+1
�k AS

Ui+1

et

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�kB

S
�i11�i =

1

"i
��i+1
�k BS

�i+111�i+1 �
1

"i
�Ui+1
�k BS

Ui+111Ui+1 :

Consid�erant les deux �equations ci-dessus et les �equations (3.14) (3.15) et (3.17),

on a

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k

0@k�i�1X
j=0

Tij + Vi

1A
=

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k

0@k�i�1X
j=1

Tij + Vi

1A+
1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
Ti0
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=

k�i�1X
j=1

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k (Tij + Vi) +

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�kTi0

=
1

"i
��i+1
�k

0@k�i�2X
j=0

Ti+1j + Vi+1

1A� 1

"i
�Ui+1
�k

0@k�i�1X
j=1

Mij +Wi

1A
+

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
Ti0

avec

Mij =
X

�i+j2Fi+j(�i+j+1)
�i+j 6=�i+j

B
�i+j
Ui+1
11Ui+1

�
c�i+j � c�i+j

�
�BUi+j+1

Ui+1
11Ui+1c�i+j

:

+A
Ui+j+1
Ui+1

YUi+j+1

et

Wi = �BOk+1

Ui+1
11Ui+1c�k +A

Ok+1

Ui+1
XOk+1

:

Donc pour montrer l'�egalit�e 3.13 pour i+ 1, c'est-�a-dire

1

"i
��i+1
�k

0@k�i�2X
j=0

Ti+1j + Vi+1

1A = �(0)c�kq
�i
�k +O(") ;

il su�t de montrer

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
Ti0 � 1

"i
�Ui+1
�k

0@k�i�1X
j=1

Mij +Wi

1A = O(") ;

o�u

Ti0 =
X

�i2Fi(�i+1)
�i 6=�i

B�i
�i11�i (c�i � c�i)

�BUi+1
�i 11�ic�i

:
+AUi+1

�i YUi+1 : (3.18)

Soit �i 2 Fi(�i+1): Prenons les lignes indic�ees par Ui+1 de (3.12), nous obtenons,

�
�Ui+1 �DUi+1

�
XUi+1 +

X
�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1

X�i

+

k�iX
j=1

"j
�
�BOi+j+1

Ui+1
XUi+1 +A

Oi+j+1

Ui+1
XOi+j+1

�
= "k�(")XUi+1 :
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D'apr�es le lemme 3.1.3; on a

�Ui+1XUi+1 =

 
k�i�1X
l=0

"lc�k�l

!
�Ui+111Ui+1 + "k�i�Ui+1YUi+1

= "k�i�Ui+1YUi+1 ;

�DUi+1XUi+1 +
X

�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1

X�i

=

 
k�i�1X
l=0

"lc�k�l

!0@�DUi+111Ui+1 +
X

�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1
11�i

1A
+"k�i

0@�DUi+1YUi+1+
X

�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1
11�ic�i

1A+O
�
"k�i+1Ui+1

�

= "k�i

0@�DUi+1YUi+1+
X

�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1
11�ic�i

1A+O
�
"k�i+1Ui+1

�
et pour 1 � j � k � i� 1;

�BOi+j+1

Ui+1
XUi+1 +A

Oi+j+1

Ui+1
XOi+j+1

=

 
k�i�j�1X

l=0

"lc�k�l

!�
�BOi+j+1

Ui+1
11Ui+1 +A

Oi+j+1

Ui+1
11Oi+j+1

�
+

"k�i�j
�
�BOi+j+1

Ui+1
11Ui+1c�i+j +A

Oi+j+1

Ui+1
YOi+j+1

�
+O

�
"k�i�j+1Ui+1

�
= "k�i�j

�
�BOi+j+1

Ui+1
11Ui+1c�i+j +A

Oi+j+1

Ui+1
YOi+j+1

�
+O

�
"k�i�j+1Ui+1

�
= "k�i�j

X
�i+j2Fi+j(�i+j+1)

�i+j 6=�i+j

�
�B�i+j

Ui+1
11Ui+1c�i+j +A

�i+j
Ui+1
11�i+jc�i+j

�

+"k�i�j
�
�BUi+j+1

Ui+1
11Ui+1c�i+j +A

Ui+j+1
Ui+1

YUi+j+1

�
+O

�
"k�i�j+1Ui+1

�
= "k�i�j

X
�i+j2Fi+j(�i+j+1)

�i+j 6=�i+j

B
�i+j
Ui+1
11Ui+1

�
c�i+j � c�i+j

�

"k�i�j
�
�BUi+j+1

Ui+1
11Ui+1c�i+j +A

Ui+j+1
Ui+1

YUi+j+1

�
+O

�
"k�i�j+1Ui+1

�
= "k�i�jMij + o

�
"k�i�jUi+1

�
pour j = k � i

�BOk+1

Ui+1
XUi+1 +A

Ok+1

Ui+1
XOk+1

:
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= �BOk+1

Ui+1
11Ui+1c�k +A

Ok+1

Ui+1
XOk+1

:

+O
�
"Ui+1

�
= Wi +O

�
"Ui+1

�
:

D'o�u

�
�Ui+1 �DUi+1

�
YUi+1 +

X
�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1
11�ic�i +

k�i�1X
j=1

Mij +W i

= O
�
"Ui+1

�
;

o�u le terme O
�
"Ui+1

�
est d�eduit de l'�egalit�e a) de la proposition 3.1.3. Du

corollaire 3.1.1, on d�eduit

YUi+1

= � ��Ui+1 �DUi+1

��10@ X
�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1
11�ic�i +

k�i�1X
j=1

Mij +W i

1A
+O

�
"Ui+1

�
:

Notons

Oi+1 = Oi+1[�i] :

Pour tout sous-ensemble S de Oi+1; on a

"BS
�i11�i = "AS

�i11S = GS
�i11S :

Ins�erons l'expression ci-dessus de YUi+1 dans Ti0 donn�e par (3.18); on a

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
Ti0

=
1

"i

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

G�i
�i11�i (c�i � c�i)

� 1

"i

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�kG

Ui+1
�i 11Ui+1c�i

:

� 1

"i

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
GUi+1
�i

�
�Ui+1 +DUi+1

��1 X
�i2Fi(�i+1)

G�i
Ui+1
11�ic�i
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� 1

"i

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
GUi+1
�i

�
�Ui+1 +DUi+1

��10@k�i�1X
j=1

Mij +W i

1A
+O("�i) :

Or de la r�eversibilit�e, on d�eduitX
�i2Fi(�i+1)

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

��i
�k
G�i
�i11�ic�i

=
X

�i2Fi(�i+1)

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

��i
�k
G�i
�i
11�ic�i :

D'o�u X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

G�i
�i11�i (c�i � c�i)

=
X

�i2Fi(�i+1)

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

��i
�k
G�i
�i11�ic�i

�
X

�i2Fi(�i+1)

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

��i
�kG

�i
�i11�ic�i

=
X

�i2Fi(�i+1)

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

��i
�kG

�i
�i11�ic�i

�
X

�i2Fi(�i+1)

X
�i2Fi(�i+1)

�i 6=�i

��i
�k
G�i
�i
11�ic�i

= 0 :

En tenant compte en plus de la proposition 3.1.6, on obtient

1

"i�1

X
�i2Fi(�i+1)

��i
�k
Ti0 =

1

"i
�Ui+1
�k

0@k�i�1X
j=1

Mij +Wi

1A+O(") :

On a ainsi montr�e l'�egalit�e (3.13).

Pour toute classe minimale �k de Fk, on a alors

1

"k�1
��k

�
�BOk+1

�k
11�kc�k +AOk+1

�k
XOk+1

�
= �(0)c�k +O(")

ou bien

1

"k
��k

�
�GOk+1

�k
11Ok+1

c�k +GOk+1
�k

XOk+1

�
= �(0)c�k +O(")
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Or pour toute �k 2 Fk ; il existe une fonction continue c�k telle que

X�k = 11�kc�k +O("�k) :

En tenant compte de a) de la proposition couche,

1

"k
��k

�
�GOk+1

�k
11Ok+1

c�k +GOk+1
�k

XOk+1

�
=

1

"k
��k

X
�k2Fk
�k 6=�k

�
�G�k

�k
11�kc�k +G�k

�k
11�kc�k

�
1

"k
��k

�
�GUk+1

�k
11Uk+1c�k +GUk+1

�k
XUk+1

�
+O (")

=
1

"k
��k

X
�k2Fk
�k 6=�k

G�k
�k11�k (c�k � c�k )

1

"k
��k

�
�GUk+1

�k 11Uk+1c�k +GUk+1
�k XUk+1

�
+O (") :

On a alors

1

"k
��k

2664 X
�k2Fk
�k 6=�k

G�k
�k11�k (c�k � c�k)�GUk+1

�k 11Uk+1c�k +GUk+1
�k XUk+1 +O ("�k)

3775
= �(0)c�k +O(") : (3.19)

D'apr�es le lemme 3.1.3,

XUk+1 = �
�
�Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk

G�k
Uk+1

11�kc�k +O("Uk+1) :

Rempla�cant XUk+1 par l'expression ci-dessus dans (3.19), on obtient

1

"k
��k

24 X
�k2Fk;�k 6=�k

G�k
�k
11�k (c�k � c�k)

�GUk+1
�k

11Uk+1c�k �AUk+1
�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk

G�k
Uk+1

11�kc�k

35
=

X
�k2Fk;�k 6=�k

��k�kc�k � c�k
1

"k
��k �h

GOk+1
�k 11Ok+1

+GUk+1
�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k

i

= �(0)c�k +O(") :
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Comme

�
�Uk+1 �DUk+1

�
11Uk+1 = �DUk+111Uk+1 = �

X
�k2Fk

G�k
Uk+1

11�k ;

On a

11Uk+1 = �
�
�Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk

G�k
Uk+1

11�k : (3.20)

Alors X
�k2Fk
�k 6=�k

G�k
�k
11�k �GUk+1

�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1 X
�k2Fk
�k 6=�k

G�k
Uk+1

11�k

=
X

�k2Fk
�k 6=�k

G�k
�k11�k +GUk+1

�k 11Uk+1 +GUk+1
�k

�
�Uk+1 +DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k

= GOk+1
�k 11Ok+1

+GUk+1
�k

�
�Uk+1 �DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k :

D'o�uX
�k 6=�k

��k�k =
1

"k
��k

h
GOk+1
�k

11Ok+1
+GUk+1

�k

�
�Uk+1 +DUk+1

��1
G�k
Uk+1

11�k

i
:

On en d�eduit

�k (c�k )
�
�k2Fk = �(0) (c�k )

�
�k2Fk +O ("Fk) :

Par suite �
lim
"&0

�k

�
lim
"&0

(c�k )
�
�k2Fk = �(0) lim

"&0
(c�k )

�
�k2Fk :

Du fait que la nullit�e du vecteur lim"&0(c�k )
�
�k2Fk

d�eduit celle de lim"&0X ,

compte tenu du lemme (3.1.3), on d�eduit que �(0) est une valeur propre de

lim"&0 �k ayant lim"&0(c�k )
�
�k2Fk

comme vecteur propre associ�e.

Montrons deuxi�emement

#Sk(�) = #Fk :

Soit 
k(") l'espace propre associ�e aux valeurs propres constituant Sk(�):

Soit 
k(0) l'espace engendr�e par les limites des vecteurs dans 
k (") quand "
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tend vers 0: D'apr�es le lemme 4.10 p34 dans [44], 
k(") et 
k(0) ont la même

dimension. Or d'apr�es le lemme 3.1.3, 
k(0) a une dimension plus petite ou

�egale �a #Fk: Donc il en est de même pour 
k("): C'est-�a-dire on a

#Sk(�) � #Fk :

D'apr�es Kato [44] (cf. II-2.1.4 P.67), 
1(0) est l'espace propre associ�e �a la

valeur propre 0 de � en " = 0: Quand k = 1; pour tout ensemble de constantes

fC�1g�12F1 ; soit X0 le vecteur sur E tel que pour toute classe �1 de F1

X0
�1 = C�111�1

et

X0
U2 = � lim

"&0
(�U2 �DU2)

�1
X

�12F1

C�1G
�1
U2
11�1

avec U2 = E �S�12F1
�1: D'autre part quand " = 0; �a une permutation pr�es

�(0) =

0@ �U2(0)�DU2(0)
�
G�1
U2
(0)
�
�12F1

(0) diag (��1(0))�12F1

1A :

On en d�eduit que

�(0)X0 = 0 :

Ce qui signi�e que X0 2 
1(0) et que la dimension de 
1(0) est plus grande ou

�egale �a #F1. Par cons�equent,

#S1(�) = #F1 :

Supposons que pour tout 1 � i � k � 1; on a

#Si(�) = #Fi :

Consid�erons le g�en�erateur �k�1: Soit �k 6= �k 2 Fk; d'apr�es (1), pour tous

�k�1 � �k; �k�1 � �k avec �k�1; �k�1 2 Fk�1; on a

lim
"&0

��k�1�k�1 = 0 et lim
"&0

��k�1�k�1 = 0 :
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Pour toute classe �k de Fk; notons ��kk�1 la restriction de �k�1 sur l'ensemble

des classes de Fk�1 contenues dans �k: On peut alors �ecrire lim"&0 �k�1 sous

la forme suivante.

lim
"&0

�k�1 =

0B@ diag

�
lim
"&0

��kk�1

�
�k2Fk

(0)

x x

1CA
o�u x d�esigne des termes sans int�erêt. Donc lim"&0 �k�1 a au moins #Fk valeurs
propres 0: C'est-�a-dire

#S1(�k�1) � #Fk :

Par cons�equent le nombre des valeurs propres non nulle de lim"&0 �k�1

#S0 (�k�1)�#S1(�k�1) � #S0 (�k�1)�#Fk � #Fk�1 �#Fk : (3.21)

Puisque toute valeur propre "k�1�(") de � avec �(0) 6= 0 correspond �a une valeur

propre d'�equivalent �(0) de �k�1; donc le nombre des valeurs propres "
k�1�(")

avec �(0) 6= 0 de � est plus petit ou �egal au nombre des valeurs propres �0(")

avec �0(0) 6= 0 de �k�1; i.e.

#Sk�1 (�)�#Sk (�) � #S0 (�k�1)�#S1 (�k�1) : (3.22)

De (3.21) et (3.22), on d�eduit

#Sk (�) � #Fk :

Ce qui termine la d�emonstration de (3).

Remarque D'apr�es le th�eor�eme A, #Sk(�); le nombre de valeurs propres

d'ordre O
�
"k
�
, est �egal au nombre de classes minimales d'ordre k, #Fk: Et donc

il y a #Fk �#Fk+1 valeurs propres d'ordre �
�
"k
�
. Par cons�equent, le gap est

d'ordre �
�
"K�1

�
.

Reprenons l'exemple 3.1.1. Du fait que #F1 = 5; on d�eduit qu'il y a 5

valeurs propres d'ordre O("): D�eterminons les �equivalents des valeurs propres

tendant vers 0; quand " tend vers 0:
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Notons

F1 = f�1; �2; �3; �4; �5g

avec

�1 = f1g ; �2 = f8g ; �3 = f9g ; �4 = f13; 14g ; �5 = f17g :

Soit �1 =
�
��i�j

�
1�i;j�5

; alors

lim
"&0

�1 =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1=4 �1 1=4

0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCA
:

Les valeurs propres de lim"&0 �1 sont: 0 (de multiplicit�e 4) et �0:5:
Notons

F2 = f�1; �2; �3; �4g

avec

�1 = f1; 2g ; �2 = f7; 8g ; �3 = f9; 10g ; �4 = f16; 17g :

Soit �2 =
�
��i�j

�
1�i;j�4

; alors

lim
"&0

�2 =

0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 5=4 �5=4

1CCCCCCA :

Les valeurs propres de lim"&0 �2 sont: 0 (de multiplicit�e 3) et �1:25:
Notons

F3 = f
1; 
2; 
3g

avec


1 = f1; 2; 3g ; 
2 = f6; 7; 8g ; 
3 = f9; 10; 11g :
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Soit �3 =
�
�
i
j

�
1�i;j�3

; alors

lim
"&0

�3 =

0BBB@
0 0 0

0 �1 1

0 1 �1

1CCCA :

Les valeurs propres de lim"&0 �3 sont: 0 (de multiplicit�e 2) et �2:
Notons

F4 = f�1; �2g

avec

�1 = f1; 2; 3; 4g ; �2 = f5; : : : ; 17g :

Soit �4 =
�
�
i
j

�
1�i;j�2

; alors

lim
"&0

�4 =

0@ �1 1

1=2 �1=2

1A :

Les valeurs propres de lim"&0 �4 sont: 0 et �1:5:
Finalement les �equivalents des 5 valeurs propres d'ordre O(") du g�en�erateur

initial sont

�0:5"+ o(") ; �1:25"2 + o("2) ; �2"3 + o("3) ; �1:5"4 + o("4) ; 0 :

3.1.5 Discussion

De nombreux probl�emes, comme le comportement des syst�emes complexes ([67,

18]), l'algorithme du recuit simul�e �a basse temp�erature ([35, 57]), le processus

de Ising ([64, 65]) et les r�eseaux neuronaux ([24, 48]), se ram�enent �a �etudier

le comportemnt d'un processus (ou une châ�ne) de Markov pertub�e qui a ainsi

suicit�e beaucoup d'�etudes depuis les ann�es 60. Les points d'int�erêts en sont

essentiellement les suivants: le comportement spectral ([44, 19, 27, 57]), le

comportement m�etastable ([27, 11, 59]) et l'�evolution al�eatoire du processus

([67, 18, 16, 15, 74]). Il nous parâ�t utile de comparer le th�eor�eme A et la

technique de base de sa d�emonstration avec les r�esultats existants sur le com-

portement spectral et le même type de technique utilis�e par d'autres.
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Les r�esultats dans [19] ont montr�e l'existence des g�en�erateurs �k(") conser-

vant les �equivalents des valeurs propres d'ordre �
�
"k
�
de �(") dans un cadre plus

g�en�eral o�u �(") n'est pas forc�ement irr�eductible et r�eversible que le th�eor�eme

A. Mais pour d�eduire le nombre de valeurs propres d'ordre �
�
"k
�
de �(") et les

�equivalents de ces valeurs propres; il n�ecessite la connaissance de �k(") dont la

d�e�nition r�ecursive oblige la d�etermination de tous les �i(") pout i � k: En fait,

pour tout i � k; le g�en�erateur �i(") d�e�ni par Delebecque a contenu les informa-

tions des valeurs propres d'ordre �
�
"j
�
de �(") pour tout j � i: Or ce qui nous

faut est seulement les informations des �equivalents des valeurs propres d'ordre

�
�
"k
�
de �("): Dans le cas o�u �(") est irr�eductible et r�eversible, la complexit�e

de la d�etermination de �k(0) propos�ee par Delebecque peut être beaucoup sim-

pli��ee par le th�eor�eme A au travers de l'analyse de la structure hi�erarchique

de �("). Dans le th�eor�eme A, le nombre des valeurs propres d'ordre O
�
"k
�
se

d�eduit directement du cardinal de Fk; la classe minimale d'ordre k par rapport

�a �("): Et pour obtenir les �equivalents des valeurs propres d'ordre �
�
"k
�
; il suf-

�t de d�eterminer �k(0) qui est d�e�ni directement �a partir de �("): Comparons

grossi�erement la complexit�e du calcul de �k(0) propos�e par Delebecque et celle

selon le th�eor�eme A. On note Cj
i la complexit�e de tirer les informations des

valeurs propres d'ordre �
�
"j
�
�a partir du g�en�erateur �i(") avec j � i: Alors la

complexit�e de la d�etermination de �k(0) d'apr�es Delebecque est

KX
j=1

Cj
0 +

KX
j=2

Cj
1 + � � �+

KX
j=k�1

Cj
k�2 + Ck

k�1 :

Et la complexit�e de la d�etermination de �k(0) selon le thot�eme A est

complexit�e de d�etermination de Fk + Ck
0 :

La technique de base qui nous permet de tirer �k(0) de �(") directement est

d'analyser la structure hi�erarchique de � (") ce qui n'est pas nouveau. Freidlin-

Wentzell [27] a introduit la notion de cycles qui a inspir�e par suite beaucoup

de travaux dans de nombreux domaines: [5, 37, 54, 57, 8]. Dans [57], Miclo

a consid�er�e le recuit simul�e �a basse temp�erature dont le g�en�erateur �(") =
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(�ab)a;b2E est analytique en " = 0 mais sous contrainte

8�ab > 0 ; d (�ab) d(�ba) = 0 : (3.23)

En utilisant la notion de k-cycle, il a donn�e ais�ement le nombre de valeurs

propres d'ordre �
�
"k
�
de � (") qui est tout simplement le nombre de k-cycles

(voir le paragraphe 2.3.3). En fait, il y a une bijection entre l'ensemble des

k-cycles et l'ensemble des classes minimales d'ordre k: Or la notion de k-cycle

n'est plus valable pour un g�en�erateur sans la contrainte 3.23. La desciption

r�ecurrente des cycles dans le cas du recuit simul�e g�en�eralis�e est du �a Hwang et

Sheu ([37]). Elle a en suite �et�e reprise par Trouv�e ([73])

3.2 Applications

3.2.1 Processus quasi d�ecomposables

La notion de quasi d�ecomposabilit�e semble avoir �et�e introduite par les �econo-

mistes Simon et Ando [67] dans le cadre de l'analyse hi�erarchique de syst�emes

complexes. L'id�ee, fort naturelle, a ensuite �et�e appliqu�ee en sociologie, biologie,

et de mani�ere tr�es pouss�ee pour l'analyse de performance des r�eseaux informa-

tiques (pour un historique complet, voir l'introduction de Courtois [18]). Cette

id�ee est la suivante. Dans un syst�eme dynamique complexe coexistent plusieurs

�echelles de temps. Pour �xer les id�ees, parlons de secondes, heures et mois. A

l'�echelle de quelques secondes, le syst�eme peut être d�ecompos�e en sous syst�emes

isol�es qui n'ont que des interactions internes. Ce n'est qu'�a l'�echelle de plusieurs

heures que des interactions sensibles apparaissent entre des composantes jusque

l�a isol�ees. Ceci induit un regroupement des anciennes composantes en de nou-

velles composantes qui constituent une partition du syst�eme global. Certaines

de ces composantes int�eragiront �a l'�echelle du mois, pour constituer par re-

groupement une partition plus grossi�ere. On obtient ainsi une hi�erarchie de

partitions embô�t�ees dont chacune correspond �a une �echelle de temps di��erente.

L'id�ee est formalis�ee �a l'aide de châ�nes de Markov dans le premier chapitre de

Courtois [18]. Nous pr�ef�erons le formalisme des processus �a temps continu. Les
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r�esultats ci-dessous s'adaptent de mani�ere imm�ediate aux matrices de transition

des châ�nes �a temps discret.

Soit �0 =
�
�0ij
�
i;j2E

un g�en�erateur irr�eductible sur l'espace d'�etats E: Le

g�en�erateur �0 est suppos�e �-r�eversible o�u � = (�(i))i2E : Consid�erons

fFkg1�k�K un ensemble de partitions de l'espace d'�etatsE tel que les conditions

suivantes soient v�eri��ees.

a) Pour 1 � k � K � 1; 8�k 2 Fk; 9�k+1 2 Fk+1 tel que �k � �k+1:

Autrement dit, toute classe �k+1 de Fk+1 est une union de classes de Fk:

b) Les Fi sont di��erentes,

i 6= j () Fi 6= Fj :

c) La partition FK r�eduite �a un �el�ement,

FK = fEg :

Ces partitions Fk sont donc embô�t�ees. On suppose que le g�en�erateur re-

streint de �0 �a chaque classe de ces partitions est irr�eductible. D�e�nissons le

nouveau g�en�erateur � = (�ij)i;j2E tel qu'il est analytique en " = 0 de la fa�con

suivante.

Pour tous i; j de E; posons k = 0 si i; j sont dans une même classe d'ordre

1: Sinon, soit k l'entier le plus grand tel que i; j ne sont pas dans une même

classe d'ordre k: Alors �ij est d�e�ni par

�ij = "k�0ij :

On dit que le g�en�erateur � ainsi d�e�ni est quasi d�ecomposable.

Puisque le g�en�erateur � est obtenu en multipliant �0ij et �0ji par un même

coe�cient, on a

�(i)�ij = �(j)�ji :

Par cons�equent, � est aussi �-r�eversible. Du fait

�0ij 6= 0() �ij 6= 0 ;
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on en d�eduit que le g�en�erateur restreint de � sur �k de Fk est irr�eductible et

��k�r�eversible o�u ��k se d�e�nit sur �k par

8i 2 �k ; ��k (i) =
�(i)

�(�k)
:

En plus, on constate que Fk est exactement l'ensemble des classes minimales

d'ordre k associ�e �a � d�e�ni dans le paragraphe 3.1.1 et que Ek = Fk: Dans ce
cas l�a, l'expression de la limite du g�en�erateur �k = (��k�k)�k;�k2Fk d�e�ni dans

le th�eor�eme A (page 96) est beaucoup simpli��ee.

Proposition 3.2.1 Si �k; �k sont dans une même classe d'ordre k + 1; alors

lim
"&0

��k�k =
X
i2�k
j2�k

��k�
0
ij :

Sinon

lim
"&0

��k�k = 0 :

D�emonstration . Il su�t de constater que dans l'expression de ��k�k dans le

th�eor�eme A, l'ensemble

Uk+1 = E �
[

�k2Fk

�k = ; ;

et de plus si �k; �k sont dans une même classe d'ordre k + 1; on a

8i 2 �k ; 8j 2 �k ; �ij = "k�0ij :

3.2.2 Processus de naissance et de mort �a homoth�etie in-

terne

Comme exemple des processus quasi d�ecomposables, nous d�ecrivons une famille

de processus de naissance et de mort sur f1; : : : ; 2kg, pr�esentant une hi�erarchisa-
tion des �echelles de temps. La famille est construite de mani�ere it�erative selon

les diagrammes de transition suivants.
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�etape 1 (2 �etats) � 1 !
1
�

�etape 2 (4 �etats) � 1 !
1
� " !

"
� 1 !

1
�

�etape 3 (8 �etats) � 1 !
1
� " !

"
� 1 !

1
� "2 !

"2
� 1 !

1
� " !

"
� 1 !

1
�

�etape k (2k �etats) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �| {z }
�etape k�1

"k�1 !
"k�1
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �| {z }

�etape k�1

Plus pr�ecis�ement, soit �(1) le g�en�erateur sym�etrique sur f1; 2g avec

�(1) =

 �1 1

1 �1

!
:

Pour tout k � 1, si �(k�1) est d�e�ni sur f1; : : : ; 2k�1g, d�e�nissons le g�en�erateur
�(k) sur f1; : : : ; 2kg par

�(k) =

0@ �(k � 1) (0)

(0) �(k � 1)

1A+ "k�1B2k

o�u B2k est le g�en�erateur dont les taux de transition entre les deux �etats 2k�1 et

2k�1 + 1 valent 1, les autres �etant nuls.

Pour tout k � 1, le g�en�erateur �(k) est irr�eductible et sym�etrique. Il est

donc r�eversible par rapport �a la mesure uniforme sur f1; : : : ; 2kg. Pour d�ecrire
le comportement des processus correspondants, supposons que l'unit�e de temps

est la seconde et �xons " = 1=3600. Consid�erons le processus �a 8 �etats (�etape 3)

et supposons qu'il parte de 1 �a l'instant 0. A l'�echelle de la seconde, le processus

va osciller entre 1 et 2, et donc se comporter comme le processus de l'�etape 1.

Ce n'est qu'au bout d'une heure en moyenne qu'il passera de l'�etat 2 �a l'�etat 3,

et se mettra �a osciller entre 3 et 4 toutes les secondes environ. A l'�echelle de

l'heure, le processus se comportera comme celui de l'�etape 2. Il faudra attendre

environ 3600 heures (150 jours) pour le voir quitter les �etats f1; 2; 3; 4g et visiter
l'autre moiti�e de l'espace d'�etats.

On v�eri�e que les g�en�erateurs ainsi construits sont quasi d�ecomposables. La

proposition suivante d�ecrit le spectre de �(k) quand " tend vers 0:

Proposition 3.2.2 Pour k � 1; le g�en�erateur �(k) a 2k�1 valeurs propres

d'�equivalent �2+O(") et 2k�i�1 valeurs propres d'�equivalent �"i=2i�1+O �"i+1�
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pour i = 1; : : : ; k � 1: Donc

gap(�(k)) =
"k�1

2k�2
+O

�
"k
�
:

D�emonstration . Pour simpli�er, posons � = �(k): Constatons que

lim
"&0

� = diag (J)2k�1�2k�1

avec

J =

0@ �1 1

1 �1

1A :

Comme J a pour valeurs propres 0 et �2; lim"&0 � a alors pour valeurs propres

0 et �2 de multiplicit�e 2k�1 toutes les deux. Alors � poss�ede 2k�1 valeurs

propres d'�equivalent �2 +O(") et 2k�1 d'�equivalent O("):

Notons

�ji = f2ij + 1; 2ij + 2; : : : ; 2i(j + 1)g ;

alors pour i = 1; :::; k � 1; Fi l'ensemble de classes minimales d'ordre i et la

partition Ei de E sont les suivantes:

Fi =
n
�ji ; j = 0; : : : ; 2k�i � 1

o
et Ei = Fi :

D'o�u il y a 2k�i valeurs propres d'ordre O("i) et donc 2k�i�1 valeurs propres

sont �egales �a "i �a une constante pr�es. D�eterminons ces constantes. Soit �
�
j1
i
�
j2
i

les taux de transition de �j1i �a �j2i qui constituent le g�en�erateur �i d�e�ni sur Fi
que donne le th�eor�eme A. Pour j1 < j2; on a

lim
"&0

�
�
j1
i
�
j2
i

=

8<: 1=2i si j1 est paire et j2 = j1 + 1

0 sinon .

Evidemment �i est sym�etrique, alors

lim
"&0

�i =
1

2i
diag (J)2k�i�1�2k�i�1 :

D'o�u lim"&0 �i a pour valeurs propres 0 et �1=2i�1 de multiplicit�e 2k�i�1 toutes
les deux. Donc il y a 2k�i�1 valeurs propres d'�equivalent

�"i=2i�1 + o("i) :
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On en d�eduit

gap(�) =
"k�1

2k�2
+ o

�
"k�1

�
:

Sur des exemples num�eriques, on constate que cet �equivalent fournit une ap-

proximation correcte du gap, même pour des valeurs de " de l'ordre de plusieurs

dixi�emes. Ces v�eri�cations num�eriques ont �et�e faites �a l'aide de Mathematica

[75]. Les tables ci-dessous donnent des valeurs de gap(�(k)) et de son estimation

par "k�1=2k�2, pour k = 3 et 4 (8 et 16 �etats respectivement).

" 0; 05 0; 10 0; 15 0; 20 0; 25 0; 30 0; 35 0; 40 0; 45 0; 50

gap(�(3)) 0; 0012 0; 0047 0; 0101 0; 0172 0; 0255 0; 0347 0; 0444 0; 0544 0; 0645 0; 0744

"2=2 0; 0013 0; 0050 0; 0113 0; 0200 0; 0312 0; 0450 0; 0612 0; 0800 0; 1012 0; 1250

" 0; 05 0; 10 0; 15 0; 20 0; 25 0; 30 0; 35 0; 40 0; 45 0; 50

gap(�(4)) 0; 0000 0; 0002 0; 0008 0; 0017 0; 0031 0; 0049 0; 0071 0; 0096 0; 0123 0; 0151

"3=4 0; 0000 0; 0003 0; 0008 0; 0020 0; 0039 0; 0068 0; 0107 0; 0160 0; 0228 0; 0313

3.2.3 Recuit simul�e �a basse temp�erature

L'algorithme de Metropolis [56] a suscit�e une abondante litt�erature ces dix

derni�eres ann�ees (voir [22] et les r�eferences qu'il contient). L'int�erêt pour cet

algorithme provient de ces nombreuses applications, du recuit simul�e �a l'�echan-

tillonnage de Gibbs ([46, 32, 2, 57, 58, 29, 38]). Le probl�eme th�eorique le plus

important pos�e par ce type de technique est la d�etermination pr�ecise de la vitesse

de convergence. Une pr�esentation g�en�erale de l'ensemble des r�esultats rigoureux

connus �a ce jour est donn�ee par Diaconis et Salo�-Coste [22]. La plupart portent

sur des minorations du trou spectral des châ�nes de Markov simul�ees ou sur des

in�egalit�es de Sobolev logarithmiques. Ces r�esultats ne sont �evidemment que des

pis-allers, �a d�efaut de pouvoir connâ�tre l'ensemble du spectre de la châ�ne, ce

qu'interdit dans le cas g�en�eral la taille de l'espace des �etats. Une description

compl�ete du spectre a cependant �et�e obtenue par Miclo [57] et dans des cas

particuliers par Diaconis et Salo�-Coste [22] et Liu [51]. C'est un r�esultat de
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ce type que nous proposons ici, dans le cas o�u certaines transitions sont tr�es

faibles. Un cas typique d'application est celui de l'algorithme du recuit simul�e

�a basse temp�erature. Nous nous placerons donc dans ce cadre et d�ecrivons les

�equivalents des di��erentes valeurs propres �a basse temp�erature en appliquant le

th�eor�eme A.

Rappelons tout d'abord la description classique de l'algorithme du recuit

simul�e. Soit E = fa; b; : : :g un ensemble �ni, et H une fonction de E dans R

que l'on souhaite minimiser. Cette fonction est interpr�et�ee comme une �energie

et la mesure de Gibbs correspondante, not�ee � est d�e�nie par

8a 2 E ; �(a) =
1

Z
exp�H(a)

T
;

o�u T d�esigne un param�etre de temp�erature, et Z la constante de normalisa-

tion (fonction de partition). Quand T tend vers 0, la famille de mesures ainsi

d�e�nie converge vers la loi uniforme sur l'ensemble des minima globaux de la

fonction H (proposition 2.2.1). L'algorithme du recuit simul�e est une variante

de l'algorithme de Metropolis qui simule une châ�ne de Markov pour laquelle �

est une mesure r�eversible. En toute g�en�eralit�e, l'algorithme de Metropolis (voir

2.2.1) est une m�ethode de simulation par rejet �a partir d'un noyau Markovien

�0, qui n'est pas n�ecessairement sym�etrique (voir [22]). Dans la plupart des ap-

plications, le noyau �0 est celui de la marche al�eatoire sym�etrique sur un graphe

non orient�e dont E est l'ensemble des sommets. C'est dans ce cas que nous nous

placerons. L'ensemble des arêtes de ce graphe est not�e A.

A � f(a; b) ; a; b 2 Eg :

La relation de voisinage sera not�ee �.

a � b() (a; b) 2 A :

L'algorithme est vu ici comme un processus de Markov �a temps continu, et

d�ecrit par ses taux de transition, qui sont non nuls seulement sur les arêtes du
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graphe.

8a � b 2 E ; �ab =

8><>:
1 si H(b) � H(a)

exp

�
�H(b)�H(a)

T

�
si H(b) > H(a) :

Il est imm�ediat de v�eri�er que le g�en�erateur ainsi d�e�ni est �-r�eversible. A�n

de se placer dans le cadre o�u le g�en�erateur est analytique, nous supposerons que

la fonction H ne peut prendre que des valeurs entiers. Une translation de H ne

change ni la mesure ni le g�en�erateur. Supposons en plus que

min
a2E

H(a) = 0 :

Posons � la plus grande valeur positive telle que pour tous a; b 2 E;
H(a)�H(b)

�
2 N :

Notre but est d'�etudier le spectre de ce g�en�erateur �a basse temp�erature. Nous

poserons donc

" = exp� �

T
:

et d�esignerons par � le g�en�erateur correspondant qui est d�e�ni donc sur E de

la fa�con suivante

8a; b 2 E ; �ab =

8>>><>>>:
0 si a6�b
1 si a � b et H(b) � H(a)

"k si a � b et [H(b)�H(a)] =� = k :

Et la mesure r�eversible � de � est d�e�nie par

8a 2 E ; �(a) =
1

Z
"H(a)=� :

Etudions la structure hi�erarchique associ�ee au g�en�erateur �: En fait dans le

cas du recuit simul�e la construction des fonctions d'�energie Hk; des partitions

de l'espace d'�etats E; Ek et des ensembles de classes minimales Fk est beaucoup
simpli��ee. On constate que dans ce cas l�a, le g�en�erateur est compl�etement

d�etermin�e par l'ensemble des arêtesA et la fonction d'�energieH: Or les fonctions

d'�energie H1 et H sont identiques �a un coe�cient pr�es,

H1 =
H

�
:



124 Chapitre 3. Spectres des g�en�erateurs quasi r�eductibles

Donc E1 et F1 sont d�etermin�es par A et H1: It�erativement, on montre que les

Ek;Fk sont d�etermin�es par A et Hk: On dira que deux sous-ensembles S1; S2 de

E avec S1 \ S2 = ; communiquent, si il existe a 2 S1; b 2 S2 tels que a � b:

Proposition 3.2.3 Pour le g�en�erateur �; nous avons les propri�et�es suivantes.

(1) Pour toutes classes �k; �k de Fk avec �k 6= �k;

�[�k; �k] =1 et �[�k; �k] =1 :

Autrement dit, �k; �k ne communiquent pas.

(2) Soit �k 2 EknFk: Si d(�ba) = 0 avec b 2 �k; a =2 �k; alors

�k[b; a] = minf�k[b0; a0] ; b0 2 �k; a0 =2 �kg :

(3) D�e�nissons la relation Rk par 8a; b 2 E; iRkj si et seulement si

9a = c1 � c2 � : : : � cl = b t.q. Hk(c1) = : : : = Hk(cl) :

Alors Ek est l'ensemble des classes d'�equivalence par rapport �a Rk.

(4) Soit �k 2 Ek: Alors �k est minimale si et seulement si pour toute classe

�k de Ek comuniquant avec �k; on a

h(�k) > h(�k) :

Autrement dit, h(�k) est un minimum local de Hk.

D�emonstration . On constate que dans le cas du recuit simul�e, pour tous

a; b 2 E; les ordres de grandeur de �ab et �ba ont les trois possibilit�es suivantes:
soit

d(�ab) = d(�ba) =1

ce qui signi�e que a6�b; soit

d(�ab) = d(�ba) = 0
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ce qui signi�e que a � b et H1(a) = H1(b); soit

d(�ab) � 1; d(�ba) = 0 ou d(�ab) = 0; d(�ba) � 1

ce qui signi�e que a � b et H1(a) 6= H1(b): Donc si a � b, au moins l'un de

d(�ab); d(�ba) est 0:

Montrons la propri�et�e (1).

Montrons d'abord

�[�k ; �k] � k et �[�k; �k] � k :

D'apr�es (5) de la proposition 3.1.2, ceci est vrai si h(�k) = h(�k):

Si h(�k) < h(�k); on a

�[�k; �k] � h(�k)�B(�k) (d'apr�es (4) de la proposition 3.1.2)

� 1 + h(�k)�B(hk)

� k ( (3) de la proposition 3.1.2 ),

et d'apr�es la d�e�nition de classe minimale, on a

�[�k; �k] � k :

Par cons�equent, pour tous a 2 �k; b 2 �k;

�k[a; b] � k ;

par suite

d(�ab) = �k[a; b]� (H1(a)�B(�k))

� k � [H1(a)�B(�k)]

� k � [h(�k)�B(�k)]

� 1 ( (3) de la proposition 3.1.2 ).

De même,

d(�ba) � 1 :

On en d�eduit a6�b:
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Montrons la propri�et�e (2).

Montrons premi�erement que pour toute classe non minimale �k d'ordre k; si

b 2 �k; a =2 �k sont tels que

�k[b; a] = minf�k[b0; a0] ; b0 2 �k ; a0 =2 �kg ;

alors

d(�ba) = 0 :

Quand k = 1; comme �1 est non-minimale,

minf�1[b0; a0] ; b0 2 �1 ; a0 =2 �1g = 0 ;

donc ce qu'on voulait d�emontrer est vrai pour k = 1.

Supposons que c'est vrai pour i � k� 1: Si �k est de type 2; posons �k�1 la

classe d'ordre k � 1 telle que �k�1 = �k: On a alors

�k�1[b; a] = minf�k�1[b0; a0] ; b0 2 �k�1 ; a0 =2 �k�1g :

Par r�ecurrence

d(�ba) = 0 :

Si �k est de type 1; comme �k est non-minimale, forc�ement

minf�k[b0; a0] ; b0 2 �k ; a0 =2 �kg � k � 1 :

Par suite

�k[b; a] � k � 1 : (3.24)

Posons


k = Ek(a) :

D'apr�es (1) de la proposition 3.1.2, on a h(
k) > h(�k). Alors

�[�k; 
k]

� h(
k)�B(�k) ( (3) de la proposition 3.1.2 )

� 1 + h(�k)�B(�k)

� k ( (3) de la proposition 3.1.2 ),
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ce qui contredit (3.24).

Montrons deuxi�emement que si d(�ba) = 0 avec b 2 �k; a =2 �k; alors

H1(b) = h(�k) :

Supposons que l'a�rmation ci-dessus n'est pas vraie. Soit alors i l'entier le

plus grand tel que

Hi(b) = Hk(b)� 1 :

Posons

�i = Ei(b) et 
i = Ei(a) :
Forc�ement �i est minimale.

Si h(
i) > h(�i); on a

d(�ba) � �[�i; 
i]�H1(b) +B(�i)

� h(
i)�H1(b) ( (4) de la proposition 3.1.2 )

� 1 ;

ce qui est contradictoire.

Si h(
i) = h(�i); d'apr�es (5) de la proposition 3.1.2,

d(�ba)

� �[�i; 
i]�H1(b) +B(�i)

� i�H1(b) +B(�i) ( (5) de la proposition 3.1.2 )

� i� h(�i) +B(�i)

� 1 ( (3) de la proposition 3.1.2 ),

ce qui est contradictoire.

Si h(
i) < h(�i);

d(�ba)

� �[�i; 
i]�H1(b) +B(�i)

� i�H1(b) +B(�i) (d�e�nition de classe minimale)

� i� h(�i) +B(�i)

� 1 ( (3) de la proposition 3.1.2 ),
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ce qui est contradictoire. D'o�u le deuxi�eme point de la d�emonstration.

Du fait que pour tous b 2 �k; a =2 �k tel que d(�ba) = 0;

�k[b; a] = h(�k)�B(�k)

qui est constant, on en d�eduit la propri�et�e (2).

Montrons la propri�et�e (3).

Evidemment, toute classe de Ek appartient �a une classe d'�equivalence par

rapport �aRk: Donc il su�t de montrer que pour toutes classes �k 6= �k 2 Ek
telles que �k; �k communiquent, on a h(�k) 6= h(�k):

Pour k = 1; 8a 2 �1;8b 2 �1 avec a � b; on a

d (�(a)) = h(�1) et d (�(b)) = h(�1) :

Si h(�1) = h(�1); alors �(a) = �(b); d'o�u

d(�ab) = d(�ba) = 0

ce qui signi�e que a; b sont dans une même classe d'ordre 1: Ce qui contredit

l'hypoth�ese. Donc on a h(�1) 6= h(�1):

Supposons que pour toutes classes �k�1 6= �k�1 2 Ek�1 telles que �k�1; �k�1
communiquent, on a h(�k�1) 6= h(�k�1): Soit �k 6= �k 2 Ek telles que �k; �k

communiquent.

Si �k; �k sont toutes les deux de type 2, alors elles sont aussi classes d'ordre

k � 1; par r�ecurrence, on a h(�k) 6= h(�k):

Si �k; �k sont toutes les deux de type 1; supposons que h(�k) = h(�k):

D'apr�es (5) de la proposition 3.1.2, on a

�[�k; �k] � k :

Donc 8a 2 �k;8b 2 �k;

d(�ab) � �[�k; �k]�H1(a) +B(�k)

� k � h(�k) +B(�k)

� 1 ( (5) de la proposition 3.1.2 ).
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De même

d(�ba) � 1 :

On en d�eduit

d(�ab) = d(�ba) =1

ce qui contredit le fait que �k; �k communiquent. Par cons�equent, on a h(�k) 6=
h(�k):

Si �k est de type 1 et �k de type 2, supposons que h(�k) = h(�k): D'apr�es

(5) de la proposition 3.1.2. Du même raisonnement que pr�ec�edemment, 8a 2
�k;8b 2 �k avec a � b , on a d (�ab) � 1: Donc

d(�ba) = 0 :

Posons

�k�1 = Ek�1(a) et �k�1 = Ek�1(b) :

Comme �k est de type 2, alors

�k�1 = �k :

Puisque �k�1; �k�1 communiquent, on a h(�k�1) 6= h(�k�1); forc�ement

h(�k�1) = h(�k�1)� 1 ;

par cons�equent �k�1 est minimale. Comme d(�ba) = 0; d'apr�es (2),

�k�1[b; a] = minf�k�1[b0; a0] ; b0 2 �k�1; a0 =2 �k�1g :

On a alors

�[�k�1; �k�1] = h(�k�1)�B(�k�1) ( (1) de la proposition 3.1.2 )

= 1 + h(�k�1)�B(�k�1)

= k � 1 ( (3) de la proposition 3.1.2 ).

On en d�eduit que �k�1; �k�1 sont dans une même classe d'ordre k ce qui est

contradictoire. Cons�equement, on a h(�k) 6= h(�k):
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Montrons la propri�et�e (4).

D'apr�es (3), h(�k) 6= h(�k): Supposons h(�k) > h(�k): Comme �k est mini-

male, alors

�[�k; �k] � k :

Soit a 2 �k; b 2 �k tels que a � b, on a

d(�ab) � �[�k; �k]�H1(a) +B(�k) � 1 ;

donc

d(�ba) = 0

et

H1(a) < H1(b) :

Soient �i = Ei(a) et �i = Ei(b) pour 1 � i � k � 1: D'apr�es (3),

h(�i) 6= h(�i)

donc

h(�i) > h(�i) :

D'autre part on a

h(�1) = H1(a) < H1(b) = h(�1) :

Ce qui est contradictoire. D'o�u

h(�k) < h(�k) :

La r�eciproque est imm�ediate et toujours satisfaite.

Compte tenu de (3) et (4) de la proposition 3.2.3, la construction it�erative

des Ek;Fk et Hk se simpli�e de la mani�ere suivante.

D�e�nissons la fonction d'�energie H1 par

H1 =
H

�
:
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Evidemment H1 2 N: Posons

J = max
a;b
jH1(a)�H1(b)j :

Alors H1 prend ses valeurs dans f0; 1; :::; Jg. Supposons d�e�nie la fonction

d'�energieHk, la partition Ek de E se d�e�nit comme l'ensemble des classes d'�equi-

valence par rapport Rk donn�ee dans la propri�et�e (3) de la proposition 3.2.3: Il

est clair que pour toute classe �k de Ek; Hk est constant sur �k; notons h(�k)

cette constante d'�energie. On dit que �k 2 Ek est une classe minimale d'ordre

k si h(�k) est un minimum local de Hk. Notons Fk l'ensemble des classes

minimales d'ordre k: De�nissons Hk+1 de la fa�con suivante. Pour tout a de E

Hk+1(a) =

8<: Hk(a) + 1 si 9�k 2 Fk t.q. a 2 �k
Hk(a) sinon :

Alors Hk+1 prend les valeurs fk; :::; Jg.
En fait, les appellations \fonction d'�energie", l'ensemble des \classes mini-

males" qu'on a utilis�ees pour Hk;Fk dans le cas g�en�eral sont inspir�ees par le

cas du recuit simul�e.

Puisqu'il n'y a pas de taux de transition entre deux classes minimales �k; �k

di��erentes, compte tenu de (1) de la proposition 3.2.3, alors le taux de transition

de �k �a �k dans le g�en�erateur �k d�e�ni par le th�eor�eme A (page 96) se simpli�e

comme suit:

��k�k = �
1

"k
��kG

Uk+1
�k

(�Uk+1 �DUk+1)
�1G�k

Uk+1
11�k :

Nous illustrons ci-dessous la structure hi�erarchique par un exemple explicite.

Exemple 3.2.1 .

Soit E = f1; : : : ; 25g: Le graphe du g�en�erateur � = (�ij)i;j2E est lin�eaire.

Nous donnons dans la �gure 3.9 la fonction d'�energie H1 qui d�etermine le

g�en�erateur. En fait

�i;j =

8>>><>>>:
0 si ji� jj > 1

1 si ji� jj = 1 et H(j) � H(i)

" si ji� jj = 1 et H(j) > H(i) :
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Figure 3.9: Fonction d'�energie H1 :
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Figure 3.10: H1; E1 et F1 :

Pour 1 � k � 5; dans la �gure nomm�ee \Hk, Fk et Ek ", l'�energie Hk des

�etats est donn�ee sur l'axe vertical, une classe de Ek est un ensemble de points

connect�es par des traits pleins, si les points d'une classe sont noirs (resp. blancs),

il s'agit alors d'une classe minimale (resp. non-minimale).

A une permutation pr�es, on a

lim
"&0

�1 =

0BBBBBBBBBBBB@

�1=4 1=4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 �1=4 1=4 0 0

0 0 1=2 �1=2 0 0

0 0 0 1=2 �1 1=2

0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCA
;
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Figure 3.11: H2; E2 et F2 :
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Figure 3.12: H3; E3 et F3 :

ses valeurs propres sont: 0 (de multiplicit�e 3), �1
4
;�3

4
; et �1;

lim
"&0

�2 =

0BBB@
�1=2 1=2 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA ;

ses valeurs propres sont: 0 (de multiplicit�e 2) et �1
2
; Et lim"&0 �3 est nulle;

lim
"&0

�4 =

0@ �1=12 1=12

1=4 �1=4

1A ;

ses valeurs propres sont: 0 et �1
3
:

On en d�eduit que les �equivalents des valeurs propres d'ordre O(") du g�en�e-

rateur initial � sont:

0 ; �1
4
" ; �3

4
" ; �" ; �1

2
"3 ; �1

3
"4 :



134 Chapitre 3. Spectres des g�en�erateurs quasi r�eductibles
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Figure 3.13: H4; E4 et F4 :
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Figure 3.14: H5; E5 et F5 :

3.2.4 Processus d'Ising en dimension un

Adoptons les d�e�nitions et notations pr�esent�ees au paragraphe 2.2.2. On s'int�e-

resse au cas o�u d = 1; l'ensemble de sites S = f0; 1; : : : ; n � 1g; l'espace de

con�gurations 
 = f0; 1gS: Pour les trois conditions de bord : p�eriodique, ouvert
et unitaire, les g�en�erateurs sont not�es respectivement par �p;�o et �u: Parmi les

processus d'Ising, nous nous int�eressons plus particuli�erement �a deux mod�eles:

l'algorithme de Metropolis et l'�echantillonnage de Gibbs. Pour l'algorithme de

Metropolis, les taux de transition sont d�e�nis par

c(x; �) =

8<: 1 si H(�x) � H(�)

exp� 1

T
[H(�x)�H(�)] sinon :

Pour l'�echantillonnage de Gibbs,

c(x; �) =

�
1 + exp� 1

T
[H(�)�H(�x)]

��1
:

Nous g�en�eralisons ces deux d�e�nitions de la fa�con suivante. Posant

a(x; �) = exp� 1

T
[H(�)�H(�x)] ;
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d�e�nissons les taux de transition d'un processus d'Ising par

c(x; �) =

8<: f (a(x; �)) si H(�x) < H(�)

a(x; �)�1f
�
a(x; �)�1

�
sinon :

o�u la fonction f est analytique et positive. On retrouve l'algorithme de Metropo-

lis et l'�echantillonnage de Gibbs en prenant f � 1 et f(x) = 1=(x + 1) respec-

tivement.

Pour la famille de processus d'Ising d�e�nie ci-dessus, nous avons les r�esultats

suivants sur les �equivalents de gaps dans les di��erentes conditions de bord.

Proposition 3.2.4 Quand la temp�erature T tend vers 0; on a les �equivalents

de gaps dans les di��erentes conditions de bord. Pour la condition de bord

p�eriodique,

gap(�p) =
4f(0)f(1)n

4f(1) + f(0)(n� 2)
exp

�
� 4

T

�
+ o

�
exp

�
� 4

T

��
:

Pour la condition de bord ouverte,

gap(�o) =
4f(0)f(1)

2f(1) + (n� 2)f(0)
exp

�
� 2

T

�
+ o

�
exp

�
� 2

T

��
;

Pour la condition de bord unitaire, il existe une constante c strictement positive

telle que

gap(�u) = c+O

�
exp

�
� 4

T

��
:

Remarque Comme cas particuliers, les gaps asymptotiques de l'algorithme de

Metropolis dans les cas p�eriodique et ouvert sont les suivants.

gap(�p) =

�
4� 8

n+ 2

�
exp

�
� 4

T

�
+ o

�
exp

�
� 4

T

��

gap(�o) =
4

n
exp

�
� 2

T

�
+ o

�
exp

�
� 2

T

��
:

Pour l'�echantillonnage de Gibbs, on a

gap(�p) = 2 exp

�
� 4

T

�
+ o

�
exp

�
� 4

T

��

gap(�o) =
2

n� 1
exp

�
� 2

T

�
+ o

�
exp

�
� 2

T

��
:
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Supposons que pour 0 < x � 1; on a f(x) � f(1): Dans les cas p�eriodique et

ouvert, les horloges sont respectivement

�ph =

8>><>>:
nf

�
exp

�
� 4

T

��
si n pair

(n� 2)f

�
exp

�
� 4

T

��
+ 2f(1) si n impair

et

�oh = (n� 2)f

�
exp

�
� 4

T

��
+ 2f

�
exp

�
� 2

T

��
:

Pour une temp�erature T assez basse et un nombre de sites n assez grand,

l'algorithme de Metropolis est meilleur que l'�echantillonnage de Gibbs. Cette

conclusion �gure d�ej�a dans [29] comme cons�equence d'un raisonnement di��erent.

Avant de d�emontrer le th�eor�eme ci-dessus, pr�esentons quelques notations.

Pour toute con�guration � de 
, appelons composante connexe de � un ensemble

de sites voisins (au sens du graphe G qui d�epend de la condition de bord) sur

lequel � soit constante (un site �a 0 entre des sites �a 1 est une composante connexe

de cardinal 1). Notons 
1 l'ensemble des con�gurations ayant 2 composantes

connexes et 
2 celui des con�gurations ayant plus de 2 composantes connexes.

Soit �
1 , �
2 les g�en�erateurs restreints de � �a respectivement 
1 et 
2: Notons

�0; �1 les con�gurations dont tous les sites sont �a 0 et 1 respectivement qui sont

les seules con�gurations ayant une composante connexe. On pose

�1 = f�0g ; �1 = f�1g :

D�emonstration . Consid�erons d'abord la condition de bord p�eriodique.

Posons

" = exp

�
� 4

T

�
:

Tenons compte du fait que pour toute con�guration � et tout site x; H(�) �
H(�x) ne peut valoir que: �4; 0 ou 4: Alors les taux de transition peuvent

s'�ecrire de la fa�con suivante:

c(x; �) =

8>>><>>>:
f(") si H(�)�H(�x) = 4

f(1) si H(�)�H(�x) = 0

"f(") si H(�)�H(�x) = �4 :
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Constatons que pour toutes con�gurations �; � de 
; on a

H(�) = H(�)() H1(�) = H1(�)

et

H(�) > H(�)() H1(�) > H1(�) ;

tenant compte du fait que

H1(�) = d (� (�)) =
H(�)�H(�0)

4
:

Soit �0 une con�guration autre que �0 et �1: On a

H(�0) > H(�0) = H(�1)

Comme qu'il n'y a pas de taux de transition entre �0 et �1; f�0g et f�1g sont
deux classes minimales d'ordre 1: Si �0 contient un site x �a 0 mais entre deux 1

(par exemple �0 = (1101) quand n = 4); alors H(�0x) < H(�0); donc �0 n'est pas

dans une classe minimale d'ordre 1: Sinon, �0 contient forc�ement des sites �a 0

et se situant entre 0 et 1 (par exemple �0 = (1000)): Notons �1 la con�guration

obtenue en changeant l'�etat d'un tel site de 0 �a 1: R�ecursivement, si �i contient

des sites �a 0 et se situant entre 0 et 1; posons �i+1 la con�guration obtenue

en changeant l'�etat d'un tel site de 0 �a 1: Il existe alors un entier l tel que �l

contient un site x �a 0 mais se situant entre deux 1 (par exemple �l peut être

(1110)): Comme H(�i) = H(�i+1) et les taux de transitions entre �i et �i+1 sont

f(1); donc les �i sont dans une même classe d'ordre 1; pour i = 0; : : : ; l� 1: Or

�l n'est pas dans une classe minimale d'ordre 1; donc �0 ne l'est non plus. On a

F1 = f�1; �1g :

D�eterminons le g�en�erateur �1 d�e�ni sur F1 que donne le th�eor�eme A. Si �
poss�ede i composantes connexes (i est n�ecessairement pair o�u 1), on a

H(�) =

8<: �n si i = 1

2i� n sinon ,
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et

H1(�) =

8<: 0 si i = 1

i=2 sinon .

Soit U2 = 
n (�1 [ �1) : Alors U2 est l'ensemble des con�gurations ayant plus

de une composante connexe, donc

U2 = 
1 [ 
2 :

Constatons que pour tous � 2 
1; � 2 
2; comme H(�) > H(�); le taux de

transition de � vers � tend vers 0;

��� = O(") :

Alors il existe deux matricesM1; M2 analytiques en " telles que �U2 peut s'�ecrire

sous la forme,

�U2 =

0@ �
1 "M1

M2 �
2

1A�M

o�u la matrice M est diagonale telle que0@ (0) "M1

M2 (0)

1A11U2 =M11U2

En posant

DU2 =

0@ D0

1

(0)

(0) D0

2

1A ;

o�u les matrices on a

lim
"&0

(�U2 �DU2)
�1

= lim
"&0

0@ �
1 �D0

1

(0)

M2 �
2 �D0

2

1A�1

= lim
"&0

0@ �
�
1 �D0


1

��1
x

x x

1A (3.25)

o�u x d�esigne des termes sans int�erêt.
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Montrons que le cardinal de 
1 est n(n� 1) et que �a une permutation pr�es

la limite de la restriction de � �a 
1 s'�ecrit

lim
"&0

�
1 =

0BBBBBBBBB@

�2f(1)I F (0)

F � �4f(1)I F

. . .
. . .

. . .

F � �4f(1)I F

(0) F � �2f(1)I

1CCCCCCCCCA
(n�1)�(n�1)

(3.26)

o�u

F = f(1)

0BBBBBB@
1 1

1
. . . (0)

. . .
. . .

(0) 1 1

1CCCCCCA :

Soit fV1; : : : ; Vn�1g une partition de 
1 telle que le cardinal de la composante

connexe de valeur 1 des con�gurations de Vi soit i. A toute con�guration � 2 
1,

on l'associe le couple d'indices (i; j) si et seulement si8<: � 2 Vi
�(j) = 1 et �(j � 1) = 0 :

Alors


1 = f�ij ; i 2 f1; : : : ; n� 1g; j 2 f1; : : : ; ngg :

Donc le cardinal de 
1 est n(n�1): A partir de �ij , les seuls taux de transitions

non nuls vont vers �i+1j�1, �i+1j , �i�1j+1 et �i�1j . Alors �a une permutation

pr�es, F et F � sont respectivement les matrices des taux de transition de Vi �a

Vi+1 et de Vi+1 �a Vi. D'o�u �
1 s'�ecrit sous la forme (3.26).

On constate que parmi les taux de transition entre �1 et U2; il n'y a de taux

de transition non nuls qu'entre �1 et V1: De mani�ere analogue, parmi les taux

de transition entre �1 et U2; il n'y a de taux de transition non nuls qu'entre �1

et Vn�1: On a en fait

G
1
�1 =

�
GV1
�1 (0)

�
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avec

G
V1
�1 = "f(") 11

�

V1

et

G�1

1

=

0@ G�1
V1

(0)

1A ; G�1

1

=

0@ (0)

G�1
Vn�1

1A
avec

G�1
V1

= f(")11V1 ; G
�1
Vn�1

= f(")11Vn�1 :

D'autre part

GU2
�1 =

�
G
1
�1 (0)

�
; G�1

U2
=

0@ G�1

1

(0)

1A et G�1
U2

=

0@ G�1

1

(0)

1A :

Donc

D0

1 = f(")

0BBB@
IV1 (0)

(0)

(0) IVn�1

1CCCA
En consid�erant l'�equation (3.25), on a

lim
"&0

��1�1 = � lim
"&0

1

"
GU2
�1 (�U2 �DU2)

�1G�1
U2

= � lim
"&0

1

"
G
1
�1

�
�
1 �D0


1

��1
G�1

1

= � f2(0)
�
11
�

V1 (0)
�
Q

0@ (0)

11Vn�1

1A
o�u

Q = lim
"&0

�
�
1 �D0


1

��1

=

0BBBBBBBBB@

E1 F (0)

F � E0 F

. . .
. . .

. . .

F � E0 F

(0) F � E1

1CCCCCCCCCA

�1

(n�1)�(n�1)

avec

E1 = �(2f(1) + f(0))I et E0 = �4f(1)I :
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Posons

Q = (Qij)1�i;j�n�1

o�u les matrices carr�ees Qij sont d'ordre n: Alors

lim
"&0

��1�1 = �f2(0)11
�
Q1n�111 :

Si on pose 8<: Ek = E0 � FE�1k�1 F
� k = 2; : : : ; n� 2

En�1 = E1 � FE�1n�2 F
�

;

on v�eri�e que

Q1n�1 = (�1)nE�1n�1

n�2Y
k=1

FE�1k :

D'o�u

lim
"&0

��1�1 = �f2(0)11
�
E�1n�1

n�2Y
k=1

FE�1n�k11 :

On a

F11 = 2f(1)11 ; F �11 = 2f(1)11

et

E111 = �(2f(1) + f(0))11 ; E011 = �4f(1)11 :

Soit a1 = �(2f(1)+f(0)). Supposons que 11 est un vecteur propre de Ek associ�e

�a la valeur propre ak. Si k � n� 3,

Ek+111 = (E0 � FE�1k F �)11 = �4f(1)
�
1 +

f(1)

ak

�
11

et

En�111 = (E1 � FE�1n�2 F
�)11 = �

�
2f(1) + f(0) +

4f2(1)

an�2

�
11 :

Donc 8>>><>>>:
a1 = �2f(1)� f(0)

ak+1 = �4f(1)
�
1 + f(1)a�1k

�
si 1 � k � n� 3

an�1 = �2f(1)� f(0)� 4f2(1)a�1n�2 :

Par r�ecurrence, on v�eri�e que

a�1k = � 1

2f(1)
� (k � 1)f(0) + 2f(1)

kf(0) + 2f(1)
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pour 1 � k � n� 2 et

a�1n�1 = �
1

f(0)
� (n� 2)f(0) + 2f(1)

4f(1) + f(0)(n� 2)
:

On a donc

lim
"&0

��1�1 = �f2(0)na�1n�1 (�2f(1))n�2
n�2Y
k=1

a�1k

=
2f(0)f(1)n

4f(1) + f(0)(n� 2)
:

Or �1 est sym�etrique, on en d�eduit que

gap(�p) =
4f(0)f(1)n

4f(1) + f(0)(n� 2)
"+ o(") :

Consid�erons la condition de bord ouvert.

Posons maintenant

" = exp

�
� 2

T

�
:

Les taux de transition s'�ecrivent

c(x; �) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

f("2) si H(�x)�H(�) = �4
f(") si H(�x)�H(�) = �2
f(1) si H(�x)�H(�) = 0

"f(") si H(�x)�H(�) = 2

"2f("2) si H(�x)�H(�) = 4

Par un raisonnement analogue au cas p�eriodique, on montre que F1 est r�eduit
�a deux classes.

F1 = f�1; �1g :

D�eterminons le g�en�erateur �1 d�e�ni sur F1: Evidemment, �1 est sym�etrique,

il su�t alors de d�eterminer le taux de transition ��1�1 de �1 �a �1: Soit U2 =


n (�1 [ �1) ; alors
U2 = 
1 [ 
2 :

Par un raisonnement analogue au cas p�eriodique, on a

lim
"&0

��1�1 = � lim
"&0

1

"
G
1
�1

�
�
1 �D0


1

��1
G�1

1

:
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Pour i = 0; 1, j = 0; : : : ; n � 2, en notant par �ij la con�guration dont les

sites de 0 �a j sont dans l'�etat i et de j + 1 �a n� 1 dans l'�etat 1� i, on a


1 = f�ij ; i = 0; 1 j = 0; � � � ; n� 2g :

Classons les �el�ements de 
1 selon leurs indices par ordre croissant au sens o�u

ij � i0j0 , i < i0 ou i = i0; j � j0 :

Alors on a

G
1
�1 = "f(")(0 � � � 0 11 0 � � � 0) 1�(2n�2)

o�u les deux 1 sont le (n� 1)-i�eme et le n-i�eme �el�ement,

�
1 =

0@ A (0)

(0) A

1A
avec

A = f(1)

0BBBBBBBBB@

�1 1 (0)

1 �2 1

. . .
. . .

. . .

. . . �2 1

(0) 1 �1

1CCCCCCCCCA
(n�1)�(n�1)

;

et

D0

1 = f(")diag (10 � � �0110 � � �01)(2n�2)�(2n�2)

o�u les deux 1 au milieu sont respectivement sur la (n�1)-i�eme et n-i�eme ligne.
De plus

G�1

1

= f(") (10 � � �01)�1�(2n�2) :

Posons

B =
�
A� f(0)diag (10 � � � 01)(n�1)�(n�1)

��1
= (bij)1�i;j�n�1 ;

en fait

lim
"&0

��1�1 = �2f2(0)bn�1 1 :
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Des calculs standards nous donnent

bn�1 1 = (�1)nc�1n�1fn�2(1)
 
n�2Y
k=1

ck

!�1
avec les ck v�eri�ant8>>><>>>:

c1 = �f(1)� f(0)

ck+1 = �2f(1)� f2(1)c�1k 1 � k � n� 3

cn�1 = �f(1)� f(0)� f2(1)c�1n�2 .

Par r�ecurrence, on a pour 1 � k � n� 2

c�1k = � 1

f(1)
� (k � 1)f(0) + f(1)

kf(0) + f(1)

et

c�1n�1 = �
1

f(0)
� (n� 2)f(0) + f(1)

2f(1) + f(0)(n� 2)
:

Alors

bn�1 1 = � f(1)

f(0) [2f(1) + f(0)(n� 2)]
:

Do�u

lim
"&0

��1�1 =
2f(0)f(1)

2f(1) + f(0)(n� 2)
:

On a alors

gap(�o) =
4f(0)f(1)

2f(1) + f(0)(n� 2)
"+O(")

ce qui termine la d�emonstration dans le cas ouvert.

Pour la condition de bord unitaire, les taux de transition s'�ecrivent de la

fa�con suivante,

c(x; �) =

8>>><>>>:
f(") si H(�)�H(�x) = 4

f(1) si H(�)�H(�x) = 0

"f(") si H(�)�H(�x) = �4
avec

" = exp

�
� 4

T

�
:

Dans ce cas, on v�eri�e que F1 est r�eduit �a une seule classe,

F1 = f�1g :
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C'est-�a-dire qu'il n'y a qu'une valeur propre d'ordre O(") qui n'est autre que la

valeur propre 0: Donc le gap(�u) est strictement positif quand " tend vers 0:
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Chapitre 4

Moyenne harmonique du

spectre

Ce chapitre pr�esente une m�ethode g�en�erale d'estimation du gap d'un processus

de Markov. Cette m�ethode utilise la somme des inverses des valeurs propres non

nulles d'un g�en�erateur obtenu en restreignant le g�en�erateur initial �a un arbre

maximal. Un algorithme de calcul explicite de cette quantit�e est fourni. Dans la

premi�ere section (4.1), on d�emontre le r�esultat principal. A titre d'application

(4.2.1), on donnera une estimation du gap g�eom�etrique d'un graphe qui est

en fait le gap du g�en�erateur de la marche al�eatoire sym�etrique sur le graphe.

Ensuite, on reprend la famille des processus d'Ising (4.2.2) qu'on a consid�er�e

dans le paragraphe 3.2.4. En utilisant la m�ethode d�ecrite ci-dessus, on donne

une borne inf�erieure du gap qui est du même ordre de grandeur que l'�equivalent

du gap donn�e par la proposition 3.2.4.

4.1 D�emonstration du th�eor�eme B

On suppose toujours que les processus de Markov sont irr�eductibles et r�ever-

sibles. Soit � le g�en�erateur d'int�erêt d�e�ni sur l'espace d'�etats E de taille n+1.

147
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On suppose que � a pour valeurs propres

��0 = 0 > ��1 � ��2 � � � � � ��n :

Alors

gap(�) = �1 :

Soit S l'oppos�e de la somme des inverses des valeurs propres non nulles (SIVP)

de ��,
S =

nX
i=1

1

�i
:

On a une estimation �evidente du gap,

1

S
� gap(�) � n

S
(4.1)

Mais pour un g�en�erateur quelconque, la quantit�e S n'a pas d'expression simple.

La proposition 4.1.1 suivante exprime S en fonction du g�en�erateur �.

Proposition 4.1.1

S = � 1

j�1j
nX
i=1

��
i�

1
��

o�u �1 d�esigne la matrice obtenue en rempla�cant la derni�ere colonne de � par le

vecteur 11, et i�1 celle que l'on d�eduit de la pr�ec�edente en rempla�cant la i��eme
colonne par le vecteur (0 � � � 010 � � �0)� o�u 1 est le i��eme �el�ement.

D�emonstration. Consid�erons le polynôme caract�eristique de �,

P (�) = j�+ I�j

o�u I est la matrice identit�e. En ajoutant toutes les autres colonnes �a la derni�ere,

on trouve que la derni�ere devient �11
�
, d'o�u

Q(�) =
P (�)

�
= j(� + I�)1j =

nY
i=1

(�� �i) :

Donc
Q0(0)

Q(0)
= �

nX
i=1

1

�i
:
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Remarquons que

Q(0) = j�1j

et la d�eriv�ee de j(� + �I)1j par rapport �a � en 0 est la somme des ji�1j qui est
la d�eriv�ee de j(� + �I)1j sur la i-�eme colonne en � = 0, d'o�u le r�esultat.

Dans le cas particulier o�u le graphe r�eduit G = (E;A) de � est un arbre,

on peut obtenir une expression explicite reliant S aux taux de transition du

processus.

Supposons que G est orient�e par la racine a0: On note Ba le sous-arbre issu

de a qui est l'ensemble des sommets de l'arbre sup�erieurs ou �egaux �a a.

Ba = fb ; a � bg :

On note p(a) le p�ere de a et �a le taux de transition de a vers p(a). Rappelons

que la conductance sym�etrique de Ba (cf. page 36) est d�e�nie comme

��(Ba) =
�(a)�a

�(Ba) [1� �(Ba)]
:

Elle s'interpr�ete comme le 
ux d'�echange entre Ba et son compl�ementaire. Le

th�eor�eme suivant donne explicitement la SIVP de � dans le cas d'un arbre.

Proposition 4.1.2 Soit � = (�ij)i;j2E un g�en�erateur irr�eductible et �-r�ever-

sible tel que le graphe r�eduit de � soit un arbre qui est orient�e par rapport �a la

racine a0 de E. Alors la SIVP de � vaut

S =
X

a2E�fa0g

1

��(Ba)
:

Pour un g�en�erateur dont le graphe r�eduit est quelconque, si on annule cer-

tains taux d'un processus de mani�ere �a pr�eserver l'espace d'�etats et la mesure

r�eversible, ceci ralentit l'acc�es �a l'�equilibre, c'est-�a-dire que le gap du nouveau

processus est plus faible.

Proposition 4.1.3 Soit � un g�en�erateur irr�eductible �-r�eversible sur E, et

(E;A) son graphe r�eduit. Soit A1 un sous-ensemble sym�etrique de A tel que
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le graphe (E;A1) soit encore connexe. Consid�erons les taux de transition �1ij

d�e�nis par

�1ij =

8<: �ij si (i; j) 2 A
0 sinon .

Soit �1 le g�en�erateur correspondant aux taux �1ij . Alors �1 est ��r�eversible et

gap(�1) � gap(�) :

D�emonstration. Supprimer des taux de transition de mani�ere sym�etrique ne

modi�e pas la condition de bilan d�etaill�e et donc �1 est encore ��r�eversible.
L'in�egalit�e sur les gaps est une cons�equence imm�ediate de l'expression varia-

tionnelle du gap (cf. �equation 2.1).

Cette derni�ere proposition nous permet d'approcher le gap d'un processus

quelconque par celui d'un processus plus simple �a traiter, obtenu en annulant

des taux de transition jusqu'�a ce qu'il n'y ait plus de cycle dans le graphe. Nous

nous ram�enerons au cas o�u le graphe r�eduit du nouveau processus est un arbre

maximal du graphe r�eduit de l'ancien. Nous avons ainsi une minoration du gap

d'un g�en�erateur quelconque.

Th�eor�eme B Soit � un g�en�erateur irr�eductible et r�eversible d�e�ni sur E �ni.

Soit G0 un arbre maximal du graphe r�eduit de � orient�e par la racine a0 2 E.
On a alors

gap(�) �

264X
a2E
a6=a0

1

��(Ba)

375
�1

o�u Ba est le sous-arbre de G0 issu du sommet a et ��(Ba) est d�e�ni sur le

g�en�erateur restreint de � sur G0.

Pour d�emontrer la proposition 4.1.2, on donne d'abord les notations et les

d�e�nitions n�ecessaires.

Pour la suite, pour toute matrice carr�ee A, A0 d�esigne la matrice obtenue en

supprimant la derni�ere colonne et la derni�ere ligne de A, A1 la matrice obtenue
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en rempla�cant la derni�ere colonne de A par le vecteur constant 11
�
et iA la

matrice obtenue en rempla�cant la i-�eme colonne de A par le i��eme vecteur de
base (0 � � � 010 � � �0)�.

Consid�erons un g�en�erateur � sur E dont le graphe r�eduit est un arbre G =

(E;A) orient�e par la racine a0. Pour tout sommet a de E, nous adoptons les

notations et les d�e�nitions suivantes.

- Le taux de transition de p(a) �a a est not�e �a; le taux de transition de a �a

p(a) est not�e �a (p(a) est le p�ere de a).

- Il n'y a qu'un seul chemin qui joint a et la racine a0. On note par r(a)

l'ensemble des sommets sur ce chemin, autrement dit, r(a) est l'ensemble

des sommets ant�erieurs ou �egaux �a a.

r(a) = fc ; c � ag :

- L'ensemble des �ls de a est not�e �(a).

�(a) = fb ; b > a et (a; b) 2 Ag :

- La branche compl�ete issue de a, not�e �Ba, est la r�eunion de Ba et du p�ere

de a,

�Ba = fp(a)g [ Ba :

- La restriction du g�en�erateur � �a Ba est not�ee �a. La restriction du

g�en�erateur � �a �Ba est not�ee �a et �
0
a d�esigne la matrice obtenue en sup-

primant la derni�ere colonne et la derni�ere ligne de �
0
a.

- La SIVP de �a est not�ee Sa .

- La mesure de probabilit�e r�eversible de �a est not�ee �a .

- Le temps moyen de premi�ere atteinte de p(a) en partant de a est not�e ta:

- Les temps moyens de parcours de toutes les arêtes de Ba et de �Ba sont

not�es Ta et �Ta respectivement.

Ta =
X

b2Ba�fag

tb ;
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�Ta =
X
b2Ba

tb = Ta + ta :

On a

Ta =
X

b2�(a)

�Tb :

La mesure r�eversible de � s'exprime facilement �a l'aide des taux de transition.

Proposition 4.1.4 Avec les notations pr�ec�edentes la mesure r�eversible du g�en�era-

teur � v�eri�e

�(a) = �(a0)
Y

b2r(a)nfa0g

�b
�b

:

D�emonstration. Il su�t de v�eri�er les conditions de bilan d�etaill�e.

�(a)�a = �(p(a))
�a
�a

�a = �(p(a))�a ;

pour tout sommet a di��erent de a0.

Le g�en�erateur �a �etant une troncature du g�en�erateur �, la proposition 4.1.3

montre que �a est r�eversible par rapport �a la mesure de probabilit�e �a suivante.

Pour tout sommet a de E et tout sommet b de Ba

�a(b) =
�(b)

�(Ba)
:

Tout arbre est la r�eunion de plusieurs sous-arbres disjoints et de la racine.

Autrement dit, la branche Ba est la r�eunion de fag et des Bb o�u b est un

�ls de a. A une permutation pr�es, tout g�en�erateur restreint �a une branche est

de même forme. Pour la suite on suppose que le sommet a a k �ls,

�(a) = fb1; : : : ; bkg :

On �ecrit �a, pour tout a 2 E, en consid�erant a comme le dernier �etat et en

regroupant les autres �etats selon les branches Bbi pour i = 1 � � � k,

�a =

0BBBBBB@
�
0
b1 (0) v1

. . .
...

(0) �
0
bk vk

u1 � � � uk ��

1CCCCCCA :
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Et de mani�ere analogue

��a =

0BBBBBBBBB@

�
0
b1 (0) v1 0

. . .
...

...

(0) �
0
bk vk 0

u1 � � � uk �� � �a �a

0 � � � 0 �a ��a

1CCCCCCCCCA
;

o�u

ui = (0 � � � 0�bi) et vi = (0 � � � 0�bi)�

pour i = 1 � � � k,
� =

kX
i=1

�bi

et les ��bi sont de même forme que ��a.

La proposition suivante donne l'expression du temps de parcours des arêtes.

Proposition 4.1.5 Pour tout a 6= a0 2 E

ta =
1

�a
+
X

b2�(a)

�b
�a

tb =
�(Ba)

�(a)�a
=

1

�a(a)�a
:

D�emonstration. Si �(a) = ;, la somme est nulle et le r�esultat est imm�ediat.
Sinon, on a

ta =
1

�a +
P

b2�(a)

�b
+
X

b2�(a)

�b
�a +

P
b02�(a)

�b0
(tb + ta) ;

d'o�u l'expression r�ecursive de ta. Par r�ecurrence,

ta =
1

�a
+
X

b2�(a)

�b
�a

tb

=
1

�a
+
X

b2�(a)

�b
�a

�(Bb)

�(b)�b

=
1

�a
+

1

�(a)�a

X
b2�(a)

�(Bb)

=
�(Ba)

�(a)�a
:
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On en d�eduit l'expression suivante pour le temps de parcours total des arêtes.

Proposition 4.1.6 On a

�Ta = � 1����0a��
naX
i=1

��
i
��0a
��

et donc

Ta = � 1

j�0aj
na�1X
i=1

j i�0aj

o�u na est l'ordre de �a (na = #Ba).

D�emonstration. On d�eduit la deuxi�eme �egalit�e de la premi�ere en tenant

compte de la proposition 4.1.6.

D�emontrons la premi�ere �egalit�e par r�ecurrence sur la taille de l'espace d'�etats.

Si Ba = fa; bg, on v�eri�e facilement le r�esultat.

Pour �a quelconque, notons ni l'ordre de ��0bi . Rappelons que

��0a =

0BBBBBB@
��0b1 (0) v1

. . .
...

(0) ��0bk vk

u1 � � � uk �� � �a

1CCCCCCA
o�u ui = (0 � � � 0�bi), vi = (0 � � � 0�bi)� pour i = 1 � � � k, � =

Pk
i=1 �bi .

Si j = n1+ � � �+ni�1+ l, 1 � l < ni, en d�eveloppant j j ��0aj selon la derni�ere

ligne, on a ��
j
��0a
�� = �(� + �a)

��
l
��0bi
�� Q
m6=i

����0bm��
� �� l ��0bi ��X

m6=i

�bm�bm
���0bm �� Y

p 62fi;mg

�����0bp���
��bi�bi

��
l�
0
bi

�� Y
m6=i

����0bm�� :

Soit j = n1 + � � �+ ni. Posons l = ni alors��
j
��0a
�� = �(� + �a)

��
l
��0bi
�� Y
m 6=i

����0bm��
� �� l ��0bi��X

m 6=i

�bm�bm
���0bm �� Y

p62fi;mg

�����0bp��� :
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En ajoutant toutes les autres colonnes de
����0a�� �a la derni�ere, on a

����0a�� = ��a kY
i=1

����0bi�� = ��a j�0aj :

Donc

n1+���+niX
j=n1+���+ni�1+1

��
j
��0a
������0a��

=
� + �a
�a

niX
l=1

��
l
��0bi
������0bi �� +

1

�a

niX
l=1

��
l
��0bi
������0bi��
X
m 6=i

�bm�bm

���0bm������0bm��
+
�bi�bi
�a

ni�1X
l=1

��
l�
0
bi

�����0bi��
���0bi������0bi��

= �� + �a
�a

�Tbi +
1

�a

0@X
m6=i

�bm

1A �Tbi +
�bi
�a

Tbi

 
car

���0bm������0bm�� = � 1

�bm

!

= � �Tbi �
�bi
�a

�
�Tbi � Tbi

�
= � �Tbi �

�bi
�a

tbi :

Alors

� 1����0a��
naX
i=1

��
i
��0a
�� = �

��
na
��0a
������0a�� �

na�1X
j=1

��
j
��0a
������0a��

=
1

�a
�

n�1X
j=1

��
j
��0a
������0a��

=
1

�a
�

kX
i=1

n1+���+niX
j=n1+���+ni�1+1

��
j
��0a
������0a��

=
1

�a
+

kX
i=1

�Tbi +
1

�a

kX
i=1

�bitbi

= �Ta :

D'o�u le r�esultat.
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Proposition 4.1.7 ���1a��
j�0aj

=
1

�a(a)

D�emonstration . On utilise les mêmes notations que dans la proposition

4.1.6. Montrons le r�esultat par r�ecurrence. Si Ba = fa; bg, le r�esultat se v�eri�e
facilement.

Si �a est un g�en�erateur quelconque. Comme

j�0aj =
kY
i=1

����0bi�� ;

En d�eveloppant j�0aj selon la derni�ere ligne���1a��
j�0aj

= 1�
kX
i=1

�bi

���1bi������0bi�� :

Mais ����0bi�� = ��bi ���0bi �� ;���1bi�����0bi�� = 1

�bi(bi)
:

D'o�u ���1a��
j�0aj

= 1+

kX
i=1

�bi
�bi

1

�bi(bi)

= 1 +

kX
i=1

�bi
�bi

�a(Bbi)

�a(bi)

= 1 +

kX
i=1

�a(Bbi)

�a(a)
(�a(bi)�bi = �a(a)�bi)

=
1

�a(a)
:

Pour d�emontrer la proposition 4.1.2, nous allons d�emontrer la forme ap-

paremment plus g�en�erale suivante

Sa =
X

b2Banfag

�a(Bb) [1� �a(Bb)]

�b�a(b)
:
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D�emonstration . On utilise toujours les mêmes notations. Montrons d'abord

Sa =
X

b2�(a)

(1� �a(Bb)) �Tb +
X

b2�(a)

�a(Bb)Sb :

Rappelons que

Sa = � 1

j�1aj
na�1X
j=1

��
j�

1
a

�� :

Si j = n1 + � � � + ni�1 + l avec 1 � l � ni � 1, en d�eveloppant
��
j�

1
a

�� selon la

derni�ere ligne, on a��
j�

1
a

�� =
��
l
��0bi
�� Y
m6=i

����0bm��� �� l ��0bi��X
m 6=i

�bm
���1bm�� Y

p62fm;ig

�����0bp���
��bi

��
l�

1
bi

�� Y
m6=i

����0bm�� :

Si k = n1 + � � �+ ni, posons l = ni,��
j�

1
a

�� =
��
l
��0bi
�� Y
m6=i

����0bm��� ��l��0bi��X
m 6=i

�bm
���1bm�� Y

p 62fm;ig

�����0bp��� :

alors

1

j�0aj
n1+���+niX

j=n1+���+ni�1+1

��
j�

1
a

��
=

niX
l=1

��
l
��0bi
������0bi�� �

 
niX
l=1

��
l
��0bi
������0bi��
!0@X

m6=i

�bm

���1bm������0bm��
1A� �bi

���1bi������0bi��
ni�1X
l=1

��
l�

1
bi

�����1bi��
= � �Tbi

 
1�

kX
m=1

�bm

���1bm������0bm ��
!
� �Tbi�bi

���1bi������0bi�� + �biSbi

���1bi������0bi��
= � �Tbi

���1a��
j�0aj

� �Tbi�bi

���1bi ������0bi �� + �biSbi

���1bi������0bi��
= � �Tbi

�
1

�a(a)
� �bi
�bi�bi(bi)

�
� Sbi

�bi
�bi�bi(bi)

= � �Tbi
1� �a(Bbi)

�a(a)
� Sbi

�a(Bbi)

�a(a)
:

Alors

� 1

j�1aj
na�1X
j=1

��
j�

1
a

��
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= �j�
0
aj
j�1aj

na�1X
j=1

��
j�

1
a

��
j�0aj

= ��a(a)
kX
i=1

n1+���+niX
j=n0+���+ni�1+1

��
j�

1
a

��
j�0aj

=

kX
i=1

�
[1� �a(Bbi)] �Tbi + �a(Bbi)Sbi

	
:

Montrons le r�esultat par r�ecurrence. Si Ba = fa; bg, le r�esultat est vrai.
Pour un sommet a quelconque, si �(a) 6= ;,

Sa =
X

b2�(a)

[1� �a(Bb)] �Tb +
X

b2�(a)

�a(Bb)Sb

=
X

b2�(a)

[1� �a(Bb)]
X
c2Bb

tc +
X

b2�(a)

�a(Bb)
X

c2Bbnfbg

�b(Bc) [1� �b(Bc)]

�c�b(c)

=
X

b2Banfag

�a(Bb) [1� �a(Bb)]

�b�a(b)
:

Remarque Si on remplace dans le th�eor�eme pr�ec�edent 1=�b par

tb
�(b)

� (Bb)
;

on obtient une expression de Sa qui relie la moyenne harmonique du spectre

d'une branche aux temps de parcours des arêtes.

Sa =
X

b2Banfag

[1� �a(Bb)] tb :

4.2 Applications

4.2.1 Gap g�eom�etrique

La notion de laplacien canonique est classique en th�eorie des graphes. Con-

sid�erons un graphe �ni sans auto boucle et non orient�e G = (E;A) o�u E est

l'ensemble des sommets, A l'ensemble des arêtes. La matrice � = (�ij)i;j2E est



4.2. Applications 159

d�e�nie par

�ij =

8>>><>>>:
�1 si (i; j) 2 A
degr�e(i) si i = j

0 sinon .

On dit que � est le laplacien canonique sur le graphe G (voir [17]). Si G est

connexe, les valeurs propres de � v�eri�ent

0 = �0 < �1 � �2 � � � � �#E�1 :

On d�e�nit le gap de G par

gap(G) = �1 :

En fait, selon le point de vue Markovien, �� est le g�en�erateur de la marche

al�eatoire sym�etrique sur G et

gap(��) = gap(G) :

Le r�esultat suivant est une application imm�ediate du th�eor�eme B en remarquant

que la mesure r�eversible de �� est uniforme.

Proposition 4.2.1 Soit G un graphe connexe non orient�e sur E �ni. Si G est

un arbre orient�e par une racine a0, Ba �etant la branche de G0 issue du sommet

a; alors"X
a2E

#Ba

�
1� #Ba

#E

�#�1
� gap(G) � (#E � 1)

"X
a2E

#Ba

�
1� #Ba

#E

�#�1
:

Sinon, soit G0 un arbre maximal de G orient�e, alors

gap(G) �
"X
a2E

#Ba

�
1� #Ba

#E

�#�1
:

A titre d'exemple, nous calculons explicitement la SIVP ainsi que la mino-

ration du gap pour le laplacien d'un arbre homog�ene.

Exemple 4.2.1 :
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Soit G = (E;A) l'arbre homog�ene de degr�e d de hauteur h. C'est-�a-dire les

degr�es des sommets sauf les feuilles sont tous d et il existe une racine, not�ee a0

dont la distance �a chaque feuille est h. Alors a0 a d �ls et les autres sommets sauf

les feuilles en ont d� 1. La �gure 4.1 repr�esente par exemple l'arbre homog�ene

de degr�e 3 et de hauteur 2: Pour tout sommet a, la distance entre a et chaque

feuille du sous-arbre issu de a; Ba; est la même.

Figure 4.1: Arbre homog�ene de degr�e 3 et de hauteur 2

On l'appelle la hauteur de a. Si a est di��erent de a0 et de hauteur i, pour

i = 1; : : : ; h� 1

#Ba =

iX
j=0

(d� 1)i�j =
(d� 1)i+1 � 1

d� 2
:

Comme la racine a0 a d �ls,

#E = 1 + d

h�1X
i=0

(d� 1)h�1�i =
d(d � 1)h � 2

d� 2
:

Constatons que, pour i = 0 � � �h� 1, il y a d(d � 1)h�1�i sommets de hauteur

i. Il vient que la SIVP du laplacien de l'arbre

S =
X
a2E

#Ba

�
1� #Ba

#E

�

=

h�1X
i=0

d(d� 1)h�1�i
(d� 1)i+1 � 1

d� 2

�
1� (d� 1)i+1 � 1

d(d� 1)h � 2

�
=

d(d� 1)h�1

(d� 2)[d(d� 1)h � 2]
�

h�1X
i=0

�
d(d� 1)h+1 � d(d � 1)h�i � (d� 1)i+2 +

1

(d� 1)i

�
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=
d

(d� 2)2[d(d � 1)h � 2]
��

hd(d� 2)(d� 1)2h � d(d� 1)2h + d(d� 1)h

�(d� 1)2h+1 + (d� 1)h+1 + (d� 1)h � 1
�

=
df(d� 1)2h[hd2 � (2h+ 2)d+ 1] + 2d(d� 1)h � 1g

(d� 2)2[d(d� 1)h � 2]
:

D'apr�es la proposition 4.2.1,

gap(G) � (d� 2)2
�
d(d� 1)h � 2

�
df(d� 1)2h[hd2 � (2h+ 2)d+ 1] + 2d(d� 1)h � 1g : (4.2)

Par exemple pour l'arbre homog�ene de degr�e 5 et de hauteur 2; le nombre

de sommets est 25: A l'aide de Mathematica, on obtient

gap = 0:17 ;

or l'estimation donn�ee par (4.2) est

0:025 :

Exemple 4.2.2 :

a0

a0

a0

a0

arbre optimal

arbre le pire

Figure 4.2: Deux arbres maximaux du cube.

Consid�erons le laplacien sur un cube. Son gap se calcule facilement.

gap = 2 :
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Estimons le gap selon le th�eor�eme B. Dans la �gure 4.2, on donne deux arbres

maximaux du cube: l'arbre optimal au sens o�u la SIVP du laplacien sur cet

arbre est la plus petite parmi tous les arbres maximaux du cube et l'arbre le

pire au sens o�u sa SIVP est la plus grande. Selon le th�eor�eme B, l'estimation

du gap donn�ee par l'inverse du SIVP est

0; 103

pour l'arbre optimal et

0; 095

pour l'arbre le pire.

Remarque On voit que les estimations du gap dans le cas de l'arbre ho-

mog�ene de degr�e 5 et de hauteur 2 (exemple 4.2.1) et celui du cube (exemple

4.2.2) ne sont pas bonnes. En fait les sources d'erreurs d'estimation sont doubles.

La premi�ere vient du fait de remplacer le g�en�erateur initial par un g�en�erateur

arborescent. La deuxi�eme se produit quand on estime le gap du g�en�erateur ar-

borescent choisi par l'inverse de la SIVP. Pour l'erreur du deuxi�eme type, on ne

peut pas la diminuer pour un g�en�erateur �x�e. Par contre choisir un g�en�erateur

arborescent tel que sa SIVP soit la plus petite possible diminue l'erreur to-

tale. Malheureusement, on a pas un crit�ere �xe de choix d'un arbre maximal

optimal du g�en�erateur initial. L'estimation du gap donn�ee par le th�eor�eme B

sera bonne si le g�en�erateur arborescent extrait du g�en�erateur initial conserve

les taux de transition rapides et l'arbre associ�e est assez concentr�e (ce qui n'est

pas toujours possible), c'est le cas pour le processus d'Ising qu'on va traiter au

paragraphe suivant. Pour l'arbre homog�ene de degr�e 5 et de hauteur 2; l'erreur

est �evidemment du deuxi�eme type. Par contre dans le cas du cube, les deux

types d'erreur se pr�esentent, l'erreur du premier type doit être consid�erable,

parce qu'on est oblig�e d'enlever des taux de transition rapides du cube.
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4.2.2 Processus d'Ising

Le but de cette partie est d'appliquer la technique d�evelopp�ee dans les para-

graphes pr�ec�edents �a l'estimation du gap des processus d'Ising en dimension 1.

La comparaison avec les r�esultats donn�es par la proposition 3.2.4 montre que

la minoration donn�ee par le th�eor�eme B fournit dans ce cas l'ordre de grandeur

correct du gap.

En posant

a(x; �) = exp�H(�)�H(�x)

T
;

consid�erons la famille des processus d'Ising de taux de transition

c(x; �) =

8><>:
f (a(x; �)) si H(�x) < H(�)

a(x; �)�1f
�
a(x; �)�1

�
sinon

o�u la fonction f est analytique dans un voisinage de 0: Selon les conditions de

bord, nous avons les minorations du gap suivantes, quand la temp�erature tend

vers 0:

Proposition 4.2.2 Pour la condition de bord p�eriodique, on a

gap(�p) � 2f(0)f(1)

2f(1) + (n� 2)f(0)
exp

�
� 4

T

�
+ o

�
exp

�
� 4

T

��
:

Pour la condition de bord ouverte, on a

gap(�o) � 2f(0)f(1)

2f(1) + (n� 2)f(0)
exp

�
� 2

T

�
+ o

�
exp

�
� 2

T

��
:

Pour la condition de bord unitaire,

gap(�u) = �(1) :

Ces minorations sont �a comparer aux �equivalents donn�es dans la proposition

3.2.4. Pour les trois conditions de bords, le minorant a le bon ordre de grandeur

en exp

�
� 1

T

�
: Le coe�cient di��ere presque d'un facteur 2n pour la condition

de bord p�eriodique, d'un facteur 2 pour la condition de bord ouverte.

Pour d�emontrer la proposition 4.2.2, on commence par partitionner l'espace

d'�etats selon les niveaux d'�energie. Consid�erons fP0; : : : ; Pmg, la partition de 
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telle que pour tout 0 � i � m, l'�energie des con�gurations de Pi soit constante

et que les �energies constantes des Pi soient strictement croissantes. Chaque

transition augmente ou diminue le niveau d'�energie d'au plus 1 palier dans les

cas p�eriodique et unitaire, au plus 2 paliers dans le cas ouvert. Autrement dit,

il n'y a pas de transitions entre deux con�gurations appartenant �a Pi et Pj

respectivement avec ji � jj � 2 (resp. ji � jj � 3) dans les cas p�eriodique et

unitaire (resp. dans le cas ouvert).

Consid�erons d'abord les cas des conditions de bord p�eriodique et ouvert. On

sait que quand la temp�erature tend vers 0, la mesure stationnaire tend vers

la mesure uniforme sur P0. Intuitivement, la vitesse de parcours de toutes les

con�gurations de P0 par les chemins les plus rapides du processus mesure en

quelque sorte le taux de convergence du processus initial. Notons que P0 ne

contient que deux con�gurations dont les sites sont soit tous �a 0 soit tous �a

1. On note ces deux con�gurations par �0 et �1 respectivement. D'ailleurs

P1 contient les con�gurations ayant deux composantes connexes. On constate

aussi que les chemins les plus rapides joignant �0 et �1 au sens du temps moyen

d'atteinte de �1 en partant de �0 sont des chemins dans P0
S
P1. On consid�ere

ainsi le processus d'Ising restreint sur le sous-ensemble


0 = P0
[

P1 :

Et on note �0 la restriction de � sur 
0: Nous montrons d'abord la proposition

suivante.

Proposition 4.2.3 Quand la temp�erature tend vers 0, dans le cas p�eriodique,

gap(�0) = gap(�) + o

�
exp

�
� 4

T

��
et dans le cas ouvert

gap(�0) = gap(�) + o

�
exp

�
� 2

T

��
:

D�emonstration. Voici la d�emonstration du cas p�eriodique. Pour le cas ouvert,

la d�emonstration est analogue.
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Posons

" = exp

�
� 2

T

�
:

Soient � et �0 les mesures de probabilit�e r�eversibles de � et �0 respectivement.

Pour toute con�guration � de Pi avec i = 0; : : : ;m, on a

�(�) =
1

2
"2i +O

�
"2(i+1)

�
: (4.3)

Alors si � 2 
0, on a

�0(�) =
�(�)X

�2
0

�(�)
=

�(�)

1 + o("2)
= �(�) + o("2) :

Notons D�; D�0 les formes de Dirichlet de � et �0 respectivement. Soit f le

vecteur de R
 tel que

� (f) = 0 , k fk2� = 1

et

D�(f) = gap(�) :

Evidemment, pour tout � 2 
;

f (�) = O (1) :

Si f
0 d�esigne la restriction de f sur 
0, on a

�0 (f
0 ) =
X
�2
0

�0(�)f(�)

=
X
�2
0

�(�)f(�) + o("2)

=
X

�2
n
0

�(�)f(�) + o("2)

= o("2) (d'apr�es (4.3))

et

kf
0k2�0 =
X
�2
0

�0(�)f2(�)

=
X
�2
0

�(�)f2(�) + o("2)

= 1�
X

�2
n
0

�(�)f2(�) + o("2)

= 1 + o("2) (d'apr�es (4.3)).
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Il existe donc un vecteur g0 de R

0

tel que

�0 (g0) = 0 ; kg0k2�0 = 1

et

g0 = f
0 + o("2
0 ) :

Alors

D�(f) =
1

2

X
�;�2


[f(�)� f(�)]
2
�(�)�(�; �)

=
1

2

X
�;�2
0

[f(�)� f(�)]2 �(�)�(�; �)

+
1

2

X
�;�2
n
0

[f(�)� f(�)]
2
�(�)�(�; �)

+
X
�2
0

�2
n
0

[f(�)� f(�)]
2
�(�)�(�; �) :

On remarque qu'il n'y a pas de taux de transition de P0 vers 
n
0 et pour toute
con�guration � de P1, � de 
n
0

�(�) = O("2) ; �(�; �) = O("2) :

Donc

D�(f) = D�0(f
0) + o("2)

= D�0(g
0) + o("2)

� gap(�0) + o("2) :

Supposons que f 0 est le vecteur de R

0

tel que

�0 (f 0) = 0 ; kf 0k2�0 = 1

et

gap(�0) = D�0(f
0) :

Soit f 0
 le vecteur prolong�e de f 0 par 0 dans R
 . On v�eri�e que

� (f 0) = o("2) et



f 0


2

�
= 1 + o("2) :
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Il existe donc un vecteur g de R
 tel que

� (g) = 0 ; kgk2� = 1

et

g = f 0
 + o("2
) :

Alors

D�0(f
0) =

1

2

X
�;�2
0

[f 0(�) � f 0(�)]
2
�(�)��;�

=
1

2

X
�;�2


[g(�)� g(�)]
2
�(�)��;�

�1
2

X
�;�2
n
0

[g(�)� g(�)]
2
�(�)��;�

�
X
�2
0

�2
n
0

[g(�)� g(�)]2 �(�)��;� + o("2)

= D�(g) + o("2)

� gap(�) + o("2) :

d'o�u le r�esultat.

D�emontrons la proposition 4.2.2.

D�emonstration. Dans les cas p�eriodique et ouvert, choisissons un arbre max-

imal not�e G
00

=
�

0; A

00
�
du g�en�erateur �0. Soit �

00

le g�en�erateur restreint du

g�en�erateur �0 sur G
00

. Il su�t de montrer les minorations dans la proposition

4.2.2 pour gap
�
�
00
�
.

Soit �ji la con�guration ayant deux composantes connexes dont celle de valeur

1 d�ebute au site i et termine au site (i+ j � 1)modulo n.

Dans le cas p�eriodique, d�e�nissons l'ensemble des arêtes A00 par

A
00

=
��
�0; �1i

�
; i = 0; : : : n� 1

	S��
�n�10 ; �1

�	
Sn�

�j�1i ; �ji

�
; 0 � i � n� 1 1 < j � n� 1

o
:
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On v�eri�e que le graphe G00 =
�

0; A

00
�
est un arbre maximal du graphe r�eduit

de �0: Choisissons �0 comme racine de l'arbre. On a alors

��
�
B�10

�
= 2f(0)"2 + o("2) ;

��
�
B�1

�
= 2f(0)"2 + o("2)

et

��
�
B�j

i

�
=

8><>:
2f(1)"2 + o("2) si i = 0; j = 2 � � �n� 1

O(1) si 1 � i � n� 1; j = 1 � � �n� 1 :

On en d�eduit que26664X
�2
0

� 6=�0

1

�� (B�)

37775
�1

=
2f(0)f(1)

f(0)(n� 2) + 2f(1)
"2 + o("2) :

D'o�u la minoration du gap.

Dans le cas ouvert, d�e�nissons A
00

par

A
00

=
��
�0; �10

�	[n�
�j�10 ; �j0

�
; 2 � j � n

o
[��

�0; �1n�1
�	[��

�n�i�1i+1 ; �n�ii

�
; 1 � i � n� 2

	
:

Pareillement, choisissons �0 comme racine de l'arbre G00 = (
0; A00). On a alors

��
�
B�10

�
= 2f(0)"+ o(") ; ��

�
B�1

�
= 2f(0)"+ o(")

et

��
�
B�j

i

�
=

8><>:
2f(1)"+ o(") si i = 0; j = 2 � � �n� 1

O(1) si 1 � i � n� 1; j = n� i+ 1 :

On en d�eduit que26664X
�2
0

� 6=�0

1

�� (B�)

37775
�1

=
2f(0)f(1)

f(0)(n� 2) + 2f(1)
"+ o(") :



4.2. Applications 169

D'o�u la minoration du gap.

Dans le cas unitaire, constatons que la restriction de � sur Pn est irr�eductible

pour n de 0 �a m. Il existe alors un arbre maximal du graphe r�eduit de � qui ne

contient qu'une arête liant Pn et Pn+1 pour 0 � n � m� 1. Notons G = (
; A)

un tel arbre.

On constate que P0 ne contient qu'une con�guration �1. Choisissons �1

comme racine de G. On constate que pour toute con�guration � de 
, si � est

une con�guration de la branche B� issue de �,

�T (�) � �T (�) :

Alors quand la temp�erature tend vers 0, pour � di��erente de �1, �T (B�) et

�T (�) sont de même ordre de grandeur,

�T (�)

�T (B�)
= �(1) :

De plus

1� �T (B�) = 1 + o(1) ;

et le taux de transition de � vers son p�ere p(�)

��;p(�) = �(1) :

Alors

��(B�) =
�T (�)��;p(�)

�T (B�) [1� �T (B�)]
= �(1) :

D'o�u le r�esultat.
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