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Chapitre 1

Introduction

Le sujet central de cette these est ’étude des spectres des processus de Markov
finis irréductibles et réversibles. Dans le spectre, le trou spectral qu’on appelerai
gap est surtout notre point focal d’intérét. C’est un sujet étudié dans de nom-
breux domaines: en probabilités ([1, 20]), en statistiques ([32, 72]), en géométrie
([6, 10, 17, 63]), en physique mathématiques ([55, 64]) etc. Les deux résultats
principaux de la these sont le théoreme A et le théoreme B. Le premier donne
un développement asymptotique du spectre d’un processus quasi réductible. Le
second donne une minoration du gap d’un processus, basée sur le calcul explicite
de la somme des inverses des valeurs propres non nulles d’un processus dont le
graphe de transition est arborescent. Nous commencons par décrire et énoncer

ces deux résultats.

1.1 Théoreme A

Dans ce premier résultat, on considere des générateurs de Markov A sur un
espace d’états fini E qui sont fonctions de &, strictement positif et destiné a
tendre vers 0, et qui sont analytiques en € = 0 au sens ou il existe un prolonge-
ment analytique de A sur un voisinage de 0. Les générateurs que nous étudions

sont réversibles et presque réductibles, au sens ou la limite de A, noté A(0), est

9



10 Chapitre 1. Introduction

réductible. Pour k£ > O,notons 6 ¢ ) une grandeur telle que

.0
0 < |lim | < +oo
eN\0
et O ) telle que
.0 )
0 < |lim < 400 .
eN\O0

D’apreés la théorie des perturbations des opérateurs linéaires (voir [44]), les
valeurs propres de A, ainsi que les sous-espaces propres associés convergent, vers
les valeurs propres et les sous-espaces propres correspondants de A(0), autrement
dit, le spectre de A(0) donne ’équivalent des valeurs propres d’ordre 6(1) de A.
Mais A(0) étant réductible, la valeur propre 0 a en général une multiplicité
strictement supérieure a 1. Ce qui signifie que certaines valeurs propres de A
sont d’ordre O(g). Or ce sont précisément ces valeurs propres qui controlent la
vitesse d’acces & I’équilibre du processus A. Il est important d’avoir une estima-
tion précise, c’est-a-dire un équivalent de ces “petites” valeurs propres.

Il est difficile voire impossible de calculer les valeurs propres, méme si la
taille de ’espace d’états est modérée. Nous proposons une méthode générale de
calcul explicite des équivalents des valeurs propres d’ordre 8 g ) pour tout k > 1
qui vise a calculer les valeurs propres sur un espace d’éta[ largement réduit.
Précisément, notons S (A) le vecteur composé des valeurs propres d’ordre O )
du générateur A par ordre croissant avec multiplicité éventuelle. Notre mémZ;e
donne explicitement un générateur Ay sur un espace d’états de taille #Sy (A),
la dimension de S (A), tel que Sp (Ag) et Sk (A) /e* ont la méme limite. Les
équivalents des valeurs propres d’ordre 8 ¢ ) de A sont ainsi donnés par les
valeurs propres non nulles de lim.\ o Ay N)Zl:ipliées par €f. Supposons que le
gap de A est d’odre 6 ¢ *1). S’il n’y a que deux valeurs propres de A d’ordre
(0] *1) (0 et le gap)Aors I’équivalent du gap est donné par la valeur propre
noﬁulle multipliée par eK—1 de lim.\ o Ax—1 qui est une matrice d’ordre 2.

Expliquons 1’idée de cette méthode intuitivement. Notons & ’ensemble

des classes irréductibles, transientes et récurrentes, par rapport a A(0) et F;

Pensemble des classes récurrentes de A(0) qui est donc un sous-ensemble de
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&1. En fait, on peut voir les classes de £ d’une autre facon en considérant le
processus A. Pour ¢ suffisament petit, partant d’une classe transiente élément
de & \Fi,le processus en sort et va vers une classe récurrente dans un temps
en moyenne d’ordre (1), et dans une méme échelle de temps, partant d’une
classe récurrente de Fi, le processus peut atteindre n’importe quel état de cette
classe. Or la sortie des classes récurrentes se produira dans un temps en moyenne
d’ordre 6(1/e). Donc si on se place sur une échelle de temps de temps d’ordre
6(1), on voit que le processus atteint son équilibre & l'intérieur de chaque classe
récurrente de F;, mais on ne voit pas de communications entre les classes de F; .
Si on souhaite observer des transitions entre les classes de Fi, il faut se placer sur
des intervalles de temps beaucoup plus longs d’ordre 6(1/¢), c’est-a-dire changer
I’échelle de temps d’un facteur . Cette fois ci, le processus atteint & son équilibre
a lintérieur de chaque classe de F; presque immédiatement. On peut alors
ignorer la fagon dont le processus atteint son équilibre a l'intérieur des classes
et identifier les états d’une méme classe récurrente en les considérant comme un
seul état. Par contre ce sont les mouvements entre les classes récurrentes de F;
qui sont liés aux équivalents des valeurs propres d’ordre 6(¢). Ces mouvements
correspondent & un processus de Markov sur F;. Notant A; le générateur de
ce processus qui est d’ordre #JF;, on montre que une fois multipliées par €,
les valeurs propres non nulles de lim.\ o A; ont les méme équivalents que les
valeurs propres d’ordre 6(¢) du générateur initial A. En itérant cette procédure,
nous définirons une partition &£, de ’espace d’états E et un sous-ensemble Fy,
de & ayant les propriétés suivantes. Dans un temps d’ordre 6 /5’“’1) en
moyenne, partant d’une classe de & le processus peut atteindre n’i;Zporte quel
état de cette classe et en sortir en allant vers une classe de Fj, si la classe de
départ est une classe de &/ Fy. Par contre il faut un temps d’ordre 6 1j/e*) en
moyenne pour sortir d’une classe de Fj. Alors on trouve que non seulement le
nombre des valeurs propres d’ordre 8(¢*) est égal au cardinal de Fj mais aussi
que I’équivalent de ces valeurs propres correspond & 1’évolution du processus
a I’échelle de temps d’ordre §(1/e*). Sur cette échelle de temps, le processus

atteint son équilibre & l'intérieur de chaque classe de F; tellement rapidement
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qu’on peut ignorer les mouvement dans ces classes en considérant chacune de ces
classes comme un “état”. Or c’est exactement les mouvements entre ces “états”
qui sont liés & ’équivalent des valeurs propres d’ordre #(e*). En décrivant ces
mouvements par un générateur Ay défini sur 'espace d’états Fj, on montre
que le nombre #F, est égale au nombre des valeurs propres d’ordre O ) et
que multipliées par ¥, les valeurs propres non nulles de lim.\ o Ag doan:t les
équivalents des valeurs propres d’ordre #(*) de A. En fait #F}, est décroissant.

Soit K le plus petit entier tel que
#Fx =1.

Les valeurs propres d’ordre e~ sont les plus proches de zéro de tout le spectre,
et eK 1 est ’ordre de grandeur du gap. La construction récursive de {Ex fo<i<k
et {Fr}o<k<k est assez longue et sera donnée explicitement dans le paragraphe
3.1.1.

Posons

Uk+1:E<:> U Qap
oy €EFk

et notons AU,chl le générateur restreint de A sur Uy4;. Pour toute classe oy, de
Fi, notons II,, la mesure de probabilité réversible du générateur restreint de A

sur «,. Pour tous sous-ensembles S;,S> de E avec S; N Ss = (), notons

Sa _
Gsf - (Aab)aESLbESZ

la matrice composée des taux de transition de S; a Ss. Posons Dy,,, la matrice

diagonale telle que

— 823
Doy Lo, = Z GUk+1]1ak

akEFk

ou ]1Uk+1 et ﬂak désignent les vecteurs constants de valeur 1 sur Ugy1 et ay
respectivement.

Notre résultat principal est le suivant.

Théoreme A Soit 1 <k < K.
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(1) Pour tous ay # Br € Fi, définissons le tauzx de transition de oy 4 P

comme suit,

1

_ U -1 ~B
/\akﬁk - E_kHak I:Ggi ]]‘Bk <:>Ga:+1 Ukt1 <::>‘DU1c+1) UIZ_H llﬁk]

Alors lim.\ 0 Ao, g, existe. Soit | > k + 1 Uentier le plus petit tel que oy,

soit contenu dans un élément de F; noté «;. Alors si

Br Lay

on a en plus

lim A =0.
51{% agBr

(2) Pour tout a de U1, notons p2* la probabilité que le processus A, partant
de a, atteigne By pour la premiére fois sans visiter les autres classes de
F. Soit P5:+1 le vecteur colonne composé des p?* pour a de Uy1. Alors

1
Aakﬁk = S_kHO"“ (ng llﬁk + Gg’;HPg:H) ’

k
(3) Soit Ay le générateur sur Fi, composé des taux de transition A, g, . Alors

. .1
gl{‘l% So (Ak) = gl{‘% E_ksk(A) .

1.2 Théoreme B

Dans le deuxieme résultat, on donne un moyen d’estimer le gap d’un processus
de Markov irréductible et réversible au travers de la moyenne harmonique du
spectre du processus. L’idée est la suivante. On sait que le générateur a une
valeur propre nulle, les autres étant négatives. Nous noterons SIVP la somme
des inverses des valeurs propres non nulles de 'opposé du générateur. Leur
moyenne harmonique est n/SIVP si la taille de l’espace d’états est n + 1. Du
fait que le gap est la valeur absolue de la valeur propre la plus proche de 0, il
est compris dans l'intervalle [1/SIVP,n/SIVP] . C’est la minoration qui est la

plus intéressante. Il n’est pas facile de calculer SIVP en général. Mais dans le
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cas ol le graphe réduit du générateur est un arbre, on donne une expression
explicite de cette somme. On en déduit une borne inférieure du gap dans ce cas
la. De plus, on constate que plus le gap est décalé des autres valeurs propres,
plus important est le réle joué par le terme de l'inverse du gap dans la somme,
et donc meilleure est ’estimation. Revenons au cas général ou le graphe réduit
du générateur est quelconque. Intuitivement, moins le graphe possede d’arétes,
moins vite le processus parcourt toutes les arétes selon la mesure stationnaire
et plus faible sera la vitesse de convergence. De sorte que, si on choisit un arbre
maximal du graphe réduit du générateur initial, le gap du générateur restreint
sur ’arbre est plus petit que celui du générateur initial. On obtient ainsi une
borne inférieure du gap d’un générateur quelconque.

Plus précisément, soit A un générateur irréductible et m-réversible sur 1’es-
pace d’états E de cardinal n. Soit G' un arbre maximal du graphe réduit du
générateur A. Si on fixe un sommet ag € F comme racine, G' est alors orienté:
pour tous a # b € E, on note b > a s’il existe un chemin sans répétition de b a

ap passant par a. On note B, le sous-arbre issu de a
B, ={b; a <b}

Pour un sommet a différent de ag, on note u, le taux de transition de a vers son
pere, le sommet unique b tel que b < a et (a,b) est une aréte de G'. On note

m(a)pa
7(B,) [1 &n(B,)]

¢* (Ba) =
On a le résultat suivant.

Théoréme B

gap(A) > | Y

a€EE
a#ag

1
¢*(Ba)

1.3 Plan du texte

Le chapitre 2 est un chapitre de préliminaires, qui contient une description des
motivations et des objets utilisés dans le reste de la these ainsi que des résultats

existants dans ce domaine.
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Le chapitre 3 est consacré a la démonstration et aux applications du théo-
reme A. On commence (paragraphe 3.1.1) par donner une structure hiérarchique
de l'espace d’états, déterminée par le générateur de Markov, et les propriétés
qui lui sont attachées. Puis on donne les propriétés du générateur décomposé
en blocs selon la structure hiérarchique de l’espace d’états (3.1.2). Ensuite,
certaines propositions techniques qui sont indispensables pour la démonstration
finale du théoréme A sont rassemblées dans le paragraphe 3.1.3. En fin la
démonstration du théoréme A sera donné dans le paragraphe 3.1.4. Dans de
nombreux cas d’importance pratique, le calcul de la structure hiérarchique et
des générateurs Ay, est tres simplifié par rapport au cas général. Nous traiterons
en particulier le cas des processus quasi décomposables ([18]), avec comme illus-
tration un processus de naissance et de mort & homothétie interne (paragraphes
3.2.1 et 3.2.2). Nous appliquons également le théoreme A au recuit simulé
([46]) & basse température (3.2.3). Comme cas particulier, nous étudierons le
gap de différentes dynamiques de processus d’Ising en dimension un, a basse
température (3.2.4).

Le chapitre 4 est consacré a la démonstration et aux applications du théo-
reme B. Nous donnons d’abord 1’expression explicite de la somme des inverses
des valeurs propres d’un générateur dont le graphe réduit est un arbre et ensuite
la démonstration du théoreme B (4.1). Dans les applications nous examinons
d’abord le cas ou tous les taux de transition non nuls sont égaux (4.2.1). A une
transformation simple pres, le générateur A est alors le laplacien de son graphe
réduit ([17]). Le théoréme généralise des résultats connus sur le spectre des
graphes non orientés. Nous reprenons ensuite l’exemple du processus d’Ising en
dimension un (4.2.2). Nous montrerons que la minoration déduite du théoréme
B, si elle est évidemment moins précise que 1’équivalent calculé par le théoreme

A, fournit néanmoins le bon ordre de grandeur pour le gap.
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Chapitre 1.

Introduction



Chapitre 2

Gaps des processus de

Markov

On consacre ce chapitre a introduire les motivations, le contexte et les connais-
sances de base de ce travail. Notre objectif principal est d’étudier la deuxieme
valeur propre (trou spectral ou gap) des processus de Markov. Les notions
et propositions concernées sont rappelées a la premiere partie. La deuxieme
partie consiste a présenter quelques applications des calculs de gap. Certaines
méthodes d’étude du gap ainsi que du spectre sont introduites dans la troisieme

partie.

2.1 Générateurs de Markov et leurs gaps

On ne s’intéresse ici qu’aux processus de Markov irréductibles et réversibles dont
les valeurs propres sont réelles et négatives ou nulles. Le gap du générateur qui
mesure en quelque sorte la vitesse de convergence du processus est la valeur
absolue de la valeur propre la plus proche de la valeur propre zéro. Le premier
paragraphe 2.1.1 de cette partie contient un bref rappel des notions élémentaires,

des propriétés nécessaires des processus de Markov. Au lieu des chalnes de

17



18 Chapitre 2. Gaps des processus de Markov

Markov sur lesquelles portent beaucoup de travaux étudiant le gap [20, 28, 38,
40], le point de vue qu’on adopte ici est celui des processus de Markov. Les

raisons de cette préférence sont exposées au paragraphe 2.1.2.

2.1.1 Réversibilité, stationnarité et gap

Fixons d’abord quelques notations. Soit M = (m;;) une matrice quelconque.
Sa transposée sera notée M*. On dit que M est positive, si tous les m,;; sont
positifs ou nuls et il existe au moins un m;; strictement positif. Et M est dite
strictement positive, si tous les m;; sont strictement positifs. Notons I la matrice
identité dont l’ordre pourra changer selon le cas. Un vecteur v = (v(%))1<i<n
désignera un vecteur ligne d’ordre n. On note #F le cardinal d’un ensemble E
quelconque.

Pour les définitions, propositions évoquées dans cette partie, nous donnons
[14, 42, 43, 45, 62] comme références de base.

On s’intéresse & une famille de variables aléatoires { X (¢); ¢ > 0} qui pren-
nent leurs valeurs dans ’ensemble fini £ = {i, 7, ...} appelé ’espace d’états. On
se restreint au cas ou {X (t)} est un processus de Markov avec des probabilités

de transition homogenes. Ainsi, la probabilité de transition pour ¢ > 0
pij(t) =Pr{X(t+u)=j|X(u) =i}, Vi,j€E

est indépendante de u > 0.
Il est en général plus naturel de donner a I’avance les taux de transition et
de dériver a partir d’eux une expression explicite des probabilités de transition.
Les taux de transition sont les constantes \;; définies pour tous i # j € E

tels que quand h \, 0,
(1) pij(h) = Aijh + o(h),

(2) pii(h) =16> Nijh +o(h).
J#i
Le symbole o(h) signifie que si on divise ce terme par h sa valeur tend vers zéro

lorsque h tend vers zéro. L’ensemble des variables aléatoires { X (¢) ; ¢t > 0} est
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un processus de Markov fini et homogéne. Appelons

{P(t) = (pi(1); t = 0}

son semi-groupe. La constante \;; est le tauz de transition de i 4 j qui mesure

I'intensité du passage de ¢ a j dans I’évolution aléatoire du processus.
Définition 2.1.1 Soit A = (A\ij)ijer une matrice indicée par E. On dit que
A est un générateur de Markov sur E siet seulement si

>0 SiiF# ]
ij _ sz# Aij sii=7.

Pour simplifier, on appelle un générateur de Markov aussi un générateur

>

dans cette these. Soit A = (A\i;)ijer un générateur de Markov. Un processus
de Markov homogene est dit de générateur A s’il a A;; comme taux de transition.
La proposition suivante nous dit qu’il existe un seul semi-groupe {P(t);t > 0}

tel que les deux postulats ci-dessus soient vérifiés (voir [42]).

Proposition 2.1.1 Soit A = (X\;;) un générateur de Markov. Alors il n’existe
qu’un semi-groupe {P(t); t > 0} tel que

d

ZP(H) = AP(t) et P(0)=1

ou I est la matrice identité et on a
P(t) =exp(At) .

En pratique, il est plus facile de connaitre le générateur que le semi-groupe,
et nous allons travailler directement sur les générateurs de Markov. On définit

Ihorloge interne A du générateur A comme suit
Ap = ©min Ay .
ick
Les générateurs qui nous intéressent sont irréductibles et réversibles.

Définition 2.1.2 Le générateur de Markov A = (Xij), iy est dit irréductible

si et seulement s1 Vi, j € E, Alq,...,1, tels que

AillAhlz o Aln—llnAlnj >0.
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Définition 2.1.3 Soit m une mesure sur E. On dit que m est une mesure sta-

tionnaire du générateur de Markov A si
TA=0.
Nous avons la proposition suivante (voir [42]).

Proposition 2.1.2 Si A est un générateur irréductible, alors la mesure sta-

tionnaire de A est unique et strictement positive.

Définition 2.1.4 Soit m une mesure strictement positive sur E. On dit que A
admet m comme mesure réversible, ou plus simplement que A est w-réversible,

si la condition suivante, dite de bilan détaillé, est vérifiée.
Vi,j € B, w(i)Ai; = 7(5)Aji

En sommant les équations ci-dessus par rapport a l’indice j, on voit immé-
diatement qu’une mesure réversible est nécessairement stationnaire. Elle est
donc unique si le processus est irréductible. Remarquons que pour un processus
réversible,

Vi, j )\ij>0<:>/\ji>0

Il est légitime d’associer a un tel processus un graphe non orienté dont I’ensemble

des sommets est E et ’ensemble des arétes est
A={(i,7); \ij > 0}

Ce graphe sera appelé dans la suite graphe réduit du générateur A et noté
G = (E,A). Le processus étant supposé irréductible, son graphe réduit est
nécessairement connexe. Dans le cas ot G = (E, A) est un arbre, si on fixe un
sommet ag € E comme racine, un ordre partiel est défini comme suit. Quels
que soient a et b dans F avec a différent de b, on dit que b est supérieur & a ou
bien que a est antérieur & b et on note b > a s'il existe un chemin sans répétition
de b a ag passant par a. Dans ce cas la, on dit que G est orienté par rapport

a la racine ag. Pour un sommet a différent de ag, il existe un sommet unique
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b tel que b < a et (a,b) € A. On appelle b le pére de a et a un fils de b. Un
sommet est appelé feuille de ’arbre, si il n’a pas de fils.

Soit D la matrice diagonale
D = di ( (1 ) ,
a8 (@) i€E

et D! son inverse. Dire que A est w-réversible équivaut & dire que la ma-
trice DAD™' est symétrique. Cela entraine alors que A, comme DAD™! est
diagonalisable, ses valeurs propres étant toutes réelles.

Munissons ’ensemble des fonctions de E dans R du produit scalaire

Vg €RE, (f,9), =D f()g(i)m(i)
i€E
Le générateur A est m-réversible si et seulement si il est auto-adjoint dans
L?(E,7) muni de ce produit scalaire. Pour tout vecteur f de RF, nous noterons
D(f) la forme Dirichlet associée & A en f.
D(f)= (M, ), = 5 3 U0 &G a6y
i,jEE
Le spectre d’un générateur de Markov irréductible et réversible possede les

propriétés suivantes (voir [62]).

Proposition 2.1.3 Soit A un générateur irréductible et réversible. Alors les
valeurs propres de A sont réelles, négatives ou nulles, et 0 est valeur propre

simple.

L’un de nos objectifs principaux est d’étudier le taux de convergence au
sens L? des processus de Markov. Soit {P(t)} le semi-groupe d’un processus de
Markov de générateur A et de mesure stationnaire 7. On dit que P(t) converge
exponentiellement par rapport d la norme de lespace L*(7) || ]|, ’il existe une

valeur positive A telle que pour tout f de RP,

1P(t)f em(f)ll; < exp(eAt) ||f om(f)l,

ot 7(f) = > ;cp f(i)m(i). On appelle le maximum des A vérifiant la condition

ci-dessus le tauz de convergence exponentielle de A qu’on va noter \*.
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Dans le spectre d’un générateur de Markov irréductible et réversible, ce qui
nous intéresse le plus est la valeur propre correspondant au taux de convergence

exponentielle.

Définition 2.1.5 Soit A un générateur de Markov irréductible et réversible.
Nous appelons trou spectral ou gap de A ['opposé de la deuzxiéme valeur propre

de A par ordre décroissant.

Le théoréme suivant montre que le taux de convergence au sens L? n’est
rien d’autre que le gap du générateur et donne une formule variationnelle du
gap au travers de la forme de Dirichlet. Par conséquent, controler la vitesse de
convergence revient & estimer le gap. Pour la démonstration da la proposition

suivante, voir [9)].

Proposition 2.1.4 Si A est un générateur de Markov irréductible et de la

mesure m réversible, alors
X = gap =inf {D(f) ; n(f) =0, [|f|[Z =1} . (2.1)
C’est-a-dire, on a

1P@)f &m(fll; < exp(egap - i) |f (), -

La convergence est d’autant plus rapide que le gap est grand.

Bien que la réversibilité de A soit une hypothese tres restrictive par rapport
au cas général des mesures stationnaires non réversibles, c’est sous cette con-
dition que se placent la plupart des références du domaine [20, 23, 28, 70]. La
raison en est double. D’une part le cas réversible est beaucoup plus facile que le
cas général, du fait de la possibilité de se ramener & des matrices symétriques. La
seconde raison tient au fait que I’on peut controéler la vitesse d’acces a ’équilibre
d’un processus de Markov quelconque par le gap d’un générateur réversible (cf.

25, 61]).

Proposition 2.1.5 Soit {X¢;t > 0} un processus de Markov irréductible de

générateur A sur E. Soit w la mesure stationnaire de A, D* la matrice diagonale

D? = diag(n(i))icr
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et D=2 son inverse. Soit M le générateur
1
M = §(A+D_2 A*D?)
Alors pour toute fonction f de E dans R, il existe une constante C, telle que

|E[f(X0)] &7 (f)] < Cexplegap(M)i] .

L’interprétation du générateur M est la suivante. Supposons que {X;; ¢ > 0}
soit stationnaire (pour tout ¢, X; est de loi w). Fixons o > 0. Le processus
{Xt,—t ;0 < t < to} est markovien et homogene, de générateur D—2A* D2
La mesure stationnaire de ce nouveau générateur est encore w. Passer de A a
D2 A*D? revient & retourner I’échelle de temps. Un processus de générateur M
évolue comme suit. Chaque fois qu’il atteint un nouvel état, il choisit en tirant a
pile ou face si le pas suivant se fera vers le futur ou vers le passé d’un processus
de générateur A qui serait dans le méme état. Il n’est donc pas surprenant
que M soit w-réversible, ce que 'on vérifie immédiatement en constatant que
DM D! est symétrique.

Un autre avantage de la réversibilité, que nous serons amenés a utiliser, est

de se conserver par troncature du générateur.

Définition 2.1.6 Soit A = (X\ij), .., un générateur de Markov sur E. Soit

ij€
E, un sous-ensemble de E. Le générateur restreint de A sur Ey, qu’on note
A = U)i,jeEl est un générateur de Markov défini sur Ey tel que pour tous
i ;é .] E17

/\le =Aij .
Proposition 2.1.6 Soit A un générateur de Markov irréductible et w-réversible

sur E. Soit E1 un sous-ensemble de E. Soit mg, la mesure de probabilité sur

E; telle que pour tout i de Fy,

_ m(i)
m(Er)

ot w(E1) désigne la probabilité de l’ensemble Ei. Posons Ay le générateur re-

TE; (Z)

streint de A sur Ey. Alors Ay est wg, ©réversible.

Ce résultat est un cas particulier du corollaire 1.10 p. 26 de Kelly [45].
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2.1.2 Processus et chaines

Une des motivations importantes dans ’étude du gap vient des méthodes de
Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) qui visent & simuler une chaine
de Markov admettant une distribution cible comme mesure stationnaire sur un
espace d’états de grande taille (cf. 2.2). La vitesse de convergence de la chaine
de Markov simulée est liée a la valeur propre dont le module est plus proche de
la valeur propre triviale 1 de la matrice de transition de la chaine.

D’une fagon précise, une chaine de Markov irréductible, w-réversible et apé-
riodique de matrice de transition P admet une valeur propre simple 1, les autres
étant réelles et comprises strictement entre <1 et 1. Notons p(P) le maximum

des valeurs propres en valeur absolue différentes de 1,
p(P) = max{|a| ; a # 1 valeur propre de P}

Il est connu que p(P) contrdle la vitesse de convergence de la chaine au sens

. 1 1 "
P46 7Ol < 51 55 2P

ott P*(i,-) est la distribution de la chaine & 1’étape k en partant de I’état i et

suivant ([62])

|| - [Irv est la norme de variation totale.

Tout algorithme itératif est une chaine de Markov. Le temps continu est une
approximation commode mais a peu d’intérét apparemment pour des méthodes
algorithmiques. D’autre part, I’étude des valeurs propres d’une matrice de tran-
sition est de difficulté comparable & ce qu’elle est pour un générateur. Pourquoi
donc préférer les processus aux chaines? Les raisons sont les suivantes.

En fait, le passage des matrices de transition aux générateurs de Markov,
ou des chaines a temps discret aux processus a temps continu est purement
formel. Méme si un algorithme de simulation est nécessairement présenté comme
une chaine de Markov (temps discret), il est souvent commode de considérer
un processus de Markov (temps continu) qui en est la version harmonisée au
sens suivant. Considérons une chaine de Markov {X,, ; n € N} de matrice de

transition P et un processus de Poisson {V; ; ¢ > 0} d’intensité X. Posons, pour
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tout ¢ > 0,

Zt :XNi

Ceci revient a remplacer des intervalles de temps fixes (de longueur 1) par
des intervalles de temps aléatoires indépendants, dont la longueur suit la loi
exponentielle de parametre A. Le processus {Z; ; ¢ > 0} est un processus de
Markov de générateur

A=XPs&I).

Réciproquement, si A est le générateur d’un processus de Markov, il peut tou-

jours étre vu comme une chaine harmonisée de matrice de transition
P=I+—-A

ol A est supérieur a ’horloge interne Ay de A.

On constate que A et P définis ainsi ont les mémes vecteurs propres et le
spectre de I'un se déduit aisément de celui de 'aure. On suppose que ’espace
d’états est de taille n + 1. En ordonnant les spectres de A et P, on pose que

leurs valeurs propres sont respectivement
O=Xo>A >---> A\,

et

l=ay>a; > --->a,>&l.

On a donc

gap(A) = Ay et p(P) = |an| Vay .

D’un point de vue technique, ’étude du gap d’un processus, étant tout simple-
ment la deuxiéme valeur propre, est plus simple que celle de p(P) d’une chaine
qui nécessite la connaissance de tout le spectre. Mais si toutes les valeurs pro-
pres de P sont positives, p(P) est donc la deuxiéme valeur propre a; de P,

gap(A) et p(P) sont liés par:

gap(A) = A[L & p(P)] . (2.2)
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En fait, les valeurs propres négatives d’une chaine de Markov correspondent a
loscillation ou bien au comportement quasi périodique qui ne peut pas avoir
lieu, si tout état ¢ a une probabilité de retour p;; assez grande. En particulier,

toutes les valeurs propres de la chaine sont positives dés que
min p;; > -
K3

Pour voir cela, on considere la matrice de transition 2P <1 dont les valeurs
propres sont 8; = 2a; 1. Le fait ; > <1 implique «; > 0 pour tout 0 < i < n.

En fait, les valeurs négatives ne sont pas vraiment génantes. Pour une ma-
trice de transition P quelconque, on peut modifier la chaine de facon simple de
sorte que la condition ci-dessus soit vérifiée sans ralentir trop la convergence.

Considérons la nouvelle chaine

P'==-(I+P).

DN | =

Alors P', irréductible et m-réversible, a toutes ses valeurs propres positives. De
toutes fagons, tous les résultats portant sur le gap des chaines s’adaptent a celui
des processus et inversement si on se ramene a (2.2).

Par ailleurs, nous étudions les processus au lieu des chaines, compte tenu de
la plus grande facilité de manipulation d’un processus. Libérés de la contrainte
> ; pij =1, les générateurs sont plus faciles a modifier. Si on fait varier un taux
de transition, deux termes du générateur changent. Mais il faut modifier toute
une ligne de la matrice de transition de la chaine harmonisée. Mais pour les
processus qui n’ont souvent pas la méme horloge interne, comparer les vitesses
de convergence entre deux générateurs A; et A, ne revient pas & comparer
gap(A;) et gap(As) comme dans le cas des chaines dont 1’horloge de référence
est toujours 1. Afin de comparer de fagon significative, définissons une référence

par le rapport
gap(A)/An .

Ceci explique pourquoi A, est nommé I’horloge interne. On pourra dire que le

processus de générateur A; est meilleur que celui de générateur A, au sens ou
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gap(A1)/An(A1) > gap(As2)/An(A2) (la vitesse relative d’acces a 1’équilibre du

premier est supérieure a celle du second).

2.2 Exemples d’applications du gap

De nombreux travaux ont portés ces dernieres années sur l'estimation du gap.
Les motivations de ces études sont des domaines multiples: en probabilités
([1, 20, 39, 47]), en statistiques ([4, 32, 72]), en physique mathématique ([55, 64]),
en géométrie ([6, 10, 49, 63]), en théorie des graphes ([13, 17]), en informatique
([40, 68, 41]) etc.

Une application fréquente porte sur les méthodes de Monte-Carlo par chaines
de Markov (méthodes MCMC). Ces derniéres années sont apparues, par exemple
en analyse d’image [31, 34] et en statistique bayésienne [30], de nombreuses
méthodes nécessitant des échantillonnages aléatoires sur des espaces discrets de
grande taille. Mais la difficulté voire I'impossibilité d’échantillonner directement
en calculant la probabilité de chaque état se rencontre & cause de la taille de
Pespace d’états. On fait alors appel aux méthodes MCMC (Monte-Carlo Markov
Chains) qui visent & simuler une chaine de Markov admettant la distribution
désirée comme mesure stationnaire sur ’espace de configurations. Or la vitesse
de convergence vers le régime stationnaire est controlée par p(P) de la chaine

ayant P comme matrice de transition.

Un autre sujet important est celui des transitions de phase en physique statis-
tique. Considérons en particulier le modele d’Ising sans champ magnétique ex-
terne dont le générateur est fonction de la température T'. Le systeme est L? ex-
ponentiellement ergodique i.e. gap(Ar)> 0 si T est supérieure & la température
critique T.. Par contre, la transition de phase a lieu si T est inférieure & T, ,
dans ce cas la, gap(A7)=0 . Ainsi, I’étude du gap fournit une description de la

transition de phase.
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2.2.1 Algorithme de Metropolis et échantillonnage de
Gibbs

Les algorithmes le plus souvent utilisés par les méthodes MCMC sont 1’algorith-
me de Metropolis introduit par Metropolis et al. [56] (1953) et I’échantillonnage
de Gibbs par Glauber [33] (1963). Ces deux algorithmes sont largement utilisés
en pratique en restoration d’image [3, 31, 32|, en optimisation stochastique
(recuit simulé) [2, 46] et en mécanique statistique [50, 71]. Ici, on va les présenter
dans le cadre suivant.

Soit S un ensemble fini de sites muni d’une structure de graphe G. Chaque
site ¢ de S correspond a un ensemble fini ;. L’espace de configurations (2

est le produit des ©;, &), o ;. Le systeme d’intérét est constitué de I’espace

€S
d’états 1, la fonction d’énergie H sur () et le parametre de température 7'. La
fonction d’énergie H peut souvent s’écrire comme une somme de potentiels qui
ne dépendent que des cliques correspondant a la structure de voisinage déduite
du graphe GG. La mesure dont on voudrait des échantillonnages est la mesure

de Gibbs de parametre T, notée 7, déduite de la fonction d’énergie H par la

loi de Boltzmann,

1 H
VneQ, mr(n) = Z—Texp {#]

ou Zr est la constante de normalisation définie par
H
Zyp = Z exp {@#]

Quand la température tend vers 0, la famille de mesures ainsi définie converge

vers la loi uniforme sur I’ensemble des minimas globaux de la fonction H. (voir

[76]).

Proposition 2.2.1 Quand la température T tend vers 0, la mesure de Gibbs
7w tend vers la mesure uniforme sur le sous-ensemble des configurations d’éner-

gie minimale.

Démonstration. Soit )’ I’ensemble des configurations d’énergie minimale.
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Evidemment, pour toute configuration n de Q </,

7111£n>0 mr(n) =0.

Or pour toute configuration n de ',

| o]
71111’11 mr(n) = 71111’11 T o]
-0 =0 S exp [%]
€€Q
—1
. 1 H(§) <H(n)
= 1
e roTie EE%\:Q, exp [ T
_ 1
= Zy

]

L’algorithme de Metropolis consiste & simuler une chaine de Markov er-
godique tendant vers wr dont la probabilité de transition ne dépend que de la
différence d’énergie entre deux états successifs. Quand la probabilité de transi-
tion est remplacée par la caractéristique locale de la mesure de Gibbs (la prob-
abilité conditionnelle d’un site sachant les autres), on obtient 1’échantillonnage
de Gibbs. Pour une description plus générale, voir [60]. Une adaptation se fera
des chaines aux processus. Si la chaine de Markov simulée est de matrice de
transition P, ce qu’on va donner ici sera le processus de Markov de générateur
P&l

L’algorithme de Metropolis repose sur l'utilisation d’un générateur A’ =

(Ae) irréductible tel que
we > 0= X, >0.

Il produit un processus de Markov de générateur A = (A;¢) tel que, pour n # €,

1 si &) 2 >1
Ang Tr(n)Ang
ﬂ-(g))\é" sinon
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L’irréductibilité de A se déduit de celle de A’ et la réversibilité de A par rapport
a mp se vérifie facilement. Le processus de Markov de générateur A converge
donc en loi vers 7 .

En pratique, la fonction d’énergie H est facile a calculer, par contre la con-
stante de normalisation Zp est difficile & obtenir & cause de la grande taille de

I’espace de configurations. L’avantage principal de 1’algorithme est d’éviter le

77 (€)
wr(m) T

dépendent seulement de la différence entre H(n) et H(&). Un autre avantage est

calcul de la constante Z7 en ne faisant intervenir que les rapports

de ne requérir qu'une connaissance limitée de la loi 77 en proposant une infinité
de possibilités de générateurs A .

Un algorithme de Metropolis n’est pas nécessairement multidimensionnel
comme présenté ici, par contre 1’échantillonnage de Gibbs est toujours sur un
espase de configurations. Pour un site x fixé, soit {2(n, z) ’ensemble des config-

urations £ qui ne sont différentes de n qu’au site z, c’est-a-dire

Yy # x,n(y) = &(y) et n(x) # E(z) -

Pour tous n # £, posons

exp [ Hj(ﬁ)] S exp [@%] sidz € S t.q. £ € Qn,z)
CeQ(n,x)

0 sinon .

Ane =

Alors le générateur déduit de I’échantillonnage de Gibbs est A = (A\;¢). On

vérifie que A est irréductible et mp<réversible.

2.2.2 Modele d’Ising

En physique statistique, en statistique bayésiennes, le modele d’Ising apparait
souvent. En adoptant les notations du paragraphe précédent, pour tout site
i de S, on identifie ’ensemble €2; &4 {0, 1}. Chaque configuration n de I’espace
Q = {0,1}" est une application de S dans {0,1} (& chaque site z, on associe un
état binaire n(z) € {0,1}). Un systéme de spin est un processus de Markov sur

I’espace d’états €2, qui a chaque transition modifie la configuration courante en
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au plus un site. Pour toute configuration 5 de 2, et tout site z de .S, on note

N, la configuration obtenue en modifiant n au site x

n(y) siy 7
len(z) siy==x.

N:(y) =

Les taux d’un systéme de spin sont donc, pour n # & € Q,

c(z,m) si§&=n.
Ané = .
0 sinon
On appelle processus d’Ising tout systéme de spin qui admet la mesure de
Gibbs 77 comme mesure réversible. Il suffit qu’il vérifie la condition de bilan

détaillé, pour toute configuration n de Q0 et tout site = de S.

e [0 ey [0

De nombreux générateurs vérifient cette équation. Voici quelques exemples.
Exemple 2.2.1

H(n) QH(%)]

C@%W):fmp{ 5T

Les roles de 0 et 1 sont symétriques. C’est le choix le plus naturel du point

de vue mathématique [52].

Exemple 2.2.2

1 sin(z) =1
cz,n) = exp |:H(77m) &H(n)

T ] sinon .

Il s’agit d’un modele de déposition de particules [77].
Exemple 2.2.3

1 si H(n,) < H(n)
exp [M} sinon .

c(x,n) =

C’est le générateur de Metropolis en choisisant

1 sidreStqg E=m

T
ng§ — .
0 sinon

pour le générateur A’.
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Exemple 2.2.4

o) = {1 xp [ LN

C’est le générateur de I’échantillonnage de Gibbs ou dynamique de Glauber.
Ici, on s’intéresse au cas oi1 ’ensemble de sites S est une partie finie de Z<.
Pour tout = € Z, notons x(i) la i-eme coordonnée de x avec 1 < i < d. La

norme de x est
d
llzl] = (i) -
=1

On munit Z< de la structure de graphe dont les arétes sont les paires (z,y) telles

que ||z ©y|| = 1. On pose

La fonction d’énergie H dépend de la structure de graphe ainsi que la condition
de bord de S'. Nous allons considérer trois cas de conditions de bord : périodique,
ouvert et unitaire. Ils seront distingués par les indices p, o et u respectivement.

Nous identifions le graphe G sur S au graphe restreint de Z% & S, c’est-a-dire
Vz,y € S, (z,y) € Gsi||lzoy||=1.
Définissons le bord de S par:
0S={zeS;y¢Stq. |lzeyl|=1}.

Pour la condition de bord périodique, définissons la structure de graphe GP? sur
S par
GP =GU{(z,y); z,y € 0S5, ||(z ©y) modulo n|| =1} .

Définissons la fonction d’énergie par
H'() =& Y [2n(x) ©1][2n(y) &1]
(z,y)EGP

qui mesure la différence entre le nombre de paires de voisins de valeur différente

et le nombre de paires de voisins de méme valeur.
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Pour les deux autres conditions de bord, utilisons la notation T pour désigner
un élément générique de I'ensemble Q. = {0, 1}%. Quelle que soit la configura-
tion 1 de 2, définissons 1’énergie HY'™ () avec conditions de bord 7 dehors de

S et couplage de bord 0 < U(z,y) <lavecx €3S,y ¢ S et ||z ©y|| =1, par

HY()) = & > [2n(x) 1] 2n(y) 1]
(z.y)€G
& > Ulw,y) 2n() ©1]27(y) 1]
pireiny

On dit que la condition de bord est ouverte si U = 0 et unitaire si U =1 et 7
est la configuration constante valant 1 en tout site. C’est-a-dire
=& Y [2n(z) ©1]2n(y) 1]
(z,y)€G

et

=& Y [2n@) el 2ny) el e > 2n(@) 1]
(z,y)EG x€dSs

Quand I’ensemble de sites est fini, un processus d’Ising a toujours une mesure
stationnaire unique. Si on remplace 'ensemble de sites S par Z¢, on obtient le
modele d’Ising bien connu en physique statistique. Maintenant, un phénomene
tout & fait différent apparait. Pour d = 2, pour une température

) _ 2

T>T? ~ 2,27,

log /‘l‘ log 1+ V2)
. . . . 2) . .
la mesure stationnaire est unique. Si 7/< TC( ), il y a au moins deux mesures sta-
tionnaires. Pour d > 3, nous avons la conclusion analogue pour une température

critique Tc(d)

> 0 dont la valeur exacte reste inconnue. Ce phénomene s’appelle
transition de phase. Mais pour d = 1, il n’y a pas de transition de phase, la
mesure stationnaire est unique.

Une autre description de la transition de phase se fait par le gap. Si la
transition de phase a lieu, gap= 0, sinon, gap> 0. Il est naturel de demander
comment cette nullité du gap se reflete si on considere le processus d’Ising sur

un carré S fini mais tres grand dont le gap est toujours strictement positif. De

nombreux travaux portent sur cette question: [53, 64, 65, 66].



34 Chapitre 2. Gaps des processus de Markov
2.3 Meéthodes principales d’étude du gap

Les outils pour I’étude du gap ainsi que du spectre sont essentiellement de trois
types: analytiques, géométriques et probabilistes. Regardant le générateur A et
le semi-groupe {P(t); t > 0} d’un processus de Markov de mesure stationnaire
7 comme opérateurs sur l'espace L?(r), associées a la forme de Dirichlet, les
inégalités analytiques comme les inégalités de Poincaré, de Sobolev, de Nash et
de Sobolev logarithmique ont été utilisées pour 1’étude des chaines ou des pro-
cessus de Markov. D’ailleurs, beaucoup de résultats ont été obtenus récemment,
a partir des quantités géométriques et la combinaison des chemins du graphe
déduit du générateur du processus de Markov. Une présentation précise de ces
méthodes est donnée dans le cours de Saloff-Coste [62]. D’un point de vue
probabiliste qui est assez différent des précédents, la méthode de couplage est
aussi utilisée avec succes dans les études de gap. Donnons quelques références
récentes de cette méthode: [50], [9], [11]. Nous nous contenterons de décrire

brievement quelques unes des méthodes évoquées ci-dessus.

2.3.1 Techniques de comparaison

Dans [20] et [23], est développée une méthode pour estimer toutes les valeurs
propres d’une chaine de Markov en comparant sa forme de Dirichlet avec celle
d’une autre dont on suppose connaitre le spectre. Cette méthode est aussi
valable pour les processus de Markov. De facon plus précise, soit A et A deux
processus irréductibles sur un espace d’états de taille n + 1. Soit 7 et 7 les
mesures réversibles respectivement de A et A. Notons D et D les formes de

Dirichlet associées. Posons que les valeurs propres de A et A sont respectivement,
D= >\ > >\,

et

0:@X0><:>X12---2@Xn.

La caractérisation minimax des valeurs propres donne les bornes des valeurs
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propres de A en terme de celles de A (voir [36]). Pour 0 < i < n, si
D <AD et ™ > arm,

alors

Ai > =\

NS

Notons G, G les graphes réduits de A et A respectivement. Soit Jx; un chemin
dans G liant k et [. Pour toute paire (i,j) de G, é(i,j) désigne ’ensemble des
chemins 7y; dans G contenant I'aréte (4,7)- On note || la longueur du chemin

k1. Alors une version de la constante A est donnée dans [20].

Théoréme 2.3.1 (P. Diaconis et L. Saloff-Coste, 1993) Posons

1 -
S Frt|T(R)A
(irg)anG (i) Nij 5;) [Fkt |77 () Akt
Z’J

A=

Alors
D < AD .

De nombreuses applications du théoreme ci-dessus sont étudiées par Diaconis

et Saloff-Coste: [20, 21, 62].

2.3.2 Différentes versions de I’inégalité de Cheeger

En montrant une borne inférieure de la deuxiéme valeur propre du laplacien
sur une variété Riemannienne lisse et compacte, Cheeger [7] a introduit une
constante isopérimérique. Cette quantité géomérique a inspiré beaucoup de
bornes inférieures ou supérieures du gap voire de tout le spectre dans notre
cadre. On va présenter ici certains résultats qui se servent de cette constante
en les adaptant aux processus de Markov si nécessaire.

Soit A un générateur de Markov irréductible et w-réversible défini sur ’espace
d’états E. Adoptons les notions présentées dans [26]. Pour tout sous-ensemble

E, de E, définissons selon Sinclair (voir [69]) la conductance de Ey normaliée
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par

o(Fy) = F(;) > w(i)Ni -

i€E]
JEE—E;

On linterprete comme le flux probabiliste de sortie de E; dans le régime sta-
tionnaire. La conductance symétrique de E, normalisée est définie selon Lawler

et Sokal (voir [47]) par
. __¢(E)
O = T

qui du fait de la réversibilité est égal & ¢*(E\ E1). On linterpréte ainsi comme le
flux probabiliste d’échange entre E; et son complémentaire dans le régime sta-
tionnaire. Définissons enfin la conductance globale ou bien constante de Cheeger
par

®= min ¢(E)
m(E1)<1/2

et la conductance globale symétrique par

®* = min ¢*(E;) .
Er?g}faﬁ(l)

Intuitivement, si le processus sort rapidement de tous les “petits” ensembles
E, C E avec w(Ey) < 1/2, autrement dit si la conductance globale est grande,
la convergence doit nécessairement étre rapide. Cette intuition est formalisée

par Sinclair et Jerrum (cf. [69]):

Théoréme 2.3.2 (A. Sinclair et M. Jerrum, 1989) .

‘I>2
— < A) .
o, S gap(A)

Par une intuition analogue, si les flux d’échanges entre tous les sous-ensem-
bles complémentaires sont rapides, ce qui correspond & une grande condutance
globale symétrique, Lawler et Sokal (cf. [47]) affirment que le taux de conver-

gence est nécessairement grand :

Théoreme 2.3.3 (G.F. Lawler et A.D. Sokal, 1988) |
*2

8An

<gap(A) .
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Inversement, plus le flux d’échange entre E; et son complémentaire est faible,
plus le processus s’attardera longtemps dans un des deux sous-ensembles avant
de visiter I’autre. L’acces a 1’équilibre en sera ralenti d’autant et le gap du
processus sera plus faible. Dans [23], Diaconis et Stroock ont montré le résultat
suivant

gap(A) < @ .

L’estimation du gap de Lawler et Sokal est récement étendue a toutes les
valeurs propres du générateur par O.Francois [26] dans le cas ou la mesure
réversible du générateur est assez concentrée sur un état (le cas du recuit simulé
& basse température par exemple). On adapte le résultat de Frangois des chaines

aux processus de la maniere suivante.

Théoréme 2.3.4 (O. Frangois, 1997) Soit © la mesure réversible du géné-

rateur A. Supposons qu’il existe un état i tel que
(i) > v

avec

ol=

1 _
1 a1 2
27 9 9l27 " 9 3

Alors pour toute valeur propre A 20 de A, on a

sleovier2<A<al+ V1 sz

wz{l@M[l+M}}@*.

2.3.3 Etude de comportement asymptotique spectral

Dans de nombreux cas, le générateur de Markov irréductible d’intérét peut étre
vu comme une perturbation d’un générateur réductible. C’est le cas par ex-
emple pour les processus d’Ising et le recuit simulé a basse température. C’est

aussi le cadre ou on se place pour le théoréme A qui porte sur le comportement
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asymptotique des valeurs propres. Les travaux sur le comportement asympto-
tique spectral des générateurs de ce type sont nombreux: [44, 27, 5, 57]. L’idée
d’étudier le comportement asymptotique au travers de la structure hiérarchique
de l'espace d’états liée naturellement au générateur est introduite par Freidlin-
Wentzell [27]. Leur technique a inspiré par suite beaucoup de travaux dans de
nombreux domaines: [5, 54, 57, 8]. Avec la méme idée de base, Miclo [57] a
considéré le recuit simulé & basse température et étendu le résultat de Holley,
Kusuoka et Stroock ([35]) sur le gap en obtenant le comportement asympto-
tique de toutes les valeurs propres ainsi que les projections spectrales. De facon
précise, il considere sur un graphe fini G, le générateur A, & température T, du

recuit simulé associé a une fonction d’énergie H. Soit
O=X>X > ->X 1

ses valeurs propres qui sont fonctions de 7. Il montre que pour tout 1 < ¢ < n<l,
il existe des constantes b; > a; > 0 (ne dépendant que de G) et ¢;(G,H) > 0,

telles que, pour tout 7" > 0,

Ci(G,H)

ct(GaH)
a; exp @T <\ <bjexpe | ——|

T
et il a donné une description géométrique de ¢;(G, H). De plus, il a obtenu la

convergence de la somme des projections spectrales de

H(i H(i
diag <exp ®ﬂ> A diag <exp ﬂ) ,
2T /) o<i<n—1 2T ) o<i<n—1
lopérateur de Schrodinger associé a A, relatives aux valeurs propres A;. La

description des ¢;(G, H) est longue, voir [57].

2.3.4 Meéthode de couplage

La méthode de couplage est beaucoup moins utilisée pour estimer le gap que les
autres méthodes évoquées ci-dessus. L’objectif de ce paragraphe est d’illustrer
lefficacité et la puissance potentielle de cette méthode en présentant certains

travaux récents de Chen ([9, 11, 12]) sur cette méthode et le gap spectral. Au
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travers de la méthode de couplage, Chen a obtenu des bornes fines voire des
formules variationnelles du gap, dans le cas du laplacien sur une variété lisse, des
opérateurs elliptiques, et des processus de Markov. Présentons essentiellement
une borne inférieure du gap des processus de Markov infinis. Pour la théorie
fondamentale des processus de Markov infinis, voir [9].

Soit A = (\;;) un générateur de Markov irréductible et m-réversible défini
sur £ ={0,1,2,...}. Un couplage markovien de A est un générateur de Markov
A°UP gur Pespace produit E x F vérifiant la condition de marginalité, pour tout

couple (i,j) de E x E,

AP f(i, 5) = Af(i) (resp. AP f(i, ) = Af(5))

pour toute fonction f bornée de E x E dans R , dépendant seulement de la
premiere variable (resp. la deuxiéme variable). Le couplage markovien appelé

couplage classique ou basique est défini de la facon suivante.

Af(- i )+ (Af(ir, ) (i .. .
AU £ (i1 i) = (_f( i2)) (i) + (Af(ir, ")) (i2)  siiy #io
Af(ll) si il = i2
ot f(i) = f(i,4).
Soit A = Z_/”) un générateur m&réversible tel que Vi < i, A > Xij. Pour

une nouvelle distribution 7 telle que

0<ir}f%§sgp%<oo,

définissons un générateur A= (X,J) tel que

>|

ij _ sii > ]
Aj =9 7E)Ny
(i)

On a aussi besoin d’un générateur A= (X”) sur B, ={0,1,...,n} tel que

sii<j.

ij sii,j <n&l
Xij: Zan/\ij N sit<n&l,j=n

T(J) Dgzn Ak
2kon T (K)

sit=mn,j<n&l.
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Un générateur de Markov A est dit régulier, s’il existe un seul semi-groupe
admettant A comme générateur. Une formule générale de minoration est donnée

dans [11].

Théoréme 2.3.5 (M.F. Chen, 1995) Supposons que les générateurs A, A et
A définis ci-dessus sont réguliers. Pour tout n > 1, soit AP un couplage
markovien de IA\n Soit p une distance sur E. Si pour tout n, il existe a,, telle

que pour tous iy # iz,
AL p(in,iz) < Sanp(iy,iz)

alors
. . 7(3) (i) | —

ap(A) > |inf —= /sup —= | lim a,, . 2.3
“’()—Lw(i)/ipn(i) nvoo " (2:3)
Pour transformer ce résultat en une estimation efficace, il s’agit de trouver
un bon couplage AP et une bonne distance p. Comme qu’il y a une infinité de
couplages vérifiant (2.3) pour une distance p donnée, il est naturel de se poser
les questions suivantes. En existe-t-il un optimal? En quel sens un couplage
est-il optimal? Selon Chen, un générateur de couplage A" est dit pEoptimal

si pour tout générateur de couplage A°°"P, on a
——coup ,. . .. . .
AN p(in,i0) < APp(iy,ia), Vip #ia .

Ainsi un couplage optimal dépend fortement de la distance. De plus méme pour
un couplage optimal fixé, Chen a montré qu’il y a encore une grande classe de
distances p pouvant étre choisies. Donc la construction de la distance joue un
role crucial dans 'application du théoreme . Une distance convenable conduit
a une estimation fine. Dans le cas des processus de naissance et de mort, en
choissant une distance p fortement liée au vecteur propre du gap et le couplage
classique qui est p&optimal, Chen a obtenu une formule variationnelle du gap
différente de (2.1).

Considérons un processus de naissance et de mort sur £ = {0,1,2,...} de

parametres {v;, f1; }i>0. C’est un processus de Markov sur E dont les taux sont
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définis par

vi sii>0,j=i+1

Aij =9 p; sii>0,j=iel
0 sinon .
Soit m = {m(i)} la mesure réversible du processus avec w(0) = 1. Soit V

’ensemble des suites positives {v; };>0. Définissons
Ri(v) = pip1 +vi ©pifvics ©vigvi, po=0,v_1=1,i>0.

Soit W I'ensemble des suites strictement croissantes {w; }i>1 avec ), m(i)w; >

0. Définissons

Ii(w) = vy (i) (wit1 Sw;) Z m(jwj , i >1
j=i+1

In(w) =by | 1+ wy Zﬂ'(j)wj
j=1

Théoréme 2.3.6 (ML.F. Chen, 1995) Pour le processus de naissance et de
mort défini ci-dessus, on a
gap(A) = sup inf R;(v) .
vey 120

gap(A) = sup inf I;(w) .
wew 120

De plus, le sup peut étre atteint dans les deux égalités ci-dessus.

Il est clair que pour toute suite {v;} ou {w;}, on obtient une borne inférieure
du gap. Ces deux formules variationnelles de gap sont plus utiles que (2.1) pour
minorer le gap. En choisissant des suites {v;} ou {w;} convenables, Chen a
montré (cf. [11]) qu’il est facile de retrouver les estimations existantes du gap

des processus de naissance et de mort.
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Chapitre 3

Spectres des générateurs

quasi réductibles

Dans ce chapitre, toutes les fonctions f de e sont définies sur un intervalle (0, z]
avec ¢ positif et supposé petit. Par abus de l’angage, on va cependant parler
de l'analyticité de f en ¢ = 0 au sens ot il existe un prolongement f' de f &
un voisinage de 0 tel que f' est analytique dans ce voisinage. Par conséquent

lim.\ o f existe. Notons

1
a(f) = lim 28171
eN\o0 loge
si la limite existe et
d(f) = +o0

si f=0.On dit que f est d’ordre 6 &) si d(f) =i, dordre O ¢f) si d(f
et d’ordre O‘Z) si d(f) > i. Soit S yn v

ensemble, O(el) et o ¢,) vont de51gner
dicé par S dont chaque terme est d’ordre O(e?) et o 7/ respec-

des vecteur

tivement.

43
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3.1 Enoncé et démonstration du théoreme A

On considere un générateur A fonction de € et analytique en £ = 0, irréductible
et réversible. En notant Si(A) le vecteur constitué des valeurs propres d’ordre
O(g*) du générateur A par ordre croissant avec multiplicité éventuelle, on va
donner explicitement dans le théoreme A (paragraphe 3.1.4) un générateur Ay
d’ordre #Si(A) tel que 1/e*Sk(A) et Sp(Ax) ont la méme limite. Ainsi les
équivalents des valeurs propres d’ordre 6 ) sont, donnés par les valeurs propres
non nulles multipliées par e¥. L’énoncé th la démonstration du théoreme A se
fait en plusieurs étapes. L’idée principale de la démonstration est de structurer
hiérarchiquement 'espace d’états a partir du générateur A. On va commencer
par donner cette structure hiérarchique naturellement liée & A et certaines pro-
priétés associées (3.1.1). Le générateur A est ainsi agrégé en blocs lui-méme
hiérarchiquement, et on montre dans le paragraphe 3.1.2 certaines propositions
concernant cette hiérarchisation. Ensuite, quelques propriétés d’inversibilité et
de continuité de certaines matrices qui sont indispensables techniquement pour
la démonstration du théoreme A sont rassemblées dans le paragraphe 3.1.3. En-
fin, on montre le théoreme A dans le paragraphe 3.1.4. Une comparaison entre

le théoreme A et les rsultats existants se fait dans le paragraphe 3.1.5.

3.1.1 Structure hiérarchique

Soit A = (Agp)a,ber un générateur de Markov analytique en € = 0 sur l’espace
d’états E. On le suppose irréductible et II-réversible. La propriété suivante est

sur Panalyticité de la mesure réversible IT de A.
Proposition 3.1.1 La mesure réversible 11 est analytique en € = 0.

Démonstration. Soit a € E. Comme A est irréductible, pour tout b de E, il

existe un entier [ et des états ¢1,...,¢ avec ¢y = a et ¢; = b tels que

Acres " " Ay >0
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Par anliticité, [ finira par ne plus dependre de € pour € > 0 assez petit. Posons

>‘6162 e /\Cl—lcl

)
>‘61le1 e >‘6261

') =
IT' (b)
EcEE ' (c)

Du fait que TI(b) est borné et méromorphe en € = 0, on en déduit que II(b) est

I(b) =

analytique en € = 0.

]

Introduisons d’abord quelques notations. De la réversibilité, pour tous a,b €

E, on déduit immédiatement que
d(Xap) + d(Il(a)) = d(Aea) + d(II(D)) .

Posons

d(a,b) = d(Xap) + d(Il(a)) = d(Asa) + d(IL()) ,

qui est donc entier au vu de la proposition 3.1.1.
On définit la fonction de base B sur ’ensemble des sous-ensembles de E de

la fagon suivante

VS C B, B(S) = mind(II(a)) .

Soit & = {a, 8, ...} une partition de E'. On utilise les notations suivantes

par rapport a la partition £.
e Pour tout a de E, on note £(a) la classe de £ contenant a .
e Soit a,b € E. En notant a = £(a), on pose
d¢la,b] = d(a,b) ©B(a) ,

qui mesure, en ordre de grandeur de ¢, la difficulté de communication de

I’état a vers ’état b, relative a la partition £.
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e Pour toutes classes «, 8 de &, notons encore dg[a, 3] la quantité suivante:
dela, f] = min {d¢[a,b]; a € a, b € 5}

qui mesure en quelque sorte la difficulté de passage de a a (§ relative a la

partition £.

Définissons les suites de fonctions d’énergie {Hy}i>1 sur E, de partitions
{€}r>0 de E, et de sous-ensembles des &, {Fi}r>0 par récurrence.
Définissons & comme la partition en singletons de E et identifions Fy a

&y. La fonction H; est définie par
Va € E, Hi(a)=d(II(a)) .

Par référence au cas particulier du recuit simulé (paragraphe 3.2.3), H; sera
appelée la fonction d’énergie. Cette fonction H; prend des valeurs positives
ou nulles. Définissons la relation R; sur F comme suit. On note aR1b si et
seulement si il existe un entier [ et une suite {c;}1<;<; dans E avec a = ¢; et

b = ¢ telles que pour tout ¢ compris entre 1 et [ <1
Hy(c;) = Hi(ciy1) et dgyci,cip1] =0 .
En fait, sous les hypotheses si-dessus,
deolci, civ1] = 0 & Ogylcit1, ci] =0 & d(Aejeiyy) =0 d(Aeipie;) =0,

La relation R; est donc une relation d’équivalence. En d’autres termes, aR1b s’il
existe un chemin liant a, b tel que H; est constante sur ce chemin et tous les taux
sur ce chemin ont une limite strictement positive quand € tend vers 0. Définissons
&1 lensemble des classes d’équivalence par rapport a R;. Evidemment, H; est
constante sur toute classe a; de &;. Notons h(a;) cette constante d’énergie sur

ap. On dit que ay est une classe minimale d’ordre 1 si
vﬂl € gl’ h(O[l) > h(ﬂl) — 651 [alaﬂl] Z 1 )

et non-minimale, sinon. Notons F; ’ensemble des classes minimales d’ordre 1

qui est donc un sous-ensemble de &;.
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Pour k£ > 1, supposons définies la fonction d’énergie Hy et la partition &

qui sont telles que
e Hj. prend des valeurs > k <1,
e Hj, est constante sur chaque élément de &,
e le générateur restreint de A sur chaque élément de &, est irréductible.

Un élément de &}, sera appelé une classe d’ordre k. Pour toute classe ay, de
&k, on note h(ay) la valeur commune des Hy(a), pour a € ay. Afin d’alléger les
écritures, nous notons désormais dx[a, b] la difficulté de la communication de a

vers b relative & la partition & i.e.
Orla,b] = 0g,[a,b] .

Et pour toutes classes ay, ) de &, notons d[ag, Bk] la difficulté de la commu-

nication de ay, vers Gy relative a la partition &, i.e.
6ok, B] = g, [ak, Be] -
On dit que aj, est une classe minimale d’ordre k si
VB € &k, h(ak) > h(Br) = 0 [ak, Bk] > k

et non-minimale sinon. Notons Fj ’ensemble des classes minimales d’ordre k.

Définissons Hy11 de la fagon suivante. Pour tout a de E

Heor(a) = Hi(a)+1 si Er(a) € Fy,
Hy(a) sinon
ou &k (a) est la classe de la partition & a laquelle a appartient. On constate que
Hy..1 > Hy et que Hyq prend des valeurs > k. De plus, Hy; est constante sur
toutes les classes ay, de &. On va noter Hyy; (o) cette constante d’énergie.
La partition 41 de E est définie a partir de & et Hpi1 en regroupant

certaines classes de &. Pour toute classe aj de &, nous notons oy la classe

regroupée autour de ay de la facon suivante:

@i = | J{Br € & Hirr (B) = Higa () et Sla, Bi] < k)
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si ay, est minimale, et
Qg = O

sinon. En d’autres termes, nous regroupons autour de chaque classe minimale
d’ordre k, celles qui sont de méme énergie par rapport & Hy1 et communiquent
avec elle & un ordre inférieur ou égal & k. Définissons la partition q1 de E
comme la partition la plus fine telle que pour toutes classes ay, 8 de &, les
classes @y, B d’intersection non vide sont dans une méme classe de 1. De
fagon équivalente, 41 est I’ensemble des classes d’équivalence par rapport a
la relation d’équivalence Ry définie comme suit. Pour toutes ayg, Br € &, on

note Oé_kRka si et seulement si il existe un entier m et une suite {yi}lgigm

de &, avec 74 = ay, et ¥ = by, telles que

YNyt £), 1<i<mel.

On constate que le générateur restreint de A sur chaque classe de Epq1 est
irréductible.

La construction définie ci-dessus est achevée des que ’ensemble des classes
minimales se trouve réduit a un seul élément. Notons K l’entier le plus petit
tel que

#Frk=1.
On remarque que pour 1 < ¢ < k < K, toute classe de & est une union de

classes de &;.

Définition 3.1.1 Soit ay, € &, on dit que ay, est une classe de type 1 si elle

contient au moins une classe minimale d’ordre k <1 et de type 2 sinon.

On constate que si ay est de type 2, forcément elle est aussi une classe de
Er_1, autrement dit, il existe une classe non-minimale d’ordre k <1 notée ay,_1
telle que

Qp_1 = Q-
Soit a; € &;, on va noter & (a;) la classe de & contenant «;. Et on note F;(ay,)

un sous-ensemble des classes minimales d’ordre ¢ incluses dans ay, tel que

Fi(oag) ={ai € Fis a; Cay, &las) € Fr, i <1<k} .
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Une autre définition équivalente de Fj(ay) est la suivante.

Fi(ag) ={a; € Fi; a; Cay,, h(ag) ©h(a;) =k<i} .
Evidemment, pour tout ¢ < j < k,

Fi(ag) = U Fi(aj) .

a; EF;(ag)

Nous illustrons les notions définies ci-dessus par un exemple explicite.

Exemple 3.1.1

Hi
€
3 [ ] L ) [ ] [ ]
€
. 1
2 [ J [ ] i J [ ] 1 L ] [ ]
1 ) () [ ) 3 L
. €
3 -
o € 2
0 ° o o €
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 E

Hi
€
3
050 o =
2 o o o .~ e o
1 o o o s °
3
€ 2
0 ° o o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 E
Figure 3.2: Hy & et Fy .
Soit E = {1,...,17}. Donnons-nous un générateur A sur E par son dia-

gramme de transition et la fonction d’énergie H; dans la figure 3.1. Dans cette
figure, il n’y a des taux de transition non nuls qu’entre deux états liés par un

trait pointillé. Pour les taux explicitement indiqués dans la figure, le taux au
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Hi
€
3
O € O, ; ,O\ /Q »
2 O O o O—iO ‘.\
1 o [} [ J 3 B J
3

/ \ £ / 2
o @ ® &3 €
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Figure 3.4: Hs &5 et F3.

dessus du trait est celui de la transition de I’état de gauche vers ’état de droite.
Le taux au-dessous du trait est celui de la transition de droite a gauche. Pour
les taux qui ne sont pas indiqués sur la figure, ils valent € pour les transitions
qui augmentent la valeur de Hj, ils valent 1 pour les transitions qui diminuent
la valeur de H;.

Pour 1 < k < 5, dans la figure nommée “Hy, &, et Fi”, une classe de &
est un ensemble de points connectés par des traits pleins, si les points d’une
classe sont noirs (resp. blancs), il s’agit alors d’une classe minimale (resp. non-
minimale). Dans cet exemple, la valeur h(ay) de la fonction d’énergie se trouve
étre égale au maximum de H; sur cette classe ce qui n’est pas vrai dans le cas
général.

Ici, on a K = 5. Posons ay = {5,...,17} qui est une classe minimale d’ordre

4, alors

F3 (014) = {{67 778}v {97 10, 11}}7
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Figure 3.6: Hs &5 et F5.
F (a4) = {{77 8}7 {97 10}} )

et

Fy () = {{8},{9}} -

Les suites de partitions {€}i<kr<kx, d’ensembles de classes minimales

{Fi}1<k<rk et de fonctions d’énergie {Hj}1<r<rx que nous avons construites

possedent un certain nombre de propriétés qui seront cruciales pour la démons-

tration du théoréme A. Ces propriétés sont rassemblées dans la proposition

ci-dessous.

Proposition 3.1.2 Les propriétés ci-dessous sont vraies pour tout k compris

entre 1 et K .

(1) Soient oy, une classe de & et By, une classe de Ex\Fy. S’il existe a de ay,
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et b de By tels que
Ok[b, a] = min {§;[b',a']; b’ € By, a’ & Br}

alors on a
h(ak) < h(Bk)
et
Orla,b] = h(Br) ©B(a) = 0ok, Br] -

(2) Siay est une classe minimale de Fy, alors ay, est de type 1. Donc F;(ay)

est non vide, pour 1 <i <k.
(8) Soit ay, € & . Si . est de type 1, alors
hag) ©Blag) =k o1.
Si ay, est de type 2, alors

hiag) ©B(ag) < kel.
(1) Soit a # Bi € & telles que h(By) > h(ax). On a
6 [an, Bl > h(Bk) ©B(ax) .
(5) Soitaw # Bi € Ex. Si ay est de type 1 et h(aw) = h(By), alors

O o, Br] >k .

On dira que Pi(k) est vraie si pour tout j < k, la propriété (i) ci-dessus est
vraie, pour 1 < ¢ < 5. On va démontrer les 5 propriétés ci-dessus par récurrence
selon les étapes suivantes. Dans I’étape I, on montrera que les Pi(1) sont vraies
avec 1 < i <5 et ’étape L. consiste a montrer Pi(1). Ensuite, nous supposerons
que Pi(k <1) sont vraies avec 1 <4 < 5. Dans I’étape II, nous montrerons

étape IL.1: P1(k 1) et P3(k <1) =P2(k) ;

étape I1.2: P2(k ©1) et P3(k ©1) =P3(k) ;

étape I11.3: P3(k 1) et P4(k <1) et P5(k 1) =P4(k) ;
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étape IL4: P3(k) et PA(k <1) et P5(k <1) =P5(k) ;
étape IL.5: P3(k) et P5(k <1) et P1(k 1) =P1(k) .

Démonstration. Constatons que pour toute classe a; d’ordre 1,
B(Oél) = h(Oél) (31)

oul B est la fonction de base.
FEtape 1.1: montrons que P1(1) est vraie.

Comme (3; est non-minimale, alors
61 [ba CL] S Oa
d’ou
(51 [b, a] =0.

Alors
d(hap) = 81[b,a] + Blay) ©d(Ml(a)) = 0 .

Si d(MApe) =0,0n a
Hi(a) = d(Il(a)) = d(I1(b)) = Hy (D) -

Donc a et b sont dans une méme classe d’ordre 1 ce qui contredit ’hypothese.

On a donc d(Ape) > 0 ce qui implique
h(en) = d(I(a)) < d(IL(b)) = k(1) .
En plus

d1[a,b] = é1[b,a] + B(B1) &B(a1)

h(ﬁl) <:>B(a1) .

Pour le fait que

6[ar, B1] = h(B1) &B(a1) ,

c’est un résultat immédiat de P4(1) qu’on va montrer apres.

FEtape 1.2: P2(1) est vraie car toute classe d’ordre 0 est minimale.
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FEtape 1.3: On déduit que P3(1) est vraie du fait que toute classe d’ordre 1
est de type 1 et en utilisant I’égalité (3.1).

O, 1] = 0[B1,ou]+ B(B1) ©B ()
= B(p)eB(a1) .

FEtape 1.4: montrons que P4(1) est vraie.

Pour tous a € ay, b € 5y,

Sila,b] = d(a,b) ©B(as)
= d(II(b)) + d(Apa) < B(as)
= h(B1) +d(Ma) ©B(as)

h(B1) ©B(ay) .

Y%

FEtape 1.5: montrons que P5(1) est vraie.
D’apres P4(1),Va € aq, b € B4

61[&,()] > h(ﬂ1) <:>B(Oé1) =0.
Or si d1]a,b] = 0, alors
d(\ap) = 61 [0, 5] d(TI(@)) + Blay) =0 .

On en déduit que a et b sont dans une méme classe d’ordre 1 ce qui contredit
le fait que a; # B1. D’ou
(51 [a, b] Z 1.

Supposons maintenant que les Pi(k < 1) sont vraies avec 1 < ¢ < 5.
FEtape I1.1: P1(k 1) et P3(k 1) =P2(k).
Soit aj une classe minimale d’ordre k. Supposons que «j est de type 2.

Notons aj,_; la classe non-minimale d’ordre k <1 telle que ag_1 = ay. Posons
di = min{dg[a,b]; a € ag, b ¢ ar, Hy(b) < Hi(a)} .

et
Gi1={(a,b); a € ag, b ¢ ar, Hp(b) < Hi(a), dxfa,b] =di} .
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Comme «y, est minimale, forcément d; > k. Posons

dy = min{dx_1[a,b]; a € ap_1, b ¢ ar_1, Hp_1(b) < Hi_1(a)} .
et

G, ={(a,b);a € ar_1,b¢ ar_1, Hy_1(b) < Hr_1(a), dp—1[a,b] = da} .

Du fait que a = a1 et h(ay) = h(ag_1), on déduit

G2 ={(a,b);a € ag, b ¢ ay, H,_1(b) < Hi(a), dxla,b] = ds} .
Comme qj_; est non-minimale, forcément dy < k <2. Donc

GiNGy=0.
Soit (a,b) € G2, on en déduit
Hy(b) = Hi—1(b) + 1 = Hg(a) .

Posons By_1 = E;_1(b), alors B_; est une classe minimale. On a donc

(5k_1[b, a]

h(ag—1) ©B(Br—1) (d’apres P1(k <1))

h(ag—1) ©[h(Br-1) ©k +2] (P3(k 1))

kel

Alors ag_1 C Bj_1 et donc ay_1 et Br_1 sont dans une méme classe d’ordre &,
ce qui contredit I’hypothese.

FEtape 11.2: P2(k 1) et P3(k 1) =P3(k).

Si oy, est de type 2, soit a1 la classe non-minimale d’ordre k <1 telle que
ap—1 = ay,. Alors

h(ak,l) = h(ak)

et donc

h(ak) <:>B(ak) = h(ak_1)<:>B(ak_1)

IN

ke2 (P3(kel)) .



56 Chapitre 3. Spectres des générateurs quasi réductibles

Si ay, est de type 1, pour toute classe non-minimale 31 d’ordre k<1 incluse

dans oy, on a
B(Bk-1) > h(Br-1) ©k+2 (P3(k&1))
= h(ak) Sk+2.

Or pour toute classe minimale ay_; d’ordre k <1 incluse dans ay, d’apres

P2(k <1), ap_1 est de type 1, on a
B(ak,l) = h(ak,l) Sk + 2 (P3(k§ <:>].))
= h(ak) Sk+1.
On en déduit
B(ak,l) = B(ak) .
On a alors
h(ak) <:>B(ak) = h(ak,l) +1 <:>B(ak,1)
= kel (P3kel)).
FEtape 11.3: P3(k ©1) et P4(k <1) et P5(k 1) =P4(k).
Soit a € ay, b € By, tels que
dr[a, b] = d[ak, B] .
Posons
ar-1=Er1(a) et Br1 = E1(b) .
Evidemment
Ok—1]a,b) = 0lag—1, Br—1] -
Si h(ﬂk) = h(ﬂk_l), on a
h(ag—1) < h(Br-1) -

Alors

Orla,b] = Og_1[a,b] + B(ag—1) &B(ay)

v

h(Bk-1) ©B(ax) (P4(k 1))

h(Br) & B(ax) -
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D’ot le résultat.
Supposons maintenant h(8y) > h(Br—1), alors B_1 est une classe minimale.
Considérons les trois cas suivants.

1) Si h(ag—1) < h(Br-1), on a
6k—1[b7 CL] > kel
d’apres la définition de classe minimale. Donc

514: [a, b]

Ok—1[b,a] + B(Br-1) ©B(ax)

v

k<1 + B(Bk-1) < B(ax)
= W(Bi_1) +1eB(ay) (P3(k 1))
= h(ﬂk) <:>B(ak) .

Q)Si h(ak_l) = h(ﬂk_l), on a

O, [(l, b] = 616*1[1)7 a] + B(ﬁkfl) <:>B(ak)

Y%

k<l+ BBk 1) ©B(ay) (P5(kel))
= h(Br_1) +1eB(ag) (P3(k<1))

h(Bk) & B(ag) -

3) Si h(ag_1) > h(Br_1), forcément h(ay_1) = h(ay) = h(B). On a
Orla,b] = Og—1[b,a] + B(Br-1) ©B(ag)
> h(ag—1) ©B(ag) (P4(ke1))

h(Bk) < B(ak) -

D’ou le résultat.
FEtape 11.4: P3(k) et P4(k 1) et P5(k 1) =P5(k).
Soit a € ag, b € B tels que

dr[a, b] = d[ak, Be] .
Posons pour tout ¢ compris entre 1 et k,

a; = 51(0,) et ﬂz = 5l(b) .
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Remarquons que
di[a, b] = oo, Bi] -
Si
h(ar) = h(ax) et h(B1) = h(Br) , (3-2)
on a Hi(a) = Hy(b). Du fait que a et b ne sont pas dans une méme classe d’ordre
1, on déduit
d(Aap) > 1,

d’ou

01]a, b] d(a,b) ©B(ay)
= d(Il(a)) + d(Aap) < B(an)
= d(Aw)

> 1.
Alors

6k [a, b]

d1]a,b] + B(an) ©B(ag)

Y%

1+ B(a1) ©B(ax)
= 1+h(a)elh(o) ©k+1] (P3(k))
= k.
Si (3.2) n’est pas vrai, soit i < k <1 le plus grand entier tel que
h(a,) = h(ak) &1 ou h(ﬁl) = h(ﬁk) &1,
Considérons les trois cas suivants.
1) Si h(a;) = h(ag) ©1 et h(B;) = h(Br) €1, alors a; et §; sont minimales.
D’apres P5(k <1)
61’[@) b] >0

Or si §;[a, b] = i, a; et §; seront dans une méme classe d’ordre k ce qui contredit
le fait que ay # Bi. Donc
6i[a,b] Z’L-F 1.
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D’ou

5k [a, b]

6i[a, b] + B(CMZ) <:>B(ak)

v

i+ 1+ B(a;) ©B(ay)
= i+ 1+ [h(a;) i+ 1] e[h(ag) k + 1] (P3(k))
= k.

2) Si h(ay) = h(ag) <1 et h(B;) = h(Br), alors a; est minimale et 3; non-

minimale. On a

dila,b] = h(Bi) &Blai) (P4(k 1))

h(Bi) &h(ei) <i+1] (P3(k))

= 1.
Mais si d;[a, b] = i, a; et §; seront dans une méme classe d’ordre i + 1 ce qui est
contradictoire. D’ou d;[a,b] > 7 + 1. Du méme raisonnement que le cas 1), on
déduit
Ola,b] > k .

3) Si h(a;) = h(ag) et h(B;) = h(By) <1, alors «; est non-minimale et 3;

minimale. On a
dilbyal > h(a;) ©B(f;) (P4(k<l))
= h(a;) ©[h(B;) &i+1] (P3(k))

Mais si d;[a,b] = i, a; et B; seront dans une méme classe d’ordre ¢ + 1, ce qui

est contradictoire. D’ou §;[a,b] > i + 1. Alors

6k [a> b] = 61[1)7 a] + B(ﬁl) <:>B(ak)
> i+ 1+ B(B) <B(o)
— it 14 [h(B;) i+ 1] olh(ar) ok + 1] (P3(k))

= k.
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D’ot le résultat.
FEtape I1.5: P3(k) et P4(k) et P5(k) et P1(k ©1) =P1(k).

Comme [ est non-minimale, on a
orlb,al <kel. (3.3)

Si B, est de type 2, soit Bi_1 la classe non-minimale d’ordre k <1 telle que

Br—1 =P -
On a
5k_1[b,a] = 5k[ba a]
= min{dx[b',a']; b' € Bi, a' ¢ Bi}
= min{dp—1[V',a']; V' € Br—1, a’ ¢ Br1}.
Donc

Orla,b] = Og—1][a,b] + B(ag—1) <B(ay)

h(Br-1) ©B(ar) (PL(k 1))

h(Bk) € B(ax) ,

ce qu’on voulait démontrer .
Si B est de type 1, supposons que h(ag) > h(Bk). Quand h(ag) > h(Bk),

on a

5k[b,a] = 5[ﬂk,ak]
h(ar) <B(Br) (P4(k))

Y%

Y%

haw) <[h(Br) &k + 1] (P3(k))

Y%

k
ce qui contredit ’équation (3.3). Quand h(ax) = h(Bk).

5k[b,a] = 5[ﬂk,ak]
k (P5(k)) ,

v



3.1. Enoncé et démonstration du théoréeme A 61
ce qui contredit aussi (3.3). On en déduit
h(ak) < h(Br) -
Posons pour tout ¢ compris entre 1 et k,
a; = &i(a) et B = &(D) .
Si h(B1) = h(Bk), alors

o1[b,a] = 0k[b,a]l + B(Bk) &B(B1)
< k&l+ B(By) ©B(p1) (dapres I’équation (3.3))
= k14 B(B) <h(Br)

= 0 (P3(k)).

Par conséquent,

(51[(),&] =0.

On a alors

Sela,b] = u[b,a] + B(B) <B(aw)

= h(B) ©B(ax) -
Si (1) # h(Bk), notons i < k <1 le plus grand entier tel que
h(Bi) = h(Br) &1 .
Nécessairement 3; est une classe minimale d’ordre i. Alors
di[b,al > i

soit d’apres la définition de classe minimale si h(a;) < h(8;), soit d’apres P5(k<
1) si h(a;) = h(B;). Alors

Sk[b,a] = 0i[b,a] + B(B:) < B(Bk)

v

i+ [W(B;) @i + 1] &[h(Br) <k + 1] (P3(k))

kel .
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En tenant compte de (3.3), on a

5k[b,a] =k&l.

or[a, b] Ok[b,a]l + B(Bk) & B(ax)
k <1+ B(Br) ©B(ayg)

h(Bk) ©B(ax) (P3(k)) .

Pour le fait
lak, Be] = h(Br) ©B(ax) ,

c’est un résultat immédiat compte tenu de P4(k).

]

Au travers de la définition des partitions £ comme de la proposition 3.1.2
apparait une structure hiérarchique des classes, minimales ou non. Nous al-
lons maintenant préciser cette structure hiérarchique. Pour cela, introduisons
quelques définitions et notations. Pour la suite, ay désigne toujours une classe

minimale d’ordre k, élément de F.

On s’intéresse a 'arbre de hauteur k défini comme suit. La racine de 'arbre,
le noeud de hauteur 0, est ay. Les fils de «j, sont constitués par les classes de
Er_1 incluses dans aj. Récursivement, les noeuds de 'arbre de hauteur k < i
sont composés de certaines classes de &; incluses dans ay,. Soit a; € &£; un neeud
de hauteur k <. Il n’a pas de fils, si a; est non-minimale. Et ses fils sont les
classes d’ordre 7 <1 incluses dans a;, si a; est minimale. Un noeud de 'arbre
sera dit minimal §’il correspond & une classe minimale, non-minimal sinon. On
remarque que Fj(ay) est en fait ’ensemble des nceuds minimaux de hauteur

k &1i.
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Soit a; € Fi(ay). Pour i +1 < j <k, posons a; = &;(a;) qui est forcément

dans Fj(ay) . Définissons les ensembles O;[a;], Ujla;] tels que
Q; sig =1
Oj [az] = Qj <01 sit < g < k

E Say sij=k+1,

et
a1 sig=1=1
ae Y Bi1 sii<j<ketj#1
Ujlea] = Bi—1€F;-1(0;)
Es | 8 sij=k+1.
Br €Fr
a k
’ , O[] \

77777777777 \Uj[ai]

Figure 3.7: Arbre issu de ay, .

Dans la figure 3.7, on donne un exemple d’arbre ayant aj comme racine.
Dans cette figure, les points noirs et blancs représentent respectivement les
nceuds minimaux et non-minimaux. Soit «; un nceud minimal de hauteur k <.
Alors a; est un noeud du sous-arbre issu de aj_1[a;] avec j <1 > i. Et Oj[ay]

est l'union des nceuds encadrés par le rectangle en trait pleint et Uj[a;] "'union

des noeuds encadrés par le rectangle pointillé.
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En notant
0j = Ojlas] et Uj = Ujle]

on remarque que

e {Oj}i<j<k+1 est une partition de E\a;—; si ! > i+ 1 et une partition de

Esil=1,
e et que
0; =U; U U Bi 1 (3.4)
Bi—1€Fj—1(;)
Bi—1#0j 1

e et que I’ensemble
{Ula];ou € Fi(ei), 1 <1<}

est une partition de «;.

{5,..,17}

{5, {678 {9,10,11} {12,13,14,15,16,17}
{er {78 {910y {11}

/NN

n {8 {9 {10

Figure 3.8: Arbre issu de ay = {5,...,17}.

Reprenons ’exemple 3.1.1, et posons par exemple
(e 7] :{5,...,17} .

Dans la figure 3.8, c’est 'arbre ayant ag comme racine défini ci-dessus ou les

ensembles soulignés sont les nceuds minimaux de ’arbre. Posons

ap = {9} et aj; = Sj(al)
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pour 1 < j < 4. Alors
az ={9,10}, a3 = {9,10,11}, ag = {5,...,17}.
Notons pour 1 < j <4
Oj = Ojlai] et Uj =Ujlaq] .

Alors
0, = {9}, 0, = {10},

Os ={11}, O4=1{5,...,8,12,...,17},
et

U1:Oél,UQ:{10},U3:{11},U4:{5,12,...,17},U5:$.

Les difficultés de communication ainsi que les degrés des taux de transition

sont liés a la hiérarchie qui vient d’étre décrite.

Proposition 3.1.3 Soit a; € Fi(ag). Soit a € a;, b€ Oj[a;] aveci+1<j <
k+ 1. Alors

a) d(a,b) >6d;—1[a,b] >jel,
b) d(Aa) > j i .
Démonstration. Posons
aj1=E&j1(a)et By =& 1(b) .
Nécessairement, a;_; est minimale. Montrons
dj—1la,b] > j&l. (3.5)
Si B3;_1 est minimale, comme
aj-1,8j-1 Caj,

on a

h(ej1) = h(Bj-1) -
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Donc (3.5) est vrai d’apres la propriété (5) de la proposition 3.1.2.

Si B;_1 est non-minimale, alors
Mlaj-1) = hifj-1) &1
d’ou

6]'_1 [a, b]

v

h(Bj—1) ©@B(aj_1) (d’apres (4) de la proposition 3.1.2)

= h(Bj-1) ©[h(aj—1) ©F +2] ((3) de la proposition 3.1.2)

= jel.
D’autre part
d(a,b) = 6;-1[a,b]+ B(aj-1)
> dj-1fa,b] .
Ce qui démontre I'inégalité a).
Pour l'inégalité b). On a
d(Aap) = 6dj-1[a,b] + Blaj-1) ©d(I1(a))
> jel+ Blaj_1) <d(I(a)) (d’apres égalité (3.5)).
Or
B(aj—1) = h(aj-1)ej+2 ((3) de la proposition 3.1.2)

= h(a)ei+1

= B(a;) ((3) de la proposition 3.1.2).
Donc

0) > &1+ Blay) ed((a)
> el + B(CK,) <:>h(al)

= j&i ((3) de la proposition 3.1.2),

d’our l'inégalité b).
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3.1.2 Décomposition hiérarchique du générateur

Nous rassemblons dans ce paragraphe les résultats quantitatifs qui relient le
générateur A et sa mesure réversible II & la structure hiérarchique de I'espace
d’état.

Pour tout sous-ensemble S de E, on note Ag le générateur restreint de A sur

S. Pour tous sous-ensembles S;,S> de E avec S; N Ss = (), notons

S
G5l = (Aab)aesibess

la matrice composée des taux de transition de S; a Ss. Et posons Dgf la matrice
diagonale telle que
s s
D& lls, =c3 1, .

1

Soit «; € F;(ay). On note pour i < j <k+1

LG ZZIG{ai].
Si Sl g ai,SQ g Oj, posons
1
Sz _ S
Agl = 5568 -

Selon b) de la proposition 3.1.3, la matrice Agi est analytique en € = 0. Notons

Bgf la matrice diagonale telle que
B3, = A2 1, .

On pose
aj = &) -
Notons Dy; la matrice diagonale telle que

> e, sii<j<k
Dy 1y = Bimr€fi-iles)
J 2
>ooak, 1, sij=k+1.
Br €Fr

Notons II,, le vecteur ligne égal a la mesure de probabilité réversible de
A, . D’apres la proposition 2.1.6,

VGEE, Hak(a):% .

bEay
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On en déduit que
d (I, () = d(I(a)) &B(ax) -

Définition 3.1.2 Soit A = O‘ab)a,beE un générateur de Markov irréductible et
w-réversible sur l'espace d’états E. On dit que A est irréductible au niveau k,
si et seulement si pour tout a,b € E,il existe un entier | > 2 et un ensemble
d’états {c1,...,q} C E avec ¢c; = a, ¢ = b tels que pour tout 1 <i <1 <1, on
a

d(W(Ci)) +d CiCi+1) <k.

Dans la proposition suivante, on montre que Ay, est irréductible au niveau

i <1 pour toute classe a; d’ordre 7 et de type 1.

Proposition 3.1.4 Pour tout 1 < i < K, soit a; une classe d’ordre i. Alors
pour tous a,b € «;, il existe un entierl > 2 et un ensemble d’états {c1,...,c1} C

; avec ¢1 = a, ¢ = b tels que pour tout 1 < 5 <11,
d(H(CJ)) +d CjCj+1) < h(al) .
En particulier, si a; est de type 1, alors Ay, est irréductible au niveau i & 1.

Démonstration. Pour i = 1, le résultat découle immédiatement de la défi-
nition des classes d’ordre 1.

Supposons que le résultat est vrai pour m < ¢ < 1. Si ; est de type 2, il
existe alors une classe d’ordre i <1 identique a «;,0on déduit ainsi le résultat par
récurrence.

Si «; est de type 1, alors pour tous a,b € «y, il existe un entier [ > 2 et
un ensemble d’états {ci,...,¢} C a; avec ¢; = a, ¢ = b tels que pour tout
1<j<l&el, e,y > 0et qu'en notant a1 = &1 (¢;), il y a trois cas

possibles
1) cjy1 € a1,

2) Cj+1 ¢ Qi—1, ji—1 € Fi_1 et 6l [Cj,Cj_H] < ’i<:>1,
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3) ¢jy1 €EBir Fairet Bj1€Fiq.
Pour le cas 1), par récurrence,
d(II(c;)) +d CJ.C].H) < h(aj—1) < h(a;) -
Pour le cas 2), on en déduit
d (I (c;)) +dZCjCH1)
d; [cj, i) + Blai-1)

< 1el+ B(Oéi_l)

h(a;—1) +1 (d’apres (3) de la proposition 3.1.2)
- h(az) -

Pour le cas 3), on a

d (I (c;)) +dZCjCj+1)
= 6l [Cj+1,Cj] + ( i—l)

i1+ B(Bi-1)

IN

IN

h(Bi—1) + 1 (d’apres (3) de la proposition 3.1.2)

h (Clz) .
On constate de plus que

d (g, (¢5)) + d//cjcj+1) =di[cj,cjp] <iel.

D’ou le résultat.

]

Pour tout sous-ensemble S de ay, Hik désigne le vecteur restreint de II,,

sur S. On pose
s . s
Aoy, = Eh\(r% Hak ]15 .

En fait, I1,, ne charge que les états des classes de F (ay,), quand € tend vers
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Proposition 3.1.5 Soit o; € Fi(ay) . Alors
@i= Y
o 1€F; 1 (a;)

Démonstration. Soit a € ap, a ¢ |J ay . Soit ¢ Pentier le plus grand

a1 EF (ak)

tel que a appartienne & un nceud non-minimal d’odre 7 noté ;. Soit

Bit1 = Eir1(Bi) ety € Fi(Biy1) -

Alors
B(B;) > h(B;) i+ 1 (d’apres (3) de la proposition 3.1.2)
= h(al) &0+ 2
= B(a;) +1 ((3) de la proposition 3.1.2),
donc
d(I(a)) > B(B;) > B(a;) > Blax)
D’ou
| T
lim I, () = | =0.
g e () = 10 5~y
bEay
On a alors

a3 = lim > g,
a1 €F (o)

= lm o D >, mgl

ai—1E€EF;_1(ai) 1 EF1 (i)

= > amt.

o 1€F; 1(a;)
[

Proposition 3.1.6 Soit ay € Fy et a1 € Fip1(ag) avec i + 1 < k. Notons
Uit1 = Uipi|aip] -

Alors on a
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a;€F;(ait1)

o) > MGt /Um &Dy,,,) =<,
b) pour toute suite de fonctions {ca;}a;cF;(ais1)

- ~U;
A E : cangZGai_H ﬂUi+1

o; €EF;(aiq1)

. U; —1
= > Hg;GaiH/UHl &Dy,,,)

a; €F; (aiq1)

Q;
X E ca: Gy, 1, .

o; €EF; (aig1)

Démonstration. De la réversibilité, on déduit

Z Hging"’l /Ui+1 <:>l)Ui+1)_1
)

a; €F; (o1

_ Uiy1 -1
- Hak DUi+1 Uit <::"DUI'H)

U; —1
<:>Hak+1 Ul <:>DUZ-+1 + AUi+1) /Ui+1 + DUi+1) .

On déduit I’égalité a) du fait que
oY+ Ay, =0.
Pour I’égalité b),
AU -1 )
Z Hg; Gg:—“ Uit1 <::"DUI'H) Z Ca; G?}ZH ]Lli
a;i €F; (aig1) a;i €F; (aig1)

= & Z cangjc“G?}ZH 1L, (selon 'égalité a))

a; €EF; (aig1)
& Z Co, 1% GUitt ]1Ui+1 (réversibilité) .

a; €EF; (aig1)

3.1.3 Propositions préparatoires

Dans ce paragraphe, nous établirons quelques propositions techniques préparant

la démonstration du théoréme A.
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Proposition 3.1.7 Soit A = (/\ij)ijeE un générateur irréductible, I1-réversible
et analytique en ¢ = 0 sur E. Alors les valeurs propres et les vecteurs propres

normalisés
Proposition 3.1.8 de A sont analytiques en \/e au voisinage de 0.

Démonstration. Posons

D = diag (V/TI(7))

i€E

Alors I’élément de colonne i et de ligne j de la matrice DAD™! est y/Aij\j; .
Donc DAD™! est symétrique et analytique en \/z au voisinage de 0. D’apres
le théoréeme 6.1 du chapitre II de [44], les valeurs propres et vecteurs propres
normalisés de DAD™! sont analytiques en /z au voisinage de 0. D’apres la
proposition 3.1.1, D est analytique en /¢ au voisinage de 0, on en déduit que
les valeurs propres et vecteurs propres de A sont analytique en /¢ au voisinage

de 0.

]

L’objectif principal du théoreme A est de calculer les équivalents des valeurs
propres de A en € = 0. Que les ordres de grandeur des ces équivalents soient des

puissances entieres de € n’est pas évident a priopri.
Proposition 3.1.9 Soit A\ une valeur propre de A. Alors d(X\) est un entier.

Démonstration . Soit n + 1 le cardinal de ’espace d’états. Notons les valeurs

propres de A dans I’ordre décroissant.
0=X>A1>---2> A\, .

Supposons que {N;; 1 < I < m} est une partition de ’ensemble {1,...,n} et

{d;; 1 <1 < m} est un ensemble de réels strictement croissants tels que

Vi € Nl,do\i) =d .
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Posons le polynéme

P(z) = 1 A exI| .
T
On a alors

(3

Pl)= ()" || (zeN) .

Soit a; le coefficient de z¢ dans le polynéme P(z). On a d’autre part

En additionnant toutes les autres colonnes de |A <zI| & la premiére, cette
derniére devient zIl. Donc P(z) est le déterminant de la matrice obtenue en
remplacant la premiere colonne de A &zl par 1. Ceci implique que les a; sont

analytiques en € = 0. Par conséquent, d(a;) est entier. Or

n
Up—1 = bz i )
i=1

d’ou
d(a'n—l) = dl )

qui est donc entier.

Supposons que dj, sont entiers pour k < [. Posons

l
r=>Y_ #N.
k=1

On a
Ap—p—1 = (<:>1)r+1 Z >\j1 >‘j2 T >\j7‘+1 :
J1<j2 - <jr41
Or pour tout état ¢ de N4,

14

dMAz---AXi) =Y #Nidi +digs
k=1

= min{d/jl)‘jz .-.Ajv‘+1) ;jl <j2"' <jr+1} .

On en déduit l

d(an—r—1) = > #Npd + dipa,

k=1
D’out dj41 est entier.
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]

Proposition 3.1.10 Soit A un générateur d’ordre n, irréductible, réversible et
analytique en € = 0. Soit G une matrice d’ordre n X m, positive et analytique en

e =0. Soit D une matrice diagonale d’ordre n et analytique en € = 0 telle que
pi,>cl,, .

(1) Alors A D est inversible. De plus, tout coefficient de (A <D)™" est
négatif ou nul et supérieur ou égal au coefficient diagonal sur la méme
colonne. Par conséquent, tout cofacteur du déterminant |A<D)| est négatif

ou nul.
(2) La matrice (A D) ' G est analytique en e = 0.

Démonstration. Montrons la propriété (1).

Notons
A=A&D = (aij)

1<i,j<n *

La matrice D étant supposée non nulle, il existe un entier 7o tel que

n
Z Aipj < Sijgig -
j=1
J#io
Supposons que A n’est pas inversible. Alors il existe un vecteur colonne X =

(%i);<;<,, non nul tel que AX = 0. On pose
m = max{|z;|; 1 <i<n},

alors m > 0. Posons
M ={i;|z;|=m}

Ona M # {1,...,n}, sinon

n n n
D wiigs| <Y wiaie] < |wiol Y igj < |Ti i,
j=1 j=1 =1

j#io j#io i#io
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ce qui est contradictoire. Comme A est irréductible, alors 3i € M et j €

{1,...,n} &M tel que a;; # 0, comme |z;| < |z;]

n n n
Y maa| < lmaal < |zl Y au < |wiaq)
=1 =1 =1

1#£i 1#£i 1#£i
ce qui est contradictoire. D’ou 'inversibilité de A.

1l existe une constante ¢ > 0 et une matrice positive B telles que
AeD =«<c(IeB) .

Il vient que

+oo
(AeD)™ =« 'y B*.
k=0

On en déduit que <(A < D) ' est positive.
Montrons

V].Si,jgn,bjjgbij.

Sans perte de généralité, on montre le résultat quand 7 = 1. Il est vrai si tous
les b;; sont identiques. Sinon, soit b;; un des éléments les plus petits sur la
premiere colonne de B. Forcément, I’élément sur la premiere colonne et la i-eme
ligne de AB est strictement positif, or AB = I, forcément i = 1.

Montrons la propriété (2).

Comme on a

AeD)l =epll <Gl

il existe alors un vecteur v positif tel que
AeD)l =ewwecl .

Par suite

I=cAeD)wereD)al.

Du fait que <&{A D) v et &(A < D) G sont toutes les deux positives ou
nulles, on déduit Panalyticité de (A D) 1G.
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Nous appliquons la proposition 3.1.10 dans la situation suivante.
Corollaire 3.1.1 Soit a; € Fi(ay) , pour 1 <i < k. Notons
Ui = Uz [Oél]

quand i < k et

Uk+1 = Upg1ag] -

a) Alors Ay, & Dy, est inversible pour ¢ > 0 et tout coefficient de
(Ay, <:>DUZ.)_1 est négatif ou nul et supérieur ou €gal au coefficient di-

agonal de la méme colonne.
b) Pour tout sous ensemble S de a; U,
(Av, ©Dy,) "' Gy,
est analytique en € = 0.

Démonstration. Notons

M ={M;}h<j<
I’ensemble des classes irréductibles de U; par rapport & Ag,. Pour tout j entre 1
et [, soit A{Ji le générateur restreint de Ay, sur M; et D{]i la matrice diagonale

telle que
Dy, = diag (D{L_)lgm .
Alors
Ay, & Dy, = diag (A{] @D{Ji)lsjg :
Il suffit de vérifier les hypotheses de la proposition 3.1.10 pour A{]i et D{Ji pour
1 < j <. Notons que le générateur restreint de A sur «; (resp. E, sii = k) est
irréductible, donc pour chaque classe Mj, il existe des taux de transitions non
nuls vers a;\U; (resp. E\U;, si i = k), ce qui signifie que Dy, est positive. D’ou
le point a).
Pour le point b), il suffit de constater que
(Au, ©Dy,) L G5, = diag <(A{]i @D{Ji)_l G%)
1<5<i

En appliquant (2) de la proposition 3.1.10, on en déduit b).
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]

La proposition suivante étudiant la limite de certaines matrices quand ¢ tend

vers 0 est importante pour la démonstration du lemme 3.1.3 et celle du théoreme

A.

Proposition 3.1.11 Soit A = (A\;j), , j<n Un générateur irréductible, m-réver-

sible et analytique en € = 0. Supposons que
D = diag(di)lgign et B = diag(bi)lgign

sont positives et analytiques en € = 0. Soit A une matrice positive d’ordre n.xm,

analytique en € = 0 telle que
BI,>Al,, .

Supposons que A est irréductible au niveau k > 1 et que pour tout 1 < i < n,

on a
et il existe © tel que

On a alors les résultats suivants.

(1) Il existe un vecteur ligne continu v d’ordre m et une matrice O, d’ordre

m X n et continue telles que
e(AeeB) A= 1,v +¢O.

(2) On a

lime(AoeBeD) "A=0.
eN\0

(8) Pour tout vecteur colonne X continu en ¢ tel que la limite
lim e" (A ©eB) 71X
N0

eziste, il existe une fonction continue c et un vecteur colonne Y continu

telles que

T (AeeB) ' X =cll,, +eY .
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Pour démontrer cette proposition, on a besoin des deux lemmes suivants.
Introduisons d’abord quelques notations.

Pour tout sous-ensemble S de {2,...,n}, notons
S=1{2,...,n}&8S.

Posons Lg le déterminant composé des taux de transition A;; avec ¢,j € S ou
bien le déterminant de la matrice obtenue en supprimant toute i-éme colonne

et ligne avec i appartenant a {1} U S. C’est-a-dire
Ls = [\, jes] -

Par exemple,

Aii Ain A22 Aon
Ly, -1y =1 : - , Ly =
Ani Ann An2 Ann
Posons en particulier
L. o ny=1.

Soit Ts ’ensemble des applications de S dans {1,...,n} tel que pour tous T €
Ts, S' C S avec S" # 0, on ait T(S")ZS'. En d’autres termes, T € Tg si et
seulement si T'(j) # j pour tout j € S et que dans le graphe G(T') ayant

SuUT(S)
comme ensemble de sommets et
{(,T(j)); j €S}

comme ’ensemble d’arétes, chaque composante connexe est un arbre, i.e. il n’y
pas de boucle. Rappelons que Tg est ’ensemble des {1} U S-graphes dans la

terminologie de [27].

Lemme 3.1.1 (de la proposition 3.1.11) Soit A = (\ij),, ;<, un généra-

teur irréductible et réversible. Alors pour tout sous-ensemble S de {2,...,n}
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différent de {2,...,n}, on a

Ls = ()" #5 3 T Nirwy) -

TeTs Jeg

Démostration. Sans perte de généralité, montrons le lemme dans le cas ou
S=0ouS={2,...,iel}

avec 3 <1 < n.

Pour alléger les écritures, notons 7 ’ensemble des applications de {i,...,n}
dans {1,...,n} avec 2 < i < n tel que pour tous T' € 7, S C {i,...,n} avec
S # (), on ait T(S)ZS. Posons T I’ensemble des applications de {i,...,n} dans
{1,...,n} tel que

YT €T, Vje{i,....,n} T(G)#7.

Evidemment

TCT.

Si on développe le déterminant L, ;13 en remplagant les Aj; par @El# Ajts

on voit que Ly . ;_1} est une combinaison linéaire des éléments de I’ensemble

n p—
H)\JT(J),TET 5

j=i
ie.
n
L, i1y = Z c(T) HAJ'T(J')
TET j=i
ou ¢(T') est une constante.
1) Montrons que si T € T <7, alors ¢(T) = 0.
Comme G(T') n’est pas un arbre, quite a changer les indices, on peut supposer

que G(T') contient la boucle

{Gi+ 1<) <le1yu{l,i}
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qui correspond au facteur A Hé: Ajj+1 dans ¢(T) H?:l AjT(j)- On remarque

que ¢(T) H?:l Ajr(;) est forcément un terme dans le développement de

D ri Nig Aiit1 e Ail
AN+1i41 = Ntin
Aigii Y Nty Aig1l
>\ni+1 e >\nn
i Ali1 S A

Or tous les termes contenants le facteur \j; Hg; Ajj+1 dans le développement

de I’expression ci-dessus ont
(<:>1)lfi+1 + (<:>1)l7i72 — 0

comme coefficient. D’ot1 ¢(T") = 0. On a alors

Li, i1y = Z o(T) H/\jT(J')
j=i

TeT
2)Montrons
VT €T, ¢(T) = (e1)niH

Il suffit de montrer par récurrence ¢(T) []._; Ajr(;) est un terme dans le

n
j=i
développement de

n

II{ > A

g=i \ i
et par conséquent,

¢(T) = (1)t
Sii=n,
Liy,. . n1y = @Z Anj s
#n
d’ou le résultat est vrai. Supposons qu’il est vrai pour tout j > ¢. Considérons
L, i—1y- Comme
T({i...,nH)Z{i,...,n},

quitte a changer les indices, il existe alors un entier I > ¢ tel que

{1,...,iel} sii<j<l
{i,...,n} sil+1<j<n.

T(j) e
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Alors ¢(T') [T;_; Ajr(;) est forcément un terme dans le développement de

n
j=i

l

H @)Z Ajk | | Lyz, oy -

j=i \ Kk#i

Or par récurrence, dans le développement de Ly 11, le terme

@)™ I Mo

j=l+1
est un terme du développement de

n

I &2

J=l+1 k#£j

donc ¢(T) [T;_; Ajr(j) est un terme du dévéloppement de

n
j=i

n

II{ > A

j=i \| I#

Ce qui termine la démonstration.

]

Lemme 3.1.2 (de la proposition 3.1.11) Soit A = (\;;) un généra-

1<i,j<n
teur irréductible, m-réversible et analytique en € = 0. Soit B =diag(bi); ;<
une matrice positive et analytique en € = 0. Supposons que A est irréductible au
niveau k > 1 et que

VI<i<n, dx(ib) >k .

Alors pour tous sous-ensemble S de {2,...,n}, on a
d|Ls ]t | 2d(Lo) -
JjES

Démonstration. Si S =0, il n’y a rien & démontrer. Si S = {2,..,n}, alors

Ls [ bj = babs - bn .
JES
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Puisque A est irréductible au niveau k, il existe au moins un T € Tg tel que

1T Airgy #0 et d//jT(j)) <k.

i=2

Or d’apres les conditions données,
d(b;) > d(Ajr(z)) -

On en déduit

d|Ls[]b; | =dabs---by) >d | [ Nrisy | =d(Lo) -
j€s j=2
Soit S différent de () et {2, .., n}, quitte & changer les indices, on peut supposer

que S ={2,..,i<1} avec 2 <i <n . D’aprés le lemme 3.1.1

Ls = (&) N T[Nz »

TeTs j=i
donc
i—1 i—1 n n
d|Ls[[b; | =minqd | [[o; [Nz | 5 T€Ts, [[Nira) #0
j=2 j=2 j=i j=i
De méme,

d(Ly) =min d | [[ Ny | 5T €T, [ Nirvis) #0

j=2 j=2
Ainsi pour démontrer le lemme, il suffit de montrer que pour tout T € T avec

[T \jrj) # 0, il existe T" € Ty avec [Tj_, Ajrv(j) # 0, tel que

i—1 n n
d| II6 [T Xre | 2 d | T ir o
j=2 j=i j=2
Pour chaque j € {1,...,i <1}, notons
Pj={1>i;3k>1tq TFI) = j}

et
Pi={j}up;.
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Constatons que

{Pj;1<j<iel}
est une partition de {i,...,n} et que
{Pj;1<j<iel})

est une partition de {1,...,n}.
Montrons quitte a changer les indices, pour 2 < 5 < i <1,il existe

j—1
Uj Efjet v € UE
=1

tels que

dZ/(uj))\ujvj) <k
Comme A est irréductible au niveau k, il est évident pour j = 2. Supposons que

le résultat est vrai pour [ < j <1. Comme il existe

i—1 j—1
uj € Uﬁetvj € UE
l=j =1

tels que

d'/(uj))\ujvj) <k
Quitte a changer les indices, or! peut supposer u; € ?j.

Posant T%(u;) = uj, on définit
kj = mln{k € N; Tk(u]') :]} .

On a k; > 0. Et k; = 0 si et seulement si u; = j.

On constate que

n kj
Tyro =f I ITArerawnre
]:l

2<j<i—1 k=1
uj#j

F="1I Xro
i<j<n
J¢U;
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avec
Up={T"(u;); 2<j <i&l,0<k<kj}.
Par suite
i—1 n k;
Mo Ilvew =1 11 b IT oIl e
j=2  j=i 2<j<i—1 2<j<i—1 k=1
U=y u;#j

Puisque pour tous j,I,I' € {1,...,n} avec Ay #0, on a

d(m(j)bj) = d(x(O)Auw) ,

on en déduit que

i—1 i-1  n
d | [T=@) 16 [T Mo
j=2 =2  j=i
kj
= d|f [[ ~v [I =@)b; [T e upreuy
2<j<i—1 2<j<i—1 k=1
wi=J u; #j
k;
= d|f H W(j)bj H F(j)bj H )\Tk(uj)Tk—l(uj) (réversibilité)
2<j<i—1 2<j<i—1 k=1
“i=J uj#j
k;
Z d f H ﬂ-(uj)Au]'Uj H T(Uj)kujvj H ATk(uj)Tk_l(u]‘)
2<j<i—1 2<j<i—1 k=1
Ui =] ui#j
D’ou
i—1 n kj
d b; H)‘jT(j) >d|f H Aujv; H Aujv; H ATH (u))Th=1 (uy)
j=2  j=i 2<j<i~1 2<j<i—1 k=1

ui=j u;#j
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Définissons l'application 7" de {2,...,n} dans {1,...,n}de la facon suivante:

TH(w) sij=THw),2<I<iel, 1<k<k
T'(j) =19 w sijefw;2<i<isl)
T(j) sije{2,...,n}elU;.

On vérifie facilement que T” € Ty et que

H )\]T' (j) = f H /\u]v] H >\qu] H /\Tk DTe=1(u;) -

2<j<i-1 2<j<i—1
uj=j w;#j

Ce qui termine la démonstration.

Démontrons la proposition 3.1.11.
Démonstration. Comme A, B sont positives et analytiques en £ = 0 telles
que

BI > Al ,

alors il existe une matrice F' d’ordre n x m et analytique en € = 0 telle que

A=BF.

Montrons la propriété (1).
Posons

C=e(A&eB)™ B = (cij)i<ij<n -

Montrons pour tous 1 < i,j < n,

On a
C21 mi2
lim — = lim —
eNO C11 eNO0 M1
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ol my2 et my; sont les cofacteurs (1,2) et (1,1) respectivement du déterminant

|A ©eB|, c’est-a-dire

A21 A23 e Aan
A31 A3z &by - A3n
mis = <
Anl AnS ot Ann <:>5bn
et
A2 &reby A23 T Aan
A32 Asz <>eby - A3n
mi1 =
>\n2 AnS ot Ann <:>5bn
Pour tout S C {3,...,n}, on note Ly le déterminant obtenu en remplacant les

Aiz dans Lg par A;; avec i € S. Cest-a-dire

()\“) icS
je{1,3,..,n}-S

[
g =

Développons m1; et mio de la fagon suivante

myp = Z H(ﬁsz) -Ls,

SC{2,..,n}i€S

et
mio = < Z H(@Sbl) . L{g .
SC{3,..,n} €S
On constate que pour tout sous-ensemble S de {3,...,n}, Ls et L ne peuvent

étre différents sur que la premiere colonne. En additionnant toutes les autres
colonnes du déterminant Lg & la premiere, chaque coefficient sur la premiere
colonne est plus petit que 'opposé de ’élément & la méme position dans le
déterminant L. D’autre part, d’apres la proposition 3.1.10, tout cofacteur de
Lg et L'y est négatif ou nul. En développant Lg et L selon la premiere colonne,
on voit que

|Ls| < [Ls] - (3.6)
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En particulier
LEZ) =&Ly .
D’apres le lemme 3.1.2, on a pour tout S C {2,..,n} avec S # 0,
d (LS 11 bi> > d(Lg) .
ieS

Ceci implique

[T(eebi) - Ls
.. M1 .. 1ES
lim — = 1+ lm ——— =1.
eN\0 L@ SC{zz;. n} eN\0 L@
- S#£0

D’autre part pour tout S C {3,..,n} avec S # 0,

[T (et - L [T(e=b) - Lg
0<lim|®€S —  |<uim|[®& | -p
- 51{1(1) Ly - 51{1(1) Ly ’
et par suite
e i
lim%_L—@ Y lim 8 - 1.
=0 Lo 0 SC{3,..,n} 0 0
S#0
D’ou
lim 2L = fim T2 — gy 2200
eNO0 C11 eNO M11 N0 mu/L@ )
Posons
v = (c1i)1<i<nF
et
1
0= g (Cij <:>clj)1§i,j§n F.
Alors

e(AeeB) ' A=1v+e0.

D’apres la proposition 3.1.10, C' est analytique en € = 0, on en déduit que O

I’est aussi. D’ou le résultat.
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Montrons la propriété (2).

Posons maintenant
C=c(AeD®eB) ' B = (cij)i<ij<n -

Selon (1) de la proposition 3.1.10, pour tous 1 <4,j < n, on a
cjj <ci; <0.

Donc pour montrer lim.\ o C' = 0, il suffit de montrer que
limcj; =0,

et par symétrie il suffit de montrer que
gi\rR) c11=0.

Posons maintenant my; le cofacteur (1,1) du déterminant |A <D <<B|, i.e.

Aao &Sdy Sebo )\23 s )\2n
Az2 A3z &dz &ebs - -- A3n
mi1 =

>\n2 >\n3 e >\nn <:>dn <:>5bn

Alors
6b1m 11
clyl= ———————— .
"7 A &D eeB]

Définissons le générateur A= (X”) sur {0,...,n}tel que A est sa restriction
sur{1,...,n} et que le taux de transition de ¢ & 0, noté Ao est d; et le taux de

transition de 0 & i, noté Ag;, est w(i)d; pour 1 < i < n. C’est-a-dire

@Z w(i)d; w(1)dy ---7(n)d,

A&sD
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Evidemment A est irréductible et réversible. Notons pour tout S C {1,..,n},

L (7\) =

(Xij)ie{l,...,n}fs

je{1,...,n}-S

On a

bimy = Z (ee)#5-1 H b; - Lg (/N\) )

SC{1,.,n} i€S
1€S

Appliquant le lemme 3.1.1 au déterminant ‘K , on remarque que tout terme

dans la sommation ci-dessus est de méme signe. D’autre part, A est évidemment

irréductible au niveau k. D’apres le lemme 3.1.2, pour tout S C {1,...,n} avec
1€,
d<nb,Ls (x)) > a (1 (1)) |
€S
donc
d(blmn) Z d (L@ (K)) .

D’autre part, on a

|A &D <:>EB| = Z (%)#SHbZ -Lg (K)

SC{1,..,n} i€S
= Ly (K) + Z (@6)#5 H b; - Lg (K) .
Sgglsé.d,n} i€S

De plus pour tout S C {1,...,n} avec S # (), d’apres le lemme 3.1.2, on a

o (T2 (3)) 2 (10 (3))

On en déduit
d(|A ©D ©eB|) =d (L@ (K)) .
Par conséquent,

Il vient que

I I 6b1m 11
1im c = 11m ——— =
£\0 1 N0 |A &D &eBj
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D’ou

lim = (AeD&eB) 'A=c(AeDeeB) 'BF=0.

Montrons la propriété (3).

Posons maintenant
C= (cij)lgi,jgn =(A <:>6B)71 et X = (mi)lgign .

Montrons d’abord que pour V1 <i,l <n
n
EkJrl Z(Cij <:>Clj)1‘j = O(E) .
Jj=1

D’apres (1) de la proposition 3.1.10,
cjj <¢ij <0,
d’autre part X est continu selon la proposition 3.1.7, alors il suffit de montrer
que
eb*l (¢;; &¢jj) = O(e) .
Sans perte de généralité, montrons

8k+1 (021 @011) = 0(8) .

Définissons le générateur A sur {0,...,n} tel que A <eB est sa restriction
sur {1,...,n} et que le taux de transition de 7 & 0, noté Ao, est €b; et le taux
de transition de 0 & i, noté Xy, est eb;w(i) pour 1 < i < n. Evidemment A est
irréductible et réversible. Posons 7 ’ensemble des applications T' de {1,..,n}
dans {0,1,..,n} telles qu’on ait T'(S) # S pour tout S C {1,..,n} différent de

(. D’apres le lemme 3.1.1, on a

TeT; i=1

D’autre part
A2z ebs A23 s A2n
A32 Agg &eby .-+ A3n

c11 = |A <:>EB|_1

>\n2 AnS ot Ann <:>5bn
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= [AeeB|™ > [[(eeb) - Ls

Sc{2,..,n}i€S

et
A1 &by A2 e Aln
1 A21 Aop &by - - A2n
Cy1 = <:>|A <:>EB|
Anl An2 o Ann <::’gbn

= oAeB[T > [[eeb) L
SC{3,..,n}i€S

ot Lg, L's sont définies comme précédemment. Puisque Ly = <L, on a

e e = |AeeB| ! x
> Jfeeb)-Ls+ > J](eeb) - L
0#£SC{2,..,n}icS 0+£SC{3,..,n} i€S

Comte tenu du lemme 3.1.1, dans les sommations ci-dessus, chaque terme a

(e1)™ comme signe. On en déduit que

d (011 <:>021)

= inf AseB|™! )L
@;éscu{lz,..,n}{d (' 2B H((:}eb) Sl)}

€51
inf d||AeeB| " T[(eeb) - L | v
/\ 0#£SC{3,..,n} { <| | ile_[s( ! S> }

Or pour tout S C {3,...,n}, on a (3.6), donc

d(ci; &c21) =  inf d||AeeB| ™ T (eeh:) - L i
(c11 ©c21) w;éscl?z,..,n}{ <| eB|™" [ [ («ebi) S>}

i€S
En plus, selon le lemme 3.1.1, pour tout S C {2,..,n} différent de @), on a
Lg = (1) #5 Z H it (i)
TE€Ts jcS
ainsi
d(ciy &cs1) = inf d | |A<eB ™ [ Mo [Ny | s T €Ts

0£SC{2,..,n} e
K3
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Donc pour montrer

djf—H (011 <:>021)) = O(E) N
il suffit de montrer pour tdus ) # S C {2,..,n},T1 € Ts, il existe un Ty € T

tels que
d H Aoy | £d H Aio H Airviy | k-
ie{l,...,n} i€S i€s
Comme A est irréductible au niveau k, il existe j € {1,...,n} tel que

d(m(Ai;) <k .

Pour tous ) # S C {2,..,n}, T1 € Tg,définissons T, une application de {1,. ..

4 {0,...,n} de la fagon suivante, pour tout i € {1,...,n}
0 sii €S
To(i) = Ty(i) sii€S
j sii=1.

On vérifie que Ty € T}, en plus

dl I *nmw|] = d([[Yo[[rno | +d0y)

i€{1,...n} i€S e
< d{ Mo [[rmw | +E-
i€S ie§

On en déduit (3.7).

Posons
n
1 Z
Cc= 8k+ C1;T;
=1

et

n

Y = 5k2(cij <:>clj)mj

j=1

Alors Y est continu et

(A eeB) ' X =cll +eY .

(3.7)

;n}
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3.1.4 Démonstration du théoréeme A

Le lemme suivant est crucial pour la démonstration du théoréme A. Ce lemme
montre que le vecteur propre associé & une valeur propre tendant vers 0, disons

d’ordre O ¢ ) , est quasiment constant.

Lemme 3.1.3 Soit e¥\(¢) une valeur propre du générateur A avec k > 1. Soit
X un vecteur propre associé. Pour tout sous-ensemble S de l’espace d’états E,
on note Xg la restriction de X sur S. Soit o, une classe minimale de Fy,. Alors

il existe un ensemble de fonctions continues
{cas @i € Fylay), 1< i<k}

tel que pour tout a; € Fi(ay), en posant a; = E;(ay) pour i < j <k,

k—1
Xo; = (Zglcak_’> ﬂai +ehmitt Yo,

=0

ot Yy, est un vecteur continu sur «; et tel que

—1
XUk+1 = Uk 41 <:>DU1L-+1) Z Cay, G?II,:H ﬂak +0 7L/k+1) -

arE€Fr

Démonstration. Nous avons
AX =eFA(e)X (3.8)
Prenant les lignes indicées par ayg, on a
Aoy Xo, B X, + AT X0y, = e¥Me) Xa, -
Il vient que
Xop = € Ny ©eBO) A1 X0 4 N, ©eBO) T ehA(€) X, -

D’apres la pfoposition 3.1.4, A,, est irréductible au niveau k <1. D’autre part,
d’apres a) de la proposition 3.1.3, pour tous a € ag,b € Ogyq
dkla,b] = d(I(a)) + d(Xap) =B(ax)
= d (g, (a)Xap)

> k.
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En plus, X,, est continue selon la proposition 3.1.7 et
e Moy ©eBO+1) 71 A0 (3.9)
est analytique en € = 0 selon la proposition 3.1.10, donc la limite du vecteur
& Ny ©eBO+1) T A X (3.10)

existe. Appliquons la propriété (1) de la proposition 3.1.11 & la matrice (3.9) et

la propriété (3) au vecteur (3.10) et puis au vecteur
-1
ap ©EBIH) T P M e) X, -

On conclue qu'il existe’ une fonction continue qu’on note c,, et un vecteur

continu Y,, sur ay tels que
YD’% = Cop ]1% +eYy, -
Supposons qu’ il existe un ensemble de fonctions continues
{ca;; aj € Fj(ag),i+1<j <k}

tel que pour tout a; € Fj(ay), en posant oy = & (a;) pour j <1 <k,

=
! k—jt1
Xq, = (ZE Ca;u) ]1%. + b Ity
=0

ot Yy, est un vecteur continu sur a;. Soient a; € Fj(ay) et aj = &;(a;) pour

1 < j, comme a; C o417, 00 a

k—i—1
Xo, = ( Z slcak_l> L., +&*iy (3.11)

=0

ot Y. est la restriction de Y,

ai4 Sur ;. Prenant les lignes indicées par a; de

(3.8) et notant
Oit1 = Oipi[a]

pour 1 <I<k<&i+1,0na

k—i+1
Ao Xa,+ Y & 4B+ X, + A0+ Xo,,,) = e"A\(e) X, -
=1
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Compte tenu de (3.11), on a

k—i—1
MoiXar = Y Elea, | Ao lla, +"AL YL, ="M, Y,
=0

Pouri+1<k+1,

BOH X, + A Xo

k—i—l

_ j O; O;

= Z elcay_; (<:>Bai +1,, +Aai+’]10i+l)
Jj=0

i+l

k—i—1
& > oy ; | BO+ 1, @b iBivy, +ekmimHAQiny,,
j=k—i—l+1
k—i—1
= & > e BOH L, By 4k AY,
j=k—i—l+1

etpouri+Il=Fk+1,

Ok41 Ok41
<:>Bai HXq, + Aai + X0k+1
k—i—1
— j O k—i RO ! O
= & Z elcay ;B! 1L, e« 'BiFY, + AZM Yo,
Jj=0

ott Yp,,, est le vecteur restreint de Y,,,, sur O;y; pour i +1 < k+ 1. On en

déduit

k—it1 k—i+1
gh—t s <:>5ng+1) Y, et Z legj“Yéi +e Z hlAgl?“YoiH
=1 =1

= ef\e)X,,

ou les f;, by sont des fonctions continues en ¢ = 0 et les Ycil, sont des vecteurs

continus définis sur «;. Par suite,

k—it1 )
! _ O; - O; 1
Vi, = Y fie Mo, ©eBYH) T BOHYL
=1
k—i+1 )
O; - O;
<:>E hie Mo, ©eBSHY) T AJH Yo,
=1
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Par un raisonnement analogue au précédent, on peut appliquer la propriété (1)

de la proposition 3.1.11 aux matrices
e Mo ©eBO+) T BO S/M ©eBQir) T A0
et la propriété (3) au vecteur
e N, ©eBO)T X,

conclusions qu’il existe une fonction continue qu’on note c,, et un vecteur con-
tinu Y, sur a; tels que

Xo, = caiﬂm +¢eY,, .

k—i
o= (Z 6lcakl> ]]'ai +Ek_i+1Yai .
=0

Il reste & montrer

—1
Xvi = /Uk+1 <::’DUk+1) Z G?}ZH ]kacak + 07“k+1) .

oy €EFk

Prenant les lignes indicées par Ug11 de (3.8), on a

/UW SDu ) Xve + Y, Gt KXo, =2 (e) Xu,, -

oy €EFk
D’ou
-1 ag
‘Xka_‘_1 = < Uk 41 <:>DUk+1) Z GUerlXak +0 g k+1)

arEFr

—1 o

= & No, ©Du,)” Y G, Lo +0 dy)

akEFk

]

Pour k£ > 0, notons Si(A) le vecteur composé des valeurs propres d’ordre
O(e*) de A avec multiplicité éventuelle. Le théoreme A suivant donne un généra-
teur d’ordre #Si(A) conservant les équivalents des valeurs propres d’ordre
0 o).

Théoreme A Soit 1 <k< K.
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(1) Pour toutes classes ay # B de Fi, définissons le taux de transition de

ap G B comme suit,

1

. U -1 :
Aakﬁk = gnak [Ggl;c ]]‘ﬁk <:>Ga:+1 Uk 41 <:>DUk+1) G?JI;H llﬁk]

Alors lim.\ 0 Ao, g, existe. Soit | > k + 1 Uentier le plus petit tel que oy,

soit contenu dans une classe minimale d’ordre 1, notée ay. Alors si

BrZay

on a en plus

lim \ =0.
51{% agBr

(2) Pour tout a de U1, notons p2* la probabilité que le processus A, partant
de a, atteigne By pour la premiere fois sans visiter les autres classes de

F. Soit P5:+1 le vecteur colonne composé des pP* pour a de Uyy. Alors

1
Aakﬁk = g_kHO‘k (ng nﬁk + Gg:+1P5:+1) ’

(3) Soit Ay le générateur sur Fj, composé des tauz de transition Ay, g, . Alors
lim Sy (Ag) = 1i L Sk(A)
im = lim — .
e\0 0 k eN\0 ek k

Démonstration. Montrons la propriété (1).

Montrons d’abord que lim.\ o Aa,p, existe. D’aprés b) de la proposition
3.1.3,
o, GYH = Oif) )

1 1
oL 8 — U
ll{% : Ho, Gyt T, et ;I\I‘% : g, Goltt

Donc

existent. D’apres le corollaire 3.1.1, pour toute classe 3 de Fp,

I,

. —1 ~Bs
sll\r‘r(l) Uk 41 <:>DUk+1) GUk+1

existe. D’ou l'existence de lim.\ o Aa, g, -
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Soit I > k + 1 D'entier le plus petit tel que ay soit contenu dans une classe

minimale d’ordre [, notée a;. Si
BrLay
montrons

lim A =0.
51{% agBr

D’apres a) de la proposition 3.1.3, on a
Ya € ay,b € Gy, 5k[a,b]212k+1 .

Par conséquent,

!
511\1‘1(1) E—knangi I =0.

Il reste & montrer

.1 U =1 B
511\1‘1(1) EHD"‘ Ga;’:Jrl /UkJrl <:>1)Uk+1) GUI;+1 llﬁk =0.
Notons
g1 = Ext1 (o) et Brr1 = Exr1(Br) -
Posons
Upp1 = Qg1 U Vi et Upyy = Upp1 ©Up -
Yo Capg1
Y €EFk
Alors
U U} U?
¢l = (Gl qlin)
et
Gﬁk
gk — U1i+1
k41 Br
G
U13+1

Soit Dy, Dyz, | deux matrices diagonales sur Up,, et U2, respectivement

k+1
telles que

D 0

DUk+1 = UiJrl ( )

0) Dy

k+1
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Alors
-1
Uk <:>DU1L-+1)
U2
AUl <:>SB k+1 <:>DU1 AUI;+1
— 1 E+1
Uk+1 U1
GU5+1 Ay @DUI?H &Dyz
M, M,
Ms My
ou
_ Uk+1
M1 - AUl <:>5B <:>DU1 -~
k+ k+1 k+1
_1 -1
eyt (Age, Dy Ut LoDy e
Ul%+1 Uy Uk+1 UE+1
et

+

—1
M2 MlSAUk+1 (AU2 <:>DUk+1 <:>DU2 > .
Ukt ket

D’apres a) de la proposition 3.1.3, on a

1 Uk+1
lim T, Gay ™' =0

Donc

1 -1
hm GU’c +1 Ukt <:>DUk+1) B ﬂgk

N0 Uk41
1 Ul
= lim — T, Goi ™ (MG% 4+ MG )]1 .
A gk G, t MGz | ) Rs,

Puisque, d’apres toujours a) de la proposition 3.1.3,

lim Hak GU'chl

eN\oO € gk
existe, il suffit de montrer
lim MlG —Oet hm M2G =0.
N0 k+1

D’apres b) de la proposition 3.1.3, Va € U}, ;,b € B¢, on a

d(Aab) >1.
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Par conséquent, si on pose

Al =eTtas

k+1 k+1

b

alors AZ"‘l est analytique en € = 0. On a alors
k+1

MG,

k+1
U? 1y
= [I e (AU§+1 <:>SBUE:11 <:>DU;+1> ATk
Ul - o B
(AUE+1 @DU%‘:i @DUngl) GU’;H] x
U2 —1
€ <AU5+1 @sBUEIi <:>DU5+1> AP

Appliquons la propriété (2) de la proposition 3.1.11 aux matrices

U2, oo,
A B D A
e\Av,, Byl Doy, vl

et

nous obtenons

U2
lim MlsAUliJrl =0
eN0 k+1

D’autre part,
-1
Ui g1 Br
(AU£+1 D" e Dyz, > G

est analytique en € = 0 selon le corollaire 3.1.1, d’ou

G A% (o Ui S
lim M. = lim Me D &D =0.
N0 2 UI?+1 eN\0 ! Uli+1 U’§+1 U1§+1 U7§+1 U13+1

On a ainsi montré

lim \ =0.
51{% akBr
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Pour la propriété (2), il suffit de montrer

3 _ -1 3
Pgt =& /Uk“ ©Dy,,,)” G, T, .

Pour tout a € Uy,

A A
Ok — 2ab G Zab
Pa" = Z A _pb + Z A
bEUk+1\{a} @ bEﬁk @
ou
Aa- = SNy = Z Aap + Z Aab -
bEUR+1\{a} bEVK
Y EFk
D’ou

ST Aapy SXapiF+ D Ay =0
bEUk+1\{a} bE LBk

ce qui équivaut a

/Uk“ &Dy,,, ) PR +GE, T =0

D’ou (2).
Soient ¥ A(¢) une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. On a

alors

AX =efA(e)X . (3.12)

Pour montrer la propriété (3). Montrons premiérement que A(0) est une valeur
propre du générateur lim.\ g Ay.
Pour toute classe minimale «; de Fj(ay), posons a; = £;(a;) avec 1 <4 <

j < k. En tenant compte du lemme 3.1.3,
k—j
Xo, = (Z Elcak_z> ]laj +ehitly,
=0
Montrons par récurrence, pour 1 <13 <k,

1 k—i—1

M > T+ Vi | = A0)ca, g2 + O(e) (3.13)
j=0
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oll la somme par rapport a 'indice j est 0 si¢ = ket

L = Z ngﬂ IL., %ﬁ'ﬂ SCaiy;)
)

Bitj EFiyj(tipjt1
Bitj7# it

<:>Bg:+j+1 ]lai Caitj + Ag:+j+1 YUi+j+1 (314)
avec Yy, , .., étant la restriction de Yy, , sur Uiyji1, et
V; = B+ 1, cap + AL+ Xo, ., (3.15)

Pour 2 = 1, notons
Ujr1 = Ujsalon]

avec 0 < j < k. Considérons les lignes indicées par a; de (3.12), nous avons

j=1

k
Aoy Xo, + ) &l 76953{'“)(&1 + A%+ Xo,,,) = " A(€) Xa, -

Multiplions I’égalité ci-dessus a gauche par II5! qui est la restriction a oy de

I1,,, la mesure réversible de A,,. Du fait que
HgtAcu =0,
on déduit
k
ey el fngHXal + A9+ Xo,,,) = P2 X, .
Jj=1
Or d’apres le lemme 3.1.3, pour 1 < j < k<1, ona
&BY* X, + A Xo,
k—j—1
( Z 616%_’) (ﬁBS{H L., + A ]10j+1)
=0

+eh=i (@ijﬁl L. ca, + AS;‘HYOJ.H) +0 gt

= g (@BS{'“ ﬂalcaj + Agf“YojH) +0

= Y (@Bl + A8 e
Bi€Fj(aj+1)

A0
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+5kij (<:>Bgf+1 ]]-alcozj + Ag{+1YUj+1) " OféljJrl) (316)
= & Y Bil,, /ﬁj Sea; )
)

B EFj (aj41
BiF#aj;

ki (@,Bgfﬂ L. ca, + AgplyUm) + Oigjﬂ)

1
= Sijlj_1+Oflj+l)

ou I’égalité (3.16) provient de (3.4).
Or pour j=Fk,on a
GBI Xo, + A Xo,
= &BIH+ 1, ca + AP Xo, 4+ 0 (eqy)

= Vi +0(a) -
D’ailleurs,
2 X,y = o, I8 Lo, + O (20y) = Carg?: + 0 (eay) -

On a alors

k
I (> T+ Vi | = A0)ea, g5 + O(e).
J=0

Supposons que ’équation (3.13) soit vraie pour j < i. Quel que soit a;11 €
F;i1(ay), faisant la somme des (3.13) pour toutes les classes «; de Fj(ait1),
en tenant compte de la proposition 3.1.5, on a

k—i—1

1
— >ooomei [ Y T+ Vi | = M0)ea, g5 + O(e) (3.17)
a; €EF; (i) Jj=0

ou Tjj et V; sont définis par 3.14 et 3.15 respectivement.

Soit a; € Fj(ait1), en notant
Uir1 = Uipi[a)
et pour j =1,...,. ki el

Oit1+j = Oip14jlai]
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on remarque qu’a une permutation pres,
Hgi+1 — ( a; Uiy
k

ak)aieFi(aiJrl) ’HOék )

et que pour tout sous-ensemble S de O;114;, on a

e A5
Ag — @i/ o; €EF; (i)
it1

S
AUi+1
et
£ (Bg,ﬂa.)
S _ i : cF (o
B2 ]1a. = ;i €F;(oiq1)
41 i1 s ]1
By v
S * o z
ol gi)aieFi(mH) désigne le vecteur colonne composé des Agi pour a; €
*
F;(df;+1) et analoguement pour BS_]la. . On a donc
+ g p o i
! a; EF;(ai41)
Ai41 S _ [e 7 S Ui+1 S
Hak ADéi+1 =¢ Z HDékADéi +Hak AUi+1
a; €F; (i)
et
ait1 RS — § a; RS Uis1 RS
Hak Bozi+1 ]]‘ai+1 =€ HakBai]]‘ai +Hak BUi+1 ]1Ui+1 :
a; €F; (aig1)
D’ou
. > mgiAf = Lnasias | e lnvivas
gi—1 aptloy T oAk Qg1 gl ok Uit1

a; €EF;(oig1)

et
! > myBill,, = neeps ., esnvaps 1
ci-1 oar P a; Déi_gi ok Qi1 Qi1 ol ok Uit1 Ui -

a;€F;i(ait1)
Considérant les deux équations ci-dessus et les équations (3.14) (3.15) et (3.17),
on a

k—i—1

1 )
g1 Z 15 Z Tij + Vi
7j=0

a; €EF; (i)

k—i—1

1 . 1 )
- i Z L1 b Z Tij+Vi | + g1 Z 115 Tio
j=1

a; €EF; (i) a; €F; (aig1)
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k—i—1 1 1
— ; . g Q@i .
- ci—1 Z Ig, (Ti; + Vi) + ci—1 Z I Tio
j=1 a; €F;(aiq1) ;i €F; (i)
1 k—i—2 1 k—i—1
_ %+t Tiins Vv HUi+1 M W
= g ar i+1j + i+1 bg ap ] + 2
j=0 j=1
1
(e 5 A
+6i71 z : HOéleO
a; €F;(ait1)
avec
_ Bi+tj
M;; = Z BUi+1 ]1Ui+1 Bi+ <:>cai+j)
Biti €Fitj(ctitjv1)
BitiFitj
Uitj+1 Uitj+1
<:>BUZ'+1 ]1Ui+1CDéi.+j + AUH.l YUi+j+1
et

Ort1 Ory1
W; = By Ly, cay + AP X0y, -

Ui+1 Ui+1

Donc pour montrer 1’égalité 3.13 pour ¢ + 1, c’est-a-dire

k—i—2
1. .
AL > Tiv1j+Vigr | = M0)cargli + O(e)
=0
il suffit de montrer
1 1 k—i—1
i1 Z Hg;Tio @;ngjl Z Mij +W; | = O(E) R
o; €EF;(0iq1) j=1
ou
Tio = Z ng ]]~ai (c: ©ca;)
Bi€F;i(ait1)
BiFa;
@ngﬂllmc;i + AUy (3.18)

Soit a; € F;(ajt1). Prenons les lignes indicées par U;41 de (3.12), nous obtenons,

a; €F;(aiq1)

/Ui+1 <::"DUI'H) XUi+1 + Z G?]iJrlXai

Uit

k—i

Z i gOiti+1 Oitjt1

+ 8]( Ui+1] Xvip + Auy " Xoin
j=1

= X)Xy

i1
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D’apres le lemme 3.1.3, on a

k—i—1

i
AUZ_H = E 5 Cay_; AUi+1 ]]‘Ui+1 +e lAUi+1YUi+1

- lAU

Uit1 >

a;
<:>DUi+1XUi+1 + Z G l+1XDéi
a;€Fi(ait1)

k—i—1

Z 8 Cag_; <:>DUZ-+1 ]1Ui+1 + Z Ga:+1 ﬂai

o; €EF;(0iq1)

ki
+et 7t <Dy, .,

;g —i+1
YUt Z Uit1 ]10”'00” +0 (EU +1 )

a;€F;(aiq1)

k—i k—i+1
= gf? <:>DUZ'+1YU +14 Z GU 41 ]1ai Ca; + 0 (EUi-:j )

o; €EF;(0iq1)
et pour 1 < j <k &iel,
Oipjt1 Oitpjt1
By, 41 Xvip + Ay, 41 XOitj
k—i—j—1
_ ! itj+1 Oitj+1
= E E'Cay_, (<:>BU1+1 ]lUlJr1 U o ]101+J+1)
=0

i+1

k—i—j Oiyjt1 i+itly, i—j+1
€ (<:>BU ]lUchaiH + AU s z+]+1) +0 (EU o )

. _k—i—j Oitjsr i+itly, —i—j+1
= ¢ (<::>BU1+1 ]1Ul+1cai+1 + AU o l+]+1) +0 (&‘U o )

— k—i—j Bl+] ﬁl+j
= £ E : ( Uit1 ]1U +1Caiy; T AU,H ﬂﬁiﬂcﬁiﬂ
Bitj EFitj(itjs1)
BitjF it

k—i—j i+i+1 Usritry, oIt
+¢ (<:>B , ]1U1+1 aip; AU +Jl “*1) + O( Uit )

_ k—i—j Bi+j
= £ E : B l+1]1Ui+1 Bit; <:;’coéiﬂ)
Bi+;i EFipj(itjt1)
it FXit]

k—i—j Uitjt1 Uiy iy —i—j+1
gh— J(@BU W Ly Caryy + Ay Y +J+1)+O( J )

i+1 z+1

TIM +o (EU_:l_j)

pour j = k &

Ok 41 Ok41
<:>BUi+1 AXUIVJr1 + AUi+1 Xok+1
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Ok+1 Ok+1
U+1 ]1U +1Cay + AU +1 Xoy +0 7”i+1)

W; +07/yl.+1) .
k—i—1

/IH Dy ) Yo, + Y, G Naea + Y My + W,

a; €F(aiy1) j=1

D’ou

= O 6U1+1 )

ou le terme O (EUZ__H) est déduit de 1’égalité a) de la proposition 3.1.3. Du

corollaire 3.1.1, on déduit

YUi+1
L k—i—1
= & Nu,,, ©Du,, ) Z GU " ﬂaicai + Z M;; +W;
o; €F;(oi41) j=1
+0 (EUHl) .

Notons

Oiy1 = Ojq1[o] .
Pour tout sous-ensemble S de O;11, on a

SBillm = SAgi ]]-S = Gi ]]_5 -

Insérons 'expression ci-dessus de Yy,,, dans Tjo donné par (3.18), on a

i1
1 )
ci—1 Z 115 Tio
a; €EF; (i)
1 ; )
= P Z Hg; Z ngl ]151' (cs; ©cCay)
a; €EF;(oig1) Bi€F;(aiq1)
iFa;
1 ) :
gl Z Hg;Gg:'H ]1Ui+10°‘
a;€F;(ait1)
1 . U: —1 .
e S nuGY Mo, + Do) > Gy, Lo,
a; €F; (aiq1) a; €EF; (i)
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k—i—1
1 AU -1
ﬁg Z GGt /Ui+1 +Du,,,) Z M +W;
a; €F;(aiq1) Jj=1
+0(eq;) -

Or de la réversibilité, on déduit

Z Z Hg; ngl ]]'ﬁi Ca;

a; EFi(oig1) Bi€Fi (i)

BiFai

- Y Y mepLe.
a; EFi(oig1) Bi€Fi(ig1)
BiFai

Z Hgi Z ngll ]]'ﬁi (cﬁi <:>cai)

o; €EF;(aiq1) Bi€F;(ait1)
BiFa;

= > > mgiGEi e,
a;€F;(aip1) Bi €Fi(aiy1)
£

< Z Z Hgi ngl nﬁi Cay;

;i €F; (aig1) Bi€F; (aig1)
BiFai

= > > mgiGEi e,

a;€F;(aip1) Bi €Fi(aiy1)
BiFa;

e 2 ), il

a;€F;(ait1) Bi €Fi(aiy1)
BiFai

En tenant compte en plus de la proposition 3.1.6, on obtient

1 1 k—i—1
i i Ui
ooy MTo=Sule | 3T M+ | +0()

a; €F;(aiq1) j=1

On a ainsi montré ’égalité (3.13).
Pour toute classe minimale ay, de Fi, on a alors
1
oy (6B Layca, + A9 X0, ) = M0)ea, +0()

ou bien

1
g_kHak (ﬁGg:_H llok+1coék + Gg:+1XOk+1) = /\(O)CC!k + O(E)
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Or pour toute B, € F},, il existe une fonction continue cg, telle que
Xﬁk = ]]‘ﬁkcﬁk + O(gﬁk) :
En tenant compte de a) de la proposition couche,

1
O O
I, (462 Lo, ca, + GO Xo,,,)

k
1
= kH Z (@Gﬁk ﬂgkcak +G ]ngc5k)
BrEFr
BrFak
1
k (@GU’“'H ]1Uk+1ct)ék —|—GUk+ XUk+1) +O(€)
1
= ok I, Z G ]15k cﬁk Scay)
BrEFr
BrFak
1
o, (668 Loy o, + GH Xuyy, ) +06)
On a alors
1
E_kHak Z G llﬁk cﬁk <:>coék) Gg:+1 ]]-Uk+1cak +G k+1XUk+1 +0 (Sak)
Br EF
BrF o
= M0)eq, +O(e) . (3.19)

D’apres le lemme 3.1.3,

—1
XUk+1 =< YU <:>DUk+1) Z G,

Uk+1 ﬂﬁkcﬁk + O(EUk+1) -
BrEFk

Remplagant Xy, , par I'expression ci-dessus dans (3.19), on obtient

1
E_kHD‘k Z Ggl;c ]151@ (Cﬁk Ecay)
Br € Fr,BrF ok

Br €EFr

U, Uy,
Gt ]]-Uk+1cak SAT /Ukﬂ <:>DUk+1 Z GUk+1 ﬂﬁkcﬁ’“

1
= Z Nas i Cor S Can gnak X
Bk EF ke, BrF# ok

Oy, U, o
[GO‘J:H ]10k+1 +Gt /Ukﬂ <:>DUIL-+1) GU’;H ﬂak]

= A(0)ca, +O(e) .
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Comme
Uk 41 <:>DUk+1) ]]-Uk+1 = <:>DU1L-+1 ]1Uk+1 =< Z G?JI;H ﬂﬁk )
BrEF
On a
1 )
Ly, =& Yo, ©Du,)” D) G@;H 1, . (3.20)
BrEF

Alors

. U -1 .
> G s, oG /UW &by, Y, G g,

. EF) BrE€EFk
prgo o
_ Z . U U -1
- Gg’; ]]-ﬁk + Ga:H ]1Uk+1 + Ga:H Uk41 + DUk+1) G?}:H ﬂak
Br €Fr
BrFak
o) U -1
= Ga:+1 ]]-Ok+1 + Ga:+1 /UkJrl <:>DUk+1) G?}ZJA llak .

D’ou

1 O U, —1
> Aoy, = 1, [Ga:+1]10k+1 + QU /UW +Dy,,,) ey, 1o,
BrF#ar

On en déduit

Ak (Cﬂék)zk cFk = A(0) (Cak);ke}‘k + O (Efk) .

Par suite

(1 A ) By e, = AO) By,
Du fait que la nullité du vecteur limg\g(cak);keﬁdéduit celle de lim.\ o X,
compte tenu du lemme (3.1.3), on déduit que A(0) est une valeur propre de
lim.\ o Ay ayant limg\o(cak)’;k ¢, Comme vecteur propre associé.

Montrons deuxiemement

#Sk(A) = #F% -

Soit Q(e) D'espace propre associé aux valeurs propres constituant Si(A).

Soit 2 (0) 'espace engendré par les limites des vecteurs dans  (¢) quand €
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tend vers 0. D’apres le lemme 4.10 p34 dans [44], Qx(g) et ©24(0) ont la méme
dimension. Or d’apres le lemme 3.1.3, 4(0) a une dimension plus petite ou

égale & #Fy. Donc il en est de méme pour Q(e). C’est-a-dire on a
#Sk(A) < #Fy .

D’apres Kato [44] (cf. 1I-2.1.4 P.67), ©41(0) est ’espace propre associé a la
valeur propre 0 de A en € = 0. Quand k = 1, pour tout ensemble de constantes

{Cay Yarer,, soit X0 le vecteur sur E tel que pour toute classe a; de Fi
X% =0C, 1,
et
. -1
X = @g{% (A, ©Dp,) ™0 > Co, Gt 1L,

a1 EF

avec Uy = F @Ualefl ay. D’autre part quand € = 0, & une permutation pres

A(0) = Av, (0) €Dy, (0) jg; (0))a1 €F
(0) digg (Aay (0) 4, e 7,

On en déduit que
A0)X°=0.

Ce qui signifie que X° € Q,(0) et que la dimension de Q;(0) est plus grande ou

égale a #JF,. Par conséquent,
#51(A) = #F1 .
Supposons que pour tout 1 <i < k<1, 0n a
#Si(A) = #Fi .

Considérons le générateur Ap_;. Soit ay # B € Fi, d’aprés (1), pour tous

ar—1 C ag, Br—1 C B avec ag—1,Br—1 € Fr—1, 0n a

Sh{% Aak—lﬁk—l =0 et Eh\r‘% Aﬁk—lak—l =0.
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Pour toute classe ay, de Fj, notons Agﬁl la restriction de Ay_1 sur ’ensemble
des classes de Fj_; contenues dans aj. On peut alors écrire lim.\ o Ax—1 sous
la forme suivante.

diag <511\r"r(1) Ak_1> (0)

lim Ak—l = ar€F

eN\O0
x T

ou z désigne des termes sans intérét. Donc lim.\ o Ax—1 a au moins # 7}, valeurs
propres 0. C’est-a-dire

#S1(Ak—1) > #Fr -

Par conséquent le nombre des valeurs propres non nulle de lim.\ o A1
#S0 (Ak—1) ©#S1(Ak—1) < #So0 (Ak—1) S#Fk < #Fp—1 #Fp . (3.21)

Puisque toute valeur propre et \(g) de A avec A(0) # 0 correspond & une valeur
propre d’équivalent A(0) de A_;, donc le nombre des valeurs propres e¥~! \(¢)
avec A(0) # 0 de A est plus petit ou égal au nombre des valeurs propres X\ (g)

avec X' (0) # 0 de Ag_q, i.e.
#Sk-1 (A) S#Sk (A) < #8S0 (Ag—1) S#S1 (Ag-1) - (3.22)
De (3.21) et (3.22), on déduit
#Sk (A) > #Fr
Ce qui termine la démonstration de (3).

]

Remarque D’apres le théoreme A, #S5,(A), le nombre de valeurs propres
d’ordre O ¢ ), est égal au nombre de classes minimales d’ordre k, #F. Et donc
il y a #F/ <#Fry1 valeurs propres d’ordre 6 f) Par conséquent, le gap est

d’ordre § £~1)
Repreyions 'exemple 3.1.1. Du fait que #JF; = 5, on déduit qu’il y a 5
valeurs propres d’ordre O(e). Déterminons les équivalents des valeurs propres

tendant vers 0, quand ¢ tend vers 0.
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Notons

.7:1 = {a17a27a37a47a5}

avec

a1:{1},a2:{8},a3:{9},a4:{13,14},a5:{17}.

Soit Ay = /aiaj)1§i,j§5 ; alors

0 0 O 0 0

0 0 O 0 0
eN\0

00 1/4 1 1/4

0 0 O 0 0

Les valeurs propres de lim.\ o Ay sont: 0 (de multiplicité 4) et <0.5.

Notons

Fo ={B1, B2, 83,04}

avec

ﬁl = {]-)2}7 ﬁ2 = {7>8}7 53 = {97 10};54 = {16717} :

Soit Ay = /Biﬁj)1<i’j<4 , alors

00 0 0
) 0 0 O 0
lim Ap =
N0 00 0 0
0 0 5/4 «<5/4

Les valeurs propres de lim.\ o As sont: 0 (de multiplicité 3) et <1.25.

Notons
Fz={m,72,73}

avec

Y1 = {17273}772 = {67 778}773 = {9710711} -

113
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Soit Az = /w“/j)1<i,j<3 , alors

0 0 0
lhn.Ag = 0 <1 1
e\0

0 1 «

Les valeurs propres de lim.\ o Az sont: 0 (de multiplicité 2) et 2.
Notons

Fu = {61,062}

avec

5, ={1,2,3,4}, 6o = {5,...,17} .
Soit Ay = /7”1')1<ij<2 , alors

sl 1
hH1A4 =
N0 1/2 &l1/2
Les valeurs propres de lim.\ o A4 sont: 0 et <1.5.
Finalement les équivalents des 5 valeurs propres d’ordre O(g) du générateur

initial sont

&0.5e 4 o(e) , ©1.25¢2 + 0(e?) , €2e® 4+ o(e®) , el.5et +o(e?), 0.

3.1.5 Discussion

De nombreux problémes, comme le comportement des systémes complexes ([67,
18]), lalgorithme du recuit simulé & basse température ([35, 57]), le processus
de Ising ([64, 65]) et les réseaux neuronaux ([24, 48]), se rameénent & étudier
le comportemnt d’un processus (ou une chaine) de Markov pertubé qui a ainsi
suicité beaucoup d’études depuis les annés 60. Les points d’intéréts en sont
essentiellement les suivants: le comportement spectral ([44, 19, 27, 57]), le
comportement métastable ([27, 11, 59]) et ’évolution aléatoire du processus
([67, 18, 16, 15, 74]). Il nous parait utile de comparer le théoreme A et la
technique de base de sa démonstration avec les résultats existants sur le com-

portement spectral et le méme type de technique utilisé par d’autres.
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Les résultats dans [19] ont montré 'existence des générateurs Ay (e) conser-
vant les équivalents des valeurs propres d’ordre 6 ) de A(e) dans un cadre plus
général ot A(e) n’est pas forcément irréductible e

A. Mais pour déduire le nombre de valeurs propres d’ordre j) de A(e) et les

t réversible que le théoreme

équivalents de ces valeurs propres, il nécessite la connaissanc¢ de Ag(¢) dont la
définition récursive oblige la détermination de tous les A;(¢) pout ¢ < k. En fait,
pour tout 7 < k, le générateur A;(¢) défini par Delebecque a contenu les informa-
tions des valeurs propres d’ordre ) de A(e) pour tout j > i. Or ce qui nous
faut est seulement les informationsZes équivalents des valeurs propres d’ordre
6 &) de A(e). Dans le cas ot A(e) est irréductible et réversible, la complexité
dg/l; détermination de Ay (0) proposée par Delebecque peut étre beaucoup sim-
plifiée par le théoreme A au travers de l'analyse de la structure hiérarchique
de A(g). Dans le théoreme A, le nombre des valeurs propres d’ordre O ) se
déduit directement du cardinal de Fy, la classe minimale d’ordre k par rZ:port

fit de déterminer A (0) qui est défini directement & partir de A(e). Comparons

a A(g). Et pour obtenir les équivalents des valeurs propres d’ordre 6 Z) , il suf-
grossierement la complexité du calcul de Ay (0) proposé par Delebecque et celle
selon le théoreme A. On note €7 la complexité de tirer les informations des

complexité de la détermi

valeurs propres d’ordre 6 ¢ ) a partir du générateur A;(e) avec j > i. Alors la
tion de A (0) d’apres Delebecque est

K K

i+ 4+
Jj=1 J j

—9 j

K .
S clLch
=k—1

Et la complexité de la détermination de A (0) selon le thoteme A est
complexité de détermination de F + Cp .

La technique de base qui nous permet de tirer Ax(0) de A(e) directement est
d’analyser la structure hiérarchique de A (¢) ce qui n’est pas nouveau. Freidlin-
Wentzell [27] a introduit la notion de cycles qui a inspiré par suite beaucoup
de travaux dans de nombreux domaines: [5, 37, 54, 57, 8]. Dans [57], Miclo

a considéré le recuit simulé & basse température dont le générateur A(e) =
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(Aab)mbeE est analytique en € = 0 mais sous contrainte
Yap > 0, d(>\ab) d()\ba) =0. (3.23)

En utilisant la notion de k-cycle, il a donné aisément le nombre de valeurs
propres d’ordre 6 £F) de A (g) qui est tout simplement le nombre de k-cycles
(voir le paragrapi)e/;.?).?)). En fait, il y a une bijection entre ’ensemble des
k-cycles et ’ensemble des classes minimales d’ordre k. Or la notion de k-cycle
n’est plus valable pour un générateur sans la contrainte 3.23. La desciption
récurrente des cycles dans le cas du recuit simulé généralisé est du a Hwang et

Sheu ([37]). Elle a en suite été reprise par Trouvé ([73])

3.2 Applications

3.2.1 Processus quasi décomposables

La notion de quasi décomposabilité semble avoir été introduite par les écono-
mistes Simon et Ando [67] dans le cadre de l’analyse hiérarchique de systemes
complexes. L’idée, fort naturelle, a ensuite été appliquée en sociologie, biologie,
et de maniére trés poussée pour ’analyse de performance des réseaux informa-
tiques (pour un historique complet, voir 'introduction de Courtois [18]). Cette
idée est la suivante. Dans un systéeme dynamique complexe coexistent plusieurs
échelles de temps. Pour fixer les idées, parlons de secondes, heures et mois. A
I’échelle de quelques secondes, le systeme peut étre décomposé en sous systemes
isolés qui n’ont que des interactions internes. Ce n’est qu’a ’échelle de plusieurs
heures que des interactions sensibles apparaissent entre des composantes jusque
la isolées. Ceci induit un regroupement des anciennes composantes en de nou-
velles composantes qui constituent une partition du systeme global. Certaines
de ces composantes intéragiront a l’échelle du mois, pour constituer par re-
groupement une partition plus grossiere. On obtient ainsi une hiérarchie de
partitions emboitées dont chacune correspond & une échelle de temps différente.

L’idée est formalisée a 1’aide de chaines de Markov dans le premier chapitre de

Courtois [18]. Nous préférons le formalisme des processus & temps continu. Les
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résultats ci-dessous s’adaptent de maniere immédiate aux matrices de transition
des chaines a temps discret.

Soit A’ = ij)i,jeE un générateur irréductible sur ’espace d’états E. Le
générateur A/ est supposé Il-réversible o II = (II(7)),; ;. Considérons
{Fk}1 << un ensemble de partitions de I'espace d’états E tel que les conditions

suivantes soient vérifiées.

a) Pour 1 < k < K &1, Yoy, € Fg,Jagr1 € Frrr tel que ap C apqr-

Autrement dit, toute classe a1 de Fr41 est une union de classes de F.

b) Les F; sont différentes,
i Fj=F#£EF.
c) La partition Fk réduite & un élément,
Fr ={E} .

Ces partitions Fj sont donc emboitées. On suppose que le générateur re-
streint de A’ & chaque classe de ces partitions est irréductible. Définissons le

nouveau générateur A = (A;;) tel qu’il est analytique en € = 0 de la fagon

i,jeE
suivante.

Pour tous ¢,5 de E, posons k = 0 si 4, sont dans une méme classe d’ordre
1. Sinon, soit k l'entier le plus grand tel que i,j ne sont pas dans une méme

classe d’ordre k. Alors \;; est défini par
>\ij = Ek)\;j .

On dit que le générateur A ainsi défini est quasi décomposable.
Puisque le générateur A est obtenu en multipliant )\;j et /\;-i par un meéme
coefficient, on a

(i) Aij = T(5)Aji -
Par conséquent, A est aussi II-réversible. Du fait

)\:];£0<:>)\”750,
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on en déduit que le générateur restreint de A sur oy de Fy est irréductible et
I1,, €réversible ou I1,, se définit sur «y, par

1(3)

Vi € ag, Hak(i) = (e .

En plus, on constate que Fj, est exactement ’ensemble des classes minimales
d’ordre k associé a A défini dans le paragraphe 3.1.1 et que & = F. Dans ce

cas 14, l’expression de la limite du générateur A, = (Ao, 8,) défini dans

ak,BrEFk
le théoreme A (page 96) est beaucoup simplifiée.

Proposition 3.2.1 Si ay, B, sont dans une méme classe d’ordre k + 1, alors

lim Ao, 5, = D e N
= 1€
JEB
Sinon

lim A =0.
81{% ag Bk

Démonstration. Il suffit de constater que dans I’expression de A4, 3, dans le

théoreme A, ’ensemble

Uk+1:E<:> U Oék:(b,
arEF

et de plus si ag, Ok sont dans une méme classe d’ordre k + 1, on a
Vi€ ay,Vj€ b, Aij ="} .

]

3.2.2 Processus de naissance et de mort & homothétie in-

terne

Comme exemple des processus quasi décomposables, nous décrivons une famille
de processus de naissance et de mort sur {1,...,2*} présentant une hiérarchisa-
tion des échelles de temps. La famille est construite de maniére itérative selon

les diagrammes de transition suivants.
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étape 1 (2 états) . %} o
étape 2 (4 états) . % e e % .
g
A . 1 € 1 g2 1 € 1
étape 3 (8 états) At eahrnd hored Aund Aund Aand
£ £ €
, k 2 gkl
etape k (2 etats) @ ° <k—1>\. .................. °
etap:kfl : etap:;kfl

Plus précisément, soit A(1) le générateur symétrique sur {1,2} avec

<l 1
A1) =
1 &1
Pour tout k > 1, si A(k<1) est défini sur {1,...,2%¥ 1}, définissons le générateur
A(k) sur {1,...,2%} par

A(k) = Ak 1) ©) +e* 1By
(0) Ak e1)

oit By est le générateur dont les taux de transition entre les deux états 2F~1 et
28=1 4 1 valent 1, les autres étant nuls.

Pour tout k£ > 1, le générateur A(k) est irréductible et symétrique. Il est
donc réversible par rapport & la mesure uniforme sur {1,...,2*}. Pour décrire
le comportement des processus correspondants, supposons que 'unité de temps
est la seconde et fixons e = 1/3600. Considérons le processus a 8 états (étape 3)
et supposons qu’il parte de 1 & I'instant 0. A ’échelle de la seconde, le processus
va osciller entre 1 et 2, et donc se comporter comme le processus de ’étape 1.
Ce n’est qu’au bout d’une heure en moyenne qu’il passera de 1’état 2 a I’état 3,
et se mettra a osciller entre 3 et 4 toutes les secondes environ. A 1’échelle de
I’heure, le processus se comportera comme celui de ’étape 2. 1l faudra attendre
environ 3600 heures (150 jours) pour le voir quitter les états {1,2,3,4} et visiter
I’autre moitié de ’espace d’états.

On vérifie que les générateurs ainsi construits sont quasi décomposables. La

proposition suivante décrit le spectre de A(k) quand € tend vers 0.

Proposition 3.2.2 Pour k > 1, le générateur A(k) a 2~ valeurs propres

d’équivalent €2+0(e) et 2811 yaleurs propres d’équivalent €' /2¢~14+0 7+1)
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pouri=1,...,k &1. Donc

k—1
gap(A(k) = 5= + 0 o) .

Démonstration. Pour simplifier, posons A = A(k). Constatons que
gl\l’% A = dlag (J)2k71 x2k—1

avec
sl 1

J=
1 &1
Comme J a pour valeurs propres 0 et <2, lim.\ o A a alors pour valeurs propres
0 et <2 de multiplicité 25~ toutes les deux. Alors A possede 2¢—' valeurs
propres d’équivalent <2 + O(g) et 2871 d’équivalent O(e).
Notons

o = {207 +1,255+2,...,20( + 1)},

alors pour ¢ = 1,...,k <1, F; ’ensemble de classes minimales d’ordre ¢ et la

partition & de E sont les suivantes:
Fi= {ag’ ;j:o,...,Qk—i@l} et & = Fi .

D’ou il y a 28~ valeurs propres d’ordre O(g?) et donc 2¢¥~~! valeurs propres
sont égales a et & une constante pres. Déterminons ces constantes. Soit /\aj1 02
les taux de transition de o' & a* qui constituent le générateur A; défini sur F;

que donne le théoréme A. Pour j; < ja, on a

) 1/2%  sij; est paire et jo = j; + 1
lim Aoz]..l o2 =
N0 T T 0 sinon .

Evidemment A; est symétrique, alors

1
hr% Az = 2—d1ag (J)2k_i_1><2k—i—1 .

e\
Dot lim.\ o A; a pour valeurs propres 0 et &1/2¢1 de multiplicité 2~ toutes

les deux. Donc il y a 2571 valeurs propres d’équivalent

el /27 o(el)
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On en déduit
k-1

gap(A) = ;——2 +07‘_1) )
i

Sur des exemples numériques, on constate que cet équivalent fournit une ap-
proximation correcte du gap, méme pour des valeurs de € de 'ordre de plusieurs
dixiemes. Ces vérifications numériques ont été faites a ’aide de Mathematica

[75]. Les tables ci-dessous donnent des valeurs de gap(A(k)) et de son estimation

par €71 /282 pour k = 3 et 4 (8 et 16 états respectivement).

€ 0,05 | 0,10 0,15 | 0,20 0,25 0,30 | 0,35 0,40 | 0,45 0,50
gap(A(3)) | 0,0012 | 0,0047 | 0,0101 | 0,0172 | 0,0255 | 0,0347 | 0,0444 | 0,0544 | 0,0645 | 0,0744
€2/2 0,0013 | 0,0050 | 0,0113 | 0,0200 | 0,0312 | 0,0450 | 0,0612 | 0,0800 | 0,1012 | 0, 1250

€ 0,05 | 0,10 0,15 | 0,20 0,25 0,30 | 0,35 0,40 | 0,45 0,50
gap(A(4)) | 0,0000 | 0,0002 | 0,0008 | 0,0017 | 0,0031 | 0,0049 | 0,0071 | 0,0096 | 0,0123 | 0,0151
e3/4 0,0000 | 0,0003 | 0,0008 | 0,0020 | 0,0039 | 0,0068 | 0,0107 | 0,0160 | 0,0228 | 0,0313

3.2.3 Recuit simulé a basse température

L’algorithme de Metropolis [56] a suscité une abondante littérature ces dix
derniéres années (voir [22] et les réferences qu’il contient). L’intérét pour cet
algorithme provient de ces nombreuses applications, du recuit simulé & I’échan-
tillonnage de Gibbs ([46, 32, 2, 57, 58, 29, 38]). Le probléme théorique le plus
important posé par ce type de technique est la détermination précise de la vitesse
de convergence. Une présentation générale de ’ensemble des résultats rigoureux
connus a ce jour est donnée par Diaconis et Saloff-Coste [22]. La plupart portent
sur des minorations du trou spectral des chaines de Markov simulées ou sur des
inégalités de Sobolev logarithmiques. Ces résultats ne sont évidemment que des
pis-allers, & défaut de pouvoir connaitre ’ensemble du spectre de la chaine, ce
qu’interdit dans le cas général la taille de I'espace des états. Une description
complete du spectre a cependant été obtenue par Miclo [57] et dans des cas

particuliers par Diaconis et Saloff-Coste [22] et Liu [51]. C’est un résultat de
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ce type que nous proposons ici, dans le cas oll certaines transitions sont tres
faibles. Un cas typique d’application est celui de I’algorithme du recuit simulé
a basse température. Nous nous placerons donc dans ce cadre et décrivons les
équivalents des différentes valeurs propres a basse température en appliquant le

théoréme A.

Rappelons tout d’abord la description classique de ’algorithme du recuit
simulé. Soit E = {a,b,...} un ensemble fini, et H une fonction de E dans R
que ’on souhaite minimiser. Cette fonction est interprétée comme une énergie

et la mesure de Gibbs correspondante, notée II est définie par

1 H
Yae E, H(a):iexpﬁ,

ol T' désigne un parametre de température, et Z la constante de normalisa-
tion (fonction de partition). Quand T tend vers 0, la famille de mesures ainsi
définie converge vers la loi uniforme sur I’ensemble des minima globaux de la
fonction H (proposition 2.2.1). L’algorithme du recuit simulé est une variante
de 'algorithme de Metropolis qui simule une chaine de Markov pour laquelle IT
est une mesure réversible. En toute généralité, ’algorithme de Metropolis (voir
2.2.1) est une méthode de simulation par rejet a partir d’un noyau Markovien
A', qui n’est pas nécessairement symétrique (voir [22]). Dans la plupart des ap-
plications, le noyau A’ est celui de la marche aléatoire symétrique sur un graphe
non orienté dont F est I’ensemble des sommets. C’est dans ce cas que nous nous

placerons. L’ensemble des arétes de ce graphe est noté A.

A C{(a,b);a,be E}.

La relation de voisinage sera notée ~.

a~b<=(a,b) € A.

L’algorithme est vu ici comme un processus de Markov a temps continu, et

décrit par ses taux de transition, qui sont non nuls seulement sur les arétes du
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graphe.

1 si H(b) < H(a)
H(b) ©H(a)
T

Ya~beE, A=

exp[ ] si H(b) > H(a) .

Il est immédiat de vérifier que le générateur ainsi défini est IT-réversible. Afin
de se placer dans le cadre ou le générateur est analytique, nous supposerons que
la fonction H ne peut prendre que des valeurs entiers. Une translation de H ne

change ni la mesure ni le générateur. Supposons en plus que

mig H(a) = 0.
Posons p la plus grande valeur positive telle que pour tous a,b € E,
H(a) ©H(b)
p

Notre but est d’étudier le spectre de ce générateur a basse température. Nous

eN.

poserons donc

p
=exp e .
€ =exp ey

et désignerons par A le générateur correspondant qui est défini donc sur E de

la fagon suivante

0 si a¢b
Va,be E, Aoy = 1 si a~bet H(b) < H(a)
eb si a~bet [Hb)<H(a)]/p=k.

Et la mesure réversible II de A est définie par

1
Yae E, Il(a) = A gha)lr

Etudions la structure hiérarchique associée au générateur A. En fait dans le
cas du recuit simulé la construction des fonctions d’énergie Hy, des partitions
de l'espace d’états F, & et des ensembles de classes minimales Fj, est beaucoup
simplifiée. On constate que dans ce cas 14, le générateur est completement
déterminé par ’ensemble des arétes A et la fonction d’énergie H. Or les fonctions

d’énergie H; et H sont identiques a un coefficient pres,
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Donc &; et F; sont déterminés par A et H;. Itérativement, on montre que les
Ek, Fi, sont déterminés par A et Hy. On dira que deux sous-ensembles Sy, Sy de

E avec S; NSy = () communiquent, si il existe a € S1,b € Sy tels que a ~ b.
Proposition 3.2.3 Pour le générateur A, nous avons les propriétés suivantes.
(1) Pour toutes classes ay,, B de Fi, avec oy, # B,
Oa, Br] = oo et §[Br,ar] = 00 .
Autrement dit, oy, B, ne communiquent pas.
(2) Soit Bi, € Ex\Fr. Si d(Mpe) =0 avec b € Bi,a & By, alors

dk[b,a] = min{d[b',a']; V' € B, a’ & Bi} .

(8) Définissons la relation Ry par Va,b € E, iRyj si et seulement si
Ja=c ~ca~...~¢=btq Hilc)=...= Hi(c).
Alors &, est l'ensemble des classes d’équivalence par rapport & Ry,.

(4) Soit ay, € E. Alors ay, est minimale si et seulement si pour toute classe

Br de £ comuniquant avec ay, on a
h(Br) > h(ar) -
Autrement dit, h(ay) est un minimum local de Hy,.

Démonstration. On constate que dans le cas du recuit simulé, pour tous
a,b € E, les ordres de grandeur de \,j et Ay, ont les trois possibilités suivantes:
soit

d(/\ab) = d()\ba) =
ce qui signifie que ab, soit

d(Aab) = d(Aba) =0
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ce qui signifie que a ~ b et Hy(a) = H;(b), soit
d(Xap) > 1, d(Xpe) =0 ou d(Xgp) =0, d(Apg) > 1

ce qui signifie que a ~ b et Hi(a) # Hy(b). Donc si a ~ b, au moins I'un de
d(Xap), d(Mpa) est 0.

Montrons la propriété (1).

Montrons d’abord

6[ak,ﬁk] Z k et 5[ﬁk,ak] >k

D’apres (5) de la proposition 3.1.2, ceci est vrai si h(ay) = h(Bg)-
Si h(ay) < h(Bk), on a

Olak,Bk] > h(Br) ©B(ar) (dapres (4) de la proposition 3.1.2)
> 1+ h(ay) ©B(h)
> k ((3) de la proposition 3.1.2),

et d’apres la définition de classe minimale, on a
6[Br, o] > k .

Par conséquent, pour tous a € ag,b € B,

6k [a> b] Z k )
par suite
d(Aep) = Okla,b] &(Hi(a) ©B(a))
> ko[Hi(a) &B(a)]
> kolh(ar) ©B(ag)]
> 1 ((3) de la proposition 3.1.2).
De méme,

d(Apa) > 1.

On en déduit a¥b.
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Montrons la propriété (2).
Montrons premierement que pour toute classe non minimale 3; d’ordre k, si

b € Br,a ¢ B, sont tels que
dk[b,a]l = min{d[b’',a']; b' € By, a' ¢ Bk},

alors

d(Mpa) =0 .
Quand £ = 1, comme (3; est non-minimale,
min{é;[b',a']; ' € B1,a ¢ 1} =0,

donc ce qu’on voulait démontrer est vrai pour k = 1.
Supposons que c’est vrai pour ¢ < k 1. Si G est de type 2, posons Gy_1 la

classe d’ordre k <1 telle que ;1 = Bk. On a alors
Ok—1[b,a] = min{dx 1[b',a']; b € Br—1,a" ¢ Br1} .

Par récurrence

d(a) =0 .

Si B, est de type 1, comme [ est non-minimale, forcément
min{ék[b',a']; b € B, a ¢ 0t <kel.

Par suite
orlb,al <kel. (3.24)
Posons
Y = Ex(a) .

D’apres (1) de la proposition 3.1.2, on a h(vg) > h(B)- Alors

6Bk, vr]
> hiy) ©B(3) ((3) de la proposition 3.1.2)
> 1+ h(Br) ©B(Br)
>k ((3) de la proposition 3.1.2),
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ce qui contredit (3.24).

Montrons deuxiemement que si d(\y,) = 0 avec b € B, a ¢ Bk, alors
Hy(b) = h(Br) -

Supposons que ’affirmation ci-dessus n’est pas vraie. Soit alors 7 I’entier le

plus grand tel que
H;(b) = Hi(b) &1 .
Posons
Bi = &i(b) et v = Ei(a) -

Forcément (3; est minimale.

Si h(vy;) > h(5;), on a

d(Aba)

v

6[Bi, 7] <H1(b) + B(B;)
h(v;) ©Hy(b) ((4) de la proposition 3.1.2)

Y%

Y%

L,
ce qui est contradictoire.
Si h(v;) = h(B;), d’apres (5) de la proposition 3.1.2,
d(Ava)
6[Bs, 7] < H1(b) + B(8i)
i< H;(b) + B(8) ((5) de la proposition 3.1.2)
i <h(B;) + B(B:)
1 ((3) de la proposition 3.1.2),

AV AV AV/

v

ce qui est contradictoire.
Si h(vi) < h(Bi),
d(Aba)
0[Bi, vi] «H1(b) + B(8;)
i< Hy(b) + B(B;) (définition de classe minimale)
i <h(8:) + B(Bi)
1 ((3) de la proposition 3.1.2),

vV IV IV

v
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ce qui est contradictoire. D’ol1 le deuxieéme point de la démonstration.

Du fait que pour tous b € S, a ¢ B tel que d(Ap,) = 0,

Ok[b,a] = h(Br) ©B(Br)

qui est constant, on en déduit la propriété (2).

Montrons la propriété (3).

Evidemment, toute classe de & appartient & une classe d’équivalence par
rapport aRy. Donc il suffit de montrer que pour toutes classes ay # B € &
telles que ay, B communiquent, on a h(ay) 7# h(B)-

Pour k=1, Va € a,¥b € B avec a~ b, on a
d(Il(a)) = h(on) et d(IL(b)) = h(B1) .
Si h(ar) = h(By), alors I(a) = I(b), d’oi
d(Nap) = d(Msa) = 0

ce qui signifie que a,b sont dans une méme classe d’ordre 1. Ce qui contredit
I’hypothése. Donc on a h(ay) # h(f5).

Supposons que pour toutes classes a1 7# Br—1 € Ex—1 telles que ag_1, Br—_1
communiquent, on a h(ag—1) # h(Bk—1). Soit ay # Br € & telles que ay, B
communiquent.

Si ag, B sont toutes les deux de type 2, alors elles sont aussi classes d’ordre
k <1, par récurrence, on a h(ag) # h(B)-

Si ay, B sont toutes les deux de type 1, supposons que h(ag) = h(Bk)-
D’apres (5) de la proposition 3.1.2, on a

dla, Be] > k

Donc Va € ay, Vb € fy,

d(Aep) > Olag, Br] ©Hi(a) + B(ayg)
> k<h(ag) + Blag)
> 1 ((5) de la proposition 3.1.2).
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De meéme

d(>‘ba) > 1.

On en déduit
d(/\ab) = d()\ba) =

ce qui contredit le fait que ay, B communiquent. Par conséquent, on a h(ay) #
h(Br)-

Si ay, est de type 1 et 3;, de type 2, supposons que h(ay) = h(B). D’apres
(5) de la proposition 3.1.2. Du méme raisonnement que précédemment, Va €

ay, Vb € By, avec a ~ b , on a d(\gp) > 1. Donc
d(Xpa) =0 .

Posons

ap—1 =Er—1(a) et Br_1 = Er—1(D) .
Comme [y, est de type 2, alors
Br—1 = Bk -
Puisque ag—_1, k-1 communiquent, on a h(ag—_1) # h(Bk—1), forcément
h(ak—1) = h(Br-1) &1,
par conséquent ay_1 est minimale. Comme d(Ay,) = 0, d’apres (2),
dk—1[b,a] = min{d_1[V',a’]; V' € Br—1,a" ¢ Br_1} .
On a alors

Olak—1,Bk—1] = h(Br-1) ©@B(ax_1) ((1) de la proposition 3.1.2)

1+ h(ak,l) <:>B(ak,1)

k<1 ((3) de la proposition 3.1.2).

On en déduit que ag_1,Br—1 sont dans une méme classe d’ordre k ce qui est

contradictoire. Conséquement, on a h(ay) # h(B).
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Montrons la propriété (4).
D’apres (3), h(ag) # h(Br). Supposons h(ay) > h(Br). Comme oy, est mini-
male, alors

dlar, Be] > k

Soit a € ag,b € B tels que a ~ b, on a
d(Aab) Z 6[akaﬁk] <:>ITZ'1(a) + B(ak) Z 1 )

donc

d(Aba) =0

et
Hy(a) < Hy(b) .

Soient a; = &;(a) et f; = &(b) pour 1 <i < k<1. D’apres (3),
h(ai) # h(B:)

donc
h(a;) > h(B:) -

D’autre part on a

h(ai) = Hi(a) < Hi(b) = h(B1) .
Ce qui est contradictoire. D’ou
h(ow) < h(B) -

La réciproque est immédiate et toujours satisfaite.

]

Compte tenu de (3) et (4) de la proposition 3.2.3, la construction itérative
des &, Fi et Hj, se simplifie de la manieére suivante.
Définissons la fonction d’énergie H; par

leg.
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Evidemment H; € N. Posons
J = mabX|H1(a) <H,(b)] .
a,

Alors H; prend ses valeurs dans {0,1,...,J}. Supposons définie la fonction
d’énergie Hy,la partition & de E se définit comme ’ensemble des classes d’équi-
valence par rapport Ry donnée dans la propriété (3) de la proposition 3.2.3. 11
est clair que pour toute classe oy, de &, Hy est constant sur oy, notons h(ayg)
cette constante d’énergie. On dit que ay € & est une classe minimale d’ordre
k si h(ag) est un minimum local de Hj. Notons Fj ’ensemble des classes

minimales d’ordre k. Definissons Hy; de la fagon suivante. Pour tout a de

Hi(a)+1 si day, € Fi t.q. a € ay,
Hii1(a) =
Hy(a) sinon .
Alors Hy1 prend les valeurs {k, ..., J}.

En fait, les appellations “fonction d’énergie”, ’ensemble des “classes mini-
males” qu’on a utilisées pour Hy, Fi dans le cas général sont inspirées par le
cas du recuit simulé.

Puisqu’il n’y a pas de taux de transition entre deux classes minimales ay, O
différentes, compte tenu de (1) de la proposition 3.2.3, alors le taux de transition
de ay & By dans le générateur Ay, défini par le théoréme A (page 96) se simplifie

comme suit:

1, .

1 U 18
Aakﬁk = <:>€_kHDék Ga:H (AUk+1 <:>DUk+1) GU’Z+1

Nous illustrons ci-dessous la structure hiérarchique par un exemple explicite.
Exemple 3.2.1 .

Soit E' = {1,...,25}. Le graphe du générateur A = (X;); ;. est linéaire.
Nous donnons dans la figure 3.9 la fonction d’énergie H; qui détermine le
générateur. En fait

0 siliej>1
Aij =9 1 siliej|=1et H(j) < H(i)
> H(i) .

e siliej=1et H(j)
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1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 E

Figure 3.9: Fonction d’énergie H; .

1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 E

Figure 3.10: Hy,& et Fy .

Pour 1 < k < 5, dans la figure nommée “Hy, Fj et & 7, I'énergie Hj, des
états est donnée sur ’'axe vertical, une classe de & est un ensemble de points
connectés par des traits pleins, si les points d’une classe sont noirs (resp. blancs),

il s’agit alors d’une classe minimale (resp. non-minimale).

A une permutation pres, on a

sl/4 1/4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
. 0 0 «1/4 1/4 0 0
lim Ay = )
N0 0 0 1/2 &1/2 0 0
0 0 0 1/2 1 1/2
0 0 0 0 0 0
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1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 E

Figure 3.11: Hy, & et Fs .

1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 E

Figure 3.12: H3,&3 et F3.

1 3
ses valeurs propres sont: 0 (de multiplicité 3), <:>Z, <:>Z’ et <l;

s1/2 1/2 0
llm A2 - 0 0 0 )
eN\0
0 0 O

1
ses valeurs propres sont: 0 (de multiplicité 2) et <:>§; Et lim.\ o As est nulle;

) sl/12 1/12
lim Ay =
N0 1/4  «<1/4

1
ses valeurs propres sont: 0 et <:>§

On en déduit que les équivalents des valeurs propres d’ordre O(e) du géné-

rateur initial A sont:

0, ohe, 0, o, b, oiet
7467 467 726736
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1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 E

Figure 3.13: Hy, &4 et Fy .

1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 E

Figure 3.14: H;, &5 et Fs5.

3.2.4 Processus d’Ising en dimension un

Adoptons les définitions et notations présentées au paragraphe 2.2.2. On s’inté-
resse au cas ou d = 1, ’ensemble de sites S = {0,1,...,n <1}, Pespace de
configurations Q = {0, 1}°. Pour les trois conditions de bord : périodique, ouvert
et unitaire, les générateurs sont notés respectivement par A, A° et A*. Parmi les
processus d’Ising, nous nous intéressons plus particulierement & deux modeles:
I’algorithme de Metropolis et I’échantillonnage de Gibbs. Pour 'algorithme de

Metropolis, les taux de transition sont définis par

1 si H(n.) < H(n)
c(xz,m) = 1 .
exp & [H(n,) <H(n)] sinon

Pour I’échantillonnage de Gibbs,
1 ~1
clam) = {1+ exp e [HO) SHO )
Nous généralisons ces deux définitions de la facon suivante. Posant

(1) = exp & [H ) < H )],
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définissons les taux de transition d’un processus d’Ising par

c(z.m) = [ (a(z,m)) si H(n.) < H(n)
a(x n)lfj/(a:,n)l) sinon
ou la fonction f est analytique et poditive. On retrouve ’algorithme de Metropo-
lis et ’échantillonnage de Gibbs en prenant f =1 et f(xz) = 1/(x + 1) respec-
tivement.
Pour la famille de processus d’Ising définie ci-dessus, nous avons les résultats

suivants sur les équivalents de gaps dans les différentes conditions de bord.

Proposition 3.2.4 Quand la température T tend vers 0, on a les équivalents
de gaps dans les différentes conditions de bord. Pour la condition de bord
périodique,

gap(A”) = 4f(1§]30}(f5)1(?@2> o (‘i’% e (e"p <®%>> '

Pour la condition de bord ouverte,

9ap(A%) = 2f(1)4i(?:tj;(>12))f(0) e (‘:%) o (e’“’ (‘i’%» /

Pour la condition de bord unitaire, il existe une constante c strictement positive

so(a®) =0 (e (1))

Remarque Comme cas particuliers, les gaps asymptotiques de ’algorithme de

telle que

Metropolis dans les cas périodique et ouvert sont les suivants.

o) = (155 ) e (08) o (o0 (1))

4 2 2
gap(A°) = — exp (%) +o (exp (%))
Pour ’échantillonnage de Gibbs, on a

4 4
gap(AP) = 2exp (%) +o <exp (@T >
2
T

020 = 2 o (7)o (an (7))
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Supposons que pour 0 < z < 1, on a f(z) > f(1). Dans les cas périodique et

ouvert, les horloges sont respectivement

(oo (7)) o
nf | exp <:>T si n pair
Ny =

) me2s (exp (%)) +2f(1) sin impair

i=enr (s (o)) +2r (s (7))

Pour une température 7' assez basse et un nombre de sites n assez grand,

et

l’algorithme de Metropolis est meilleur que ’échantillonnage de Gibbs. Cette
conclusion figure déja dans [29] comme conséquence d’un raisonnement différent.

Avant de démontrer le théoréme ci-dessus, présentons quelques notations.
Pour toute configuration n de €2, appelons composante connexe de 1 un ensemble
de sites voisins (au sens du graphe G qui dépend de la condition de bord) sur
lequel 7 soit constante (un site & 0 entre des sites & 1 est une composante connexe
de cardinal 1). Notons ; I'ensemble des configurations ayant 2 composantes
connexes et (25 celui des configurations ayant plus de 2 composantes connexes.
Soit Aq,,Aq, les générateurs restreints de A a respectivement 5 et 25. Notons
n°,n! les configurations dont tous les sites sont & 0 et 1 respectivement qui sont

les seules configurations ayant une composante connexe. On pose

ar ={n°}, B={n'}.

Démonstration . Considérons d’abord la condition de bord périodique.

(+7)
€ = exp <:>T

Tenons compte du fait que pour toute configuration 1 et tout site x, H(n) <

Posons

H(n,) ne peut valoir que: <4,0 ou 4. Alors les taux de transition peuvent

s’écrire de la facon suivante:

fle) st H(n) <H(n,)
c(z,n) =q f(1) siH(n) <H(n,)
ef(e) siH(n)<HM:)

4
0
&4
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Constatons que pour toutes configurations 7,£ de 0, on a

H(n) = H(§) <= Hi(n) = Hi(¢)

et

H(n) > H(&) <= Hi(n) > Hi(¢) ,

tenant compte du fait que

Soit £° une configuration autre que n° et n*. On a
H() > H(n°) = H(n")

Comme qu’il n’y a pas de taux de transition entre 7° et n, {n°} et {n'} sont
deux classes minimales d’ordre 1. Si £° contient un site # & 0 mais entre deux 1
(par exemple £° = (1101) quand n = 4), alors H(£2) < H(£°), donc £° n’est pas
dans une classe minimale d’ordre 1. Sinon, £° contient forcément des sites & 0
et se situant entre 0 et 1 (par exemple £° = (1000)). Notons & la configuration
obtenue en changeant I’état d’un tel site de 0 & 1. Récursivement, si & contient
des sites & 0 et se situant entre 0 et 1, posons ! la configuration obtenue
en changeant 1’état d’un tel site de 0 & 1. Il existe alors un entier [ tel que ¢
contient un site z & 0 mais se situant entre deux 1 (par exemple & peut étre
(1110)). Comme H (£%) = H(£7H!) et les taux de transitions entre £% et 7! sont
f(1), donc les & sont dans une méme classe d’ordre 1, pour i = 0,...,[<1. Or

¢! n’est pas dans une classe minimale d’ordre 1, donc £° ne I’est non plus. On a
Fi={a1, B} .

Déterminons le générateur A; défini sur F; que donne le théoreme A. Si n
posseéde i composantes connexes (i est nécessairement pair ot 1), on a
“n sit=1

H(n) =
2i &n  sinon
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et

Hy () 0 sit=1
1\n) =
i/2 sinon .

Soit Us = Q\ (ay U B1) . Alors Us est I’ensemble des configurations ayant plus
de une composante connexe, donc

Uy =0, UQ5 .

Constatons que pour tous n € Q1,£ € o, comme H({) > H(n), le taux de

transition de n vers ¢ tend vers 0,
ATIE = O(E) .

Alors il existe deux matrices My, M, analytiques en ¢ telles que Ay, peut s’écrire
sous la forme,
AQl EMl

AU2 = SM
M, Ag,

ou la matrice M est diagonale telle que

(0) 6M1

1y, =M1y,
My (0)
En posant
py = [ P ©
2 )
(0) Dq,
ou les matrices on a
-1
Aq, ©D! 0
lim (Ap, ©Dg,)~" = lim | % ©)
eN\0 eN\0 M, AQ2 <:>D£22
eph ) g
= lim /ﬂ o) (3.25)
T T

ou x désigne des termes sans intérét.
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Montrons que le cardinal de ; est n(n <1) et que & une permutation pres

la limite de la restriction de A & ; s’écrit

e2f (1)1 F (0)
F*  eif()I F
lim AQl =
e\0
F* edf()I F
0 F* Lf (DI
(0) T ]
(3.26)
ou
1 1
1 . (0)
F=f(1)
(0) 1 1
Soit {V4,...,V,_1} une partition de ©; telle que le cardinal de la composante

connexe de valeur 1 des configurations de V; soit i. A toute configurationn € Qq,

on Dassocie le couple d’indices (i, ) si et seulement si

nevi
nj) =letn(jel)=0
Alors

M ={mj;ie{l,...,nel}, je{l,...,n}}

Donc le cardinal de Q4 est n(n <1). A partir de 75, les seuls taux de transitions
non nuls vont vers m;y1j—1, Mi+1j, Mi—1j+1 €t M;—1;. Alors & une permutation
pres, F' et F'* sont respectivement les matrices des taux de transition de V; a
Vi1 et de Vipq a Vi, D’ou A, s’écrit sous la forme (3.26).

On constate que parmi les taux de transition entre o et Uz, il n’y a de taux
de transition non nuls qu’entre o et V;. De maniére analogue, parmi les taux
de transition entre 3 et Us, il n’y a de taux de transition non nuls qu’entre 3;

et V,_1. On a en fait
a=(cu o)
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avec
wo=cef(e) 1,
et
S A IS
1 1 51
(0) Vi
avec

D’autre part

Got Gﬁl
ai=(cn ). 6= " Jecn={ " .
(0) (0)

Donc

IV1 (0)
Do, = f(e) (0)
(0) Ianl
En considérant ’équation (3.25), on a
. .1 _1
51{% Aarg, = @g% gGgf (Av, ©Du,) 'GP

.1 ~1
= ©lm ~GRl Yo, ©D5,) " GY,

= <:>f2(0)( ]I*Vl (0) )Q( ]1(:) )

ou
. —1
Q = Ell\[(l’(l) Q1 <:>D£21)
—1
1 F (0)
F* Ey, F
F* Ey F
0) B (n=1)x(n—1)
avec

By = 2f(1) + FO)I et By = e4f(1)I .
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Posons
Q= (Qij)lgi,jgnfl

ol les matrices carrées ();; sont d’ordre n. Alors
lim >‘04151 = <:>f2(0) ]1 anflll .
N0

Si on pose

E, = Ey &FE; ' F* k=2,...,ne2
E, ,=E &FE ', F*

on vérifie que

Qin1 = (S1)"E; ! HFE 1

D’ou
;%Aalﬁlz@f2( y1'E! HFEn G
On a
Fl=2r)1l, il =2/l
et

E L =<@f)+fonl, Boll =4y 1.

Soit a; = <{2f(1)+ f(0)). Supposons que 1l est un vecteur propre de Ej, associé

a la valeur propre ay. Si k < n &3,

ar

Bl = (By oFE F*) 1 = <45 (1) (1 + @> 1

et

Byl = (B, &FEL, Fr)]l = ©<2f( )+ f(0) + 452(1)> 1

n—2
Donc
= &2/ (1) & f(0)
ar+1 = SAf(1) [L+ f(L)a; '] sil<k<n&3
ap—1 = €2f(1) & f(0) &4*(1)a, L,
Par récurrence, on vérifie que

L1 (keDf0)+2f(1)
T T T RAO) + 2/ (1)




142 Chapitre 3. Spectres des générateurs quasi réductibles

pour 1 <k <n<&2et

_ 1 n<2)f(0)+2f(1
"= 5 é(lf(l) yﬁ&))(n 523
On a donc
n—2
s, = S Onat (@) [ !
_ 2f()f)n
Af(1) + f(0)(n 2)
Or A; est symétrique, on en déduit que

4f(0)f(WHn

gap(AP) = 4f(1)+f(0)(n@2)8+0(8) i

Considérons la condition de bord ouvert.

Posons maintenant

2
£ = exp (%) .

Les taux de transition s’écrivent

f(e?)  si H(n,) ©H(n) = <4

fle)  siH(ne) &H(n) =<2
cle,n) =9  f(1) siH(p)<H@n) =0
ef(e)  siH(ne) &H(n) =2
e2f(e?) si H(n,) &H(n) =4

Par un raisonnement analogue au cas périodique, on montre que Ji est réduit

a deux classes.
Fr={o,B1} .

Déterminons le générateur A; défini sur F;. Evidemment, A; est symétrique,
il suffit alors de déterminer le taux de transition Ay, 3, de oy & B1. Soit Us =
O\ (a1 U By), alors

U =01 UQs .

Par un raisonnement analogue au cas périodique, on a

. . 1 Q ' -1 8
Ell\r‘r(l) )\alﬁl = <:>611\(H6 gGall /Ql <:>D91) GQ11 .
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Pour i = 0,1, j = 0,...,n <2, en notant par n* la configuration dont les

sites de 0 & j sont dans ’état ¢ et de j +1 a n <1 dans ’état 1 &4, on a
Q={nd;i=0,15=0,--,n2}

Classons les éléments de ; selon leurs indices par ordre croissant au sens ou
ij<i'j & i<i'oni=i,j<yj

Alors on a

Ggll = Sf(E)(O --0110- 0) 1x(2n—2)

ou les deux 1 sont le (n <1)-ieme et le n-ieme élément,

A 0
Ay - (0)
0) A
avec
el 1 (0)
1 &2 1
A=1(1) :
&2 1
0 1 =
0) (n—1)x(n—1)
et

Dg, = f(e)diag (10---0110---01) 15, 5)y (2n_2)

ot les deux 1 au milieu sont respectivement sur la (n<1)-iéme et n-ieme ligne.

De plus
Goy = f(e) (10---01), 3y -
Posons
B= (A & f(0)diag (10 - --01)(n_1)x(n_1))_1 = (bij)i<ij<n1 »
en fait

Sh{(% Aalﬁl = <:>2f2(0)bn—11 .
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Des calculs standards nous donnent

n—2 -1
bo11 = (&) e, L f172(1) <H Ck)
k=1
avec les ¢ vérifiant
a = <f(1) f(0)
e = 2f(1) &2 (1! 1<k<n&3
en1 = &f(1) &f(0) &2 (e,
Par récurrence, on a pour 1 < k <n &2

-1 1 (keDfO0)+ (1)

TR TR0 + 1)
et
L1 (nef0)+ f(1)
=t T TF0) * 27 () + F0)(n 22)
Alors
_ £(1)
b = SO R + SO 82
Dou
L 2O
20T ) ¥ F(0)(n2)
On a alors
pap(Ae) — — HOIW o

~2f(1) + £(0)(n ©2)

ce qui termine la démonstration dans le cas ouvert.
Pour la condition de bord unitaire, les taux de transition s’écrivent de la

facon suivante,

fle)  siH(n) oH(n) =4
cle,n) =4 f(1) siH(n) eHn)=0
ef(e) siH(n) &H(n.) =<4
avec
€ = exp (4:}%) .

Dans ce cas, on vérifie que F; est réduit a une seule classe,

Fr={b6}.
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C’est-a-dire qu'’il n’y a qu’une valeur propre d’ordre O(e) qui n’est autre que la

valeur propre 0. Donc le gap(A*) est strictement positif quand e tend vers 0.

]
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Chapitre 4

Moyenne harmonique du

spectre

Ce chapitre présente une méthode générale d’estimation du gap d’un processus
de Markov. Cette méthode utilise la somme des inverses des valeurs propres non
nulles d’'un générateur obtenu en restreignant le générateur initial & un arbre
maximal. Un algorithme de calcul explicite de cette quantité est fourni. Dans la
premiere section (4.1), on démontre le résultat principal. A titre d’application
(4.2.1), on donnera une estimation du gap géométrique d’un graphe qui est
en fait le gap du générateur de la marche aléatoire symétrique sur le graphe.
Ensuite, on reprend la famille des processus d’Ising (4.2.2) qu’on a considéré
dans le paragraphe 3.2.4. En utilisant la méthode décrite ci-dessus, on donne
une borne inférieure du gap qui est du méme ordre de grandeur que 1’équivalent

du gap donné par la proposition 3.2.4.

4.1 Démonstration du théoréeme B

On suppose toujours que les processus de Markov sont irréductibles et réver-

sibles. Soit A le générateur d’intérét défini sur 'espace d’états F de taille n + 1.

147
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On suppose que A a pour valeurs propres
EA=0>EA\ >N > >\, .

Alors
gap(A) = Ap .

Soit S I'opposé de la somme des inverses des valeurs propres non nulles (SIVP)

de ©A,
1
S = —
25
=1
On a une estimation évidente du gap,

<gap(A) < (4.1)

n
S

N~

Mais pour un générateur quelconque, la quantité S n’a pas d’expression simple.
La proposition 4.1.1 suivante exprime S en fonction du générateur A.

Proposition 4.1.1

S = e 3 |4
i=1

ot A désigne la matrice obtenue en remplacant la derniére colonne de A par le
vecteur ﬂ, et ;AL celle que Uon déduit de la précédente en remplacant la i<eme

colonne par le vecteur (0---010---0)* ot 1 est le ieme élément.
Démonstration.  Considérons le polynéme caractéristique de A,
P =|A+ 1)\

ou [ est la matrice identité. En ajoutant toutes les autres colonnes a la derniere,
CEN . * Ay
on trouve que la derniere devient A , d’ou

n

QN =—==[A+N)'[ =[x &)

i=1

Donc

QO _ 1
a0~ L
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Remarquons que
Q(0) = A
et la dérivée de |(A + AI)*| par rapport & X en 0 est la somme des |;A!| qui est

la dérivée de |(A + AI)!| sur la i-eme colonne en A = 0, d’ot le résultat.

]

Dans le cas particulier ou le graphe réduit G = (E, A) de A est un arbre,
on peut obtenir une expression explicite reliant S aux taux de transition du
processus.

Supposons que G est orienté par la racine ag. On note B, le sous-arbre issu

de a qui est I’ensemble des sommets de ’arbre supérieurs ou égaux a a.
B, ={b; a <b}.

On note p(a) le pere de a et p, le taux de transition de a vers p(a). Rappelons

que la conductance symétrique de B, (cf. page 36) est définie comme

* _ 7r(a),ua
9" (Ba) = 7(B,) [1 &n(B,)]

Elle s’interprete comme le flux d’échange entre B, et son complémentaire. Le

théoréme suivant donne explicitement la SIVP de A dans le cas d’un arbre.

Proposition 4.1.2 Soit A = (\;j)i jer un générateur irréductible et m-réver-
sible tel que le graphe réduit de A soit un arbre qui est orienté par rapport d la
racine ag de E. Alors la SIVP de A vaut
1
S =
Z *(Ba)

a€E—{ap}

Pour un générateur dont le graphe réduit est quelconque, si on annule cer-
tains taux d’un processus de manieére & préserver l'espace d’états et la mesure
réversible, ceci ralentit ’acces a I’équilibre, c’est-a-dire que le gap du nouveau

processus est plus faible.

Proposition 4.1.3 Soit A un générateur irréductible mw-réversible sur E, et

(E, A) son graphe réduit. Soit Ay un sous-ensemble symétrique de A tel que
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le graphe (E,A,) soit encore connexe. Considérons les taux de transition /\le

définis par

L) s ea

Aij = .
0 sinon .

Soit A1 le générateur correspondant aux tauz /\le. Alors Ay est m&réversible et

gap(Ay1) < gap(A)

Démonstration. Supprimer des taux de transition de maniére symétrique ne
modifie pas la condition de bilan détaillé et donc A est encore w<réversible.
L’inégalité sur les gaps est une conséquence immédiate de I’expression varia-

tionnelle du gap (cf. équation 2.1).

]

Cette derniere proposition nous permet d’approcher le gap d’un processus
quelconque par celui d’'un processus plus simple & traiter, obtenu en annulant
des taux de transition jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de cycle dans le graphe. Nous
nous ramenerons au cas ou le graphe réduit du nouveau processus est un arbre
maximal du graphe réduit de ’ancien. Nous avons ainsi une minoration du gap

d’un générateur quelconque.

Théoréeme B Soit A un générateur irréductible et réversible défini sur E fini.
Soit G' un arbre mazimal du graphe réduit de A orienté par la racine ag € E.

On a alors )

gap(A) > | Y

a€EE
a#ag

1
¢*(Ba)
ot By est le sous-arbre de G' issu du sommet a et ¢*(B,) est défini sur le

générateur restreint de A sur G'.

Pour démontrer la proposition 4.1.2, on donne d’abord les notations et les
définitions nécessaires.
Pour la suite, pour toute matrice carrée A, A’ désigne la matrice obtenue en

supprimant la derniére colonne et la derniére ligne de A, A' la matrice obtenue
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en remplagant la derniére colonne de A par le vecteur constant 17 et ;4 la
matrice obtenue en remplacant la i-eme colonne de A par le i<eme vecteur de
base (0---010---0)*.

Considérons un générateur A sur E dont le graphe réduit est un arbre G =
(E, A) orienté par la racine ag. Pour tout sommet a de E, nous adoptons les

notations et les définitions suivantes.

- Le taux de transition de p(a) & a est noté A,, le taux de transition de a a

p(a) est noté u, (p(a) est le pere de a).

- Il n’y a qu’un seul chemin qui joint a et la racine ag. On note par r(a)
Pensemble des sommets sur ce chemin, autrement dit, r(a) est ’ensemble

des sommets antérieurs ou égaux a a.
r(a) ={c; c<a}
- L’ensemble des fils de a est noté o(a).

ola)={b; b>acet(a,b)e A}

- La branche compléte issue de a, noté B, est la réunion de B, et du pere
de a,

B, = {p(a)} U B,

- La restriction du générateur A & B, est notée A,. La restriction du
générateur A & B, est notée A, et K; désigne la matrice obtenue en sup-

primant la derniere colonne et la derniere ligne de X;.
- La SIVP de A, est notée S, .
- La mesure de probabilité réversible de A, est notée m, .
- Le temps moyen de premiere atteinte de p(a) en partant de a est noté t,.

- Les temps moyens de parcours de toutes les arétes de B, et de B, sont

notés T, et T, respectivement.
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T, = Z ty =T, +t,
beB,

T, = Z T,

bEa(a)

On a

La mesure réversible de A s’exprime facilement a1’aide des taux de transition.

Proposition 4.1.4 Avec les notations précédentes la mesure réversible du généra-

teur A vérifie

m(a) =m(ao) ] 2

ber(a)\{ao} °
Démonstration. Il suffit de vérifier les conditions de bilan détaillé.
Aa
m(a)pa = 7r(p(a))u—ua =n(p(a))Xa
a

pour tout sommet a différent de ag.

]

Le générateur A, étant une troncature du générateur A, la proposition 4.1.3
montre que A, est réversible par rapport a la mesure de probabilité 7, suivante.

Pour tout sommet a de E et tout sommet bde B,

0
0 =B,

Tout arbre est la réunion de plusieurs sous-arbres disjoints et de la racine.

Autrement dit, la branche B, est la réunion de {a} et des B, ou b est un
fils de a. A une permutation pres, tout générateur restreint & une branche est

de méme forme. Pour la suite on suppose que le sommet a a k fils,

a(a) :{bl,...,bk}

On écrit A,, pour tout a € E, en considérant a comme le dernier état et en

regroupant les autres états selon les branches By, pour ¢ =1---k,

-

Ab1 (0) (%]
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Et de maniere analogue

Ab1 (0) U1 0
Ay = (0) X;k Uk 0 )
Uy e Up <o <:>,Ua Ha
o --- 0 A ENg
ol
wi=(0---0Np,) et v; = (0---Opzg, )"
pouri=1---k,

k
=3
i=1

et les Abi sont de méme forme que A,.

La proposition suivante donne ’expression du temps de parcours des arétes.

Proposition 4.1.5 Pour tout a # ag € E

1 A B 1
ta = — 4 Z —btb = ﬂ—( a) =
Ha beo(a) Ha m(a)tq Ta(a)pta

Démonstration.  Sio(a) = 0, la somme est nulle et le résultat est immédiat.

Sinon, on a

o= —— 4 #@ +tq)
RZEIP IR ATEND R
bEa(a) b'€o(a)
d’ou expression récursive de t,. Par récurrence,
1 Ap
t, = —+ —1tp
Ha beo(a) Ha
_ 1 Z Ao 7(By)
Ma beo(a) Ha (b)ub
1 1
= — + Tr(a) ﬂ'(Bb)
Ha Ha beo(a)
m(Ba)
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]

On en déduit I’expression suivante pour le temps de parcours total des arétes.

Proposition 4.1.6 On a

|A/ Z| Al

et donc
Ng—1

|A' Z [ iAal
ot n, est Uordre de A, (n, = #B,,).

Démonstration. On déduit la deuxieme égalité de la premiére en tenant
compte de la proposition 4.1.6.

Démontrons la premiere égalité par récurrence sur la taille de ’espace d’états.
Si B, = {a, b}, on vérifie facilement le résultat.

Pour A, quelconque, notons n; l’ordre de [\;u' Rappelons que

/_\;)1 (0) U1
A = ,
(0) A;Jk (A
Uy U S0 g

ot u; = (0---0Ap;), v; = (0---0pp;)* pour i =1---k, azzle/\bi.
Sij=mni+---+ni_1+1I,1<1<n;, en développant | jA,| selon la derniere

ligne, on a
A = o+ pa) [N ] TT (A,
m#i
S8 3 Ao, 18, | T |,
m#i pg{i,m}
g T 1A,
m#i

Soit j =ny + --- + n;. Posons [ = n; alors

AL = slo+ua) AL ] 1A,
m##i
APPSR ES | Y
m#i pg{i,m}
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En ajoutant toutes les autres colonnes de |A’a| a la derniere, on a

k
|A,] = o [T |45 = ©na A

=1
Donc

ni+-+n; | SA! |

>

j=ni+-+ni—1+1 |AI|
J+ua | 1A, | 1A, | A,
= +— = b b 57
ey uagmm,%" i

A A%

p)\
”Z||A' 5]

_ Al
= @wa + — Z Mo, | Th, + &Tbi car @ = @L
Ha m##i Ha |Abm| P,
= <:>Tb —/ <:>Tb
= <:>Tb
Alors
1 Na _ na a na—1| A,
@|/_\Ia|2|iA;| - |A' Z |A'
i=1
<A
= _QZ |A/
ni+---+n; | /_\'|

- Loy Uy

i=1 j=ni+---+n;_1+1

= —+ZT{, +—Z)\btb
i=1

J " a
Al
|Ad

= T,

D’ou le résultat.
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Proposition 4.1.7
ALl 1
ALl ma(a)

Démonstration. On utilise les mémes notations que dans la proposition

4.1.6. Montrons le résultat par récurrence. Si B, = {a, b}, le résultat se vérifie
facilement.

Si A, est un générateur quelconque. Comme
k

Aul =TT 1A,

i=1

En développant |A| selon la derniere ligne

AL LA
=1l Ay, =2
AL ; 1Ay,
Mais
|‘/_\;h| = SHb; A;h' ’
[ _ 1
|A;h Wbi(bi)
D’ou
ALl s, 1
ALl < o o, (

_ Ab; Ta(Bs,)
B +Z bi ﬂ'a(bt)

= 1+ Z Wa(Bbi) (Wa(bi),ubi = 7Ta(a)/\bi)

=1 Ta (a)

ma(a)
]

Pour démontrer la proposition 4.1.2, nous allons démontrer la forme ap-

paremment plus générale suivante

Sa _ Z ﬂ'a(Bb) [1 <:>7Ta(Bb)]

beB,\{a} ps7a (D)
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Démonstration. On utilise toujours les mémes notations. Montrons d’abord

Sa= Y (1emB)Th+ Y m(B)Sh

beo(a) bEa(a)

Rappelons que

Ng—1

S—<:>|A—12|A1

Sij=ni+---+ni—1+1avec 1 <[ < n; <1, en développant | jA}1| selon la,

derniere ligne, on a

AL = LA T I el b ) D X AT T
m#i m#i pZ{m,i}
SAp; |1A%i| H |A;7m|

Sik=mny+-+ng posons [ = n;,

AL = AL TT A e lide ) > x| T

m#i m#i pE{m,i}
alors
1 ni+---+n;
|A’| Z |J'A;|
@l j=nitAni_1 41
n; l/_\l |lAI ) |Aé.|m_1|1A£.|
= SN, =1 :
§ (5 (2 m) M5 2 T
= 1@2)\{, | bM| <:>Tb)\b |/§H+/\55b| %l|
A% A%
= <D, |A1|©T b, A b|+>\ .S, A,
|Adl HIAG] "IAG]
_ 1 b, b,
— T i S JE S —
i (Wa(a) Qubﬂbi(bi)> 7o Hb; Th; (bi)
_ <:g—_,bi].<:>7ra(Bbi) @Sbiwa(Bbi) -
7"'a(a') 77(1(0')
Alors
Ng—1

|A1 Z| Al
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IR < FEY
- |A1 Z |A’
ni+--+n; |in|

- @Y Y

i=1 j=no+-+ni—1+1
k

= Z {[1 &ma(By,)] Tv, + ma(Bs,;)Sh, } -

i=1
Montrons le résultat par récurrence. Si B, = {a, b}, le résultat est vrai.

Pour un sommet a quelconque, si o(a) # 0,

Sa = > [LemB)Ti+ Y, 7(B)Sh

bEo(a) bEa(a)
mp(B.) |1 ©my (B,
= Y lemnB@)] Y tet > mWlB) > ol )[W(C)”( )
beo(a) cEBy beo(a) ceBy\{b} FeTb

_ ﬂ'a(Bb) [1 <:>7Ta(Bb)]
B Z Nbﬂa(b) -

beB,\{a}

Remarque Si on remplace dans le théoreme précédent 1/p, par

(D)
m(By)

ty

on obtient une expression de S, qui relie la moyenne harmonique du spectre

d’une branche aux temps de parcours des arétes.

Sa= Y. [lem(B)lt

beB,\{a}
4.2 Applications

4.2.1 Gap géométrique

La notion de laplacien canonique est classique en théorie des graphes. Con-
sidérons un graphe fini sans auto boucle et non orienté G = (E, A) ou E est

I’ensemble des sommets, A I’ensemble des arétes. La matrice A = (X;;)i jer est
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définie par

ol si(i,j) € A
Aij =< degré(i) sii=j
0 sinon .

On dit que A est le laplacien canonique sur le graphe G (voir [17]). Si G est

connexe, les valeurs propres de A vérifient
0=X <X <A< Agpot -
On définit le gap de G par
gap(G) = Mt

En fait, selon le point de vue Markovien, <A est le générateur de la marche

aléatoire symétrique sur G et

gap(&A) = gap(G)

Le résultat suivant est une application immédiate du théoreme B en remarquant

que la mesure réversible de <A est uniforme.

Proposition 4.2.1 Soit G un graphe connexe non orienté sur E fini. Si G est
un arbre orienté par une racine ag, B, étant la branche de G' issue du sommet
a, alors

-1

[Z #B, (1 @%)] h < gap(G) < (#E 1) [Z #B, (1 Q?i]—za>

acE acE

Sinon, soit G' un arbre maximal de G orienté, alors

Z#Ba (1@i%>

a€E

gap(G) >

A titre d’exemple, nous calculons explicitement la SIVP ainsi que la mino-

ration du gap pour le laplacien d’un arbre homogene.

Exemple 4.2.1 .
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Soit G = (E, A) 'arbre homogene de degré d de hauteur h. C’est-a-dire les
degrés des sommets sauf les feuilles sont tous d et il existe une racine, notée ag
dont la distance & chaque feuille est h. Alors ag a d fils et les autres sommets sauf
les feuilles en ont d <1. La figure 4.1 représente par exemple "arbre homogene
de degré 3 et de hauteur 2. Pour tout sommet a, la distance entre a et chaque

feuille du sous-arbre issu de a, B,, est la méme.

Figure 4.1: Arbre homogene de degré 3 et de hauteur 2

On l'appelle la hauteur de a. Si a est différent de ag et de hauteur i, pour

i=1,....hel

#B, = Xl:(d <:>1)i_j — w

= d &2
Comme la racine ag a d fils,
h—1
. dde)he2
E=1 d del h—1—i _ 2\ r) e
# + g( ) oo,

Constatons que, pour i = 0---h <1, il y a d(d <1)"~1~% sommets de hauteur

i. I1 vient que la SIVP du laplacien de 'arbre

S = Y #B, <1 @i%)

a€FE
h—1 . .
L del)itt el (d 1)t o1
— 1 h—1 z( 1
;d(dé ) d &2 { d(d &1)h 2
d(d 1)t

[de2)ddal)t 2]
h—1

. . 1
1 h+1 1 h—1 1 +2 i
dlde1)"" eddel)" P e(del) ™ + @on 1)1}

-
I
o
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d
[de2)2dd 1)t 22
[hd(d <2)(d ©1)*" &d(d <1)*" + d(d <1)"

&(d o) + (de)" + (de)h o1
d{(d 1) [hd? (2h + 2)d + 1] + 2d(d &1) <1}
(d ©2)?[d(d &1)h 2] '

D’apres la proposition 4.2.1,
(d <2)? [d(d <1)" 2]
gap(G) > ST - -
d{(d <1)?P[hd? <(2h + 2)d + 1] + 2d(d ©1)r <1}

Par exemple pour ’arbre homogene de degré 5 et de hauteur 2, le nombre

(4.2)

de sommets est 25. A ’aide de Mathematica, on obtient
gap = 0.17,
or l'estimation donnée par (4.2) est
0.025 .

Exemple 4.2.2

3
[ *
o ————O@
arbre optimal
=
arbrele pire

Figure 4.2: Deux arbres maximaux du cube.

Considérons le laplacien sur un cube. Son gap se calcule facilement.

gap =2 .
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Estimons le gap selon le théoreme B. Dans la figure 4.2, on donne deux arbres
maximaux du cube: ’arbre optimal au sens ou la SIVP du laplacien sur cet
arbre est la plus petite parmi tous les arbres maximaux du cube et 'arbre le
pire au sens ou sa SIVP est la plus grande. Selon le théoreme B, I'estimation

du gap donnée par I'inverse du SIVP est

0,103

pour 'arbre optimal et

0,095

pour ’arbre le pire.

Remarque On voit que les estimations du gap dans le cas de I’arbre ho-
mogene de degré 5 et de hauteur 2 (exemple 4.2.1) et celui du cube (exemple
4.2.2) ne sont pas bonnes. En fait les sources d’erreurs d’estimation sont doubles.
La premiere vient du fait de remplacer le générateur initial par un générateur
arborescent. La deuxieme se produit quand on estime le gap du générateur ar-
borescent choisi par I'inverse de la SIVP. Pour 'erreur du deuxiéme type, on ne
peut pas la diminuer pour un générateur fixé. Par contre choisir un générateur
arborescent tel que sa SIVP soit la plus petite possible diminue l’erreur to-
tale. Malheureusement, on a pas un critere fixe de choix d’un arbre maximal
optimal du générateur initial. L’estimation du gap donnée par le théoréeme B
sera bonne si le générateur arborescent extrait du générateur initial conserve
les taux de transition rapides et I’arbre associé est assez concentré (ce qui n’est
pas toujours possible), c’est le cas pour le processus d’Ising qu’on va traiter au
paragraphe suivant. Pour I’arbre homogene de degré 5 et de hauteur 2, I’erreur
est évidemment du deuxieme type. Par contre dans le cas du cube, les deux
types d’erreur se présentent, ’erreur du premier type doit étre considérable,

parce qu’on est obligé d’enlever des taux de transition rapides du cube.
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4.2.2 Processus d’Ising

Le but de cette partie est d’appliquer la technique développée dans les para-
graphes précédents a l'estimation du gap des processus d’Ising en dimension 1.
La comparaison avec les résultats donnés par la proposition 3.2.4 montre que
la minoration donnée par le théoreme B fournit dans ce cas ’ordre de grandeur
correct du gap.
En posant,
H(n) ©H(n.)

a(z,n) = eXPW )

considérons la famille des processus d’Ising de taux de transition

f(a(z,n)) si H(n,) < H(n)
c(x,n) =

(w,n)lf/(:r,n)l) sinon
ou la fonction f est analytique dané un voisinage de 0. Selon les conditions de
bord, nous avons les minorations du gap suivantes, quand la température tend

vers 0.

Proposition 4.2.2 Pour la condition de bord périodique, on a

") 2 7t e (o) o (oo (7))

Pour la condition de bord ouverte, on a

p(A%) 2 e Oy o <®%> e <exp <%>>

Pour la condition de bord unitaire,

gap(A*) = 6(1)

Ces minorations sont & comparer aux équivalents donnés dans la proposition
3.2.4. Pour les trois conditions de bords, le minorant a le bon ordre de grandeur
en exp (@%) . Le coefficient differe presque d’un facteur 2n pour la condition
de bord périodique, d’un facteur 2 pour la condition de bord ouverte.

Pour démontrer la proposition 4.2.2, on commence par partitionner ’espace

d’états selon les niveaux d’énergie. Considérons {P, ..., Py}, la partition de



164 Chapitre 4. Moyenne harmonique du spectre

telle que pour tout 0 < i < m, ’énergie des configurations de P; soit constante
et que les énergies constantes des P; soient strictement croissantes. Chaque
transition augmente ou diminue le niveau d’énergie d’au plus 1 palier dans les
cas périodique et unitaire, au plus 2 paliers dans le cas ouvert. Autrement dit,
il n’y a pas de transitions entre deux configurations appartenant a P; et P;
respectivement avec |i < j| > 2 (resp. |i <j| > 3) dans les cas périodique et
unitaire (resp. dans le cas ouvert).

Considérons d’abord les cas des conditions de bord périodique et ouvert. On
sait que quand la température tend vers 0, la mesure stationnaire tend vers
la mesure uniforme sur Py. Intuitivement, la vitesse de parcours de toutes les
configurations de Py par les chemins les plus rapides du processus mesure en
quelque sorte le taux de convergence du processus initial. Notons que Py ne
contient que deux configurations dont les sites sont soit tous a 0 soit tous &
1. On note ces deux configurations par 7° et n' respectivement. D’ailleurs
P, contient les configurations ayant deux composantes connexes. On constate
aussi que les chemins les plus rapides joignant n° et ' au sens du temps moyen
d’atteinte de ' en partant de n° sont des chemins dans P, |J P;. On considere

ainsi le processus d’Ising restreint sur le sous-ensemble
!
O =nrJP.

Et on note A’ la restriction de A sur '. Nous montrons d’abord la proposition

suivante.
Proposition 4.2.3 Quand la température tend vers 0, dans le cas périodique,
, 4
gap(A') = gap(A) +o ( exp | &
et dans le cas ouvert
, 2
gap(A') = gap(A) +o | exp | &5

Démonstration. Voici la démonstration du cas périodique. Pour le cas ouvert,

la démonstration est analogue.
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2
£ = exp (%) .

Soient 7w et ' les mesures de probabilité réversibles de A et A’ respectivement.

Posons

Pour toute configuration n de P; avec ¢ =0,...,m, on a

_ 1y 2(i+1)
w(n) = 5¢ +0 (5 ) . (4.3)

Alorssin € 2, on a

7TI(77) = i(z)(f) = 1 :(077()62) = 7r(77) + 0(52)
geqy

Notons Dy, Dy les formes de Dirichlet de A et A’ respectivement. Soit f le

vecteur de R® tel que
2
m(f)=0, [ fll; =1
et

Du(f) = gap(A) .

Evidemment, pour tout n € €,

Si for désigne la restriction de f sur ', on a

T (fg) = >, 7 mfm)

neqQ’

> () f () +oe?)

neQ’

= Y wm)fn) + o)

neQ\Q’
o(e?) (d’apres (4.3))

et
el = > 7))

neqQ’

= > w2 +o(e?)
neqy

= 16 Y w0 + o)

neQ\Q’
= 1+o(e?) (dapres (4.3)).
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Il existe donc un vecteur ¢’ de R tel que

2
(") =0, [l =1

et
g = fo +oled) .
Alors
DA(f) = 5 X ) SFEF xmAn,©
UEISY
= 3 3 [0 &SP rmAm,©
mEe
b5 Y [0 S QP TmAm,©
7,§EQ\Q’
+ Y ) SFOF nmAm.©) -
(25

On remarque qu’il n’y a pas de taux de transition de Py vers Q\Q' et pour toute

configuration n de Py, & de Q\Q
m(n) = 0%) , A1, &) = O(e?)

Donc
Da(f) = Dua(far)+o(e?)

= Dy(g') +o(e?)
> gap(A') +o(e?)
Supposons que f’ est le vecteur de R tel que
2
™ () =0, |If'l =1

et
gap(A') = Dy (f') -

Soit f4 le vecteur prolongé de f' par 0 dans R®. On vérifie que

2
=1+ o0(c?)

m(f)=o(e) et |f
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Il existe donc un vecteur g de R? tel que

m(9) =0, |lgl> =1

et
9= "Ffo+o(e) .
Alors
Dulf) = 3 X 1) ST OF nimng
n,§EQ
= 5 Y o) Sg©F rAne
n,§€EQ
a5 Y lon) SgOF mAne
7,§EQ\Q/
& 3 (g Sg©OF 7 Ane +ole?)
5

(A
o)}
&
=
X
+
)
—~
m
V)

d’ou le résultat.

Démontrons la proposition 4.2.2.
Démonstration. Dans les cas périodique et ouvert, choisissons un arbre max-
imal noté¢ G = (Q’,A”) du générateur A’. Soit A le générateur restreint du
générateur A’ sur G". 1l suffit de montrer les minorations dans la proposition
4.2.2 pour gap (A”).

Soit fzj la configuration ayant deux composantes connexes dont celle de valeur
1 débute au site i et termine au site (i + j <1)modulo n.

Dans le cas périodique, définissons I’ensemble des arétes A" par

A" = el i=0,..ne1}U{ ¢ ")}
{(53_1,53);0Si§n©1 <j§n<:>1}
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On vérifie que le graphe G" = (Q’ , A”) est un arbre maximal du graphe réduit

de A’. Choisissons n° comme racine de I’arbre. On a alors
o (Bgé) = 2£(0)e2 + o(e?)

o fnl) =2f(0)e® + o(c?)

et
2f(1)e? +o(e?) sii=0,j=2---n&el
o (Ber) =
O(1) sil<i<nel, j=1--nel
On en déduit que
-1
1 _ 2f(0)f(1) 2 >
L 5my| T romen+am o)
n#n°

D’otl la minoration du gap.

Dans le cas ouvert, définissons 4" par
A = {panyUf{(e@ ) s 2<i<n}
{ 755—1)}U{ fRTLET) s 1<i<ne2)

Pareillement, choisissons 7° comme racine de arbre G” = (', A”). On a alors

0" (Bgy) =2£(0) + o) , ¢* f’nl) = 2/(0)e + o(e)

et
2f()e+o(e) sii=0,j=2---nel

o (By) =

On en déduit que

o(1) sil<i<n&l, j=nsi+l

-1

1 _ 2f(0)f(1)
2 ¢*(By) | f(0)(ne2)+2f(1)

e+ o(e)
neq’
n#n°
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D’otl la minoration du gap.

Dans le cas unitaire, constatons que la restriction de A sur P, est irréductible
pour n de 0 & m. Il existe alors un arbre maximal du graphe réduit de A qui ne
contient qu’une aréte liant P, et P,41 pour 0 < n < m&1. Notons G = (2, A)
un tel arbre.

On constate que Py ne contient qu’une configuration n'. Choisissons n'
comme racine de G. On constate que pour toute configuration n de €2, si £ est

une configuration de la branche B, issue de 7,

mr(n) < 71 (€)

Alors quand la température tend vers 0, pour 7 différente de n', w7 (B,) et

7mr(n) sont de méme ordre de grandeur,

De plus
1 enr(By) =140(1),

et le taux de transition de 1 vers son pére p(n)
Anp(n) = 6(1)
Alors

T (1) Ay p(n)
7rT(Bn) [1 <:}’WT(Bn)]

¢"(By) = =0(1)

D’ou le résultat.
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