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Introduction 3

Introduction

Les méthodes de Monte Carlo sont des méthodes probabilistes basées sur 1'utilisation
de suites aléatoires. Elles sont généralement utilisées pour des problemes que les méthodes
classiques n’arrivent pas a résoudre. Par exemple les problemes de calcul d’intégrales en
grande dimension. Un autre exemple est celui de I’équation de Boltzmann. Des schémas
de type différences finies ont été développésI'mais ces schémas se révelent trop cotteuxIl’
et les méthodes de type Monte Carlo sont les seules utilisées a I'heure actuelle dans la
pratique. On a également recours aux méthodes de Monte Carlo pour des problemes ou
il y a peu de régularité['par exemple dans des calculs d’intégrales.

L’idée des méthodes quasi-Monte Carlo est de remplacer les suites aléatoires des mé-
thodes de Monte Carlo par des suites quasi-aléatoires qui sont des suites déterministesl’
également appelées suites a faible discrépance. Ces suites ont une meilleure répartition
uniformel'c’est-a-dire une discrépance plus faible que les suites aléatoires. Les méthodes
quasi-Monte Carlo contrairement aux méthodes de Monte Carlo conduisent a des estima-
tions d’erreur déterministes.

Le chapitre 1 est consacré aux outils des méthodes quasi-Monte Carlol'et a leur utili-
sation pour l'intégration numérique. Des générateurs de suites a faible discrépance y sont
présentés. Dans cette thesel'on s’intéresse tout particulierement a la famille des suites-
(t,s) et des réseaux-(t,m,s). Une majoration de I'erreur d’une quadrature quasi-Monte
Carlo est fournie par 'inégalité de Koksma-Hlawka. Cette majoration dépendI’d’une part
de la discrépance de la suite utilisée pour la quadraturel'd’autre part de la variation au
sens de Hardy-Krause de I'intégrand. Les dernieres années ont vu une extension du do-
maine d’application des méthodes quasi-Monte Carlo. Le chapitre se termine par un tour
d’horizon de ces applications.

Le chapitre 2 traite de la résolution de certains systemes d’équations différentielles
y'(t) = f(t,y(t)) avec condition initiale. Pour les méthodes numériques classiques de
résolution d’un tel problemel'la fonction f doit étre a la fois réguliere en ¢ et en y.
Icil'nous supposons une régularité en y et peu de régularité en ¢. La famille des méthodes
RKMC (Runge-Kutta Monte Carlo) a été introduite par Stengle. Ces méthodes conduisent
a formuler le probleme avec un terme intégral multidimensionnell'puis a effectuer une
quadrature Monte Carlo. Dans [61]'Stengle a analysé la méthode RKMC2 qui s’apparente
a une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2. Nous proposons une quadrature quasi-Monte
Carlo pour ce probleme a la place de la quadrature Monte Carlo. Les hypotheses en ¢ sont
un peu plus fortes que pour la quadrature Monte Carlo. Nous obtenons une estimation
d’erreur qui dépend de la discrépance de la suite utilisée et du carré du maximum des pas
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de temps. Les tests numériques montrent une amélioration spectaculaire des résultats par
I'utilisation d’une quadrature quasi-Monte Carlo.

Dans les chapitres suivants on introduit des méthodes particulaires quasi-Monte Carlo
utilisant les réseaux-(0,m, s)['qui sont toutes construites sur le méme principe. L’étape
d’initialisation des particules consiste a approcher la distribution initiale par une somme
de mesures de Dirac. Ces particules évoluent selon la dynamique décrite par le modele.
On fait un schéma d’Euler en temps. A chaque pas de temps on effectue une quadrature
quasi-Monte Carlo et les particules sont renumérotées.

Au chapitre 3lon s’intéresse a la simulation de I’équation de Boltzmann linéaire en di-
mension quelconque par une méthode particulaire quasi-Monte Carlo basée sur les réseaux-
(0,m, s). Ce type de méthodes a été développé par Lécot pour I’équation de Boltzmann
isotrope en vitessel'qui se ramene a un probleme unidimensionnel. Le temps est discrétisé
par un schéma d’Euler. A chaque pas de temps on effectue une quadrature quasi-Monte
Carlo et les particules sont triées selon leurs vitesses. Ceci permet de démontrer la conver-
gence de la méthode. Nous avons généralisé ce type de méthodes pour des problemes en
dimension quelconque. Nous utilisons une technique qui consiste a répartir les particules
par paquets suivant les différentes directions. Il est ainsi possible de démontrer la conver-
gence de la méthode. La borne d’erreur obtenue nous guide dans le choix des parametres
de la répartition par paquets. Ce choix de parametres est tres important dans la pratiquel’
puisqu’un mauvais choix peut conduire a des résultats catastrophiques. Les résultats ex-
périmentaux indiquent que le nouveau schéma quasi-Monte Carlo est plus performant
qu’un algorithme de Monte Carlo standard.

Au chapitre 4I'le probleme considéré est 1’équation de Kacl'qui est un modele ciné-
tique unidimensionnel non-linéaire de 1’équation de Boltzmann. C’est une équation qui
conserve |’énergie cinétiquel'mais pas la quantité de mouvement. On construit une mé-
thode particulaire qui conserve également 1’énergie cinétique grace a 1’utilisation dans
chaque quadrature de deux réseaux-(0,m,4) fabriqués par symétrie a partir d’'un méme
réseau-(0,m,4). Une notion importante pour analyser 'erreur de la méthode est la pro-
priété du quadrant généralisée. On évalue l'erreur provenant du calcul approché de la
mesure d’'un sous-intervalle de [0,1)® ayant cette propriété. Ceci permet de démontrer la
convergence. Les résultats expérimentaux montrent un gain de précision par rapport aux
méthodes de simulation de type Monte Carlo.

Enfin au chapitre 5'nous présentons et analysons une méthode de simulation de la
diffusion en dimension s quelconque par des marches quasi-aléatoires. Le point de départ
est un travail de Morokoff et Caflish [38] qui se sont intéressés a la simulation de 1’équation
de la chaleur 1D avec des particules qui se déplacent sur une grille réguliere. Ils ont posé
le probleme de I'extension de cette technique a la simulation de la diffusion en dimen-
sion quelconque. Cette extension est réalisée ici grace a la technique de renumérotation
des particules['utilisée pour simuler I’équation de Boltzmann linéaire au chapitre 3. La
méthode est construite a partir d’un schéma semi-discret en espace et a chaque pas de
temps on effectue une quadrature quasi-Monte Carlo a I'aide d’un réseau-(0,m,s + 1).
La comparaison de la méthode des marches quasi-aléatoires avec la méthode des marches
aléatoires a mis en évidence son efficacité par rapport a cette derniere.
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Ces travaux ont été présentés dans différents colloques [81'35]'et sont exposés dans
plusieurs publications [9I'10['111'36].






Chapitre 1

Les méthodes quasi-Monte Carlo

1.1 Introduction

Soit f une fonction réelle définie sur T Ton I = [0, 1). On s’intéresse au calcul approché
de l'intégrale s-dimensionnelle

B(f) = [ rix)x (1.1)

Pour s = 1I'il existe des formules de quadrature bien connues (Simpsonl trapezesl’
rectanglesl’. . ). L’utilisation de ces formules dans le cas multidimensionnel revient a faire
s quadratures en dimension 1. Avec la formule des trapezes par exemplel'en faisant une
quadrature a m points dans chaque dimension c’est a dire N = m?® nceuds au totall'nous
obtenons une erreur en O(N~%/%) (si f est réguliere).

Le nombre de noeuds croit exponentiellement avec la dimension et la méthode atteint vite
ses limites quand s augmente.
La méthode de Monte Carlo pour le calcul approché de I'intégrale s-dimensionnelle E( f)
consiste a faire la quadrature

1 N-1

| rxpax - 3 rixa), (1.2)
Is N =
ou Xg,Xip,...,Xny_1 sont N variables aléatoires indépendantes et de méme distribution

uniforme dans I°. L’intégrale E( f) est ainsi approchée par la valeur moyenne de la fonction

f sur les points x,I'0 <n < N.
1 N-1

La loi forte des grands nombres assure la convergence presque sire de N Z f(x,) vers

n=0
/ f(x)dx quand N tend vers I'infini.
IS
Pour I'analyse probabiliste de I'erreur nous avons besoin de la variance de la fonction f

définie par

() = [ Foxax— ([ f<x>dx)2-
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Cette variance n’existe que sous la condition f € L?([*). L’espérance du carré de I'erreur
vérifie pour tout entier N > 1 I’égalité

1 N-1 2 0_2
A S R (13)

Ceci montre que I'erreur moyenne d’une quadrature Monte Carlo est O'(f)N_%. Le théo-
reme de limite centrale permet de retrouver la méme estimation de ’erreur.

Ainsi I'erreur d’une quadrature Monte Carlo est indépendante de la dimension de I'inté-
grale. Un autre avantage de cette méthode est qu’elle demande peu de régularité sur la
fonction a intégrer.
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F1G. 1.1 — Suite pseudo-aléatoire de 625 points de I* calculée par NAG.

Le point crucial dans 'application d’'une méthode de Monte Carlo est la génération de
nombres aléatoires. De la qualité du générateur dépend en partie le succes de la méthode.
Dans la pratiquel ces nombres sont générés de maniere déterministe: on a des nombres
pseudo-aléatoires (voir la figure 1.1).

La méthode de Monte Carlo comporte cependant quelques désavantages liés a son
caractere stochastique. Elle ne fournit que des estimations d’erreurs probabilistesl'donc
pas de résultats garantis. D’autre part dans les problemes de simulationI'elle donne en
général des résultats bruités avec une convergence assez lente.

Dans une quadrature Monte Carlol'le caractere aléatoire des nombres (ou vecteurs) a
moins d’importance que leur distribution uniforme. D’ou I'idée de remplacer les suites
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de nombres aléatoires par des suites de nombres déterministes ayant une meilleure dis-
tribution. Ce sont les suites quasi-aléatoiresl'ou suites a faible discrépance (voir la figure
1.2). Dans ce cas il est possible de trouver des estimations d’erreur déterministes. C’est
le principe fondamental des méthodes de type quasi-Monte Carlo qui sont des versions
déterministes des méthodes de Monte Carlo. Le principal but de ces méthodes est de
trouver de meilleures estimations d’erreur que les estimations d’erreur probabilistes des
méthodes de Monte Carlo et d’avoir une convergence plus rapide.

08k ©

06

0.4

02

F1G. 1.2 — Suite quasi-aléatoire (suite de Hammersley) de 625 points de T

Notons que le premier article publié sur les méthodes de Monte Carlo est celui de
Metropolis et Ulam [37] en 1949. Ces méthodes avaient été utilisées pendant plusieurs
années dans des projets secrets de la défense américaine. Quant aux méthodes quasi-
Monte Carlol'elles sont apparues pour la premiere fois dans un rapport de Richtmyer [53]
en 1951. Elles se sont par la suite considérablement développéesI'notamment dans les dix

dernieres années.

1.2 Suites a faible discrépance

1.2.1 La notion de discrépance

La discrépance est la déviation par rapport a la distribution uniformel'oul’'en d’autres

termes[T'irrégularité de la distribution.
Pour un ensemble J C [® et une suite finie X = {Xn, 0<n< N} de N points de I°T
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notons

Dy(J,X) = % — A (J), (1.4)

la discrépance localel'on A(J, X) est le nombre d’indices nI'0 < n < N tels que x,, € JT
et As(J) la mesure de Lebesgue (ou encore le volume) de .J.

DEFINITION 1.1 Si X = {Xn, 0<n< N} est une suite de I*, la discrépance Dy(X)
de X est définie par

Dy(X) = EEE‘DN(J,X)‘ (1.5)

ot J est Uensemble des parties de I° de la forme []la:, ;).

=1
Une autre notion de discrépance est la discrépance-* ou discrépance a l'origine.

DEFINITION 1.2 La discrépance-* d’une suite X = {Xn, 0<n< N} est définie par

DY) = pup

Dn(J, X)| (1.6)

J* étant Uensemble des parties de I* de la forme J][0,b;).

=1

Dxy et Dy sont des discrépances en norme L™. Il existe également des discrépances en
norme L* [46].

DEFINITION 1.3 La discrépance L? d’une suite X = {Xn, 0<n< N} est définie par

=

2

2
TX:/ Du(J, X)) dadb 1.7
0= (Dx0) daa) (17)
ot J = H[ai,bi) avec a = (ay, az...,as) et b = (by,by...,b).
=1

DEFINITION 1.4 La discrépance-* L? d’une suite X = {Xn, 0<n< N} est définie par

2

T (X) = [/1 (DN(J,X))de] (1.8)

avec J = H[O,bi) et b= (by,bs...,bs).

=1
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Les relations entre Dy et D% sont les suivantes:
DV (X) < Dy(X) < 2°Dy(X).
Puisque la norme L™ est plus grande que la norme L?I'il vient
T (X) < Dy(X),

D’autre part la discrépance L? est lide a Dy par
s42

e (Dy(X)) * < Ty(X)

ou ¢, est une constante positive dépendant de s.
Une suite infinie X = {Xn, n > 0} est uniformément distribuée si

lim Dy ({x.. 0<n< N})=0, (1.9)
ou de facon équivalente
lim D} ({x.. 0<n < N})=0. (1.10)

En dimension unl'nous avons le résultat suivant di a Niederreiter [46].

THEOREME 1.1 Si X = {:1;0,:1;1,...,:1;]\7_1} avec 0 < ag < ay; < ... <any_1 <1, alors
. B 2n+1
Dy (X) = IN —|—0<n<N T, — ol (1.11)
et Nt
2 1 1 = 2n +1\2
Trn(X)) = — n— ) 1.12
(Tx () 12N2+N;<x N ) (1-12)

Ce qui montre que la meilleure suite en dimension 1 est la suite des points milieux.
En dimension s quelconquel'les calculs de Ty (X) et TX(X) pour une suite X =

{Xn, 0<n< N} peuvent se faire par des formules explicites:

9 1N1N15

(TN(X)) = Z Z H(l — max( xnz,xmz))mm(ajm,xml)

n=0 m=0:=1

(1.13)
21 s N-1 s
annz wnz ‘|‘12 s
n=0 7=1
et
2 1 N—-1N-1 s 21 s N—1 s
(Th(X)) = N7 2 > TT(1 — max(ani wm))— ZH( (200)?) 437" (1.14)
n=0 m=0:=1 n=0 7=1

Différentes suites a faible discrépance ont été étudiées d’un point de vue pratique par
Morokoff et Caflisch [39]. Nous donnons quelques exemples classiques de suites a faible
discrépance. Une autre famille de suites a faible discrépancel'celle des suites-(¢, s)['fait
I’objet d’un traitement a part dans le prochain paragraphe.
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1.2.2 Suite {n-a}

Soit o = (aq,aa,...,05) € IR® tel que 1,09, a9,...,a; soient linéairement indépen-
dants sur Q).
Les suites {n - a} sont données sous la forme:

X, = ({n-al},{n-ag},...,{n-as}),

ou {z} est la partie fractionnaire du nombre . On peut choisir par exemple

= (VP V/P2s -5 V/Ps);

les p;, 1 <1 < sl'étant les s premiers entiers premiers.

(log N)sttte

N
(log N)*t!

Pour tout £ > Ol'la discrépance d’une suite {n-a} est en O( ) pour presque

tout @ € IR’. Aucun « fournissant une discrépance en O n’est connu pour

s > 2. Si les coordonnées de « sont des nombres algébriquesl'alors la discrépance est en
O(N_H'E) pour tout € > 0I'd’apres un résultat de Niederreiter [44].

1.2.3 Suites de Van der Corput et de Halton

Etant donné un entier premier b > 2['on pose F, = {0, 1,2,...,b— 1}. Tout entier
positif n peut s’écrire de maniere unique en base b:

o0

Z (n+1)b (1.15)
ou ar(n + 1) € Fy pour tout & > 0 et ax(n 4+ 1) = 0 pour k suffisamment grandl'c’est a

dire que la somme est finie.

DEFINITION 1.5 La fonction ¢, définie par

=> an+ 167" n>0 (1.16)
k=0

est appelée fonction radicale inverse.

La suite de Van der Corput [64] est donnée par

T, = ¢o(n), n>0. (1.17)
La suite de Halton [16] est une généralisation de la suite de Van der Corput. Pour s > 1T
on considere by, ..., b, des entiers premiers.
La suite de Halton dans les bases by, ..., by est la suite infinie xg,xq,... avec

X, = (qbbl(n), . ,qbbs(n)) € I°, pour tout n > 0. (1.18)
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La discrépance-* des N premiers termes d’une suite X = {Xn, n > 0} de Halton vérifie

D3(X) < (JS@H)(%), (1.19)

I'inégalité

ol
obp—1
C, = )

Il existe un algorithme récursif pour calculer cette suite [15I'17]. Un algorithme vectori-
sable de calcul de la suite de Halton a été proposé par Lécot [32].

Dans la méme famillel'il y a la suite de Hammersley [18] qui est une suite finie. Elle
est définie pour s > 2 et N > 1 fixés par

X, = (%,gbbl(n),...,qbbs_l(n)) c [57 pour n:O,l,...,N—l. (120)

La discrépance-* d’une suite X = {Xn, n=20,1,... N — 1} de Hammersley en dimension
s vérifie ) ,
log N')*~ log N')*~

D%(X) < 05_1% + 0(%), (1.21)

avec (,_; définie comme ci-dessus.

1.3 Réseaux-(t,m,s) et suites-(t,s)

1.3.1 Définitions

On rappelle quelques notions relatives aux suites-(¢, s).

DEFINITION 1.6 Pour une dimension s firée et un entier b > 2, on appelle intervalle
élémentaire en base b tout sous-intervalle £ de I? de la forme

S

E=]1
=1

(1.22)

a; CLZ—I-l
bl bl

avec a;,d; € N et 0 < a; < b% pour1 < i < s.

DEFINITION 1.7 Soit t et m deux entiers avec 0 < t < m. Un réseau-(t,m,s) en base b

est un ensemble X de b™ points de I° tel que A(E; X) = b' pour tout intervalle élémentaire
E en base b avee A\(F) = b,

DEFINITION 1.8 Soil ¢ un entier positif. Une suile Xo,X1,... de points de I° esl une
suite-(t,s) en base b si, pour tous les entiers k > 0 et m > t, {Xn,kbm <n<(k+ 1)bm}

est un réseau-(t,m,s) en base b.
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08
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0.4
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0
0 02 04 0.6 08 1

FiG. 1.3 — Un réseau-(0,2,2) en base b = 5.

Voir figure 1.3

Comme exemples de telles suitesI'nous avons la suite de Sobol’ [39] qui est une suite-
(t,s) en base b = 2 et la suite de Faure [14] qui est une suite-(0, s) en base b ou b est un
entier premier.
Dans la suite nous utiliserons surtout cette derniere qui est bien adaptée a la plupart des
problemes que nous étudierons.
Niederreiter [4I'47] a développé une méthode de génération de suites-(¢,s). Plus récem-
mentlTezuka [63] a proposé des variantes aux suites de Faure et Niederreiter.
Une étude détaillée des propriétés ainsi que de la discrépance des réseaux-(t,m, s) et des
suites-(1, s) est faite par Niederreiter dans [491'Chapitre 4].

1.3.2 Suite de Sobol’

La suite de Sobol” est une suite-(¢, s) en base b = 2. En dimension 1I'la suite de Sobol’
est calculée de la maniere suivante.

. mpg . . . N
Pour k =1,2,..., wl'soit v, = -~ une suite de fractions binaires'on 0 < my, < 2% sont

des entiers impairs. Les nombres vy sont appelés nombres directionnels. Alors
T, = by B by B - B byv,, n >0, (1.23)

ol

n = Z kak
k=0
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est la représentation binaire de n et @ 'opération ou exclusif bite par bite.
Par exemplel'n = 3 s’écrit 11 en base 2. Si vy = 0,1 et vy = 0,11 alors

blvl D bQUQ == 0, 1 D 0, 11 = 0,01

La suite des nombres directionnels est calculée a ’aide d’un polynome dont les coefficients
sont dans {0,1} et qui est un polynome primitif [27] dans le corps Z,. Considérons par
exemple le polynéme primitif

P(x) = 2+ a ot ag g+ 1

de degré d dans Z,. Alors les nombres directionnels sont obtenus par la formule de récur-
rence suivante:

VE_
Vg = A1Vp—1 D V2 D - D ag_1Vk—d41 D Vk—q D %, kE>d, (1.24)

ou le dernier terme vy_y est déplacé d fois a droite. Considérons maintenant une dimension
s > 1 quelconque. Soit Py, P, ..., P;I's polyndmes primitifs dans Z, distincts.

Notons ), n > 0 la suite unidimensionnelle de Sobol” calculée & partir du polynéme P;.
Alors la suite s-dimensionnelle de Sobol’ est définie par

X, = (:1;(1) 2 :1;(5)) e I°, pour tout n > 0. (1.25)

n n Yttt n

La discrépance d’'une suite X de Sobol’ vérifie I'inégalité

Dy(X) < CS% +0 (%) , (1.26)
ou .
o, =29
sl(log 2)s
avec t(s) vérifiant
slog s <t(s) < slog s + O(sloglog s),

log log s ~ log?2
et k> 0.

Antonov et Saleev [1] ont suggéré une modification de ’algorithme original de Sobol” qui
permet un calcul rapide de la suite en changeant 'ordre des termesl'sans affecter ses
bonnes propriétés.

Une implémentation sur ordinateur a été proposée par Bratley et Fox [3].

1.3.3 Suite de Faure

Soit b un entier premier supérieur ou égal a s (la dimension). La suite de Faure est
une suite-(0, s) en base b. Soit £, ={0,1,2,...,b—1}.
Si n est un entier strictement positifI'soit

o0

n=> ayn+ )b, ann+1)€ R, (1.27)

k=0
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I’écriture de n en base b. Les ag(n + 1) sont tous nuls sauf un nombre fini.
Notons by, by, ..., bI's éléments distincts de Fj,.
Soit
D=3V n>0, 1<i<s, (1.28)
k=1

avec

xfj,)k = > (k i 1)b§_k+1al(n + 1) (mod.b). (1.29)

Si X est une suite de Faure en base bl'alors

. (log N)* (log N)*~*
< - - .
D (X) < Cirmy 40 5 : (1.30)
avec 3
Ca= 16(log 2)?
et

L (b—1\"
S s> 3.
Cs s! (ZIOgb) sLs 23

Une algorithme de calcul de cette suite a été donné par Fox [15]. Dans [33]I' Lécot
propose un algorithme vectorisable de calcul de la suite de Faure.

REMARQUE 1.1 La constante C; a un excellent comportement asymptotique pour la suite
de Faure. Dans ce cas elle tend vers zéro quand la dimension s tend vers 'infini.

Ce n’est pas le cas pour les suites de Halton et Sobol” ou l'on a asymptotiquementI’
respectivement log Cs = 0(slog s) et log Cs = O(sloglog s). Dans les deux cas la constante
(s a une croissance super-exponentielle. Elle croit plus vite pour la suite de Halton que
pour la suite de Sobol” comme le confirment les tests effectués par Faure [14].

1.4 Exemples de calcul approché d’intégrales

Nous testons les suites décrites dans les deux paragraphes précédents a savoirlles suites
{n - a}I'Halton]'Sobol” et Faure. Une quadrature Monte Carlo est également effectuée sur
les mémes exemples avec des suites pseudo-aléatoires données par NAG.
Les tests sont effectués sur les deux intégrales qui suivent:

K:/ oy = @ ) (1.31)
I

3 1—|—$2$3
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et

1 S
Ly=— [ Y Hei—2lax, s>1. (1.32)
8 Si:l

2
Notons que K = Z —2log(2) + ;T—4 et L, = 1 pour tout s > 1.

Pour I'intégrale L I'deux cas sont considérésla savoir s = 7 et s = 15. Les suites {n-a} ont
été calculées avec o = (\/p1,\/Pz,- -+, /Ps)lles p;, 1 <@ < sl'étant les s premiers entiers
premiers. Les suites de Halton ont été également construites a partir des nombres premiers
consécutifs. Les suites de Faure ont été calculées pour la plus petite base b supérieure ou
égale a la dimension de I'intégrale.

Le nombre de points pour chaque quadrature est de la forme 6™ 1'm > 1. Les quadra-
tures dans le cas des suites de Faure ont ainsi été réalisées avec des réseaux-(0,m, s) en

base b.

0.1 T

0.001

0.0001

Erreur

1e-05 | \ Y §
\\ -
106 | | .
Y
-
1e-07 U . L . R . R Ll
10 100 1000 10000 100000

Nombre de points

Fic. 1.4 — Erreurs dans le cas de Uintégrale K.

Les trois exemples (voir les figures 1.4I'1.5 et 1.6) montrent de meilleurs résultats
pour les quadratures quasi-Monte Carlo que pour les quadratures Monte Carlo. D’autre
partI'l'utilisation de réseaux-(0,m,s) dans le cas des suites de Faure donne des résultats
tres intéressants. Ces réseaux jouent un role essentiel dans cette these. La plupart des
estimations d’erreur dans les problemes que nous avons traités utilisent directement les
propriétés des réseaux.
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T

'Random’ +—
‘n.alpha’ -+--
'Halton’ -&--

"Sobol’ -

'Faure’ -&--

Erreur
>

le-10 | )

10 100 1000 10000 100000
Nombre de points

F1G. 1.5 — Erreurs dans le cas de Uintégrale Ly (s = 7).

'Random’ +—
‘n.alpha’ -+--
'Halton’ -&--

"Sobol’ -

'Faure’

Erreur

le-10 N

100 1000 10000 100000
Nombre de points

F1G. 1.6 — Erreurs dans le cas de Uintégrale Lqs (s = 15).
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1.5 Estimations d’erreur

Dans les estimations d’erreurs pour les méthodes quasi-Monte Carlolintervient souvent
la notion de fonction a variation bornée au sens de Hardy-Krause que nous allons définir.
En dimension unl'cette notion coincide avec la notion classique de fonction a variation
bornée.

Soit f une fonction définie sur I'T'et J une partie de T° de la forme

T = ol [al? o).

Notons

2 2
A(f; ) =3 3 (=)t e e,
=1 ls=1
Si
VEIf) = sup 3 [A(f57)] < oo,
P Jep
le sup étant pris sur toutes les partitions P de I Lalors la fonction f est dite & variation
bornée au sens de Vitali.
Dans le cas d’une fonction suffisamment régulierel'V{)( f) s’écrit

V(S)(f) — /IS asf

2 N dey - da,.
Dy Oz | !

Pour 1 <k <setl <1 <iy < ... <1 < sl'soit V(k)(f;il,iz,...,ik) la variation
k-dimensionnelle au sens de Vitali de la restriction de f a

I ={(t . t) €Tty =1pour j#£ir,.... ik},

Si pour tout entier k'l < k < sl'toutes les variations k-dimensionnelles sont finiesI'la
fonction f est dite a variation bornée au sens de Hardy-Krause.

Alors
VIH=> > VO(fiiria. i) (1.33)

k=1 1§21<<2k SS

est appelée la variation de f sur I° au sens de Hardy-Krause.
Un résultat fondamental de I’analyse de I'erreur des méthodes quasi-Monte Carlo est le
théoreme de Koksma-Hlawka.

THEOREME 1.2 Si [ est une fonction & variation bornée au sens de Hardy-Krause sur
I’ alors pour tout ensemble X = {Xo,Xq,...,Xn_1} de points de I°, on a

1 N-1

X fx) ) s

n=0

< DH(X)V(S). (1.34)
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[estimation (1.34) a été établie par Koksma [28] en dimension 1. L’extension aux fonc-
tions de plusieurs variables est due a Hlawka [19].

L’inégalité de Koksma-Hlawka est en général la meilleure possible méme pour des fonc-
tions C'> comme le montre le théoreme suivant di a Niederreiter [49].

THEOREME 1.3 Pour tout ensemble X = {xo,X1,...,Xn_1} de points de I° et tout réel
e >0, il existe une fonction f € C(T") avec V(f) =1 et

1 N-1

N2 S ~ [ F6dx| > D (x) — <. (1.35)

. . TS , . . oy 7
Pour une fonction f continue sur I T'on définit son module de continuité par

w(f;t) = sup  |f(u) = f(v)], pour =0, (1.36)

u,vETs,Hu—vHSt

ou || v ||= max |u;| pour u = (uq,...,us) € IR”.
1<i<s
Le résultat suivant a été établi par Niederreiter [44] en dimension 1 avant d’étre généralisé

par Proinov [52].

THEOREME 1.4 Si f est une fonction continue sur I, alors pour tout ensemble X =
{X0,X1,...,Xn_1} de points de T, on a

1 N-1

¥ 2 0 = [ S0

< o (FDR(0)Y). (1.7

avec ¢y =1 et ¢ = 4 pour tout s > 2.

Wozniakowski [65] a démontré que I'erreur d’intégration moyenne est égale a la discrépance
L? de la suite utilisée dans la quadrature.

THEOREME 1.5 Soit C, l'ensemble des fonctions continues sur I° muni de la mesure de
Wiener w. Alors pour toute suite X = {Xo,X1,...,Xn_1} de points de I, on a

1 N-1 2

/cs lﬁ 2 Jn) = B(S)| woldf) = (Tw(X"))", (1.38)

odX’:{Xg,X’l,...,X%_l} avec X!, = (1 —al, 1 —22,...)1—2%),0<n<N.

no o

Soit f une fonction de 77! dans T & variation bornée au sens de Hardy-Krausel'et £y

I’ensemble
Ef = {X = (X/,l's) - I? Ty < f(X/)}
Pour tout ensemble X de N points xq,...,xy_; de I°I'nous avons
A(E;, X) 1 =
‘T_)\S(Ef) = ﬁ;:%cEf(Xn)_/p e, (X)dx |, (1.39)
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ou cg, est la fonction caractéristique de Fj.

L’inégalité de Koksma-Hlawka ne peut pas s’appliquer ici car la fonction cg, n’est en
général pas a variation bornée au sens de Hardy-Krause['méme si la fonction f est tres
réguliere (par exemple f(x') = x1). On rencontre souvent des problemes ou il faut trouver
une estimation pour (1.39). Des résultats pour de tels problemes ont été établis par Lécot

[34].

THEOREME 1.6 Soit X un ensemble de N points de I° et f une fonction de T dans T
a variation bornée au sens de Hardy-Krause. Si Dy(X) < V(f), alors

G&)| o

Dans le cas ot on utilise un réseau-(¢,m, s) nous avons le résultat suivant:

— Xs(Ep)| < sVI(f)

A(Eva)
N

THEOREME 1.7 Soit X un réseau-(t,m,s) en base b, et [ une fonction de T dans T a
variation bornée au sens de Hardy-Krause. St b'=™ < V(f), alors

‘Lb;gj; X ()| = syl (141)
Un théoreme plus général est celui de Niederreiter-Wills [45]:
THEOREME 1.8 Soit E/ un sous espace mesurable de 1°. Pour ¢ > 0, soil

E.={xel’: I ek, |x-x"|<¢e},

el

E_.={xel’:VX' e’\E,|x—x|>¢},
ot || . || est la norme euclidienne de IR®. Si

dK >0, Ve>0, max(As(F: \ F),As(F\ F_.)) < Ke,

alors pour toute suite X = {x;, 1 =10,..., N — 1} de points de I*,

% — M(E)| < (4Ks7 + 2K + 1)Dy(X)*. (1.42)

REMARQUE 1.2 Dans les quadratures quasi-Monte Carlo avec les suites a faible discré-
pancel'on a souvent utilisé I’hypothese que la fonction est a variation bornée au sens de
Hardy-Krause. Dans le cas d’une fonction plus réguliere il n’y a pas d’amélioration de
I’estimation d’erreur.

I existe une autre technique de quadrature qui utilise les bons treillis [491'58]. Cette
méthode s’applique dans le cas ou la fonction que 'on integre est périodique. Ce qui
permet d’utiliser I’analyse de Fourierl'et on obtient des estimations d’erreur qui dépendent
de la régularité de la fonction.



22 Chapitre 1. Les méthodes quasi-Monte Carlo

1.6 Quelques applications

Dans les paragraphes précédents nous avons surtout considéré les problemes d’intégra-
tion numérique. Les méthodes quasi-Monte Carlo constituent en effet de bons outils pour
I'intégration numérique. Elles ont aussi beaucoup d’applications dans la simulation de
phénomenes physiques. Le plus souvent le probleme aboutit a des calculs d’intégrales
multidimensionnelles et on effectue des quadratures quasi-Monte Carlo.

Un probleme classique en analyse numérique dans lequel les méthodes quasi-Monte
Carlo peuvent étre appliquées est l'optimisation globale. La méthode de Monte Carlo
classique pour trouver les extréma globaux est la recherche aléatoire. Elle est utilisée
quand la fonction a optimiser n’est pas différentiablel’et dans ce cas les méthodes clas-
siques sont inopérantes. La version déterministe de la recherche aléatoire est la méthode
quasi-Monte Carlo de recherche quasi-aléatoire [49].

Sarkar et Prasad [54] et Morokoff et Caflisch [40] ont appliqué les méthodes quasi-Monte
Carlo a la résolution d’équations intégrales.

L’utilisation de méthodes quasi-Monte Carlo dans les problemes de transfert radiatif [26]
a donné des résultats meilleurs que ceux obtenus avec les méthodes de Monte Carlo.
Pour P'application des méthodes quasi-Monte Carlo a la résolution de problemes aux li-
mites pour certaines équations elliptiques et du probleme de Cauchy pour certaines équa-
tions paraboliques on peut consulter le livre de Hua et Wang [23I'Chapitre 10]. Le méme
livre traite des problemes d’interpolation (Chapitre 9) et de la résolution de certaines
équations intégrales (Chapitre 10).

Morokoff et Caflisch [38] ont développé une approche quasi-Monte Carlo pour la résolution
de I’équation de la chaleur a partir de I’équation discrétisée en temps et en espace.

Dans un travail récentI'Hofmann et Mathé [22] ont montré comment les équations différen-
tielles stochastiques peuvent étre résolues par les méthodes quasi-Monte Carlo.
L’intégration quasi-Monte Carlo a été utilisée avec succes en statistique par Shaw [57].
Drmota [12] a développé des applications de méthodes quasi-Monte Carlo a des techniques
de mesure statistique.

Des quadratures quasi-Monte Carlo en grande dimension (jusqu’en dimension 360) ont
été effectuées par Paskov [50]I'Paskov et Traub [51] pour des problemes issus de la finance.
Ils ont testé les suites de Halton et de Sobol’ ainsi que deux suites pseudo-aléatoires. La
suite de Sobol’ s’est avérée la plus intéressante.

L’équation de Poisson a été résolue par la méthode quasi-Monte Carlo couplée a la mé-
thode des solutions fondamentales (Chen [7]).

Dans les problemes d’illumination on est amené a résoudre une équation intégrale de
Fredholm de deuxieme espece avec un noyau tres complexe. Keller [25] a montré que 'on
pouvait obtenir des résultats plus précis en remplacant la méthode de Monte Carlo par
la méthode quasi-Monte Carlo pour ce probleme.

La diffusion Monte Carlo est utilisée en mécanique quantique. Moskowitz [41] a montré
que l'utilisation des suites quasi-aléatoires a la place des suites pseudo-aléatoires réduit
I’erreur.

La simulation de processus stochastiques tels que le mouvement Brownien a 'aide des



1.6. Quelques applications 23

suites quasi-aléatoires utiliserait des suites de tres grande dimension. Moskowitz et Ca-
flisch [42] ont suggéré une méthode de réduction de la dimension du probleme.

Les méthodes quasi-Monte Carlo sont également utilisables dans les problemes de trans-
port de particules qui ont des applications dans la modélisation des réacteurs nucléaires
et des dispositifs semiconducteurs (Spanier [60]).

Différentes approches quasi-Monte Carlo ont été développées par Lécot [30I'311'33] pour
la résolution de I’équation de Boltzmann homogene en espace et isotrope.
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Chapitre 2

Sur la résolution des EDO par des
méthodes quasi-Monte Carlo

Résumé: Nous analysons une méthode quasi-Monte Carlo pour la résolution d’un systéme diffé-
rentiel ¢ () = f(¢,y(t)) avec une condition initiale. La fonction f est réguliére en y et on suppose que f
et D;f sont a variation bornée en t et que D;f est bornée dans un voisinage du graphe de la solution. La
méthode s’apparente & la méthode de Heun qui est une méthode de Runge-Kutta d’ordre deux. Elle utilise
des quadratures quasi-Monte Carlo. La borne d’erreur dépend du carré du pas de temps et de la discré-
pance de la suite utilisée dans "approximation quasi-Monte Carlo. Les tests numériques montrent que la

méthode quasi-aléatoire donne de meilleurs résultats qu’une méthode aléatoire récemment développée.

2.1 Introduction

La méthode de Monte Carlo est un outil assez général pour la résolution de pro-
blemes variés issus de la physique mathématiquel'et ses applications ne s’arrétent pas
a l'intégration numérique. C’est en fait toute méthode numérique utilisant des nombres
aléatoires. Un grand effort a été fourni ces dernieres années pour développer les méthodes
quasi-Monte Carlo. Une méthode quasi-Monte Carlo peut étre vue comme une version
déterministe d’'une méthode de Monte Carlo: les nombres aléatoires sont remplacés par
des nombres déterministes judicieusement choisis. Par exemplel'dans le domaine de I'inté-
gration numériquelil importe peu que les points choisis soient aléatoires. Ce qui importe
est qu’ils soient uniformément répartis. Une synthese de ce domaine d’études est fournie
dans la monographie de Niederreiter [49].

Un algorithme stochastique pour la résolution du systeme différentiel

Y = fLy(t), 0<t<T, 2.1)
y(0) = o
a été récemment proposé par Stengle [61]. La fonction f est supposée réguliere en espace

(y)I'mais seulement mesurable et bornée en temps (¢). L’algorithme est un représentant
d’une famille apparentée a la famille des méthodes de Runge-Kutta. Il engendre une suite
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Y, par la formule de récurrence

2N 0<j<N

h,
Vier = Yok o 3 (i Vo) o+ £ (Ui i+ b (i Y2 ),
U]‘m = maX(TL]"n, TZ,j,n)a u]‘m = miH(TL]"n, T2,j,n)7

ou pour chaque pas de temps {71 ;,:0 < j < N}et{T,,,:0<j < N}sont de nouvelles
suites aléatoires uniformement distribuées dans [t,,,¢,41]. La famille de ces méthodes est
appelée famille de méthodes de Runge-Kutta Monte Carlo (RKMC). Stengle a indiqué
deux conditions sous lesquelles ces méthodes peuvent avoir des avantages par rapport aux
méthodes classiques. D’une partl'la variation de f en y doit étre tres faible par rapport
a la variation de f en ¢ (une absence totale de régularité en ¢ étant un cas extreme).
D’autre partlle gain de temps du a la parallélisation des calculs de Monte Carlo doit étre
important.

On peut espérer également une amélioration grace a l'utilisation de suites quasi-
aléatoires pour remplacer les suites pseudo-aléatoires. Dans ce travaill'nous proposons
une méthode de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo (RKQMC) du second ordre.

Elle utilise les suites a faible discrépance. La méthode RKQMC utilise la méme suite
a discrépance faible pour toutes les quadratures quasi-Monte Carlo.

Le chapitre est organisé de la facon suivante. La méthode RKQMC est décrite au §2.2.
Au §2.3 nous faisons une analyse de 'erreur de la méthode. Si h est le maximum des
pas de tempsI'l’erreur est majorée pas une combinaison linéaire de h% et de Dy (X). Au
§2.4 nous considérons le probleme modele proposé par Stengle. Les résultats numériques
indiquent une amélioration significative de I’erreur par rapport au schéma RKMC. Enfin
au §2.5 nous résumons le chapitre et tirons quelques conclusions.

2.2 Méthode de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo

Considérons le probleme de Cauchy pour le systeme p-dimensionnel (2.1)[[2.2) ol yo
est donnée dans IR?. Le probleme est supposé avoir une unique solution y(¢) absolument
continue dans [0, T]. Soit ||-|| une norme sur IR” et B(y, p) la boule ouverte correspondantel’
centrée en y et de rayon p. On suppose que la fonction f vérifie I’hypothese suivante.

Hypothese 2.1 [ existe 7 > 0 et p > 0 tels que

— Pour tout t € [0,T] la fonction y — D7} f(t,y) est continue sur la boule ouverte
B(y(t), p), pour 0 <m < 2.

— Soit
Q= | [t,min(t+7,7)] x B(y(t), p).

0<I<T
Pour tout t € [0,T] et tout y € B(y(t),p),

1. la fonction uw — D7 f(u,y) est définie sur [t,min(t + 7,T)] et bornée par
107 flL . pour 0 <m < 2,
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2. la variation de la fonction u — D7 f(u,y) sur [t, min(t + 7,T)] est bornée par
Va(DJ f), pour 0 <m < 1.

La notation suivante sera utilisée: si v est un vecteur de composantes (v, v2)l'on écrit

v = min(vy, vy) et T = max(vy, ve). Considérons une partition 0 =to < t; < ... <t>=T
de [0,7] en n sous-intervalles de longueurs respectives h, = t,11 — ¢, et notons h =
max h,. Nous avons

0<n<n

i) =yl + [ (Lt + [ sy 23

tn
En utilisant un développement de Taylor en yl'on a ’approximation
y(tn+1) ~ y(tn)+

L (st 4 (soptt) + hSs 0 s (2)

La méthode de Heun [62] correspond a l'approximation s & ¢,, 3 & t,41. Soit X un

ensemble de points xg, X1,...,Xy_1 € T’. La méthode RKQMC du second ordre engendre
une suite (y,) par

Yn+1 = yn—l'

hy
2N 0<j<N

2.3 Analyse de 'erreur

L’analyse de ’erreur est assez voisine de celle du schéma de Heun. L’ erreur de discréti-
sation locale est définie par

n = g«mmﬁ> (1)

th /t:"“ /t:n+1< (s,y(t )‘|‘f(8 y(t )+hnf(§7y(tn))))ds_

Introduisons un terme d’erreur

Boo= g [ () + G+ S ) s

tn

=g L () 1 (R + (e, ) s,

et erreur de Uapprozimation quasi-Monte Carlo

1
b = —— Y. (f(tn + hnzj yn) + [t + 7T, yn + R f (L, + hngj,yn)))
2N 0<j<N
1
5 [ (Pt oz o)+ (b 4 BT b f (b + o)) ).
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L’erreur de discrétisation globale est e, = y,, — y(t,). Nous avons la formule de récurrence
€nr1 = €y — hpen + ho By + hyd,. (2.5)

Nous aurons a utiliser un concept approprle de variation totale pour les fonctions de
plusieurs variables. Pour une fonction ¢ : I° — IR? et pour w,w’ € " et 1 < i < sI’
soit T¢ o la restriction de ¢ & I'hyperplan z; = w; et Ay we = Top —Tgp. ST K =
{11,...,2x} C [1,s]l'on pose

TVI:S‘Q = T\?vl e TVZJCS‘Q et A{:;,W/S‘Q = Aixll,w’ e Aiﬁ,w’g‘o
Notons Ty = Ty et Ay wip = A /c,o Si
0=20; <2y, <" <:1;nl.7¢:1, pour 1 <:<s

définissent une partition de T° en sous-intervallesl'et a = (ay,...,a,) avec des entiers
a;, 0 < a; <n;lon écrit xa = (Lo, 1,.--,%a.5) €t a+ = (a1 + 1,...,as + 1). La variation
de @ sur I" au sens de Vitali est définie par

V(S)(cp) = s%p Z "Axa,xa+99"7

otl P parcourt toutes les partitions de T° en sous-intervalles. Si 1 = (1,...,1) € T’Talors
Y Y v,
k=1 KC1,s]
#K =k

est appelé la variation de ¢ sur I’ au sens de Hardy et Krause. On renvoie & [29] pour plus
d’information sur ce concept. L’ensemble de toutes les fonctions & variation bornée sur I~
au sens de Hardy et Krause sera noté BV HK*. Par [66]'Proposition 2]I'toute fonction de
BV HK?® est intégrable au sens de Riemann sur I°. Etant donnée une fonction ¢ définie
sur 1 Ton écrit ©°(x) = ¢(z,T). On a besoin des résultats techniques suivants.

LEMME 2.1 Sip € BVHK?, alors ¢° € BVHK?
Démonstration. Nous avons T} p° = T?p° = T{p. Par un simple calcul nous avons
V(") <3V (0) + VI(Tg) + VIV(TEg),

et le résultat du lemme suit. B

Sit e [0, T]I0 < h et y € IRP['définissons

th,h,y(x) = f(t‘|‘h$1,y),
¢t,h,y(x) = f(t+h:1;2,y+hf(t—|—h:1;1,y)),

pour X &€ 72.

LEMME 2.2 Sit et t +h € [0,T], h <7 et |ly —y)| + 2h[[flloq < p, alors dip, et
Yoy € BVHE?.
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Démonstration. Des calculs directs montrent que

VO(TLginy) = VO b)) =0, VO(Tib0,) < Valf),
V(T ,) < Valf).

Avec un développement de Taylor en y on trouve
VIO(TEiny) < WVa(DID Al o et VO(iny) < hVal(/)Va(D,f).

Ceci termine la démonstration. B
Posons

O = ¢tn7hn7yn7 P, = thn,hn,y(tn)v Yo = ¢tn7hn7yn7 v, = ¢tn,hn,y(tn)-

Alors
f =l = (t) = 5 [ (@200 + ()i, (2.6)
Beo= 5 [ (6004 00— 5 [ (#5060 + W), 2.7)
= gy, X 00 e - 5 61 b0

Nous allons majorer chacun de ces termesI'pour 0 < n < n.

PROPOSITION 2.1 Si h,, < 7 et 2h,||f]|_ o < p, alors

h? 2
leall < 50 e (IS el D3N g + 21041117 ) -

Démonstration. Grace aux Lemmes 2.1 et 2.2I'¢,, est bien défini. En utilisant des
développements de Taylor en y nous obtenons ¢, = —¢,1 4+ €,2 + ¢,30ou

En1 = };—% ; ( /I D2f (L + haToy(ta) + Ehn f (b + bz, y(1))
At + Ry y(1)) (1 - g)dg) dx.

Enz = };—”/l D} f(tn + haT,y(ts))
([ DL+ o (1= yt) + 9t + o)
(b o+ o) = y{E))E ) dx,

fua = ([ DRF o (1= ut) + €u(r)
(ylt+ ho) = y(8) (1 = €)d¢ ) do.



30 Chapitre 2. Sur la résolution des EDO par des méthodes quasi-Monte Carlo

D’ou le résultat de la proposition. B

PROPOSITION 2.2 Si hy, <7 et [le,]| + 2k, f]| o < p, alors

hy
120 < 191 1+ 101 ) Dl

Démonstration. Nous savons d’apres les Lemmes 2.1 et 2.2 que chaque intégrale dans
(2.7) existe. Par des développements de Taylor en yl'on trouve £, = E, 1 + F, 3ot

Eny = % i (/I Dy f(tn + haz, (1= )y(tn) + Eyn) - (yn — y(tn))d§) dz,
1

Eeo= L ( (b 1 (0= € (9(0) 4 S0+ o y(1.))
+ f(yn + hnf(tn + h,x, yn)))

: (yn + hnf(tn + haz, yn) - y(tn) - hnf(tn + hpz, y(tn)))df) dx,

ce qui conduit a 'estimation désirée sur ||[E,|. B

PROPOSITION 2.3 Si h, < 7 et [le,|| + 2R, || ]l q < p, alors

5.1 < () {1+ 5 (19211 + 22 DL) | D ()

Démonstration. Considérons une double partition de I.

0=wy <wy < -+ <wy =1,
Eo=0, wp <& <wpyr, pour 0 < k<l & =1,

telle que X C {(&k,,Ek,) @ 0 < k1, kg <L+ 1}. Posons

h(W) = ggggz(wkﬂ — wy).
En utilisant la formule de sommation d’Abel multidimensionnelle avec la fonction auxi-
liaire
C:(X) = DN([Ov 1}1) X [07 1}2), X)v

on trouve pour h(W) suffisamment petitl’

% Z qbZ(Xj) - Z (wkl-l-l - wkl)(wk2+1 - wk2)¢7oz(§k1+17 §k2+1)

0<j<N 0<ky ko<t

= Z (f(tn + hnfk-l—la yn) - f(tn + hnfkv yN))DN([wkv 1)27X)7

0<k<(
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et si on pose & = (&, &k, )T

% Z ¢Z(Xj) - Z (wkl-l-l - wkl)(wk2+1 - wk2)¢2(§k1+17 §k2+1)

0<j<N 0<ky ko<t

= - Z Afkfk-pqvanN([wkmwkz)zvX) +

0<k; <ko <{

> Aga UnDn([0,wy,)% X) —

0<ky ka <t

Z A£k7£k+T11¢nDN([vak)27X) + Z A£k7£k+T1277Z)nDN([wk71)27X)'
0<k<e 0<k<e
En passant a la limite A(W) — 0 et en utilisant le Lemme 2.1 et les estimations du Lemme

2.2T'on arrive a l’estimation désirée. W
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat de convergence. Posons

1/ 1lc,0

2
alf) = =5 (ol DS o + 20,1, o)

) i
1) = 1D (14 51D171.,).

a(fh) = Va() (1+g(HD;wava(D;f))).

PROPOSITION 2.4 Si h <7 et

(T e UMY _ 72 7 7
DT o) + (112 + ol 0D (X)) 4 281 oy < 1

CZ(fv ?L)

alors, pour 0 <n < n,

o~ C2(f7h)tn _
€ ~ -
Jeall < €20 eofl + T ()R 4 (1, BDAX) ).
CZ(fv h)
Démonstration. Il suffit d’utiliser ’équation (2.5) avec les Propositions 2.112.2 et 2.3.

2.4 Exemple numérique

Pour illustrer ce qui précedel'nous allons utiliser différentes méthodes d’ordre deux
pour résoudre un probleme modele proposé par Stengle.
y'(t) = y(t)+ psin(cos(At)), 0<t <1, (2.9)
W) = 1, (2.10)
ou A = 1023 et pr = 5. La Figure 2.1 compare les erreurs obtenues par en résolvant ce
probleme par les schémas suivants.

— La méthode de Heun avec 10 (RK10) et 100 (RK100) pas de temps égaux.
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— La méthode RKMC de Stengle avec 10 pas de temps égaux. Elle utilise une nouvelles
suite aléatoire uniforme de 100 éléments a chaque pas de temps.

— La méthode RKQMC avec 10 pas de temps égaux. Elle utilise ’ensemble de Ham-
mersleyl' X' = {(¢2(7), %) : 0 < 7 < N} (out ¢ est la fonction radicale inverse en
base 2: voir [49]) avec N = 100 pour 'intégration quasi-Monte Carlo .

Le graphique de gauche montre les résultats pour les méthodes RK10 et RKMC. Le
graphique de droite contient les résultats pour les méthodes RK100 (seules les erreurs
aux instants ¢, = n/10, 0 < n < 10 ont été reportées pour des raisons de clarté) et
RKQMC. On notera la différence d’échelle. Les parametres sont choisis de telle maniere
que la méthode numérique avec le plus grand pas de temps est a la limite de sa capacité
d’approcher la solution. Les résultats de 1’algorithme RKMC avec 10 pas de temps sont
assez proches de ceux de la méthode RK la plus précise. Mais I'utilisation de I’ensemble de
Hammersley conduit a une amélioration spectaculaire de I’erreur par rapport a la méthode

RKMC.

02 r r r r 0.02 r
A RKMC' — 'RKQMC’ —
/Y RK10' - 'RK100" ----

(RN S - [ 1 0015 |-

oaf /% i \ { i B 001 F

005 |/ | i / | ] 0.005

005 | y 0005 -
o1t N iV . oo

-0.15 - 41 -0.015 -

02 I I I I 0.02 I I I I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
Time Time

Fia. 2.1 — Comparaison de méthodes Runge-Kutta d’ordre deux.

2.5 Conclusion

Ce travail montre qu'une méthode de Runge-Kutta quasi-aléatoire est faisable et peut
donner des résultats plus précis quune méthode aléatoire. Il apparait que le caractere
aléatoire des points n’est pas important. L’analyse de la convergence montre que si les
suites a faible discrépances sont utiliséesl'il est possible d’obtenir de meilleurs résultats
de convergence qu’avec les suites aléatoires. Ceci est confirmé par les tests numériques. Il
existe des méthodes de type quasi-Monte Carlo pour de nombreux autres problemes. En
faitI'pour de nombreuses méthodes Monte Carlo il est possible de développer des méthodes
quasi-Monte Carlo correspondantes comme des versions déterministes. Ceci est fait dans
les chapitres suivants.
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Chapitre 3

Méthodes particulaires pour
I’équation de Boltzmann linéaire

Résumé: Nous décrivons une méthode particulaire déterministe pour simuler I’équation de Boltz-
mann linéaire homogeéne en espace. Elle combine un schéma d’Euler en temps et une intégration quasi-
Monte Carlo utilisant une suite-(0, 2s + 1). Les particules sont renumérotées par rapport & leurs compo-
santes de vitesse & chaque pas de temps. Une preuve de la convergence de la méthode est donnée. Des tests
numeériques sont présentés pour un probléeme test pour lequel la solution exacte est connue. Le schéma
quasi-Monte Carlo est comparé du point de vue de la précision & un schéma standard de Monte Carlo.
Les résultats montrent une amélioration de 'ordre de 'erreur et du taux de convergence par rapport a

I’approche Monte Carlo.

3.1 Introduction

Les méthodes quasi-Monte Carlo peuvent étre décrites comme une version déterministe
des méthodes Monte Carlo: les échantillons aléatoires sont remplacés par des points unifor-
mément distribués; de plus une majoration d’erreur est obtenue au lieu d’une convergence
stochastique. Dans le cas d’une intégration numériquel’'la méthode quasi-Monte Carlo
permet en général d’obtenir une plus grande précision que la méthode Monte Carlo. Des
études numériques d’intégration multidimensionnelle par des méthodes quasi-Monte Carlo
sont présentées dans [40].

On peut se demander si I’amélioration fournie par I'utilisation de suites quasi-aléatoires
a la place des nombres aléatoires peut étre aussi obtenue dans la simulation de problemes
physiques.

Plusieurs méthodes de types quasi-Monte Carlo ont été proposées ces dernieres années
pour différents problemes [51'71'251261'301'311'331'381'401'41'541°60).

Quelques résultats de convergence sont établis et les tests numériques ont montré
une amélioration de convergence par rapport aux méthodes de type Monte Carlo. Dans
[301' 311" 33]I" Lécot a proposé un schéma déterministe pour résoudre une équation de
Boltzmann non-linéaire unidimensionnelle et spatialement homogene. Il a fourni des ré-
sultats de convergencel'dans le cas ou les particules sont réordonnées a chaque pas de
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temps. La méthode est basée sur le tri des particules selon leur vitesse. Les résultats nu-
mériques montrent une nette supériorité des méthodes quasi-Monte Carlo sur celles de
Monte Carlo pour ce probleme. Icil'nous nous sommes intéressés a ’extension des mé-
thodes quasi-Monte Carlo a la simulation particulaire d’un probleme multidimensionnel:
I’équation de Boltzmann linéaire homogene en espace et en dimension s de vitesse. Cette
méthode est basée sur les réseaux-(t,m, s) et les suites-(¢,s). Dans ce schéma les parti-
cules sont réordonnées par paquets a chaque pas de temps comme suit. Le nombre N de
particules simulées est pris sous la forme 6% ... b%Tolt b et dy, ..., d, sont des entiers. Les
particules sont triées en b sous-ensembles de niveau 1I'selon la premiere composante de
leur vitesse. Ensuite les 6% ... b% particules de chaque sous-ensemble de niveau 1 sont
trides en b% sous-ensembles de niveau 2 selon la deuxieme composante de leur vitesselet
ainsi de suite. Finalement les b% particules de chaque sous ensemble de niveau s — 1 sont
triées selon la s-ieme composante de leur vitesse.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans le §3.2 I’équation linéaire intégro-
différentielle de Boltzmann est introduite. Le domaine de la vitesse est IR’. Apres quelques
changements de variables le domaine devient /°. Ensuite on décrit la méthode quasi-Monte
Carlo pour I’équation: elle combine un schéma d’Euler explicite en temps avec une inté-
gration numérique sur /?**1. Les particules simulées sont renumérotées a chaque pas de
temps. Les quadratures utilisent une suite-(0,2s 4 1) en base b.

Le §3.3 expose la méthode de Nanbu qui est une approche de type Monte Carlo.

Dans le §3.4 la preuve de la convergence est donnée. [’erreur du schéma est définie comme
la discrépance-* des vitesses discretesI'relativement a la distribution de vitesse exacte.
Dans le §3.5 les erreurs et les taux de convergence expérimentaux sont calculés. On consi-
dere un cas test ou la solution exacte est connuel'pour les dimensions 1 < s < 5. Les
erreurs et les taux de convergence sont comparés a ceux de la méthode de Nanbu.

Les exemples indiquent que le nouveau schéma utilise moins de particules pour ob-
tenir le méme niveau d’erreur que la simulation aléatoire. Il permet aussi d’obtenir une
amélioration du taux de convergence. Les conclusions sont enfin données dans le §3.6.

3.2 Algorithme quasi-Monte Carlo

Pour I'obtention de I’équation de Boltzmannl'on renvoie a la monographie de Cerci-
gnani [6]. Considérons un mélange spatialement homogene de deux gaz. Un des compo-
sants de ce mélangel'que 1’on appellera LI'a une densité tres faible. L’autre constituantl’
appelé MT'est macroscopiquement au repos et en équilibre.

Soit pas la masse par unité de volume et mjy; la masse moléculaire de 'espece MT'et
pr et my les mémes quantités pour 'espece L. Le gaz M a une distribution de vitesse
Maxwelliennel'notée £y, I’

pPM

F = _
M(V) (QWRMT)S/Q exXp ( 2BMT

)7 VEIRSv

ou Ry est la constante de Boltzmann pour le gaz MT'T" est la température et |- | la norme
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euclidienne. Soit fro la distribution de vitesse initiale pour le gaz L. On a

/ pr(V)dV = PL-
R*
La distribution de vitesse pour le gaz L vérifie I’équation de Boltzmann linéaire

IfL
W(Vv t)

= 1 (fL(V’,t)FM(W’) — fL(V,t)FM(W)) |v — w|ss.(8,|v — w|)dwdn,

mpar /Dy

veIR’, t>0,

ol

DV:{(W,H)EIRQS : n| =1, n-(V—W)>0},

’ QmM

vV=v—-———mn-(v—w)n,
mr, + mys
ZmL
/— _— . j—
w —W—I—mL_I_mMn (v —w)n,

ssc est la section efficace de diffusion et 6 I'angle entre n et v — w.

Avant de commencer toute discrétisation'nous faisons des changements de variables de
maniere a ramener le domaine d’intégration a [°. Ces changements de variables sont
motivés par le fait que la quadrature quasi-Monte Carlo est effectuée avec des suites a
faible discrépance uniformement réparties dans le cube unité.

Notons p 2
Fv) = () 2 g, ((ﬂ) V) |
muy/ P ma
En utilisant les nouvelles variables v/ et n’ = |V;W dans I'intégralel’on arrive a I’équa-
vV —w

tion de Boltzmann linéaire décrite par Cercignani dans [6I'Chapitre 4['Section 3]

afL / / / /

2 v = [ (L OF() = fo(v O FL(V) sV V)V, (3.1)

ou K m est un noyau symétrique positif ou nul défini par

V. v) 1 1 (mL—I—mM)S"'l
viv) =
LM ’ FL(V) maar QmM
o
/ FM(V+—mL(V—V’)—mL+mM|V V|n’)
n’-(v—v')>0 mas 2mag cos 0

mL—I—mM|V—V’|) dn’
(

!
v — V'8 ((9, cos 0T

2mar cos 8
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et 6 est 'angle entre n” et v — v'. Alors['si

i) = L (L) (Pl ),

mr, mr,
1 /2RuT 5/2 2Ry T 1/2
Fovity = & (M) i ((M) w1
Pr my, my,
L e
F(U) = 7-[-5/2 e | | ,
’ ( ZRMTmM 1/2 ZRMTmM 1/2 ’
0 = s (BT (BRAT I )
mr, mr,
on obtient
of

(V1) = /}RS (F(vV ) F(v) = Fv, OF (V) )a(v.v)dv', v ETRY, 1>,

f(v,0) = folv), velR’,

(3.2)

o /]RS fo(v)dv = 1.

On ramene le domaine de vitesse a /° par un nouveau changement de variables. Soit
D la fonction de IR dans [ définie par

D(v) = %(1 + erf(v)), v € IR.

L’utilisation des nouvelles variables définies par @; = D(v;) conduit a une nouvelle équa-
tionl’

E(X,t) = /IS (u(x 1) — u(x,t))’y(x,x Jdx', xelI’, t>0, 59
u(x,0) = up(x), x € I?,
ou

u(x,t):f]g‘(f;t)), (%, x) = K(v, V), uo(x):?E:;.

On supposera que le noyau v est symétriquel’positif ou nul et borné. Posons
9]l = sup_7(x,x').
x,x'el”
Pour construire une méthode particulaire quasi-Monte Carlo de résolution du probleme

(3.3)T'il est nécessaire de passer par une formulation faible.

DEFINITION 3.1 Une fonction o définie dans A C I* dont l'image est constituée d’un
nombre fini de points dans [0,+00) sera appelée une fonction simple. On notera S(A)
l'ensemble des fonctions simples mesurables au sens de Borel dans A.
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En multipliant I"équation (3.3) par o € S(I") et en intégrant sur I°*T'on a la formulation
faible suivante

pm / (x,t)dx = /ps (U(X’) — U(X))’y(x,x’)u(x,t)dxdx’, oceST). (3.4)

Notons d(x — y)I'la mesure de Dirac concentrée au point y € [°. Soit b > 2 et m >0
deux entiers. Posons N = b™. Soit dy,...,d, des entiers tels que d; + ...+ d; = m. Etant
donnés des entiers a; avec 0 < a; < b¥I'posons a = (a1,...,as). Un ensemble X© de N

(0)

points x;” dans I* est choisi de sorte que

N-
Z X—XO

“approche” la distribution initiale uo(x)dx (dans un sens qui sera précisé dans le §3.4).
Soit At un pas de tempsl'avec

Al =1

Avec cette condition le schéma explicite en temps est faisable.
Introduisons alors les instants discrets t,, = nAt et posons u,(x) = u(x,1,). Les ensembles

X de N points X;n) de I? sont calculés de telle sorte que

N-—
Z X—X

]=0

“approche” la distribution w, (x)dx.
On a besoin d’une suite-(0,2s + 1) en base b: yo,¥1,... pour effectuer les quadratures
quasi-Monte Carlo. La simulation est construite comme suit.

(i) Renumérotation des particules:

Cette technique nous permettra dans le §3.4 de démontrer la convergence de la méthode.
Dans le §3.5 on verra que la renumérotation des particules permet effectivement de réduire
Ierreur. Les N points de X(® sont renumérotés x{") = (xg”f, ey xgns)) avec 0 < a; < b%T
1 =1,...,s0'de telle maniere que

— sl a; < by alors l’anl) < :1;{:;,

— sl ap = by et ay < by alors (M < xg)fllﬂ

a,s

—siay =by,...,a,_1 = bs_1 et a; < b, alors vy < :z:g)nl

Voir la Figure 3.1.
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X
08 X, X28
X,
xoy a X7
" Xos "Xie
N -
‘ X 26
L "Xis
Xoa® Xp5"
’ X4
X
" "Xoa
XD 3"
: .
s X,
X2 "X |
"X
X1
.
Xo1 X,
: 10 : X =
"Xoo 20

F1G. 3.1 — Renumérotation des particules (s =2,b=3,dy =1, dy = 2).

(ii) Schéma d’Euler:
En utilisant un schéma d’Euler explicite en temps dans I’équation (3.4)['une approximation
(1) de la distribution exacte Un41(X)dx est définie par

é [ o) (200(x) — )

- /I2s (U(X/) - U(X))’Y(X,x’)u(”)(x)alx’7 ocS(T),

c’est a dire

[ o) = %Z (1 -t ’y(xgn),x’)dx’) o (x0)
N (3.5)
—I_W > /IS o(x")y(xM, x")dx’

(iii) Intégration quasi-Monte Carlo:

v**+1) est une mesure continue. Or nous cherchons la solution sous la forme d’une somme
de N mesures de Dirac; d’ou la nécessité de procéder a une approximation au moyen
d’'une quadrature quasi-Monte Carlo. Pour celal'nous allons mettre le second membre
de I'équation (3.5) sous la forme d’une intégrale multidimensionnelle. Soit ¢, la fonction

S lai a1
caractéristique de [, = H [;d‘ , ¢ bjl_‘ ) et x{V celle de
Z:1 k2 k2

{X = (x',2501) € I ¢ 21 < Aty (Xg”),xl) }
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Etant donné o € S(I")['on définit ¥ € S(T ZSH) par

S0 () = 3 eal) (1= X 2000)) o) + ALK i) (6) ),

a

/ " —25—|—1
x = (X', x", w9541) € 1

Puisque At||v||.. < 1l on obtient

/IS o(x) o) (x) = / 50 (x)dx. (3.6)

2541

On définit maintenant I’approximation u("*") de la distribution exacte u,;(x)dx grace a
une quadrature quasi-Monte Carlo avec un réseau-(0,m,2s + 1) en base bI'{y,n4+; : 0 <

J< N}
/g(x) " (x) = ﬁ Z:) (Yanss), o€ ST). (3.7)

Soit

a™(j) = (16" Yuntia s - B Yanss])
ou |c] est le plus grand entier inférieur ou égal a c. Le choix d’un réseau-(0,m,2s + 1)
dans la quadrature quasi-Monte Carlo implique que chaque cellule I, contient exactement

un point ¥, x1; = (YnN4j1s " YnN4js). Ainsil'lapplication al™ () est une bijection.
[’équation (3.7) se réécrit

N-— n+1 1 N-1
LR P
((1 - Xgni V(5 )(YnN—I—]7 ynN-I—JJs-I-l)) (Xg(lr)z)(]‘)) + Xg?i)(]‘)(ygNﬂ‘v YnN+j25+1)0 (YZN-H) )

N _ ] 4
ou YnN—I—] - (yNN-H,S-l-l? e 7ynN+],25)-
Donc les nouvelles vitesses sont telles que

n+1 . n
X;‘ ) = ygN-I—j S YnN+4j,2s41 < At’}/ (X(a(r)z)(]‘)vygN-l—j) ’
(3.8)
X;n-l_l) = ij,)l) ) sinon

REMARQUE 3.1 Par l'inégalité de Koksma-Hlawkal de faibles erreurs de quadratures
quasi-Monte Carlo sont garanties si on utilise des suites a faible discrépance. Si yo,¥y1, - - -
est une suite-(0,2s + 1) en base bl'alors les réseaux-(0,m,2s + 1) que 1’on utilise sont les
ensembles de points ayant les plus faibles discrépances connues.
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3.3 Meéthode de Nanbu

Cette méthode a été décrite par Nanbu [43] pour I'équation Master. Etant donné un
pas de temps Atl'on commence par faire un schéma d’Euler explicite en temps pour
I’équation (3.3):

u D (x) — ul(x
( >At &) _ [ (u6) = ) 0)) e, )

c’est a dire
u"(x) = (1 — At/ ’y(x,x’)dxl) ul™(x) + At/ u™ (%) y(x, x")dx,
Is Is

ott u(™ est la solution & Uinstant ¢, = nAt.
Le pas de temps est choisi de maniere a satisfaire la condition

Al = 1.

Soit N le nombre de particule simulées. Comme pour la méthode quasi-Monte Carlol'la
distribution initiale est approchée par une somme de mesures de Dirac. La méthode de
Nanbu permet de calculer la solution approchée a l'instant ¢,

W) = 3 = )
N = / ’
a partir de la solution approchée
W) = = 37 g - %)

a 'instant ¢,,.
En utilisant "approximation particulairel'et compte tenu du fait que le noyau ~ est sy-
métriquel’on arrive a

-1

1 N
u@) = & 3

J=0

[(1 — At/ ’y(xgn), X)dx) §(x — X;n)) + At’y(xgn), x)| .
Is
Notons

p;”) = At /IS fy(xgn),x)dx,

et )
V(Xjn 9 X)

/ ’y(xgn), X)dX‘
Is

,X) est une densité de probabilité

/ ’Ny(xgn),x)dx =1,
Is

(n)

La fonction ¥(x;
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et
oo = LS s ] o

(n) (n)

Soit X3/ un échantillon de la variable aléatoire ayant ¥(x;",
(3.9) se réécrit

x) pour densité. L’équation

00 = 5 £ (=) sty i) )

]=0

FinalementI'pour tout j € {0,---, N — 1}'on tire uniformément un nombre p dans [0, 1].
Il y a deux cas:

-S510<p< pgn): alors la nouvelle vitesse est

(n)

(n+1) _ ~

- Si pgn) < p < 1: alors

3.4 Bornes d’erreur pour la méthode quasi-Monte
Carlo

L’erreur du schéma a I'instant ¢, est définie par

D} (X", u,) = Supld \(2),
zEI
ol

() = 5 X anll) — [ oy (e,

o, étant la fonction caractéristique de ][0, z).
=1
Ainsi Dy (X(”), un) est la discrépance-* de I'ensemble des points X par rapport a
la distribution u,. Cette notion est définie dans le livre de Hlawkal Firneis et Zinterhof
[21['Chapitre 1T'Section 5]. L’analyse de I'erreur est celle de la méthode d’Euler.

On introduit I'erreur de troncature

(z) = At/ o, (x un+1 )—un(x))dx

— [ (o) = 04(3) ) (3. X Y () el

J2s
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(n)

et un terme d’erreur ey’ (z) = e%)ﬂz) — 65\7;7)2(Z)F01\1

Z/ x')dx' o, (x(M) —/ (X, X" ) oy (X ), (x)dxdx’,

J2s

eN2 Z/ (x")dx" — /psV(X,X')az(xl)un(x)dxdx’.

De plusl'on a besoin de [’erreur d’intégration quasi-Monte Carlo
N-
L bl [, 00
on B ¢ S( ) correspond & o, € S(I") par

) x) = an(xl) ((1 - Xgn)(xﬂv $2s+1)) 04 (Xa % )) + Xg )(Xlla x25+1)0-z(X”))7

! " _25+1
x = (X, x", w9541) € 1

On a alors la formule de récurrence

A0 (z) = di7(z) — Ately™(z) — At (z) + 647 (). (3.11)

La généralisation suivante de I'inégalité de Koksma-Hlawka est donnée dans le livre de
Hlawkal'Firneis et Zinterhof [21]. La démonstration est assez voisine de celle de I'inégalité
de Koksma-Hlawka donnée par Zaremba dans [66].

LEMME 3.1 Soit p une fonction positive ou nulle et intégrable au sens de Riemann sur

I’ avec
/ p(x)dx = 1.
Is

Si f est a variation bornée V(f) sur I' au sens de Hardy et Krause, alors, pour toul
ensemble de points Xg,...,Xny_1 € [°, on a

%gf(xy') - /I Jf(x)p(x)dx| < V(f) DA(X, p). (3.12)

(n) (n)

Le lemme suivant est utilisé pour estimer les termes d’erreur ey’ (z) et exs(z).

LEMME 3.2 Pour x € I, soit oy la fonction caractéristique de H[O,xi). St f a une
=1

variation bornée V(f) sur T’ au sens de Hardy et Krause, alors pour tout x € T, fox a

une variation bornée V(foy) sur I’ au sens de Hardy et Krause et on a la majoration

V(fo'x) Sv(f)+|f(1771)| (313)
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Preuve. On peut supposer que z; > 0 pour 1 < i < s (sinon fox = 0). On a V(fox) =
V(S)(fo'x)'
Soit

O=ap; <21, <...<xp,; =1, pour 1<:1<s
qui définissent une partition de T’ en sous-intervalles. Soit a* tel que Tgr; < < :z:a:ﬂ_|_17iF
pour 1 <7 <s.0na

f[l()m U UJ H[a*m, (3.14)

k=0 KC[1,s] i=1
# K=k

ou lar ki =1[0,af) if 1 € K sinon Iy« i ; = [a],n;). Alors

Z |Axa,xa+ fo | - Z Z Z ‘Axa,xa+ X ‘ (315)

k=0 KCJ1, ] 0<a; <af
#K= €K

Par ailleursI'pour une fonction g définie sur T'Tt < sTon a

t

=2 (=D X ¥ AT (3.16)

{=0 LC[1,t] a:‘Sal‘<nl‘
#L=t )

La combinaison de (3.15)['(3.16) (avec g = AE _ f) et (3.14) donne

Xa,Xa+

Z|AX3+,X3 foy)| < Z % ‘Aana+TMc

m=0 MC[1,s] 0<a;<n;
#M=m zGM

VI + 1)l (3.17)

En maximisant sur toutes les partitions en sous-intervalles de I°I'on obtient le résultat
du lemme. B

(n) (n)

Avec les deux lemmes précédentsITestimation des termes ey’ (z) et ex,(z) est immeé-
diate.

PROPOSITION 3.1 Si, pour tout z € 1, la fonction 7,(x) = / Y(x,x)o,(x")dx" a une
Is

variation bornée V(7,) sur I au sens de Hardy el Krause, et si

V(y) = sup V(7,) < +eo,

ZETS
alors
sup e (2)] < (V(T1) + [P (X7, ) (3.18)
zcl
sup [e\h(z)] < V(7)D% (X, u,) . (3.19)

Preuve. Par le Lemme 3.11'on trouve |e§7vl7)2(z)| < V(7,) Dy (X(”), un) , d’ott 'estimation
(3.19)let |e§7vl7)1(z)| < V(7,0,)Dx (X(”),un). Ainsi (3.18) résulte du Lemme 3.2. 0

REMARQUE 3.2 Si v a une variation bornée V(v) sur 7% au sens de Hardy et Krausel’
alors la condition de la Proposition 3.1 est satisfaite et V(v) < V(7).
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La majoration
tnt1 0*u
e [ [Se
ez X
Ol [ [ 1S
est immédiate. Il reste maintenant a analyser 'erreur d’intégration 5]@(z). Le résultat
suivant est di a Niederreiter [47].

dxdt (3.20)

LEMME 3.3 Soit X un réseau-(t,m,s) en base b. Pour tout intervalle élémentaire J' C
I°71 en base b et pour tout x, € I on a

A(J x [0, 25), X)

< b, 3.21

— X (' x [0, 24))

L’ensemble de points Y™ = {y,ny; : 0 < j < N} est un réseau-(0,m,2s + 1) en base

b. La quantité (S](\?)(Z) peut s’exprimer

A(F |y ()

W(z) = =T = haan () = = 4 A (B
(3.22)
A(Ey, Y .
fAE T )

ol

Fz(n) — {X — (X/7 }(//7 $25+1) E [2S+1 . ZCa(X’)Uz(X(an)) = 1}7

a

ngk) - {X = (lexllvl'?s-l-l) S [25+1 P Tos41 < 75712(}(/7}(//)}7 k= 1727

’yﬁ)(x’,x”) = ALY ca(x)y(x(, x) o (x(M),  (x,x") € I

757712) (X/, X”) — At Z ca(x’)’y(xg”), X”)UZ(X”), (X/, X”) c 725‘

L’ensemble F\"™) est une union disjointe d’intervalles élémentaires I, x I*T! en base blavec

Aasy1(La x I5T1) = b= T'donc

ALY (F) =0, (3.23)

Nous donnons maintenant une généralisation du Lemme 1 de [34]I'qui est utile pour la
majoration des autres termes.

LEMME 3.4 Soit f une fonction a variation bornée V(f) sur I’ au sens de Hardy et
Krause. Soit
0:51?0,1 §51?1,1 <... §$n1,1 =1,

0=24,02< 70125 ... < T n2=1, pour 0<a; <ny,
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!
0==2ar0s < Targs < ... < Tarp.s =1, pour a =(ay,...,a5-1), 0<a; <ny

qui définissent des partitions de | en sous-intervalles. Pour a = (a1,...,as) avec des
entiers a;, 0 < a; < ng, s0it [y = [Tay 1, Tay+1,1) X [Tay,a0.2> Cayragt1,2) Xo o X [Tar a5y Taraotl,s)

el Va,Za € 1o, Alors
S 1 S

> 1f(za) = flya) < V() 3o — e (3.24)

Preuve. On a

Yo 1f(za) = fya)l < ZS:ZS(i,a*vi), (3.25)

1=1 a*t
ot @ = (ay,...,a;_ 1,0i41,-..,ds) et
S(l, a*7i) = Z |f(ya,17 ey ya,i—17 Za,h ey Za,s) - f(ya,17 ey ya,h Za,i-|—17 ey Za,s)|'
a;<n;

Définissons une nouvelle partition de I° en sous-intervalles
0=wo; <wy;<...<wp,;=1, pour 1<7<s,
par
{wa,; + 0<a; <myt =101} U{ya; : 0 <a; <ngp, pour j <i,
{wai 1 0<0; <my} =401} U{ya; : 0 < a; <nifU{za; 0 0 < a; <nit,
{wa,; : 0<a; <my} =1{0,1} U{za; : 0 <a; <n;}, pour j>i.
Soit a(a) = (a1(a),...,as(a)) tel que

Wa,(a),j = Yaj, Pour J <1, Wy (a),j= Zaj, DPOUTr J >1,

{wa,‘(a),ia woz,‘(a)-l—l,i} = {ya,ia Za,i}-
Alors ‘
]*,zf

S(i,av) = Y |Al T |, (3.26)

,5
Wa(a)+ 7Wa(a)) Wa(

a;<n;

ou [1,s]* =[1,s]\ {i}. Puisque

. s—1 ) .
GSAED DICS VLD DI DI (3.27)
k=0 KC[1,s]*t aj(a)<a;<my
# K=k jEK

on obtient S(z,a%) < V(f) et le résultat du lemme s’ensuit. N

PROPOSITION 3.2 Si la fonction v a une variation bornée V() sur T% au sens de Hardy
et Krause, alors, pour k = 1,2,

A(E™ vy () (n) !
N T en(BD) S s
(3.28)
s=1 s+1
A\ D o+
+(V) + 1) (; bt T bL;iaJ)
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Preuve. Soit d1,...,d2, des entiers. Pour a = (&/,a") = (a1,...,az) avec des entiers
0 < oy < b¥T'définissons

, Sla; o +1 " 2 ofap ai+1 ' 1"
[a/:H[E,T), [a//: H [E,T), ]a:[a/X[a//

=1 1=s+1

et notons

Ei”]g =J 1. x [O,i}lf’yé?k)) ; _inﬁ =1L x [O,S?p VEnk))’

Puisque Ei”,ﬂ C E;nk) C I3

N 2o (B3) - AM(@)EQ”;) ST D
— Aas1 (B, ) < — Aot (B, ) + A2st1 (O, )
N ' N
Par le Lemme 3.31'on trouve
A Eé”),Y(”) . ot 48
Bt 0 | < B
(3.30)
1 n . n
e 3 (ol -l
Soit
op1 (X, X") = 0y(x),  0a(X,X") = 0u(x"), (x,x") €T
Sidy=dy,...,0,_1 =ds_y et 6, < d;T'on obtient
sup ) = Atsup { (300) (o X7)
" (3.31)

b8 < ay < (ay+ Db x" e 10}

et une égalité analogue pour 'infimum. La renumérotation des particules nous permet de
définir de nouvelles partitions de I en sous intervalles

O:wé?fgw@g...gw(”) =1

bd1,1 ’
= Wq02 2 Wa12>--- > wa17bd272 =1, pour < oy < ,
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pour 0<a; < bdl,...,() < ay_q < bt

telles quel'pour tout entier as avec b7 < q, < (as + l)bds_és I'on a

X(oznl),...,ozp_l,as € {wgnl),l?wgnl)—l—l,l} XX [wgznl),...,ozs,s?wgznl),...,ozs—l—l,s} . (332)

Ainsil'par les Lemmes 3.2 et 3.4T
1 () e (0) 1
e 2 (sl =il ) < (Vo) + Il ) Ary o (3.33)
a a « =1
<y s e .. d,
D’ou I'inégalité (3.28) en choisissant d; = ... = d95 = | [
3

Grace aux différentes inégalités établies ci-dessusl'on trouve une majoration de ’erreur
du schéma quasi-Monte Carlo.

PROPOSITION 3.3 Supposons que y a une variation bornée V(~) sur T% au sens de Hardy
et Krause, et soit |y| =2V (y) + |[v|l . Alors

D%, (X(”),un) < ehitnDx, (X(O),UO)

0%

‘I’At ehl(tn_t) W(X,t)

(0,tn)xI?

2ehlin 1 Sl s+
V At —+—1 .
2 (o + (VO ) (S g+ 220

g5 ry g5

dxdt

Preuve. Cette estimation résulte des relations (3.11)['(3.22) et (3.23)['utilisées avec I'in-
égalité (3.20) et les estimations des Propositions 3.1 et 3.2. B

REMARQUE 3.3 La borne d’erreur de la Proposition 3.3 augmente quand At décroit.
D’autre partl'la Proposition 3.3 reste valable quand on fait toutes les quadratures quasi-
Monte Carlo avec le méme réseau-(0,m,2s + 1)['Y* en base b (¥n > 0I'Y (™ = y7),
Des tests numériques effectués dans ce cas sur un probleme monodimensionnel (voir [30])
ont montre une augmentation effective de I'erreur quand At tend vers 0. D’autres travaux
(voir [311'33]) ont montré qu’on pouvait éliminer ce comportement en utilisant un nouveau
réseau a chaque pas de temps.

3.5 Résultats numériques

Nous allons comparer les performances de 1’algorithme quasi-Monte Carlo (QMC) et
de la méthode de simulation Monte Carlo (MC) proposée par Nanbu. Les erreurs effectives
sont calculées dans un cas ou la solution exacte de (3.3) est connue. Quand on utilise les
nombres pseudo-aléatoires'le théoreme de limite centrale indique le taux de convergence
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de la simulation Monte Carlo: il est de N™%?T'ott NV est le nombre de particules. Le calcul
de la discrépance DY (X(”), un) est tres coliteux si la dimension s est supérieure ou égale
a 2. Aussil'les erreurs des deux schémas sont calculées comme suit :

Y

57\7 (X(n),un) = Elax SléIT) ‘dg\?,)k(r)

<k<s ”
ol
1 N-1
dﬁ?fk(r) =~ 3 ar(xgj;g) _/ op(zp)u,(x)dx, 1<k<s,
=0 Is

et 0, est la fonction caractéristique de [0, ).

Si on suppose ﬁ?v (X(”), un) = N~ %I'I'exposant « peut étre estimé a partir de

o —log (D (X, u))
= log N '

(n)

On appelle ay’ Vexposant de Uerreur. Toutes les simulations sont effectuées avec un
échantillon de N particulesI'en partant d’une distribution initiale ug. Si

up(x) = H upi(x;), x=(x1,...,25) € T,
=1

les positions initiales des particules sont calculées en transformant un réseau-(0,m, s) en
base bI'=I'par la fonction inverse de

UO(X) = (/ ' qu(Z)dZ, e 7/ ’ u075(2)d2) X = ([E17 ceey (ES) - 75.
0 0
Alors
D% (X, uo) = D (2). (3.34)
[’algorithme quasi-Monte Carlo utilise une suite-(0,2s 4 1) en base b. Le résultat suivant
a été établi par Niederreiter [47].
LEMME 3.5 Une suite-(0,s) en base b ne peut exister que si s < b.

Puisque la construction quand b est un nombre premier est plus simple que dans le
cas générall'on choisit pour b le plus petit entier premier plus grand ou égal a 2s + 1. Un
algorithme pour construire des suites-(0,s) et des réseaux-(0,m, s) en base bI'b premierl’
a été proposé par Faure [14]. Si

vxe I’ / y(x,x')dx' =7,
Is

la transformée de Laplace de 1’équation (3.3) est une équation intégrale de Fredholm
de seconde espece. La solution est obtenue en utilisant la méthode des approximations
successives. On choisit le noyau

(%, %) = H(1 - 2(1 —12(x, - %)2) (1 —12(a) - %)2))

=1
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1 3 1 1 3 1
(5= 5ln=g) g5
X:(xl,...,xs)efs,tZO,

ou Iy, ..., II, sont les polynomes symétriques élémentaires de x1, ... ;.
Pour les simulationsI'le pas de temps est At = 0.01. La taille de I’échantillon est de
N = pit-+ds particules. Les erreurs DY (X(”), un) et les exposants de ’erreur ozg\?) sont

représentés sur les Figures 3.2I'3.31'3.41'3.5 (s=1)I'3.6'3.71'3.81'3.91'3.10I'3.111'3.121'3.13
(s=2)I'3.141'3.15I'3.16'3.17'3.181'3.19 (s=3)['3.201'3.211'3.22 (s=4) et 3.231'3.241'3.25"
3.26 (s=H).

Nous voyons sur les Figures 3.21'3.31'3.4'3.5I'3.61'3.7'3.81'3.9I'3.141'3.15'3.16 et 3.17
que algorithme QMC est plus performant que le schéma MCTI'si s <3 et d; ~ d;/(s +2)
pour ¢ < s. Par ailleursI'le taux de convergence de I’algorithme quasi-Monte Carlo est
nettement meilleur que la borne théorique N='/(?**U'donnée par la Proposition 3.3. Un
autre choix des parametres d; peut conduire a de tres mauvais résultats: voir les Figures
3.10I'3.111'3.121'3.13I'3.18 et 3.19. D’autre partl'les Figures 3.200'3.211'3.221'3.231'3.24T
3.25 et 3.26 montrent clairement une diminution de 'efficacité de la méthode QMC quand
la dimension augmente. Pour s > 4I'les tests ont été faits avec un nombre de particules
trop petit pour assurer |'efficacité de la méthode quasi-Monte Carlo.
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3.6 Conclusion

Un nouvel algorithme quasi-Monte Carlo pour la simulation numérique d’une équation
intégro-différentielle linéaire a été analysé dans ce chapitre. Le temps a été discrétisé et la
solution a été approchée par une somme de mesures de Dirac (ou particules). Quand les
particules sont renumérotées a chaque pas de temps on a prouvé la convergence de la mé-
thode. Les résultats expérimentaux indiquent que le nouveau schéma est plus performant
qu’un algorithme de Monte Carlo standard.

Les erreurs obtenues dans les tests numériques sont nettement meilleures que les bornes
théoriques.

CependantI'’analyse théorique est une aide pour le choix des différents parametresl’
et permet de développer un schéma quasi-Monte Carlo efficace.

Cette étude nous amene a nous poser un certain nombre de questions nécessitant de
nouvelles recherches. La principale est la possibilité d’application de la méthode quasi-
Monte Carlo a des modeles non-linéaires tels que 1’équation de Boltzmann. L’extension
de la méthode au modele de Kac (unidimensionnel et non-linéaire) est traitée dans le
chapitre suivant. Une autre question intéressante est la généralisation aux problemes non
homogenes en espace.
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Chapitre 4

Méthodes particulaires de simulation
du modele de Kac

Résumé: On considere un modeéle mathématique simplifié de I’équation de Boltzmann, qui a été
introduit par Kac. On décrit une méthode particulaire quasi-Monte Carlo de simulation utilisant les
réseaux-(t, m, s). Le mouvement des particules est ramené & I’évaluation du volume d’un sous-ensemble
de I* = [0,1)*. On démontre une estimation d’erreur pour une approximation quasi-Monte Carlo du
volume d’un ensemble ayant la propriété du quadrant généralisée lorsqu’on utilise les réseaux-(t,m, s).
On prouve la convergence de la méthode dans le cas ou les particules sont renumérotées a chaque pas
de temps. Enfin on compare les méthodes particulaires quasi-Monte Carlo et Monte Carlo de simulation
dans des expériences numériques. Les résultats indiquent une convergence plus rapide pour la méthode

quasi-Monte Carlo par rapport & des méthodes classiques de simulation Monte Carlo.

4.1 Introduction

Les méthodes particulaires de simulation de type Monte Carlo sont couramment uti-
lisées pour la résolution d’équations cinétiques intégro-différentielles. Des particules sont
initialisées selon la distribution initiale. Elles agissent entre elles selon la dynamique dé-
crite par I’équation. Des nombres pseudo-aléatoires sont utilisés pour choisir les particules
entrant en collision et le résultat des collisions. Un gros effort a été entrepris au cours des
dernieres années [5I'7125126 3113313840141 1'541'60] pour développer des méthodes de
type quasi-Monte Carlo. Ce sont des méthodes dans lesquelles les nombres aléatoires sont
remplacés par des suites déterministes ayant une meilleure distribution. Une utilisation
soigneuse de ces suites permet en général d’avoir des résultats meilleurs que ceux fournis
par les suites pseudo-aléatoires.

Dans ce chapitrel'un algorithme quasi-Monte Carlo est proposé pour la simulation d’un
processus non-linéaire. Un modele simplifié de 1’équation de Boltzmann a été introduit
par Kac [24]. Dans ce modelel'un gaz unidimensionnel est caractérisé par une densité de
probabilité f(v,t) des molécules ayant la vitesse v a l'instant ¢. Pour la simulation['on
fixe le nombre N de particules ainsi que le pas de temps At. La solution exacte f(v,1,) a
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I'instant ¢, = nAt est approchée par une somme de N mesures de Dirac

1 N-1

fw) = 5 X ato =),

La méthode quasi-Monte Carlo de simulation est basée sur la théorie des réseaux-(t,m, s)
et des suites-(¢,s). Les réseaux-(t,m,s) et les suites-(¢,s) ont les meilleures propriétés
d’équidistribution dans le cas ou t = 0. Pour la transformation des réseaux-(¢,m, s)l'on a
les résultats suivants établis par Niederreiter [47['Lemmes 2.7 et 2.8].

LEMME 4.1 Pourl <r <s soil 11,...,1,, des éléments distincts de l'ensemble {1,...,s}.
L application P définie par

P(X):(l’il,...,w“) pour X:(xlv'--yxs)EIS,
transforme tout réseau-(t,m,s) en base b en un réseau-(t,m,r) en base b.

LEMME 4.2 Soit X un réseau-(t,m,s) en base b, J un intervalle élémentaire en base b
avec As(J) =b7", ou 0 <u<m—t, et T la transformation affine de J dans I*. Alors les
points de X appartenant a J sont transformés par T en un réseau-(t,m —u, s) en base b.

La méthode quasi-Monte Carlo consiste a ramener le probleme de simulation a I’évaluation
de volumes de sous-ensembles de [*. Si les particules sont réordonnées a chaque pas
de temps de telle maniere que v(()n) < v%n) < ... < v](?llFOH obtient une faible erreur
d’intégration. On établit des bornes d’erreur pour des sous-ensembles particuliers de [°.
Pour celal'on généralise une notion introduite par Schmidt [55] (voir aussi Schmidt [561°
Chapitre 2['Section 13]). Un ensemble ayant la propriété du quadrant est un sous-ensemble

E de I* tel que pour x = (1,...,2,) € ElTintervalle J][0,2;) est contenu dans E.
Dans la Section 4.2 de ce chapitrel'on décrit la ;néthode particulaire quasi-Monte
Carlo de simulation pour le modele de Kac de I’équation de Boltzmann. La Section 4.3
est consacrée aux méthodes de type Monte Carlo pour la simulation de I’équation de Kac.
Dans la Section 4.4T'on établit une borne d’erreur pour ’approximation du volume d’un
ensemble ayant la propriété du quadrant généraliséel'puis on démontre la convergence de
la méthode de simulation quasi-Monte Carlo. Dans la Section 4.5I'on étudie un probleme
modele dont la solution analytique est connue. Une étude comparative est faite sur ce
probleme entre la méthode quasi-Monte Carlo utilisant la renumérotation et les deux
méthodes Monte Carlo décrites dans la Section 4.3. Enfinl'on indique dans la Section 4.6
des themes d’études pour les méthodes particulaires quasi-Monte Carlo de simulation.

4.2 Une méthode quasi-Monte Carlo pour la simula-
tion de I’équation de Kac

Dans [24T'Chapitre 3I'Section 16]['Kac a introduit un modele mathématique pour un
gaz, de molécules MaxwelliennesI'spatialement homogene et unidimensionnel en vitesse.
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Ce modele est gouverné par une équation de Boltzmann simplifiée: la distribution des
vitesses est donnée par une fonction positive ou nulle définie sur IR x IR, I'solution de

6t 0,1) = o /+<><>/2“ (1) f(w' 1) = f(v, 1) f(w,1))dwdd, veRT>0, (4.1)
f(©,0) = fo(v), veR, (4.2)

ou v est une constante positivel’

v =vcosb+wsinfh, w = —vsinf + wcosh,

et fo est une fonction positive ou nulle définie sur IRI'telle que
+oo
/ Jolv)do = 1. (4.3)

Dans ce modelel'la masse et 1’énergie cinétique sont conservéesI'mais pas la quantité de
mouvement:

Vi >0 /_;OO flo,t)dv =1, /+Oo v’ f(v,t)dv = /+Oo v? fo(v)dv. (4.4)

— 00 — 00

Il est nécessaire de commencer par établir une formulation faible de I’équation 4.1. Soit
S(IR) I'ensemble des fonctions simples mesurables au sens de Borel sur IR. Multiplions
I’équation 4.1 par s € S(IR) et intégrons sur IR. On a

Vs e S(IR) %/_-:o s(v)f(v,t)dv
= V/]R2><I (S(U cos 2mx — wsin 27x) — S(U))f(v,t)f(w,t)dvdwdx. (4.5)

Soit N un entier. On choisit un ensemble V(©) de N points v(()o), cees vj(g)_l de IR tel que

N-
0
Z (v — v
“approche” la mesure fo(v)dv (une technique de construction est donnée dans la Section

4.5). On fixe un pas de temps At > 0['vérifiant

vAt < 1.

Cette condition assure la faisabilité du schéma (voir (iii) ci-dessous). On a besoin d’une
suite Y = {y,, n > 0} de points de I* pour I'intégration quasi-Monte Carlo. Pour tout
entier n > 1 on note ¢, = nAt et f,(v) = f(v,1,). Les ensembles de points V() C IR et

les mesures

N-
Z v—v
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sont construits par la procédure suivante.

(i) Renumérotation des particules:
Les vitesses sont réordonnées de telle maniere que

(n)

J
Cette procédure joue un role important dans la démonstration de la convergence.

(ii) Schéma d’Euler:
En remplacant la dérivée en temps par une différence finie dans la formulation faiblel’
on obtient une mesure ¢g**Y(v) qui est une approximation de la distribution exacte

fn-l-l(v)dv:

Vs € S(IR) é/j: s(v) (g7 () = f)(v))

= V/]R2><I (S(U cos2mx — wsin 2mx) — S(U))f(”)(v)f(”)(w)dx,

d’ou
+oo ” 1 —vAt =t "
[ sl)gm ) = SIS S s(el)
- = 1.6)
vAt N=b (4
+— Z / S(U](n) cos2mx — v,gn) sin 27 )dx.
N 7,k=0

La mesure ¢("*Y(v) n’étant pas sous la forme d'une somme de mesure de Diracl'on a
besoin d’une étape supplémentaire qui consiste a faire une quadrature quasi-Monte Carlo.

(iii) Approximation quasi-Monte Carlo:
On réécrit le second membre de ’équation (4.6) sous la forme d’une intégrale en dimension
4. Pour 0 < 5,k < N on note ¢;; la fonction caractéristique de I'intervalle

[ i+ 1) LR
N N N N
et y la fonction caractéristique de [0, vAt). A chaque fonction simple s sur IR correspond

une fonction simple S sur T par

-1
SM(x) = 3 ejplwr,72)
J,k=0 (4.7)

. ((1 — X($3))S(U§n)) + X(:ch)s(v;n) cos 2Ty — v,gn) sin 27T:1;4)) )

Vx = ($1,$2,$3,$4) - 74
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On a .
/ s(0)g™ () = [ S (x)dx. (4.8)

— 0 74

AlorsI'on définit une approximation f+Y(v) de f,41(v)dv par une quadrature quasi-
Monte Carlo avec I’ensemble de points {y,n4; : 0 <7< N} C I

[ s = ; (yanes) s € S(R). (4.9)

Notons |#]|T'la partie entiere du nombre réel x et

kyl)(.]) = LNynN-I—j,IJv kgn)(.]) = LNynN-I—j,ZJ-
j j+1) [E Rt
N N N N

de points utilisé dans la quadrature quasi-Monte CarloI'l’équation (4.9) devient

Si chaque cellule [ ) x I? contient un seul élément de I'ensemble

iN—IS( n-|—1 1 N-1
N 7=0 ]:0
(1- X(ynNﬂ‘,S))S(U( i o) T X Wnnsa)s(v ,i?r% () €05 2TYnN+ja — U,i?) () 5in QWynNﬂ‘A)) :

Alors on a I'un des deux cas suivants pour chaque nouvelle vitesse:

v](,n+1) = v](j,z) ) COS 2MYN4j4 — Ux(j’z) ) SIN 2T YuNti4,  S1 YnNtj3 < VAL,
2
4.10
plnth) — sinon ( )
J k()

La masse est automatiquement conservée. [’énergie cinétique est conservée et on a de
faibles erreurs pour les quadratures quasi-Monte Carlo si Y possede des propriétés de
symétrie assurant la conservation de I’énergie pour les particules entrant en collision. Soit
b > 2 et m > 0 des entiers et prenons le nombre de particules de la forme N = 20™. Soit
X = {x,, n >0} une suite-(0,4) en base b. Pour nb™ < ¢ < (n + 1)b"T'on pose

1 b +1 1 b
Yobmir = (5 (:Im + %) '3 (:L’z,z + L[TMJ) ,:Iiz,3,:1iz,4) )
1 b 1 b +1
Y(nt1)pm4e = (5 (:L’z,z + L[T“J) '3 (:Im + %) s T3, 1 — :1;474) .

Les ensembles de points Yl {ynbm+g :nb™ <l < (n41)b"} et YQ(n) = {Y(nt1ypmte -

nb™ < 0 < (n+1)b"} sont des réseaux-(0,m,4) en base b.
(n)

Les deux premieéres composantes de la suite Y, permettent de choisir les particules

k( )( ) et k( )( ') qui vont entrer en collision. La premiere composante choisit un numéro
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de particule impairl'tandis que la deuxieme composante choisit un numéro de particule

pair. A ce niveau les nouvelles vitesses des particules de numéro impair sont calculées.

Avec la suite Y T'les mémes particules sont choisiesI'mais en ordre inversel'c’est & dire
2

un numéro pair puis un numéro impair.

Ainsi aucune particule ne peut entrer en collision avec elle méme. D’autre partl’chaque

particule peut faire tout au plus une collision durant un pas de temps.

4.3 Meéthodes Monte Carlo pour la résolution de 1’é-
quation de Kac

4.3.1 Méthode de Bird

Cette méthodel'basée sur la physique du probleme et non pas sur une discrétisation
de I’équation de Boltzmannl'a été introduite par Bird (voir [2]).
Soit N le nombre de particules simuléeslet At le pas de temps choisi de maniere a satisfaire

vAt < 1.

La probabilité de collision pour une particule durant un intervalle de temps (¢,,,¢,+1) est
P. = vAL

La méthode consiste a

— tirer au hasard {%PCJ paires de particules qui entrent en collision.

— tirer au hasard dans [0, 27] un angle 6, ; pour chaque paire de particules (¢, j) entrant
en collision. Les nouvelles vitesses sont alors:

vl(n—l_l) = vl(n) cost; ; +v

(n)

J

(n)

J

sin (92'7]‘

v(n+1) = —vl(n) sind; ; +v

; cost; ;.

La méthode de Bird conserve 1’énergie cinétique.

4.3.2 Méthode de Nanbu

(C’est une méthode basée sur une discrétisation de I’équation de Boltzmann (voir [43]).
Soit N le nombre de particules simulées. Tout d’abordl’on utilise un schéma d’FEuler en
temps

vAt

5 /_T:/O% (f(”)(v')f(”)(w’)—f(”)(v)f(”)(w)) dwdd.  (4.11)

FU () = f(v) +

avec un pas de temps At vérifiant
vAt < 1.
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Grace a 'approximation particulaire

N-—
Z U—U

=0

on a
1 N-1
FOt (p) = Z ( 1 — vAH)S(v — o) + VAtgf”)(v)) ; (4.12)
=0
avec
1
gz( n) — —N / / (v — v( ))5(w’ — v;n))dwd&

Cette distribution gl( ") se vééerit

()= L3 () ()
g; (v) = / v—w; cos2mr — v sin 27T:1;) dz.

On vérifie que g(n)

. est une densité de probabilité:

+ oo
/ gl(n)(v)dv = 1.

— 00

Soit ﬁl(n) une valeur de la variable aléatoire ayant pour densité de probabilité g(n). Alors

ﬁl(n) est de la forme

(n) _ ,,(n) (n)

v; ' =wv; cosl2mx —wv; sinlrw,
J et x étant des variables uniformes respectivement a valeurs dans {0,1,..., N — 1} et
[0, 1]. Par conséquentl’
1 N-1
Fr @) = 5 X0 (1= p)dto = o) + ps(o = 37)) (4.13)
=0

ou p = vAt est la probabilité que la particule 7 entre en collision avec la particule j dans
I'intervalle de temps (¢,,t,4+1); sa nouvelle vitesse est alors ﬁl(n)
Avec cette méthodelT’énergie cinétique n’est pas conservée.

4.4 Analyse d’erreur pour la méthode quasi-Monte
Carlo de simulation

La discrépance d’un ensemble de points est une mesure de la déviation par rapport a
la distribution uniforme. On peut également considérer la discrépance par rapport a une
distribution autre que la distribution uniforme (voir [20]). Pour z € IR soit s, la fonction
caractéristique de (—o0, z) et

+ oo

z) = % Z_: SZ(U](n)) —/ 5.(v) fa(v)dv

j=0 e

o
T
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La discrépance a Uorigine de V™) par rapport a f, est le nombre

Dy (V™. f,) = sup |d\ ()]

z€R

(’est une mesure de la différence entre la distribution des particules de V(" et la solution
exacte a l'instant ¢,. L’analyse de ’erreur est semblable a celle de I'erreur d’un schéma
d’Euler. L’erreur de troncature locale est définie par

5( Z = At/ fn-l-l( ) fn(v))dv

—I//]R2XI(SZ(U cos2mx — wsin 2mx) — SZ(U))fn(v)fn(w)dvdwdx.

On a également besoin d’un terme d’erreur
e(n)(z) = — > /3 (U(n) cos 2z — v\ sin 2ma)dx
N - I z L

— s.(vcos2ma — wsin 2wx) f,(v) fr(w)dvdwdz.
R2x1

Soit S(" la fonction simple sur 74Fqui correspond a s,. L’erreur de la quadrature quasi-
Monte Carlo est donnée par

. 1 N-1 B B
W (2) = 5 2 S W) — [ S ().
j=0 I
On a la formule de récurrence
dW(2) = (1 = vAHdT ™ (2) + vALeT™(2) = Ate I (2) + 607 (2). (4.14)

PROPOSITION 4.1 Le terme d’erreur e%)(z) vérifie

()] < 2D3 (V. 1), (4.15)
(n)

Démonstration. Le terme ey’(z) peut s’écrire

1 N 1
e%)(z) = /d (z;2 v,g ))d:zj + d%)(z;v,x)fn(v)dvdx, (4.16)
IRxTI
ol
N—
d(n)(Z'l‘ w) = i le '™ cos 22 — wsin 2mx)
N 3 Ly z ]

O

j=
+ oo
/ (v cos2re — wsin 2wx) f,(v)dv,

o0
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—
?

d%)(ﬁvafﬁ) - N Z s.(vcos2ma — v,gn) sin 2ma)

+oo
—/ s.(vcos2me —wsin 2ra) f,(w)dw.

Puisque

A (212, w0)| S DRV L), A (z10,2)] < DR (VO £), (4.17)
il vient |e§$)(z)| < QDE(V(n)afn)- n

L’inégalité suivante est immédiate

tnt1 +oo
A=)

Considérons maintenant l’erreur 5]@(2) introduite par la quadrature quasi-Monte

f
57 (0.) | dvdt. (4.18)

Carlo. On fait des évaluations d’intégrales de fonctions caractéristiques. Si 'on pose
X0 = {Xppmy; + 07 <™} et Y — {yuny; 0 0<j < N}

alors X est un réseau-(0,m, 4) en base b et on peut écrire

. A(E™, Y ™) A(F, Y ()
) = AETYT) ey S AEESYE) Ly ey
N N
(4.19)
A(G) y(n)
LAGEYT) A(G),

ol

N-1

Eén) — {X c [ Z Cj7k($17x2)82(v§n)) = 1}7
7,k=0

N-1

> ciular o) x(wa)s:(0l"”) = 1}’
7,k=0

/—/‘\

N—
G = {X cT' - Z cip(ar, o)) (2 )SZ(U(n) cos 2mry — v,gn) sin 2may) = 1}.

z J

La quantité 5 ( ) est une somme d’erreurs introduites par le calcul approché de mesures

de sous- ensembles de T'. 1 inégalité classique de Koksma-Hlawka ne peut pas étre utilisée
pour majorer |5 ( )|. Soit E un sous-ensemble de I° et X un ensemble de N points de
I?. Une technique d’analyse de ’erreur

A(E, X)

D(E.X) = ==

— As(E)

a été proposée par Niederreiter et Wills (voir le théoreme 1.8). Si £ a une forme régulierel’

|(S](\7;)(Z)| est majoré par Dy (X)*. Le résultat de Niederreiter et Wills a été utilisé par Lécot
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dans [33] pour obtenir une borne d’erreur apres des calculs assez complexes. Dans le cas ou
X est un réseau-(t,m, s) en base bI'|D(E, X )| peut étre borné par L) (voir le théoreme
1.7). Une méthode directe est utilisée ici pour majorer |(S](\7;)(Z)| Un réseau-(t,m, s) étant
un ensemble de points pour lequel la discrépance locale D(E, X) est nulle sur beaucoup de
sous-intervalles de I°T'1'utilisation des réseaux est essentielle. Par exemple D(E{™, Y (")) =
0. Une autre notion fondamentale est celle des ensembles ayant la propriété du quadrant
généralisée (voir ci-dessous). Nous allons borner D(F, X') dans le cas ou E est un ensemble

ayant la propriété du quadrant généralisée. Ce résultat nous servira ensuite a majorer
D(GU) Y (™) apres avoir décomposé G,

o B
L’ensemble X étant un réseau-(0,m,4) en base bl'on a A ([]ﬁ’ ]%) < T, Y(”)) =1r
pour tout entier j tel que 0 < 5 < N. Par conséquentl’

= Ay(EM). (4.20)

Les estimations suivantes sont dues a Niederreiter [47['Théoremes 3.6 et 3.7].

LEMME 4.3 La discrépance a Uorigine d’un réseau-(t,m,s) X en base b vérifie

D% (X) < V—Tl(m — 1)+ gJ BT sis =2, (4.21)

D3() < | (452) -0+ S em -0+

b=, sis =3, (4.22)

Ce qui entraine

ProrOSITION 4.2 On «a

< V)_—lm + §J b (4.23)

Démonstration. Notons j(z) =max{j : 0<j < N, v](n) < z}. Les particules étant

réordonnées de telle maniere que 1 < j = Ul(n) < U](n)Fon obtient

J(z) +1 7
F& = o, | < [x[0wAy < T (4.24)
On peut écrire A(F™, Y™y = A(ﬁz(”),X(”)) + A(ﬁz(”),X(”))Foﬁ

- 1 |4 1
F = [0,— V(AJ) x [ x[0,vAt) x I,

- 1 |40 9
(") — J x [0,— V(%J) x [0,vAt) x .
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1 N N
Puisque )\4(FZ(”)) =3 ()\4(Fz(n)) + )\4(FZ(”))) ['1l vient
A(F) y(n) 1 [ AP F® p . x () -
( z )—)\4(F)§n)) —_ ( 1,34, 41,3 )_)\Z(PIBFZ(n))
N 2 b '
S o) o (4.25)
1 (AP, Py s X1 ~
+5 ( (Fos me 22X ) _ )\2(P2,3Fz(n))) :

Le résultat désiré est obtenu en utilisant les lemmes 4.1 et 4.3. 1

AGD,Y™)

Finalementlconsidérons la différence —M(Gg”)) qui est 'erreur introduite

par le calcul approché sur le terme d’interaction non-linéaire. L’analyse est assez proche

A(F) y(n)
de celle de % — Ay (F),

On part d’un concept général.

DEFINITION 4.1 Un sous-ensemble E de I° a la propriété du quadrant généralisée s’il
eviste un v = (vy,...,0s), avec v; € {0,1} pour 1 < i < s, tel que

X =(x1,...,25) € E=1°N H[min(xi,vi),max(xi,vi)] CFE.
=1

La définition d’un ensemble ayant la propriété du quadrant (ce qui correspond a v =
0) a été introduite par Schmidt [55]. Avec cette notionl'on a 'inégalité suivante.

LEMME 4.4 Soit X un réseau-(t,m, s) en base b, et E C I* un ensemble ayant la propriété
du quadrant généralisée. Alors, pour m > t+ s,

‘% (B < sb 122 (4.26)

Démonstration. Soit v associé a £ comme dans la définition 4.1. On peut supposer
que vy = 1. Soit d = V”T_”LJ Pour @ = (ay,...,as) avec des entiers a; tels que 0 < a; < bir

Flai ai+ 1Y .
notons [, = H [%, ¢ bj ) Si on pose

=1

E.=|J L e Ey= |J L,

1aCE T.NE#D
alors E_ C ' C Ey et
APy -y < N ),

CN(E)y < )
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Les sous-ensembles F_ et F, sont des unions disjointes d’intervalles élémentaires [,['avec

AE_, X AEL, X
As(1,) > b'=™T'donc % — X(E2) = # — Xs(FEy4) = 0. De plusT'E'\ E_ et
FE, \ E sont des sous-ensembles de £, \ F_T'd’ou
AE, X
‘% —A(E) | S A(Eyp \ BL). (4.28)

e ai+l
Pour ¢’ = (ay,...,as—1)'notons I, = H [%, L bj ) et

=1
a,(a") = min{as : larayNE # () et Liar a0 7 E},
as(a’) = max{a; : larayNE # () et Liar,ay 7 E},

at=(af,...;af ), o0 af =a;+1siv, =0, af =a;—1siv;=1.

Puisque E est un ensemble ayant la propriété du quadrant généraliséel'il vient

B\ E- =1 [st(j/), 65(“; * 1) (4.29)
et
a,(a') < a,(a'").
Définissons par récurrence a’ ** = (d’ (a_l)"')"'. AlorsI'en utilisant la convention
Gs(d)=a,(a)=0 si i a; <0oua >b
on obtient

s—1b9—1 pé—1  bd—1 bd—1 bd—1

do(@(d) —a(a) = DD D D X X

1=1 a1=0 a;—1=0a;41=0 as_1=0 a=0

(@s((ary ..., a;-1, (bd — Dvg, @iy ey as-1)F)
—a,((ar,...,ai-1, (bd — Dviy@igry. ..y as_l)a"')

S (S o 1)bd(s—1)

b
qui conduit au résultat du lemme. B

REMARQUE 4.1 D’apres un exemple donné dans [34I'Proposition 4]I'1ordre de 'estima-
tion (4.26)I" est le meilleur possible pour ¢t = 0.

LEMME 4.5 Soit X un réseau-(t,m,s) en base b et E' C I*~' un ensemble ayant la
propriété du quadrant généralisée. Soit 0 < & < 1 et E = E' x [0,&). Alors, pour tout
m>t+s—1,
A(E, X)
bm

m—t—1 J

CME)| < (s—1)(m—t—s+2)b7 "5 (4.30)
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Démonstration. On procede par récurrence sur m. L’'inégalité est triviale pour m =
t+s—1. Supposons m >t + s et (4.30) vraie pour m — 1. Si & = 1l'le résultat se déduit
des lemmes 4.1 et 4.4. Si £ < 1l'on introduit U'entier £ = |bf;]| et on écrit £ sous la forme
d’une union disjointe d’intervalles

h h+1 {
Eh:E/X —,L ,0§h<£ et EZZE/X —,fs .
b b b
, ) o1 h h+1
Pour 0 < h < /T'notons X}, I'ensemble de points X N [*7" x AR b
S10 < h < {I'alors
A(E,, X 1 fAE, PX
ALY gy =1 (AR ), (4.31)
bm b bm—1
avec P = Py s1. D’apres le lemme 4.1I' PX}, est un réseau-(t,m — 1,s — 1) en base b.
Donc N
E X 1 m—t—1
‘% — A (En)| < (s = Do~ L=, (1.32)
d’apres le lemme 4.4.
C0r+1

D’autre partI'soit T la transformation affine de I°7' x dans [°. D’apres le

b b
lemme 4.2I'T' X, est un réseau-(t,m — 1, s) en base b. Par I’hypothese de récurrencel’
A E X 1 m—t—2
‘%—)\S(Ez) < 3(8—1)(m—t—5+1)b_t = (4.33)

et ainsi (4.30) est établie.
Nous rappelons un résultat qui a été démontré par Niederreiter [47]'Lemme 3.4.(ii)].

LEMME 4.6 Soit X un réseau-(t,m,s) en base b. Pour tout intervalle élémentaire J' C
I°71 en base b et pour tout &, € I, on a

Ao(J' % [0,6))] < bt (4.34)

‘A(‘]/ X [0755)7)() o
bm

Ceci conduit a la

PROPOSITION 4.3 On a 'estimation

(4.35)

A(GR) y(n) m—1 m=1
(Gz]\; )_)\4(@271))‘ < 48(m—2)b_L 3 J_|_26(m_1)b_L 2 J
+ (11 b—1 : 2+—b_1 +2 L1 vAL| ™
5 | ™ 5 MY g '
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. . , z
Démonstration. On suppose d’abord z > 0. Pour (z,y) # (0,0) et 0 < EESRE <1r

notons

1 x z

sz(l', y) = % (ELTCCOS W — arccos W) )
1 x z

77Z)Z(x7 y) = % (arccos W -+ arccos W) .

Etant donnés deux entiers 0 < 5,k < Nl'on note

7+ 1 kE k+1
[X]j7k = [JN’ %) N, %) 5 [Xfﬁg == [X’j7k X [O,I/At)
AlorsI'G(") s’écrit comme 1'union disjointe des ensembles G;fg) pour 1 < g < hllavec
= |y KA,
o2 (M2 22
G = U RS [0 U (ol o)1)
MO (O
v](]n)2+v£n)2222
ng:))) = . U( | K]A,f X [0,1 ;bz(v;n),v,gn))) U (1 — qbz(v](n),vkn)), 1} ,
v " <z, v " >0
v](Jn)2+ 277,?2222
arl = . U( | K& 5 (08 o), 1+ 6. (01, 0(")) |
v " >z, v " <0
v](]n)2+v£n;€2222
Gzng = U K]A,f X (—qbz(v;n),v,gn)),l ;bz(v](n),v,gn)))
N O
v§n>2+v<n§€2222

Pour des entiers 0 < 5.k < b™l'on pose

g+ 1 EE+1
J]‘Jg = [L ]L) X [— + ), J%kt: Jj,k X [O,I/At).

bm ? bm bm ’ bm J
On peut écrire A(G;g), Y(”)) = A(é;g), X(n)) + A(@;g), X(”))Fofl
G = U J8xr G = U TR,
;]-)I-21+,U£k)2<22 Ué?)2+vék)+21<z2
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et
GW= U IA <0608 ol U (a0l 08, 1)
o
27+1 2k
”é?-)|-21+”£z)2>22
Gl = U a0 =gl o)) U (1= (ol el )0 1).

LGOI €O R

27 > T2k41

”£?)2+”£Z)+21 2%

Les ensembles G;fg) et GZ”;F3 < g < 5 se définissent de facon analogue. Alors

A(GE) Y ) i . ~n A(n
D net) = = 3 (W68 - 3 (W@ + M(GE))
g=

12 A én)7X(n) ~ A G(n)7X(n) 2
by (BT ey s Ay Gen) L (ae)
2 = bm ) bm )
On a
- L 26)

<7 #{(J,k) : 0<j,k <N, 7,k impairs, v]( )2 -I-U;(€ 2 < 2%}

—#{( k) = 0 < gk < N, j impair, k pair, ol + 0" < %)
I/At

(J,k) : 0<j,k <N, j,k pairs, v](n)Q + v,ﬁ”” < 2%}

0 <j,k <N, jpair, k impair L2 ()

_#{(.]7 k) :

, o oM < 2% (4.37)
et
n 1 ~(n ~(n
MG = 5 (MG + 2(G)|
vAt 1 z
< == Z Z I = —arccos —— ” )
N2 j impair, 'U](n)<z k impair, vén)<0 T (U]( )2 —I_ U](C )2)1/2
o124 (12 2

Z (1 1 z ) ‘
— — — arccos 32 32
k pair, ’U( )<0 T (U; ) —I_ U](C ) )1/2

(n)2 (k)2
’UJ +v L 222

Z (1 1 z )
— — arCCoOS
(n)2 (n)2
k pair, vén)<0 T (Ul —I_ Uk )1/2

J
v](n)2+vl(€n)2222

vAt
U TR

7 pair, vj(n) <z
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3 (1 ! : ) (4.38)
— — —arccos , )
k impair, vén) <0 T (U;n)z —I_ U](Cn)z)l/z
v](n)2+vl(€n)2222
et des bornes similaires pour g = 3,4, 5. Les particules étant réordonnéesl'il vient
MG = 5 (@) + M(GD)| < 5
: : S : : L vAt
(#{j :0<j< N, jimpair}+#{j : 0< 7 <N, jpalr}) ST (4.39)
et
n 1 ~(n ~(n
MG = 5 (MG + M(ED)| <
vAt Z z z
arccos — arccos
T N2 véﬂ)<07 ‘. (U;n)2 + (n)2)1/2 (U;n)2 _I_U(n)12)1/2
v§n>2+v<n§2222
1 vAt "
< Zouco<i< N o <2 (4.40)

2 N?

Les ensembles Ggfg) I'pour 3 < g < 5l'sont traités de la méme maniere que ’ensemble ngz)
Par conséquentI’

5
e ~ e N e
5 (@) = 5 (Ml + a@)| < U5 (4.41)
g=2
D’autre partFGSﬁ) = Gznl) Soit
n) At n) At
Fz,l,l U J]J“ FZJ,? - U ‘]JJC’
vé?_)H<0, vgz)<0 vgzl_)H<o véz)zo
QN iy
(n)  _ At n) At
is = J o .= U
vé?_)l_l>0 véz)<0 vé?_)l_lzo véz)zo
T T
On a une union disjointe
e 0
2 n n
I° x [0, I/At) = U Fz,l,h U P17273GZ71 . (442)

(n)

Quand les particules sont réordonnéesl’chaque ensemble I}, est un ensemble ayant la
propriété du quadrant généralisée. D’ou il vient d’apres les lemmes 4.11'4.5 et 4.6 que

A(P é(n) P X(n) . m—1
(Pr23 Zgﬂl 1,2,3 ) _ )\3(P1,2,3GS,11)) < 8(m — 1)5—LTJ +b67", (4.43)
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et alors
1] AGY), x0) o AGE) x ) . .
AL a) + AL )] < sm - 122 o,
(4.44)
Maintenant]'définissons
ég)l = U Jﬁkt X [O,sz(vé?luvgz)))
<o D <
U U J]ékt X {qubz(vg;-)l—lvvgz)))v
OS'Ué?_)l_l<z, —z<v£n)<0
Bhngy
6272),2 = U J]ékt X [qubz(vg;-)l—lvvgz))) 9
v(n) <0, —z<v( )<0
2541 =
”é?ﬁ +”£Z)2 2%
Gla= U I < (el o)1)

GS??)A = U—szgn) <0, ”éZ) <0 ‘]ﬁkt X (¢Z(U£?2|—17 ng))v 1)

Tl o
At n n
U U Sk % (¢Z(U2j+lvvzk ); 1) .

OSUgl_)H <z, véz) <—z

~(n) At (n) ()
Glas = U iy X (¢Z(U2j+1avzk ) 1),
OS'Ué?_)l_l<z, —zgvéz) <0
n)2 n)2
vé]-)l-l-l-vék) 222
et
~(n)yr Ay At At
GZ,Q,I == GZ,2,5 == U J]Jg X [ U U J],k X [
vy <0, —z<ofy) o<ufhy <= g <o
n)2 n)2
vé]-)l-l-l-vék) <=2
U U I <,
0§v£?_)|_1<z, OSUSZZ)
= (n)1 At At At
GZ,Q,Q — U J],k X [ U U J],k X [ U U J],k X [7
<o e o=, oy
n)2 n)2 n
’U;]-)I-l-l-vék) <2 _sték)<0
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~(n) At
GZ,Q,-?) — U J],k X [7
—zgvgzl_)l_l, véz)<0
~(n)! _ At At
Graa = U Jig x4 U U Jig x A
Uy <0 —eSug) <o ~=<ell, <0, 0]
”é?-)|-21+”£:)2<22
U U JExI U |J JyxI
0§v£?_)|_1<z, —zgvéz) Zsugzl_)l_l
Alors
G;;h N Gﬂfh =0 for 1<h<H5. (4.45)

Les particules étant réordonnéesI'l’ensemble Plﬂégfz),/h est un ensemble ayant la propriété
du quadrant généraliséel'et c’est un intervalle de la forme [£1,1) x [0,&) si h = 3. L'en-
semble P17274(C~?i772)7h U éinz)/h) a aussi la propriété du quadrant généralisée. Des lorsI'd’apres
les lemmes 4.11'4.3 et 4.5 il vient

(4.46)

Les ensembles ég”)Fpour 3 < g < 5 ainsi que les ensembles G(”)Fpour 2 < g <5 sont

g 2,9
traités comme GSQ On trouve
1 &L | A(GE), X)) oo A(GE), X ) -
ST A(GU)) + g~ A(G)
g=2
< 48(m — 2)b "7 4+ 18(m — 1)p 177
b—1\> , b—1 9
5 ——m+ o[ 4.4
+7 ( 5 ) m* 4+ 5 m + 1 (4.47)

A partir de (4.36)I'(4.39)'(4.41)I'(4.44) et (4.47) il vient

AGD, YT _ A4(Gzn>)‘ < 48(m — 2)b~ L") 4 26(m — 1)L

N
) (4.48)
AN TS B
2 2 1

+ 1+ I/At) b~
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Si z < 0'la démonstration conduisant a (4.48) donne

m—1

(n))—)\4(G(”))‘ < 48(m — 2067l £ 10(m — 1) 77
(4.49)

D’ou le résultat de la proposition. B
On combine les estimations précédentes pour avoir une borne d’erreur pour la méthode
quasi-Monte Carlo de simulation.

ProroSITION 4.4 On «a

12
DRV, f,) < DYV, fo) At [ [ et
0

— 00

!
=5 =5
N (48(m — )b L5 ] 4 26(m — 1)p7L3
2
+(11 (b;—l) m? + b_Tlm + % + {b_Tlm + gJ +14 uAt) b—m). (4.50)

Démonstration. Le résultat vient des relations (4.14)'(4.19) et (4.20)'avec I'inégalité
(4.18) et les propositions 4.11'4.2 et 4.3. 1

REMARQUE 4.2 La Proposition 4.4 indique que I'on a un taux de convergence de 1’ordre
1

de N7% qui est plus mauvais que celui d’'une méthode de Monte Carlo. Les expériences

numeériques montrent que cette estimation est pessimiste.

4.5 Etudes expérimentales

Pour valider 1'utilisation des réseaux-(¢,m, s)['une expérimentation est faite dans un
cas ou la solution exacte est connue. Si

2 v
alors
Fo,t) = % (2(1 ()82 + (Belt) - 1)c(t)3/2v2) e (450
ol |
R

Une représentation tridimensionnelle de la densité f(v,?) est donnée sur la Figure 4.1. On
voit que le systeme est pratiquement en équilibre a I'instant ¢ = 10.
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20

15

10

Vel ocity L b 0

-4 -2 0 2 4
Vel ocity

FiG. 4.1 — Solution exacte du modele de Kac.

La précision de la simulation particulaire est mesurée au moyen de I'erreur (discrépance-
*) DAV, £,). On compare les erreurs obtenues en résolvant le modele de Kac par trois
méthodes différentes:

1. la méthode quasi-Monte Carlo utilisant les réseaux: elle sera notée QMCI’
2. la méthode DSMC (direct simulation Monte Carlo method) de BirdI'
3. la méthode de simulation stochastique de Nanbu que 1’on notera SS.

Toutes les simulations sont faites en partant de N particules représentant la distribution
initiale de vitesse. En dimension unl'il est facile de trouver la borne inférieure de la
discrépance-* D3 (X) pour N fixé. On a toujours DR (X) > 1/2N et cette inégalité
devient une égalité si X = =l'ou

:_{2j+1
- L 2N

:0§j<N}.

L’initialisation des particules est faite en résolvant les NV équations non-linéaires suivantes

)

(0 )
Y) 27 +1 .
/_Oo folw)dw = JQN :0< 7 <N
Alors on a |
Dy (V®. fo) = DA(Z) = 5 (4.52)

La méthode quasi-Monte Carlo de simulation utilise une suite-(0,4) en base b.

La construction d’une suite-(0,s) en une base b qui est un nombre premier étant
plus simple que la construction dans une base quelconque bI'la base b = 5 est choisie.
Une méthode pour construire une telle suite-(0,s) a été développée par Faure [14] et
implémentée par Lécot dans [33]. Toutes les simulations sont faites jusqu’a I'instant T =
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20. On a représenté les erreurs D% (V™ f,) en fonction du temps. D’autre parl'un taux
empirique de convergence N7 est déterminé par la représentation de ’exposant de I’erreur
pg\?) = —log (D?V(V(”),fn)) /log N en fonction du temps. Les figures 4.21'4.31'4.4 et 4.5
contiennent les résultats de simulations pour les trois méthodes: QMC I'DSMC et SS. Les
tests ont été effectués avec N = 2-5%, 2.5°, 2.5% et 257 particules. Le pas de temps utilisé
est At = 0.1. Les résultats pour At = 0.05 sont donnés dans les figures 4.61'4.71'4.8 et 4.9.
Les figures 4.10I'4.111'4.12 et 4.13 contiennent les résultats correspondant a At = 0.01.
Nous avons également représenté les moments d’ordre 1 et 4 avec N = 6250 particules
et At = 0.1 (voir figure 4.14). Les deux tableaux contiennent les erreurs minimales]'les
erreurs maximaleslles erreurs moyennes ainsi que les exposants d’erreurs moyens pour les
3 schémas.

Les résultats montrent clairement de meilleures performances pour la méthode QMC
que pour les méthodes DSMC et S5. Pour un niveau d’erreur fixél'on a une réduction
du nombre de particules simulées par un facteur 5 pour la simulation QMC. Le taux de
convergence passe de N7 pour les méthodes de type Monte Carlo a N~ pour le schéma
quasi-Monte Carlo. Dans la pratique on a de meilleurs résultats de convergence que ceux
fournis par 'analyse théorique. D’autre part on observe que l'erreur n’est améliorée en
régime transitoire que si le pas de temps est suffisamment petit.

Dans le but de souligner I'importance de I’étape de tri dans la simulation QMCI'nous
avons testé cette méthode en omettant de trier a chaque pas de temps les particules (voir
la figure 4.15). Les résultats de la méthode QMC se détériorent et se retrouvent au méme
niveau que ceux des méthodes DSMC et SS.
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At =0.1 erreur erreur erreur | exposant d’erreur
minimum | maximum | moyenne moyen
QMC
N=250 1.78E-02 | 5.50E-02 | 3.27E-02 0.619
N=1250 5.82E-03 | 2.00E-02 | 1.15E-02 0.625
N=6250 2.13E-03 | 6.72E-03 | 4.46E-03 0.619
N=31250 6.97E-04 | 2.60E-03 | 1.80E-03 0.610
N=156250 3.05E-04 | 1.62E-03 | 8.05E-04 0.595
SS
N=250 1.94E-02 | 1.32E-01 | 5.74E-02 0.517
N=1250 9.52E-03 | 5.21E-02 | 2.90E-02 0.496
N=6250 5.45E-03 | 2.21E-02 | 1.16E-02 0.509
N=31250 1.77E-03 | 1.10E-02 | 5.82E-03 0.497
N=156250 8.18E-04 | 5.88E-03 | 3.87E-03 0.464
DSMC
N=250 1.91E-02 | 1.28E-01 | 5.53E-02 0.524
N=1250 1.03E-02 | 4.09E-02 | 2.27E-02 0.530
N=6250 4.27E-03 | 1.88E-02 | 1.02E-02 0.524
N=31250 1.32E-03 | 8.79E-03 | 4.63E-03 0.519
N=156250 5.06E-04 | 3.78E-03 | 2.20E-03 0.511
At =0.01 erreur erreur erreur | exposant d’erreur
minimum | maximum | moyenne moyen
QMC
N=250 6.60E-03 | 5.40E-02 | 3.23E-02 0.621
N=1250 2.92E-03 | 1.79E-02 | 1.12E-02 0.629
N=6250 1.03E-03 | 7.69E-03 | 4.13E-03 0.627
N=31250 4.80E-04 | 2.30E-03 | 1.43E-03 0.632
N=156250 1.53E-04 | 7.54E-04 | 5.19E-04 0.632
SS
N=250 1.01E-02 | 1.38E-01 | 7.82E-02 0.461
N=1250 2.50E-03 | 7.47TE-02 | 4.36E-02 0.439
N=6250 1.01E-03 | 1.92E-02 | 1.15E-02 0.510
N=31250 7.19E-04 | 1.11E-02 | 5.55E-03 0.501
N=156250 2.61E-04 | 4.63E-03 | 2.55E-03 0.499
DSMC
N=250 6.06E-03 | 1.03E-01 | 5.60E-02 0.521
N=1250 3.04E-03 | 4.94E-02 | 2.31E-02 0.527
N=6250 1.44E-03 | 1.93E-02 | 9.38E-03 0.534
N=31250 6.40E-04 | 1.03E-02 | 4.54E-03 0.521
N=156250 1.97E-04 | 3.48E-03 | 1.98E-03 0.520




88 Chapitre 4. Méthodes particulaires de simulation du modéle de Kac

4.6 Conclusion

L’analyse théorique et ’étude expérimentale montrent qu’il est possible d’appliquer
les méthodes particulaires quasi-Monte Carlo de simulation a des modeles cinétiques non-
linéaires. Les réseaux-(t,m,s) garantissent de faibles erreurs d’intégration a condition
de réordonner les particules a chaque pas de temps. La convergence de la simulation
peut étre démontrée. L’outil principal pour démontrer cette convergence est 1’analyse de
I’erreur introduite par le calcul approché de la mesure d’un ensemble ayant la propriété du
quadrant généralisee. Les résultats expérimentaux montrent une amélioration de ’erreur
et du taux de convergence par rapport a ceux des simulations de type Monte Carlo. Ce
travail constitue un préliminaire a la résolution de I’équation de Boltzmann en utilisant les
réseaux-(t,m, s). Il y a plusieurs directions possibles pour les travaux futurs. La technique
utilisée par Morokoff et Caflish [40I'Lemme 1] pourrait servir a améliorer la borne d’erreur.
L’extension de I'algorithme a I’équation de Boltzmann non linéaire et homogene en espace
est a ’étude.
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Chapitre 5

Simulation de la diffusion par des
marches quasi-aléatoires

Résumé: Nous présentons une méthode de simulation de la diffusion. Elle utilise des marches
quasi-aléatoires de particules. Le probléme considéré est le probleme de Cauchy pour ’équation de la
diffusion de dimension s en espace. Nous introduisons s pas de discrétisation en espace Ax; de maniére
a effectuer une semi-discrétisation consistant & remplacer les dérivées spatiales par des différences finies.
Ensuite, une formulation faible est construite a partir de cette équation semi-discrétisée en espace. N
particules sont utilisées pour approcher la distribution initiale. L’intervalle de temps est découpé en sous-
intervalles de longueur At. Puis nous faisons une discrétisation en temps par un schéma d’Euler. A chaque
pas de temps, le mouvement des particules est décrit & 1’aide d’une intégration en dimension s + 1. Une
quadrature quasi-Monte Carlo est alors effectuée avec une suite-(0, s+ 1). Un élément clé de "utilisation
réussie de la suite a faible discrépance est une technique de renumérotation des particules a chaque pas
de temps. Nous démontrons la convergence de la solution approchée vers la solution de 1’équation semi-
discrétisée quand N — oo et At — 0. Les tests numériques montrent un gain de précision lorsque les
suites quasi-aléatoires sont utilisées avec la renumérotation des particules, par rapport & la méthode des

marches aléatoires.

5.1 Introduction

Les méthodes particulaires aléatoires sont utilisées pour la résolution numérique des
équations de diffusion et convection-diffusion [13I' Chapitre 2I'Section 7]. Les méthodes
avec transport de la fonction semblent avoir un intérét surtout théoriquel'a cause des
erreurs statistiques. Une voie pour améliorer la précision est 1'utilisation des méthodes de
transport du gradient. D'un autre co6tél'des modifications des méthodes de Monte Carlo
utilisant des suites quasi-aléatoires ont été récemment proposées [51'7'251'261'331'38140T°
41160]. Ces différents travaux ont montré une amélioration de la convergence par rapport
aux méthodes Monte Carlo standards.

Icil'on considere une méthode particulaire dans le cadre d’un probleme de diffusion s-
dimensionnel. On fixe s pas d’espace Az;['puis on remplace les dérivées spatiales par des
différences finies. Ensuitel'on integre en espace 1’équation semi-discrétisée apres 'avoir
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multipliée par une fonction test. On obtient alors une formulation faible. On choisit le
pas de temps At ainsi que le nombre N de particules. La solution du probleme faible a
I'instant ¢, = nAt est approchée par une expression de la forme

(n) R (n)
u'(x) = Z(S(a:—a:j )

(n)

5 est la position de la jéme particule a I'instant ¢,, et (¢ —y) la mesure de Dirac au
point y € IR’. Les positions des N particules a 'instant ¢{g = 0 approchent la distribution

ou x

initiale. On remplace la dérivée en temps par une différence finie explicitel'pour ensuite
calculer la solution a I'instant ¢,,1; = ¢, + At grace a une quadrature Monte Carlo.

L’idée de base d’une méthode quasi-Monte Carlo est de remplacer les suites aléatoires
par des suites déterministes judicieusement choisies. Des constructions de suites a faible
discrépance ont été proposées par Halton [16]'Sobol” [59]'Faure [14] et Niederreiter [47].
La construction de Sobol’ fournit des suites-(¢,s) en base 2. Celle de Faure fournit des
suites-(0, s) avec des bases qui sont des entiers premiers et la construction de Niederreiter
donne des suites-(0, s) avec des bases égales a des puissances de nombres premiers. Les
réseaux-(t,m, s) et les suites-(¢,s) avec t = 0 sont ceux qui ont les meilleures propriétés
d’équidistribution.

L’approche de ce travail consiste a utiliser une approximation quasi-Monte Carlo pour
calculer une intégrale (s + 1)-dimensionnelle & chaque pas de temps. Si le nombre de
particules est N = b™I'avec des entiers b et mI'les nceuds de quadrature sont les points
d’un réseau-(0,m, s+1) en base bl'garantissant ainsi une faible erreur d’approximation. On
augmente 'efficacité des suites quasi-aléatoires en augmentant la régularité de I'intégrand.
écemmentlune technique consistant a renuméroter les particules a chaque pas de temps a
été développée dans le but de surmonter le manque de régularité [331'38T411°60]. Icil'cette
méthode consiste a répartir les particules en sous-ensembles de niveau 1I'par rapport
a leur coordonnée I puis a trier les particules de chaque sous-ensemble de niveau 1
en sous-ensembles de niveau 2 par rapport a leur coordonnée x,l'et ainsi de suite. Une
borne d’erreur pour la méthode des marches quasi-aléatoires est obtenue en utilisant cette
technique de renumérotation des particules.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 5.2I'’approximation semi-discrete
de I'équation de diffusion est introduite et sa simulation a partir des marches quasi-
aléatoires est présentée. Dans la section 5.3I'nous prouvons un théoreme de convergence
pour la méthode. Le traitement de I'erreur provenant du calcul approché de la mesure
d’un sous-intervalle de I**! de la forme

Tra; a;+1 as
I |55 < 3) <06

=1

constitue la partie majeure de I’analyse. La Section 5.4 est consacrée a des tests numériques
illustrant les résultats théoriques. La précision de la méthode des marches quasi-aléatoires
est comparée a celle de la méthode standard des marches aléatoires. Enfinl'dans la derniere
sectionI'nous faisons un bilan des résultats obtenus et nous parlons des futures directions
de recherche.
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5.2 Meéthode des marches quasi-aléatoires

Nous nous intéressons a la résolution numérique du probleme de Cauchy pour une
équation de diffusion

8u d0*u s
6t ZDa2wt) x e IR ¢t >0, (5.1)
u(z,0) = up(xz), = e€lR’, (5.2)

ou les D; sont des constantes positivesl'et la condition initiale ug est choisie de telle sorte
que

up € L'(IR?), wp >0 et /]RS up(x)de = 1. (5.3)

Dans un premier tempslle probleme (5.1)1(5.2) est discrétisé uniquement en espace. Soit
e 1 < i < sl'la base canonique de IR®. Si Axz;, 1 <17 < s sont s pas d’espace et T:E:Z)Ax,'
I'opérateur défini par

A v(@) = v(@ £ Azel)),

I’approximation semi-discrete de (5.1)1(5.2) est alors

8u . 5 DZ (4)

u—2u+ TX;iu) (x,t), ze€lR’ t>0, (5.4)
u(z,0) = up(z), =€ IR’ (5.5)
Il est facile de vérifier que la masse totale est conservée

V> 0 /]RS (@, t)de = 1. (5.6)

Il est nécessaire de construire d’abord une formulation faible de 1’équation. Soit S(IR?)
I’ensemble de toutes les fonctions simples mesurables au sens de Borel sur IR’. En multi-
pliant par o € S(IR®) I’équation semi-discrete (5.4) et en intégrant sur IR*T'on trouve

- / (@, 1)de = Z A 00 =20+ 78 o) (@)ulz, t)de.  (5.7)

La simulation particulaire se fait comme suit. Soit dy, ..., d; et b des entiersl'et posons
dy+---+ds =met b = N. Nous introduisons N particules de positions ;13;0) telles que

N-—

Z 513—5130

"approche” la distribution initiale ug(@). MaintenantI'consdérons 1’évolution de ces par-
ticules dans le temps. Le temps est discrétisé en intervalles de longueur AtI'la condition
de stabilité suivante étant requise

5 At 1
D,— < —. 5.8
RS >
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(n)

Soit Yo, Yy, ... une suite-(0,s + 1) en base b. Les positions ;" des particules a I'instant

t, = nAt et approximation
N-
Z (x — ;13
de la solution a l'instant ¢, sont construites par une méthode a trois étapes.

(i) Renumérotation des particules:

(n)

Comme dans les chapitres 3 et 4I'cette étape joue un réle primordial. Les points @, sont
notés a:g)Favec a=(a,...,a;) et 0<a; <b¥lde telle maniere que
alzbl,.. 7. 1—62 1,Clz<b :>l’()<$;))

(ii) Schéma d’Euler explicite:

On cherche une approximation de la solution de ’équation (5.7) en résolvant un probleme
dans lequel la dérivée en temps est remplacée par une différence finie. Une mesure v(*+!) ()
approchant la solution a I’'instant tn-l—l est définie par

Vo e S(R) L / (20 (@) — u())

=3 A:I; - T_ZAMO' — 20 + TXQ)”U) (2)ul™ ().
=1 7

Nous obtenons

[ oene = L5 (s

a

ZDA:L' (n) — Aziel)

=1

R R (5.9)
. t DN L) (i)
123 Ax?)rf(waw; Apolel + Arel)

(iii) Intégration quasi-Monte Carlo:

[’approximation résultante est une somme de (2s 4+ 1) N mesures de Dirac pondérées sur
IR®. L’intégrale d’une fonction simple o (&) sur IR par rapport a cette mesure peut s’écrire
comme D'intégrale d’une fonction $(”(y) sur le cube unité I**'. La solution approchée
a l'instant ¢,,1 est obtenue en faisant une intégration quasi-Monte Carlo. Notons ¢q la
fonction caractéristique de

Tla ai+l
]&:H[bdi’ o )

Pour 1 <1 < sI'soit y_; la fonction caractéristique de I'intervalle

[ZDhA2’S )

h=1+1
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et y;['celle de I'intervalle
5 At

[’:[l_ZD Al 2 Pixg h)

h=t h=i+1

De mémel'soit xo la fonction caractéristique de l'intervalle
i At i At
= Dp—,1— Dh—).
LZ::I Ax? f; Ax?
Notons ¢(z) le signe de ¢ avec £(0) = 0. Etant donné o € S(IR*)I'posons
=3 caly) Y xilyar)o (2 + (i) Aayge), (5.10)
a

i=—3

pour y = (¢, ys1) € [T, 1l est facile de vérifier que
() = S0 (y)dy. 5.11
[ o@p @) = [ x0y)dy (5.11)

n+1)

Nous définissons une approximation u! de la distribution exacte u,41(@)de par

N-—
[ o@nt @ Wg Yo (5.12)

ot {Y,n;; 0 < j < N} est un réseau-(0,m,s41) en base b. Alors chaque intervalle Ig x I
contient exactement un point du réseau {y,n,; 0 <j < N},
Pour 0 <5 < NT'soit

a(§) = (16" yavasa ] [0 vael)
[’équation (5.12) devient

N-— n 1 N-— . ' )
Z O Z 2 Xlunvegan)7 (@gin ) + () AzgeD).
: ]: :

La composante y,n4;,s+1 permetIsoit de maintenir la particule sur placel'soit de I'envoyer
dans 1'une des 2s directions possibles. Les nouvelles positions des particules sont alors

() _ At
T, = wa( ()_Axe hzz-:H Dh ynN+Js+1 <;DhA:L'%7
(n+1) (n) D D At
T, — () (4)° s1 Z h = ynN-I—] s+1 < I - Z hA 27 (513)
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5.3 Convergence de la méthode

Cette section est consacrée a 'analyse de la convergence de la mesure u(™ (x) vers la
solution w,(x) = u(e,t,) du probleme semi-discret (5.4)1(5.5). On mesure ’erreur entre
la distribution des particules et la solution exacte de la maniere suivante. Désignons par

(n)

X Pensemble des éléments @’ . Un concept de discrépance par rapport a une fonction
continue peut étre défini (voir [29I'Chapitre 2I'Section 1]). Pour z € IR’I'notons oz la

fonction caractéristique de H(—oo, z;). Nous appelons
=1

1 .
- %:az(w(a)) - /RS 02 (2 ) () dae

la discrépance locale de X par rapport @ u,. L’erreur est mesurée par le maximum sur
tous les z € IR?
DA(X™ ) = sup [d(2)].

zZeR?

L’analyse de la convergence est semblable a celle du schéma d’Fuler explicite. La quantité

() = At/ 02(@) (tng1 (@) — un(2))de

_ Z A / (02 — 202 + 740 02) ()u,(@)de

représente 1’erreur de troncature. Introduisons un terme d’erreur

o - By <r£zmaz s ) o)
_ Z Ax 0z — 20z + 780, 02) ()u,(2)de,
et I'erreur d’intégration
S (v)
53(z) = ﬁ Z:: Woves) = |, 55 (w)dy,

ou Z(Zn) est définie par (5.10) avec 0 = oz. Il est facile de voir que

AP (z) = d7V (2) + AtelyV(2) — At () + 657V (2), (5.14)
Nous avons
(n) >~ Di /) (i) (n) (n) ()
W(z) = (AW (2 = Azie) = 24 (2) + A (2 + Azie)) . (5.15)
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[’estimation

2
g—;;(a:,t) dadt (5.16)

tnt1
() (5] < / /
ez
s [
est immédiate.

Considérons maintenant le terme 5%)(z). C’est ’erreur introduite par le calcul appro-
ché de la mesure d’une partie Borélienne de /°*t!. Nous écrivons & <y si Vi x; < y;.

Définissons
£y = U Iaxly U |J Igxl U U I x I
(n) =10 (n) (n) o
x, <Z+Az;eld x, <z x, <Z-Az;el)

et Y ={y, vy + 0< 5 < N} Alors Z(Zn) est la fonction caractéristique de E(Zn)FY(”)
est un réseau-(0,m, s + 1) en base b et

(n) - (n)
5]\7 (Z) = N - )\5+1(5Z ) (517)
Partitionnons E(Zn) en ensembles disjoints

EQ = |y Ipxl, —s<i<s,
a:(a")<z(")

ou z() = z —e(i)Azy;el. Si J_,_ =0T

® At ® At
J_Z»:[(L D, ) 1 <i<s, Ji:[(),l— Dy ) 0<i<s,
; Ax? hg_l Ax?
E(an est la différence entre les ensembles
FO = Igxdioet GY= U Ih % Ji.
xl) <z xly) <zt
Par conséquent
: ~ (AL Y™ :
5](V)(z) = Z (ZT - )‘S-I-I(Fé,i))
so (AGY, Y .
Sy (AT e, (515)
i=—s+1 N 7

Puisque F énz peut s’écrire comme une union disjointe d’intervalles élémentaires en base b
de volume b~ T'il vient

A, Yy ™)
A VD) () =0, (5.19)
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Il reste a borner les autres termes de 5%)(z). Les estimations qui suivent sont dues a
Niederreiter [47]'Lemme 3.4].

LEMME 5.1 Soit X un réseau-(t,m,s) en base b.
(i) Pour tout intervalle J contenu dans un intervalle élémentaire en base b de mesure

b=, on a

‘bimA(J,X) _ )\S(J)‘ < b, (5.20)

(ii) Pour tout intervalle élémentaire J' C I°71 en base b et pour tout & € I, on a
1
‘b—mA(J’ 10,60, X) = Ay (' x [o,gs))‘ < b, (5.21)

Le résultat suivant nous est également utile. La démonstration est semblable a celle de

[47 Théoreme 3.6].

LEMME 5.2 Soit X un réseau-(t,m,s+1) en base b et d > t un entier. Pour tout intervalle
elémentaire J C [S_j en base b avec As_1(J) = b=, pour tout entier a avec 0 < a < b?
et pour tout {41 € 1, on a

1 a a
‘b_mA (J X [Ovﬁ) X [0,§5+1),X) — Ast1 (J X [Ovﬁ) X [07§s+1))‘
b—1 3
< | —(d—1t . .22
< |5 ha-0+3) 5.2
Démonstration. Pour d = tI'(5.22) se déduit de (5.20) et si a = b% alors (5.22) se déduit
de (5.21). Supposons que d > t et a < b?Tet posons

. a
K=Jx |:07ﬁ) X [0,§5+1).

[’écriture du nombre a dans la base b est
d—1 4
a = Z a b
=0

. a .. . C .
L’intervalle [0 ) peut s’écrire comme une union disjointe

bl

a d—1a;-1
[O,ﬁ) =LUlJ U L (5.23)

j=t k=0

ol

d—1
j—d —d
Iiy = [Z ajb] 7ab )7
J=t
d—1 d—1

S a4 kb ST bt (k o+ 1)bf—d).

{=7+1 l=7+1
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Ainsi
d—1o;-1
K=Jx1Ly x[0,&00) U U Jx Lg x[0,641). (5.24)
j=t k=0
Par le Lemme 5.1 (i)['
1
‘b—mA(J X Ty x [0, 8sq1), X) = Asya(J X Lg% [07§s+1))‘ <o, (5.25)
et par le Lemme 5.1 (ii)I'
1
‘b—mA(J Lg% [0 €ant)s X) = Aoya (X Lip [o,gsH))‘ <Bm (5.26)
D’ou |
‘b—mA(K,X) ot (K| < (@ D)5, (5.27)
avec

d—1
o = Z .
i=t
Un traitement analogue de

L=Jx [ﬁ 1) X [0,&s41)

b’
conduit a |
‘b—mA(L, X)— )\5+1(L)‘ <((b=1)(d 1) —a + )b (5.28)
De plusI' KU L = J x [ x [0,&41)alors par le Lemme 5.1 (ii)I
1
‘b—mA(K UL, X) = s (K U L) < b, (5.29)
et par suite
1
‘b—mA(K, X) = Mt (K)| < (b= 1)(d = 1) — a + 260, (5.30)

En prenant le maximum sur 0 < o < (b — 1)(d — t) du minimum des membres de droite
de (5.27) et (5.30)['on obtient le résultat du lemme. B
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat qui suit.

PROPOSITION 5.1 Pour —s <1< s et —s < j < s, on a les estimations

A(F) Y () ., 01 |b—1, 3] 1

— = >\5+1(F2¢)) < M) D0 bin T {Tds + §J b
h=1

A(GE) Yy () ) s 1 b—1 311

+ —Asi1(GZ )| < M(Jjoa) hZ::l bin + Tds + 5| 5
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Démonstration. Pour z; € IRI'définissons

A(ln)(zl) = {o1 : V(ag,...,«ay) xg”l)al < z1},
ai’(z1) = max AP (a) +1,

Z(ln)(zl) = {og : Faz,...,aqy) x(n).“’as’l < z1},
ay(

(n)

z1) = maxA] (z;)+1,
ott max N = —1I'si N' = ). Les points ;13(6:) étant ordonnés de telle maniere que

ap < b = :1;(67;7)1 < :1;;:)1,

on a
ay < dM(z) = :1;(67;7)1 <z o= a <@ (z), (5.31)
a"(z) <" (2) + 1. (5.32)
Pour 0 < a; < b™,...,0 < a;_y < b1 et z; € IRI'soit
Aay,. o aisnzm) = o Yai.an) 2l L < s
an)(al, e i1, %) = maXAEn)(al, cey i1, ) 1
ANar, . oyaimnz) = {ag 0 Han,eevay) 2 <)
55”)(%, e i1, %) = mangn)(al, cey i1, %) + L

(n)

Puisque les points @4’ sont ordonnés comme suitI’
7i -

aq 2617...7612'_1 :bi—17a’i < b’i = xg) < x;:z’

on arrive a

a; < an)(al, e @im1, 7)) = l’(c;i)i <z = a4; < aﬁ”)(al, e @im1, 7)), (5.33)
55”)(611, e @i, 2) < an)(al, cey i1, %) + L (5.34)

La notation a < a™(z) est utilisée dans la suite pour indiquer

a; < Q(n)(zl), ceay < an)(al, ey U5ty Zs),

7

et de méme pour @ < @ (z). Définissons

FO = U Iaxd, FYo= U Iax s
a<alm(zl) a<a™ (z)

aFyl = U I xJ; U---U
ol () <ar<al™ (=1)

Q(SW) (a17~~~7ap—172£i) )Sas<5(sn) (a17~~~7ap—172£i))
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De (5.31)[(5.33) se déduit E(Zn)z C Fénz) C F(Zn)l De plusFF(Zn; \ E(Zn)Z C ang). Ainsi

A(FY), vy A(FS), Y ()

- — Aot (FD) = Ay (0FL) < v — Aoyt (FED), (5.35)
A(FL) y ™) ATy e |
% — hopt (F)) < % A1 (F20) + Asa (OFL)).

[’ensemble E(Zn)l peut s’écrire comme une union disjointe d’au plus b - - - b%=1 intervalles
de la forme

s—1 3
ap ap+1 an)(al,...,as_l,zgl))
e R e T
Du Lemme 5.2 on déduit alors
AEZ, YD) Aer1 (FD)] < LA (5.36)
N NSRS Ty T o pde '

En remplacant E(Zn)l par F(Zn)l on arrive au méme résultat. D’autre partl’ (5.32)1{5.34)

montrent que
n ~ 1
A (OFZD) < MR 3 o (5.37)

La premiere inégalité de la proposition découle de (5.36) et de Iestimation précédente.
La démonstration de la seconde inégalité se fait de facon analogue. m
Nous arrivons au résultat de convergence.

PROPOSITION 5.2 L’erreur de la méthode des marches quasi-aléatoires est estimée par

12
Dy (X u,) < DA (XO, —|—At/ / 8t2 )| dadt

1 |b-1, 3|2
+ 2ns (§ : {—ds + —J —) .
= 2 2| bt

Démonstration. De la Proposition 5.1 et de (5.18)I'(5.19) il vient

- 1 b—1, 3|1
05 (2)] < 25; o {—2 dot 5| - (5.38)
Ceci combiné avec (5.14)['(5.15) et (5.16)'donne
;13 t

D% (X0, ) < DA (XD )+ At / dedi + 8y,  (5.39)
tn 1

ou oy désigne le second membre de (5.38). Le résultat de la proposition suit par induction.
|
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5.4 Exemples numériques

Dans cette sectionl'nous présentons des résultats numériques illustrant la section pré-
cédente. Une méthode standard de marches aléatoires (RW) et la méthode de marches
quasi-aléatoires (QRW) sont appliquées au probleme (5.1)[(5.2) avec D; =1, 1 < < sI

et i
= H X[_% -|-l)(x )7
=1

ou X[-1.+1) est la fonction caractéristique de 'intervalle {—%, —I—%) Ce qui conduit a la

= H (erf (x +\/1/2) —orf (%)) : (5.40)

erf étant la fonction erreur. Pour toutes les simulationslles positions initiales des particules

solution

sont calculées en translatant un réseau-(0,m, s) en base b noté = dans {—%, —I—%)S. Alors
D% (X, up) = Dy(Z). (5.41)

Une suite-(0,s + 1) en base b est utilisée pour assurer les déplacements des particules.

La construction de Faure [14] a été utilisée pour produire de telles suitesI'db étant le
plus petit nombre premier > s 4+ 1. L’approximation semi-discrete de 1’équation de la
diffusion ayant fait ’objet de beaucoup d’études en analyse numériquel'nous mesurons
ici uniquement la discrépance par rapport a la solution u. D’autre partl'le calcul de la
discrépance est tres cotteux des que 'on est en dimension s > 2. Par conséquent ’erreur
sera mesurée par

fﬁ?v(X(”) U,) = max sup |d ( zi)l,

1<4<s % €ER
ol

. |
Ci( = _ZX —00,2;) $a)

— / (/ u(x, tn)dxi) dry...dv;_dv;yy ... dv,,
R —00

et X(—oo,7) €st la fonction caractéristique de 'intervalle (—oo, z;). Une estimation du taux
de convergence N~ est donnée par |’ exzposant de Uerreur

r%) = —log (fﬁ?v(X(”), un)) /log N.

Les calculs ont été faits jusqu’a T' = 0.1. Les Figures 5.11'5.2I'5.3 et 5.4 contiennent
les erreurs et les exposants d’erreur pour les deux méthodesI'en dimension s = 1[Mavec
Az = 0.05 et At = 6.25F — 4. Les résultats en dimension s = 2l'avec Az; = Az, = 0.05
et At =3.125F — 4 sont donnés sur les Figures 5.50'5.61'5.7 et 5.8. L’efficacité des suites
quasi-aléatoires avec renumérotation est évident.

On observe en dimension s = 1 que l'erreur pour la méthode QRW avec N = 21°
particules est nettement plus faible que celle de la méthode RW avec N = 213 particules.
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Le taux de convergence passe de N7 pour la méthode RW & N7°% pour I'approche
QRW. En dimension s = 2I'la méthode QRW utilise 9 fois moins de particules pour
atteindre le méme niveau d’erreur que la méthode RW. Le taux de convergence passe de

N5 pour la méthode RW a N7%5° pour la méthode QRW.
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Error

Error
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001 | 1
05| B
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Time Time
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Fic. 5.1 — Dimension s =1, N =27 =1 024 particules.
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QRW — QRW!
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5
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Time Time
. . _ _ 1 1 _ .
FiG. 5.2 — Dimension s =1, N = 2" = 2 048 particules.
0.025 T 1 T
QRW —
RW -
0.9 Bl
0.02 -
08 Bl
0.015 | =
5
2
S [
H 0.7 f 41
s
I
0.005 |- 1
]
0 i R 0t S S N
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Time Time

F1G. 5.3 — Dimension s =1, N = 22 = 4 096 particules.
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Error

Error

Error
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F1G. 5.4 — Dimension s =1, N = 213 = 8 192 particules.
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F1G. 5.5 — Dimension s = 2, N = 327° = 2 187 particules.
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Time Time

F1G. 5.6 — Dimension s = 2, N = 337° = 6 561 particules.
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5.5 Conclusion

Nous avons présenté une méthode de marches quasi-aléatoires pour la simulation de
la diffusion. Dans le cas ou les particules sont renumérotées a chaque pas de tempsl'nous
avons prouvé la convergence de la solution obtenue vers celle du probleme semi-discret
lorsque N — oo et At — 0. La méthode a été comparée a la méthode des marches aléa-
toires sur un probleme modele et nous avons mis en évidence son efficacité par rapport a la
méthode des marches aléatoires sur ce probleme. Nous explorons actuellement 1’extension
de la méthodes des marches quasi-aléatoires a des équations paraboliques générales.
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Résumé

Les méthodes de type quasi-Monte Carlo sont des versions déterministes des méthodes de
Monte Carlo. Les nombres aléatoires sont remplacés par des nombres déterministes qui
forment des ensembles ou des suites a faible discrépancel’ayant une meilleure distribution
uniforme. ’erreur d’une méthode quasi-Monte Carlo dépend de la discrépance de la suite
utiliséel'la discrépance étant une mesure de la déviation par rapport a la distribution
uniforme.

Dans un premier temps nous nous intéressons a la résolution par des méthodes quasi-
Monte Carlo d’équations différentielles pour lesquellesil y a peu de régularité en temps.Ces
méthodes consistent a formuler le probleme avec un terme intégral pour effectuer ensuite
une quadrature quasi-Monte Carlo.

Ensuite des méthodes particulaires quasi-Monte Carlo sont proposées pour résoudre
les équations cinétiques suivantes: I’équation de Boltzmann linéaire et le modele de Kac.
Enfin['nous nous intéressons a la résolution de I’équation de la diffusion a 1’aide de mé-
thodes particulaires utilisant des marches quasi-aléatoires. Ces méthodes comportent trois
étapes: un schéma d’Euler en tempsI'une approximation particulaire et une quadrature
quasi-Monte Carlo & 'aide de réseaux-(0,m,s). A chaque pas de temps les particules
sont réparties par paquets dans le cas des problemes multi-dimensionnels ou triées si le
probleme est uni-dimensionnel. Ceci permet de démontrer la convergence.

Les tests numériques montrent pour les méthodes de type quasi-Monte Carlo de
meilleurs résultats que ceux fournis par les méthodes de type Monte Carlo.

Mots clés: méthodes quasi-Monte CarloI'méthodes particulaireslsuites a faible discré-
pancelsuites-(¢, s) et réseaux-(t, m, s)[équations cinétiquesléquations différentiellesléqua-
tion de la diffusion.

Abstract

Quasi-Monte Carlo methods are deterministic versions of Monte Carlo methods. Random
numbers are replaced by low discrepancy point sets. The error of a quasi-Monte Carlo
method is estimated by means of the discrepancy of the sequence used.

FirstI'we are interested in solving ODE’s with non-smooth coefficients by quasi-Monte
Carlo methods. This is accomplished by treating the problem as being equivalent to the
evaluation of an integral.

NextI'quasi-Monte Carlo particle methods are described for solving the following kine-
tic equations: linear Boltzmann equation and Kac equation. Finallyl'we propose a particle
scheme using quasi-random walks for diffusion equations. These methods contain three
steps: an Euler schemel'a particle approximation and a quasi-Monte Carlo quadrature
using (0, m, s)-nets. The particles are relabeled at each time step. ThenI'convergence is
proved.

The numerical experiments show that better results are obtained with quasi-Monte
Carlo methods than with Monte Carlo methods.

Key words: quasi-Monte Carlo methodsI'particle methodsllow discrepancy sequencesl’
(t, s)-sequences and (¢, m, s)-netsI'’kinetic equationsl'ordinary differential equationsI'diffu-
sion equation.



