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Introduction

Les m�ethodes de Monte Carlo sont des m�ethodes probabilistes bas�ees sur l'utilisation
de suites al�eatoires. Elles sont g�en�eralement utilis�ees pour des probl�emes que les m�ethodes
classiques n'arrivent pas �a r�esoudre. Par exemple les probl�emes de calcul d'int�egrales en
grande dimension. Un autre exemple est celui de l'�equation de Boltzmann. Des sch�emas
de type di��erences �nies ont �et�e d�evelopp�es, mais ces sch�emas se r�ev�elent trop coûteux,
et les m�ethodes de type Monte Carlo sont les seules utilis�ees �a l'heure actuelle dans la
pratique. On a �egalement recours aux m�ethodes de Monte Carlo pour des probl�emes o�u
il y a peu de r�egularit�e, par exemple dans des calculs d'int�egrales.

L'id�ee des m�ethodes quasi-Monte Carlo est de remplacer les suites al�eatoires des m�e-
thodes de Monte Carlo par des suites quasi-al�eatoires qui sont des suites d�eterministes,
�egalement appel�ees suites �a faible discr�epance. Ces suites ont une meilleure r�epartition
uniforme, c'est-�a-dire une discr�epance plus faible que les suites al�eatoires. Les m�ethodes
quasi-Monte Carlo contrairement aux m�ethodes de Monte Carlo conduisent �a des estima-
tions d'erreur d�eterministes.

Le chapitre 1 est consacr�e aux outils des m�ethodes quasi-Monte Carlo, et �a leur utili-
sation pour l'int�egration num�erique. Des g�en�erateurs de suites �a faible discr�epance y sont
pr�esent�es. Dans cette th�ese, on s'int�eresse tout particuli�erement �a la famille des suites-
(t; s) et des r�eseaux-(t;m; s). Une majoration de l'erreur d'une quadrature quasi-Monte
Carlo est fournie par l'in�egalit�e de Koksma-Hlawka. Cette majoration d�epend, d'une part
de la discr�epance de la suite utilis�ee pour la quadrature, d'autre part de la variation au
sens de Hardy-Krause de l'int�egrand. Les derni�eres ann�ees ont vu une extension du do-
maine d'application des m�ethodes quasi-Monte Carlo. Le chapitre se termine par un tour
d'horizon de ces applications.

Le chapitre 2 traite de la r�esolution de certains syst�emes d'�equations di��erentielles
y0(t) = f(t; y(t)) avec condition initiale. Pour les m�ethodes num�eriques classiques de
r�esolution d'un tel probl�eme, la fonction f doit être �a la fois r�eguli�ere en t et en y.
Ici, nous supposons une r�egularit�e en y et peu de r�egularit�e en t. La famille des m�ethodes
RKMC (Runge-Kutta Monte Carlo) a �et�e introduite par Stengle. Ces m�ethodes conduisent
�a formuler le probl�eme avec un terme int�egral multidimensionnel, puis �a e�ectuer une
quadrature Monte Carlo. Dans [61], Stengle a analys�e la m�ethode RKMC2 qui s'apparente
�a une m�ethode de Runge-Kutta d'ordre 2. Nous proposons une quadrature quasi-Monte
Carlo pour ce probl�eme �a la place de la quadrature Monte Carlo. Les hypoth�eses en t sont
un peu plus fortes que pour la quadrature Monte Carlo. Nous obtenons une estimation
d'erreur qui d�epend de la discr�epance de la suite utilis�ee et du carr�e du maximum des pas
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de temps. Les tests num�eriques montrent une am�elioration spectaculaire des r�esultats par
l'utilisation d'une quadrature quasi-Monte Carlo.

Dans les chapitres suivants on introduit des m�ethodes particulaires quasi-Monte Carlo
utilisant les r�eseaux-(0;m; s), qui sont toutes construites sur le même principe. L'�etape
d'initialisation des particules consiste �a approcher la distribution initiale par une somme
de mesures de Dirac. Ces particules �evoluent selon la dynamique d�ecrite par le mod�ele.
On fait un sch�ema d'Euler en temps. �A chaque pas de temps on e�ectue une quadrature
quasi-Monte Carlo et les particules sont renum�erot�ees.

Au chapitre 3, on s'int�eresse �a la simulation de l'�equation de Boltzmann lin�eaire en di-
mension quelconque par une m�ethode particulaire quasi-Monte Carlo bas�ee sur les r�eseaux-
(0;m; s). Ce type de m�ethodes a �et�e d�evelopp�e par L�ecot pour l'�equation de Boltzmann
isotrope en vitesse, qui se ram�ene �a un probl�eme unidimensionnel. Le temps est discr�etis�e
par un sch�ema d'Euler. �A chaque pas de temps on e�ectue une quadrature quasi-Monte
Carlo et les particules sont tri�ees selon leurs vitesses. Ceci permet de d�emontrer la conver-
gence de la m�ethode. Nous avons g�en�eralis�e ce type de m�ethodes pour des probl�emes en
dimension quelconque. Nous utilisons une technique qui consiste �a r�epartir les particules
par paquets suivant les di��erentes directions. Il est ainsi possible de d�emontrer la conver-
gence de la m�ethode. La borne d'erreur obtenue nous guide dans le choix des param�etres
de la r�epartition par paquets. Ce choix de param�etres est tr�es important dans la pratique,
puisqu'un mauvais choix peut conduire �a des r�esultats catastrophiques. Les r�esultats ex-
p�erimentaux indiquent que le nouveau sch�ema quasi-Monte Carlo est plus performant
qu'un algorithme de Monte Carlo standard.

Au chapitre 4, le probl�eme consid�er�e est l'�equation de Kac, qui est un mod�ele cin�e-
tique unidimensionnel non-lin�eaire de l'�equation de Boltzmann. C'est une �equation qui
conserve l'�energie cin�etique, mais pas la quantit�e de mouvement. On construit une m�e-
thode particulaire qui conserve �egalement l'�energie cin�etique grâce �a l'utilisation dans
chaque quadrature de deux r�eseaux-(0;m; 4) fabriqu�es par sym�etrie �a partir d'un même
r�eseau-(0;m; 4). Une notion importante pour analyser l'erreur de la m�ethode est la pro-
pri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee. On �evalue l'erreur provenant du calcul approch�e de la
mesure d'un sous-intervalle de [0; 1)s ayant cette propri�et�e. Ceci permet de d�emontrer la
convergence. Les r�esultats exp�erimentaux montrent un gain de pr�ecision par rapport aux
m�ethodes de simulation de type Monte Carlo.

En�n au chapitre 5, nous pr�esentons et analysons une m�ethode de simulation de la
di�usion en dimension s quelconque par des marches quasi-al�eatoires. Le point de d�epart
est un travail de Moroko� et Ca
ish [38] qui se sont int�eress�es �a la simulation de l'�equation
de la chaleur 1D avec des particules qui se d�eplacent sur une grille r�eguli�ere. Ils ont pos�e
le probl�eme de l'extension de cette technique �a la simulation de la di�usion en dimen-
sion quelconque. Cette extension est r�ealis�ee ici grâce �a la technique de renum�erotation
des particules, utilis�ee pour simuler l'�equation de Boltzmann lin�eaire au chapitre 3. La
m�ethode est construite �a partir d'un sch�ema semi-discret en espace et �a chaque pas de
temps on e�ectue une quadrature quasi-Monte Carlo �a l'aide d'un r�eseau-(0;m; s + 1).
La comparaison de la m�ethode des marches quasi-al�eatoires avec la m�ethode des marches
al�eatoires a mis en �evidence son e�cacit�e par rapport �a cette derni�ere.
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Ces travaux ont �et�e pr�esent�es dans di��erents colloques [8, 35], et sont expos�es dans
plusieurs publications [9, 10, 11, 36].
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Chapitre 1

Les m�ethodes quasi-Monte Carlo

1.1 Introduction

Soit f une fonction r�eelle d�e�nie sur I
s
, o�u I = [0; 1). On s'int�eresse au calcul approch�e

de l'int�egrale s-dimensionnelle

E(f) =
Z
Is
f(x)dx: (1.1)

Pour s = 1, il existe des formules de quadrature bien connues (Simpson, trap�ezes,
rectangles,. . . ). L'utilisation de ces formules dans le cas multidimensionnel revient �a faire
s quadratures en dimension 1. Avec la formule des trap�ezes par exemple, en faisant une
quadrature �a m points dans chaque dimension c'est �a dire N = ms n�uds au total, nous
obtenons une erreur en O(N�2=s) (si f est r�eguli�ere).
Le nombre de n�uds croit exponentiellement avec la dimension et la m�ethode atteint vite
ses limites quand s augmente.
La m�ethode de Monte Carlo pour le calcul approch�e de l'int�egrale s-dimensionnelle E(f)
consiste �a faire la quadrature

Z
Is
f(x)dx � 1

N

N�1X
n=0

f(xn); (1.2)

o�u x0;x1; : : : ;xN�1 sont N variables al�eatoires ind�ependantes et de même distribution
uniforme dans I

s
. L'int�egraleE(f) est ainsi approch�ee par la valeur moyenne de la fonction

f sur les points xn, 0 � n < N .

La loi forte des grands nombres assure la convergence presque sûre de
1

N

N�1X
n=0

f(xn) versZ
Is
f(x)dx quand N tend vers l'in�ni.

Pour l'analyse probabiliste de l'erreur nous avons besoin de la variance de la fonction f
d�e�nie par

�2(f) =
Z
Is
f2(x)dx�

�Z
Is
f(x)dx

�2
:
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Cette variance n'existe que sous la condition f 2 L2(Is). L'esp�erance du carr�e de l'erreur
v�eri�e pour tout entier N � 1 l'�egalit�e

Z
Is�����Is

"
1

N

N�1X
n=0

f(xn)� E(f)

#2
dx0 � � � dxN�1 =

�2(f)

N
: (1.3)

Ceci montre que l'erreur moyenne d'une quadrature Monte Carlo est �(f)N� 1
2 . Le th�eo-

r�eme de limite centrale permet de retrouver la même estimation de l'erreur.
Ainsi l'erreur d'une quadrature Monte Carlo est ind�ependante de la dimension de l'int�e-
grale. Un autre avantage de cette m�ethode est qu'elle demande peu de r�egularit�e sur la
fonction �a int�egrer.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 1.1 { Suite pseudo-al�eatoire de 625 points de I2 calcul�ee par NAG.

Le point crucial dans l'application d'une m�ethode de Monte Carlo est la g�en�eration de
nombres al�eatoires. De la qualit�e du g�en�erateur d�epend en partie le succ�es de la m�ethode.
Dans la pratique, ces nombres sont g�en�er�es de mani�ere d�eterministe: on a des nombres
pseudo-al�eatoires (voir la �gure 1.1).

La m�ethode de Monte Carlo comporte cependant quelques d�esavantages li�es �a son
caract�ere stochastique. Elle ne fournit que des estimations d'erreurs probabilistes, donc
pas de r�esultats garantis. D'autre part dans les probl�emes de simulation, elle donne en
g�en�eral des r�esultats bruit�es avec une convergence assez lente.
Dans une quadrature Monte Carlo, le caract�ere al�eatoire des nombres (ou vecteurs) a
moins d'importance que leur distribution uniforme. D'o�u l'id�ee de remplacer les suites
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de nombres al�eatoires par des suites de nombres d�eterministes ayant une meilleure dis-
tribution. Ce sont les suites quasi-al�eatoires, ou suites �a faible discr�epance (voir la �gure
1.2). Dans ce cas il est possible de trouver des estimations d'erreur d�eterministes. C'est
le principe fondamental des m�ethodes de type quasi-Monte Carlo qui sont des versions
d�eterministes des m�ethodes de Monte Carlo. Le principal but de ces m�ethodes est de
trouver de meilleures estimations d'erreur que les estimations d'erreur probabilistes des
m�ethodes de Monte Carlo et d'avoir une convergence plus rapide.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 1.2 { Suite quasi-al�eatoire (suite de Hammersley) de 625 points de I
2
.

Notons que le premier article publi�e sur les m�ethodes de Monte Carlo est celui de
Metropolis et Ulam [37] en 1949. Ces m�ethodes avaient �et�e utilis�ees pendant plusieurs
ann�ees dans des projets secrets de la d�efense am�ericaine. Quant aux m�ethodes quasi-
Monte Carlo, elles sont apparues pour la premi�ere fois dans un rapport de Richtmyer [53]
en 1951. Elles se sont par la suite consid�erablement d�evelopp�ees, notamment dans les dix
derni�eres ann�ees.

1.2 Suites �a faible discr�epance

1.2.1 La notion de discr�epance

La discr�epance est la d�eviation par rapport �a la distribution uniforme, ou, en d'autres
termes, l'irr�egularit�e de la distribution.
Pour un ensemble J � Is et une suite �nie X =

n
xn; 0 � n < N

o
de N points de Is,
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notons

DN (J;X) =
A(J;X)

N
� �s(J); (1.4)

la discr�epance locale, o�u A(J;X) est le nombre d'indices n, 0 � n < N tels que xn 2 J ,
et �s(J) la mesure de Lebesgue (ou encore le volume) de J .

D�efinition 1.1 Si X =
n
xn; 0 � n < N

o
est une suite de Is, la discr�epance DN(X)

de X est d�e�nie par

DN(X) = sup
J2J

���DN (J;X)
��� (1.5)

o�u J est l'ensemble des parties de Is de la forme
sY

i=1

[ai; bi).

Une autre notion de discr�epance est la discr�epance-* ou discr�epance �a l'origine.

D�efinition 1.2 La discr�epance-* d'une suite X =
n
xn; 0 � n < N

o
est d�e�nie par

D?
N(X) = sup

J2J ?

���DN (J;X)
��� (1.6)

J ? �etant l'ensemble des parties de Is de la forme
sY

i=1

[0; bi).

DN et D?
N sont des discr�epances en norme L1. Il existe �egalement des discr�epances en

norme L2 [46].

D�efinition 1.3 La discr�epance L2 d'une suite X =
n
xn; 0 � n < N

o
est d�e�nie par

TN(X) =

"Z
(a;b)2I2s;ai<bi

�
DN (J;X)

�2
dadb

# 1
2

(1.7)

o�u J =
sY

i=1

[ai; bi) avec a = (a1; a2 : : : ; as) et b = (b1; b2 : : : ; bs).

D�efinition 1.4 La discr�epance-* L2 d'une suite X =
n
xn; 0 � n < N

o
est d�e�nie par

T?
N(X) =

"Z
Is

�
DN (J;X)

�2
db

# 1
2

(1.8)

avec J =
sY

i=1

[0; bi) et b = (b1; b2 : : : ; bs).
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Les relations entre DN et D?
N sont les suivantes:

D?
N (X) � DN (X) � 2sD?

N (X):

Puisque la norme L1 est plus grande que la norme L2, il vient

T?
N (X) � D?

N (X):

D'autre part la discr�epance L2 est li�ee �a DN par

cs
�
DN(X)

� s+2
2 � T?

N (X)

o�u cs est une constante positive d�ependant de s.
Une suite in�nie X =

n
xn; n � 0

o
est uniform�ement distribu�ee si

lim
N!1

DN

�n
xn; 0 � n < N

o�
= 0; (1.9)

ou de fa�con �equivalente

lim
N!1

D?
N

�n
xn; 0 � n < N

o�
= 0: (1.10)

En dimension un, nous avons le r�esultat suivant dû �a Niederreiter [46].

Th�eor�eme 1.1 Si X =
n
x0; x1; : : : ; xN�1

o
avec 0 � x0 � x1 � : : : � xN�1 � 1, alors

D?
N(X) =

1

2N
+ max

0�n<N

����xn � 2n+ 1

2N

����; (1.11)

et �
T?
N(X)

�2
=

1

12N2
+

1

N

N�1X
n=0

�
xn � 2n + 1

2N

�2
: (1.12)

Ce qui montre que la meilleure suite en dimension 1 est la suite des points milieux.
En dimension s quelconque, les calculs de TN (X) et T?

N(X) pour une suite X =n
xn; 0 � n < N

o
peuvent se faire par des formules explicites:

�
TN(X)

�2
=

1

N2

N�1X
n=0

N�1X
m=0

sY
i=1

�
1 �max(xn;i; xm;i)

�
min(xn;i; xm;i)

�21�s

N

N�1X
n=0

sY
i=1

xn;i(1� xn;i) + 12�s;

(1.13)

et�
T?
N (X)

�2
=

1

N2

N�1X
n=0

N�1X
m=0

sY
i=1

�
1 �max(xn;i; xm;i)

�
�21�s

N

N�1X
n=0

sY
i=1

�
1 � (xn;i)

2
�
+3�s: (1.14)

Di��erentes suites �a faible discr�epance ont �et�e �etudi�ees d'un point de vue pratique par
Moroko� et Ca
isch [39]. Nous donnons quelques exemples classiques de suites �a faible
discr�epance. Une autre famille de suites �a faible discr�epance, celle des suites-(t; s), fait
l'objet d'un traitement �a part dans le prochain paragraphe.
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1.2.2 Suite fn � �g

Soit � = (�1; �2; : : : ; �s) 2 IRs tel que 1; �1; �2; : : : ; �s soient lin�eairement ind�epen-
dants sur IQ.
Les suites fn � �g sont donn�ees sous la forme:

xn =
�
fn � �1g; fn � �2g; : : : ; fn � �sg

�
; n � 0;

o�u fxg est la partie fractionnaire du nombre x. On peut choisir par exemple

� = (
p
p1;

p
p2; : : : ;

p
ps);

les pi; 1 � i � s, �etant les s premiers entiers premiers.

Pour tout " > 0, la discr�epance d'une suite fn��g est enO
�
(logN)s+1+"

N

�
pour presque

tout � 2 IRs. Aucun � fournissant une discr�epance en O
�
(logN)s+1

N

�
n'est connu pour

s � 2. Si les coordonn�ees de � sont des nombres alg�ebriques, alors la discr�epance est en
O
�
N�1+"

�
pour tout " > 0, d'apr�es un r�esultat de Niederreiter [44].

1.2.3 Suites de Van der Corput et de Halton

Etant donn�e un entier premier b � 2, on pose Fb =
n
0; 1; 2; : : : ; b � 1

o
. Tout entier

positif n peut s'�ecrire de mani�ere unique en base b:

n =
1X
k=0

ak(n + 1)bk; (1.15)

o�u ak(n + 1) 2 Fb pour tout k � 0 et ak(n + 1) = 0 pour k su�samment grand, c'est �a
dire que la somme est �nie.

D�efinition 1.5 La fonction �b d�e�nie par

�b(n) =
1X
k=0

ak(n+ 1)b�k�1; n � 0 (1.16)

est appel�ee fonction radicale inverse.

La suite de Van der Corput [64] est donn�ee par

xn = �2(n); n � 0: (1.17)

La suite de Halton [16] est une g�en�eralisation de la suite de Van der Corput. Pour s � 1,
on consid�ere b1; : : : ; bs des entiers premiers.
La suite de Halton dans les bases b1; : : : ; bs est la suite in�nie x0;x1; : : : avec

xn =
�
�b1(n); : : : ; �bs(n)

�
2 Is; pour tout n � 0: (1.18)
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La discr�epance-* des N premiers termes d'une suite X =
n
xn; n � 0

o
de Halton v�eri�e

l'in�egalit�e

D?
N (X) � Cs

(logN)s

N
+O

�
(logN)s�1

N

�
; (1.19)

o�u

Cs =
sY

k=1

bk � 1

2 log bk
:

Il existe un algorithme r�ecursif pour calculer cette suite [15, 17]. Un algorithme vectori-
sable de calcul de la suite de Halton a �et�e propos�e par L�ecot [32].

Dans la même famille, il y a la suite de Hammersley [18] qui est une suite �nie. Elle
est d�e�nie pour s � 2 et N � 1 �x�es par

xn =
�
n

N
; �b1(n); : : : ; �bs�1(n)

�
2 Is; pour n = 0; 1; : : : ; N � 1: (1.20)

La discr�epance-* d'une suite X =
n
xn; n = 0; 1; : : : N � 1

o
de Hammersley en dimension

s v�eri�e

D?
N (X) � Cs�1

(logN)s�1

N
+O

�
(logN)s�2

N

�
; (1.21)

avec Cs�1 d�e�nie comme ci-dessus.

1.3 R�eseaux-(t;m; s) et suites-(t; s)

1.3.1 D�e�nitions

On rappelle quelques notions relatives aux suites-(t; s).

D�efinition 1.6 Pour une dimension s �x�ee et un entier b � 2, on appelle intervalle
�el�ementaire en base b tout sous-intervalle E de Is de la forme

E =
sY

i=1

"
ai
bdi

;
ai + 1

bdi

!
(1.22)

avec ai; di 2 IN et 0 � ai < bdi pour 1 � i � s.

D�efinition 1.7 Soit t et m deux entiers avec 0 � t � m. Un r�eseau-(t;m; s) en base b
est un ensemble X de bm points de Is tel que A(E;X) = bt pour tout intervalle �el�ementaire
E en base b avec �s(E) = bt�m.

D�efinition 1.8 Soit t un entier positif. Une suite x0;x1; : : : de points de Is est une

suite-(t; s) en base b si, pour tous les entiers k � 0 et m > t,
�
xn; kb

m � n < (k + 1)bm
�

est un r�eseau-(t;m; s) en base b.
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0
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Fig. 1.3 { Un r�eseau-(0; 2; 2) en base b = 5.

Voir �gure 1.3
Comme exemples de telles suites, nous avons la suite de Sobol' [59] qui est une suite-

(t; s) en base b = 2 et la suite de Faure [14] qui est une suite-(0; s) en base b o�u b est un
entier premier.
Dans la suite nous utiliserons surtout cette derni�ere qui est bien adapt�ee �a la plupart des
probl�emes que nous �etudierons.
Niederreiter [4, 47] a d�evelopp�e une m�ethode de g�en�eration de suites-(t; s). Plus r�ecem-
ment, Tezuka [63] a propos�e des variantes aux suites de Faure et Niederreiter.
Une �etude d�etaill�ee des propri�et�es ainsi que de la discr�epance des r�eseaux-(t;m; s) et des
suites-(t; s) est faite par Niederreiter dans [49, Chapitre 4].

1.3.2 Suite de Sobol'

La suite de Sobol' est une suite-(t; s) en base b = 2. En dimension 1, la suite de Sobol'
est calcul�ee de la mani�ere suivante.
Pour k = 1; 2; : : : ; w, soit vk =

mk

2k
une suite de fractions binaires, o�u 0 < mk < 2k sont

des entiers impairs. Les nombres vk sont appel�es nombres directionnels. Alors

xn = b1v1 � b2v2 � � � � � bwvw; n � 0; (1.23)

o�u

n =
1X
k=0

bk2
k
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est la repr�esentation binaire de n et � l'op�eration ou exclusif bite par bite.
Par exemple, n = 3 s'�ecrit 11 en base 2. Si v1 = 0; 1 et v2 = 0; 11 alors

b1v1 � b2v2 = 0; 1� 0; 11 = 0; 01:

La suite des nombres directionnels est calcul�ee �a l'aide d'un polynôme dont les coe�cients
sont dans f0; 1g et qui est un polynôme primitif [27] dans le corps Z2. Consid�erons par
exemple le polynôme primitif

P (x) = xd + a1x
d�1 + � � �+ ad�1x+ 1

de degr�e d dans Z2. Alors les nombres directionnels sont obtenus par la formule de r�ecur-
rence suivante:

vk = a1vk�1 � a2vk�2 � � � � � ad�1vk�d+1 � vk�d � vk�d
2d

; k > d; (1.24)

o�u le dernier terme vk�d est d�eplac�e d fois �a droite. Consid�erons maintenant une dimension
s � 1 quelconque. Soit P1; P2; : : : ; Ps, s polynômes primitifs dans Z2 distincts.
Notons x(j)n ; n � 0 la suite unidimensionnelle de Sobol' calcul�ee �a partir du polynôme Pj.
Alors la suite s-dimensionnelle de Sobol' est d�e�nie par

xn =
�
x(1)n ; x(2)n ; : : : ; x(s)n

�
2 Is; pour tout n � 0: (1.25)

La discr�epance d'une suite X de Sobol' v�eri�e l'in�egalit�e

D?
N(X) � Cs

(logN)s

N
+O

 
(logN)s�1

N

!
; (1.26)

o�u

Cs =
2t(s)

s!(log 2)s
;

avec t(s) v�eri�ant

k
s log s

log log s
� t(s) � s log s

log 2
+O(s log log s);

et k > 0.
Antonov et Saleev [1] ont sugg�er�e une modi�cation de l'algorithme original de Sobol' qui
permet un calcul rapide de la suite en changeant l'ordre des termes, sans a�ecter ses
bonnes propri�et�es.
Une impl�ementation sur ordinateur a �et�e propos�ee par Bratley et Fox [3].

1.3.3 Suite de Faure

Soit b un entier premier sup�erieur ou �egal �a s (la dimension). La suite de Faure est
une suite-(0; s) en base b. Soit Fb = f0; 1; 2; : : : ; b� 1g :
Si n est un entier strictement positif, soit

n =
1X
k=0

ak(n+ 1)bk; ak(n+ 1) 2 Fb; (1.27)
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l'�ecriture de n en base b. Les ak(n+ 1) sont tous nuls sauf un nombre �ni.
Notons b1; b2; : : : ; bs, s �el�ements distincts de Fb.
Soit

x(i)n =
1X
k=1

x
(i)
n;kb

�k; n � 0; 1 � i � s; (1.28)

avec

x
(i)
n;k =

1X
l=k�1

 
l

k � 1

!
bl�k+1i al(n+ 1) (mod:b): (1.29)

La suite de Faure est d�e�nie par:

xn =
�
x(1)n ; x(2)n ; : : : ; x(s)n

�
; n � 0:

Si X est une suite de Faure en base b, alors

D?
N(X) � Cs

(logN)s

N
+O

 
(logN)s�1

N

!
; (1.30)

avec

C2 =
3

16(log 2)2
;

et

Cs =
1

s!

 
b� 1

2 log b

!s

si s � 3:

Une algorithme de calcul de cette suite a �et�e donn�e par Fox [15]. Dans [33], L�ecot
propose un algorithme vectorisable de calcul de la suite de Faure.

Remarque 1.1 La constante Cs a un excellent comportement asymptotique pour la suite
de Faure. Dans ce cas elle tend vers z�ero quand la dimension s tend vers l'in�ni.
Ce n'est pas le cas pour les suites de Halton et Sobol' o�u l'on a asymptotiquement,
respectivement logCs = 0(s log s) et logCs = O(s log log s). Dans les deux cas la constante
Cs a une croissance super-exponentielle. Elle croit plus vite pour la suite de Halton que
pour la suite de Sobol' comme le con�rment les tests e�ectu�es par Faure [14].

1.4 Exemples de calcul approch�e d'int�egrales

Nous testons les suites d�ecrites dans les deux paragraphes pr�ec�edents �a savoir, les suites
fn ��g, Halton, Sobol' et Faure. Une quadrature Monte Carlo est �egalement e�ectu�ee sur
les mêmes exemples avec des suites pseudo-al�eatoires donn�ees par NAG.
Les tests sont e�ectu�es sur les deux int�egrales qui suivent:

K =
Z
I3

jx1 � x2j
1 + x2x3

dx (1.31)



1.4. Exemples de calcul approch�e d'int�egrales 17

et

Ls =
1

s

Z
Is

sX
i=1

j4xi � 2jdx; s � 1: (1.32)

Notons que K =
5

4
� 2 log(2) +

�2

24
et Ls = 1 pour tout s � 1.

Pour l'int�egrale Ls, deux cas sont consid�er�es, �a savoir s = 7 et s = 15. Les suites fn��g ont
�et�e calcul�ees avec � = (

p
p1;

p
p2; : : : ;

p
ps), les pi; 1 � i � s, �etant les s premiers entiers

premiers. Les suites de Halton ont �et�e �egalement construites �a partir des nombres premiers
cons�ecutifs. Les suites de Faure ont �et�e calcul�ees pour la plus petite base b sup�erieure ou
�egale �a la dimension de l'int�egrale.

Le nombre de points pour chaque quadrature est de la forme bm, m � 1. Les quadra-
tures dans le cas des suites de Faure ont ainsi �et�e r�ealis�ees avec des r�eseaux-(0;m; s) en
base b.
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’Faure’

Fig. 1.4 { Erreurs dans le cas de l'int�egrale K.

Les trois exemples (voir les �gures 1.4, 1.5 et 1.6) montrent de meilleurs r�esultats
pour les quadratures quasi-Monte Carlo que pour les quadratures Monte Carlo. D'autre
part, l'utilisation de r�eseaux-(0;m; s) dans le cas des suites de Faure donne des r�esultats
tr�es int�eressants. Ces r�eseaux jouent un rôle essentiel dans cette th�ese. La plupart des
estimations d'erreur dans les probl�emes que nous avons trait�es utilisent directement les
propri�et�es des r�eseaux.
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Fig. 1.5 { Erreurs dans le cas de l'int�egrale L7 (s = 7).
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Fig. 1.6 { Erreurs dans le cas de l'int�egrale L15 (s = 15).
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1.5 Estimations d'erreur

Dans les estimations d'erreurs pour les m�ethodes quasi-Monte Carlo, intervient souvent
la notion de fonction �a variation born�ee au sens de Hardy-Krause que nous allons d�e�nir.
En dimension un, cette notion co��ncide avec la notion classique de fonction �a variation
born�ee.
Soit f une fonction d�e�nie sur I

s
, et J une partie de I

s
de la forme

J =
h
a
(1)
1 ; a

(1)
2

i
� : : :�

h
a
(s)
1 ; a

(s)
2

i
:

Notons

�(f ;J) =
2X

l1=1

: : :
2X

ls=1

(�1)l1+:::+lsf(a
(1)
l1
; : : : ; a

(s)
ls ):

Si

V (s)(f) = sup
P

X
J2P

j�(f ;J)j <1;

le sup �etant pris sur toutes les partitions P de I
s
, alors la fonction f est dite �a variation

born�ee au sens de Vitali.
Dans le cas d'une fonction su�samment r�eguli�ere, V (s)(f) s'�ecrit

V (s)(f) =
Z
Is

����� @sf

@x1 � � � @xs

����� dx1 � � � dxs:

Pour 1 � k � s et 1 � i1 < i2 < : : : < ik � s, soit V (k)(f ; i1; i2; : : : ; ik) la variation
k-dimensionnelle au sens de Vitali de la restriction de f �a

Isi1;:::;ik =
n
(t1; : : : ; ts) 2 I

s
: tj = 1 pour j 6= i1; : : : ; ik

o
:

Si pour tout entier k, 1 � k � s, toutes les variations k-dimensionnelles sont �nies, la
fonction f est dite �a variation born�ee au sens de Hardy-Krause.
Alors

V (f) =
sX

k=1

X
1�i1<:::<ik�s

V (k)(f ; i1; i2; : : : ; ik) (1.33)

est appel�ee la variation de f sur I
s
au sens de Hardy-Krause.

Un r�esultat fondamental de l'analyse de l'erreur des m�ethodes quasi-Monte Carlo est le
th�eor�eme de Koksma-Hlawka.

Th�eor�eme 1.2 Si f est une fonction �a variation born�ee au sens de Hardy-Krause sur
I
s
, alors pour tout ensemble X = fx0;x1; : : : ;xN�1g de points de Is, on a

����� 1N
N�1X
n=0

f(xn)�
Z
Is
f(x)dx

����� � D?
N(X)V (f): (1.34)
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L'estimation (1.34) a �et�e �etablie par Koksma [28] en dimension 1. L'extension aux fonc-
tions de plusieurs variables est due �a Hlawka [19].
L'in�egalit�e de Koksma-Hlawka est en g�en�eral la meilleure possible même pour des fonc-
tions C1 comme le montre le th�eor�eme suivant dû �a Niederreiter [49].

Th�eor�eme 1.3 Pour tout ensemble X = fx0;x1; : : : ;xN�1g de points de Is et tout r�eel
" > 0, il existe une fonction f 2 C1(I

s
) avec V (f) = 1 et����� 1N

N�1X
n=0

f(xn)�
Z
Is
f(x)dx

����� > D?
N(X) � ": (1.35)

Pour une fonction f continue sur I
s
, on d�e�nit son module de continuit�e par

!(f ; t) = sup
u;v2I

s
;ku�vk�t

jf(u)� f(v)j ; pour t � 0; (1.36)

o�u k u k= max
1�i�s

juij pour u = (u1; : : : ; us) 2 IRs:

Le r�esultat suivant a �et�e �etabli par Niederreiter [44] en dimension 1 avant d'être g�en�eralis�e
par Proinov [52].

Th�eor�eme 1.4 Si f est une fonction continue sur I
s
, alors pour tout ensemble X =

fx0;x1; : : : ;xN�1g de points de I
s
, on a����� 1N

N�1X
n=0

f(xn)�
Z
Is
f(x)dx

����� � cs!
�
f ;D?

N (X)
1
s

�
; (1.37)

avec c1 = 1 et cs = 4 pour tout s � 2.

Wo�zniakowski [65] a d�emontr�e que l'erreur d'int�egration moyenne est �egale �a la discr�epance
L2 de la suite utilis�ee dans la quadrature.

Th�eor�eme 1.5 Soit Cs l'ensemble des fonctions continues sur Is muni de la mesure de
Wiener w. Alors pour toute suite X = fx0;x1; : : : ;xN�1g de points de I

s
, on a

Z
Cs

"
1

N

N�1X
n=0

f(xn)�E(f)

#2
w(df) = (TN (X

0))
2
; (1.38)

o�u X 0 =
n
x00;x

0
1; : : : ;x

0
N�1

o
avec x0n = (1� x1n; 1� x2n; : : : ; 1� xsn), 0 � n < N .

Soit f une fonction de I
s�1

dans I �a variation born�ee au sens de Hardy-Krause, et Ef

l'ensemble
Ef = fx = (x0; xs) 2 Is : xs < f(x0)g :

Pour tout ensemble X de N points x0; : : : ;xN�1 de Is, nous avons�����A(Ef ;X)

N
� �s(Ef)

����� =
����� 1N

N�1X
n=0

cEf
(xn)�

Z
Is
cEf

(x)dx

����� ; (1.39)
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o�u cEf est la fonction caract�eristique de Ef .
L'in�egalit�e de Koksma-Hlawka ne peut pas s'appliquer ici car la fonction cEf n'est en
g�en�eral pas �a variation born�ee au sens de Hardy-Krause, même si la fonction f est tr�es
r�eguli�ere (par exemple f(x0) = x1). On rencontre souvent des probl�emes o�u il faut trouver
une estimation pour (1.39). Des r�esultats pour de tels probl�emes ont �et�e �etablis par L�ecot
[34].

Th�eor�eme 1.6 Soit X un ensemble de N points de Is et f une fonction de I
s�1

dans I
�a variation born�ee au sens de Hardy-Krause. Si DN(X) � V (f), alors

�����A(Ef ;X)

N
� �s(Ef )

����� � sV (f)

6664 V (f)

DN (X)

! 1
s

7775�1 (1.40)

Dans le cas o�u on utilise un r�eseau-(t;m; s) nous avons le r�esultat suivant:

Th�eor�eme 1.7 Soit X un r�eseau-(t;m; s) en base b, et f une fonction de I
s�1

dans I �a
variation born�ee au sens de Hardy-Krause. Si bt�m � V (f), alors�����A(Ef ;X)

bm
� �s(Ef)

����� � sV (f)b�bm�t
s
+ log V (f)

s log b c: (1.41)

Un th�eor�eme plus g�en�eral est celui de Niederreiter-Wills [45]:

Th�eor�eme 1.8 Soit E un sous espace mesurable de Is. Pour " > 0, soit

E" = fx 2 Is : 9x0 2 E; k x� x0 k< "g ;
et

E�" = fx 2 Is : 8x0 2 Is n E; k x� x0 k� "g ;
o�u k : k est la norme euclidienne de IRs. Si

9K > 0; 8" > 0; max(�s(E" n E); �s(E n E�")) � K";

alors pour toute suite X = fxi; i = 0; : : : ; N � 1g de points de Is,�����A(E;X)

N
� �s(E)

����� � (4Ks
1
2 + 2K + 1)DN (X)

1
s : (1.42)

Remarque 1.2 Dans les quadratures quasi-Monte Carlo avec les suites �a faible discr�e-
pance, on a souvent utilis�e l'hypoth�ese que la fonction est �a variation born�ee au sens de
Hardy-Krause. Dans le cas d'une fonction plus r�eguli�ere il n'y a pas d'am�elioration de
l'estimation d'erreur.
Il existe une autre technique de quadrature qui utilise les bons treillis [49, 58]. Cette
m�ethode s'applique dans le cas o�u la fonction que l'on int�egre est p�eriodique. Ce qui
permet d'utiliser l'analyse de Fourier, et on obtient des estimations d'erreur qui d�ependent
de la r�egularit�e de la fonction.
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1.6 Quelques applications

Dans les paragraphes pr�ec�edents nous avons surtout consid�er�e les probl�emes d'int�egra-
tion num�erique. Les m�ethodes quasi-Monte Carlo constituent en e�et de bons outils pour
l'int�egration num�erique. Elles ont aussi beaucoup d'applications dans la simulation de
ph�enom�enes physiques. Le plus souvent le probl�eme aboutit �a des calculs d'int�egrales
multidimensionnelles et on e�ectue des quadratures quasi-Monte Carlo.

Un probl�eme classique en analyse num�erique dans lequel les m�ethodes quasi-Monte
Carlo peuvent être appliqu�ees est l'optimisation globale. La m�ethode de Monte Carlo
classique pour trouver les extr�ema globaux est la recherche al�eatoire. Elle est utilis�ee
quand la fonction �a optimiser n'est pas di��erentiable, et dans ce cas les m�ethodes clas-
siques sont inop�erantes. La version d�eterministe de la recherche al�eatoire est la m�ethode
quasi-Monte Carlo de recherche quasi-al�eatoire [49].
Sarkar et Prasad [54] et Moroko� et Ca
isch [40] ont appliqu�e les m�ethodes quasi-Monte
Carlo �a la r�esolution d'�equations int�egrales.
L'utilisation de m�ethodes quasi-Monte Carlo dans les probl�emes de transfert radiatif [26]
a donn�e des r�esultats meilleurs que ceux obtenus avec les m�ethodes de Monte Carlo.
Pour l'application des m�ethodes quasi-Monte Carlo �a la r�esolution de probl�emes aux li-
mites pour certaines �equations elliptiques et du probl�eme de Cauchy pour certaines �equa-
tions paraboliques on peut consulter le livre de Hua et Wang [23, Chapitre 10]. Le même
livre traite des probl�emes d'interpolation (Chapitre 9) et de la r�esolution de certaines
�equations int�egrales (Chapitre 10).
Moroko� et Ca
isch [38] ont d�evelopp�e une approche quasi-Monte Carlo pour la r�esolution
de l'�equation de la chaleur �a partir de l'�equation discr�etis�ee en temps et en espace.
Dans un travail r�ecent, Hofmann et Math�e [22] ont montr�e comment les �equations di��eren-
tielles stochastiques peuvent être r�esolues par les m�ethodes quasi-Monte Carlo.
L'int�egration quasi-Monte Carlo a �et�e utilis�ee avec succ�es en statistique par Shaw [57].
Drmota [12] a d�evelopp�e des applications de m�ethodes quasi-Monte Carlo �a des techniques
de mesure statistique.
Des quadratures quasi-Monte Carlo en grande dimension (jusqu'en dimension 360) ont
�et�e e�ectu�ees par Paskov [50], Paskov et Traub [51] pour des probl�emes issus de la �nance.
Ils ont test�e les suites de Halton et de Sobol' ainsi que deux suites pseudo-al�eatoires. La
suite de Sobol' s'est av�er�ee la plus int�eressante.
L'�equation de Poisson a �et�e r�esolue par la m�ethode quasi-Monte Carlo coupl�ee �a la m�e-
thode des solutions fondamentales (Chen [7]).
Dans les probl�emes d'illumination on est amen�e �a r�esoudre une �equation int�egrale de
Fredholm de deuxi�eme esp�ece avec un noyau tr�es complexe. Keller [25] a montr�e que l'on
pouvait obtenir des r�esultats plus pr�ecis en rempla�cant la m�ethode de Monte Carlo par
la m�ethode quasi-Monte Carlo pour ce probl�eme.
La di�usion Monte Carlo est utilis�ee en m�ecanique quantique. Moskowitz [41] a montr�e
que l'utilisation des suites quasi-al�eatoires �a la place des suites pseudo-al�eatoires r�eduit
l'erreur.
La simulation de processus stochastiques tels que le mouvement Brownien �a l'aide des
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suites quasi-al�eatoires utiliserait des suites de tr�es grande dimension. Moskowitz et Ca-

isch [42] ont sugg�er�e une m�ethode de r�eduction de la dimension du probl�eme.
Les m�ethodes quasi-Monte Carlo sont �egalement utilisables dans les probl�emes de trans-
port de particules qui ont des applications dans la mod�elisation des r�eacteurs nucl�eaires
et des dispositifs semiconducteurs (Spanier [60]).
Di��erentes approches quasi-Monte Carlo ont �et�e d�evelopp�ees par L�ecot [30, 31, 33] pour
la r�esolution de l'�equation de Boltzmann homog�ene en espace et isotrope.
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Chapitre 2

Sur la r�esolution des EDO par des

m�ethodes quasi-Monte Carlo

R�esum�e: Nous analysons une m�ethode quasi-Monte Carlo pour la r�esolution d'un syst�eme di��e-

rentiel y0(t) = f(t; y(t)) avec une condition initiale. La fonction f est r�eguli�ere en y et on suppose que f

et D1

yf sont �a variation born�ee en t et que D2

yf est born�ee dans un voisinage du graphe de la solution. La

m�ethode s'apparente �a la m�ethode de Heun qui est une m�ethode de Runge-Kutta d'ordre deux. Elle utilise

des quadratures quasi-Monte Carlo. La borne d'erreur d�epend du carr�e du pas de temps et de la discr�e-

pance de la suite utilis�ee dans l'approximation quasi-Monte Carlo. Les tests num�eriques montrent que la

m�ethode quasi-al�eatoire donne de meilleurs r�esultats qu'une m�ethode al�eatoire r�ecemment d�evelopp�ee.

2.1 Introduction

La m�ethode de Monte Carlo est un outil assez g�en�eral pour la r�esolution de pro-
bl�emes vari�es issus de la physique math�ematique, et ses applications ne s'arrêtent pas
�a l'int�egration num�erique. C'est en fait toute m�ethode num�erique utilisant des nombres
al�eatoires. Un grand e�ort a �et�e fourni ces derni�eres ann�ees pour d�evelopper les m�ethodes
quasi-Monte Carlo. Une m�ethode quasi-Monte Carlo peut être vue comme une version
d�eterministe d'une m�ethode de Monte Carlo: les nombres al�eatoires sont remplac�es par
des nombres d�eterministes judicieusement choisis. Par exemple, dans le domaine de l'int�e-
gration num�erique, il importe peu que les points choisis soient al�eatoires. Ce qui importe
est qu'ils soient uniform�ement r�epartis. Une synth�ese de ce domaine d'�etudes est fournie
dans la monographie de Niederreiter [49].

Un algorithme stochastique pour la r�esolution du syst�eme di��erentiel

y0(t) = f(t; y(t)); 0 < t < T; (2.1)

y(0) = y0 (2.2)

a �et�e r�ecemment propos�e par Stengle [61]. La fonction f est suppos�ee r�eguli�ere en espace
(y), mais seulement mesurable et born�ee en temps (t). L'algorithme est un repr�esentant
d'une famille apparent�ee �a la famille des m�ethodes de Runge-Kutta. Il engendre une suite
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Yn par la formule de r�ecurrence

Yn+1 = Yn +
hn
2N

X
0�j<N

�
f(uj;n; Yn) + f

�
Uj;n; Yn + hnf(uj;n; Yn)

��
;

Uj;n = max(T1;j;n; T2;j;n); uj;n = min(T1;j;n; T2;j;n);

o�u pour chaque pas de temps fT1;j;n : 0 � j < Ng et fT2;j;n : 0 � j < Ng sont de nouvelles
suites al�eatoires uniformement distribu�ees dans [tn; tn+1]. La famille de ces m�ethodes est
appel�ee famille de m�ethodes de Runge-Kutta Monte Carlo (RKMC). Stengle a indiqu�e
deux conditions sous lesquelles ces m�ethodes peuvent avoir des avantages par rapport aux
m�ethodes classiques. D'une part, la variation de f en y doit être tr�es faible par rapport
�a la variation de f en t (une absence totale de r�egularit�e en t �etant un cas extr�eme).
D'autre part, le gain de temps dû �a la parall�elisation des calculs de Monte Carlo doit être
important.

On peut esp�erer �egalement une am�elioration grâce �a l'utilisation de suites quasi-
al�eatoires pour remplacer les suites pseudo-al�eatoires. Dans ce travail, nous proposons
une m�ethode de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo (RKQMC) du second ordre.

Elle utilise les suites �a faible discr�epance. La m�ethode RKQMC utilise la même suite
�a discr�epance faible pour toutes les quadratures quasi-Monte Carlo.

Le chapitre est organis�e de la fa�con suivante. La m�ethode RKQMC est d�ecrite au x2.2.
Au x2.3 nous faisons une analyse de l'erreur de la m�ethode. Si bh est le maximum des
pas de temps, l'erreur est major�ee pas une combinaison lin�eaire de bh2 et de DN (X). Au
x2.4 nous consid�erons le probl�eme mod�ele propos�e par Stengle. Les r�esultats num�eriques
indiquent une am�elioration signi�cative de l'erreur par rapport au sch�ema RKMC. En�n
au x2.5 nous r�esumons le chapitre et tirons quelques conclusions.

2.2 M�ethode de Runge-Kutta quasi-Monte Carlo

Consid�erons le probl�eme de Cauchy pour le syst�eme p-dimensionnel (2.1),(2.2) o�u y0
est donn�ee dans IRp. Le probl�eme est suppos�e avoir une unique solution y(t) absolument
continue dans [0; T ]. Soit k�k une norme sur IRp et B(y; �) la boule ouverte correspondante,
centr�ee en y et de rayon �. On suppose que la fonction f v�eri�e l'hypoth�ese suivante.

Hypoth�ese 2.1 Il existe � > 0 et � > 0 tels que

{ Pour tout t 2 [0; T ] la fonction y ! Dm
y f(t; y) est continue sur la boule ouverte

B(y(t); �), pour 0 � m � 2.

{ Soit

 =

[
0�t�T

[t;min(t+ �; T )]�B(y(t); �):

Pour tout t 2 [0; T ] et tout y 2 B(y(t); �),

1. la fonction u ! Dm
y f(u; y) est d�e�nie sur [t;min(t + �; T )] et born�ee par

kDm
y fk1;


, pour 0 � m � 2,
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2. la variation de la fonction u! Dm
y f(u; y) sur [t;min(t+ �; T )] est born�ee par

V
(Dm
y f), pour 0 � m � 1.

La notation suivante sera utilis�ee: si v est un vecteur de composantes (v1; v2), on �ecrit
v = min(v1; v2) et v = max(v1; v2). Consid�erons une partition 0 = t0 < t1 < : : : < tbn = T
de [0; T ] en bn sous-intervalles de longueurs respectives hn = tn+1 � tn et notons bh =
max
0�n<bn hn. Nous avons

y(tn+1) = y(tn) +
Z tn+1

tn
f
�
t; y(tn) +

Z t

tn
f(u; y(u))du

�
dt: (2.3)

En utilisant un d�eveloppement de Taylor en y, on a l'approximation

y(tn+1) � y(tn)+
1

2hn

Z tn+1

tn

Z tn+1

tn

�
f(s; y(tn)) + f

�
s; y(tn) + hnf(s; y(tn))

��
ds: (2.4)

La m�ethode de Heun [62] correspond �a l'approximation s � tn; s � tn+1. Soit X un

ensemble de points x0;x1; : : : ;xN�1 2 I
2
. La m�ethode RKQMC du second ordre engendre

une suite (yn) par

yn+1 = yn+
hn
2N

X
0�j<N

�
f(tn + hnxj; yn) + f

�
tn + hnxj; yn + hnf(tn + hnxj; yn)

��
:

2.3 Analyse de l'erreur

L'analyse de l'erreur est assez voisine de celle du sch�ema de Heun. L'erreur de discr�eti-
sation locale est d�e�nie par

"n =
1

hn
(y(tn+1)� y(tn))

� 1

2h2n

Z tn+1

tn

Z tn+1

tn

�
f(s; y(tn)) + f

�
s; y(tn) + hnf(s; y(tn))

��
ds:

Introduisons un terme d'erreur

En =
1

2h2n

Z tn+1

tn

Z tn+1

tn

�
f(s; yn) + f(s; yn + hnf(s; yn))

�
ds

� 1

2h2n

Z tn+1

tn

Z tn+1

tn

�
f(s; y(tn)) + f

�
s; y(tn) + hnf(s; y(tn))

��
ds;

et l'erreur de l'approximation quasi-Monte Carlo

�n =
1

2N

X
0�j<N

�
f(tn + hnxj; yn) + f(tn + hnxj; yn + hnf(tn + hnxj; yn))

�

� 1

2

Z
I2

�
f(tn + hnx; yn) + f(tn + hnx; yn + hnf(tn + hnx; yn))

�
dx:
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L'erreur de discr�etisation globale est en = yn�y(tn). Nous avons la formule de r�ecurrence

en+1 = en � hn"n + hnEn + hn�n: (2.5)

Nous aurons �a utiliser un concept appropri�e de variation totale pour les fonctions de
plusieurs variables. Pour une fonction ' : I

s ! IRp et pour w;w0 2 I
s
et 1 � i � s,

soit T i
w
' la restriction de ' �a l'hyperplan xi = wi et �i

w;w0' = T i
w0' � T i

w
'. Si K =

fi1; : : : ; ikg � [1; s], on pose

TK
w
' = T i1

w
� � � T ik

w
' et �K

w;w0' = �i1
w;w0 � � ��ik

w;w0':

Notons Tw' = T [1;s]
w

' et �w;w0' = �
[1;s]
w;w0'. Si

0 = x0;i < x1;i < � � � < xni;i = 1; pour 1 � i � s

d�e�nissent une partition de I
s
en sous-intervalles, et a = (a1; : : : ; as) avec des entiers

ai; 0 � ai < ni, on �ecrit xa = (xa1;1; : : : ; xas;s) et a+ = (a1 + 1; : : : ; as + 1). La variation
de ' sur I

s
au sens de Vitali est d�e�nie par

V (s)(') = sup
P

X
a

k�xa;xa+'k;

o�u P parcourt toutes les partitions de I
s
en sous-intervalles. Si 1 = (1; : : : ; 1) 2 Is, alors

V (') =
sX

k=1

X
K�[1;s]
#K=k

V (k)(TKc

1
')

est appel�e la variation de ' sur I
s
au sens de Hardy et Krause. On renvoie �a [29] pour plus

d'information sur ce concept. L'ensemble de toutes les fonctions �a variation born�ee sur I
s

au sens de Hardy et Krause sera not�e BV HKs. Par [66, Proposition 2], toute fonction de
BV HKs est int�egrable au sens de Riemann sur I

s
. Etant donn�ee une fonction ' d�e�nie

sur I
2
, on �ecrit 'o(x) = '(x; x). On a besoin des r�esultats techniques suivants.

Lemme 2.1 Si ' 2 BV HK2, alors 'o 2 BV HK2.

D�emonstration. Nous avons T 1
1
'o = T 2

1
'o = T 2

1
': Par un simple calcul nous avons

V (2)('o) � 3V (2)(') + V (1)(T 1
1
') + V (1)(T 2

1
');

et le r�esultat du lemme suit.
Si t 2 [0; T ], 0 � h et y 2 IRp, d�e�nissons

�t;h;y(x) = f(t+ hx1; y);

 t;h;y(x) = f(t+ hx2; y + hf(t+ hx1; y));

pour x 2 I2.
Lemme 2.2 Si t et t + h 2 [0; T ], h � � et ky � y(t)k + 2hkfk1;
 < �, alors �t;h;y et

 t;h;y 2 BV HK2.
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D�emonstration. Des calculs directs montrent que

V (1)(T 1
1
�t;h;y) = V (2)(�t;h;y) = 0; V (1)(T 2

1
�t;h;y) � V
(f);

V (1)(T 1
1
 t;h;y) � V
(f):

Avec un d�eveloppement de Taylor en y on trouve

V (1)(T 2
1
 t;h;y) � hV
(f)kD1

yfk1;

et V (2)( t;h;y) � hV
(f)V
(D

1
yf):

Ceci termine la d�emonstration.
Posons

�n = �tn;hn;yn ; �n = �tn;hn;y(tn);  n =  tn;hn;yn; 	n =  tn;hn;y(tn):

Alors

"n =
1

hn
(y(tn+1)� y(tn))� 1

2

Z
I2
(�o

n(x) + 	o
n(x))dx; (2.6)

En =
1

2

Z
I2
(�on(x) +  o

n(x))dx�
1

2

Z
I2
(�o

n(x) + 	o
n(x))dx; (2.7)

�n =
1

2N

X
0�j<N

(�on(xj) +  o
n(xj))� 1

2

Z
I2
(�on(x) +  o

n(x))dx: (2.8)

Nous allons majorer chacun de ces termes, pour 0 � n < bn.
Proposition 2.1 Si hn � � et 2hnkfk1;
 < �, alors

k"nk � h2n
12
kfk1;


�
5kfk1;
kD2

yfk1;

+ 2kD1

yfk21;


�
:

D�emonstration. Grâce aux Lemmes 2.1 et 2.2, "n est bien d�e�ni. En utilisant des
d�eveloppements de Taylor en y nous obtenons "n = �"n;1 + "n;2 + "n;3, o�u

"n;1 =
h2n
2

Z
I2

�Z
I
D2

yf
�
tn + hnx; y(tn) + �hnf(tn + hnx; y(tn))

�
�
�
f(tn + hnx; y(tn))

�2
(1 � �)d�

�
dx;

"n;2 =
hn
2

Z
I2
D1

yf(tn + hnx; y(tn))

�
�Z

I
D1

yf(tn + hnx; (1� �)y(tn) + �y(tn + hnx))

� (y(tn + hnx)� y(tn))d�
�
dx;

"n;3 =
Z
I

�Z
I
D2

yf(tn + hnx; (1� �)y(tn) + �y(t))

� (y(tn + hnx)� y(tn))
2(1� �)d�

�
dx:
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D'o�u le r�esultat de la proposition.

Proposition 2.2 Si hn � � et kenk+ 2hnkfk1;
 < �, alors

kEnk � kD1
yfk1;


 
1 +

hn
2
kD1

yfk1;


!
kenk:

D�emonstration. Nous savons d'apr�es les Lemmes 2.1 et 2.2 que chaque int�egrale dans
(2.7) existe. Par des d�eveloppements de Taylor en y, on trouve En = En;1 + En;2, o�u

En;1 =
1

2

Z
I2

�Z
I
D1

yf(tn + hnx; (1� �)y(tn) + �yn) � (yn � y(tn))d�
�
dx;

En;2 =
1

2

Z
I2

 Z
I
D1

yf
�
tn + hnx; (1� �)

�
y(tn) + hnf(tn + hnx; y(tn))

�
+ �(yn + hnf(tn + hnx; yn))

�
�
�
yn + hnf(tn + hnx; yn)� y(tn)� hnf(tn + hnx; y(tn))

�
d�

!
dx;

ce qui conduit �a l'estimation d�esir�ee sur kEnk.

Proposition 2.3 Si hn � � et kenk+ 2hnkfk1;
 < �, alors

k�nk � V
(f)

 
1 +

hn
2

�
kD1

yfk1;

+ 2V
(D

1
yf)

�!
DN (X):

D�emonstration. Consid�erons une double partition de I.

0 = w0 < w1 < � � � < w` = 1;

�0 = 0; wk � �k+1 < wk+1; pour 0 � k < `; �`+1 = 1;

telle que X � f(�k1 ; �k2) : 0 � k1; k2 � ` + 1g: Posons
h(W ) = max

0�k<`
(wk+1 �wk):

En utilisant la formule de sommation d'Abel multidimensionnelle avec la fonction auxi-
liaire

�(x) = DN ([0; x1)� [0; x2);X);

on trouve pour h(W ) su�samment petit,

1

N

X
0�j<N

�on(xj)�
X

0�k1;k2<`

(wk1+1 � wk1)(wk2+1 � wk2)�
o
n(�k1+1; �k2+1)

=
X

0�k�`

(f(tn + hn�k+1; yn)� f(tn + hn�k; yn))DN ([wk; 1)
2;X);
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et si on pose �k = (�k1 ; �k2),

1

N

X
0�j<N

 o
n(xj)�

X
0�k1;k2<`

(wk1+1 �wk1)(wk2+1 � wk2) 
o
n(�k1+1; �k2+1)

= � X
0�k1<k2�`

��k;�k+ nDN ([wk1 ; wk2)
2;X) +

X
0�k1;k2�`

��k;�k+ nDN ([0; wk2)
2;X)�

X
0�k�`

��k;�k+T
1
1
 nDN ([0; wk)

2;X) +
X

0�k�`

��k;�k+T
2
1
 nDN ([wk; 1)

2;X):

En passant �a la limite h(W )! 0 et en utilisant le Lemme 2.1 et les estimations du Lemme
2.2, on arrive �a l'estimation d�esir�ee.

Nous sommes maintenant en mesure de d�emontrer le r�esultat de convergence. Posons

c1(f) =
kfk1;


12

�
5kfk1;
kD2

yfk1;

+ 2kD1

yfk21;


�
;

c2(f; bh) = kD1
yfk1;


 
1 +

bh
2
kD1

yfk1;


!
;

c3(f; bh) = V
(f)

 
1 +

bh
2

�
kD1

yfk1;

+ 2V
(D

1
yf)

�!
:

Proposition 2.4 Si bh � � et

ec2(f;
bh)Tke0k+ ec2(f;bh)T � 1

c2(f; bh)
�
c1(f)bh2 + c3(f; bh)DN (X)

�
+ 2bhkfk1;
 < �;

alors, pour 0 � n � bn,
kenk � ec2(f;

bh)tnke0k+ ec2(f;bh)tn � 1

c2(f; bh)
�
c1(f)bh2 + c3(f; bh)DN(X)

�
:

D�emonstration. Il su�t d'utiliser l'�equation (2.5) avec les Propositions 2.1,2.2 et 2.3.

2.4 Exemple num�erique

Pour illustrer ce qui pr�ec�ede, nous allons utiliser di��erentes m�ethodes d'ordre deux
pour r�esoudre un probl�eme mod�ele propos�e par Stengle.

y0(t) = y(t) + � sin(cos(�t)); 0 < t < 1; (2.9)

y(0) = 1; (2.10)

o�u � = 1023 et � = 5. La Figure 2.1 compare les erreurs obtenues par en r�esolvant ce
probl�eme par les sch�emas suivants.

{ La m�ethode de Heun avec 10 (RK10) et 100 (RK100) pas de temps �egaux.
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{ La m�ethode RKMC de Stengle avec 10 pas de temps �egaux. Elle utilise une nouvelles
suite al�eatoire uniforme de 100 �el�ements �a chaque pas de temps.

{ La m�ethode RKQMC avec 10 pas de temps �egaux. Elle utilise l'ensemble de Ham-
mersley, X = f(�2(j); j

N
) : 0 � j < Ng (o�u �2 est la fonction radicale inverse en

base 2: voir [49]) avec N = 100 pour l'int�egration quasi-Monte Carlo .

Le graphique de gauche montre les r�esultats pour les m�ethodes RK10 et RKMC. Le
graphique de droite contient les r�esultats pour les m�ethodes RK100 (seules les erreurs
aux instants tn = n=10; 0 � n � 10 ont �et�e report�ees pour des raisons de clart�e) et
RKQMC. On notera la di��erence d'�echelle. Les param�etres sont choisis de telle mani�ere
que la m�ethode num�erique avec le plus grand pas de temps est �a la limite de sa capacit�e
d'approcher la solution. Les r�esultats de l'algorithme RKMC avec 10 pas de temps sont
assez proches de ceux de la m�ethode RK la plus pr�ecise. Mais l'utilisation de l'ensemble de
Hammersley conduit �a une am�elioration spectaculaire de l'erreur par rapport �a la m�ethode
RKMC.
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Fig. 2.1 { Comparaison de m�ethodes Runge-Kutta d'ordre deux.

2.5 Conclusion

Ce travail montre qu'une m�ethode de Runge-Kutta quasi-al�eatoire est faisable et peut
donner des r�esultats plus pr�ecis qu'une m�ethode al�eatoire. Il apparait que le caract�ere
al�eatoire des points n'est pas important. L'analyse de la convergence montre que si les
suites �a faible discr�epances sont utilis�ees, il est possible d'obtenir de meilleurs r�esultats
de convergence qu'avec les suites al�eatoires. Ceci est con�rm�e par les tests num�eriques. Il
existe des m�ethodes de type quasi-Monte Carlo pour de nombreux autres probl�emes. En
fait, pour de nombreuses m�ethodes Monte Carlo il est possible de d�evelopper des m�ethodes
quasi-Monte Carlo correspondantes comme des versions d�eterministes. Ceci est fait dans
les chapitres suivants.



33

Chapitre 3

M�ethodes particulaires pour

l'�equation de Boltzmann lin�eaire

R�esum�e: Nous d�ecrivons une m�ethode particulaire d�eterministe pour simuler l'�equation de Boltz-

mann lin�eaire homog�ene en espace. Elle combine un sch�ema d'Euler en temps et une int�egration quasi-

Monte Carlo utilisant une suite-(0; 2s+ 1). Les particules sont renum�erot�ees par rapport �a leurs compo-

santes de vitesse �a chaque pas de temps. Une preuve de la convergence de la m�ethode est donn�ee. Des tests

num�eriques sont pr�esent�es pour un probl�eme test pour lequel la solution exacte est connue. Le sch�ema

quasi-Monte Carlo est compar�e du point de vue de la pr�ecision �a un sch�ema standard de Monte Carlo.

Les r�esultats montrent une am�elioration de l'ordre de l'erreur et du taux de convergence par rapport �a

l'approche Monte Carlo.

3.1 Introduction

Les m�ethodes quasi-Monte Carlo peuvent être d�ecrites commeune version d�eterministe
des m�ethodes Monte Carlo : les �echantillons al�eatoires sont remplac�es par des points unifor-
m�ement distribu�es; de plus une majoration d'erreur est obtenue au lieu d'une convergence
stochastique. Dans le cas d'une int�egration num�erique, la m�ethode quasi-Monte Carlo
permet en g�en�eral d'obtenir une plus grande pr�ecision que la m�ethode Monte Carlo. Des
�etudes num�eriques d'int�egration multidimensionnelle par des m�ethodes quasi-Monte Carlo
sont pr�esent�ees dans [40].

On peut se demander si l'am�elioration fournie par l'utilisation de suites quasi-al�eatoires
�a la place des nombres al�eatoires peut être aussi obtenue dans la simulation de probl�emes
physiques.

Plusieurs m�ethodes de types quasi-Monte Carlo ont �et�e propos�ees ces derni�eres ann�ees
pour di��erents probl�emes [5, 7, 25, 26, 30, 31, 33, 38, 40, 41, 54, 60].

Quelques r�esultats de convergence sont �etablis et les tests num�eriques ont montr�e
une am�elioration de convergence par rapport aux m�ethodes de type Monte Carlo. Dans
[30, 31, 33], L�ecot a propos�e un sch�ema d�eterministe pour r�esoudre une �equation de
Boltzmann non-lin�eaire unidimensionnelle et spatialement homog�ene. Il a fourni des r�e-
sultats de convergence, dans le cas o�u les particules sont r�eordonn�ees �a chaque pas de
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temps. La m�ethode est bas�ee sur le tri des particules selon leur vitesse. Les r�esultats nu-
m�eriques montrent une nette sup�eriorit�e des m�ethodes quasi-Monte Carlo sur celles de
Monte Carlo pour ce probl�eme. Ici, nous nous sommes int�eress�es �a l'extension des m�e-
thodes quasi-Monte Carlo �a la simulation particulaire d'un probl�eme multidimensionnel:
l'�equation de Boltzmann lin�eaire homog�ene en espace et en dimension s de vitesse. Cette
m�ethode est bas�ee sur les r�eseaux-(t;m; s) et les suites-(t; s). Dans ce sch�ema les parti-
cules sont r�eordonn�ees par paquets �a chaque pas de temps comme suit. Le nombre N de
particules simul�ees est pris sous la forme bd1 : : : bds, o�u b et d1; : : : ; ds sont des entiers. Les
particules sont tri�ees en bd1 sous-ensembles de niveau 1, selon la premi�ere composante de
leur vitesse. Ensuite les bd2 : : : bds particules de chaque sous-ensemble de niveau 1 sont
tri�ees en bd2 sous-ensembles de niveau 2 selon la deuxi�eme composante de leur vitesse, et
ainsi de suite. Finalement les bds particules de chaque sous ensemble de niveau s� 1 sont
tri�ees selon la s-i�eme composante de leur vitesse.

L'organisation de ce chapitre est la suivante. Dans le x3.2 l'�equation lin�eaire int�egro-
di��erentielle de Boltzmann est introduite. Le domaine de la vitesse est IRs. Apr�es quelques
changements de variables le domaine devient Is. Ensuite on d�ecrit la m�ethode quasi-Monte
Carlo pour l'�equation: elle combine un sch�ema d'Euler explicite en temps avec une int�e-
gration num�erique sur I2s+1. Les particules simul�ees sont renum�erot�ees �a chaque pas de
temps. Les quadratures utilisent une suite-(0; 2s+ 1) en base b.
Le x3.3 expose la m�ethode de Nanbu qui est une approche de type Monte Carlo.
Dans le x3.4 la preuve de la convergence est donn�ee. L'erreur du sch�ema est d�e�nie comme
la discr�epance-* des vitesses discr�etes, relativement �a la distribution de vitesse exacte.
Dans le x3.5 les erreurs et les taux de convergence exp�erimentaux sont calcul�es. On consi-
d�ere un cas test o�u la solution exacte est connue, pour les dimensions 1 � s � 5. Les
erreurs et les taux de convergence sont compar�es �a ceux de la m�ethode de Nanbu.

Les exemples indiquent que le nouveau sch�ema utilise moins de particules pour ob-
tenir le même niveau d'erreur que la simulation al�eatoire. Il permet aussi d'obtenir une
am�elioration du taux de convergence. Les conclusions sont en�n donn�ees dans le x3.6.

3.2 Algorithme quasi-Monte Carlo

Pour l'obtention de l'�equation de Boltzmann, on renvoie �a la monographie de Cerci-
gnani [6]. Consid�erons un m�elange spatialement homog�ene de deux gaz. Un des compo-
sants de ce m�elange, que l'on appellera L, a une densit�e tr�es faible. L'autre constituant,
appel�e M , est macroscopiquement au repos et en �equilibre.

Soit �M la masse par unit�e de volume et mM la masse mol�eculaire de l'esp�ece M , et
�L et mL les mêmes quantit�es pour l'esp�ece L. Le gaz M a une distribution de vitesse
Maxwellienne, not�ee FM ,

FM(v) =
�M

(2�RMT )s=2
exp

 
� jvj2
2RMT

!
; v 2 IRs;

o�u RM est la constante de Boltzmann pour le gaz M , T est la temp�erature et j � j la norme
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euclidienne. Soit fL;0 la distribution de vitesse initiale pour le gaz L. On aZ
IRs

fL;0(v)dv = �L:

La distribution de vitesse pour le gaz L v�eri�e l'�equation de Boltzmann lin�eaire

@fL
@t

(v; t)

=
1

mM

Z
Dv

�
fL(v

0; t)FM(w0)� fL(v; t)FM(w)
�
jv �wjssc(�; jv�wj)dwdn;

v 2 IRs; t > 0;

o�u
Dv =

n
(w;n) 2 IR2s : jnj = 1; n � (v �w) > 0

o
;

v0 = v � 2mM

mL +mM
n � (v�w)n;

w0 = w +
2mL

mL +mM
n � (v �w)n;

ssc est la section e�cace de di�usion et � l'angle entre n et v �w.
Avant de commencer toute discr�etisation, nous faisons des changements de variables de
mani�ere �a ramener le domaine d'int�egration �a Is. Ces changements de variables sont
motiv�es par le fait que la quadrature quasi-Monte Carlo est e�ectu�ee avec des suites �a
faible discr�epance uniformement r�eparties dans le cube unit�e.
Notons

FL(v) =
�
mL

mM

�s=2 �L
�M

FM

 �
mL

mM

�1=2
v

!
:

En utilisant les nouvelles variables v0 et n0 =
v �w

jv �wj dans l'int�egrale, on arrive �a l'�equa-

tion de Boltzmann lin�eaire d�ecrite par Cercignani dans [6, Chapitre 4, Section 3]

@fL
@t

(v; t) =
Z
IRs

�
fL(v

0; t)FL(v)� fL(v; t)FL(v
0)
�
�L;M(v0;v)dv0; (3.1)

o�u �L;M est un noyau sym�etrique positif ou nul d�e�ni par

�L;M(v0;v) =
1

FL(v)

1

mM

�
mL +mM

2mM

�s+1

�
Z
n0�(v�v0)>0

FM

 
v+

mL

mM
(v � v0)� mL +mM

2mM

jv � v0j
cos �

n0
!

�jv� v0jssc
 
�;
mL +mM

2mM

jv� v0j
cos �

!
dn0

(cos �)s+1
;
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et � est l'angle entre n0 et v � v0. Alors, si

f0(v) =
1

�L

�
2RMTmM

mL

�s=2
fL;0

 �
2RMTmM

mL

�1=2
v

!
;

f(v; t) =
1

�L

�
2RMTmM

mL

�s=2
fL

 �
2RMTmM

mL

�1=2
v; t

!
;

F (v) =
1

�s=2
e�jvj

2

;

�(v;v0) = �L�L;M

 �
2RMTmM

mL

�1=2
v;
�
2RMTmM

mL

�1=2
v0
!
;

on obtient

@f

@t
(v; t) =

Z
IRs

�
f(v0; t)F (v)� f(v; t)F (v0)

�
�(v;v0)dv0; v 2 IRs; t > 0;

f(v; 0) = f0(v); v 2 IRs;

(3.2)

avec Z
IRs

f0(v)dv = 1:

On ram�ene le domaine de vitesse �a Is par un nouveau changement de variables. Soit
D la fonction de IR dans I d�e�nie par

D(v) =
1

2

�
1 + erf(v)

�
; v 2 IR:

L'utilisation des nouvelles variables d�e�nies par xi = D(vi) conduit �a une nouvelle �equa-
tion,

@u

@t
(x; t) =

Z
Is

�
u(x0; t)� u(x; t)

�

(x;x0)dx0; x 2 Is; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); x 2 Is;

(3.3)

o�u

u(x; t) =
f(v; t)

F (v)
; 
(x;x0) = �(v;v0); u0(x) =

f0(v)

F (v)
:

On supposera que le noyau 
 est sym�etrique, positif ou nul et born�e. Posons

k
k1 = sup
x;x02Is


(x;x0):

Pour construire une m�ethode particulaire quasi-Monte Carlo de r�esolution du probl�eme
(3.3), il est n�ecessaire de passer par une formulation faible.

D�efinition 3.1 Une fonction � d�e�nie dans A � Is dont l'image est constitu�ee d'un
nombre �ni de points dans [0;+1) sera appel�ee une fonction simple. On notera S(A)
l'ensemble des fonctions simples mesurables au sens de Borel dans A.
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En multipliant l'�equation (3.3) par � 2 S(Is) et en int�egrant sur Is, on a la formulation
faible suivante

d

dt

Z
Is
�(x)u(x; t)dx=

Z
I2s

�
�(x0)� �(x)

�

(x;x0)u(x; t)dxdx0; � 2 S(Is): (3.4)

Notons �(x � y), la mesure de Dirac concentr�ee au point y 2 Is. Soit b � 2 et m � 0
deux entiers. Posons N = bm. Soit d1; : : : ; ds des entiers tels que d1 + : : :+ ds = m. �Etant
donn�es des entiers ai avec 0 � ai < bdi , posons a = (a1; : : : ; as). Un ensemble X(0) de N

points x
(0)
j dans Is est choisi de sorte que

u(0)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(x� x
(0)
j )

\approche" la distribution initiale u0(x)dx (dans un sens qui sera pr�ecis�e dans le x3.4).
Soit �t un pas de temps, avec

�tk
k1 � 1:

Avec cette condition le sch�ema explicite en temps est faisable.
Introduisons alors les instants discrets tn = n�t et posons un(x) = u(x; tn). Les ensembles

X(n) de N points x(n)
j de Is sont calcul�es de telle sorte que

u(n)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(x� x
(n)
j )

\approche" la distribution un(x)dx.
On a besoin d'une suite-(0; 2s + 1) en base b : y0;y1; : : : pour e�ectuer les quadratures
quasi-Monte Carlo. La simulation est construite comme suit.

(i) Renum�erotation des particules:
Cette technique nous permettra dans le x3.4 de d�emontrer la convergence de la m�ethode.
Dans le x3.5 on verra que la renum�erotation des particules permet e�ectivement de r�eduire
l'erreur. Les N points de X(n) sont renum�erot�es x(n)

a
=
�
x
(n)
a;1; : : : ; x

(n)
a;s

�
avec 0 � ai < bdi,

i = 1; : : : ; s, de telle mani�ere que

{ si a1 < b1 alors x
(n)
a;1 � x

(n)
b;1;

{ si a1 = b1 et a2 < b2 alors x(n)a;s � x
(n)
b;s,

. . . . . .

{ si a1 = b1; : : : ; as�1 = bs�1 et as < bs alors x(n)a;s � x
(n)
b;s.

Voir la Figure 3.1.
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Fig. 3.1 { Renum�erotation des particules (s = 2, b = 3, d1 = 1, d2 = 2).

(ii) Sch�ema d'Euler:
En utilisant un sch�ema d'Euler explicite en temps dans l'�equation (3.4), une approximation
v(n+1) de la distribution exacte un+1(x)dx est d�e�nie par

1

�t

Z
Is
�(x)

�
v(n+1)(x)� u(n)(x)

�

=
Z
I2s

�
�(x0)� �(x)

�

(x;x0)u(n)(x)dx0; � 2 S(Is);

c'est �a dire Z
Is
�(x)v(n+1)(x) =

1

N

X
a

�
1 ��t

Z
Is

(x(n)

a
;x0)dx0

�
�(x(n)

a
)

+
�t

N

X
a

Z
Is
�(x0)
(x(n)

a
;x0)dx0:

(3.5)

(iii) Int�egration quasi-Monte Carlo:
v(n+1) est une mesure continue. Or nous cherchons la solution sous la forme d'une somme
de N mesures de Dirac; d'o�u la n�ecessit�e de proc�eder �a une approximation au moyen
d'une quadrature quasi-Monte Carlo. Pour cela, nous allons mettre le second membre
de l'�equation (3.5) sous la forme d'une int�egrale multidimensionnelle. Soit ca la fonction

caract�eristique de Ia =
sY

i=1

�
ai
bdi

;
ai + 1

bdi

�
et �(n)

a
celle de

n
x = (x0; xs+1) 2 Is+1 : xs+1 < �t


�
x(n)
a

;x0
� o

:
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Etant donn�e � 2 S(Is), on d�e�nit �(n) 2 S(I2s+1) par

�(n)(x) =
X
a

ca(x
0)
��

1� �(n)
a
(x00; x2s+1)

�
�(x(n)

a
) + �(n)

a
(x00; x2s+1)� (x

00)
�
;

x = (x0;x00; x2s+1) 2 I
2s+1

:

Puisque �tk
k1 � 1, on obtient

Z
Is
�(x)v(n+1)(x) =

Z
I2s+1

�(n)(x)dx: (3.6)

On d�e�nit maintenant l'approximation u(n+1) de la distribution exacte un+1(x)dx grâce �a
une quadrature quasi-Monte Carlo avec un r�eseau-(0;m; 2s+1) en base b, fynN+j : 0 �
j < Ng. Z

Is
�(x)u(n+1)(x) =

1

N

N�1X
j=0

�(n)(ynN+j); � 2 S(Is): (3.7)

Soit

a(n)(j) =
�
bbd1ynN+j;1c; : : : ; bbdsynN+j;sc

�
;

o�u bcc est le plus grand entier inf�erieur o�u �egal �a c. Le choix d'un r�eseau-(0;m; 2s + 1)
dans la quadrature quasi-Monte Carlo implique que chaque cellule Ia contient exactement
un point y0nN+j = (ynN+j;1; � � � ; ynN+j;s). Ainsi, l'application a(n)(j) est une bijection.
L'�equation (3.7) se r�e�ecrit

1

N

N�1X
j=0

�(x(n+1)j ) =
1

N

N�1X
j=0��

1 � �
(n)

a(n)(j)
(y00nN+j; ynN+j;2s+1)

�
�
�
x
(n)

a(n)(j)

�
+ �

(n)

a(n)(j)
(y00nN+j; ynN+j;2s+1)�

�
y00nN+j

��

o�u y00nN+j = (ynN+j;s+1; � � � ; ynN+j;2s).
Donc les nouvelles vitesses sont telles que

x
(n+1)
j = y00nN+j si ynN+j;2s+1 < �t


�
x
(n)

a(n)(j)
;y00nN+j

�
;

x
(n+1)
j = x

(n)

a(n)(j)
sinon:

(3.8)

Remarque 3.1 Par l'in�egalit�e de Koksma-Hlawka, de faibles erreurs de quadratures
quasi-Monte Carlo sont garanties si on utilise des suites �a faible discr�epance. Si y0;y1; � � �
est une suite-(0; 2s + 1) en base b, alors les r�eseaux-(0;m; 2s+ 1) que l'on utilise sont les
ensembles de points ayant les plus faibles discr�epances connues.
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3.3 M�ethode de Nanbu

Cette m�ethode a �et�e d�ecrite par Nanbu [43] pour l'�equation Master. Etant donn�e un
pas de temps �t, on commence par faire un sch�ema d'Euler explicite en temps pour
l'�equation (3.3):

u(n+1)(x)� u(n)(x)

�t
=
Z
Is

�
u(n)(x0)� u(n)(x)

�

(x;x0)dx0;

c'est �a dire

u(n+1)(x) =
�
1��t

Z
Is

(x;x0)dx0

�
u(n)(x) + �t

Z
Is
u(n)(x0)
(x;x0)dx0;

o�u u(n) est la solution �a l'instant tn = n�t.
Le pas de temps est choisi de mani�ere �a satisfaire la condition

�tk
k1 � 1:

Soit N le nombre de particule simul�ees. Comme pour la m�ethode quasi-Monte Carlo, la
distribution initiale est approch�ee par une somme de mesures de Dirac. La m�ethode de
Nanbu permet de calculer la solution approch�ee �a l'instant tn+1,

u(n+1)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(x� x
(n+1)
j );

�a partir de la solution approch�ee

u(n)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(x� x
(n)
j )

�a l'instant tn.
En utilisant l'approximation particulaire, et compte tenu du fait que le noyau 
 est sy-
m�etrique, on arrive �a

u(n+1)(x) =
1

N

N�1X
j=0

��
1 ��t

Z
Is

(x(n)j ;x)dx

�
�(x� x

(n)
j ) + �t
(x(n)j ;x)

�
:

Notons
p
(n)
j = �t

Z
Is

(x

(n)
j ;x)dx;

et

~
(x
(n)
j ;x) =


(x(n)j ;x)Z
Is

(x

(n)
j ;x)dx

:

La fonction ~
(x
(n)
j ;x) est une densit�e de probabilit�eZ

Is
~
(x(n)j ;x)dx = 1;
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et

u(n+1)(x) =
1

N

N�1X
j=0

h�
1� p

(n)
j

�
�(x� x(n)j ) + p

(n)
j ~
(x

(n)
j ;x)

i
: (3.9)

Soit ~x(n)j un �echantillon de la variable al�eatoire ayant ~
(x(n)j ;x) pour densit�e. L'�equation
(3.9) se r�e�ecrit

u(n+1)(x) =
1

N

N�1X
j=0

h�
1� p

(n)
j

�
�(x� x(n)j ) + p

(n)
j �(x� ~x

(n)
j )

i
: (3.10)

Finalement, pour tout j 2 f0; � � � ; N � 1g, on tire uniform�ement un nombre p dans [0; 1].
Il y a deux cas:

{ Si 0 � p � p
(n)
j : alors la nouvelle vitesse est

x
(n+1)
j = ~x

(n)
j :

{ Si p
(n)
j < p � 1: alors

x
(n+1)
j = x

(n)
j :

3.4 Bornes d'erreur pour la m�ethode quasi-Monte

Carlo

L'erreur du sch�ema �a l'instant tn est d�e�nie par

D?
N

�
X(n); un

�
= sup

z2I
s
jd(n)N (z)j;

o�u

d
(n)
N (z) =

1

N

X
a

�z(x
(n)
a

)�
Z
Is
�z(x)un(x)dx;

�z �etant la fonction caract�eristique de
sY

i=1

[0; zi).

Ainsi D?
N

�
X(n); un

�
est la discr�epance-* de l'ensemble des points X(n) par rapport �a

la distribution un. Cette notion est d�e�nie dans le livre de Hlawka, Firneis et Zinterhof
[21, Chapitre 1, Section 5]. L'analyse de l'erreur est celle de la m�ethode d'Euler.
On introduit l'erreur de troncature

"(n)(z) =
1

�t

Z
Is
�z(x)

�
un+1(x)� un(x)

�
dx

�
Z
I2s

�
�z(x

0)� �z(x)
�

(x;x0)un(x)dxdx

0;
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et un terme d'erreur e
(n)
N (z) = e

(n)
N;1(z)� e

(n)
N;2(z), o�u

e
(n)
N;1(z) =

1

N

X
a

Z
Is

(x(n)

a
;x0)dx0�z(x

(n)
a

)�
Z
I2s


(x;x0)�z(x)un(x)dxdx
0;

e
(n)
N;2(z) =

1

N

X
a

Z
Is

(x(n)

a
;x0)�z(x

0)dx0 �
Z
I2s


(x;x0)�z(x
0)un(x)dxdx

0:

De plus, on a besoin de l'erreur d'int�egration quasi-Monte Carlo

�
(n)
N (z) =

1

N

N�1X
j=0

�(n)
z

(ynN+j)�
Z
I2s+1

�(n)
z

(x)dx;

o�u �(n)
z

2 S(I2s+1) correspond �a �z 2 S(Is) par

�(n)
z

(x) =
X
a

ca(x
0)
��

1� �(n)
a
(x00; x2s+1)

�
�z(x

(n)
a
) + �(n)

a
(x00; x2s+1)�z(x

00)
�
;

x = (x0;x00; x2s+1) 2 I
2s+1

:

On a alors la formule de r�ecurrence

d
(n)
N (z) = d

(n�1)
N (z)��te

(n�1)
N (z)��t"(n�1)(z) + �

(n�1)
N (z): (3.11)

La g�en�eralisation suivante de l'in�egalit�e de Koksma-Hlawka est donn�ee dans le livre de
Hlawka, Firneis et Zinterhof [21]. La d�emonstration est assez voisine de celle de l'in�egalit�e
de Koksma-Hlawka donn�ee par Zaremba dans [66].

Lemme 3.1 Soit � une fonction positive ou nulle et int�egrable au sens de Riemann sur
I
s
avec Z

Is
�(x)dx = 1:

Si f est �a variation born�ee V (f) sur I
s
au sens de Hardy et Krause, alors, pour tout

ensemble de points x0; : : : ;xN�1 2 Is, on a������ 1N
N�1X
j=0

f(xj)�
Z
Is
f(x)�(x)dx

������ � V (f) D?
N(X; �): (3.12)

Le lemme suivant est utilis�e pour estimer les termes d'erreur e(n)N;1(z) et e
(n)
N;2(z).

Lemme 3.2 Pour x 2 I
s
, soit �x la fonction caract�eristique de

sY
i=1

[0; xi). Si f a une

variation born�ee V (f) sur I
s
au sens de Hardy et Krause, alors pour tout x 2 I

s
, f�x a

une variation born�ee V (f�x) sur I
s
au sens de Hardy et Krause et on a la majoration

V (f�x) � V (f) + jf(1; : : : ; 1)j: (3.13)
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Preuve. On peut supposer que xi > 0 pour 1 � i � s (sinon f�x = 0). On a V (f�x) =
V (s)(f�x).
Soit

0 = x0;i < x1;i < : : : < xni;i = 1; pour 1 � i � s

qui d�e�nissent une partition de I
s
en sous-intervalles. Soit a� tel que xa�

i
;i < xi � xa�

i
+1;i,

pour 1 � i � s: On a
sY
i=1

[0; ni) =
s[

k=0

[
K�[1;s]
#K=k

sY
i=1

Ia�;K;i; (3.14)

o�u Ia�;K;i = [0; a�i ) if i 2 K; sinon Ia�;K;i = [a�i ; ni). AlorsX
a

j�xa;xa+(f�x)j =
sX

k=0

X
K�[1;s]
#K=k

X
0�ai<a�i
i2K

����K
xa;xa+T

Kc

xa�f
��� : (3.15)

Par ailleurs, pour une fonction g d�e�nie sur I
t
, t � s, on a

Txa�g =
tX

`=0

(�1)` X
L�[1;t]
#L=`

X
a�
i
�ai<ni
i2L

�L
xa;xa+

TLc

1
g: (3.16)

La combinaison de (3.15), (3.16) (avec g = �K
xa;xa+f) et (3.14) donne

X
a

j�xa+;xa(f�x)j �
sX

m=0

X
M�[1;s]
#M=m

X
0�ai<ni
i2M

����M
xa;xa+

TMc

1
f
��� � V (f) + jf(1)j: (3.17)

En maximisant sur toutes les partitions en sous-intervalles de I
s
, on obtient le r�esultat

du lemme.
Avec les deux lemmes pr�ec�edents, l'estimation des termes e(n)N;1(z) et e

(n)
N;2(z) est imm�e-

diate.

Proposition 3.1 Si, pour tout z 2 I
s
, la fonction 
z(x) =

Z
Is

(x;x0)�z(x

0)dx0 a une

variation born�ee V (

z
) sur I

s
au sens de Hardy et Krause, et si

V (
) = sup
z2I

s
V (


z
) < +1;

alors
sup
z2I

s
je(n)N;1(z)j � (V (


1
) + k
k1)D?

N

�
X(n); un

�
; (3.18)

sup
z2I

s
je(n)N;2(z)j � V (
)D?

N

�
X(n); un

�
: (3.19)

Preuve. Par le Lemme 3.1, on trouve je(n)N;2(z)j � V (

z
)D?

N

�
X(n); un

�
; d'o�u l'estimation

(3.19), et je(n)N;1(z)j � V (

1
�z)D?

N

�
X(n); un

�
. Ainsi (3:18) r�esulte du Lemme 3.2.

Remarque 3.2 Si 
 a une variation born�ee V (
) sur I
2s

au sens de Hardy et Krause,
alors la condition de la Proposition 3.1 est satisfaite et V (
) � V (
):
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La majoration

j"(n)(z)j �
Z tn+1

tn

Z
Is

�����@
2u

@t2
(x; t)

�����dxdt (3.20)

est imm�ediate. Il reste maintenant �a analyser l'erreur d'int�egration �
(n)
N (z). Le r�esultat

suivant est dû �a Niederreiter [47].

Lemme 3.3 Soit X un r�eseau-(t;m; s) en base b. Pour tout intervalle �el�ementaire J 0 �
Is�1 en base b et pour tout xs 2 �I on a�����A(J 0� [0; xs);X)

bm
� �s(J

0 � [0; xs))

����� � bt�m: (3.21)

L'ensemble de points Y (n) = fynN+j : 0 � j < Ng est un r�eseau-(0;m; 2s + 1) en base

b. La quantit�e �
(n)
N (z) peut s'exprimer

�
(n)
N (z) =

A(F (n)
z

; Y (n))

N
� �2s+1(F

(n)
z

)� A(E(n)
z;1 ; Y

(n))

N
+ �2s+1(E

(n)
z;1 )

+
A(E(n)

z;2 ; Y
(n))

N
� �2s+1(E

(n)
z;2 );

(3.22)

o�u
F (n)
z

=
n
x = (x0;x00; x2s+1) 2 I2s+1 :

X
a

ca(x
0)�z(x

(n)
a

) = 1
o
;

E
(n)
z;k =

n
x = (x0;x00; x2s+1) 2 I2s+1 : x2s+1 < 


(n)
z;k (x

0;x00)
o
; k = 1; 2;



(n)
z;1 (x

0;x00) = �t
X
a

ca(x
0)
(x(n)

a
;x00)�z(x

(n)
a

); (x0;x00) 2 I
2s
;



(n)
z;2 (x

0;x00) = �t
X
a

ca(x
0)
(x(n)

a
;x00)�z(x

00); (x0;x00) 2 I
2s
:

L'ensemble F (n)
z

est une union disjointe d'intervalles �el�ementaires Ia�Is+1 en base b, avec
�2s+1(Ia � Is+1) = b�m, donc

A(F (n)
z

; Y (n))

N
� �2s+1(F

(n)
z

) = 0: (3.23)

Nous donnons maintenant une g�en�eralisation du Lemme 1 de [34], qui est utile pour la
majoration des autres termes.

Lemme 3.4 Soit f une fonction �a variation born�ee V (f) sur I
s
au sens de Hardy et

Krause. Soit
0 = x0;1 � x1;1 � : : : � xn1;1 = 1;

0 = xa1;0;2 � xa1;1;2 � : : : � xa1;n2;2 = 1; pour 0 � a1 < n1;

: : : : : :



3.4. Bornes d'erreur pour la m�ethode quasi-Monte Carlo 45

0 = xa0;0;s � xa0;1;s � : : : � xa0;ns;s = 1; pour a0 = (a1; : : : ; as�1); 0 � ai < ni

qui d�e�nissent des partitions de I en sous-intervalles. Pour a = (a1; : : : ; as) avec des
entiers ai; 0 � ai < ni; soit Ia = [xa1;1; xa1+1;1]�[xa1;a2;2; xa1;a2+1;2]�: : :�[xa0;as;s; xa0;as+1;s]
et ya; za 2 Ia. Alors X

a

jf(za)� f(ya)j � V (f)
sX

i=1

1

ni

sY
i=1

ni: (3.24)

Preuve. On a X
a

jf(za)� f(ya)j �
sX

i=1

X
a�;i

S(i;a�;i); (3.25)

o�u a�;i = (a1; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; as) et

S(i;a�;i) =
X
ai<ni

jf(ya;1; : : : ; ya;i�1; za;i; : : : ; za;s)� f(ya;1; : : : ; ya;i; za;i+1; : : : ; za;s)j:

D�e�nissons une nouvelle partition de I
s
en sous-intervalles

0 = w0;j < w1;j < : : : < wmj;j = 1; pour 1 � j � s;

par
fw�j;j : 0 � �j � mjg = f0; 1g [ fya;j : 0 � ai < nig; pour j < i;

fw�i;i : 0 � �i � mig = f0; 1g [ fya;i : 0 � ai < nig [ fza;i : 0 � ai < nig;
fw�j;j : 0 � �j � mjg = f0; 1g [ fza;j : 0 � ai < nig; pour j > i:

Soit �(a) = (�1(a); : : : ; �s(a)) tel que

w�j(a);j = ya;j; pour j < i; w�j(a);j = za;j; pour j > i;

fw�i(a);i; w�i(a)+1;ig = fya;i; za;ig:
Alors

S(i;a�;i) =
X
ai<ni

����(i)
(w�(a)+;w�(a))

T [1;s]�;i
w�(a)

f
��� ; (3.26)

o�u [1; s]�;i = [1; s] n fig. Puisque

T [1;s]�;i
w�(a)

f =
s�1X
k=0

(�1)k
X

K�[1;s]�;i
#K=k

X
�j (a)��j<mj

j2K

�K
(w�+;w�)T

Kc

1
f; (3.27)

on obtient S(i;a�;i) � V (f) et le r�esultat du lemme s'ensuit.

Proposition 3.2 Si la fonction 
 a une variation born�ee V (
) sur I
2s

au sens de Hardy
et Krause, alors, pour k = 1; 2,������A(E

(n)
z;k ; Y

(n))

N
� �2s+1(E

(n)
z;k )

������ � 1

bds�(s+1)b ds
s+2c

+
�
V (
) + k
k1

�
�t

 
s�1X
i=1

1

bdi
+

s+ 1

bb ds
s+2c

!
:

(3.28)
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Preuve. Soit �1; : : : ; �2s des entiers. Pour � = (�0; �00) = (�1; : : : ; �2s) avec des entiers
0 � �i < b�i, d�e�nissons

I 0�0 =
sY

i=1

�
�i

b�i
;
�i + 1

b�i

�
; I 00�00 =

2sY
i=s+1

�
�i

b�i
;
�i + 1

b�i

�
; I� = I 0�0 � I 00�00

et notons

E
(n)
z;k =

[
�

I� �
�
0; inf

I�


(n)
z;k

�
; E

(n)
z;k =

[
�

I� �
�
0; sup

I�



(n)
z;k

�
;

@E
(n)
z;k =

[
�

I� �
�
inf
I�



(n)
z;k ; sup

I�



(n)
z;k

�
:

Puisque E
(n)
z;k � E

(n)
z;k � E

(n)
z;k , on a

A(E
(n)
z;k ; Y

(n))

N
� �2s+1(E

(n)
z;k)� �2s+1(@E

(n)
z;k ) �

A(E
(n)
z;k ; Y

(n))

N
� �2s+1(E

(n)
z;k )

A(E
(n)
z;k ; Y

(n))

N
� �2s+1(E

(n)
z;k ) �

A(E
(n)
z;k ; Y

(n))

N
� �2s+1(E

(n)
z;k) + �2s+1(@E

(n)
z;k ):

(3.29)

Par le Lemme 3.3, on trouve������A(E(n)
z;k ; Y

(n))

N
� �2s+1(E

(n)
z;k )

������ � b�1+:::+�2s

bm

+
1

b�1+:::+�2s

X
�

 
sup
I�



(n)
z;k � inf

I�


(n)
z;k

!
:

(3.30)

Soit
�z;1(x

0;x00) = �z(x
0); �z;2(x

0;x00) = �z(x
00); (x0;x00) 2 I

2s
:

Si �1 = d1; : : : ; �s�1 = ds�1 et �s � ds, on obtient

sup
I�



(n)
z;k = �t sup

n
(
�z;k)(x(n)�1;:::;�s�1;as

;x00) :

�sb
ds��s � as < (�s + 1)bds��s; x00 2 I 00�00

o
;

(3.31)

et une �egalit�e analogue pour l'in�mum. La renum�erotation des particules nous permet de
d�e�nir de nouvelles partitions de I en sous intervalles

0 = w
(n)
0;1 � w

(n)
1;1 � : : : � w

(n)

bd1 ;1
= 1;

0 = w
(n)
�1;0;2 � w

(n)
�1;1;2 � : : : � w

(n)

�1;bd2 ;2
= 1; pour 0 � �1 < bd1;

: : :

0 = w
(n)
�1;:::;�s�1;0;s � w

(n)
�1;:::;�s�1;1;s � : : : � w

(n)
�1;:::;�s�1;b�s;s

= 1;
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pour 0 � �1 < bd1; : : : ; 0 � �s�1 < bds�1

telles que, pour tout entier as avec �sb
ds��s � as < (�s + 1)bds��s, on a

x(n)�1;:::;�s�1;as 2
h
w
(n)
�1;1; w

(n)
�1+1;1

i
� : : :�

h
w(n)

�1;:::;�s;s
; w

(n)
�1;:::;�s+1;s

i
: (3.32)

Ainsi, par les Lemmes 3.2 et 3.4,

1

b�1+:::+�2s

X
�

 
sup
I�



(n)
z;k � inf

I�


(n)
z;k

!
�
�
V (
) + k
k1

�
�t

2sX
i=1

1

b�i
: (3.33)

D'o�u l'in�egalit�e (3.28) en choisissant �s = : : : = �2s =

$
ds

s+ 2

%
:

Grâce aux di��erentes in�egalit�es �etablies ci-dessus, on trouve une majoration de l'erreur
du sch�ema quasi-Monte Carlo.

Proposition 3.3 Supposons que 
 a une variation born�ee V (
) sur I
2s

au sens de Hardy
et Krause, et soit j
j = 2V (
) + k
k1. Alors

D?
N

�
X(n); un

�
� ej
jtnD?

N

�
X(0); u0

�

+�t
Z
(0;tn)�Is

ej
j(tn�t)
�����@

2u

@t2
(x; t)

�����dxdt
+
2ej
jtn

j
j�t

 
1

bds�(s+1)b ds
s+2c +

�
V (
) + k
k1

�
�t

 
s�1X
i=1

1

bdi
+

s+ 1

bb ds
s+2c

!!
:

Preuve. Cette estimation r�esulte des relations (3.11), (3.22) et (3.23), utilis�ees avec l'in-
�egalit�e (3.20) et les estimations des Propositions 3.1 et 3.2.

Remarque 3.3 La borne d'erreur de la Proposition 3.3 augmente quand �t d�ecrô�t.
D'autre part, la Proposition 3.3 reste valable quand on fait toutes les quadratures quasi-
Monte Carlo avec le même r�eseau-(0;m; 2s + 1), Y ? en base b (8n � 0, Y (n) = Y ?).
Des tests num�eriques e�ectu�es dans ce cas sur un probl�eme monodimensionnel (voir [30])
ont montr�e une augmentation e�ective de l'erreur quand �t tend vers 0. D'autres travaux
(voir [31, 33]) ont montr�e qu'on pouvait �eliminer ce comportement en utilisant un nouveau
r�eseau �a chaque pas de temps.

3.5 R�esultats num�eriques

Nous allons comparer les performances de l'algorithme quasi-Monte Carlo (QMC) et
de la m�ethode de simulationMonte Carlo (MC) propos�ee par Nanbu. Les erreurs e�ectives
sont calcul�ees dans un cas o�u la solution exacte de (3.3) est connue. Quand on utilise les
nombres pseudo-al�eatoires, le th�eor�eme de limite centrale indique le taux de convergence
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de la simulation Monte Carlo : il est de N�0:5, o�u N est le nombre de particules. Le calcul
de la discr�epance D?

N

�
X(n); un

�
est tr�es coûteux si la dimension s est sup�erieure ou �egale

�a 2. Aussi, les erreurs des deux sch�emas sont calcul�ees comme suit :

fD?
N

�
X(n); un

�
= max

1�k�s
sup
r2I

���d(n)N;k(r)
��� ;

o�u

d
(n)
N;k(r) =

1

N

N�1X
i=0

�r(x
(n)
i;k )�

Z
Is
�r(xk)un(x)dx; 1 � k � s;

et �r est la fonction caract�eristique de [0; r).

Si on suppose fD?
N

�
X(n); un

�
= N��, l'exposant � peut être estim�e �a partir de

�
(n)
N =

� log
�fD?

N

�
X(n); un

��
logN

:

On appelle �
(n)
N l'exposant de l'erreur. Toutes les simulations sont e�ectu�ees avec un

�echantillon de N particules, en partant d'une distribution initiale u0. Si

u0(x) =
sY

i=1

u0;i(xi); x = (x1; : : : ; xs) 2 I
s
;

les positions initiales des particules sont calcul�ees en transformant un r�eseau-(0;m; s) en
base b, �, par la fonction inverse de

U0(x) =
�Z x1

0
u0;1(z)dz; � � � ;

Z xs

0
u0;s(z)dz

�
x = (x1; : : : ; xs) 2 I

s
:

Alors
D?

N

�
X(0); u0

�
= D?

N (�): (3.34)

L'algorithme quasi-Monte Carlo utilise une suite-(0; 2s+1) en base b. Le r�esultat suivant
�a �et�e �etabli par Niederreiter [47].

Lemme 3.5 Une suite-(0; s) en base b ne peut exister que si s � b.

Puisque la construction quand b est un nombre premier est plus simple que dans le
cas g�en�eral, on choisit pour b le plus petit entier premier plus grand ou �egal �a 2s+ 1. Un
algorithme pour construire des suites-(0; s) et des r�eseaux-(0;m; s) en base b, b premier,
a �et�e propos�e par Faure [14]. Si

8x 2 I
s

Z
Is

(x;x0)dx0 = 
;

la transform�ee de Laplace de l'�equation (3.3) est une �equation int�egrale de Fredholm
de seconde esp�ece. La solution est obtenue en utilisant la m�ethode des approximations
successives. On choisit le noyau


(x;x0) =
sY

i=1

 
1 � 1

4

�
1� 12

�
xi � 1

2

�2��
1 � 12

�
x0i �

1

2

�2�!
;



3.5. R�esultats num�eriques 49

(x;x0) = (x1; : : : ; xs; x
0
1; : : : ; x

0
s) 2 I

2s

et la distribution initiale

u0(x) =
sY

i=1

1

�
q
xi(1� xi)

:

Alors la solution exacte est

u(x; t) = e�tu0(x) +
sX

r=0

(�5)r
 
exp

�
�
�
1�

�
�1

5

�r�
t
�
� exp(�t)

!
�

�r

�
1

8
� 3

2

�
x1 � 1

2

�2
; : : : ;

1

8
� 3

2

�
xs � 1

2

�2�
;

(3.35)

x = (x1; : : : ; xs) 2 I
s
; t � 0;

o�u �1; : : : ;�s sont les polynômes sym�etriques �el�ementaires de x1; : : : xs.
Pour les simulations, le pas de temps est �t = 0:01. La taille de l'�echantillon est de
N = bd1+:::+ds particules. Les erreurs fD?

N

�
X(n); un

�
et les exposants de l'erreur �(n)

N sont

repr�esent�es sur les Figures 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 (s=1), 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, 3.13
(s=2), 3.14, 3.15, 3.16, 3.17, 3.18, 3.19 (s=3), 3.20, 3.21, 3.22 (s=4) et 3.23, 3.24, 3.25,
3.26 (s=5).

Nous voyons sur les Figures 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.14, 3.15, 3.16 et 3.17
que l'algorithme QMC est plus performant que le sch�ema MC, si s � 3 et di � ds=(s+2)
pour i < s. Par ailleurs, le taux de convergence de l'algorithme quasi-Monte Carlo est
nettement meilleur que la borne th�eorique N�1=(2s+1), donn�ee par la Proposition 3.3. Un
autre choix des param�etres di peut conduire �a de tr�es mauvais r�esultats : voir les Figures
3.10, 3.11, 3.12, 3.13, 3.18 et 3.19. D'autre part, les Figures 3.20, 3.21, 3.22, 3.23, 3.24,
3.25 et 3.26 montrent clairement une diminution de l'e�cacit�e de la m�ethode QMC quand
la dimension augmente. Pour s � 4, les tests ont �et�e faits avec un nombre de particules
trop petit pour assurer l'e�cacit�e de la m�ethode quasi-Monte Carlo.
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Fig. 3.2 { Dimension s = 1. Sch�emas MC et QMC: N = 37 = 2 187 particules.
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Fig. 3.3 { Dimension s = 1. Sch�emas MC et QMC: N = 38 = 6 561 particules.
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Fig. 3.4 { Dimension s = 1. Sch�emas MC et QMC: N = 39 = 19 683 particules.
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Fig. 3.5 { Dimension s = 1. Sch�emas MC et QMC: N = 310 = 59 049 particules.
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Fig. 3.6 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5253 = 3 125 particules.
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Fig. 3.7 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5254 = 15 625 particules.
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Fig. 3.8 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5255 = 78 125 particules.
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Fig. 3.9 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5256 = 390 625 particules.
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Fig. 3.10 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5352 = 3 125 particules.
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Fig. 3.11 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5452 = 15 625 particules.
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Fig. 3.12 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5552 = 78 125 particules.

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004

0 1 2 3 4 5

E
rr

o
r

Time

’QMC’
’MC’

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 1 2 3 4 5

E
rr

o
r 

e
xp

o
n
e
n
t

Time

’QMC’
’MC’

Fig. 3.13 { Dimension s = 2. Sch�emas MC et QMC: N = 5652 = 390 625 particules.
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Fig. 3.14 { Dimension s = 3. Sch�emas MC et QMC: N = 717172 = 2 401 particules.
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Fig. 3.15 { Dimension s = 3. Sch�emas MC et QMC: N = 717173 = 16 807 particules.
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Fig. 3.16 { Dimension s = 3. Sch�emas MC et QMC: N = 717174 = 117 649 particules.
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Fig. 3.17 { Dimension s = 3. Sch�emas MC et QMC: N = 717175 = 823 543 particules.
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Fig. 3.18 { Dimension s = 3. Sch�emas MC et QMC: N = 727271 = 16 807 particules.
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Fig. 3.19 { Dimension s = 3. Sch�emas MC et QMC: N = 737371 = 823 543 particules.
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Fig. 3.20 { Dimension s = 4. Sch�emas MC et QMC: N = 111111111111 = 14 641
particules.
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Fig. 3.21 { Dimension s = 4. Sch�emas MC et QMC: N = 111111111112 = 161 051
particules.
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Fig. 3.22 { Dimension s = 4. Sch�emas MC et QMC: N = 112111111111 = 161 051
particules.
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Fig. 3.23 { Dimension s = 5. Sch�emas MC et QMC: N = 110110110110113 = 1 331
particules.
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Fig. 3.24 { Dimension s = 5. Sch�emas MC et QMC: N = 110110110110114 = 14 641
particules.
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Fig. 3.25 { Dimension s = 5. Sch�emas MC et QMC: N = 110110110110115 = 161 051
particules.
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Fig. 3.26 { Dimension s = 5. Sch�emas MC et QMC: N = 111111111111111 = 161 051
particules.

3.6 Conclusion

Un nouvel algorithme quasi-Monte Carlo pour la simulation num�erique d'une �equation
int�egro-di��erentielle lin�eaire a �et�e analys�e dans ce chapitre. Le temps a �et�e discr�etis�e et la
solution a �et�e approch�ee par une somme de mesures de Dirac (ou particules). Quand les
particules sont renum�erot�ees �a chaque pas de temps on a prouv�e la convergence de la m�e-
thode. Les r�esultats exp�erimentaux indiquent que le nouveau sch�ema est plus performant
qu'un algorithme de Monte Carlo standard.

Les erreurs obtenues dans les tests num�eriques sont nettementmeilleures que les bornes
th�eoriques.

Cependant, l'analyse th�eorique est une aide pour le choix des di��erents param�etres,
et permet de d�evelopper un sch�ema quasi-Monte Carlo e�cace.

Cette �etude nous am�ene �a nous poser un certain nombre de questions n�ecessitant de
nouvelles recherches. La principale est la possibilit�e d'application de la m�ethode quasi-
Monte Carlo �a des mod�eles non-lin�eaires tels que l'�equation de Boltzmann. L'extension
de la m�ethode au mod�ele de Kac (unidimensionnel et non-lin�eaire) est trait�ee dans le
chapitre suivant. Une autre question int�eressante est la g�en�eralisation aux probl�emes non
homog�enes en espace.
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Chapitre 4

M�ethodes particulaires de simulation

du mod�ele de Kac

R�esum�e: On consid�ere un mod�ele math�ematique simpli��e de l'�equation de Boltzmann, qui a �et�e

introduit par Kac. On d�ecrit une m�ethode particulaire quasi-Monte Carlo de simulation utilisant les

r�eseaux-(t;m; s). Le mouvement des particules est ramen�e �a l'�evaluation du volume d'un sous-ensemble

de I4 = [0; 1)4. On d�emontre une estimation d'erreur pour une approximation quasi-Monte Carlo du

volume d'un ensemble ayant la propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee lorsqu'on utilise les r�eseaux-(t;m; s).

On prouve la convergence de la m�ethode dans le cas o�u les particules sont renum�erot�ees �a chaque pas

de temps. En�n on compare les m�ethodes particulaires quasi-Monte Carlo et Monte Carlo de simulation

dans des exp�eriences num�eriques. Les r�esultats indiquent une convergence plus rapide pour la m�ethode

quasi-Monte Carlo par rapport �a des m�ethodes classiques de simulation Monte Carlo.

4.1 Introduction

Les m�ethodes particulaires de simulation de type Monte Carlo sont couramment uti-
lis�ees pour la r�esolution d'�equations cin�etiques int�egro-di��erentielles. Des particules sont
initialis�ees selon la distribution initiale. Elles agissent entre elles selon la dynamique d�e-
crite par l'�equation. Des nombres pseudo-al�eatoires sont utilis�es pour choisir les particules
entrant en collision et le r�esultat des collisions. Un gros e�ort a �et�e entrepris au cours des
derni�eres ann�ees [5, 7, 25, 26, 31, 33, 38, 40, 41, 54, 60] pour d�evelopper des m�ethodes de
type quasi-Monte Carlo. Ce sont des m�ethodes dans lesquelles les nombres al�eatoires sont
remplac�es par des suites d�eterministes ayant une meilleure distribution. Une utilisation
soigneuse de ces suites permet en g�en�eral d'avoir des r�esultats meilleurs que ceux fournis
par les suites pseudo-al�eatoires.

Dans ce chapitre, un algorithme quasi-Monte Carlo est propos�e pour la simulation d'un
processus non-lin�eaire. Un mod�ele simpli��e de l'�equation de Boltzmann a �et�e introduit
par Kac [24]. Dans ce mod�ele, un gaz unidimensionnel est caract�eris�e par une densit�e de
probabilit�e f(v; t) des mol�ecules ayant la vitesse v �a l'instant t. Pour la simulation, on
�xe le nombre N de particules ainsi que le pas de temps �t. La solution exacte f(v; tn) �a
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l'instant tn = n�t est approch�ee par une somme de N mesures de Dirac

f (n)(v) =
1

N

N�1X
j=0

�(v � v
(n)
j ):

La m�ethode quasi-Monte Carlo de simulation est bas�ee sur la th�eorie des r�eseaux-(t;m; s)
et des suites-(t; s). Les r�eseaux-(t;m; s) et les suites-(t; s) ont les meilleures propri�et�es
d'�equidistribution dans le cas o�u t = 0. Pour la transformation des r�eseaux-(t;m; s), on a
les r�esultats suivants �etablis par Niederreiter [47, Lemmes 2.7 et 2.8].

Lemme 4.1 Pour 1 � r � s soit i1; : : : ; ir, des �el�ements distincts de l'ensemble f1; : : : ; sg.
L'application P d�e�nie par

P (x) = (xi1; : : : ; xir) pour x = (x1; : : : ; xs) 2 Is;

transforme tout r�eseau-(t;m; s) en base b en un r�eseau-(t;m; r) en base b.

Lemme 4.2 Soit X un r�eseau-(t;m; s) en base b, J un intervalle �el�ementaire en base b
avec �s(J) = b�u, o�u 0 � u � m� t, et T la transformation a�ne de J dans Is. Alors les
points de X appartenant �a J sont transform�es par T en un r�eseau-(t;m�u; s) en base b.

La m�ethode quasi-Monte Carlo consiste �a ramener le probl�eme de simulation �a l'�evaluation
de volumes de sous-ensembles de I4. Si les particules sont r�eordonn�ees �a chaque pas
de temps de telle mani�ere que v

(n)
0 � v

(n)
1 � � � � � v

(n)
N�1, on obtient une faible erreur

d'int�egration. On �etablit des bornes d'erreur pour des sous-ensembles particuliers de Is.
Pour cela, on g�en�eralise une notion introduite par Schmidt [55] (voir aussi Schmidt [56,
Chapitre 2, Section 13]). Un ensemble ayant la propri�et�e du quadrant est un sous-ensemble

E de Is tel que pour x = (x1; : : : ; xs) 2 E, l'intervalle
sY

i=1

[0; xi) est contenu dans E.

Dans la Section 4.2 de ce chapitre, on d�ecrit la m�ethode particulaire quasi-Monte
Carlo de simulation pour le mod�ele de Kac de l'�equation de Boltzmann. La Section 4.3
est consacr�ee aux m�ethodes de type Monte Carlo pour la simulation de l'�equation de Kac.
Dans la Section 4.4, on �etablit une borne d'erreur pour l'approximation du volume d'un
ensemble ayant la propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee, puis on d�emontre la convergence de
la m�ethode de simulation quasi-Monte Carlo. Dans la Section 4.5, on �etudie un probl�eme
mod�ele dont la solution analytique est connue. Une �etude comparative est faite sur ce
probl�eme entre la m�ethode quasi-Monte Carlo utilisant la renum�erotation et les deux
m�ethodes Monte Carlo d�ecrites dans la Section 4.3. En�n, on indique dans la Section 4.6
des th�emes d'�etudes pour les m�ethodes particulaires quasi-Monte Carlo de simulation.

4.2 Une m�ethode quasi-Monte Carlo pour la simula-

tion de l'�equation de Kac

Dans [24, Chapitre 3, Section 16], Kac a introduit un mod�ele math�ematique pour un
gaz de mol�ecules Maxwelliennes, spatialement homog�ene et unidimensionnel en vitesse.
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Ce mod�ele est gouvern�e par une �equation de Boltzmann simpli��ee: la distribution des
vitesses est donn�ee par une fonction positive ou nulle d�e�nie sur IR� IR+, solution de

@f

@t
(v; t) =

�

2�

Z +1

�1

Z 2�

0

�
f(v0; t)f(w0; t)� f(v; t)f(w; t)

�
dwd�; v 2 IR; t > 0; (4.1)

f(v; 0) = f0(v); v 2 IR; (4.2)

o�u � est une constante positive,

v0 = v cos � + w sin �; w0 = �v sin � + w cos �;

et f0 est une fonction positive ou nulle d�e�nie sur IR, telle queZ +1

�1
f0(v)dv = 1: (4.3)

Dans ce mod�ele, la masse et l'�energie cin�etique sont conserv�ees, mais pas la quantit�e de
mouvement:

8t > 0
Z +1

�1
f(v; t)dv = 1;

Z +1

�1
v2f(v; t)dv =

Z +1

�1
v2f0(v)dv: (4.4)

Il est n�ecessaire de commencer par �etablir une formulation faible de l'�equation 4.1. Soit
S(IR) l'ensemble des fonctions simples mesurables au sens de Borel sur IR. Multiplions
l'�equation 4.1 par s 2 S(IR) et int�egrons sur IR. On a

8s 2 S(IR) d

dt

Z +1

�1
s(v)f(v; t)dv

= �
Z
IR2�I

�
s(v cos 2�x� w sin 2�x)� s(v)

�
f(v; t)f(w; t)dvdwdx: (4.5)

Soit N un entier. On choisit un ensemble V (0) de N points v
(0)
0 ; : : : ; v

(0)
N�1 de IR tel que

f (0)(v) =
1

N

N�1X
j=0

�(v � v
(0)
j )

\approche" la mesure f0(v)dv (une technique de construction est donn�ee dans la Section
4.5). On �xe un pas de temps �t > 0, v�eri�ant

��t � 1:

Cette condition assure la faisabilit�e du sch�ema (voir (iii) ci-dessous). On a besoin d'une
suite Y = fyn; n � 0g de points de I4 pour l'int�egration quasi-Monte Carlo. Pour tout
entier n � 1 on note tn = n�t et fn(v) = f(v; tn). Les ensembles de points V (n) � IR et
les mesures

f (n)(v) =
1

N

N�1X
j=0

�(v � v
(n)
j )
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sont construits par la proc�edure suivante.

(i) Renum�erotation des particules:
Les vitesses sont r�eordonn�ees de telle mani�ere que

i < j ) v
(n)
i � v

(n)
j :

Cette proc�edure joue un rôle important dans la d�emonstration de la convergence.

(ii) Sch�ema d'Euler:
En rempla�cant la d�eriv�ee en temps par une di��erence �nie dans la formulation faible,
on obtient une mesure g(n+1)(v) qui est une approximation de la distribution exacte
fn+1(v)dv:

8s 2 S(IR) 1

�t

Z +1

�1
s(v)

�
g(n+1)(v)� f (n)(v)

�
= �

Z
IR2�I

�
s(v cos 2�x� w sin 2�x)� s(v)

�
f (n)(v)f (n)(w)dx;

d'o�u

Z +1

�1
s(v)g(n+1)(v) =

1 � ��t

N

N�1X
j=0

s(v(n)j )

+
��t

N2

N�1X
j;k=0

Z 1

0
s(v(n)j cos 2�x� v

(n)
k sin 2�x)dx:

(4.6)

La mesure g(n+1)(v) n'�etant pas sous la forme d'une somme de mesure de Dirac, on a
besoin d'une �etape suppl�ementaire qui consiste �a faire une quadrature quasi-Monte Carlo.

(iii) Approximation quasi-Monte Carlo:
On r�e�ecrit le second membre de l'�equation (4.6) sous la forme d'une int�egrale en dimension
4. Pour 0 � j; k < N on note cj;k la fonction caract�eristique de l'intervalle

�
j

N
;
j + 1

N

�
�
"
k

N
;
k + 1

N

!

et � la fonction caract�eristique de [0; ��t). A chaque fonction simple s sur IR correspond

une fonction simple S(n) sur I
4
par

8x = (x1; x2; x3; x4) 2 I
4

S(n)(x) =
N�1X
j;k=0

cj;k(x1; x2)

�
�
(1� �(x3))s(v

(n)
j ) + �(x3)s(v

(n)
j cos 2�x4 � v

(n)
k sin 2�x4)

�
:

(4.7)
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On a Z +1

�1
s(v)g(n+1)(v) =

Z
I4
S(n)(x)dx: (4.8)

Alors, on d�e�nit une approximation f (n+1)(v) de fn+1(v)dv par une quadrature quasi-
Monte Carlo avec l'ensemble de points fynN+j : 0 � j < Ng � I4.

Z +1

�1
s(v)f (n+1)(v) =

1

N

N�1X
j=0

S(n)(ynN+j); s 2 S(IR): (4.9)

Notons bxc, la partie enti�ere du nombre r�eel x et

k
(n)
1 (j) = bNynN+j;1c; k

(n)
2 (j) = bNynN+j;2c:

Si chaque cellule
�
j

N
;
j + 1

N

�
�
"
k

N
;
k + 1

N

!
� I2 contient un seul �el�ement de l'ensemble

de points utilis�e dans la quadrature quasi-Monte Carlo, l'�equation (4.9) devient

1

N

N�1X
j=0

s(v
(n+1)
j ) =

1

N

N�1X
j=0�

(1 � �(ynN+j;3))s(v
(n)

k
(n)
1 (j)

) + �(ynN+j;3)s(v
(n)

k
(n)
1 (j)

cos 2�ynN+j;4 � v
(n)

k
(n)
2 (j)

sin 2�ynN+j;4)
�
:

Alors on a l'un des deux cas suivants pour chaque nouvelle vitesse:

v
(n+1)
j = v

(n)

k
(n)
1 (j)

cos 2�ynN+j;4 � v
(n)

k
(n)
2 (j)

sin 2�ynN+j;4; si ynN+j;3 < ��t;

v
(n+1)
j = v

(n)

k
(n)
1 (j)

; sinon:
(4.10)

La masse est automatiquement conserv�ee. L'�energie cin�etique est conserv�ee et on a de
faibles erreurs pour les quadratures quasi-Monte Carlo si Y poss�ede des propri�et�es de
sym�etrie assurant la conservation de l'�energie pour les particules entrant en collision. Soit
b � 2 et m � 0 des entiers et prenons le nombre de particules de la forme N = 2bm. Soit
X = fxn; n � 0g une suite-(0; 4) en base b. Pour nbm � ` < (n+ 1)bm, on pose

ynbm+` =

 
1

2

 
x`;1 +

bbmx`;1c + 1

bm

!
;
1

2

 
x`;2 +

bbmx`;2c
bm

!
; x`;3; x`;4

!
;

y(n+1)bm+` =

 
1

2

 
x`;2 +

bbmx`;2c
bm

!
;
1

2

 
x`;1 +

bbmx`;1c+ 1

bm

!
; x`;3; 1� x`;4

!
:

Les ensembles de points Y
(n)
1 = fynbm+` : nbm � ` < (n+ 1)bmg et Y

(n)
2 = fy(n+1)bm+` :

nbm � ` < (n+ 1)bmg sont des r�eseaux-(0;m; 4) en base b.

Les deux premi�eres composantes de la suite Y
(n)
1 permettent de choisir les particules

k
(n)
1 (j) et k(n)2 (j) qui vont entrer en collision. La premi�ere composante choisit un num�ero
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de particule impair, tandis que la deuxi�eme composante choisit un num�ero de particule
pair. A ce niveau les nouvelles vitesses des particules de num�ero impair sont calcul�ees.
Avec la suite Y

(n)
2 , les mêmes particules sont choisies, mais en ordre inverse, c'est �a dire

un num�ero pair puis un num�ero impair.
Ainsi aucune particule ne peut entrer en collision avec elle même. D'autre part, chaque
particule peut faire tout au plus une collision durant un pas de temps.

4.3 M�ethodes Monte Carlo pour la r�esolution de l'�e-

quation de Kac

4.3.1 M�ethode de Bird

Cette m�ethode, bas�ee sur la physique du probl�eme et non pas sur une discr�etisation
de l'�equation de Boltzmann, a �et�e introduite par Bird (voir [2]).
SoitN le nombre de particules simul�ees, et �t le pas de temps choisi de mani�ere �a satisfaire

��t < 1:

La probabilit�e de collision pour une particule durant un intervalle de temps (tn; tn+1) est

Pc = ��t:

La m�ethode consiste �a

{ tirer au hasard
j
N
2 Pc

k
paires de particules qui entrent en collision.

{ tirer au hasard dans [0; 2�] un angle �i;j pour chaque paire de particules (i; j) entrant
en collision. Les nouvelles vitesses sont alors:

v
(n+1)
i = v

(n)
i cos �i;j + v

(n)
j sin �i;j

v
(n+1)
j = �v(n)i sin �i;j + v

(n)
j cos �i;j:

La m�ethode de Bird conserve l'�energie cin�etique.

4.3.2 M�ethode de Nanbu

C'est une m�ethode bas�ee sur une discr�etisation de l'�equation de Boltzmann (voir [43]).
Soit N le nombre de particules simul�ees. Tout d'abord, on utilise un sch�ema d'Euler en
temps

f (n+1)(v) = f (n)(v) +
��t

2�

Z +1

�1

Z 2�

0

�
f (n)(v0)f (n)(w0)� f (n)(v)f (n)(w)

�
dwd�: (4.11)

avec un pas de temps �t v�eri�ant
��t � 1:
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Grâce �a l'approximation particulaire

f (n)(v) =
1

N

N�1X
i=0

�(v � v
(n)
i );

on a

f (n+1)(v) =
1

N

N�1X
i=0

�
(1� ��t)�(v � v

(n)
i ) + ��tg

(n)
i (v)

�
; (4.12)

avec

g
(n)
i (v) =

1

2�N

N�1X
j=0

Z +1

�1

Z 2�

0
�(v0� v

(n)
i )�(w0 � v

(n)
j )dwd�:

Cette distribution g
(n)
i se r�e�ecrit

g
(n)
i (v) =

1

N

N�1X
j=0

Z 1

0
�
�
v � v

(n)
i cos 2�x� v

(n)
j sin 2�x

�
dx:

On v�eri�e que g
(n)
i est une densit�e de probabilit�e:Z +1

�1
g
(n)
i (v)dv = 1:

Soit ~v
(n)
i une valeur de la variable al�eatoire ayant pour densit�e de probabilit�e g

(n)
i . Alors

~v
(n)
i est de la forme

~v
(n)
i = v

(n)
i cos 2�x� v

(n)
j sin 2�x;

j et x �etant des variables uniformes respectivement �a valeurs dans f0; 1; : : : ; N � 1g et
[0; 1]. Par cons�equent,

f (n+1)(v) =
1

N

N�1X
i=0

�
(1� p)�(v � v

(n)
i ) + p�(v � ~v

(n)
i )

�
(4.13)

o�u p = ��t est la probabilit�e que la particule i entre en collision avec la particule j dans
l'intervalle de temps (tn; tn+1); sa nouvelle vitesse est alors ~v(n)i .
Avec cette m�ethode, l'�energie cin�etique n'est pas conserv�ee.

4.4 Analyse d'erreur pour la m�ethode quasi-Monte

Carlo de simulation

La discr�epance d'un ensemble de points est une mesure de la d�eviation par rapport �a
la distribution uniforme. On peut �egalement consid�erer la discr�epance par rapport �a une
distribution autre que la distribution uniforme (voir [20]). Pour z 2 IR soit sz la fonction
caract�eristique de (�1; z) et

d
(n)
N (z) =

1

N

N�1X
j=0

sz(v
(n)
j )�

Z +1

�1
sz(v)fn(v)dv:
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La discr�epance �a l'origine de V (n) par rapport �a fn est le nombre

D?
N (V

(n); fn) = sup
z2IR

jd(n)N (z)j:

C'est une mesure de la di��erence entre la distribution des particules de V (n) et la solution
exacte �a l'instant tn. L'analyse de l'erreur est semblable �a celle de l'erreur d'un sch�ema
d'Euler. L'erreur de troncature locale est d�e�nie par

"(n)(z) =
1

�t

Z +1

�1
sz(v)

�
fn+1(v)� fn(v)

�
dv

��
Z
IR2�I

�
sz(v cos 2�x� w sin 2�x)� sz(v)

�
fn(v)fn(w)dvdwdx:

On a �egalement besoin d'un terme d'erreur

e
(n)
N (z) =

1

N2

N�1X
j;k=0

Z
I
sz(v

(n)
j cos 2�x� v

(n)
k sin 2�x)dx

�
Z
IR2�I

sz(v cos 2�x� w sin 2�x)fn(v)fn(w)dvdwdx:

Soit S(n)
z la fonction simple sur I

4
, qui correspond �a sz. L'erreur de la quadrature quasi-

Monte Carlo est donn�ee par

�
(n)
N (z) =

1

N

N�1X
j=0

S(n)
z (ynN+j)�

Z
I4
S(n)
z (x)dx:

On a la formule de r�ecurrence

d
(n)
N (z) = (1� ��t)d(n�1)N (z) + ��te

(n�1)
N (z)��t"(n�1)(z) + �

(n�1)
N (z): (4.14)

Proposition 4.1 Le terme d'erreur e
(n)
N (z) v�eri�e

je(n)N (z)j � 2D?
N (V

(n); fn): (4.15)

D�emonstration. Le terme e
(n)
N (z) peut s'�ecrire

e
(n)
N (z) =

1

N

N�1X
k=0

Z
I
d
(n)
N (z;x; v(n)k )dx+

Z
IR�I

d
(n)
N (z; v; x)fn(v)dvdx; (4.16)

o�u

d
(n)
N (z;x;w) =

1

N

N�1X
j=0

sz(v
(n)
j cos 2�x�w sin 2�x)

�
Z +1

�1
sz(v cos 2�x� w sin 2�x)fn(v)dv;
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d
(n)
N (z; v; x) =

1

N

N�1X
k=0

sz(v cos 2�x� v
(n)
k sin 2�x)

�
Z +1

�1
sz(v cos 2�x�w sin 2�x)fn(w)dw:

Puisque
jd(n)N (z;x;w)j � D?

N (V
(n); fn); jd(n)N (z; v; x)j � D?

N(V
(n); fn); (4.17)

il vient je(n)N (z)j � 2D?
N (V

(n); fn).
L'in�egalit�e suivante est imm�ediate

j"(n)(z)j �
Z tn+1

tn

Z +1

�1

�����@
2f

@t2
(v; t)

�����dvdt: (4.18)

Consid�erons maintenant l'erreur �
(n)
N (z) introduite par la quadrature quasi-Monte

Carlo. On fait des �evaluations d'int�egrales de fonctions caract�eristiques. Si l'on pose

X(n) = fxnbm+j : 0 � j < bmg et Y (n) = fynN+j : 0 � j < Ng:
alors X(n) est un r�eseau-(0;m; 4) en base b et on peut �ecrire

�
(n)
N (z) =

A(E(n)
z ; Y (n))

N
� �4(E

(n)
z )� A(F (n)

z ; Y (n))

N
+ �4(F

(n)
z )

+
A(G(n)

z ; Y (n))

N
� �4(G

(n)
z );

(4.19)

o�u

E(n)
z =

�
x 2 I

4
:

N�1X
j;k=0

cj;k(x1; x2)sz(v
(n)
j ) = 1

�
;

F (n)
z =

�
x 2 I

4
:

N�1X
j;k=0

cj;k(x1; x2)�(x3)sz(v
(n)
j ) = 1

�
;

G(n)
z =

�
x 2 I

4
:

N�1X
j;k=0

cj;k(x1; x2)�(x3)sz(v
(n)
j cos 2�x4 � v

(n)
k sin 2�x4) = 1

�
:

La quantit�e �(n)N (z) est une somme d'erreurs introduites par le calcul approch�e de mesures

de sous-ensembles de I
4
. L'in�egalit�e classique de Koksma-Hlawka ne peut pas être utilis�ee

pour majorer j�(n)N (z)j. Soit E un sous-ensemble de I
s
et X un ensemble de N points de

Is. Une technique d'analyse de l'erreur

D(E;X) =
A(E;X)

N
� �s(E)

�a �et�e propos�ee par Niederreiter et Wills (voir le th�eor�eme 1.8). Si E a une forme r�eguli�ere,

j�(n)N (z)j est major�e parDN (X)
1
s . Le r�esultat de Niederreiter et Wills a �et�e utilis�e par L�ecot
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dans [33] pour obtenir une borne d'erreur apr�es des calculs assez complexes. Dans le cas o�u

X est un r�eseau-(t;m; s) en base b, jD(E;X)j peut être born�e par bbm�ts
c (voir le th�eor�eme

1.7). Une m�ethode directe est utilis�ee ici pour majorer j�(n)N (z)j. Un r�eseau-(t;m; s) �etant
un ensemble de points pour lequel la discr�epance locale D(E;X) est nulle sur beaucoup de
sous-intervalles de Is, l'utilisation des r�eseaux est essentielle. Par exempleD(E(n)

z ; Y (n)) =
0. Une autre notion fondamentale est celle des ensembles ayant la propri�et�e du quadrant
g�en�eralis�ee (voir ci-dessous). Nous allons borner D(E;X) dans le cas o�u E est un ensemble
ayant la propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee. Ce r�esultat nous servira ensuite �a majorer
D(G(n)

z ; Y (n)) apr�es avoir d�ecompos�e G(n)
z .

L'ensembleX(n) �etant un r�eseau-(0;m; 4) en base b, on a A
��

j

N
;
j + 1

N

�
� I

3
; Y (n)

�
= 1,

pour tout entier j tel que 0 � j < N . Par cons�equent,

A(E(n)
z ; Y (n))

N
= �4(E

(n)
z ): (4.20)

Les estimations suivantes sont dues �a Niederreiter [47, Th�eor�emes 3.6 et 3.7].

Lemme 4.3 La discr�epance �a l'origine d'un r�eseau-(t;m; s) X en base b v�eri�e

D?
N (X) �

$
b� 1

2
(m� t) +

3

2

%
bt�m; si s = 2; (4.21)

D?
N (X) �

6664 b� 1

2

!2

(m� t)2 +
b� 1

2
(m� t) +

9

4

7775 bt�m; si s = 3: (4.22)

Ce qui entrâ�ne

Proposition 4.2 On a�����A(F
(n)
z ; Y (n))

N
� �4(F

(n)
z )

����� �
$
b� 1

2
m+

3

2

%
b�m: (4.23)

D�emonstration. Notons j(n)(z) = maxfj : 0 � j < N; v
(n)
j < zg. Les particules �etant

r�eordonn�ees de telle mani�ere que i < j ) v
(n)
i � v

(n)
j , on obtient

F (n)
z =

"
0;
j(n)(z) + 1

N

!
� I � [0; ��t)� I: (4.24)

On peut �ecrire A(F (n)
z ; Y (n)) = A( eF (n)

z ;X(n)) +A( bF (n)
z ;X(n)), o�u

eF (n)
z =

"
0;

1

bm

$
j(n)(z) + 1

2

%!
� I � [0; ��t)� I;

bF (n)
z = I �

"
0;

1

bm

$
j(n)(z) + 2

2

%!
� [0; ��t)� I:
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Puisque �4(F
(n)
z ) =

1

2

�
�4( eF (n)

z ) + �4( bF (n)
z )

�
, il vient

A(F (n)
z ; Y (n))

N
� �4(F

(n)
z ) =

1

2

 
A(P1;3 eF (n)

z ; P1;3X
(n))

bm
� �2(P1;3 eF (n)

z )

!

+
1

2

 
A(P2;3 bF (n)

z ; P2;3X
(n))

bm
� �2(P2;3 bF (n)

z )

!
:

(4.25)

Le r�esultat d�esir�e est obtenu en utilisant les lemmes 4.1 et 4.3.

Finalement, consid�erons la di��erence
A(G(n)

z ; Y (n))

N
��4(G(n)

z ) qui est l'erreur introduite

par le calcul approch�e sur le terme d'interaction non-lin�eaire. L'analyse est assez proche

de celle de
A(F (n)

z ; Y (n))

N
� �4(F

(n)
z ).

On part d'un concept g�en�eral.

D�efinition 4.1 Un sous-ensemble E de Is a la propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee s'il
existe un v = (v1; : : : ; vs), avec vi 2 f0; 1g pour 1 � i � s; tel que

x = (x1; : : : ; xs) 2 E ) Is \
sY

i=1

[min(xi; vi);max(xi; vi)] � E:

La d�e�nition d'un ensemble ayant la propri�et�e du quadrant (ce qui correspond �a v =
0) a �et�e introduite par Schmidt [55]. Avec cette notion, on a l'in�egalit�e suivante.

Lemme 4.4 Soit X un r�eseau-(t;m; s) en base b, et E � Is un ensemble ayant la propri�et�e
du quadrant g�en�eralis�ee. Alors, pour m � t+ s,�����A(E;X)

bm
� �s(E)

����� � sb�bm�ts c: (4.26)

D�emonstration. Soit v associ�e �a E comme dans la d�e�nition 4.1. On peut supposer
que vs = 1. Soit d =

j
m�t
s

k
. Pour a = (a1; : : : ; as) avec des entiers ai tels que 0 � ai < bd,

notons Ia =
sY

i=1

�
ai
bd
;
ai + 1

bd

�
. Si on pose

E� =
[

Ia�E

Ia et E+ =
[

Ia\E 6=;

Ia;

alors E� � E � E+ et

A(E�;X)

bm
� �s(E�)� �s(E n E�) � A(E;X)

bm
� �s(E);

A(E;X)

bm
� �s(E) � A(E+;X)

bm
� �s(E+) + �s(E+ n E):

(4.27)
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Les sous-ensembles E� et E+ sont des unions disjointes d'intervalles �el�ementaires Ia, avec

�s(Ia) � bt�m, donc
A(E�;X)

bm
� �s(E�) =

A(E+;X)

bm
� �s(E+) = 0. De plus, E n E� et

E+ n E sont des sous-ensembles de E+ n E�, d'o�u�����A(E;X)

bm
� �s(E)

����� � �s(E+ n E�): (4.28)

Pour a0 = (a1; : : : ; as�1), notons I
0
a0 =

s�1Y
i=1

�
ai
bd
;
ai + 1

bd

�
et

as(a
0) = minfas : I(a0;as) \ E 6= ; et I(a0;as) 6� Eg;

as(a
0) = maxfas : I(a0;as) \ E 6= ; et I(a0;as) 6� Eg;

a0+ = (a+1 ; : : : ; a
+
s�1); o�u a+i = ai + 1 si vi = 0; a+i = ai � 1 si vi = 1:

Puisque E est un ensemble ayant la propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee, il vient

E+ n E� =
[
a0
I 0a0 �

"
as(a

0)

bd
;
as(a0) + 1

bd

!
(4.29)

et
as(a

0) � as(a
0+):

D�e�nissons par r�ecurrence a0 �+ = (a0 (��1)+)+. Alors, en utilisant la convention

as(a
0) = as(a

0) = 0 si 9i ai < 0 ou ai � bd;

on obtient

X
a0

(as(a
0)� as(a

0)) =
s�1X
i=1

bd�1X
a1=0

� � �
bd�1X

ai�1=0

bd�1X
ai+1=0

� � �
bd�1X

as�1=0

bd�1X
�=0

�(as((a1; : : : ; ai�1; (bd � 1)vi; ai+1; : : : ; as�1)
�+)

�as((a1; : : : ; ai�1; (bd � 1)vi; ai+1; : : : ; as�1)
�+)

� (s� 1)bd(s�1);

qui conduit au r�esultat du lemme.

Remarque 4.1 D'apr�es un exemple donn�e dans [34, Proposition 4], l'ordre de l'estima-
tion (4.26), est le meilleur possible pour t = 0.

Lemme 4.5 Soit X un r�eseau-(t;m; s) en base b et E0 � Is�1 un ensemble ayant la
propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee. Soit 0 � �s � 1 et E = E0 � [0; �s). Alors, pour tout
m � t+ s� 1, �����A(E;X)

bm
� �s(E)

����� � (s� 1)(m� t� s+ 2)b�bm�t�1
s�1 c: (4.30)
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D�emonstration. On proc�ede par r�ecurrence sur m. L'in�egalit�e est triviale pour m =
t+ s� 1. Supposons m � t+ s et (4.30) vraie pour m� 1. Si �s = 1, le r�esultat se d�eduit
des lemmes 4.1 et 4.4. Si �s < 1, on introduit l'entier ` = bb�sc et on �ecrit E sous la forme
d'une union disjointe d'intervalles

Eh = E0 �
"
h

b
;
h+ 1

b

!
; 0 � h < ` et E` = E0 �

"
`

b
; �s

!
:

Pour 0 � h � `, notons Xh l'ensemble de points X \ Is�1 �
"
h

b
;
h+ 1

b

!
.

Si 0 � h < `, alors

A(Eh;X)

bm
� �s(Eh) =

1

b

 
A(E0; PXh)

bm�1
� �s�1(E

0)

!
; (4.31)

avec P = P1;:::;s�1. D'apr�es le lemme 4.1, PXh est un r�eseau-(t;m � 1; s � 1) en base b.
Donc �����A(Eh;X)

bm
� �s(Eh)

����� � 1

b
(s� 1)b�bm�t�1s�1 c; (4.32)

d'apr�es le lemme 4.4.

D'autre part, soit T la transformation a�ne de Is�1 �
"
`

b
;
`+ 1

b

!
dans Is. D'apr�es le

lemme 4.2, TX` est un r�eseau-(t;m� 1; s) en base b. Par l'hypoth�ese de r�ecurrence,�����A(E`;X)

bm
� �s(E`)

����� � 1

b
(s� 1)(m� t� s+ 1)b�bm�t�2s�1 c; (4.33)

et ainsi (4.30) est �etablie.
Nous rappelons un r�esultat qui a �et�e d�emontr�e par Niederreiter [47, Lemme 3.4.(ii)].

Lemme 4.6 Soit X un r�eseau-(t;m; s) en base b. Pour tout intervalle �el�ementaire J 0 �
Is�1 en base b et pour tout �s 2 �I, on a�����A(J

0 � [0; �s);X)

bm
� �s(J

0 � [0; �s))

����� � bt�m: (4.34)

Ceci conduit �a la

Proposition 4.3 On a l'estimation�����A(G
(n)
z ; Y (n))

N
� �4(G

(n)
z )

����� � 48(m � 2)b�bm�13 c + 26(m � 1)b�bm�12 c

+

0@11
6664 b� 1

2

!2

m2 +
b� 1

2
m+

9

4

7775+ 1 + ��t

1A b�m:

(4.35)
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D�emonstration. On suppose d'abord z > 0. Pour (x; y) 6= (0; 0) et 0 � z

(x2 + y2)1=2
� 1,

notons

�z(x; y) =
1

2�

 
arccos

x

(x2 + y2)1=2
� arccos

z

(x2 + y2)1=2

!
;

 z(x; y) =
1

2�

 
arccos

x

(x2 + y2)1=2
+ arccos

z

(x2 + y2)1=2

!
:

Etant donn�es deux entiers 0 � j; k < N , on note

Kj;k =
�
j

N
;
j + 1

N

�
�
"
k

N
;
k + 1

N

!
; K�t

j;k = Kj;k � [0; ��t):

Alors, G(n)
z s'�ecrit comme l'union disjointe des ensembles G(n)

z;g pour 1 � g � 5, avec

G
(n)
z;1 =

[
v
(n)2
j

+v(n)2
k

<z2

K�t
j;k � I;

G
(n)
z;2 =

[
v
(n)
j

<z; v
(n)
k

<0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

K�t
j;k �

h
0; �z(v

(n)
j ; v

(n)
k )

�
[
�
 z(v

(n)
j ; v

(n)
k ); 1

i
;

G
(n)
z;3 =

[
v
(n)
j

<z; v
(n)
k
�0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

K�t
j;k �

h
0; 1�  z(v

(n)
j ; v

(n)
k )

�
[
�
1 � �z(v(n)j ; v

(n)
k ); 1

i
;

G
(n)
z;4 =

[
v
(n)
j
�z; v

(n)
k

<0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

K�t
j;k �

�
 z(v

(n)
j ; v

(n)
k ); 1 + �z(v

(n)
j ; v

(n)
k )

�
;

G
(n)
z;5 =

[
v
(n)
j
�z; v

(n)
k
�0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

K�t
j;k �

�
��z(v(n)j ; v

(n)
k ); 1�  z(v

(n)
j ; v

(n)
k )

�
:

Pour des entiers 0 � j; k < bm, on pose

Jj;k =
�
j

bm
;
j + 1

bm

�
�
"
k

bm
;
k + 1

bm

!
; J�t

j;k = Jj;k � [0; ��t):

On peut �ecrire A(G(n)
z;g ; Y

(n)) = A( eG(n)
z;g ;X

(n)) +A( bG(n)
z;g ;X

(n)), o�u

eG(n)
z;1 =

[
v
(n)2
2j+1+v

(n)2
2k <z2

J�t
j;k � I; bG(n)

z;1 =
[

v
(n)2
2j +v

(n)2
2k+1<z

2

J�t
k;j � I;
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et

eG(n)
z;2 =

[
v
(n)
2j+1

<z; v
(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k �

h
0; �z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k )

�
[
�
 z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k ); 1

�
;

bG(n)
z;2 =

[
v
(n)
2j

<z; v
(n)
2k+1

<0

v
(n)2
2j

+v
(n)2
2k+1

�z2

J�t
k;j �

h
0; 1 �  z(v

(n)
2j ; v

(n)
2k+1)

�
[
�
1� �z(v

(n)
2j ; v

(n)
2k+1); 1

�
:

Les ensembles eG(n)
z;g et bG(n)

z;g , 3 � g � 5 se d�e�nissent de fa�con analogue. Alors

A(G(n)
z ; Y (n))

N
� �4(G

(n)
z ) = �

5X
g=1

�
�4(G

(n)
z;g )�

1

2

�
�4( eG(n)

z;g ) + �4( bG(n)
z;g )

��

+
1

2

5X
g=1

0@A( eG(n)
z;g ;X

(n))

bm
� �4( eG(n)

z;g ) +
A( bG(n)

z;g ;X
(n))

bm
� �4( bG(n)

z;g )

1A : (4.36)

On a �����4(G(n)
z;1 )�

1

2

�
�4( eG(n)

z;1 ) + �4( bG(n)
z;1 )

�����
� ��t

N2

����#f(j; k) : 0 � j; k < N; j; k impairs; v(n)2j + v
(n)2
k < z2g

�#f(j; k) : 0 � j; k < N; j impair; k pair; v(n)2j + v
(n)2
k < z2g

����
+
��t

N2

����#f(j; k) : 0 � j; k < N; j; k pairs; v
(n)2
j + v

(n)2
k < z2g

�#f(j; k) : 0 � j; k < N; j pair; k impair; v(n)2j + v
(n)2
k < z2g

���� (4.37)

et �����4(G(n)
z;2 )�

1

2

�
�4( eG(n)

z;2 ) + �4( bG(n)
z;2 )

�����
� ��t

N2

X
j impair; v

(n)
j <z

����� X
k impair; v

(n)
k

<0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

0@1� 1

�
arccos

z

(v(n)2j + v
(n)2
k )1=2

1A

� X
k pair; v

(n)
k

<0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

0@1 � 1

�
arccos

z

(v
(n)2
j + v

(n)2
k )1=2

1A �����

+
��t

N2

X
j pair; v(n)

j
<z

����� X
k pair; v

(n)
k

<0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

0@1� 1

�
arccos

z

(v
(n)2
j + v

(n)2
k )1=2

1A
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� X
k impair; v

(n)
k

<0

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

0@1� 1

�
arccos

z

(v
(n)2
j + v

(n)2
k )1=2

1A �����; (4.38)

et des bornes similaires pour g = 3; 4; 5. Les particules �etant r�eordonn�ees, il vient�����4(G(n)
z;1 )�

1

2

�
�4( eG(n)

z;1 ) + �4( bG(n)
z;1 )

����� � ��t

N2

�
�
#fj : 0 � j < N; j impairg+#fj : 0 � j < N; j pairg

�
� ��t

N
(4.39)

et �����4(G(n)
z;2 )�

1

2

�
�4( eG(n)

z;2 ) + �4( bG(n)
z;2 )

����� �
��t

�N2

X
v
(n)
k

<0; v
(n)
j

<z

v
(n)2
j

+v
(n)2
k

�z2

������arccos z

(v(n)2j + v
(n)2
k )1=2

� arccos
z

(v(n)2j + v
(n)2
k�1 )

1=2

������
� 1

2

��t

N2
#fj : 0 � j < N; v

(n)
j < zg: (4.40)

Les ensembles G(n)
z;g , pour 3 � g � 5, sont trait�es de la même mani�ere que l'ensembleG

(n)
z;2 .

Par cons�equent,
5X

g=2

�����4(G(n)
z;g )�

1

2

�
�4( eG(n)

z;g ) + �4( bG(n)
z;g )

����� � ��t

N
: (4.41)

D'autre part, eG(n)
z;1 = bG(n)

z;1 . Soit

�(n)z;1;1 =
[

v
(n)
2j+1

<0; v
(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k ; �(n)z;1;2 =

[
v
(n)
2j+1

<0; v
(n)
2k
�0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k ;

�
(n)
z;1;3 =

[
v
(n)
2j+1

�0; v(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k ; �

(n)
z;1;4 =

[
v
(n)
2j+1

�0; v(n)
2k
�0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k :

On a une union disjointe

I2 � [0; ��t) =
4[

h=1

�(n)z;1;h [ P1;2;3 eG(n)
z;1 : (4.42)

Quand les particules sont r�eordonn�ees, chaque ensemble �
(n)
z;1;h est un ensemble ayant la

propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee. D'o�u il vient d'apr�es les lemmes 4.1, 4.5 et 4.6 que������A(P1;2;3
eG(n)
z;1 ; P1;2;3X

(n))

bm
� �3(P1;2;3 eG(n)

z;1 )

������ � 8(m� 1)b�bm�12 c + b�m; (4.43)
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et alors

1

2

������A(
eG(n)
z;1 ;X

(n))

bm
� �4( eG(n)

z;1 ) +
A( bG(n)

z;1 ;X
(n))

bm
� �4( bG(n)

z;1 )

������ � 8(m� 1)b�bm�12 c + b�m:

(4.44)
Maintenant, d�e�nissons

eG(n)
z;2;1 =

[
v
(n)
2j+1<z; v

(n)
2k <�z

J�t
j;k �

h
0; �z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k )

�
[ [

0�v(n)
2j+1

<z; �z�v(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k �

h
0; �z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k )

�
;

eG(n)
z;2;2 =

[
v
(n)
2j+1

<0; �z�v(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k �

h
0; �z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k )

�
;

eG(n)
z;2;3 =

[
v
(n)
2j+1<�z; v

(n)
2k <0

J�t
j;k �

�
 z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k ); 1

�
;

eG(n)
z;2;4 =

S
�z�v(n)

2j+1
<0; v

(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k �

�
 z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k ); 1

�

[ [
0�v

(n)
2j+1<z; v

(n)
2k <�z

J�t
j;k �

�
 z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k ); 1

�
;

eG(n)
z;2;5 =

[
0�v(n)

2j+1
<z; �z�v(n)

2k
<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

�z2

J�t
j;k �

�
 z(v

(n)
2j+1; v

(n)
2k ); 1

�
;

et

eG(n)0
z;2;1 = eG(n)0

z;2;5 =
[

v
(n)
2j+1<0; �z�v

(n)
2k

J�t
j;k � I [ [

0�v(n)
2j+1

<z; v
(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

<z2

J�t
j;k � I

[ [
0�v

(n)
2j+1<z; 0�v

(n)
2k

J�t
j;k � I;

eG(n)0
z;2;2 =

[
v
(n)
2j+1

<0; �z�v(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

<z2

J�t
j;k � I [ [

0�v(n)
2j+1

�z�v(n)
2k

<0

J�t
j;k � I [ [

0�v
(n)
2k

J�t
j;k � I;
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eG(n)0
z;2;3 =

[
�z�v

(n)
2j+1 ; v

(n)
2k <0

J�t
j;k � I;

eG(n)0
z;2;4 =

[
v
(n)
2j+1

<0; �z�v(n)
2k

<0

v
(n)2
2j+1

+v
(n)2
2k

<z2

J�t
j;k � I [ [

�z�v
(n)
2j+1<0; 0�v

(n)
2k

J�t
j;k � I

[ [
0�v

(n)
2j+1<z; �z�v

(n)
2k

J�t
j;k � I [ [

z�v
(n)
2j+1

J�t
j;k � I:

Alors eG(n)
z;2;h \ eG(n)0

z;2;h = ; for 1 � h � 5: (4.45)

Les particules �etant r�eordonn�ees, l'ensemble P1;2
eG(n)0
z;2;h est un ensemble ayant la propri�et�e

du quadrant g�en�eralis�ee, et c'est un intervalle de la forme [�1; 1) � [0; �2) si h = 3. L'en-

semble P1;2;4( eG(n)
z;2;h [ eG(n)0

z;2;h) a aussi la propri�et�e du quadrant g�en�eralis�ee. D�es lors, d'apr�es
les lemmes 4.1, 4.3 et 4.5 il vient������A(

eG(n)
z;2 ;X

(n))

bm
� �4( eG(n)

z;2 )

������ � 8(m� 1)b�bm�12 c + 15(m� 2)b�bm�13 c

+

6664 b� 1

2

!2

m2 +
b� 1

2
m+

9

4

7775 b�m:
(4.46)

Les ensembles eG(n)
z;g , pour 3 � g � 5 ainsi que les ensembles bG(n)

z;g , pour 2 � g � 5 sont

trait�es comme eG(n)
z;2 . On trouve

1

2

5X
g=2

������A(
eG(n)
z;g ;X

(n))

bm
� �4( eG(n)

z;g ) +
A( bG(n)

z;g ;X
(n))

bm
� �4( bG(n)

z;g )

������
� 48(m� 2)b�bm�13 c + 18(m � 1)b�bm�12 c

+7

6664 b� 1

2

!2

m2 +
b� 1

2
m+

9

4

7775 b�m: (4.47)

A partir de (4.36), (4.39), (4.41), (4.44) et (4.47) il vient

�����A(G(n)
z ; Y (n))

N
� �4(G

(n)
z )

����� � 48(m � 2)b�bm�13 c + 26(m � 1)b�bm�12 c

+

0@7
6664 b� 1

2

!2

m2 +
b� 1

2
m+

9

4

7775+ 1 + ��t

1A b�m:

(4.48)
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Si z � 0, la d�emonstration conduisant �a (4.48) donne�����A(G
(n)
z ; Y (n))

N
� �4(G

(n)
z )

����� � 48(m� 2)b�bm�13 c + 10(m � 1)b�bm�12 c

+11

6664 b� 1

2

!2

m2 +
b� 1

2
m+

9

4

7775 b�m:
(4.49)

D'o�u le r�esultat de la proposition.
On combine les estimations pr�ec�edentes pour avoir une borne d'erreur pour la m�ethode

quasi-Monte Carlo de simulation.

Proposition 4.4 On a

D?
N(V

(n); fn) � e�tnD?
N (V

(0); f0) + �t
Z tn

0

Z +1

�1
e�(tn�t)

�����@2f@t2
(v; t)

�����dvdt
+
e�tn

��t

 
48(m � 2)b�bm�13 c + 26(m � 1)b�bm�12 c

+

 
11

6664 b� 1

2

!2

m2 +
b� 1

2
m+

9

4

7775+ $
b� 1

2
m+

3

2

%
+ 1 + ��t

!
b�m

!
: (4.50)

D�emonstration. Le r�esultat vient des relations (4.14), (4.19) et (4.20), avec l'in�egalit�e
(4.18) et les propositions 4.1, 4.2 et 4.3.

Remarque 4.2 La Proposition 4.4 indique que l'on a un taux de convergence de l'ordre
de N�

1
3 qui est plus mauvais que celui d'une m�ethode de Monte Carlo. Les exp�eriences

num�eriques montrent que cette estimation est pessimiste.

4.5 �Etudes exp�erimentales

Pour valider l'utilisation des r�eseaux-(t;m; s), une exp�erimentation est faite dans un
cas o�u la solution exacte est connue. Si

� =

p
�

2
et f0(v) =

2p
�
v2e�v

2
;

alors

f(v; t) =
1p
�

�
3

2
(1� c(t))c(t)1=2 + (3c(t)� 1)c(t)3=2v2

�
e�c(t)v

2
; (4.51)

o�u

c(t) =
1

3 � 2e�
p
�t

16

:

Une repr�esentation tridimensionnelle de la densit�e f(v; t) est donn�ee sur la Figure 4.1. On
voit que le syst�eme est pratiquement en �equilibre �a l'instant t = 10.



80 Chapitre 4. M�ethodes particulaires de simulation du mod�ele de Kac

-4

-2

0

2

4

Velocity

0

5

10

15

20

Time

0
0.1
0.2
0.3
0.4

f(v,t) 

-4

-2

0

2

4

Velocity
-4 -2 0 2 4

Velocity

0

5

10

15

20

Time  

Fig. 4.1 { Solution exacte du mod�ele de Kac.

La pr�ecision de la simulation particulaire est mesur�ee au moyen de l'erreur (discr�epance-
*) D?

N (V
(n); fn). On compare les erreurs obtenues en r�esolvant le mod�ele de Kac par trois

m�ethodes di��erentes:

1. la m�ethode quasi-Monte Carlo utilisant les r�eseaux: elle sera not�ee QMC,

2. la m�ethode DSMC (direct simulation Monte Carlo method) de Bird,

3. la m�ethode de simulation stochastique de Nanbu que l'on notera SS.

Toutes les simulations sont faites en partant de N particules repr�esentant la distribution
initiale de vitesse. En dimension un, il est facile de trouver la borne inf�erieure de la
discr�epance-* D?

N (X) pour N �x�e. On a toujours D?
N(X) � 1=2N et cette in�egalit�e

devient une �egalit�e si X = �, o�u

� =
�
2j + 1

2N
: 0 � j < N

�
:

L'initialisation des particules est faite en r�esolvant les N �equations non-lin�eaires suivantes

Z v
(0)
j

�1
f0(w)dw =

2j + 1

2N
: 0 � j < N:

Alors on a

D?
N (V

(0); f0) = D
?
N(�) =

1

2N
: (4.52)

La m�ethode quasi-Monte Carlo de simulation utilise une suite-(0; 4) en base b.
La construction d'une suite-(0; s) en une base b qui est un nombre premier �etant

plus simple que la construction dans une base quelconque b, la base b = 5 est choisie.
Une m�ethode pour construire une telle suite-(0; s) a �et�e d�evelopp�ee par Faure [14] et
impl�ement�ee par L�ecot dans [33]. Toutes les simulations sont faites jusqu'�a l'instant T =
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20. On a repr�esent�e les erreurs D?
N (V

(n); fn) en fonction du temps. D'autre par, un taux
empirique de convergenceN�p est d�etermin�e par la repr�esentation de l'exposant de l'erreur
p
(n)
N = � log

�
D?

N(V
(n); fn)

�
= logN en fonction du temps. Les �gures 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5

contiennent les r�esultats de simulations pour les trois m�ethodes: QMC , DSMC et SS. Les
tests ont �et�e e�ectu�es avecN = 2�54; 2�55; 2�56 et 2�57 particules. Le pas de temps utilis�e
est �t = 0:1. Les r�esultats pour �t = 0:05 sont donn�es dans les �gures 4.6, 4.7, 4.8 et 4.9.
Les �gures 4.10, 4.11, 4.12 et 4.13 contiennent les r�esultats correspondant �a �t = 0:01.
Nous avons �egalement repr�esent�e les moments d'ordre 1 et 4 avec N = 6250 particules
et �t = 0:1 (voir �gure 4.14). Les deux tableaux contiennent les erreurs minimales, les
erreurs maximales, les erreurs moyennes ainsi que les exposants d'erreurs moyens pour les
3 sch�emas.

Les r�esultats montrent clairement de meilleures performances pour la m�ethode QMC
que pour les m�ethodes DSMC et SS. Pour un niveau d'erreur �x�e, on a une r�eduction
du nombre de particules simul�ees par un facteur 5 pour la simulation QMC. Le taux de
convergence passe deN�0:5 pour les m�ethodes de type Monte Carlo �a N�0:6 pour le sch�ema
quasi-Monte Carlo. Dans la pratique on a de meilleurs r�esultats de convergence que ceux
fournis par l'analyse th�eorique. D'autre part on observe que l'erreur n'est am�elior�ee en
r�egime transitoire que si le pas de temps est su�samment petit.

Dans le but de souligner l'importance de l'�etape de tri dans la simulation QMC, nous
avons test�e cette m�ethode en omettant de trier �a chaque pas de temps les particules (voir
la �gure 4.15). Les r�esultats de la m�ethode QMC se d�et�eriorent et se retrouvent au même
niveau que ceux des m�ethodes DSMC et SS.
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Fig. 4.2 { N = 2:54 = 1 250 particules, �t = 0:1.
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Fig. 4.3 { N = 2:55 = 6 250 particules, �t = 0:1.
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Fig. 4.4 { N = 2:56 = 31 250 particules, �t = 0:1.
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Fig. 4.5 { N = 2:57 = 156 250 particules, �t = 0:1.

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0 5 10 15 20

E
rr

o
r

Time

’QMC’
’DSMC’

’SS’

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0 5 10 15 20

E
rr

o
r 

e
xp

o
n
e
n
t

Time

’QMC’
’DSMC’

’SS’

Fig. 4.6 { N = 2:54 = 1 250 particules, �t = 0:05.
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Fig. 4.7 { N = 2:55 = 6 250 particules, �t = 0:05.
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Fig. 4.8 { N = 2:56 = 31 250 particules, �t = 0:05.
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Fig. 4.9 { N = 2:57 = 156 250 particules, �t = 0:05.
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Fig. 4.10 { N = 2:54 = 1 250 particules, �t = 0:01.
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Fig. 4.11 { N = 2:55 = 6 250 particules, �t = 0:01.
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Fig. 4.12 { N = 2:56 = 31 250 particules, �t = 0:01.
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Fig. 4.13 { N = 2:57 = 156 250 particules, �t = 0:01.
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Fig. 4.14 { Moments d'ordre 1 et 4 avec N = 2:55 = 6 250 particules et �t = 0:1.
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Fig. 4.15 { M�ethode QMC sans tri avec N = 2:55 = 6 250 particules et �t = 0:1.
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�t = 0:1 erreur erreur erreur exposant d'erreur
minimum maximum moyenne moyen

QMC
N=250 1.78E-02 5.50E-02 3.27E-02 0.619
N=1250 5.82E-03 2.00E-02 1.15E-02 0.625
N=6250 2.13E-03 6.72E-03 4.46E-03 0.619
N=31250 6.97E-04 2.60E-03 1.80E-03 0.610
N=156250 3.05E-04 1.62E-03 8.05E-04 0.595
SS
N=250 1.94E-02 1.32E-01 5.74E-02 0.517
N=1250 9.52E-03 5.21E-02 2.90E-02 0.496
N=6250 5.45E-03 2.21E-02 1.16E-02 0.509
N=31250 1.77E-03 1.10E-02 5.82E-03 0.497
N=156250 8.18E-04 5.88E-03 3.87E-03 0.464
DSMC
N=250 1.91E-02 1.28E-01 5.53E-02 0.524
N=1250 1.03E-02 4.09E-02 2.27E-02 0.530
N=6250 4.27E-03 1.88E-02 1.02E-02 0.524
N=31250 1.32E-03 8.79E-03 4.63E-03 0.519
N=156250 5.06E-04 3.78E-03 2.20E-03 0.511

�t = 0:01 erreur erreur erreur exposant d'erreur
minimum maximum moyenne moyen

QMC
N=250 6.60E-03 5.40E-02 3.23E-02 0.621
N=1250 2.92E-03 1.79E-02 1.12E-02 0.629
N=6250 1.03E-03 7.69E-03 4.13E-03 0.627
N=31250 4.80E-04 2.30E-03 1.43E-03 0.632
N=156250 1.53E-04 7.54E-04 5.19E-04 0.632
SS
N=250 1.01E-02 1.38E-01 7.82E-02 0.461
N=1250 2.50E-03 7.47E-02 4.36E-02 0.439
N=6250 1.01E-03 1.92E-02 1.15E-02 0.510
N=31250 7.19E-04 1.11E-02 5.55E-03 0.501
N=156250 2.61E-04 4.63E-03 2.55E-03 0.499
DSMC
N=250 6.06E-03 1.03E-01 5.60E-02 0.521
N=1250 3.04E-03 4.94E-02 2.31E-02 0.527
N=6250 1.44E-03 1.93E-02 9.38E-03 0.534
N=31250 6.40E-04 1.03E-02 4.54E-03 0.521
N=156250 1.97E-04 3.48E-03 1.98E-03 0.520
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4.6 Conclusion

L'analyse th�eorique et l'�etude exp�erimentale montrent qu'il est possible d'appliquer
les m�ethodes particulaires quasi-Monte Carlo de simulation �a des mod�eles cin�etiques non-
lin�eaires. Les r�eseaux-(t;m; s) garantissent de faibles erreurs d'int�egration �a condition
de r�eordonner les particules �a chaque pas de temps. La convergence de la simulation
peut être d�emontr�ee. L'outil principal pour d�emontrer cette convergence est l'analyse de
l'erreur introduite par le calcul approch�e de la mesure d'un ensemble ayant la propri�et�e du
quadrant g�en�erali�see. Les r�esultats exp�erimentaux montrent une am�elioration de l'erreur
et du taux de convergence par rapport �a ceux des simulations de type Monte Carlo. Ce
travail constitue un pr�eliminaire �a la r�esolution de l'�equation de Boltzmann en utilisant les
r�eseaux-(t;m; s). Il y a plusieurs directions possibles pour les travaux futurs. La technique
utilis�ee par Moroko� et Ca
ish [40, Lemme 1] pourrait servir �a am�eliorer la borne d'erreur.
L'extension de l'algorithme �a l'�equation de Boltzmann non lin�eaire et homog�ene en espace
est �a l'�etude.
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Chapitre 5

Simulation de la di�usion par des

marches quasi-al�eatoires

R�esum�e: Nous pr�esentons une m�ethode de simulation de la di�usion. Elle utilise des marches

quasi-al�eatoires de particules. Le probl�eme consid�er�e est le probl�eme de Cauchy pour l'�equation de la

di�usion de dimension s en espace. Nous introduisons s pas de discr�etisation en espace �xi de mani�ere

�a e�ectuer une semi-discr�etisation consistant �a remplacer les d�eriv�ees spatiales par des di��erences �nies.

Ensuite, une formulation faible est construite �a partir de cette �equation semi-discr�etis�ee en espace. N

particules sont utilis�ees pour approcher la distribution initiale. L'intervalle de temps est d�ecoup�e en sous-

intervalles de longueur �t. Puis nous faisons une discr�etisation en temps par un sch�ema d'Euler. �A chaque

pas de temps, le mouvement des particules est d�ecrit �a l'aide d'une int�egration en dimension s + 1. Une

quadrature quasi-Monte Carlo est alors e�ectu�ee avec une suite-(0; s+ 1). Un �el�ement cl�e de l'utilisation

r�eussie de la suite �a faible discr�epance est une technique de renum�erotation des particules �a chaque pas

de temps. Nous d�emontrons la convergence de la solution approch�ee vers la solution de l'�equation semi-

discr�etis�ee quand N ! 1 et �t ! 0. Les tests num�eriques montrent un gain de pr�ecision lorsque les

suites quasi-al�eatoires sont utilis�ees avec la renum�erotation des particules, par rapport �a la m�ethode des

marches al�eatoires.

5.1 Introduction

Les m�ethodes particulaires al�eatoires sont utilis�ees pour la r�esolution num�erique des
�equations de di�usion et convection-di�usion [13, Chapitre 2, Section 7]. Les m�ethodes
avec transport de la fonction semblent avoir un int�erêt surtout th�eorique, �a cause des
erreurs statistiques. Une voie pour am�eliorer la pr�ecision est l'utilisation des m�ethodes de
transport du gradient. D'un autre côt�e, des modi�cations des m�ethodes de Monte Carlo
utilisant des suites quasi-al�eatoires ont �et�e r�ecemment propos�ees [5, 7, 25, 26, 33, 38, 40,
41, 60]. Ces di��erents travaux ont montr�e une am�elioration de la convergence par rapport
aux m�ethodes Monte Carlo standards.

Ici, on consid�ere une m�ethode particulaire dans le cadre d'un probl�eme de di�usion s-
dimensionnel. On �xe s pas d'espace �xi, puis on remplace les d�eriv�ees spatiales par des
di��erences �nies. Ensuite, on int�egre en espace l'�equation semi-discr�etis�ee apr�es l'avoir
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multipli�ee par une fonction test. On obtient alors une formulation faible. On choisit le
pas de temps �t ainsi que le nombre N de particules. La solution du probl�eme faible �a
l'instant tn = n�t est approch�ee par une expression de la forme

u(n)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(x� x
(n)
j );

o�u x
(n)
j est la position de la j�eme particule �a l'instant tn et �(x�y) la mesure de Dirac au

point y 2 IRs. Les positions des N particules �a l'instant t0 = 0 approchent la distribution
initiale. On remplace la d�eriv�ee en temps par une di��erence �nie explicite, pour ensuite
calculer la solution �a l'instant tn+1 = tn +�t grâce �a une quadrature Monte Carlo.

L'id�ee de base d'une m�ethode quasi-Monte Carlo est de remplacer les suites al�eatoires
par des suites d�eterministes judicieusement choisies. Des constructions de suites �a faible
discr�epance ont �et�e propos�ees par Halton [16], Sobol' [59], Faure [14] et Niederreiter [47].
La construction de Sobol' fournit des suites-(t; s) en base 2. Celle de Faure fournit des
suites-(0; s) avec des bases qui sont des entiers premiers et la construction de Niederreiter
donne des suites-(0; s) avec des bases �egales �a des puissances de nombres premiers. Les
r�eseaux-(t;m; s) et les suites-(t; s) avec t = 0 sont ceux qui ont les meilleures propri�et�es
d'�equidistribution.

L'approche de ce travail consiste �a utiliser une approximation quasi-Monte Carlo pour
calculer une int�egrale (s + 1)-dimensionnelle �a chaque pas de temps. Si le nombre de
particules est N = bm, avec des entiers b et m, les n�uds de quadrature sont les points
d'un r�eseau-(0;m; s+1) en base b, garantissant ainsi une faible erreur d'approximation. On
augmente l'e�cacit�e des suites quasi-al�eatoires en augmentant la r�egularit�e de l'int�egrand.
�ecemment, une technique consistant �a renum�eroter les particules �a chaque pas de temps a
�et�e d�evelopp�ee dans le but de surmonter le manque de r�egularit�e [33, 38, 41, 60]. Ici, cette
m�ethode consiste �a r�epartir les particules en sous-ensembles de niveau 1, par rapport
�a leur coordonn�ee x1, puis �a trier les particules de chaque sous-ensemble de niveau 1
en sous-ensembles de niveau 2 par rapport �a leur coordonn�ee x2, et ainsi de suite. Une
borne d'erreur pour la m�ethode des marches quasi-al�eatoires est obtenue en utilisant cette
technique de renum�erotation des particules.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 5.2, l'approximation semi-discr�ete
de l'�equation de di�usion est introduite et sa simulation �a partir des marches quasi-
al�eatoires est pr�esent�ee. Dans la section 5.3, nous prouvons un th�eor�eme de convergence
pour la m�ethode. Le traitement de l'erreur provenant du calcul approch�e de la mesure
d'un sous-intervalle de Is+1 de la forme

s�1Y
i=1

�
ai
bdi

;
ai + 1

bdi

�
�
�
0;

as
bds

�
� [0; �s+1)

constitue la partie majeure de l'analyse. La Section 5.4 est consacr�ee �a des tests num�eriques
illustrant les r�esultats th�eoriques. La pr�ecision de la m�ethode des marches quasi-al�eatoires
est compar�ee �a celle de la m�ethode standard des marches al�eatoires. En�n, dans la derni�ere
section, nous faisons un bilan des r�esultats obtenus et nous parlons des futures directions
de recherche.
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5.2 M�ethode des marches quasi-al�eatoires

Nous nous int�eressons �a la r�esolution num�erique du probl�eme de Cauchy pour une
�equation de di�usion

@eu
@t

(x; t) =
sX
i=1

Di
@2eu
@x2i

(x; t); x 2 IRs; t > 0; (5.1)

eu(x; 0) = u0(x); x 2 IRs; (5.2)

o�u les Di sont des constantes positives, et la condition initiale u0 est choisie de telle sorte
que

u0 2 L1(IRs); u0 � 0 et
Z
IRs

u0(x)dx = 1: (5.3)

Dans un premier temps, le probl�eme (5.1),(5.2) est discr�etis�e uniquement en espace. Soit

e(i); 1 � i � s, la base canonique de IRs. Si �xi; 1 � i � s sont s pas d'espace et � (i)��xi
l'op�erateur d�e�ni par

�
(i)
��xiv(x) = v(x��xie

(i));

l'approximation semi-discr�ete de (5.1),(5.2) est alors

@u

@t
(x; t) =

sX
i=1

Di

�x2i

�
�
(i)
��xi

u� 2u+ �
(i)
�xi

u
�
(x; t); x 2 IRs; t > 0; (5.4)

u(x; 0) = u0(x); x 2 IRs: (5.5)

Il est facile de v�eri�er que la masse totale est conserv�ee

8t > 0
Z
IRs

u(x; t)dx = 1: (5.6)

Il est n�ecessaire de construire d'abord une formulation faible de l'�equation. Soit S(IRs)
l'ensemble de toutes les fonctions simples mesurables au sens de Borel sur IRs. En multi-
pliant par � 2 S(IRs) l'�equation semi-discr�ete (5.4) et en int�egrant sur IRs, on trouve

d

dt

Z
IRs

�(x)u(x; t)dx =
sX
i=1

Di

�x2i

Z
IRs

�
�
(i)
��xi� � 2� + �

(i)
�xi�

�
(x)u(x; t)dx: (5.7)

La simulation particulaire se fait comme suit. Soit d1; : : : ; ds et b des entiers, et posons
d1 + � � �+ ds = m et bm = N . Nous introduisons N particules de positions x

(0)
j telles que

u(0)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(x� x
(0)
j )

"approche" la distribution initiale u0(x). Maintenant, consd�erons l'�evolution de ces par-
ticules dans le temps. Le temps est discr�etis�e en intervalles de longueur �t, la condition
de stabilit�e suivante �etant requise

sX
i=1

Di
�t

�x2i
� 1

2
: (5.8)
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Soit y0;y1; : : : une suite-(0; s + 1) en base b. Les positions x
(n)
j des particules �a l'instant

tn = n�t et l'approximation

u(n)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(x� x
(n)
j )

de la solution �a l'instant tn sont construites par une m�ethode �a trois �etapes.

(i) Renum�erotation des particules:

Comme dans les chapitres 3 et 4, cette �etape joue un rôle primordial. Les points x
(n)
j sont

not�es x(n)a , avec a = (a1; : : : ; as) et 0 � ai < bdi, de telle mani�ere que

a1 = b1; : : : ; ai�1 = bi�1; ai < bi ) x
(n)
a;i � x

(n)

b;i
:

(ii) Sch�ema d'Euler explicite:
On cherche une approximation de la solution de l'�equation (5.7) en r�esolvant un probl�eme
dans lequel la d�eriv�ee en temps est remplac�ee par une di��erence �nie. Une mesure v(n+1)(x)
approchant la solution �a l'instant tn+1 est d�e�nie par

8� 2 S(IRs)
1

�t

Z
IRs

�(x)
�
v(n+1)(x)� u(n)(x)

�
=

sX
i=1

Di

�x2i

Z
IRs

�
�
(i)
��xi

� � 2� + �
(i)
�xi

�
�
(x)u(n)(x):

Nous obtenonsZ
IRs

�(x)v(n+1)(x) =
1

N

X
a

 
sX

i=1

Di
�t

�x2i
�(x(n)a ��xie

(i))

+
�
1 � 2

sX
i=1

Di
�t

�x2i

�
�(x

(n)
a ) +

sX
i=1

Di
�t

�x2i
�(x

(n)
a +�xie

(i))

!
:

(5.9)

(iii) Int�egration quasi-Monte Carlo:
L'approximation r�esultante est une somme de (2s+ 1)N mesures de Dirac pond�er�ees sur
IRs. L'int�egrale d'une fonction simple �(x) sur IRs par rapport �a cette mesure peut s'�ecrire
comme l'int�egrale d'une fonction �(n)(y) sur le cube unit�e Is+1. La solution approch�ee
�a l'instant tn+1 est obtenue en faisant une int�egration quasi-Monte Carlo. Notons ca la
fonction caract�eristique de

I 0a =
sY

i=1

�
ai
bdi

;
ai + 1

bdi

�
:

Pour 1 � i � s, soit ��i la fonction caract�eristique de l'intervalle

I�i =
� sX
h=i+1

Dh
�t

�x2h
;

sX
h=i

Dh
�t

�x2h

�
;
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et �i, celle de l'intervalle

Ii =
�
1�

sX
h=i

Dh
�t

�x2h
; 1�

sX
h=i+1

Dh
�t

�x2h

�
:

De même, soit �0 la fonction caract�eristique de l'intervalle

I0 =
� sX
h=1

Dh
�t

�x2h
; 1�

sX
h=1

Dh
�t

�x2h

�
:

Notons "(i) le signe de i avec "(0) = 0. Etant donn�e � 2 S(IRs), posons

�(n)(y) =
X
a

ca(y
0)

sX
i=�s

�i(ys+1)�
�
x
(n)
a + "(i)�xjije

(jij)
�
; (5.10)

pour y = (y0; ys+1) 2 Is+1. Il est facile de v�eri�er queZ
IRs

�(x)v(n+1)(x) =
Z
Is+1

�(n)(y)dy: (5.11)

Nous d�e�nissons une approximation u(n+1) de la distribution exacte un+1(x)dx par

Z
IRs

�(x)u(n+1)(x) =
1

N

N�1X
j=0

�(n)(ynN+j) (5.12)

o�u fynN+j 0 � j < Ng est un r�eseau-(0;m; s+1) en base b. Alors chaque intervalle I 0a�I
contient exactement un point du r�eseau fynN+j 0 � j < Ng.
Pour 0 � j < N , soit

a(n)(j) =
�
bbd1ynN+j;1c; : : : ; bbdsynN+j;sc

�
:

L'�equation (5.12) devient

1

N

N�1X
j=0

�(x(n+1)
j ) =

1

N

N�1X
j=0

sX
i=�s

�i(ynN+j;s+1)�
�
x
(n)

a(n)(j)
+ "(i)�xjije

(jij)
�
:

La composante ynN+j;s+1 permet, soit de maintenir la particule sur place, soit de l'envoyer
dans l'une des 2s directions possibles. Les nouvelles positions des particules sont alors

x
(n+1)
j = x

(n)

a(n)(j)
��xie

(i); si
sX

h=i+1

Dh
�t

�x2h
� ynN+j;s+1 <

sX
h=i

Dh
�t

�x2h
;

x
(n+1)
j = x

(n)

a(n)(j)
; si

sX
h=1

Dh
�t

�x2h
� ynN+j;s+1 < 1 �

sX
h=1

Dh
�t

�x2h
; (5.13)

x
(n+1)
j = x

(n)

a(n)(j)
+�xie

(i); si 1�
sX

h=i

Dh
�t

�x2h
� ynN+j;s+1 < 1 �

sX
h=i+1

Dh
�t

�x2h
:



94 Chapitre 5. Simulation de la di�usion par des marches quasi-al�eatoires

5.3 Convergence de la m�ethode

Cette section est consacr�ee �a l'analyse de la convergence de la mesure u(n)(x) vers la
solution un(x) = u(x; tn) du probl�eme semi-discret (5.4),(5.5). On mesure l'erreur entre
la distribution des particules et la solution exacte de la mani�ere suivante. D�esignons par
X(n) l'ensemble des �el�ements x(n)

a . Un concept de discr�epance par rapport �a une fonction
continue peut être d�e�ni (voir [29, Chapitre 2, Section 1]). Pour z 2 IRs, notons �z la

fonction caract�eristique de
sY

i=1

(�1; zi). Nous appelons

d
(n)
N (z) =

1

N

X
a

�z(x
(n)
a )�

Z
IRs

�z(x)un(x)dx

la discr�epance locale de X(n) par rapport �a un. L'erreur est mesur�ee par le maximum sur
tous les z 2 IRs

D?
N (X

(n); un) = sup
z2IRs

jd(n)N (z)j:

L'analyse de la convergence est semblable �a celle du sch�ema d'Euler explicite. La quantit�e

�(n)(z) =
1

�t

Z
IRs

�z(x)(un+1(x)� un(x))dx

�
sX

i=1

Di

�x2i

Z
IRs

�
�
(i)
��xi

�z � 2�z + �
(i)
�xi

�z
�
(x)un(x)dx

repr�esente l'erreur de troncature. Introduisons un terme d'erreur

e
(n)
N (z) =

sX
i=1

Di

�x2i

1

N

X
a

�
�
(i)
��xi

�z � 2�z + �
(i)
�xi

�z
�
(x(n)
a )

�
sX

i=1

Di

�x2i

Z
IRs

�
�
(i)
��xi

�z � 2�z + �
(i)
�xi

�z
�
(x)un(x)dx;

et l'erreur d'int�egration

�
(n)
N (z) =

1

N

N�1X
j=0

�
(n)
z (ynN+j)�

Z
Is+1

�
(n)
z (y)dy;

o�u �(n)
z est d�e�nie par (5.10) avec � = �z. Il est facile de voir que

d
(n)
N (z) = d

(n�1)
N (z) + �te

(n�1)
N (z)��t�(n�1)(z) + �

(n�1)
N (z): (5.14)

Nous avons

e
(n)
N (z) =

sX
i=1

Di

�x2i

�
d
(n)
N (z ��xie

(i))� 2d
(n)
N (z) + d

(n)
N (z +�xie

(i))
�
: (5.15)
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L'estimation

j�(n)(z)j �
Z tn+1

tn

Z
IRs

�����@2u@t2
(x; t)

�����dxdt (5.16)

est imm�ediate.
Consid�erons maintenant le terme �

(n)
N (z). C'est l'erreur introduite par le calcul appro-

ch�e de la mesure d'une partie Bor�elienne de Is+1. Nous �ecrivons x < y si 8i xi < yi.
D�e�nissons

E(n)z =
[

x(n)

a <z+�xie(i)

I 0a � I�i [ [
x(n)

a <z

I 0a � I0 [ [
x(n)

a <z��xie(i)

I 0a � Ii;

et Y (n) = fynN+j : 0 � j < Ng. Alors �(n)
z est la fonction caract�eristique de E(n)z , Y (n)

est un r�eseau-(0;m; s+ 1) en base b et

�
(n)
N (z) =

A(E(n)z ; Y (n))

N
� �s+1(E(n)z ): (5.17)

Partitionnons E(n)z en ensembles disjoints

E
(n)
z;i =

[
x(n)

a <z(i)

I 0a � Ii; �s � i � s;

o�u z(i) = z � "(i)�xjije
(jij): Si J�s�1 = ;,

J�i =
�
0;

sX
h=i

Dh
�t

�x2h

�
; 1 � i � s; Ji =

�
0; 1�

sX
h=i+1

Dh
�t

�x2h

�
; 0 � i � s;

E
(n)
z;i est la di��erence entre les ensembles

F
(n)
z;i =

[
x(n)

a <z(i)

I 0a � Ji et G
(n)
z;i =

[
x(n)

a <z(i)

I 0a � Ji�1:

Par cons�equent

�
(n)
N (z) =

sX
i=�s

0@A(F (n)
z;i ; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;i )

1A
�

sX
i=�s+1

0@A(G(n)
z;i; Y

(n))

N
� �s+1(G

(n)
z;i)

1A : (5.18)

Puisque F
(n)
z;s peut s'�ecrire comme une union disjointe d'intervalles �el�ementaires en base b

de volume b�m, il vient

A(F (n)
z;s; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;s) = 0: (5.19)
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Il reste �a borner les autres termes de �
(n)
N (z). Les estimations qui suivent sont dues �a

Niederreiter [47, Lemme 3.4].

Lemme 5.1 Soit X un r�eseau-(t;m; s) en base b.
(i) Pour tout intervalle J contenu dans un intervalle �el�ementaire en base b de mesure
bt�m, on a ���� 1bmA(J;X)� �s(J)

���� � bt�m: (5.20)

(ii) Pour tout intervalle �el�ementaire J 0 � Is�1 en base b et pour tout �s 2 �I, on a���� 1bmA(J 0 � [0; �s);X)� �s(J
0 � [0; �s))

���� � bt�m: (5.21)

Le r�esultat suivant nous est �egalement utile. La d�emonstration est semblable �a celle de
[47, Th�eor�eme 3.6].

Lemme 5.2 Soit X un r�eseau-(t;m; s+1) en base b et d � t un entier. Pour tout intervalle
�el�ementaire J � Is�1 en base b avec �s�1(J) = bd�m, pour tout entier a avec 0 � a � bd

et pour tout �s+1 2 �I, on a���� 1bmA
�
J �

�
0;

a

bd

�
� [0; �s+1);X

�
� �s+1

�
J �

�
0;

a

bd

�
� [0; �s+1)

�����
�
$
b� 1

2
(d� t) +

3

2

%
bt�m: (5.22)

D�emonstration. Pour d = t, (5.22) se d�eduit de (5.20) et si a = bd alors (5.22) se d�eduit
de (5.21). Supposons que d > t et a < bd, et posons

K = J �
�
0;

a

bd

�
� [0; �s+1):

L'�ecriture du nombre a dans la base b est

a =
d�1X
j=0

�jb
j:

L'intervalle
�
0;

a

bd

�
peut s'�ecrire comme une union disjointe

�
0;

a

bd

�
= It�1 [

d�1[
j=t

�j�1[
k=0

Ij;k; (5.23)

o�u

It�1 =
�d�1X
j=t

�jb
j�d; ab�d

�
;

Ij;k =
� d�1X
`=j+1

�`b
`�d + kbj�d;

d�1X
`=j+1

�`b
`�d + (k + 1)bj�d

�
:
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Ainsi

K = J � It�1 � [0; �s+1) [
d�1[
j=t

�j�1[
k=0

J � Ij;k � [0; �s+1): (5.24)

Par le Lemme 5.1 (i),���� 1bmA (J � It�1 � [0; �s+1);X) � �s+1(J � It�1 � [0; �s+1))
���� � bt�m; (5.25)

et par le Lemme 5.1 (ii),���� 1bmA (J � Ij;k � [0; �s+1);X)� �s+1(J � Ij;k � [0; �s+1))
���� � bt�m; (5.26)

D'o�u ���� 1bmA(K;X)� �s+1(K)

���� � (� + 1)bt�m; (5.27)

avec

� =
d�1X
j=t

�j:

Un traitement analogue de

L = J �
�
a

bd
; 1
�
� [0; �s+1)

conduit �a ���� 1bmA(L;X)� �s+1(L)
���� � ((b� 1)(d � t)� � + 1)bt�m: (5.28)

De plus, K [ L = J � I � [0; �s+1), alors par le Lemme 5.1 (ii),���� 1bmA(K [ L;X) � �s+1(K [ L)
���� � bt�m; (5.29)

et par suite ���� 1bmA(K;X)� �s+1(K)
���� � ((b� 1)(d � t)� �+ 2)bt�m: (5.30)

En prenant le maximum sur 0 � � � (b � 1)(d � t) du minimum des membres de droite
de (5.27) et (5.30), on obtient le r�esultat du lemme.

Nous sommes maintenant en mesure de d�emontrer le r�esultat qui suit.

Proposition 5.1 Pour �s � i < s et �s < j � s, on a les estimations������A(F
(n)
z;i ; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;i )

������ � �1(Ji)
sX

h=1

1

bdh
+

$
b� 1

2
ds +

3

2

%
1

bds
;

������A(G
(n)
z;j; Y

(n))

N
� �s+1(G

(n)
z;j)

������ � �1(Jj�1)
sX

h=1

1

bdh
+

$
b� 1

2
ds +

3

2

%
1

bds
:
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D�emonstration. Pour z1 2 IR, d�e�nissons

A
(n)
1 (z1) = f�1 : 8(�2; : : : ; �s) x

(n)
�1;:::;�s;1 < z1g;

a
(n)
1 (z1) = maxA

(n)
1 (z1) + 1;

A
(n)
1 (z1) = f�1 : 9(�2; : : : ; �s) x

(n)
�1;:::;�s;1 < z1g;

a
(n)
1 (z1) = maxA

(n)
1 (z1) + 1;

o�u maxN = �1, si N = ;. Les points x(n)
a �etant ordonn�es de telle mani�ere que

a1 < b1 ) x
(n)
a;1 � x

(n)

b;1
;

on a

a1 < a
(n)
1 (z1) ) x

(n)
a;1 < z1 ) a1 < a

(n)
1 (z1); (5.31)

a
(n)
1 (z1) � a

(n)
1 (z1) + 1: (5.32)

Pour 0 � a1 < bd1 ; : : : ; 0 � ai�1 < bdi�1 et zi 2 IR, soit

A
(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) = f�i : 8(�i+1; : : : ; �s) x

(n)
a1;:::;a1�1;�i;:::;�s;i < zig;

a
(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) = maxA(n)

i (a1; : : : ; ai�1; zi) + 1;

A
(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) = f�i : 9(�i+1; : : : ; �s) x

(n)
a1;:::;a1�1;�i;:::;�s;i

< zig;
a
(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) = maxA

(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) + 1:

Puisque les points x(n)
a sont ordonn�es comme suit,

a1 = b1; : : : ; ai�1 = bi�1; ai < bi ) x
(n)
a;i � x

(n)

b;i
;

on arrive �a

ai < a
(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) ) x

(n)
a;i < zi ) ai < a

(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi); (5.33)

a
(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) � a

(n)
i (a1; : : : ; ai�1; zi) + 1: (5.34)

La notation a � a(n)(z) est utilis�ee dans la suite pour indiquer

a1 < a
(n)
i (z1); : : : ; as < a(n)s (a1; : : : ; as�1; zs);

et de même pour a � a(n)(z). D�e�nissons

F
(n)
z;i =

[
a�a(n)(z(i))

I 0a � Ji; F
(n)
z;i =

[
a�a(n)

(z(i))

I 0a � Ji;

@F
(n)
z;i =

[
a
(n)
1 (z

(i)
1 )�a1<a

(n)
1 (z

(i)
1 )

I 0a � Ji [ � � � [
[

a
(n)
s (a1;:::;as�1;z

(i)
s )�as<a

(n)
s (a1;:::;as�1;z

(i)
s )

I 0a � Ji:
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De (5.31),(5.33) se d�eduit F
(n)
z;i � F

(n)
z;i � F

(n)
z;i. De plus, F

(n)
z;i n F (n)

z;i � @F
(n)
z;i . Ainsi

A(F
(n)
z;i; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;i)� �s+1(@F

(n)
z;i ) �

A(F
(n)
z;i ; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;i);

A(F (n)
z;i ; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;i) �

A(F
(n)
z;i; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;i) + �s+1(@F

(n)
z;i ):

(5.35)

L'ensemble F (n)
z;i peut s'�ecrire comme une union disjointe d'au plus bd1 � � � bds�1 intervalles

de la forme
s�1Y
h=1

�
ah
bdh

;
ah + 1

bdh

�
�
�
0;
a(n)s (a1; : : : ; as�1; z(i)s )

bds

�
� Ji:

Du Lemme 5.2 on d�eduit alors������A(F
(n)
z;i; Y

(n))

N
� �s+1(F

(n)
z;i)

������ �
$
b� 1

2
ds +

3

2

%
1

bds
: (5.36)

En rempla�cant F
(n)
z;i par F

(n)
z;i on arrive au même r�esultat. D'autre part, (5.32),(5.34)

montrent que

�s+1(@F
(n)
z;i ) � �1(Ji)

sX
h=1

1

bdh
: (5.37)

La premi�ere in�egalit�e de la proposition d�ecoule de (5.36) et de l'estimation pr�ec�edente.
La d�emonstration de la seconde in�egalit�e se fait de fa�con analogue.

Nous arrivons au r�esultat de convergence.

Proposition 5.2 L'erreur de la m�ethode des marches quasi-al�eatoires est estim�ee par

D?
N (X

(n); un) � D?
N (X

(0); u0) + �t
Z tn

0

Z
IRs

�����@
2u

@t2
(x; t)

�����dxdt
+ 2ns

 
sX

i=1

1

bdi
+

$
b� 1

2
ds +

3

2

%
2

bds

!
:

D�emonstration. De la Proposition 5.1 et de (5.18), (5.19) il vient

����(n)N (z)
��� � 2s

sX
i=1

1

bdi
+ 4s

$
b� 1

2
ds +

3

2

%
1

bds
: (5.38)

Ceci combin�e avec (5.14), (5.15) et (5.16), donne

D?
N (X

(n); un) � D?
N (X

(n�1); un�1) + �t
Z tn

tn�1

Z
IRs

�����@
2u

@t2
(x; t)

�����dxdt+ �N ; (5.39)

o�u �N d�esigne le second membre de (5.38). Le r�esultat de la proposition suit par induction.
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5.4 Exemples num�eriques

Dans cette section, nous pr�esentons des r�esultats num�eriques illustrant la section pr�e-
c�edente. Une m�ethode standard de marches al�eatoires (RW) et la m�ethode de marches
quasi-al�eatoires (QRW) sont appliqu�ees au probl�eme (5.1),(5.2) avec Di = 1; 1 � i � s,
et

u0(x) =
sY

i=1

�[� 1
2 ;+

1
2 )
(xi);

o�u �[� 1
2 ;+

1
2 )

est la fonction caract�eristique de l'intervalle
h
�1

2
;+1

2

�
. Ce qui conduit �a la

solution eu(x; t) = 1

2s

sY
i=1

 
erf

 
xi + 1=2

2
p
t

!
� erf

 
xi � 1=2

2
p
t

!!
; (5.40)

erf �etant la fonction erreur. Pour toutes les simulations, les positions initiales des particules

sont calcul�ees en translatant un r�eseau-(0;m; s) en base b not�e � dans
h
�1

2
;+1

2

�s
. Alors

D?
N (X

(0); u0) = D
?
N (�): (5.41)

Une suite-(0; s+ 1) en base b est utilis�ee pour assurer les d�eplacements des particules.
La construction de Faure [14] a �et�e utilis�ee pour produire de telles suites, b �etant le

plus petit nombre premier � s + 1. L'approximation semi-discr�ete de l'�equation de la
di�usion ayant fait l'objet de beaucoup d'�etudes en analyse num�erique, nous mesurons
ici uniquement la discr�epance par rapport �a la solution eu. D'autre part, le calcul de la
discr�epance est tr�es coûteux d�es que l'on est en dimension s � 2. Par cons�equent l'erreur
sera mesur�ee par fD?

N(X
(n); eun) = max

1�i�s
sup
zi2IR

j ed(n)N (zi)j;
o�u

ed(n)N (zi) =
1

N

X
a
�(�1;zi)(x

(n)
a;i)

�
Z
IRs�1

�Z zi

�1
eu(x; tn)dxi� dx1 : : : dxi�1dxi+1 : : : dxs;

et �(�1;zi) est la fonction caract�eristique de l'intervalle (�1; zi). Une estimation du taux
de convergence N�r est donn�ee par l' exposant de l'erreur

r
(n)
N = � log

�fD?
N(X

(n); un)
�
= logN:

Les calculs ont �et�e faits jusqu'�a T = 0:1. Les Figures 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4 contiennent
les erreurs et les exposants d'erreur pour les deux m�ethodes, en dimension s = 1, avec
�x = 0:05 et �t = 6:25E � 4. Les r�esultats en dimension s = 2, avec �x1 = �x2 = 0:05
et �t = 3:125E � 4 sont donn�es sur les Figures 5.5, 5.6, 5.7 et 5.8. L'e�cacit�e des suites
quasi-al�eatoires avec renum�erotation est �evident.

On observe en dimension s = 1 que l'erreur pour la m�ethode QRW avec N = 210

particules est nettement plus faible que celle de la m�ethode RW avec N = 213 particules.
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Le taux de convergence passe de N�0:55 pour la m�ethode RW �a N�0:85 pour l'approche
QRW. En dimension s = 2, la m�ethode QRW utilise 9 fois moins de particules pour
atteindre le même niveau d'erreur que la m�ethode RW. Le taux de convergence passe de
N�0:50 pour la m�ethode RW �a N�0:65 pour la m�ethode QRW.
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Fig. 5.1 { Dimension s = 1, N = 210 = 1 024 particules.
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Fig. 5.2 { Dimension s = 1, N = 211 = 2 048 particules.
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Fig. 5.3 { Dimension s = 1, N = 212 = 4 096 particules.
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Fig. 5.4 { Dimension s = 1, N = 213 = 8 192 particules.
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Fig. 5.5 { Dimension s = 2, N = 32+5 = 2 187 particules.
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Fig. 5.6 { Dimension s = 2, N = 33+5 = 6 561 particules.
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Fig. 5.7 { Dimension s = 2, N = 33+6 = 19 683 particules.
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Fig. 5.8 { Dimension s = 2, N = 34+6 = 59 049 particules.
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5.5 Conclusion

Nous avons pr�esent�e une m�ethode de marches quasi-al�eatoires pour la simulation de
la di�usion. Dans le cas o�u les particules sont renum�erot�ees �a chaque pas de temps, nous
avons prouv�e la convergence de la solution obtenue vers celle du probl�eme semi-discret
lorsque N !1 et �t! 0. La m�ethode a �et�e compar�ee �a la m�ethode des marches al�ea-
toires sur un probl�ememod�ele et nous avons mis en �evidence son e�cacit�e par rapport �a la
m�ethode des marches al�eatoires sur ce probl�eme. Nous explorons actuellement l'extension
de la m�ethodes des marches quasi-al�eatoires �a des �equations paraboliques g�en�erales.
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R�esum�e

Les m�ethodes de type quasi-Monte Carlo sont des versions d�eterministes des m�ethodes de
Monte Carlo. Les nombres al�eatoires sont remplac�es par des nombres d�eterministes qui
forment des ensembles ou des suites �a faible discr�epance, ayant une meilleure distribution
uniforme. L'erreur d'une m�ethode quasi-Monte Carlo d�epend de la discr�epance de la suite
utilis�ee, la discr�epance �etant une mesure de la d�eviation par rapport �a la distribution
uniforme.

Dans un premier temps nous nous int�eressons �a la r�esolution par des m�ethodes quasi-
Monte Carlo d'�equations di��erentielles pour lesquelles il y a peu de r�egularit�e en temps.Ces
m�ethodes consistent �a formuler le probl�eme avec un terme int�egral pour e�ectuer ensuite
une quadrature quasi-Monte Carlo.

Ensuite des m�ethodes particulaires quasi-Monte Carlo sont propos�ees pour r�esoudre
les �equations cin�etiques suivantes: l'�equation de Boltzmann lin�eaire et le mod�ele de Kac.
En�n, nous nous int�eressons �a la r�esolution de l'�equation de la di�usion �a l'aide de m�e-
thodes particulaires utilisant des marches quasi-al�eatoires. Ces m�ethodes comportent trois
�etapes: un sch�ema d'Euler en temps, une approximation particulaire et une quadrature
quasi-Monte Carlo �a l'aide de r�eseaux-(0;m; s). �A chaque pas de temps les particules
sont r�eparties par paquets dans le cas des probl�emes multi-dimensionnels ou tri�ees si le
probl�eme est uni-dimensionnel. Ceci permet de d�emontrer la convergence.

Les tests num�eriques montrent pour les m�ethodes de type quasi-Monte Carlo de
meilleurs r�esultats que ceux fournis par les m�ethodes de type Monte Carlo.

Mots cl�es:m�ethodes quasi-Monte Carlo, m�ethodes particulaires, suites �a faible discr�e-
pance, suites-(t; s) et r�eseaux-(t;m; s), �equations cin�etiques, �equations di��erentielles, �equa-
tion de la di�usion.

Abstract

Quasi-Monte Carlo methods are deterministic versions of Monte Carlo methods. Random
numbers are replaced by low discrepancy point sets. The error of a quasi-Monte Carlo
method is estimated by means of the discrepancy of the sequence used.

First, we are interested in solving ODE's with non-smooth coe�cients by quasi-Monte
Carlo methods. This is accomplished by treating the problem as being equivalent to the
evaluation of an integral.

Next, quasi-Monte Carlo particle methods are described for solving the following kine-
tic equations: linear Boltzmann equation and Kac equation. Finally, we propose a particle
scheme using quasi-random walks for di�usion equations. These methods contain three
steps: an Euler scheme, a particle approximation and a quasi-Monte Carlo quadrature
using (0;m; s)-nets. The particles are relabeled at each time step. Then, convergence is
proved.

The numerical experiments show that better results are obtained with quasi-Monte
Carlo methods than with Monte Carlo methods.

Key words: quasi-Monte Carlo methods, particle methods, low discrepancy sequences,
(t; s)-sequences and (t;m; s)-nets, kinetic equations, ordinary di�erential equations, di�u-
sion equation.


