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Introduction

La simulation de l'éclairage, et plus généralement les méthodes de calcul des échanges
radiatifs, interviennent dans de nombreux domaines comme l'architecture, la réalité vir-
tuelle, les jeux vidéo, la simulation botanique, le séchage infra-rouge, les réseaux de té-
lécommunication, l'acoustique. Appliquée à la réalité virtuelle et aux jeux vidéo, la si-
mulation de l'éclairage permet d'obtenir des images réalistes. En architecture, urbanisme,
acoustique ou en télécommunication par ondes radio, la simulation d'environnements com-
plexes offre la possibilité d'étudier les caractéristiques optimales du modèle sans payer le
prix d'une étude expérimentale sur le terrain. L'intérêt de la simulation devient évident dans
des domaines où une telle étude est impossible. C'est le cas de la simulation botanique, qui
prend en compte la quantité de lumière reçue par les plantes pour en modéliser la croissance
sur plusieurs années.

Les méthodes de simulation de l'éclairages ont cependant un coût de calcul qui n'est
pas négligeable. Dans toutes ces applications, ce coût apparaît comme un facteur limitant,
et ne peut être réduit que par le biais d'approximations diverses, au prix d'une diminution
de la qualité du résultat. La recherche de ce compromis entre la qualité et la rapidité d'une
simulation est ce que nous appelons le contrôle de la précision.

Dans les différents domaines d'application que nous avons cité, la position de ce com-
promis n'est pas la même : en réalité virtuelle, ou dans les jeux vidéo, nous nous contentons
en effet d'un calcul grossier pour pouvoir remplir des conditions d'interactivité. A l'opposé,
pour une simulation précise de l'éclairage dans une pièce, en vue de choisir le revêtement
des murs ou le type des lampes en fonction d'effets subtils de l'éclairage, nous fournirons
un effort de calcul important.

La notion même dequalité de la simulationintervenant dans le contrôle de la précision
diffère d'une application à l'autre. Au cinéma, par exemple, une grande importance est
attachée à l'aspect visuel de la simulation en fonction de critères humains : une scène
éclairée avec des lampes supplémentaires mais invisibles ne choque pas le spectateur, alors
qu'une balle projetant une ombre carrée ne passera pas inaperçue. Dans d'autres domaines,
en revanche, les artefacts visuels n'ont aucune importance et la notion de qualité admet une
dé�nition différente : pour une simulation botanique physiologique, connaître précisément
la quantité totale de lumière reçue par chaque feuille d'une plante importe plus que d'éviter
les discontinuités d'une représentation discrète de l'éclairage.

Une des qualités essentielles demandées à une méthode de contrôle de la précision est
la possibilité de proposer à son utilisateur un positionnement continu, entre une simulation
précise et longue à calculer, et une solution approximative obtenue en un temps interactif.
En architecture, par exemple, on peut avoir besoin d'une estimation rapide de l'éclairage
dans une pièce pour régler la position des meubles, puis effectuer une simulation plus pré-
cise pour observer l'impact sur l'ambiance lumineuse, des matériaux et luminaires utilisés.

Dans une simulation de l'éclairage par laméthode de radiosité, le coût total du calcul
est constitué à plus de 90% de l'évaluation des relations de visibilité entre les objets. Le
contrôle de la précision au détriment du temps de calcul passe donc inévitablement par
des approximations de la visibilité. Nous nous posons alors la question de savoir prévoir
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l'impact de telles approximations sur la qualité d'une simulation de l'éclairage. Négliger
les phénomènes de visibilité crée tout d'abord des erreurs locales, comme par exemple la
disparition d'une ombre. Les méthodes de simulation de l'éclairage modélisent cependant
l'équilibre global des interactions lumineuses. De ce fait, une approximation de la visibilité
entre deux objets répercute une certaine erreur, surplus ou manque de lumière, dans toute
la scène. Dans ce travail, nous avons tenté d'apporter des réponses à la question du contrôle
de la précision en simulation de l'éclairage, par approximation de la visibilité : nous avons
tout d'abord étudié l'impact de ce type d'approximation, en vue de connaître par avance la
latitude qu'ont les algorithmes de calcul de transferts d'énergie locaux dans l'usage de ces
approximations. Nous avons ensuite dé�ni de tels algorithmes, capables de transformer au
mieux, dans les limites �xées, du temps de calcul en précision.

Dans une première partie, nous poserons les bases d'algorithmes performants de simula-
tion de l'éclairage, oualgorithmes hiérarchiques de calcul de la radiosité. Nous étudierons
ensuite plus particulièrement, l'impact des approximations de la visibilité sur la précision
des images. Nous verrons tout d'abord comment une mesure purement analytique de l'er-
reur peut conduire à un contrôle mathématique de la précision. Nous établirons pour cela
un lien entre la qualité, mesurée mathématiquement, d'une solution de radiosité et les ap-
proximations des transferts d'énergie intervenant dans les méthodes hiérarchiques de ra-
diosité. Associée à un algorithme de contrôle de l'erreur sur le calcul de chaque transfert
d'énergie, cette approche rend alors possible le calcul une solution répondant à des critères
de précision quantitatifs. Nous présenterons dans la deuxième partie de ce travail de tels
algorithmes, basés sur une formulation hiérarchique de la visibilité.

Nous savons cependant que les erreurs auxquelles la perception humaine est sensible
ne peuvent pas être caractérisées par une simple distance mathématique entre une solution
calculée et une solution de référence, notamment parce qu'une telle approche ne détecte pas
les mêmes types d'erreur que l'œil humain. Le contrôle de la précision selon des critères
perceptifs de qualité doit en effet faire appel à une mesure spéci�que de l'erreur.

Nous proposons dans une troisième partie, plusieurs approches du contrôle des approxi-
mations de la visibilité, basées sur une mesure perceptive de l'erreur. Nous nous intéresse-
rons plus particulièrement à la synthèse arti�cielle des ombres, à partir de caractéristiques
statistiques ou morphologiques des obstacles qui les créent. Nous présenterons notamment
une méthode de synthèse des ombres, basée sur l'utilisation de l'opération de convolution
et qui a l'avantage de produire des images implicitement dépourvues d'artefacts visuels.

Les méthodes hiérarchiques de radiosité utilisent généralement une seule approche du
contrôle de la qualité pour simuler à la fois la répartition globale de l'énergie lumineuse
et des détails d'ombres très �ns. Comme nous venons de le voir, ces deux aspects d'une
simulation de l'éclairage requièrent des algorithmes de contrôle de la précision de diffé-
rente nature. Nous présenterons dans une dernière partie, comme synthèse de nos travaux,
un algorithme hiérarchique de radiosité prenant en compte cette nécessité. Dans ce nouvel
algorithme, la répartition globale de l'énergie lumineuse est simulée par une méthode clas-
sique de contrôle de la précision, alors les ombres �nes, qui in�uent peu sur l'équilibre �nal
de l'énergie lumineuse et qui nécessitent en revanche un traitement adapté, sont calculées
grâce aux méthodes présentées à la partie III. Nous verrons que l'algorithme obtenu est
capable de calculer très rapidement des simulations de l'éclairage de haute qualité visuelle,
et offre un réglage ef�cace du temps de calcul en fonction de la précision.



Première partie

Contrôle de l'erreur dans la
méthode de radiosité

hiérarchique





Chapitre 1

Étude de la radiosité hiérarchique

AVANT de présenter dans ce chapitre le principe des méthodes hiérarchiques de ra-
diosité, nous commencerons par dé�nir différents termes et quantités habituelle-
ment utilisés en simulation de l'éclairage. Nous établirons ensuite une relation

traduisant l'équilibre des échanges d'énergie lumineuse dans une scène. L'équation obte-
nue sera résolue grâce à la méthode de radiosité que nous étendrons ensuite à sa version
hiérarchique.

1.1 Principe de la méthode de radiosité

La méthode de radiosité est une méthode d'éléments �nis de typeGalerkinappliquée à
l'équation d'équilibre des échanges lumineux. En voici le principe.

1.1.1 Dé�nitions

Cette section présente quelques notions et notations essentielles attachées à la repré-
sentation de la lumière et à son interaction avec l'environnement.

(a) Repérage des rayons lumineux

Dans l'air et dans le vide, la lumière se propage en ligne droite. Les trajectoires des
rayons lumineux sont donc représentées par des droites deIR3, et leur direction de propa-
gation par des vecteurs deIR3, que nous repérerons par leurs coordonnées polaires, comme
indiqué sur la �gure 1.1.

y
x

V

z

o

j

q

FIG. 1.1:Coordonnées polaires pour un vecteur v de IR3. Les anglesq et j appartiennent
respectivement à[ 0; p] et [ 0; 2p]
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(b) Angle solide

La notion d'angle solideest une généralisation à la dimension trois de la notion d'angle :

Dé�nition 1 L'angle solidew sous lequel on voit une surface S d'un point P est l'aire de
la projection de S sur la sphère unité centrée en P.

Cette dé�nition admet une analogie en dimension deux, où l'angleq sous lequel on
voit une surfaceL à partir d'un pointP peut également être dé�ni comme la longueur de
la projection deL sur le cercle unité de centreP. Cette analogie est représentée sur la
�gure 1.2.a1. Un angle solide in�nitésimaldw représente donc une fraction in�nitésimale
de rayons lumineux issus d'un point.

w

r = 1 q

r = 1 q

dw

Sr

FIG. 1.2:(a) L'angle solidew dé�ni comme la mesure de la projection d'un objet sur une
sphère unité en deux et en trois dimensions. (b) Approximation de l'angle solide pour une
petite surface. Voir note de bas de page.

LorsquedSest une petite surface d'airedA, située à une distancer du pointP, suf�sam-
ment grande, l'angle solidedw sous lequel on voitdSdepuisP peut être asymptotiquement
approché par (C.f �gure 1.2.b) :

dw =

dAcosq
r2 (1.1)

(c) Radiance

L'énergie lumineuse est désignée sous le terme deradiancedont la dé�nition s'énonce
ainsi :

Dé�nition 2 On appelleradiancela quantité d'énergie lumineuse L( x; q; j ) se propageant
en un point x de l'espace dans une direction( q; j ) donnée, par unité de temps, d'angle
solide, et d'aire perpendiculaire à la direction de propagation.

L'énergie lumineuse associée à un pinceau lumineux d'angle solidedw traversant une
surface d'airedx pendant un tempsdt, et dans la direction( q; j ) vaut donc

L( x; q; j ) cosqdxdwdt

où cosqdxest l'aire dedxprojetée dans la direction caractérisée par( q; j ) . (C.f �gure 1.3.a)

(d) Ré�ectance

Dans le cas le plus général, un pinceau de lumière de radianceLi ( x; q; j ) , d'angle solide
dw arrivant en un pointx d'une surfaceS se ré�échit dans toutes les directions du demi-
espace tangent àSenx suivant la loi de ré�ectivité (C.f �gure 1.3.b) :

L( x; q0; j 0) = r g( x; q0; j 0; q; j ) Li ( x; q; j ) cosqdw (1.2)

1Les �gures 1.2, 1.3 et 1.4 sont extraites du livre deFrançois Sillion et Claude Puech, Radiosity and Global
Illumination [SP94]
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q

f
dx

q

f

0q

0f

dw

FIG. 1.3:(a) Incidence d'un rayon lumineux sur une surface. (b) notations pour la ré�ec-
tance. Voir note de bas de page, page 20.

Suivant le type du matériau rencontré, la fonction de ré�ectancer peut être assez com-
plexe. On distingue cependant deux cas très simples : les surfaces idéalement spéculaires
et les surfaces idéalement diffuses.

Dé�nition 3 Une surface S est diteidéalement spéculairesi elle ne renvoie de la lumière
que dans la direction de ré�exion donnée par la loi de Descartes (q0 = q,j 0 = j � p). On
a alors :

L( x; q0; j 0) = r g( x) Li ( q0; j 0 + p [ 2p]) cosq0

Une telle surface se comporte donc comme un miroir parfait. Ce modèle de ré�ectance à
été essentiellement utilisé dans les méthodes de lancer de rayon [Whi80, GAC+ 88, HH84].

Dé�nition 4 Une surface est diteidéalement diffusede ré�ectivitér ( x) , en x, si un pinceau
de lumière arrivant en x est ré�échi uniformément dans toutes les directions du demi-espace
tangent à la surface en ce point.

Dans ces conditions, laloi de réciprocité, qui stipule que la lumière se comporte indé-
pendamment de son sens de propagation impose alors que l'intensité lumineuse ré�échie
est également indépendante de la direction d'incidence :

L( x; q0; q0) = r g( x) Li ( x; q; j ) cosqdw

Il est alors d'usage de poser :

r ( x) = pr g( x) (1.3)

La quantitér ( x) est appelée ré�ectance diffuse deSenx. On a entre autres

r ( x) 2 [ 0; 1]

De nombreux domaines de la simulation de l'éclairage utilisent ce modèle de ré�ec-
tance. Nous l'utiliserons également tout du long de ce document, sauf cas particulier ex-
pressément signalé. Dans le cadre de la simulation de l'éclairage par laméthode de radio-
sité, que nous introduirons plus loin, cette hypothèse est souvent accompagnée d'une autre
hypothèse selon laquelle les sources de lumière émettent uniformément dans toutes les di-
rections. Dans la réalité, les surfaces purement diffuses sont plutôt rares (Peintures mates,
papier,...).

Dans le cas où toutes les surfaces sont idéalement diffuses et toutes les sources émettent
uniformément dans toutes les directions, il est facile de montrer que la radiance en un point
x d'une quelconque surface de la scène, ne dépend plus de la direction( q0; j 0) [SP94].
Nous la noterons doncL( x) .
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(e) Radiosité

Les termes deradiosité, irradiance et émittancedé�nis dans cette section désignent
dans différents contextes, l'énergie lumineuse totale arrivant ou repartant d'un pointx :

Dé�nition 5 On appelleradiositéla puissance lumineuse totale émise par unité de surface
en un point x, intégrée sur toutes les directions du demi-espaceW tangent à la surface
considérée en x :

b( x) =

Z

W
L( x; q0; j 0) cosq0dw

La radiosité s'exprime donc enWatt.m� 2. Dans le cas de surfaces idéalement diffuses,
un calcul simple montre que l'on peut écrire [SP94] :

b( x) = pL( x) (1.4)

La radiosité rend par ailleurs compte de la quantité de lumière perçue par l'oeil. C'est
donc la quantité qui est généralement calculée en simulation de l'éclairage.

Dé�nition 6 On appelleirradiancela puissance lumineuse totale par unité de surface arri-
vant en un point x, intégrée sur toutes les directions du demi-espaceWtangent à la surface
considérée en x :

b( x) =

Z

W
Li ( x; q0; j 0) cosq0dw

Lorsque la radiosité est directement émise par la surface, plutôt que simplement ré�é-
chie, on parle alors d'émittance. Par analogie avec l'équation (1.4), cette quantité, notée
e( x) est calculée à partir de la radiance émiseLe( x) au pointx par :

e( x) = pLe( x) (1.5)

1.1.2 Équilibre des échanges lumineux

Nous allons maintenant établir une équation traduisant l'équilibre des échanges d'éner-
gie lumineuse dans un environnement dont on connaît la ré�ectance idéalement diffuse et
l'émittance en tout point.

(a) Équation d'équilibre

Plaçons nous en un pointx d'une surfaceS. La radiance issue dex peut être décompo-
sée en deux termes : un terme d'émission propreLe( x) , qui est non nul si x est situé sur une
source de lumière ; un terme correspondant à la radianceLi ( x; q; j ) issue de pinceaux lu-
mineux provenant de toutes les directions incidentes enx à la surface et qui se ré�échissent
enx, selon la loi (1.2). Cette égalité s'exprime donc comme :

L( x) = Le( x) + r g( x)

Z

W
Li ( x; q; j ) cosqdw (1.6)

La radianceLi ( x; q; j ) provenant nécessairement d'un autre pointy de la scène (C.f �gure
1.4 pour les notations), et étant uniforme le long d'un rayon lumineux, nous pouvons écrire
que :

Li ( x; q; j ) = L( y)

L'intégrale intervenant dans l'équation (1.6) peut alors être reformulée en sommant sur tous
les pointsy de la scène :

L( x) = Le( x) + r g( x)

Z

y2 S
L( y) v( x; y) cosqdw (1.7)

Les pointsx et y ne se faisant pas automatiquement face, on introduit la fonctionv( x; y) ,
valant 1 ou 0 selon six et y sont, ou ne sont pas, mutuellement visibles.
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Grâce aux relations (1.1) et (1.3), nous obtenons :

L( x) = Le( x) + r ( x)

Z

y2 S
L( y)

cosqcosq0

pr2 v( x; y) dy

Puis, grâce à (1.4) et (1.5), nous trouvons :

b( x) = e( x) + r ( x)

Z

y2 S
b( y)

cosqcosq0

pr2
| {z }

k( x; y)

v( x; y) dy (1.8)

Cette équation, appeléeéquation de radiositétraduit l'équilibre des échanges lumineux
dans une scène : la radiositéb( x) issue dex est égale à l'émittancee( x) enx plus la radiosité
issue de la contribution de tous les autres points de la scène visibles depuisx, pondérée par
un terme géométriquek( x; y) prenant en compte la distance entrex et y ainsi que l'orienta-
tion relative des surfaces qui les portent. Le termek( x; y) est également appelénoyau de la
radiositéen ( x; y) .

Connaissant l'emplacement des sources de lumière (i.e la fonctionx 7� ! e( x) ) et la
géométrie de la scène, cette équation dé�nit implicitement la radiositéb( x) en tout pointx
de la scène.

f
x

y
q'

f '

q

r

FIG. 1.4:Distance et angles associés à un couple de points mutuellement visibles. Voir note
de bas de page, page 20

(b) Traitement de la couleur

Nous n'avons pas jusqu'à maintenant parlé de couleurs. L'équation (1.8) n'est en ef-
fet valable que pour une longueur d'onde donnée et toutes ses quantités sont dé�nies par
unité de longueur d'onde. Pour obtenir une simulation en couleur, il suf�t de discrétiser le
spectre de lumière visible et résoudre l'équation de radiosité pour chaque longueur d'onde
choisie. La nouvelle équation se décompose donc en autant d'équations que de longueurs
d'ondes considérées. Elle peut être également regardée comme une seule équation dont
l'inconnue est une fonction à valeurs dansIRn, et dans laquelle le produit entre le vec-
teur de ré�ectances et le vecteur des intensités correspondant à chaque longueur d'onde
s'effectue composante à composante. Cette modélisation suppose cependant qu'il n'y a
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aucun transfert d'énergie entre les différentes longueurs d'onde (phénomène appelé�uo-
rescence), ce qui permet de conserver l'indépendance des équations pour les différentes
longueurs d'onde. Une telle supposition ne limite cependant pas notablement la modélisa-
tion d'effets de transferts de couleurs (color bleeding) [GTGB84], puisque la couleur des
surfaces,i.e leur ré�ectance, est la plupart du temps composée de plusieurs des longueurs
d'onde de base.

Sur les écrans d'ordinateurs, les couleurs sont rendues par mélange de trois longueurs
d'onde de base : le rouge, le vert et le bleu. On résout donc l'équation de radiosité, dans la
plupart des implémentations, pour une fonction à valeur dansIR3. La solution est donc en
chaque point un triplet de valeurs (rouge, vert, bleu).

1.1.3 Discrétisation

Excepté dans de très rares cas d'école [SP94], on ne connaît pas de solution analytique
à l'équationintégrale(1.8). On approche généralement la solution de cette équation par
une méthode de collocation [AC97] ou une méthode d'éléments �nis, dont fait partie la
méthode de radiosité.

La méthode de radiosité est plus précisément uneméthode de Galerkin. Elle consiste
donc à approcher la solutionb par un élémentb d'un sous-espace vectoriel des fonctions
continues par morceau surS, de dimension �nie. On choisit généralementb polynomiale
par morceaux. Nous présentons ici brièvement la démarche de discrétisation correspondant
à des polynômes de degré 0. Bien que des travaux aient été réalisés en utilisant des po-
lynômes de degré supérieur [Zat93, TM93], cette approximation est la plus couramment
utilisée.

NotonsE l'ensemble des fonctions uniformes par morceaux surS. Plus précisément,
nous pavonsS par des sous-surfacesAi d'aire non nulle et partageant leur frontière avec
leurs voisines, et approchons la solutionb par une fonction uniforme sur chaqueAi. La
�gure 1.5 donne un exemple d'une telle discrétisation.

FIG. 1.5:Exemple de scène discrétisée. Une scène constituée de 6 polygones(à gauche)a
été discrétisée en525surfaces élémentaires sur lesquelles la radiosité est approchée par
une valeur uniforme.

Notonsai l'aire deAi et posons

j i ( x) =

1
p

ai
1Ai ( x) =

(

1
p

ai
si x 2 Ai

0 sinon

Alors ( j k) k2 IN est une famille libre orthonormée pour le produit scalaire

< f ; g > =

Z

S
f ( x) g( x) dx
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Soitb( x) =

N

å
i= 1

Bi j i ( x) la meilleure approximation deb( x) dansE au sens des moindres

carrés. Nous avons alors

8 i 2 INn < b � b; j i > = 0

i.e

8 i 2 INn Bi =

Z

Ai

b( x) dx

En appliquant cette relation aux deux membres de l'équation (1.8), nous obtenons :

Bi =

1
ai

Z

Ai

e( x) dx
| {z }

NotéEi

+

1
ai

Z

Ai

Z

S
b( y) v( x; y)

cosqcosq0

pr2 dxdy

Les Ai ne forment pas une partition deS, mais à part au niveau des frontières entre
ces éléments, qui forment un ensemble de mesure nulle, tout pointy est contenu dans
exactement une surfaceAj . Nous avons donc

Bi = Ei +

1
ai

Z

Ai

N

å
j = 1

Z

Aj

b( y) v( x; y)

cosqcosq0

pr2 dxdy

D'autre part, surAj , la radiosité s'écrit

b( x) = Bj + DBj

oùDBj désigne l'écart de la radiosité à sa moyenne surAj .
Si b est continue surAj , alors l'approximationb( x) #Bj est asymptotiquement “exacte”

quand le diamètre deAj tend vers 02. Nous pouvons donc asymptotiquement approcher la
solution de l'équation de radiosité continue par l'élément deE dont les composantesBi
véri�ent la relation suivante :

Bi = Ei +

1
ai

Z

Ai

N

å
j = 1

Z

Aj

Bjv( x; y)

cosqcosq0

pr2 dxdy

i.e :

8 i 2 INN Bi = Ei + r i

N

å
j = 1

BjFi j avec Fi j =

1
ai

Z

Ai

Z

Aj

v( x; y)

cosqcosq0

pr ( x; y)

2 dxdy (1.9)

Les quantitésFi j appeléesfacteurs de forme, traduisent la contribution de chaque sur-
faceAj à la radiosité de la surfaceAi. Pour obtenir les valeursBi, il suf�t donc de former et
résoudre le système linéaire (1.9), ce que nous expliquons dans la section suivante.

1.1.4 Résolution de l'équation discrète

Pour former le système linéaire (1.9), il faut tout d'abord calculer les valeurs des fac-
teurs de formeFi j . En (a) nous donnerons plusieurs méthodes de calcul des facteurs de
forme auxquelles nous nous référerons tout au long de ce document. En (b), nous traiterons
de la résolution du système proprement dit.

2La convergence est alors en norme in�nie. Lorsque l'aireai tend vers 0, elle n'est qu'en normeLp



26

(a) Calcul des facteurs de forme

Lorsquev est uniforme surAi � Aj , les surfacesAi et Aj sont ditestotalement invi-
sibleslorsquev � 0 ettotalement visibleslorsquev � 1. Ces deux situations sont les seules
dans lesquelles on connaît une expression analytique du facteur de forme entreAi et Aj .
Dans les premier cas, il est nul, dans le second, une formule analytique, complexe mais
utilisable en pratique, donne sa valeur [SH93]. Cette expression analytique, que nous ne
donnerons pas ici, est obtenue à partir de la formulation suivante du facteur de forme basée
sur l'intégration le long des contoursCi etCj des surfacesAi et Aj :

Fi j =

1
2pai

I

Ci

I

Cj

logr ( x; y)

�!

dx:

�!

dy

Cette expression est elle même obtenue en appliquant la formule de Stokes à la forme
présentée sur l'équation (1.9) du facteur de forme. Notons que le fait même de déterminer si
un couple de surfaces appartient à une des deux catégories de visibilité uniforme nécessite
des calculs géométriques exacts [HW91a, TH93].

Les formules analytiques étant néanmoins numériquement coûteuses, on leur préfère
souvent l'approximation grossière suivante du facteur de forme, qui est d'autant plus justi-
�ée que les surfacesAi etAj sont relativement éloignées :

Fi j # aj
cosqcosq0

pd2

Dans cette expression,d désigne la distance entre les deux surfaces, mesurée par exemple
entre leurs centres respectifs.

Le facteur de formeFi j peut également être considéré comme la valeur moyenne surAi
du facteur de forme point-polygone, notéFx; Aj d'un pointx deAi versAj :

Fi j =

1
ai

Z

Ai

Fx; Aj dx avec Fx; Aj =

Z

Aj

cosqcosq0

pr2 dy (1.10)

Lorsque la visibilité est uniformément égale à 1 sur le domaine d'intégration, une for-
mule analytique simple permet d'évaluerFx; Aj , lorsqueAj est un polygone :

Fx; Aj =

p

å
k= 1

n: gk avec gk = ai
Ri ^ Ri+ 1

k Ri ^ Ri+ 1k

(1.11)

Les quantitésgi, Ri sont dé�nies sur la �gure 1.6. Le vecteur unitairen est la normale à
la surface contenantx.

Lorsque la visibilité est partielle, seuls une intégration numérique �ne ou des calculs
géométriques poussés permettent d'obtenir des valeurs exactes du facteur de forme. L'inté-
gration peut être conduite surAi � Aj en échantillonnantk( x; y) , ou bien surAi uniquement,
en échantillonnantFx; Aj . Dans le second cas on calcule analytiquementFxk; Aj sans tenir
compte de la visibilité, puis on le multiplie par une valeur moyenne de la visibilité dexk
versAj elle même obtenue par échantillonnage dev( x; y) :

Fi j #
1
ai

å
k

VkFxkAj avec Vk =

1
N

N

å
p= 0

v( xk; yp)

Dans tous les cas, la visibilité rendant la fonction à intégrer discontinue, l'utilisation des
méthodes d'intégration à base d'interpolation polynomiale (Quadrature de Gauss, formules
de Newton-Cotes) n'apporte rien à la précision du résultat. On utilise plutôt des méthodes
de typeméthode des rectanglesavec une précision d'échantillonnage suf�sante.

L'intégrale dé�nissantFx; Aj peut également être approchée de façon ef�cace grâce à la
technique de l'hémicube[CG85], consistant à pré-calculer les facteurs de forme d'un point
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x
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k
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k

FIG. 1.6:Notations pour la formule du facteur de forme point-polygone.

situé au centre d'un cube vers des éléments de subdivision des faces d'un demi-cube, dont
la base est centrée en ce point (C.f �gure 1.7). Pour calculer le facteur de forme d'un point
x vers une surfaceAj , on projetteAj sur l'hémicube et on ajoute la contribution précalculée
de toutes les facettes du cube dont le centre est dans la projection deAj . Cette technique a
l'avantage de permettre de traiter les cas de visibilité partielle : il suf�t pour cela de projeter
également les obstacles potentiels entrex et Aj et de retirer les facettes masquées par cette
nouvelle projection.

jA

x

FIG. 1.7:Illustration de la méthode de l'hémicube.

En�n, certaines méthodes sont basées sur l'énumération des relations géométriques liant
la source, le récepteur et les éléments faisant occlusion pour en déduire une expression
exacte du facteur de forme point-polygone ou même polygone-polygone [DDP97]. Des
méthodes analytiques permettent également de se situer à mi-chemin, en offrant de calculer
exactement le terme de visibilité moyenneVk intervenant dans l'intégration numérique du
facteur de forme [Tam92, Hec92, DF94]. Ces méthodes sont cependant dif�ciles à mettre
en œuvre et très sensibles à la précision numérique.

Le calcul des facteurs de forme est donc en général une opération coûteuse et approxi-
mative. En formant le système linéaire, il est cependant possible de faire l'économie du
calcul d'un certain nombre deFi j , en se basant sur les propriétés suivantes, qui découlent
rapidement de l'expression intégrale du facteur de forme :
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Propriété 1 Si Ai et Aj sont coplanaires, alors Fi j = 0.

Propriété 2 On a toujours aiFi j = ajFji .

En�n, nous feront grand usage de la propriété suivante, qui traduit la conservation de
l'énergie dans la scène :

Propriété 3 Pour toute facette Ai, la somme des facteurs de forme vers toutes les autres
facettes Aj de la scène véri�e :

å
j 6= i

Fi j � 1

En effet, nous pouvons écrire en tout point x de Ai, que :

å
j 6= i

Fx; Aj =

Z

S

cosqcosq0

pr2 v( x; y) dy

NotonsWl'ensemble des directions incidentes en x. En utilisant (1.1) on obtient :

Z

S

cosqcosq0

pr2 v( x; y) dy �

Z

W

cosq
p

dw

et
Z

W

cosq
p

dw =

1
p

Z

C( x; 1)

ds

= 1

Dans cette dérivation,C( x; 1) désigne le cercle de centre x et de rayon1 dans le plan de
Ai. L'élémentcosqdw peut en effet être lu comme l'aire de la projection d'un élément de
surface in�nitésimal de la sphère unité centrée en x, sur le plan de Ai. L'intégrale vaut donc
l'aire du cercleC, i.e p.

En�n, å j 6= i Fi j est la moyenne sur Ai deå j 6= i Fx; Aj . D'où le résultat.

(b) Résolution itérative

NotonsM la matriceN � N de terme général

mi j = r iFi j

Le système (1.9) s'écrit alors
B = E + MB (1.12)

oùB est le vecteur des valeurs de radiositéBi et E celui des émittancesEi.
Ce système admet une unique solution à la condition nécessaire et suf�sante que la

matriceI � M soit inversible,i.e [Atk89] que le rayon spectral deM véri�e

r ( M) < 1

NotonsS¥ la norme matricielle engendrée par la normek : k ¥ deIRN :

S¥ ( M) = sup
x6= 0

k Mxk ¥

k xk ¥
= max

i
å

i
j mi j j

On a alors pour toute matriceA [Atk89] :

r ( A) � S¥ ( A)
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D'autre part

S¥ ( M) = max
i

å
j

j mi j j

= max
i

r i å
j

Fi j

< max
i

r i (grâce à la propriété (3))

< 1

Nous en déduisons l'existence d'une unique solution au système (1.9). Cette solution
est par ailleurs l'unique limite de l'itération linéaire de Jacobi :

B( n+ 1)

= E + MB( n) (1.13)

Nous avons donc également :

B =

 

¥

å
k= 0

Mk

!

E

Le système linéaire (1.9) donnant les valeurs de radiositéBi sur les surfaces élémen-
taires est un systèmeplein au sens où relativement peu de ses coef�cients sont nuls. Pour
une scène de taille moyenne, le nombreN de ses inconnues dépasse facilement plusieurs di-
zaines de milliers, ce qui rend totalement inapplicables des méthodes directes de résolution
de systèmes linéaires, dont le coût est enO( N3

)

3.
D'autre part, du fait que l'on se satisfait souvent d'une solution approximative, les

méthodes itératives (méthode deJacobi, deGauss-Seidel) dont le coût d'une itération est
O( N2

) , paraissent plus indiquées. La relationS¥ ( M) < 1 assure la convergence des mé-
thodes itératives deJacobiet Gauss-Seidelpour résoudre le système (1.12). En pratique,
la méthode deGauss-Seidelest préférée à celle deJacobiparce qu'elle répartit plus rapi-
dement l'énergie dans la scène au cours des premières itérations, du fait qu'elle prend en
compte les valeurs calculées pour toutes les lignes précédentes à l'itération courante.

La méthode deGauss-Seideladmet une interprétation physique simple : pour chaque
ligne du système on effectue successivementBi = Ei + r i å j Fi j B j. Cela signi�e que pour
chaque surfaceAi on ajoute àBi la contribution de la radiosité de toutes les autres surfaces
Aj .

Une autre méthode itérative, la méthode deSouthwell[SP94, GC93] est également
utilisée, et admet une interprétation physique “duale” : pour chaque surfaceAi, on ajoute à
toutes les autres surfacesAj la contribution deAi à la radiositéBj . Cette seconde méthode
a l'avantage d'illuminer très rapidement la scène au cours des premières itérations, si l'on
choisit de commencer par envoyer de l'énergie depuis les sources de lumière.

Le point de départB( 0) des itérations linéaires n'in�uant par sur la limite de l'itération,
le vecteur initial des valeurs de radiosité est souvent choisi nul (ou égal au vecteur des
émittance). Un choix judicieux deB( 0) , anticipant la répartition générale de la lumière dans
la scène, permet cependant d'obtenir plus rapidement une image correcte [CCWG88].

1.2 Méthodes hiérarchiques de Radiosité

L'utilisation de méthodes hiérarchiques dans le cadre de la radiosité provient de l'ana-
logie avec les problèmes d'interaction àN corps, et fut introduite par Hanrahan [HSA91].
Nous décrivons dans cette section le principe de base de la méthode de radiosité hiérar-
chique, ainsi que celui d'une autre méthode hiérarchique plus générale : leclustering.

3Dans le cas de la méthodeGauss, son instabilité suf�t à la rendre inutilisable pourN > 100



30

1.2.1 Principe

Dans des scènes de complexité moyenne (1000 polygones et plus), la méthode de radio-
sité est rapidement saturée par la �nesse du maillage nécessaire pour reproduire les ombres
des objets, ou simplement prendre en compte les variations de l'éclairage sur des polygones
de grande taille. Cela vient du fait que, dans la méthode de radiosité, le maillage est af�né
indépendamment pour les contributions de toutes les surfaces à la radiosité d'un élément.
Par exemple, lorsque deux surfacesAi et Aj sont très proches il peut être nécessaire de
subdiviserAi pour y calculer la contribution deAj avec suf�samment de précision (C.f �-
gure 1.8). En revanche, si l'on calcule la contribution deAi à la radiosité d'une surfaceAk
située très loin, on s'aperçoit que la corrélation entre le noyau de la radiosité et la radiosité
surAi est faible :

b( x) = e( x) + r ( x)

Z

Ai

b( y) G( x; y) dy

# e( x) + r ( x)

Z

Ai

b( y) dy
Z

Ai

G( x; y) dy

# e( x) + r ( x) Fx; Ai

Z

Ai

b( y) dy

Cela signi�e que, dans ce cas, la radiosité moyenne surAi suf�t à exprimer correctement
le transfert, et donc que l'interactionAi � ! Ak peut être calculée en considérantAi comme
une seule surface élémentaire dont la radiosité est la moyenne des radiosités de ses sous-
surfaces.

De même, il peut se produire queAi n'ait pas besoin d'être subdivisée pour calculer la
lumière reçue depuisAj mais doive l'être pour celle qu'elle envoie àAk.

k

A

Ak

j

i

Aj

A

Ai

A

FIG. 1.8:Exemple de surface subdivisée pour la réception uniquement

Le principe de base de la radiosité hiérarchique est d'établir les transferts d'énergie au
niveau le plus adéquat relativement à la précision voulue et au temps de calcul autorisé. Les
interactions énergétiques sont donc établies au niveau le plus haut possible, pour économi-
ser un maximum de calculs mais suf�samment bas pour contenir l'erreur sous un seuil �xé
par l'utilisateur.

Pour cela, les interactions entre surfaces sont symbolisées par desliens. Le niveau hié-
rarchique d'établissement des liens dépendant de la radiosité sur les surfaces, les liens
doivent éventuellement être raf�nés selon les valeurs de radiosité nouvellement calculées,
pour respecter le seuil de précision imposé par l'utilisateur. D'autre part, comme les liens
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propagent de l'énergie lumineuse à différents niveaux dans la hiérarchie, la cohérence de la
représentation multi-échelles de la radiosité doit être assurée après chaque transfert d'éner-
gie. Chaque itération de radiosité hiérarchique est donc généralement composée de trois
phases : leraf�nement(ouRe�ne), la propagation de l'énergie le long des liens (ouGather)
et la distribution des valeurs de radiosité sur tous les niveaux hiérarchiques (ouPush/Pull).
Nous allons maintenant expliquer plus en détail ces trois étapes élémentaires.

(a) Raf�nement

La phase de raf�nement consiste à parcourir l'ensemble des liens, et pour chacun d'eux,
décider si l'approximation du transfert d'énergie qu'il représente est suf�samment précise.
Si oui, le lien est laissé tel quel ; sinon il estraf�né, ce qui signi�e que l'on subdivise
l'émetteur ou le récepteur, créant ainsi autant de nouveaux liens (C.f �gure 1.9) qui sont à
leur tour examinés récursivement. Le raf�nement d'un lien s'arrête lorsque la précision du
transfert pour ce lien est atteinte, ou lorsque l'aire des surfaces qu'il relie passe en dessous
d'un seuil limite, également �xé par l'utilisateur.

A AiA
jAiA jjAi

FIG. 1.9:Un lien représentant un transfert d'énergie d'une surface Aj vers une surface Ai
(à gauche)a été raf�né,au centre, par raf�nement du récepteur, età droite, par raf�nement
de l'émetteur.

Le processus de raf�nement nécessite donc de pouvoir estimer la qualité de l'approxi-
mation réalisée en calculant le transfert d'énergie entre deux surfaces par un unique facteur
de forme. L'erreur d'approximation est en général estimée à l'aide d'unoracle de raf�-
nement, prenant en compte différents aspects de l'approximation : variations de la radio-
sité sur l'émetteur, présence d'obstacles entre l'émetteur et le récepteur, quantité d'énergie
transférée, qualité de l'approximation du facteur de forme lui-même. L'oracle de raf�ne-
ment sert également à choisir, si nécessaire, entre la subdivision de la source ou du récep-
teur. Nous présenterons au chapitre 2 (section 2.3.3) et au chapitre 8 des exemples de tels
oracles de raf�nement.

Les surfaces élémentaires utilisées en radiosité hiérarchiques sont habituellement des
triangles et des quadrilatères. Elles sont généralement subdivisées comme l'indique la �-
gure 1.10.

FIG. 1.10:Subdivision des quadrilatères et des triangles
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(b) Propagation de l'énergie

La seconde phase de l'itération sert à propager l'énergie le long des liens établis par
l'opération de raf�nement. L'ensemble des liens est parcouru ; pour chacun d'entre eux on
calcule le transfert d'énergie correspondant à partir de la radiositéBj de la surface émettrice
et du facteur de formeFi j du récepteurAi vers l'émetteurAj :

Ii j = Fi j Bj

La valeur obtenue est stockée au niveau du récepteur. Elle ne représente pas de la radio-
sité, mais de l'irradiance, que l'on convertit en radiosité par produit avec la ré�ectance du
récepteur lors de la phase suivante.

(c) Push/Pull

Comme nous l'avons dit, la phase dePush/Pullsert à assurer la cohérence des valeurs
de radiosité issues de de la propagation de l'énergie effectuée lors de la phase précédente.
La radiosité sur les surfaces émettrices doit en effet être mise à jour en tenant compte
de l'énergie apportée à tous les niveaux de la hiérarchie. Ceci est généralement effectué
par un parcours en profondeur de la hiérarchie (C.f �gure 1.11) : lors de la descente, les
valeurs d'irradiance sont ajoutées jusqu'au niveau des feuilles de la hiérarchie, où leur
valeur cumulée est multipliée par la valeur de ré�ectance de la feuille, pour obtenir la
radiosité de cette feuille. Lors de la remontée, la radiosité d'un élément est calculée comme
la moyenne des radiosités de ses �ls pondérées par les aires des sous-surfaces associées.

A l'issue de la phase dePush/Pull, la radiosité est représentée de manière cohérente à
tous les niveaux hiérarchiques du maillage.

(b)(a)

+

+

FIG. 1.11:Illustration de la phase de Push/Pull permettant de rendre cohérente la repré-
sentation hiérarchique de la radiosité. (a) Au cours de la descente, les valeurs d'irradiance
sont accumulées jusqu'au niveau des feuilles. (b) Les valeurs de radiosité sont moyennées
lors de la remontée.

La méthode de radiosité hiérarchique consiste à enchaîner les trois phases que nous ve-
nons de décrire, autant de fois que nécessaire pour obtenir une approximation raisonnable




































































































































































































































































































































