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R�esum�e

Dans cette th�ese, nous proposons une m�ethode de r�esolution des probl�emes de la
g�eom�etrie algorithmique pos�es pour des objets courbes (par opposition aux objets \lin�eaires" :
ensembles de points, segments, polygones: : : ). Les objets que nous �etudions sont des
courbes de B�ezier composites, choisies, d'une part, pour le r�ealisme qu'elles assurent dans
la mod�elisation g�eom�etrique, et d'autre part, pour la facilit�e du traitement algorithmique
que leurs propri�et�es o�rent.

Notre approche met l'accent sur les aspects topologiques des probl�emes abord�es, en �evi-
tant les incoh�erences que la r�esolution en arithm�etique 
ottante d'�equations alg�ebriques de
degr�e �elev�e (g�en�er�ees par le traitement direct des courbes) peut le plus souvent introduire.
Cet objectif est atteint par l'utilisation d'approximations polygonales convergentes, qui
dans le cas des courbes de B�ezier sont naturellement fournies par les polygones de contrôle
par l'interm�ediaire de la subdivision de de Casteljau.

Deux des probl�emes fondamentaux de la g�eom�etrie algorithmique sont trait�es ici, l'enve-
loppe convexe et les arrangements, les deux en dimension 2. Dans le cas des arrangements,
la notion de topologie (combinatoire) est bien connue ; dans celui de l'enveloppe con-
vexe, nous la d�e�nissons rigoureusement. Pour les deux probl�emes, nous montrons qu'il
est possible d'obtenir toute l'information topologique d�e�nissant (de mani�ere, il est vrai,
implicite, mais correcte et compl�ete) la solution exacte en travaillant exclusivement sur les
approximations polygonales des objets donn�es.

Les r�esultats th�eoriques obtenus sont concr�etis�es par des algorithmes dont la convergence
et la correction sont d�emontr�ees et pour lesquels des �etudes de coût sont r�ealis�ees. Des
exemples illustrent le fonctionnement de ces algorithmes, validant la m�ethode propos�ee.

Mots-clef : g�eom�etrie algorithmique, CAGD, coh�erence topologique, enveloppe con-
vexe, arrangement, courbe de B�ezier, approximation, subdivision, convergence

Abstract

In this thesis, we propose a method for solving computational geometry problems posed
for curve objects (in contrast with \linear" objects: sets of points, segments, polygons: : : ).
The objects we study are composite B�ezier curves, chosen, on one hand, for the realism
they assure in geometric modelling, and on another hand, for the ease of algorithmic
processing that their properties o�er.

Our approach emphasizes the topological aspects of the addressed problems, avoiding
the inconsistencies that 
oating point arithmetic solving of high degree algebraic equations
(generated by curves direct processing) often induces. This aim is reached through the use
of converging polygonal approximations, which, in the case of B�ezier curves, are naturally
provided by the control polygons via the de Casteljau subdivision.

Two of the computational geometry fundamental problems are addressed here, the
convex hull and the arrangements, both of them in the dimension 2. In the arrangements'
case, the notion of topology (combinatoric) is well known; in the convex hull's one, we
de�ne it rigorously. For the two problems, we show that one can obtain all the topological



information de�ning (implicitly, it is true, but correctly and completely) the exact solution
dealing exclusively with the polygonal approximations of the given objects.

The theoretical results we have obtained are made concrete by the design of algorithms
proven correct and convergent and for which cost studies have been done. Some examples
illustrate the functioning of these algorithms, demonstrating the validity of the proposed
method.

Keywords: computational geometry, CAGD, topological coherence, convex hull, ar-
rangement, B�ezier curve, approximation, subdivision, convergence
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Introduction

�A ses d�ebuts, la g�eom�etrie algorithmique s'est int�eress�ee �a la r�esolution de divers pro-
bl�emes g�eom�etriques pour des objets que nous appellerons \lin�eaires" : des ensembles
de points, de segments, de droites, et des polygones, dans le plan, et respectivement
leurs g�en�eralisations en dimensions sup�erieures, pour les �etudes e�ectu�ees dans IRd. Les
op�erations de base n�ecessaires sur ces objets (comme le calcul de l'intersection de deux
droites donn�ees, ou le calcul de la droite passant par deux points donn�es) se traduisaient par
des �equations ou des syst�emes d'�equations de degr�e un, qui pour des donn�ees rationnelles
ont des solutions rationnelles et pouvaient raisonnablement être consid�er�es comme solubles
de mani�ere exacte et en temps O(1).

Depuis, deux tendances assez contradictoires se sont manifest�ees. D'un côt�e, un besoin
croissant de pr�ecision s'est fait sentir, mettant (�a juste titre) en doute l'exactitude des
solutions fournies par l'ordinateur même pour les syst�emes d'�equation de degr�e un. Ceci
a men�e �a un traitement plus �n de la manipulation des nombres r�eels, par l'introduction
des arithm�etiques paresseuses et d'intervalle ou par d'autres approches \arithm�etiques".
D'un autre côt�e, dans la mod�elisation des objets du monde r�eel est requis un plus grand
r�ealisme que celui assur�e par les approximations polygonales. Ceci implique le travail sur
des \courbes" (notion �a pr�eciser en fonction du contexte), entit�es autrement plus complexes
que les objets lin�eaires, et a pour cons�equence la g�en�eration de syst�emes alg�ebriques de
degr�e �elev�e qui devraient être r�esolus de mani�ere exacte. Le parti g�en�eralement pris par
les auteurs s'�etant pench�es sur des concr�etisations de cette derni�ere tendance est d'utiliser
un certain nombre de primitives, ou \oracles", fournissant les solutions des probl�emes
�el�ementaires pos�es pour des courbes (comme le calcul des droites d'appui communes de
deux courbes) et de consid�erer que la r�esolution de ces primitives se fait de fa�con exacte
et en temps constant (d�ependant �eventuellement des courbes trait�ees). Nous aurons ainsi
d'une part une primitive calculant de mani�ere exacte l'intersection de deux courbes, et
d'une autre part le doute sur l'exactitude de la r�eponse de l'ordinateur �a la question de
l'appartenance d'un point �a une droite.

Le principe sur lequel les travaux pr�esent�es dans cette th�ese sont bas�es se situe quelque
part entre les deux tendances mentionn�ees. L'utilit�e de l'emploi des courbes dans la mo-
d�elisation g�eom�etrique est ind�eniable, nous traitons donc des courbes planes satisfaisant
certaines propri�et�es. Mais le fait que, g�en�eralement, les op�erations de base sur ces courbes
ne peuvent pas être e�ectu�ees de mani�ere exacte par l'ordinateur est aussi ind�eniable, et de
point de vue g�eom�etrique et topologique cela peut g�en�erer des incoh�erences dans la sc�ene
�etudi�ee. Une solution serait d'utiliser des arithm�etiques exactes, mais cette approche nous
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�eloignerait des aspects g�eom�etriques du probl�eme �a r�esoudre. Nous avons donc choisi de
nous concentrer sur la topologie des objets donn�es et de la solution cherch�ee, la notion de
\topologie" �etant �a d�e�nir dans le contexte du probl�eme �a traiter.

Notre m�ethode consiste �a utiliser, pour un objet courbe donn�e, une suite d'approximati-
ons polygonales convergeant, dans un sens pr�ecis�e, vers l'objet. Plus pr�ecis�ement, si O est
l'objet courbe et fPig est la suite de polygones l'approchant, nous avons prouv�e que la
solution S(O) du probl�eme �etudi�e pour l'objet O est �a son tour approch�ee par la suite
fS(Pi)g des solutions respectives du probl�eme pour les polygones Pi. Plus, nous avons
montr�e qu'il existe un indice i0 (d�ependant de O) tel que la topologie de S(Pi) soit \la
même" que la topologie de S(O) pour tout i � i0. Bien sûr, nous avons d�e�ni d'abord de
mani�ere rigoureuse ce que nous comprenons par \topologie de la solution" et par \même
topologie".

Th�eoriquement, ce proc�ed�e pourrait être appliqu�e �a des courbes (de Jordan) satisfaisant
un minimum de conditions assurant l'existence des suites de polygones les approchant.
Dans la pratique, si nous voulons pouvoir impl�ementer les algorithmes de r�esolution des
probl�emes donn�es qui d�ecoulent de notre m�ethode, il s'impose de restreindre la famille
de courbes impliqu�ees. Nous avons choisi de travailler avec des courbes param�etriques
contrôl�ees par des points ; concr�etement, les algorithmes ont �et�e impl�ement�es pour des
courbes de B�ezier, et pour la facilit�e de l'expression ce sont ces courbes dont nous par-
lerons tout au long de ce document. Remarquons toutefois, comme il sera pr�ecis�e dans la
deuxi�eme partie du premier chapitre, que d'autres types de courbes param�etriques r�epon-
dent aux propri�et�es demand�ees pour l'application de notre m�ethode : les courbes de B�ezier
rationnelles, les B-splines, les NURBS.

L'avantage majeur (de notre point de vue) de ces familles de courbes est d'avoir associ�ee,
par d�e�nition, la suite convergente de polygones dont nous parlions ; en plus, chacun
de ces polygones satisfait, toujours par d�e�nition, toutes les bonnes propri�et�es assurant
l'aboutissement de notre discours. La suite de polygones est construite de mani�ere r�ecursive
par l'application d'un algorithme de subdivision qui, pr�ecision importante pour l'esprit
de l'approche que nous pr�esentons, obtient le polygone de l'it�eration i + 1 en utilisant
uniquement le polygone de l'it�eration i, sans avoir besoin d'informations contenues dans
la courbe elle-même. Ainsi, une fois que les polygones initiaux sont connus, les courbes
peuvent être compl�etement ignor�ees et nous sommes lib�er�es de l'emploi des primitives dont
nous avons parl�e au d�ebut de l'introduction. Dans le cas des courbes de B�ezier, l'algorithme
de subdivision est �evidemment celui de de Casteljau.

Nous nous devons maintenant de pr�eciser que notre m�ethode, telle qu'elle est appliqu�ee
dans les travaux de cette th�ese, ne fournit pas encore la solution topologique parfaitement
rigoureuse aux probl�emes abord�es�es. Ceci est dû au fait que, même en ne manipulant
jamais directement les courbes concern�ees, des impr�ecisions de calcul vont quand même
apparâ�tre dans le traitement des donn�ees, car nous avons utilis�e l'arithm�etique 
ottante
pour e�ectuer toutes les op�erations �el�ementaires sur les points, segments et droites g�en�er�es
dans les calculs sur les polygones approchants. Pour que notre d�emarche atteigne pleine-
ment son but, l'utilisation d'une arithm�etique exacte, paresseuse ou d'intervalle, s'impose
comme une continuation naturelle des travaux.

Le premier chapitre de la th�ese est consacr�e �a la d�e�nition rigoureuse des objets sur
lesquels nous avons travaill�e, les polycourbes. Le point de d�epart est constitu�e par le
splinegone, introduit par Souvaine [Sou], mais certaines impr�ecisions (que nous avons com-
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ment�ees) dans la d�e�nition de celui-ci nous empêchent de nous en servir dans notre pr�esen-
tation. N�eanmoins, quelques r�esultats int�eressants concernant le splinegone (ou un objet
qui, si il n'est pas explicitement appel�e ainsi, en satisfait les propri�et�es) sont d�ej�a parus
dans la litt�erature, et par cons�equent nous avons jug�e important de prouver que le nouvel
objet est un splinegone.

La deuxi�eme partie du chapitre est d�edi�ee au \mariage" de la polycourbe et des courbes
de B�ezier, qui a eu comme r�esultat les polycourbes de B�ezier. Pour des raisons dûment ex-
pliqu�ees, les courbes de B�ezier g�en�erales ne conviennent pas �a l'usage que nous voulons en
faire, nous avons donc utilis�e uniquement les courbes de B�ezier de B-polygone (ou polygone
de contrôle) simple et convexe, que nous avons nomm�ees courbes de B�ezier compl�etement
convexes. Nous remarquons ici que nous avons pr�ef�er�e la d�enomination \B-polygone" �a
celle, g�en�eralement employ�ee, de \polygone de contrôle" pour le polygone associ�e �a une
courbe de B�ezier, pour �eviter les confusions entre le polygone de contrôle d'une courbe de
B�ezier et le polygone de contrôle d'une polycourbe de B�ezier, notion introduite et largement
utilis�ee dans cette th�ese. Nous avons aussi prouv�e, pour une polycourbe de B�ezier quel-
conque (qui est par d�e�nition une courbe simple), l'existence, sous certaines conditions,
d'un polygone de contrôle simple. Ainsi, une caract�eristique topologique de base de la
polycourbe est partag�ee par son polygone de contrôle.

Deux probl�emes fondamentaux de la g�eom�etrie algorithmique ont �et�e abord�es dans cette
th�ese : l'enveloppe convexe et les arrangements. �A chacun des deux, nous avons d�edi�e deux
chapitres, l'un pr�esentant des r�esultats de nature th�eorique et l'autre pr�esentant en d�etail
les algorithmes d�ecoulant de notre m�ethode, avec leurs justi�cations de correction et de
convergence, et des r�esultats num�eriques.

Les chapitre deux et trois sont ainsi consacr�es �a l'�etude de l'enveloppe convexe d'une
polycourbe (de B�ezier) ferm�ee. Si pour les arrangements la notion de topologie (combina-
toire) est bien connue, la topologie de l'enveloppe convexe est une notion assez 
oue. En
cons�equence, nous avons commenc�e, dans le chapitre deux, par d�e�nir de fa�con rigoureuse
le r�esultat que nous souhaitons obtenir, en introduisant la notion de pertinence topologique.
Nous avons ensuite prouv�e l'existence d'une suite de polygones telle qu'�a partir d'un cer-
tain indice tous les polygones satisfassent les conditions de pertinence topologique relatives
�a la polycourbe qui leur est associ�ee.

Mais cette preuve fait intervenir des calculs sur les courbes de B�ezier composant la
polycourbe, elle ne peut donc pas fournir de crit�ere impl�ementable pour la pertinence
topologique. Une partie du chapitre trois est par cons�equent allou�ee �a la recherche d'un
crit�ere de pertinence topologique bas�e uniquement sur le polygone de contrôle. Une fois
le crit�ere trouv�e, l'algorithme qui a �et�e con�cu en l'utilisant est pr�esent�e et comment�e, avec
une discussion compl�ete sur sa complexit�e. Une attention sp�eciale est accord�ee aux cas
d�eg�en�er�es, la bête noire du programmeur. �A la �n du troisi�eme chapitre, les r�esultats
num�eriques obtenus sont interpr�et�es, non sans remarquer qu'ils rel�event une complex-
it�e pratique de l'algorithme largement inf�erieure �a celle th�eoriquement calcul�ee. En�n,
quelques exemples que nous avons consid�er�es int�eressants peuvent être trouv�es dans le
dernier paragraphe.

Les chapitres quatre et cinq abordent le probl�eme des arrangements de polycourbes
(de B�ezier). La premi�ere partie du chapitre quatre fait un rappel des r�esultats sur les
arrangements de courbes qui peuvent être trouv�es dans la litt�erature. Remarquons que les
courbes impliqu�ees sont toujours des courbes non born�ees ou ferm�ees, donc des courbes qui
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partagent sans �equivoque le plan en deux r�egions connexes disjointes, propri�et�e que les poly-
courbes non ferm�ees n'ont pas. Les arrangements de polycourbes seraient ainsi similaires
aux arrangements de segments plutôt qu'aux arrangements de droites. Par cons�equent,
nous avons utilis�e pour exprimer la notion d'�equivalence (topologique, combinatoire) de
deux arrangements de polycourbes les r�esultats de Vo Phi [VoP94]. Dans la deuxi�eme
partie du chapitre quatre nous avons prouv�e l'existence d'une suite d'arrangements de
lignes polygonales qui �a partir d'un certain indice sont �equivalents �a l'arrangement de
polycourbes.

Comme dans le cas de l'enveloppe convexe, la preuve mentionn�ee ci-dessus implique
des calculs directement sur les courbes de B�ezier intervenant dans l'arrangement et nous
ne pouvons donc pas nous en inspirer pour l'�elaboration d'un crit�ere d'�equivalence im-
pl�ementable. En cons�equence, la premi�ere partie du chapitre cinq pr�esente des r�esultats
nous permettant de d�eduire un test d'�equivalence bas�e uniquement sur des calculs sur ob-
jets lin�eaires, faisant intervenir les polygones de contrôle des polycourbes, ainsi que leurs
polygones support, ou porteurs. Ensuite, nous d�etaillons l'algorithme qui a �et�e con�cu pour
calculer un arrangement de lignes polygonales �equivalent �a un arrangement de polycourbes
de B�ezier donn�e, en faisant une discussion sur son coût. La �n du chapitre est d�edi�ee �a
la pr�esentation et l'interpr�etation des r�esultats num�eriques, et quelques exemples jug�es
int�eressants peuvent être trouv�es dans le dernier paragraphe.
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Petit guide �a l'usage

du t�em�eraire lecteur

Ce document n'est pas facile �a lire. Ceci est le fait aussi bien du sujet trait�e et de ce
que nous avons voulu en faire que de l'auteur. Une formation maths pures fait les gens
pointilleux sur les preuves, regardez donc les d�emonstrations mises en annexe. Il n'a pas
toujours �et�e facile de trouver la limite entre la rigueur math�ematique et le chipotage sur
les d�etails ; d'ailleurs je ne pense pas être toujours arriv�ee �a le faire. Par exemple, �a la
question \est-il �evident qu'une polycourbe de B�ezier convexe a un polygone de contrôle
convexe" (lemme II.8), j'ai �et�e fortement tent�ee de r�epondre \oui" - mais je n'ai pas c�ed�e
�a la tentation. Le r�esultat tient sur trois pages et demi (avec les �gures) et je n'en suis pas
particuli�erement ��ere.

Ces consid�erations mises �a part, le sujet est tr�es technique et, �a ma connaissance, les
courbes param�etriques n'avaient pas encore �et�e abord�ees de la mani�ere utilis�ee dans le pre-
mier chapitre, d'o�u la n�ecessit�e de prouver les petites propri�et�es \�evidentes". Observations
valables aussi pour les chapitres deux et quatre, en ce qui concerne les courbes de B�ezier.

Ce sont les raisons pour lesquelles des \aides �a la lecture" ont �et�e jug�ees plus qu'utiles
pour chaque chapitre. Sous le titre \Concentr�e de chapitre", elles apparaissent au d�ebut du
chapitre, juste apr�es l'introduction, avec laquelle elles sont forc�ement un peu redondantes.
Il m'a sembl�e que trois niveau de lecture sont �a même de satisfaire tous les goûts, avec
l'observation que le passage �a un niveau sup�erieur d'un chapitre �a un autre peut poser des
probl�emes.
Premier niveau. Vous êtes tr�es press�e et tout ce qui vous int�eresse sont les r�esultats sur
l'enveloppe convexe et les arrangements pour des courbes de B�ezier composites.
Deuxi�eme niveau. Vous avez quelque temps �a consacrer �a la lecture de ce document,
vous voulez savoir d'o�u je suis partie et o�u je suis arriv�ee, mais le comment ne vous int�eresse
pas dans le d�etail.
Troisi�eme niveau. Vous avez tout votre temps, une insatiable curiosit�e et une certaine
dose de courage aussi : vous n'avez pas besoin des \concentr�es de chapitre", car vous allez
lire le document en d�etail. J'esp�ere ne pas vous d�ecevoir...

Bonne lecture.
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Notations

A ensemble de points du plan

A { l'adh�erence de A ;

Int(A) { l'int�erieur de A ;

�(A) { la fronti�ere de A ;

E(A) { l'enveloppe convexe de A ;

" 2 IR, " > 0

B(A; ") = fP 2 IR
2 j d(P;A) < "g ;

C(A; ") = fP 2 IR
2 j d(P;A) = "g ;

P 6= Q points

PQ { la droite passant par P et Q ;

[PQ] { le segment ferm�e d'extr�emit�es P et Q ;

[PQ { la demi-droite ferm�ee d'origine P et contenant Q ;

]PQ { la demi-droite ouverte d'origine P et contenant Q ;

]PQ[= [PQ] n fP;Qg ;
�!
PQ { le vecteur d'origine P et extr�emit�e Q ;

Si A est tel que E(A) \ PQ � �(E(A)), mais A 6� PQ :

DP(PQ;A) { le demi-plan ouvert d�elimit�e par PQ et contenant Int(A) ;

DPop(PQ;A) = IR
2 nDP(PQ;A) ;

ci, pour i 2 f1; : : : ; ng, courbes planes telles que [
n
i=1ci soit une courbe ferm�ee simple

reg(c1; : : : ; cn) { la r�egion born�ee ouverte d�elimit�ee par [ni=1ci ;

~v vecteur

�(~v) { la droite support de ~v ;

�(~v;P) { la parall�ele �a �(~v) passant par P ;
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Chapitre I

La polycourbe





Premi�ere Partie

Splinegone et polycourbe

I.1. Introduction

Jusqu'�a il y a une dizaine d'ann�ees, presque tous les r�esultats de la g�eom�etrie algo-
rithmique concernaient une classe relativement restreinte d'objets, que nous appellerons
lin�eaires : des points, des droites et des segments de droite, des polygones, en deux dimen-
sions, et encore des plans et des poly�edres en trois dimensions. Malheureusement, trop
peu de cas du monde r�eel peuvent se r�eduire �a de tels objets, constitu�es d'arêtes droites et
de faces planes. Par cons�equent, s'est fait sentir le besoin d'algorithmes et de techniques
qui permettent de traiter des objets plus g�en�eraux que ceux mentionn�es ci-dessus.

La premi�ere �etape �a franchir est, �evidemment, de d�e�nir ces objets de fa�con rigoureuse.
Un premier pas dans cette direction a �et�e fait par l'introduction du splinegone [Sou86]. Des
probl�emes fondamentaux de la g�eom�etrie algorithmique ont �et�e �etudi�es pour les spline-
gones : l'intersection de deux splinegones convexes [Dob88] [Dob90], le diam�etre d'un
splinegone convexe [Dob90], la d�ecomposition monotone [Dob88] et l'enveloppe convexe
[Dob90] d'un splinegone, etc. Aussi, nous pouvons trouver dans la litt�erature d'autres
travaux sur des objets qui, même s'ils ne sont pas explicitement d�e�nis comme spline-
gones, peuvent être structur�es comme tels [Sch87], [Baj91].

Alors pourquoi ne pas travailler avec le splinegone et d�e�nir un nouvel objet ? La
raison, pr�esent�ee en d�etail dans la section trois de ce chapitre, consiste en quelques petites
omissions que nous avons constat�ees dans le mod�ele du splinegone. Ainsi, nous introduirons
la polycourbe. Les polycourbes forment une classe d'objets du plan plus restreinte que celle
des splinegones (toute polycourbe ferm�ee est un splinegone), mais n�eanmoins su�samment
g�en�erale pour que les r�esultats la concernant soient int�eressants.

Nous commen�cons par une br�eve description du splinegone, suivie par la pr�esentation
de la polycourbe. La derni�ere section de cette partie est d�edi�ee �a l'�etude des relations
reliant la polycourbe au splinegone.

I.2. Concentr�e de chapitre (I, premi�ere partie)

Premier niveau. Vous n'avez pas vraiment besoin de lire cette partie du premier chapitre.
Il n'y a que la section I.4 (La polycourbe) qui pourrait pr�esenter un (tr�es faible) int�erêt
pour vous.

Deuxi�eme niveau. Vous devriez lire les sections I.3 et I.4 compl�etement. Dans la section
I.5, vous pouvez vous dispenser de la lecture des preuves des th�eor�emes I.8 et I.10 - et bien
sûr de celle de la d�emonstration de la proposition I.7, dans l'annexe.

I.3. Le splinegone

Pour commencer, nous ferons un court passage en revue de la d�e�nition et des pro-
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pri�et�es du splinegone. La d�e�nition de cet objet, telle qu'elle peut être trouv�ee dans la
bibliographie [Dob88], [Dob90], est la suivante :

D�e�nition I.1. { Un splinegone S peut être obtenu �a partir d'un polygone P en rempla�cant
chaque arête ]sisi+1[ de P par une courbe ci qui, elle aussi, part de si et arrive en si+1 et
est telle que la r�egion S � segi born�ee par la courbe ci et le segment [sisi+1] soit convexe.
Le polygone P sera nomm�e le polygone porteur du splinegone S.

La formulation "peut être obtenu : : : �a partir de : : : " est implicite, et cette d�e�nition ne
peut pas être utilis�ee pour dire si une courbe ferm�ee quelconque est un splinegone ou non.
Ce probl�eme est partiellement r�esolu par un th�eor�eme [Dob90] qui pr�ecise les propri�et�es
qu'une courbe plane ferm�ee doit avoir pour qu'elle puisse être organis�ee comme splinegone,
nous pr�esenterons plus tard ce th�eor�eme.

Regardons maintenant la �gure I.1(a) : quelle est la r�egion born�ee par la courbe ci et
le segment [sisi+1]?

ci

si

ci

si
si+1

(b)(a)

si+1

Figure I.1

Dans ce cas l�a, la notion de "r�egion born�ee par : : : " est assez ambigu�e, mais supposons que
l'on comprend par l�a l'union de toutes les r�egions born�ees dont la fronti�ere est form�ee par
des morceaux de ci et du segment [sisi+1], et alors le cas de la �gure I.1(a) ne pr�esente pas
un bon remplacement du segment [sisi+1] par une courbe, car S � segi n'est pas convexe.
Par contre, dans la �gure I.1(b) S� segi, dans l'interpr�etation que nous venons de donner,
est convexe, et donc ci satisfait les conditions de la d�e�nition et peut constituer une arête
de splinegone. Il est bien sûr clair qu'en fait tels r�egions S � segi ne sont pas souhaitables
et que la d�e�nition est incompl�ete ; il su�t d'imposer �a la courbe plane ferm�ee form�ee par
l'union de ci et [sisi+1] d'être simple pour que toutes ces confusions disparaissent.

Revenons maintenant au th�eor�eme mentionn�e ci-dessus. Son �enonc�e est le suivant :

Th�eor�eme I.2. { Toute courbe plane ferm�ee S peut être consid�er�ee comme un splinegone
pourvu que les deux conditions suivantes sont satisfaites :
{ S a seulement un nombre �ni de points d'in
exion ;
{ toute droite coupe S en au plus un nombre �ni de points ou segments de droite.

Si soit l'une, soit l'autre des deux conditions n'est pas v�eri��ee, alors S ne peut pas avoir
une structure de splinegone.

La d�emonstration est constructive et pour les besoins de la discussion nous la r�esumons :
pour d�eterminer un polygone porteur pour une courbe S, les auteurs commencent par
tracer la courbe dans le sens inverse des aiguilles d'une montre, en introduisant tous les
points d'in
exion comme premiers sommets d'un polygone porteur P. Ensuite, ils pr�esen-
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tent deux m�ethodes pour introduire des sommets suppl�ementaires, qui seront des points
des arcs ci, dans le but de rendre toutes les r�egions S � segi convexes. Nous n'entrerons
pas dans les d�etails de ces m�ethodes, car elles ne nous int�eressent pas par la suite.

La premi�ere remarque est que la notion de point d'in
exion pose quelques probl�emes,
car plusieurs d�e�nitions d'un point d'in
exion existent dans la litt�erature. Si par point
d'in
exion on comprend un point r�egulier o�u la courbe traverse sa tangente (autrement
dit, en supposant que la param�etrisation de la courbe a les propri�et�es de continuit�e et
de d�erivabilit�e requises, un point o�u la premi�ere d�eriv�ee est non-nulle et la deuxi�eme est
colin�eaire avec elle), alors la courbe S de la �gure I.2 n'aura aucun point d'in
exion et
donc aucun polygone porteur ne pourra être construit par la m�ethode pr�esent�ee dans la
preuve du th�eor�eme, même s'il est �evident que cette courbe peut être structur�ee comme
splinegone. Si nous consid�erons, pour le point d'in
exion, une autre d�e�nition : un point
o�u la premi�ere et la deuxi�eme d�eriv�ee existent et sont colin�eaires, alors le probl�eme de
la courbe de la �gure I.2 est r�esolu si les points de discontinuit�e de la tangente sont des
points o�u la premi�ere d�eriv�ee s'annule (ce qui n'est jamais vrai si S est param�etris�ee par
l'abscisse curviligne).

S

Figure I.2

Mais l�a encore toute une classe de courbes planes ferm�ees est \perdue", par exemple
toutes les ellipses, courbes qui satisfont les conditions de l'�enonc�e, mais pour lesquelles
nous ne pouvons pas construire de polygone porteur par la m�ethode d�ecrite dans la preuve,
toujours parce qu'elles n'ont pas de point d'in
exion.

Une autre classe de courbes planes ferm�ees est exclue par l'utilisation de cette seconde
d�e�nition pour le point d'in
exion. Par exemple, si pour tout n 2 IN nous consid�erons le
point Pn(xn; yn) d�e�ni par: x0 = 1, y0 = 0, x1 = 0, y1 = �1 et pour n � 2

xn = cos(
�

2n�2
); yn = sin(

�

2n�2
) ;

la courbe S =
S1
n=0[PnPn+1], repr�esent�ee dans la �gure I.3, ne r�epond pas aux deux

conditions de l'�enonc�e du th�eor�eme et cependant peut être consid�er�ee un splinegone de
polygone porteur, par exemple, le carr�e P0P1P2P3.

Il est vrai que le th�eor�eme I.2 n'est pas un th�eor�eme de caract�erisation, il n'a�rme pas
qu'une courbe plane ferm�ee peut être consid�er�ee un splinegone si et seulement si les deux
conditions de l'�enonc�e sont satisfaites, donc le fait qu'il existe des courbes qui ne satisfont
pas les conditions et qui peuvent n�eanmoins être consid�er�ees des splinegones n'est pas une
erreur. Quand même, aussi bien la d�e�nition du splinegone que ce th�eor�eme sont des
�enonc�es restant �a un niveau tr�es intuitif, et c'est pour cette raison que nous nous sommes
pos�e le probl�eme de l'introduction formelle d'un objet gardant les bonnes propri�et�es du
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splinegone sans ses ambigu��t�es.

P0P2

Pn

P1

Figure I.3

I.4. La polycourbe

Du point de vue algorithmique, le principal avantage du splinegone est l'existence du
polygone porteur, car ce polygone approche plus ou moins le splinegone tout en �etant
beaucoup plus facile �a traiter par des algorithmes. Notre d�e�nition devra donc assurer des
propri�et�es qui permettent cette existence du polygone porteur, que nous d�e�nirons bien sûr
dans le nouveau contexte. En plus, nous consid�erons que nos courbes sont simples, d'une
part parce que cela facilite tout le discours, mais aussi parce que g�en�eralement on n'a pas
besoin de courbes non-simples pour mod�eliser des objets du monde r�eel. Il s'agira donc
de courbes planes ferm�ees simples qui doivent avoir seulement un nombre �ni de points
"mauvais" (c'est-�a-dire des points de discontinuit�e de la tangente ou des points d'in
exion)
et qui ne tournent pas sur elles-mêmes ind�e�niment. Pour pouvoir introduire ce nouvel
objet, nomm�e polycourbe, quelques consid�erations pr�eliminaires sont n�ecessaires.

I.4.1. D�e�nitions pr�eliminaires

La premi�ere notion dont nous avons besoin est celle de point d'in
exion. Nous sommes
int�eress�es par tous les points o�u le signe de la courbure d'une courbe de classe C2 change,
donc o�u l'orientation du produit vectoriel des deux premi�eres d�eriv�ees change. En plus, si
ce produit vectoriel s'annule sur tout un intervalle, nous consid�erons que la courbure a sur
cet intervalle un troisi�eme signe.

D�e�nition I.3. { Soit C une courbe plane de classe C2 et soit c : D! IR une param�etri-
sation r�eguli�ere de C, o�u D est un intervalle r�eel d'int�erieur non vide. Nous dirons que
P = c(t0) 2 C, o�u t0 2 Int(D), est un point critique de c (ou, si la param�etrisation est
�x�ee et il n'y a pas de risque de confusion, nous dirons par extension que t0 est un point
critique de C) ssi:

(I.3.i) det
�
c0(t0); c00(t0)

�
= 0 ;
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(I.3.ii) 9V � Int(D) ensemble connexe, t0 2 V , tel que det
�
c0(t); c00(t)

�
6= 0

8t 2 V n ft0g, o�u V n ft0g 6= ;:

Cette d�e�nition est plus g�en�erale que celle couramment utilis�ee pour le point d'in
exion
(point o�u la courbe traverse sa tangente), tous les points d'in
exion sont des points cri-
tiques, mais la r�eciproque n'est pas vraie. Par exemple, pour la courbe d�e�nie par

f = (x; y) : [�1; 1]! IR
2

x(t) = t

y(t) = �t4
pour t 2 [�1; 1]

le point t = 0 est un point critique sans être un point d'in
exion.

1�1

�1

0

Figure I.4 Le graphe de f

Une autre remarque est que pour les courbes qui contiennent des segments de droite
(raccord�es au moins C2), il n'y a pas des points critiques �a l'int�erieur de ces segments, mais
les deux extr�emit�es de chaque segment sont de tels points, car nous aurons besoin, pour
d�e�nir la polycourbe, de pouvoir d�elimiter les segments qui entrent dans sa composition.

L'autre condition que la polycourbe doit satisfaire pour que l'on puisse lui associer un
polygone porteur est de ne pas contenir de spirales in�nies, donc des parties qui tour-
nent sur elles-mêmes ind�e�niment. Pour assurer cette propri�et�e, une condition sur la
premi�ere d�eriv�ee sera n�ecessaire, et cette condition sera donn�ee en utilisant la notion de
k � injectivit�e.

D�e�nition I.4. { Soit A et B deux ensembles quelconques et soit f : A! B une fonction.
Pour k entier positif, nous dirons que f est k � injective ssi

card(fx 2 A j f(x) = yg) � k; 8y 2 B:

En prenant k = 1 dans cette d�e�nition, nous retrouvons l'injectivit�e habituelle des fonc-
tions.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la d�e�nition de l'objet qui sera trait�e
tout au long de cette th�ese.

I.4.2. La d�e�nition de la polycourbe

D�e�nition I.5. { Soit C une courbe plane simple recti�able d'extr�emit�es A et B et soit

c : [0; �]! IR
2 c(0) = A; c(�) = B

7



sa param�etrisation par l'abscisse curviligne. Nous dirons que C est une polycourbe si et
seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(I.5.i) il existe un nombre �ni de points

0 = t0 < t1 < : : : < tn = �

tels que cjj ]ti;ti+1[
soit de classe C2, pour tout i 2 f0; : : : ; n � 1g ;

(I.5.ii) la courbe c(]ti; ti+1[) a un nombre �ni mi de points critiques,

ti < pi1 < : : : < pimi
< ti+1;

pour tout i 2 f0; : : : ; n� 1g ;
(I.5.iii) en consid�erant la suite

q0 = t0 < q1 = p01 < : : : < qm0 = p0m0
< qm0+1 = t1 < : : : < qs = tn ;

o�u s =
Pn�1

i=0 mi + n, alors soit c0jj ]qj ;qj+1[ est constante, soit il existe k 2 IN
�

tel que c0jj ]qj;qj+1[
soit k�injective, pour tout j 2 f1; : : : ; s� 1g.

Nous voil�a ainsi en la possession d'une description math�ematique rigoureuse d'une large
classe d'objets non-lin�eaires du plan. Parmi les probl�emes de la g�eom�etrie algorithmique,
certains, par exemple le probl�eme de l'enveloppe convexe, seront pos�es uniquement pour des
polycourbes ferm�ees, tandis que d'autres, par exemple les probl�emes li�es aux arrangements,
concerneront les polycourbes quelconques.

La polycourbe est, pour l'instant, sous une forme rendant extrêmement �epineux le prob-
l�eme du traitement algorithmique. Nous cherchons donc �a l'amener �a une expression plus
abordable et nous commencerons par d�e�nir la notion qui �equivaut �a celle du polygone
porteur pour les splinegones.

D�e�nition I.6. { Soit C une polycourbe et P une ligne polygonale. Alors P est une ligne
polygonale porteuse, ou support, pour la polycourbe C ssi :

(I.6.i) tous les sommets de P appartiennent �a la polycourbe;
(I.6.ii) pour toute arête PiPi+1 de P, si ci d�enote la partie de C comprise entre Pi

et Pi+1, alors soit ci est un segment, soit la courbe ferm�ee form�ee par l'union
de ci et de PiPi+1 est simple et reg(ci;PiPi+1) est convexe.

�Evidemment, la notion de ligne polygonale porteuse d'une polycourbe ferm�ee (qui sera
une ligne polygonale ferm�ee et donc un polygone) est �equivalente �a celle de polygone
porteur d'un splinegone. Si nous prouvons que toute polycourbe ferm�ee admet un polygone
porteur, la cons�equence est que tous les algorithmes existant dans la litt�erature ([Dob88],
[Dob90], [Baj91], [Sch87]) qui sont con�cus pour tourner sur des objets qui sont en fait des
splinegones fonctionneront aussi sur les polycourbes ferm�ees.

I.5. Relations entre splinegone et polycourbe

Dans cette section, nous montrons que toute polycourbe ferm�ee est un splinegone, tout
en remarquant que la r�eciproque n'est pas vraie. Ceci sera fait en prouvant l'existence
d'une ligne polygonale porteuse pour toute polycourbe. En plus, comme les polygones
non-simples n'o�rent pas de bons r�esultats du point de vue algorithmique, nous prouverons
que toute polycourbe ferm�ee admet un polygone support simple.
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I.5.1. La ligne polygonale porteuse

Pour prouver l'existence de la ligne polygonale porteuse d'une polycourbe nous utilisons
le r�esultat suivant :

Proposition I.7. { Soit C une courbe plane simple recti�able et soient A et B ses deux
extr�emit�es. Soit c : [a; b] ! IR

2 la param�etrisation par l'abscisse curviligne d'origine A de
C, donc c(a) = A et c(b) = B. Supposons que c est de classe C2 et que C n'a pas de point
critique et n'est pas un segment de droite (autrement dit, det

�
c0(t); c00(t)

�
6= 0 8t 2]a; b[).

Alors reg(C; ]AB[) existe et est convexe si et seulement si :
(I.7.i) c0=]a; b[ est injective ;
(I.7.ii) pour tout P 2 C n fA;Bg C n fA;Bg � DP(AB;P).

La preuve de cette proposition peut être trouv�ee dans l'annexe du chapitre I, et nous
pouvons maintenant �enoncer et d�emontrer le r�esultat d'existence de la ligne polygonale
support.

Th�eor�eme I.8. { Toute polycourbe C admet une ligne polygonale porteuse.

Preuve { La preuve consistera �a montrer comment on peut construire la ligne polygonale
porteuse de la polycourbe C. Avant de commencer, remarquons que, même si la d�emonstra-
tion est constructive, elle reste purement th�eorique, il ne sera pas possible d'�ecrire, suivant
le �l de la preuve, un algorithme qui construit le polygone porteur de la polycourbe.
Ceci parce qu'un tel algorithme devrait calculer, dans les notations de la d�e�nition I.5,
les valeurs qi, pour tout i 2 f0; : : : ; sg. Même si ces valeurs sont consid�er�ees connues,
l'algorithme devrait e�ectuer des intersections de droites et de courbes, ce qui contredit la
philosophie elle-même de l'approche que nous voulons pr�esenter dans cette th�ese.

Nous pr�esentons ici la preuve de l'existence d'un polygone porteur pour une polycourbe
ferm�ee. La construction d'une ligne polygonale porteuse pour une polycourbe qui n'est
pas ferm�ee se fait de mani�ere identique. Nous supposons donc que C est ferm�ee.

Soit, toujours dans les notations de la d�e�nition I.5, Pi = c(qi), pour tout i 2 f0; 1; : : : ;
s�1g, et soit P = P0P1 : : :Ps�1. Si s < 3, nous prenons arbitrairement 3� s points sur C,
di��erents des points Pi d�e�nis, et nous introduisons les valeurs q leur correspondant par
c�1 dans la liste des qi donn�ee par la d�e�nition. Il nous reste donc �a �etudier les cas s � 3.

Si pour tout i 2 f0; 1; : : : ; s � 1g la courbe c([qi; qi+1]) satisfait les conditions (I.7.i) et
(I.7.ii), alors, conform�ement �a la proposition I.7, P est un polygone porteur pour C. Si
l'une des deux conditions n'est pas v�eri��ee, nous pouvons la faire respecter en ajoutant
des sommets suppl�ementaires aux sommets du polygone P, sommets qui seront toujours
des points de la polycourbe C.

Soit i 2 f0; 1; : : : ; s � 1g tel que c0jj ]qi;qi+1[ ne soit ni injective, ni constante. D'apr�es la

d�e�nition de la polycourbe, il existe m 2 IN
� tel que c0jj ]qi;qi+1[ soit m�injective.

�Evidem-

ment, m > 1. Soit mi le plus petit entier positif tel que c0jj ]qi;qi+1[ soit mi�injective,

et soient a1 < a2 < : : : < ami
2]qi; qi+1[ tels que c0(a1) = c0(a2) = : : : = c0(ami

). Nous
voulons prouver que c0jj ]ak;ak+1[ est injective pour tout k 2 f0; : : : ;mi � 1g.

En e�et, dans l'intervalle ]ak; ak+1[ n'existant ni de points critiques, ni de points de
discontinuit�e de la tangente pour c, c0 est continue et strictement monotone. Elle "ba-
laie" le cercle unit�e, donc si nous supposons qu'il existe x; y 2]ak; ak+1[, x < y, tels que
c0(x) = c0(y), nous en d�eduisons que c0(t) fait, pour t allant de x �a y, un tour complet du
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cercle unit�e. Mais c0 est continue, donc il existe a0 2 [x; y[ tel que c0(a0) = c0(ak). Alors
nous aurons c0(a0) = c0(a1) = c0(a2) = : : : = c0(ami

) et donc (au moins)mi + 1 points dans
l'intervalle ]qi; qi+1[ o�u c0 prend la même valeur, donc c0jj ]qi;qi+1[ n'est pas mi�injective,

d'o�u la contradiction.
Pour chaque i 2 f0; 1; : : : ; s�1g tel que c0jj ]qi;qi+1[ estmi�injective,mi � 2, nous choisis-

sons les points ai1; a
i
2; : : : ; a

i
mi

2]qi; qi+1[ comme d�ecrit ci-dessus et nous les incluons parmi

les qi dans le bon ordre. Nous prenons donc s = s +
X
i2I

mi, o�u

I =
�
i 2 f0; : : : ; s � 1g j c0jj ]qi;qi+1[ n

0est pas injective; ni constante
	
:

Pour chaque arête du nouveau polygone P = c(q0) : : : c(qs�1) la condition (I.7.i) est satis-
faite et nous passons �a l'�etude de la condition (I.7.ii).

Soit i 2 f0; 1; : : : ; s � 1g tel que c([qi; qi+1]) ne satisfasse pas (I.7.ii). Alors nous au-
rons c(qi)c(qi+1) \ c(]qi; qi+1[) 6= ;, mais card

�
(c(qi)c(qi+1) \ c(]qi; qi+1[)

�
= 1. En e�et,

si nous supposons qu'il existe t1 < t2 2]qi; qi+1[ tels que c(t1); c(t2) 2 c(qi)c(qi+1), en no-
tant

~u =

��������!
c(qi)c(qi+1)

d(c(qi); c(qi+1))

nous voyons facilement qu'il existe a0 2]qi; t1[, a1 2]t1; t2[ et a2 2]t2; qi+1[ tels que
c0(aj ) = �~u, j 2 f0; 1; 2g, et donc il existe j 6= k 2 f0; 1; 2g tels que c0(aj ) = c0(ak),
contradiction.

Ainsi la droite c(qi)c(qi+1) coupe la courbe c(]qi; qi+1[) en un seul point. Soit ri 2]qi; qi+1[
tel que c(ri) 2 c(qi)c(qi+1). Les courbes c([qi; ri]) et c([ri; qi+1]) satisfont toutes les deux
la condition (I.7.ii). Cependant, ce n'est pas le point c(ri) que nous allons prendre comme
nouveau sommet de P, car parmi les segments [c(qi)c(ri)] et [c(ri)c(qi+1)] un est com-
pl�etement inclus dans l'autre, comme nous pouvons le voir dans la �gure I.5.

(a) (b)

c(qi)

c(qi)

c(ri)

c(ri)

c(q0

i)

c(r0

i)

c(qi+1)
c(qi+1)

Figure I.5

Supposons que nous sommes dans le cas de la �gure I.5(a), donc

[c(ri)c(qi+1)] � [c(qi)c(ri)]:

Soit r0i 2]qi; ri[ tel que c(r
0
i) = �(c0(q�i+1); c(qi+1)) \ c(]qi; ri[). Le param�etre r0i existe et

est unique, car reg(c([qi; ri]); ]c(qi)c(ri)[) est convexe et qi+1 2]c(qi)c(ri)[. Alors nous
choisissons

q0i =
ri + r0i

2
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et les courbes c([qi; q
0
i]) et c([q

0
i; qi+1]) vont toutes les deux avoir la propri�et�e (I.7.ii) et en

plus [c(qi)c(q
0
i)] \ [c(q0i)c(qi+1)] = c(q0i). Le cas de la �gure I.5(b) se traite de la même

fa�con.

Donc pour tout i 2 f0; 1; : : : ; s� 1g tel que c([qi; qi+1]) ne satisfait (I.7.ii) nous prenons
le point q0i comme d�ecrit ci-dessus et nous l'incluons parmi les qi. Nous aurons ainsi
s = s+ card(J), o�u

J =
�
i 2 f0; 1; : : : ; s � 1g j c([qi; qi+1]) ne satisfait pas (I:7:ii)

	
:

Le polygone P = c(q0)c(q1) : : : c(qs�1) ainsi obtenu sera, conform�ement �a la proposition
I.7, un polygone porteur pour la polycourbe C. ut

Comme nous avons d�ej�a dit, ce th�eor�eme a comme cons�equence imm�ediate le r�esultat
suivant:

Corollaire I.9. { Toute polycourbe ferm�ee est un splinegone.

Par contre, la r�eciproque n'est pas vraie, un exemple �evident de splinegone qui n'est pas
une polycourbe �etant la courbe d�e�nie dans la section I.3 et pr�esent�ee dans la �gure I.3.
Ainsi, les polycourbes ferm�ees forment une classe plus restreinte d'objets du plan que les
splinegones, n�eanmoins cette classe reste su�samment g�en�erale pour que des r�esultats la
concernant soient d'un grand int�erêt.

I.5.2. Le polygone porteur simple

Nous pouvons remarquer sans aucune di�cult�e qu'une polycourbe ferm�ee, de par sa
d�e�nition, n'est pas seulement un splinegone, mais est un splinegone simple. Comme
approcher une courbe simple par une courbe (un polygone, en l'occurrence) non-simple
n'est pas trop e�cace du point de vue algorithmique, nous nous posons le probl�eme de
l'existence d'un polygone porteur simple pour une polycourbe ferm�ee quelconque.

Th�eor�eme I.10. { Toute polycourbe ferm�ee C admet un polygone porteur simple.

Preuve { Soit P = P0P1 : : :Ps�1 = c(q0)c(q1) : : : c(qs�1) un polygone porteur de C et
supposons-le non simple. Nous voulons prouver que�s�1[

i=0

]PiPi+1[
�
\ C 6= ; (I:1)

Si P n'est pas simple, au moins une des deux conditions suivantes est satisfaite:

(I.10.i) il existe i; j 2 f0; 1; : : : ; s� 1g tels que card(]PiPi+1[\]PjPj+1[) = 1;

(I.10.ii) il existe i; j 2 f0; 1; : : : ; s� 1g tels que Pi 2]PjPj+1[.
(il ne peut pas exister i 6= j 2 f0; 1; : : : ; s � 1g tels que Pi = Pj , car C est une courbe
simple).

Si (I.10.ii) est satisfaite, la relation (I.1) s'en d�eduit imm�ediatement, car Pi 2 C. Si
(I.10.i) est satisfaite, alors les courbes c([qi; qi+1])[]PiPi+1[ et c([qj ; qj+1])[]PjPj+1[, qui
sont deux courbes planes ferm�ees, ont un point d'intersection dont nous savons qu'il est sim-
ple. Mais deux courbes planes ferm�ees ont toujours un nombre pair de points d'intersection,
donc�

c([qi; qi+1]) \ c([qj ; qj+1])
�
[
�
c([qi; qi+1])\]PjPj+1[

�
[
�
c([qj ; qj+1])\]PiPi+1[

�
6= ;:
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D'un autre côt�e, c([qi; qi+1]) \ c([qj ; qj+1]) = ;, car C est simple et nous ne pouvons pas
avoir i = j � 1 �a cause de la condition card(]PiPi+1[\]PjPj+1[) = 1. Donc�

c([qi; qi+1])\]PjPj+1[
�
[
�
c([qj ; qj+1])\]PiPi+1[

�
6= ;

et par cons�equent la condition (I.1) est satisfaite.
Compte tenu de la propri�et�e que nous venons d'�etablir, si nous arrivons �a prouver qu'un

polygone porteur P = P0P1 : : :Ps�1 = c(q0)c(q1) : : : c(qs�1) v�eri�ant�s�1[
i=0

]PiPi+1[
�
\ C = ;

existe, il est sûr que P est un polygone simple. Malheureusement, il n'est pas toujours
possible de construire un tel polygone. Par exemple, dans le cas pr�esent�e dans la �gure I.6,
o�u la courbe c([qi+1; qi+2]) est une tangente int�erieure �a la courbe c([qi; qi+1]) en Pi+1, nous
ne pouvons pas construire une ligne polygonale porteuse pour c([qi; qi+1]) qui ne coupe
pas c([qi+1; qi+3]). Nous verrons plus tard comment r�esoudre le probl�eme dans un tel cas.

Pi

Pi+1

Pi+2

Pi+3

Figure I.6

Soit i 2 f0; 1; : : : ; s� 1g. Nous notons

A = C \
�
reg(c([qi; qi+1]); ]PiPi+1[)[]PiPi+1[

�
:

Si A = ;, alors nous gardons [PiPi+1] comme arête du polygone porteur. Sinon, nous
discutons s�epar�ement les deux cas suivants:
(a) c([qi�1; qi]) \ A = ; et c([qi+1; qi+2] \ A = ; ;
(b) c([qi�1; qi]) \ A 6= ; ou c([qi+1; qi+2] \ A 6= ;.
Dans le cas (a), soit

di = inf
A2A

B2c([qi ;qi+1])

d(A;B):

Alors nous aurons di > 0 et nous consid�erons le cercle de rayon di qui passe par Pi et
qui a le centre O sur la courbe c([qi; qi+1]) et tel que la distance, mesur�ee sur la courbe
c([qi; qi+1]), entre Pi et O soit minimale. Ce cercle existe, car sinon nous pouvons en
d�eduire que

B(Pi; di) \ c([qi; qi+1]) = ;

et donc reg(c([qi ; qi+1]); ]PiPi+1[) � B(Pi; di), d'o�u une contradiction avec la d�e�nition de
di. Pour les mêmes raisons,

card
�
B(O; di) \ c([qi; qi+1])

�
� 2

et soit

Qi
1 = c(qi1) 2

�
B(O; di) \ c([qi; qi+1])

�
n fPig
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le point de
�
B(O; di) \ c([qi; qi+1])

�
n fPig le plus loin, sur ci, de Pi. �Evidemment,

]PiQ
i
1[\C = ;, nous introduisons donc Qi

1 parmi les sommets de P et nous r�ep�etons
le proc�ed�e en partant de Qi

1. Nous ins�erons ainsi parmi les sommets de P les points
Qi
1,Q

i
2 = c(qi2),: : :,Q

i
mi

= c(qimi
), en nous arrêtant quand le cercle consid�er�e comme d�ecrit

en partant de Qi
mi

contient Pi+1. Alors nous aurons� m[
k=0

�
reg(c([qij ; q

i
j+1]); ]Q

i
jQ

i
j+1[)[]Q

i
jQ

i
j+1[

��
\ C = ;;

o�u nous avons not�e Qi
0 := Pi, Q

i
m+1 := Pi+1 et q

i
0 := qi, q

i
m+1 := qi+1, donc non seulement

nous pouvons introduire chaque [Qi
jQ

i
j+1] comme arête du polygone porteur, mais en plus

il ne sera jamais n�ecessaire de les remplacer, ce qui sera tr�es important dans la discussion
pour le cas (b).

Le cas (b) se divise �a son tour en deux sous cas :
(b.1) c([qi�1; qi]) n'est pas tangente int�erieure �a c([qi; qi+1]) et c([qi+1; qi+2]) n'est pas

tangente int�erieure �a c([qi; qi+1]) ;

(b.2) c([qi�1; qi]) est tangente int�erieure �a c([qi; qi+1]) ou c([qi+1; qi+2]) est tangente in-
t�erieure �a c([qi; qi+1]).

Dans le cas (b.1), supposons que c([qi�1; qi]) \ A 6= ; ; si l'autre des conditions
du cas (b) est satisfaite, la discussion est analogue. Nous aurons donc c([qi�1; qi]) \
reg(c([qi; qi+1]); ]PiPi+1[) 6= ; ; les deux positions relatives possibles des courbes c([qi�1; qi])
et c([qi; qi+1]) sont pr�esent�ees dans la �gure I.7.

Pi

Pi�1

Pi+1

R
R

(b)

Pi�1

Pi

Pi+1

(a)

Figure I.7

Dans le cas de la �gure I.7(a), la droite PiR est de vecteur directeur c0(q�i ), donc est
tangente �a c([qi�1; qi]) en Pi. Il r�esulte que le segment ]PiR] ne peut pas couper la ligne
polygonale support de c([qi�1; qi]), quels que soient les sommets de celle-ci. Soit

di = min

�
inf
A2A

B2c([qi;qi+1])

d(A;B); inf
A2c([qi�1;qi ])

B2Cj
j[RPi+1]

d(A;B)

�

et appliquons le proc�ed�e d�ecrit pour le cas (a). Si le premier point ainsi obtenu sur
c([qi; qi+1]), Qi

1, se situe plus pr�es, sur la courbe, de Pi que R, il est facile �a voir que la
ligne polygonale support de c([qi; qi+1]) obtenue ne coupe pas c([qi�1; qi]) et par cons�equent
aucune ligne polygonale support que cette courbe pourrait avoir ; nous avons donc �ni la
discution pour ce cas. Si Qi

1 est plus loin de Pi que R, toujours en prenant les distances
sur la courbe c([qi; qi+1]), il su�ra d'ajouter le point R entre Pi et Qi

1 comme sommet de
la ligne polygonale support de c([qi; qi+1]) pour qu'elle ait les propri�et�es donn�ees.
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Si nous sommes dans le cas de la �gure I.7(b), soit R0 le point partageant la courbe
Cjj [PiR] en deux parties �egales.

�Evidemment, ]PiR0]\c([qi�1; qi]) = ;, et par le raisonnement

fait pour le cas de la �gure I.7(a), mais en nous r�ef�erant cette fois �a R0 �a la place de R, nous
construisons la ligne polygonale porteuse de c([qi; qi+1]) satisfaisant les bonnes conditions.

Dans le cas (b.2), nous pouvons consid�erer qu'une seule des deux conditions est satis-
faite, car si les deux le sont simultan�ement, alors nous introduisons parmi les sommets du
polygone porteur le sommet P0i = c((qi + qi+1)=2) et nous obtenons ainsi deux morceaux
de courbe, c([qi; (qi + qi+1)=2]) et c([(qi + qi+1)=2; qi+1]), telles que pour chacune d'elles
une seule des deux conditions du cas (b.2) soit satisfaite. Supposons donc que c([qi�1; qi])
n'est pas tangente int�erieure �a c([qi; qi+1]) et que c([qi+1; qi+2] l'est. Si nous consid�erons
di comme d�e�nie auparavant, nous aurons di = 0, et par cons�equent la m�ethode utilis�ee
pour le cas (a) ne fonctionne plus. Nous remarquons aussi que nous ne pouvons pas choisir
un point Qi

1 = c(qi1) 2 c(]qi; qi+1[) tel que

C \
�
reg(c([qi; q

i
1]); ]PiQ

i
1[)[]PiQ

i
1[
�
= ;

et en cons�equence le crit�ere utilis�e pour le cas (b.1) ne marche pas lui non plus. Nous
allons r�esoudre cette situation en construisant d'abord la ligne polygonale correspondant
�a la courbe c([qi+1; qi+2]) et seulement apr�es la ligne polygonale correspondant �a la courbe
c([qi; qi+1]). Avant de construire la ligne polygonale associ�ee �a la courbe c([qi+1; qi+2]),
nous nous assurons de nous placer dans le cas (a), ce qui peut se faire tr�es facilement
en introduisant, si besoin, le point P0i+1 = c((qi+1 + qi+2)=2) parmi les sommets de P,
comme d�ej�a vu. Nous imposons cette condition pour �eviter d'entrer dans un cycle in�ni en
passant de la construction de la ligne polygonale associ�ee �a c([qi; qi+1]) �a la construction
de la ligne polygonale associ�ee �a c([qi+1; qi+2], de la construction de la ligne polygonale
associ�ee �a c([qi+1; qi+2] �a la construction de la ligne polygonale associ�ee �a c([qi+2; qi+3] et
ainsi de suite, comme il aurait pu être le cas pour la polycourbe repr�esent�ee �gure I.8, o�u
chaque courbe c([qi; qi+1]) est tangente �a celle qui la pr�ec�ede, et ceci de mani�ere circulaire.

Figure I.8

Ainsi, nous savons que c([qi+1; qi+2]) est dans le cas (a), nous construisons la ligne
polygonale porteuse Pi+1Q

i+1
1 : : :Qi+1

mi+1
Pi+2 comme d�ecrit, et cette ligne polygonale ne
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sera plus modi��ee par la suite. En revenant �a la courbe c([qi; qi+1]), soit

A0 =
�
C n c([qi+1; qi+2])

�
\
�
reg(c([qi; qi+1]); ]PiPi+1[)[]PiPi+1[

�
et soit

d0i = inf
A2A0

B2c([qi ;qi+1])

d(A;B):

Consid�erons le point P0i = c(q0i), construit en partant de Pi+1 en utilisant le même proc�ed�e
que pour construire Qi

1 dans le cas (a). Si

m
�
6
�
�(c0(q�i+1);Pi+1);Pi+1P

0
i

��
< m

�
6
�
�(c0(q�i+1);Pi+1); Pi+1Q

i+1
1

��
;

alors [P0iPi+1] ne coupe pas la ligne polygonale Pi+1Q
i+1
1 : : :Qi+1

mi+1
Pi+2 et comme par

construction ]P0iPi+1[\
�
C n c([qi+1; qi+2])

�
= ; il en r�esulte que cette arête peut être gard�ee

comme arête du polygone porteur. Sinon, soit P00i = c(q00i ) 2 c(]qi; qi+1[) tel que

m
�
6
�
�(c0(q�i+1);Pi+1);Pi+1P

00
i

��
=

1

2
m
�
6
�
�(c0(q�i+1);Pi+1);Pi+1Q

i+1
1

��
:

�Evidemment P00i 2 c(]q
0
i; qi+1[) et donc ]P

00
i Pi+1[ ne coupe pas C n c([qi+1; qi+2]) ; en plus,

]P00i Pi+1[ ne coupe pas la ligne polygonale Pi+1Q
i+1
1 : : :Qi+1

mi+1
Pi+2 et nous gardons donc

ce segment comme arête du polygone porteur. Dans les deux cas, nous construisons le
restant de la ligne polygonale associ�ee �a c([qi; qi+1]) en construisant la ligne polygonale
correspondant �a c([qi; q

0
i]), respectivement c([qi; q

00
i ]), car ces deux courbes sont dans le cas

(a).
Nous construisons ainsi les lignes polygonales associ�ees �a c([qi; qi+1]) pour chaque i 2

f0; 1; : : : ; s � 1g. Vue la fa�con dont cette construction est faite, il est �evident que

P = P0Q
0
1 : : :Q

0
m0

P1Q
1
1 : : :Q

s�2
ms�2

Ps�1Q
s�1
1 : : :Qs�1

ms�1

est un polygone porteur de C et est aussi un polygone simple. ut
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Deuxi�eme Partie

Polycourbe de B�ezier

I.6. Introduction

Dans la premi�ere partie de ce chapitre nous avons introduit de mani�ere rigoureuse la
famille de courbes planes, les polycourbes, qui fait l'objet d'�etude de cette th�ese, la reliant
aux r�esultats similaires d�ej�a parus dans la litt�erature. Mais, comme nous l'avons pr�ecis�e
dans l'introduction de ce rapport, l'approche que nous nous proposons de pr�esenter est
bas�ee sur la construction d'une suite de polygones convergeant, dans un sens �a pr�eciser,
vers la polycourbe donn�ee. La construction d'une telle suite de polygones n'�etant pas
faisable de mani�ere explicite dans le cas des polycourbes g�en�erales, nous cherchons un cas
particulier tel que, d'un côt�e, la suite voulue de polygones puisse être construite d'une fa�con
facile �a traduire par un algorithme, et de l'autre côt�e, la famille de courbes correspondant
�a ce particulier ne soit pas trop restreinte pour que les r�esultats obtenus pour ses membres
soient int�eressants.

Une solution facile �a ce probl�eme est donn�ee par les courbes param�etriques contrôl�ees
par des ensembles de points satisfaisant certaines propri�et�es. Ainsi, si P0;P1; : : : ;Pn sont
les points de contrôle d'une telle courbe param�etrique, les propri�et�es mentionn�ees sont :

� les extr�emit�es de la courbe sont les points P0 et Pn ;
� la droite P0P1 est tangente �a la courbe en P0 et la droite Pn�1Pn est tangente �a la
courbe en Pn ;

� la courbe est contenue dans l'enveloppe convexe de ses points de contrôle ;
� la courbe et la ligne polygonale P0P1 : : :Pn v�eri�ent la propri�et�e de la diminution de
la variation ([Hos93], [Far97] ; cette propri�et�e sera aussi expliqu�ee dans le paragraphe
suivant) ;

� il existe un algorithme de subdivision par l'interm�ediaire duquel nous pouvons con-
struire, �a partir du polygone P0P1 : : :Pn et sans e�ectuer d'op�erations directement
sur la courbe, une suite de polygones convergeant vers la courbe.

Les plus utilis�ees des classes de courbes param�etriques qui satisfont ces cinq propri�et�es
sont les courbes de B�ezier polynômiales et rationnelles, les B-splines et les NURBS, sous
certaines conditions. Parmi toutes ces classes, notre choix s'est arrêt�e sur les courbes de
B�ezier (polynômiales). Il a �et�e motiv�e, premi�erement, par l'importance du rôle jou�e par
les courbes de B�ezier dans la mod�elisation g�eom�etrique et le fait qu'elles sont largement
r�epandues et �etudi�ees, et deuxi�emement par la facilit�e d'impl�ementation des algorithmes
les concernant. Mais nous pr�ecisons encore une fois que toute courbe param�etrique ayant
les cinq propri�et�es ci-dessus conviendrait, les preuves des r�esultats que nous �etablirons ne
reposant pas sur des propri�et�es des courbes de B�ezier autres que celles-ci.

Nous commen�cons par un bref rappel sur les courbes de B�ezier. Ensuite, nous intro-
duisons la polycourbe de B�ezier, une polycourbe qui est courbe de B�ezier par morceaux, et
nous d�e�nissons son polygone de contrôle �a partir des B-polygones des courbes de B�ezier
la constituant. Nous �etudions aussi les propri�et�es des polycourbes de B�ezier et surtout une
propri�et�e du polygone de contrôle qui sera tr�es importante pour la discussion des chapitres

16



suivants.

I.7. Concentr�e de chapitre (I, deuxi�eme partie)

Quel que soit le niveau de lecture que vous utilisez, si vous n'êtes pas familiaris�e avec
les courbes de B�ezier vous devez imp�erativement lire la section I.8. Même si vous l'êtes,
la lecture de la d�e�nition I.11 vous montrera les notations que nous allons utiliser tout
au long de la th�ese. En plus, regardez la d�e�nition I.12, car la distance de Hausor� est
beaucoup utilis�ee dans les chapitres suivants.
Premier niveau. Pour comprendre la discussion des chapitres suivants, vous devez lire
les d�e�nitions I.13 et I.14 (qui sont �equivalentes), I.15, la propri�et�e I.16 et la d�e�nition
I.17. Le petit texte se trouvant entre les d�e�nitions I.14 et I.15 explique pourquoi nous
n'utilisons pas des courbes de B�ezier quelconques dans la composition de la polycourbe de
B�ezier. Si vous n'avez pas lu la section I.4, le lemme I.18 ne vous dira rien. La section I.9
devrait être lue en entier, et j'attire particuli�erement l'attention sur la remarque de la page
25, indispensable �a la compr�ehension de la notion de polycourbe de B�ezier �a travers les
traitements par subdivision de de Casteljau. Bien sûr, la lecture de la preuve du th�eor�eme
I.24 est loin d'être n�ecessaire.
Deuxi�eme niveau. La section I.8 doit être enti�erement lue - sauf la preuve du lemme
I.18, pour laquelle nous utilisons les propri�et�es des courbes de B�ezier, le fait que toutes
les courbes de B�ezier de la composition d'une polycourbe de B�ezier sont compl�etement
convexes et la propri�et�e I.19, �enonc�ee et prouv�ee en plein milieu de la d�emonstration de I.18.
La section I.9 doit aussi être toute lue et - au cas o�u vous lisiez uniquement les avis pour le
niveau de lecture qui vous int�eresse - j'attire encore l'attention sur la remarque de la page
25, absolument indispensable pour comprendre la notion de polycourbe de B�ezier, compte
tenu des subdivisions de de Casteljau que ses courbes de B�ezier composantes subissent.
Pour le th�eor�eme I.24, il su�t de mentionner que la valeur 
0 d�epend de la polycourbe
(dans sa structure initiale) et plus pr�ecis�ement est une mesure de l' \�etroitesse" de la
polycourbe. Les deux premi�eres pages de la d�emonstration (pages 34-36) peuvent être lues
pour voir comment 
0 est d�e�ni.

I.8. Rappels sur les courbes de B�ezier

I.8.1. Les polynômes de Bernstein

Soit n un entier non-n�egatif. Pour tout i 2 f0; : : : ; ng nous d�e�nissons le polynôme

Bn
i : IR �! IR Bn

i (t) = Ci
nt

i(1� t)(n�i) o�u Ci
n=n!=(i!(n� i)!)

La famille fBn
i gi2f0;:::;ng forme une base pour l'espace des polynômes �a une variable de

degr�e inf�erieur ou �egal �a n. Nous nous int�eressons uniquement aux restrictions de ces
polynômes �a l'intervalle [0; 1] et voici quelques-unes de leur propri�et�es :
1. 0 � Bn

i (t) � 1 8t 2 [0; 1] 8i 2 f0; : : : ; ng ;

2.

nX
i=0

Bn
i (t) = 1 8t 2 [0; 1] ;

3. Bn
i (t) = Bn

n�i(1� t) 8t 2 [0; 1] 8i 2 f0; : : : ; ng ;

4. Bn
i (t) = (1 � t)Bn�1

i (t) + tBn�1
i�1 (t) 8t 2 [0; 1] 8i 2 f0; : : : ; ng, avec la convention
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Bn
i (t) = 0 si i < 0 ou i > n ;

5. (Bn
i )
0(t) = n

�
Bn�1
i�1 (t) � Bn�1

i (t)
�

8t 2 [0; 1] 8i 2 f0; : : : ; ng.

Les preuves de ces propri�et�es ne sont pas di�ciles �a faire et peuvent être trouv�ees dans
plusieurs titres de la bibliographie [Hos93], [Far97], [Fio87].

I.8.2. D�e�nition et propri�et�es des courbes de B�ezier

Nous sommes int�eress�es uniquement par les courbes de B�ezier planes, même si ces
courbes peuvent être d�e�nies dans un cadre beaucoup plus g�en�eral.

D�e�nition I.11. { Soient P0;P1; : : : ;Pn des points du plan. La courbe de B�ezier associ�ee
�a cet ensemble de points est la courbe param�etrique polynômiale de degr�e n d�e�nie par

Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; � ) : [0; 1] �! IR
2 Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; t) =

nX
i=0

Bn
i (t)Pi

Les points P0;P1; : : : ;Pn s'appellent les points de contrôle de la courbe de B�ezier et le
polygone P0P1 : : :Pn le polygone B�ezier ou B-polygone.

Remarque { Le B-polygone d'une courbe de B�ezier sera consid�er�e, sauf mention contraire,
comme n'�etant pas ferm�e, donc sans l'arête ]PmP0[.

La �gure I.9 pr�esente des exemples de courbes de B�ezier.

P4
P5

P6

P6
P0

P1

P2

P3

P8

P0

P1

P2

P5

P7

P7

P4

P3

Figure I.9

Les courbes de B�ezier ont des propri�et�es g�eom�etriques int�eressantes :
(I.11.1) la courbe a les mêmes extr�emit�es que son B-polygone ;
(I.11.2) la courbe est incluse dans l'enveloppe convexe de son B-polygone ;
(I.11.3) la courbe est sym�etrique en t :

Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; 1� t) = Bn(Pn;Pn�1; : : : ;P0 ; t)

(I.11.4) la diminution de la variation : le cardinal de l'intersection d'une droite quelconque
avec la courbe est inf�erieur ou �egal au cardinal de l'intersection de la droite avec
le B-polygone ;

(I.11.5) les droites P0P1 et Pn�1Pn sont respectivement tangentes �a la courbe en P0 et
Pn.

Ces propri�et�es d�ecoulent des propri�et�es des polynômes de Bernstein. Leur d�emonstrations
peuvent être trouv�ees dans la bibliographie [Hos93], [Far97]. En plus, il existe des ex-
pressions pour toutes les d�eriv�ees de Bn(Pn;Pn�1; : : : ;P0 ; :), mais nous nous contentons
de donner les formules de la premi�ere et de la deuxi�eme d�eriv�ees, car elles nous seront
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n�ecessaires par la suite :

B0n(Pn;Pn�1; : : : ;P0 ; t) = n

n�1X
i=0

Bn�1
i (t)(Pi+1 � Pi)

B00n(Pn;Pn�1; : : : ;P0 ; t) = n(n � 1)
n�2X
i=0

Bn�2
i (t)(Pi+2 � 2Pi+1 + Pi)

(I:2)

I.8.3. La subdivision de de Casteljau

L'algorithme de subdivision de de Casteljau est une m�ethode par laquelle nous pouvons
construire, �a partir des points de contrôle P0;P1; : : : ;Pn d'une courbe de B�ezier, une suite
de polygones qui converge vers la courbe au sens de plusieurs distances, parmi lesquelles
nous nous int�eressons �a la distance de Hausdor�.

Soit t0 2]0; 1[. En utilisant la formule Pji = (1� t0)P
j�1
i + t0P

j�1
i+1 , nous construisons le

tableau triangulaire suivant :

P0
0 =P0

P1
0

P0
1 =P1 P2

0

P1
1 �

P0
2 =P2 �

� Pn�10
� Pn0
� Pn�11

P0
n�2=Pn�2 �

P1
n�2 �

P0
n�1=Pn�1 P2

n�2

P1
n�1

P0
n =Pn

Ce tableau peut être r�esum�e par la formule

Pji =

jX
k=0

Bj
k(t0)Pi+k (I:3)

Le point Pn0 est le point de la courbe correspondant au param�etre t0 :

Pn0 = Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; t0)

Ainsi, la courbe de B�ezier est partag�ee en deux morceaux, Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; [0; t0]) et
Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; [t0; 1]), et chacune de ces deux parties peut être reparam�etris�ee comme
courbe de B�ezier. La courbe Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; [0; t0]) sera la courbe associ�e au B-
polygone P0

0P
1
0 : : :P

n�1
0 Pn0 et la courbe Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; [t0; 1]) sera la courbe associ�ee

au B-polygone Pn0P
n�1
1 : : :P1

n�1P
0
n. Nous pouvons donc appliquer le même proc�ed�e �a

chacune des courbes Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; [0; t0]) et Bn(P0;P1; : : : ;Pn ; [t0; 1]), en obtenant
ainsi une division de la courbe initiale en quatre morceaux pouvant chacun être �ecrit sous
la forme d'une courbe de B�ezier, et ainsi de suite. Si �a chaque �etape nous consid�erons le
polygone obtenu par l'union des tous les B-polygones des parties respectives de la courbe
initiale, nous aurons une suite de polygones qui converge vers cette courbe [Hos93], [Far97],
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[Fio87] au sens de plusieurs distances, parmi lesquelles nous nous int�eressons �a la distance
de Hausdor� (dont la d�e�nition est rappel�ee plus loin). La �gure I.10 pr�esente un exemple
de courbe de B�ezier subdivis�ee une fois pour un param�etre to = 1=3.

P
4

0
= B4(P0; : : : ;P4 ;

1

3
)

P0

P2

P
1

2

P3

P
1

3

P4

P
1

1

P1

P
1

0

Figure I.10

Rappelons ici d�e�nition de la distance de Hausdor�, que nous allons beaucoup utiliser :

D�e�nition I.12. { Soit E un espace m�etrique et notons K = K(E) l'ensemble de tous
les compacts de E. Alors pour K1;K2 2 K la distance de Hausdor� entre K1 et K2 sera
d�e�nie par

�H(K1;K2) = inffr > 0
��K1 � B(K2; r) et K2 � B(K1; r)g (I:4)

Une autre d�e�nition connue pour la distance de Hausdor� est

�H(K1;K2) = maxf sup
A2K1

inf
B2K2

d(A;B); sup
A2K2

inf
B2K1

d(A;B)g (I:5)

Les deux d�e�nitions sont bien sûr �equivalentes et �H a toutes les propri�et�es d'une dis-
tance sur K(E).

I.9. D�e�nition et propri�et�es de la polycourbe de B�ezier

Nous allons, dans ce qui suit, beaucoup utiliser la notion de courbe convexe, pr�ecisons
donc ce que nous entendons exactement par l�a.

D�e�nition I.13. { Nous dirons qu'une courbe simple C d'extr�emit�es A et B est convexe
ssi reg(C; [AB]) est convexe.

Les points A et B peuvent être confondus ou pas. Une autre d�e�nition est

D�e�nition I.14. { Une courbe simple est convexe ssi elle est incluse dans la fronti�ere de
son enveloppe convexe.

L'�equivalence de ces deux d�e�nitions est �evidente, de par la d�e�nition de reg(C;AB), et
nous utiliserons l'une ou l'autre en fonction des besoins de la discussion.

Comme mentionn�e dans l'introduction de cette partie, nous allons particulariser la no-
tion de polycourbe, trop g�en�erale pour le traitement algorithmique, en utilisant des courbes
de B�ezier. Mais encore, les courbes de B�ezier quelconques s'av�erent trop g�en�erales pour
les algorithmes que nous allons pr�esenter dans cette th�ese. Ceci est dû au fait que nous
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aurons besoin pas seulement de courbes convexes par morceaux, ce que les courbes de
B�ezier sont de toute fa�con, mais aussi de pouvoir d�elimiter ces morceaux convexes, ce qui
revient au probl�eme du calcul des points d'in
exion d'une courbe de B�ezier donn�ee, et par
cons�equent �a la r�esolution d'�equations polynômiales qui peuvent être de degr�e assez �elev�e.
Même plus, si chaque courbe de B�ezier a un B-polygone convexe, les coûts des algorithmes,
mais surtout les preuves des r�esultats que nous pr�esenterons se trouvent grandement al-
l�eg�es. Or, Calcoen [Cal96] a prouv�e qu'il existe des courbes de B�ezier qui sont convexes,
dont le B-polygone n'est pas convexe et qui sont telles que nous obtiendrons toujours
par subdivisions successives de de Casteljau une \sous-courbe" dont le B-polygone n'est
pas convexe, pourvu que le param�etre utilis�e pour ces subdivisions satisfasse certaines
propri�et�es, en fonction de la courbe. Comme nous utiliserons toujours, pour la facilit�e
des calculs, un param�etre de subdivision �egal �a 1=2, les courbes convexes �a B-polygone
non-convexe ne peuvent pas être accept�ees.

D�e�nition I.15. { Nous dirons qu'une courbe de B�ezier est compl�etement convexe si son
B-polygone est simple et convexe.

Remarque Bien sur, cette propri�et�e doit être satisfaite par tout autre type de courbe
param�etrique contrôl�ee par des points que nous voudrons utiliser �a la place des courbes de
B�ezier.

Propri�et�e I.16. { Une courbe de B�ezier compl�etement convexe est une courbe convexe

Preuve { Soit B = Bm(P0;P1; : : : ;Pm ; [0; 1]) une courbe de B�ezier compl�etement con-
vexe et supposons qu'elle n'est pas une courbe convexe. La d�e�nition I.13 impliquera
alors que reg(B; [P0Pm]) n'est pas convexe. Il existe donc Q1;Q3 2 reg(B; [P0Pm]) et
Q2 =2 reg(B; [P0Pm]) tels que Q2 2]Q1Q3[. Mais B [ [P0Pm] est une courbe ferm�ee, par
cons�equent la droite Q1Q3 coupera B [ [P0Pm] au moins trois fois. Si un de ces trois
points d'intersection appartient �a ]P0Pm[, nous obtenons une contradiction en remarquant
que, suite �a la propri�et�e de la diminution de la variation, le cardinal de l'intersection de la
droite Q1Q3 avec le B-polygone est au moins deux et alors le polygone (ferm�e) P0 : : :Pm
aura trois points d'intersection avec cette droite, ce qui contredit le fait que la courbe B
est compl�etement convexe. Si la droite Q1Q3 coupe B trois fois, la contradiction est im-
m�ediate, toujours en utilisant la propri�et�e de la diminution de la variation. La supposition
faite est donc fausse et B est une courbe convexe. ut

Nous pouvons maintenant introduire l'objet qui sera �etudi�e dans toute la suite de cette
th�ese.

D�e�nition I.17. { Une polycourbe de B�ezier est une courbe simple qui est union de
courbes de B�ezier compl�etement convexes.

Nous avons appel�e notre objet polycourbe de B�ezier, mais, pour l'instant, rien ne justi�e
cette appellation. Nous donnons donc le r�esultat suivant :

Lemme I.18. { Toute polycourbe de B�ezier est une polycourbe.

Preuve { Soit B = [ni=1Bi une polycourbe de B�ezier, o�u

Bi = Bmi
(P

(i)
0 ;P

(i)
1 ; : : : ;P(i)

mi
; [0; 1]) 8i 2 f1; : : : ; ng

sont des courbes de B�ezier compl�etement convexes, et soit b : [0; �] �! IR
2 sa param�etrisa-

tion par l'abscisse curviligne. Soient 0 = t0 < t1 < : : : < tn = � tels que b([ti�1; ti]) = Bi
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pour tout i 2 f1; : : : ; ng. Les param�etres t0; : : : ; tn existent et sont uniques.
Les courbes de B�ezier �etant des courbes polynômiales, donc r�eguli�eres, il est �evident que

bjj ]ti�1;ti[ est de classe C
2 pour tout i 2 f1; : : : ; ng, donc b satisfait la condition (I.5.i). Il

nous reste ainsi �a prouver que bjj ]ti�1;ti[ satisfait les conditions (I.5.ii) et (I.5.iii) pour tout

i 2 f1; : : : ; ng.
Prouver que bjj ]ti�1;ti[ satisfait la condition (I.5.ii) pour tout i 2 f1; : : : ; ng revient (grâce

aux propri�et�es des courbes de B�ezier, qui font que le param�etrage par l'abscisse curviligne
et le param�etrage de B�ezier sont �equivalents pour chaque courbe de B�ezier) �a prouver que

Bmi
(P

(i)
0 ;P

(i)
1 ; : : : ;P

(i)
mi ; �) satisfait (I.5.ii) sur l'intervalle ]0; 1[ pour tout i 2 f1; : : : ; ng.

Propri�et�e I.19. { Si B = Bm(P0;P1; : : : ;Pm ; [0; 1]) est une courbe de B�ezier com-
pl�etement convexe telle que les points P0;P1; : : : ;Pm ne soient pas tous colin�eaires, alors
B00m(P0;P1; : : : ;Pm ; t) 6= 0 pour tout t 2]0; 1[.

Preuve { Cette preuve sera faite par l'absurde : supposons qu'il existe t0 2]0; 1[ tel que
B00m(P0;P1; : : : ;Pm ; t0) = 0. Nous appliquons �a la courbe B la subdivision de de Casteljau
de rapport t0, en obtenant ainsi les polygones Pj = Pj0P

j
1 : : :P

j
m�j d�ecrits dans la sous-

section I.6.3 pour tout j 2 f1; : : : ;mg. Le B-polygone P = P0P1 : : :Pm de la courbe
de B�ezier �etant simple et convexe, et compte tenu de la formule (I.3), tous les polygones
Pj seront eux aussi simples et convexes (chaque polygone Pj+1 s'obtient en \coupant les
coins" du polygone Pj).

En utilisant la deuxi�eme formule de (I.2), nous d�eduisons que B00m(P0;P1; : : : ;Pm ; t0)
est proportionnel �a Pm�20 � 2Pm�10 + Pm0 . Par cons�equent, pour que cette d�eriv�ee soit
nulle nous devons avoir Pm�10 = (Pm�20 + Pm0 )=2, ce qui implique la colin�earit�e des trois
points. Comme Pm�10 = (1�t0)P

m�2
0 +t0P

m�2
1 , les points Pm�20 ;Pm�21 ;Pm�10 ;Pm0 doivent

tous être colin�eaires. D'un autre côt�e, Pm0 = (1 � t0)P
m�1
0 + t0P

m�1
1 , et en cons�equence

Pm0 ;P
m�1
0 ;Pm�11 et Pm�20 sont colin�eaires, ce qui nous m�enera facilement �a la colin�ea-

rit�e de Pm�10 ;Pm�11 et Pm�22 . En conclusion, nous obtiendrons la colin�earit�e des points
Pm�20 ;Pm�21 et Pm�22 . Soit �m�2 la droite engendr�ee par ces points.

Si nous supposons que les points Pm�3i ; i 2 f0; : : : ; 3g, n'appartiennent pas �a �m�2,
nous obtiendrons tout de suite une contradiction. En e�et, dans ce cas le polygone Pm�3

aurait trois points d'intersection avec la droite �m�2, tout en �etant simple et convexe, ce
qui est impossible. Par cons�equent, les points Pm�3i ; i 2 f0; : : : ; 3g doivent eux aussi être
colin�eaires.

En continuant ce raisonnement, nous �nirons par obtenir la colin�earit�e des points
Pi; i 2 f0; : : : ;mg, contradiction avec l'hypoth�ese faite sur la courbe de B�ezier B. Ainsi,
la supposition de l'existence d'un param�etre t0 tel que B00m(P0;P1; : : : ;Pm ; t0) = 0 nous a
men�es �a une contradiction, donc elle est fausse et la preuve de la propri�et�e est achev�ee.

ut

En revenant �a la preuve du lemme, soit i 2 f1; : : : ; ng. Si les points P
(i)
0 ;P

(i)
1 ; : : : ;P

(i)
mi

sont colin�eaires, alors Bi est un segment et, de par leur d�e�nition, il n'y a pas de points

critiques sur la courbe Bmi
(P0;P1; : : : ;Pmi

; ]0; 1[). Si P
(i)
0 ;P

(i)
1 ; : : : ;P

(i)
mi ne sont pas col-

in�eaires, alors B00mi
(P0;P1; : : : ;Pmi

; t) 6= 0 pour tout t 2]0; 1[ et donc il n'existe pas de
point critique sur la courbe Bmi

(P0;P1; : : : ;Pi
m ; ]0; 1[). Ainsi, dans tous les cas la courbe

Bi satisfait la condition (I.5.ii), et ceci quelque soit i 2 f1; : : : ; ng.
Pour prouver que b satisfait la condition (I.5.iii) nous allons prouver que bjj ]ti�1;ti[ est
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injective pour tout i 2 f1; : : : ; ng.
Soit i 2 f1; : : : ; ng. Alors bjj [ti�1;ti] est en fait la param�etrisation par l'abscisse courvi-

ligne de la courbe de B�ezier Bi. Mais, conform�ement �a la propri�et�e I.16, reg(Bi; [P
(i)
0 P(i)

mi ])
est convexe et par cons�equent, en appliquant la proposition I.7, nous obtiendrons l'injectivi-
t�e de bjj ]ti�1;ti[, ce qui conclut la preuve de ce lemme. ut

I.10. Polygone de contrôle

La polycourbe de B�ezier �etant une polycourbe, elle est aussi un splinegone. Un poly-
gone porteur est naturellement d�e�ni par la succession des extr�emit�es des courbes de
B�ezier qui composent la polycourbe, et un polygone porteur simple peut être construit
par la technique d�ecrite dans la sous-section I.5.2. Mais �a une polycourbe de B�ezier nous
pouvons associer un polygone autre que le polygone porteur, obtenant ainsi des propri�et�es
g�eom�etriques tr�es int�eressantes pour les probl�emes que nous voulons traiter dans cette
th�ese.

I.10.1. D�e�nition et propri�et�es du polygone de contrôle

D�e�nition I.20. { L'union des B-polygones des courbes de B�ezier composant une poly-
courbe de B�ezier sera appel�ee le polygone de contrôle de la polycourbe de B�ezier.

Deux premi�eres propri�et�es de ce polygone d�ecoulent directement des propri�et�es des
courbes de B�ezier. Ainsi, la propri�et�e de la diminution de la variation est valable pour une
polycourbe de B�ezier, toute droite coupera le polygone de contrôle au moins autant de fois
qu'elle coupe la polycourbe. La preuve de cette propri�et�e est imm�ediate. La deuxi�eme des
deux propri�et�es est l'inclusion de la polycourbe dans l'enveloppe convexe de son polygone
de contrôle, qui est aussi facile �a prouver et qui est la pierre de fâ�te de l'�etude faite dans
les chapitres II et III.

Une autre propri�et�e, qui jouera un rôle important dans le chapitre V, est \l'encadre-
ment" que le polygone porteur et le polygone de contrôle font �a la polycourbe. Nous
voulons dire par l�a que, en prenant une polycourbe de B�ezier B = [ni=1Bi, o�u Bi =

Bmi
(P

(i)
0 ; : : : ;P

(i)
mi ; [0; 1]) est une courbe de B�ezier compl�etement convexe pour tout i 2

f1; : : : ; ng, et en notant Pi le B-polygone de la courbe de B�ezier Bi, nous aurons

B �
n[
i=1

reg(Pi; [P
(i)
0 P

(i)
mi ])

Cette propri�et�e aussi est tr�es facile �a prouver.

REMARQUE La d�e�nition I.17 s'av�erera, au �l de la discussion, un peu ambigu�e. En
e�et, le traitement que nous appliquerons aux polycourbes de B�ezier dans la r�esolution des
probl�emes que nous nous poserons consiste �a subdiviser une partie ou toutes les courbes de
B�ezier composant la polycourbe jusqu'�a l'obtention d'un polygone de contrôle pour cette
polycourbe qui satisfait certaines propri�et�es, en fonction du probl�eme. Soit la polycourbe

B =
n[
i=1

Bi Bi = Bmi
(P

(i)
0 ;P

(i)
1 ; : : :P(i)

mi
; ; [0; 1]) 8i 2 f1; : : : ; ng
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Si nous subdivisons la courbe de B�ezier Bi0 , en obtenant les courbes B0i0 et B00i0 , alors
conform�ement �a I.17 la courbe�i0�1[

i=1

Bi

�
[ B0i0 [ B

00
i0 [

� n[
i=i0+1

Bi

�
est une polycourbe, mais elle n'est pas B. Or, il est �evident que nous ne voulons pas avoir
une nouvelle polycourbe apr�es chaque subdivision que nous appliquons.

Sur l'ensemble des polycourbes de B�ezier (donn�ees par I.17), nous d�e�nissons la rela-
tion \obtenue par subdivision/fusion de de Casteljau". Il est tr�es facile �a voir que cette
relation est une relation d'�equivalence, et en red�e�nissant la polycourbe de B�ezier comme
�etant une classe d'�equivalence de cette relation nous aurons une caract�erisation formelle de
la polycourbe. Cette nouvelle d�e�nition �etant un peu lourde, nous la consid�erons implicite.
Ainsi, nous aurons une distinction entre la polycourbe initiale (�a laquelle aucune subdi-
vision de de Casteljau n'a �et�e appliqu�ee) et la polycourbe courante �a un certain moment
de la discussion, qui est un membre de la classe d'�equivalence de la polycourbe initiale,
pouvant être la polycourbe initiale elle-même. Pour ne pas alourdir la pr�esentation, une
polycourbe B sera toujours �ecrite comme [ni=1Bi, aussi bien dans sa forme initiale que dans
toutes ses formes courantes, tout en gardant �a l'esprit que n varie.

I.10.2. Polygone de contrôle pseudo-simple

De même que pour le polygone porteur, nous nous int�eressons �a l'existence d'un polygone
de contrôle simple, qui sera essentielle dans la discussion sur l'enveloppe convexe d'une
polycourbe de B�ezier ferm�ee. En e�et, nous pouvons voir dans la �gure I.11 un exemple
de polycourbe de B�ezier ferm�ee dont le polygone de contrôle n'est pas simple et il est facile
de remarquer que l'enveloppe convexe de ce polygone de contrôle a une composition qui
n'est pas tr�es coh�erente du point de vue de l'ordre des sommets du polygone de contrôle en
tant que sommets du polygone fronti�ere de l'enveloppe convexe (nous n'entrons pas dans
les d�etails ici, tout sera pleinement expliqu�e dans le chapitre suivant).

P
(1)
0

P
(1)
1

P
(2)
0

P
(2)
1P

(2)
2

P
(3)
0

P
(3)
1

P
(3)
2

P
(4)
0

P
(4)
1

P
(4)
2

P
(4)
3

Figure I.11

En plus, nous voudrons pouvoir obtenir un polygone de contrôle simple pour une poly-
courbe de B�ezier uniquement par l'interm�ediaire des subdivisions de de Casteljau (de
rapport 1/2, mais il sera toujours ainsi et nous ne le mentionnerons plus) successives, sans
avoir �a calculer des intersections de droites et de courbes de B�ezier, car les subdivisons
sont algorithmiquement calculables de mani�ere exacte si (supposition naturelle) les points
de contrôle des courbes de B�ezier �a subdiviser sont rationnels.

Malheureusement, �a la di��erence du cas du polygone porteur, il existe des polycourbes
pour lesquelles l'obtention d'un polygone de contrôle simple est impossible. Cette situation
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arrive toujours quand il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que P
(i+1)
1 2 ]P

(i)
miP

(i)
mi�1

, car alors le

cardinal de l'intersection de [P(i)
mi�1

P(i)
mi ] et de [P(i+1)

0 P(i+1)
1 ] est in�ni et cette propri�et�e

reste indi��eremment du nombre de subdivisions que nous appliquons �a Bi et Bi+1. Dans
la �gure I.12 sont repr�esent�es les deux principaux cas possibles pour les positions relatives
des courbes Bi et Bi+1 quand la propri�et�e ci-dessus est satisfaite.

Bi

Bi

Bi+1

Bi+1

P
(i+1)
0 = P

(i)
mi

P
(i+1)
0 = P

(i)
mi

P
(i)
mi�1

P
(i)
mi�1

P
(i+1)
1

P
(i+1)
1

(b)(a)

Figure I.12

Par cons�equent, nous cherchons une propri�et�e plus faible que la simplicit�e et telle que,
d'un côt�e, nous puissions obtenir par subdivision de de Casteljau un polygone de contrôle la
satisfaisant pour toute polycourbe, et de l'autre côt�e, un polygone de contrôle la satisfaisant
garde les propri�et�es des polygones simples dont nous aurons besoin (dans le deuxi�eme
chapitre nous pr�eciserons).

D�e�nition I.21. { Soit R = R1R2 : : :Rn un polygone. Nous dirons que R est pseudo-
simple si et seulement si pour tous i 6= j 2 f1; : : : ; ng

�
RiRi+1

�
\
�
RjRj+1

�
6= ; =)

les points Ri+1;Ri+2; : : : ;Rj sont colin�eaires

ou

les points Rj+1;Rj+2; : : : ;Ri sont colin�eaires

Bien sur, dans cette d�e�nition le polygone R est consid�er�e ferm�e et les indices sont pris
circulairement. Si le polygone n'est pas ferm�e, une seule des deux châ�nes de points sera
colin�eaire, celle qui contient des indices croissants.

Comme nous avons d�ej�a mentionn�e, certaines des courbes de B�ezier constituant la
polycourbe subiront des subdivisions. Par cons�equent, nous nous voyons amen�es �a nous
questionner sur l'invariance des propri�et�es du polygones de contrôle aux subdivisions de
de Casteljau non-uniformes des courbes constituant la polycourbe. Plus pr�ecis�ement,
l'interrogation est : si le polygone de contrôle de la polycourbe satisfait la condition A et
si nous obtenons un nouveau polygone de contrôle en subdivisant certaines des, �eventuelle-
ment toutes les, courbes qui composent la polycourbe, le nouveau polygone satisfait-il la
condition A ?

La r�eponse, si la condition A est la pseudo-simplicit�e, est non. Si, dans l'exemple de la
�gure I.12(b), nous subdivisons la courbe Bi+1 une fois et apr�es sa moiti�e de droite encore
une fois, la ligne polygonale obtenue ne sera plus pseudo-simple (�gure I.13), celle initiale
l'�etant.
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Bi+1

Bi

Figure I.13

Cette perte de pseudo-simplicit�e peut apparâ�tre �a chaque fois que la situation d�ecrite
par la d�e�nition suivante survient :

D�e�nition I.22. { Soit B = [ni=1Bi une polycourbe de B�ezier, o�u Bi sont des courbes de

B�ezier compl�etement convexes de B-polygone Pi = P
(i)
0 : : :P

(i)
mi pour tout i 2 f1; : : : ; ng.

Nous dirons que B a une tangence int�erieure ssi il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que

P(i)
mi�1

2]P(i+1)
0 P(i+1)

1 et Bi � DP
�
P(i+1)
0 P(i+1)

1 ;Bi+1
�

La �gure I.12(b) pr�esente un cas de tangence int�erieure.

D�e�nition I.23. { Nous dirons qu'une polycourbe est sans tangence int�erieure (sti) si elle
n'a pas de tangence int�erieure.

Nous avons maintenant toutes les d�e�nition n�ecessaires pour donner le th�eor�eme d'exi-
stence du polygone de contrôle pseudo-simple.

Th�eor�eme I.24. { Soit B une polycourbe de B�ezier sans tangence int�erieure et soit P son
polygone de contrôle. Alors il existe 
0 > 0 tel que si la polycourbe B s'�ecrit B = [ni=1Bi
avec maxi2f1;:::;ng �

H(Bi;Pi) < 
0, alors le polygone de contrôle correspondant �a cette
�ecriture, P = [ni=1Pi, est pseudo-simple.

La d�emonstration de ce th�eor�eme, tr�es technique, peut être trouv�ee dans l'annexe du
chapitre.
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Annexe

Preuve de la proposition I.7 { Nous prouvons d'abord l'implication directe et ensuite
la r�eciproque.

Pour prouver (I.7.ii), nous utilisons un lemme qui est valable dans un contexte beaucoup
plus g�en�eral :

Lemme I.25. { Soit E un espace de Banach et soit A � E un convexe ouvert non-vide.
Alors pour tout P 2 �(A) il existe un hyperplan H � E tel que P 2 H et A\H = ;.

Ce lemme est une cons�equence imm�ediate d'un th�eor�eme de Hahn-Banach :

Th�eor�eme I.26. { Soit E un espace de Banach et soient A;B � E deux convexes ouverts
non-vides disjoints. Alors il existe H � E un hyperplan qui s�epare strictement A et B (A
et B sont respectivement inclus dans des demi-espaces oppos�es par rapport �a H).

Nous appliquons le lemme I.25 pour E = IR
2, A = reg(C; ]AB[), en choisissant P 2]AB[.

Il existe donc une droite � telle que P 2 � et � \ reg(C; ]AB[) = ;. �Evidemment, � doit
être �egale �a AB et nous aurons les implications

8Q 2 reg(C; ]AB[) reg(C; ]AB[) � DP(AB;Q))

)8Q 2 reg(C; ]AB[) reg(C; ]AB[) � DP(AB;Q))

)8Q 2 reg(C; ]AB[) n [AB] C � DP(AB;Q) )

)8Q 2 reg(C; ]AB[) n [AB] C n fA;Bg � DP(AB;Q))

)8Q 2 C n fA;Bg C n fA;Bg � DP(AB;Q):

Pour prouver (I.7.i), remarquons d'abord que pour tout P 2 C n fA;Bg la droite donn�ee
par le lemme I.25 est unique et est la droite tangente �a C en P. En e�et, si nous supposons
qu'il existe P0 = c(t0) 2 C, avec t0 2]a; b[, tel qu'il existe une droite � 6= �(c0(t0); c(t0))
passant par P et telle que � \ reg(C; ]AB[) = ;, alors le point t0 sera un point de discon-
tinuit�e pour c0, d'o�u la contradiction.

Supposons maintenant qu'il existe t1 6= t2 2]a; b[ tels que c0(t1) = c0(t2). Alors
nous aurons soit �(c0(t1); c(t1)) = �(c0(t2); c(t2)), soit �(c0(t1); c(t1)) 6= �(c0(t2); c(t2))
et �(c0(t1); c(t1))k�(c0(t2); c(t2)). Si �(c0(t1); c(t1)) = �(c0(t2); c(t2)), alors, comme
reg(C; ]AB[) est convexe et donc reg(C; ]AB[) est convexe et c(t1); c(t2) 2 reg(C; ]AB[),
nous obtenons [c(t1)c(t2)] � reg(C; ]AB[). Mais d'un côt�e

�(c0(t1); c(t1)) = c(t1)c(t2) \ reg(C; ]AB[) = ;

et donc [c(t1)c(t2)] � �(reg(C; ]AB[)), et d'un autre côt�e t1; t2 =2 fa; bg, donc on ne peut
pas avoir [c(t1)c(t2)] �]AB[. Ainsi, [c(t1)c(t2)] � C, ce qui contredit une des conditions de
l'hypoth�ese (la condition det

�
c0(t); c00(t)

�
6= 0 8t 2]a; b[). Il reste donc �a traiter le cas

�(c0(t1); c(t1)) 6= �(c0(t2); c(t2)) et �(c0(t1); c(t1))k�(c0(t2); c(t2))

Soient
R1 = DPop(�(c0(t1); c(t1));�(c0(t2); c(t2));

R3 = DPop(�(c0(t2); c(t2));�(c0(t1); c(t1))

et

R2 = DP(�(c0(t1); c(t1));�(c0(t2); c(t2)) \ DP(�(c0(t2); c(t2));�(c0(t1); c(t1));
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comme pr�esent�e dans la �gure I.14.
Nous savons que reg(C; ]AB[) est incluse dans un seul des deux demi-plans ouverts

d�etermin�es par �(c0(t1); c(t1)), donc reg(C; ]AB[) sera incluse dans un seul des deux demi-
plans ferm�es d�etermin�es par �(c0(t1); c(t1)). Comme c(t2) 2 reg(C; ]AB[) se trouve dans
le demi-plan DP(�(c0(t1); c(t1));�(c0(t2); c(t2)), nous en d�eduisons que

reg(C; ]AB[) � DP(�(c0(t1); c(t1));�(c0(t2); c(t2)):

De même, nous aurons

reg(C; ]AB[) � DP(�(c0(t2); c(t2));�(c0(t1); c(t1))

et il en r�esulte que reg(C; ]AB[) � R2 et donc que C � R2.

R1

R2

R3

c(t2)

c(t1)

�(c0(t1); c(t1))
�(c0(t2); c(t2))

Figure I.14

Le segment [c(t1)c(t2)] partage R2 en deux sous-r�egions. Soit R+

2 celle de ces deux
sous-r�egions donn�ee par l'orientation de c0(t1) (ou de c0(t2), car ils sont �egaux) et R�

2

l'autre, toutes les deux consid�er�ees ouvertes. Dans un voisinage de c(t1) nous aurons donc
la situation pr�esent�ee dans la �gure I.15.

R
�

2

R
+

2

c(t1)

c(t2)

c
0(t1)

Figure I.15

Alors pour tout " > 0 il existe t01; t
00
1 2]a; b[ tels que t

0
1 < t1 < t001 , c(t

0
1) 2 R

�

2 , c(t
00
1 ) 2 R

+

2

et t001 � t01 < ". De même, nous aurons que pour tout " > 0 il existe t02; t
00
2 2]a; b[ tels que

t02 < t2 < t002 , c(t
0
2) 2 R

�

2 , c(t
00
2 ) 2 R

+

2 et t002 � t02 < ".
Nous pouvons choisir " tel que t001 < t02, si t2 < t1, ou t002 < t01, si t1 < t2. Nous allons

supposer t2 < t1. La courbe est continue, il r�esulte donc qu'il existe t3 2]t
00
1 ; t

0
2[ tel que

c(t3) 2]c(t1)c(t2)[. Pour obtenir une contradiction, nous utilisons le r�esultat suivant :
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Lemme I.27. { Soit A un convexe. Alors

[PQ] � A)]PQ[� Int(A) ou ]PQ[� �(A):

La preuve de ce lemme se trouve �a la �n de la preuve de la proposition I.7.
En utilisant le lemme, nous obtiendrons ainsi

[c(t1)c(t2)] � reg(C; ]AB[) et
c(t3) 2]c(t1)c(t2)[

c(t3) 2 C � �(reg(C; ]AB[))

donc ]c(t1)c(t2)[� �(reg(C; ]AB[)), ce qui donne encore une fois une contradiction avec la
condition c00(t) 6= 0 8t 2]a; b[. Donc il ne peut pas exister deux points distincts sur la
courbe ayant le même vecteur tangent, par cons�equent c0jj ]a;b[ est injective et l'implication

directe est ainsi d�emontr�ee.

Pour prouver la r�eciproque, nous devons d'abord d�emontrer que la r�egion reg(C; ]AB[)
existe. Pour �ca, il faut et il su�t que la courbe ferm�ee form�ee par l'union de C et de [AB]
soit simple. Comme C est simple, il reste �a prouver que C\]AB[= ;. Mais nous savons
C n fA;Bg � DP(AB;P);8P 2 C n fA;Bg, donc C n fA;Bg \ AB = ;, ce qui implique
C n fA;Bg\]AB[= ; et en conclusion C\]AB[= ;.

Supposons maintenant que reg(C; ]AB[) n'est pas convexe. Alors il existe trois points
M;N;P tels que M;P 2 reg(C; ]AB[), N =2 reg(C; ]AB[) et N 2]MP[. De la continuit�e de la
courbe ferm�ee C[]AB[ il r�esulte que la droite MP coupe �(reg(C; ]AB[) = C[]AB[ en au
moins quatre points distincts. Or au plus un de ces points peut appartenir �a ]AB[, donc
la droite MP coupe la courbe C en au moins trois points distincts. Soient R;S;T 2 MP
trois points successifs (sur la droite MP), intersections de C avec MP et supposons que
]RS[� reg(C; ]AB[) et ]ST[� IR

2 n reg(C; ]AB[). Soient tR; tS; tT 2]a; b[ tels que c(tX) = X
pour tout X 2 fR;S;Tg. En plus, nous choisissons R;S et T tels que tR < tS < tT, donc
tels qu'ils soient ordonn�es aussi sur la courbe, et dans le même ordre. Nous prouverons
qu'il existe t1 2]tR; tS[ et t2 2]tS; tT[ tels que c

0(t1) = c0(t2).
Soit DP1 le demi-plan ouvert d�etermin�e par RS et par l'orientation de c0(tR), qui est

�egal au demi-plan ouvert d�etermin�e par RS et par l'orientation de c0(tT), et DP2 le demi-
plan ouvert d�etermin�e par RS et par l'orientation de c0(tS), donc DP2 = IR

2 nDP1. Soit
t1 2]tR; tS[ tel que c(t1) 2 DP1 et

d(c(t1);RS) = sup
t2]tR;tS[
c(t)2DP1

d(c(t);RS):

�Evidemment, un tel t1 existe et il peut être unique ou pas. Compte tenu de la fa�con dont
nous l'avons choisi, �(c0(t1); c(t1)), la droite tangente �a C en c(t1), est parall�ele �a RS. Si
nous posons

~u =

�!
RS

d(R;S)
;

alors nous aurons c0(t1) = �~u. Nous voulons prouver que c0(t1) = ~u.
Supposons que c0(t1) = �~u. Soit �n la normale �a RS passant par c(t1) et soit DP+

le demi-plan ouvert d�etermin�e par �n et l'orientation du vecteur ~u et DP� le demi-plan
ouvert d�etermin�e par �n et l'orientation du vecteur �~u. Nous introduisons les notations :

R+ = DP1 \DP(�(c0(t1); c(t1));R) \ DP+
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R� = DP1 \DP(�(c0(t1); c(t1));R) \ DP�:

Il vient donc c(]tR; tS[) � DP(�(c0(t1); c(t1));R) et aussi

8" > 0 9t01; t
00
1 2]tR; tS[ tels que t

0
1 < t1 < t001 ; c(t

0
1) 2 R+; c(t

00
1 ) 2 R� et t001 � t01 < ":

S
R

S
R

c(t1) c(t1)

c(t00
1
) c(t0

1
)

c(t0
1
) c(t00

1
)

(a) (b)

Figure I.16

Dans le cas pr�esent�e �gure I.16(a), la courbe trac�ee en continu et celle trac�ee en pointil-
l�es sont homotopes par rapport aux conditions impos�ees �a la courbe c(]tR; t1[), c'est-�a-dire
l'interdiction de couper le segment [RS] ou la droite �(c0(t1); c(t1)) et le respect des po-
sitions relatives des points c(t01); c(t1); c(t

00
1 ). Nous remarquons aussi que pour ces mêmes

conditions les courbes de la �gure I.16(a) ne sont pas homotopes avec la courbe de la
�gure I.16(b) et en plus toute courbe qui respecte les conditions �enum�er�ees ci-dessus est
homotope soit avec les courbes de la �gure I.16(a), soit avec la courbe de la �gure I.16(b).

�Etudions maintenant la courbe c(]t1; tS[) dans les deux cas pr�esent�es pour c(]tR; t1[).
Dans le cas (a), la courbe c(]tR; t1[) (ou un morceau de cette courbe) divise la r�egion
DP1 \ DP(�(c0(t1); c(t1));R) en deux parties disjointes, s�eparant ainsi c(t001 ) et S. Comme
c(]t1; tS[) et �(c0(t1); c(t1)) doivent être disjointes et la courbe c(]tR; tS[) doit être simple,
la seule "trajectoire" que la courbe c(]t1; tS[) peut emprunter est celle pr�esent�ee dans la
�gure I.17 ou une qui lui est homotope tout en respectant, en plus des deux conditions
d�ej�a �ecrites ci-dessus, les conditions

{ il existe " > 0 tel que c(]tS � "; tS[) � DP1

{ c(]t1; tS[) \ [RS] = ;.

Alors la courbe c(]tR; tS[) [ [RS] sera une courbe simple ferm�ee et il existera � > 0 tel que
B(S; �) \DP2 � reg(c(]tR; tS[); [RS]). Mais il existe aussi " > 0 tel que c(]tS; tS + "[)�DP2
et si nous choisissons 
 = min("; �) nous aurons

c(]tS; tS + 
[) � reg(c(]tR; tS[); [RS]):

Donc la courbe C a des points �a l'int�erieur de reg(c(]tR; tS[); [RS]), ainsi

C n c([tR; tS]) � reg(c(]tR; tS[); [RS]);

car
�
C n c([tR; tS])

�
\ c(]tR; tS[) = ; et

�
C n c([tR; tS])

�
\ [RS] = ;.

Nous avons ainsi obtenu une contradiction avec la condition (I.7.ii), car nous ne pourrons
pas trouver deux points A et B appartenant �a reg(c(]tR; tS[); [RS]) tels que la courbe
c(]tR; tS[) soit incluse dans un seul des deux demi-plans d�etermin�es par la droite AB.
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S
R

c(t1)

c(t0
1
)

c(t00
1
)

Figure I.17

Dans le cas I.16(b), la courbe c(]t1; tS[) est celle pr�esent�ee �gure I.18, ou une qui lui est
homotope modulo les conditions d�ej�a vues. Nous arrivons ainsi �a une situation similaire �a
celle du premier cas et nous obtenons donc la même contradiction.

S

R

c(t1)

c(t0
1
)

c(t00
1
)

Figure I.18

Donc la supposition c0(t1) = �~u aboutit dans tous les cas �a une contradiction et par
cons�equent nous avons c0(t1) = ~u. De la même fa�con nous prouvons qu'il existe t2 2]tS; tT[
tel que c0(t2) = ~u. Nous avons ainsi trouv�e t1; t2 2]a; b[, t1 6= t2, tels que c

0(t1) = c0(t2),
d'o�u une contradiction avec la condition (I.7.i). Donc la supposition que reg(C; ]AB[) n'est
pas convexe est fausse et ainsi la d�emonstration de la proposition est achev�ee. ut

Preuve du lemme I.27 { Supposons que la conclusion est fausse, donc que ]PQ[ 6� Int(A)
et ]PQ[6� �(A). Mais ]PQ[� A, par cons�equent tout point de ]PQ[ sera soit dans Int(A),
soit dans �(A). Il ne peut pas exister M;N;O 2]PQ[ tels que M 2]NO[ et M 2 �(A), N;O 2
Int(A), car Int(A) est aussi convexe. Il y aura donc deux points distincts M;N 2]PQ[ tels
que ]PM] � �(A), ]MN[� Int(A) et [NQ[� �(A), o�u nous pouvons avoir M = P ou N = Q,
mais pas les deux, car alors ]PQ[� Int(A). Supposons que M 6= P et soit R 2]PM[. Int(A)
�etant convexe et R appartenant �a �(A), il r�esulte, conform�ement au lemme I.25, qu'il existe
une droite � passant par R et telle que � \ Int(A) = ;. Il est �evident que les droites �
et PM doivent être confondues et nous obtenons ainsi une contradiction, car ]MN[� �,
]MN[� Int(A) et ]MN[6= ;. ut

Preuve du th�eor�eme I.24 { En utilisant les notations habituelles pour la polycourbe de
B�ezier, nous donnons d'abord la d�emonstration du th�eor�eme pour le cas o�u la polycourbe
initiale est compos�ee de n0 � 4 courbes de B�ezier et nous traiterons s�epar�ement les cas
n0 = 2, n0 = 3.
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Pour i 2 f1; : : : ; n0g, soit


0i = min
j2f1;:::;i�2;i+2;:::;n0g

d
�
Bi;Bj

�
et soit 
00 =

1

2
min

i2f1;:::;n0g
f
0ig. �Evidemment, 
00 > 0, car B est une courbe simple.

Soit l'ensemble

I =
�
i 2 f1; : : : ; n0g

�� reg�Bi; �P(i)
0 P(i)

mi

��
\ reg

�
Bi+1;

�
P
(i+1)
0 P(i+1)

mi+1

��
6= ;

	
Si I 6= ;, on peut �ecrire I = I1 [ I2, o�u

I1 =
�
i 2 I

�� Bi+1 \ reg�Bi; �P(i)
0 P(i)

mi

��
6= ;

	
I2 =

�
i 2 I

�� Bi \ reg�Bi+1; �P(i+1)
0 P(i+1)

mi+1

��
6= ;

	
En plus, I1 \ I2 = ;, car reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
est convexe pour tout i 2 f1; : : : ; n0g et B est

simple.

Bi Bi+1

P
(i+1)
0 = P

(i)
mi

P
(i+1)
1

P
(i)
mi�1

(a)

Bi

Bi+1 P
(i+1)
0 = P

(i)
mi

P
(i+1)
1

P
(i)
mi�1

P
(i+1)
0 = P

(i)
mi

(b)

Bi

Bi+1

P
(i+1)
1

P
(i)
mi�1

(c)

Figure I.19 (a) i est dans I01 ; (b), (c) i est dans I001

Au moins un des ensembles I1 et I2 est non-vide. Si I1 6= ;, soit i 2 I1. Des deux angles
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 on consid�ere celui pour lequel il existe " > 0 tel que

B
�
P
(i+1)
0 ; "

�
\
n
Bi n

�
P
(i+1)
0

	o
� Int

�
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1

�
Nous d�e�nissons alors

I01 =
�
i 2 I1

�� Bi+1 \ Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 = ;

	
I001 = I1 n I

0
1 =

�
i 2 I1

�� Bi+1 \ Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 6= ;

	
La �gure I.19 pr�esente des exemples pour les deux cas.
Si I01 6= ;, soit i 2 I01. Nous ne pouvons pas avoir

reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
� Int

�
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1

�
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car i 2 I01 � I1, donc la courbe Bi+1, qui par la d�e�nition de I01 est disjointe de l'int�erieur

de l'angle 6 P
(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 , doit couper reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
. Par cons�equent,�

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 \ reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
6= ;

et donc
�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 \ Bi 6= ;. D'un autre côt�e, card

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 \ Bi

�
� 2, car Bi est

une courbe de B�ezier convexe. En conclusion, card
��
P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 \ Bi

�
= 1.

Soit
�
Mi

	
=
�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 \ Bi. Notons eBi le morceau de Bi compris entre P

(i)
0 et Mi

et nous d�e�nissons


00i =
1

2
d
� eBi;Bi+1�

Posons 
000 = min
i2I01

�

00i
	
.

De mani�ere analogue nous d�e�nissons ci-dessous 
0000 .

Si I2 6= ;, soit i 2 I2. Des deux angles 6 P(i)
mi�1

P(i+1)
0 P(i+1)

1 nous consid�erons celui pour
lequel il existe " > 0 tel que

B
�
P
(i+1)
0 ; "

�
\
�
Bi+1 n

�
P
(i+1)
0

	�
� Int

�
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1

�
Nous d�e�nissons alors

I02 =
�
i 2 I2

�� Bi \ Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 = ;

	
I002 = I2 n I

0
2 =

�
i 2 I2

�� Bi \ Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 6= ;

	
Les exemples de la �gure I.19 peuvent facilement devenir des exemples pour ces deux cas
en changeant Bi et Bi+1 entre elles.

Si I02 6= ;, soit i 2 I02. Avec un raisonnement similaire au celui fait pour i 2 I01, nous
aurons

card
��
P(i)
mi
P(i)
mi�1

\ Bi
�
= 1

et soit
�
Ni

	
=
�
P(i)
mi
P
(i)
mi�1

\ Bi+1. Notons Bi+1 le morceau de la courbe Bi+1 compris

entre Ni et P
(i+1)
mi+1

et soit


000i =
1

2
d
�
Bi+1;Bi

�
Nous posons alors 
0000 = min

i2I02

�

000i
	
.

Nous pouvons maintenant d�e�nir 
0 de l'�enonc�e du th�eor�eme :


0 =

8>>><>>>:

00

min
�

00; 


00
0

	
min

�

00; 


000
0

	
min

�

00; 


00
0 ; 


000
0

	
si I01 [ I02 = ;

si I01 6= ;; I02 = ;

si I01 = ;; I02 6= ;

si I01 6= ;; I02 6= ;

Nous voulons prouver que max
i2f1;:::;ng

�H(Bi;Pi) < 
0 entrâ�ne que P est pseudo-simple.

Supposons que max
i2f1;:::;ng

�H(B;P) < 
0 et que P n'est pas pseudo-simple. Alors il existe

i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, i 6= j, et ki 2 f0; : : : ;mi � 1g, kj 2 f0; : : : ;mj � 1g tels que�
P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
\
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
6= ;
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En plus, i; j; ki et kj doivent satisfaire certaines conditions, que nous verrons par la suite,
sans lesquelles P serait pseudo-simple. Nous avons plusieurs cas.

Cas 1. j =2 fi� 1; i+ 1g

Dans ce cas,
�
P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
\
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
6= ; entrâ�nera tout de suite la non-pseudo-sim-

plicit�e de P, nous n'avons pas �a imposer des conditions suppl�ementaires aux indices ki et
kj .

Soit M 2
�
P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
\
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
. Notons prBiM la projection de M sur la courbe Bi

et prBjM la projection de M sur la courbe Bj (�gure I.20). Nous aurons

d
�
M; prBiM

�
= d

�
M;Bi

�
et d

�
M; prBjM

�
= d

�
M;Bj

�
.

M

Bi

prBi
M

prBj
M

Bj

Figure I.20

Alors
d
�
Bi;Bj

�
� d

�
prBiM; prBjM

�
� d

�
M; prBiM

�
+ d

�
M; prBjM

�
� �H(Bi;Pi) + �H(Bj ;Pj) < 2
0 � 2
00

;

ce qui contredit la d�e�nition de 
00.

Cas 2. j = i+ 1
Dans ce cas, nous avons besoin d'une condition suppl�ementaire pour que�

P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
\
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
6= ;

implique la non-simplicit�e du polygone P, car si par exemple ki = mi � 1 et kj = 0 alors
le P peut être pseudo-simple et même simple même si le deux segments se coupent. Nous
devons �evidemment commencer par demander (ki; kj) 6= (mi � 1; 0), mais cela ne su�t
pas, comme nous pouvons le voir pour le cas de la �gure I.12(b), ou ki =mi � 1, kj = 1 et

la ligne polygonale P
(i)
0 : : :P

(i)
mi�1

P
(j)
0 : : :P(j)

mj
est pseudo-simple, donc encore une condition

est n�ecessaire. Cette condition sera

reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
\ reg

�
Bj ;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
6= ; (I:6)

et nous prouvons que c'est une condition n�ecessaire et su�sante pour que P soit non-

pseudo-simple si
�
P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
\
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
6= ;.

En e�et, si reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
et reg

�
Bj ;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
sont disjointes, alors il existe une

droite � passant par P
(j)
0 qui les s�epare strictement, car les deux sont convexes. Si

reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
et reg

�
Bj ;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
sont incluses dans des demi-plans ouverts op-

pos�es par rapport �a �, alors �evidemment Bi et Bj seront incluses dans des demi-plans
ferm�es oppos�es par rapport �a � et par suite des propri�et�es des courbes de B�ezier il en sera

34



de même pour leurs polygones de contrôle respectifs. Mais comme Pi et Pj sont simples

et convexes, la ligne polygonale P
(i)
0 : : :P

(i)
mi�1

P
(j)
0 : : :P(j)

mj
sera en tout cas pseudo-simple.

La condition (I.6) est donc n�ecessaire.

Pour prouver la su�sance, nous commen�cons par remarquer que si (I.6) est satisfaite,

alors P
(j)
1 =2

�
P
(j)
0 P

(i)
mi�1

, car si c'�etait le cas alors B serait une polycourbe avec tangence

int�erieure. Mais alors, si
�
P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
\
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
6= ;, les sommets Pki+1(i); : : : ;P

(j)
0 ; : : : ;

P
(j)
kj

ne peuvent pas être colin�eaires. En e�et, s'ils sont colin�eaires, alors ils se trouvent sur

la droite P
(j)
0 P

(j)
1 . Les polygones de contrôle des courbes de B�ezier composant la polycourbe

�etant simples, les sommets Pki+1(i); : : : ;P
(i)
mi�1

se trouveront sur la demi-droite
�
P
(j)
0 P

(i)
mi�1

et les sommets P
(j)
1 ; : : : ;P

(j)
kj

se trouvent sur la demi-droite
�
P
(j)
0 P

(j)
1 . Conform�ement �a la

remarque faite ci-dessus, les deux demi-droites sont disjointes, d'o�u la contradiction. Donc
ces sommets ne peuvent pas être colin�eaires, et par cons�equent le polygone de contrôle de
la polycourbe ne sera pas pseudo-simple.

En conclusion, si
�
P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
\
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
6= ; et les arêtes

�
P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

�
et
�
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
ne sont pas des arêtes cons�ecutives de P (condition �equivalente, dans le cas pr�esent, �a
(ki; kj) 6= (mi � 1; 0)), alors la condition (I.6) est �equivalente �a la non-pseudo-simplicit�e de
P.

Nous aurons donc i 2 I. Supposons d'abord que i 2 I1. Il y a alors deux possibilit�es :
i 2 I01 ou i 2 I001 .

Cas 2.1. i 2 I01

Nous voulons obtenir une contradiction avec la d�e�nition de 
000 . Pour �ca, nous prou-

verons que si la ligne polygonale P
(j)
0 : : :P(j)

mj
coupe la ligne polygonale P

(i)
0 : : :P(i)

mj
dans

un point autre que P
(j)
0 = P(i)

mi
, alors elle coupe aussi la courbe Bi dans un point autre

que P(i)
mi
. Notons

�
Pj la ligne polygonale P

(j)
0 : : :P(j)

mj
sans le point P

(j)
0 et Pi

�
la ligne

polygonale P(i)
0 : : :P(i)

mj
sans le point P(i)

mi
.

Supposons que
�
Pj \ Bi = ;. Le point P

(j)
1 doit alors appartenir �a reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
,

car la demi-droite
�
P(j)
0 P(j)

1 coupe Bi (i 2 I01) et si P
(j)
1 =2 reg

�
Bi;
�
P(i)
0 P(i)

mi

��
, alors nous

avons tout de suite
�
P
(j)
0 P

(j)
1

�
\ Bi 6= ;, d'o�u une contradiction. D'un autre côt�e, si pour

tout k 2 f1; : : : ;mjg P
(j)
k 2 reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
, alors �evidemment

�
Pj \ Pi

�
= ;, d'o�u une

contradiction. Il existe donc (�gure I.21) ` 2 f2; : : : ;mjg tel que

P
(j)
`�1 2 reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
et P

(j)
` =2 reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
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Bi

Bj

P
(i)
0 P

(j)
0

P
(j)
`

P
(j)
`+1

Figure I.21

Nous pouvons remarquer tout de suite que�
P
(j)
`�1P

(j)
`

�
\
�
Bi [

�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
=
�
P
(j)
`�1P

(j)
`

�
\ �
�
reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

���
6= ;

Mais
�
P(j)
`�1P

(j)
`

�
�
�
Pj, donc

�
P(j)
`�1P

(j)
`

�
\ Bi = ;. Ainsi, le segment

�
P(j)
`�1P

(j)
`

�
va couper

le segment
�
P
(i)
0 P(i)

mi

�
. Par cons�equent, les points P

(i)
0 et P(i)

mi
se trouveront dans des demi-

plans ouverts oppos�es par rapport �a la droite P
(j)
`�1P

(j)
` . Cette droite est une droite support

de l'une des arêtes de Pj, polygone convexe, nous aurons donc Pj � DP
�
P
(j)
`�1P

(j)
` ;P

(j)
0

�
et nous pouvons en d�eduire que Pj � DPop

�
P(j)
`�1P

(j)
` ;P(i)

0

�
.

Soit fPg =
�
P
(j)
`�1P

(j)
`

�
\
�
P
(i)
0 P(i)

mi

�
et nous notons�

P 0j =
�
P
(j)
0 P

(j)
1

�
[

�`�2[
k=1

�
P
(j)
k P

(j)
k+1

��
[
�
P
(j)
`�1P

�
�
P 00j =

�
PP

(j)
`

�
[

�mj�1[
k=`

�
P
(j)
k P

(j)
k+1

��
Mais P =2 Bi et ainsi

�
P 0j ne peut pas couper Pi

�
, tous ses sommets, �a part P, �etant dans

reg
�
Bi;
�
P(i)
0 P(i)

mi

��
et P appartenant au segment

�
P(i)
0 P(i)

mi

�
. Voyons donc dans quelles

conditions
�
P 00j peut couper Pi

�
. Nous savons que P

(j)
` 2 DPop

�
P
(i)
0 P

(i)
mi ;Bi n

�
P
(i)
0 ;P

(i)
mi

	�
.

Le polygone Pj est simple et convexe et nous avonsPj \ P
(i)
0 P(i)

mi
�
�
P
(i)
0 ;P

	
, nous pouvons

donc �ecrire que Pj \ P
(i)
0 P(i)

mi
=
�
P
(i)
0 ;P

	
. En conclusion, nous aurons

P
(j)
`+1; : : : ;P

(j)
mj

2 DPop
�
P
(i)
0 P

(i)
mi ;Bi n

�
P
(i)
0 ;P

(i)
mi

	�
Alors

�
P 00j \ Pi

�
�
�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	
et comme aucun de ces deux points n'est un point de

�
P 00j ,

il vient
�
P 00j \ Pi

�
= ;. Nous pouvons donc conclure que

�
Pj \ Pi

�
= ;, d'o�u une contra-

diction.
Ainsi, l'hypoth�ese

�
Pj \ Bi = ; nous a men�es dans tous les cas �a une contradiction, donc

elle est fausse.
Soit M 2

�
Pj \ Bi. Nous savons que�

Pj � DP
�
P
(j)
0 P

(j)
1 ;P

(j)
mj

�
donc

M 2 Bi \DP
�
P
(j)
0 P

(j)
1 ;P

(j)
mj

�
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Conform�ement aux notations faites au d�ebut de la d�emonstration,

Bi \ DP
�
P
(j)
0 P

(j)
1 ;P

(j)
mj

�
= eBi

Alors

d
� eBi;Bi+1� = d

� eBi;Bj� � d
�
M;Bi

�
� �
�
Bi;Pi

�
� max

i2f1;:::;ng
�H(Bi;Pi) < 
0 � 
000

cette relation contredisant la d�e�nition de 
000 .
Cas 2.2. i 2 I001

Soit eP =
[
k 6=i;j

Pk. Nous voulons prouver que si Pi et Pj se coupent dans un point autre

que P
(j)
0 = P(i)

mi
, alors soit Pi et eP se coupent dans un point autre que P

(i)
0 , soit eP et Pj

se coupent dans un point autre que P(j)
mj

, c'est-�a-dire nous voulons prouver que

Pi \ Pj n
�
P
(j)
0

	
6= ; =)

�
Pj \ eP n �P(j)

mj

	�
[
� eP \ Pi n �P(i)

0

	�
6= ;

Supposons que Pj \ eP n �P(j)
mj

	
= ; et eP \ Pi n �P(i)

0

	
= ;.

Des deux angles 6 P(j)
mj

P
(j)
0 P

(j)
1 , consid�erons celui pour lequel

Bj \ Int
�
6 P(j)

mj
P(j)
0 P(j)

1

�
6= ;

Nous aurons alors Bj � Int
�
6 P

(j)
mjP

(j)
0 P

(j)
1

�
, car �evidemment Pj � Int

�
6 P

(j)
mjP

(j)
0 P

(j)
1

�
. A-

lors
�
P
(j)
0 P(j)

mj
� Int

�
6 P

(i)
mi�1

P
(j)
0 P

(j)
1

�
, car sinon

Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(j)
0 P

(j)
1

�
\ Int

�
6 P(j)

mj
P
(j)
0 P

(j)
1

�
= ;

et donc Bj et Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(j)
0 P

(j)
1

�
sont disjoints, d'o�u la contradiction.

Par cons�equent, Bj � Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(j)
0 P

(j)
1

�
.

D'un autre côt�e, nous devons avoir
�
P
(j)
0 P(j)

mj
� DP

�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
En e�et, si �

P
(j)
0 P

(j)
1 � DP

�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
alors

Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(j)
0 P

(j)
1

�
� DP

�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
et donc la demi-droite

�
P
(j)
0 P

(j)
1 est elle aussi contenue dans ce demi-plan. Si, au contraire,�
P
(j)
0 P

(j)
1 6� DP

�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
alors en supposant �

P
(j)
0 P(j)

mj
6� DP

�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
nous obtenons

Int
�
6 P(j)

mj
P(j)
0 P(j)

1

�
\DP

�
P(i)
0 P(i)

mi
;P(i)

1

�
= ;

et comme reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
� DP

�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
et Bj � Int

�
6 P

(j)
mjP

(j)
0 P

(j)
1

�
, il en r�esulte

que Bj \ reg
�
Bi;
�
P(i)
0 P(i)

mi

��
= ;, d'o�u une contradiction.

Ainsi, P(j)
mj

2 DP
�
P(i)
0 P(i)

mi
;P(i)

1

�
et nous voulons prouver que P(j)

mj
2 reg

�
Bi;
�
P(i)
0 P(i)

mi

��
.
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Supposons que P(j)
mj

=2 reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
. Nous savons que Bj \ reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
6= ; ;

soit A 2 Bj \ reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
. Notons A le morceau de la courbe Bj compris entre A

et P(j)
mj

. Comme A 2 reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
et P(j)

mj
=2 reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
, nous aurons

A \ �
�
reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

���
= A \

�
Bi [

�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
6= ;

Il est �evident que P
(j)
0 =2 A, donc forc�ement A \ Bi = ;, car B est une courbe simple. Par

cons�equent, A \
�
P
(i)
0 P(i)

mi

�
6= ;. Mais alors il existe A0 2 A \DPop

�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
et soit

A0 le morceau de A compris entre A0 et P(j)
mj

. Nous avons vu que P(j)
mj

2 DP
�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
1

�
,

donc A0 et P(j)
mj

se trouvent dans des demi-plans oppos�es par rapport �a la droite P
(i)
0 P(i)

mi

et il r�esulte A0 \ P
(i)
0 P(i)

mi
6= ;.

En conclusion, il existe un point appartenant �a A0 \ P(i)
0 P(i)

mi
et un point appartenant �a�

A n A0
�
\ P

(i)
0 P(i)

mi
. Comme P

(j)
0 2 P

(i)
0 P(i)

mi
et P

(j)
0 =2 A, nous obtenons

card
�
Bj \ P

(i)
0 P(i)

mi

�
� 3

ce qui donne une contradiction avec la convexit�e de reg
�
Bj;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
. Donc en e�et

P(j)
mj

2 reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
. Nous voulons maintenant prouver qu'il existe une ligne poly-

gonale non-born�ee LP qui s�epare le plan en deux r�egions ouvertes R1 et R2 telles que

Pj n
�
P
(j)
0 ;P(j)

mj

	
� R1 et Pi n

�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	
� R2

Nous commen�cons par prouver que

Pj \
�
P
(i)
0 P(i)

mi
n
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
= ;

Soient les demi-droites d0 et d00 telles que d0 [ d00 = P(i)
0 P(i)

mi
n
�
P(i)
0 P(i)

mi

�
: d0 est la demi-

droite ouverte oppos�ee �a
�
P(i)
mi
P
(i)
0 et d00 est la demi-droite ferm�ee oppos�ee �a

�
P
(i)
0 P(i)

mi
.

Nous avons d�ej�a vu que �
P
(j)
0 P(j)

mj
� Int

�
6 P

(i)
mi�1

P(i)
mi
P
(j)
1

�
donc la droite P

(j)
0 P(j)

mj
s�epare les points P

(i)
mi�1

et P
(j)
1 . D'un autre côt�e,

P(j)
mj

2 DP
�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
mi�1

�
;

donc

P(j)
mj

2 DP
�
P
(i)
0 P(i)

mi
;P

(i)
mi�1

�
\ DP

�
P
(i)
mi�1

P(i)
mi
;P

(i)
0

�
Ainsi, en choisissant des deux angles 6 P

(i)
mi�1

P(i)
mi
P
(i)
0 celui pour lequel

Bi \ Int
�
6 P

(i)
mi�1

P
(i)
miP

(i)
0

�
6= ;

(par cons�equent, Bi � Int
�
6 P(i)

mi�1
P(i)
miP

(i)
0

�
, comme d�ej�a vu) nous obtenons�

P
(j)
0 P(j)

mj
� Int

�
6 P

(i)
mi�1

P(i)
mi
P
(j)
1

�
Donc la droite P

(j)
0 P(j)

mj
s�epare aussi les points P

(i)
mi�1

et P
(i)
0 et nous en d�eduisons que

P(i)
0 2 DP

�
P(j)
0 P(j)

mj
;P(j)

1

�
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et par cons�equent

d0 \DP
�
P
(j)
0 P(j)

mj
;P

(j)
1

�
= ;

Comme Pj � DP
�
P
(j)
0 P

(j)
mj ;P

(j)
1

�
et d0 est ouverte, nous pouvons conclure que Pj \ d

0 = ;.
D�emontrons maintenant que Pj \ d

00 = ;. Nous allons faire une preuve par l'absurde.
Supposons que Pj \ d

00 6= ;. Comme le polygone Pj (d�e�ni comme l'union de la ligne

polygonale Pj et du segment
�
P
(j)
0 P(j)

mj

�
) est convexe, nous aurons soit P

(i)
0 P(i)

mi
= P

(j)
0 P

(j)
1

et P
(j)
1 2 d00, soit card(Pj \ d

00) = 1. Dans les deux cas, soit N 2 P
(i)
0 P(i)

mi
tel que

Pj \ P
(i)
0 P(i)

mi
�
�
NP(i)

mi
et d

�
N;P(i)

mi

�
= min

P2P
(i)
0

P
(i)
mi

Pj\P
(i)
0

P
(i)
mi

�

�
PP

(i)
mi

d
�
P;P(i)

mi

�

�Evidemment, N 2 d00. Si N = P
(i)
0 , alors

Pj \ eP n �P(j)
mj

	
�
�
P
(i)
0

	
6= ;;

contradiction.
Donc N 2 d00 n

�
P
(i)
0

	
. Alors, toujours pour des raison de convexit�e du polygone Pj ,�

NP
(j)
0

�
� reg

�
Pj
�

et donc P
(i)
0 2 reg

�
Pj
�
. Plus, les ensembles I1 et I2 sont disjoints, donc

P
(i)
0 =2 reg

�
Bj ;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
et �evidemment P

(i)
0 =2 Bj, alors nous aurons P

(i)
0 2 reg

�
Pj ;Bj

�
. La �gure I.22 pr�esente

cette situation.

Pi

Bi

Pj

Bj
P
(i)
0

Figure I.22

Comme n � 4, i� 1 6= j + 1. Mais

P
(i)
0 2 reg

�
Bj ;Pj

�
=) d

�
P
(i)
0 ;Bj

�
� �
�
Bj;Pj

�
< 
0 � 
00

D'un autre côt�e, nous avons d
�
Bi�1;Bj

�
� d

�
P
(i)
0 ;Bj

�
et nous obtenons ainsi une contra-

diction avec la d�e�nition de 
00. Donc Pj \ d
00 = ;.

Nous savons aussi que �
Pj n

�
P(j)
0 ;P(j)

mj

	�
\
�
P(j)
0 P(j)

mj

�
= ;
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et que �
Pj n

�
P
(j)
0 ;P(j)

mj

	�
\ eP = ;

D�e�nissons alors
LP = d0 [ d00 [

�
P
(j)
0 P(j)

mj

�
[ eP

LP partage le plan en au moins deux r�egions ouvertes disjointes (si elle n'est pas simple,
alors il y a plus de deux r�egions). Comme�

Pj n
�
P
(j)
0 ;P(j)

mj

	�
\ LP = ;;

nous d�eduisons que Pj n
�
P
(j)
0 ;P(j)

mj

	
est compl�etement incluse dans une de ces r�egions,

que nous appellerons R1.
Soit R2 une autre de ces r�egions telle que�

Pi n
�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
\ R2 6= ;

Nous savons �
Pi n

�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
\ eP = ;

et nous pouvons voir tout de suite que�
Pi n

�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
\
�
P
(j)
0 P(j)

mj

�
= ;;

car
�
P
(j)
0 P(j)

mj

�
� reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
. Si�

Pi n
�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
\ P

(i)
0 P(i)

mi
= ;;

il r�esulte que �
Pi n

�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
\ LP = ;

et par cons�equent Pi n
�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	
sera compl�etement inclus dans R2. Mais, sans con-

tredire la simplicit�e ou la convexit�e de Pi, nous pouvons avoir�
Pi n

�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
\ P

(i)
0 P(i)

mi
6= ;;

comme pr�esent�e dans la �gure I.23. Dans ce cas, on peut v�eri�er assez ais�ement que

Pi n
�
P(i)
0 ;P(i)

mi

	
� R2

P
(i)
mi P

(i)
1

P
(i)
0

Figure I.23

Comme R1 est un ensemble ouvert, pour prouver que�
Pj n

�
P
(j)
0 ;P(j)

mj

	�
\
�
Pi n

�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
6= ;

il su�t de d�emontrer que R1 6= R2. Mais nous savons que les points P
(i)
1 et P

(j)
1 sont

s�epar�es par la droite P(j)
0 P(j)

mj
et il r�esulte que pour avoir R1 = R2 la ligne polygonale eP
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doit passer par P
(j)
0 , ce qui nous ram�ene tout de suite au cas 1, qui a son tour nous avait

men�es a une contradiction.
Par cons�equent, �

Pi n
�
P
(i)
0 ;P(i)

mi

	�
\
�
Pj n

�
P
(j)
0 ;P(j)

mj

	�
= ;

et donc Pi \ Pj n
�
P(j)
0

	
= ;, car �evidemment P(i)

0 =2
�
P(j)
0 ;P(j)

mj

	
.

Ainsi, en supposant �
Pj \ eP n �P(j)

mj

	�
[
�
Pi \ eP n �P(i)

0

	�
= ;;

nous avons obtenu une contradiction avec l'hypoth�ese Pi \ Pj n
�
P
(j)
0

	
6= ;. Donc vraiment

Pi \ Pj n
�
P
(j)
0

	
6= ; =)

�
Pj \ eP n �P(j)

mj

	�
[
� eP \ Pi n �P(i)

0

	�
6= ;

Mais Pj \ eP n �P(j)
mj

	
6= ; signi�e qu'il existe

` 2 f1; : : : ; i� 1; j + 1; : : : ; ng et kj 2 f0; : : : ;mj � 1g; k` 2 f0; : : : ;m` � 1g

tels que �
P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

�
\
�
P
(`)
k`
P
(`)
k`+1

�
6= ;;

avec les �eventuelles conditions suppl�ementaires d�ej�a mentionn�ees au cours de la d�emonstra-
tion. Cette situation nous ram�ene dans un des cas 1, 2 ou 3, ce qui �nira par donner une
contradiction, car nous pouvons voir que nous ne cyclerons pas ind�e�niment : si ` = j + 1

et j 2 I001 , alors nous avons P
(`)
m`

2 reg
�
Bj ;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
et la relation

P(i)
mi

2 reg
�
Bi�1;

�
P
(i�1)
0 P(i�1)

mi�1

��
8i 2 f1; : : : ; ng;

est impossible, car B est une courbe simple et reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
est convexe pour tout

i 2 f1; : : : ; ng.

De même, en consid�erantPi \ eP n �P(i)
0

	
6= ;, nous ne pourrons pas osciller ind�e�niment

entre les cas 2.2 et 2.4 pour des raisons de convexit�e des polygones Pi, i 2 f1; : : : ; ng.
Ainsi, nous �nirons dans le cas 2.2 aussi par obtenir une contradiction avec l'hypoth�ese

max
i2f1;:::;ng

�H(Bi;Pi) < 
0 et P non-pseudo-simple

Pour les cas 2.3 : i 2 I02 et 2.4 : i 2 I002 , la preuve est en tout point semblable �a celle faite
pour les cas 2.1 et 2.2, raison pour laquelle nous ne la donnons plus ici.

Cas 3. j = i� 1
�Evidemment, ce cas n'apporte aucun �el�ement nouveau par rapport au cas 2, une simple

substitution faite entre i et j permettant de le r�eduire �a celui-ci.

Ainsi, la preuve pour le cas n0 � 4 est �nie et pour terminer la d�emonstration du
th�eor�eme nous devons maintenant �etudier les cas n0 = 2 et n0 = 3, car �evidemment
n0 � 1.

Pour n0 = 2, nous pouvons avoir deux situations (�gure I.24) : soit

reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

��
� DP

�
P
(1)
0 P

(2)
0 ; reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

���
;

soit
reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

��
� DPop

�
P
(1)
0 P

(2)
0 ; reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

���
:
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B1

B2

B1

B2

Figure I.24

Dans le deuxi�eme cas, suite aux propri�et�es des courbes de B�ezier et �a la convexit�e des
polygones P1 et P2, le polygone P sera toujours pseudo-simple. �Etudions donc le cas

reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

��
� DP

�
P
(1)
0 P

(2)
0 ; reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

���
.

Comme B est simple, nous aurons soit reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

��
� reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
, soit

l'inverse, cas qui est le même modulo un changement de notation. Ainsi, supposons que

reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

��
� reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
Si P

(1)
0 P

(1)
1 et P

(1)
m1�1

P(1)
m1

ne sont pas parall�eles, soit fPg = P
(1)
0 P

(1)
1 \ P

(1)
m1�1

P
(1)
m1 . Si P 2

reg
�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

��
, alors P1 � reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

��
, car cette ligne polygonale est incluse

dans le triangle P(1)
0 P(1)

m1P. Si P =2 reg
�
B2;
�
P(2)
0 P(2)

m2

��
ou P(1)

0 P(1)
1 et P(1)

m1�1
P(1)
m1

sont

parall�eles, soient
�
P1

	
= P

(1)
0 P

(1)
1 \B2n

�
P
(1)
0

	
et
�
P2

	
= P

(1)
m1�1

P
(1)
m1\B2n

�
P
(1)
m1

	
. Ces deux

points existent, car B est sans tangence int�erieure, et sont uniques, car reg
�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

��
est convexe. Notons eB2 le morceau de B2 compris entre P1 et P2 et posons


0 =
1

2
d
�
B1; eB2�

Prouvons que 
0 ainsi d�e�ni satisfait la condition de l'�enonc�e du th�eor�eme. Supposons
donc que

max
�
�
�
P1;B1

�
; �
�
P2;B2

�	
< 
0

et nous voulons prouver que P est pseudo-simple. Remarquons que, dans ce cas, P ne
peut pas être pseudo-simple sans être simple, et prouvons qu'il est simple par l'absurde.

Nous supposons ainsi que P1 \ P2 n
�
P
(1)
0 ;P

(2)
0

	
6= ; et soit M1 2 P1 \ P2 n

�
P
(1)
0 ;P

(2)
0

	
.

Comme

P1 � DP
�
P
(1)
0 P

(1)
1 ;P

(1)
m1

�
\DP

�
P
(1)
m1P

(1)
m1�1

;P
(1)
0

�
;

le point M1 doit �evidemment se trouver lui aussi dans l'intersection des deux demi-plans
ferm�es. D'un autre côt�e,

P2 � DP
�
P
(1)
0 P

(2)
0 ; reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

���
n reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
;

donc M1 est lui aussi un �el�ement de cet ensemble. Par cons�equent,

M1 2DP
�
P
(1)
0 P

(1)
1 ;P

(1)
m1

�
\DP

�
P
(1)
m1P

(1)
m1�1

;P
(1)
0

�
\
�
DP
�
P
(1)
0 P

(2)
0 ; reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

���
n reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

���
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Mais cette r�egion du plan et la r�egion

reg
�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
\DP

�
P
(1)
0 P

(1)
1 ;P

(1)
m1

�
\DP

�
P
(1)
m1P

(1)
m1�1

;P
(1)
0

�
sont s�epar�ees par eB2 et en cons�equence P1, qui a des points dans les deux r�egions ci-dessus,
doit couper eB2. Soit M 2 P1 \ eB2. Alors nous aurons

d
� eB2;B1� � d

�
M;B1

�
� �H

�
P1;B1

�
< 
0;

d'o�u une contradiction avec la d�e�nition de 
0. L'hypoth�ese P non-simple est donc fausse
et ainsi la preuve pour le cas n0 = 2 est achev�ee.

�Etudions maintenant le cas n0 = 3. Nous allons faire cette preuve en discutant les
di��erences existant entre les cas n0 � 4 et n0 = 3.

Si n0 = 3, dans les d�e�nitions donn�ees pour le cas g�en�eral nous aurons 
00 = +1. Si
I01[ I

0
2 = ;, alors 
0 = +1. Prouvons que dans ce cas P est pseudo-simple. Il y a plusieurs

possibilit�es :
(i) I1 = I2 = ; ;
(ii) I1 = ;; I002 6= ; ;
(iii) I001 6= ;; I2 = ; ;
(iv) I001 6= ;; I002 6= ;.

(i) I = I1 [ I2 = ; (�gure I.25)

Figure I.25

Soit, pour tout i 2 f1; 2; 3g,

Ri = DP
�
P
(i)
0 P(i)

mi
;Bi
�
\DP

�
P
(i)
0 P

(i)
1 ;Bi

�
\DP

�
P
(i)
mi�1

P(i)
mi
;Bi
�

Prouvons que

reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
\reg

�
Bj;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
= ; =)Ri \ Rj = ;

n0 �etant �egal �a trois, toutes deux courbes de B�ezier de la composition de la polycourbe
sont cons�ecutives et par cons�equent il su�t de prouver cette implication pour i = 1, j = 2.

Des deux angles 6 P
(1)
0 P

(1)
m1P

(1)
m1�1

prenons celui dont l'int�erieur contient B1n
�
P
(1)
0 ;P

(1)
m1

	
et des deux angles 6 P

(2)
0 P

(2)
m2P

(2)
m2�1

celui dont l'int�erieur contient B2 n
�
P
(2)
0 ;P

(2)
m2

	
. Suite

aux propri�et�es des courbes de B�ezier,

8P 2 Int
�
6 P(1)

0 P(1)
m1

P(1)
m1�1

�
9P1 2

�
P(1)
m1

P tel que
�
P(1)
m1

P1

�
� reg

�
B1;
�
P(1)
0 P(1)

m1

��
De même,

8P 2 Int
�
6 P

(2)
1 P

(2)
0 P(2)

m2

�
9P2 2

�
P(1)
m2

P tel que
�
P(2)
m2

P2

�
� reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
Nous pouvons donc prouver que

P
(2)
1 ;P(2)

m2
=2 Int

�
6 P

(1)
0 P(1)

m1
P
(1)
m1�1

�
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En e�et, si P
(2)
m2 2 Int

�
6 P

(1)
0 P

(1)
m1P

(1)
m1�1

�
, alors

Int
�
6 P

(1)
0 P(1)

m1
P
(1)
m1�1

�
\ Int

�
6 P

(2)
1 P

(2)
0 P(2)

m2

�
6= ;

Soit P un point de l'intersection des deux ensembles. Il existe P1 2
�
P
(1)
m1P tel que�

P(1)
m1

P1

�
� reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

��
et il existe P2 2

�
P(2)
0 P tel que�

P
(2)
0 P2

�
� reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
Mais P

(1)
m1 = P

(2)
0 et en prenant P0 tel que

�
P
(1)
m1P1

�
\
�
P
(2)
0 P2

�
=
�
P
(2)
0 P0

�
, il vient�

P(2)
0 P0

�
� reg

�
B1;
�
P(1)
0 P(1)

m1

��
\reg

�
B2;
�
P(2)
0 P(2)

m2

��
et donc les deux ensembles ne sont pas disjoints, ce qui contredit l'hypoth�ese I = ;. De la

même fa�con, P
(2)
1 2 Int

�
6 P

(1)
0 P

(1)
m1P

(1)
m1�1

�
donnera aussi une contradiction. Nous obtenons

ainsi

Int
�
6 P

(1)
0 P(1)

m1
P
(1)
m1�1

�
\ Int

�
6 P

(2)
1 P

(2)
0 P(2)

m2

�
= ;

et par cons�equent R1 \ R2 = ;.

Donc si reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

��
et reg

�
Bj;
�
P
(j)
0 P

(j)
mj

��
sont disjointes, alors Ri et Rj sont

disjoints pour tout i 6= j 2 f1; 2; 3g. Mais nous savons que I = ;, donc toutes deux
r�egions d�etermin�ees par les courbes de B�ezier composant la polycourbe sont disjointes.
Nous pouvons en d�eduire que Ri \ Rj = ; 8i 6= j 2 f1; 2; 3g. D'un autre côt�e, Pi �
Ri 8i 2 f1; 2; 3g, et, comme Pi sont des polygones convexes pour tout i 2 f1; 2; 3g, nous
pouvons conclure, avec un raisonnement d�ej�a fait au cours de la d�emonstration pour le cas
g�en�eral, que P est pseudo-simple.

(ii) Ce cas, tout comme le cas (iii), ne peut pas exister. Si nous supposons que I001 6= ;,

soit i 2 I001 . Nous avons prouv�e que dans cette situation P
(i+1)
mi+1 2 reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

��
. Mais

P
(i+1)
mi+1 = P

(i+2)
0 et i + 2 = i � 1, car n = 3, donc Bi�1 \ reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

��
6= ; et alors

i � 1 2 I2. Comme I02 = ;, il reste i � 1 2 I002 et donc I002 6= ;. De la même fa�con, en
supposant I002 6= ; nous obtenons I001 6= ;.

(iv) I001 6= ; et I002 6= ; (�gure I.26).

Si i 2 I001 , nous avons vu que i� 1 2 I002 . Sans r�eduire la g�en�eralit�e, nous pouvons supposer
que i = 1. Nous voulons prouver que I001 = f1g et I002 = f3g. Pour cela, il su�t de prouver

reg
�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

��
\reg

�
B3;
�
P
(3)
0 P

(3)
m3

��
= ;, car nous savons que I1 et I2 sont disjoints,

1 2 I001 , 3 2 I002 et il reste �a prouver que 2 =2 I. Si nous supposons

reg
�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
\reg

�
B3;
�
P
(3)
0 P(3)

m3

��
6= ; ;

nous pouvons avoir soit 2 2 I1, soit 2 2 I2. Si 2 2 I1, alors 2 2 I001 et il r�esulte P
(3)
m3 2

reg
�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

��
. Mais P

(3)
m3 = P

(1)
0 , donc B1 \ reg

�
B2;
�
P
(2)
0 P

(2)
m2

��
6= ;, contradiction.

Une contradiction similaire est obtenue si 2 2 I002 . Donc en e�et I001 = f1g et I002 = f3g.
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Figure I.26

Nous avons prouv�e, dans le cas g�en�eral, que les points P
(1)
m1�1

et P
(2)
1 sont s�epar�es par

la droite P
(2)
0 P

(2)
m2 . De la même fa�con, les points P

(1)
1 et P

(3)
m3�1

sont s�epar�es par la droite

P
(3)
0 P

(3)
m3 . Nous voulons aussi prouver que la droite P

(2)
m2�1

P
(2)
m2 s�epare les points P

(2)
0 et

P
(3)
m3 . Supposons que P

(2)
0 et P

(3)
m3 sont dans le même demi-plan par rapport �a la droite

P
(2)
m2�1

P
(2)
m2 ; alors la demi-droite

�
P
(3)
0 P

(3)
m3 sera contenue dans Int

�
6 P

(2)
0 P

(2)
m2P

(2)
m2�1

�
, donc

nous pouvons d�eduire que
�
P(3)
0 Pm3

(3)
�
coupe reg

�
B2;
�
P(2)
0 P(2)

m2

��
. D'un autre côt�e, le

segment
�
P
(3)
0 Pm3

(3)
�
fait partie de la fronti�ere de reg

�
B3;
�
P
(3)
0 P

(3)
m3

��
et il en r�esulte que

reg
�
B2;
�
P
(2)
0 P(2)

m2

��
\reg

�
B3;
�
P
(3)
0 P(3)

m3

��
6= ;;

contradiction. Pour des raisons similaires, P
(2)
m2P

(2)
m2�1

va s�eparer P
(2)
0 et P

(3)
1 . Comme

P3 � Int
�
6 P

(3)
1 P

(3)
0 P

(3)
m3

�
et P2 � Int

�
6 P

(2)
0 P

(2)
m2P

(2)
m2�1

�
, la ligne polygonale P2 [ P3 est

pseudo-simple.
V�eri�ons maintenant la pseudo-simplicit�e de la ligne polygonale P1 [ P2. Nous savons

P2 � Int
�
6 P

(2)
0 P

(2)
m2P

(2)
m2�1

�
et P1 � DP

�
P
(1)
0 P

(1)
m1 ; reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

���
. Comme la droite

P
(2)
m2P

(2)
m2�1

s�epare P
(2)
0 = P

(1)
m1 et P

(1)
0 = P

(3)
m3 , P

(2)
m2P

(2)
m2�1

\ P
(1)
0 P

(1)
m1 �

�
P
(1)
0 P

(1)
m1

�
. Alors

Int
�
6 P

(2)
0 P(2)

m2
P
(2)
m2�1

�
\DP

�
P
(1)
0 P(1)

m1
; reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

���
= DP

�
P
(2)
0 P(2)

m2
;P

(2)
m2�1

�
\ DP

�
P(2)
m2

P
(2)
m2�1

;P
(2)
0

�
\ DP

�
P
(1)
0 P(1)

m1
;P(2)

m2

�
;

car P
(2)
m2 2 reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

��
. Cet ensemble est l'int�erieur d'un triangle dont les sommets

sont les points P(2)
0 , P(2)

m2 et le point d'intersection des droites P
(2)
m2P

(2)
m2�1

et P(1)
0 P(1)

m1 , donc

des points de reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

��
. En conclusion, nous aurons

P1 \ P2 � Int
�
6 P

(2)
0 P

(2)
m2P

(2)
m2�1

�
\DP

�
P
(1)
0 P

(1)
m1 ; reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

���
� reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

��
et nous en d�eduisons P1 \ P2 �

�
P
(1)
0 ;P

(2)
0

	
. Comme P

(1)
0 =2 P2, il r�esulte que la ligne

polygonale P1 [ P2 est pseudo-simple.
De fa�con tr�es semblable, on prouve que la ligne polygonale P1 [ P3 est pseudo-simple

et en sachant que les lignes polygonales P1 [ P2, P2 [ P3 et P3 [ P1 sont pseudo-simples,
il est �evident que P = P1 [ P2 [ P3 est pseudo-simple.
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Il nous reste �a traiter le cas I01 [ I
0
2 6= ;. Si I01 et I

0
2 ne sont pas tous les deux vides, alors


0 d�e�ni comme pour le cas n � 4 est un r�eel et on prouve que ce 
0 satisfait la condition
de l'�enonc�e du th�eor�eme. La preuve est en tout point identique �a celle du cas g�en�eral, sauf
qu'il faut donner une justi�cation di��erente �a chaque fois que le fait que n est sup�erieur
ou �egal �a 4 a �et�e utilis�e. Mais nous nous sommes pr�evalus de cette condition une seule
fois, dans la d�emonstration du cas 2.2, en prouvant que Pj \ d00 = ;. Il nous reste donc �a

trouver autrement une contradiction si i 2 I001 et P
(i)
0 2 reg

�
Pj;Bj

�
, j = i+1 (�gure I.22).

Supposons toujours que i = 1. Nous voulons prouver que 2 2 I02 et nous commen�cons

par montrer que 3 2 I02. �Evidemment, comme P
(2)
m2 2 reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

��
, il r�esulte 3 2 I2.

Prouvons que 3 =2 I002 . De nouveau, la preuve sera faite par l'absurde, en supposant que
3 2 I002 et en obtenant une contradiction.

Si 3 2 I002 , nous pouvons montrer que la droite P
(1)
0 P

(3)
0 s�epare les points P

(1)
1 et P

(3)
m3�1

(de la même fa�con dont nous avons prouv�e que si i 2 I001 , alors la droite P
(i)
miP

(i+1)
mi+1 s�epare

les points P
(i)
mi�1

et P
(i+1)
1 ). D'un autre côt�e, comme P

(3)
0 2 reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

��
, la droite

P
(1)
0 P

(3)
0 s�epare les points P

(1)
1 et P

(2)
0 . Donc P

(3)
m3�1

2 DP
�
P
(1)
0 P

(3)
0 ;P

(2)
0

�
. Des propri�et�es

des courbes de B�ezier et de la convexit�e de P3, il r�esultera B3 � DP
�
P(1)
0 P(3)

0 ;P(2)
0

�
.

La droite P
(1)
0 P

(3)
0 coupe B1 dans un seul point, �a part P

(1)
0 ; soit fP1g =

�
P
(1)
0 P

(3)
0 \B1.

Le point P
(1)
0 est �a l'int�erieur du polygone P2, donc la droite P

(1)
0 P

(3)
0 s�epare les points

P
(2)
0 et P

(2)
m2�1

. Par cons�equent, cette droite va couper B2 dans un point autre que P
(3)
0 ;

soit fP2g =
�
P
(3)
0 P

(1)
0 \B2. En notant eB1 le morceau de B1 compris entre P1 et P

(1)
m1 et eB2

le morceau de B2 compris entre P
(2)
0 et P2, nous pouvons �ecrireeB1 [ eB2 = �B1 [ B2� \ DP

�
P
(1)
0 P

(3)
0 ;P

(2)
0

�
D'un autre côt�e, P2 2

�
P
(1)
0 P

(3)
0

�
et ce segment est inclus dans reg

�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

��
, avec

P
(1)
0 ;P1 2 �

�
reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P(1)

m1

���
;

nous obtenons donc P(3)
0 2

�
P1P2

�
.

En conclusion, nous avons une courbe continue, B3 � DP
�
P
(1)
0 P

(3)
0 ;P

(2)
0

�
, qui doit join-

dre les points P
(1)
0 =2

�
P1P2

�
et P

(3)
0 2

�
P1P2

�
, en sachant qu'il existe une courbe continue,eB1 [ eB2, qui joint les points P1 et P2. La courbe B3 va ainsi forc�ement couper la courbeeB1 [ eB2, d'o�u une contradiction avec la simplicit�e de la polycourbe B.

Donc en e�et 3 2 I02. En fait, ce qui nous int�eresse est l'inclusion de B3 dans le

demi-plan DP
�
P
(1)
0 P

(3)
0 ;P

(1)
1

�
, car maintenant nous pouvons voir facilement que B2 \

reg
�
B3;
�
P
(3)
0 P

(3)
m3

��
6= ;. Plus exactement, B2 n

� eB2 [ �P(3)
0

	�
� reg

�
B3;
�
P
(3)
0 P

(3)
m3

��
, en

sachant que P
(3)
0 6= P2. Ainsi, 2 2 I2. En plus, 2 ne peut pas appartenir �a I002 , car dans ce

cas P
(2)
0 devrait appartenir �a reg

�
B3;
�
P
(3)
0 P

(3)
m3

��
, ce qui est faux. Donc 2 2 I02.

Le point P
(1)
0 est dans reg

�
B2;P2

�
, qui est un ouvert, il existe donc " > 0 tel que

B
�
P(1)
0 ; "

�
� reg

�
B2;P2

�
. Soit P3 2 B

�
P(1)
0 ; "

�
\ B3 n

�
P(1)
0

	
, car cet ensemble ne peut pas

être vide. Alors

P3 2 B3 \ reg
�
B2;P2

�
� B3 \ DP

�
P(2)
m2

P
(2)
m2�1

;P
(2)
0

�
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On aura alors

d
�
B2;B3 \DP

�
P(2)
m2

P
(2)
m2�1

;P
(2)
0

��
� d

�
P3;B2

�
� �H

�
P2;B2

�
< 
0 � 
0000 ;

d'o�u une ontradiction avec la d�e�nition de 
0000 .
Celle-ci �etant la seule partie de la preuve pour le cas g�en�eral qui devait être refaite

pour le cas n = 3, la d�emonstration de la pseudo-simplicit�e de P quand le maximum des
distances de Hausdor� entre les courbes de B�ezier qui composent la polycourbe et leurs
polygones de contrôle respectifs est inf�erieur �a 
0 est termin�ee aussi pour le cas n = 3.

Avant de conclure la preuve du th�eor�eme, nous devons remarquer que tout au long de
cette d�emonstration le degr�e des courbes de B�ezier trait�ees a �et�e consid�er�e au moins �egal
�a deux, donc le cas o�u (certaines) courbes de B�ezier sont des segments n'a pas �et�e pris en
compte. Mais la discussion dans ce cas ne pose aucun probl�eme de principe suppl�ementaire
par rapport au cas trait�e, les techniques n�ecessaires �a la d�emonstration pour ce cas �etant
les mêmes que celles utilis�ees dans la preuve pr�esent�ee ici. ut
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Chapitre II

Enveloppe convexe
d'une polycourbe :
r�esultats th�eoriques





II.1. Introduction

L'enveloppe convexe est un sujet important de la g�eom�etrie algorithmique. Sans parler
de son int�erêt intrins�eque, il y a des nombreux probl�emes qui peuvent être simpli��es en
l'utilisant. Par exemple, la d�etection de l'intersection de deux objets est plus facile si
les objets sont convexes, et ainsi tester si les enveloppes convexes de deux objets sont
disjointes est un premier test e�cace dans la d�etection de l'intersection de ces deux objets.
L'enveloppe convexe trouve aussi des applications dans la robotique ou la vision.

Le probl�eme de l'enveloppe convexe d'objets "lin�eaires" du plan (ensembles de points,
segments, polygones) peut être consid�er�e comme bien r�esolu. En particulier, les solutions
apport�ees au probl�eme de l'enveloppe convexe d'un polygone simple sont satisfaisantes
aussi bien du point de vue th�eorique que du point de vue algorithmique. Par contre,
le probl�eme, bien plus complexe, du calcul de l'enveloppe convexe d'un objet plan dont
la fronti�ere est compos�ee par des courbes a �et�e nettement moins �etudi�e. Dans tous les
articles traitant de ce sujet que nous avons trouv�es [Baj91], [Dob90], [Sch87], ce probl�eme
a �et�e abord�e plus ou moins de la même mani�ere, en consid�erant que certaines op�erations
facilement r�ealisables pour des points et des segments le sont aussi pour des courbes.
Parmi ces op�erations nous pouvons citer le calcul des droites d'appui communes �a deux
courbes et le calcul des points d'intersection d'une courbe et d'une droite. �Evidemment, en
rempla�cant dans la phrase pr�ec�edente "courbe" par "segment" on obtient des probl�emes
de complexit�e O(1), dont la r�esolution est exacte. Dans ce cas, on sait �egalement prendre
en compte des probl�emes arithm�etiques "�ns" induits par la manipulation des nombres
r�eels en machine. Mais la r�esolution des probl�emes identiques �etendus �a des courbes,
polynômiales par exemple, implique la r�esolution d'�equations alg�ebriques de degr�e �elev�e.
Même s'il existe des m�ethodes num�eriques performantes, l'inconv�enient de cette approche
est qu'elle ignore, dans les phases des calculs num�eriques, la g�eom�etrie et la topologie de
l'objet consid�er�e. Ceci peut conduire �a des incoh�erences dans la topologie de l'enveloppe
convexe obtenue.

Un autre point important �a noter est que, dans le cas des objets "lin�eaires", calculer
l'enveloppe convexe revient sans ambigu��t�e �a trouver une liste ordonn�ee de points qui sont
les sommets du polygone fronti�ere de l'enveloppe convexe, en pr�ecisant si l'ordre consid�er�e
est trigonom�etrique ou inverse. Par contre, dans le cas des objets born�es par une union de
courbes, la fronti�ere de l'enveloppe convexe est un objet g�eom�etrique que l'on peut d�ecrire
de plusieurs fa�cons di��erentes. En cons�equence, la description attendue comme r�esultat
doit être pr�ecis�ee. Dans les articles cit�es, la nature exacte du r�esultat cherch�e se d�e�nit le
plus souvent de fa�con implicite et naturelle �a partir de la m�ethode propos�ee.

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons �a deux mani�eres de d�ecrire l'enveloppe convexe
d'une polycourbe. La premi�ere consiste �a fournir un objet qui approche, en termes de
distance, l'enveloppe convexe de la polycourbe, cet objet pouvant être un polygone ou une
polycourbe, mais ayant la propri�et�e de pouvoir être calcul�e sans r�esolution d'�equations
de degr�e sup�erieur �a 1. La deuxi�eme mani�ere, sur laquelle l'accent sera mis, consiste �a
donner une description exacte et compl�ete de la topologie de l'enveloppe convexe de la
polycourbe. Ainsi, nous d�e�nirons de fa�con rigoureuse la notion de structure topologique
de l'enveloppe convexe et nous verrons que si par son interm�ediaire l'enveloppe convexe
n'est pas exprim�ee explicitement, elle n'est pas moins correcte et compl�ete.

La troisi�eme section de ce chapitre est d�edi�ee �a l'enveloppe convexe approch�ee, �etudi�ee

53



d'abord dans le cadre g�en�eral et ensuite pour les polycourbes de B�ezier. La quatri�eme
section est consacr�ee �a l'�etude des aspects topologiques du probl�eme de l'enveloppe convexe
d'une polycourbe de B�ezier. Elle commence par la d�e�nition annonc�ee de la structure
topologique de l'enveloppe convexe, et apr�es nous montrons de quelle fa�con cette structure
topologique peut être trouv�ee �a partir du polygone de contrôle de la polycourbe de B�ezier.
�A la �n de cette section nous �etablissons les �equations permettant de d�ecrire l'enveloppe
convexe explicitement. Remarquons que tout au long de ce chapitre les polycourbes (de
B�ezier ou pas) seront implicitement consid�er�ees ferm�ees.

II.2. Concentr�e de chapitre (II)

Ce chapitre formalise la notion de topologie de l'enveloppe convexe et �etablit, pour
une polycourbe de B�ezier donn�ee, l'existence d'un polygone de contrôle fournissant la
structure topologique de l'enveloppe convexe de la polycourbe. Voila pourquoi les deux
premiers niveaux de lecture ne seront plus si di��erents qu'au premier chapitre - et plus
tr�es di��erents du troisi�eme, d'ailleurs. Si vous avez du mal �a comprendre ces histoires de
polycourbe qui a tantôt n courbes de B�ezier, tantôt n0, ou le fait que je parle d'un polygone
de contrôle et non pas du polygone de contrôle, relisez attentivement la remarque de la
page 25.

Premier niveau. Dans la section II.3, les preuves (lemmes II.1 et II.3) peuvent être
ignor�ees, elles sont d'ailleurs assez faciles. Dans la section II.4, la d�e�nition II.4 nous
donne la notion de topologie de l'enveloppe convexe, tout en restant �a un niveau intuitif,
et c'est la d�e�nition II.6 qui formalise ce concept ; le lemme II.7 montre que les deux ont
la même signi�cation. Les paragraphes II.4.1 et II.4.3 devraient donc être lus en entier -
bien sûr, la d�emonstration du lemme II.7 n'est pas n�ecessaire. Dans le paragraphe II.4.2,
le lemme II.5 donne un r�esultat n�ecessaire quand le polygone de contrôle de la polycourbe
n'est pas simple, mais seulement pseudo-simple ; sa preuve n'a pas �a être lue. Dans le
paragraphe II.4.4 nous �etablissons en�n l'existence du polygone de contrôle fournissant la
structure topologique de l'enveloppe convexe de la polycourbe, et dans le paragraphe II.4.5
sont donn�ees les �equations permettant de calculer explicitement cette enveloppe convexe.

Quand même, tous ces r�esultats sont de nature purement th�eorique, il n'ont presqu'au-
cune \utilit�e algorithmique". Ainsi, si vous êtes int�eress�e uniquement par le \comment
faire pour", lisez seulement les d�e�nitions II.4 et II.6 avec les commentaires qui les suivent
et l'�enonc�e du lemme II.7, pour la topologie de l'enveloppe convexe, et la section II.3 (sans
les preuves), pour l'approximation de l'enveloppe convexe, et passez au chapitre suivant.

Deuxi�eme niveau. Comme pour le premier niveau une lecture quasi-int�egrale du chapitre
�a �et�e recommand�ee, je ne peux que remarquer que la preuve du th�eor�eme II.9 peut être lue
assez facilement. La valeur "0 de l'�enonc�e de ce th�eor�eme est une mesure de la d�eg�en�eres-
cence de la polycourbe. La d�eg�en�erescence est d�e�nie au chapitre suivant (d�e�nition III.7),
car de point de vue th�eorique une polycourbe d�eg�en�er�ee n'a pas �a être l'objet d'un traite-
ment particulier, tandis que de point de vue algorithmique si.

II.3. Enveloppe convexe approch�ee

Conform�ement �a l'id�ee expos�ee dans l'introduction de cette th�ese, nous n'allons travailler
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directement sur une polycourbe donn�ee, mais sur des polygones approchant cet objet dans
un sens qui sera pr�ecis�e, en cherchant ainsi une approximation de l'enveloppe convexe de
la polycourbe. La question qui se pose naturellement est : si un polygone P approche
une polycourbe C avec une erreur " (dans un sens pr�ecis�e), quelle sera l'erreur "0 avec
laquelle la solution S(P) d'un certain probl�eme pour le polygone approchera la solution
S(C) du même probl�eme pour la polycourbe ? Dans notre cas, le probl�eme pos�e est celui
de l'enveloppe convexe et pour r�epondre �a cette question nous pr�eciserons le sens dans
lequel le polygone approche la polycourbe et nous donnerons l'�evaluation de "0 en fonction
de ".

II.3.1. La polycourbe g�en�erale

Rappelons que l'enveloppe convexe d'un objet donn�e est le plus petit convexe contenant
l'objet ; elle peut s'�ecrire

E(A) =

� nX
i=1

�iai j n 2 IN
�; 8i 2 f1; 2; : : : ; ng ai 2 A et �i � 0 et

nX
i=1

�i = 1

�
;

A �etant un ensemble quelconque de points qui, dans notre cas, seront des points du plan.

Nous nous int�eressons ici �a l'enveloppe convexe approch�ee au sens de la distance de
Hausdor�. Nous cherchons donc, pour une polycourbe donn�ee C, un polygone P tel que
la distance de Hausdor� entre l'enveloppe convexe de P et celle de C soit inf�erieure �a une
tol�erance donn�ee ". Le r�esultat suivant nous indique quels polygones P vont satisfaire
cette condition.

Lemme II.1. { Soit C1; C2 deux polycourbes. Alors

�H
�
E(C1); E(C2)

�
� �H(C1; C2):

Preuve { Soit r0 = �H(C1; C2). En utilisant (I.4), pour prouver l'in�egalit�e de l'�enonc�e il
faut et il su�t de prouver que

8A 2 E(C1) 9B 2 E(C2) tel que d(A;B) � r0

8B 2 E(C2) 9A 2 E(C1) tel que d(A;B) � r0

Remarque Pour toute polycourbe C, E(C) = E
�
reg(C)

�
.

Soit A 2 E(C1). Par cons�equent, A 2 E
�
reg(C1)

�
et alors il existe n 2 IN

�, �i � 0 pour

tout i 2 f1; : : : ; ng, avec
Pn

i=1 �i = 1, et A1;A2; : : : ;An 2 reg(C1) tels que A =
Pn

i=1 �iAi.

Comme Ai 2 reg(C1) pour tout i 2 f1; : : : ; ng, il existe Bi 2 reg(C2) tel que d(Ai;Bi) � r0
pour tout i 2 f1; : : : ; ng. Soit B =

Pn
i=1 �iBi. Nous voulons prouver que d(A;B) � r0,

et nous allons montrer cette in�egalit�e par r�ecurrence. Pour n = 2, nous aurons la
situation de la �gure II.1, o�u le point M est consid�er�e tel que M = �A1 + (1� �)B2

(A = �A1 + (1� �)A2, B = �B1 + (1� �)B2). Alors nous avons d(A;M) = �d(A2;B2)
et d(B;M) = (1� �)d(A1;B1). Mais d(A;B) � d(A;M) + d(B;M), donc

d(A;B) � �d(A2;B2) + (1� �)d(A1;B1) � �r0 + (1� �)r0 = r0:
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M

A

A2

A1

B1

B2

B

Figure II.1

Supposons maintenant que la relation est v�eri��ee pour A =
nX
i=1

�iAi et B =
nX
i=1

�iBi et

nous voulons prouver qu'elle est v�eri��ee pour A =

n+1X
i=1


iA
0
i et B =

n+1X
i=1


iB
0
i. Notons

�i = 
i 8i 2 f1; 2; : : : ; n� 1g et �n = 
n + 
n+1;

Ai = A0i 8i 2 f1; 2; : : : ; n� 1g et An =
1


n + 
n+1
(
nA

0
n + 
n+1A

0
n+1)

et

Bi = B0i 8i 2 f1; 2; : : : ; n� 1g et Bn =
1


n + 
n+1
(
nB

0
n + 
n+1B

0
n+1):

Alors, comme d(A0n;B
0
n) � r0, d(A

0
n+1;B

0
n+1) � r0 et

1


n + 
n+1
(
n + 
n+1) = 1, il vient

d(An;Bn) � r0. En plus,

A =
n+1X
i=1


iA
0
i = A =

n�1X
i=1


iA
0
i + (
n + 
n+1)

1


n + 
n+1
(
nA

0
n + 
n+1A

0
n+1) =

=

n�1X
i=1

�iAi + �nAn = A =

nX
i=1

�iAi

et de même B =
nX
i=1

�iBi. Par hypoth�ese, d(Ai;Bi) � r0 8i 2 f1; 2; : : : ; n�1g et nous avons

aussi prouv�e que d(An;Bn) � r0, donc nous pouvons appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence
et on obtient d(A;B) � r0.

ut

Ce lemme a comme cons�equence imm�ediate le r�esultat suivant :

Corollaire II.2. { Si C est une polycourbe et fPngn�0 est une suite de polygones qui
converge vers C au sens de la distance de Hausdor�, alors fE(Pn)gn�0 converge vers E(C)
au sens de la distance de Hausdor�.

II.3.2. La polycourbe de B�ezier

Dans le paragraphe pr�ec�edent, nous avons vu que si une suite de polygones converge
vers une polycourbe au sens de la distance de Hausdor�, alors la suite des enveloppes
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convexes des polygones converge vers l'enveloppe convexe de la polycourbe. Mais dans le
cas g�en�eral, construire une suite de polygones qui converge vers une polycourbe donn�ee est
un probl�eme d�elicat, raison pour laquelle nous avons recours aux polycourbes de B�ezier.

La convergence au sens de la distance de Hausdor� du B-polygone d'une courbe de
B�ezier vers la courbe par la subdivision de de Casteljau est une propri�et�e des courbes de
B�ezier. Mais il se pose la question de la convergence, par subdivision, du polygone de
contrôle d'une polycourbe de B�ezier vers la polycourbe, et ainsi nous sommes amen�es �a
nous demander quelle est la relation liant la distance de Hausdor� entre une polycourbe de
B�ezier et son polygone de contrôle et les distances de Hausdor� entre les courbes de B�ezier
qui composent la polycourbe et leurs B-polygones respectifs. Le lemme suivant r�epond �a
cette question.

Lemme II.3. { Soit B = [ni=1Bi une polycourbe de B�ezier de polygone de contrôle P =
[ni=1Pi. Alors

�H(B;P) � max
i2f1;:::;ng

�H(Bi;Pi)

Preuve { Soit � = max
i2f1;:::;ng

�H(Bi;Pi). Alors pour tout i 2 f1; : : : ; ng nous aurons

Pi � B
�
Bi; �

�
et Bi � B

�
Pi; �

�
. Il en r�esulte P �

n[
i=1

B
�
Bi; �

�
et B �

n[
i=1

B
�
Pi; �

�
. Mais

n[
i=1

B
�
Bi; �

�
=

n[
i=1

�
P 2 IR

2
�� d�P;Bi� < �

	
=
�
P 2 IR

2
�� 9i 2 f1; 2; : : : ; ng tel que d�P;Bi� < �

	
=
�
P 2 IR

2
�� d�P; n[

i=1

Bi
�
< �
	
= B

�
B; �

�
De la même fa�con,

n[
i=1

B
�
Pi; �

�
= B

�
P; �

�
Donc P � B

�
B; �

�
et B � B

�
P; �

�
et ainsi, conform�ement �a la d�e�nition de la distance de

Hausdor�, �H(B;P) � �. ut

La convergence du polygone de contrôle d'une polycourbe de B�ezier vers la polycourbe
par la subdivision de de Casteljau est une cons�equence imm�ediate de ce lemme. En appli-
quant le r�esultat du cas g�en�eral, nous pouvons ainsi d�eduire que l'enveloppe convexe de la
suite de polygones de contrôle obtenus par subdivision de de Casteljau converge au sens
de la distance de Hausdor� vers l'enveloppe convexe de la polycourbe.

II.4. Enveloppe convexe topologique

Même si les aspects topologiques du probl�eme de l'enveloppe convexe peuvent être
discut�es dans le cas g�en�eral, apr�es la construction d'un cadre d'�etude formel (�a commencer
par la d�e�nition de ces aspects topologiques), nous nous contenterons d'�etudier la topologie
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de l'enveloppe convexe uniquement pour les polycourbes de B�ezier, que nous appellerons
dans ce qui suit des polycourbes, tout risque de confusion �etant �ecart�e.

Le r�esultat obtenu dans le paragraphe pr�ec�edent n'est pas tr�es satisfaisant si nous nous
int�eressons �a la topologie de l'enveloppe convexe, car la convergence au sens de la distance
de Hausdor� est assez faible topologiquement. En e�et, il peut exister une suite d'objets
fOigi�1 convergeant vers un objet O tels que la topologie de O soit fondamentalement
di��erente de la topologie des Oi, par exemple tous les Oi peuvent être non-simples et
pourtant O peut être simple.

Mais qu'est-ce que c'est que la topologie de l'enveloppe convexe d'une polycourbe ?

II.4.1. D�e�nition du probl�eme

Soit B = [ni=1Bi une polycourbe, o�u Bi = Bmi
(P

(i)
0 ; : : : ;P

(i)
mi ; [0; 1]) sont des courbes de

B�ezier compl�etement convexes pour tout i 2 f1; : : : ; ng.

D�e�nition II.4. { Nous dirons que l'ensemble I = fi1; : : : ; ipg � f1; 2; : : : ; ng donne la
(une des) structure(s) topologique(s) de l'enveloppe convexe de la polycourbe si la courbe
fronti�ere de cette enveloppe convexe E peut être �ecrite sous la forme

E =

p[
k=1

�
Bikjj [Rik

R0ik
]
[ [R0ikRik+1 ]

�
; (II:1)

o�u Rik ;R
0
ik 2 Bik et R0ikRik+1 est la droite r�ealisant l'enveloppe convexe droite des courbes

Bik et Bik+1 , pour tout k 2 f1; : : : ; pg.

B5

B4 B3 B2 B1

Figure II.2

Si l'ensemble I est tel que i1 = minpk=1 ik (ce que nous allons toujours consid�erer, sauf
mention contraire), alors il n'est pas di�cile �a voir que la simplicit�e de la polycourbe
implique i1 < i2 < : : : < ip. Il est aussi �evident qu'un tel ensemble I existe pour toute
polycourbe, mais il existe des polycourbes pour lesquelles il n'est pas unique, donc il y aura
plusieurs structures topologiques de l'enveloppe convexe de la polycourbe. Une polycourbe
se trouvant dans cette situation est pr�esent�ee dans la �gure II.2, et nous pouvons voir que
les ensembles I1 = f1; 2; 3; 4; 5g, I2 = f1; 2; 4; 5g, I3 = f1; 3; 4; 5g, I4 = f1; 4; 5g donnent
chacun une structure topologique de l'enveloppe convexe de la polycourbe.

Pour une polycourbe donn�ee, la structure topologique de l'enveloppe convexe d�ecrit
celle-ci de mani�ere implicite, mais compl�ete et correcte. Une description explicite de la
fronti�ere de l'enveloppe convexe ne peut être obtenue, g�en�eralement, que par la r�esolution
de syst�emes d'�equations qui peuvent être de degr�e assez �elev�e. Dans le dernier paragraphe
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de ce chapitre nous �etablirons les syst�emes d'�equations permettant de calculer les coor-
donn�ees des points Rik et R0ik de la formule (II.1).

Ainsi, nous nous proposons de trouver, pour une polycourbe donn�ee B, un ensemble I
comme d�ecrit dans la d�e�nition II.4, et ceci en travaillant uniquement avec le polygone de
contrôle de la polycourbe. Plus exactement, nous cherchons un polygone de contrôle tel
que la structure topologique de son enveloppe convexe soit la même que celle de l'enveloppe
convexe de la polycourbe.

II.4.2. R�esultat pr�eliminaire

Une premi�ere propri�et�e concernant la topologie de l'enveloppe convexe a d�ej�a �et�e men-
tionn�ee, il s'agit du fait que l'ensemble I de la d�e�nition II.4 est ordonn�e pour toute
polycourbe. Par cons�equent, un polygone de contrôle dont l'enveloppe convexe a la même
structure topologique que celle de la polycourbe doit satisfaire aussi cette propri�et�e. Cor-
robor�e avec le fait que les B-polygones des courbes de B�ezier composant la polycourbe sont
simples et convexes, cela implique que les sommets du polygone fronti�ere de l'enveloppe
convexe du polygone de contrôle doivent être ordonn�es. Nous aurions tout de suite cette
propri�et�e si nous savions que le polygone de contrôle est simple, mais nous avons vu dans le
chapitre pr�ec�edent qu'il existe des polycourbes pour lesquelles il n'existe pas de polygone
de contrôle simple. Mais nous pouvons prouver que la propri�et�e ci-dessus est satisfaite
aussi par les polygones pseudo-simples.

Lemme II.5. { Soit P = P1P2 : : :Pn un polygone pseudo-simple et soit Q = Pi1 : : :Pim
le polygone fronti�ere de l'enveloppe convexe de P, avec m � n. Alors, en consid�erant
i1 = minfi1; i2; : : : ; img, nous aurons i1 < i2 < : : : < im.

Preuve { Si le polygone P est simple, la conclusion est �evidemment vraie. Supposons
que P n'est pas simple, mais, sans restriction de la g�en�eralit�e, admettons aussi que tous
deux sommets successifs de P sont distincts. Alors il existe i; j 2 f1; 2; : : : ; ng avec i <
j + 1 tels que

�
PiPi+1

�
\
�
PjPj+1

�
6= ;. Mais P est pseudo-simple, donc les sommets

Pi+1;Pi+2; : : : ;Pj sont colin�eaires. Par cons�equent, il existe a < n et

k1; : : : ; ka; `1; : : : ; `a 2 f1; 2; : : : ; ng avec k1 < `1 � k2 < : : : < `a

tels que (�gure II.3)

Pi =2 Pi�1Pi+1

Pi 2 PkjPkj+1

8i 2
�
`j ; `j + 1; : : : ; kj+1

	
8i 2

�
kj ; kj + 1; : : : ; `j

	 8j 2 f1; 2; : : : ; ag

Consid�erons le polygone eP obtenu �a partir de P en �eliminant tous les sommets Pi pour
lesquels il existe j 2 f1; : : : ; ag tel que i 2

�
kj + 1; : : : ; `j � 1

	
; si il existe j 2 f1; : : : ; ag

tel que Pkj = P`j , alors nous �eliminons aussi le point Pkj .
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P`j

Pkj+1

Pkj

Pkj+1

eP
Pkj+2

P

Figure II.3 Un polygone pseudo-simple P et le polygone eP associ�e.

Nous pouvons voir facilement que eP est un polygone simple et eP � P. Pour tout j 2
f1; : : : ; ag, soit rj � sj 2

�
kj ; kj + 1; : : : ; `j

	
tels que Pi 2

�
PrjPsj

�
pour tout i 2

�
kj ; : : : ; `j

	
.

Nous introduisons les notations (�gure II.4)

J1 =
n
j 2 f1; : : : ; ag

��� Prj ;Psj 2 reg� eP�o
J2 =

n
j 2 f1; : : : ; ag

��� Prj ;Psj =2 reg� eP�o
J3 =

n
j 2 f1; : : : ; ag

��� Prj 2 reg� eP�;Psj =2 reg� eP�o
J4 =

n
j 2 f1; : : : ; ag

��� Prj =2 reg� eP�;Psj 2 reg� eP�o

Psj Prj

Psj Prj

Psj

Prj

Psj

Prj

(b) (d)

(a) (c)

Figure II.4 (a) j 2 J1 ; (b) j 2 J2 ; (c) j 2 J3 ; (d) j 2 J4

Il est �evident que
4[

�=1

J� = f1; : : : ; ag et J� \ J� = ; 8� 6= � 2 f1; : : : ; 4g.

Soit R le polygone dont les sommets sont :

� tous les Pi pour lesquels il existe j 2 f1; : : : ; ag tel que i 2
�
`j + 1; : : : ; kj+1 � 1

	
;

� tous les Pkj et P`j avec j 2 J1;

� tous les Prj et Psj avec j 2 J2;

� tous les Psj avec j 2 J3;

� tous les Prj avec j 2 J4
consid�er�es en ordre croissant des indices. La �gure suivante reprend le polygone P de la
�gure II.3 et pr�esente le polygone R qui lui est associ�e.

60



P`j

Pkj+1

Pkj+1

Pkj

Pkj+2

R
P

Figure II.5 Dans ce cas, R est simple.

Le polygone R peut ne pas être simple. Nous allons noter r(R) l'union des toutes les
parties born�ees du plan ayant la fronti�ere incluse dans R. �Evidemment r(R) � E(R) et il
est facile �a remarquer que r(R) = A, o�u

A = reg
� eP� [� [

j2J2[J4

reg
�
�Pkj�1PkjPrj

��
[

� [
j2J2[J3

reg
�
�P`j+1P`jPsj

��
Nous pouvons donc en d�eduire que reg

� eP� � E(R).
Prouvons maintenant que E(P) = E(R). L'inclusion E(P) � E(R) est imm�ediate,

car tous les sommets de R sont des sommets de P. Pour d�emontrer l'inclusion inverse,
nous montrons que Pi 2 E(R) 8i 2 f1; : : : ; ng. Tous les sommets Pi pour lesquels il existe
j 2 f1; : : : ; ag tel que i 2

�
`j + 1; : : : ; kj+1 � 1

	
appartiennent �a E(R) par d�e�nition. Nous

avons aussi 8j 2 f1; : : : ; ag Prj ;Psj 2 E(R) :

{ si j 2 J1, alors Prj ;Psj 2 reg
� eP� � E(R);

{ si j 2 J2, alors Prj et Psj sont par d�e�nition des sommets de R et donc Prj et Psj
appartiennent �a E(R);

{ si j 2 J3, alors Prj 2 reg
� eP� � E(R) et ptsj est un sommet de R et donc Psj 2 E(R);

{ si j 2 J4, alors Prj est un sommet de R et donc Prj 2 E(R) et Psj 2 reg
� eP� � E(R).

Mais Prj ;Psj 2 E(R) implique Pi 2 E(R) 8j 2 f1; : : : ; ag. En conclusion, Pi 2 E(R) pour
tout i 2 f1; : : : ; ng et ainsi, en e�et, E(P) = E(R).

Comme nous avons d�ej�a remarqu�e, il est possible que le polygone R ne soit pas simple.
Les lignes polygonales Pj = P`j+1P`j+2 : : :Pkj+1�1 sont simples pour tout j 2 f1; : : : ; ag et
toutes ces lignes polygonales et les segments

�
PrjPsj

�
, j 2 f1; : : : ; ag, sont respectivement

disjoints. Donc si R n'est pas simple, alors il existe j1; j2 2 f1; : : : ; ag tels que�
Pkj1�1Prj1

�
\ Pj2 6= ; ou

�
Psj1P`j1+1

�
\ Pj2 6= ;

ou �
Pkj1�1Prj1

�
\
�
Prj2Psj2

�
6= ; ou

�
Psj1P`j1+1

�
\
�
Prj2Psj2

�
6= ;

Supposons qu'il existe j1; j2 2 f1; : : : ; ag tels que
�
Pkj1�1Prj1

�
\ Pj2 6= ;. Alors il y aura

des sommets de la ligne polygonale Pj2 qui appartiennent �a reg
�
�Pkj1�1Pkj1Prj1

�
, som-

mets qui peuvent être cons�ecutifs ou non. Chacun de ces sommets peut être �ecrit comme
une combinaison convexe des points Pkj1�1, Pkj1 et Prj1 , donc en aucun cas ils ne seront des
sommets de Q, le polygone fronti�ere de E(P), donc de E(R). Nous pouvons ainsi �eliminer
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ces sommets du polygone R sans pour autant modi�er E(R). Le segment
�
Pkj1�1Prj1

�
ne

coupera plus la ligne polygonale P 0j2 rest�ee apr�es l'�elimination des sommets appartenant

�a reg
�
�Pkj1�1Pkj1Prj1

�
. Par contre, cette nouvelle ligne polygonale, P 0j2 , peut couper

d'autres "parties" de R et perp�etuer donc sa non-simplicit�e. Mais nous pouvons appliquer
�a P 0j2 exactement le même raisonnement qu'au segment

�
Pkj1�1Prj1

�
et donc �eliminer de

nouveau certains sommets de R tels que la ligne polygonale P 0j2 ne coupe plus R n P 0j2 .
Nous ne pouvons pas cycler ind�e�niment en appliquant cette m�ethode, car R a un nombre
�ni de sommets, nous obtenons donc en un nombre �ni de pas, en utilisant exactement
le même proc�ed�e pour les trois autres cas de non-simplicit�e de R, un polygone eR qui est
simple et qui, compte tenant de la fa�con d'�eliminer des sommets de R employ�ee, aura la
même enveloppe convexe que R.

Il existe donc un polygone simple eR dont les sommets sont des sommets de P et tel
que E(P) = E( eR) et ainsi que les indices de ses sommets soient en ordre croissant, car R
avait cette propri�et�e et elle ne se perd �evidemment pas dans le processus d'�elimination
de sommets de R. Comme eR est simple, le polygone fronti�ere de son enveloppe convexe,
Q, aura les indices des sommets en ordre croissant parmi ses sommets, ce qui conclut la
d�emonstration du lemme. ut

II.4.3. Pertinence topologique : d�e�nition

Dans ce paragraphe, nous allons formaliser la notion d'identit�e des structures topolo-
giques des enveloppes convexes de la polycourbe et de son polygone de contrôle.

D�e�nition II.6. { En utilisant les notations habituelles, soit B une polycourbe de B�ezier
de polygone de contrôle P. Soit Q le polygone fronti�ere de l'enveloppe convexe de P et E
la courbe fronti�ere de l'enveloppe convexe de B. Nous dirons que l'enveloppe convexe du
polygone de contrôle, E(P), est topologiquement pertinente pour l'enveloppe convexe de la
polycourbe de B�ezier, E(B), si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(II.6.i) Pi \Q 6= ; =) Bi \ E 6= ;

(II.6.ii) Pi � Int

�
E
�[
j 6=i

Pj
��

=) Bi � E
�[
j 6=i

Bj
�

pour tout i 2 f1; 2; : : : ; ng.

Avant de prouver que la notion de pertinence topologique est vraiment une formalisation
de la notion d'identit�e des structures topologiques, �etablissons une convention concernant
le polygone Q. Ce polygone est le polygone fronti�ere de l'enveloppe convexe du polygone
P, par cons�equent, si l'ensemble I = fi1 < i2 < : : : < ipg � f1; : : : ; ng donne la structure
topologique de E(P), il existe jik 2 f0; : : : ;mikg et `ik 2 f0; : : : ;mik � jik � 1g pour tout
k 2 f1; : : : ; pg tels que

Q = P
(i1)
ji1

P
(i1)
ji1+1

: : :P
(i1)
ji1+`i1

P
(i2)
ji2

: : :P
(ip)
jip+`ip

(II:2)

Si une des extr�emit�es des courbes de B�ezier constituant la polycourbe, disons P
(i)
0 = P

(i�1)
mi�1 ,

est un sommet de Q, alors, dans la notation ci-dessus pour le polygone Q, ce sommet sera
toujours consid�er�e un sommet de Pi et non pas un de Pi�1, car pour tout k 2 f1; : : : ; pg
nous avons jik + `ik < mik .

La convention dont nous parlions consiste �a prendre toujours le polygone Q maximal du
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point de vue du nombre de sommets, ce qui veut dire que si le sommet P
(i)
j du polygone de

contrôle a la propri�et�e P
(i)
j 2 �(E(P)), alors il est un sommet de Q. Dans un cas comme

celui de la �gure II.6, o�u trois sommets de P sont align�es et la droite qu'ils engendrent est

une droite d'appui du polygone, cette condition implique l'appartenance du sommet P
(i)
j

�a l'ensemble des sommets du polygone Q.

P
(i)
j

Figure II.6

La condition suivante est une cons�equence imm�ediate de la convention que nous venons
de faire :

Pi \ Q 6= ; =) i 2 fi1; : : : ; ipg (II:3)

Si P n'a pas de sommets align�es, la condition (II.3) est �evidemment satisfaite même sans
aucune convention sur le polygone Q.

�Enon�cons et prouvons maintenant le r�esultat annonc�e sur la notion de pertinence topolo-
gique.

Lemme II.7. { En utilisant les mêmes notations que dans la d�e�nition II.6 et la formule
(II.2), E(P) est topologiquement pertinente pour E(B) ssi l'ensemble I donne la structure
topologique de E(B)

Preuve { Nous commen�cons la preuve par l'implication directe.

Nous notons I = f1; 2; : : : ; ng et soit I1 =
�
i 2 I j Bi \ E 6= ;

	
et I2 =

�
i 2 I j E 6�

E
�
[j 6=iBj

�	
. Il est facile �a remarquer que I2 � I1. En e�et, si i =2 I1, alors Bi � reg(E),

car Bi � reg(E) = E(B) et Bi \ E = ;. Mais alors E
�
[j 6= iBj

�
= E(B) � E, donc i =2 I2.

Donc I n I1 � I n I2 et ainsi I2 � I1. La remarque �a faire est que si B est "en position
g�en�erale", alors I2 = I1. Par contre, si un cas d�eg�en�er�e apparâ�t (c'est-�a-dire si plusieurs
courbes de B�ezier admettent une tangente commune qui est aussi une droite d'appui de la
polycourbe, comme dans l'exemple de la �gure II.7), alors I1 n I2 6= ;.
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Figure II.7

Nous voulons maintenant prouver que I2 � fi1; : : : ; ipg � I1.
Soit i 2 I2. Alors E 6� E

�
[j 6=iBj

�
. Comme �evidemment [j 6=iBj � E

�
[j 6=iBj

�
et E =

�
�
E(B)

�
, nous obtenons Bi 6� E

�
[j 6=iBj

�
. Conform�ement �a (II.6.ii), nous aurons alors

Pi 6� E
�
[j 6=iBj

�
, ce qui nous donne tout de suite i 2 fi1; : : : ; ipg.

Soit maintenant i 2 fi1; : : : ; ipg. Alors Pi\Q 6= ; et conform�ement �a (II.6.i) Bi\E 6= ;,
donc i 2 I1. Ainsi, les deux inclusions �ecrites ci-dessus sont prouv�ees.

Nous pouvons voir tout de suite que E = �
�
E
�
[i2I2Bi

��
. Nous �ecrivons

I2 = fj1 < j2 < : : : < jrg ;

o�u r = card(I2) � p, et alors pour tout k 2 f1; : : : ; rg il existe t
(jk)
0 � t

(jk)
1 2 [0; 1] tels que

E =
r[

k=1

�
Bmjk

(P
(jk)
0 ;P

(jk)
1 ; : : : ;P(jk)

mjk
; [t

(jk)
0 ; t

(jk)
1 ]) [ [R0jkRjk+1 ]

�
;

o�u Rjk = Bmjk
(P

(jk)
0 ;P

(jk)
1 ; : : : ;P

(jk)
mjk

; t
(jk)
0 ), R0jk = Bmjk

(P
(jk)
0 ;P

(jk)
1 ; : : : ;P

(jk)
mjk

; t
(jk)
1 ) et

j0 = jr.
Si I2 = fi1; : : : ; ipg, nous aurons r = p et ik = jk 8k 2 f1; : : : ; pg et la preuve de
l'implication directe est �nie, car il est �evident que

Bmjk
(P

(jk)
0 ;P

(jk)
1 ; : : : ;P(jk)

mjk
; [t

(jk)
0 ; t

(jk)
1 ]) = Bjkjj [Rjk

R0jk
]

Si I2 6= fi1; : : : ; ipg, soit i 2 fi1; : : : ; ipg n I2. Comme fi1; : : : ; ipg � I1, il vient Bi \ E 6= ;.
�Evidemment,

Bi \

� r[
k=1

Bmjk

�
P
(jk)
0 ;P

(jk)
1 ; : : : ;P(jk)

mjk
; [t

(jk)
0 ; t

(jk)
1 ]

��
= ;;

car B est une courbe simple et i =2 I2. Il reste donc

Bi \

� r[
k=1

[R0jkRjk+1 ]

�
6= ;

L'intersection de Bi et E ne peut ainsi être qu'un point ou, dans certaines conditions, un

segment. Dans les deux cas, il existe t
(i)
0 � t

(i)
1 2 [0; 1] tels que

Bi \ E = Bi(P
(i)
0 ; : : : ;P(i)

mi
; [t

(i)
0 ; t

(i)
1 ]
�

Si Bi\E est un point, alors t(i)0 = t
(i)
1 , et si Bi\E est un segment, ce segment est forc�ement

Bi et alors t
(i)
0 = 0 et t

(i)
1 = 1. De toute fa�con, si nous consid�erons k 2 f1; : : : ; rg tel que
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jk < i < jk+1 (un tel k existe et est unique), alors �evidemment

[R0jkRjk+1 ] = [R0jkRi] [ Bmi
(P

(i)
0 ; : : : ;P(i)

mi
; [t

(i)
0 ; t

(i)
1 ]) [ [R0iRjk+1 ]

et par cons�equent nous pouvons "ins�erer" l'indice i parmi les jk dans l'expression de E.
Comme ce raisonnement est valable pour tout �el�ement i de l'ensemble fi1; : : : ; ipg qui
n'est pas dans I2, nous �nissons par obtenir pour E l'expression de la d�e�nition II.4 avec
l'ensemble I identi��e par l'expression de Q. L'implication directe est ainsi vraie dans tous
les cas.

La preuve de l'implication inverse est imm�ediate. Supposons que E a la forme donn�ee
dans l'�enonc�e. Soit i 2 I tel que Pi \ Q 6= ;. Conform�ement �a la condition (II.3), nous
aurons alors i 2 fi1; : : : ; ipg et donc

Bi \ E = Bmi
(P(i)

0 ; : : : ;P(i)
mi

; [t(i)0 ; t
(i)
1 ]) 6= ;

Si i 2 I est tel que Pi � Int
�
E
�
[j 6=iBj

��
, alors i =2 fi1; : : : ; ipg. Dans ce cas, nous aurons

reg(E) = E

� p[
k=1

Bik

�
� E

�
B n Bi

�
et par cons�equent Bi � E

�
[j 6=iPj

�
.

ut

II.4.4. Pertinence topologique : existence du \bon" polygone de contrôle

La cons�equence imm�ediate du r�esultat pr�ec�edent est que nous pourrons d�eterminer la
structure topologique de l'enveloppe convexe de la polycourbe en travaillant uniquement
sur son polygone de contrôle si et seulement si nous pouvons trouver par subdivisions de de
Casteljau successives un polygone de contrôle dont l'enveloppe convexe soit topologique-
ment pertinente pour celle de la polycourbe. Avant de donner le th�eor�eme montrant que
ceci est possible, �enon�cons un lemme qui nous sera n�ecessaire.

Lemme II.8. { En utilisant les notations habituelles, soit B une polycourbe convexe.
Alors son polygone de contrôle P est simple et convexe.

La preuve formelle de ce r�esultat tr�es intuitif se trouve dans l'annexe de ce chapitre.

Th�eor�eme II.9. { Soit B une polycourbe de B�ezier sans tangence int�erieure et soit P son
polygone de contrôle. Alors il existe "0 > 0 tel que E(P) soit topologiquement pertinente
pour E(B) pour toute �ecriture de B comme B = [ni=1Bi satisfaisant

max
i2f1;:::;ng

�H(Pi;Bi) < "0

Preuve { Soit E = �
�
E(B)

�
la courbe fronti�ere de l'enveloppe convexe de la polycourbe B

et de même soit Q = �
�
E(P)

�
. Si la polycourbe est convexe, alors nous aurons E = B. Le

lemme pr�ec�edent nous dit que dans ce cas le polygone de contrôle P est lui aussi convexe
et par cons�equent Q = P. Il est alors tr�es facile �a voir que les conditions (II.6.i) et (II.6.ii)
sont v�eri��ees et la conclusion du th�eor�eme est vraie pour tout "0 > 0.

Supposons que B n'est pas convexe et soit n0 le nombre de courbes de B�ezier de sa
composition initiale.

65



Soit J = fj1 < : : : < jrg � f1; 2; : : : ; n0g un ensemble donnant la structure topologique
de E(B), o�u la polycourbe est dans son �ecriture initiale, donc compos�ee de n0 courbes de
B�ezier. Nous pouvons donc �ecrire, comme dans la d�e�nition II.4

E =
r[

k=1

�
Bjkjj [Rjk

R0jk
]
[ [R0jkRjk+1 ])

�
D�e�nissons alorse"0 = min

�2f1;:::;rg

�
min

i2f1;:::;n0gnfjk�1 ;jkg
d
�
R0jk�1Rjk ;Bi

��
Il y a plusieurs possibilit�es pour e"0.
Cas 1. e"0 = +1
Ce cas apparâ�t si n0 = 2, donc si le minimum ci-dessus est index�e avec i 2 ;. Nous avons
deux sous-cas.

B1

B2

P
(1)
0

P
(2)
0

Figure II.8

1.a B2 � DP
�
P
(1)
0 P

(2)
0 ;B1

�
(�gure II.8).

Prenons "0 = 
0, la constante donn�ee par le th�eor�eme I.24. Alors �H(B;P) < "0 impliquera

P pseudo-simple et nous aurons Q = P
(1)
0 P

(1)
1 : : :P

(1)
m1�1

P
(2)
0 , en supposant que B2 �

reg
�
B1;
�
P
(1)
0 P

(1)
m1

��
. D'un autre côt�e, E = B1 [

�
P
(1)
0 P

(2)
0

�
, par cons�equent

E \ Bi 6= ; Q \ Pi 6= ; i = 1; 2

et conform�ement �a la d�e�nition E(P) est topologiquement pertinente pour E(B).

1.b B2 � DPop
�
P
(1)
0 P

(2)
0 ;B1

�
.

Dans ce cas, comme nous avons vu dans la preuve du th�eor�eme I.24, le polygone P est
toujours pseudo-simple et il est facile �a voir que la pertinence topologique de E(P) pour
E(B) est aussi toujours v�eri��ee. En e�et, il est �evident que nous ne pouvons en aucun cas
avoir P1 \ Q = ; ou P2 \ Q = ;, car les deux courbes se trouvent dans des demi-plans

oppos�es par rapport �a la droite P
(1)
0 P

(2)
0 et leur B-polygones aussi. De la même fa�con,

B1\E 6= ; et B2\E 6= ; et ainsi les conditions de la d�e�nition de la pertinence topologique
sont satisfaites. Comme pour le cas d'une polycourbe convexe, la valeur de la distance de
Hausdor� entre la polycourbe et son polygone de contrôle ne joue aucun rôle.

Cas 2 e"0 = 0
C'est un cas d�eg�en�er�e, le cas des tangentes multiples (�gure II.6).

Remarque. Un cas de tangentes multiples ne pourra pas, g�en�eralement, être d�ecel�e �a
l'aide des polygones de contrôle. Mais si nous pouvons nous assurer de la pertinence
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topologique de l'enveloppe convexe du polygone de contrôle pour celle de la polycourbe,
le lemme II.7 nous dit que même dans un tel cas nous pouvons trouver la structure
topologique de l'enveloppe convexe de la polycourbe.

Dans ce cas, soit

K =
�
k 2 f1; : : : ; rg j min

i2f1;:::;n0gnfjk�1 ;jkg
d
�
R0jk�1Rjk ;Bi

�
= 0

	
�Evidemment, k 6= ;. Pour tout k 2 K nous prenons

Ik =
�
i 2 f1; : : : ; n0g j d

�
R0jk�1Rjk ;Bi

�
= 0

	
Nous aurons, bien sûr, ik�1; ik 2 Ik et soite"k = min

i2f1;:::;n0gnIk
d
�
R0jk�1Rjk ;Bi

�
Nous red�e�nissons alors e"0 :

e"0 = min

�
min

j2f1;:::;rgnK

�
min

i2f1;:::;n0gnfjk�1 ;jkg
d
�
R0jk�1Rjk ;Bi

��
;min
k2K

e"k�

Figure II.9

Le nouveau e"0 sera non-nul, mais il peut être +1. Ce cas est pr�esent�e dans la �gure II.9
et il n'est pas di�cile �a voir que d'un côt�e Bi\E 6= ; pour tout i 2 f1; : : : ; n0g et de l'autre
côt�e il y a exactement deux courbes Bj1 et Bj2 telles que Bjk 6� E

�
[i 6=jkBi

�
pour k = 1; 2

et pour ces deux courbe nous aurons Pjk \Q 6= ;, k = 1; 2.
Cas 3 e"0 2]0;+1[

Pour tout i 2 f1; : : : ; ng nous consid�erons

"i = sup
P2Bi

d
�
P; E

�
B n Bi

��
et nous prenons

"0 = min
i2f1;:::;n0g

"i 6=0

"i

Posons alors

"0 = min

(

0;

e"0
2
;
"0
2

)
;
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ou 
0 est la constante donn�ee par le th�eor�eme de pseudo-simplicit�e du polygone de contrôle.
Nous remarquons que "0 ne peut pas être nul. Par contre, il peut être +1, mais �ca ne
pose aucun probl�eme pour la d�e�nition de "0.

Nous supposons avoir maintenant une �ecriture de la polycourbe B comme union de n
courbes de B�ezier satisfaisant max1�i�n d

�
Bi;Pi

�
< "0 et nous prouverons que (II.6.i) et

(II.6.ii) sont satisfaites.
Soit i 2 f1; : : : ; ng tel que Pi\Q 6= ;. Nous voulons prouver que Bi \Q 6= ;. La preuve

sera faite par l'absurde, en supposant que Bi � Int
�
E(B)

�
. Comme Bi \ Q 6= ;, il existe

k 2 f1; : : : ; pg tel que i = ik. Nous aurons alors la situation de la �gure II.10.

Bik

Bik+1 Bik�1

P
(ik)
jik

P
(ik)
jik+`ik

Figure II.10

Mais dans ce cas nous pouvons �ecriree"0 � d
�
R0ik�1Rik+1 ;Bik

�
� d

�
P(ik)
jik

;Bik
�
� �H

�
Pik ;Bik

�
< "0;

ce qui contredit la d�e�nition de "0.
Soit maintenant i 2 f1; : : : ; ng tel que Pi � Int

�
E
�
P nPi

��
et nous voulons prouver que

Bi � E
�
B n Bi

�
. Nous allons faire de nouveau une preuve par l'absurde, en supposant que

Bi 6� E
�
B n Bi

�
. Alors il existe k 2 f1; : : : ; pg tel que cette situation soit celle pr�esent�ee

�gure II.11.

Bik

Bik+1

P
(ik)
jik+`ik

P
(ik+1)
jik+1

Bi

Figure II.11

Dans ce cas, notons eBi = Bi n
�
Bi \ E

�
B n Bi

��
et nous aurons

"0 � sup
P2eBi d(P;R0R00) < max

�
d
�
P
(ik)
jik+`ik

;R0R00
�
;d
�
P
(ik+1)
jik+1

;R0R00
�	

� max
�
�H
�
pgik ; pbik

�
; �H
�
pgik+1;Bik+1

�	
< "0;

encore une fois un r�esultat qui contredit la d�e�nition de "0.

Ainsi, la pertinence topologique de l'enveloppe convexe du polygone de contrôle pour
l'enveloppe convexe de la polycourbe est prouv�ee si la distance de Hausdor� entre chaque
courbe de B�ezier composant la polycourbe et son polygone de contrôle est inf�erieure �a "0,
et avec cette preuve la d�emonstration du th�eor�eme est elle aussi �nie.
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ut

II.4.5. Les points Rik et R0ik

Supposons que l'enveloppe convexe du polygone de contrôle P = [ni=1Pi est topologique-
ment pertinente pour celle de la polycourbe B = [ni=1Bi. Par cons�equent, l'ensemble
I = fi1 < : : : < ipg pour lequel le polygone Q a l'expression de la formule (II.2) donne la
structure topologique de E(B). Comme annonc�e dans le paragraphe II.4.1, nous pr�esentons
ici les syst�emes d'�equations dont la r�esolution fournit explicitement les coordonn�ees des
points Rik et R0ik d�e�nis par la formule (II.1). Si les solutions exactes de ces syst�emes
peuvent être obtenues, pour tout k 2 f1; : : : ; pg, alors cette formule donne de mani�ere
explicite et exacte la fronti�ere de l'enveloppe convexe de la polycourbe.

Pour tout k 2 f1; : : : ; pg nous donnons le syst�eme d'�equations �ik qui a comme solution
la paire de param�etres (t0ik ; tik+1) telle que

R0ik = Bmik
(P

(ik)
0 ; : : : ;P(ik)

mik
; t0ik) et Rik+1 = Bmik+1

(P
(ik+1)
0 ; : : : ;P(ik+1)

mik+1
; t0ik+1)

En fonction des indices jik + `ik et jik+1, nous avons plusieurs cas pour le syst�eme �ik .

Cas 1. jik + `ik = 0, jik+1 = 0

Dans ce cas, il n'y a pas d'�equation �a r�esoudre, il est tr�es facile �a voir que les param�etres
t0ik et tik+1 sont connus de fa�con exacte et ils sont tous les deux �egaux �a 0 : t0ik = tik+1 = 0.

Cas 2. jik + `ik 6= 0, jik+1 6= 0

Soient les matrices A0ik et Aik+1 des matrices carr�ees avec deux lignes et deux colonnes
d�e�nies par A0ik = (vik ;ik+1; v

0
ik
) et Aik+1 = (vik;ik+1 ; vik+1), o�u les vecteurs vik;ik+1 , v

0
ik

et
vik+1 sont donn�es par les formules

vik;ik+1 = Bmik+1
(P

(ik+1)
0 ; : : : ;P(ik+1)

mik+1
; t0ik+1) �Bmik

(P
(ik)
0 ; : : : ;P(ik)

mik
; t0ik)

v0ik = B0mik
(P

(ik)
0 ; : : : ;P(ik)

mik
; t0ik)

vik+1 = B0mik+1
(P

(ik+1)
0 ; : : : ;P(ik+1)

mik+1
; tik+1)

Pour que la droite R0ikRik+1 soit une tangente commune des courbes Bik et Bik+1 , les
d�eterminants de ces deux matrices doivent s'annuler pour des valeurs des param�etres t0ik
et tik+1 comprises entre 0 et 1. Le syst�eme d'�equations �0ik donnant les tangentes communes
des courbes Bik et Bik+1 sera donc

(�0ik )

8><>:
t0ik ; tik+1 2 [0; 1]

det(A0ik ) = 0

det(Aik+1 ) = 0

La pertinence topologique de l'enveloppe convexe du polygone de contrôle pour celle de
la polycourbe et le cas dans lequel nous nous situons pour les indices jik + `ik et jik+1
nous disent que ce syst�eme a une solution. Mais il peut avoir plusieurs, car deux courbes
peuvent admettre jusqu'�a quatre tangentes communes. Nous devons donc imposer des
conditions suppl�ementaires pour nous assurer que la solution obtenue sera celle souhait�ee.
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Soient � 0ik 2 [0; 1] n ft0ikg et �ik+1 2 [0; 1] n ftik+1g. Nous d�e�nissons les vecteurs

u0ik = Bmik
(P

(ik)
0 ; : : : ;P(ik)

mik
; � 0ik) � Bmik

(P
(ik)
0 ; : : : ;P(ik)

mik
; t0ik)

uik+1 = Bmik+1
(P

(ik+1)
0 ; : : : ;P(ik+1)

mik+1
; �ik+1) � Bmik+1

(P
(ik+1)
0 ; : : : ;P(ik+1)

mik+1
; �ik+1)

Une condition n�ecessaire et su�sante pour que la courbe Bik soit incluse dans le demi-plan
ferm�e gauche d�etermin�e par la droite R0ikRik+1 est det(vik;ik+1 ; u

0
ik
) > 0. De même, une

condition n�ecessaire et su�sante pour que la courbe Bik+1 soit incluse dans le demi-plan
ferm�e gauche d�etermin�e par la droite R0ikRik+1 est det(vik;ik+1 ; uik+1) > 0.

Ainsi, le syst�eme d'�equations �ik sera

(�ik )

8>>>>>><>>>>>>:

t0ik ; tik+1 2 [0; 1]

det(A0ik ) = 0

det(Aik+1 ) = 0

det(vik;ik+1 ; u
0
ik) > 0

det(vik;ik+1 ; uik+1) > 0

�Evidemment, ce syst�eme peut être d�evelopp�e, en rempla�cant les vecteurs v� et u� avec
leurs expressions respectives, et en �ecrivant aussi Bik , B

0
ik
, Bik+1 et B

0
ik+1

en fonction des

points de contrôle des courbes Bik et Bik+1 et des param�etres t0ik et tik+1 . Comme nous
ne nous proposons pas de discuter la r�esolution de ce syst�eme, nous ne donnons pas sa
forme �nale. Nous pouvons quand même remarquer que le degr�e maximal des �equations
le composant est maxfmik(mik+1 � 1); (mik � 1)mik+1 ;m

2
ik
;m2

ik+1
g.

Cas 3. jik + `ik = 0, jik+1 6= 0
Dans cette situation, nous pouvons distinguer deux sous-cas, comme pr�esent�e dans la

�gure II.12.

Bik

Bik+1 Bik+1

Bik

P
(ik)
0

(b)

P
(ik)
1

P
(ik)
1

P
(ik)
0

(a)

Figure II.12

Il est facile �a voir que le deux cas sont di��erenci�es par la position de la courbe Bik+1
par rapport �a la droite P

(ik)
0 P

(ik)
1 : si Bik+1 est contenue dans le demi-plan gauche ouvert

d�elimit�e par P
(ik)
0 P

(ik)
1 , alors la droite d'appui commune de Bik et Bik+1 \touchera" Bik

dans un point qui n'est pas P
(ik)
0 , et sinon cette droite d'appui commune passera par

P
(ik)
0 . La question �a poser pour d�epartager les deux cas est donc : la courbe Bik+1 a-t-elle

des points sur ou �a droite de P
(ik)
0 P

(ik)
1 ? R�epondre �a cette question revient �a d�ecider si

l'in�equation

det
�
P
(ik)
1 �P

(ik)
0 ;Bik+1(P

(ik+1)
0 ; : : : ;P(ik+1)

mik+1
; t)� P

(ik)
0

�
� 0

a au moins une solution dans l'intervalle [0; 1].
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Si la r�eponse �a cette question est non, nous serons dans le cas de la �gure II.12(a) et le
syst�eme �ik sera celui pr�esent�e pour le cas 2.

Si la r�eponse est oui, nous sommes dans le cas de la �gure II.12(b) et le param�etre t0ik
sera connu et �egal �a 0. Le syst�eme �ik aura alors une seule inconnue et il sera

�
�ik

�
8>><>>:
tik+1 2 [0; 1]

det
�
Rik+1 � P

(ik)
0 ;B0ik+1 (P

(ik+1)
0 ; : : : ;P(ik+1)

mik+1
; tik+1)

�
= 0

det
�
Rik+1 � P

(ik)
0 ;R� P

(ik)
0

�
> 0

;

o�u Rik+1 = Bik+1(P
(ik+1)
0 ; : : : ;P

(ik+1)
mik+1

; tik+1), R = Bik+1(P
(ik+1)
0 ; : : : ;P

(ik+1)
mik+1

; �ik+1), �ik+1
�etant un param�etre compris entre 0 et 1 et di��erent de tik+1 .

Cas 4. jik + `ik 6= 0, jik+1 = 0
Ce cas est sym�etrique avec le cas 3, cette fois nous devons nous poser le probl�eme de

la position de la courbe Bik par rapport �a la droite P
(ik+1�1)
mik+1�1

�1P
(ik+1�1)
mik+1�1

et la discussion �a

faire est tout �a fait similaire �a la pr�ec�edente.
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Annexe

D�e�nition II.10. { Soit P = P1P2 : : :Pn un polygone simple. Pour tout i 2 f1; : : : ; ng
nous d�e�nissons DPint

�
PiPi+1

�
comme �etant celui des deux demi-plans ouverts d�etermin�es

par PiPi+1 qui satisfait

8P 2
�
PiPi+1

�
9"P > 0 tel que 8" � "P B(P; ") \DPint

�
PiPi+1

�
� reg(P) (II:4)

et
DPext

�
PiPi+1

�
= IR

2 nDPint
�
PiPi+1

�
D�e�nition II.11. { Soit P = P1P2 : : :Pn un polygone simple. Alors
(II.11.i) Pi est un sommet concave si et seulement si Pi+1 2 DPext

�
Pi�1Pi

�
(II.11.ii) Pi est un sommet convexe si et seulement si Pi+1 2 DPint

�
Pi�1Pi

�
Remarques
1. Pi+1 2 DPext

�
Pi�1Pi

�
() Pi�1 2 DPext

�
PiPi+1

�
2. Pi+1 2 DPint

�
Pi�1Pi

�
() Pi�1 2 DPint

�
PiPi+1

�
En utilisant ces d�e�nitions, nous d�emontrons le lemme II.8.

Preuve du lemme II.8 { Nous commen�cons cette d�emonstration par montrer que P est
simple, car pour la preuve de la convexit�e nous utiliserons la notion de sommet concave,
qui n'a pas de sens si P n'est pas simple.

Consid�erons le polygone P 0 = P
(1)
0 P

(2)
0 : : :P

(n)
0 (�gure II.13). �Evidemment, P 0 est un

polygone simple et convexe. En plus, pour tout i 2 f1; 2; : : : ; ng nous avons

DP
�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ;Bi

�
= DPop

�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg(P 0)

�

P
(1)
0

P
(2)
0

P
(3)
0

P
(4)
0

Figure II.13

Supposons que P n'est pas simple. Alors il existe 1 � i < j � n et ki 2 f0; 1; : : : ;mi�1g,

kj 2 f0; 1; : : : ;mj � 1g tels que [P(i)
ki
P(i)
ki+1

] \ [P(j)
kj
P(j)
kj+1

] 6= ; et, en plus, si j = i + 1 alors

si ki = mi� 1 et kj = 0 nous devons avoir card([P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

]\ [P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

]) = +1. Pi et Pj
�etant des polygones convexes, il r�esulte

Pi � DP(P
(i)
0 P

(i)
mi ;Bi) et Pj � DP(P

(j)
0 P

(j)
mj ;Bj)

Alors

[P
(i)
ki
P
(i)
ki+1

] \ [P
(j)
kj
P
(j)
kj+1

] � DP(P
(i)
0 P

(i)
mi ;Bi) \DP(P

(j)
0 P

(j)
mj ;Bj)
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Nous pouvons supposer, sans r�eduire la g�en�eralit�e, que P
(j)
0 P

(j+1)
0 \P

(i)
0 P

(i+1)
0 � [P

(i)
0 P

(i+1)
0 .

Nous savons que P 0 est convexe et alors nous aurons les points suivants ordonn�es dans cet

ordre sur la droite P
(i)
0 P

(i+1)
0 (�gure II.14) :

P
(i)
0 ;P

(i+1)
0 ;P

(i)
0 P

(i+1)
0 \ P

(i+1)
0 P

(i+2)
0 ;P

(i)
0 P

(i+1)
0 \ P

(i+2)
0 P

(i+3)
0 ; : : : ;P

(i)
0 P

(i+1)
0 \ P

(j)
0 P

(j+1)
0

P
(i)
0P

(i+1)
0

P
(i+2)
0

P
(i+3)
0

P
(j+1)
0

P
(j)
0

Figure II.14

Par cons�equent,

DP
�
P(i)
0 P(i)

mi ; reg
�
Bi;
�
P(i)
0 P(i)

mi

���
\ DP

�
P(j)
0 P(j)

mj ; reg
�
Bj ;
�
P(j)
0 P(j)

mj

���
� DP

�
P
(i)
0 P

(i)
mi ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

���
\DP

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1 ; reg

�
Bi+1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

���
Nous traitons s�epar�ement les deux cas suivants :

Cas 1. j = i+ 1

Les points P
(i+1)
0 , P

(i+1)
1 et P

(i)
mi�1

sont alors colin�eaires et P
(i+1)
1 2

�
P
(i+1)
0 P

(i)
mi�1

. Mais B
est convexe, nous aurons donc

DP
�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

���
\ reg

�
Bj;
�
P
(j)
0 P(j)

mj

��
= ; 8i 6= j 2 f1; 2; : : : ; ng

Par cons�equent, nous ne pouvons pas avoir P
(i+1)
1 2 DP

�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

���
,

car, conform�ement aux propri�et�es des courbes de B�ezier, cela impliquerait

DP
�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

���
\ reg

�
Bi + 1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

��
6= ;

(�gure II.15(a)), d'o�u la contradiction.

P
(i)
0

P
(i+1)
0

P
(i+1)
1

P
(i+1)
1

P
(i)
0

P
(i+1)
0

(a) (b)

Figure II.15

73



D'un autre côt�e, �
P
(i+1)
0 P

(i)
mi�1

� DP
�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

���
et ainsi nous pouvons d�eduire que P(i+1)

1 ;P(i)
mi�1

2 P(i)
0 P(i+1)

0 (�gure II.15(b)). Dans ce

cas, aucune droite passant par P
(i+1)
0 ne peut s�eparer les r�egions reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

��
et

reg
�
Bi+1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

��
, �a part P

(i+1)
0 P

(i+1)
1 . Nous en d�eduisons que tous les sommets

de Pi+1 sont colin�eaires et donc que Bi+1 est un segment. B �etant convexe, la droite

P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 , qui est la droite support de Bi+1, doit laisser la polycourbe dans un seul des

deux demi-plans qu'elle d�etermine. Nous aurons ainsi

B � DP
�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
1 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

���
= DP

�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

���
;

relation qui donne �evidemment une contradiction avec la convexit�e de B. Il en r�esulte que

l'hypoth�ese P
(i+1)
1 2

�
P
(i+1)
0 P

(i)
mi�1

est fausse. Le raisonnement fait est valable seulement
si la courbe Bi n'est pas un segment, mais si ses points de contrôle sont colin�eaires alors
un raisonnement similaire nous m�ene toujours �a une contradiction.

Cas 2 j > i + 1

Nous pouvons distinguer deux sous-cas :

2.a P
(j)
0 P

(j+1)
0 \ P

(i)
0 P

(i+1)
0 =

�
P
(i+1)
0

	
Comme B n

�
Bj
	
doit être incluse dans un des deux demi-plans ferm�es d�etermin�es par

P(j)
0 P(j+1)

0 , nous pouvons voir tout de suite que les courbes Bi+1, Bi+2; : : :, Bj�1 sont des
segments colin�eaires. En appliquant le même raisonnement �a B nBi+1, nous obtenons que
la courbe Bj doit elle aussi être un segment, inclus lui aussi dans la droite support des

tous les autres, P
(i+1)
0 P

(j+1)
0 . Les points P

(i+1)
0 , P

(i+2)
0 ; : : :, P

(j)
0 �etant tous distincts, nous

aurons

Pj �
�
P
(j)
0 P

(j+1)
0

�
� DP

�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ;P

(i+2)
0

�
= DPop

�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

���
Mais le polygone Pi est inclus dans DP

�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

���
, en raison de sa

convexit�e, donc Pi \ Pj = ;, d'o�u la contradiction.

2.b P
(j)
0 P

(j+1)
0 \ P

(i)
0 P

(i+1)
0 � P

(i)
0 P

(i+1)
0 n

�
P
(i+1)
0 P

(i)
0

Dans ce cas, nous avons la relation

DP
�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

���
\DP

�
P
(j)
0 P

(j+1)
0 ; reg

�
Bj;
�
P
(j)
0 P

(j)
mj

���
�DP

�
P
(i)
0 P

(i+1)
0 ; reg

�
Bi;
�
P
(i)
0 P

(i)
mi

���
\DP

�
P
(i+1)
0 P

(i+2)
0 ; reg

�
Bi + 1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

���
Nous d�eduisons donc

Pi \ DP
�
P
(i+1)
0 P

(i+2)
0 ; reg

�
Bi + 1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

���
6= ;

D'un autre côt�e, Pi � DP
�
P
(i)
mi�1

P
(i)
mi ;P

(i)
0

�
\ DP

�
P
(i)
0 P

(i)
mi ;P

(i)
mi�1

�
et nous avons aussi

P
(i)
0 2 DPop

�
P
(i+1)
0 P

(i+2)
0 ; reg

�
Bi + 1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

���
. Pour que

Pi \ DP
�
P
(i+1)
0 P

(i+2)
0 ; reg

�
Bi + 1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

���
6= ;;

la demi-droite
�
P
(i1)
0 P

(i)
mi�1

doit être incluse dans ce demi-plan (�gure II.16).
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P
(i+1)
0 = P

(i)
mi

P
(i)
mi�1 DP(P(i)

0 P(i)
mi

;Bi)

DP(P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1 ;Bi+1)

Figure II.16

Suite aux propri�et�es des courbes de B�ezier, nous aurons alors

Bi \ DP
�
P
(i+1)
0 P

(i+2)
0 ; reg

�
Bi + 1;

�
P
(i+1)
0 P

(i+1)
mi+1

���
6= ;;

d'o�u la contradiction avec la convexit�e de la polycourbe B.
Ainsi, l'hypoth�ese P non-simple nous a men�es, dans tous les cas, �a une contradiction,

elle est donc fausse. Prouvons maintenant que P est aussi un polygone convexe.
Si nous supposons que P n'est pas convexe, alors il existe i 2 f1; : : : ; ng et ki 2

f0; : : : ;mi � 1g tels que P
(i)
ki

soit un sommet concave de P. Si �i 6= 0, alors tous les

sommets P
(i)
k , k 2 f1; : : : ;mi � 1g, doivent être des sommets concaves de P, car le poly-

gone Pi est convexe. Nous obtenons alors une contradiction avec la convexit�e de B, car
nous aurons

reg
�
Bi;
�
P
(i)
0 P(i)

mi

��
� reg

�
Pi
�
� reg(P 0)

Donc forc�ement ki = 0. Conform�ement �a la d�e�nition, P
(i)
1 2 DPext

�
P
(i�1)
mi�1�1

P
(i)
0

�
. Nous

aurons alors
Bi \ DPext

�
P(i�1)
mi�1�1

P(i)
0

�
6= ;

Mais P
(i�1)
mi�1�1

P
(i)
0 est tangente �a Bi�1 en P

(i)
0 et donc, B �etant convexe, est une droite

d'appui de B, d'o�u la contradiction avec la relation �ecrite ci-dessus, car �evidemment

Bi�1 � reg
�
Pi�1

�
� DPint

�
P
(i�1)
mi�1�1

P
(i)
0

�
:

Le polygone P est ainsi simple et convexe et la preuve du lemme est achev�ee. ut
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Chapitre III

Algorithmes de calcul
de l'enveloppe convexe

d'une polycourbe de B�ezier





III.1. Introduction

Les r�esultats du chapitre pr�ec�edent nous permettent d'a�rmer que la suite des en-
veloppes convexes des polygones de contrôle successifs, obtenus par subdivision de de
Casteljau, d'une polycourbe de B�ezier converge, aussi bien au sens de la distance de Haus-
dor� qu'au sens topologique, et que la limite de cette suite est l'enveloppe convexe de
la polycourbe de B�ezier elle-même. Ces r�esultats nous permettent d'a�rmer que des al-
gorithmes calculant l'enveloppe convexe (topologique ou approch�ee) d'une polycourbe en
utilisant la subdivision de de Casteljau convergent. Par contre, si dans le cas de l'enveloppe
convexe approch�ee le test d'arrêt de l'algorithme est assez naturel, dans celui de la structure
topologique de l'enveloppe convexe d'une polycourbe nous sommes loin d'avoir �etabli des
crit�eres d'arrêt. En e�et, le th�eor�eme II.9 nous fournit un crit�ere de pertinence topologique
inutilisable algorithmiquement, car la valeur "0 d�e�nie dans sa preuve n'est pas calculable
uniquement �a partir du polygone de contrôle de la polycourbe. Nous devrons ainsi con-
cevoir des conditions su�santes pour la pertinence topologique de l'enveloppe convexe
du polygone de contrôle pour celle de la polycourbe qui en plus doivent être facilement
impl�ementables.

Nous commen�cons ce chapitre par la pr�esentation de quelques types de donn�ees et
algorithmes de base, dans la section III.3. Dans la section suivante, nous donnons quelques
r�esultats, certains permettant de r�eduire les coûts de l'algorithme de calcul d'une appro-
ximation de l'enveloppe convexe d'une polycourbe et d'autres justi�ant notre algorithme, et
ensuite nous pr�esentons cet algorithme en faisant aussi une discussion sur sa complexit�e. La
cinqui�eme section est consacr�ee au calcul de la structure topologique de l'enveloppe convexe
d'une polycourbe et a la même composition que la quatri�eme (la pr�ec�edente). La sixi�eme
section pr�esente quelques consid�erations sur le calcul d'un polygone de contrôle fournissant
en même temps une approximation de l'enveloppe convexe de sa polycourbe et la structure
topologique de celle-ci, et les deux derni�eres sections contiennent des r�esultats num�eriques
obtenus par l'impl�ementation des algorithmes pr�esent�es pr�ec�edemment et respectivement
quelques exemples.

III.2. Concentr�e de chapitre (III)

Dans ce chapitre, vous trouverez la m�ethode par laquelle, pour une polycourbe de B�ezier
donn�ee, peut être calcul�ee une approximation, au sens de la distance de Hausdor�, de son
enveloppe convexe, ou un polygone de contrôle fournissant la structure topologique de
cette enveloppe convexe, ou même un polygone de contrôle qui en même temps fournit la
structure topologique et une approximation de l'enveloppe convexe de la polycourbe. Je
pr�eviens le lecteur que l'impl�ementation de tous les algorithmes a �et�e faite en C++, et par
cons�equent j'en ai plus ou moins emprunt�e le jargon pour d�ecrire les structures de donn�ees
et pour donner les sch�emas des algorithmes.

Ce chapitre est bien \tou�u", et il est tr�es possible qu'une lecture (presqu') int�egrale
vous parrâ�sse moins fatigante que des suivre les conseils de lecture \�ecourt�ee" - j'ai du mal
moi-même �a me suivre. En plus, dans les descriptions d'algorithme le chapitre a un peu
la structure d'un �chier source C++, les proc�edures appel�ees par plusieurs programmes
se trouvent au d�ebut, le plus facile �etant alors de \sauter" la sous-section III.3.2 et d'y
revenir �a chaque fois qu'une proc�edure y �etant d�ecrite est utilis�ee.
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Premier niveau. La section III.3 peut être compl�etement ignor�ee, mises �a part les
quelques premi�eres phrases de chacun des paragraphes de la sous-section III.3.2, qui pr�esen-
tent bri�evement les proc�edures qui seront appel�ees aussi bien dans le calcul d'une ap-
proximation de l'enveloppe convexe que dans celui de la structure topologique. Dans la
sous-section III.4.1, les preuves des r�esultats n'ont pas �a être lues, comme d'habitude,
mais suivez bien les �enonc�es et les explications intercal�ees. Dans la sous-section III.4.2, le
paragraphe III.4.2.1 est de moindre importance, sa premi�ere phrase expliquant ce que la
proc�edure incrimin�ee fait. Elle, avec les quelques autres de la section III.3, devrait vous
permettre de suivre le fonctionnement de l'algorithme Enveloppe convexe approch�ee,
paragraphe III.4.2.2. La sous-section III.4.3 est tr�es importante pour comprendre les op�era-
tions execut�ees par l'algorithme, et c'est une discussion utile pour la section III.5, o�u nous
�etudions la structure topologique de l'enveloppe convexe et o�u cette analyse ne sera plus
faite. L'�evaluation de coût se trouvant en �n de sous-section ne peut pas être suivie �a ce
niveau de lecture, mais la complexit�e totale est indiqu�ee. Pour la section III.5, le proc�ed�e
de lecture est identique : la section III.5.1 doit être lue en entier, mises �a part les d�e-
monstrations (la notion, extrêmement importante, de d�eg�en�erescence, et celle apparent�ee
de d�eg�en�erescence �a "-pr�es sont introduites ici, paragraphes III.5.1.3 et III.5.1.4 - ne les
ratez surtout pas) ; dans la sous-section III.5.2, lisez III.5.2.2 et le r�esultat obtenu en �n
de III.5.2.6, plus III.5.2.7. Les sections III.6 �a III.8 sont �a lire int�egralement.

Deuxi�eme niveau. Mises �a part les preuves (surtout celles de la sous-section III.5.1, qui
sont pour la plupart des �etudes de cas assez techniques), tout est �a lire.

Avant de commencer, rappelons quelques conventions et notations couramment util-
is�ees. Nous allons �etudier, dans tous les cas, uniquement des polycourbes sans tangence
int�erieure, sans en faire la pr�ecision �a chaque fois. En plus, nous consid�ererons toujours
que le polygone de contrôle de la polycourbe est pseudo-simple. B d�esignera toujours une
polycourbe de B�ezier de polygone de contrôle P. On notera E(P) l'enveloppe convexe du
polygone de contrôle P et Q = �(E(P)) le polygone fronti�ere de E(P), et E(B) l'enveloppe
convexe de la polycourbe et E = �(E(B)) la courbe fronti�ere de E(B). Comme nous avons
vu dans le chapitre pr�ec�edent, le polygone Q s'�ecrit

Q = P
(i1)
ji1

P
(i1)
ji1+1

: : :P
(i1)
ji1+`i1

P
(i2)
ji2

: : :P
(ip)
jip+`ip

;

avec p � n, i1; i2; : : : ; ip 2 f1; : : : ; ng et i1 < i2 < : : : < ip.

III.3. Structures de donn�ees et algorithmes g�en�eraux

Dans cette section, nous pr�esentons les structures de donn�ees et les algorithmes que
nous allons utiliser aussi bien pour le calcul d'une enveloppe convexe approch�ee pour une
polycourbe donn�ee que pour calculer la structure topologique de l'enveloppe convexe de la
polycourbe. L'impl�ementation de ces algorithmes ayant �et�e faite en C++, le vocabulaire
que nous utiliserons est emprunt�e �a ce langage. Nous pr�ecisons aussi que tous les tableaux
sont index�es �a partir de 0, allant ainsi jusqu'�a n � 1, si n est le nombre d'�el�ements du
tableau.

III.3.1. Structures de donn�ees

La classe de base que nous avons cr�e�ee est le m�eta polygone, classe param�etr�ee par le
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type des membres de son champ �el�ements, et presque toutes les autres classes que nous
pr�esentons ici sont ses h�eriti�eres. Cette classe a deux champs :

{ taille : le nombre de membres du m�eta polygone ;

{ �el�ements : un tableau contenant les taille composantes du m�eta polygone.

Cette classe est une g�en�eralisation (par param�etrisation par type) du mod�ele classique
codant un polygone. Si M est un m�eta-polygone, M.�el�ements d�esignera le tableau de
ses composantes et pour un indice i2 f0; : : : ; taille� 1g M.�el�ements(i) sera son i-�eme
composante. Pour simpli�er, nous utiliseronsM[i] pour designerM.�el�ements(i).

La classe polygone code uniquement les polygones pour lesquels un int�erieur peut être
d�e�ni de mani�ere coh�erente (il n'y a pas que les polygones simples qui satisfont cette
propri�et�e) ; polygone n'est en fait qu'un autre nom donn�e �a m�eta polygone<point>, o�u
le type point est une paire de r�eels repr�esentant les coordonn�ees d'un point. Les som-
mets d'un polygone donn�es dans le tableau de points du champ �el�ements sont ordonn�es
trigonom�etriquement.

La courbe de B�ezier est une classe qui h�erite la classe polygone, mais pour laquelle
nous d�e�nissons en plus les champs suivants :

{ degr�e : le degr�e de la courbe B�ezier ;

{ rang : l'indice que la courbe de B�ezier de laquelle la courbe courante provient avait
dans la structure initiale de la polycourbe ;

{ profondeur : le nombre de subdivisions appliqu�ees �a la courbe Brang de la composition
initiale de la polycourbe pour obtenir la courbe courante ;

{ intervalle : une paire de r�eels d�e�nissant l'intervalle de param�etres auquel la courbe
courante correspond par rapport �a Brang.

Le B-polygone d'une courbe de B�ezier sera bien sur donn�e par le champ �el�ements que
celle-ci h�erite du polygone.

Les champs de la courbe de B�ezier sont li�es par certaines relations. Par exemple, �el�e-
ments contient degr�e+1 =taille points et en consid�erant intervalle= (a; b) a et b
seront de la forme

a = k=2profondeur b = (k + 1)=2profondeur

o�u 0 � k � 2profondeur � 1.

La classe codant une polycourbe de B�ezier, nomm�ee polycourbe, n'est pas une h�eriti�ere
de m�eta polygone, mais une liste doublement châ�n�ee de courbes de B�ezier dans laquelle
les courbes de la composition de la polycourbe sont ordonn�ees en sens trigonom�etrique.
Ce choix est motiv�e par la nature des op�erations les plus fr�equemment e�ectu�ees sur
une polycourbe, qui sont la recherche d'un de ses �el�ements et l'insertion de nouveaux
�el�ements (suite aux subdivisions). Ainsi, la recherche s'e�ectue dans tous les cas \pas �a
pas", c'est-�a-dire que nous ne cherchons pas directement la i-�eme courbe de B�ezier de la
polycourbe, mais la (les quelques) courbe(s) suivant - ou pr�ec�edant - la courbe courante,
donc la recherche se fait en temps constant aussi bien dans un tableau que dans la liste
doublement châ�n�ee. Par contre, l'insertion d'un nouveau �el�ement se fait toujours en temps
constant dans la liste doublement châ�n�ee, mais en O(n� i) dans un tableau, o�u n est la
taille du tableau et i la position o�u le nouvel �el�ement est introduit.

La derni�ere classe que nous introduisons ici est la liste courbes, le nom que nous utilis-
erons pour m�eta polygone<courbe impliqu�ee>, chaque courbe impliqu�ee ayant deux
champs :
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{ ident courbe : un pointeur �a la courbe de B�ezier courante dans la structure de la
polycourbe;

{ �etat courbe : un caract�ere, qui sera "n" si il existe des sommets de Q qui ne sont
pas des sommets du polygone associ�e �a *ident courbe et au moins une des conditions
suivantes est satisfaite, et "y" dans le cas contraire :

� tous les sommets du polygone associ�e �a *ident courbe sont des sommets de Q ;

� les polygones *ident courbe et Q n'ont pas de sommet commun autre que les ex-
tr�emit�es de *ident courbe.

Nous verrons dans la sous-section III.4.1 que les courbes de B�ezier pour lesquelles courbe -

impliqu�ee.�etat courbe est \n" n'ont pas �a être subdivis�ees dans le processus de construc-
tion de l'enveloppe convexe (approch�ee ou topologique) de la polycourbe.

III.3.2. Algorithmes

Nous donnons ici quelques algorithmes qui ne sont pas sp�eci�ques au type d'enveloppe
convexe que nous voulons calculer, �etant ainsi n�ecessaires dans les deux sections suivantes
de ce chapitre : l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe d'un polygone pseudo-simple,
l'algorithme qui construit, en utilisant le pr�ec�edent, l'enveloppe convexe du polygone de
contrôle d'une polycourbe et �nalement l'algorithme de subdivision d'une courbe de B�ezier
vue comme une arête d'une polycourbe. �A la �n de chacun des paragraphes nous �evaluons
les coûts des algorithmes pr�esent�es.

III.3.2.1. L'enveloppe convexe d'un polygone pseudo-simple

La proc�edure que nous pr�esentons ici, appel�ee enveloppe convexe polygone, est une
variante de l'algorithme de Graham et Yao de calcul de l'enveloppe convexe d'un polygone
simple [Gra83] qui est con�cue pour fonctionner sur des polygones pseudo-simples et en plus
rend en r�esultat un polygone avec le maximum de sommets possible.

Plus exactement, quand trois (ou plusieurs) sommets d'un polygone P sont colin�eaires,
bien ordonn�es et se situent tous les trois sur la fronti�ere de l'enveloppe convexe de P, tous
les trois seront des sommets de Q, le polygone fronti�ere de E(P). Une telle situation est
pr�esent�ee dans la �gure III.1(a). La �gure III.1(b) nous pr�esente le cas de trois sommets
qui sont colin�eaires, mais ne sont pas correctement ordonn�es et ne peuvent pas tous être
des sommets de Q. Nous avons vu dans la sous-section II.4.3 pourquoi il est n�ecessaire de
construire un polygone Q maximal du point de vue du nombre de sommets.

PiPjPj+1 Pj+2

Pj+3

Pi

Pj

Pk

(a) (b)

Figure III.1 (a) Pi;Pj ;Pk sont sommets de Q ; (b) Pj+2 n'est pas sommet de Q
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Nous supposons que l'abscisse du sommet P(0), le premier sommet de P, est minimale
dans l'ensemble des abscisses des sommets de P. Avant tout appel de cette proc�edure
par un autre algorithme nous nous assurerons que cette condition est satisfaite. Sans trop
entrer dans les d�etails (d�emonstration de correction ou de convergence), nous pr�esentons
la structure de la proc�edure enveloppe convexe polygone :

1. Enveloppe convexe polygone(polygone P, ensemble entiers K)
2. entier n= nombre de sommets de P
3. entier i

4. begin

5. ajouter 0 �a K

6. pour i allant de 1 �a n-1

7. begin

8. si K a un seul �el�ement

9. ajouter i �a K

10. sinon

11. begin

12. tant que K a au moins deux �el�ements et
P(i)=2 DPgauche(P(Kavant�dernier);P(Kdernier)) et
P(Kdernier) =2

�
P(i);P(Kavant�dernier)

�
13. �eliminer dernier de K

14. ajouter i �a K

15. i = i + 1
16. si i est inf�erieur ou �egal �a n-1 et

P(i) 2 DPgauche(P(Kavant�dernier);P(Kdernier)) et
P(i) 2 DPdroit(P(Kdernier � 1);P(Kdernier))

17. tant que i ne d�epasse pas n-1 et
P(i) 2 DPgauche(P(Kavant�dernier);P(Kdernier))

18. i = i+ 1
19. si i est inf�erieur ou �egal �a n-1)
20. aller �a la ligne 12

21. end

22. end

23. tant que P(0)=2 DPgauche(P(Kavant�dernier);P(Kdernier)) et
P(Kdernier) =2

�
P(0);P(Kavant�dernier)

�
24. �eliminer dernier de K

25. end

La troisi�eme condition de la ligne 12 (qui est la même que la deuxi�eme condition de la ligne
23, mais pour d'autres indices des sommets concern�es) est celle qui conf�ere �a l'algorithme
les propri�et�es annonc�ees. Le polygone Q est identi��e par l'ensemble K des indices que les
sommets respectifs de Q ont dans l'�ecriture du polygone P. Il est tr�es facile de voir que
cet algorithme est lin�eaire en le nombre de sommets du polygone pour lequel nous voulons
calculer l'enveloppe convexe.

III.3.2.2. L'enveloppe convexe du polygone de contrôle

En utilisant la proc�edure pr�esent�ee dans le paragraphe pr�ec�edent, cet algorithme cal-
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cule, pour une polycourbe cod�ee en un objet de type polycourbe, l'enveloppe convexe
du polygone de contrôle. Ce qui nous int�eressera dans les sections suivantes ne sera en
fait pas le polygone Q. Ce polygone nous sert uniquement pour identi�er les courbes de
B�ezier qui doivent être subdivis�ees, et donc la proc�edure suivante aura comme r�esultat une
liste courbes. Le sch�ema de l'algorithme est le suivant :

1. Enveloppe convexe polygone contrôle(polycourbe B, liste courbes L)
2. polygone P, P1
3. ensemble entiers I, K

4. entier minim

5. begin

6. polygone de contrôle(B, P)
7. abscisse minimale(P, minim)
8. renum�erotage polygone(P, minim, P1)
9. enveloppe convexe polygone(P1, K)
10. renum�erotage(K, minim, I)
11. identification courbes(I, B, L)
12. end

La proc�edure polygone de contrôle, de la ligne 6, construit le polygone de contrôle
d'une polycourbe donn�ee, en concatenant les B-polygones donn�es par le champ �el�ements

de chacune des courbes de B�ezier de la polycourbe. La concatenation est faite tel que
les sommets extr�emit�es des courbes de B�ezier n'apparâ�ssent pas deux fois dans le tableau
polygone.�el�ements. La complexit�e de cet algorithme est O(M), o�u M =

Pn
i=1mi est

le nombre de sommets du polygone de contrôle de la polycourbe, il y a O(1) op�erations �a
ex�ecuter pour chaque sommet de P.

La proc�edure abscisse minimale retourne, pour un polygone donn�e, l'indice que le
sommet d'abscisse minimale a dans la liste de sommets du polygone. Si plusieurs sommets
ont la même abscisse, qui est l'abscisse minimale des tous les sommets du polygone, alors
la proc�edure retourne le plus petit des indices des ces sommets. Cet algorithme aussi est
lin�eaire en M , c'est l'algorithme classique de calcul du plus petit �el�ement d'un vecteur.

La proc�edure renum�erotage polygone construit, �a partir du polygone P et de l'entier
minim (qui est l'indice d'un des sommets de P), le polygone P1 qui a les mêmes sommets
que P, mais avec une rotation des indices telle que le sommet qui avait l'indice minim

dans le polygone P ait l'indice 0 dans le polygone P1. La complexit�e de la proc�edure est
toujours O(M), chacun des sommets est manipul�e une seule fois.

La proc�edure renum�erotage recup�ere, �a partir de l'ensemble K et de l'entier minim,
l'ensemble I des indices des sommets de P qui sont des sommets de Q (rappellons que
l'ensemble K contient les indices des sommets du polygone P1 qui sont des sommets de Q, il
faut donc retrouver la correspondance entre les sommets de P1 et ceux de P). L'ensemble
I sera ensuite ordonn�e, la sortie de cette proc�edure �etant ainsi une suite strictement
croissante d'indices de sommets du polygone P. La complexit�e de cette proc�edure est
O(cardinal(K)), et nous aurons toujours cardinal(K) �M .

En�n, la derni�ere proc�edure de enveloppe convexe polygone contrôle, identifica-
tion courbes, construit, �a partir de l'ensemble d'entiers I et de B, la liste courbes L
qui indique les courbes de B�ezier de la composition de la polycourbe qui sont suscepti-
bles de devoir être subdivis�ees. Cette construction se fait comme la d�e�nition de la classe
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liste courbes l'indique : toute courbe de B�ezier dont au moins un point de contrôle est
un sommet de Q apparâ�tra dans L, et �a chacune de ces courbes un caract�ere, \n" ou \y",
sera associ�e comme d�ecrit dans la sous-section III.2.1. Cette proc�edure est lin�eaire en le
nombre d'�el�ements de l'ensemble I, qui est inf�erieur ou �egal �a M .

Nous pouvons maintenant voir que la complexit�e de la proc�edure enveloppe con-

vexe polygone contrôle est O(M), car chacune des proc�edures qu'elle appelle, enve-
loppe convexe polygone comprise, a cette complexit�e.

III.3.2.3. La subdivision d'une courbe de B�ezier

Nous allons pr�esenter dans ce paragraphe une proc�edure un peu plus complexe que ne le
serait une calculant uniquement les deux courbes de B�ezier obtenues par la subdivision
d'une courbe de B�ezier donn�ee. La raison est que nous n'aurons jamais besoin de subdi-
viser une courbe de B�ezier isol�ee. Nous aurons besoin de calculer, pour une polycourbe B
ayant une structure courante B = [ni=1Bi, la structure obtenue apr�es la subdivision de cer-
taines des courbes de B�ezier de sa composition. Les courbes �a subdiviser seront identi��ees
par un tableau de pointeurs.

Le sch�ema de la proc�edure subdivision est extrêmement simple :

1. Subdivision(polycourbe B, tableau pointeurs J)
2. courbe de B�ezier B0, B00

3. entier k, i

4. begin

5. k = nombre d'�el�ements de J

6. pour i allant de 0 �a k-1

7. begin

8. subdiviser(*J(i), B0, B00)
9. remplacer *J(i) par B0 dans B
10. introduire B00 dans B juste apr�es B0

11. end

12. end

Cette proc�edure modi�e la structure de la polycourbe B, en subdivisant toutes les
courbes de B�ezier identi��ees par le tableau pointeurs J et en rempla�cant chacune des
courbes �a subdiviser par les deux courbes obtenues apr�es subdivision. Elle fait appel �a
une seule autre proc�edure, subdiviser. Cette proc�edure prend comme param�etre une
courbe de B�ezier B et retourne deux courbe de B�ezier B0 et B00, dont les champs ont
les valeurs suivantes :

{ B0:taille = B00:taille = B:taille ;

{ B0:degr�e = B00:degr�e = B:degr�e ;

{ B0:rang = B00:rang = B:rang ;

{ B0:profondeur = B0:profondeur = B:profondeur + 1 ;

{ si B:interval est donn�e par la paire de r�eels (a; b), alors B0:interval sera donn�e par
(a; (a + b)=2) et B00:interval sera donn�e par ((a + b)=2; b) ;

{ si B:�el�ements = P0P1 : : :Pm, alors B0:�el�ements = P00P
0
1 : : :P

0
m et B00:�el�ements =
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00
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m, o�u
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1
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n�iX
k=0

Ck
n�iPi+k 8i 2 f0; 1; : : : ;mg

Pour calculer la complexit�e de cette proc�edure, il faut �etudier le coût du calcul des sommets
des polygones de contrôle des deux courbes de B�ezier obtenues apr�es subdivision, car il
est �evident que le calcul des autres champs des courbes de B�ezier B0 et B00 se fait en
O(1). Si nous supposons que les valeurs des combinaisons Ck

i sont connues pour tout
i 2 f0; : : : ;mg, o�u m est le degr�e de la courbe de B�ezier �a subdiviser, et pour tout k 2
f0; : : : ; ig, alors le calcul des points P0i et P

00
i , pour i 2 f0; : : : ;mg, se fait en O(m(m+1)=2),

ou plus grossi�erement en O(m2). Si elles ne sont pas connues, les calculer coûte aussi
O(m(m + 1)=2) et si l'algorithme ne les stocke pas et les recalcule �a chaque fois, le coût
total de l'algorithme devient O(m4). D'un autre côt�e, le stockage de toutes ces valeurs
prendra, dans la m�emoire, O(m(m+1)=2) entiers. Nous pouvons donc adapter la fa�con de
calculer les points P0i et P

00
i , pour i 2 f0; : : : ;mg, aux caract�eristiques de l'ordinateur sur

lequel nous voulons impl�ementer l'algorithme. En plus, le coût du calcul des combinaisons
peut être r�eduit de mani�ere signi�cative en utilisant des formules de r�ecurrence. Nous
allons donc considerer que la complexit�e de cette proc�edure est O(m2). Mais si pour le
calcul des points de contrôle des courbes B0 et B00 nous n'utilisons pas les formules ci-
dessus, mais le tableau de la subdivision de de Casteljau (sous-section I.7.3), le coût sera
O(m2) sans que de l'espace m�emoire suppl�ementaire dûsse être alou�e. C'est cette derni�ere
solution que nous avons adopt�ee.

Pour �evaluer le coût de la proc�edure subdivision, nous devons regarder les coût des
op�erations e�ectu�ees aux lignes 9 et 10 et il est facile �a voir, que le choix des structures
de donn�ees que nous avons fait rend les deux instructions ex�ecutables en temps constant
�a chaque it�eration du cycle des lignes 6-11. Par cons�equent, le coût global de l'ex�ecution
de ces deux lignes, somm�e pour toutes les it�erations du cycle, est O(card(J)), donc dans
le cas le pire O(n).

La complexit�e totale de l'algorithme sera (dans le cas le pire), en sommant les coûts des
op�erations e�ectu�ees, O(nd2), o�u d = maxni=1mi.

III.4. L'enveloppe convexe approch�ee

Dans cette section, nous pr�esentons un algorithme calculant une approximation �a "-pr�es
(au sens de la distance de Hausdor�) de l'enveloppe convexe d'une polycourbe donn�ee,
pour un " donn�e lui aussi par l'utilisateur. Nous commen�cons par �enoncer et prouver les
r�esultats qui justi�ent notre algorithme, ensuite nous d�ecrivons cet algorithme et dans la
derni�ere sous-section nous �evaluons sa complexit�e.

III.4.1. R�esultats th�eoriques

Soit B = [ni=1Bi une polycourbe et " > 0. Supposons que l'on veut calculer une
approximation de E(B) avec une erreur inf�erieure �a ", au sens de la distance de Hausdor�.
Nous allons avoir besoin de connâ�tre , pour tout i 2 f1; : : : ; ng, la distance de Hausdor�
entre Bi et Pi, �H(Bi;Pi). Comme la distance de Hausdor� entre une courbe de B�ezier
et son polygone de contrôle n'est pas calculable algorithmiquement, nous allons utiliser la

86



majoration donn�ee par le lemme suivant.

Lemme III.1. { Soit B0 une courbe de B�ezier compl�etement convexe de polygone de
contrôle P0 = P0P1 : : :Pm. Alors

�H(B0;P0) � �H([P0Pm];P0)

Preuve { Pour d�emontrer cette in�egalit�e, nous allons utiliser pour la distance de Hausdor�
la formule (I.4) et prouver les inclusions

B0 � B(P0; R) et P0 � B(B0; R);

o�u R = �H([P0Pm];P0). Nous ferons, pour les deux inclusions, une preuve par l'absurde.

(b)(a)

P0

T

P

S

P1

PmP0

P1

T

P

S = Pm

Figure III.2

Supposons que B0 6� B(P0; R) et soit P 2 B0 tel que P =2 B(P0; R). �Evidemment,
le point P ne peut pas être P0 ou Pm. Nous notons S un point de [P0Pm] qui satisfait
d(P; [P0Pm]) = d(P;S) et soit T = PS \

�
P0 n fP0;Pmg

�
(�gure III.2(a)). La courbe de

B�ezier �etant compl�etement convexe, il est �evident que le point T est unique et P 2]TS[. Il
est alors facile �a voir que d(T; [P0Pm]) = d(T;S) ; en e�et, si nous supposons qu'il existe
S0 2 [P0Pm] tel que d(T;S0) < d(T;S), soit P0 2 [P0Pm] satisfaisant PP0 k TS0 (�gure
III.3).

T

S = Pm

P

P
0 S0 P0

Figure III.3

Alors les triangles PP0S et TS0S sont semblables et nous avons

d(T;S0)

d(P;P0)
=

d(T;S)

d(P;S)
; donc

d(P;P0)

d(P;S)
=

d(T;S0)

d(T;S)
< 1

d'o�u une contradiction avec le choix du point S (ceci est un cas particulier du r�esultat de
[McM71] p31).

Mais le point T doit appartenir �a B([P0Pm]; R), de par la d�e�nition de R, et comme S
est le point de [P0Pm] le plus pr�es de lui, nous obtenons d(T;S) � R et par cons�equent
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d(P;T) � R. Nous avons ainsi trouv�e un point T 2 P0 tel que P 2 B(T; R), d'o�u la
contradiction avec l'hypoth�ese P =2 B(P0; R).

Pour d�emontrer la deuxi�eme inclusion, supposons qu'il existe un point P 2 P0 tel que
P =2 B(B0; R). Remarquons cette fois aussi que P =2 fP0;Pmg et soit S 2 [P0Pm] tel
que d(P; [P0Pm]) = d(P;S). Nous notons T = PS \

�
B0 n fP0;Pmg

�
(�gure III.2(b)) et

�evidemment T 2]PS[. De la même mani�ere, nous avons d(P;S) � R et donc d(P;T) � R,
contradiction avec l'hypoth�ese P =2 B(B0; R). ut

La m�ethode "bête et m�echante" de calcul de l'approximation voulue serait de sub-
diviser toutes les courbes Bi de la composition de la polycourbe jusqu'au moment o�u

�H([P
(i)
0 P

(i)
mi ];Pi) < " et ensuite construire l'enveloppe convexe du polygone de contrôle

obtenu. Cette m�ethode est justi��ee par les lemmes II.1 et II.3, qui impliquent que
l'enveloppe convexe ainsi obtenue est une approximation �a "-pr�es de l'enveloppe convexe
de la polycourbe. Bien sur, cet algorithme est loin d'être optimal et nous cherchons des
crit�eres pour r�eduire le nombre de courbes de B�ezier �a subdiviser. Le lemme suivant nous
fournit un tel crit�ere.

Lemme III.2. { Soit I = fi1; i2; : : : ; ipg tel que le polygone fronti�ere de E(P), Q, s'�ecrive
sous la forme de (II.2) et soient

I1 =
�
i 2 I j `1 = 0 et P(i)

ji
2 fP(i)

0 ;P(i)
mi
g
	

I2 =
�
i 2 I j `1 = 1 et P

(i)
ji

= P
(i)
0 ;P

(i)
ji+`i

= P(i)
mi

	
Nous posons I0 = I n (I1 [ I2) et alors

�H
�
E(B); E(P)

�
� max

i2I0
�H(Bi;Pi)

Preuve { Pour d�emontrer l'in�egalit�e de l'�enonc�e, nous devons prouver les deux inclusions
suivantes :

E(B) � B
�
E(P);max

i2I0
�H(Bi;Pi)

�
E(P) � B

�
E(B);max

i2I0
�H(Bi;Pi)

�
Mais nous savons E(B) � E(P), donc la premi�ere inclusion est v�eri��ee et il nous reste �a
prouver que la deuxi�eme l'est aussi. Dans ce but, nous remarquons que l'enveloppe convexe
de P est �egale �a l'enveloppe convexe des sommets du polygoneQ, nous pouvons ainsi �ecrire
E(P) = E(A), o�u

A =
[
i2I0

Pi [
�
P
(i)
0 j i 2 I1 [ I2

	
[
�
P(i)
mi

j i 2 I1 [ I2
	
;

car P
(ik)
jik

;P
(ik)
jik+1

; : : : ;P
(ik)
jik+`ik

2 A pour tout k 2 f1; : : : ; pg.

Il est facile �a voir que la boule de centre un ensemble convexe est un ensemble convexe,
et ainsi il nous reste �a prouver

A � B
�
E(B);max

i2I0
�H(Bi;Pi)

�
;

car E(B) est convexe, donc B
�
E(B);max

i2I0
�H(Bi;Pi)

�
est convexe et alors l'enveloppe convexe

de A sera incluse dans cette boule.
Les points P

(i)
0 et P

(i)
mi sont des points de B pour tout i 2 I1 [ I2. D'un autre côt�e, si

nous consid�erons i 2 I0 et P 2 Pi, alors

d(P; E(B)) � d(P;B) � d(P;Bi) � �H(Pi;Bi)
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et donc nous aurons [
i2I0

Pi � B
�
E(B);max

i2I0
�H(Bi;Pi)

�
Ainsi, A est inclus dans la boule centr�ee en E(B) et de rayon max

i2I0
�H(Bi;Pi) et la preuve

du lemme est �nie. ut
Ce lemme nous permet de subdiviser uniquement les courbes Bi avec i 2 I0, donc celles

dont le polygone de contrôle participe �a la fronti�ere de l'enveloppe convexe de P avec des

sommets autres que les extr�emit�es P
(i)
0 et P

(i)
mi . Mais même parmi les courbes d�ecrites

ici il existe certaines qui ne doivent pas être subdivis�ees, un autre lemme justi�ant leur
�elimination de la liste de courbes �a subdiviser.

Lemme III.3. { Soit i 2 f1; : : : ; ng tel que tous les sommets de Pi soient des sommets
de Q et supposons que [j 6=iBj 6� reg(Bi;Pi) [ Pi . Alors Bi � E = �(E(B)).

Preuve { Si la courbe de B�ezier Bi est un segment, l'a�rmation de l'�enonc�e est �evidemment
vraie, car nous aurons Bi � Q et comme E(B) � E(P) il en r�esulte tout de suite Bi � E.
Supposons donc que Bi n'est pas un segment et soit

Ri = DP
�
P
(i)
0 P

(i)
1 ;Bi

�
\DP

�
P(i)
mi
P
(i)
mi�1

;Bi
�
\

 
mi�2[
k=1

DP
�
P
(i)
k P

(i)
k+1;Bi

�!
Cette r�egion est convexe, �etant une intersection de demi-plans, non-vide, car le polygone
Pi est convexe, et elle peut être born�ee ou non, comme nous pouvons le voire �gure III.4.

P
(i)
mi

P
(i)
1

P
(i)
0

P
(i)
mi�1

P
(i)
0

P
(i)
1

P
(i)
mi

P
(i)
mi�1

Figure III.4

L'hypoth�ese du lemme implique E(P) � Ri, donc E(B) � Ri et donc B � Ri. La
polycourbe �etant une courbe simple, nous en d�eduisons

B n Bi � reg(Bi;Pi) n Bi ou B n Bi � Ri n reg(Bi;Pi)

La premi�ere de ces deux inclusions est exclue par hypoth�ese. Par cons�equent, nous aurons
B n Bi � Ri n reg(Bi;Pi) et nous en d�eduisons tout de suite l'inclusion

B � Ri n
�
reg(Bi;Pi) [ Bi

�
En notant �Bi(t) la droite tangente �a Bi en Pt = Bmi

�
P
(i)
0 ; : : : ;P

(i)
mi ; t

�
, une cons�equence

directe des propri�et�es des courbes de B�ezier et de la convexit�e de Bi sera l'�egalit�e

Ri n
�
reg(Bi;Pi) [ Pi

�
=

\
t2[0;1]

DP
�
�Bi(t);Bi

�
et le fait que cet ensemble est convexe. Comme la polycourbe B est incluse dans cet
ensemble, son enveloppe convexe le sera aussi. Mais la courbe Bi est compl�etement incluse
dans la fronti�ere de Ri n

�
reg(Bi;Pi) [ Pi

�
et donc nous aurons Bi � E. ut
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La cons�equence de ce r�esultat est que, apr�es avoir une fois subdivis�e toutes les courbes
de B�ezier de la composition de la polycourbe identi��ees par le lemme III.2, nous pouvons
ne plus subdiviser celles d'entre elles dont le polygone de contrôle a tous les sommets sur
la fronti�ere Q de l'enveloppe convexe du polygone de contrôle de la polycourbe. En e�et,
une d�emonstration tr�es semblable �a celle du lemme III.2 nous permet de prouver que, si
on consid�ere AE la courbe obtenue �a partir du polygone Q en rempla�cant le polygone
Pi, �a chaque fois que tous ses sommets sont des sommets de Q, par la courbe de B�ezier
correspondante Bi et on note R la r�egion born�ee par AE, alors

�H(E(B);R) � max
i2eI0 �H(Bi;Pi);

o�u

eI0 = �i 2 I0 j 9k 2 f0; : : : ;mig tel que P
(i)
k n'est pas un sommet de Q

	
(III:1)

.

La condition indispensable pour prouver le lemme est

B n Bi \ reg(Bi;Pi) n Bi = ;

et nous cherchons une condition n�ecessaire pour que les deux ensembles ci-dessus soient
disjoints. Comme nous supposons que le polygone de contrôle de la polycourbe est pseudo-
simple, la seule con�guration possible dans la quelle cette condition n'est pas satisfaite est
pr�esent�ee dans la �gure III.5, o�u Bi�1 et Bi+1 sont des segments.

Bi

Bi+1
Bi�1

Figure III.5

Nous avons vu dans le paragraphe III.2.2.1 comment fonctionne la proc�edure que nous
utiliserons pour calculer l'enveloppe convexe de P. Ainsi, nous saurons que pour la poly-
courbe de la �gure III.5 le polygone Q est �egale au polygone Pi et, plus g�en�eralement,
Q = Pi si et seulement si le polygone P est contenu dans la zone ferm�ee d�elimit�ee par

le polygone Pi sans le segment ]P
(i)
0 P

(i)
mi [, reg(Pi)n]P

(i)
0 P

(i)
mi [. Donc la condition �a imposer

�a un polygone de contrôle Pi dont les sommets sont tous des sommets de Q pour que la
courbe de B�ezier correspondante ne soit pas subdivis�ee sera simplement que le polygone Q
ait d'autres sommets que ceux de Pi. Si cette condition n'est pas satisfaite, nous devons
subdiviser la courbe Bi, pour trancher entre la situation de la �gure III.5 et celle de la
�gure III.6.
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Bi

Figure III.6

III.4.2. Pr�esentation de l'algorithme

Pour commencer cette sous-section, remarquons qu'en fait nous ne construisons pas
une approximation polygonale �a "-pr�es de l'enveloppe convexe d'une polycourbe, mais un
objet qui approche cette enveloppe convexe �a "-pr�es et a l'inconv�enient de ne pas être un
polygone et l'avantage d'avoir une construction beaucoup moins coûteuse qu'un polygone
satisfaisant cette propri�et�e. En e�et, �a chaque fois qu'une courbe de B�ezier correspond aux
conditions du lemme III.3, nous arrêtons de la subdiviser, même si la distance de Hausdor�
entre elle et son B-polygone est sup�erieure �a la valeur " donn�ee, et au moment de l'�ecriture
des r�esultats de l'algorithme nous rempla�cons tout simplement le B-polygone par la courbe.
Ceci fait que dans le cas d'une polycourbe convexe, par exemple, aucune subdivision ne
sera n�ecessaire et l'algorithme nous rendra comme fronti�ere de l'enveloppe convexe de la
polycourbe la polycourbe elle-même. Dans le cas g�en�eral (d'une polycourbe non-convexe),
le r�esultat de l'algorithme sera une liste d'objets qui forment, en ordre trigonom�etrique, la
fronti�ere de l'approximation de l'enveloppe convexe de la polycourbe. Ces objets peuvent
être soit des segments, soit des courbes de B�ezier. Les segments pouvant eux aussi être
�ecrits comme des courbes de B�ezier, le r�esultat sera en fait une polycourbe.

Voici quelle est la structure de l'algorithme que nous proposons pour le calcul d'une
approximation �a " pr�es, pour un " donn�e, de l'enveloppe convexe d'une polycourbe :

1. Enveloppe convexe approch�ee(polycourbe B, r�eel ", polycourbe AE)
2. tableau pointeurs I

3. liste courbes L
4. begin

5. lecture donn�ees(B,")
6. enveloppe convexe polygone contrôle(B,L)
7. dist inf eps(B,L,",I)
8. tant que I6= ;
9. begin

10. subdivision(B,I)
11. enveloppe convexe polygone contrôle(B,L)
12. dist inf eps(B,L,",I)
13. end

14. �ecriture resultats(B,AE)
15. end
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La seule proc�edure appel�ee par ce programme qui n'a pas encore �et�e pr�esent�ee est dist -

inf eps (lignes 7, 12). Nous la d�etaillons donc avant de commenter l'algorithme En-

veloppe convexe approch�ee.

III.4.2.1. La proc�edure dist inf eps

Cette proc�edure prend comme param�etre la polycourbe B, la liste courbes L cal-
cul�ee par la proc�edure enveloppe convexe polygone contrôle et le r�eel " et retourne le
tableau pointeurs J qui identi�e les courbes de B�ezier de la composition de la polycourbe
qui doivent être subdivis�ees. Une courbe de B�ezier Bi de la structure de la polycourbe doit
être subdivis�ee si, premi�erement, elle se retrouve dans L avec le caract�ere associ�e \y" (voir
le paragraphe III.3.2.2 pour pr�ecisions), et deuxi�emement, nous ne pouvons pas a�rmer
que la distance de Hausdor� entre elle et son B-polygone, �H(Bi;Pi), est inf�erieure �a ".
Voil�a maintenant le sch�ema de cet algorithme :

1. Dist inf eps(polycourbe B, liste courbes L, r�eel ", tableau pointeurs I)
2. entiers k, i

3. begin

4. k = nombre d'�el�ements de L
5. pour i allant de 0 �a k-1

6. si L[i].�etat courbe = "y" et �H(Pj; [P
(j)
0 P

(j)
mj ]) � "

7. ajouter L[i].ident courbe �a I

8. end

La deuxi�eme condition du test de la ligne 6 est celle donn�ee par le lemme III.1. Mais,
en utilisant les notations du lemme, il est facile �a voir que

�H(P0; [P0Pm]) = max
i2f0;:::;mg

d(Pi; [P0Pm])

En e�et, nous avons

d(P; [P0Pm]) � maxfd(Pi; [P0Pm]);d(Pi+1; [P0Pm])g 8P 2 [PiPi+1]

et nous obtenons tout de suite �H(P0; [P0Pm]) � maxi2f0;:::;mg d(Pi; [P0Pm]). Pour l'in�e-
galit�e inverse, si nous supposons �H(P0; [P0Pm]) < maxi2f0;:::;mg d(Pi; [P0Pm]) nous d�e-
duisons imm�ediatement que le (ou les) sommet qui r�ealise(nt) maxi2f0;:::;mg d(Pi; [P0Pm])
ne peu(ven)t pas appartenir �a B([P0Pm]; �H(P0; [P0Pm]), d'o�u une contradiction. L'�egalit�e
ci-dessus est donc v�eri��ee. Notre algorithme va alors tester, pour toutes les courbes iden-
ti��ees par la liste courbes L comme �etant "subdivisables", donc celle pour lesquelles le
champ �etat courbe est �egal �a "y", si le maximum des distances des sommets du polygone
de contrôle au segment P0Pm joignant les extr�emit�es de la courbe est inf�erieur �a ", et si
ce n'est pas le cas un pointeur �a la courbe est ajout�e �a la liste I. La complexit�e de ce test
est lin�eaire en le nombre de sommets du B-polygone �a tester.

Pour trouver la complexit�e du cycle des lignes 5-7, il faut sommer pour i allant de 0
�a k-1 les complexit�es des pas. En notant `i le nombre de sommets du B-polygone donn�e
par *(L[i].ident courbe), le pas i est lin�eaire en `i, car le premier teste de la condition
si et l'instruction �a ex�ecuter si les deux testes de cette condition sont satisfaits sont de
complexit�e O(1) et le deuxi�eme teste de la condition si est de complexit�e O(`i). La

complexit�e du cycle sera alors
Pk�1

i=0 `i, somme qui est inf�erieure ou �egale �a M + n, o�u n
est le nombre de courbes de B�ezier composant la polycourbe (l'�egalit�e est atteinte si toutes

92



les courbes de la composition de la polycourbe sont identi��ees par la liste courbes L, car
les sommets du polygone P qui sont des extr�emit�es de courbe de B�ezier de la composition
de la polycourbe devront être compt�es deux fois). La proc�edure dist inf eps sera donc
lin�eaire en M .

III.4.2.2. Commentaire de l'algorithme Enveloppe convexe approch�ee

Toutes les proc�edures auxquelles cet algorithme fait appel �etant pr�esent�ees en d�etail,
le fonctionnement du programme est facile �a suivre. Le premier pas est le calcul de
l'enveloppe convexe du polygone de contrôle de la polycourbe et l'obtention de la liste L des
courbes de B�ezier susceptibles de devoir être subdivis�ees ; ceci est fait par l'appel de en-
veloppe convexe polygone contrôle de la ligne 6. Ensuite, la proc�edure dist inf eps

�etablit lesquelles des courbes de B�ezier apparaissant dans la liste L doivent vraiment être
subdivis�ees, en v�eri�ant pour chacune si la majoration (donn�ee par le lemme III.1) de la
distance de Hausdor� entre la courbe et son B-polygone est inf�erieure �a ". Des pointeurs
identi�ant toutes les courbes de B�ezier qui devront être subdivis�ees se trouveront ainsi
dans l'ensemble I. �Evidemment, si cet ensemble est vide, il n'y a aucune subdivision �a
faire et nous �nissons en �ecrivant le r�esultat obtenu. Si I est non-vide, les courbes qu'il
d�esignes sont subdivis�ees et la composition de la polycourbe B est mise �a jour par la proc�e-
dure subdivision ; apr�es, nous recommen�cons ces mêmes op�erations jusqu'�a l'obtention
d'un ensemble I vide. La convergence de cet algorithme est assur�ee par la convergence du
B-polygone vers la courbe de B�ezier qui lui est associ�ee par la subdivision de de Casteljau.

III.4.3. La complexit�e de l'algorithme Enveloppe convexe approch�ee

Commen�cons par �etudier l'�evolution de la taille de la polycourbe (le nombre de courbes
de B�ezier la composant) au fur �a mesure qu'elle passe par les it�erations du cycle des lignes
8-13.

Supposons que la polycourbe initiale s'�ecrit B = [n0i=1Bi. En consid�erant qu'apr�es k

it�erations la courbe Bi est d�ecompos�ee en l'union des courbes de B�ezier B1i ;B
2
i ; : : : ;B

k0
i , il

est �evident que si deux des points de contrôle de cette union de courbes sont des sommets
de Q, alors tous les points de contrôle qui sont "entre eux" seront des sommets de Q.
Autrement dit, si nous notons

ePi = k0[
j=0

Pj
i =

eP(i)
0
eP(i)
1 : : : eP(i)

k0mi

alors soit tous les sommets de ePi sont des sommets de Q, cas auquel il n'y a aucune des
courbes B1i ; : : : ;B

k0
i �a subdiviser, soit aucun des sommets de ePi n'est un sommet de Q, cas

auquel il n'y a toujours aucune courbe �a subdiviser, soit il existe `1; `2 2 f0; 1; : : : ; k0mig

tel que eP(i)
0 ; eP(i)

1 ; : : : ; eP(i)
`1�1

et eP(i)
`2+1

; eP(i)
`2+2

; : : : ; eP(i)
k0mi

ne soient pas des sommets de Q eteP(i)
`1
; eP(i)

`1+1
; : : : ; eP(i)

`2
le soient, o�u `1 peut être �egal �a 0 et `2 peut être �egal �a k0mi, mais

pas les deux en même temps. Cette propri�et�e est due au fait que la courbe de B�ezier Bi
est compl�etement convexe, ce qui impliquera la convexit�e du polygone ePi. Alors les seules
courbes qui peuvent avoir �a être subdivis�ees sont celles dont les points eP(i)

`1
et eP(i)

`2
sont,

respectivement, des points de contrôle, donc il y aura au plus deux courbes �a subdiviser
(il peut toutefois n'y avoir qu'une seule ou même aucune dans ce cas aussi). Donc pour
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chacune des courbes de la composition initiale de la polycourbe il y a au plus deux courbes
�a subdiviser �a chaque it�eration.

En conclusion, �a chaque it�eration il y a au plus 2n0 courbes de B�ezier �a subdiviser, et
par cons�equent apr�es k it�erations la polycourbe sera compos�ee d'au plus 2kn0 courbes de
B�ezier.

Pour calculer la complexit�e de Enveloppe convexe approch�ee, nous devons d'abord
trouver une estimation pour le nombre d'it�erations n�ecessaires pour que la proc�edure
dist inf eps construise un ensemble I vide, car c'est celle-l�a la condition de sortie du
cycle tant que des lignes 8-13. Ce qui nous int�eresse est donc le nombre de subdivisions
qui doivent être appliqu�ees �a une courbe de B�ezier donn�ee Bi pour que la deuxi�eme condi-
tion du test de la ligne 8 de la proc�edure dist inf eps soit satisfaite par les (au plus deux)
courbes de B�ezier Bk1i et Bk2i (de la composition de Bi apr�es subdivision) dont le champ
associ�e dans la liste courbes L n'a pas la valeur "n". En notant Bi(k) une des courbes

obtenues de Bi apr�es k subdivisions, nous savons que �H(Pi(k); [P
(i)
0 (k)P

(i)
mi (k)]) converge

vers 0 quand k tend vers l'in�ni et nous voulons estimer sa vitesse de convergence.
Si B0 est une courbe de B�ezier et B00 et B

00
0 sont les deux courbes de B�ezier obtenues de

B0 par l'application une fois de la subdivision de de Casteljau de rapport 1=2, alors nous
avons l'in�egalit�e [Fio87]

max
�

max
i2f0;:::;m�1g

d(P0i;P
0
i+1); max

i2f0;:::;m�1g
d(P00i ;P

00
i+1)

	
�

1

2
max

i2f0;:::;m�1g
d(Pi;Pi+1)

Nous obtenons par r�ecurrence

max
j2f1;:::;2kg

max
i2f0;:::;m�1g

d(Pji ;P
j
i+1) �

1

2k
max

i2f0;:::;m�1g
d(Pi;Pi+1) 8k 2 IN;

o�u Pj0P
j
1 : : :P

j
m est le polygone de contrôle de la j-�eme courbe de la structure de B0 apr�es

k subdivisions.
Malheureusement, l'in�egalit�e similaire pour les distances des points de contrôle au seg-

ment [Pj0P
j
m] n'est pas v�eri��ee, car nous pouvons prouver par un calcul simple que pour le

cas de la �gure III.7 nous avons la relation

2d(P02; [P0P
0
5]) = 2d(P02;P0) > d(P2;P0) = d(P3;P5) = max

0�i�5
d(Pi; [P0P5])

P4

P5

P
0

5

P3
P

0

2

P1

P0
P

0

1

P2

Figure III.7

Par cons�equent, nous allons utiliser la majoration

max
i2f0;:::;mg

d(Pji ; [P
j
0P

j
m]) <

1

2

m�1X
i=0

d(Pji ;P
j
i+1);

qui est �evidemment v�eri��ee et qui nous permet d'�ecrire

max
i2f0;:::;mg

d(Pji ; [P
j
0P

j
m]) <

1

2k

m�1X
i=0

d(Pi;Pi+1)
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ou encore max
i2f0;:::;mg

d(Pji ; [P
j
0P

j
m]) <

1

2k
S, o�u S est une constante qui d�epend de la courbe

de B�ezier.
Supposons que la condition qui nous int�eresse est satisfaite apr�es k0 it�eration. Nous

aurons alors la suite d'implications

1

2k0
S < " =) 2k0 >

S

"
=) k0 > log2

S

"

ce qui nous donne le nombre d'it�erations n�ecessaires pour que la condition arrêt soit
satisfaite comme �etant le plus petit entier sup�erieur �a log2(S=").

Soit d le maximum des degr�es des n0 courbes de B�ezier composant la polycourbe initiale.
Son polygone de contrôle a au plus n0d sommets. Nous avons vu qu'apr�es k it�erations la
polycourbe sera compos�ee d'au plus 2kn0 courbes de B�ezier, pour k > 0. Ainsi, le polygone
de contrôle de la polycourbe aura, apr�es k it�erations, au plus 2n0dk sommets.

Pour calculer la complexit�e de l'algorithme enveloppe convexe approch�ee, il faut som-
mer les coûts des proc�edures appel�ees par cet algorithme. La proc�edure de la ligne 6
est de complexit�e O(n0d) et celle de la ligne 7 aussi. Pour calculer le coût du cycle
des lignes 8-13, il faut sommer les coûts de la k-i�eme it�eration pour k allant de 1 �a�
log2(S=")

�
+1 = dlog2(S=")e, o�u

�
x
�
d�esigne la partie enti�ere de x. �A la k-i�eme it�eration,

la proc�edure de la ligne 10 coûtera O(n0d2k), celle de la ligne 11 coutera O(n0dk) et celle
de la ligne 12 coutera aussi O(n0dk). Nous obtenons donc la complexit�e de la k-i�eme
it�eration du cycle �egale �a O(n0d2k). En sommant, la complexit�e du cycle entier sera

O
�
n0d

2dlog2(S=")e(dlog2(S=")e + 1)
�

ou, plus grossi�erement, O
�
n0d

2dlog2(S=")e
2
�
. �Evidemment, le coût de l'algorithme sera,

au total, le même, et nous rappelons que S est une constante, qui d�epend de la polycourbe.

III.5. L'enveloppe convexe topologique

Dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons vu que l'enveloppe convexe du polygone de
contrôle d'une polycourbe de B�ezier sans tangence int�erieure converge topologiquement
vers l'enveloppe convexe de la polycourbe si on applique au polygone de contrôle un nombre
su�sant de subdivisions. Nous donnerons dans ce paragraphe un algorithme qui calcule
pour une polycourbe donn�ee par son polygone de contrôle initial un polygone de contrôle
tel que son enveloppe convexe soit topologiquement pertinente pour celle de la polycourbe.

La condition de pertinence topologique donn�ee par la preuve du th�eor�eme II.9 est suf-
�sante, mais pas n�ecessaire, et elle est �evidemment inutilisable pour notre algorithme,
faisant intervenir des distances qui ne sont pas calculables uniquement �a partir du polygone
de contrôle de la polycourbe. L'id�eal serait bien sûr de trouver une condition n�ecessaire et
su�sante, une telle condition minimisant le nombre de subdivisions �a faire, mais la notion
de pertinence topologique dont nous avons besoin est par trop heuristique et nous avons
seulement trouv�e des conditions su�santes pour notre probl�eme.

III.5.1. R�esultats th�eoriques

En utilisant les notations de l'�enonc�e du lemme III.2, soient K = f1; : : : ; pg et K� =�
k 2 K j ik 2 I�

	
pour � = 0; 1; 2. Pour �eviter les cas similaires au celui de la �gure III.4,

nous supposerons card K > 1.
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III.5.1.1. Conditions su�santes pour la pertinence topologique

Proposition III.4. { Si les trois conditions suivantes sont satisfaites, alors l'enveloppe
convexe du polygone de contrôle, E(P), est topologiquement pertinente pour l'enveloppe
convexe de la polycourbe, E(B) :

(III.4.i) si P est un sommet de P tel que P =2 DP
�
P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik

�
, alors P est un sommet

de Pik�1 ;

(III.4.ii) si P est un sommet de P tel que P =2 DP
�
P
(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

;Bik
�
, alors P est un

sommet de Pik+1 ;
(III.4.iii) si Bik�1 :rang 6= Bik :rang et Bik+1:rang 6= Bik :rang, alors

fP(ik)
0 ;P(ik)

mik
g 6� DP

�
PQ;Bik�1

�
;

o�u P est un sommet de Pik�1 et Q un sommet de Pik+1 tels que le segment [PQ]
soit une arête du polygone fronti�ere de E

�
[�6=kPi�

�
.

Les deux �gures suivantes illustrent les trois conditions donn�ees par cette proposition.

B2

B1

B4

B3

B2

B4

B3

B1

(a) (b)

Figure III.8 (a) les courbes B2 et B4 ne v�eri�ent pas la condition (III.4.i) ; (b) la condi-
tion (III.4.i) est v�eri��ee 8k 2 K. La propri�et�e (III.4.ii) est sym�etrique avec
(III.4.i).

B1

B2

B3
B4

B5

B6

B2

B4B3

B5

B6

B10

B1

B7

B8B9

(a) (b)

Figure III.9 (a) la courbe B5 ne satisfait pas la condition (III.4.iii) ; (b) apr�es une it�era-
tion, les courbes B8 et B9 obtenues par subdivision de la courbe mentionn�ee
avant satisfont toutes les deux cette condition.
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Preuve de la proposition { Nous allons d�emontrer que si les trois conditions ci-dessus
sont satisfaites, alors les deux propri�et�es de la d�e�nition II.6 de la pertinence topologique
sont v�eri��ees par P et B. Nous commen�cons par prouver que (II.6.i) est satisfaite.

Soit i 2 f1; : : : ; ng tel que Pi\Q 6= ;. Alors il existe k 2 K tel que i = ik. Si k 2 K1[K2,

alors Pik \Q �
�
P
(ik)
0 ;P

(ik)
mik

	
� Bik et, comme E(B) � E(P), le fait que Bik et Q ne sont

pas disjoints impliquera Bik \ E 6= ;.
Si k 2 K0, supposons que Bik�1 :rang = Bik :rang. Le polygoneePik = [

Bi:rang=Bik :rang

Pi

�etant convexe, nous aurons forc�ement ik�1 = ik � 1, car, comme nous avons d�ej�a vu

dans le paragraphe III.4.3, si deux sommets de ePik sont des sommets de Q, alors tous

les sommets de ePik situ�es "entre" les deux seront des sommets de Q. Par cons�equent,

P
(ik)
0 est un sommet de Q et nous sommes de nouveau dans la situation Bik \ Q 6= ;.

Un raisonnement tout �a fait identique nous m�ene �a la même conclusion si nous supposons
Bik+1 :rang = Bik :rang.

Supposons maintenant que Bik�1 :rang 6= Bik :rang et Bik+1 :rang 6= Bik :rang. Nous
allons prouver que Bik \E 6= ; par l'absurde, en supposant Bik � Int

�
E([i6=ikBi

�
). Comme

fP(ik)
0 ;P(ik)

mik
g 6� DP(PQ;Bik), avec P et Q d�e�nis comme dans la condition (III.4.iii), nous

aurons fP
(ik)
0 ;P

(ik)
mik

g 6� E([� 6=kPi�), donc Bik 6� E([� 6=kPi�). Mais Bik � Int
�
E([i6=ikBi)

�
,

par cons�equent il existe i0 2 f1; : : : ; ng tel que

Bi0 6� E
�[
�6=k

Bi� [ Bik

�
= E

� [
�2K

Bi�

�
D'un autre côt�e, si nous notons

Rik = DP(P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik) \DP(P

(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

;Bik);

nous aurons (conform�ement aux conditions (III.4.i) et (III.4.iii)), [i=2fik�1;ik+1gPi � Rik

et aussi, �evidemment, [i=2fik�1;ik+1gBi � Rik .
L'ensemble Rik n Bik a deux composantes connexes,

R0
ik
=

\
t2[0;1]

DP(�t;Bik) et R00
ik
= Rik n

�
R0
ik
[ Bik

�
;

o�u �t est la droite tangente �a la courbe Bik en le point Bmik

�
P
(ik)
0 ;P

(ik)
1 ; : : : ;P

(ik)
mik

; t
�
.

Nous aurons soit [i=2fik�1 ;ik;ik+1gBi � R0
ik
, soit [i=2fik�1;ik;ik+1gBi � R00

ik
, car B est

une courbe simple et donc [i=2fik�1;ik;ik+1gBi, qui est une courbe continue, ne peut pas
"traverser" Bik , la s�eparation entre les deux r�egions R0

ik
et R00

ik
.

En supposant [i=2fik�1;ik;ik+1gBi � R0
ik
, nous aurons E

�
[i=2fik�1;ik;ik+1gBi

�
� R0

ik
, car

R0
ik
est convexe et, comme Bik 6� E

�
[�6=kBi�

�
, nous obtenons tout de suite une contradic-

tion avec l'hypoth�ese Bik � Int
�
E
�
[i6=ikBi

��
. Il nous reste ainsi [i=2fik�1;ik;ik+1gBi � R00

ik
.

Cette r�egion est encore s�epar�ee en deux parties connexes par la ligne polygonale Pik , les
deux parties �etant reg(Pik ;Bik) et R000

ik
= R00

ik
n
�
reg(Pik ;Bik) [ Pik

�
. Le polygone de

contrôle de la polycourbe P est pseudo-simple et card K > 1, ce qui implique P 6� E(Pik ),
d'o�u il r�esulte P \ reg(Pik ;Bik) = ;. Alors [i=2fik�1;ik;ik+1gBi � R000

ik
et comme le polygone

P est une courbe ferm�ee nous obtenons imm�ediatement

Pik n fP
(ik)
0 ;Pmik

g � Int
�
E
� [
i 6=ik

Pik
��
;
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ce qui contredit l'hypoth�ese dans la quelle nous travaillons, k 2 K0.

Ainsi, l'hypoth�ese Bik � Int
�
E
�
[i6=ikBi

��
nous a men�es dans tous les cas �a une con-

tradiction, donc elle est fausse et la premi�ere propri�et�e de la d�e�nition de la pertinence
topologique est prouv�ee.

Pour la deuxi�eme propri�et�e de cette d�e�nition, (II.6.ii), nous allons faire aussi une
preuve par l'absurde. Supposons qu'il existe i 2 f1; : : : ; ng tel que Pi � Int

�
E
�
[�6=iP�

��
et Bi 6� E

�
[�6=iB�

�
. La condition Pi � Int

�
E
�
[�6=iP�

��
implique i =2 I = fik j k 2 Kg.

Des conditions Bi 6� E
�
[�6=iB�

�
et i =2 I = fik j k 2 Kg nous d�eduisons imm�ediatement

Bi 6� E
�
[k2KBik

�
. Nous aurons alors soit Bi\E

�
[k2KBik

�
= ;, soit Bi\�

�
E
�
[k2KBik

��
6=

;. Dans les deux cas, il doit exister i0 2 f1; 2; : : : ; ng tel que Bi0 \ �
�
E
�
[k2KBik

��
6= ;.

Mais B est une courbe simple, donc il existe k 2 K tel que Bi0\ ]R
0
ik
Rik+1[ 6= ;, o�u R0ik 2 Bik

et Rik+1 2 Bik+1 sont deux points tels que la droite R0ikRik+1 soit une tangente commune

des courbes Bik et Bik+1 et que [R
0
ik
Rik+1 ] � �

�
E
�
[k2KBik

��
.

En utilisant les notations de la premi�ere partie de cette d�emonstration, les conditions
(III.4.i) et (III.4.ii) impliquent Pi0 � Rik \ Rik+1 et, suite aux propri�et�es des courbes de
B�ezier, Bi0 � Rik \Rik+1 . Nous aurons alors A = ]R0ikRik+1[\

�
Rik \Rik+1

�
6= ;. Comme

]R0ikRik+1[\Bik = ; et ]R0ikRik+1[\Bik+1 = ;, nous serons dans un des quatre cas suivants :

(i) A � R0
ik
\ R0

ik+1
(ii) A � R0

ik
\R00

ik+1

(iii) A � R00
ik
\ R0

ik+1
(iv) A � R00

ik
\R00

ik+1

Si A � R0
ik
, alors R0ik = P

(ik)
mik

. En e�et, soit t0 2 [0; 1] tel que

R0ik = Bmik
(P

(ik)
0 ; : : : ;P(ik)

mik
; t0)

Si t0 2 ]0; 1[, nous aurons �evidemment ]R0ikRik+1 [\R
0
ik
= ;, car la courbe Bik est convexe.

Aussi, si t0 = 0, alors en posant la condition ]R0ikRik+1 [\R
0
ik
6= ; nous imposons un

mauvais ordre entre les points R0ik et Rik+1 sur la fronti�ere de E
�
[k2KBik

�
. Il reste donc

t0 = 1, avec la remarque que la droite R0ikRik+1 ne doit pas être tangente �a la courbe Bik
en Pmik

pour avoir ]R0ikRik+1 [\R
0
ik
6= ;.

De la même mani�ere, si A � R0
ik+1

, alors Rik+1 = P
(ik+1)
0 . Les cas (i) �a (iv) sont

pr�esent�es �gure III.10.
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R
0

ik
= P

(ik)
mik

Bik

Bik+1

Rik+1
= P

(ik+1)
0

Bik+1

Rik+1

Bik

R
0

ik
= P

(ik)
mik

R
0

ik

Bik+1

Rik+1

Bik

Bik+1

Rik+1 = P
(ik+1)
0

Bik

R
0

ik

(ii)(i)

(iii) (iv)

Figure III.10 Les quatre positions relatives possibles des courbes Bik et Bik+1

Le cas (i) nous m�ene rapidement �a une contradiction. En e�et, Bi0\ ]P
(ik)
mik

P
(ik+1)
0 [ 6= ;

implique Pi0 \ P
(ik)
mik

P
(ik+1)
0 6= ;, et comme [P

(ik)
mik

P
(ik+1)
0 ] est, dans ce cas, une arête du

polygone Q, nous avons obtenu une contradiction.

Les cas (ii) et (iii) �etant sym�etriques, nous �etudierons uniquement le cas (ii). Il y a
deux situation possibles : soit i0 2 fik + 1; : : : ; ik+1 � 1g, soit i0 2 fik+1 + 1; : : : ; ik � 1g,
l'ensemble d'indices I �etant consid�er�e circulaire. Supposons i0 2 fik + 1; : : : ; ik+1 � 1g et

�etudions la position possible de la ligne polygonale [
ik+1�1
i=i0+1

Pi. Cette ligne polygonale doit

joindre les points P
(i0)
mi0

et P
(ik+1)
0 et tous ses sommets, �a part P

(ik+1)
0 , doivent appartenir �a

la r�egion Rik+1 , car �evidemment ik+2 =2 fi0 +1; : : : ; ik+1 � 1g. Cette r�egion est s�epar�ee en

deux par la ligne polygonale P
(ik+1)
1 P

(ik+1)
2 : : :P

(ik+1)
mik+1

�1 :

eRik+1 =

mik+1�1\
j=0

DP
�
P
(ik+1)
j P

(ik+1)
j+1 ;Pik+1

�

Rik+1 = Rik+1 n
� eRik+1 [

mik+1
�2[

j=1

[P
(ik+1)
j P

(ik+1)
j+1 ]

�

et, le polygone P �etant pseudo-simple, les deux lignes polygonales, P
(ik+1)
1 : : :P

(ik+1)
mik+1

�1 et

[
ik+1�1
i=i0+1

Pi, doivent être disjointes. Mais, d'un côt�e, P
(ik+1)
mi0

2 Rik+1, comme nous avons
d�ej�a vu pour un cas similaire dans la premi�ere partie de cette d�emonstration, et d'un autre

côt�e il existe �evidemment un voisinage V du point P
(ik+1)
0 = P

(ik+1�1)
mik+1

�1 tel que

V \ eRik+1\ ]P
(ik+1�1)
mik+1

�1P
(ik+1�1)
mik+1

�2] 6= ;
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Ainsi, nous avons

ik+1�1[
i=i0+1

Pi n fP
(ik+1�1)
mik+1

�1g � Rik+1

�ik+1�1[
i=i0+1

Pi n fP
(ik+1�1)
mik+1

�1g
�
\ eRik+1 6= ;

�ik+1�1[
i=i0+1

Pi n fP
(ik+1�1)
mik+1

�1g
�
\Rik+1 6= ;

et par cons�equent �ik+1�1[
i=i0+1

Pi n fP
(ik+1�1)
mik+1

�1g
�
\

mik+1�2[
j=1

[P
(ik+1)
j P

(ik+1)
j+1 ] 6= ;;

d'o�u la contradiction.

Supposons maintenant que i0 2 fik+1+1; : : : ; ik�1g. Soit P0 2 Bi0\ ]R
0
ik
Rik+1[ tel que 

i0�1[
i=ik+1+1

Bi [ Bi0jj ]P(i0)0 P0[

!
\ ]R0ikRik+1[= ;;

o�u Bi0jj ]P(i0)0 P0[
est la partie de la courbe Bi0 comprise entre les points P

(i0)
0 et P0, sans ces

deux-l�a. Soit

L =

 
i0�1[

i=ik+1+1

Bi [ Bi0jj ]P(i0)0 P0[

!
[ [P0Rik+1 ] [ Bik+1jj ]Rik+1P

(ik+1)
mik+1

[

De par sa d�e�nition, la courbeL est simple et ferm�ee. En plus, nous pouvons voir facilement

que P
(ik+1)
0 2 reg(L) et P

(ik)
mik

=2 reg(L), et par cons�equent [
ik+1�1
i=ik+1

Bi \ L 6= ;. Mais

B est une courbe simple, donc la relation ci-dessus implique [
ik+1�1
i=ik+1

Bi\ ]P0Rik+1[ 6= ;.
Ainsi, il doit exister i00 2 fik + 1; : : : ; ik+1 � 1g tel que Bi00\ ]P0Rik+1[ 6= ;, donc tel que
Bi00\ ]R

0
ik
Rik+1 [ 6= ;.

Pour conclure la preuve pour le cas (ii), si i0 2 fik+1; : : : ; ik+1�1g, alors nous obtenons
une contradiction, et si i0 2 fik+1+1; : : : ; ik� 1g, alors il existe i00 2 fik +1; : : : ; ik+1� 1g
ayant les propri�et�es de i0 qui nous m�enent �a une contradiction.

Il est facile �a voir que le même raisonnement peut être fait aussi si nous nous situons
dans le cas (iv), et ainsi dans ce cas-l�a �egalement nous obtenons une contradiction.

En conclusion, l'hypoth�ese

il existe i0 2 f1; : : : ; ng tel que Pi0 � Int
�
E
� [
i6=i0

Bi
��

et Bi0 6� E
� [
i 6=i0

Bi
�

nous a men�es dans tous les cas �a une contradiction, donc elle est fausse et ainsi la deuxi�eme
propri�et�e de la d�e�nition de la pertinence topologique est prouv�ee et la d�emonstration de
la proposition est achev�ee. ut

Cette proposition nous permet de concevoir un test d'arrêt pour l'algorithme de calcul
de la structure topologique de l'enveloppe convexe de la polycourbe, en v�eri�ant pour
chaque B-polygone de courbe de B�ezier qui participe �a l'enveloppe convexe du polygone
de contrôle de la polycourbe si les conditions (III.4.i), (III.4.ii) et (III.4.iii) sont satisfaites,
et en subdivisant ce B-polygone si elles ne le sont pas.
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III.5.1.2. Pertinence topologique restreinte

Malheureusement, nous ne pouvons pas prouver que l'algorithme utilisant le test d'arrêt
ci-dessus converge. Supposons qu'au pas ` la courbe Bik ne satisfait pas la condition
(III.4.i), et supposons aussi que la courbe Bik�1 ne satisfait elle non plus une des trois con-
ditions, et doit être subdivis�ee. De mani�ere intuitive, il est facile �a voir que le diam�etre de

l'ensemble de points qui \ont le droit" de se trouver dans le demi-plan DP(P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik)

decrô�t au fur �a mesure que des subdivisions sont appliqu�ees �a la courbe Bik�1 , donc il y
aura de plus en plus de chances que des sommets autres que ceux de Pik�1 se trouvent
dans ce demi-plan.

Comme nous ne sommes pas arriv�es �a trouver une condition d'arrêt nous permettant
de prouver en même temps la pertinence topologique de E(P) pour E(B) au moment o�u
cette condition est satisfaite et la convergence de l'algorithme utilisant cette condition,
nous nous sommes vus contraints de restreindre la notion de pertinence topologique pour
pouvoir donner un algorithme de calcul de la structure topologique de l'enveloppe convexe
de la polycourbe.

D�e�nition III.5. { Soit B = [ni=1Bi une polycourbe de B�ezier sans tangence int�erieure
de polygone de contrôle pseudo-simple P = [ni=1Pi. Pour une courbe de B�ezier Bi de la

composition de la polycourbe, soit eBi l'union des toutes les courbes Bj qui proviennent,
par subdivision, de la même courbe initiale que Bi : eBi = SBj :rang=Bi:rang Bj. De la même
mani�ere nous d�e�nissons, pour un i 2 f1; : : : ; ng donn�e, la ligne polygonale ePi. Nous
dirons que l'enveloppe convexe du polygone de contrôle P est topologiquement pertinente
au sens restreint pour l'enveloppe convexe de la polycourbe si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :
(III.5.i) Pi \Q 6= ; =) Bi \ E 6= ; ;

(III.5.ii) ePi � Int

 
E

 [
eBj 6=eBi ePj

!!
=) eBi � E

 [
eBj 6=eBi eBj

!
pour tout i 2 f1; 2; : : : ; ng.

�Evidemment, la pertinence topologique implique la pertinence topologique au sens re-
streint et la r�eciproque n'est pas vraie (�gure III.11 : pour la structure courante de la

polycourbe, �gure (b), la ligne support des polygones eP1 = P1 et eP3 = P3 [ P4 [ P5 [ P6
\touche" eP3 en un sommet de P4, tandis que la ligne support des courbes eB1 = B1 eteB3 = B3 [ B4 [ B5 [ B6 \touche" eB3 en un point de B3 ; pour une meilleure visibilit�e, le
polygone P3 n'a pas �et�e repr�esent�e). Nous remarquons aussi que la notion de pertinence
topologique au sens restreint n'est pas intrins�eque, car pour une polycourbe donn�ee il y
a plusieurs "structures initiales" possibles. Toutefois, ceci n'est pas gênant pour notre
algorithme, qui consid�ere comme structure initiale de la polycourbe celle lue �a l'entr�ee du
programme, une polycourbe donn�ee ayant ainsi une unique structure initiale.
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B1 B1

B2
B2

B3

B3

B4

B4

B5

B5
B6

B7
B8

B9
B10

B11

B12

(a) (b)

Figure III.11 (a) Structure initiale de la polycourbe ; (b) E(P) est topologiquement perti-
nente au sens restreint pour E(B) sans être topologiquement pertinente, car
la condition (III.5.ii) est satisfaite et (II.6.ii) ne l'est pas pour i = 3.

Nous pouvons maintenant �enoncer un lemme donnant une condition su�sante pour la
pertinence topologique restreinte de l'enveloppe convexe du polygone de contrôle pour celle
de la polycourbe :

Lemme III.6. { En utilisant les mêmes notations, si pour tout k 2 K les trois conditions
suivantes sont satisfaites, alors l'enveloppe convexe du polygone de contrôle E(P) est topo-
logiquement pertinente au sens restreint pour l'enveloppe convexe de la polycourbe E(B) :

(III.6.i) si P est un sommet de P tel que P =2 DP
�
P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik

�
, alors P est un sommet

de ePik�1 ;

(III.6.ii) si P est un sommet de P tel que P =2 DP
�
P
(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

;Bik
�
, alors P est un

sommet de ePik+1 ;
(III.6.iii) si Bik�1 :rang 6= Bik :rang et Bik+1:rang 6= Bik :rang, alorseBik \ ePik 6� DP

�
PQ;Bik�1

�
;

o�u P est un sommet de Pik�1 et Q un sommet de Pik+1 tels que le segment [PQ]
soit une arête du polygone fronti�ere de E

�
[�6=kPi�

�
.

Preuve { La d�emonstration de ce lemme est en tout point semblable �a celle de la propo-
sition III.4, les modi�cations des conditions(III.4.i), (III.4.ii) et (III.4.iii) correspondant �a
la di��erence entre la pertinence topologique et la pertinence topologique restreinte. Pour
prouver la propri�et�e (III.5.i) de la d�e�nition de la pertinence topologique restreinte (qui

est la même que (II.6.i)), nous utilisons la convexit�e du polygone ePik pour d�emontrer que

fP
(ik)
0 ;P

(ik)
mik

g 6� DP
�
PQ;Bik�1

�
, avec l'observation que si deux sommets de ePik appar-

tiennent au demi-plan DPop
�
PQ;Bik�1

�
, alors tous les sommets de ePik qui sont "entre"

les deux premiers appartiendront eux aussi �a ce demi-plan (cette propri�et�e r�esulte de la

convexit�e du polygone ePik , corrobor�ee avec la position que eBik doit avoir par rapport �a
la droite PQ). La preuve pour la deuxi�eme propri�et�e de la d�e�nition de la pertinence
topologique restreinte, (III.5.ii), ne pr�esente pas d'aspect nouveau par rapport �a celle faite
pour la deuxi�eme propri�et�e de la pertinence topologique, (II.6.ii). ut

Remarque. Les conditions (III.4.iii) et (III.6.iii) sont en fait �equivalentes. Il est �evident
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que (III.4.iii) implique (III.6.iii). Pour l'implication inverse, nous utilisons la remarque,

faite dans l'esquisse de preuve ci-dessus, que si deux sommets de ePik appartiennent au

demi-plan DPop
�
PQ;Bik�1

�
, alors tous les sommets de ePik qui sont "entre" les deux pre-

miers appartiendront eux aussi �a ce demi-plan. Le polygone Pik a forc�ement un sommet
dans le demi-plan DPop

�
PQ;Bik�1

�
, soit S1 ce sommet. De par la condition (III.6.iii),

il existe un sommet de ePik qui est en même temps un point de eBik se trouvant dans le

demi-plan cit�e, et soit S2 ce sommet. Si S2 est un sommet de Pik , il ne peut être que P
(ik)
0

ou P
(ik)
mik

et la preuve est �nie. S'il n'est pas un sommet de Pik , alors tous les sommets

de ePik situ�es entre S1 et S2 se trouvent dans le demi-plan DPop
�
PQ;Bik�1

�
, et parmi ces

sommets il doit y avoir aussi une des extr�emit�es de Pik .

Pour pouvoir utiliser les conditions (III.6.i), (III.6.ii) et (III.6.iii) pour la conception d'un
test d'arrêt pour notre algorithme, il nous reste �a prouver la convergence de l'algorithme
qui utilise ce test d'arrêt. Nous devons donc prouver qu'apr�es un nombre �ni d'it�erations
les conditions (III.6.i), (III.6.ii) et (III.6.iii) sont satisfaites par le polygone de contrôle de
la polycourbe.

III.5.1.3. D�eg�en�erescence

Malheureusement, l'a�rmation ci-dessus n'est toujours pas vraie, �a cause de l'existence
des cas d�ecrits par la d�e�nition suivante :

D�e�nition III.7. { Soit B = [ni=1Bi une polycourbe de B�ezier et soit E la courbe fronti�ere
de son enveloppe convexe. Nous dirons que la polycourbe est d�eg�en�er�ee (ou qu'elle pr�esente
une d�eg�en�er�escence, ou encore que nous avons un cas d�eg�en�er�e) s'il existe i < j < k 2
f1; 2; : : : ; ng tels que les courbes Bi, Bj et Bk admettent une tangente commune �ijk et
que [PQ] � E, o�u P = �ijk \ Bi et Q = �ijk \ Bk.

Nous pouvons voir imm�ediatement que si une polycourbe est d�eg�en�er�ee, alors aucune des
trois conditions ne sera satisfaite, au moins que les param�etres donnant, respectivement,
les points de tangence de cette tangente commune sur chacune des courbes de B�ezier
concern�ees soient tous de la forme �=2�, avec � 2 f0; 1; : : : ; 2�g. Dans ce dernier cas,
apr�es 
 = maxf�g it�erations tous ces points de tangence sont retrouv�es sur leurs courbes
respectives comme �etant l'extr�emit�e d'une (ou deux si � =2 f0; 2�g) des courbes obtenues

par subdivision, et les droites P
(ik)
0 P

(ik)
1 respectives seront confondues, et aussi les droites

P(ik)
mik

P(ik)
mik

�1 (�gure III.12).

Figure III.12
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III.5.1.4. D�eg�en�erescence �a "-pr�es

Si nous avons un cas d�eg�en�er�e, il est tr�es rare que les points de tangence de la tangente
commune aux courbes impliqu�ees soient tous de la forme donn�ee ci-dessus, et même quand
ils le sont, le nombre d'it�erations n�ecessaires pour les retrouver peut être trop �elev�e. Par
cons�equent, nous introduisons une nouvelle notion :

D�e�nition III.8. { Soit B = [ni=1Bi une polycourbe de B�ezier et " un r�eel non-n�egatif.
Nous dirons que B pr�esente une d�eg�en�erescence �a " pr�es s'il existe i < j < k 2 f1; 2; : : : ; ng
tels que Bi \ E 6= ;, Bk \ E 6= ; et que l'ensemble Bj \B(PQ; ") soit un ensemble non vide
et connexe, o�u P 2 Bi et Q 2 Bk sont tels que la droite PQ soit la tangente commune des
courbes Bi et Bk qui r�ealise l'enveloppe convexe droite de ces deux courbes, et

B(PQ; ") =
�
M 2 IR

2 j d(M;PQ) � "
	

La �gure III.13 illustre cette d�e�nition.

2"

Bi
Bj

Bk

Q P

Figure III.13 Bj \ B(PQ; ") est non-vide et connexe.

Conformement �a la d�e�nition, pour " su�sament grand toute polycourbe sera d�eg�en�er�ee
�a " pr�es, mais bien sûr nous allons nous int�eresser uniquement aux polycourbes �etant
d�eg�en�er�ees �a " pr�es pour " su�sament petit. Dans cette d�e�nition, la courbe Bj peut
participer ou pas �a la fronti�ere de l'enveloppe convexe de la polycourbe, et il est facile �a
voir que pour " = 0 nous retrouvons la d�e�nition de la d�eg�en�er�escence.

Nous allons �etudier le cas o�u apr�es ` it�erations une des conditions (III.6.i), (III.6.ii) ou
(III.6.iii) n'est pas satisfaite, en trouvant des estimations pour le " pour lequel la polycourbe
est d�eg�en�er�ee �a " pr�es. Un rôle important dans ces estimations est jou�e par l'angle entre les
deux tangentes aux extr�emit�es des courbes des B�ezier qui sont concern�ees par la condition
n'�etant pas satisfaite, nous devons donc commencer par �evaluer la valeur de cet angle apr�es
` subdivisions d'une courbe de B�ezier.

Soit B0 une courbe de B�ezier de B-polygone P0 = PoP1 : : :Pm. L'angle �0 entre les
deux tangentes aux extr�emit�es de cette courbe est donn�e par

�0 = angle(P1 � P0;Pm � Pm�1) =

����Z 1

0

�(t)dt

���� ;
o�u

�(t) =
B0m(P0; : : : ;Pm; t) � B00m(P0; : : : ;Pm; t)

jjB0m(P0; : : : ;Pm; t) jj
3 8t 2 [0; 1]

est la courbure de la courbe de B�ezier. Une courbe obtenue �a partir de B0 apr�es ` subdi-
visions sera de la forme Bm(P0; : : : ;Pm; [j=2`; (j + 1)=2`]), avec j 2 f0; 1; : : : ; 2` � 1g, et
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ainsi l'angle entre les tangentes en ses extr�emit�es sera

�`j =

�����
Z j+1

2`

j

2`

�(t)dt

����� <
�����
Z j+1

2`

j

2`

�Mdt

����� = 1

2`
j�M j ;

o�u �M = maxt2[0;1] �(t). Nous pouvons faire cette majoration, car une courbe de B�ezier
ne pouvant pas être un cercle la courbure ne peut pas être constante. Cette majoration
est d'autant plus grossi�ere que la forme du B-polygone P0 est irr�eguli�ere, en comprenant
par l�a que le rapport entre sa plus grande et sa plus petite arête est grand ou qu'il existe
un ou plusieurs sommets de ce polygone pour lesquels l'angle int�erieur est petit. Ce type
d'irr�egularit�e du B-polygone impliquera une forte variation de la courbure pour t allant de 0
�a 1, et par cons�equent la majoration de la courbure par son maximum faite dans la r�elation
ci-dessus sera assez bonne pour certaines valeurs de j et tr�es grossi�ere pour d'autres. Nous
n'avons pas pu �etablir une �evaluation pr�ecise de �M en fonction du polygone P0, ni une
meilleure majoration pour l'angle �`j , mais la majoration donn�ee nous fournit une bonne
id�ee du comportement de cet angle quand ` varie (donc quand le nombre de subdivisions
varie).

Supposons maintenant qu'apr�es ` it�erations la condition (III.6.i) n'est pas satisfaite,

et soit k 2 K0 et i 2 I n Ik�1, j 2 f0; 1; : : : ;mig tels que P(i)
j =2 DP(P(ik)

0 P(ik)
1 ;Bik ),

o�u Ik�1 = fh 2 I j eBh = eBik�1g. Il est facile �a voir que le point P
(i)
j doit ap-

partenir �a DPop(P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik) \ DP(P

(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

;Bik), car s'il appartient �a la r�egion

DPop(P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik) \DPop(P

(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

;Bik) nous obtenons une contradiction avec k 2

K0. Le point P
(ik�1)
jik�1+`ik�1

, le dernier des sommets de Pik�1 qui est un sommet de Q, doit

se trouver lui aussi dans la r�egion DPop(P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik) \DP(P

(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

;Bik), de par la

d�e�nition du polygone Q. D'un autre côt�e, toute droite tangente �a la courbe Bik aura la

pente comprise entre la pente de P
(ik)
0 P

(ik)
1 et celle de P

(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

. De ces trois derni�eres

remarques nous pouvons d�eduire que l'angle form�e par la droite PjikP
(i)
j et R0ik�1Rik , la

tangente commune des courbes Bik�1 et Bik , sera inf�erieur �a �ik .
Soit � la parall�ele �a R0ik�1Rik passant par Pjik . Alors

d(P
(i)
j ;R0ik�1Rik) � d(P

(i)
j ;�)+d(�;R0ik�1Rik) � d(Pjik ;P

(i)
j ) sin �ik+�

H(Pik ; [P
(ik)
0 P(ik)

mik
])

o�u �H(Pik ; [P
(ik)
0 P

(ik)
mik

]) repr�esente �evidemment un majorant pour la distance de Haus-

dor� �H(Bik ;Pik), qui �a son tour majore d(�;R0ik�1Rik). La majoration d(P
(i)
j ;�) �

d(Pjik ;P
(i)
j ) sin �ik peut être faite grace au fait que l'angle �ik est compris entre 0 et �=4

pour ` su�sament grand, intervalle sur lequel la fonction sin est croissante.
Consid�erons maintenant

"M = inff" � 0 j B(R0ik�1Rik ; ") \ Bi est non� vide et connexeg

Nous avons deux possibilit�es pour les positions relatives de la courbe Bi et la droite
R0ik�1Rik . Si Bi \ R0ik�1Rik = ;, alors "M = d(Bi;R0ik�1Rik), car suite �a la convexit�e

de la courbe Bi l'ensemble B(R0ik�1Rik ; ") \ Bi ne peut pas être non-connexe, mais peut

être vide. Si Bi \R0ik�1Rik 6= ;, alors "M = �H(Bi \DPop(R0ik�1Rik ;Bik);R
0
ik�1

Rik), dans
ce cas l'ensemble ci-dessus pouvant être non-connexe, mais pas vide. Dans tous les cas,
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nous avons la majoration

"M � d(P
(i)
j ;R0ik�1Rik) + �H(Bi;Pi) � d(P

(i)
j ;R0ik�1Rik) + �H(Pi; [P

(i)
0 P(i)

mi
])

Ainsi, pour " > 0 donn�e, si

d(Pjik ;P
(i)
j ) sin �ik + �H(Pik ; [P

(ik)
0 P(ik)

mik
]) + �H(Pi; [P

(i)
0 P(i)

mi
]) � "

et la condition (III.6.i) n'est pas satisfaite, alors nous pouvons conclure que la polycourbe
est d�eg�en�er�ee �a " pr�es.

Le raisonnement est tout �a fait sym�etrique si nous supposons qu'apr�es ` it�erations la
condition (III.6.ii) n'est pas satisfaite. Si nous supposons que c'est la condition (III.6.iii)
qui n'est pas satisfaite pour k 2 K0, la majoration voulue est encore plus simple :

"M � �H(Bik ;Pik) + �H(Pik ; [P
(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik+1)
jik+1

]) + �H([P
(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik+1)
jik+1

]; [PQ])

� �H([P
(ik)
0 P(ik)

mik
];Pik) + �H(Pik ; [P

(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik+1)
jik+1

]) + �H([P
(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik+1)
jik+1

]; [PQ])

o�u les points P et Q sont d�e�nis, de la même mani�ere que pr�ec�edemment, comme �etant
les points de Bik�1 et respectivement Bik+1 tels que PQ soit la droite d'appui commune
de ces deux courbes qui r�ealise leur enveloppe convexe droite. Pour nous assurer de la
d�eg�en�erescence �a " pr�es de la polycourbe dans ce cas, il nous su�t donc d'imposer la
majoration du membre droit de cette in�egalit�e par ".

Toutes ces majorations d�ependent directement de la structure de la polycourbe apr�es
` it�erations, et nous ne pouvons pas les utiliser pour d�eduire combien d'it�erations seront
n�ecessaires pour pouvoir conclure, si une des conditions (III.6.i), (III.6.ii) ou (III.6.iii)
n'est pas satisfaite, que la polycourbe est d�eg�en�er�ee �a " pr�es, pour un " donn�e. Aussi,
si la polycourbe est "en position g�en�erale", la forme des conditions (III.6.i), (III.6.ii) et
(III.6.iii) ne nous permet pas d'�evaluer le nombre d'it�erations n�ecessaires pour que ces
trois conditions soient satisfaites. Par cons�equent, le coût de notre algorithme d�ependra
des r�esultats obtenus et nous pourrons avoir des coûts tr�es di��erents pour le traitement de
deux polycourbes impliquant des donn�ees de la même taille, mais ayant des "facteurs de
forme" di��erents.

III.5.1.5. \Localisation" des conditions (III.6.i) et (III.6.ii)

Nous voyons facilement que la condition (III.6.iii) est "locale", elle implique unique-

ment les polygones ePik�1 , ePik et ePik+1 , tandis que les conditions (III.6.i) et (III.6.ii) sont
\globales", elles impliquent tous les B-polygones des courbes composant la polycourbe.
Le r�esultat suivant nous dit que ces deux conditions peuvent elles aussi être exprim�ees de
mani�ere locale.

Lemme III.9. { Si les trois conditions suivantes sont satisfaites pout tout k 2 K, alors
l'enveloppe convexe du polygone de contrôle est topologiquement pertinente au sens restreint
pour l'enveloppe convexe de la polycourbe :
(III.9.i) si le point P est un sommet de [ik�1i=ik�1+1

Pi [ Pik�2 qui se trouve dans le demi-

plan DP
�
P
(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik

�
, alors P est un sommet de ePik�1 ;

(III.9.ii) si le point P est un sommet de [
ik+1�1
i=ik+1

Pi[Pik+2 qui se trouve dans le demi-plan

DP
�
P(ik)
mik

�1P
(ik)
mik

;Bik
�
, alors P est un sommet de ePik+1 ;

(III.9.iii) si Bik�1 :rang 6= Bik :rang et Bik+1:rang 6= Bik :rang, alorseBik \ ePik 6� DP
�
PQ;Bik�1

�
;
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o�u P est un sommet de Pik�1 et Q un sommet de Pik+1 tels que le segment [PQ]
soit une arête du polygone fronti�ere de E

�
[�6=kPi�

�
.

Bik�1

Bik�2

Bik

Figure III.14

Il est �evident que la condition (III.6.i) implique la condition (III.9.i), et la même r�elation
existe entre (III.6.ii) et (III.9.ii). La r�eciproque n'est pas vraie, la �gure III.14 pr�esente
un cas o�u la condition (III.9.i) est satisfaite et (III.6.i) pas. La condition (III.9.iii) est
identique �a (III.6.iii) qui, comme nous avons vu, est �equivalente �a (III.4.iii).

Preuve du lemme { Nous commencerons cette d�emonstration par la preuve de la con-
dition (III.5.ii), deuxi�eme de la d�e�nition de la pertinence topologique restreinte, preuve
qui sera faite par l'absurd. Supposons donc qu'il existe i 2 f1; 2; : : : ; ng tel que Pi �
Int
�
E([�6=iP�))

�
et Bi 6�

�
E([�6=iB�))

�
. Comme nous avons d�ej�a vu dans la d�emonstra-

tion de la proposition III.4, et en utilisant les mêmes notations, il existe alors k 2 K
et i0 2 f1; 2; : : : ; ng tels que Bi0 \ [R0ikRik+1 ] 6= ;. Si i0 2 fik + 1; : : : ; ik+1 � 1g, le
raisonnement �a faire pour l'obtention d'une contradiction est identique au celui fait dans
la preuve de la proposition III.4, nous devons seulement remplacer la r�egion Rik par

DP(P
(ik)
mik

P
(ik)
mik

�1;Bik)\DP(P
(ik)
jik+`ik

P
(ik+1)
jik+1

;Bik ) (o�u les points P
(ik)
jik+`ik

et P
(ik+1)
jik+1

sont iden-

ti��es par la d�e�nition du polygone Q) et la r�egion Rik+1 par DP(P
(ik+1)
0 P

(ik+1)
1 ;Bik+1) \

DP(P
(ik)
jik+`ik

P
(ik+1)
jik+1

;Bik ). Nous avons aussi vu comment i0 2 fik+1+1; : : : ; ik�1g implique

l'existence d'un indice i00 2 fik + 1; : : : ; ik+1 � 1g tel que Bi00 \ [R0ikRik+1 ] 6= ;, en menant
ainsi �a une contradiction, et en conclusion la propri�et�e (III.5.ii) est v�eri��ee.

Pour la propri�et�e (III.5.i), la d�emonstration sera aussi faite par l'absurd. En supposant
qu'il existe k 2 K tel que Bik\E = ; (car l'existence d'un i 2 f1; 2; : : : ; ng tel que Pi\Q 6= ;
entrâ�ne l'existence d'un k 2 K tel que i = ik), nous montrons qu'il existe i0 2 f1; 2; : : : ; ng
tel que Bi0 6� E

�
[k2KBik

�
comme nous l'avons fait pour la preuve de la proposition III.4,

la seule propri�et�e utilis�ee �etant l'�equivalence de (III.9.iii) �a (III.4.iii). Nous avons d�ej�a
prouv�e que ceci impliquera l'existence d'un indice i 2 f1; 2; : : : ; ng et d'un autre indice
k 2 K tels que Bi\]R0ikRik+1[ 6= ;, relation qui a men�e, dans la preuve ci-dessus pour la
deuxi�eme propri�et�e de la d�e�nition de la pertinence topologique au sens restreint, �a une
contradiction. Ainsi, l'hypoth�ese faite est fausse et la premi�ere condition de la d�e�nition
III.5 est elle aussi v�eri��ee. ut

III.5.2. Pr�esentation des algorithmes

Dans cette sous-section, nous d�ecrivons deux algorithmes de calcul de la structure
topologique de l'enveloppe convexe d'une polycourbe. Ils repr�esentent deux approches
l�eg�erement di��erentes du probl�eme, leurs complexit�es et pr�ecisions respectives o�rant le
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choix en fonction des ressources de l'ordinateur sur lequel une impl�ementation est envisag�ee
et des r�esultats attendus.

III.5.2.1. Structures de donn�ees sp�eci�ques

Pour exprimer la structure topologique de l'enveloppe convexe que nous aurons calcul�ee,
nous avons besoin d'une nouvelle classe, car nous ne nous contenterons pas de fournir
l'ensemble I de la d�e�nition II.4, mais essayerons de donner plus de pr�ecisions sur la courbe
E, fronti�ere de l'enveloppe convexe de la polycourbe. E est form�ee par une union d'objets
de deux types, d'un côt�e des parties des courbes de B�ezier composant la polycourbe, et de
l'autre côt�e des segments reliant ces parties de courbe. Un tel segment appartient �a une
droite d'appui commune des courbes dont les parties sont jointes par lui, droite d'appui
qui r�ealise l'enveloppe convexe droite de ces deux courbes.

Nous voulons coder les deux types de composantes de la courbe E par un seul type de
donn�ees, les comp ec, et pour ce faire nous avons besoin d'introduire l'identificateur
point. Un objet de ce type donne une localisation d'un point d'une des courbes de B�ezier
composant la polycourbe, par un pointeur �a la courbe dans la structure de la polycourbe
et un intervalle de param�etres tel que le param�etre correspondant, par la param�etrisation
de B�ezier, au point soit compris dans cet intervalle. Il aura donc les champs :
{ courbe : un pointeur �a une courbe de B�ezier ;
{ intervalle : une paire de r�eels.

Remarque. Nous nous r�ef�erons ici �a la structure initiale de la polycourbe, car nous avons
vu qu'un polygone de contrôle dont l'enveloppe convexe soit topologiquement pertinente
pour celle de la polycourbe ne peut pas être toujours obtenu et nous cherchons donc un
polygone de contrôle satisfaisant les conditions de pertinence topologique au sens restreint.

Une comp ec sera ainsi un objet ayant deux champs, d�ebut et fin, chacun �etant un
identificateur point. Soit A un comp ec ; si *(A.d�ebut.courbe) =*(A.fin.courbe),
alors A est un morceau d'une des courbes de B�ezier de la composition de la polycourbe
(celle identi��ee par A.d�ebut.courbe), et si ces deux valeurs sont di��erentes, alors A sera
un segment de bitangente.

Avec ces d�e�nitions, une env conv topologique est une classe qui h�erite la classe
m�eta polygone<comp ec>, ayant, en plus des champs taille et �el�ements, les trois champs
suivants :
{ d�eg�en�erescence : une châ�ne de caract�eres, qui sera "non" si l'algorithme a trouv�e
un polygone de contrôle de la polycourbe tel que les conditions (III.9.i), (III.9.ii) et
(III.9.iii) soient satisfaites, et "oui" dans le cas contraire ;

{ epsilon : un r�eel, qui sera -1 si d�eg�en�erescence="non". Si d�eg�en�erescence="oui",
nous pouvons trouver, comme il a �et�e montr�e dans le paragraphe III.5.1.3, un " minimal
pour lequel la polycourbe est d�eg�en�er�ee �a " pr�es, et ce champ contiendra la valeur de " ;

{ localisation : une liste de listes d'entiers. Si d�eg�en�erescence="non", cette liste
de listes contiendra une seule liste, contenant �a son tour un seul entier �egal �a 0. Si
d�eg�en�erescence="oui", chaque liste d'entiers contiendra les champs rang des courbes
de B�ezier de la composition actuelle de la polycourbe qui sont susceptibles d'avoir (�a
epsilon pr�es) une tangente commune, et la liste de listes contiendra autant de listes
d'entiers que l'algorithme a trouv�e \d'endroits" sur la polycourbe o�u une (ou plusieurs)
des conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii) n'est (ne sont) pas satisfaite(s).
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Nous remarquons qu'un identificateur point peut ne pas d�e�nir de fa�con unique un
point de la courbe concern�ee, si intervalle n'est pas r�eduit �a un seul point (g�en�eralement,
il ne le sera pas), mais un comp ec est pourtant d�e�ni de fa�con unique par les objets qui
l'encadrent dans la liste �el�ements de l'env conv topologique �a laquelle il appartient. Les
intervalles d�ebut.intervalle et fin.intervalle donnent �eventuellement des informa-
tions suppl�ementaires, dans le cas le pire tous les deux �etant �egals �a [0; 1]. Dans ce cas, tout
ce que nous saurons est que pour un comp ecA avec *(A.d�ebut.courbe)= �(A.fin.courbe)
le param�etre correspondant �a l'extr�emit�e initiale de A, cod�ee par A.d�ebut, est inf�erieur
ou �egal au param�etre correspondant �a l'extr�emit�e �nale de A, cod�ee par A.fin.

En utilisant ces types de donn�ees, il est �evident que la liste ect sera redondante. En
e�et, pour tout i allant de 0 �a taille�1, nous avons

env conv topologique[i]:fin = env conv topologique[i + 1]:d�ebut

Nous gardons cette redondance, car il est utile d'avoir la description de chaque �el�ement
composant la fronti�ere de l'enveloppe convexe de la polycourbe.

III.5.2.2. Sch�emas des algorithmes

Tous les types de donn�ees n�ecessaires �a nos algorithmes �etant d�e�nis, nous pouvons
maintenant donner leurs structures respectives :

1. Enveloppe convexe topologique 1(polycourbe B, r�eel ",
env conv topologique T E)

2. liste courbes I

3. tableau pointeurs J

4. entier M
5. entier i = 0
6. begin

7. lecture donn�ees(B)
8. enveloppe convexe polygone contrôle(B,I)
9. pertinence topologique r(B,I,J)
10. tant que J6= ; et i �M
11. begin

12. subdivision(B,J)
13. i = i+ 1
14. enveloppe convexe polygone contrôle(B,I)
15. pertinence topologique r(B,I,J)
16. end

17. si i > M
18. calcul epsilon(B,J,")
19. sinon

20. " = �1
21. �ecriture resultats(B,I,T E,")
22. end

Avec l'algorithme pr�esent�e ici, nous �xons le nombremaximal d'it�erations,M , et si apr�es
M it�erations le test d'arrêt (que nous d�etaillerons) n'est pas satisfait, nous consid�erons
que la polycourbe est d�eg�en�er�ee �a " pr�es, pour une valeur de " que nous calculons, en
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utilisant des formules qui seront pr�esent�ees plus loin. Le nombre d'it�erations permis sera
choisi en fonction de la machine sur laquelle l'impl�ementation est faite et des exigences de
l'utilisateur concernant la pr�ecision.

Nous pr�esentons aussi une variante de cet algorithme o�u ce n'est pas le nombre maximal
d'it�erations qui est �x�e, mais une valeur maximale pour ". Cette variante convient quand
les ressources de l'ordinateur sur lequel l'impl�ementation est faite ne sont pas trop limit�ees,
car, comme nous verrons, la complexit�e de cet algorithme est nettement sup�erieure �a celle
de l'algorithme pr�ec�edent.

1. Enveloppe convexe topologique 2(polycourbe B, r�eel ",
env conv topologique T E)

2. liste courbes I

2. tableau pointeurs J

3. begin

4. lecture donn�ees(B,")
5. enveloppe convexe polygone contrôle(B,I)
6. pert top r eps pr�es(B,I,",J)
7. tant que J6= ;
8. begin

9. subdivision(B,J)
10. enveloppe convexe polygone contrôle(B,I)
11. pert top r eps pr�es(B,I,",J)
12. end

13. �ecriture resultats(B,I,T E,")
14. end

Nous pouvons voir qu'il n'y pratiquement aucune di�erence entre cet algorithme et celui
qui calcule une approximation �a " pr�es, pour un " donn�e, de l'enveloppe convexe d'une
polycourbe, �a part, bien sûr, le test d'arrêt.

Les proc�edures enveloppe convexe polygone contrôle et subdivision sont celles d�e-
crites dans la premi�ere section de ce chapitre. Il nous reste donc �a d�etailler les proc�edures
pertinence topologique r, pert top r eps pr�es et calcul epsilon.

III.5.2.3. La proc�edure pertinence topologique r

Cette proc�edure est bas�ee sur les conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii). Elle a une
structure tr�es simple :

1. pertinence topologique r(polycourbe B, liste courbes I,
tableau pointeurs J)

2. courbe de B�ezier *P = (premier �el�ement de I).ident courbe

3. begin

4. si non-verifier en arri�ere(B,P, I) ou
non-verifier en avant(B,P, I) ou
non-verifier sur place(B,P, I)

5. ajouter P �a J

6. si P ne correspond pas au dernier �el�ement de I

7. faire passer P �a l'�el�ement suivant dans l'ensemble I
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8. aller �a la ligne 4

9. end

Les proc�edures verifier en arri�ere, verifier en avant et verifier sur place sont
de type bool�een. La premiere retournera "oui" si la condition (III.9.i) est satisfaite par
le polygone *P, pour le pointeur P et l'ensemble I donn�es, et "non" dans le cas contraire.
La deuxi�eme de ces proc�edures v�eri�e la condition (III.9.ii), et en�n la troisi�eme v�eri�e
(III.9.iii). Si toutes les trois conditions sont satisfaites, alors l'instruction de la ligne 5 n'est
pas ex�ecut�ee et l'algorithme passe �a l'�el�ement suivant de l'ensemble I, tant que nous ne
sommes pas arriv�es au dernier de ses �el�ements. S'il y a au moins une des trois conditions
qui n'est pas satisfaite, alors le pointeur P est ajout�e au tableau J et donc la courbe qu'il
designe sera subdivis�ee �a l'it�eration suivante.

Regardons maintenant quelle est la complexit�e de cette proc�edure. Supposons que la
polycourbe est compos�ee de n courbes de B�ezier ayant le degr�e maximal d. Le polygone
de contrôle de la polycourbe aura donc au plus nd sommets. Le lemme III.9 nous dit
que les proc�edures v�erifier en arri�ere et v�erifier en avant feront les v�eri�cations de
mani�ere "locale". Le coût de la proc�edure pertinence topologique r sera alors O(nd),
car pour chaque sommet P du polygone de contrôle de la polycourbe il y a deux tests �a
faire : si P est un sommet du polygone Pi, avec i 2 fik + 1; : : : ; ik+1 � 1g, nous v�eri�ons

P 2 DP(P(ik)
mik

P
(ik)
mik

�1;Bik) et P 2 DP(P
(ik+1)
0 P

(ik+1)
1 ;Bik+1)

et si P est un sommet du polygone Pik , avec k 2 K, nous v�eri�ons

P 2 DP(P(ik�2)
mik�2

P
(ik�2)
mik�2

�1;Bik�2) et P 2 DP(P
(ik+2)
0 P

(ik+2)
1 ;Bik+2)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.15

Les conditions (III.4.i) et (III.4.ii) ne d�ependent pas de la structure initiale de la poly-
courbe, les conditions (III.9.i) et (III.9.ii) si. Pour illustrer la di��erence entre ces deux
paires de conditions, consid�erons la polycourbe de la �gure III.15. Si nous prenons comme
structure initiale de cette polycourbe celle de la �gure III.15(a), une seule it�eration suf-
�ra pour que les conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii) soient satisfaites. Apr�es cette
it�eration, la polycourbe aura la structure donn�ee �gure III.15(b). Si nous consid�erons
cette nouvelle structure comme �etant celle initiale de la polycourbe, deux it�erations seront
n�ecessaires pour que les conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii) soient v�eri��ees (�gure
III.15(c) et (d)). En r�ep�etant l'op�eration, onze nouvelles it�erations seront cette fois n�eces-
saires pour obtenir les propri�et�es voulues, et ce proc�ed�e ne converge pas. Ceci nous prouve,
d'un côt�e, l'importance de ce que l'algorithme va consid�erer "la structure initiale" d'une
polycourbe donn�ee, et, d'un autre côt�e, le fait qu'un algorithme dont le test d'arrêt serait
bas�e sur les conditions (III.4.i), (III.4.ii) et (III.4.iii) ne converge pas (dans ce cas), car la
suite d'op�erations d�ecrite ci-dessus simule un tel algorithme.

III.5.2.4. La proc�edure calcul epsilon

Cette proc�edure donne une valeur "0 telle que la polycourbe soit d�eg�en�er�ee �a "0 pr�es s'il
y a au moins une des conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii) qui n'est pas satisfaite. "0
n'est pas la valeur minimale des " pour laquelle la polycourbe est d�eg�en�er�ee �a " pr�es, car
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cette valeur minimale ne peut être calcul�ee uniquement �a l'aide du polygone de contrôle.
Supposons que la condition qui n'est pas v�eri��ee est (III.9.i) et soit k 2 K et i 2

f1; 2; : : : ; ng, j 2 f0; 1; : : : ;mig tels que

P
(i)
j =2 DP(P

(ik)
0 P

(ik)
1 ;Bik )

o�u i est un indice tel que cette relation contredise la condition (III.9.i). Par cons�equent,
Bi:rang 6= Bik�1 :rang et nous distinguons deux cas : i 2 fik�1+1; : : : ; ik�1g ou i = ik�2.

Si i 2 fik�1+1; : : : ; ik�1g, nous aurons besoin, pour calculer "0, de connâ�tre la distance
de Hausdor� entre les courbes Bik , Bik�1 et Bi et leurs polygones de contrôle respectifs, dis-

tances pour lesquelles nous utiliserons respectivement les majorants �H(Pik ; [P
(ik)
0 P

(ik)
mik

]),

�H(Pik�1 ; [P
(ik�1)
0 P

(ik�1)
mik�1

]) et �H(Pi; [P
(i)
0 P(i)

mi ]), comme nous l'avons d�ej�a fait dans la sec-

tion III.4. L'autre valeur n�ecessaire au calcul de "0 est la distance du point P
(i)
j �a la droite

P
(ik�1)
jik�1+`ik�1

P(ik)
jik

. Une fois ces valeurs calcul�ees, nous poserons

"0 = max
�
�H(Pi; [P

(i)
0 P(i)

mi
])+d(P

(i)
j ;P

(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik)
jik

);

maxf�H(Pik ; [P
(ik)
0 P(ik)

mik
]); �H(Pik�1 ; [P

(ik�1)
0 P(ik�1)

mik�1
])g
	

P
(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(i)
j

P
(ik)
jik

(a)

P
(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik)
jik P

(i)
j

(b)

Figure III.16 Les deux positions possibles de la courbe Bi par rapport �a la droite R0ik�1Rik

Nous pouvons voir sur la �gure III.16 que "0 est un majorant assez grossier pour le plus
petit " pour lequel la polycourbe est d�eg�en�er�ee �a " pr�es, mais une meilleure �evaluation
n'a pas pu être obtenue, car nous ne savons pas dans lequel des deux cas de la �gure se
trouvent les trois courbes.

Si i = ik�2, "0 dependra de trois valeurs : la distance de Hausdor� entre la courbe Bi et

son polygone de contrôle, que nous majorerons toujours par �H(Pi; [P
(i)
0 P

(i)
mi ]), la distance

du point P
(i)
j �a la droite P

(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik)
jik

et la distance de ce point �a la droite P
(ik)
0 P

(ik)
1 .

En connaissant ces valeurs, nous d�e�nissons "0 par

"0 = max
�
�H(Pi; [P

(i)
0 P(i)

mi
]) + d(P

(i)
j ;P

(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik)
jik

); d(P
(i)
j ;P

(ik�1)
jik�1+`ik�1

P
(ik)
jik

)
	

Dans ce cas aussi, deux positions de la courbe Bi par rapport �a la droite R0ik�1Rik sont
possibles, ce qui nous oblige �a consid�erer une majoration grossi�ere de la valeur minimale
des " pour lesquels la polycourbe est d�eg�en�er�ee �a " pr�es.

Les calculs �a faire s'il existe k 2 K tel que la condition (III.9.ii) ne soit pas satisfaite
par la courbe Bik sont sym�etriques et nous ne les d�etaillerons plus. Supposons qu'il existe
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k 2 K tel que Bik ne satisfasse pas la condition (III.9.iii). Dans ce cas, nous utilisons

"0 = �H(Pik ; [P
(ik)
0 P(ik)

mik
])

car si Bik\�ik�1ik+1 = ; (engendrant ainsi une incoh�erence entre la structure de l'enveloppe
convexe de la polycourbe et celle de l'enveloppe convexe du polygone de contrôle), alors cet
"0 est un majorant pour la distance �H(Bik ;�ik�1ik+1). La droite �ik�1ik+1 est la tangente
commune des courbes Bik�1 et Bik�1 qui r�ealise l'enveloppe droite de ces deux courbes.

Nous ne donnons pas le sch�ema de la proc�edure calcul epsilon, car elle ne contient pas
autre chose que les calculs d�ecrits ci-dessus. Il est facile �a voir que la complexit�e d'un tel
calcul est O(d), d �etant le degr�e maximal des courbes de B�ezier composant la polycourbe.

III.5.2.5. La proc�edure pert top r eps pr�es

La structure de cette proc�edure est la suivante :

1. pert top r eps pr�es(polycourbe B, r�eel ", liste courbes I,
tableau pointers J)

2. courbe de B�ezier *P = (premier �el�ement de I).ident courbe

3. begin

4. si non-verifier en arri�ere(B,P,I)
5. si maj epsilon 1(P,I, B)� "
6. begin

7. ajouter P �a J

8. aller �a la ligne 22

9. end

10. si non-verifier en avant(B,P,I)
11. si maj epsilon 2(P, I,B)� "
12. begin

13. ajouter P �a J

14. aller �a la ligne 22

15. end

16. si non-verifier sur place(B,P,I)
17. si maj epsilon 3(P, I,B)� "
18. begin

19. ajouter P �a J

20. aller �a la ligne 22

21. end

22. si P ne correspond pas au dernier �el�ement de I

23. begin

24. faire passer P �a l'�el�ement suivant dans l'ensemble I

25. aller �a la ligne 4

26. end

27. end

Nous remarquons que cette proc�edure est, structurellement, assez di��erente de perti-
nence topologique r, mais le principe est le même. Les proc�edures verifier en arri-

�ere, verifier en avant et verifier sur place sont celles appel�ees aussi par perti-

nence topologique r. La proc�edure maj epsilon 1 calcule, en utilisant la formule don-
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n�ee dans le paragraphe pr�ec�edent, la valeur de "0, en sachant que la courbe Bi ne satisfait
pas la condition (III.9.i), car verifier en arri�ere a retourn�e, pour cet indice, "non".
De la même mani�ere, maj epsilon 2 calcule la valeur de "0 quand la courbe Bi ne satis-
fait pas la condition (III.9.ii) et maj epsilon 3 donne la valeur de "0 quand Bi ne v�eri�e
pas la condition (III.9.iii). Si une des conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii) n'est pas
satisfaite et en plus le "0 correspondant �a cette condition est sup�erieur ou �egal �a ", la
courbe Bi doit être subdivis�ee, car l'enveloppe convexe du polygone de contrôle peut ne
pas être topologiquement pertinente pour celle de la polycourbe, �a cause de la condition
non v�eri��ee, et la polycourbe peut ne pas être d�eg�en�er�ee �a " pr�es, car "0 calcul�e n'est pas
inf�erieur �a ".

Les proc�edures maj epsilon i, pour i 2 f1; 2; 3g, ont chacune la complexit�e O(d).

Nous pouvons remarquer que si, pour k 2 K donn�e, il existe plusieurs sommets P
(i)
j

tels que la condition (III.9.i) soit contredite, nous obtenons une valeur de "0 pour cha-
cun de ces sommets. Ces valeurs ne sont g�en�eralement pas �egales, mais elles sont toutes
des majorations pour le minimum de l'ensemble des " pour lesquels la polycourbe est
d�eg�en�er�ee �a " pr�es. Notre proc�edure devrait chercher la plus petite valeur de "0, pour
r�eduire le nombre d'it�erations �a faire dans Enveloppe convexe topologique 1 et En-

veloppe convexe topologique 2, mais �a cause du coût que cette op�eration impliquerait
pour les proc�edures de calcul de "0 il est plus pratique de prendre la valeur donn�ee par un

tel sommet P
(i)
j quelconque. Nous voyons tout de suite qu'en utilisant cette m�ethode de

calcul, la proc�edure pert top r eps pr�es a la même complexit�e que la proc�edure perti-
nence topologique r, donc O(nd).

III.5.2.6. Le coût des proc�edures Enveloppe convexe topologique i, i=1,2

Pour calculer la complexit�e de la proc�edure Enveloppe convexe topologique 1, il faut
sommer les coûts des proc�edures enveloppe convexe polygone contrôle (ligne 7), per-
tinence topologique (ligne 8), calcul epsilon (ligne 17) et du cycle des lignes 9-15.
Mais nous remarquons que cette proc�edure a exactement la même structure que En-

veloppe convexe approch�ee, �a part les lignes 16-19, et qu'en plus les proc�edures ap-
pel�ees sont elles aussi les mêmes. La seule exception est constitu�ee par la proc�edure
dist inf eps appel�ee dans Enveloppe convexe approch�ee, qui est ici remplac�ee par per-
tinence topologique r. Mais comme ces deux proc�edures ont la même complexit�e, cette
'substitution' n'a�ecte pas le coût total du programme. Le coût qui nous int�eresse sera,
en utilisant les notation du sous-chapitre pr�ec�edent, O

�
n0d

2M(M + 1)
�
, auquel il faut

ajouter le coût de calcul epsilon. Nous avons vu que le coût du calcul d'un "0 est O(d)
et, pour des raisons d�ej�a mentionn�ees, nous aurons au plus 6n0 valeurs de "0 �a calculer
(au plus 3 valeurs, correspondant chacune �a la non-v�eri�cation d'une des conditions du
lemme III.9, pour chaque courbe de B�ezier dont l'indice se trouve dans l'ensemble I0, dont
le cardinal est au plus 2n0) et il faudra apr�es calculer le maximum de toutes ces valeurs, et
par cons�equent la proc�edure calcul epsilon coûtera, dans le cas le pire, O(n0d). Ainsi,
la complexit�e totale de Enveloppe convexe topologique 1 est O

�
n0d

2M(M + 1)
�
.

Le même raisonement peut se faire pour le calcul de la complexit�e de Enveloppe con-

vexe topologique 2, qui sera exactement la même que celle de Enveloppe convexe ap-

proch�ee, car pert top r eps pr�es �a le même coût que dist inf eps. Par contre, dans ce
cas aucune �evaluation du nombre d'it�erations n�ecessaire pour que la proc�edure pert top r
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eps pr�es construise un ensemble J vide n'est possible, et par cons�equence le coût sera
O
�
n0d

2kT (kT + 1)
�
, o�u kT est le nombre total (inconnu) d'it�erations.

III.5.2.7. L'algorithme impl�ement�e

Nous avons pr�esent�e deux sch�emas d'algorithme de calcul de la structure topologique de
l'enveloppe convexe d'une polycourbe de B�ezier sans tangence int�erieure. Le premier de ces
deux algorithmes, Enveloppe convexe topologique 1, a l'avantage d'un coût contrôlable
par l'utilisateur et l'inconv�enient de retourner un r�esultat qui peut être assez �eloign�e du
r�esultat d�esir�e. Le deuxi�eme algorithme, Enveloppe convexe topologique 2, a les carac-
t�eristiques oppos�ees, le r�esultat peut être contrôl�e par l'utilisateur, mais le coût �echappe �a
tout contrôle.

G�en�eralement, la qualit�e du r�esultat obtenu est la plus importante, la complexit�e de
l'algorithme utilis�e passant en deuxi�eme. Par cons�equent, c'est le deuxi�eme des algorithme
propos�es qui sera privil�egi�e pour une impl�ementation. En regardant l'�etude de coût faite
le paragraphe pr�ec�edent, nous voyons que pour un nombre �egal d'it�erations les algorithmes
Enveloppe convexe topologique 1 et Enveloppe convexe topologique 2 ont la même
complexit�e. Mais nous pouvons facilement remarquer qu'il y a plus d'op�erations �a faire
pour une it�eration de Enveloppe convexe topologique 2 que pour l'it�eration correspon-
dante de Enveloppe convexe topologique 1, les op�erations suppl�ementaires �etant n�eces-
saires au calcul de "0. Dans certains cas, il peut y avoir même deux fois plus d'op�erations
�a faire pour Enveloppe convexe topologique 2 que pour Enveloppe convexe topolo-

gique 1.
Pour "all�eger" le coût du programme que nous proposons, nous allons impl�ementer un

algorithme combinant les deux d�ecrits pr�ec�edement. Il est clair que le calcul des "0 n'est pas
important pendant les premi�eres it�erations, car les valeurs des "0 dans les phases du d�ebut
du d�eroulement de l'algorithme sont, g�en�eralement, relativement grandes. Nous pouvons
donc ex�ecuter un certain nombre d'it�erations sans nous poser le probl�eme de la d�eg�en�eres-
cence �a " pr�es. Ainsi, les quinze premi�eres lignes de Enveloppe convexe topologique 1 se
recopient identiquement dans le sch�ema de l'algorithme que nous d�ecrivons ici, et que nous
appellerons Enveloppe convexe topologique. Si apr�es M it�erations (nous utiliserons
M = 15) l'enveloppe convexe du polygone de contrôle n'est toujours pas topologique-
ment pertinente pour celle de la polycourbe, nous avons des bonnes raisons de supposer
que la polycourbe est d�eg�en�er�ee �a " pr�es pour une valeur de " petite, et nous allons
donner le " maximal admissible. La proc�edure �nit donc avec les lignes 7-14 de En-

veloppe convexe topologique 2. La remarque �a faire est que les deux proc�edures con-
struisant l'ensemble J qui est compar�e �a l'ensemble vide pour le test d'arrêt, perti-

nence topologique r et pert top r eps pr�es, sont appel�ees par cet algorithme.

III.6. L'enveloppe convexe "mixte"

Il est parfois utile de trouver pour une polycourbe donn�ee l'enveloppe convexe approch�ee
et en même temps la description de l'enveloppe convexe topologique. Ces deux enveloppes
convexes �etant, comme d�ecrit dans les deux sections pr�ec�edentes, des objets de natures
di��erentes, il n'est pas possible de fournir un objet qui ait �a la fois leurs propri�et�es respec-
tives. Nous pouvons, par contre, calculer un polygone de contrôle de la polycourbe dont

116



l'enveloppe convexe soit topologiquement pertinente au sens restreint pour celle de la poly-
courbe, tout en n'�etant pas s�epar�ee de celle-l�a par une distance de Hausdor� sup�erieure �a
un " donn�e.

Soit B une polycourbe de B�ezier et " un r�eel positif. En utilisant les notations des
chapitres pr�ec�edents, pour que le polygone de contrôle courant de B puisse donner en même
temps une approximation de E(B) avec une erreur inf�erieure �a " et la structure topologique
de E(B) les tableaux J' et J", donn�es respectivement par les proc�edures dist inf eps et
pertinence topologique r, doivent être tous les deux vides. Le sch�ema d'un algorithme
calculant le polygone de contrôle voulu pourrait alors être le suivant :

1. Enveloppe convexe mixte(polycourbe B, r�eel ", polygone contrôle P)
2. liste courbes I

3. tableaux pointeurs J', J"
4. begin

5. lecture donn�ees(B,")
6. enveloppe convexe polygone contrôle(B,I)
7. dist inf eps(B,I,",J')
8. pertinence topologique r(B,I,J")
9. tant que J'[J"6= ;
10. begin

11. subdivision(B,J'[J")
12. enveloppe convexe polygone contrôle(B,I)
13. dist inf eps(B,I,",J')
14. pertinence topologique r(B,I,J")
15. end

16. �ecriture resultats(B,I,P)
17. end

�A chaque it�eration, chacun des B-polygones Pi identi��es par le tableau I, donc qui
participe �a la fronti�ere de l'enveloppe convexe du polygone de contrôle de la polycourbe,
subit les deux types de test, ceux n�ecessaires pour assurer une approximation avec une

erreur inf�erieure �a la valeur de " donn�ee et qui demandent le calcul de �H(Pi; [P
(i)
0 P

(i)
mi ]),

et ceux donn�es par les conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii). Cet algorithme minimise
le nombre d'it�erations �a faire, mais pas le nombre d'op�erations.

En e�et, dans la plupart des cas le tableau J' contiendra, au moins pendant les premi�eres
it�erations, des pointeurs �a toutes les courbes de B�ezier composant la polycourbe identi��ees
par le tableau I et ayant le caract�ere associ�e \y" (voir le paragraphe III.3.1), qui sont toutes

les courbes de B�ezier donn�ees par l'ensemble eI0 de la formule (III.1). Les exceptions �a
cette r�egle peuvent être constitu�ees par les polycourbes pour lesquelles il existe une grande
disproportion (des ordres de grandeur) entre

max
i2eI0

�
max

j2f1;:::;mig
d(P

(i)
j�1;P

(i)
j )
�

et min
i2eI0

�
max

j2f1;:::;mig
d(P

(i)
j�1;P

(i)
j )
�

Tant que le tableau J' designe les mêmes courbes de B�ezier que l'ensemble eI0, nous
aurons �evidemment J"�J', car nous ne subdivisons jamais une courbe dont l'indice ne se
trouve pas dans eI0. La cons�equence de cette inclusion est qu'�a chaque it�eration l'algorithme
ex�ecute 3 card(eI0) tests inutiles, correspondant �a la proc�edure pertinence topologique r.

Pour ces raisons, l'algorithme qui a �et�e impl�ement�e correspond au sch�ema suivant :

117



1. Enveloppe convexe mixte(polycourbe B, r�eel ", polygone contrôle P)
2. begin

3. enveloppe convexe approch�ee(B, ")
4. enveloppe convexe topologique(B)
5. polygone de contrôle(B, P)
6. end

Les proc�edures des lignes 3 et 4 sont les deux algorithmes amplement d�ecrits dans les
deux chapitres pr�ec�edents. La proc�edure de la ligne 5 construit le polygone de contrôle
d'une polycourbe donn�ee, elle est bri�evement pr�esent�ee dans le paragraphe III.3.2.2. Ce
nouvel algorithme traite aussi les cas d�eg�en�er�es, car l'algorithme de la proc�edure en-

veloppe convexe topologique le fait. Remarquons que les it�erations e�ectu�ees par en-
veloppe convexe approch�ee sont prises en compte par le compteur d'it�erations du pre-
mier cycle de l'algorithme enveloppe convexe topologique (qui est le cycle des lignes
10-16 de enveloppe convexe topologique 1).

Si nous supposons que l'algorithme enveloppe convexe topologique a d�ecel�e une pos-
sibilit�e de d�eg�en�erescence pour la polycourbe B, il est tr�es facile �a voir que le "min minimal
pour lequel nous avons une d�eg�en�erescence �a "-pr�es de B est inf�erieur �a la valeur que nous
avons donn�ee pour le calcul de l'enveloppe convexe approch�ee �a "-pr�es. Cette observa-
tion est int�eressante, car les valeurs "0 calcul�ees par les proc�edures v�erifier en arri�ere,
v�erifier en avant et v�erifier sur place sont, comme nous l'avons remarqu�e, des ma-
jorations tr�es grossi�eres de "min.

III.7. R�esultats num�eriques

Les algorithmes d�ecrits dans les sections pr�ec�edentes ont �et�e impl�ement�es en C++, en
utilisant, pour l'interface graphique, la biblioth�eque de fonctions LEDA. Dans cette section
nous pr�esentons les r�esultats obtenus avec ces programmes. Avant de commencer, pr�ecisons
que l'unit�e de mesure (utilis�ee pour l'�evaluation de toutes les distances) est choisie telle
que 1 corresponde �a 1 mm sur un �ecran de 17 pouces en r�esolution 1280�1020.

Les programmes ont �et�e appliqu�ees �a un �echantillon de 85 polycourbes et nous avons
calcul�e des moyennes pour diverses valeurs qui nous ont sembl�e r�el�evantes pour le fonc-
tionnement et les complexit�es des algorithmes. Le tableau suivant pr�esente les moyennes
pour :

{ n, le nombre de courbes de B�ezier composant la polycourbe ;

{ m, le nombre de sommets du polygone de contrôle ;

{ �T , le nombre d'it�erations n�ecessaires pour que les tests d'arrêt respectifs soient satis-
faits ;

{ nf=n0, le taux de croissance (en courbes de B�ezier) de la polycourbe, c'est-�a-dire le
rapport entre la taille de la polycourbe initiale et celle de la polycourbe satisfaisant le
test d'arrêt des algorithmes respectifs ;

{ mf=m0, le taux de croissance (en sommets) du polygone de contrôle.
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Polycourbe Env. conv. Env. conv. approch�ee

initiale topologique " = 10�1 " = 10�2 " = 10�3

n 12; 63 37; 74 44; 29 57; 55 70; 59

m 42; 56 148; 87 177; 235 233; 67 288; 35

�T | 6; 11 4; 7 6; 33 7; 88

nf=n0 | 2; 99 3; 51 4; 656 5; 59

mf=m0 | 3; 62 5; 11 6; 7 8; 25

La premi�ere remarque que nous pouvons faire est que l'algorithme de calcul de l'enve-
loppe convexe approch�ee g�en�ere une croissance nettement plus importante de la poly-
courbe et du polygone de contrôle que l'algorithme calculant la structure topologique de
cette enveloppe convexe, même quand le nombre d'it�erations n�ecessaires pour l'enveloppe
convexe topologique est largement plus grand que le nombre d'it�erations appliqu�ees pour
l'enveloppe convexe approch�ee, comme c'est le cas quand " = 10�1. Ceci s'explique par le
fait que les subdivisions se font, dans le cas de l'enveloppe convexe topologique, de mani�ere
bien plus s�elective que dans le cas de l'enveloppe convexe approch�ee, o�u toutes les courbes
design�ees par l'ensemble eI0 sont subdivis�ees.

Une autre observation est que nf=n0, qui dans l'�etude de coût faite dans les paragraphes
pr�ec�edents avait �et�e �evalu�e �a 2�T , est l�eg�erement sup�erieur �a (2=3)�T pour l'enveloppe
convexe approch�ee et inf�erieur �a �T=2 pour l'enveloppe convexe topologique. Ainsi, nf
est toujours O(n0), mais le facteur de proportionnalit�e est bien plus petit. Une autre
remarque interessante est que le taux de croissance du polygone de contrôle est sup�erieure
�a celle de la polycourbe. Si toutes les courbes de B�ezier composant une polycourbe avaient
le même degr�e, et ceci pour chacune des polycourbes de notre �echantillon, les deux taux
de croissance auraient �et�e �egaux. L'in�egalit�e existant entre eux signi�e que les courbes
qui ont �et�e subdivis�ees sont, g�en�eralement, de degr�e sup�erieur aux celles qui ne l'ont pas
�et�e. Même ainsi, le taux de croissance du polygone de contrôle est plutôt de l'ordre de
�T que de l'ordre de 2�T , pour l'enveloppe convexe approch�ee, et de l'ordre de �T=2 pour
l'enveloppe convexe topologique. Ceci se r�epercutera sur la complexit�e des algorithmes,
car elle d�epend directement de la taille du polygone de contrôle.

Il faut aussi mentionner que le coût, aussi bien th�eorique que pratique, de l'algorithme
de calcul de l'enveloppe convexe approch�ee est considerablement r�eduit par l'utilisation
du lemme III.3. En e�et, si nous cherchions une approximation polygonale de l'enveloppe
convexe, sans remplacer tout B-polygone dont tous les sommets sont des sommets de Q
par la courbe de B�ezier correspondante, mais en subdivisant cette courbe jusqu'�a ce que
la distance de Hausdor� entre elle et son B-polygone soit inf�erieure �a la valeur " donn�ee,
alors la complexit�e th�eorique de l'algorithme serait O(n0d22�T ). Th�eoriquement, le taux
de croissance de la polycourbe serait 2�T et nous n'avons pas impl�ement�e cette variante de
l'agorithme pour pouvoir donner les valeurs obtenues pratiquement, mais nous estimons
qu'elle serait �a peu pr�es de l'ordre de 2�T=2.
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Figure III.17 R�epartition des polycourbes de l'�echantillon par nombre d'it�erations e�ec-
tu�ees : (a) enveloppe convexe topologique ; (b), (c), (d) enveloppe convexe
approch�ee respectivement pour " = 10�1, " = 10�2, " = 10�3

Le nombre maximal d'it�erations appliqu�ees par le programme calculant l'enveloppe con-
vexe topologique a �et�e, sur notre �echantillon, 16, car il existe une polycourbe pour laquelle
une possibilit�e de d�eg�en�erescence a �et�e d�etect�ee (remarquons qu'apr�es 16 it�erations, la
valeur de d�eg�en�erescence "0 calcul�ee pour cette polycourbe �etait inf�erieure �a 10�4). Les
nombres maximaux d'it�erations appliqu�ees par le programme de calcul de l'enveloppe con-
vexe approch�ee ont �et�e, respectivement pour " = 10�1, " = 10�2 et " = 10�3, 8, 9 et 11.
La �gure III.17 pr�esente les graphes de r�epartition des polycourbes par nombre d'it�erations
e�ectu�ees.

Si pour l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe approch�ee les graphes pr�esen-
tent une concentration tr�es marqu�ee �a la proximit�e de la valeur moyenne du nombre
d'it�erations appliqu�ees, ceci n'est pas le cas pour l'algorithme calculant l'enveloppe convexe
topologique. Ce ph�enom�ene s'explique par la nature du r�esultat cherch�e. Les polycourbes
de l'�echantillon ont des dimensions des arêtes comparables, ce qui fait qu'elle doivent toutes
subir plus ou moins le même nombre d'it�erations pour que l'expression majorant la dis-
tance de Hausdor� entre une courbe de B�ezier et son B-polygone que nous avons utilis�ee
dans nos tests d'arrêt devienne inf�erieure �a la valeur " donn�ee, ce qui explique les pics
des �gures III.17(b), (c) et (d). Pour la relative uniformit�e de la r�epartition dans le cas
de l'enveloppe convexe topologique nous ne sommes pas arriv�es �a trouver une explication
dans les tests d'arrêt utilis�es, sinon qu'ils n'in
uencent pas cette r�epartition, qui sera, par
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cons�equent, plus ou moins al�eatoire (l'�echantillon test�e �etant alors trop petit pour que nous
ayons une image compl�ete du ph�enom�ene).

Nous remarquons que la r�epartition des polycourbes par nombre d'it�erations e�ectu�ees
nous donne tr�es peu d'indications sur le nombre de subdivisions que les courbes de B�ezier
composant les polycourbes de l'�echantillon subissent. Ceci est dû au fait que les poly-
courbes n'ont pas toutes la même taille, mais surtout au fait que pour une polycourbe
donn�ee nous ne devons g�en�eralement pas subdiviser �a chaque it�eration toutes les courbes
de B�ezier la constituant. La �gure III.18 pr�esente les graphes de repartition des courbes
de B�ezier par nombre de subdivisions appliqu�ees pour les deux algorithmes (cette fois, le
nombre de courbes est exprim�e en pourcents du nombre total de courbes, qui avoisine 900).

Une pr�ecision doit être faite sur la notion de \courbe de B�ezier subdivis�ee k fois".

D�e�nition III.10. { Soit B une polycourbe et soit Bi une des courbes de B�ezier de sa
composition initiale. Nous dirons que Bi a �et�e subdivis�ee k fois si parmi les courbes de
B�ezier de la composition �nale de la polycourbe il exite une, appelons-la Bif , telle que
Bif :rang = i et Bif :profondeur = k.

Sur ces graphes, nous pouvons remarquer que pr�es de la moiti�e des courbes de B�ezier de
l'�echantillon ne sont jamais subdivis�ees, soit parce qu'elles n'ont aucune importance pour
l'enveloppe convexe, soit parce que nous pouvons d�eterminer de mani�ere exacte quelles
parties d'elles se trouvent sur la fronti�ere de l'enveloppe convexe (cas des courbes identi��ees
par les ensembles I1 et I2 du lemme III.2 et de celles dont tous les points de contrôle sont
des sommets deQ). Ces courbes-l�a mises �a part, nous voyons que les graphes correspondant
�a l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe approch�ee ont la même alure que celles de
la �gure III.16 respectivement pour les mêmes valeurs de ", et les pics de III.17(b), (c) et
(d) s'expliquent de la même mani�ere que ceux de III.16(b), (c) et (d).

121



0

10

20

30

40

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0

10

20

30

40

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0

10

20

30

40

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0

10

20

30

40

0 2 4 6 8 10 12 14 16

(c) (d)

(b)(a)

Figure III.18 Repartition des courbes de B�ezier par nombre de subdivisions appliqu�ees :
(a) enveloppe convexe topologique ; (b), (c), (d) enveloppe convexe ap-
proch�ee respectivement pour " = 10�1, " = 10�2, " = 10�3

Le graphe correspondant �a l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe topologique
nous am�ene des nouvelles informations, car la concentration des courbes vers les petits
nombres de subdivisions n'�etait pas pr�evisible d'apr�es le graphe III.17(a). �A partir de
9 subdivisions, tous les pourcentages sont inf�erieurs �a 1 (moins de 5% des courbes sont
subdivis�ees 9 fois ou plus) et le graphe est �a peu pr�es d�ecroissant. Ceci con�rme le fait
que les test d'arrêt utilis�es sont tr�es s�electifs, les subdivisions s'e�ectuent de mani�ere tr�es
ponctuelle.

Pour conclure cette section, nous remarquons encore une fois que le calcul de l'enveloppe
convexe approch�ee et celui de la structure topologique de l'enveloppe convexe sont des
probl�emes fondamentalement di��erents. Nous avons test�e si les polygones de contrôle
qui fournissent une approximation de l'enveloppe convexe satisfont aussi les crit�eres de
la pertinence topologique restreinte, et nous avons trouv�e que parmi ceux fournissant
une approximation pour " = 10�1 55,3% ne le font pas, pour " = 10�2 il y a 44,7%
qui ne v�eri�ent pas ces crit�eres et en�n parmi les polygones de contrôle donnant une
approximation de l'enveloppe convexe de la polycourbe �a " = 10�3 pr�es il y a encore
29,41% dont l'enveloppe convexe n'est pas topologiquement pertinente pour celle de la
polycourbe.

Dans la derni�ere section de ce chapitre peuvent être trouv�es quelques exemples de poly-
courbes faisant partie de notre �echantillon.
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III.8. Exemples

Pr�esentons d'abord le d�eroulement de l'algorithme de calcul de la structure topologique
de l'enveloppe convexe sur quelques exemples de polycourbes de notre �echantillon. Nous
ne ferons pas une pr�esentation similaire pour l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe
approch�ee, car son int�erêt est moindre : toutes les courbes de B�ezier identi��ees par eI0
seront subdivis�ees.

B2

B4

B3

B5

B7

B8

B6

B1

B1B3

B4

B5

B6

B7

B8

B10

B9

B2

B12

B11

B1

B5

B8

B2

B3

B4

B6 B7

B9

B10

B11

B12

B13

(a)

(c)

(b)

(d)

Figure III.19 (a) aucune des courbes B2;B4;B6;B7;B8 ne satisfait aucune des condi-
tions (III.9.i), (III.9.ii), (III.9.iii) ; (b) les courbes B1;B4;B7 ne satisfont
pas (III.9.iii), les courbes B2;B5;B8 ne satisfont pas (III.9.i), les courbes
B3;B6;B13 ne satisfont pas (III.9.ii) ; (c) aucun point de contrôle de B7
n'est un sommet de Q, et par cons�equent B5 ne satisfait pas (III.9.ii) et
B10 ne satisfait pas (III.9.i) ; (d) apr�es 6 it�erations, l'enveloppe convexe du
polygone de contrôle est topologiquement pertinente au sens restreint pour
celle de la polycourbe (nous n'avons plus repr�esent�e les it�erations 3,4 et 5)

L'exemple suivant pr�esente une situation tr�es int�eressante. Si les programmes de calcul
de l'enveloppe convexe (aussi bien celui pour l'enveloppe convexe approch�ee que celui pour
l'enveloppe convexe topologique) testent la pseudo-simplicit�e du polygone de contrôle de
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la polycourbe initiale, donnant un message d'erreur si elle n'est pas satisfaite, ce test serait
trop coûteux �a faire �a chaque it�eration. Ainsi, les cas comme le suivant peuvent apparâ�tre.

B3

B5B4

B6
B2

B4
B7

B5

B10

B1

B3

B6
B8

B9

B11

B2

B1

B2

B3

B4

B5
B6

B7

B8

B9

B10
B11

B12

B13

B14

(a) (b)

(c)

B1

(d)

Figure III.20 (a) les courbes B1;B2;B3;B5;B6 ne satisfont au moins une des conditions

(III.9.i), (III.9.ii), (III.9.iii) ; (b) le sommet P
(7)
4 se trouve �a gauche de

la droite orient�ee P
(5)
1 P

(8)
2 , donc la ligne polygonale P

(5)
1 P

(6)
0 P

(6)
1 P

(7)
0 P

(7)
1 : : :

P
(7)
4 P

(8)
0 P

(8)
1 P

(8)
2 est identi��ee comme une \poche" du polygone P, même si

celui-ci n'est pas simple, et les courbes B5 et B8 doivent être subdivis�ees ; (c)

cette fois, P
(9)
4 se trouve �a droite de la droite orient�ee r�ealisant l'enveloppe

convexe droite des polygones P7 et P10, et comme le polygone de contrôle
de la polycourbe est inclus dans le demi-plan gauche d�elimit�e par la droite

orient�ee P
(7)
1 P

(9)
4 , l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe du polygone

de contrôle trouve un objet compl�etement erron�e. La courbe B9 ne satisfait
pas (III.9.i) et doit être subdivis�ee ; (d) le polygone de contrôle redevient
simple, et il le restera jusqu'�a ce que les conditions de pertinence topologique
restreinte soient satisfaites. Au total, six it�erations sont n�ecessaires.

Nous n'avons pas fait une �etude compl�ete de ce type de situation, mais pour les exemples
donn�es les r�esultats ont toujours �et�e corrects, même si �a une �etape interm�ediaire des erreurs
�etaient apparues. La question qui se pose est s'il est possible qu'une courbe de B�ezier dont
le B-polygone se trouve dans une telle position g�en�eratrice de probl�emes peut satisfaire les
trois conditions (III.9.i), (III.9.ii) et (III.9.iii), ou si elle va toujours être subdivis�ee jusqu'�a
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la disparition du probl�eme.
Les deux exemples suivants montrent respectivement l'importance des conditions (III.9.i)

et (III.9.iii) pour la pertinence topologique restreinte de l'enveloppe convexe du polygone
de contrôle pour celle de la polycourbe. La condition (III.9.ii) est la sym�etrique de (III.9.i).

B1

(c)

(b)

B2

B5

(a)

B3
B2

B4

B4

B5

B6 B7

B1B3

B1
B2B3

B4 B5

B6

B1
B2

B3

B4

(d)

Figure III.21 (a) B3 ne satisfait pas (III.9.i) et E(P) n'est pas topologiquement pertinente
pour E(B) ; (b), (c) B3 ne satisfait pas (III.9.i), mais il y a pertinence
topologique ; (d) B4 satisfait (III.9.i).

B4

B2

B3

B5B1 B1B2
B3

B4 B5

B6

(a) (b)

Figure III.22 (a) les courbes B1;B3;B4 satisfont (III.9.i), (III.9.ii), mais B1 ne satisfait
pas (III.9.iii) et l'enveloppe convexe de P n'est pas topologiquement perti-
nente pour celle de B ; (b) les trois conditions sont satisfaites et nous avons
pertinence topologique restreinte de E(P) pour E(B).
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Chapitre IV

Arrangements de polycourbes :
r�esultats th�eoriques





IV.1. Introduction

Les arrangements constituent un des probl�emes fondamentaux de la g�eom�etrie algorith-
mique. Leurs applications sont tr�es nombreuses, allant de la conception de logiciels de
dessin 2D [Gan89] �a la localisation d'un objet dans une sc�ene et le calcul de trajectoires,
voir [Ede92]. Dans les deux chapitres suivants, nous nous int�eressons uniquement aux
arrangements du plan.

Les plus simples (et les plus �etudi�es) sont les arrangements de droites. Un grand nom-
bre de r�esultats ont �et�e donn�es pour eux, aussi bien d'int�erêt th�eorique (par exemple le
th�eor�eme de la zone, [Ede86]) que d'int�erêt calculatoire (l'�etude de la robustesse des al-
gorithmes, [For91]). Des �etudes ont aussi �et�e men�ees pour des objets ayant une topologie
plus complexe, comme les segments [Boi95], [Pol87], [Gui89], et les courbes (de Jordan)
[Ede92], [Sno89], [Gan89], [Mil89], etc. (les r�ef�erence bibliographiques que nous pr�esentons
ici ne peuvent pas et ne pr�etendent pas être exhaustives). Nous passons bri�evement en
revue quelques articles qui nous ont sembl�e illustrer les approches g�en�eralement adopt�ees
dans l'�etude des arrangements de courbes.

Un arrangement peut être construit, principalement, de deux fa�cons : incr�ementale
ou par balayage. Pour chacune, des op�erations �el�ementaires sont n�ecessaires : calcul de
l'intersection (de cardinal pas forc�ement 1) de deux courbes, calcul des tangentes verticales
�a une courbe, etc.

[Ede92] consid�ere ces calculs r�ealisables de mani�ere exacte et en O(1), les auteurs con-
centrant leurs e�orts sur l'extension des principaux r�esultats th�eoriques des arrangements
de droites aux arrangements de courbes (th�eor�eme de la zone, complexit�e combinatoire de
l'arrangement). [Sno89] n'�etudie pas directement la construction des arrangements, mais
les cas o�u un arrangement dont les courbes se coupent au plus k fois, pour k donn�e, peut
être balay�e par une courbe ne coupant aucune de celles de l'arrangement en plus de k
points. Les auteurs pr�esentent plusieures fa�cons de balayer un arrangement et donnent,
comme application, quelques r�esultats combinatoires. Les primitives de calcul dont nous
avon parl�e sont utilis�ees implicitement, sans être mentionn�ees.

[Mil89] est consacr�e �a la d�e�nition d'un cadre de travail rigoureux en arithm�etique �a
pr�ecision �nie, l'auteur introduisant la notion de d�ecomposition cylindrique approximative
du plan et d�ecrivant un algorithme qui la construit.

[Gan89] �etudie �a peu pr�es le même probl�eme que nous allons traiter, les arrangements de
courbes de B�ezier, mais dans un esprit assez di��erent, car le but �nal du travail des auteurs
est la construction d'un outil coh�erent de dessin 2D. Ainsi, ils utilisent des approximations
polygonales des courbes de B�ezier, tout comme nous allons faire, mais ne s'en servent pas
pour d�eterminer la structure combinatoire de l'arrangement de courbes et se concentrent
sur le fait d'assurer que la topologie de cet arrangement de lignes polygonales est correcte
(même si elle n'est pas la même que celle de l'arrangement de courbes).

La section trois de ce chapitre est consacr�ee aux rappels sur les arrangements de droites
du plan et la section quatre pr�esente bri�evement les principaux r�esultats concernant les
arrangements de courbes nous int�eressant. Une attention toute sp�eciale est accord�ee aux
r�esultats contenus dans la th�ese de Vo Phi [VoP94], dont nous nous sommes inspir�es pour
la fa�con de poser le probl�eme des arrangements de polycourbes.

La section cinq est d�edi�ee aux arrangements de polycourbes, en montrant comment les
notions de base peuvent être adapt�ees au cas de ce type d'arrangements, en particulier en
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ce qui concerne l'�equivalence d'arrangements. Dans la premi�ere partie de la section, des
crit�eres d'�equivalence de deux arrangements de polycourbes (quelconques) sont donn�es, et
dans la derni�ere sous section est prouv�ee l'existence d'un arrangement de polygones de
contrôle �equivalent �a un arrangement de polycourbes de B�ezier simple donn�e.

IV.2. Concentr�e de chapitre (IV)

Les niveaux de lecture sont plus di�ciles �a d�e�nir dans ce chapitre, qui contient en une
bien plus grande mesure que les pr�ec�edents des rappels. Ainsi, si vous tr�es familier avec les
arrangements, la troisi�eme section peut être ignor�ee, tout comme une bonne partie de la
quatri�eme. Lisez quand même les d�e�nitions IV.12 et IV.13, pour vous familiariser avec les
notations. Et surtout, ne passez pas sans lire la sous section IV.4.4, pr�esentant les r�esultats
de Khanh Vo Phi, dont, si vous �etes int�eress�e par les arrangements, je vous recommande
de lire la th�ese (pour �ecourter la lecture d'un chapitre, rien de tel que de recommander la
lecture d'une autre th�ese...).

Pour la section IV.5, je ne crois pas que plus de deux niveaux de lecture peuvent être
raisonnablement trouv�es. Le premier consiste �a lire attentivement toute la premi�ere sous
section, contenant de nombreuses d�e�nitions, et seulement les �enonc�es des r�esultats IV.23
et IV.24, en accordant le temps n�ecessaire �a la convention de la page 147. Le deuxi�eme
niveau est celui de la lecture int�egrale.

IV.3. Bref rappel sur les arrangements d'hyperplans

La notion d'arrangement est d�e�nie pour un ensemble �ni d'hyperplans de l'espace a�ne
Ed, mais nous donnerons ici les d�e�nitions et les principales propri�et�es uniquement pour
d = 2, donc pour les arrangements de droites du plan. Une pr�esentation compl�ete du cas
g�en�eral peut facilement être trouv�ee dans la litt�erature (par exemple [Ede87]).

IV.3.1. D�e�nitions concernant les arrangements de droites

D�e�nition IV.1. { Un ensemble �ni de droites D dans le plan d�e�nit un d�ecoupage de ce
plan en un ensemble de parties connexes de dimension 0, 1 ou 2. Ce d�ecoupage s'appelle
l'arrangement A(D) de l'ensemble D.

D�e�nition IV.2. {
1. Les �el�ements de A(D) s'appellent les faces de l'arrangement.
2. Les �el�ements de dimension 0 de A(D) s'appellent sommets de l'arrangement.
3. Les �el�ements de dimension 1 s'appellent arêtes de l'arrangement.
4. Les �el�ements de dimension 2 repr�esentent les cellules de A(D).

D�e�nition IV.3. { Soient f1 et f2 deux faces de A(D). Nous dirons que f2 est une
sous-face de f1 si et seulement si la dimension de f2 est �egale �a la dimension de f1 moins
1 et si f2 est incluse dans la fronti�ere (topologique) de f1. Les faces f1 et f2 sont alors
dites incidentes, ou elles d�e�nissent une incidence.

Une notion fondamentale dans les r�esultats pr�esent�es par Edelsbrunner [Ede87] est celle
de vecteur de position d'un point P du plan par rapport �a l'arrangement A(D). Pour
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pouvoir l'introduire, le demi-plan positif et le demi-plan n�egatif doivent être d�e�nis pour
toute droite du plan. Il existe plusieurs mani�eres d'�etablir les demi-plans positif et respec-
tivement n�egatif d�etermin�es par une droite donn�ee, d�ependant de la repr�esentation choisie
pour la droite. Par exemple, si une droite � est donn�ee par l'�equation

(�) : ax + by + c = 0 a; b; c 2 IR a2 + b2 6= 0

nous posons �+ = fP(x; y) 2 IR
2 j ax+by+c > 0g le demi-plan positif et �� = fP(x; y) 2

IR
2 j ax + by + c < 0g le demi-plan n�egatif d�etermin�e par �. Cette d�e�nition est utilis�ee

par Vo Phi [VoP94]. Si � est une droite non-verticale donn�ee par l'�equation

(�) : y = ax + b a; b 2 IR

nous pouvons poser �+ = fP(x; y) 2 IR
2 j y > ax + bg le demi-plan positif et �� =

fP(x; y) 2 IR
2 j y < ax + bg le demi-plan n�egatif d�etermin�es par �, celle-ci �etant la

d�e�nition utilis�ee par Edelsbrunner [Ede87]. Nous mentionnons encore une fa�con de �xer
les demi-plans positif et n�egatif d�e�nis par une droite � ne passant pas par l'origine, qui
ne d�epend pas de la repr�esentation de la droite, mais de la position de l'origine du plan :
le demi-plan �+ sera celui qui ne contient pas l'origine et le demi-plan �� sera celui qui
la contient.

Remarque. Dans ce chapitre, pour toutes les �gures pr�esentant des exemples faisant
intervenir des vecteurs de position c'est cette derni�ere d�e�nition des r�egions positive et
n�egative d�etermin�ees par une droite qui a �et�e utilis�ee.

Supposons que la fa�con de d�e�nir �+ et �� est �x�ee pour toute droite � et soit
D = f�igni=1 un ensemble de droites du plan, pour n un entier positif. Pour tout point P
nous posons

v�i
(P) =

8><>:
+1 si P 2 �+

i

0 si P 2 �i

�1 si P 2 ��

i

D�e�nition IV.4. { Le vecteur de position d'un point P par rapport �a l'arrangement A(D)
est

VD(P) = (v�1(P); v�2 (P); : : : ; v�n
(P))

L'arrangement A(D) peut alors être consid�er�e comme l'ensemble des plus grandes parties
connexes de IR2 dont les points ont le même vecteur de position.

D�e�nition IV.5. { Le vecteur de position VD(f) d'une face f de A(D) est d�e�ni comme
�etant �egal au vecteur de position VD(P) d'un point P quelconque de f .

Nous nous int�eressons particuli�erement aux arrangements introduits par la d�e�nition
suivante :

D�e�nition IV.6. { Nous dirons qu'un arrangement A(D) est simple si et seulement
si deux droites quelconques de D ont exactement un point en commun et trois droites
quelconques de D sont disjointes.

La �gure IV.1 pr�esente des exemples d'arrangements du plan.
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�1

�3

�5

�4

x

O

�1

�2

�3

(�1;+1;+1;�1; 0)

(�1;�1; 0; 0;�1)

�2

(�1;+1;+1;+1;�1)

(a) (b)

Figure IV.1 (a) arrangement simple de cinq droites et quelques vecteurs de position ;
(b) arrangement non-simple de trois droites

IV.3.2. Propri�et�es des vecteurs de position

Quelques relations tr�es intuitives relient les dimensions des faces et leurs vecteurs de
position. Ainsi, toute cellule c a la propri�et�e v�i

(c) 6= 0 pour tout i 2 f1; : : : ; ng. Pour
toute arête a, il existe un indice ia tel que v�ia

(a) = 0. Si toutes deux droites de l'ensemble
D sont distinctes, alors l'indice ia est unique et v�i

(a) 6= 0 pour tout i 6= ia. Si s est un
sommet, il existe deux indices i1 6= i2 tel que v�i1

(s) = v�i2
(s) = 0, et si toutes trois

droites de D sont disjointes, alors v�i
(s) 6= 0 pour tout i 2 f1; : : : ; ng n fi1; i2g. Par

cons�equent, si A(D) est simple, la face f sera une cellule si et seulement si il n'y a aucun
z�ero dans l'�ecriture de son vecteur de position, elle sera une arête s'il y a exactement un
z�ero dans l'�ecriture de son vecteur de position et elle sera un sommet s'il y a exactement
deux z�eros dans l'�ecriture de son vecteur de position.

Nous pouvons facilement remarquer que les arrangements simples de droites satisfont
la condition

f1 6= f2 2 A(D)() VD(f1) 6= VD(f2) (IV:1)

Il en r�esulte l'a�rmation suivante [VoP94] :

Propri�et�e IV.7. { Soient f1 et f2 deux faces de l'arrangement simple A(D). Alors f2
est une sous-face de f1 si et seulement si il existe un unique indice i0 tel que

v�i0
(f1) 6= 0; v�i0

(f2) = 0 et v�i
(f2) = v�i

(f1) 8i 6= i0

IV.3.3. �Equivalence d'arrangements

D�e�nition IV.8. { Soient D1 et D2 deux ensembles de droites du plan ayant le même
cardinal et soit F : A(D1) �! A(D2).

1. Nous dirons que F conserve les dimensions des faces si et seulement si l'image par F
d'un sommet de A(D1) est un sommet de A(D2), l'image d'une arête est une arête
et l'image d'une cellule est une cellule.

2. Nous dirons que F conserve les vecteurs de position si et seulement si VD1(f) =
VD2(F (f))
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pour toute face f de A(D1).
3. Nous dirons que F conserve les incidences si et seulement si pour toutes deux faces f1

et f2 de A(D1) nous avons
f2 sous-face de f1 dans A(D1)() F (f2) sous-face de F (f1) dans A(D2)

Des d�e�nitions tout-�a-fait similaires seront valables pour les arrangements de courbes, donc
aussi pour les arrangements de polycourbes, et nous ne les donnerons plus. Nous rappelons
deux d�e�nitions de l'�equivalence (combinatoire) de deux arrangements qui peuvent être
trouv�ees dans la litt�erature, l'une donn�ee par Gr�unbaum et l'autre par Edelsbrunner.

D�e�nition [Gr�u72] IV.9. { Soient D1 et D2 deux ensembles �nis de droites du plan.
Nous dirons que les arrangements A(D1) et A(D2) sont �equivalents si et seulement si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :
(IV.9.i) card(D1) = card(D2) ;
(IV.9.ii) il existe une fonction bijective ' : A(D1) �! A(D2) qui conserve les incidences.

D�e�nition [Ede87] IV.10. { Soient D1 et D2 deux ensembles �nis de droites du plan.
Nous dirons que les arrangements A(D1) et A(D2) sont �equivalents si et seulement si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :
(IV.10.i) card(D1) = card(D2) ;
(IV.10.ii) il existe une fonction bijective  : A(D1) �! A(D2) qui conserve les dimensions
des

faces et leurs vecteurs de position.

Il n'est pas di�cile �a voir que dans le cas des arrangements de droites du plan la condition
d'invariance de la dimension des faces par la fonction  de la d�e�nition IV.10 r�esulte de
l'invariance des vecteurs de position. Plus, si l'un des arrangements est simple, l'autre le
sera aussi et ' garde les incidences :

Propri�et�e IV.11. { Si deux arrangements A(D1) et A(D2) sont �equivalents au sens de
la d�e�nition IV.10, alors pour deux faces quelconques f1 et f2 de A(D1) telles que f2 soit
une sous-face de f1  (f2) sera une sous-face de  (f1) dans l'arrangement A(D2), o�u  
est la fonction donn�ee par (IV.10.ii).

La preuve de ce r�esultat d�ecoule imm�ediatement de la propri�et�e IV.7 et de l'invariance des
vecteurs de position par la fonction  . Il est aussi facile �a montrer que si deux arrangements
sont �equivalents par la d�e�nition IV.9, alors la simplicit�e de l'un entrâ�nera la simplicit�e
de l'autre, et que la fonction ' de cette d�e�nition garde elle aussi les dimensions des faces.

Ainsi, dans le cas des arrangements de droites la d�e�nition de [Gr�u72] est plus g�en�erale
que celle de [Ede87], qui l'implique. Elle est aussi \plus intrins�eque", ind�ependante du
syst�eme de coordonn�ees du plan, fait re
�et�e par le comportement des arrangements soumis
�a des transformations �el�ementaires du plan : translations, rotations, homoteties. Soit D1

un ensemble de droites et D2 son image par une telle transformation. Si nous pouvons
facilement voir que A(D1) et A(D2) sont �equivalents au sens de la d�e�nition IV.9, quelle
que soit la transformation appliqu�ee, ce n'est plus le cas, g�en�eralement, si nous consid�erons
la d�e�nition IV.10. Pour chacune des mani�eres (dont nous avons parl�e dans le paragraphe
IV.3.1) de d�e�nir les demi-plans positif et n�egatif d�etermin�es par une droite donn�ee il existe
des translations qui ne gardent pas l'�equivalence des arrangements. Le même ph�enom�ene
se produit pour les deux premi�eres fa�cons de d�e�nir �+ et �� pour une droite � donn�ee
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en ce qui concerne les rotations, pour n'importe quel centre de rotation nous pouvons
trouver des angles de rotation qui font que l'arrangement obtenu apr�es rotation ne soit
pas �equivalent �a l'arrangement initial. Par contre, pour la troisi�eme fa�con de d�e�nir �+

et �� il existe des centres de rotation (parmi lesquels l'origine) qui ne fourniront pas
un nouvel arrangement, ind�ependamment de l'angle de rotation choisi. En�n, pour les
homotheties il existe pour chacune des mani�eres de d�e�nir les deux demi-plans exactement
un point, l'origine, pour lequel n'importe quel rapport d'homothetie laisse invariante la
classe d'�equivalence de l'arrangement.

IV.4. G�en�eralit�es sur les arrangements de courbes

Dans la litt�erature, le probl�eme de l'arrangement d'un ensemble de courbes est g�en�erale-
ment pos�e pour des courbes simples qui sont soit ferm�ees, soit non-born�ees [Ede87], [Sno89],
[Mil89], [VoP94]. Quand des courbes born�ees et non-ferm�ees sont trait�ees, l'approche util-
is�ee consiste �a \d�edoubler" la courbes, obtenant ainsi une courbe ferm�ee, voir par exemple
[Ede92]. Une courbe � non-born�ee ou ferm�ee garde une propri�et�e des droites qui est es-
sentielle �a la d�e�nition des vecteurs de position des points du plan et par cons�equent des
faces, le fait que l'ensemble IR2 n � a exactement deux parties connexes. Nous pouvons
ainsi d�e�nir pour la courbe � les r�egions �+ et �� sans ambigu��t�e. Toutes les courbes dont
nous parlerons dans cette section seront ferm�ees ou non born�ees, sans que nous en faisions
la pr�ecision �a chaque fois.

Une autre propri�et�e des droites, qui n'est non plus partag�ee automatiquement par les
courbes, est l'existence d'une borne sup�erieure pour le nombre de points que l'intersection
de deux droites distinctes peut avoir (en l'occurrence, cette borne est 1). Cette propri�et�e
garantit que l'arrangement a un nombre �nit de faces et permet des �etudes de nature com-
binatoire. Par contre, deux courbes peuvent avoir une in�nit�e de points d'intersection, ce
qui impliquera un nombre in�ni de faces pour l'arrangement les contenant ; nous imposons
alors que toutes deux courbes distinctes se coupent en au plus � � 1 points.

IV.4.1. D�e�nitions, vecteurs de position

Soit G = f�ig1�i�n un ensemble de courbes planes (ferm�ees ou non born�ees) tel que
card(�i \ �j) � �, pour un � � 1 �x�e. La d�e�nition de l'arrangement A(G) est bien
sûr identique �a celle d'un arrangement de droites, ainsi que les d�e�nitions des faces de
dimensions 0, 1 et 2.

Pour d�e�nir le vecteur de position d'un point P du plan par rapport �a l'arrangement
A(�), nous devons d�e�nir pour chaque i 2 f1; : : : ; ng les ensembles �+

i et ��i , chacun �etant
connexe et tels que �+

i [�
�

i = IR
2 n�i. Des d�e�nitions utilisables pour les droites que nous

avons mentionn�ees dans la sous section IV.3.1, seulement la troisi�eme peut être utilis�ee
pour les courbes aussi, si nous demandons comme condition suppl�ementaire qu'aucune des
courbes de l'ensemble G ne passe pas par l'origine. Une autre d�e�nition possible des r�egions
�+ et ��, pour une courbe � donn�ee, repose sur la notion d'orientation de �, qui est bien
d�e�nie si nous supposons que � est une courbe param�etrique. Ainsi, nous d�e�nirons �+

comme �etant celle des deux r�egions connexes de IR2 n �i se trouvant �a gauche quand on
parcourt � dans le sens donn�e par son orientation, et �� comme celle se trouvant �a droite.
Cette derni�ere d�e�nition est invariante par les transformations g�eom�etriques �el�ementaires
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du plan mentionn�ees dans la section IV.3.3 (translation, rotation, homotetie), mais elle ne
l'est pas par un changement de param�etrisation de � ne pr�eservant pas l'orientation.

Une fois les r�egions �+

i et ��i d�e�nies pour tout i 2 f1; : : : ; ng, la notion de vecteur
de position d'un point P du plan par rapport �a l'arrangement A(G) est similaire �a celle
de vecteur de position relatif �a un arrangement de droites, et de même pour la notion de
vecteur de position d'une face. L'arrangement A(G) pourra alors être consid�er�e comme
l'ensemble des plus grandes parties connexes de IR2 dont tous les points ont le même
vecteur de position.

Quelle que soit la mani�ere de d�e�nir �+ et �� utilis�ee, nous nous servons de ces deux
r�egions du plan pour introduire (ou red�e�nir) la notion de sens de parcours de la courbe
� :

D�e�nition IV.12. { Si P1 et P2 sont deux points distincts de �, nous dirons que � est
parcourue en sens positif de P1 �a P2 si �+ se trouve �a gauche du parcours et en sens n�egatif
si �+ se trouve �a droite.

�Evidemment, si les courbes �i de l'arrangement avaient d�ej�a une orientation associ�ee
et si nous nous en sommes servis pour d�e�nir �+

i et ��i , cette nouvelle d�e�nition n'a
pas beaucoup de sens. Mais si une autre mani�ere de d�e�nir �+

i et ��i a �et�e utilis�ee, la
d�e�nition n'est pas triviale, nous remarquons même que certaines courbes, si elles �etaient
donn�ees param�etriquement, devront être reparam�etris�ees par un changement ne pr�eservant
pas l'orientation (si par exemple nous avons utilis�e pour d�e�nir �+

i et ��i la position de
l'origine par rapport �a la courbe et si l'origine se situe �a gauche de la courbe du point de
vue de son orientation initiale).

IV.4.2. Arrangements simples

Deux notations nous seront n�ecessaires par la suite. Si � est une courbe pour laquelle
le sens de parcours a �et�e d�e�ni (ce que nous consid�erons être le cas pour toutes les courbes
intervenant �a partir de maintenant) et P 2 �, nous notons �(P�) l'ensemble des points
P1 6= P de � tels que � soit parcourue en sens positif de P1 �a P et �(P+) = �n

�
�(P�)[fPg

�
.

Si � est une courbe et P =2 � est un point, nous notons R(�;P) celle des r�egions �+ et
�� qui contient P.

La notion de simplicit�e pour les arrangements de courbes est n�ecessairement plus forte
que celle pour les arrangements de droites, car les polycourbes ont moins de \bonnes"
propri�et�es que les droites.

D�e�nition IV.13. { Soit G = f�igni=1 un ensemble de courbes. Nous dirons que A(G)
est un arrangement simple si et seulement si
(IV.13.i) �i \ �j \ �k = ; pour tous i; j; k 2 f1; : : : ; ng distincts ;
(IV.13.ii) si P 2 �i \ �j , il existe P1 2 �i(P�) et P2 2 �i(P+) tels que �ijj ]P1;P[

\ �j = ;,

�ijj ]P;P2[
\ �j = ; et R(�j ;P1) 6= R(�j ;P2), et sym�etriquement pour j ;

(IV.13.iii) si P 2 �i \ �j , il n'existe pas de tangente commune des polycourbes �i et �j
en P ;

(IV.13.iv) l'ensemble [ni=1�i est connexe.

Les conditions (IV.13.ii) et (IV.13.iii) signi�ent qu'en chaque point commun deux courbes
se traversent selon un angle non-nul. Par la suite, nous travaillerons uniquement sur des
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arrangements simples, sans le pr�eciser �a chaque fois.

Si D est un ensemble de droites tel que A(D) soit simple, alors une face f de A(D)
n'est pas seulement une partie connexe de IR2 maximale du point de vue de l'inclusion des
ensembles et dont tous les points ont un même vecteur de position, mais aussi l'ensemble
de tous les points du plan ayant ce vecteur de position. Cette propri�et�e est due au fait
que deux droites distinctes de D ont exactement un point en commun. Ainsi, deux faces
distinctes de A(D) auront des vecteurs de position distincts. Par contre, si G est un
ensemble de courbes, deux courbes distinctes peuvent avoir plus d'un point commun et la
cons�equence est qu'il peut exister dans l'arrangementA(G) plusieurs faces distinctes ayant
le même vecteur de position (car nous ne consid�erons pas de faces non connexes). La �gure
suivante pr�esente un exemple tr�es simple o�u cette situation survient.

O

x

C1

C2

(�1;+1)
(�1;+1) (�1;+1)

(+1;�1) (+1;�1) (+1;�1)

(�1;�1)

(+1;+1)

Figure IV.2

Ainsi, la propri�et�e IV.7 n'est g�en�eralement pas satisfaite par les arrangements de courbes.
La propri�et�e similaire qui est v�eri��ee par ces arrangements est la suivante :

Propri�et�e IV.14. { Soit A(G) un arrangement (simple) de courbes, G = f�igni=1, et
soient f1 et f2 deux de ses faces.

1. Si f2 est une sous-face de f1, il existe un unique i0 2 f1; : : : ; ng tel que v�i0 (f1) 6= 0,
v�i0 (f2) = 0 et v�i(f1) = v�i(f2) pour tout i 2 f1; : : : ; ng n fi0g.

2. S'il existe un unique i0 2 f1; : : : ; ng tel que v�i0 (f1) 6= 0, v�i0 (f2) = 0 et v�i(f1) =
v�i(f2) pour tout i 2 f1; : : : ; ngnfi0g, il existe une face f

0
1 telle que VG(f

0
1) = VG(f1)

et f2 soit une sous-face de f 01.

IV.4.3. �Equivalence d'arrangements de courbes

L'�equivalence de deux arrangements de courbes peut être d�e�nie de plusieurs fa�cons, les
deux que nous discuterons �etant les extensions imm�ediates des d�e�nitions IV.9 et IV.10.
Mais, la propri�et�e IV.14 �etant plus faible que la propri�et�e IV.7, IV.10 n'implique plus de
mani�ere directe IV.9, car la fonction  de la condition (IV.10.ii) ne conserve plus forc�ement
les incidences. Pour les deux arrangements de la �gure IV.3, o�u Gi = f�i1;�

i
2g pour i = 1; 2,
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nous avons
VG1(s

1
1) = VG1(s

1
2) = VG2(s

2
1) = VG2(s

2
2) = (0; 0)

VG1(a
1
1) = VG1(a

1
3) = VG2(a

2
1) = VG2(a

2
3) = (0;+1)

VG1(a
1
2) = VG2(a

2
2) = (0;�1)

VG1(a
1
4) = VG1(a

1
6) = VG2(a

2
4) = VG2(a

2
6) = (�1; 0)

VG1(a
1
5) = VG2(a

2
5) = (+1; 0)

VG1(c
1
2) = VG1(c

1
4) = VG2(c

2
2) = VG2(c

2
4) = (�1;+1)

VG1(c
1
1) = VG2(c

2
1) = (�1;�1)

VG1(c
1
3) = VG2(c

2
3) = (+1;�1)

VG1(c
1
5) = VG2(c

2
5) = (+1;+1)

En prenant la fonction  telle que  (c12) = c24,  (c
1
4) = c22 et  (s1i ) = s2i pour i = 1; 2,

 (a1i ) = a2i pour 1 � i � 6 et  (c1i ) = c2i pour i = 1; 3; 5, les propri�et�es de la d�e�nition
IV.14 sont satisfaites, mais a11 est une sous-face de c

1
2 et a

2
1 = '(a11) n'est pas une sous-face

de c24 = '(c12).
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Figure IV.3

�A la di��erence des arrangements de droites, la simplicit�e d'un arrangement de courbes
n'implique pas la simplicit�e de tout arrangement de courbes qui lui est �equivalent, �a cause
de la condition (IV.13.iii), raison pour laquelle nous ne consid�ererons que des arrangement
simples. Dans ce cas, l'invariance de la dimension des faces par la fonction  , pour la
d�e�nition IV.10, r�esulte, comme dans le cas des droites, de l'invariance des vecteurs de
position. Pour la premi�ere d�e�nition de l'�equivalence, le r�esultat similaire apparâ�t dans
la sous section suivante.

IV.4.4. �Equivalence d'arrangements et ordre des intersections

Dans cette section, nous pr�esentons bri�evement quelques r�esultats de Vo Phi [VoP94]
sur les arrangements de courbes du plan, car ils nous seront n�ecessaires dans l'�etude des
arrangements de polycourbes de B�ezier.

La d�e�nition que Vo Phi utilise pour l'�equivalence de deux arrangements de courbes est
celle de Gr�unbaum, IV.9, que nous reformulons ici pour des ensembles de courbes :

D�e�nition IV.15. { Soient G1 et G2 deux ensembles �nis de courbes du plan. Nous
dirons que les arrangements A(G1) et A(G2) sont �equivalents si et seulement si
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(IV.15.i) card(G1) = card(G2) ;
(IV.15.ii) il existe une fonction bijective ' : A(G1) �! A(G2) qui conserve les incidences.

Vo Phi prouve facilement que la fonction ' de cette d�e�nition conserve aussi les dimen-
sions des faces.

Supposons que les ensembles G1 et G2 sont index�es sur un ensemble d'indices I : G1 =
f�1i gi2I et G

2 = f�2i gi2I. Un premier r�esultat sur l'�equivalence des arrangements est donn�e
par le th�eor�eme suivant [VoP94] :

Th�eor�eme IV.16. { Si les arrangements A(G1) et A(G2) sont simples et �equivalents
et ' : A(G1) �! A(G2) est une bijection gardant les incidences, alors il existe � une
permutation de I telle que
(IV.16.i) f � �1i si et seulement si '(f) � �2�(i) pour toute face f de A(G1) et pour tout

i 2 I ;
(IV.16.ii) card(�1i \ �1j ) = card(�2�(i) \ �2�(j)) pour tous i 6= j 2 I ;

(IV.16.iii) �1i est ferm�ee si et seulement si �2�(i) est ferm�ee ;

(IV.16.iv) Soient s1 et s2 deux sommets de A(G1) situ�es sur la courbe �1i . Alors s2 2 �1i (s
�

1 )
si et seulement si '(s2) 2 �2('(s1)�).

Dans la suite, nous consid�erons que l'ensemble G2 a �et�e renum�erot�e de telle mani�ere
que la permutation � du th�eor�eme pr�ec�edent soit la permutation identique. La condition
(IV.16.iv) implique tout de suite que si nous consid�erons l'ensemble de tous les sommets
s 2 A(G1) tels que v�1

i
(s) = 0 pour un i quelconque �x�e de I, alors l'ordre de ces sommets

sur la courbe �1i et l'ordre de leurs images par la fonction ' sur la courbe �2i seront
identiques. En fait, (IV.16.iv) est �equivalente �a la condition d'ordre identique des sommets
respectivement sur �1i et sur �

2
i , car il est facile �a voir que si (IV.16.iv) n'est pas satisfaite

l'autre condition ne peut pas non plus être v�eri��ee.
Ainsi, pour chaque classe d'�equivalence d'arrangements le nombre et l'ordre des som-

mets sur respectivement chacune des courbes est le même pour tout arrangement membre
de la classe. Le r�esultat principal de Vo Phi consiste �a prouver que, sous certaines hy-
poth�eses qui ne sont pas trop restrictives, la r�eciproque de cette a�rmation est vraie aussi,
c'est-�a-dire le nombre et l'ordre des sommets respectivement sur les courbes d'un arrange-
ment d�eterminent de mani�ere unique la classe d'�equivalence de cet arrangement. Plus
pr�ecis�ement, il a d�emontre que deux arrangements pour lesquels les conditions (IV.16.ii)
et (IV.16.iv) sont satisfaites sont �equivalents, sous certaines hypoth�eses, aussi bien au sens
de la d�e�nition IV.15 qu'au sens de la d�e�nition IV.10.

D�e�nition IV.17. { Soient s1; : : : ; sk des sommets d'un arrangement A(G) situ�es tous
sur la courbe �i 2 G. Nous dirons que ces sommets sont positivement (respectivement
n�egativement) ordonn�es sur �i si et seulement si sh 2 �i(s

�

h+1) pour tout h 2 f1; : : : ; k�1g
(respectivement sh 2 �i(s

+

h+1) pour tout h 2 f1; : : : ; k � 1g).

Il r�esulte imm�ediatement que si s1; : : : ; sk sont positivement ordonn�es sur �i, alors
sj 2 �i(s

�

h ) pour tout h 2 f2; : : : ; kg et j 2 f1; : : : ; h� 1g.
Les hypoth�eses de travail que nous avons mentionn�ees sont les suivantes :

(h1) A(G1) et A(G2) sont simples et card(I) = n � 3.
(h2) il existe une bijection '0 entre les sommets de A(G1) et ceux de A(G2) v�eri�ant

(h2.1) s 2 �1i si et seulement si '0(s) 2 �2i pour tout sommet s de A(G1) et tout
i 2 I ;
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(h2.2) Pour tout i 2 I, soient s1; : : : ; sk tous les sommets de A(G1) situ�es sur �1i . Si
k � 2, alors pour toute permutation � de l'ensemble f1; : : : ; kg s�(1); : : : ; s�(k)
sont positivement ordonn�es sur �1i si et seulement si '0(s�(1)); : : : ; '0(s�(k))
sont positivement ordonn�es sur �2i .

(h3) Pour tous i; j 2 I, si �1i \ �1j = ;, alors �1i � �1+j (�1i � �1�j ) si et seulement si

�2i � �2+j (�2i � �2�j ).

Le r�esultat concernant l'�equivalence des arrangements s'�enonce alors comme suit :

Th�eor�eme [VoP94] IV.18. { Soient G1 = f�1i gi2I et G
2 = f�2i gi2I deux ensembles de

courbes telles que les hypoth�eses (h1), (h2) et (h3) soient satisfaites. Alors il existe une
unique fonction bijective ' : A(G1) �! A(G2) v�eri�ant
(IV.18.i) ' conserve les incidences ;
(IV.18.ii) '(s) = '0(s) pour tout sommet s de A(G1) ;
(IV.18.iii) f � �1i () '(f) � �2i , pour tout f 2 A(G

1) et tout i 2 I.

Ce r�esultat est compl�et�e par le th�eor�eme suivant [VoP94] :

Th�eor�eme IV.19. { Dans les hypoth�eses du th�eor�eme pr�ec�edent, supposons qu'en plus
l'a�rmation suivante est v�eri��ee :
(h.4) (Il existe i; j 2 I tels que �1i \ �1j = ;)

OU
(Il existe un sommet s 2 A(G1) et i0 2 I tels que v�1

i0
(s) = v�2

i0
('0(s)) 6= 0)

Alors VG1(f) = VG2('(f)) pour toute face f 2 A(G
1).

Les deux th�eor�emes pr�ec�edents nous disent que si les hypoth�eses (h1) jusqu'�a (h4)
sont v�eri��ees, alors les deux arrangements sont �equivalents dans le sens de la d�e�nition
IV.10, tandis que si seulement les hypoth�eses (h1) jusqu'�a (h3) sont satisfaites, alors les
arrangements seront �equivalentes uniquement au sens de la d�e�nition IV.15. Vo Phi montre
que si deux arrangements sont �equivalents au sens de la d�e�nition IV.15, alors nous aurons
soit VG1(f) = VG2('(f)) pour toute face f 2 A(G

1), soit v�1
i
(f) = �v�2

i
('(f)) pour toute

face f 2 A(G1) et i 2 I. Les hypoth�eses (h4) et (h3) nous assurent qu'il existe au moins
une face f0 2 A(G

1) et un indice i0 2 I tels que v�1
i0
(f0) = v�2

i0
('(f0)), et par cons�equent

si (h4), en plus de (h1), (h2), (h3), est satisfaite, alors la fonction ' du th�eor�eme IV.18
conserve les vecteurs de position.

Nous pouvons maintenant remarquer que si les hypoth�eses (h1), (h3) et (h4) sont v�eri-
��ees, alors la d�e�nition IV.10 de l'�equivalence de deux arrangements est �equivalente �a la
d�e�nition IV.15 utilis�ee par Vo Phi, car cette derni�ere implique, par le th�eor�eme IV.16,
l'hypoth�ese (h2), et (h1), (h2), (h3) et (h4) impliquent IV.10.

IV.4.5. �Equivalence : dans le plan ou sur la sph�ere ?

Avant de passer �a la discution sur les arrangements de polycourbes, regardons les deux
arrangements de la �gure IV.4 : nous ne dirions pas, �a la premi�ere vue, qu'ils sont �equi-
valents. Pourtant, en faisant l'�etude des sommets, arêtes et cellules, il r�esulte facilement
qu'ils le sont, au sens de la d�e�nition de Gr�unbaum. �A la cellule hachur�ee du premier
arrangement correspond la cellule non born�ee du second, tandis qu'�a la cellule non born�ee
du premier arrangement correspond celle qui est hachur�ee dans le deuxi�eme.
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Figure IV.4 Ces deux arrangements sont �equivalents

�2�3

�1

�2
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Figure IV.5

L'�equivalence des deux arrangements persiste si nous utilisons la d�e�nition donn�ee par
Edelsbrunner en d�e�nissant �+ et �� d'apr�es la position de l'origine par rapport �a la courbe
�, �a condition de positionner l'origine dans la cellule hachur�ee pour l'un des arrangements
et dans la cellule non born�ee pour l'autre. Il existe quand même des d�e�nitions possibles
pour �+ et �� telles que les deux arrangements ne soient plus �equivalentes au sens de la
d�e�nition IV.10 ; par exemple, si pour toute courbe ferm�ee �+ est la r�egion non born�ee
des deux r�egions connexes d�elimit�ees par � et �� est la r�egion born�ee.

Remarquons qu'en \pla�cant" les deux arrangements de la �gure sur la sph�ere, leur
�equivalence devient tr�es naturelle (et en accord avec le \bon sens g�eom�etrique"). Les
deux arrangements de la �gure IV.5 seront eux aussi �equivalents aux deux pr�ec�edents,
et en raisonant sur la sph�ere nous pouvons trouver tous les arrangements \visuellement
di��erents" qui sont, conform�ement �a la d�e�nition IV.15, �equivalents �a ceux de la �gure
IV.4.

IV.5. Arrangements de polycourbes de B�ezier

Comme nous l'avons mentionn�e dans l'introduction de ce chapitre, le calcul exact d'un
arrangement de courbes ne peut pas se faire sans la r�esolution des syst�emes d'�equations
alg�ebriques qui peuvent être de degr�e �elev�e. Les impr�ecisions des r�esultats num�eriques de
ces syst�emes peuvent conduire �a des contradictions dans la topologie et la combinatoire de
l'arrangement, par exemple par l'inversion des positions des deux sommets successifs sur
une des courbes de l'arrangement.

Dans cette section, nous �etudions les arrangements de polycourbes de B�ezier, en nous
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posant non pas la question du calcul d'un tel arrangement, mais celle de la construction
d'un arrangement de lignes polygonales qui lui soit �equivalent dans le sens de la d�e�nition
IV.15. Le calcul exact d'un arrangement de lignes polygonales, tout en �etant d'une com-
plexit�e bien sup�erieure �a celle du calcul d'un arrangement de droites, ne fait pas intervenir
des �equations de degr�e sup�erieur �a un et par cons�equent peut être consid�er�e comme r�ea-
lisable de mani�ere exacte. Mais avant de passer aux polycourbes de B�ezier, une discussion
sur les arrangements de polycourbes (quelconques) s'impose.

IV.5.1. Arrangements de polycourbes

Nous avons vu que toutes les courbes consid�er�ees dans l'�etude sur les arrangements de
courbes sont soit ferm�ees, soit non born�ees, et d�e�nissent par cons�equent une partition du
plan en deux r�egions ouvertes connexes disjointes. Les polycourbes qui ne sont pas ferm�ees
n'ont pas cette propri�et�e, car les polycourbes sont toujours des compacts, donc born�ees ;
par exemple l'arrangement pr�esent�e dans la �gure IV.6 a une seule cellule.

Les arrangements de polycourbes seraient ainsi plus proches des arrangements de seg-
ments [Boi95] que des arrangements de droites. Nous verrons ainsi apparâ�tre des cellules
non banales, dont l'int�erieur de l'adh�erence contient au moins une extr�emit�e de polycourbe,
et des cellules banales, celles qui ne satisfont pas la propri�et�e ci-dessus. L'unique cellule
de l'arrangement de la �gure IV.5 est non banale.

Dans un arrangement de courbes non born�ees ou ferm�ees, il peut exister (et il existera
pourvu qu'au moins une courbes est non born�ee) des arêtes ayant un seul sommet, et ces
arêtes seront non born�ees. Dans un arrangement de polycourbes, toutes les arêtes sont
�evidemment born�ees, mais il peut toujours en exister qui n'ont qu'un seul sommet, et nous
appellerons arête libre une telle arête.

C1

C2

C3 C5

C4

Figure IV.6

Remarquons aussi qu'�a une polycourbe C nous pouvons associer de mani�ere naturelle
un sens de parcours, car elle est une courbe param�etrique, donc la notion de sommets
positivement ordonn�es, ainsi que les ensembles C(P�) et C(P+) pour P 2 C, ont un sens et
seront utilis�es.

La d�e�nition d'un arrangement simple est �a peu pr�es la même que pour les courbes
ferm�ees ou non born�ees, mais la condition (IV.13.ii) doit être reformul�ee, car R(C;P) n'a
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pas de sens si la polycourbe C n'est pas ferm�ee. Pour pouvoir donner la d�e�nition d'un
arrangement simple de polycourbes, la notion suivante nous est n�ecessaire :

D�e�nition IV.20. { Soient C1 et C2 deux polycourbes et soit P un point de C1 \ C2 qui
n'est pas une extr�emit�e de C2.
(IV.20.a) Si C1 n'est pas une polycourbe ferm�ee et P est l'une de ses extr�emit�es, nous

dirons que C2 traverse C1 de gauche �a droite en P si et seulement si
(IV.20.a.i) il existe "0 > 0 tel que card(C(P; ") \ C1) = 1 et card(C(P; ") \ C2) = 2

pour tout " � "0 ;
(IV.20.a.ii) si en parcourant C(P; "0) �a partir du point C(P; "0) \ C1 vers la gauche

par rapport au sens de parcours de C1 nous notons P1 et P2 les points
d'intersection de C(P; "0) et C2 dans l'ordre o�u nous les avons trouv�es,
alors P1 2 C2(P

�

2 ).
(IV.20.b) Si C1 est une polycourbe ferm�ee ou P n'est pas l'une de ses extr�emit�es, nous

dirons que C2 traverse C1 de gauche �a droite en P si et seulement si
(IV.20.b.i) il existe "0 > 0 tel que card(C(P; ") \ C1) = 2 et card(C(P; ") \ C2) = 2

pour tout " � "0 ;
(IV.20.b.ii) si fP1;P2g = C(P; "0)\C2 tels que P1 2 C2(P

�

2 ), alors en notant Cg(P; "0)
l'arc de C(P; "0) se trouvant �a gauche de C1 par rapport �a son sens de
parcours (consid�er�e sans ses extr�emit�es, qui sont les points d'intersection

de C(P; "0) et C1) et Cd(P; "0) = C(P; "0) n
�
Cg(P; "0) [

�
C(P; "0) \ C1

��
,

alors
P1 2 Cg(P; "0) et P2 2 Cd(P; "0).

De mani�ere sym�etrique se d�e�nit la travers�ee de droite �a gauche.

Pour simpli�er l'expression, donnons encore une d�e�nition, qui d�ecoule directement de
celle-ci :

D�e�nition IV.21. { Soient C1 et C2 deux polycourbes et soit P 2 C1 \ C2. Nous dirons
que C1 et C2 se traversent en P si et seulement si C2 traverse C1 de gauche �a droite en P
ou C2 traverse C1 de droite �a gauche en P.

Nous reformulons l'�enonc�e de IV.13 comme suit :

D�e�nition IV.22. { Soit C = fCigni=1 un ensemble de polycourbes. Nous dirons que A(C)
est un arrangement simple si et seulement si
(IV.22.i) Ci \ Cj \ Ck = ; pour tous i; j; k 2 f1; : : : ; ng distincts ;
(IV.22.ii) si P 2 Ci \ Cj , Ci et Cj se traversent en P ;
(IV.22.iii) si P 2 Ci \ Cj , il n'existe pas de tangente commune des polycourbes Ci et Cj

en P ;
(IV.22.iv) l'ensemble [ni=1Ci est connexe.

IV.5.2. �Equivalence d'arrangements de polycourbes

La d�e�nition de l'�equivalence donn�ee par Edelsbrunner n'a plus de sens pour les arrange-
ments de polycourbes, et les hypoth�eses (h.3) et (h.4) perdent aussi toute signi�cation, car
les vecteurs de position des faces ne peuvent plus être d�e�nis. Par contre, la d�e�nition de
Gr�unbaum reste pertinente et nous allons l'utiliser pour les arrangements de polycourbes.
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Proposition IV.23. { Soient C1 = fC1i gi2f1;:::;ng et C2 = fC2i gi2f1;:::;ng deux ensembles
de polycourbes tels que les arrangements A(C1) et A(C2) satisfassent les hypoth�eses (h1)
et (h2) et les conditions
(IV.23.i) C1i est ferm�ee si et seulement si C2i est ferm�ee.
(IV.23.ii) s 2 C1i \ C

1
j n'est pas une extr�emit�e de C1j si et seulement si '0(s) n'est pas

une extr�emit�e de C2j et si c'est le cas, alors C1j traverse C1i de gauche �a droite en

s si et seulement si C2j traverse C2i de gauche �a droite en '0(s).
Alors les deux arrangements sont �equivalents au sens de la d�e�nition IV.15.

Preuve { La fonction '0 de (h2) �etant une bijection, la condition (h2.1) implique imm�e-
diatement l'�egalit�e des cardinaux des ensembles de sommets situ�es respectivement sur C1i ,
dans l'arrangement A(C1), et C2i , dans l'arrangement A(C2), pour tout i 2 f1; : : : ; ng. En
utilisant (IV.23.i), nous d�eduisons que le nombre d'arêtes situ�ees sur C1i dans A(C1) est
�egal au nombre d'arêtes situ�ees sur C2i dans A(C2), pour tout i 2 f1; : : : ; ng.

Si nous notons s1;i1 ; : : : ; s1;iki les sommets deA(C1) appartenant �a C1i dans l'ordre croissant

des valeurs des param�etres auxquels ils correspondent sur la polycourbe, et s2;i1 ; : : : ; s2;iki
les sommets de A(C2) appartenant �a C2i toujours dans l'ordre croissant, la condition (h2.2)

implique '0(s
1;i
h ) = s2;1h pour tout h 2 f1; : : : ; kig, et ceci pour tout i 2 f1; : : : ; ng.

Notons les arêtes de A(C1) situ�ees sur C1i , dans l'ordre de leur \apparition" sur la

polycourbe, a1;i1 ; : : : ; a1;ik0
i

, et les arêtes de A(C2) situ�ees sur C2i , toujours dans le bon ordre,

a2;i1 ; : : : ; a2;ik0
i

. Nous observons que k0 = k + 1, si les polycourbes C1i et C2i ne sont pas

ferm�ees, et k0 = k si elles le sont ; dans ce dernier cas, l'arête a1;i1 sera celle comprise entre

s1;i1 et s1;i2 et a1;iki sera l'arête comprise entre s1;iki et s1;i1 , contenant �eventuellement l'origine

de la polycourbe (si s1;i1 en est di��erent).
D�e�nissons alors la fonction '1 faisant correspondre �a une arête de A(C

1) une arête de
A(C2) :

'1(a
1;i
h ) = a2;ih 8h 2 f1; : : : ; k0ig 8i 2 f1; : : : ; ng

Cette fonction est de mani�ere �evidente une bijection, et il est aussi �evident que si s et
a sont respectivement un sommet et une arête de A(C1) d�e�nissant une incidence, alors
'0(s) et '1(a) d�e�nissent une incidence dans A(C2).

Soit maintenant c une cellule de A(C1). Sa fronti�ere, qui sera not�ee �1, est un ensemble
d'arêtes et de sommets de l'arrangement. Discutons d'abord le cas o�u c est une cellule
banale.

Si c est banale, il y a autant d'arêtes que de sommets dans la composition de cette fron-
ti�ere, qui est une courbe ferm�ee (et simple). En commen�cant par un sommet quelconque de
�1, suivi par un sommet incident �a une des deux arêtes qui sont en même temps incidentes
�a c et au sommet d�ej�a pris, nous aurons une direction de parcours de �1 ; nous faisons la
liste des faces composant �1 suivant cette direction de parcours et prenons leurs images
respectivement par '0 et '1 dans l'arrangement A(C2). L'union des images formera une
courbe �2 et les propri�et�es des bijections '0 et '1 impliquent facilement que �2 est une
courbe ferm�ee (et simple). Nous montrons que l'une des deux r�egions du plan d�elimit�ees
par �2 est une cellule de A(C2).

Soit L1 = fs1; a1; s2; a2; : : : ; s`; a`g la liste des faces de A(C1) composant �1 ; �2 sera
compos�ee des �el�ements de l'ensemble L2 = f'0(s1); '1(a1); : : : ; '0(s`); '1(a`)g. Les arêtes
'1(a1) et '1(a2) ne peuvent être qu'incidentes �a une cellule c0 de A(C2).
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Supposons que, du point de vue de la cellule c, la courbe �1 est parcourue trigonom�e-
triquement, ce qui veut dire que c se trouve �a gauche de �1 quand nous parcourons cette
courbe dans le sens donn�e par la liste L1. Alors pour tout h � ` l'arête ah+1 sera \la
premi�ere �a gauche" partant du sommet sh quand nous sommes arriv�es par ah (les indices
h sont consid�er�es de mani�ere circulaire).

Il n'est pas di�cile de voir que c0 se trouve �a gauche des arêtes '1(a1) et '1(a2). En
e�et, soient i; j 2 f1; : : : ; ng tels que a1 � C1i et a2 � C1j .

Cas 1. s2 est une extr�emit�e de C1i et une extr�emit�e de C1j . Dans l'arrangement A(C1),
il n'y a que deux arêtes incidentes �a s2, qui sont pr�ecis�ement a1 et a2. De par
la condition (IV.23.ii), '0(s2) est une extr�emit�e de C2i et une extr�emit�e de C2j et

dans l'arrangement A(C2) les seules deux arêtes incidentes �a '0(s2) sont '1(a1)
et '1(a2). Dans ce cas, notre �etude \se d�eplace" au sommet s3, impliquant les
arêtes a2 et a3 ; si ce sommet aussi est une extr�emit�e pour les deux polycourbes
supportant a2 et a3, nous passons au suivant et ainsi de suite jusqu'au premier
sommet qui n'est pas dans cette situation. Si tous les sommets sh, pour h 2
f1; : : : ; `g, se trouvent dans ce cas, alors l'arrangement A(C1) ne peut avoir que
deux cellules, qui sont respectivement les deux r�egions connexes du plan d�e�nies
par �1, car cet arrangement �etant simple, [ni=1C

1
i doit être un ensemble connexe et

donc toutes les polycourbes de C1 sont incluses dans �1. Il est tr�es facile �a voir que
la condition (IV.23.ii) implique exactement la même structure pour l'arrangement
A(C2) et nous n'avons qu'a consid�erer que c0 est celle des deux cellules de A(C2)
se trouvant �a gauche du parcours de �2.

Cas 2. s2 est une extr�emit�e de C1i , mais il n'en est pas une de C1j . Supposons que C1j
traverse C1i de gauche �a droite en s2 (si C1j traverse C1i de droite �a gauche en s2,

la discussion est similaire). Alors s3 2 C1j (s
�

2 ), de par la d�e�nition de la travers�ee
de gauche �a droite et compte tenant de la supposition faite sur le sens de parcours
de �1. Dans l'arrangement A(C2), le raisonnement se fait en sens inverse : comme
la condition (IV.23.ii) implique '0(s3) 2 C2j ('0(s2)

�), nous d�eduisons que '1(a2)
est \la premi�ere �a gauche" partant du sommet '0(s2) quand nous sommes arriv�es
par '1(a1) et par cons�equent c0 se trouve �a gauche du parcours donn�e par la liste
L2 sur �2.

Cas 3. s2 est une extr�emit�e de C1j , mais il n'en est pas une de C1i . Supposons que C1i
traverse C1j de gauche �a droite en s2 (si C1i traverse C1j de droite �a gauche en s2,
la discussion est similaire). Alors la d�e�nition de la travers�ee de gauche �a droite
et la supposition faite sur le sens de parcours de �1 impliquent s1 2 C1i (s

+

2 ). Dans
l'arrangement A(C2), nous raisonnons �a l'inverse : comme la condition (IV.23.ii)
implique '0(s1) 2 C2i ('0(s2)

+), nous d�eduisons que '1(a1) est \la premi�ere �a
droite" partant du sommet '0(s2) quand nous sommes arriv�es par '1(a2) et par
cons�equent que '1(a2) est \la premi�ere �a gauche" partant du sommet '0(s2) quand
nous sommes arriv�es par '1(a1) ; nous obtenons ainsi que c0 se trouve �a gauche
du parcours donn�e par la liste L2 sur �2.

Cas 4. s2 n'est une extr�emit�e ni pour C1i , ni pour C
1
j . La discussion �a faire dans ce cas

est identique �a celle du Cas 2 et nous obtenons la propri�et�e voulue pour le sens de
parcours de �2 par rapport �a la cellule c0.

Cas 5. i=j. Ce cas survient quand s2 est une extr�emit�e d'une polycourbe qui \part vers
l'ext�erieur" de la cellule c, et il est facile �a voir la discussion est sym�etrique �a celle
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du Cas 3 (o�u s2 est une extr�emit�e d'une polycourbe qui \part vers l'int�erieur" de
la cellule c).

Soit p 2 f3; : : : ; `g et supposons que les arêtes '1(ah) sont incidentes �a c0 pour h 2
f1; : : : ; p � 1g ; il est alors �evident que '1(ap) l'est aussi. En e�et, dans l'arrangement
A(C1) l'arête ap est \la premi�ere �a gauche" en partant de sp quand nous sommes arriv�es
par ap�1 et une discussion par cas tr�es semblable �a celle faite pour prouver que c

0 se trouve
�a gauche de �2 par rapport au sens de parcours donn�e par L2 nous m�enera �a la conclusion
que dans l'arrangement A(C2) l'arête '1(ap) est \la premi�ere �a gauche" en partant de
'0(sp) quand nous sommes arriv�es par '1(ap�1) et donc incidente �a c0. Par r�ecurrence,
nous obtenons ainsi que toutes les arêtes de l'ensemble L2 sont incidentes �a c0.

Dans ses grandes lignes, la discution pour le cas o�u la cellule c n'est pas banale est
identique �a celle d�ej�a faite pour le cas c banale, en nous servant du fait que la fonction
'1 est telle que si a est une arête libre de �(C1), alors '1(a) est une arête libre de A(C2).
Dans la liste L1 d�ecrivant le bord de c une arête libre sera identi�able au fait qu'elle est
pr�ec�ed�ee et suivie par un même sommet, son unique sommet incident ; la liste L2 des
images des �el�ements de L1 par '0, respectivement '1, aura bien sûr la même particularit�e.
En plus, pour les arêtes libres il n'a pas de sens de dire que la cellule se trouve �a gauche
(ou �a droite), mais nous pouvons �eviter ce probl�eme en consid�erant que toute arête libre
est \creuse". Avec ces conventions sur l'ensemble L1 et sur les arêtes libres, prouver que la
liste L2 d�e�nit le bord d'une cellule c0 dans l'arrangement A(C2) se fait de la même fa�con
que dans le cas o�u c est banale.

Nous pouvons par cons�equent d�e�nir une fonction '2 associant �a une cellule c de
l'arrangement A(C1) la cellule c0 de A(C2) dont le bord est l'image par les fonctions '0 et
'1 du bord de c. Nous avons prouv�e que pour chaque cellule c de A(C1) il existe une telle
cellule c0 dans A(C2), donc le nombre de cellules de A(C1) est inf�erieur ou �egal au nombre
de cellules de A(C2) ; mais '0 et '1 sont des bijections et toutes les conditions impos�ees
aux deux arrangements sont sym�etriques en C1 et C2, par cons�equent tout le raisonnement
peut se faire en inversant les rôles des deux ensembles de polycourbes et nous pouvons
donc d�eduire que le nombre de cellules de A(C2) est inf�erieur ou �egal au nombre de cellules
de A(C1) et conclure que les deux arrangements ont le même nombre de cellules. Comme
il est �evident que si c1 6= c2 sont deux cellules de A(C

1) les cellules c01 et c
0
2 leur correspon-

dant dans A(C2) sont elles aussi distinctes, nous obtenons que la fonction '2 est aussi une
bijection.

Pour d�e�nir la bijection ' de la d�e�nition IV.15, il nous reste �a pr�eciser que sa restriction
aux sommets deA(C1) est �egale �a '0, sa restriction aux arêtes est �egale �a '1 et sa restriction
aux cellules est �egale �a '2. Il est �evident que ' ainsi d�e�nie garde les incidences.

ut
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Figure IV.7 Dans le cas (a), �4 est parcouru de A �a B. Si dans le cas (b) �4 est parcouru
de A �a B, (IV.23.ii) n'est pas satisfaite ; si �4 est parcouru de B �a A, c'est
(h2.2) qui n'est pas satisfaite.

La condition (IV.23.i) est �evidemment n�ecessaire pour que les deux arrangements de
polycourbes soient �equivalents, car une polycourbe ferm�ee sur laquelle il existe k sommets
contiendra k arêtes, aucune libre, tandis qu'une polycourbe non ferm�ee ayant k sommets
contiendra k + 1 arêtes, parmi lesquelles deux libres ; les hypoth�eses (h1) et (h2) ne nous
permettant pas de la d�eduire, cette condition a dû être pos�ee de mani�ere explicite.

La condition (IV.23.ii), par contre, n'est pas n�ecessaire : dans un arrangement de poly-
courbes il su�t de changer l'orientation d'une seule polycourbe pour obtenir un nouvel
arrangement qui est bien sûr �equivalent au pr�ec�edent au sens de la d�e�nition sans que
la condition (IV.23.ii) soit satisfaite. Mais cette condition est la plus faible (et intuitive)
que nous ayons pu trouver pour assurer l'�equivalence de deux arrangements quelconques de
polycourbes, car nous pouvons voir dans la �gure IV.7 deux arrangements ne la satisfaisant
pas et qui ne sont pas �equivalents.

IV.5.3. Arrangements de polycourbes de B�ezier et de polygones de contrôle

Comme pour le probl�eme du calcul de l'enveloppe convexe, l'approximation polygonale
que nous utiliserons pour une polycourbe de B�ezier sera son polygone de contrôle. Ainsi,
de fa�con naturelle, �a tout ensemble de polycourbes de B�ezier B = fBigi2I sera associ�e un
ensemble de lignes polygonales P = fPigi2I ayant le même cardinal. La polycourbe Bi,
pour tout i 2 I, s'�ecrit Bi = [nij=1Bi;j, o�u Bi;j est une courbe de B�ezier compl�etement

convexe de B-polygone Pi;j = P
(i;j)
0 P

(i;j)
1 : : :P

(i;j)
mi;j .

Comme nous avons annonc�e au d�ebut de cette section, nous cherchons un arrangement
de lignes polygonales qui soit �equivalent �a un arrangement de polycourbes de B�ezier donn�e.
Nous construirons cet arrangement �a partir de l'arrangement de polygones de contrôle des
polycourbes de B�ezier, en utilisant la subdivision de de Casteljau de rapport 1=2.

Avant d'�enoncer et prouver le th�eor�eme d'existence d'un arrangement de polygones de
contrôle �equivalent �a un arrangement de polycourbes de B�ezier donn�e, nous �etablissons
une convention de notation dont nous aurons besoin.
Convention Soient B1 = [n1i=1B1;i et B2 = [n2i=1B2;i deux polycourbes de B�ezier telles
que l'arrangement A(fB1;B2g) soit simple. Supposons qu'il existe i1 2 f2; : : : ; n1g et i2 2

f1; : : : ; n2g tels que P
(1;i1)
0 2 B2;i2 nfP

(2;i2)
0 ;P(2;i2)

m2;i2
g (i1 est di��erent de 1, car l'arrangement

�etant simple nous aurons P
(1;1)
0 ;P

(1;n1)
mn1

=2 B2 et P
(2;1)
0 ;P

(2;n2)
mn2

=2 B1). La simplicit�e de

146



A(fB1;B2g) implique l'existence de " > 0 tel que

Bm1;i1
(P

(1;i1)
0 ; : : : ;P(1;i1)

m1;i1
; ]0; "[) \ reg(B2;i2 ; [P

(2;i2)
0 P(2;i2)

m2;i2
]) = ;

et

Bm1;i1�1
(P

(1;i1�1)
0 ; : : : ;P(1;i1�1)

m1;i1�1
; ]"; 1[) � reg(B2;i2 ; [P

(2;i2)
0 P(2;i2)

m2;i2
])

(IV:2)

ou

Bm1;i1
(P(1;i1)

0 ; : : : ;P(1;i1)
m1;i1

; ]0; "[) � reg(B2;i2 ; [P
(2;i2)
0 P(2;i2)

m2;i2
])

et

Bm1;i1�1
(P

(1;i1�1)
0 ; : : : ;P(1;i1�1)

m1;i1�1
; ]"; 1[) \ reg(B2;i2 ; [P

(2;i2)
0 P(2;i2)

m2;i2
]) = ;

(IV:3)

�A chaque fois que la situation d�ecrite par les formules (IV.2) survient, nous consid�erons

que P
(1;i1)
0 2 B2;i2 et P

(1;i1�1)
m1;i1�1

=2 B2;i2, et si nous avons la situation d�ecrite par (IV.3),

nous consid�erons que P
(1;i1)
0 =2 B2;i2 et P

(1;i1�1)
m1;i1�1

2 B2;i2. Autrement dit, nous consid�erons

que celle des deux courbes de B�ezier ayant le point P
(1;i1)
0 comme extr�emit�e commune qui

\part vers l'int�erieur" de la courbe B2;i2 ne coupe pas B2;i2 en P
(1;i1)
0 , et seulement celle qui

\part vers l'ext�erieur" aura en commun avec B2;i2 ce point. Cette convention n'introduit
pas d'incoh�erence dans le nombre ou l'ordre des intersections de B1 et B2 et elle est faite,
comme nous le verrons dans la d�emonstration du th�eor�eme suivant, �a cause des situations
comme celle de la �gure IV.8, o�u nous ne pourrons jamais avoir P1;i1 \ P2;i2 6= ; si le

param�etre correspondant �a P
(1;i1)
0 sur la courbe B2;i2 n'est pas de la forme i=2k.

B1;i1

B2;i2

Figure IV.8

Th�eor�eme IV.24. { Soit B = fBigi=1;:::;n une famille de polycourbes telle que A(B) soit
simple et n � 3. Supposons en plus que

P
(i;ni)
0 ;P(i;ni)

mi;ni
=2
[
k 6=i

Bk 8i 2 f1; : : : ; ng

Alors il existe une famille P = fPigi=1;:::;n de polygones de contrôle de ces polycourbes
ayant les propri�et�es
(IV.25.i) A(B) et A(P) sont �equivalents ;
(IV.25.ii) toute famille de polygones de contrôle obtenue par subdivision de de Casteljau �a

partir de P satisfait la propri�et�e (IV.25.i).

Preuve { Nous utiliserons les mêmes notations que pr�ec�edemment, en consid�erant que la
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polycourbe Bi courante s'�ecrit Bi = [nij=1Bi;j et a le polygone de contrôle Pi = [nij=1Pi;j

avec Pi;j = P
(i;j)
0 P

(i;j)
1 : : :P

(i;j)
mi;j .

Sans restriction de la g�en�eralit�e, nous pouvons supposer que

card(Bi1;j1 \ ([i 6=i1Bi)) � 1 8i1 2 f1; : : : ; ng8j1 2 f1; : : : ; ni1g (IV:4)

En e�et, soient i1 2 f1; : : : ; ng et j1 2 f1; : : : ; ni1g tels que card(Bi1;j1\([i6=i1Bi)) = p > 1.
Nous pouvons �ecrire Bi1;j1 \ ([i6=i1Bi) = fQ1;Q2; : : : ;Qpg, en supposant que les points
Q1; : : : ;Qp sont ordonn�es sur la courbe Bi1;j1 . Il existe alors 0 � t1 < t2 < : : : < tp � 1

tels que Qk = Bmi1;j1
(P(i1;j1)

0 ; : : : ;P(i1;j1)
mi1;j1

; tk). Nous prenons

� =

�
� log2

�
p

min
�=2

(t� � t��1)

��
et nous subdivisons la courbe Bi1;j1 � fois. Chacune des courbes de B�ezier ainsi obtenues
sera en fait la restriction de la courbe initiale a un intervalle de longueur 1=2�. Cette valeur
�etant inf�erieure �a minp�=2(t��t��1) par le choix de �, il ne peut pas y avoir de tel intervalle
de d�e�nition contenant plus d'un param�etre t�. Toutes les courbes obtenues par les sub-
divisions d�ecrites satisfont donc la propri�et�e ci-dessus, et en r�ep�etant ce proc�ed�e �a chaque
fois qu'une courbe de B�ezier d'une des polycourbes de l'arrangement coupe l'ensemble des
polycourbes auxquelles elle n'appartient pas en plus d'un point nous obtenons une nouvelle
�ecriture de l'arrangement pour laquelle la condition donn�ee est satisfaite.

Ainsi, l'arrangement A(B) satisfait la condition (IV.4). Pour prouver l'existence d'une
famille P de polygones de contrôle des polycourbes de la famille B telle que A(P) soit
un arrangement simple, nous traiterons une par une les conditions de la d�e�nition d'un
arrangement simple. Soit

"0 =
1

3
min
i1 6=i2

Bi1;j1
\Bi2;j2

=;

d
�
Bi1;j1 ;Bi2;j2

�
Suite aux propri�et�es des courbes de B�ezier, il existe une famille de polygones de contrôle
P = fPigi=1;:::;n telle que

�H
� eBi;j ; ePi;j� < "0 8i 2 f1; : : : ; ng8j 2 f1; : : : ; nig (IV:5)

Si nous supposons que A(P) ne satisfait pas (IV.22.i), il existe i1; i2; i3 2 f1; : : : ; ng tous
distincts et jk 2 f1; : : : ; nikg pour k = 1; 2; 3 tels queePi1;j1 \ ePi2;j2 \ ePi3;j3 6= ;

Soit P 2 ePi1;j1 \ ePi2;j2 \ ePi3;j3 . Comme la relation (IV.4) est satisfaite, nous ne pouvons

pas avoir eBi1;j1 \ eBi2;j2 6= ; et eBi1;j1 \ eBi3;j3 6= ;. Supposons que eBi1;j1 \ eBi3;j3 = ;. Alors

d( eBi1;j1 ; eBi3;j3) � d(P; eBi1;j1 ) + d(P; eBi3;j3 ) � �H( eBi1;j1 ; ePi1;j1 ) + �H( eBi3;j3 ; ePi3;j3) < 2"0

contradiction avec la d�e�nition de "0. La condition (IV.5) est invariante �a la subdivision
de de Casteljau, ce qui signi�e que toute famille de polygones de contrôle obtenue par
subdivision de de Casteljau �a partir de P va g�en�erer un arrangement v�eri�ant la condition
(IV.22.i).

Pour montrer l'existence d'une famille P satisfaisant les conditions (IV.22.ii) et (IV.22.iii),
nous allons prouver qu'il existe une famille P = fPigi=1;:::;n telle que

card( ePi1;j1 \ ePi2;j2 ) = card( eBi1;j1 \ eBi2;j2) 8i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng

8jk 2 f1; : : : ; nikg; k = 1; 2
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Si eBi1;j1\ eBi2;j2 = ;, un raisonnement identique �a celui fait pour prouver que l'arrangement

A(P) satisfaisant la relation (IV.5) v�eri�e (IV.22.i) nous m�enera �a la conclusion ePi1;j1 \ePi2;j2 = ;. Il nous reste donc �a prouver l'existence d'une famille de polygones de contrôle

telle que si eBi1;j1 \ eBi2;j2 6= ;, alors card( ePi1;j1 \ ePi2;j2) = 1 (car B satisfait la condition
(IV.4)). Cette preuve sera faite en deux �etapes, nous construirons d'abord une famille P

telle que ePi1;j1 \ ePi2;j2 6= ; et ensuite une telle que card( ePi1;j1 \ ePi2;j2 ) < 2. Deux nouvelles
notations nous sont n�ecessaires.

Notations

Di;j = DP(P
(i;j)
0 P(i;j)

mi;j
;Bi;j) n reg(P

(i;j)
0 P

(i;j)
mi;j ;Bi;j)

eDi;j = DP(eP(i;j)
0

eP(i;j)emi;j

; eBi;j) n reg(eP(i;j)
0

eP(i;j)emi;j

; eBi;j)
Soit fQg = eBi1;j1 \ eBi2;j2 .

Premier cas. Si nous avons la situation de la �gure IV.9, o�u

Q 2
�eP(i1;j1)

0 ; eP(i1;j1)emi1;j1

	
\
�eP(i2;j2)

0 ; eP(i2;j2)emi2 ;j2

	
;

il est �evident que ePi1;j1 \ ePi2;j2 6= ;.

eBi2;j2

eBi1;j1

Figure IV.9

Deuxi�eme cas. Un autre cas possible est celui de la �gure IV.10, o�u le point Q est une des
extr�emit�es de l'une des deux courbes et appartient �a l'int�erieur (en dimension 1) de l'autre,

et supposons que Q 2 eBi1;j1 n �eP(i1;j1)
0 ; eP(i1;j1)emi1 ;j1

	
. A(B) �etant un arrangement simple et

compte tenant de la convention de notation faite, eBi2;j2 \ eDi1;j1 6= ; et soit

"1 = sup
P2eBi2;j2\eDi1;j1

d
�
P; eBi1;j1�

Nous subdivisons eBi1;j1 jusqu'�a ce que �H( eBi1;j1 ; ePi1;j1) < "1. De par la d�e�nition de "1, la

courbe Bi2;j2 partage la r�egion B( eBi1;j1 ; "1) \ eDi1;j1 en deux parties connexes. D'un autre
côt�e,

�H( eBi1;j1 ; ePi1;j1) < "1 =) eP n �Pi1;j1)0 ;P(i1;j1emi1;j1

	
� B( eBi1;j1 ; "1) \ eDi1;j1
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eBi1;j1

eBi2;j2

Figure IV.10

Nous en d�eduisons que eBi2;j2 \ ePi1;j1 6= ; (IV:6)

Pour �xer les notations, supposons que Q = eP(i2;j2)
0 . Suite �a la convention de notation,

nous aurons eP(i2;j2)
1 2 DPop

�
tanQ( eBi1;j1); eBi1;j1�.

Supposons, par l'absurde, que ePi1;j1 \ ePi2;j2 = ; (IV:7)

Nous savons ePi2;j2 \ Int
�
E( ePi1;j1)� 6= ;. Si ePi2;j2 � Int

�
E( ePi1;j1)�, les propri�et�es des

courbes de B�ezier impliqueront eBi2;j2 � Int
�
E( ePi1;j1)�, contradiction avec la relation

(IV.6). Il r�esulte ePi2;j2 \ �
�
E( ePi1;j1)� 6= ;, ce qui, avec la relation (IV.7), donneraePi2;j2\]eP(i1;j1)

0
eP(i1;j1)emi1;j1

[6= ;. Alors il existe k 2 f1; : : : ; emi2;j2 � 1g tel que

[eP(i2;j2)
k

eP(i2;j2)
k+1 ]\]eP(i1;j1)

0
eP(i1;j1)emi1;j1

[ 6= ;

et soit R 2 [eP(i2;j2)
k

eP(i2;j2)
k+1 ]\]eP(i1;j1)

0
eP(i1;j1)emi1;j1

[. Des relations

eP(i2;j2)
0 2 eB(i1;j1) n �eP(i1;j1)

0 ; eP(i1;j1)emi1;j1

	
; eP(i2;j2)

1 2 DPop
�
tanQ( eBi1;j1); eBi1;j1�

et (IV.7) il r�esulte eP(i2;j2)
1 2 reg( eBi1 ;j1 ; ePi1;j1). D'un autre côt�e, R =2 reg( eBi1;j1 ; ePi1;j1 ),

donc la ligne polygonale [k�=1[eP(i2;j2)
�

eP(i2;j2)
�+1 ] doit couper la fronti�ere de reg( eBi1;j1 ; ePi1;j1 ).

Avec la condition (IV.7), cela impliquera� k[
�=1

[eP(i2;j2)
�

eP(i2;j2)
�+1 ]

�
\

� eBi1;j1 n �eP(i1;j1)
0 ; ePemi1;j1

	�
6= ;

Soit S un point de l'intersection des deux ensembles ci-dessus tel que, si ` 2 f1; : : : ; k� 1g

a la propri�et�e S 2 [eP(i2;j2)
`

eP(i2;j2)
`+1 ], la longueur de la ligne polygonale [`�=0[eP(i2;j2)

�
eP(i2;j2)
�+1 ]

soit minimale. Soit 
 la r�egion born�ee, d'un côt�e, par le morceau de eBi1;j1 compris entre

les points Q et S, et, de l'autre côt�e, par le morceau de ePi2;j2 compris entre eP(i2;j2)
0 = Q

et S :


 = reg

� eBi1;j1jj [QS];�`�1[
�=0

[eP(i2;j2)
�

eP(i2;j2)
�+1 ]

�
[ [P

(i2;j2)
` S]

�
La condition (IV.7) et le fait que eP(i2;j2)

1 2 reg( eBi1;j1 ; ePi1;j1 ) impliquent


 � reg( eBi1 ;j1 ; ePi1;j1)
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Les propri�et�es des courbes de B�ezier (�a savoir le fait que [eP(i2;j2)
0

eP(i2;j2)
1 est tangent �aeBi2;j2 en eP(i2;j2)

0 et eBi2;j2 � DP(eP(i2;j2)
0

eP(i2;j2)
1 ; eP(i2;j2)

2 )) donnent eBi2;j2 \ 
 6= ;. Nous ne

pouvons pas avoir eBi2;j2 � 
, car cela donnerait une contradiction avec la relation (IV.6),

donc eBi2;j2 \ ��(
) n feP(i2;j2)
0 g

�
6= ;. Comme eBi2;j2 \ � ePi2;j2 n feP(i2;j2)

0 ; eP(i2;j2)emi2;j2

g
�
= ;, nous

d�eduisons eBi2;j2 \ � eBi1;j1 n fQg� 6= ;, en obtenant ainsi une contradiction avec la relation
(IV.4). La supposition (IV.7) nous ayant men�es �a une contradiction, elle est fausse et nous
avons par cons�equent prouv�e ePi1;j1 \ ePi2;j2 6= ;

Troisi�eme cas. Il nous reste ainsi �a �etudier le cas g�en�eral des positions relatives des courbeseBi1;j1 et eBi2;j2 , quand le point Q n'est l'extr�emit�e d'aucune de ces deux courbes, cas
pr�esent�e �gure IV.11.

eBi1;j1

eBi2;j2

eP
(i2;j2)
0

eP
(i1;j1)
0

Figure IV.11

Pour �xer les notations, supposons que les deux courbes sont telles que

8" > 0
�
B(Q; ") \ eDik;jk

�
\ eBi`;j j̀j [eP(i`;j`)0 Q]

6= ; 8k 6= ` 2 f1; 2g

Nous d�e�nissons

"01 = sup
P2eBi1;j1jj [eP(i1;j1)

0
Q]
\eDi2;j2

d
�
P; eBi2;j2� "001 = sup

P2eBi2;j2jj [eP(i2;j2)
0

Q]
\eDi1;j1

d
�
P; eBi1;j1�

"01 et "001 sont tous les deux positifs et nous prenons "1 = minf"01; "
00
1g. Nous pouvons

obtenir par subdivision de de Casteljau deux lignes polygonales ePi1;j1 et ePi2;j2 telles que

�H( eBik;jk ; ePik;jk ) < "1, pour k = 1; 2. De par la d�e�nition de "1, la courbe eBi1;j1jj [QeP(i1;j1)0 ]

partage la r�egion B( eBi2;j2 ; "1) \ eDi2;j2 en deux parties connexes telles que les pointseP(i2;j2)
0 et eP(i2;j2)emi2;j2

n'appartiennent pas �a l'adh�erence de la même de ces deux parties.

Comme la ligne polygonale ePi2;j2 joint ces deux points et est incluse dans B( eBi2;j2 ; "1) \eDi2;j2 , il r�esulte ePi2;j2 \ eBi1;j1jj [QeP(i1;j1)0 ]
6= ;. Sym�etriquement, nous aurons aussi ePi1;j1 \eBi2;j2jj [QeP(i2;j2)0 ]

6= ;. Soit fTg = ePi2;j2 \ eBi1;j1jj [QeP(i1;j1)0 ]
et soit h 2 f0; : : : ; emi2;j2 � 1g tel

que T 2 [P
(i2;j2)
h P

(i2;j2)
h+1 ]. Si nous supposons que ePi1;j1 \ ePi2;j2 = ;, nous aurons aussi

ePi1;j1 \��h�1[
�=0

[P(i2;j2)
� P(i2;j2)

�+1 ]
�
[ [P(i2;j2)

h T]

�
= ;
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et le raisonnement �a faire pour obtenir une contradiction est identique �a celui fait pour le

deuxi�eme cas , en consid�erant la restriction de la courbe Bi2;j2 d�elimit�ee par eP(i2;j2)
0 et Q

et la restriction du polygone ePi2;j2 d�elimit�ee par eP(i2;j2)
0 et T.

Il est �evident, dans les trois cas possibles de positions relatives des courbes eBi1;j1 eteBi2;j2 , qu'aucune subdivision ult�erieure ne changera le fait que l'intersection des polygones
de contrôle est non-vide, car les majorations impos�ees �a �H( eBik;jk ; ePik;jk), pour k = 1; 2,
seront toujours v�eri��ees.

Nous arrivons ainsi �a la deuxi�eme �etape de notre preuve et nous cherchons des polygones
de contrôle ePi1;j1 et ePi2;j2 tels que card( ePi1;j1 \ ePi2;j2) = 1. Pour cette preuve aussi nous
devons traiter s�epar�ement les trois cas �evidenti�es dans l'�etape pr�ec�edente.

Premier cas. Supposons que Q = eP(i1;j1)
0 = eP(i2;j2)

0 . Nous notonseAik;jk = DP
�eP(ik;jk)

0
eP(ik;jk)
1 ; eBik;jk� \ DP

�eP(ik;jk)
0

eP(ik;jk)emik;jk

; eBik;jk� k = 1; 2

Les a�rmations suivantes r�esultent de mani�ere �evidente des propri�et�es des courbes eBik;jk ,
pour k = 1; 2 :
{ eAi1;j1 \ eAi2;j2 = fQg =) ePi1;j1 \ ePi2;j2 = fQg

{ si eAi1;j1 \ eAi2;j2 6= fQg, alors� eBi1;j1 \ eAi2;j2

�
\
� eBi2;j2 \ eAi1;j1

�
= ; (IV:8)

et ces deux morceaux de courbes partagent la r�egion eAi1;j1 \ eAi2;j2 en trois parties
connexes (�gure IV.12).

eBi2;j2

eAi1;j1 \
eAi2;j2

eBi1;j1

eAi1;j1

eAi2;j2

Figure IV.12

Si nous sommes dans la premi�ere des deux situations d�ecrites ci-dessus, la relation �a prouver
est imm�ediate. Si nous sommes dans la deuxi�eme, soit "2 = d( eBi1;j1 \ eAi2;j2 ;

eBi2;j2 \ eAi1;j1 ).
Supposons que

sup
P2eBi1;j1\eAi2;j2

d(P;Q) < sup
P2eBi2;j2\eAi1;j1

d(P;Q) (IV:9)

152



Nous subdivisons eBi1;j1 jusqu'�a avoir �H( eBi1;j1 ; ePi1;j1) < (1=2)"2 et quand cette condition

est satisfaite il est facile �a voir que ePi1;j1 et ePi2;j2 ne peuvent pas avoir autre point commun

que Q. Si l'in�egalit�e (IV.9) est inverse, nous subdivisons eBi2;j2 ; les deux membres de (IV.9)
ne peuvent pas être �egaux �a cause de la relation (IV.8).

Deuxi�eme et troisi�eme cas. Nous traiterons ces deux cas ensemble, car ils sont similaires.

Les courbes eBi1;j1 et eBi2;j2 admettent quatre droites d'appui communes. Nous notons
� celle des deux droites d'appui qui satisfait

� \ eBi1;j1 � DPop(tanQ( eBi2;j2); eBi2;j2) � \ eBi2;j2 � DPop(tanQ( eBi1;j1); eBi1;j1)
Une telle droite d'appui existe, car l'arrangement A(B) �etant simple, eBi1;j1 et eBi2;j2 ne
peuvent pas avoir une tangente commune en Q.

�1

�2

�4

Q

�3

Figure IV.13 La seule des quatre droites d'appui satisfaisant les deux conditions ci-dessus
est �1

Soient �1 l'angle form�e par � et tanQ( eBi1;j1 ) et �2 l'angle form�e par � et tanQ( eBi2;j2 ).
Nous prenons

"02 =
1

2
d(Q;�) cos �1 "002 =

1

2
d(Q;�) cos �2

et nous subdivisons eBi1;j1 jusqu'�a obtenir �H( eBi1;j1 ; ePi1;j1 ) < "02 et eBi2;j2 jusqu'�a obtenir

�H( eBi2;j2 ; ePi2;j2) < "002 . Soient �
("02)
1 la parall�ele �a tanQ( eBi1;j1) situ�ee dans le demi-plan

DPop(tanQ( eBi1;j1); eBi1;j1) et telle que d(�("02)
1 ; tanQ( eBi1;j1 )) = "02 et �

("002 )
2 la droite d�e�nie

de mani�ere analogue par rapport �a tanQ( eBi2;j2 ) et "002 . Il est facile �a voir que D("02)
1 et �

("002 )
2

se coupent en un point T situ�e �a mi-distance entre Q et sa projection sur la droite �.
�Evidemment, ePi1;j1 � DP(�

("02)
1 ; eBi1;j1) et ePi2;j2 � DP(�

("002 )
2 ; eBi2;j2 ), donc l'intersection

des deux lignes polygonales sera contenue dans l'intersection des deux demi-plans. Plus,

en notant R1 le point d'intersection de �
("002 )
2 avec eBi1;j1 tel queeBi1;j1jj ]QR1[

� DP(�
("002 )
2 ; eBi2;j2 ) \DPop(tanQ( eBi2;j2); eBi2;j2)

et R2 le point d'intersection de �
("02)
1 avec eBi2;j2 tel queeBi2;j2jj ]QR2[

� DP(�
("02)
1 ; eBi1;j1) \DPop(tanQ( eBi1;j1); eBi1;j1)
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nous auronsePi1;j1 \ ePi2;j2 � reg
�
[R1T] [ [TR2] [ eBi2;j2jj ]R2Q[

[ eBi1;j1jj ]QR1[
(IV:10)

La r�egion ci-dessus est un pseudo-losange que nous appellerons L.
Si nous supposons card( ePi1;j1 \ ePi2;j2) � 2, il existe S1;S2 2 L qui appartiennent

simultan�ement aux deux polygones de contrôle. De par les propri�et�es des courbes de B�ezier
compl�etement convexes, si deux points P1;P2 appartiennent au polygone de contrôle eP de
la courbe eB, alors card(P1P2 \ B) 2 f0; 2g. Nous aurons donc

card(S1S2 \ eBi1;j1) 2 f0; 2g card(S1S2 \ eBi2;j2) 2 f0; 2g
Plus, pour des raisons de convexit�e, si S1S2\ eBi1;j1 6= ;, alors S1S2\ eBi1;j1 � eBi1;j1jj ]QR1[

et

si S1S2\ eBi2;j2 6= ;, alors S1S2\ eBi2;j2 � eBi2;j2jj ]QR2[
. Ainsi, nous aurons quatre possibilit�es

pour la droite S1S2.
1. S1S2 \ eBik;jk = ;, k = 1; 2 { cette situation n'est pas possible. En e�et, L est, de par

le choix des valeurs "02 et "002 , inclus dans T = reg
�
[T1T2] [ eBi2;j2jj [T2Q] [ eBi1;j1jj [QT1]�, o�u

fTkg = � \ eBik;jk , pour k = 1; 2. Toute droite passant par un point de T devra couper

au moins deux de ses côt�es, donc au moins une des courbes eBi1;j1jj [QT1] et eBi2;j2jj [QT2].
2. S1S2\ eBi1;j1 = ;, card(S1S2\ eBi2;j2jj ]QR2[

) = 2 { dans cette situation, S1S2 devrait couper

deux fois eBi2;j2jj [QT2] et ne pas couper eBi1;j1jj [QT1], ce qui est encore une fois impossible. Les

conditions sym�etriques, S1S2 \ eBi2;j2 = ;, card(S1S2 \ eBi1;j1jj ]QR1[
) = 2, m�enent �a la même

impossibilit�e.
3. card(S1S2 \ eBi1;j1jj ]QR1[

) = 2, card(S1S2 \ eBi2;j2jj ]QR2[
) = 2 { nous avons donc une

droite coupant deux fois eBi1;j1jj [QT1] et deux fois eBi2;j2jj [QT2]. Toute droite coupant deux

fois eBi1;j1jj ]QT1[ doit couper [T1T2], et de même toute droite coupant deux fois eBi2;j2jj [QT2]
doit couper [T1T2]. Ainsi, la droite S1S2 coupera la fronti�ere de T au moins cinq fois,
contradiction. Cette situation est donc elle aussi impossible.

Nous avons vu comment la supposition card( ePi1;j1 ; ePi2;j2 ) � 2 nous a men�es, dans tous
les cas, �a des situations impossibles, nous d�eduisons qu'elle est fausse, et ainsi nous pouvons
�ecrire

card( eBi1;j1 \ eBi2;j2) = card( ePi1;j1 \ ePi2;j2)
8i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng 8jk 2 f0; : : : ; nikg k = 1; 2

(IV:11)

Il est aussi facile �a remarquer qu'aucune subdivision ult�erieure ne changera les propri�et�es
qui impliquent cette relation. Nous allons prouver que toute famille de polygones de
contrôle P v�eri�ant (IV.11) forme un arrangement qui n'est pas seulement simple, mais
aussi �equivalent �a A(B) (rappelons que A(B) satisfait (IV.4)).

Nous avons d�ej�a montr�e que la condition (IV.22.i) est satisfaite, passons maintenant
�a (IV.22.ii). Si A(P) ne v�eri�e pas cette relation, il existe i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng, jk 2
f1; : : : ; nikg et `k 2 f0; : : : ;mik;jkg pour k = 1; 2 tels que soit

P
(i1;j1)
`1

2]P
(i2;j2)
`2

P
(i2;j2)
`2+1

[ et P
(i1;j1)
`1�1

2 DP(P
(i2;j2)
`2

P
(i2;j2)
`2+1

;P
(i1;j1)
`1+1

) ;

soit

P
(i1;j1)
`1

= P
(i2;j2)
`2

et P
(i1;j1)
`1�1

2 DP(P
(i2;j2)
`2�1

P
(i2;j2)
`2

;P
(i1;j1)
`1+1

) \DP(P
(i2;j2)
`2

P
(i2;j2)
`2+1

;P
(i1;j1)
`1+1

)
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comme pr�esent�e �gure IV.14.

P
(i1;j1)
`1

P
(i1;j1)
`1+1

P
(i2;j2)
`2

P
(i2;j2)
`2+1

P
(i1;j1)
`1�1

(b)

P
(i1;j1)
`1

= P
(i2;j2)
`2

P
(i1;j1)
`1+1

P
(i1;j1)
`1�1

P
(i2;j2)
`2�1

P
(i2;j2)
`2+1

(a)

Figure IV.14 (a) illustre la premi�ere des deux situation d�ecrites ci-dessus, (b) la deuxi-
�eme

Supposons que nous nous situons dans le cas de la �gure IV.14(a), l'autre cas se
traite de mani�ere tout-�a-fait similaire. Il est facile �a voir que nous ne pouvons pas avoir

P
(i1;j1)
`1�1

;P
(i1;j1)
`1+1

2 DPop(P
(i2;j2)
`2

P
(i2;j2)
`2+1

;Pi2;j2), car dans ce cas il r�esulte imm�ediatement
Bi1;j1 \ Bi2;j2 = ;, d'o�u une contradiction avec la d�e�nition de "0. Donc

P
(i1;j1)
`1�1

;P
(i1;j1)
`1+1

2 DP(P
(i2;j2)
`2

P
(i2;j2)
`2+1

;Pi2;j2) (IV:12)

et en plus Bi1;j1 \ Bi2;j2 6= ;. Nous pouvons en d�eduire

fP
(i1;j1)
0 ;P(i1;j1)

mi1;j1
g \ reg(Pi2;j2 ;Bi2;j2) 6= ; (IV:13)

En e�et, (IV.13) et le fait que card(Pi1;j1 \ Pi2;j2) = card(Bi1;j1 \ Bi2;j2 ) = 1 impliquent

Bi1;j1 �

mi2;j2�1\
k=0

DP(P
(i2;j2)
k P

(i2;j2)
k+1 ;Pi2;j2 )

et cette r�egion du plan est s�epar�ee en deux parties connexes par Bi2;j2 . Donc si card(Bi1;j1\

Bi2;j2) est impair, un et seulement un des points P
(i1;j1)
0 et P

(i1;j1)
mi1;j1

appartient �a reg(Pi2;j2 ;

Bi2;j2). Soit P
(i1;j1)
0 ce point. Si P

(i1;j1)
0 = eP(i1;j1)

0 , nous avons encore une fois obtenu
une contradiction avec la d�e�nition de "0. Sinon, un raisonnement identique au celui que

nous venons de faire nous m�ene �a la relation P
(i1;j1�1)
0 2 reg(Pi2;j2 ;Bi2;j2), et ainsi de

suite jusqu'�a l'obtention de l'appartenance de eP(i1;j1)
0 �a reg(Pi2;j2 ;Bi2;j2) et donc de la

contradiction cherch�ee.
Ainsi, supposer que la famille P construite ne v�eri�e pas la condition (IV.22.ii) nous

m�ene toujours �a une contradiction, donc elle est fausse.
La condition (IV.22.iii) se traduit, dans le cas des arrangements de lignes polygonales,

par

card([P
(i1;j1)
`1

P
(i1;j1)
`1+1

] \ [P
(i2;j2)
`2

P
(i2;j2)
`2+1

]) <1

8i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng8jk 2 f1; : : : ; nikg8`k 2 f0; : : : ;mik;jk � 1g; k = 1; 2

relation qui est �evidemment satisfaite par l'ensemble de polygones de contrôle P.
Le fait que l'ensemble [ni=1Pi est connexe r�esulte rapidement de la connexit�e de l'en-

semble [ni=1Bi et de (IV.11). En conclusion, la famille P satisfait toutes les conditions
de la d�e�nition IV.22 et par cons�equent A(P) est un arrangement simple. L'arrangement
A(B) �etant lui aussi simple et comme card(I) = n > 3, l'hypoth�ese (h1) est v�eri��ee.

Pour v�eri�er l'hypoth�ese (h2), nous allons construire une fonction '0 faisant correspon-
dre les sommets deA(B) et ceux deA(P) et nous prouverons qu'elle est bijective et satisfait
(h2.1) et (h2.2).

155



Soit s un sommet de A(B). Alors il existe i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng et j1 2 f1; : : : ; ni1g,
j2 2 f1; : : : ; ni2g tels que

s = Bi1;j1 \ Bi2;j2

car B satisfait (IV.4). De la relation (IV.11) il r�esulte que Pi1;j1 \Pi2;j2 est un sommet de
A(P) et nous posons '0(s) = Pi1;j1\Pi2;j2 , et ceci pour tous les sommets de l'arrangement
A(B). Le fait que la fonction '0 ainsi d�e�nie est bijective vient imm�ediatement de la
relation (IV.11), et le fait qu'elle satisfait (h2.1) aussi. Pour la condition (h2.2), il su�t
de remarquer que l'ordre des courbes de B�ezier Bi;j , j 2 f1; : : : ; nig, dans la polycourbe
Bi est le même que l'ordre des B-polygones Pi;j , j 2 f1; : : : ; nig, dans le polygone de
contrôle Pi. En utilisant toujours (IV.11), nous obtenons que '0 satisfait aussi (h2.2). En
plus, la condition (IV.11) est invariante �a la subdivision de de Casteljau, toute famille de
polygones de contrôle obtenue en l'utilisant �a partir de la famille courante P qui satisfait
(IV.11) v�eri�era aussi cette condition, donc les hypoth�eses (h1) et (h2).

Les propri�et�es des courbes de B�ezier impliquent de mani�ere triviale le fait que les ar-
rangementsA(B) etA(P) satisfont (IV.23.i), et ceci quel que soit le nombre de subdivisions
appliqu�ees aux polycourbes de B.

La supposition sur les extr�emit�es des polycourbes Bi faite dans l'hypoth�ese du th�eor�eme
nous dit qu'il n'existe pas de sommet de A(B) qui soit une extr�emit�e de polycourbe. D'un

autre côt�e, la d�e�nition de "1, la valeur utilis�ee pour imposer ePi1;j1 \ ePi2;j2 6= ; (aussi
bien dans le deuxi�eme cas que dans le troisi�eme cas du point de vue des positions relatives
des courbes eBi1;j1 et eBi2;j2), nous assure que dans l'arrangement A(P) non plus il ne peut
exister de sommet qui soit une extr�emit�e d'un polygone de contrôle. En plus, il est �evident
que si eBi1;j1 traverse eBi2;j2 de gauche �a droite dans leur point d'intersection, alors ePi1;j1
traverse ePi2;j2 de gauche �a droite dans leur point d'intersection et r�eciproquement, pour
tous i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng, j1 2 f1; : : : ; ni1g et j2 2 f1; : : : ; ni2g. Ces deux derni�eres pro-
pri�et�es sont aussi invariantes �a la subdivision de de Casteljau, donc la condition (IV.23.ii)
est satisfaite par l'arrangement A(P) courant et par tous ceux obtenus �a partir de lui par
subdivision.

Nous pouvons ainsi conclure la preuve du th�eor�eme, car la proposition IV.23 peut être
appliqu�ee aux arrangements A(B) et A(P).

ut
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Chapitre V

Algorithme de calcul

d'un arrangement
de lignes polygonales

�equivalent �a
un arrangement de polycourbes





V.1. Introduction

Le r�esultat qui conclut le chapitre pr�ec�edent justi�e la recherche d'un algorithme de
construction d'un arrangement de polygones de contrôle �equivalent �a un arrangement de
polycourbes (de B�ezier, mais comme �a partir de maintenant nous ne parlerons que de
polycourbes de B�ezier, nous ne le pr�eciserons plus). Mais le th�eor�eme ne nous fournit pas
de crit�ere utilisable dans un algorithme, tout comme dans le cas de l'enveloppe convexe,
car les valeurs d�e�nies dans la preuve sont calcul�ees en utilisant les courbes de B�ezier elles-
mêmes et non pas uniquement leurs polygones de contrôle. Il nous faudra ainsi trouver des
conditions \polygonales" assurant l'�equivalence des deux arrangements avant de pr�esenter
un algorithme.

Pr�ecisons encore une fois que nous ne calculons pas la structure combinatoire de l'arran-
gement de polycourbes, mais seulement un arrangement de lignes polygonales qui a cette
structure combinatoire. Ainsi, notre algorithme pourrait être vu comme e�ectuant un pr�e-
traitement de l'arrangement de polycourbes, en vue des op�erations ult�erieures. Mais il est
plus que cela, car, comme nous verrons �a la �n de la section V.3, nous construisons en fait
deux arrangements de lignes polygonale �equivalents �a celui de polycourbes, l'arrangement
de polygones de contrôle, A(P), et l'arrangement de polygones support, A(S). Ces deux
arrangements r�ealisent un \encadrement" pour celui de polycourbes et certains des pro-
bl�emes de base sur des arrangements pourront être r�esolus en travaillant uniquement sur
des lignes polygonales. Ainsi, si cB est une cellule de A(B), alors cP \ cS � cB � cP [ cS ,
o�u cP et cS sont les cellules de A(P), respectivement A(S), qui correspondent �a cB. En
utilisant cette propri�et�e, la localisation d'un point dans A(B) peut se faire sur A(P) et
A(S), en subdivisant �eventuellement certaines courbes de B�ezier ; si la position n'est pas
\trop" d�eg�en�er�ee, la solution est trouv�ee assez vite.

La section V.3 est consacr�ee �a la recherche de crit�eres d'�equivalence de l'arrangement
de polygones de contrôle �a celui de polycourbes, et nous voyons tout de suite que des
conditions pos�ees uniquement sur les polygones de contrôle ne peuvent pas su�re. Nous
avons ainsi besoin des polygones support, et en les utilisant nous donnons d'abord un
r�esultat d�ecrivant les propri�et�es que les polygones de contrôle et support doivent satisfaire
pour l'�equivalence, et ensuite nous prouvons que par subdivision de de Casteljau nous
pouvons arriver �a des �ecritures des polycourbes de l'arrangement donn�e dont les lignes
polygonales associ�ees satisfont les propri�et�es mentionn�ees. La section V.4 pr�esente la
structure de l'algorithme que nous avons con�cu, en expliquant en d�etail son fonctionnement.
Une �etude de coût th�eorique y est aussi men�ee. La section V.5 contient les r�esultats obtenus
en traitant un �echantillon d'arrangements par l'impl�ementation de notre algorithme, ainsi
que leurs interpr�etations. La section V.6 pr�esente quelques exemples d'arrangements de
polycourbes, avec les arrangements de polygones de contrôle et de polygones support qui
leur sont associ�es.

V.2. Concentr�e de chapitre (V et �n)

Ce chapitre �etant le pendant, pour le probl�eme des arrangements, du chapitre trois, sa
lecture se fait �a peu pr�es de la même fa�con.

Premier niveau. Dans la section V.3, ne lisez pas les preuves des r�esultats, mais les
commentaires divers se trouvant entre les �enonc�es oui (et les �enonc�es bien �evidemment).
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Dans la section V.4, la lecture des sous sections V.4.1 et V.4.2 (sans leurs paragraphes)
vous permet de vous faire une id�ee sur l'algorithme, apr�es quoi la sous section V.4.3 fournit
son coût. Les sections V.5 et V.6 sont �a parcourir en totalit�e.
Deuxi�eme niveau. �A part les preuves des r�esultats de la section V.3 (surtout celle du
lemme V.1, bien technique), tout est �a lire.

V.3. R�esultats th�eoriques

De même que pour le probl�eme du calcul de l'enveloppe convexe d'une polycourbe de
B�ezier, le r�esultat donn�e par le th�eor�eme IV.24 ne peut pas être traduit par un algorithme
respectant l'approche que nous adoptons, car le calcul des valeurs "0, "1, "

0
2 et "002 fait

intervenir des courbes de B�ezier et non pas uniquement leurs B-polygones. Nous devons
donc trouver des crit�eres d'�equivalence entre un arrangement de polycourbes de B�ezier et
celui des polygones de contrôle respectifs reposant seulement sur ces derniers.

V.3.1. Le nombre d'intersections

Si B1 et B2 sont deux courbes de B�ezier compl�etement convexes, aucune information
sur le cardinal de leur intersection ne peut être obtenue en regardant l'intersection de leurs
B-polygones. La �gure V.1 illustre cette a�rmation.

Figure V.1

Une courbe de B�ezier �etant \encadr�ee" d'un côt�e par son B-polygone et de l'autre
côt�e par le segment joignant ses extr�emit�es, il est naturel de chercher des informations
suppl�ementaires sur l'intersection des deux courbes dans les intersections des segments

[P
(1)
0 P

(1)
m1 ] et [P

(2)
0 P

(2)
m2 ] entre eux et respectivement avec les lignes polygonales P2 et P1.

Comme card([P
(1)
0 P

(1)
m1 ] \ [P

(2)
0 P

(2)
m2 ]) 2 f0; 1g, nous cherchons en fait des crit�eres assurant

que les deux courbes sont disjointes ou que le cardinal de leur intersection est �egal �a 1.

Pour avoir card(B1 \ B2) = 0, il su�t de v�eri�er si P1 \ P2 = ; et reg(P1; [P
(1)
0 P

(1)
m1 ]) \

reg(P2; [P
(2)
0 P(2)

m2 ]) = ;, car les propri�et�es des courbes de B�ezier impliqueront alors B1\B2 =
;.

Si nous voulons nous assurer de la relation card(B1 \ B2) = 1, la condition la plus forte

que nous pouvons poser sur les intersections des B-polygones et de segments [P
(1)
0 P

(1)
m1 ] et

[P
(2)
0 P

(2)
m2 ] est

card(P1 \ P2) = card([P
(1)
0 P(1)

m1
] \ [P

(2)
0 P(2)

m2
])

= card([P
(1)
0 P(1)

m1
] \ P2) = card(P1 \ [P

(2)
0 P(2)

m2
]) = 1

(V:1)

et nous pouvons voir �gure V.2 qu'elle n'est pas su�sante.
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Figure V.2

Le r�esultat suivant nous donne une condition su�sante pour que l'intersection des deux
courbes de B�ezier ait le cardinal �egal �a 1 :

Lemme V.1. { Soient B1 et B2 deux courbes de B�ezier compl�etement convexes telles que
A(fB1;B2g) soit un arrangement simple. Supposons que leurs B-polygones respectifs, P1
et P2, satisfont la relation (V.1). Soient i1 2 f0; : : : ;m1�1g, i2 2 f0; : : : ;m2�1g tels que

P1 \ P2 = [P
(1)
i1
P
(1)
i1+1

] \ [P
(2)
i2
P
(2)
i2+1

]. Les conditions suivantes sont su�santes pour avoir
card(B1 \ B2) = 1 :0BBBBBBBBBBBBB@

0BB@
P
(1)
i1

2 DPop(P
(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2)

ou

P
(1)
i1+1

2 DP(P
(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2)

1CCA =) P
(1)
0 2 DPop(P

(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2)

et0BB@
P
(1)
i1

2 DP(P
(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2)

ou

P(1)
i1+1

2 DPop(P
(2)
i2
P(2)
i2+1

;P2)

1CCA =) P(1)
m1

2 DPop(P
(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2)

1CCCCCCCCCCCCCA
(V:2)

et0BBBBBBBBBBBBB@

0BB@
P
(2)
i2

2 DPop(P
(1)
i1
P
(1)
i1+1

;P1)

ou

P
(2)
i2+1

2 DP(P
(1)
i1
P
(1)
i1+1

;P1)

1CCA =) P
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0 2 DPop(P

(1)
i1
P
(1)
i1+1

;P1)

et0BB@
P
(2)
i2

2 DP(P
(1)
i1
P
(1)
i1+1

;P1)

ou

P
(2)
i2+1

2 DPop(P
(1)
i1
P
(1)
i1+1

;P1)

1CCA =) P(2)
m2

2 DPop(P
(1)
i1
P(1)
i1+1

;P1)

1CCCCCCCCCCCCCA
(V:3)

La condition (V.2) est l'expression formelle de la propri�et�e qui intuitivement est formul�ee
comme suit : si nous prenons sur P1 un sens de parcours tel que cette ligne polygonale
\sorte" de P2 quand ce sens est respect�e, alors l'extr�emit�e se trouvant \�a la �n" de P1 par

rapport au sens de parcours est situ�ee dans le demi-plan ferm�e d�elimit�e par P
(2)
i2
P
(2)
i2+1

qui
ne contient pas P2 (voir �gure V.3). La condition (V.3) est obtenue de (V.2) en �echangeant
les rôles de P1 et P2.
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Figure V.3

Preuve du lemme { Soit fQg = P1\P2. Nous traitons s�epar�ement les trois cas suivants :

Cas 1. Q 2 fP
(1)
0 ;P

(1)
m1g \ fP

(2)
0 ;P

(2)
m2g

Cas 2. Q 2 fP
(1)
0 ;P

(1)
m1g \

�
P2 n fP

(2)
0 ;P

(2)
m2g

�
ou Q 2 fP

(2)
0 ;P

(2)
m2g \

�
P1 n fP

(1)
0 ;P

(1)
m1g

�
Cas 3. Q =2 fP

(1)
0 ;P

(1)
m1g [ fP

(2)
0 ;P

(2)
m2g

Cas 1. Supposons que Q = P
(1)
0 = P

(2)
0 ; les trois autres situations possibles se r�esolvent

de la même mani�ere.
Dans ce cas, nous avons

reg(P1; [P
(1)
0 P(1)

m1
]) \ reg(P2; [P

(2)
0 P(2)

m2
]) = ;

car dans le cas contraire nous obtiendrons

card
�
(P1 [ [P

(1)
0 P(1)

m1
]) \ (P2 [ [P

(2)
0 P(2)

m2
])
�
� 2

Comme P
(1)
0 2 P1 \P2, P

(1)
0 2 P1 \ [P

(2)
0 P

(2)
m2 ], P

(1)
0 2 [P

(1)
0 P

(1)
m1 ]\P2 et P

(1)
0 2 [P

(1)
0 P

(1)
m1 ]\

[P
(2)
0 P

(2)
m2 ], ceci m�ene �a une contradiction avec la condition (V.1).

Nous d�eduisons donc B1 \ B2 � fP
(1)
0 ;P

(1)
m1g \ fP

(2)
0 ;P

(2)
m2g et par cons�equent B1 \ B2 =

fP
(1)
0 g.

Cas 2. Les deux situations de ce cas sont sym�etriques, il su�t donc de discuter la premi�ere.

Sans perte de g�en�eralit�e, supposons que Q = P(1)
0 2 P2nfP

(2)
0 ;P(2)

m2g. Ce cas est pr�esent�e
dans la �gure V.4.

Comme P
(1)
0 2 [P

(1)
0 P

(1)
m1 ] \ P2, nous d�eduisons que le point d'intersection des segments

[P
(1)
0 P

(1)
m1 ] et [P

(2)
0 P

(2)
m2 ] est un point de ]P

(2)
0 P

(2)
m2 [.

Il est �evident que [P
(1)
0 P

(1)
m1 ] \

�
B2 n fP

(2)
0 ;P

(2)
m2g

�
6= ;, car [P

(1)
0 P

(1)
m1 ] \ P2 6= ; et

[P
(1)
0 P

(1)
m1 ]\]P

(2)
0 P

(2)
m2 [6= ;. Nous voulons prouver que P1 \ B2 6= ;.

Si P
(1)
1 2 DP(P

(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2), il r�esulte que P1 partage reg(P2; [P
(2)
0 P

(2)
m2 ]) en deux r�egions

connexes disjointes, une connect�ee �a P
(2)
0 et une connect�ee �a P

(2)
m2 , car P1\]P

(2)
0 P

(2)
m2 [6= ;.

Comme B2 est une courbe (connexe) d'extr�emit�es P(2)
0 et P(2)

m2 et qui est contenue dans

reg(P2; [P
(2)
0 P

(2)
m2 ]), il vient P1 \ B2 6= ;.
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P2
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P
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P
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i2+1

P
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P
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Figure V.4

Si P
(1)
1 2 DPop(P

(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2), (V.2) implique P
(1)
m1 2 DPop(P

(2)
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;P2). D'un autre
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Mais P2 est convexe, par cons�equent
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(2)
m2P

(2)
m2�1

;P2)
�

Quel que soit, parmi les deux ensembles dont l'union forme le terme droit de l'inclusion

ci-dessus, l'ensemble auquel P
(1)
m1 appartient, il est �evident, de par la convexit�e de P2 et le

fait que P
(1)
0 2 P2nfP

(2)
0 ;P

(2)
m2g, que dans cette situation [P

(1)
0 P

(1)
m1 ]\]P

(2)
0 P

(2)
m2 [= ;, d'o�u une

contradiction. Le point P
(1)
1 ne peut ainsi pas appartenir au demi-plan DPop(P

(2)
i2
P
(2)
i2+1

;P2)
si (V.1) et (V.2) sont satisfaites et par cons�equent B2 \ P1 6= ;.

Ainsi, nous avons [P(1)
0 P(1)

m1 ] \
�
B2 n fP

(2)
0 ;P(2)

m2g
�
6= ; et P1 \ B2 6= ;. Les points P(2)

0 et

P
(2)
m2 ne peuvent pas appartenir �a reg(P1; [P

(1)
0 P

(1)
m1 ]), car dans ce cas [P

(1)
0 P

(1)
m1 ]\]P

(2)
0 P

(2)
m2 [=

;, donc B2 traverse la r�egion reg(P1; [P
(1)
0 P

(1)
m1 ]) en la partageant en deux parties connexes

disjointes, l'une connect�ee �a P(1)
0 et l'autre connect�ee �a P(1)

m1 ; il en r�esulte B1 \B2 6= ;, car

B1 est une courbe (continue) d'extr�emit�es P
(1)
0 et P

(1)
m1 incluse dans reg(P1; [P

(1)
0 P

(1)
m1 ]).

Pour �nir la discussion du cas 2, il nous reste �a montrer card(B1 \ B2) < 2 ; la preuve
sera faite par l'absurde, nous supposons que card(B1 \B2) � 2 et nous montrons comment
ceci nous m�ene �a une contradiction.

Supposons que P
(2)
i2

2 DPop(P
(1)
0 P

(1)
1 ;P1) ou P

(2)
i2+1

2 DP(P
(1)
0 P

(1)
1 ;P1) ; nous obtien-

drons, de par la condition (V.3), P
(2)
0 2 DPop(P

(1)
0 P

(1)
1 ;P1). Si P

(2)
i2

2 DP(P
(1)
0 P

(1)
1 ;P1) ou

P
(2)
i2+1

2 DPop(P
(1)
0 P

(1)
1 ;P1), la d�emonstration est similaire.

Le point P
(2)
0 appartient donc �a DPop(P

(1)
0 P

(1)
1 ;P1). Nous pouvons en d�eduire que si �

est une droite qui coupe P2jj [P(2)0 ;P
(1)
0 ]

en au moins deux points, alors �\P1 � [P
(1)
0 P

(1)
1 ], car

P2jj [P(2)0 ;P
(1)
0 ]

est convexe. D'un autre côt�e, si une droite � coupe P2jj [P(1)0 ;P(2)m2
]
deux fois (ou

selon une de ses arêtes), il est �evident que �\P1 � fP
(1)
0 g, car P

(2)
m2 2 DPop(P

(1)
0 P

(1)
m1 ;P1)
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et P
(1)
m1 =2 P

(1)
0 P

(2)
m2 .

Si card(B1 \ B2) � 2, alors il existe une droite �0 (engendr�ee par exemple par deux
points d'intersection de B1 et B2 distincts) telle que card(�0\B1) = 2 et card(�0\B2) = 2
(le cardinal de l'intersection d'une droite avec une courbe de B�ezier compl�etement convexe
ne peut pas être sup�erieur �a 2). La propri�et�e de la diminution de la variation et la convexit�e
des polygones P1 et P2 impliquent alors card(�0 \ P1) = 2 et card(�0 \ P2) = 2.

Nous avons vu que la droite �0 ne peut pas couper P2jj [P(2)0 ;P
(1)
0 ]

en deux points, ou couper

P2jj [P(1)0 ;P(2)m2
]
en deux points, car alors le cardinal de son intersection avec P1 ne serait pas 2.

�0 doit par cons�equent couper P2jj [P(2)0 ;P
(1)
0 [

en un point, soit Q1 ce point, et P2jj ]P(1)0 ;P(2)m2
]
en

un point, notons-le Q2. Comme P2 est convexe, nous aurons ]Q1Q2[� reg(P2; [P
(2)
0 P(2)

m2 ]).

Mais nous avons vu que le segment [P
(1)
0 P

(1)
m1 ] divise reg(P2; [P

(2)
0 P

(2)
m2 ]) en deux par-

ties connexes disjointes, l'une �etant connect�ee �a P2jj [P(2)0 ;P
(1)
0 [

et l'autre �etant connect�ee

�a P2jj ]P(1)0 ;P(2)m2
]
. Nous aurons donc ]Q1Q2[\]P

(1)
0 P

(1)
m1 [6= ; et il vient Q1Q2\]P

(1)
0 P

(1)
m1 [6= ;.

�Evidemment, la droite Q1Q2 ne peut pas être �egale �a la droite P
(1)
0 P

(1)
m1 , cette derni�ere

coupant P2 en un seul point. Il r�esulte card(�0 \P1) � 1, car P1 est un polygone convexe

et par cons�equent toute droite coupe P1[]P
(1)
0 P(1)

m1 [ en au plus deux points, et nous avons
ainsi obtenu une contradiction avec la d�e�nition de �0. Nous pouvons donc conclure que
card(B1 \ B2) = 1 et la preuve pour le cas 2 est �nie.

Cas 3. Cette situation, la plus g�en�erale, est pr�esent�ee dans la �gure V.5.

P1

P2

P
(2)
m2

P
(1)
0

P
(2)
0

P
(1)
m1

Figure V.5

Nous pouvons avoir [P
(1)
0 P

(1)
m1 ] \ [P

(2)
0 P

(2)
m2 ] 2 fP

(1)
0 ;P

(1)
m1g ou [P

(1)
0 P

(1)
m1 ] \ [P

(2)
0 P

(2)
m2 ] 2

fP
(2)
0 ;P

(2)
m2g, mais bien sûr pas les deux simultan�ement (nous serions dans le cas 1). Sup-

posons que [P
(1)
0 P

(1)
m1 ] \ [P

(2)
0 P

(2)
m2 ] =2 fP

(2)
0 ;P

(2)
m2g et pour �xer les notations admettons que

P
(2)
0 2 DPop(P

(1)
0 P

(1)
m1 ;P1) et P

(2)
m2 2 DP(P

(1)
0 P

(1)
m1 ;P1) et que P

(1)
m1 2 DP(P

(2)
0 P

(2)
m2 ;P2) et

P
(1)
0 2 DPop(P

(2)
0 P

(2)
m2 ;P2).

Comme pour le cas 2, il est facile �a voir que [P
(1)
0 P

(1)
m1 ] \ B2 6= ; et �a montrer que

P1 \ B2 6= ;. Nous avons alors de nouveau la courbe B2 qui traverse reg(P1; [P
(1)
0 P

(1)
m1 ]) et

nous en d�eduisonsB1\B2 6= ;. Comme pour le cas pr�ec�edent, nous d�emontrons que les deux
courbes se coupent en exactement un point par l'absurde, en supposant card(B1 \B2) � 2
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et en obtenant une contradiction.
Soient Q1 6= Q2 2 B1 \ B2. Si reg(B1jj [Q1;Q2]

;B2jj [Q1;Q2]
) �etait convexe, nous pourrions

en d�eduire de la convexit�e des courbes B1 et B2 que�
B1 [ fP

(1)
0 ;P(1)

m1
g
�
\
�
B2 [ fP

(2)
0 ;P(2)

m2
g
�
= fQ1;Q2g

ce qui contredit, compte tenu du fait que nous sommes dans le cas 3, la condition (V.1) ;
donc reg(B1jj [Q1;Q2]

;B2jj [Q1;Q2]
) ne peut pas être convexe.

Soient T2 et T 02 les deux droites d'appui �a B2 passant par P
(1)
m1 et soient fT2g = T2 \ B2

et fT02g = T 02 \ B2. L'un des points T2 et T02 se trouve �evidemment dans le demi-plan

DPop(P
(1)
0 P

(1)
m1 ;P1), soit T

0
2 celui-ci.

Un seul point d'intersection de B1 et B2 peut appartenir �a B2jj [P(2)0 ;T2]
, car sinon nous

avons deux points d'intersection Q1 et Q2 de ces deux courbes pour lesquels

reg(B1jj [Q1;Q2]
;B2jj [Q1;Q2]

)

est convexe, contradiction.

Sym�etriquement, soient T1 et T 01 les deux droites d'appui �a B1 passant par P
(2)
m2 ; T1 et

T01 �etant respectivement leurs points de contact �a B1, l'un se trouvera dans le demi-plan

DPop(P
(2)
0 P

(2)
m2 ;B2) et nous consid�erons que c'est T

0
1. Alors un seul point d'intersection de

B1 et B2 peut appartenir �a B1jj [P(1)0 ;T1]
.

B1[ [P
(1)
0 P(1)

m1 ] et B2[ [P
(2)
0 P(2)

m2 ] sont des courbes ferm�ees, et en plus B1 et B2 ne peuvent
pas être tangentes l'une �a l'autre, car l'arrangement qu'elles forment est simple. Par

cons�equent, card
�
(B1 [ [P

(1)
0 P

(1)
m1 ]) \ (B2 [ [P

(2)
0 P

(2)
m2 ])

�
est pair. Comme card([P

(1)
0 P

(1)
m1 ] \

[P
(2)
0 P

(2)
m2 ]) = 1, le cardinal de B1 \ B2 doit être impair. En plus, nous avons suppos�e

card(B1\B2) > 1, donc card(B1\B2) � 3 et soient Q1, Q2 et Q3 trois points d'intersection
des deux courbes distincts. En utilisant les observations ant�erieures, �etudions cas par cas
les placements possibles des points Q1, Q2 et Q3 sur les courbes B1 et B2.

(a) Q1 2 B1jj [P(1)0 ;T1]
\ B2jj [P(2)0 ;T2]

Q2;Q3 2 B1jj [T1;P(1)m1
]
\ B2jj [T2;P(2)m2

]

Nous aurons alors la situation de la �gure V.6 (ou une sym�etrique en B1 et B2).

P
(1)
m1

P
(2)
m2

T1

Q2

Q3

T2

Figure V.6

Le polygone P2 doit alors être inclus dans le demi-plan DP(P
(2)
m2T1;P

(1)
m1) et il est tr�es

facile �a remarquer que la condition (V.2) ne peut pas être satisfaite (en pointill�es, une
partie de B1jj [P(1)0 ;T1]

).
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La même contradiction s'obtient �evidemment au cas o�u
Q2;Q3 2 B1jj [T1;P(1)m1

]
\ B2jj [T2;P(2)m2

]
et

(b) Q1 2 B1jj [T1;P(1)m1
]
\ B2jj [T2;P(2)m2

]

(c) Q1 2 B1jj [T1;P(1)m1
]
\ B2jj [P(2)0 ;T2]

(d) Q1 2 B1jj [P(1)0 ;T1]
\ B2jj [T2;P(2)m2

]

Il reste ainsi �a �etudier le cas
(e) Q1 2 B1jj [P(1)0 ;T1]

\ B2jj [T2;P(2)m2
]

Q2 2 B1jj [T1;P(1)m1
]
\ B2jj [P(2)0 ;T2]

Q3 2 B1jj [T1;P(1)m1
]
\ B2jj [T2;P(2)m2

]

P
(1)
m1

P
(2)
m2

T1Q3

Q2

T2

Figure V.7

Pour les points Q2 et Q3, la con�guration est celle pr�esent�ee par la �gure V.7 et nous
remarquons facilement que la même contradiction qu'au cas (a) peut être obtenue (même
sans regarder la position du point Q1).

Pour conclure, card(B1 \ B2) doit être inf�erieur �a 3 et comme il est impair nous avons
obtenu le r�esultat d�esir�e et la preuve du lemme est achev�ee.

ut

Les conditions (V.1), (V.2) et (V.3) sont bas�ees sur les B-polygones des courbes de
B�ezier B1 et B2 et non pas sur les courbes elles-mêmes et par cons�equent pourraient être
utilis�ees dans notre algorithme pour assurer card(B1\B2) = 1. La question qui reste est si
par subdivision de de Casteljau nous �nirons par obtenir en un nombre �ni d'it�erations des
courbes de B�ezier satisfaisant ces trois conditions dans le cas o�u les deux courbes initiales,
B1 et B2, ne les satisfaisaient pas. La r�eponse est malheureusement non : par exemple, si
B1 et B2 se coupent en un point correspondant sur B1 au param�etre t1 = 1=2 et sur B2 au
param�etre t2 = 1=3, apr�es une subdivision de B1 nous retrouvons ce point d'intersection
comme �etant une extr�emit�e commune de deux courbes de B�ezier situ�ees sur B1, tandis que
sur B2 ce point sera toujours �a l'int�erieur du polygone de contrôle de la partie de courbe
qui le contient (�gure V.8), et par cons�equent la condition (V.1) ne sera jamais satisfaite.

B1

B2

Figure V.8
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Par cons�equent, le lemme V.1 ne nous fournit pas un crit�ere utilisable dans notre algo-
rithme de calcul d'un arrangement de polygones de contrôle �equivalent �a un arrangement de
polycourbes donn�e, car un tel algorithme ne convergerait pas toujours. Le lemme suivant
est une g�en�eralisation de V.1 palliant ce probl�eme.

Lemme V.2. { Soient B1 et B2 deux courbes de B�ezier compl�etement convexes telles que
A(fB1;B2g) soit un arrangement simple. Supposons que nous avons obtenu, par subdivi-

sion, une �ecriture de Bk sous la forme Bk = [nki=1Bk;i, pour k = 1; 2. Soient ePk = [nki=1Pk,

pour k = 1; 2, les deux polygones de contrôle courants et eSk = [nki=1[P
(k;i)
0 P(k;i)

mk;i ], k = 1; 2,
les deux polygones support courants des (poly)courbes B1 et B2. Si

card( eP1 \ eP2) = card( eP1 \ eS2) = card( eS1 \ eP2) = card( eS1 \ eS2) = 1 (V:4)

et si eP1 et eP2 satisfont (V.2) et (V.3), alors card( eB1 \ eB2) = 1.

Preuve { La d�emonstration de ce lemme est en tout point semblable �a celle du lemme

V.1, en rempla�cant [P
(k)
0 P

(k)
mk ] par eSk, pour k = 1; 2, et reg(Pk; [P

(k)
0 P

(k)
mk ]) par� nk[

i=1

reg(Pk;i; [P
(k;i)
0 P(k;i)

mk;i
])

�
[ fP

(k;2)
0 ;P

(k;3)
0 ; : : : ;P

(k;nk)
0 g

pour k = 1; 2, et en tenant compte de la convexit�e de eS1 et eS2. ut

Pour pouvoir nous servir de ce r�esultat dans l'�elaboration de notre algorithme, nous
devons maintenant prouver que pour deux courbes de B�ezier compl�etement convexes B1 et
B2 il est possible d'obtenir, par subdivision de de Casteljau de rapport 1=2, des �ecritures
satisfaisant les conditions (V.4), (V.2) et (V.3).

Hypoth�ese. Nous allons consid�erer �a partir de maintenant et dans toute la suite du

chapitre que si B1 et B2 sont deux courbes de B�ezier, fP
(1)
0 ;P(1)

m1g\B2 = ; et fP(2)
0 ;P(2)

m2g\
B1 = ;, car dans le cas contraire une situation similaire �a celle de la �gure V.8 (mais en

consid�erant par exemple Bm1(P
(1)
0 ; : : : ;P

(1)
m1 ; 0) = Bm2 (P

(2)
0 ; : : : ;P

(2)
m2 ; 1=3) �a la place de

Bm1 (P
(1)
0 ; : : : ;P

(1)
m1 ; 1=2) = Bm2 (P

(2)
0 ; : : : ;P

(2)
m2 ; 1=3)) rendrait impossible l'obtention de

polygones de contrôle/support pour les deux courbes satisfaisant la conditions (V.4).

Lemme V.3. { Soient B1 et B2 deux courbes de B�ezier compl�etement convexes telles que
l'arrangement A(fB1;B2g) soit simple et supposons que card(B1 \ B2) = 1. En notant R
le point commun des deux courbes, nous pouvons obtenir par subdivision de de Casteljau
de rapport 1=2 une �ecriture de Bk sous la forme Bk = [nki=1Bk;i, pour k = 1; 2, telles que
si i1 2 f1; : : : ; n1g et i2 2 f1; : : : ; n2g ont la propri�et�e R 2 B1;i1 \ B2;i2, alors il existe
jk 2 f1; : : : ; ikg et `k 2 fik; : : : ; nkg, k = 1; 2, tels qu'en mettant

Pk =

`k[
i=jk

Pk;i et Sk =
`k[
i=jk

[P
(k;i)
0 P(k;i)

mk;i
] ; k = 1; 2

les polygones Pk et Sk, k = 1; 2, satisfassent (V.4) et P1 et P2 satisfassent (V.2) et (V.3).

Preuve { Remarquons que mk;i = mk pour tout i 2 f1; : : : ; nkg, k = 1; 2, car toutes les
courbes obtenues par la subdivision de Bk ont bien sûr le même degr�e que celle-ci. Nous

convenons de noter P
(k)
0 et P

(k)
mk les extr�emit�es de la courbe Bk, car aucune confusion n'est

possible.
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De par l'hypoth�ese que nous avons fait, B1\B2 �
�
B1nfP

(1)
0 ;P

(1)
m1g

�
\
�
B2nfP

(2)
0 ;P

(2)
m2g

�
;

il est alors facile �a voir qu'une d�emonstration similaire �a celle du th�eor�eme IV.24 construit
des �ecritures de B1 et B2 telles que les polygones ePk et eSk, k = 1; 2, d�e�nis dans l'�enonc�e
du lemme V.2 satisfassent (V.4), et donc il existe jk 2 f1; : : : ; ikg et `k 2 fik; : : : ; nkg tels
que les polygones Pk et Sk, k = 1; 2, satisfassent aussi cette condition.

Soit � la droite d'appui commune des courbes B1 et B2 ayant les propri�et�es (�gure V.9)

� \ B1 � DPop(tanR(B2);B2) et � \ B2 � DPop(tanR(B1);B1)

Une telle droite d'appui existe, car B1 et B2 ne sont pas tangentes en R, et elle est unique
(cette droite a d�ej�a �et�e utilis�ee dans la preuve du th�eor�eme IV.24). Nous notons fT1g =
�\B1 et fT2g = �\B2 et soit P1 le point de B1 qui divise en deux arcs �egaux B1jj [R;T1] et

P2 le point de B2 qui divise en deux arcs �egaux B2jj [R;T2]. La tangente �a B1 en P1, tanP1(B1),

coupe l'arc B2jj ]R;T2[ en un point Q1 ; sym�etriquement, tanP2(B2)\B1jj ]R;T1[ = fQ2g. Pour

�xer les notations, supposons que la valeur du param�etre est croissante sur B1jj [R;T1] en

allant de R vers T1, et de même elle est croissante sur B2jj [R;T2] en allant de R vers T2 ;

les extr�emit�es des deux courbes seront alors dans la position de la �gure V.9.
Il est �evident que nous pouvons obtenir par subdivision une �ecriture de B1 telle qu'il

existe un point P
(1;`1+1)
0 sur l'arc B1jj [Q1;P1]

et de même pour B2, nous pouvons obtenir

par subdivision une �ecriture telle qu'il existe un point P
(2;`2+1)
0 sur l'arc B2jj [Q2;P2]

. Soit

fQ3g = P1Q2 \ P2 \ Q1 ; les positions des points P
(1;`1)
0 et P

(2;`2)
0 impliquenteP1 \ eP2 2 reg([Q1Q3]; [Q3Q2]; [Q2R]; [RQ1])

B1 B2

P
(1)
0P

(2)
0

P
(1)
m1

P
(2)
m2R

P2
P1

Q1
Q2

T1 T2

Q3

Figure V.9

En notant eP(1)
i1
, eP(1)

i1+1
, eP(2)

i2
et eP(2)

i2+1
les sommets de eP1, respectivement eP2, pour lesquels

[eP(1)
i1
eP(1)
i1+1

] \ [eP(2)
i2
eP(2)
i2+1

] = eP1 \ eP2 ;
la relation pr�ec�edente nous dit que

B1jj [Q1;P1]
� DPop(eP(2)

i2
eP(2)
i2+1

;B2) et B2jj [Q2;P2]
� DPop(eP(1)

i1
eP(1)
i1+1

;B1)

Comme P
(k;`k+1)
0 = P

(k;`k)
mk;` et les indices des sommets de ePk sont bien sûr croissants de

P
(k)
0 vers P

(k)
mk , pour k = 1; 2, il su�t de prendre jk = 1 pour k = 1; 2 pour que toutes les

conditions du lemme soient satisfaites. ut
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V.3.2. Les triangles simples

Soit B = fBigni=1 une famille de polcourbes de B�ezier telle que l'arrangement A(B)
soit simple et supposons que dans son �ecriture initiale toutes deux courbes de B�ezier
n'appartenant pas �a la même polycourbe se coupent en au plus un point. Cette supposition
ne restreint pas la g�en�eralit�e, car nous avons vu au d�ebut de la preuve du th�eor�eme IV.24
que pour un arrangement ne la satisfaisant pas nous pouvons obtenir par subdivision une
�ecriture qui la satisfait, et nous n'avons qu'�a consid�erer cette nouvelle �ecriture comme �etant
celle initiale de l'arrangement.

Les r�esultats de la sous-section pr�ec�edente nous permettent de concevoir un algorithme
qui construit, par subdivisions de de Casteljau successives, des �ecritures des polycourbes
Bi, pour tout i 2 f1; : : : ; ng, comme Bi = [nij=1Bi;j telles que

card( eBi1;j1 \ eBi2;j2) = card( ePi1;j1 \ ePi2;j2) = card( eSi1;j1 \ eSi2;j2 ) 2 f0; 1g
8i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng8j1 2 f1; : : : ; ni1g8j2 2 f1; : : : ; ni2g

(V:5)

Mais cette condition n'est pas su�sante pour l'�equivalence des arrangementsA(B) etA(P).
Par exemple, la �gure V.10 nous pr�esente un arrangement de trois polycourbes de B�ezier
compos�ees chacune d'une seule courbe de B�ezier qui satisfont la relation (V.5) sans que
les deux arrangements soient �equivalents.

Nous allons prouver que la condition (V.5) est su�sante pour l'�equivalence des deux
arrangements, �a l'exception des cas o�u des cellules comme celles d�ecrites par la d�e�nition
suivante existent dans l'arrangement A(B) :

D�e�nition V.4. { Soit B un ensemble de polycourbes de B�ezier tel que l'arrangement
A(B) soit simple. Nous appelons triangle simple tout triplet

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
avec

ik 2 f1; : : : ; ng tous distincts et jk 2 f1; : : : ; nikg pour k = 1; 2; 3 tel queeBi1;j1 \ eBi2;j2 6= ; eBi1;j1 \ eBi3;j3 6= ; eBi2;j2 \ eBi3;j3 6= ;

Figure V.10

Si la condition (V.5) est satisfaite, ce que nous allons supposer dans tout le reste de
cette section, alors les trois courbes de B�ezier d�esign�ees par un triangle simple forment
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e�ectivement un unique pseudo-triangle.

B2;1

B4;1

B1;1

B3;1

Figure V.11 Le triplet
�
(1; 1); (2; 1); (3; 1)

�
est un triangle simple sans d�e�nir une cellule

de A(B).

Remarque. Un triangle simple ne repr�esente pas forc�ement une cellule de A(B), comme
nous pouvons le voir dans la �gure V.11.

Notation. Si
�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
est un triangle simple de A(B), nous allons l'appeler

TB
�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
pour identi�er quel est l'arrangement auquel il fait r�ef�erence.

Nous pouvons facilement voir que si nous avons, dans l'arrangement A(B), un trian-
gle simple TB

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
et si la condition (V.5) est satisfaite, alors les B-

polygones Pi1;j1 , Pi2;j2 et Pi3;j3 d�e�nissent dans A(P) un unique triangle simple, que nous
noterons TP

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
. Nous observons que la simplicit�e de l'arrangement

A(B) n'implique pas celle deA(P), même si la condition (V.5) est v�eri��ee, et les trois poly-
gones de contrôle peuvent avoir un point commun, cas auquel nous dirons que le triangle
TP
�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
est d�eg�en�er�e.

D�e�nition V.5. { Soit TB
�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
un triangle simple de l'arrangement

A(B). Nous dirons que le triangle simple TP
�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
de l'arrangement

A(P) lui est �equivalent ssi TP
�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
n'est pas d�eg�en�er�e et l'ordre des

points eBi1;j1 \ eBi2;j2 et eBi3;j3 \ eBi1;j1 sur eBi1;j1 est le même que l'ordre des points ePi1;j1 \ePi2;j2 et ePi3;j3 \ ePi1;j1 sur ePi1;j1 .

B1

B2

B3

Figure V.12 Si B2;P2 et B3;P3 sont parcourus de gauche �a droite et B1;P1 de haut en
bas, P1 coupe d'abord P3 et ensuite P2 et B1 coupe d'abord B3 et ensuite
B2. Mais P2 coupe d'abord P1, ensuite P2 deux fois, tandis que B2 coupe
d'abord B2 deux fois et seulement ensuite B1.
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�Evidemment, si TP
�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
est �equivalent �a TB

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
,

alors la condition (V.5) implique que l'ordre des points eBi2;j2 \ eBi3;j3 et eBi1;j1 \ eBi2;j2
sur eBi2;j2 est le même que l'ordre des points ePi2;j2 \ ePi3;j3 et ePi1;j1 \ ePi2;j2 sur ePi2;j2 et

l'ordre des points eBi3;j3 \ eBi1;j1 et eBi2;j2 \ eBi3;j3 sur eBi3;j3 est le même que l'ordre des

points ePi3;j3 \ ePi1;j1 et ePi2;j2 \ ePi3;j3 sur ePi3;j3 . La �gure suivante donne un exemple o�u
la relation (V.5) n'est pas satisfaite et o�u l'a�rmation pr�ec�edente est fausse.

En utilisant les notations et d�e�nitions donn�ees, nous pouvons formuler des conditions
su�santes d'�equivalence des arrangements A(B) et A(P) :

Lemme V.6. { Soit B = fBigni=1 une famille de polcourbes de B�ezier telle que l'arrange-
ment A(B) soit simple et que la condition (V.5) soit satisfaite. Supposons que pour tout
triangle simple TB

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
le triangle simple TP

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
de

A(P) lui est �equivalent. Alors les arrangements A(B) et A(P) sont �equivalents.

Preuve { Nous allons montrer que si les propri�et�es de l'�enonc�e sont satisfaites, alors les
conditions de la proposition IV.23 sont v�eri��ees par les arrangements A(B) et A(P) et par
cons�equent ces deux arrangements sont �equivalents.

Comme nous avons d�ej�a mentionn�e �a la �n de la preuve du th�eor�eme IV.24, les propri�et�es
des courbes de B�ezier compl�etement convexes font que les arrangements A(B) et A(P)
satisfont les conditions (IV.23.i) et (IV.23.ii) ; il nous reste donc �a �etudier les hypoth�eses
(h1) et (h2).

Le fait que A(P) est simple r�esulte de l'�equivalence des triangles simples de A(P)
avec les triangles simples leur correspondant dans A(B). En e�et, si nous supposons que
l'arrangement des polygones de contrôle n'est pas simple, il existe un triplet de polygones
de contrôle Pi1;j1 , Pi2;j2 et Pi3;j3 qui ont un point commun ; mais alors les polygones ePi1;j1 ,ePi2;j2 et ePi3;j3 ont un point commun et courbes eBi1;j1 , eBi2;j2 et eBi3;j3 devront elles aussi en
avoir un, de par l'�equivalence de TP

�
(i1; ji); (i2; j2); (i3; j3)

�
et TB

�
(i1; ji); (i2; j2); (i3; j3)

�
,

ce qui contredit la simplicit�e de A(B).

La bijection '0 de l'hypoth�ese (h2) est tr�es facile �a construire : tout sommet s de

A(B) est l'intersection de deux courbes eBi1;j1 et eBi2;j2 et nous lui faisons correspondre le

sommet de A(P) qui est l'intersection de ePi1;j1 et ePi2;j2 ; la propri�et�e (V.5) nous dit que ce
sommet est bien d�e�ni, le point d'intersection de ePi1;j1 et ePi2;j2 existant et �etant unique.
La condition (h2.1) est alors satisfaite par d�e�nition et nous devons �etudier la propri�et�e
(h2.2).

Supposons que cette propri�et�e n'est pas satisfaite ; alors il existe (i1; j1), (i1; j01), (i2; j2)

et (i3; j3) tels que l'ordre des sommets eBi1;j1 \ eBi2;j2 et eBi1;j01 \ eBi3;j3 sur la polycourbe Bi1
ne soit pas le même que l'ordre des sommets ePi1;j1 \ ePi2;j2 et ePi1;j01 \ ePi3;j3 sur le polygone
Pi1 .

Mais j1 et j01 ne peuvent pas être di��erents, car dans ce cas nous obtiendrons j1 < j01
et j01 < j1, absurde. D'un autre côt�e, les courbes eBi2;j2 et eBi3;j3 doivent se couper, car si

nous supposons le contraire, alors ePi2;j2 \ ePi3;j3 = ; et par cons�equent il existe une ligne

polygonale non-born�ee �, compos�ee d'au plus deux demi-droites telle que ePi2;j2 et ePi3;j3
soient chacun inclus dans une des deux parties connexes ouvertes d�e�nies par � et telle
que card(� \ eSi1;j1) = 1, car la relation (V.5) est v�eri��ee.

Dans ce cas, la supposition faite sur les ordres des sommets eBi1;j1\ eBi2;j2 et eBi1;j1\ eBi3;j3
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sur la polycourbe Bi1 , respectivement l'ordre des sommets ePi1;j1 \ ePi2;j2 et ePi1;j1 \ ePi3;j3
sur le polygone Pi1 , signi�e que tandis que la partie de la courbe eBi1;j1 comprise entre les
deux sommets traverse � par exemple de gauche �a droite, la partie de son polygone associ�eePi1;j1 comprise respectivement entre les deux sommets la traverse de droite �a gauche, ce
qui est �evidemment impossible dans le cas des courbes de B�ezier compl�etement convexes.

Nous en d�eduisons que les courbes eBi2;j2 et eBi3;j3 ne sont pas disjointes. Dans ce cas,
(i1; j1 = j0i), (i2; j2) et (i3; j3) d�e�nissent un triangle simple dans l'arrangement A(B) et,
suite �a la condition (V.5), un autre dans l'arrangement A(P) ; l'inversion des ordres des

sommets sur eBi1;j1 , respectivement ePi1;j1 contredit alors la condition d'�equivalence des
triangles simples des deux arrangements et ainsi la d�emonstration du lemme est achev�ee.

ut

V.3.3. �Equivalence de triangles simples

En nous basant sur le lemme pr�ec�edent, il nous su�t de trouver un crit�ere d'�equivalence
des triangles simples TB

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
et TP

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
utilisant u-

niquement les polygones associ�es aux courbes de eBi1;j1 , eBi2;j2 et eBi3;j3 pour pouvoir con-
c�evoir l'algorithme d�esir�e de calcul d'une famille P de polygones de contrôle telle que A(B)
et A(P) soient �equivalents.
Remarque. Comme nous avons d�ej�a mentionn�e, si la condition (V.5) est v�eri��ee alors
les trois courbes de B�ezier identi��ees par un triangle simple de A(B) d�e�nissent un unique
pseudo-triangle, qui peut ne pas être une cellule de l'arrangement. Dans la suite de cette
sous-section, les deux notions (triplet de courbes et pseudo-triangle) seront confondues, la
distinction se faisant d'apr�es le contexte.

B1

B1

B2

B3

B2

B3

B1

B1

B2 B3 B2

B3

Figure V.13

Soient B1, B2 et B3 trois courbes de B�ezier compl�etement convexes telles que l'arrange-
mentA(B1;B2;B3) soit simple et satisfasse (V.2), (V.3) et (V.4) (par cons�equent, il satisfait
(V.5)). B1, B2 et B3 peuvent d�e�nir quatre types de triangles simples :

T1. Int(TB(1; 2; 3) \ reg(Bk; [P
(k)
0 P

(k)
mk ]) 6= ; pour tout k 2 f1; 2; 3g. Nous appelerons un

tel triangle simple triangle (3-convexe, 0-concave) ;

T2. il existe un unique k0 2 f1; 2; 3g tel que Int(TB(1; 2; 3) \ reg(Bk0 ; [P
(k0)
0 P

(k0)
mk0

]) = ; et

Int(TB(1; 2; 3) \ reg(Bk; [P
(k)
0 P

(k)
mk ]) 6= ; pour tout k 6= k0 2 f1; 2; 3g. Un tel triangle

simple s'appelera triangle (2-convexe, 1-concave) ;

T3. il existe un unique k0 2 f1; 2; 3g tel que Int(TB(1; 2; 3) \ reg(Bk0 ; [P
(k0)
0 P

(k0)
mk0

]) 6= ; et

Int(TB(1; 2; 3) \ reg(Bk; [P
(k)
0 P

(k)
mk ]) = ; pour tout k 6= k0 2 f1; 2; 3g. Un tel triangle

simple s'appelera triangle (1-convexe, 3-concave) ;
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T4. Int(TB(1; 2; 3) \ reg(Bk; [P
(k)
0 P

(k)
mk ]) = ; pour tout k 2 f1; 2; 3g. Nous appelerons un

tel triangle simple triangle (0-convexe, 3-concave).

La �gure V.13 pr�esente des exemples pour chacun des types de triangles simples �enum�er�es.

De mani�ere tout-�a-fait analogue nous d�e�nitssons les triangles (i-convexes, j-concaves)
pour i; j � 0 et tels que i + j = 3 pour TP (1; 2; 3). Regardons maintenant quels peuvent
être les types du triangle TP (1; 2; 3) si nous connaissons le type du triangle TB(1; 2; 3).
� Si TB(1; 2; 3) est (3-convexe, 0-concave), TP (1; 2; 3) ne peut être que (3-convexe, 0-
concave) et �equivalent �a TB(1; 2; 3).

� Si TB(1; 2; 3) est (2-convexe, 1-concave), TP (1; 2; 3) peut être soit (2-convexe, 1-concave),
cas o�u il est �equivalent �a TB(1; 2; 3), soit (1-convexe, 2-concave), voir �gure V.14(a).

� Si TB(1; 2; 3) est (1-convexe, 2-concave), TP (1; 2; 3) peut être soit (1-convexe, 2-concave),
cas o�u il est �equivalent �a TB(1; 2; 3), soit (2-convexe, 1-concave), voir �gure V.14(b).

� Si TB(1; 2; 3) est (0-convexe, 3-concave), TP (1; 2; 3) peut être soit (0-convexe, 3-concave),
cas o�u il est �equivalent �a TB(1; 2; 3), soit (3-convexe, 0-concave), qui est le cas de la
�gure V.10.

(a) (b)

B1

B2

B3B3

B1

B2

Figure V.14

Soit S = f[P
(k)
0 P

(k)
mk ]gk=1;2;3 l'ensemble des segments support des courbes de B�ezier Bk,

pour k = 1; 2; 3. Une �etude de cas facile �a faire nous dit que si TP (1; 2; 3) est �equivalent
�a TS(1; 2; 3), alors il est aussi �equivalent �a TB(1; 2; 3). Ainsi, nous pouvons d�ecider si les
triangles TP (1; 2; 3) et TB(1; 2; 3) sont �equivalents en regardant uniquement les ensembles
de lignes polygonales P et S et par cons�equent le crit�ere d'�equivalence de ces deux triangles
que nous cherchions est trouv�e.

Si les triangles TP (1; 2; 3) et TS(1; 2; 3) sont �equivalents, nous savons que TP (1; 2; 3)
est �equivalent �a TB(1; 2; 3) et le probl�eme est r�esolu. Mais dans le cas contraire, il ne
su�t pas de dire que nous ne pouvons pas a�rmer l'�equivalence des triangles TP (1; 2; 3)
et TB(1; 2; 3), nous devons subdiviser les courbes Bk, k = 1; 2; 3, jusqu'�a l'obtention de
la propri�et�e d�esir�ee. Apr�es � subdivisions, supposons que la courbe de B�ezier Bk s'�ecrit
Bk = [nki=1Bk;i, pour k = 1; 2; 3. Alors P sera

P =

� nk[
i=1

Pk;i

�
k=1;2;3
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et S sera

S =

� nk[
i=1

[P
(k;i)
0 P(k;i)

mk
]

�
k=1;2;3

et pour avoir l'�equivalence des triangles TP (1; 2; 3) et TB(1; 2; 3) il su�ra toujours que
TP (1; 2; 3) et TS (1; 2; 3) soient �equivalentes. Comme Pk et Sk convergent, par subdivision
de de Casteljau de rapport 1=2, vers Bk, pour k = 1; 2; 3, apr�es un nombre �ni d'it�erations
l'�equivalence de ces deux derniers triangles sera v�eri��ee. Par exemple, en nous r�ef�erant �a
la �gure V.14(a) pour un triangle TB(1; 2; 3) (2-convex, 1-concave), il su�ra de subdiviser
jusqu'�a ce que

�H( eP3; eB3) < d
� eB1 \ eB2; eB3�

(nous utilisons bien sûr les notations de T2 pour k0 = 3).

Corollaire V.7. { Si au moment ou l'arrangement des polygones de contrôle est �equivalent
�a celui de polycourbes toutes les lignes polygonales support sont simples, alors l'arrangement
des lignes polygonales support est �equivalent aux deux autres arrangements.

Cette a�rmation r�esulte imm�ediatement de la relation (V.5) et du crit�ere d�ecrit ci-
dessus que nous utiliserons pour l'�equivalence des triangles simples de A(B) et A(P). La
condition de simplicit�e des lignes polygonales support est n�ecessaire �a cause de l'existence
des con�gurations comme celle de la �gure suivante, o�u la courbe de B�ezier (qui constitue

�a elle seule une polycourbe dans ce cas) eB1 a comme polygone support S1 = [PQ] [ [QP].

eB2

Q

P

eB1

Figure V.15

Bien sûr, si une telle situation apparâ�t, elle est tr�es facile �a �eliminer par la subdivision
d'une des deux courbes de B�ezier de l'�ecriture courante de eB1. Par cons�equent, nous
disposons de deux arrangements de lignes polygonales �equivalents �aA(B), et l'arrangement
de lignes support est de taille �evidemment inf�erieure �a celle de l'arrangement de polygones
de contrôle.

V.4. Pr�esentation de l'algorithme

En nous basant sur les r�esultats de la section pr�ec�edente, nous allons pr�esenter dans
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cette section un algorithme calculant, pour une famille de polycourbes de B�ezier donn�ee
telle que l'arrangement A(B) soit simple, une famille de polygones de contrôle P telle que
les arrangements A(B) et A(P) soient �equivalents.

V.4.1. Structures de donn�ees utilis�ees

Bien sûr, nous avons toujours besoin de la classe courbe de B�ezier ; par contre, si une
classe codant une polycourbe nous est aussi n�ecessaire, celle introduite dans la sous-section
III.3.1, polycourbe, n'est pas adapt�ee aux proc�edures de ce chapitre. Nous la rempla�cons
par la classe tab polycourbe, qui est en fait m�eta polygone<courbe de B�ezier>. Par un
l�eger abus de notation, nous appellerons arrangement la classe m�eta polygone<tab poly-

courbe>, qui n'est donc en fait pas un arrangement, mais une famille de polycourbes, et
celle-ci sera la classe de base de notre algorithme.

SiA est un arrangement, A[i] sera une tab polycourbe et A[i][j] sera une courbe de -

B�ezier. Pour simpli�er les notations, nous introduisons une nouvelle classe, ident courbe,
ayant deux champs :

{ quelle polycourbe, un entier qui donnera l'indice dans l'arrangement de la polycourbe
�a laquelle la courbe de B�ezier appartient ;

{ quelle courbe, un entier qui donnera l'indice de la courbe de B�ezier dansA[quelle po-

lycourbe].

Ainsi, si id est un ident courbe, A(id) sera A[id.quelle polycourbe][id.quelle -

courbe].

Deux autres classes qui nous seront n�ecessaires sont paire de courbes, qui a deux
champs, premi�ere courbe et seconde courbe, chacun �etant un ident courbe, et tri-

angle simple, qui a trois champs, premi�ere courbe, seconde courbe et troisi�eme -

courbe, chacun �etant aussi un ident courbe.

Tr�es sch�ematiquement, l'algorithme que nous proposons consiste �a construire la liste de
toutes les paires de courbes de B�ezier intervenant dans l'arrangement qui ne satisfont pas
(V.5), et �a subdiviser toutes les courbes apparaissant dans cette liste, dans une premi�ere
phase, et ensuite de traiter les triangles simples. Nous verrons dans les descriptions des
proc�edures que l'algorithme appelle que la structure de donn�ees codant la liste de paires de
courbes doit permettre d'e�ectuer de mani�ere optimale l'ensemble d'op�erations suivantes :

{ insertion ordonn�ee d'une nouvelle paire de courbes (en utilisant l'ordre lexicographique
pour cette classe) ;

{ suppression d'une paire de courbes ;

{ recherche/localisation d'une paire de courbes ;

{ successeur ;

{ pr�ed�ecesseur.

Cette structure de donn�ees sera donc un dictionnaire augment�e ; en l'impl�ementant �a l'aide
d'un arbre rouge-noir, l'insertion, a suppression et la recherche d'une paire de courbes

se fait en O(log k), o�u k est la taille du dictionnaire, et les deux derni�eres op�erations de la
liste ci-dessus se font en temps constant (pour plus de d�etails sur ces structures de donn�ees,
voir [Boi95] chap. 2).

Nous aurons aussi besoin d'une structure codant la liste des courbes qui doivent être
subdivis�ees �a chaque it�eration, et les op�erations qui seront ex�ecut�ees sur cette structure
sont les mêmes que dans le cas des paires de courbes ; ainsi, un dico paires de courbes
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est un dictionnaire augment�e de paires de courbes, un dico courbes est un dictionnaire
augment�e de ident courbe ; en plus, nous introduisons le tableau triangles, un tableau
de triangles simples.

En�n, nous appelons coord extremale courbe une classe dont les deux champs sont
coordonn�ee, un r�eel, et courbe, un ident courbe, et un dico cec sera un dictionnaire
augment�e de coord extremale courbe.

V.4.2. L'algorithme de calcul de P tel que A(P) et A(B) soient �equivalents

La structure de l'algorithme est la suivante :

1. Arrangements �equivalents(arrangement A)
2. dico paires de courbes LPC

3. dico courbes L
4. tableau triangles T
5. begin

6. lecture donn�ees(A)
7. rectangles superpos�es(A,LPC)
8. construction liste triplets(LPC,T )
9. v�erification intersections(A,LPC)
10. liste courbes �a subdiviser(LPC,L)
11. tant que L 6= ;
12. begin

13. reconstruction par subdivision(LPC,L)
14. ar subdivision(A;L)
15. v�erification intersections(A,LPC)
16. liste courbes �a subdiviser(LPC,L)
17. end

18. �equivalence triangles(A,T )

19. �ecriture r�esultats(A)
20. end

Cet algorithme prend en entr�ee un arrangement A, dont toutes les polycourbes sont
dans leur �ecriture initiale, et donne �a la sortie le même arrangementA, mais dont les poly-
courbes ont subi des subdivisions de de Casteljau telles que dans leurs �ecritures courantes
l'arrangement des polygones de contrôle respectifs soit �equivalent �a celui de polycourbes.
Son id�ee est de chercher toutes les paires de courbes de B�ezier ne faisant pas toutes les deux
partie de la même polycourbe et dont nous ne pouvons pas a�rmer que soit elles ne se
coupent pas, soient elles v�eri�ent (V.5), et de les introduire dans le dictionnaire LPC (c'est
ce que font les proc�edures rectangles superpos�es et v�erification �equivalence). En-
suite, toutes les courbes de B�ezier apparaissant dans au moins une des paires de courbes

du dictionnaire LPC seront introduites dans le dictionnaire de courbes �a subdiviserL (proc�e-
dure liste courbes �a subdiviser). Si L n'est pas vide, nous subdivisons toutes les
courbes de B�ezier identi��ees par L (proc�edure ar subdivision) et nous recommen�cons.
Si il l'est, la proc�edure �equivalence triangles prend en entr�ee le tableau T des triplets
de courbes susc�eptibles de d�eterminer (au moins) un triangle simple et assure, en subdi-
visant encore certaines des courbes de B�ezier de la structure courante de l'arrangement si
besoin est, l'�equivalence de tous les triangles simples qui se correspondent dans A(B) et
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A(P).

Les r�esultats pr�esent�es dans le paragraphe pr�ec�edent de ce chapitre nous permettent
d'a�rmer, premi�erement, que l'algorithme ci-dessus fournit r�eellement une �ecriture de la
famille de polycourbes de B�ezier donn�ee par A telle que l'arrangement des polygones de
contrôle respectifs soit �equivalent �a l'arrangement de polycourbes, et deuxi�emement, que
cet algorithme converge.

D�etaillons maintenant les proc�edures appel�ees par ce programme.

V.4.2.1. La proc�edure rectangles superpos�es

Pour v�eri�er si deux polygones (dans notre cas convexes) ont une intersection vide, un
premier crit�ere e�cace consiste �a tester si les rectangles de côt�es respectivement parall�eles
aux axes les englobant respectivement sont disjoints. Ainsi, pour trouver toutes les paires
de courbes de B�ezier ne faisant pas partie de la composition de la même polycourbe de
l'arrangement donn�e et dont les B-polygones ne sont pas disjoints, nous commen�cons par
chercher toutes les telles paires dont les B-polygones ont les rectangles englobants non
disjoints. Le sch�ema de cette proc�edure est le suivant :

1. rectangles superpos�es(arrangement A, dico paires de courbes LPC)
2. dico cec x min, x max

3. dico paires de courbes temporaire

4. entiers i, j, k

5. begin

6. construction liste croissante minima(A,x min)
7. construction liste croissante maxima(A,x max)
8. i= 0; j= 0
9. tant que i< N
10. begin

11. tant que
�
j< N et x min[j].coordonn�ee� x max[i].coordonn�ee

�
12. begin

13. si x min[j].curbe.quelle polycourbe

6= x max[i].curbe.quelle polycourbe

14. pour k allant de i �a N � 1
15. si (x max[k].curbe,x min[j].curbe)2temporaire
16. begin

17. effacer (x max[k].curbe,x min[j].curbe) de temporaire

18. si
�
min y(x min[j].curbe)� max y(x max[k].curbe)

et
min y(x max[k].curbe)� max y(x min[j].curbe)

�
19. inserer (x min[j].curbe,x max[k].curbe) dans LPC

20. end

21. sinon

22. inserer (x min[j].curbe,x max[k].curbe) dans temporaire

23. j= j+1
24. end

25. i= i+1
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26. end

27. end

Soient R1 et R2 deux rectangles (consid�er�es des ensembles ferm�es) ayant les arêtes
parall�eles aux axes et supposons que les sommets de R1 sont (a1; b1), (a2; b1), (a2; b2) et
(a1; b2), avec a1 � a2 et b1 � b2, et les sommets de R2 sont (�1; �1), (�2; �1), (�2; �2)
et (�1; �2), avec �1 � �2 et �1 � �2. Il est tr�es facile �a voir qu'une condition n�ecessaire
et su�sante pour avoir la relation R1 \ R2 6= ; est donn�ee par l'ensemble d'in�egalit�es�
a1 � �2 ; �1 � a2 ; b1 � �2 ; �1 � b2

	
, et c'est cette propri�et�e qui a �et�e utilis�ee dans

l'algorithme ci-dessus.
La proc�edure commence par construire, lignes 6 et 7, deux dictionnaires de coord extr�e-

male courbe, x min et x max. Un �el�ement du dictionnaire x min donne dans son champ
coordonn�ee l'abscisse minimale du B-polygone de la courbe de B�ezier d�esign�ee par son
champ courbe. De la même mani�ere, un �el�ement du dictionnaire x max donne dans son
champ coordonn�ee l'abscisse maximale du B-polygone de la courbe de B�ezier d�esign�ee par
son champ courbe. L'ordre (total) consid�er�e pour la classe coord extremale courbe est
celui donn�e par son champ coordonn�ee. Chacun des dictionnaires x min et x max est de
taille N =

Pn
i=0 ni, o�u n est le nombre de polycourbes de l'arrangement et ni est le nom-

bre de courbes de B�ezier composant la i-�eme polycourbe. Le cycle des lignes 9-26 fait un
parcours du dictionnaire x max, et le cycle des lignes 11-24 fait un parcours en parall�ele du
dictionnaire x min. Le dictionnaire temporaire est vide au d�ebut et nous y introduisons
toute paire de courbes (courbe1, courbe2) telle que :
{ courbe1 et courbe2 ne se situent pas sur la même polycourbe (le test de la ligne 13) ;
{ la paire de courbes (courbe2, courbe1) n'appartient pas d�ej�a �a temporaire.
Le deuxi�eme test de la ligne 11 nous assure que toute paire de courbes (courbe1, courbe2)

candidate �a être introduite dans temporaire satisfait la condition a1 � �2, si nous con-
sid�erons que les rectangles englobants des B-polygones des courbes courbe1 et courbe2

sont respectivement R1 et R2 et avec les notations ci-dessus. Si (courbe2, courbe1) est
un �el�ement de temporaire, nous d�eduisons que l'in�egalit�e �1 � a2 est �egalement v�eri-
��ee ; dans ce cas, nous �eliminons (courbe2, courbe1) de temporaire et nous testons si
les deux rectangles ont une intersection non vide en v�eri�ant b1 � �2 et �1 � b2 (ligne
18). Si ces deux conditions sont satisfaites, (courbe1, courbe2) est introduite dans le
dictionnaire LPC que la proc�edure donne comme r�esultat.

Cet algorithme fait appel �a quatre sous proc�edures : construction liste croissante-

minima, construction liste croissante maxima, min y et max y. Ces deux derni�eres
calculent respectivement l'ordonn�ee minimale et maximale d'un polygone convexe donn�e
(dans notre cas, B-polygone de la courbe de B�ezier donn�ee). Grâce �a la convexit�e du poly-
gone �a traiter, ces proc�edures sont de complexit�e O(log d), d �etant le nombre de sommets
du polygone. Les deux autres proc�edures font appel respectivement �a min x et max x, qui
sont tout �a fait similaires �a min y et max y et retournent l'abscisse minimale et respec-
tivement maximale d'un polygone convexe donn�e. En plus, construction liste crois-

sante minima et construction liste croissante maxima construisent chacune un dic-
tionnaire, l'insertion d'un nouvel �el�ement se faisant en O(log k), o�u k est la taille du
dictionnaire d�ej�a existent. Ainsi, construction liste croissante minima et construc-
tion liste croissante maxima seront de complexit�e O

�
N log(N) + N log(D)

�
, o�u nous

avons not�e D = maxni=0maxnij=0mi;j le degr�e maximal des courbes de B�ezier intervennant

dans l'arrangement et N =
Pn

i=1 ni le nombre total de courbes de B�ezier intervenant dans
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l'arrangement.
Nous allons �evaluer le coût de rectangles superpos�es dans le cas le pire, qui survient

quand chaque polycourbe est compos�ee d'une unique courbe de B�ezier et toutes deux
courbes de B�ezier ont les rectangles emboitants non disjoints. Dans ce cas, nous aurons la
relation

N
max
j=0

x min[j].coordonn�ee �
N
min
i=0

x max[i].coordonn�ee

et pour i allant de 1 �a N �1 l'algorithme n'ex�ecutera que le premier test de la ligne 11, de
complexit�eO(1), et le coût total sera doncO(N). Pour i = 0, les lignes 13-22 s'ex�ecuteront
pour chaque j entre 0 et N � 1. �A la j0-�eme it�eration, le dictionnaire temporaire aura
au plus j0N �el�ements et nous pouvons voir que la somme des coûts du test de la ligne
15 et de l'op�eration de la ligne 17 sera O(log(j0N)). Les deux tests de la ligne 18 ont
la complexit�e O(D). En sommant sur j, et comme les autres op�erations du cycle des
lignes 11-24 se font en temps constant �a chaque it�eration, nous obtenons pour ce cycle la
complexit�e O

�
N log(N)+N log(D)

�
. Nous pouvons ainsi conclure que, dans le cas le pire,

le coût total de la proc�edure rectangles superpos�es est O
�
N log(N) +N log(D) +N

�
.

V.4.2.2. La proc�edure v�erification intersections

Pour chaque paire de courbes identi��ee par un �el�ement du dictionnaire LPC, cette proc�e-
dure v�eri�e si les conditions (V.1), (V.2) et (V.3) sont satisfaites, et si elles le sont, l'�el�ement
est �elimin�e de LPC. Son sch�ema est le suivant :

1. v�erification intersections(arrangement A, dico paires de courbes LPC)
2. polygones P1;P2
3. entier cardinal

4. paire de courbes *ic1, *ic2

5. begin

6. *ic1= premier �el�ement de LPC

7. tant que ic1 6=NULL
8. begin

9. P1 = A((*ic1).premi�ere courbe)
10. P2 = A((*ic1).seconde courbe)
11. cardinal= intersection lignes polygonales(P1;P2)
12. si cardinal= 0
13. effacer *ic1 du dictionnaire LPC

14. si cardinal= 1
15. si P1;P2 v�erifient (V.2), (V.3)
16. si P1;P2 v�erifient (V.1)
17. effacer *ic1 de la liste LPC

18. sinon

19. si v�erification avant/apr�es 1(A,LPC,ic1,ic2)= oui

20. begin

21. effacer *ic1 du dictionnaire LPC

22. effacer *ic2 du dictionnaire LPC

23. end

24. si cardinal= �1
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25. si v�erification avant/apr�es 2(A,LPC,ic1,ic2)= oui

26. begin

27. effacer *ic1 du dictionnaire LPC

28. effacer *ic2 du dictionnaire LPC

29. end

30. ic1= (*ic1).suivant

31. end

32. end

Le cycle des lignes 7-31 s'e�ectue pour chaque �el�ement du dictionnaire LPC et comme
nous avons d�ej�a mentionn�e, dans le cas le pire M = card(LPC) = N(N � 1)=2. Les
polygones P1 et P2 seront toujours des polygones simples et convexes et nous utilisons la

notation Pi = P
(i)
0 P

(i)
1 : : :P

(i)
mi , pour i = 1; 2.

Pour chaque paire de courbes correspondant �a un �el�ement de LPC, les polygones P1
et P2 sont respectivement les B-polygones des deux courbes de la paire. L'algorithme
commence par appeler la proc�edure intersection lignes polygonales, qui, pour les
deux polygones simples et convexes P1 et P2, rendra :
� 0, si �m1�1[

i=0

[P
(1)
i P

(1)
i+1]

�
\

�m2�1[
i=0

[P
(2)
i P

(2)
i+1]

�
= ;

et

card

��m1�1[
i=0

[P
(1)
i P

(1)
i+1]

�
\ Int(P2)

�
+ card

��m2�1[
i=0

[P
(2)
i P

(2)
i+1]

�
\ Int(P1)

�
= 0

� �1, si �m1�1[
i=0

[P
(1)
i P

(1)
i+1]

�
\

�m2�1[
i=0

[P
(2)
i P

(2)
i+1]

�
= ; (V:6)

et �m1�1[
i=0

[P
(1)
i P

(1)
i+1]

�
\ Int(P2) 6= ; ou

�m2�1[
i=0

[P
(2)
i P

(2)
i+1]

�
\ Int(P1) 6= ; (V:7)

� 1, si

card

��m1�1[
i=0

[P
(1)
i P

(1)
i+1]

�
\

�m2�1[
i=0

[P
(2)
i P

(2)
i+1]

��
= 1

� 2, si

card

��m1�1[
i=0

[P
(1)
i P

(1)
i+1]

�
\

�m2�1[
i=0

[P
(2)
i P

(2)
i+1]

��
� 2

Ainsi, si le r�esultat de cette proc�edure est 0, nous sommes certains que ni les B-
polygones, ni les courbes de B�ezier correspondant �a la paire de courbes trait�ee ne se
coupent et donc celle-ci peut être �elimin�ee de LPC (lignes 12-13). Si, au contraire, le r�esul-
tat est 2, il est sûr que les deux courbes de B�ezier ne satisfont pas les conditions requises,
par cons�equent la paire de courbes doit rester dans la liste LPC et donc l'algorithme se
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contente de passer �a l'�el�ement suivant de cette liste (ligne 30). Les cas n�ecessitant un traite-
ment plus compliqu�e apparâ�ssent quand la proc�edure intersection lignes polygonales

retourne 1 o�u �1.
Si le r�esultat est 1, il a un sens de nous poser la question si les B-polygones P1 et P2

satisfont les conditions (V.2) et (V.3) (ligne 15). Si ce n'est pas le cas, les deux courbes
de B�ezier devront être subdivis�ees et l'algorithme passe �a l'it�eration suivante sans enlever
l'�el�ement courant de LPC. Si oui, alors nous v�eri�ons si la condition (V.1) est satisfaite
aussi, et si c'est le cas nous pouvons, en appliquant le lemme V.1, en d�eduire que cette
paire de courbes ne soul�eve pas de probl�eme pour l'�equivalence des arrangements A(B) et
A(P) et donc nous l'e�a�cons de LPC (lignes 16-17). Si la condition (V.1) n'est pas v�eri��ee,
la proc�edure v�erification avant/apr�es 1 est appel�ee.

Si nous nous situons dans le cas o�u cet appel est fait, il y a quatre positions relatives des
B-polygones P1 et P2 possibles ; une de ces positions est pr�esent�ee dans la �gure suivante,
les trois autres pouvant être repr�esent�ees �a partir de celle-ci en changeant les rôles des
B-polygones P1 et P2 et en \sym�etrisant" la notation du B-polygone ayant une extr�emit�e

�a l'int�erieur de l'autre (pour le cas de la �gure, P(1)
0 devient P(1)

m1 et reciproquement).
�Etudions le fonctionnement de la proc�edure v�erification avant/apr�es 1 pour le cas
pr�esent�e dans la �gure, les autre cas seront trait�es de mani�ere similaire.

P1

P2

P
(1)
m1

P
(1)
0

Figure V.16

On commence par tester si la courbe de B�ezier correspondant au B-polygone P1 est la
premi�ere de la polycourbe dont elle fait partie (autrement dit, nous v�eri�ons si (*ic1).pre-
mi�ere courbe.quelle courbe= 0). Si c'est le cas, aucune autre op�eration n'est e�ectu�ee,
et *ic1 restera un �el�ement de LPC, car la proc�edure retourne \non". Sinon, soit P3 le
B-polygone de la courbe de B�ezier pr�ec�edant la courbe correspondant �a P1 dans la com-
position de la polycourbe dont celle-ci fait partie. L'algorithme teste alors si eP1 = eP3.
Au premier appel de la proc�edure v�erification intersections dans l'algorithme Ar-

rangements �equivalents, toutes les polycourbes de l'arrangement sont dans leur �ecriture
initiale et l'�egalit�e ne peut �evidemment pas être satisfaite, mais aux it�erations suivantes
elle devient possible. Si l'�egalit�e n'est pas v�eri��ee, nous voudrons subdiviser les deux
courbes d�esign�ees par *ic1 et donc, pour ne pas exclure cet �el�ement du dictionnaire LPC,
v�erification avant/apr�es 1 retourne \non". Si oui, on v�eri�e les relations :

card

 �m3�1[
i=0

[P
(3)
i P

(3)
i+1]

�
\ [P

(2)
0 P(2)

m2
]

!
= 1

�m3�1[
i=0

[P
(3)
i P

(3)
i+1]

�
\

�m2�1[
i=0

[P
(2)
i P

(2)
i+1]

�
= ;
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�m2�1[
i=0

[P(2)
i P(2)

i+1]

�
\ [P(3)

0 P(3)
m3

] = ; card
�
[P(2)

0 P(2)
m2

] \ [P(3)
0 P(3)

m3
]
�
= 1

Le lemme V.2 nous autorise, si ces quatre conditions sont satisfaites, �a e�acer *ic1 de la
liste LPC. Plus, il existe un �el�ement de LPC[j] d�esignant la paire de courbe qui correspond
�a (P1;P3) (pas forc�ement dans cet ordre), le pointeur ic2 indiquera cet �el�ement et le même
lemme nous dit que *ic2 peut lui aussi être �elimin�e du dictionnaire de paires de courbes.
Par cons�equent, dans ce cas la proc�edure v�erification avant/apr�es 1 retournera \oui",
mais elle d�eterminera d'abord le pointeur ic2. Ainsi, la proc�edure v�erification inter-

sections executera les lignes 21 et 22, �eliminant *ic1 et *ic2 du dictionnaire LPC. Si les
quatres relations ci-dessus ne sont pas v�eri��ees, le r�esultat de la proc�edure sera \non" et
LPC restera inchang�ee.

Si le r�esultat de la proc�edure intersection lignes polygonales est �1, nous nous
retrouvons dans un cas qui est d'une certaine fa�con sym�etrique �a celui d�ej�a pr�esent�e.
Nous savons qu'au moins une des deux relations de la condition (V.7) est satisfaite, sup-
posons que c'est la premi�ere (l'autre cas se traite bien sûr de la même mani�ere). La
proc�edure v�erification avant/apr�es 2 commence par calculer le cardinal de l'ensemble

[P
(1)
0 P

(1)
m1 ]\ [P

(2)
0 P

(2)
m2 ]. Si ce cardinal est 0, nous nous trouvons dans une situation similaire

�a l'une des deux pr�esent�ees �gure V.17, et les deux courbes doivent être subdivis�ees, donc
v�erification avant/apr�es 2 retourne \non".

Figure V.17

Si le cardinal est +1, nous aurons la situation de la �gure V.18(a), car celle de
la �gure V.18(b) ne satisfait pas (V.6). Dans ce cas aussi le r�esultat de v�erifica-

tion avant/apr�es 2 sera \non".

(a) (b)

Figure V.18
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En�n, si le cardinal est 1, nous pouvons d�eduire que

card

 �m1�1[
i=0

[P
(1)
i P

(1)
i+1]

�
\ [P

(2)
0 P(2)

m2
]

!
= 1

car P1 est convexe et la condition (V.6) est satisfaite. Alors un et seulement un des points

P
(1)
0 et P

(1)
m1 appartiendra �a Int(P2), et supposons que ce point est P

(1)
m1 .

Nous pouvons maintenant voir la sym�etrie mentionn�ee avec les cas trait�es par la proc�e-
dure v�erification avant/apr�es 1 : le B-polygone P1 est assimil�e au B-polygone P3 de
la discussion pr�ec�edente. La marche �a suivre sera donc la suivante :
{ nous v�eri�ons si la courbe de B�ezier correspondant �a P1 est la derni�ere de la polycourbe
dont elle fait partie (autrement dit, nous testons (*ic1).premi�ere courbe.quelle -

courbe= A((*ic1).premi�ere courbe.quelle polycourbe).taille�1)
{ si elle l'est, v�erification avant/apr�es 2 retourne \non"
{ si elle ne l'est pas, soit P3 le B-polygone correspondant �a la courbe de B�ezier succ�edant
la courbe B�ezier associ�ee �a P1 dans la composition de la polycourbe dont elle fait partie

{ si eP1 6= eP3, v�erification avant/apr�es 2 retourne \non"
{ si eP1 = eP3, nous v�eri�ons les relations
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] = ; card
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(en fait, la deuxi�eme et la troisi�eme de ces quatre conditions impliquent les deux autres,
dans les hypoth�eses existentes, et par cons�equent su�sent)

{ si l'une de ces relations n'est pas vraie, v�erification avant/apr�es 2 retourne \non"
{ si toutes les quatre sont v�eri��ees, nous testons si P2 et P3 satisfont les conditions (V.2)
et (V.3)

{ si ils ne les satisfont pas, v�erification avant/apr�es 2 retourne \non"
{ si oui, nous attribuons ic2 tel que *ic2 identi�e la paire de courbes correspondant
respectivement aux B-polygones P2 et P3, et v�erification avant/apr�es 2 retourne
\oui"
Remarquons que le pointeur ic2 calcul�e par l'une ou l'autre des proc�edures v�erifica-

tion avant/apr�es 1 et v�erification avant/apr�es 2 indique toujours une paire de -

courbes sup�erieure �a celle indiqu�ee par le pointeur *ic1 auquel il est associ�e, car si il
est donn�e par v�erification avant/apr�es 1 et ne satisfait pas cette condition, alors il
est facile �a voir que *ic1 aurait dû lui être associ�e par v�erification avant/apr�es 2

�a l'it�eration lui correspondant dans le cycle tant que des lignes 7-30, ce qui est con-
tradictoire, et une contradiction similaire est obtenue si *ic2 est donn�e par v�erifica-

tion avant/apr�es 2.
Avant de faire l'�etude de coût de cette proc�edure, un commentaire sur les algorithmes

de v�erification avant/apr�es 1 et v�erification avant/apr�es 2 s'impose. Nous obser-
vons que ces proc�edures ne tirent aucun pro�t du fait que les objets �a traiter ne sont pas de
courbes de B�ezier, mais des polycourbes, car quand eP3 est di��erent de eP1, pour v�erifica-
tion avant/apr�es 1, ou eP2, pour v�erification avant/apr�es 2, les proc�edures retour-
nent tout de suite \non". Nous sommes oblig�es de proc�eder ainsi �a cause des con�guration
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similaires �a celle de la �gure V.19, o�u P1 et P2 satisfont les condition n�ecessaires �a l'appel
de v�erification avant/apr�es 1 et P3 satisfait toutes les propri�et�es requises par cette
proc�edure, sauf eP3 = eP1, et card�P2 \ (P1 [ P3)

�
6= card

�
B2 \ (B1 [ B3)

�
.

P2

P3

P1

Figure V.19

Pour cette raison, nous devons imposer une condition suppl�ementaire �a l'arrangement
A(B) pour que notre algorithme converge : celle qu'aucune extr�emit�e de courbe de B�ezier
(et non pas polycourbe) de l'�ecriture initiale de l'arrangement n'appartienne �a une poly-
courbe autre que celle dont la courbe fait partie, hypoth�ese dont nous avons d�ej�a vu la
n�ecessit�e pour la preuve du lemme V.3.

P0;0

P1;0

(a)
P2;0

P1;0
P0;0

P1;1P2;1

P2;0

(b)

P1;0

P1;1

P1;2

P0;0

P2;0

(c)

P2;1

P2;2

P2;3

Figure V.20

D'un autre côt�e, nous n'utilisons pas \pleinement" le r�esultat V.3, car, dans les notations
de ce lemme, nous v�eri�ons les propri�et�es demand�ees uniquement pour jk = ik�1, `k = ik�
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1. Ainsi, pour l'arrangement de la �gure V.20(a) (�a la premi�ere it�eration) la paire courbes

((1; 0); (2; 0)) restera dans la liste de paires de courbes et ((0; 0); (1; 0)) et ((0; 0); (2; 0))
seront e�ac�ees ; apr�es subdivision, dans la �gure V.20(b) (la deuxi�eme it�eration) les paires
ne satisfaisant pas les conditions sont ((1; 0); (2; 0)) et ((1; 0); (2; 1)), tandis qu'apr�es encore
une subdivision le polygone P0;0 fera partie d'une paire de courbes ne satisfaisant pas
les bonnes propri�et�es, car la valeur cardinal associ�ee �a la paire ((0; 0); (1; 0)) sera 1,
celle pour ((0; 0); (1; 1)) sera �1 et celle pour ((0; 0); (1; 2)) sera aussi -1 et c'est P1;2 qui
v�eri�e les conditions de v�erification avant/apr�es 1 et non pas P1;1. Mais nous verrons
dans la description de la proc�edure reconstruction par subdivision qu'en fait ce n'est
que la premi�ere fois que le dictionnaire LPC est construit en v�eri�ant pour chaque paire
de courbes n'appartenent pas �a la même polycourbe de l'arrangement les conditions de
v�erification intersections, aux it�erations suivantes LPC se d�eduit �a partir des paires
de courbes qui ne satisfaisaient pas ces conditions �a l'it�eration pr�ec�edente.

Pour �evaluer la complexit�e de v�erification intersections, nous devons �etudier les
coûts des proc�edures auxquelles cet algorithme fait appel.

La proc�edure intersection lignes polygonales est lin�eaire en la somme des tailles
des deux polygones qu'elle traite, donc au pire lin�eaire en D, le maximum des degr�es
des courbes de B�ezier de l'arrangement. Elle utilise l'algorithme classique de calcul de
l'intersection de deux polygones convexes par d�ecomposition en union de lignes polygonales
d'abscisse croissante ; l'intersection de deux telles lignes polygonales se calcule en temps
lin�eaire en leur nombre total de sommets, et la d�ecomposition des B-polygones se fait en
temps logarithmique, car elle consiste �a trouver les sommets extr�emaux sur une direction
horizontale.

Le proc�edure v�erification avant/apr�es 1 est elle aussi lin�eaire en le maximum des
degr�es des trois polygones qui interviennent, qui peut être major�e par D, mais �a ce coût
s'ajoute celui de la recherche du pointeur ic2 satisfaisant les conditions mentionn�ees, ce qui
am�ene la complexit�e de cette proc�edure �a O(log(M)). Il est facile �a voir que la proc�edure
v�erification avant/apr�es 2, tr�es semblable �a la pr�ec�edente, a la même complexit�e.

En sommant pour tous les �el�ements de LPC, nous obtenons pour v�erification inter-

sections le coût O(M log(M) +MD) (le test de la ligne 15 se fait en temps constant ;
celui de la ligne 16 se fait en O(D) ; en�n, l'�elimination des �el�ements de LPC se fait en
O(log(M))). Dans le cas le pire, comme nous avons vu, M = N(N � 1)=2 et ce coût sera
O(N2 log(N) +N2D).

V.4.2.3. La proc�edure liste courbes �a subdiviser

Cette proc�edure construit, �a partir du dictionnaire contenant les paires de courbes

qui ne satisfont pas les crit�eres donn�es pour assurer l'�equivalence des arrangements A(B)
et A(P), le dictionnaire de courbes de B�ezier participant �a l'arrangement qui doivent être
subdivis�ees. Son sch�ema est extr�emement simple :

1. liste courbes �a subdiviser(dico paires de courbes LPC, dico courbes L)
2. paire de courbes *ic= premier �el�ement de LPC

3. begin

4. tant que ic 6= NULL

5. begin

6. si (*ic).premi�ere courbe =2 L
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7. inserer (*ic).premi�ere courbe dans L
8. si (*ic).seconde courbe =2 L
9. inserer (*ic).seconde courbe dans L
10. si cardL = N
11. sortir

12. ic= (*ic).suivant

13. end

14. end

Le fonctionnement est aussi facile �a suivre : pour chaque paire de courbes du dic-
tionnaire LPC, on v�eri�e si les deux courbes sont d�ej�a dans L, et si elle ne le sont pas, on
les y introduit.
L �etant un dictionnaire, les tests des lignes 6 et 8 seront r�ealis�es en O(log k), o�u k est la

taille courante du tableau, et les insertions des lignes 7 et 9 s'executent aussi en O(log k).
Le test de la ligne 10 a �et�e con�cu dans l'espoir de r�eduire le nombre d'it�erations �a

e�ectuer, qui dans le cas le pire est N(N � 1)=2. Ainsi, si la taille de LPC est e�ectivement
N(N � 1)=2, ce test am�enera le nombre d'it�eration, au pire, �a (N � 1)(N � 2)=2, et au
mieux, �a dN=2e. Dans le cas le pire, le coût de la proc�edure sera donc O(N2 logN), et
dans le meilleur cas elle sera O(N logN).

V.4.2.4. La proc�edure ar subdivision

Cette proc�edure construit la nouvelle structure de l'arrangement, en subdivisant toutes
les courbes de B�ezier d�esign�ees par le dictionnaire L. Elle utilise la proc�edure subdivision
d�ecrite dans le paragraphe III.3.2.3, mais, comme celle-ci traite des polycourbes et non pas
des tab polycourbes, une conversion de type doit être fait. Aussi, nous devons convertir
les ident courbe du dictionnaireL en pointeurs �a des courbes de B�ezier ; chacune de ces
deux conversions se fait en temps lin�eaire en la taille de l'objet �a convertir, elle coûteront
donc O(N). En plus, apr�es la subdivision de toutes le courbes de B�ezier identi��ees par L
nous devons reconvertir chaque polycourbe, dans sa nouvelle �ecriture, de liste doublement
châ�n�ee au tableau, op�eration qui est toujours de complexit�e O(N). Le coût total de la
proc�edure ar subdivision sera, compte tenu de celui de subdivision, O(ND2).

V.4.2.5. La proc�edure reconstruction par subdivision

Dans l'algorithme Arrangements �equivalents, nous utilisons cette proc�edure pour les
it�erations du cycle des lignes 12-18, plutôt que rectangles superpos�es. La raison est que
sa complexit�e est, comme nous le verrons, inf�erieure �a celle de l'autre proc�edure, et tandis
qu'au fur et �a mesure des it�erations le coût de rectangles superpos�es serait croissant, car
le nombre de courbes de B�ezier intervenant dans l'arrangement crô�t, celui de reconstruc-
tion par subdivision d�ecrô�t, car le cardinal de LPC est d�ecroissant. Nous pouvons faire
cette \substitution" de proc�edure, car il n'est pas di�cile de voir que les propri�et�es requises
pour les paires de courbes de B�ezier de l'arrangement sont invariantes �a la subdivisions
(même si les conditions (V.4), (V.2) et (V.3) ne le sont pas �a la subdivision non uniforme).
Autrement dit, si une paire de courbes ne se trouve pas dans le dictionnaire LPC apr�es
son traitement par v�erification intersections, les deux courbes de B�ezier que cette
paire identi�e ne se coupent pas ou ont exactement un point d'intersection, propri�et�es qui
ne seront pas chang�ees par subdivision. Par cons�equent, �a l'it�eration suivante nous aurons
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�a chercher les \mauvaises" paires de courbes uniquement parmi celles provenant, par sub-
division, des \mauvaises" paires de courbes �a l'it�eration courante. Par ailleurs, cette fa�con
de construire LPC �a l'it�eration i �a partir de LPC �a l'it�eration i � 1 fait aussi que l'exemple
donn�ee dans la �gure V.20 ne pose pas de probl�eme, comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e.
Le sch�ema de la proc�edure est le suivant :

1. reconstruction par subdivision(dico paires de courbes LPC,
dico courbes L)

2. entiers i,a,b

3. tableau entiers I
4. tableau paires de courbes copie= LPC

5. begin

6. effacement LPC

7. cr�eation liste t�emoin(L,I)
8. pout i allant de 0 �a M � 1
9. begin

10. a= I[copie[i].premi�ere courbe]

11. b= I[copie[i].seconde courbe]

12. inserer transform�ee 1(copie[i],a,b) dans LPC

13. inserer transform�ee 2(copie[i],a,b) dans LPC

14. inserer transform�ee 3(copie[i],a,b) dans LPC

15. inserer transform�ee 4(copie[i],a,b) dans LPC

16. end

17. end

Le tableau I est index�ee sur tous les indent courbe d�esignant une courbe de B�ezier
qui participe �a l'arrangement. Si i 2 f0; : : : ; n � 1g est l'indice d'une polycourbe dans
l'arrangement et j 2 f0; : : : ; nig est l'indice d'une courbe de B�ezier de la composition
courante de Bi, I[(i; j)] donnera le nombre de courbes de B�ezier (toujours par rapport �a
la composition courante) de la polycourbe Bi qui correspondent �a un indice dans cette
polycourbe inf�erieur �a j et qui apparâ�ssent dans la liste L, donc qui seront subdivis�ees.
Ainsi, apr�es la subdivision de toutes les courbes de B�ezier de Bi indiqu�ees par le dictionnaire
L, la courbe qui �etait j-�eme avant subdivision donnera les j+I[(i; j)]-�eme et j+I[(i; j)]+1-
�eme courbes dans la nouvelle �ecriture de Bi, si elle est subdivis�ee, et sera la j+I[(i; j)]-�eme
courbe de Bi, si elle ne l'est pas. La proc�edure cr�eation liste t�emoin cr�ee la liste I en
comptant pour chaque (i; j) les nombre de indent courbe (i; k) avec k < j qui sont des
�el�ements de L.

L'initialisation de la ligne 4 est �evidemment un peu abusive, elle sous-entend une conver-
sion de type. Les fonctions transform�ee i, pour i allant de 1 �a 4, donnent comme r�esultat,
�a partir de copie[i] (qui est un �el�ement de LPC de l'it�eration pr�ec�edente), les quatre
paires de courbes obtenues en associant chacune des deux courbes de B�ezier r�esult�ees de
la subdivision de copie[i].premi�ere courbe �a chacune des deux courbes de B�ezier r�e-
sult�ees de la subdivision de copie[i].seconde courbe. Les entiers a et b servent, comme
pr�esent�e dans la description du tableau I, au calcul des indices des nouvelles courbes de
B�ezier (obtenues par subdivision) dans leurs polycourbes respectives. Apr�es l'ex�ecution
du cycle des lignes 8-16, le dictionnaire LPC aura 4 fois plus d�el�ements.

Pour calculer la complexit�e de cette proc�edure, sommons les coûts de ses lignes. L'ins-
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truction de la ligne 4 s'execute en O(card(LPC)), donc en O(M). La proc�edure cr�ea-

tion liste t�emoin coûte O(
�
card(L)

�
), donc au pire O(N). Les instructions des lignes

10-11 sont chacune e�ectu�ees en temps constant et celles des lignes 12-15 en O(log(k)), k
�etant la taille actuelle de LPC. En cons�equence le cycle des lignes 8-16 coûteraO(M log(M)).
La complexit�e totale de la proc�edure sera ainsi O(N2 log(N)). Remarquons que la majo-
ration de M par N(N � 1) est, surtout pour les derni�eres it�erations, tr�es grossi�ere.

V.4.2.6. La proc�edure construction liste triplets

Cette proc�edure construit la liste de tous les triplets de courbes de B�ezier susceptibles
de repr�esenter un triangle simple. Notre algorithme commence le traitement des trian-
gles simples seulement apr�es avoir �ni les it�erations assurant que toute paire de courbes
de B�ezier se coupe exactement autant de fois que la paire form�ee par leur B-polygones
\�etendus" respectifs et aussi que la paire de polygones support courante, c'est-�a-dire que

card( eBi1;j1 \ eBi2;j2 ) = card( ePi1;j1 \ ePi2;j2) = card( eSi1;j1 \ eSi2;j2)
pour tous i1 6= i2 2 f1; : : : ; ng, j1 2 f0; : : : ;mi1g, j2 2 f0; : : : ;mi2g. Mais nous ne savons
pas quelle est cette valeur commune des cardinaux des intersections, car l'arrangement ini-
tial ne satisfait g�en�eralement pas la condition card(Bi1;j1\Bi2;j2) 2 f0; 1g et, contrairement
�a la supposition faite pour prouver la correctitude et la convergence de l'algorithme, nous
ne changeons pas la structure initiale de l'arrangement. Il n'est quand même pas di�cile
�a voir que si pour un triplet

�
(i1; j1); (i2; j2); (i3; j3)

�
l'ordre des points

� ePi1;j1 \ ePi2;j2� [� ePi1;j1\ ePi3;j3� sur ePi1;j1 est le même que l'ordre des points
� eSi1;j1\ eSi2;j2�[� eSi1;j1\ eSi3;j3�

sur eSi1;j1 , et pareil pour toutes les permutations circulaires des indices 1; 2; 3, alors tous les
pseudo-triangles d�e�nis par eBi1;j1 , eBi2;j2 et eBi3;j3 seront �equivalents aux ceux d�e�nis parePi1;j1 , ePi2;j2 et ePi3;j3 , car nous n'aurons fait que traiter d'un seul coup tous les pseudo-
triangles d�e�nis pas une triplet donn�e de courbes de l'arrangement initial �a la place de les
s�eparer d'abord et les traiter un par un ensuite.

Par cons�equent, nous cherchons les triplets de courbes se coupant deux par deux dans
l'�ecriture initiale de l'arrangement, car dans les conditions d�ecrites (nous ne devons pas
chercher que les triangles d�etermin�es exactement par trois courbes de B�ezier faisant respec-
tivement partie de trois polycourbes distinctes, mais plus ; aussi, il y a bien plus de courbes
de B�ezier intervannant dans l'arrangement dans son �ecriture �nale que dans l'initiale) il
serait plus coûteux de faire autrement, et l'algorithme serait nettement plus compliqu�e.
Dans cette situation, le tableau obtenu contiendra g�en�eralement un bon nombre de triplets
designant trois courbes qui ne se coupent pas toutes deux, donc qui en fait ne nous in-
teressent pas, mais la proc�edure appel�ee apr�es, �equivalence triangles, se chargera de
l'�elimination de ces �el�ements de T .

Ainsi, nous cherchons dans le dictionnaire LPC les indices i, j, k tels que l'ensemble
de ident courben

LPC[i].premi�ere courbe, LPC[i].seconde courbe, LPC[j].premi�ere courbe,

LPC[j].seconde courbe, LPC[k].premi�ere courbe, LPC[k].seconde courbe
o

ait exactement trois �el�ements et que dans cette �ecriture chacun apparaisse exactement
deux fois. Pour chaque tel triplet d'indices, nous ordonnons (par ordre lexicographique)
les trois ident courbe distincts de l'ensemble ci-dessus et introduisons le triangle ainsi
obtenu dans le tableau T (l'ajout d'un nouvel triangle se fait toujours �a la �n du tableau
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; le fait que LPC est un dictionnaire, donc fournit les paires de courbes en ordre, nous
garantit le bon ordre des e�l�ements de T ). Voici le sch�ema de la proc�edure :

1. construction liste triplets(dico paires de courbes LPC,
tableau triplets T )

2. paire de courbes *i,*j

3. triangle T
4. begin

5. *i= premier �el�ement de LPC

6. tant que i 6= NULL

7. begin

8. j= (*i).suivant

9. tant que
�
j 6= NULL et (*j).premi�ere courbe=(*i).premi�ere courbe

�
10. begin

11. si
�
(*i).seconde courbe,(*j).seconde courbe

�
2 LPC

12. begin

13. T.premi�ere courbe= (*i).premi�ere courbe

14. T.seconde courbe= (*i).seconde courbe

15. T.troisi�eme courbe= (*j).seconde courbe

16. ajouter T �a T
17. end

18. j= (*j).suivant

19. end

20. i= (*i).suivant

21. end

22. end

Le test de la ligne 11 s'execute O(N3) fois quand card(LPC) = N(N�1)=2 et il s'execute
en O(log(N)) ; comme toutes les autres instructions de la proc�edure sont de complexit�e
O(1), le coût de construction liste triplets est O(N3 log(N)).

Remarquons qu'une proc�edure construisant la liste de tous les triplets de courbes de
B�ezier de la structure initiale de l'arrangement qui sont susceptibles de former un triangle
simple en testant tout simplement les intersections de tous les triplets possibles de B-
polygones est de complexit�e O(N3D), qui g�en�eralement est inf�erieure �a la complexit�e de
notre proc�edure (N est su�sament grand par rapport �a D).

V.4.2.7. La proc�edure �equivalence triangles

Comme pr�ecis�e au d�ebut du paragraphe V.4.2.6, pour tester l'�equivalence des trianlges
simples trouv�es par la proc�edure pr�ec�edente nous avons choisi une m�ethode consistant �a
comparer les ordres respectifs dans lesquels ePi1;j1 coupe ePi2;j2 et ePi3;j3 et eSi1;j1 coupeeSi2;j2 et eSi3;j3 (et de même pour toutes les permutations des indices).

Avant de d�ecrire cette proc�edure, introduisons une nouvelle structure de donn�ees, le
segm inters, ayant deux champs, segment et avec qui. Si nous avons trois polygones,
P1, P2 et P3, un segm inters, notons-le si, attach�e �a, par exemple, P1, indiquera une
intersection de ce polygone avec l'un des deux autres : nous aurons

[P
(1)
si:segmentP

(1)
si:segment+1] \ Psi:avec qui 6= ;
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1. �equivalence triangles(arrangement A, tableau triplets T )
2. triangle T

3. liste segm inters SI

4. polygones contr1, contr2, contr3, supp1, supp2, supp3

5. liste segm inters c1, c2, c3, s1, s2, s3

6. begin

7. pour tout T2 T
8. begin

9. cr�eation poly contr/supp(A,T.premi�ere courbe,contr1,supp1)

10. cr�eation poly contr/supp(A,T.seconde courbe,contr2,supp2)

11. cr�eation poly contr/supp(A,T.troisi�eme courbe,contr3,supp3)

12. si supp1\ supp2 6= ; et supp1\ supp3 6= ; et supp2\ supp3 6= ;
13. begin

14. liste des intersections(contr1,contr2,contr3,

supp1,supp2,supp3,c1,c2,c3,s1,s2,s3)

15. tant que comparaison(c1,s1)= faux ou
comparaison(c2,s2)= faux ou comparaison(c3,s3)= faux

16. begin

17. subdiviser alternances(A,T.premi�ere courbe,s1)

18. subdiviser alternances(A,T.seconde courbe,s2)

19. subdiviser alternances(A,T.troisi�eme courbe,s3)

20. cr�eation poly contr/supp(A,T.premi�ere courbe,contr1,supp1)

21. cr�eation poly contr/supp(A,T.seconde courbe,contr2,supp2)

22. cr�eation poly contr/supp(A,T.troisi�eme courbe,contr3,supp3)

23. liste des intersections(contr1,contr2,contr3,

supp1, supp2,supp3,c1,c2,c3,s1,s2,s3)

24. end

25. end

26. end

27. end

La proc�edure cr�eation poly contr/supp construit, pour un ident courbe ic donn�e,
le polygone union des B-polygones de toutes les courbes de B�ezier qui proviennent, dans
l'�ecriture courante de l'arrangement, de la courbe de B�ezier de la structure initiale de
l'arrangement design�ee par ic, et similairement pour les polygones support (l'identi�cation
des courbes obtenues par la subdivision d'une courbe donn�ee est possible grâce au champ
rang d'une courbe de B�ezier). Il est �evident que le polygone supp1 aura moins de som-
mets que contr1, et de même pour supp2 et contr2 et respectivement supp3 et contr3.
Mais aussi, nous aurons card(supp1 \ supp2) = card(contr1 \ contr2), card(supp1 \
supp3) = card(contr1 \ contr3) et card(supp2 \ supp3) = card(contr2 \ contr3), car
l'arrangement a subi le traitement du cycle des lignes 12-18 (de l'algorithme Arrange-

ments �equivalents). Ainsi, quand nous voulons v�eri�er si les courbes de B�ezier \incrim-
in�ees" (design�ees par le triangle T dans la structure initiale de A) ont vraiment une
intersection non vide deux par deux, nous regardons si cette propri�et�e est satisfaite par
supp1, supp2 et supp3, c'est moins coûteux (ligne 12). Si ce n'est pas le cas, les trois
courbes ne forment aucun pseudo-triangle et nous passons �a l'�el�ement suivant de T .

Si les trois courbes de B�ezier se coupent deux par deux, nous associons �a chacune d'entre
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elles deux listes de segm inters, cr�eant ainsi les liste segm inters c1, c2, c3, s1,

s2, s3. c1 et s1 correspondent �a Ainit(T.premi�ere courbe) : c1 indique, dans l'ordre,
toutes les intersections de contr1 avec contr2 et contr3, et s1 de même, pour supp1,
supp2 et supp3. De la même fa�con, les listes c2, s2, respectivement c3, s3 ont as-
soci�ees �a Ainit(T.seconde courbe), respectivement Ainit(T.troisi�eme courbe). Nous
avons card(c1) = card(contr1 \ contr2) + card(contr1 \ contr3) et une relation ana-
logue est valable pour card(s1), d'o�u nous d�eduisons tout de suite card(c1) = card(s1),
card(c2) = card(s2) et card(c3) = card(s3). La proc�edure comparaison v�eri�e, pour
deux liste segm inters de la même longueur, si les deux listes d'entiers respectivement
obtenues en consid�erant uniquement le champ avec qui de chaque �el�ement (de chacune
des listes segm inters) sont identiques, et retourne \vrai" si c'est le cas et \faux"
sinon.

Il n'est pas di�cile �a voir que si le test de la ligne 15 rend \vrai", tous les pseudo-
triangles �eventuellement d�etermin�es par les trois courbes courament trait�ees satisfont
les \bonnes" propri�et�es, et nous passons alors �a l'�el�ement suivant de la liste T . Si ce
test rend \faux", il faudra subdiviser certaines (ou toutes) des courbes de B�ezier con-
cern�ees ; subdiviser toutes ces courbes peut ne pas être n�ecessaire. Un test d�eterminant
exactement quelles courbes il faut subdiviser serait bien trop complexe, ce pourquoi nous
avons choisi un crit�ere qui a l'avantage d'être tr�es simple, tout en ayant l'inconvenient
de nous faire subdiviser plus des courbes de B�ezier qu'il n'en est n�ecessaire. Nous subdi-
viserons donc la i-�eme courbe correspondant �a Ainit(T.premi�ere courbe) si et seule-
ment si s1[i].avec qui 6= s1[i+1].avec qui ou s1[i].avec qui 6= s1[i-1].avec qui

(au cas o�u l'un des �el�ements s1[i-1] et s1[i+1] n'existe pas, nous consid�erons unique-
ment celui qui existe). Le même crit�ere s'applique bien sûr aux courbes provenant de
Ainit(T.seconde courbe) et Ainit(T.troisi�eme courbe). Apr�es ces subdivisions (lignes
17-19), le proccessus est repris jusqu'�a ce que le test de la ligne 15 rende \vrai", moment
o�u nous passons �a l'�el�ement suivant de T .

�A la di��erence des autre proc�edures d�etaill�ees ici, nous ne pouvons pas calculer le coût
de �equivalence triangles. Ceci est dû au fait, premi�erement, que nous ne savons pas (et
ne pouvons pas �evaluer autrement que de mani�ere experimentale) le nombre d'it�erations
qui seront n�ecessaires dans le cycle des lignes 15-24. Deuxi�emement, pour donner la
complexit�e de la proc�edure cr�eation poly contr/supp nous devrions savoir combien de
courbes ont �et�e obtenues, au cours des it�erations du cycle des lignes 12-18 de Arrange-

ments �equivalents, �a partir d'une courbe de B�ezier donn�ee de l'arrangement initial. Pour
�ca, nous aurions besoin d'une �evaluation du nombre de telles it�erations e�ectu�ees, qui non
plus ne peut être faite th�eoriquement.

Supposons que le cycle des lignes 12-18 de Arrangements �equivalents requiert �1
it�erations et majorons par �2 le nombre d'it�erations n�ecessaires dans le cycle des lignes
15-24 d'�equivalence triangles. Il y aura alors au plus 2�1 courbes provenant d'une
même courbe de B�ezier de l'�ecriture initiale de l'arrangement et par cons�equent cr�ea-

tion poly contr/supp sera de complexit�e O(2�1D), D �etant toujours le degr�e maxi-
mal des courbes de B�ezier de A. Le test de la ligne 12 est lin�eaire en la somme des
cardinaux des polygones supp1, supp2, supp3, et coûte ainsi O(2�1 ). La proc�edure
liste des intersections est elle aussi lin�eaire en le maximum des sommes des car-
dinaux des polygones contr1, contr2, contr3, donc de complexit�e O(2�1D). La proc�e-
dure comparaison est lin�eaire en le cardinal des listes qu'elle traite. Comme deux courbes
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polynômiales distinctes peuvent avoir en commun au plus leur degr�e maximal au carr�e
points (n'oublions pas que l'arrangement A est simple, les courbes de B�ezier ne peuvent
pas être confondues sur intervalles), le test de la ligne 15 coûteO(D2). Pour les subdivisions
(lignes 17-19), le cas le pire consiste �a subdiviser toutes les courbes de B�ezier impliqu�ees,
doublant ainsi leur nombre ; cette op�eration est de complexit�e O(2�1+iD2), quand nous
sommes �a l'i-�eme it�eration dans le cycle des lignes 15-24. Ensuite, �a leurs appels �a l'int�erieur
de ce cycle, les proc�edures cr�eation poly contr/supp et liste des intersections au-
ront toutes les deux le coût O(2�1+iD) �a la i-�eme it�eration. En sommant, nous obtenons
pour le cycle la complexit�e O(2�1+�2(D2 +D) + �2D

2). Par cons�equent, la complexit�e de
la proc�edure �equivalence triangles sera

O
�
(2�1+�2(D2 +D) + 2�1D + �2D

2) card(T )
�

La liste T a, au cas le pire, C3
N = N(N � 1)(N � 2)=6 �el�ements.

V.4.3. La complexit�e de l'algorithme Arrangements �equivalents

De la même fa�con que pour l'algorithme de calcul de l'enveloppe convexe topologique
d'une polycourbe ferm�ee, le coût de l'algorithme ne peut pas être �evalu�e en fonction unique-
ment de la taille des donn�ees, car le nombre d'it�erations n�ecessaires pour que les condi-
tions d'�equivalence soient satisfaites par A re
�ete les propri�et�es \qualitatives" et non pas
\quantitatives" de l'arrangement. Pour donner quand même une id�ee de la complexit�e
de l'algorithme, supposons, comme dans le paragraphe pr�ec�edent, que les instructions du
cycle des lignes 12-18 seront ex�ecut�ees �1 fois. Nous verrons dans la section suivante que
de toute mani�ere le coût th�eorique que nous obtiendrons ici est largement sup�erieur au
coût moyen obtenu exp�erimentalement, et par cons�equent nous allons n�egliger dans les ex-
pressions des coûts des proc�edures qu'Arrangements �equivalents appelle tous les termes
�a part les plus signi�catifs.

Soit N0 le nombre de courbes de B�ezier intervennant dans l'�ecriture initiale de l'arrange-
ment. La proc�edure rectangles superpos�es sera alors de complexit�e O(N0 logN0 +
N0 logD). �A l'appel de la ligne 9, v�erification intersections coûtera O(N2

0 logN0 +
N2
0D). �A la ligne 10, liste courbes �a subdiviser est de complexit�e O(N2

0 logN0). Pour
voir quels sont les coûts des appels faits �a l'int�erieur du cycle des lignes 12-18, il nous faut
�evaluer la taille (en courbes de B�ezier) Ni de l'arrangement �a l'i-�eme it�eration. Au cas le
pire, �a chaque it�eration toutes les courbes de B�ezier de l'arrangement sont subdivis�ees, donc
�a chaque it�eration Ni double. Nous aurons ainsi Ni = 2i�1N0. En cons�equence, �a l'i-�eme
it�eration les lignes 14-17 auront un coût total de O(2(i�1)22(i�1)N2

0 logN0+22(i�1)N2
0D

2)
et nous obtenons, en sommant, la complexit�e du cycle des lignes 12-18O(�122�1N2

0 logN0+
22�1N2

0D
2). En y ajoutant les coûts des proc�edures qui ne sont pas comprises dans le cycle,

nous obtenons le coût de l'algorithme Arrangements �equivalents : O(�122�1N2
0 logN0+

22�1N2
0D

2 + 2�1+�2N3
0D

2 +N3
0 logN0).

Il faut remarquer que le \cas le pire" est assez di�cile �a avoir, voir impossible dans les
derni�eres it�erations (aussi bien dans le cycle des lignes 12-18 d'Arrangements �equivalents

que dans le cycle des lignes 15-24 d'�equivalence triangles et en ce qui conc�erne le
cardinal de la liste T dans cette derni�ere proc�edure), �a moins d'avoir un tr�es faible nombre
de courbes de B�ezier qui interviennent, ou alors des valeurs de �1 et �2 tr�es faibles. En
plus, même en consid�erant le cas le pire pour la structure initiale de l'arrangement, o�u
chaque courbe de B�ezier repr�esente une polycourbe, il est �evident que si au d�ebut nous
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avons e�ectivement N0 polycourbes �a une courbe de B�ezier chacune, apr�es une it�eration,
donc la subdivision de partie ou toutes les courbes de B�ezier, ceci n'est plus possible.

V.5. R�esultats num�eriques

Le programme issu de l'impl�ementation des algorithmes pr�esent�es dans la section pr�ec�e-
dente a �et�e test�e sur un �echantillon de 60 arrangements. Chacun des arrangements contient
autour de 100 courbes de B�ezier et nous avons fait varier le nombre de courbes composant
chaque polycourbe de l'arrangement entre 1 et 10. Nous avons ainsi 10 arrangements
de 100 polycourbes compos�ees chacune d'une seule courbe de B�ezier, 10 arrangements
de 20 polycourbes compos�es chacune de 5 courbes de B�ezier et 10 arrangements de 10
polycourbes compos�ees chacune de 10 courbes de B�ezier, le reste des exemples �etant uni-
formement distribu�es entre les arrangements de polycourbes �a 2, 3, 4, 6, : : : , 9 courbes de
B�ezier.

Le tableau suivant donne quelques valeurs correspondant aux arrangements initiaux,
ceux qui n'ont pas encore �et�e trait�es par le programme. Ces valeurs sont n, le nombre
moyen de polycourbes par arrangement, N0, le nombre moyen de courbes de B�ezier par
arrangement, et D, le degr�e moyen de ces courbes de B�ezier.

n N0 D

Arrangement

initial
33; 52 100; 2 3; 51

Pour les arrangements r�esultant apr�es traitement, ceux pour lesquels l'arrangement des
polygones de contrôle est �equivalent �a l'arrangement de polycourbe (et �a l'arrangement
des polygones support, si la situation mentionn�ee �a la �n de la section V.3 n'apparâ�t pas),
nous avons trouv�e que les valeurs suivantes donnent une bonne id�ee du fonctionnement de
l'algorithme et de sa complexit�e :
{ N , le nombre de courbes de B�ezier (de la structure �nale de l'arrangement) ;
{ �1, le nombre d'it�eration n�ecessaires dans le cycle des lignes 12-18 de l'algorithme Ar-
rangements �equivalents ;

{ � = card(T ), le nombre de triplets que la liste T contient apr�es l'appel de la proc�edure
construction liste triplets (ligne 9) ;

{ �e�, le nombre de triplets de T qui forment e�ectivement un triangle simple ;
{ �non�eq, le nombre de triangles simples ne satisfaisant pas les conditions d'�equivalence
et devant être subdivis�es ;

{ �2, le nombre d'it�erations n�ecessaires pour que les triangles simples qui ne satisfaisaient
les conditions d'�equivalence le fassent.

Le tableau qui suit donne pour tous ces param�etres les valeurs moyennes et les valeurs
maximales pour l'�echantillon �etudi�e.

Si, pour un arrangement donn�e, le nombre d'op�erations �a e�ectuer pour que les con-
ditions d'�equivalence soient satisfaites est celui donn�e par la complexit�e th�eorique de la
sous section V.3.3, la forme �nale de l'arrangement devrait contenir 2�1+�2N0 courbes de
B�ezier. Donc dans notre cas, la valeur moyenne de N devrait être 12800, d'un ordre de
grandeur sup�erieure �a celle e�ectivement obtenue (et encore quatre fois plus grande que la
pire valeur de nos exemples).
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N �1 � �e� �non�eq �2

Valeur

moyenne
1202; 38 6; 69 17373; 6 5287; 7 77; 15 1; 285

Valeur

maximale
3296 10 81486 47913 278 10

Aussi, le nombre le pire (le plus grand) de triplets de l'ensemble T est N0(N0�m)(N0�
2m), o�u m est le nombre de courbes de B�ezier constituant une polycourbe, consid�er�e ici
le même pour toutes les polycourbes de l'arrangement. Pour notre �echantillon, il r�esulte
� = 720000 même en mettant m = 10, le meilleur cas, ce qui est 40 fois la valeur que
nous avons obtenue en moyenne et toujours 9 fois plus pour le pire exemple. Il faut en
plus remarquer qu'en moyenne deux tiers de ces triplets ne constituent pas des triangles
simples et sont �elimin�es tout de suite et �a un coût r�eduit, car nous testons l'intersections
des polygones support correspondant aux courbes de B�ezier identi��ees par un tel triplet ;
ces polygones ont au cas le pire 1024 sommets et en moyenne pas plus de 12 sommets.
Et encore, parmi ceux-l�a seulement 1=70 ne satisfont pas les conditions d'�equivalence des
triangles simples et nous devrons subdiviser les trois courbes de B�ezier qu'ils identi�ent.
Dans la plupart des cas, une seule subdivision de ces courbes su�ra.

Nous avons calcul�e aussi le nombre maximal de subdivisions qui ont �et�e appliqu�ees aux
courbes de l'�echantillon d'arrangements, et il est �egal �a 16 (d'o�u, �evidemment, la conclusion
que le pire cas pour �1 et le pire cas pour �2 ne sont pas survenus pour le même exemple).
La �gure suivante pr�esente la repartition des courbes de B�ezier par nombre de subdivisions
appliqu�ees (voir la d�e�nition III.10 pour la notion de \courbe de B�ezier subdivis�ee k fois"),
en pourcentage sur le nombre total de courbes de l'�echantillon.

0

5

10

15

20

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figure V.21

Ce graphe a l'allure d'une gaussienne, comme c'�etait �a attendre, car �a la di��erence du
cas de l'enveloppe convexe les subdivisions se font \dans toute la masse" de l'arrangement.
Le pic correspond �a 4 subdivisions et est de 22,81% ; les valeurs correspondant �a 13 ou
plus subdivisions sont inf�erieures �a 0,1%.

Pr�ecisons aussi que le nombre moyen de sommets d'un arrangement dans son �ecriture
�nale est 4208,59 et nous voyons ainsi quelle est l'importance du corollaire V.7, car nous
avons aussi un arrangement, celui des polygones support, ayant en moyenne 1232,38 som-
mets (soit plus de trois fois moins que celui de polygones de contrôle) et qui est �equivalent
�a l'arrangement de polycourbes.
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Nous avons pr�ecis�e dans les discussions de complexit�e des diverses proc�edures appel�ees
par l'algorithme que le cas le pire survient quand l'arrangement initial est compos�e de N0

poycourbes �a une courbe de B�ezier chacune (sauf pour la proc�edure de subdivision). Le
tableau suivant illustre cette a�rmation, en pr�esentant les mêmes valeurs que le pr�ec�e-
dent respectivement pour des arrangements de 100 polycourbes �a 1 courbe de B�ezier, 20
polycourbes �a 5 courbes de B�ezier et 10 polycourbes �a 10 courbes de B�ezier.

Dans ce tableau, les valeurs de �1 et �2 sont sensiblement approch�ees (et approch�ees de
la valeur du tableau pr�ec�edent, correspondant �a la totalit�e de l'�echantillon). Nous d�eduisons
que les valeurs tr�es di��erentes des tailles (en courbes de B�ezier) des arrangements �naux
pour les trois cas r�esultent du nombre de courbes �a subdiviser �a chaque it�eration, qui est
bien plus important pour les polycourbes �a une seule courbe de B�ezier que pour celle �a dix
courbes de B�ezier. La même observation est valable en ce qui concerne le traitement des
triangles simples, ce qui est d'ailleurs re
�et�e par les valeurs de � , �e� et �non�eq dans les
trois cas.

N �1 � �e� �non�eq �2

100x1

Valeur

moyenne
2474; 6 7; 7 52330; 2 16709; 6 179; 8 1; 31

Valeur

maximale
3296 9 81486 47913 278 10

20x5

Valeur

moyenne
1102; 7 6; 6 10488; 9 2620; 5 63; 8 1; 3

Valeur

maximale
1729 8 15749 3824 124 6

10x10

Valeur

moyenne
858; 44 6 4790; 56 1361; 56 44; 9 1; 31

Valeur

maximale
1184 7 12197 5401 103 6

La �gure suivante pr�esente la distribution des courbes par nombre de subdivisions ap-
pliqu�ees respectivement pour les polycourbes �a 10 courbes, �a 5 courbes et �a une courbe
de B�ezier. Si pour les exemples d'arrangements de polycourbes �a une courbe de B�ezier
le nombre maximal de subdivisions appliqu�ees est 16 (d'ailleurs ces exemples fournissent,
dans l'�echantillon int�egral, la totalit�e des courbes de B�ezier subdivis�ees 16 fois), pour les
exemples d'arrangements de polycourbes �a 5 courbes de B�ezier cette valeur descend �a 12
et pour ceux �a 10 courbes �a 10.

Ces graphes aussi ressemblent �a des gaussiennes. Le pic pour le premier (correspondant
aux arrangements de dix polycourbes �a dix courbes) correspond �a 4 subdivisions et est
de 29,95% (avec 24% pour 3 subdivisions) ; le pic pour le deuxi�eme (correspondant aux
arrangements de vingt polycourbes �a cinq courbes) est atteint pour 4 subdivisions et
repr�esente 24,35% (avec 22,46% pour cinq subdivisions) ; en�n, le pic du troisi�eme graphe
est de 21,57% et est atteint pour 6 subdivisions (avec 19% pour 7 subdivisions).
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Figure V.22

V.6. Exemples

Nous n'allons pas donner beaucoup d'exemples faisant partie de notre �echantillon, car le
nombre �elev�e de courbes, respectivement polygones, fait les faces des arrangements di�ciles
�a distinguer. Les �gures sont group�ees par trois, A est l'arrangement de polycourbes, B
celui de polygones de contrôle et C l'arrangement de polygones support.
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Figure V.23 A Arrangement de 100 polycourbes �a une courbe de B�ezier chacune

Figure V.24 B L'arrangement de polygones d contrôle a 7318 sommets
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Figure V.25 C L'arrangement de polygones support a 1953 sommets

Figure V.26 A Arrangement de 14 polycourbes �a 6 courbes de B�ezier chacune
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Figure V.27 B L'arrangement de polygones de contrôle a 2370 sommets

Figure V.28 C L'arrangement de polygones support a 837 sommets
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Figure V.29 A Arrangement de 10 polycourbes �a 10 courbes de B�ezier chacune

Figure V.30 B L'arrangement de polygones de contrôle a 2339 sommets
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Figure V.31 C L'arrangenent de polygones support a 716 sommets

Les trois �gures suivantes pr�esentent un arrangement de 27 polycourbes �a une courbe de
B�ezier chacune, sauf une qui en a deux. Les courbes de B�ezier ont �et�e introduites de telle
mani�ere que le plus d'intersections possible. Ainsi, tous les �el�ements de l'ensemble T , au
nombre de 2935, �etaient des triangles simples, mais seulement 23 parmi eux ont demand�e
des subdivisions pour satisfaire les conditions d'�equivalence. Pourtant, ceci a grandement
augment�e la taille en courbes de B�ezier de l'arrangement : dans sa forme initiale il avait
28 courbes, apr�es le cycle des lignes 12-18 de l'algorithme il avait 142 courbes, pour arriver
dans sa forme �nale �a 280 courbes de B�ezier. Le nombre moyen d'it�erations n�ecessaire
pour rendre tous les triangles simples �equivalents est 1,78, le maximum �etant 4.
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Figure V.32 A

Figure V.33 B L'arrangement de polygones de contrôle a 587 sommets
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Figure V.34 C L'arrangement de plygones support a 308 sommets
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Conclusion

Cette th�ese a �et�e consacr�ee �a l'�etude de deux des probl�emes fondamentaux de la g�eom�e-
trie algorithmique, l'enveloppe convexe et les arrangements, consid�er�es pour des objets
mod�elisant le monde r�eel mieux que les lignes polygonales, des objets \courbes". Nous
avons commenc�e par introduire un objet g�en�eral, la polycourbe, qui nous a permis de
formaliser les propri�et�es demand�ees aux objets trait�es. Un cas particulier de polycourbe,
construit �a l'aide des courbes de B�ezier, s'est situ�e au centre de la discution men�ee au �l
des pages, car une ample litt�erature sur les courbes de B�ezier nous assure de l'int�erêt qui
leur est port�e, et aussi du fait que la mod�elisation par de telles courbes est su�samment
r�ealiste.

Le premier probl�eme abord�e a �et�e le calcul de l'enveloppe convexe d'une polycourbe,
et en particulier d'une polycourbe de B�ezier. �A la di��erence de la plupart des auteurs
s'�etant pench�es sur le sujet, nous avons accord�e la priorit�e aux aspects topologiques du
probl�eme, commen�cant par une d�e�nition rigoureuse de la notion de topologie dans notre
cas. La m�ethode que nous avons propos�ee peut quand même fournir aussi une approxima-
tion (presque polygonale) de l'enveloppe convexe de la polycourbe de B�ezier. Des r�esultats
purement th�eoriques, mais aussi des r�esultats th�eoriques avec un grand int�erêt \algorith-
mique" ont �et�e donn�es avant une description compl�ete des algorithmes calculant diverses
versions d'enveloppe convexe (approch�ee, topologique ou mixte). Les r�esultats num�eriques
pr�esent�es donnent une bonne id�ee de la complexit�e des algorithmes, bien inf�erieure �a celle
obtenue par le calcul th�eorique de coût, et du fonctionnement de ces algorithmes.

Le deuxi�eme probl�eme discut�e a �et�e le calcul de l'arrangement d'un ensemble de poly-
courbes donn�e. Dans ce cas, la notion de topologie n'est pas seulement bien d�e�nie et
connue, mais aussi au centre de l'attention de tous les chercheurs ayant travaill�e sur les
arrangements. Un rappel, qui est tr�es bref en regard du nombre de publications sur le
sujet, mais assez important dans le cadre du chapitre IV, s'est donc av�er�e indispensable.
Rappelons ici que notre but n'a pas �et�e de calculer la structure combinatoire d'un arrange-
ment de polycourbes donn�e, mais de trouver un arrangement de lignes polygonales qui lui
soit �equivalent. Nous pourrons dire que ce but a �et�e doublement atteint, car nous avons
trouve deux tels arrangements de lignes polygonales qui en plus pr�esentent de tr�es bonnes
propri�et�es d'encadrement de l'arrangement de polycourbes, permettant ainsi de r�esoudre
certains probl�emes sans avoir �a travailler �a aucun moment directement avec les courbes de
B�ezier. Cette deuxi�eme partie de la th�ese a la même structure que la premi�ere, les r�esul-
tats th�eoriques applicables dans des algorithmes suivant les r�esultats purement th�eoriques
et �etant suivis par les algorithmes exhaustivement comment�es. La th�ese s'ach�eve par des
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r�esultats num�eriques et exemples pour le probl�eme des arrangements.
Ainsi, nous avons pr�esent�e dans cette th�ese une m�ethode de r�esolution des probl�emes

de la g�eom�etrie algorithmique pos�es pour des objets non lin�eaires mettant l'accent sur
les aspects topologiques de la solution fournie. Notre approche consiste �a r�esoudre les
probl�emes pour des suites convergentes d'approximations polygonales des objets donn�es,
�evitant de cette mani�ere de traiter des (syst�emes d')�equations alg�ebriques. La suite logique
des travaux pr�esent�es consiste, comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e dans l'introduction, �a
traduire tous les algorithmes en termes d'arithm�etique d'intervalle, capable, �a la di��erence
de l'arithm�etique 
ottante que nous avons utilis�ee, d'assurer la coh�erence topologique des
r�esultats obtenus même dans les cas d�eg�en�er�es ou presque pendant le traitement des objets
lin�eaires.

Une extension naturelle serait aussi d'adapter les algorithmes pour autre types de
courbes param�etr�ees contrôl�ees par des points, rationnelles ou polynômiales, comme men-
tionn�e dans l'introduction de la deuxi�eme partie du chapitre un. Les r�esultats th�eoriques
n'ont besoin d'aucune modi�cation, nous avons vu que les propri�et�es les assurant sont
partag�ees par toutes les familles de courbes vis�ees : B-splines, B�ezier rationnelles, NURBS.

Une autre id�ee int�eressante nous semble ressortir des remarques faites dans la sous
section IV.4.5 sur l'�equivalence des arrangements de courbes qui sont born�ees. Ainsi,
l'�equivalence semble repr�esenter (de mani�ere plus naturelle que les d�e�nitions d�ej�a intro-
duites) l'existence d'une transformation continue (et r�eversible) du plan superposant les
deux arrangements l'un �a l'autre. Cette d�e�nition aurait l'inconv�enient de remplacer une
notion combinatoire, donc de nature discr�ete (et �nie), par une notion de nature continue,
bien plus di�cile �a \algorithmiser", mais pourrait avoir un int�erêt th�eorique, �etant plus
exacte.

Pendant les ann�ees de travail que cette th�ese a demand�es, des probl�emes autres que
l'enveloppe convexe et les arrangements ont �et�e un peu �etudi�es �a travers l'approche que
nous utilisons (r�esoudre le probl�eme pos�e pour des approximations polygonales de l'objet
donn�e, en obtenant une approximation topologiquement coh�erente de la solution). Il s'est
ainsi av�er�e que cette m�ethode ne parâ�t pas adapt�ee �a l'�etude des sommes de Minkowski,
ni, au moins pas de fa�con directe, �a celui des diagrammes de Vorono��. Par contre, les
courbes de B�ezier semblent o�rir une possibilit�e, que nous d�esirons explorer, concernant
les bissecteurs de Vorono��.

Un probl�eme de nature pratique s'est aussi pos�e dans la cr�eation des �echantillons de
polycourbes, respectivement d'arrangements, utilis�es pour les r�esultats num�eriques, nom-
m�ement le probl�eme de la g�en�eration al�eatoire \uniform�ement distribu�ee" d'objets sat-
isfaisant un certain nombre de propri�et�es. Si g�en�erer un polygone convexe \en position
g�en�erale" n'est pas une tâche tr�es ardue, g�en�erer un deuxi�eme tel que l'union des courbes
de B�ezier qu'ils d�e�nissent soit une courbe simple l'est un peu plus, et vers le cinqui�eme
polygone de contrôle d'une même polycourbe l'algorithme n'arrive plus �a trouver un \bon"
sans une attentive impl�ementation de toutes les contraintes.

Nous ne pouvons pas conclure ce document sans mentionner aussi l'int�erêt et l'impor-
tance qu'une extension en trois dimensions, sinon des r�esultats, au moins de la m�ethode
pr�esent�ee aurait. Ceci devrait �evidemment commencer par une d�e�nition rigoureuse de la
\polysurface", suivie par une �etude des r�esultats que nous cherchons, qui peut être tr�es
d�elicate dans la phase de d�e�nition de la topologie du probl�eme pos�e.
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