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Résumé

Dans cette these, nous proposons une méthode de résolution des problemes de la
géométrie algorithmique posés pour des objets courbes (par opposition aux objets “linéaires” :|]
ensembles de points, segments, polygones...). Les objets que nous étudions sont des
courbes de Bézier composites, choisies, d’'une part, pour le réalisme qu’elles assurent dans
la modélisation géométrique, et d’autre part, pour la facilité du traitement algorithmique
que leurs propriétés offrent.

Notre approche met ’accent sur les aspects topologiques des problemes abordés, en évi-
tant les incohérences que la résolution en arithmétique flottante d’équations algébriques de
degré élevé (générées par le traitement direct des courbes) peut le plus souvent introduire.
Cet objectif est atteint par l'utilisation d’approximations polygonales convergentes, qui
dans le cas des courbes de Bézier sont naturellement fournies par les polygones de controéle
par 'intermédiaire de la subdivision de de Casteljau.

Deux des problemes fondamentaux de la géométrie algorithmique sont traités ici, ’enve-
loppe convexe et les arrangements, les deux en dimension 2. Dans le cas des arrangements,
la notion de topologie (combinatoire) est bien connue ; dans celui de l'enveloppe con-
vexe, nous la définissons rigoureusement. Pour les deux problemes, nous montrons qu’il
est possible d’obtenir toute l'information topologique définissant (de maniere, il est vrai,
implicite, mais correcte et complete) la solution exacte en travaillant exclusivement sur les
approximations polygonales des objets donnés.

Les résultats théoriques obtenus sont concrétisés par des algorithmes dont la convergence
et la correction sont démontrées et pour lesquels des études de cott sont réalisées. Des
exemples illustrent le fonctionnement de ces algorithmes, validant la méthode proposée.

Mots-clef : géométrie algorithmique, CAGD, cohérence topologique, enveloppe con-
vexe, arrangement, courbe de Bézier, approximation, subdivision, convergence

Abstract

In this thesis, we propose a method for solving computational geometry problems posed
for curve objects (in contrast with “linear” objects: sets of points, segments, polygons. .. ).
The objects we study are composite Bézier curves, chosen, on one hand, for the realism
they assure in geometric modelling, and on another hand, for the ease of algorithmic
processing that their properties offer.

Our approach emphasizes the topological aspects of the addressed problems, avoiding
the inconsistencies that floating point arithmetic solving of high degree algebraic equations
(generated by curves direct processing) often induces. This aim is reached through the use
of converging polygonal approximations, which, in the case of Bézier curves, are naturally
provided by the control polygons via the de Casteljau subdivision.

Two of the computational geometry fundamental problems are addressed here, the
convex hull and the arrangements, both of them in the dimension 2. In the arrangements’
case, the notion of topology (combinatoric) is well known; in the convex hull’s one, we
define it rigorously. For the two problems, we show that one can obtain all the topological



information defining (implicitly, it is true, but correctly and completely) the exact solution
dealing exclusively with the polygonal approximations of the given objects.

The theoretical results we have obtained are made concrete by the design of algorithms
proven correct and convergent and for which cost studies have been done. Some examples
illustrate the functioning of these algorithms, demonstrating the validity of the proposed
method.

Keywords: computational geometry, CAGD, topological coherence, convex hull, ar-
rangement, Bézier curve, approximation, subdivision, convergence



Remerciements

Ce travail a été réalisé au sein de 'équipe de Modélisation Géométrique et Approxima-
tion du Laboratoire de Modélisation et Calcul de Grenoble sous la direction de Monsieur
Bernard Lacolle.

Je commence par remercier Monsieur Pierre-Jean Laurent non seulement pour avoir
accepté de présider mon jury, mais aussi pour l'accueil qu’il m’a réservé lors de mon
arrivée dans ’équipe et au début de ma these.

Je remercie vivement Madame Mariette Yvinec et Monsieur Tom Lyche d’avoir bien
voulu étre les rapporteurs de cette these. Grace a leurs remarques, la version que vous
tenez entre les mains est meilleure. Surtout, merci a Mariette pour ses précieux conseils
sur les structures de données.

Je tiens aussi a remercier chaleureusement Messieurs Claude Puech et Jack Snoeyink
d’avoir accepté de faire partie du jury, et pour les discussions enrichissantes que nous avons
eues par la suite.

Last, but not least, un grand merci a Bernard Lacolle pour son indéfectible disponibilité
et pour ses encouragements au long de toutes ces années de travail.

Je ne peux pas conclure ces remerciements sans rappeler ceux aux cotés desquels j’ai fait
un bout de chemin : Yves, sans lequel mes programmes n’auraient pas fonctionné avant
I’an 2000 (et encore...), Emmanuelle, Géraldine et Patrick, mes collegues de bureau au fil
des années, qui ont su étre des amis autant au travail qu’en dehors, et tous les autres, trop
nombreux pour étre cités ici, auxquels la bonne ambiance régnant au sein du collectif de
thésards est due.

N\
A Adrian, pour avoir toujours été la, merci.



Sommaire

Introduction
Petit guide a 'usage du téméraire lecteur
Notations

Chapitre I
La polycourbe

Premieére partie

L1 Introduction .. ... e 3
I1.2. Concentré de chapitre (I, premiere partie) ...... .. ..., 3
L3, Le splinegomne .. ..o 4
[4. La polycourbe . . ..o 6
[.4.1. Définitions préliminaires . ... ... ..o u ettt 6
[.4.2. La définition de la polycourbe ... ... .. i 8
[.5. Relations entre splinegone et polycourbe ... ... ... ... . i 9
[.5.1. La ligne polygonale porteuse...... ... ... 9
[.5.2. Le polygone porteur simple.......... . i e 11
Deuxieme partie
L6, Introduction . ... ..o 17
1.7. Concentré de chapitre (I, deuxieme partie) .. ... ... .o, 18
[.8. Rappels sur les courbes de Bézier ... ... .. . 18
[.8.1. Les polynémes de Bernstein ........ ... 18
[.8.2. Définition et propriétés des courbes de Bézier............................. 19
[.8.3. La subdivision de de Casteljau......... ... i 20
[.9. Définition et propriétés de la polycourbe de Bézier ............... ... ... ... ... 21
[.10. Polygone de controle. ... ... e 24
[.10.1. Définition et propriétés du polygone de controle........................... 24
[.10.2. Polygone de contréle pseudo-simple...........ooi i 25

ANNETe . oo 29



Chapitre II
Enveloppe convexe d’une polycourbe : résultats théoriques

ILT. Introduction . ... e e e e 53
I1.2. Concentré de chapitre (II) ... ... 54
I1.3. Enveloppe convexe approchée ... ... ... .. 55
I1.3.1. La polycourbe générale .. ... e 55
I1.3.2. La polycourbe de Bézier. ... 57
I1.4. Enveloppe convexe topologique. ... ..ot 58
I1.4.1. Définition du probleme .. ... . e 58
I1.4.2. Résultat préliminaire .. ...... ..o e 59
I1.4.3. Pertinence topologique : définition........ ... i 62
I1.4.4. Pertinence topologique : existence du “bon” polygone de controle......... 65
I1.4.5. Les points R;, et R} ... 69
ANNETE . o o 72

Chapitre III

Algorithmes de calcul de I’enveloppe convexe d’une polycourbe
de Bézier

ITL1. Introduction . .. ... o 79
II1.2. Concentré de chapitre (III) . ... ... .. 79
IT1.3. Structures de données et algorithmes généraux .. ..... ... ... .............. 80
IT1.3.1. Structures de données. . . .. ... . 81
IT1.3.2. Algorithmes . . .. 82
I11.3.2.1. L’enveloppe convexe d'un polygone pseudo-simple ... ............ 82
I11.3.2.2. L’enveloppe convexe du polygone de controle . .................. 84
I11.3.2.3. La subdivision d’une courbe de Bézier. . ... ... ... ... ... .. ... 85

IT1.4. L’enveloppe convexe approchée . . . ... ... . . . i 87
IT1.4.1. Résultats théoriques . . . .. .. 87
II1.4.2. Présentation de l'algorithme .. .. ... ... .. o .. 91
I11.4.2.1. La procédure dist_inf eps . ... ... ... ... 92
I11.4.2.2. Commentaire de ’algorithme Enveloppe_convexe_approchée ... ... 93
IT1.4.3. La complexité de ’algorithme Enveloppe_convexe_approchée.......... 94
IT1.5. L’enveloppe convexe topologique. . .. ... ... . 96
IT1.5.1. Résultats théoriques . . . .. ... 96
IT1.5.1.1. Conditions suffisantes pour la pertinence topologique .. ... ........ 96
IT1.5.1.2. Pertinence topologique restreinte . .. ......... ... ... ......... 101
IT1.5.1.3. DEENerescence . . . oov vttt 103
IT1.5.1.4. DEGENErescence @ c-Pres .« o v vt vttt e e e e e e 104
I11.5.1.5. “Localisation” des conditions (II1.6.1) et (IIL.6.31) . ... ... ... ... 107
IT1.5.2. Présentation des algorithmes ... ... .. ... . . oo o .. 108

IT1.5.2.1. Structures de données spécifiques. . ... ....... .. ... .. ....... 108



IT1.5.2.2. Schémas des algorithmes .. ... ... ... . . o .. 110

IT1.5.2.3. La procédure pertinence_topologique r..................... 111
IT1.5.2.4. La procédure calcul epSilom . .. .covvv vttt 113
IT1.5.2.5. La procédure pert_top_r eps pres ... ... .....oveueeeeeeeno... 114
IT1.5.2.6. Le cott des procédures Enveloppe_convexe_topologique_i, i=1,2.115
I11.5.2.7. L’algorithme implémenté . . ... ... ... .. .. 116
IT1.6. L’enveloppe convexe "mixte” . . ... ...t 117
ITI.7. Résultats numériques . ... ... e 119
ITL.8. Exemples . . ..o 123

Chapitre IV
Arrangements de polycourbes : résultats théoriques

IV.1 Introduction . . ... 129
IV.2. Concentré de chapitre (IV) . ... . o 130
IV.3. Bref rappel sur les arrangements. . ... ... ... . 130
IV.3.1. Définitions concernant les arrangements de droites . .......... ... .. .. 130
IV.3.2. Propriétés des vecteurs de position. ... .. ..., 132
IV.3.3. Equivalence d’arrangements .. ... 133
IV.4. Généralités sur les arrangements de courbes. .. ... .. o o oL 134
IV.4.1. Définitions, vecteurs de position .. ... ... ... ... ... ... 135
IV.4.2. Arrangements simples. ... ... o 135
IV.4.3. Equivalence d’arrangements de courbes . . ... ... L o oo oo Lo 137
IV.4.4. Equivalence d’arrangements et ordre des intersections........... ... .. 138
IV.4.5. Equivalence : dans le plan ou sur la sphere 7. ... ... ... . L L. 140
IV.5. Arrangements de polycourbes de Bézier . ... ... ... ... ... ... ... .. ... 141
IV.5.1. Arrangements de polycourbes. ... ... ... .. ... . . . . 141
IV.5.2. Equivalence d’arrangements de polycourbes. .. ... ... ... ... .. . ... 143
IV.5.3. Arrangements de polycourbes de Bézier et de polygones de controle. . . .. 147

Chapitre V
Algorithme de calcul d’un arrangement de lignes polygonales
équivalent & un arrangement de polycourbes

V.1 Introduction . . ... .o 161
V.2. Concentré de chapitre (Vet fin) . ... oo i 161
V.3. Résultats théoriques . . .. .. .. 162
V.3.1. Le nombre d'intersections . . ... ... ... 162
V.3.2. Les triangles simples . . ... ... o e 171
V.3.3. Equivalence de triangles simples. . ... ... ... 174
V.4. Présentation de 'algorithme . . .. ... ... 176
V.4.1. Structures de données utilisées . ... ... ... . L e 177

V.4.2. L’algorithme de calcul de P tel que A(P) et A(B) soient équivalents . ... 178



V.4.2.1. La procédure rectangles_superposés . ..............ooooo... 179

V.4.2.2. La procédure vérification_intersections................... 181

V.4.2.3. La procédure liste courbes_a subdiviser ................... 187

V.4.2.4. La procédure ar_subdivision . ..............ouiiiinn... 188

V.4.2.5. La procédure reconstruction_par_subdivision............... 188

V.4.2.6. La procédure construction_liste triplets.................. 190

V.4.2.7. La procédure équivalence_triangles ....................... 191

V.4.3. La complexité de 'algorithme Arrangements_équivalents............ 194

V.5, Résultats numériques . . .. ... 195
V.6. Exemples . ..o 198
Conclusion . ... ... 207
Bibliographie... .. ... ... ... 209



Introduction

N\

A ses débuts, la géométrie algorithmique s’est intéressée a la résolution de divers pro-
blemes géométriques pour des objets que nous appellerons “linéaires” : des ensembles
de points, de segments, de droites, et des polygones, dans le plan, et respectivement
leurs généralisations en dimensions supérieures, pour les études effectuées dans R®. Les

7 . 7 . . 9 .
opérations de base nécessaires sur ces objets (comme le calcul de 'intersection de deux
droites données, ou le calcul de la droite passant par deux points donnés) se traduisaient par
des équations ou des systemes d’équations de degré un, qui pour des données rationnelles
ont des solutions rationnelles et pouvaient raisonnablement étre considérés comme solubles
de maniére exacte et en temps O(1).

Depuis, deux tendances assez contradictoires se sont manifestées. D’un coté, un besoin
croissant de précision s’est fait sentir, mettant (& juste titre) en doute l'exactitude des
solutions fournies par 'ordinateur méme pour les systemes d’équation de degré un. Ceci
a mené a un traitement plus fin de la manipulation des nombres réels, par I'introduction
des arithmétiques paresseuses et d’intervalle ou par d’autres approches “arithmétiques”.
D’un autre coté, dans la modélisation des objets du monde réel est requis un plus grand
réalisme que celui assuré par les approximations polygonales. Ceci implique le travail sur
des “courbes” (notion & préciser en fonction du contexte), entités autrement plus complexes
que les objets linéaires, et a pour conséquence la génération de systemes algébriques de
degré élevé qui devraient étre résolus de maniere exacte. Le parti généralement pris par
les auteurs s’étant penchés sur des concrétisations de cette derniere tendance est d’utiliser
un certain nombre de primitives, ou “oracles”, fournissant les solutions des problemes
élémentaires posés pour des courbes (comme le calcul des droites d’appui communes de
deux courbes) et de considérer que la résolution de ces primitives se fait de facon exacte
et en temps constant (dépendant éventuellement des courbes traitées). Nous aurons ainsi
d’une part une primitive calculant de maniere exacte l'intersection de deux courbes, et
d’une autre part le doute sur 'exactitude de la réponse de 'ordinateur a la question de
I'appartenance d’un point a une droite.

Le principe sur lequel les travaux présentés dans cette these sont basés se situe quelque
part entre les deux tendances mentionnées. L’utilité de I’emploi des courbes dans la mo-
délisation géométrique est indéniable, nous traitons donc des courbes planes satisfaisant
certaines propriétés. Mais le fait que, généralement, les opérations de base sur ces courbes
ne peuvent pas étre effectuées de maniere exacte par 'ordinateur est aussi indéniable, et de
point de vue géométrique et topologique cela peut générer des incohérences dans la scene
étudiée. Une solution serait d’utiliser des arithmétiques exactes, mais cette approche nous



éloignerait des aspects géométriques du probleme a résoudre. Nous avons donc choisi de
nous concentrer sur la topologie des objets donnés et de la solution cherchée, la notion de
“topologie” étant a définir dans le contexte du probleme a traiter.

Notre méthode consiste a utiliser, pour un objet courbe donné, une suite d’approximati-
ons polygonales convergeant, dans un sens précisé, vers l’'objet. Plus précisément, si O est
lobjet courbe et {P;} est la suite de polygones 'approchant, nous avons prouvé que la
solution §(O) du probleme étudié pour 'objet O est a son tour approchée par la suite
{S(P;)} des solutions respectives du probléme pour les polygones P;. Plus, nous avons
montré qu’il existe un indice g (dépendant de O) tel que la topologie de S(P;) soit “la
méme” que la topologie de S(O) pour tout ¢ > ig. Bien sir, nous avons défini d’abord de
maniere rigoureuse ce que nous comprenons par “topologie de la solution” et par “méme
topologie”.

Théoriquement, ce procédé pourrait étre appliqué a des courbes (de Jordan) satisfaisant
un minimum de conditions assurant l'existence des suites de polygones les approchant.
Dans la pratique, si nous voulons pouvoir implémenter les algorithmes de résolution des
problemes donnés qui découlent de notre méthode, il s’impose de restreindre la famille
de courbes impliquées. Nous avons choisi de travailler avec des courbes paramétriques
controlées par des points ; concretement, les algorithmes ont été implémentés pour des
courbes de Bézier, et pour la facilité de 'expression ce sont ces courbes dont nous par-
lerons tout au long de ce document. Remarquons toutefois, comme il sera précisé dans la
deuxieme partie du premier chapitre, que d’autres types de courbes paramétriques répon-
dent aux propriétés demandées pour ’application de notre méthode : les courbes de Bézier
rationnelles, les B-splines, les NURBS.

L’avantage majeur (de notre point de vue) de ces familles de courbes est d’avoir associée,
par définition, la suite convergente de polygones dont nous parlions ; en plus, chacun
de ces polygones satisfait, toujours par définition, toutes les bonnes propriétés assurant
I’aboutissement de notre discours. La suite de polygones est construite de maniere récursive
par 'application d’'un algorithme de subdivision qui, précision importante pour l'esprit
de 'approche que nous présentons, obtient le polygone de l'itération 7 + 1 en utilisant
uniquement le polygone de l'itération i, sans avoir besoin d’informations contenues dans
la courbe elle-méme. Ainsi, une fois que les polygones initiaux sont connus, les courbes
peuvent étre completement ignorées et nous sommes libérés de ’emploi des primitives dont
nous avons parlé au début de l'introduction. Dans le cas des courbes de Bézier, I’algorithme
de subdivision est évidemment celui de de Casteljau.

Nous nous devons maintenant de préciser que notre méthode, telle qu’elle est appliquée
dans les travaux de cette these, ne fournit pas encore la solution topologique parfaitement
rigoureuse aux problemes abordésés. Ceci est du au fait que, méme en ne manipulant
jamais directement les courbes concernées, des imprécisions de calcul vont quand méme
apparaitre dans le traitement des données, car nous avons utilisé I'arithmétique flottante
pour effectuer toutes les opérations élémentaires sur les points, segments et droites générés
dans les calculs sur les polygones approchants. Pour que notre démarche atteigne pleine-
ment son but, 'utilisation d’une arithmétique exacte, paresseuse ou d’intervalle, s’impose
comme une continuation naturelle des travaux.

Le premier chapitre de la these est consacré a la définition rigoureuse des objets sur
lesquels nous avons travaillé, les polycourbes. Le point de départ est constitué par le
splinegone, introduit par Souvaine [Sou], mais certaines imprécisions (que nous avons com-
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mentées) dans la définition de celui-ci nous empéchent de nous en servir dans notre présen-
tation. Néanmoins, quelques résultats intéressants concernant le splinegone (ou un objet
qui, si il n’est pas explicitement appelé ainsi, en satisfait les propriétés) sont déja parus
dans la littérature, et par conséquent nous avons jugé important de prouver que le nouvel
objet est un splinegone.

La deuxieme partie du chapitre est dédiée au “mariage” de la polycourbe et des courbes
de Bézier, qui a eu comme résultat les polycourbes de Bézier. Pour des raisons dument ex-
pliquées, les courbes de Bézier générales ne conviennent pas a l'usage que nous voulons en
faire, nous avons donc utilisé uniquement les courbes de Bézier de B-polygone (ou polygone
de controle) simple et convexe, que nous avons nommeées courbes de Bézier complétement
convezes. Nous remarquons ici que nous avons préféré la dénomination “B-polygone” a
celle, généralement employée, de “polygone de controle” pour le polygone associé a une
courbe de Bézier, pour éviter les confusions entre le polygone de controle d’une courbe de
Bézier et le polygone de controéle d’une polycourbe de Bézier, notion introduite et largement
utilisée dans cette these. Nous avons aussi prouvé, pour une polycourbe de Bézier quel-
conque (qui est par définition une courbe simple), 'existence, sous certaines conditions,
d’un polygone de controle simple. Ainsi, une caractéristique topologique de base de la
polycourbe est partagée par son polygone de controle.

Deux problemes fondamentaux de la géométrie algorithmique ont été abordés dans cette
these : I'enveloppe convexe et les arrangements. A chacun des deux, nous avons dédié deux
chapitres, I'un présentant des résultats de nature théorique et 'autre présentant en détail
les algorithmes découlant de notre méthode, avec leurs justifications de correction et de
convergence, et des résultats numériques.

Les chapitre deux et trois sont ainsi consacrés a 1’étude de 'enveloppe convexe d’une
polycourbe (de Bézier) fermée. Si pour les arrangements la notion de topologie (combina-
toire) est bien connue, la topologie de 'enveloppe convexe est une notion assez floue. En
conséquence, nous avons commencé, dans le chapitre deux, par définir de facon rigoureuse
le résultat que nous souhaitons obtenir, en introduisant la notion de pertinence topologique.
Nous avons ensuite prouvé 'existence d’une suite de polygones telle qu’a partir d'un cer-
tain indice tous les polygones satisfassent les conditions de pertinence topologique relatives
a la polycourbe qui leur est associée.

Mais cette preuve fait intervenir des calculs sur les courbes de Bézier composant la
polycourbe, elle ne peut donc pas fournir de critere implémentable pour la pertinence
topologique. Une partie du chapitre trois est par conséquent allouée a la recherche d’'un
critere de pertinence topologique basé uniquement sur le polygone de contréle. Une fois
le critere trouvé, l'algorithme qui a été concu en 'utilisant est présenté et commenté, avec
une discussion complete sur sa complexité. Une attention spéciale est accordée aux cas
dégénérés, la béte noire du programmeur. A la fin du troisiéme chapitre, les résultats
numériques obtenus sont interprétés, non sans remarquer qu’ils relevent une complex-
ité pratique de l'algorithme largement inférieure a celle théoriquement calculée. Enfin,
quelques exemples que nous avons considérés intéressants peuvent étre trouvés dans le
dernier paragraphe.

Les chapitres quatre et cinq abordent le probleme des arrangements de polycourbes
(de Bézier). La premiere partie du chapitre quatre fait un rappel des résultats sur les
arrangements de courbes qui peuvent étre trouvés dans la littérature. Remarquons que les
courbes impliquées sont toujours des courbes non bornées ou fermées, donc des courbes qui
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partagent sans équivoque le plan en deux régions connexes disjointes, propriété que les poly-
courbes non fermées n’ont pas. Les arrangements de polycourbes seraient ainsi similaires
aux arrangements de segments plutot qu’aux arrangements de droites. Par conséquent,
nous avons utilisé pour exprimer la notion d’équivalence (topologique, combinatoire) de
deux arrangements de polycourbes les résultats de Vo Phi [VoP94]|. Dans la deuxieme
partie du chapitre quatre nous avons prouvé l'existence d’une suite d’arrangements de
lignes polygonales qui a partir d'un certain indice sont équivalents a 'arrangement de
polycourbes.

Comme dans le cas de 'enveloppe convexe, la preuve mentionnée ci-dessus implique
des calculs directement sur les courbes de Bézier intervenant dans 'arrangement et nous
ne pouvons donc pas nous en inspirer pour 1’élaboration d’un critere d’équivalence im-
plémentable. En conséquence, la premiere partie du chapitre cing présente des résultats
nous permettant de déduire un test d’équivalence basé uniquement sur des calculs sur ob-
jets linéaires, faisant intervenir les polygones de contréle des polycourbes, ainsi que leurs
polygones support, ou porteurs. Ensuite, nous détaillons 1’algorithme qui a été con¢u pour
calculer un arrangement de lignes polygonales équivalent a un arrangement de polycourbes
de Bézier donné, en faisant une discussion sur son cout. La fin du chapitre est dédiée a
la présentation et l'interprétation des résultats numériques, et quelques exemples jugés
intéressants peuvent étre trouvés dans le dernier paragraphe.
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Petit guide a 'usage

du téméraire lecteur

Ce document n’est pas facile a lire. Ceci est le fait aussi bien du sujet traité et de ce
que nous avons voulu en faire que de l'auteur. Une formation maths pures fait les gens
pointilleux sur les preuves, regardez donc les démonstrations mises en annexe. Il n’a pas
toujours été facile de trouver la limite entre la rigueur mathématique et le chipotage sur
les détails ; d’ailleurs je ne pense pas étre toujours arrivée a le faire. Par exemple, a la
question “est-il évident qu’une polycourbe de Bézier convexe a un polygone de controle
convexe” (lemme I1.8), j’ai été fortement tentée de répondre “oui” - mais je n’ai pas cédé
a la tentation. Le résultat tient sur trois pages et demi (avec les figures) et je n’en suis pas
particulierement fiere.

Ces considérations mises a part, le sujet est tres technique et, a ma connaissance, les
courbes paramétriques n’avaient pas encore été abordées de la maniere utilisée dans le pre-
mier chapitre, d’ou la nécessité de prouver les petites propriétés “évidentes”. Observations
valables aussi pour les chapitres deux et quatre, en ce qui concerne les courbes de Bézier.

Ce sont les raisons pour lesquelles des “aides a la lecture” ont été jugées plus qu’utiles
pour chaque chapitre. Sous le titre “Concentré de chapitre”, elles apparaissent au début du
chapitre, juste apres 'introduction, avec laquelle elles sont forcément un peu redondantes.
I m’a semblé que trois niveau de lecture sont a méme de satisfaire tous les gotits, avec
I’observation que le passage a un niveau supérieur d’un chapitre a un autre peut poser des
problemes.

Premier niveau. Vous étes trés pressé et tout ce qui vous intéresse sont les résultats sur
I’enveloppe convexe et les arrangements pour des courbes de Bézier composites.
Deuxiéme niveau. Vous avez quelque temps a consacrer a la lecture de ce document,
vous voulez savoir d’ou je suis partie et ou je suis arrivée, mais le comment ne vous intéresse
pas dans le détail.

Troisieme niveau. Vous avez tout votre temps, une insatiable curiosité et une certaine
dose de courage aussi : vous n’avez pas besoin des “concentrés de chapitre”, car vous allez
lire le document en détail. J’espere ne pas vous décevoir...

Bonne lecture.



Notations

A ensemble de points du plan

A — I'adhérence de A ;

Int(A) — l'intérieur de A ;

d(A) - la frontiere de A ;

E(A) — l'enveloppe convexe de A ;

ceR,e>0
B(Ae) ={Pc R*|d(P,A) <e};
C(Ae) ={P e R* | d(P, A) = ¢} ;

P # Q points
PQ - la droite passant par P et Q ;

[PQ] — le segment fermé d’extrémités P et Q ;

[PQ - la demi-droite fermée d’origine P et contenant Q ;
|PQ - la demi-droite ouverte d’origine P et contenant Q ;
IPQI= [PQ]\ {P,Q}

fﬁ — le vecteur d’origine P et extrémité Q ;

Si A est tel que E(A)NPQ C §(E(A)), mais A ¢ PQ :

DP(PQ, A) — le demi-plan ouvert délimité par PQ et contenant Int(.A) ;
DP,,(PQ, A) = R*\ DP(PQ, A) ;

c;, pour ¢ € {1,...,n}, courbes planes telles que U, ¢; soit une courbe fermée simple
reg(cy,...,cy,) — la région bornée ouverte délimitée par U ;¢; ;
U vecteur

A(V) — la droite support de v ;
A(U,P) — la parallele a A(v) passant par P ;

Vi



Chapitre I

La polycourbe






Premiere Partie
Splinegone et polycourbe

I.1. Introduction

Jusqu’a 1l y a une dizaine d’années, presque tous les résultats de la géométrie algo-
rithmique concernaient une classe relativement restreinte d’objets, que nous appellerons
linéaires : des points, des droites et des segments de droite, des polygones, en deux dimen-
sions, et encore des plans et des polyedres en trois dimensions. Malheureusement, trop
peu de cas du monde réel peuvent se réduire a de tels objets, constitués d’arétes droites et
de faces planes. Par conséquent, s’est fait sentir le besoin d’algorithmes et de techniques
qui permettent de traiter des objets plus généraux que ceux mentionnés ci-dessus.

La premiere étape a franchir est, évidemment, de définir ces objets de facon rigoureuse.
Un premier pas dans cette direction a été fait par 'introduction du splinegone [Sou86]. Des
problemes fondamentaux de la géométrie algorithmique ont été étudiés pour les spline-
gones : lintersection de deux splinegones convexes [Dob88] [Dob90], le diametre d’un
splinegone convexe [Dob90], la décomposition monotone [Dob88] et 'enveloppe convexe
[Dob90] d'un splinegone, etc. Aussi, nous pouvons trouver dans la littérature d’autres
travaux sur des objets qui, méme s’ils ne sont pas explicitement définis comme spline-
gones, peuvent étre structurés comme tels [Sch87], [Bajol].

Alors pourquoi ne pas travailler avec le splinegone et définir un nouvel objet 7 La
raison, présentée en détail dans la section trois de ce chapitre, consiste en quelques petites
omissions que nous avons constatées dans le modele du splinegone. Ainsi, nous introduirons
la polycourbe. Les polycourbes forment une classe d’objets du plan plus restreinte que celle
des splinegones (toute polycourbe fermée est un splinegone), mais néanmoins suffisamment
générale pour que les résultats la concernant soient intéressants.

Nous commencons par une breve description du splinegone, suivie par la présentation
de la polycourbe. La derniere section de cette partie est dédiée a 1’étude des relations
reliant la polycourbe au splinegone.

I.2. Concentré de chapitre (I, premiere partie)

Premier niveau. Vous n’avez pas vraiment besoin de lire cette partie du premier chapitre.
Il n’y a que la section 1.4 (La polycourbe) qui pourrait présenter un (tres faible) intérét
pour vous.

Deuxiéme niveau. Vous devriez lire les sections 1.3 et 1.4 complétement. Dans la section
1.5, vous pouvez vous dispenser de la lecture des preuves des théoremes 1.8 et 1.10 - et bien
stur de celle de la démonstration de la proposition 1.7, dans "annexe.

I.3. Le splinegone

Pour commencer, nous ferons un court passage en revue de la définition et des pro-
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priétés du splinegone. La définition de cet objet, telle qu’elle peut étre trouvée dans la

bibliographie [Dob88], [Dob90], est la suivante :

Définition I.1. — Un splinegone S peut étre obtenu a partir d’un polygone P en remplacant
chaque aréte |s;s;+1| de P par une courbe ¢; qui, elle aussi, part de s; et arrive en s;y1 et
est telle que la région S — seg; bornée par la courbe c; et le segment [s;8;41] soit conveze.
Le polygone P sera nommé le polygone porteur du splinegone S.

La formulation ”peut étre obtenu ... a partir de ...” est implicite, et cette définition ne

peut pas étre utilisée pour dire si une courbe fermée quelconque est un splinegone ou non.
Ce probleme est partiellement résolu par un théoreme [Dob90] qui précise les propriétés
qu'une courbe plane fermée doit avoir pour qu’elle puisse étre organisée comme splinegone,
nous présenterons plus tard ce théoreme.

Regardons maintenant la figure I.1(a) : quelle est la région bornée par la courbe c; et
le segment [s;5;41]7

G

(a) (b)
Figure 1.1

Dans ce cas la, la notion de "région bornée par ... 7 est assez ambigué, mais supposons que

I’on comprend par la I'union de toutes les régions bornées dont la frontiere est formée par
des morceaux de ¢; et du segment [s;5;41], et alors le cas de la figure I.1(a) ne présente pas
un bon remplacement du segment [s;$;41] par une courbe, car S — seg; n’est pas convexe.
Par contre, dans la figure I.1(b) S — seg;, dans U'interprétation que nous venons de donner,
est convexe, et donc c¢; satisfait les conditions de la définition et peut constituer une aréte
de splinegone. Il est bien sur clair qu’en fait tels régions S — seg; ne sont pas souhaitables
et que la définition est incomplete ; il suffit d’imposer a la courbe plane fermée formée par
I'union de ¢; et [s;s;41] d’étre simple pour que toutes ces confusions disparaissent.
Revenons maintenant au théoreme mentionné ci-dessus. Son énoncé est le suivant :

Théoreme 1.2. — Toute courbe plane fermée S peut étre considérée comme un splinegone
pourvu que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

- S a seulement un nombre fini de points dinflezion ;

— toute droite coupe S en au plus un nombre finy de points ou segments de droite.
Si soit 'une, soit l'autre des deux conditions n’est pas vérifiée, alors S ne peut pas avoir
une structure de splinegone.

La démonstration est constructive et pour les besoins de la discussion nous la résumons :
pour déterminer un polygone porteur pour une courbe &, les auteurs commencent par
tracer la courbe dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, en introduisant tous les
points d’inflexion comme premiers sommets d’un polygone porteur P. Ensuite, ils présen-
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tent deux méthodes pour introduire des sommets supplémentaires, qui seront des points
des arcs c¢;, dans le but de rendre toutes les régions S — seg; convexes. Nous n’entrerons
pas dans les détails de ces méthodes, car elles ne nous intéressent pas par la suite.

La premiere remarque est que la notion de point d’inflexion pose quelques problemes,
car plusieurs définitions d’un point d’inflexion existent dans la littérature. Si par point
d’inflexion on comprend un point régulier ou la courbe traverse sa tangente (autrement
dit, en supposant que la paramétrisation de la courbe a les propriétés de continuité et
de dérivabilité requises, un point ou la premiere dérivée est non-nulle et la deuxieme est
colinéaire avec elle), alors la courbe § de la figure .2 n’aura aucun point d’inflexion et
donc aucun polygone porteur ne pourra étre construit par la méthode présentée dans la
preuve du théoreme, méme s’il est évident que cette courbe peut étre structurée comme
splinegone. Si nous considérons, pour le point d’inflexion, une autre définition : un point
ou la premiere et la deuxieme dérivée existent et sont colinéaires, alors le probleme de
la courbe de la figure 1.2 est résolu si les points de discontinuité de la tangente sont des
points ot la premiere dérivée s’annule (ce qui n’est jamais vrai si S est paramétrisée par
I’abscisse curviligne).

Figure 1.2

Mais la encore toute une classe de courbes planes fermées est “perdue”, par exemple
toutes les ellipses, courbes qui satisfont les conditions de 1’énoncé, mais pour lesquelles
nous ne pouvons pas construire de polygone porteur par la méthode décrite dans la preuve,
toujours parce qu’elles n’ont pas de point d’inflexion.

Une autre classe de courbes planes fermées est exclue par l'utilisation de cette seconde
définition pour le point d’inflexion. Par exemple, si pour tout n € IN nous considérons le
point Py (zy,yn) défini par: 20 = 1, yo =0, 21 =0, y1 = —1 et pour n > 2

vis ) vis
T, = cos( n2 ) Yp = s1n(2n—_2) \
la courbe § = |Jo—[PuPnt1], représentée dans la figure 1.3, ne répond pas aux deux

conditions de I’énoncé du théoreme et cependant peut étre considérée un splinegone de
polygone porteur, par exemple, le carré PoP1P,P3.

Il est vrai que le théoreme 1.2 n’est pas un théoreme de caractérisation, il n’affirme pas
qu'une courbe plane fermée peut étre considérée un splinegone si et seulement si les deux
conditions de I’énoncé sont satisfaites, donc le fait qu’il existe des courbes qui ne satisfont
pas les conditions et qui peuvent néanmoins étre considérées des splinegones n’est pas une
erreur. Quand méme, aussi bien la définition du splinegone que ce théoreme sont des
énoncés restant a un niveau tres intuitif, et ¢’est pour cette raison que nous nous sommes
posé le probleme de l'introduction formelle d’un objet gardant les bonnes propriétés du
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splinegone sans ses ambiguités.

Figure 1.3

I.4. La polycourbe

Du point de vue algorithmique, le principal avantage du splinegone est 1’existence du
polygone porteur, car ce polygone approche plus ou moins le splinegone tout en étant
beaucoup plus facile a traiter par des algorithmes. Notre définition devra donc assurer des
propriétés qui permettent cette existence du polygone porteur, que nous définirons bien str
dans le nouveau contexte. En plus, nous considérons que nos courbes sont simples, d’une
part parce que cela facilite tout le discours, mais aussi parce que généralement on n’a pas
besoin de courbes non-simples pour modéliser des objets du monde réel. Il s’agira donc
de courbes planes fermées simples qui doivent avoir seulement un nombre fini de points
"mauvais” (c’est-a-dire des points de discontinuité de la tangente ou des points d’inflexion)
et qui ne tournent pas sur elles-mémes indéfiniment. Pour pouvoir introduire ce nouvel
objet, nommé polycourbe, quelques considérations préliminaires sont nécessaires.

1.4.1. Définitions préliminaires

La premiere notion dont nous avons besoin est celle de point d’inflexion. Nous sommes
intéressés par tous les points ot le signe de la courbure d'une courbe de classe C? change,
donc ou l'orientation du produit vectoriel des deux premieres dérivées change. En plus, si
ce produit vectoriel s’annule sur tout un intervalle, nous considérons que la courbure a sur
cet intervalle un troisieme signe.

Définition 1.3. — Soit C une courbe plane de classe C? et soit ¢ : D — IR une paramétri-
sation réguliere de C, ot D est un intervalle réel dintérieur non vide. Nous dirons que
P =c(tg) € C, ot tg € Int(D), est un point critique de ¢ (ou, si la paramétrisation est
fizée et il n’y a pas de risque de confusion, nous dirons par extension que tg est un point
critique de C) ssi:

(1.3.i) det(c’(to),c”(to)> =0;



(I1.3.11) 3V C Int(D) ensemble connexe, to € V, tel que det (c’(t),c”(t)) # 0

Cette définition est plus générale que celle couramment utilisée pour le point d’inflexion
(point ou la courbe traverse sa tangente), tous les points d’inflexion sont des points cri-
tiques, mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, pour la courbe définie par

f = (l',y) : [_171] — Rz
pour t € [—1,1]

le point ¢ = 0 est un point critique sans étre un point d’inflexion.

—1 0 1

Figure 1.4 Le graphe de f

Une autre remarque est que pour les courbes qui contiennent des segments de droite
(raccordés au moins C?), il n’y a pas des points critiques a l'intérieur de ces segments, mais
les deux extrémités de chaque segment sont de tels points, car nous aurons besoin, pour
définir la polycourbe, de pouvoir délimiter les segments qui entrent dans sa composition.

L’autre condition que la polycourbe doit satisfaire pour que ’on puisse lui associer un
polygone porteur est de ne pas contenir de spirales infinies, donc des parties qui tour-
nent sur elles-mémes indéfiniment. Pour assurer cette propriété, une condition sur la
premiere dérivée sera nécessaire, et cette condition sera donnée en utilisant la notion de
k —injectivité.

Définition 1.4. — Soit A et B deux ensembles quelconques et soit f : A — B une fonction.
Pour k entier positif, nous dirons que f est k —injective ssi

card({x € A | f(x) =y}) <k, Yy € B.

En prenant £ = 1 dans cette définition, nous retrouvons l'injectivité habituelle des fonc-
tions.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition de 'objet qui sera traité
tout au long de cette these.

1.4.2. La définition de la polycourbe

Définition 1.5. — Soit C une courbe plane simple rectifiable d’extrémités A et B et soit

c:[0,a] = R? c(0)=A, c(e) =8B
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sa paramétrisation par l'abscisse curuviligne. Nous dirons que C est une polycourbe si et
seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :
(1.5.1) il existe un nombre fini de points

D=t <t < ... <th, =«

tels que c‘ soit de classe C*, pour touti € {0,...,n —1} ;

Tti tigal
(I1.5.11) la courbe c(]t;, tix1]) a un nombre fini m; de points critiques,

ti<pp < ..o <Py < tita,

pour tout 1 € {0,...,n—1} ;
(I1.5.1i1) en considérant la suite

q0:t0<q1:p(1)<...<qm0:p?n0<qm0+1 =1t <...<qgs =1, ,

\ n—1 . . . .
ot s = Y ,._o mi+n, alors soit c" est constante, soit il existe k € IN*

19545 +1(

tel que c" soit k—ingective, pour tout j € {1,...,s—1}.

195,45 +11(

Nous voila ainsi en la possession d’'une description mathématique rigoureuse d’une large
classe d’objets non-linéaires du plan. Parmi les problemes de la géométrie algorithmique,
certains, par exemple le probleme de 'enveloppe convexe, seront posés uniquement pour des
polycourbes fermées, tandis que d’autres, par exemple les problemes liés aux arrangements,
concerneront les polycourbes quelconques.

La polycourbe est, pour 'instant, sous une forme rendant extrémement épineux le prob-
leme du traitement algorithmique. Nous cherchons donc a l’amener a une expression plus
abordable et nous commencerons par définir la notion qui équivaut a celle du polygone
porteur pour les splinegones.

Définition 1.6. — Soit C une polycourbe et P une ligne polygonale. Alors P est une ligne
polygonale porteuse, ou support, pour la polycourbe C ssi :
(1.6.1) tous les sommets de P appartiennent a la polycourbe;
(1.6.11) pour toute aréte P;Pipq de P, si ¢; dénote la partie de C comprise entre P;
et Pi41, alors soit ¢; est un segment, soit la courbe fermée formée par ['union
de ¢; et de P;P,yq est simple et reg(c;,PiPiy1) est conveze.

Evidemment, la notion de ligne polygonale porteuse d’une polycourbe fermée (qui sera
une ligne polygonale fermée et donc un polygone) est équivalente a celle de polygone
porteur d’un splinegone. Si nous prouvons que toute polycourbe fermée admet un polygone
porteur, la conséquence est que tous les algorithmes existant dans la littérature ([Dob88],
[Dob90], [Bajol], [Sch87]) qui sont con¢us pour tourner sur des objets qui sont en fait des
splinegones fonctionneront aussi sur les polycourbes fermées.

I.5. Relations entre splinegone et polycourbe

Dans cette section, nous montrons que toute polycourbe fermée est un splinegone, tout
en remarquant que la réciproque n’est pas vraie. Ceci sera fait en prouvant l’existence
d’une ligne polygonale porteuse pour toute polycourbe. En plus, comme les polygones
non-simples n’offrent pas de bons résultats du point de vue algorithmique, nous prouverons
que toute polycourbe fermée admet un polygone support simple.
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1.5.1. La ligne polygonale porteuse

Pour prouver 'existence de la ligne polygonale porteuse d’une polycourbe nous utilisons
le résultat suivant :

Proposition 1.7. — Soit C une courbe plane simple rectifiable et sotent A et B ses deux
extrémités. Soit ¢ : [a,b] — R? la paramétrisation par Uabscisse curviligne d’origine A de
C, donc c(a) = A et c¢(b) = B. Supposons que c est de classe C* et que C n’a pas de point
critique et n’est pas un segment de droite (autrement dit, det (c’(t),c”(t)) # 0 Vt €]a,b|).
Alors reg(C,]AB|) existe et est conveze si et seulement si :

(1.7.1) c'/]a,b| est injective ;

(I.7.11) pour tout P € C\ {A,B} C\ {A,B} C DP(AB,P).

La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans 'annexe du chapitre I, et nous
pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat d’existence de la ligne polygonale
support.

Théoreme 1.8. — Toute polycourbe C admet une ligne polygonale porteuse.

Preuve — La preuve consistera a montrer comment on peut construire la ligne polygonale
porteuse de la polycourbe C. Avant de commencer, remarquons que, méme si la démonstra-
tion est constructive, elle reste purement théorique, il ne sera pas possible d’écrire, suivant
le fil de la preuve, un algorithme qui construit le polygone porteur de la polycourbe.
Ceci parce qu'un tel algorithme devrait calculer, dans les notations de la définition 1.5,
les valeurs ¢;, pour tout : € {0,...,s}. Méme si ces valeurs sont considérées connues,
I’algorithme devrait effectuer des intersections de droites et de courbes, ce qui contredit la
philosophie elle-méme de 'approche que nous voulons présenter dans cette these.

Nous présentons ici la preuve de 'existence d’un polygone porteur pour une polycourbe
fermée. La construction d’une ligne polygonale porteuse pour une polycourbe qui n’est
pas fermée se fait de maniere identique. Nous supposons donc que C est fermée.

Soit, toujours dans les notations de la définition 1.5, P; = ¢(¢;), pour tout ¢ € {0,1,...,
s—1}, et soit P =PoPy...Ps_q. Sis < 3, nous prenons arbitrairement 3 — s points sur C,
différents des points P; définis, et nous introduisons les valeurs ¢ leur correspondant par
¢! dans la liste des ¢; donnée par la définition. Il nous reste donc & étudier les cas s > 3.

Si pour tout ¢ € {0,1,...,s — 1} la courbe ¢([¢;, ¢it+1]) satisfait les conditions (I1.7.1) et
(I.7.1), alors, conformément a la proposition 1.7, P est un polygone porteur pour C. Si
I'une des deux conditions n’est pas vérifiée, nous pouvons la faire respecter en ajoutant
des sommets supplémentaires aux sommets du polygone P, sommets qui seront toujours
des points de la polycourbe C.

Soit 1 € {0,1,...,s — 1} tel que C/‘]qi7qi+1[

définition de la polycourbe, il existe m € IN* tel que c"]q

ne soit ni injective, ni constante. D’apres la
7

soit m—injective. Evidem-

i7qi-|—1[

ment, m > 1. Soit m; le plus petit entier positif tel que c" soit m;—injective,

lgi qi4a]
et solent a1 < az < ... < am, €)¢, y1] tels que c'(a1) =c'(az) = ... = c(am,). Nous
voulons prouver que ¢’ est injective pour tout k € {0,...,m; — 1}.

lak,apyi]

En effet, dans U'intervalle |ag, aj41[ n’existant ni de points critiques, ni de points de
discontinuité de la tangente pour ¢, ¢’ est continue et strictement monotone. Elle "ba-
laie” le cercle unité, donc si nous supposons qu’il existe z,y €lag, ax+1[, v < y, tels que
c’(z) = ¢'(y), nous en déduisons que ¢'(t) fait, pour ¢ allant de = & y, un tour complet du
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cercle unité. Mais ¢’ est continue, donc il existe ag € [z, y[ tel que ¢'(ag) = ¢'(ag). Alors
nous aurons ¢ (ag) = ¢'(a;) = ¢'(az) = ... = c'(am, ) et donc (au moins) m; + 1 points dans

Iintervalle |g;, gi+1] ou ¢’ prend la méme valeur, donc c"]q vl n’est pas m;—injective,
3qi41

d’ot1 la contradiction.

Pour chaque i € {0,1,...,5—1} tel que c" est m;—injective, m; > 2, nous choisis-

lai,qigal

sons les points aj,ay, ..., a;,. €]¢,¢i+1[ comme décrit ci-dessus et nous les incluons parmi

les ¢; dans le bon ordre. Nous prenons donc s = s + E m;, ou

1€l
I= {Z €{0,....,s—1}| C/‘]qi7qi+1[ n’est pas injective, ni constante}.
Pour chaque aréte du nouveau polygone P = ¢(qo) ... c(gs—1) la condition (1.7.1) est satis-
faite et nous passons a l’étude de la condition (I.7. 11)

Soit 1 € {0,1,...,s — 1} tel que c([gi, ¢i+1]) ne satlsfasse pas (L.7.i1). Alors nous au-
rons e(gi)e(gis1) 1 e(lgi,gisal) 7 0, mais card((c(g))e(gisr) 1 e(gi,greal)) = 1. En effet
si nous supposons qu'il existe ¢y < t2 €]¢;, git1] tels que c(t1),c(t2) € ¢(¢i)c(gi+1), en no-
tant

c(gi)e(git
d(e(qi), e(giv1))
nous voyons facilement qu’il existe ag €]qi,t1[, a1 €]t1,t2[ et az €]z, qip1] tels que
c'(a;) = +u, j € {0,1,2}, et donc il existe j # k € {0,1,2} tels que ¢'(a;) = ¢'(ag),
contradiction.

Ainsi la droite ¢(¢; )c(git1 ) coupe la courbe ¢(]gi, ¢i+1[) en un seul point. Soit r; €]¢;, git1]
tel que ¢(r;) € ¢(¢;)c(¢it1). Les courbes ¢([g;,7i]) et ¢([ri, ¢ix1]) satisfont toutes les deux
la condition (I.7.ii). Cependant, ce n’est pas le point ¢(r;) que nous allons prendre comme
nouveau sommet de P, car parmi les segments [c(q;)c(r;)] et [c(r;)c(git1)] un est com-
pletement inclus dans ’autre, comme nous pouvons le voir dans la figure 1.5.

—
U =

c(rs)
c(qiv1)

(b)

Figure 1.5

Supposons que nous sommes dans le cas de la figure [.5(a), donc
[e(ri)e(giva)] C [e(gi)e(ri)].
Soit r} €]qi,ri[ tel que c(r;) = A(c'(¢jy, ), €(giv1)) N e(]gi, ri[). Le parametre r} existe et
est unique, car reg(c([q,ri]),]c(qg)e(ri)[) est convexe et ¢i41 €]c(gi)c(r;)[. Alors nous
choisissons

’ ri—l—r;
=y
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et les courbes ¢([qi, q;]) et c([q}, gi+1]) vont toutes les deux avoir la propriété (1.7.ii) et en
plus [c(gi)e(q)] N [e(d))e(git1)] = c(q;). Le cas de la figure L5(b) se traite de la méme
facon.

Donc pour tout ¢ € {0,1,...,s—1} tel que ¢([g;, gi+1]) ne satisfait (1.7.i1) nous prenons
le point ¢, comme décrit ci-dessus et nous 'incluons parmi les ¢;. Nous aurons ainsi

s = s+ card(J), ou
J= {Z €{0,1,...,s — 1} | c([¢i, gi+1]) ne satisfait pas (I.?.ii)}.

Le polygone P = ¢(qo)c(q1) ... c(gs—1) ainsi obtenu sera, conformément a la proposition
[.7, un polygone porteur pour la polycourbe C. O

Comme nous avons déja dit, ce théoreme a comme conséquence immédiate le résultat
suivant:

Corollaire 1.9. — Toute polycourbe fermée est un splinegone.

Par contre, la réciproque n’est pas vraie, un exemple évident de splinegone qui n’est pas
une polycourbe étant la courbe définie dans la section 1.3 et présentée dans la figure 1.3.
Ainsi, les polycourbes fermées forment une classe plus restreinte d’objets du plan que les
splinegones, néanmoins cette classe reste suffisamment générale pour que des résultats la
concernant solent d’un grand intérét.

1.5.2. Le polygone porteur simple

Nous pouvons remarquer sans aucune difficulté qu’une polycourbe fermée, de par sa
définition, n’est pas seulement un splinegone, mais est un splinegone simple. Comme
approcher une courbe simple par une courbe (un polygone, en 'occurrence) non-simple
n’est pas trop efficace du point de vue algorithmique, nous nous posons le probleme de
Iexistence d’un polygone porteur simple pour une polycourbe fermée quelconque.

Théoreme 1.10. — Toute polycourbe fermée C admet un polygone porteur simple.

Preuve — Soit P =PoP;...Ps_1 =c(q)c(q1)...c(¢gs—1) un polygone porteur de C et
supposons-le non simple. Nous voulons prouver que
s—1
<U ]PiPiH[) NeC#0 (L.1)
=0
Si P n’est pas simple, au moins une des deux conditions suivantes est satisfaite:
(I1.10.4) il existe ¢, j € {0,1,...,s5 — 1} tels que card(]P;P;+1[N|P;P;41]) = 1;
(I1.10.1) il existe ¢, j € {0,1,...,s5 — 1} tels que P; €]P;P;44].
(il ne peut pas exister ¢ # j € {0,1,...,5 — 1} tels que P; = P;, car C est une courbe
simple).

Si (1.10.ii) est satisfaite, la relation (I.1) s’en déduit immédiatement, car P, € C. Si
(1.10.1) est satisfaite, alors les courbes ¢([g;, ¢i+1])U|PiPit1[ et ¢([g;, ¢j+1])U]P;P 41, qui
sont deux courbes planes fermées, ont un point d’intersection dont nous savons qu’il est sim-
ple. Mais deux courbes planes fermées ont toujours un nombre pair de points d’intersection,
donc

(c(lgi> gi41]) N e([g5, 2j+1]) U (e(lgi- qis1])NIP; P e ) U (e(lgj, gjr1])NIPiPiga[) # 0.
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D’un autre coté, ¢([gi, gi+1]) N c([gj, gj+1]) = 0, car C est simple et nous ne pouvons pas
avoir ¢ = 7 £ 1 a cause de la condition card(]P;P;+1[N]P;P;4+1[) = 1. Donc

(e([gis 4t )PPy [) U (e(lgj, g+ DNIPiPiga ) # 0
et par conséquent la condition (I.1) est satisfaite.
Compte tenu de la propriété que nous venons d’établir, si nous arrivons a prouver qu’'un

polygone porteur P = PoP;...Ps_1 = c(qo)e(q1) ... c(gs—1) vérifiant

s—1

=0
existe, il est sir que P est un polygone simple. Malheureusement, il n’est pas toujours
possible de construire un tel polygone. Par exemple, dans le cas présenté dans la figure 1.6,
ou la courbe ¢([¢i+1, gi+2]) est une tangente intérieure a la courbe ¢([gi, ¢i+1]) en Pit1, nous
ne pouvons pas construire une ligne polygonale porteuse pour c¢([gi,¢i+1]) qui ne coupe
pas ¢([¢i+1,¢i+3]). Nous verrons plus tard comment résoudre le probleme dans un tel cas.

Figure 1.6
Soit ¢ € {0,1,...,s8 — 1}. Nous notons
A=Cn (TGQ(C([Qia ¢it+1]), ]PiPi+1DU]PiPi+1D-

Si A = (), alors nous gardons [P;P;;+1] comme aréte du polygone porteur. Sinon, nous
discutons séparément les deux cas suivants:

(a) c([gi—1,q]) N A =10 et c([git1,qir2] NA =0 ;

(b) ellgi-1, @) VA # 0 ou c([giy1, gipa] NAFD.
Dans le cas (a), soit

d; = i%i d(A,B).
Bec(lai 95411

Alors nous aurons d; > 0 et nous considérons le cercle de rayon d; qui passe par P; et
qui a le centre O sur la courbe ¢([gi, ¢i+1]) et tel que la distance, mesurée sur la courbe
c([gi, ¢i+1]), entre P; et O soit minimale. Ce cercle existe, car sinon nous pouvons en
déduire que

B(P;,d;) Ne(lgi, qiv1]) =0

et donc reg(c([gi, gi+1]), |PiPit1[) C B(P;,d;), d’ott une contradiction avec la définition de
d;. Pour les mémes raisons,

card(B((’), dl) N C([in Qi—i—l])) > 2
et soit

Qi = c(qi) € (B(O,di) N e([gir git])) \ {Pi}

12



le point de (B(O,di) N c([qi,qH_l])) \ {P;} le plus loin, sur c¢;, de P;. Evidemment,
JP:Qi[NC = 0, nous introduisons donc Q) parmi les sommets de P et nous répétons
le procédé en partant de Q). Nous insérons ainsi parmi les sommets de P les points

Q1,Q5 =¢(g3),. - .Q,. = ¢(4¢;,,), en nous arrétant quand le cercle considéré comme décrit

7

en partant de Q. contient P, y;1. Alors nous aurons

m
(U (regtelle)s 4i)) 10 Qs DUIQIQI 1) ) N = 0.
k=0
ol nous avons noté Q(’) = Py, an—i—l = P4q et qé = qi, q,’%_H ‘= ¢;+1, donc non seulement
nous pouvons introduire chaque [Q;Q;_i_l] comme aréte du polygone porteur, mais en plus
il ne sera jamais nécessaire de les remplacer, ce qui sera tres important dans la discussion
pour le cas (b).

Le cas (b) se divise a son tour en deux sous cas :

(b.1) ¢([gi=1,¢i]) n'est pas tangente intérieure & c([¢;, ¢ix1]) et c([git1,qit2]) n'est pas
tangente intérieure & c([qi, gi+1]) ;

(b.2) ¢([gi—1,¢i]) est tangente intérieure & c([¢;, ¢i+1]) ou c([qi+1, Gi+2]) est tangente in-
térieure a c([¢;, ¢it1])-

Dans le cas (b.1), supposons que ¢([gi—1,q]) N A # @ ; si Pautre des conditions
du cas (b) est satisfaite, la discussion est analogue. Nous aurons donc ¢([¢i—1,¢]) N
reg(e([qi, gi+1]), |PiPit1]) # @ ; les deux positions relatives possibles des courbes ¢([gi—1, i])
et ¢([gi, gi+1]) sont présentées dans la figure 1.7.

R

Figure 1.7

Dans le cas de la figure 1.7(a), la droite P;R est de vecteur directeur ¢’(g; ), donc est
tangente a ¢([¢gi—1,¢]) en P;. Il résulte que le segment |P;R] ne peut pas couper la ligne
polygonale support de ¢([¢;—1, ¢i]), quels que soient les sommets de celle-ci. Soit

d; = min inf d(A,B), inf d(A,B)
Bec(?eA D Ace(lgi—1,9:]D
q9i:494
A P€%Rp, 411

et appliquons le procédé décrit pour le cas (a). Si le premier point ainsi obtenu sur
c([¢i, gi+1]), Q}, se situe plus pres, sur la courbe, de P; que R, il est facile & voir que la
ligne polygonale support de ¢([g;, gi+1]) obtenue ne coupe pas ¢([¢i—1, ¢;]) et par conséquent
aucune ligne polygonale support que cette courbe pourrait avoir ; nous avons donc fini la
discution pour ce cas. Si Q! est plus loin de P; que R, toujours en prenant les distances
sur la courbe ¢([g;, ¢i+1]), il suffira d’ajouter le point R entre P; et Q} comme sommet de
la ligne polygonale support de ¢([¢;, ¢ix+1]) pour qu’elle ait les propriétés données.
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Si nous sommes dans le cas de la figure 1.7(b), soit R’ le point partageant la courbe

C (piR] 2 deux parties égales. Evidemment, PR INc([gi—1, ¢]) = 0, et par le raisonnement

fait pour le cas de la figure 1.7(a), mais en nous référant cette fois a R’ a la place de R, nous
construisons la ligne polygonale porteuse de ¢([g;, gi+1]) satisfaisant les bonnes conditions.

Dans le cas (b.2), nous pouvons considérer qu’une seule des deux conditions est satis-
faite, car si les deux le sont simultanément, alors nous introduisons parmi les sommets du
polygone porteur le sommet P} = ¢((¢; + gi+1)/2) et nous obtenons ainsi deux morceaux
de courbe, ¢([¢, (¢ + gi+1)/2]) et e([(¢ + gi+1)/2, ¢ix1]), telles que pour chacune d’elles
une seule des deux conditions du cas (b.2) soit satisfaite. Supposons donc que ¢([gi—1, ¢])
n’est pas tangente intérieure a ¢([¢i, ¢i+1]) et que ¢([git1, ¢i+2] 'est. Si nous considérons
d; comme définie auparavant, nous aurons d; = 0, et par conséquent la méthode utilisée
pour le cas (a) ne fonctionne plus. Nous remarquons aussi que nous ne pouvons pas choisir
un point Q) = c(g]) € c(lgi, gi1]) tel que

C N (reg(e((gi, a1]), [PiQINUIP:Qi[) = 0

et en conséquence le critére utilisé pour le cas (b.1) ne marche pas lui non plus. Nous
allons résoudre cette situation en construisant d’abord la ligne polygonale correspondant
a la courbe c([gi+1, ¢it2]) et seulement apres la ligne polygonale correspondant & la courbe
c([gi, ¢i+1]). Avant de construire la ligne polygonale associée a la courbe ¢([git1, it+2]),
nous nous assurons de nous placer dans le cas (a), ce qui peut se faire tres facilement
en introduisant, si besoin, le point P}, ; = ¢((gi+1 + ¢i+2)/2) parmi les sommets de P,
comme déja vu. Nous imposons cette condition pour éviter d’entrer dans un cycle infini en
passant de la construction de la ligne polygonale associée a ¢([gi, ¢i+1]) & la construction
de la ligne polygonale associée a c([gi+1, gi+2], de la construction de la ligne polygonale
associée a c([qi+1,¢it2] & la construction de la ligne polygonale associée a ¢([¢it+2, git+3] et
ainsi de suite, comme il aurait pu étre le cas pour la polycourbe représentée figure 1.8, ou
chaque courbe c([gi, ¢i+1]) est tangente & celle qui la précede, et ceci de maniere circulaire.

Figure 1.8

Ainsi, nous savons que ¢([qi+1,¢i+2]) est dans le cas (a), nous construisons la ligne

polygonale porteuse P; Q... vaj—,»IHPi-l-Z comme décrit, et cette ligne polygonale ne
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sera plus modifiée par la suite. En revenant a la courbe ¢([¢;, gi+1]), soit

A" = (C\ e([gir. gir2]) N (reg(e((gis git1])s PPt JUIPiPit])
et soit
d;, = inf d(A,B).
AcA!
Bee(lq;,qi41D)
Considérons le point P; = ¢(q;), construit en partant de P;;1 en utilisant le méme procédé

que pour construire Q] dans le cas (a). Si

m<é <A(C/(qi_+1)7PHI)’PHIP;)) < m<é<A(C/(qi_+1)aPi+1)a Pi+1Q§+1>>a

alors [PiP;y1] ne coupe pas la ligne polygonale Pi_HQi"H e QZ;LPHQ et comme par
construction |PIP;11[N(C \ ¢([gi+1, gi+2])) = 0 il en résulte que cette aréte peut étre gardée

comme aréte du polygone porteur. Sinon, soit P! = ¢(q}') € ¢(]gi, gi+1]) tel que

m<é <A(C/(qi—+1)7 Pit1), Pi+1P;/>> - %m<é <A(C/(Qi_—|—1)7 Pit1),Pita Q§+1>> )

Evidemment P! € c(]q), gi+1]) et done |PYP;11[ ne coupe pas C \ ¢([¢i+1, ¢i+2]) ; en plus,
|PYP;11[ ne coupe pas la ligne polygonale P;14 Qi‘H e Qiﬁ:ilPHg et nous gardons donc
ce segment comme aréte du polygone porteur. Dans les deux cas, nous construisons le
restant de la ligne polygonale associée a ¢([¢;, ¢i+1]) en construisant la ligne polygonale
correspondant & ¢([g;, ¢]), respectivement ¢([¢;, ¢/']), car ces deux courbes sont dans le cas
(a).

Nous construisons ainsi les lignes polygonales associées & ¢([q;, gi+1]) pour chaque i €

{0,1,...,8 —1}. Vue la facon dont cette construction est faite, il est évident que
P =PoQi... QN P1Q1... Q2 P Qi QL
est un polygone porteur de C et est aussi un polygone simple. O
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Deuxieme Partie
Polycourbe de Bézier

1.6. Introduction

Dans la premiere partie de ce chapitre nous avons introduit de maniere rigoureuse la
famille de courbes planes, les polycourbes, qui fait 'objet d’étude de cette these, la reliant
aux résultats similaires déja parus dans la littérature. Mais, comme nous 1’avons précisé
dans 'introduction de ce rapport, 'approche que nous nous proposons de présenter est
basée sur la construction d’une suite de polygones convergeant, dans un sens a préciser,
vers la polycourbe donnée. La construction d’une telle suite de polygones n’étant pas
faisable de maniere explicite dans le cas des polycourbes générales, nous cherchons un cas
particulier tel que, d’'un c6té, la suite voulue de polygones puisse étre construite d’'une facon
facile a traduire par un algorithme, et de ’autre c6té, la famille de courbes correspondant
a ce particulier ne soit pas trop restreinte pour que les résultats obtenus pour ses membres
solent intéressants.

Une solution facile a ce probleme est donnée par les courbes paramétriques controlées
par des ensembles de points satisfaisant certaines propriétés. Ainsi, si Po,Py,..., P, sont
les points de controle d'une telle courbe paramétrique, les propriétés mentionnées sont :

o les extrémités de la courbe sont les points Py et P, ;

o la droite PoP; est tangente a la courbe en Py et la droite P,,_1P,, est tangente a la

courbe en P, ;

e la courbe est contenue dans ’enveloppe convexe de ses points de controle ;

e la courbe et la ligne polygonale PgP; ... P, vérifient la propriété de la diminution de
la variation ([Hos93], [Far97] ; cette propriété sera aussi expliquée dans le paragraphe
suivant) ;

o il existe un algorithme de subdivision par 'intermédiaire duquel nous pouvons con-
struire, a partir du polygone PgP;...P, et sans effectuer d’opérations directement
sur la courbe, une suite de polygones convergeant vers la courbe.

Les plus utilisées des classes de courbes paramétriques qui satisfont ces cing propriétés
sont les courbes de Bézier polynomiales et rationnelles, les B-splines et les NURBS, sous
certaines conditions. Parmi toutes ces classes, notre choix s’est arrété sur les courbes de
Bézier (polynomiales). Il a été motivé, premierement, par I'importance du role joué par
les courbes de Bézier dans la modélisation géométrique et le fait qu’elles sont largement
répandues et étudiées, et deuxiemement par la facilité d’implémentation des algorithmes
les concernant. Mais nous précisons encore une fois que toute courbe paramétrique ayant
les cinq propriétés ci-dessus conviendrait, les preuves des résultats que nous établirons ne
reposant pas sur des propriétés des courbes de Bézier autres que celles-ci.

Nous commencons par un bref rappel sur les courbes de Bézier. Ensuite, nous intro-
duisons la polycourbe de Bézier, une polycourbe qui est courbe de Bézier par morceaux, et
nous définissons son polygone de controle a partir des B-polygones des courbes de Bézier
la constituant. Nous étudions aussi les propriétés des polycourbes de Bézier et surtout une
propriété du polygone de controle qui sera tres importante pour la discussion des chapitres
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suivants.

I.7. Concentré de chapitre (I, deuxiéme partie)

Quel que soit le niveau de lecture que vous utilisez, si vous n’étes pas familiarisé avec
les courbes de Bézier vous devez impérativement lire la section 1.8. Meéme si vous |’étes,
la lecture de la définition I.11 vous montrera les notations que nous allons utiliser tout
au long de la these. En plus, regardez la définition 1.12, car la distance de Hausorff est
beaucoup utilisée dans les chapitres suivants.

Premier niveau. Pour comprendre la discussion des chapitres suivants, vous devez lire
les définitions 1.13 et 1.14 (qui sont équivalentes), 1.15, la propriété 1.16 et la définition
[.17. Le petit texte se trouvant entre les définitions 1.14 et 1.15 explique pourquoi nous
n’utilisons pas des courbes de Bézier quelconques dans la composition de la polycourbe de
Bézier. Si vous n’avez pas lu la section 1.4, le lemme 1.18 ne vous dira rien. La section 1.9
devrait étre lue en entier, et j’attire particulierement ’attention sur la remarque de la page
25, indispensable a la compréhension de la notion de polycourbe de Bézier a travers les
traitements par subdivision de de Casteljau. Bien sur, la lecture de la preuve du théoreme
[.24 est loin d’étre nécessaire.

Deuxiéme niveau. La section 1.8 doit étre entierement lue - sauf la preuve du lemme
[.18, pour laquelle nous utilisons les propriétés des courbes de Bézier, le fait que toutes
les courbes de Bézier de la composition d’une polycourbe de Bézier sont completement
convexes et la propriété .19, énoncée et prouvée en plein milieu de la démonstration de I.18.
La section 1.9 doit aussi étre toute lue et - au cas ou vous lisiez uniquement les avis pour le
niveau de lecture qui vous intéresse - j'attire encore 'attention sur la remarque de la page
25, absolument indispensable pour comprendre la notion de polycourbe de Bézier, compte
tenu des subdivisions de de Casteljau que ses courbes de Bézier composantes subissent.
Pour le théoreme 1.24, il suffit de mentionner que la valeur ¢ dépend de la polycourbe
(dans sa structure initiale) et plus précisément est une mesure de 1’ “étroitesse” de la
polycourbe. Les deux premieres pages de la démonstration (pages 34-36) peuvent étre lues
pour voir comment g est défini.

I.8. Rappels sur les courbes de Bézier

I1.8.1. Les polynomes de Bernstein

Soit n un entier non-négatif. Pour tout ¢ € {0,...,n} nous définissons le polynome

Bl:R— R BI(t)=Cit'(1-0)"""  ouC =n!/(i!(n—10)
La famille {B}};cqo,....n} forme une base pour I'espace des polynomes & une variable de
degré inférieur ou égal a n. Nous nous intéressons uniquement aux restrictions de ces
polynomes a l'intervalle [0, 1] et voici quelques-unes de leur propriétés :

0,1

1.OSBIt) <1 Vtel0,1] VieA{0,...,n};
2. Bi(t)=1 Vte[0,1];
=0

3. B’(¢t) =Blr_.(1—t) Vtel[0,1] Vie{0,...,n};
4. B(t) = (1 —)BPY ' (¢) + B (t) VYt € [0,1] Vi € {0,...,n}, avec la convention
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Bt)=0sit<0oui>n;
5. (BM)(t) =n(BI () —BIY(t)) vte[0,1] Vie{0,...,n}.
Les preuves de ces propriétés ne sont pas difficiles a faire et peuvent étre trouvées dans

plusieurs titres de la bibliographie [Hos93], [Far97], [Fio87].

1.8.2. Définition et propriétés des courbes de Bézier

Nous sommes intéressés uniquement par les courbes de Bézier planes, méme si ces
courbes peuvent étre définies dans un cadre beaucoup plus général.

Définition I.11. — Soient Py, Py, ..., P, des points du plan. La courbe de Bézier associée
a cet ensemble de points est la courbe paramétrique polynémiale de degré n définie par
n
Bn(Po,P1,...,Pus ) [0,1] — R*  Bu(Po,P1,...,Pu;t)=> Bi ()P,
=0
Les points Po, Py, ... P, s’appellent les points de controle de la courbe de Bézier et le
polygone PoPy ... P, le polygone Bézier ou B-polygone.

Remarque — Le B-polygone d’une courbe de Bézier sera considéré, sauf mention contraire,
comme n’étant pas fermé, done sans l'aréte |P,,,Pol.

La figure 1.9 présente des exemples de courbes de Bézier.

P6 P2

P8 Po

Figure 1.9

Les courbes de Bézier ont des propriétés géométriques intéressantes :
(I.11.1) la courbe a les mémes extrémités que son B-polygone ;
(I.11.2) la courbe est incluse dans 'enveloppe convexe de son B-polygone ;
(I.11.3) la courbe est symétrique en ¢ :

Bn(Po,Pl,...,Pn; ]_—t) :Bn(PnyPn—ly---yPO; t)

(I.11.4) la diminution de la variation : le cardinal de I'intersection d’une droite quelconque
avec la courbe est inférieur ou égal au cardinal de l'intersection de la droite avec
le B-polygone ;

(I.11.5) les droites PoPy et P,,_1P, sont respectivement tangentes a la courbe en Py et
P..

Ces propriétés découlent des propriétés des polynomes de Bernstein. Leur démonstrations
peuvent étre trouvées dans la bibliographie [Hos93], [Far97]. En plus, il existe des ex-
pressions pour toutes les dérivées de B, (P,,P,_1,...,Po; .), mais nous nous contentons
de donner les formules de la premiere et de la deuxieme dérivées, car elles nous seront
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nécessaires par la suite :

n—1
B%(an Pn_1,...,Post)=n Z B?_l(t)(Pi-H —P;)
=0
- (1.2)
B, (Py,Pn_1,...,Po; t) =n(n—1) Z B! ?(#)(Piy2 — 2Piy1 + P;)
=0

1.8.3. La subdivision de de Casteljau

L’algorithme de subdivision de de Casteljau est une méthode par laquelle nous pouvons
construire, a partir des points de controle Pg, Py, ..., P, d’une courbe de Bézier, une suite
de polygones qui converge vers la courbe au sens de plusieurs distances, parmi lesquelles
nous nous intéressons a la distance de Hausdorff. ‘ ‘

Soit tg €]0, 1[. En utilisant la formule P! = (1 — to)Pf_l + ton_Ill, nous construisons le
tableau triangulaire suivant :

Py =Py
Py
P? =P P32
P
PY =P,
. pyt
Pg
. P?—l
Po =Py
Py
P?z—l =Pn1 P%—z
Py
P2 =P,
Ce tableau peut étre résumé par la formule
J
P] =) Bi(to)Pits (13)
k=0

Le point P est le point de la courbe correspondant au parametre ¢ :
Pg = Bn(Po,Pl, e ,Pn 3 to)

Ainsi, la courbe de Bézier est partagée en deux morceaux, B, (Po,P1,...,P,; [0,%0]) et
B.n(Po,P1,...,Py; [to,1]), et chacune de ces deux parties peut étre reparamétrisée comme
courbe de Bézier. La courbe B, (Pg,Pq,... P, ;[0,t0]) sera la courbe associé au B-
polygone PSP} ... PI7IPZ et la courbe B, (Po,P1,...,P,; [to, 1]) sera la courbe associée
au B-polygone PZPT™...PL_,P% Nous pouvons donc appliquer le méme procédé &
chacune des courbes B,,(Po,P1,...,P,; [0,%0]) et Bn(Po,P1,..., Py [to,1]), en obtenant
ainsi une division de la courbe initiale en quatre morceaux pouvant chacun étre écrit sous
la forme d’une courbe de Bézier, et ainsi de suite. Si a chaque étape nous considérons le
polygone obtenu par l'union des tous les B-polygones des parties respectives de la courbe
initiale, nous aurons une suite de polygones qui converge vers cette courbe [Hos93], [Far97],
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[Fio87] au sens de plusieurs distances, parmi lesquelles nous nous intéressons a la distance
de Hausdorfl (dont la définition est rappelée plus loin). La figure 1.10 présente un exemple
de courbe de Bézier subdivisée une fois pour un parametre t, = 1/3.

P

Figure 1.10

Rappelons ici définition de la distance de Hausdorff, que nous allons beaucoup utiliser :

Définition 1.12. — Soit E un espace métrique et notons K = K(E) l'ensemble de tous
les compacts de E. Alors pour K1, Ky € K la distance de Hausdorff entre K et Ky sera
définie par

§"(Ky, K,) = inf{r > 0|y C B(Ka2,7) et Ko C B(Ky,r)} (1.4)

Une autre définition connue pour la distance de Hausdorff est
(K, K,) = inf d(A,B inf d(A,B L5
(Ko, ) maX{;élllgl gof d(a, )71&8311?2 gof d(A.B)} (1.5)

Les deux définitions sont bien str équivalentes et ' a toutes les propriétés d'une dis-
tance sur K(E).

1.9. Définition et propriétés de la polycourbe de Bézier

Nous allons, dans ce qui suit, beaucoup utiliser la notion de courbe convexe, précisons
donc ce que nous entendons exactement par la.

Définition 1.13. — Nous dirons qu’une courbe simple C d’extrémités A et B est convexe
sst reg(C, [AB]) est conveze.

Les points A et B peuvent étre confondus ou pas. Une autre définition est

Définition 1.14. — Une courbe simple est convexe ssi elle est incluse dans la frontiére de
son enveloppe conveze.

L’équivalence de ces deux définitions est évidente, de par la définition de reg(C,AB), et
nous utiliserons I'une ou 'autre en fonction des besoins de la discussion.

Comme mentionné dans 'introduction de cette partie, nous allons particulariser la no-
tion de polycourbe, trop générale pour le traitement algorithmique, en utilisant des courbes
de Bézier. Mais encore, les courbes de Bézier quelconques s’averent trop générales pour
les algorithmes que nous allons présenter dans cette these. Ceci est du au fait que nous
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aurons besoin pas seulement de courbes convexes par morceaux, ce que les courbes de
Bézier sont de toute facon, mais aussi de pouvoir délimiter ces morceaux convexes, ce qui
revient au probleme du calcul des points d’inflexion d’une courbe de Bézier donnée, et par
conséquent a la résolution d’équations polynémiales qui peuvent étre de degré assez élevé.
Meéme plus, si chaque courbe de Bézier a un B-polygone convexe, les cotlits des algorithmes,
mais surtout les preuves des résultats que nous présenterons se trouvent grandement al-
légés. Or, Calcoen [Cal96] a prouvé qu’il existe des courbes de Bézier qui sont convexes,
dont le B-polygone n’est pas convexe et qui sont telles que nous obtiendrons toujours
par subdivisions successives de de Casteljau une “sous-courbe” dont le B-polygone n’est
pas convexe, pourvu que le parametre utilisé pour ces subdivisions satisfasse certaines
propriétés, en fonction de la courbe. Comme nous utiliserons toujours, pour la facilité
des calculs, un parametre de subdivision égal a 1/2, les courbes convexes a B-polygone
non-convexe ne peuvent pas étre acceptées.

Définition 1.15. — Nous dirons qu’une courbe de Bézier est complétement convexe si son
B-polygone est simple et convexe.

Remarque Bien sur, cette propriété doit étre satisfaite par tout autre type de courbe
paramétrique controlée par des points que nous voudrons utiliser a la place des courbes de
Bézier.

Propriété 1.16. — Une courbe de Bézier complétement convexre est une courbe convexe

Preuve — Soit B = B,,,(Po,P1,..., Py [0,1]) une courbe de Bézier completement con-
vexe et supposons qu’elle n’est pas une courbe convexe. La définition 1.13 impliquera
alors que reg(B,[PoPn]) n'est pas convexe. Il existe donc Qq,Qs € reg(B,[PoPn]) et
Q2 ¢ reg(B,[PoPy]) tels que Q2 €]Q1Qs[. Mais B U [PoP,,] est une courbe fermée, par
conséquent la droite Q1Qsz coupera B U [PoP,,] au moins trois fois. Si un de ces trois
points d’intersection appartient a |PoP [, nous obtenons une contradiction en remarquant
que, suite a la propriété de la diminution de la variation, le cardinal de I'intersection de la
droite Q1 Qs avec le B-polygone est au moins deux et alors le polygone (fermé) Py ... Py,
aura trois points d’intersection avec cette droite, ce qui contredit le fait que la courbe B
est completement convexe. Si la droite Q1 Q3 coupe B trois fois, la contradiction est im-
médiate, toujours en utilisant la propriété de la diminution de la variation. La supposition
faite est donc fausse et B est une courbe convexe. O

Nous pouvons maintenant introduire I’objet qui sera étudié dans toute la suite de cette
these.

Définition 1.17. — Une polycourbe de Bézier est une courbe simple qui est union de
courbes de Bézier complétement convexes.

Nous avons appelé notre objet polycourbe de Bézier, mais, pour l'instant, rien ne justifie
cette appellation. Nous donnons donc le résultat suivant :

Lemme 1.18. — Toute polycourbe de Bézier est une polycourbe.
Preuve — Soit B = U, B; une polycourbe de Bézier, ou
Bi =B, (PY PV PU . [0,1])  Vie{l,...,n}
sont des courbes de Bézier complétement convexes, et soit b : [0, a] — IR? sa paramétrisa-

tion par 'abscisse curviligne. Soient 0 =tg < t1 < ... < t, = « tels que b([ti_1,t:]) = B;
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pour tout 7 € {1,...,n}. Les parameétres to,...,t, existent et sont uniques.
Les courbes de Bézier étant des courbes polynomiales, donc régulieres, il est évident que

b‘]t' - est de classe C% pour tout 7 € {1,...,n}, donc b satisfait la condition (I.5.i). Il
nous reste ainsi a prouver que b‘]t' - satisfait les conditions (I1.5.ii) et (1.5.iii) pour tout
te{1,...,n}.

Prouver que b‘ It satisfait la condition (I.5.i1) pour tout ¢ € {1,...,n} revient (grace

i—1,t
aux propriétés des courbes de Bézier, qui font que le paramétrage par ’abscisse curviligne

et le paramétrage de Bézier sont équivalents pour chaque courbe de Bézier) & prouver que
B, (P(()l), Pgl), o 7ng?@' ; +) satisfait (1.5.ii) sur 'intervalle |0, 1[ pour tout ¢ € {1,...,n}.

Propriété 1.19. — Si B = B,,,(Po,P1,..., Py [0,1]) est une courbe de Bézier com-
plétement convexe telle que les points Po, Py, ... Py, ne sotent pas tous colinéaires, alors

B! (Po,P1,....Pu; t) # 0 pour tout t €]0,1].

Preuve — Cette preuve sera faite par 'absurde : supposons qu’il existe to €]0, 1] tel que
B! (Po,Py,...,Pn;to) = 0. Nous appliquons a la courbe B la subdivision de de Casteljau
de rapport to, en obtenant ainsi les polygones P/ = PJP{ ... P}]n—j décrits dans la sous-
section 1.6.3 pour tout j € {1,...,m}. Le B-polygone P = PoP;...P,, de la courbe
de Bézier étant simple et convexe, et compte tenu de la formule (1.3), tous les polygones
PJ seront eux aussi simples et convexes (chaque polygone P71 s’obtient en “coupant les
coins” du polygone P7).

En utilisant la deuxieme formule de (1.2), nous déduisons que B! (Po,P1,..., Py to)
est proportionnel a sz—z — 2Pg‘_1 + PJ'. Par conséquent, pour que cette dérivée soit
nulle nous devons avoir PJ'~! = (PJ"™ + P2)/2, ce qui implique la colinéarité des trois
points. Comme PJ'™! = (1 —¢)Py" "2 +1,P" 72, les points PJ* 2, P72, Pi" ™1 P doivent
tous étre colinéaires. D’un autre coté, Pg = (1 — )P0 ™1 + toPT" !, et en conséquence
P P P et P sont colinéaires, ce qui nous ménera facilement & la colinéa-
rité de Pg'~' P! et PJ""2. En conclusion, nous obtiendrons la colinéarité des points
PJ'72 P72 et PJ"2. Soit A™~2 la droite engendrée par ces points.

Si nous supposons que les points P?_S,i € {0,...,3}, n’appartiennent pas a A™™?,
nous obtiendrons tout de suite une contradiction. En effet, dans ce cas le polygone P™3
aurait trois points d’intersection avec la droite A™ ™2, tout en étant simple et convexe, ce
qui est impossible. Par conséquent, les points le_S,i € {0,...,3} doivent eux aussi étre
colinéaires.

En continuant ce raisonnement, nous finirons par obtenir la colinéarité des points
P;,i € {0,...,m}, contradiction avec I'hypothese faite sur la courbe de Bézier B. Ainsi,
la supposition de lexistence d'un parametre tg tel que B! (Po,Py,..., Py, to) =0 nous a
menés a une contradiction, donc elle est fausse et la preuve de la propriété est achevée.

O

En revenant a la preuve du lemme, soit ¢ € {1,...,n}. Siles points P(()Z), Pgl), . ,P%)i
sont colinéaires, alors B; est un segment et, de par leur définition, il n’y a pas de points
critiques sur la courbe By, (Po, P1,..., P, ;]0,1[). Si P(()Z), Pgl), o 7ng?@' ne sont pas col-
inéaires, alors B} (Po,P1,...,Ppn,;t) # 0 pour tout ¢ €]0,1[ et donc il n’existe pas de
point critique sur la courbe By, (Po, P1,...,P,;m; ]0,1[). Ainsi, dans tous les cas la courbe
B; satisfait la condition (1.5.ii), et ceci quelque soit ¢ € {1,...,n}.

Pour prouver que b satisfait la condition (I.5.iii) nous allons prouver que b i1 iti] est
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injective pour tout ¢ € {1,...,n}.

Soit ¢ € {1,...,n}. Alors b‘[t

] est en fait la paramétrisation par ’abscisse courvi-
1—1,4¢

ligne de la courbe de Bézier B;. Mais, conformément & la propriété 1.16, reg(B;, [Péi)P%)i])
est convexe et par conséquent, en appliquant la proposition 1.7, nous obtiendrons l'injectivi-

té de b‘]t' Lap C@ qui conclut la preuve de ce lemme. O

I1.10. Polygone de controle

La polycourbe de Bézier étant une polycourbe, elle est aussi un splinegone. Un poly-
gone porteur est naturellement défini par la succession des extrémités des courbes de
Bézier qui composent la polycourbe, et un polygone porteur simple peut étre construit
par la technique décrite dans la sous-section 1.5.2. Mais a une polycourbe de Bézier nous
pouvons associer un polygone autre que le polygone porteur, obtenant ainsi des propriétés
géométriques tres intéressantes pour les problemes que nous voulons traiter dans cette
these.

1.10.1. Définition et propriétés du polygone de controle

Définition 1.20. — L’union des B-polygones des courbes de Bézier composant une poly-
courbe de Bézier sera appelée le polygone de controéle de la polycourbe de Bézier.

Deux premieres propriétés de ce polygone découlent directement des propriétés des
courbes de Bézier. Ainsi, la propriété de la diminution de la variation est valable pour une
polycourbe de Bézier, toute droite coupera le polygone de contréle au moins autant de fois
qu’elle coupe la polycourbe. La preuve de cette propriété est immeédiate. La deuxieme des
deux propriétés est l'inclusion de la polycourbe dans ’enveloppe convexe de son polygone
de controle, qui est aussi facile a prouver et qui est la pierre de faite de I’étude faite dans
les chapitres II et III.

Une autre propriété, qui jouera un role important dans le chapitre V, est “I’encadre-
ment” que le polygone porteur et le polygone de controle font a la polycourbe. Nous
voulons dire par la que, en prenant une polycourbe de Bézier B = UL B;, ou B; =
Bmi(Pél), o 7ng?@' ; [0,1]) est une courbe de Bézier completement convexe pour tout ¢ €
{1,...,n}, et en notant P; le B-polygone de la courbe de Bézier B;, nous aurons

B |Jreg(Pi, [PYPL))
=1

Cette propriété aussi est tres facile a prouver.

REMARQUE La définition 1.17 s’avérera, au fil de la discussion, un peu ambigué. En
effet, le traitement que nous appliquerons aux polycourbes de Bézier dans la résolution des
problemes que nous nous poserons consiste a subdiviser une partie ou toutes les courbes de
Bézier composant la polycourbe jusqu’a l'obtention d’un polygone de contréle pour cette
polycourbe qui satisfait certaines propriétés, en fonction du probleme. Soit la polycourbe

m; 7 2

B=JB:  Bi=Bu (P, P, .PY. 1 [0,1]) Vi€ {l,...,n}
=1
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Si nous subdivisons la courbe de Bézier B
conformément a 1.17 la courbe

(DI Bi) UBgo UB% U ( 0 Bi)
i=1

Zzlo+1

en obtenant les courbes B;O et BY  alors

109 10’

est une polycourbe, mais elle n’est pas B. Or, il est évident que nous ne voulons pas avoir
une nouvelle polycourbe apres chaque subdivision que nous appliquons.

Sur 'ensemble des polycourbes de Bézier (données par 1.17), nous définissons la rela-
tion “obtenue par subdivision/fusion de de Casteljau”. Il est tres facile a voir que cette
relation est une relation d’équivalence, et en redéfinissant la polycourbe de Bézier comme
étant une classe d’équivalence de cette relation nous aurons une caractérisation formelle de
la polycourbe. Cette nouvelle définition étant un peu lourde, nous la considérons implicite.
Ainsi, nous aurons une distinction entre la polycourbe initiale (a laquelle aucune subdi-
vision de de Casteljau n’a été appliquée) et la polycourbe courante a un certain moment
de la discussion, qui est un membre de la classe d’équivalence de la polycourbe initiale,
pouvant étre la polycourbe initiale elle-méme. Pour ne pas alourdir la présentation, une
polycourbe B sera toujours écrite comme U}, 3;, aussi bien dans sa forme initiale que dans
toutes ses formes courantes, tout en gardant a ’esprit que n varie.

1.10.2. Polygone de contréle pseudo-simple

De méme que pour le polygone porteur, nous nous intéressons a ’existence d’un polygone
de controle simple, qui sera essentielle dans la discussion sur ’enveloppe convexe d’une
polycourbe de Bézier fermée. En effet, nous pouvons voir dans la figure I.11 un exemple
de polycourbe de Bézier fermée dont le polygone de controle n’est pas simple et il est facile
de remarquer que ’enveloppe convexe de ce polygone de controle a une composition qui
n’est pas tres cohérente du point de vue de 'ordre des sommets du polygone de contréle en
tant que sommets du polygone frontiere de l'enveloppe convexe (nous n’entrons pas dans
les détails ici, tout sera pleinement expliqué dans le chapitre suivant).

Figure 1.11

En plus, nous voudrons pouvoir obtenir un polygone de controle simple pour une poly-
courbe de Bézier uniquement par 'intermédiaire des subdivisions de de Casteljau (de
rapport 1/2, mais il sera toujours ainsi et nous ne le mentionnerons plus) successives, sans
avoir a calculer des intersections de droites et de courbes de Bézier, car les subdivisons
sont algorithmiquement calculables de maniere exacte si (supposition naturelle) les points
de controle des courbes de Bézier a subdiviser sont rationnels.

Malheureusement, a la différence du cas du polygone porteur, il existe des polycourbes
pour lesquelles I'obtention d’un polygone de controle simple est impossible. Cette situation
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arrive toujours quand il existe ¢ € {1,...,n} tel que Pgi—i_l)e]P%)iP%)i_l, car alors le
cardinal de lintersection de [P%)i_lP%)i] et de [P(()H_I)Pgl—'_l)] est infini et cette propriété
reste indifféremment du nombre de subdivisions que nous appliquons a B; et B;+1. Dans
la figure 1.12 sont représentés les deux principaux cas possibles pour les positions relatives
des courbes B; et B;1 quand la propriété ci-dessus est satisfaite.

Figure 1.12

Par conséquent, nous cherchons une propriété plus faible que la simplicité et telle que,
d’un c6té, nous puissions obtenir par subdivision de de Casteljau un polygone de controle la
satisfaisant pour toute polycourbe, et de 'autre coté, un polygone de controle la satisfaisant
garde les propriétés des polygones simples dont nous aurons besoin (dans le deuxieme
chapitre nous préciserons).

Définition 1.21. — Soit R = RiRs ... R, un polygone. Nous dirons que R est pseudo-

simple si et seulement si pour tous 1 # 7 € {1,...,n}
les points Riy1,Riqa,...,R; sont colinéaires
[RiRit1] N [RjRj41] £ 0 = ou
les points Rj11,Rj42,...,R; sont colinéaires

Bien sur, dans cette définition le polygone R est considéré fermé et les indices sont pris
circulairement. Si le polygone n’est pas fermé, une seule des deux chaines de points sera
colinéaire, celle qui contient des indices croissants.

Comme nous avons déja mentionné, certaines des courbes de Bézier constituant la
polycourbe subiront des subdivisions. Par conséquent, nous nous voyons amenés a nous
questionner sur 'invariance des propriétés du polygones de controle aux subdivisions de
de Casteljau non-uniformes des courbes constituant la polycourbe. Plus précisément,
I'interrogation est : si le polygone de controle de la polycourbe satisfait la condition A et
si nous obtenons un nouveau polygone de controle en subdivisant certaines des, éventuelle-
ment toutes les, courbes qui composent la polycourbe, le nouveau polygone satisfait-il la
condition A 7

La réponse, si la condition A est la pseudo-simplicité, est non. Si, dans ’exemple de la
figure I1.12(b), nous subdivisons la courbe B;41 une fois et apres sa moitié de droite encore

une fois, la ligne polygonale obtenue ne sera plus pseudo-simple (figure 1.13), celle initiale
I’étant.
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Figure 1.13
Cette perte de pseudo-simplicité peut apparaitre a chaque fois que la situation décrite

par la définition suivante survient :

Définition 1.22. — Soit B = U, B; une polycourbe de Bézier, ou B; sont des courbes de
Bézier complétement convexes de B-polygone P; = P(()l) . P%)l pour tout v € {1,...,n}.
Nous dirons que B a une tangence intérieure ssi il existe 1+ € {1,...,n} tel que

P _ elp{TUPITY ot B, c DP(PITVPUTY B,y,)

La figure I1.12(b) présente un cas de tangence intérieure.

Définition 1.23. — Nous dirons qu’une polycourbe est sans tangence intérieure (sti) si elle
n'a pas de tangence intérieure.

Nous avons maintenant toutes les définition nécessaires pour donner le théoreme d’exi-
stence du polygone de controle pseudo-simple.

Théoreme 1.24. — Soit B une polycourbe de Bézier sans tangence intérieure et soit P son
polygone de contréle. Alors il existe vo > 0 tel que st la polycourbe B s’écrit B = U B;
avec MaxX;e(1,.. n) §M(Bi, Pi) < o, alors le polygone de contréle correspondant a cette
¢criture, P = U, 'P;, est pseudo-simple.

La démonstration de ce théoreme, tres technique, peut étre trouvée dans ’annexe du
chapitre.
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Annexe

Preuve de la proposition 1.7 — Nous prouvons d’abord I'implication directe et ensuite
la réciproque.

Pour prouver (1.7.ii), nous utilisons un lemme qui est valable dans un contexte beaucoup
plus général :

Lemme 1.25. — Soit E un espace de Banach et soit A C E un convezre ouvert non-vide.
Alors pour tout P € 6(A) il existe un hyperplan H C E tel que P € H et AN H = ().

Ce lemme est une conséquence immeédiate d’un théoreme de Hahn-Banach :

Théoreme 1.26. — Soit E un espace de Banach et sotent A, B C E deuz convexes ouverts
non-vides disjoints. Alors il existe H C E un hyperplan qui sépare strictement A et B (A
et B sont respectivement inclus dans des demi-espaces opposés par rapport ¢ H ).

Nous appliquons le lemme 1.25 pour E = IR*, A = reg(C,]ABJ), en choisissant P €]AB][.
Il existe donc une droite A telle que P € A et ANreg(C,]AB[) = 0. Evidemment, A doit
étre égale a AB et nous aurons les implications

vQ € reg(C,]AB]) reg(C,]AB[) C DP(AB, Q) =
=VQ € reg(C,]AB[) reg(C,]AB[) C DP(AB, Q) =
C,]AB])\ [AB] C Cc DP(AB,Q) =
JABJ[)

=VQ € reg(
=VQ € reg(C,]AB[) \ [AB] C\{A,B} C DP(AB,Q) =

~VYQeC\{A,B} C\{A B} c DP(AB.Q).

Pour prouver (1.7.i), remarquons d’abord que pour tout P € C\ {A, B} la droite donnée
par le lemme .25 est unique et est la droite tangente a C en P. En effet, si nous supposons
qu’il existe Py = c(tg) € C, avec tg €]a, b|, tel qu’il existe une droite A # A(c'(tg), c(to))
passant par P et telle que A Nreg(C,]AB[) = (), alors le point ¢y sera un point de discon-
tinuité pour ¢’, d’ott la contradiction.

Supposons maintenant qu’il existe t; # t2 €la,b[ tels que ¢'(#
nous aurons soit A(c'(t1),c(t1)) = A(c'(t2),c(ta)), soit A(c'(t1),c(t1)
et A(c(t1), e(t1))[[A(e'(F2), (t2)). St Alc'(tr),e(t1)) = A(e'(t2), ¢

); e

reg(C,]ABJ[) est convexe et donc reg(C,]AB[) est convexe et ¢(t1),¢

) = c/(t2). Alors
E%A( c'(t2), e(t2))
12

), alors, comme

)
) € reg(C.JABD).

nous obtenons [¢(t1)c(t2)] C reg(C,]AB]). Mais d'un c6té

A(c!(t1), e(tr)) = e(tr)e(tz) Nreg(C,JAB[) = 0
et donc [c(t1)c(t2)] C d(reg(C,]AB])), et d'un autre coté t1,t2 ¢ {a,b}, donc on ne peut
pas avoir [c(t1)c(t2)] CJABJ. Ams c

i, [e(t1)e(t2)] C C, ce qui contredit une des conditions de
I'hypothese (la condition det(c’(t),c”(t)) # 0 V¢ €]a, b[). Il reste donc & traiter le cas

A(c!(t1),e(tr)) # Al (t2),c(t2)) et A(c(t1),c(t1))[|A(c(t2), (t2))
Solent

7zl = DPop(A(C/(tl)v C(tl ))7 A(C/(tZ)v C(t2))7
R3 = DPop(A(c!(t2), e(t2)), A(c'(t1), e(t1))
et
Rz = DP(A(C/ (1), e(t1)), A€/ (t2), elt2)) N DP(A(C(t), elt2)), Ale!(t1), e(t)),
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comme présenté dans la figure 1.14.

Nous savons que reg(C,]AB[) est incluse dans un seul des deux demi-plans ouverts
déterminés par A(c'(t1), ¢(t1)), done reg(C,]ABJ) sera incluse dans un seul des deux demi-
plans fermés déterminés par A(c'(t1),c(t1)). Comme c(t2) € reg(C,]AB|) se trouve dans
le demi-plan DP(A(c'(t1), ¢(t1)), A(c'(t2), ¢(t2)), nous en déduisons que

reg(C,]AB[) C DP(A(c/(t1),¢c(t1)), A(c/(t2), c(t2)).
De méme, nous aurons

reg(C,]AB[) C DP(A(c/(t2),c(t2)), A(c/(t1),c(t1))
et il en résulte que W C Ry et done que C C Rs.

A (t2), c(ta))

A (t), c(t))

R3

Figure 1.14

Le segment [c(#1)c(t2)] partage Ry en deux sous-régions. Soit RJ celle de ces deux
sous-régions donnée par 'orientation de ¢’(1) (ou de ¢'(#3), car ils sont égaux) et R
Pautre, toutes les deux considérées ouvertes. Dans un voisinage de ¢(#1) nous aurons done
la situation présentée dans la figure 1.15.

c(tz)

Figure 1.15

Alors pour tout ¢ > 0 il existe #],t] €]a, b tels que t] <t <t, c(t]) € R;, c(t]) € RS
et t] —t} < . De méme, nous aurons que pour tout ¢ > 0 il existe th, ) €la,b| tels que
th <ty <ty c(th) € Ry, c(ty) € RI et t] —t, <e.

Nous pouvons choisir ¢ tel que ] < t5, si t2 < t;, ou t§ < t], si t; < t2. Nous allons
supposer t < t;. La courbe est continue, il résulte donc qu’il existe t3 €]t],t5[ tel que

c(ts) €]c(t1)c(tz)[. Pour obtenir une contradiction, nous utilisons le résultat suivant :
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Lemme 1.27. — Soit A un conveze. Alors

[PQ] ¢ A=]PQ[C Int(A) ou PQ[C §(A).

La preuve de ce lemme se trouve a la fin de la preuve de la proposition 1.7.
En utilisant le lemme, nous obtiendrons ainsi

c(ts) €le(ti)e(ts)]

eltu)elt)} Creg(@IABD et L ¢ ¢ s(reg @ TABT)

donc Je(t1)e(t2)[C 6(reg(C,]ABJ)), ce qui donne encore une fois une contradiction avec la
condition ¢”(t) # 0 Vt €la,b]. Donc il ne peut pas exister deux points distincts sur la
courbe ayant le méme vecteur tangent, par conséquent c"]a n est injective et I'implication

directe est ainsi démontrée.

Pour prouver la réciproque, nous devons d’abord démontrer que la région reg(C,]AB|)
existe. Pour ca, il faut et il suffit que la courbe fermée formée par I'union de C et de [AB]
soit simple. Comme C est simple, il reste a prouver que CNJAB[= . Mais nous savons
C\ {A,B} ¢ DP(AB,P),VP € C\ {A,B}, donc C\ {A,B} N AB = 0, ce qui implique
C\ {A,B}N]AB[= 0} et en conclusion CNJAB[= 0.

Supposons maintenant que reg(C,]AB[) n’est pas convexe. Alors il existe trois points
M, N, P tels que M, P € reg(C,]AB[), N ¢ reg(C,]AB[) et N €]MP]. De la continuité de la
courbe fermée CUJAB]J il résulte que la droite MP coupe d(reg(C,]AB[) = CUJAB] en au
moins quatre points distinets. Or au plus un de ces points peut appartenir a JAB[, done
la droite MP coupe la courbe C en au moins trois points distincts. Soient R,S, T € MP
trois points successifs (sur la droite MP), intersections de C avec MP et supposons que
JRS[C reg(C,]AB]) et ]ST[C R* \ reg(C,]AB[). Soient tr,ts,tr €]a, b tels que c(tx) = X
pour tout X € {R,S, T}. En plus, nous choisissons R, S et T tels que tg < tg < tT, done
tels qu’ils soient ordonnés aussi sur la courbe, et dans le méme ordre. Nous prouverons
qu'il existe t; €]tr,ts] et ta €|ts,t1| tels que ' (1) = c'(¢2).

Soit DP; le demi-plan ouvert déterminé par RS et par l'orientation de ¢'(tg), qui est
égal au demi-plan ouvert déterminé par RS et par 'orientation de ¢'(¢1), et DP3 le demi-
plan ouvert déterminé par RS et par l'orientation de c’(ts), donc DPy = IR* \ DP;. Soit
t1 €]tr, ts] tel que c(t1) € DPy et

d(c(t1),RS) = sup d(c(?),RS).
t€]tr,ts|
c(t)eDP;
Evidemment, un tel t; existe et il peut étre unique ou pas. Compte tenu de la facon dont
nous 'avons choisi, A(c'(#1),¢(t1)), la droite tangente & C en c(t;), est parallele & RS. Si

nous posons
R§

d(R,S)’

—
U =

alors nous aurons ¢'(t;) = &@. Nous voulons prouver que ¢'(t;) = .

Supposons que ¢'(t;) = —d. Soit A, la normale & RS passant par c(t1) et soit DP,
le demi-plan ouvert déterminé par A, et I'orientation du vecteur u et DP_ le demi-plan
ouvert déterminé par A,, et l'orientation du vecteur —u. Nous introduisons les notations :

R, = DP, N DP(A(c'(t1), ¢(t1)),R) N DP,
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R_ = DP; N DP(A(c/(t1),¢(t1)),R) N DP_.

Il vient donc ¢(Jtr,ts[) C DP(A(c/(t1),¢c(t1)), R) et aussi
Ve > 0 3t,t] €)tr, ts] tels que t] <ty <t], c(t]) € Ry, c(t]) € R_ et t] —t] < e.

Figure 1.16

Dans le cas présenté figure 1.16(a), la courbe tracée en continu et celle tracée en pointil-
1és sont homotopes par rapport aux conditions imposées a la courbe c(]tr, t1[), ¢’est-a-dire
I'interdiction de couper le segment [RS] ou la droite A(c'(#1),¢(t1)) et le respect des po-
sitions relatives des points c(t]),c(t1),c(t]). Nous remarquons aussi que pour ces mémes
conditions les courbes de la figure 1.16(a) ne sont pas homotopes avec la courbe de la
figure 1.16(b) et en plus toute courbe qui respecte les conditions énumérées ci-dessus est
homotope soit avec les courbes de la figure 1.16(a), soit avec la courbe de la figure 1.16(Db).

Etudions maintenant la courbe ¢(]ty,#s[) dans les deux cas présentés pour ¢(Jtr,#[).
Dans le cas (a), la courbe c(]tr,#1[) (ou un morceau de cette courbe) divise la région
DP; N DP(A(c/(t1),¢(t1)), R) en deux parties disjointes, séparant ainsi ¢(¢]) et S. Comme
c(Jt1,ts]) et A(c'(t1),c(t1)) doivent étre disjointes et la courbe c(]tg, ts[) doit étre simple,
la seule "trajectoire” que la courbe c(]t1,ts]) peut emprunter est celle présentée dans la
figure .17 ou une qui lui est homotope tout en respectant, en plus des deux conditions
déja écrites ci-dessus, les conditions
— il existe e > 0 tel que ¢(]Jts — ¢,ts[) C DPy
— ¢(Jt1,ts[) N [RS] = 0.

Alors la courbe c(]tr, ts[) U [RS] sera une courbe simple fermée et il existera 6 > 0 tel que
B(S,d) NDP; C reg(c(]tr, ts]), [RS]). Mais il existe aussi ¢ > 0 tel que ¢(]ts,ts + ¢[) CDPy
et si nous choisissons ¥ = min(e, §) nous aurons

c(]ts.ts +~[) C reg(e(Jtr, ts[), [RS]).

Donc la courbe C a des points a 'intérieur de reg(c(]tr, ts[), [RS]), ainsi
C\ c([tr,ts]) C reg(e(]tr, ts]), [RS]),

car (C\ c([tr.ts])) Ne(ltr,ts[) =0 et (C\ c([tr,ts])) N[RS] = 0.

Nous avons ainsi obtenu une contradiction avec la condition (1.7.ii), car nous ne pourrons
pas trouver deux points A et B appartenant a reg(c(]tr,ts]),[RS]) tels que la courbe
c(]tr, ts]) soit incluse dans un seul des deux demi-plans déterminés par la droite AB.
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Figure 1.17

Dans le cas 1.16(b), la courbe c(]t1,tg]) est celle présentée figure 1.18, ou une qui lui est
homotope modulo les conditions déja vues. Nous arrivons ainsi a une situation similaire a
celle du premier cas et nous obtenons donc la méme contradiction.

Figure 1.18

Donc la supposition ¢'(t1) = —u aboutit dans tous les cas a une contradiction et par
conséquent nous avons ¢’ (¢1) = @. De la méme facon nous prouvons qu’il existe t5 €|ts, 1]
tel que ¢'(t3) = @. Nous avons ainsi trouvé ti,ts €]a,b|, t1 # ta, tels que c'(t1) = ¢'(t2),
d’olt une contradiction avec la condition (1.7.1). Donc la supposition que reg(C,]AB[) n’est
pas convexe est fausse et ainsi la démonstration de la proposition est achevée. O

Preuve du lemme 1.27 — Supposons que la conclusion est fausse, donc que |PQ[¢ Int(A)
et |PQ[Z 6(A). Mais |PQ[C A, par conséquent tout point de |PQJ sera soit dans Int(.A),
soit dans §(A). Il ne peut pas exister M, N, O €]PQ] tels que M €]NO[et M € §(A), N,O €
Int(A), car Int(A) est aussi convexe. Il y aura donc deux points distincts M, N €]PQ] tels
que |PM] C §(A), ]MN[C Int(A) et [NQ[C §(.A), ot nous pouvons avoir M = P ou N = Q,
mais pas les deux, car alors |PQ[C Int(A). Supposons que M # P et soit R €|PM]. Int(.A)
étant convexe et R appartenant a 6(A), il résulte, conformément au lemme 1.25, qu’il existe
une droite A passant par R et telle que A N Int(A) = 0. Il est évident que les droites A
et PM doivent étre confondues et nous obtenons ainsi une contradiction, car |MN[C A,

IMN[C Int(A) et ]MN[ 0. a

Preuve du théoréme 1.24 — En utilisant les notations habituelles pour la polycourbe de
Bézier, nous donnons d’abord la démonstration du théoreme pour le cas ou la polycourbe
initiale est composée de ng > 4 courbes de Bézier et nous traiterons séparément les cas
nog = 2, ng = 3.
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Pour: € {1,...,ng}, soit

! .
= min d(B;, B;
i JE{1, .. i=2,i42,...,n0} ( v ‘7>
et soit vy = = min {4/} Evidemment, 76 > 0, car B est une courbe simple.

2 ic{1,....,n0}
Soit 'ensemble

1= {Z e{l,...,no} ‘ reg(Bi,]Péi)P%)i D N reg(Bi+1,]Péi+l)P(i+l) D +* @}

Mgl

Si I# (), on peut écrire I =1; U Iy, ot
I, = {z el ‘ Biy1 N T€g<Biv]P(()i)ngi)i D # ®}
I, = {Z el ‘ B; N reg<8i+1,]Péi+l)P(i+l) D +* @}

Mgl

En plus, I; NI, = 0, car reg(Bi,]Péi)P%)i D est convexe pour tout ¢ € {1,...,ng} et B est
simple.

Figure 1.19 (a) i est dans I} ; (b), (¢) ¢ est dans 1Y

Au moins un des ensembles I et Iy est non-vide. Si Iy # (), soit ¢ € I;. Des deux angles
éP%)i_lP(()l—i_l)Pgl—'_l) on considere celui pour lequel il existe € > 0 tel que
BPGHY ) n {B\ {P{TV} ] < Int(£PL)_ PETYPEHY)
Nous définissons alors
I = {i €Ty | Biga NIt (/P _ PEFIPLIHY — g}
I =L \T = {i € I, | Biga NInt (2P _ PIFIPIHY 2 gy
La figure 1.19 présente des exemples pour les deux cas.
Si I} # 0, soit 7 € I]. Nous ne pouvons pas avoir

reQ(Bi,}Péi)P%)i ) c Int@ngi)i_lP(()Hl)Png))

32



car 1 € I} C Iy, donc la courbe B;11, qui par la définition de I} est disjointe de I'intérieur
de 'angle éP%)i_lP(()l—i_l)Pgl—i_l), doit couper reg (Bi,]Pél)P%)i D Par conséquent,
[PSHIPITY (reg (B, PP [) £ 0
et donc ]P(()i—i_l)Png) NB; # (. D’un autre coté, card(P(()i—i_l)Png) N Bi> < 2, car B; est
une courbe de Bézier convexe. En conclusion, card(] P(()H_I)Pgl—'_l) N Bi> = 1.
Soit {Ml} = ]P(()H_I)PEH_I) N B;. Notons gl le morceau de B; compris entre P(()l) et M;

et nous définissons .
v = §d<8i78i+1>
Posons 74 = min{’yl{’}.
i€l
De maniére analogue nous définissons ci-dessous 7.
Si Iy # (), soit i € Iy. Des deux angles ZP%{,_IP(()Z—FI)PY—'—I) nous considérons celui pour
lequel il existe € > 0 tel que

B(P(()i+1),€) N <Bi+1 \ {P(()i+1)}> - Int(éP(i)i_lPéHl)Pg”l))

Nous définissons alors
I, ={ieL | B;nnt(£PY) _ PYTIPIFY = g}
Il = \I, = {i €L, | B;nTnt(<P) _ PLTVPIHY £}
Les exemples de la figure 1.19 peuvent facilement devenir des exemples pour ces deux cas
en changeant B; et B;;1 entre elles.
Si I, # 0, soit i € I5. Avec un raisonnement similaire au celui fait pour 7 € I}, nous

aurorils

card(]P%)iP%)i_l N Bi> =1

et soit {Nl} = ]ngi),»ngi),»—l N B;+1. Notons B;;1 le morceau de la courbe B;;; compris
entre N; et P%‘:rll) et soit

7

7{” = %d<8i+178i>

Nous posons alors v’ = min{%{”},

i€l
Nous pouvons maintenant définir v de I’énoncé du théoreme :
% st UT, =
. min{vg, v }  silj £0,1, =10
0=

min{y,70' ) sil=0.1,#0
min{~g, 76,0} 5 # 0.1y # 0

Nous voulons prouver que fnax }5H(Bi,77i) < 7o entraine que P est pseudo-simple.
te{1,...,n

Supposons que {maX }5H (B,P) <90 et que P n’est pas pseudo-simple. Alors il existe
1e{1,...,n
i,j€{1,2,...,n}, 1 #j, et k; € {0,...,m; — 1}, k; € {0,...,m; — 1} tels que

PP 0[PP # 0
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En plus, 7,5, k; et k; doivent satisfaire certaines conditions, que nous verrons par la suite,
sans lesquelles P serait pseudo-simple. Nous avons plusieurs cas.

Casl. ¢ {i—1,04+ 1}

Dans ce cas, [PECZ)PECZ)_H] N [P;C‘;)PEC‘;)_i_l] # () entrainera tout de suite la non-pseudo-sim-
plicité de P, nous n’avons pas a imposer des conditions supplémentaires aux indices k; et
E;.

Soit M € [chl,»)chl,»)—i—l] N [ch?ch?—|—1]' Notons prg. M la projection de M sur la courbe B;
et prp; M la projection de M sur la courbe B; (figure 1.20). Nous aurons

d(l\/[,prgﬂ\/[) = d(M,BO et d(M,prBj M) = d(M,BD

Figure 1.20
Alors
d(B:,B;) < d(prs, M, prs; M) < d(M, prg, M) + d(M, prs; M)
< (B, Pi) + 6N (B, Pj) < 290 < 290

Y

ce qui contredit la définition de 7.

Cas 2. =141

Dans ce cas, nous avons besoin d’une condition supplémentaire pour que
(PP 0 PP 0

implique la non-simplicité du polygone P, car si par exemple k; = m; — 1 et k; = 0 alors
le P peut étre pseudo-simple et méme simple méme si le deux segments se coupent. Nous
devons évidemment commencer par demander (k;,k;) # (m; — 1,0), mais cela ne suffit
pas, comme nous pouvons le voir pour le cas de la figure 1.12(b), ou k; = m; — 1, k; = 1 et
la ligne polygonale P(()i) e ngi)i_lP(()j) . PE;ZL) est pseudo-simple, donc encore une condition
est nécessaire. Cette condition sera ’

reg(Bi, |PS PO [) Nreg(B;, 1P PU ) # 0 (1.6)
et nous prouvons que c’est une condition nécessaire et suffisante pour que P soit non-
pseudo-simple si [chli)ch?—i—l] N [P;C‘;)PEC‘;L_I] £ ().

En effet, si reg(Bi,]Pél)P%)i D et reg(Bj,]Pé])P%; D sont disjointes, alors il existe une
droite A passant par P(()]) qui les sépare strictement, car les deux sont convexes. Si
reg(Bi,]Pél)P%)i D et reg(Bj,]Pé])P%; D sont incluses dans des demi-plans ouverts op-
posés par rapport a A, alors évidemment B; et B; seront incluses dans des demi-plans
fermés opposés par rapport a A et par suite des propriétés des courbes de Bézier il en sera
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de méme pour leurs polygones de controle respectifs. Mais comme P; et P; sont simples

et convexes, la ligne polygonale P(()i) e ngi)i_lP(()j) e P%g sera en tout cas pseudo-simple.
La condition (1.6) est donc nécessaire.

Pour prouver la suffisance, nous commencons par remarquer que si (1.6) est satisfaite,
alors P(j) ¢ ]P(j)P(i) 1, car si ¢’était le cas alors B serait une polycourbe avec tangence
intérieure. Mais alors, si [P( )ch )—i—l] [P(])ch])-u] # (), les sommets Py, 41(7), . .. ,P(()j), cee
P;C‘;) ne peuvent pas étre colinéaires. En effet, s’ils sont colinéaires, alors ils se trouvent sur

la droite P(()j)ng). Les polygones de controle des courbes de Bézier composant la polycourbe

étant simples, les sommets Py, 11(7),. P(i) _4 se trouveront sur la demi-droite ] P(])Pgn) 4
et les sommets P(]) P(]) se trouvent sur la demi-droite ]P(])P(]) Conformément a la

remarque faite ci- dessus les deux demi-droites sont disjointes, d’ou la contradiction. Donc
ces sommets ne peuvent pas étre colinéaires, et par conséquent le polygone de controle de
la polycourbe ne sera pas pseudo-simple.

En Conclus1on si [P( )P( i) ] [P(])P(]) ] 7£ @ et les arétes [P( )P( i) ] [P(])ch])—kl]

k41 kj+1 k41
ne sont pas des arétes consécutives de 77 (condition équivalente, dans le cas présent, a

(ki, kj;) # (m; — 1,0)), alors la condition (1.6) est équivalente a la non-pseudo-simplicité de
P.

Nous aurons donc ¢ € I. Supposons d’abord que ¢ € Iy. Il y a alors deux possibilités :
iellouiell

Cas 2.1. 1 € 1/1

Nous voulons obtenir une contradiction avec la définition de ~y. Pour ¢a, nous prou-

verons que si la ligne polygonale P(()j) e P%g coupe la ligne polygonale P(()i) e P%)J dans

un point autre que P(()]) P alors elle coupe aussi la courbe B; dans un point autre

m;

que P%)l Notons ]P,‘ la ligne polygonale P(()j) . P%g sans le point P(()j) et Pi[ la ligne
polygonale P(()i) e P%)J sans le point P%)l

Supposons que ]Pi N B; = 0. Le point ng) doit alors appartenir a reg (Bi,]Péi)P%)i D,
car la demi-droite ]P(()j)‘ng)‘ coupe B; (i € I}) et si ng) ¢ reg(Bi,]Péi)P%)i D, alors nous
avons tout de suite ]P(()])ng)] N B; # (), d’ott une contradiction. D’un autre coté, si pour
tout k€ {1,...,m;} P;CJ) € reg(Bi,]Pél)P%)i D, alors évidemment ]Pi N Pi[ = (), d’ot1 une
contradiction. Il existe donc (figure 1.21) ¢ € {2,...,m;} tel que

Py € reg(Bu]P"PR) et P ¢ reg(Bi]PGUPL))
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Figure 1.21

Nous pouvons remarquer tout de suite que
PP 0 (B UTPY P ) = [P P 01 (reg (B, ]PYPUL]) ) #0
Mais [PE‘QlPE‘j)] - ]Pj, donc [PEQIP?)] N B; = 0. Ainsi, le segment [PEQIP?)] va couper

le segment ]Péi)P%)i [ Par conséquent, les points P(()i) et P%)l se trouveront dans des demi-

(

plans ouverts opposés par rapport a la droite PE‘QIP?). Cette droite est une droite support

de l'une des arétes de Pj, polygone convexe, nous aurons donc P; C DP(PE‘QIP?),PE‘D>

et nous pouvons en déduire que P; C DP,, (PE‘QIP?), P(()i)>.
Soit {P} = [PE‘QIP?)] N ]Péi)P%)i [ et nous notons
=2

7} =108 PTu (U PP ) o PP
k=1
Jry =)o (U e
k=1

Mais P ¢ B; et ainsi ]77; ne peut pas couper P; [, tous ses sommets, a part P, étant dans
reg(Bi,]Péi)P%)i D et P appartenant au segment ]Péi)P%)i [ Voyons donc dans quelles
conditions ]77}/ peut couper P; [ Nous savons que ng) € DP,, (Péi)P%)ﬂBi \ {P(()i), P%)l })

Le polygone P; est simple et convexe et nous avons P; N Péi)P%)i D {P(()i), P}, NOUS POUVONS

done écrire que P; N Péi)P%)i = {P(()i), P}. En conclusion, nous aurons

Py, PG € DP,, (PSVPL), B\ {P,PL) })

Alors ]77}/ N Pi[ C {Pél), P%)l} et comme aucun de ces deux points n’est un point de ]77}/,
il vient ]77}’ N Pi[ = (). Nous pouvons donc conclure que ]Pj N Pi[ = (), d’ot une contra-
diction.

Ainsi, 'hypothese ]Pj N B; = ) nous a menés dans tous les cas a une contradiction, donc

elle est fausse.
Soit M € ]Pj N B;. Nous savons que

|7,  DP(ESRY P

donc

M e B, nDP(P{'PY) PY))
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Conformément aux notations faites au début de la démonstration,

B;nDP(PY'PY PY)) = B
Alors

d<gi78i+1> = d<gi78j> <d(M,B;) <é(B;,P;) < Eglax }5H(Bi777i) <7 <79

cette relation contredisant la définition de ~; .
Cas 2.2. i € I
Soit P = U Pr. Nous voulons prouver que si P; et P; se coupent dans un point autre
ki,
que P(()j) = P%)i, alors soit P; et P se coupent dans un point autre que P(()i), soit P et P;

se coupent dans un point autre que P%;, c’est-a-dire nous voulons prouver que
PP AP} £ 0= (P, 0P\ {PU}) U (PP {P(}) #£0

Supposons que P; N 73\ {PE;Q} —Det PNP; \ {Péi)} = 0.

Des deux angles LP%; P(()j)ng), considérons celui pour lequel

B;n Int(ng;péf>P§j>> £

Nous aurons alors B; C Int(lPE{Q P(()j)ng)>, car évidemment P; C Int(iPE{Q P(()j)ng)>. A-
lors ]P(()j)P%; C Imt(éPii)i_1P(()‘74)P§‘74)>7 car sinon

Int (2P _ PY'PY) nInt(£PY PYPY) = ¢
et donc B; et Int(lP%)i_lPéj)ng)> sont disjoints, d’ou la contradiction.
Par conséquent, B; C Int(ZP%)i_lPéj)ng)>.

D’un autre co6té, nous devons avoir ]P(()j)P%; C DP(Péi)P%)i,Pgi)>
En effet, si

[PY'PY c DP(PYPE PLY)
alors ‘ ‘ ‘ o ‘
(4P, PP}  DP(PLP) P4
et donc la demi-droite ]P(()j)ng) est elle aussi contenue dans ce demi-plan. Si, au contraire,
BB ¢ DP(PLPL P

alors en supposant

JP§ PG ¢ DP(PYPL) PYY)

nous obtenons

Int (4P PP nDP (PP PY) =0

et comme reg(Bi,]Péi)P%{. D C DP(Péi)P%)i,Pgi)> et B; C Int(lPE{Q P(()j)ng)>, il en résulte
que Bj Nreg (Bi, ] Péi)P%)i D = (), d’ott une contradiction.
Ainsi, P%g € DP(Péi)P%)i,Pgi)> et nous voulons prouver que P%g € reg (Bi,]Péi)P%)i D
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Supposons que P%g ¢ reg (Bi, ] Péi)P%)i D Nous savons que B; N reg (Bi, ] Péi)P%)i D £0;
soit A € B; Nreg (Bi,]Péi)P%)i D Notons A le morceau de la courbe B compris entre A
et P%g Comme A € reg(Bi,]Pél)P%)i D et P%g ¢ reg(Bi,]Pél)P%)i D, nous aurons

AN 5<reg(8i,}Péi)P§7§)i [)) — AN <Bi u]p{P) [) £ 0
Il est évident que P(()j) ¢ A, donc forcément AN B; = (), car B est une courbe simple. Par
conséquent, A4 N ]Pél)P%)i [ # 0. Mais alors il existe A" € ANDP,, (Pél)P%)i,Pgl)> et soit
A’ le morceau de A compris entre A’ et P%g Nous avons vu que PE;Q € DP(P(()Z)P%{, , Pg”),
donc A’ et P%g se trouvent dans des demi-plans opposés par rapport a la droite Péi)P%)i
et il résulte A’ N Péi)P%)i # 0.

En conclusion, il existe un point appartenant a A’ N Péi)P%)i et un point appartenant a
(.A \ A’) N P(()Z)P%)i. Comme P(()]) € P(()Z)P%)i et P(()]) ¢ A, nous obtenons

card(Bj N Péi)P%)) >3
ce qui donne une contradiction avec la convexité de reg (Bj,]Péj)P%; D Donc en effet

P%g € reg (Bi,]Péi)P%)i D Nous voulons maintenant prouver qu’il existe une ligne poly-
gonale non-bornée LP qui sépare le plan en deux régions ouvertes Ry et Ry telles que

P\ {PY PO C Ry et P\ {PY. PO} C R,
Nous commencons par prouver que
P, 0 (PSP PP ) =0

Soient les demi-droites d' et d” telles que d' Ud" = Péi)P%)i \]Péi)P%)i] : d' est la demi-
droite ouverte opposée a [ngl)l P(()i) et d'’ est la demi-droite fermée opposée a ]Péi)P%)i.
Nous avons déja vu que
P0PY) ¢ a6 P B0
donc la droite P(()j)P%; sépare les points ngi),»—l et ng). D’un autre coté,
P e DP(PYPY . PY ),

donc

P e DP(PYP), P _ ) nDP(PL) _ P PY)

Ainsi, en choisissant des deux angles éngi)i_lP%)i P(()i) celui pour lequel

BinInt(/PY)_ POPY) £ 0

(par conséquent, B; C Int(iP%)i_lP%)i P(()i)>, comme déja vu) nous obtenons
POPG) TP P B0
Donc la droite P(()j)P%; sépare aussi les points ngi),»—l et P(()i) et nous en déduisons que
P < DP(PYPL). P
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et par conséquent

d' nDP(PY'PY) PY) =

Comme P; C DP(P(()j)P%; , ng)> et d' est ouverte, nous pouvons conclure que P; Nd" = (.
Démontrons maintenant que P; Nd"” = 0. Nous allons faire une preuve par 'absurde.
Supposons que P;Nd" # (. Comme le polygone P; (défini comme 'union de la ligne

polygonale P; et du segment ]P(()j)P%; D est convexe, nous aurons soit Péi)P%)i = P(()j)ng)

et ng) € d", soit card(P; Nd") = 1. Dans les deux cas, soit N € Péi)P%)i tel que
P; PP [NPW et d(N,PY)) = min d(P,PW)

per(pl)

piarp) ¢ [erl)
Evidemment, N € d. Si N = P(()i), alors
PinP\{PY Y 5 (P} 0,

contradiction. ‘
Donc N € d"\ {Pél)}. Alors, toujours pour des raison de convexité du polygone Pj,

INPG [ C reg(P))
et donc P(()i) € reg (73_]> Plus, les ensembles Iy et I sont disjoints, donc
Py ¢ reg(B;.]P5"PL) )

et évidemment P(()i) ¢ B;, alors nous aurons P(()i) € reg(P,‘ Bj). La figure 1.22 présente
cette situation.

Pj
Figure 1.22
Comme n >4,1—1%# 5+ 1. Mais

P\ € reg(Bj, P;) = d(PS",B;) < 6(B,,P;) <70 <4

D’un autre c6té, nous avons d(Bi_l,Bj> < d(Péi),Bj> et nous obtenons ainsi une contra-
diction avec la définition de . Donc P;Nd" = (.
Nous savons aussi que

(P, \ PP P ) 0 [PYPD) =0
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et que ‘ N
(PRSP} 1 =
Définissons alors

Lp=dud uPyPYPIuP

LP partage le plan en au moins deux régions ouvertes disjointes (si elle n’est pas simple,
alors il y a plus de deux régions). Comme

(P \{PY . PO nLr =0,

nous déduisons que P;\ {Péj),P%;} est completement incluse dans une de ces régions,
que nous appellerons R;.
Soit Ry une autre de ces régions telle que

(Pi\ P, PO R, # 0

Nous savons

(PP PRI NP =D
et nous pouvons voir tout de suite que
(P AP, PUL ) N [PGVPR)] =0,
car [PY'PY)] € reg(Bi, JPSP) ). Si
(P\ {PS". P} N PSP = 0.

il résulte que

(P\{P. PO NLP =0

et par conséquent P; \ {Péi),P%)i} sera completement inclus dans R,. Mais, sans con-
tredire la simplicité ou la convexité de P;, nous pouvons avoir

(P\ AP P} PGP # 0,
comme présenté dans la figure 1.23. Dans ce cas, on peut vérifier assez aisément que

PP PO R,

Figure 1.23

Comme R; est un ensemble ouvert, pour prouver que
(P AP, PO L) 0 (PP P Y) £0
il suffit de démontrer que Ry # R2. Mais nous savons que les points Pgi) et ng) sont

séparés par la droite P(()j)P%; et il résulte que pour avoir Ry = Ry la ligne polygonale P
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(7)

doit passer par Py, ce qui nous ramene tout de suite au cas 1, qui a son tour nous avait
menés a une contradiction.
Par conséquent,

(PP P 0 (P PG P Y) = 0
et donc P; (1 P;\ {PY'} =0, car évidemment Py ¢ {P§, P }.
Ainsi, en supposant
(Pin PR U (Pin P\ {PY)) = 0.
nous avons obtenu une contradiction avec I'hypothese P; N P; \ {P§} # 0. Done vraiment
PP AP} £0 = (P,nP\{PU}) U (PP \ {P{"}) £0
Mais P; NP\ {P)} # 0 signifie qu'il existe
te{l,....i—1,7+1,....n}etk; €{0,....,m; — 1}, ke € {0,...,m,— 1}
tels que
[PLPR] 0[PP # 0,

avec les éventuelles conditions supplémentaires déja mentionnées au cours de la démonstra-

tion. Cette situation nous ramene dans un des cas 1, 2 ou 3, ce qui finira par donner une

contradiction, car nous pouvons voir que nous ne cyclerons pas indéfiniment : si{ = 5+ 1
"

et 7 € Iy, alors nous avons P%l € reg (Bj,]Péj)P%; D et la relation
P e reg(Biy,|PYVPE-D]) Vie {1,...,n},

est impossible, car B est une courbe simple et reg (Bi,]Péi)P%)i D est convexe pour tout
ie{1,....,n}.
De méme, en considérant P; N P \ {Péi)} # (), nous ne pourrons pas osciller indéfiniment
entre les cas 2.2 et 2.4 pour des raisons de convexité des polygones P;, 1 € {1,...,n}.
Ainsi, nous finirons dans le cas 2.2 aussi par obtenir une contradiction avec I’hypothese

fnax }5H (Bi, Pi) < 40 et P non-pseudo-simple
te{1,...,n

Pour les cas 2.3: 1 € I, et 2.4 : ¢ € I, la preuve est en tout point semblable a celle faite
pour les cas 2.1 et 2.2, raison pour laquelle nous ne la donnons plus ici.

Cas 3. j=1—1
Evidemment, ce cas n’apporte aucun élément nouveau par rapport au cas 2, une simple
substitution faite entre ¢ et j permettant de le réduire a celui-ci.

Ainsi, la preuve pour le cas ng > 4 est finie et pour terminer la démonstration du
théoreme nous devons maintenant étudier les cas ng = 2 et ng = 3, car évidemment
no Z 1.

Pour ng = 2, nous pouvons avoir deux situations (figure 1.24) : soit

1 Dp(2 2
reg(By,]PSVPU) ) DP (PSP, reg(Bs, [PSVPE)])),
soit

reg(Bl,]Pél)Pgéz DC DP,, (P(()I)P(()z), reg(Bg,]Péz)Pg; D)
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Figure 1.24

Dans le deuxieme cas, suite aux propriétés des courbes de Bézier et a la convexité des
polygones P; et Py, le polygone P sera toujours pseudo-simple. Etudions donc le cas

reg(By, |PS"PE ) DP(PVPYY reg(By, | PP ).
Comme B est simple, nous aurons soit reg(Bl,]Pél)Pgéz DC reg(Bg,]Péz)ngl; D, soit
I'inverse, cas qui est le méme modulo un changement de notation. Ainsi, supposons que

reg(Bl,]Pél)Pgéz DC TGQ(BQ,]P(()Z)ngl D
Si P(()I)Pgl) et P PO pe sont pas paralleles, soit {P} = P(()I)Pgl) npW P%i SiPe

m1—1 mq m1—1

reg(Bg,]Péz)Pg; D, alors Py C reg(Bg,]Péz)Pg; D, car cette ligne polygonale est incluse
dans le triangle P(()l)PE%EP. Si P ¢ reg(Bg,]Péz)Pg; D ou P(()I)Pgl) et PS;_IPSE sont
paralleles, soient {Pl} = Pél)Pgl)ﬁBg\{Pél)} et {Pg} = PSE_IPQEQBZ\{PSE } Ces deux
points existent, car BB est sans tangence intérieure, et sont uniques, car reg (Bg, ] Pff)Pﬁf,; D

est convexe. Notons gz le morceau de By compris entre Py et Py et posons
1 ~
Yo = §d<81782>

Prouvons que g ainsi défini satisfait la condition de l’énoncé du théoreme. Supposons
donc que

maX{5<P1,Bl>,(S<P2,BQ>} < Yo

et nous voulons prouver que P est pseudo-simple. Remarquons que, dans ce cas, P ne
peut pas étre pseudo-simple sans étre simple, et prouvons qu’il est simple par ’absurde.
Nous supposons ainsi que Py N Py \ {P(()l),P(()z)} # () et soit My € Py N Ps \ {P(()l),P(()z)}.

Comme

P1 c DP(PUPY PL)) N DP(PLIPL) P,

mq—1

le point My doit évidemment se trouver lui aussi dans l'intersection des deux demi-plans
fermés. D’un autre coté,

P, € DP(PVPSY reg(Ba, |PPRL)) \ reg(Bs, | P PR (),

donc Mj est lui aussi un élément de cet ensemble. Par conséquent,

M, eDP(P{"P{" PO nDP(PLIPY _ PY)

mq—1

N <DP(PE)1)P(()2), reg(Ba,|P'PLL[)) \ reg (B, | PLVPL) D>
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Mais cette région du plan et la région

reg(Ba, [P PR [)nDP(PVPY, P nDP (PGP PIY)

mq—1

sont séparées par Bs et en conséquence Py, qui a des points dans les deux régions ci-dessus,
doit couper By. Soit M € Py N By. Alors nous aurons

d(By,By) < d(M,By) < 8% (Py,B1) < 70,

d’ou une contradiction avec la définition de ~g. L’hypothese P non-simple est donc fausse
et ainsi la preuve pour le cas ng = 2 est achevée.

Etudions maintenant le cas ng = 3. Nous allons faire cette preuve en discutant les
différences existant entre les cas ng > 4 et ng = 3.

Si ng = 3, dans les définitions données pour le cas général nous aurons ~) = +oo. Si
I1UI, = 0, alors 49 = +00. Prouvons que dans ce cas P est pseudo-simple. Il y a plusieurs
possibilités :

(1)) I=1, UL, =0 (figure 1.25)

Figure 1.25
Soit, pour tout 7 € {1,2,3},
R; = DP(P'PY B,) nDP(P{"P!”, B;) nDP(P!)

m;—1

PLBi)

Prouvons que

reg(Bi, ]PY PG [)nreg (B, ]PY PY )= = RiNR; =0
ng étant égal a trois, toutes deux courbes de Bézier de la composition de la polycourbe
sont consécutives et par conséquent il suffit de prouver cette implication pour ¢ =1, j = 2.

Des deux angles LPél)szsz_l prenons celui dont l'intérieur contient By \ {P(()l), P%i }
et des deux angles Lsz)Pifleji_l celui dont l'intérieur contient By \ {P(()z), Pﬁf,;} Suite

aux propriétés des courbes de Bézier,

9P < Tt (ZPVPUIP( 3P, € TP tel que [PYP [ C reg(B1, )PP

m1—1
De meéme,
VP € Int(/PP'PP2))3P, € [PUIP tel que PPy [ C reg(Bs, |PYPR))
Nous pouvons donc prouver que

P P ¢ It (£PPOHPY) )

m1—1
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En effet, si P47} € Int(/PS"PLIPL) ) alors
t(/PS"POPY ) nnt(£PPPIPR)) £ ¢
Soit P un point de l'intersection des deux ensembles. Il existe Py € ] E%EP tel que
PP [ reg (51, PP )
et il existe Ps € ]P(()z)P tel que
PSPy [ C reg(Bs, |PYPE)
Mais P%i = P(()z) et en prenant Py tel que ]P%iPl [ N ]P(()Z)PQ [ = ]P(()z)Po [, 1l vient

[P Pa [  reg(Ba. |PVP) [)reg(Ba. | PYPE)

et donc les deux ensembles ne sont pas disjoints, ce qui contredit I’hypotheése I = (). De la
méme facon, sz) € Int(ZPél)PE%EPSI_J donnera aussi une contradiction. Nous obtenons
ainsi

t(/PS"POPY ) nne(£PPPIPR)) = ¢

et par conséquent Ry N Ry = 0.

Donc si reg(Bi,]Pél)P%{. D et reg(Bj,]Pé])P%; D sont disjointes, alors R; et R; sont
disjoints pour tout ¢« # j € {1,2,3}. Mais nous savons que I = {J, donc toutes deux
régions déterminées par les courbes de Bézier composant la polycourbe sont disjointes.
Nous pouvons en déduire que R; NR; = 0 Vi # j € {1,2,3}. D’un autre coté, P; C
R;: Vi € {1,2,3}, et, comme P; sont des polygones convexes pour tout i € {1,2,3}, nous
pouvons conclure, avec un raisonnement déja fait au cours de la démonstration pour le cas
général, que P est pseudo-simple.

(i1) Ce cas, tout comme le cas (iil), ne peut pas exister. Si nous supposons que If = (),
soiﬁ i e 17 Nous avons prouvé que dans cette situation P%—:_ll) € reg <Bi,]Pél)P%)i D Mais
P%:_ll) = P(()H_z) et 1+2=1—1, car n = 3, donc B;_1 N reg(Bi,]Pél)P%{. D# () et alors
i—1¢€l,. Commel, =0, il reste i —1 € I} et donc I§ # (). De la méme facon, en
supposant IJ # () nous obtenons I} # ().

(iv) Iy £ 0 et 1) £ 0 (figure 1.26).

Sii €1, nous avons vu que i — 1 € I, Sans réduire la généralité, nous pouvons supposer
que ¢ = 1. Nous voulons prouver que If = {1} et I/ = {3}. Pour cela, il suffit de prouver
reg(Bg,]Péz)Pg; [)ﬂreg(Bg,]Pé?))ng; D: (), car nous savons que I; et I sont disjoints,
1 €1f, 3 €1l et il reste a prouver que 2 ¢ I. Si nous supposons

reg(Ba, [P PR [)ireg(Bs, [PS PO )£ 0,

nous pouvons avoir soit 2 € Iy, soit 2 € I,. Si 2 € Iy, alors 2 € I] et il résulte ng; €
reg(Bg,]Péz)Pg; D Mais ng; = P(()l)7 donc Bi N reg(Bg,]Péz)Pg; D# (), contradiction.

Une contradiction similaire est obtenue si 2 € I}. Donc en effet If = {1} et I} = {3}.
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Figure 1.26

Nous avons prouvé, dans le cas général, que les points sz—l et sz) sont séparés par

la droite P(()Z)Pﬁf,;. De la méme facon, les points Pgl) et Pgi_l sont séparés par la droite

(2) Pﬁf,; sépare les points P(()z) et

Pff’)PEE’,;. Nous voulons aussi prouver que la droite P,;°

ngg Supposons que P(()z) et ngg sont dans le méme demi-plan par rapport a la droite

Pgl_ng; ; alors la demi-droite ]P(()S)ngg sera contenue dans Int(sz)Z)P%f;Pfjl_l), donc

nous pouvons déduire que ]P(()S)ng(3)[ coupe reg(Bg,]Péz)Pg; D D’un autre coté, le

segment ]P(()S)ng(3) [ fait partie de la frontiere de reg (Bg, ] Pff)PEf,; D et il en résulte que
reg(Ba, ] P(()Z)ngl; [)Nreg(Bs,] P(()3)P57§; [)#£0,

. ) C 2) (2
contradiction. Pour des raisons similaires, Pﬁanfni

Py C Int(iPﬁS)P(()?))Pg;) et Py C Int(iPéz)Pg;P(z) ), la ligne polygonale Py U Ps3 est

TTLQ—l

(

_, va séparer Poz) et P§3). Comme

pseudo-simple.
Vérifions maintenant la pseudo-simplicité de la ligne polygonale P; U P;. Nous savons

Py C Int(lPéz)Pg;Pgl_ﬁ et P1 C DP(P(()I)PE%E,reg(Bl,]Pél)Pgéz D) Comme la droite
PP | sépare PYY = Phl ot PV =P PRIPR) A PVPL) < |PVPG] [ Alors
t(/PSPE P ) nDP(PSPY reg (B, PP )

myo

— DP(P('PE). P12 ) N DP(PEPY . P 1 DP (VP PL2)

mo? mo—17

car Pﬁf,l € reg (Bl,}Pél)Pﬁﬁ,f D Cet ensemble est 'intérieur d’un triangle dont les sommets

sont les points P(()z), P%; et le point d’intersection des droites P%;Pfjl_l et Pé”PE},i, donc

des points de reg (Bl,]Pf)”Pﬁﬁ,f D En conclusion, nous aurons

P 0Py C Inb(LPG PPl ) NDP (PGPl rea(B1. 125V Pl )

TTLQ—l

C reg (Bl,}Pél)Pﬁﬁ,f D

et nous en déduisons Py NPy C {P(()l),P(()z)}. Comme P(()l) ¢ Pq, il résulte que la ligne
polygonale Py U Py est pseudo-simple.

De facon tres semblable, on prouve que la ligne polygonale P U P; est pseudo-simple
et en sachant que les lignes polygonales P; U Py, Py U Ps et Py U Py sont pseudo-simples,
il est évident que P =Py U Py U P; est pseudo-simple.
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Il nous reste a traiter le cas If UT, # (0. Si I} et I} ne sont pas tous les deux vides, alors
~o défini comme pour le cas n > 4 est un réel et on prouve que ce vy satisfait la condition
de I’énoncé du théoreme. La preuve est en tout point identique a celle du cas général, sauf
qu’il faut donner une justification différente a chaque fois que le fait que n est supérieur
ou égal a 4 a été utilisé. Mais nous nous sommes prévalus de cette condition une seule
fois, dans la démonstration du cas 2.2, en prouvant que P; Nd” = ). Il nous reste donc a

trouver autrement une contradiction si ¢ € I et P(()i) € reg (Pj,Bj), J =1+ 1 (figure 1.22).

Supposons toujours que ¢ = 1. Nous voulons prouver que 2 € I}, et nous commencons
par montrer que 3 € I}. Evidemment, comme Pﬁf,; € reg (Bl,]Pf)”Pﬁﬁ,f D, il résulte 3 € I,.
Prouvons que 3 ¢ 1. De nouveau, la preuve sera faite par I'absurde, en supposant que
3 € Ij et en obtenant une contradiction.

(3)

Si 3 € I, nous pouvons montrer que la droite P(()I)P(()?)) sépare les points Pgl) et Py

(de la méme facon dont nous avons prouvé que si ¢ € I}, alors la droite P%{P%:_ll) sépare
les points ngi),»—l et Pgi—H)). D’un autre coté, comme P(()S) € reg(Bl,]Pél)Pgéz D, la droite
P(()I)P(()?)) sépare les points Pgl) et P(()z). Donc PS;_l € DP(P(()I)P(()?)),P(()z)). Des propriétés
des courbes de Bézier et de la convexité de Ps, il résultera Bs C DP(P(()I)P(()S), P(()Z)>.

La droite P(()I)P(()?)) coupe By dans un seul point, a part P(()l); soit {Py} = ]P(()I)P(()?)) N By.

Le point P(()l) est & lintérieur du polygone P,, done la droite P(()I)P(()?)) sépare les points

P(()z) et Pgl_l. Par conséquent, cette droite va couper B, dans un point autre que P(()3);
soit {P2} = ]P(()S)P(()l) N By. En notant gl le morceau de By compris entre Py et P%i et gz

. 2 ;.
le morceau de By compris entre P(() ) et P,, nous pouvons écrire

By UB, = (By UB,y) nDP(PVPYY PLY)
D’un autre coté, Py € ]P(()I)P(()?)) [ et ce segment est inclus dans reg (Bl,]Pf)”Pﬁﬁ,f D, avec
PPy € §(reg(B1.]PGPL))).

nous obtenons donc P(()S) € ]Png [

En conclusion, nous avons une courbe continue, Bz C DP(P(()I)P(()S), P(()z)>, qui doit join-
dre les points P(()l) ¢ [Png] et P(()S) € ]Pl P, [, en sachant qu’il existe une courbe continue,
lgl U éz, qui joint les points Py et P,. La courbe B3 va ainsi forcément couper la courbe
B1 U Bz, d’ou une contradiction avec la simplicité de la polycourbe B.

Donc en effet 3 € I,. En fait, ce qui nous intéresse est 'inclusion de B3 dans le

demi-plan DP(P(()I)P(()?)),Pgl)), car maintenant nous pouvons voir facilement que By N
reg(Bg,]P(()S)ngi D# (). Plus exactement, By \ <g2 U {P(()S)}> C reg(Bg,]P(()S)ngi D, en
sachant que P(()S) # Py. Ainsi, 2 € I,. En plus, 2 ne peut pas appartenir a I, car dans ce
cas P(()z) devrait appartenir a reg (B;;,}Pff)PE?f; D, ce qui est faux. Donc 2 € I),.

Le point P(()l) est dans reg(Bg,P2>, qui est un ouvert, il existe donc ¢ > 0 tel que
B(P(()l),eS) C reg(Bg,P2>. Soit P3 € B(P(()l),eS) N Bs\ {P(()l)}, car cet ensemble ne peut pas

étre vide. Alors

Py € By Nreg(By, Py) C By N DP(PRIPZ | pl)

mo—1"
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On aura alors

d<82,63 N DP(Pg;P;§>_1,P32>)> < d(P3,By) < 61 (Py,By) < 70 <,

2

d’olt une ontradiction avec la définition de ~/".

Celle-ci étant la seule partie de la preuve pour le cas général qui devait étre refaite
pour le cas n = 3, la démonstration de la pseudo-simplicité de P quand le maximum des
distances de Hausdorff entre les courbes de Bézier qui composent la polycourbe et leurs
polygones de controle respectifs est inférieur a ~g est terminée aussi pour le cas n = 3.

Avant de conclure la preuve du théoreme, nous devons remarquer que tout au long de
cette démonstration le degré des courbes de Bézier traitées a été considéré au moins égal
N N . s . 9 ,y o, .

a deux, donc le cas ol (certaines) courbes de Bézier sont des segments n’a pas été pris en
compte. Mais la discussion dans ce cas ne pose aucun probleme de principe supplémentaire
par rapport au cas traité, les techniques nécessaires a la démonstration pour ce cas étant
les mémes que celles utilisées dans la preuve présentée ici. O
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Chapitre 11

Enveloppe convexe
d’une polycourbe :
résultats théoriques






I11.1. Introduction

L’enveloppe convexe est un sujet important de la géométrie algorithmique. Sans parler
de son intérét intrinseque, il y a des nombreux problemes qui peuvent étre simplifiés en
I'utilisant. Par exemple, la détection de l'intersection de deux objets est plus facile si
les objets sont convexes, et ainsi tester si les enveloppes convexes de deux objets sont
disjointes est un premier test efficace dans la détection de 'intersection de ces deux objets.
L’enveloppe convexe trouve aussi des applications dans la robotique ou la vision.

Le probleme de l'enveloppe convexe d’objets "linéaires” du plan (ensembles de points,
segments, polygones) peut étre considéré comme bien résolu. En particulier, les solutions
apportées au probleme de l'enveloppe convexe d’'un polygone simple sont satisfaisantes
aussi bien du point de vue théorique que du point de vue algorithmique. Par contre,
le probleme, bien plus complexe, du calcul de ’enveloppe convexe d’un objet plan dont
la frontiere est composée par des courbes a été nettement moins étudié. Dans tous les
articles traitant de ce sujet que nous avons trouvés [Baj91], [Dob90], [Sch87], ce probleme
a été abordé plus ou moins de la méme maniere, en considérant que certaines opérations
facilement réalisables pour des points et des segments le sont aussi pour des courbes.
Parmi ces opérations nous pouvons citer le calcul des droites d’appui communes a deux
courbes et le calcul des points d’intersection d’'une courbe et d’une droite. Evidemment, en
remplacant dans la phrase précédente ”courbe” par ”"segment” on obtient des problemes
de complexité O(1), dont la résolution est exacte. Dans ce cas, on sait également prendre
en compte des problemes arithmétiques ”fins” induits par la manipulation des nombres
réels en machine. Mais la résolution des problemes identiques étendus a des courbes,
polynomiales par exemple, implique la résolution d’équations algébriques de degré élevé.
Meéme s’1l existe des méthodes numériques performantes, 'inconvénient de cette approche
est qu’elle ignore, dans les phases des calculs numériques, la géométrie et la topologie de
I'objet considéré. Ceci peut conduire a des incohérences dans la topologie de 'enveloppe
convexe obtenue.

Un autre point important a noter est que, dans le cas des objets "linéaires”, calculer
I’enveloppe convexe revient sans ambiguité a trouver une liste ordonnée de points qui sont
les sommets du polygone frontiere de I'enveloppe convexe, en précisant si I’ordre considéré
est trigonométrique ou inverse. Par contre, dans le cas des objets bornés par une union de
courbes, la frontiere de I’enveloppe convexe est un objet géométrique que 'on peut décrire
de plusieurs facons différentes. En conséquence, la description attendue comme résultat
doit étre précisée. Dans les articles cités, la nature exacte du résultat cherché se définit le
plus souvent de facon implicite et naturelle a partir de la méthode proposée.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a deux manieres de décrire 'enveloppe convexe
d’une polycourbe. La premiere consiste a fournir un objet qui approche, en termes de
distance, ’enveloppe convexe de la polycourbe, cet objet pouvant étre un polygone ou une
polycourbe, mais ayant la propriété de pouvoir étre calculé sans résolution d’équations
de degré supérieur a 1. La deuxiéme maniere, sur laquelle 'accent sera mis, consiste a

b b
donner une description exacte et complete de la topologie de 'enveloppe convexe de la
polycourbe. Ainsi, nous définirons de facon rigoureuse la notion de structure topologique
de T'enveloppe convexe et nous verrons que si par son intermédiaire ’enveloppe convexe
n’est pas exprimée explicitement, elle n’est pas moins correcte et complete.

La troisieme section de ce chapitre est dédiée a ’enveloppe convexe approchée, étudiée
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d’abord dans le cadre général et ensuite pour les polycourbes de Bézier. La quatrieme
section est consacrée a I’étude des aspects topologiques du probleme de ’enveloppe convexe
d’une polycourbe de Bézier. Elle commence par la définition annoncée de la structure
topologique de l'enveloppe convexe, et apres nous montrons de quelle facon cette structure
topologique peut étre trouvée a partir du polygone de controéle de la polycourbe de Bézier.
A la fin de cette section nous établissons les équations permettant de décrire I’enveloppe
convexe explicitement. Remarquons que tout au long de ce chapitre les polycourbes (de
Bézier ou pas) seront implicitement considérées fermées.

I1.2. Concentré de chapitre (II)

Ce chapitre formalise la notion de topologie de 'enveloppe convexe et établit, pour
une polycourbe de Bézier donnée, l'existence d’'un polygone de controle fournissant la
structure topologique de ’enveloppe convexe de la polycourbe. Voila pourquoi les deux
premiers niveaux de lecture ne seront plus si différents qu’au premier chapitre - et plus
tres différents du troisieme, d’ailleurs. Si vous avez du mal a comprendre ces histoires de
polycourbe qui a tantot n courbes de Bézier, tantot ng, ou le fait que je parle d’un polygone
de controle et non pas du polygone de controle, relisez attentivement la remarque de la
page 25.

Premier niveau. Dans la section II.3, les preuves (lemmes II.1 et I1.3) peuvent étre
ignorées, elles sont d’ailleurs assez faciles. Dans la section I1.4, la définition I1.4 nous
donne la notion de topologie de 'enveloppe convexe, tout en restant a un niveau intuitif,
et c’est la définition I1.6 qui formalise ce concept ; le lemme I1.7 montre que les deux ont
la méme signification. Les paragraphes I1.4.1 et 11.4.3 devraient donc étre lus en entier -
bien str, la démonstration du lemme I1.7 n’est pas nécessaire. Dans le paragraphe 11.4.2,
le lemme I1.5 donne un résultat nécessaire quand le polygone de controéle de la polycourbe
n’est pas simple, mais seulement pseudo-simple ; sa preuve n’a pas a étre lue. Dans le
paragraphe 11.4.4 nous établissons enfin 'existence du polygone de controle fournissant la
structure topologique de 'enveloppe convexe de la polycourbe, et dans le paragraphe 11.4.5
sont données les équations permettant de calculer explicitement cette enveloppe convexe.

Quand méme, tous ces résultats sont de nature purement théorique, il n’ont presqu’au-
cune “utilité algorithmique”. Ainsi, si vous étes intéressé uniquement par le “comment
faire pour”, lisez seulement les définitions I1.4 et I1.6 avec les commentaires qui les suivent
et ’énoncé du lemme I1.7, pour la topologie de I’enveloppe convexe, et la section I1.3 (sans
les preuves), pour 'approximation de 'enveloppe convexe, et passez au chapitre suivant.
Deuxiéme niveau. Comme pour le premier niveau une lecture quasi-intégrale du chapitre
a été recommandée, je ne peux que remarquer que la preuve du théoreme I1.9 peut étre lue
assez facilement. La valeur g de I’énoncé de ce théoreme est une mesure de la dégénéres-
cence de la polycourbe. La dégénérescence est définie au chapitre suivant (définition II1.7),
car de point de vue théorique une polycourbe dégénérée n’a pas a étre I’objet d’'un traite-
ment particulier, tandis que de point de vue algorithmique si.

I1.3. Enveloppe convexe approchée
Conformément a 1’idée exposée dans I'introduction de cette these, nous n’allons travailler
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directement sur une polycourbe donnée, mais sur des polygones approchant cet objet dans
un sens qui sera précisé, en cherchant ainsi une approximation de ’enveloppe convexe de
la polycourbe. La question qui se pose naturellement est : si un polygone P approche
une polycourbe C avec une erreur ¢ (dans un sens précisé), quelle sera lerreur & avec
laquelle la solution S(P) d’un certain probléme pour le polygone approchera la solution
S(C) du méme probleme pour la polycourbe ? Dans notre cas, le probléme posé est celui
de 'enveloppe convexe et pour répondre a cette question nous préciserons le sens dans
lequel le polygone approche la polycourbe et nous donnerons ’évaluation de &’ en fonction
de .

I1.3.1. La polycourbe générale

Rappelons que ’enveloppe convexe d'un objet donné est le plus petit convexe contenant
I'objet ; elle peut s’écrire

n n
g(.A) = {Z/\’a’ | TLEN*, Vi € {1,2,...,n} a; € Aet \; >0 et Z/\Z = 1} ,
i=1 =1
A étant un ensemble quelconque de points qui, dans notre cas, seront des points du plan.
Nous nous intéressons ici a ’enveloppe convexe approchée au sens de la distance de
Hausdorff. Nous cherchons done, pour une polycourbe donnée C, un polygone P tel que
la distance de Hausdorff entre ’enveloppe convexe de P et celle de C soit inférieure a une
tolérance donnée ¢. Le résultat suivant nous indique quels polygones P vont satisfaire
cette condition.

Lemme I1.1. — Soit C1,Csy deuz polycourbes. Alors
st (5(61),5(Cz)> < 51(Cy,Cy).

Preuve — Soit rg = §"(C;,C2). En utilisant (I.4), pour prouver 'inégalité de 1’énoncé il
faut et il suffit de prouver que

VA € £(Cy) dB € €(C3) tel que d(A,B) <o

VB € £(Cy) JA € £(C1) tel que d(A,B) <o

Remarque Pour toute polycourbe C, £(C) = E(reg(C)).

Soit A € £(Cy). Par conséquent, A € 5<reg(Cl)> et alors il existe n € N*, \; > 0 pour

tout 7 € {1,...,n},avec Y - A =1, et Ay, Ay, ... A, Ereg(Cr) tels que A = D77 N A,
Comme A; € reg(Cy) pour tout i € {1,...,n}, il existe B; € reg(Cy) tel que d(A;,B;) < ro
pour tout ¢ € {1,...,n}. Soit B =", \;B;. Nous voulons prouver que d(A,B) < ro,
et nous allons montrer cette inégalité par récurrence. Pour n = 2, nous aurons la
situation de la figure IL.1, ou le point M est considéré tel que M = AA; + (1 — \)By
(A=XA; +(1—XN)Ay, B=AB; + (1 —A)B2). Alors nous avons d(A,M) = Ad(A,,B;)
et d(B,M) = (1 —AN)d(A,By). Mais d(A,B) < d(A,M) + d(B,M), donc

d(A,B) S /\d(AZ,Bz) —|— (1 — /\)d(AI,Bl) S /\7“0 —|— (1 — /\)TO =T70.
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P v
Figure II.1

n n
Supposons maintenant que la relation est vérifiée pour A = Z AiA; et B = Z AiB; et

n+1 n+1
nous voulons prouver qu’elle est vérifiée pour A = Z viAl et B = Z ~iB'. Notons

M=~ Vie{l,2,...,n—1} et \y = n + Ynt1s

1
A=Al vVie{l,2,...,n—1} et Ay = ———— (VAL + Yar1ALL)
Tn ‘I”}/n—l—l
et ]
Bi =B/ Vie{1,2,....n—1} et By = ——(4uB", + 1ms1B’ ).
{ } o +7n+1(7 In+1 +1)
1
Alors, comme d(A;,B%) <o, d(A;H_l,B;H_l) <7 et m(’yn + Ynt1) = 1, il vient
d(A,,By) < ro. En plus,
n+1 n—1
A=) 5AL=A =) AL+ (30 +er) ———— (AL + 1ALy =
i=1 i=1 T T Yt

n—1 n
=) T NAE A A, = A=) A,
=1 =1

n
et de méme B = Z AiB;. Par hypothese, d(A,,B;) <rg Vi € {1,2,...,n—1} et nous avons
i=1
aussi prouvé que d(A ,B;) < rg, donc nous pouvons appliquer 'hypothese de récurrence
et on obtient d(A,B) < ro.
O

7 . 7 . Ve .
Ce lemme a comme conséquence immédiate le résultat suivant :

Corollaire I1.2. — Si C est une polycourbe et {Py}n>0 est une suite de polygones qui
converge vers C au sens de la distance de Hausdorff, alors {E(Py)}n>0 converge vers E(C)
au sens de la distance de Hausdorff.

11.3.2. La polycourbe de Bézier

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que si une suite de polygones converge
vers une polycourbe au sens de la distance de Hausdorfl, alors la suite des enveloppes
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convexes des polygones converge vers l’enveloppe convexe de la polycourbe. Mais dans le
cas général, construire une suite de polygones qui converge vers une polycourbe donnée est
un probleme délicat, raison pour laquelle nous avons recours aux polycourbes de Bézier.

La convergence au sens de la distance de Hausdorff du B-polygone d’une courbe de
Bézier vers la courbe par la subdivision de de Casteljau est une propriété des courbes de
Bézier. Mais il se pose la question de la convergence, par subdivision, du polygone de
controle d’une polycourbe de Bézier vers la polycourbe, et ainsi nous sommes amenés a
nous demander quelle est la relation liant la distance de Hausdorff entre une polycourbe de
Bézier et son polygone de controle et les distances de Hausdorff entre les courbes de Bézier
qui composent la polycourbe et leurs B-polygones respectifs. Le lemme suivant répond a
cette question.

Lemme I1.3. — Soit B = U}, B; une polycourbe de Bézier de polygone de contréle P =
U P;. Alors
SH(B,P)< max (B, P;)

ie{1,...,n}
Preuve — Soit § = {maX }5H(Bi,77i). Alors pour tout : € {1,...,n} nous aurons
t€{1,...,n
Pi C B(Bi,6) et Bi C B(P;,6). T en vésulte P C | | B(Bi,8) et B C | B(Pi,d). Mais
i=1 =1

B(B;,6) = O{P € R* | d(P,B;) < &}

- {PEIR2 ‘ di € {1,2,...,n} tel que d(P,Bl) <5}

—-

7

={PeR’| d(P,OBi) <} =B(B,4)

De la méme facon,

013(7»“5) _B(P.9)

Donc P C B(B, 5) et B C B(P, 5) et ainsi, conformément a la définition de la distance de
Hausdorff, 6 (B,P) <. O

La convergence du polygone de controle d’'une polycourbe de Bézier vers la polycourbe
par la subdivision de de Casteljau est une conséquence immédiate de ce lemme. En appli-
quant le résultat du cas général, nous pouvons ainsi déduire que ’enveloppe convexe de la
suite de polygones de controle obtenus par subdivision de de Casteljau converge au sens
de la distance de Hausdorff vers I’enveloppe convexe de la polycourbe.

I1.4. Enveloppe convexe topologique

Meéme si les aspects topologiques du probleme de l'enveloppe convexe peuvent étre
discutés dans le cas général, apres la construction d’'un cadre d’étude formel (& commencer
par la définition de ces aspects topologiques), nous nous contenterons d’étudier la topologie
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de 'enveloppe convexe uniquement pour les polycourbes de Bézier, que nous appellerons
dans ce qui suit des polycourbes, tout risque de confusion étant écarté.

Le résultat obtenu dans le paragraphe précédent n’est pas tres satisfaisant si nous nous
intéressons a la topologie de ’enveloppe convexe, car la convergence au sens de la distance
de Hausdorfl est assez faible topologiquement. En effet, il peut exister une suite d’objets
{O;}i>1 convergeant vers un objet O tels que la topologie de O soit fondamentalement
différente de la topologie des O;, par exemple tous les O; peuvent étre non-simples et
pourtant O peut étre simple.

Mais qu’est-ce que c’est que la topologie de ’enveloppe convexe d’une polycourbe ?

I1.4.1. Définition du probléme

Soit B = U™, B; une polycourbe, ou B; = B, (P(()i), o 7ng2 ; [0, 1]) sont des courbes de

i

Bézier completement convexes pour tout ¢ € {1,...,n}.

Définition I1.4. — Nous dirons que ['ensemble T = {i1,...,1,} C {1,2,...,n} donne la
(une des) structure(s) topologique(s) de Uenveloppe conveze de la polycourbe si la courbe
frontiére de cette enveloppe convere &£ peut étre écrite sous la forme

r

k=1
ot R, R;, € By, et R} Ry, est la droite réalisant l'enveloppe conveze droite des courbes
Bi, et By, pour tout k € {1,...,p}.

ANIVANVANIVAN

Figure 11.2

Si I'ensemble T est tel que iy = min}_, iz (ce que nous allons toujours considérer, sauf
mention contraire), alors il n’est pas difficile a voir que la simplicité de la polycourbe
implique 1; < 19 < ... < 1. Il est aussi évident qu'un tel ensemble 7 existe pour toute
polycourbe, mais il existe des polycourbes pour lesquelles il n’est pas unique, donc il y aura
plusieurs structures topologiques de ’enveloppe convexe de la polycourbe. Une polycourbe
se trouvant dans cette situation est présentée dans la figure I1.2, et nous pouvons voir que
les ensembles 7, = {1,2,3,4,5}, 7, = {1,2,4,5}, 73 = {1,3,4,5}, 7, = {1,4,5} donnent
chacun une structure topologique de I’enveloppe convexe de la polycourbe.

Pour une polycourbe donnée, la structure topologique de l'enveloppe convexe décrit
celle-ci de maniere implicite, mais complete et correcte. Une description explicite de la
frontiere de ’enveloppe convexe ne peut étre obtenue, généralement, que par la résolution
de systemes d’équations qui peuvent étre de degré assez élevé. Dans le dernier paragraphe
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de ce chapitre nous établirons les systemes d’équations permettant de calculer les coor-
données des points R;, et R; de la formule (IL.1).

Ainsi, nous nous proposons de trouver, pour une polycourbe donnée 5, un ensemble 7
comme décrit dans la définition I1.4, et ceci en travaillant uniquement avec le polygone de
controle de la polycourbe. Plus exactement, nous cherchons un polygone de controle tel
que la structure topologique de son enveloppe convexe soit la méme que celle de 'enveloppe
convexe de la polycourbe.

11.4.2. Résultat préliminaire

Une premiere propriété concernant la topologie de ’enveloppe convexe a déja été men-
tionnée, il s’agit du fait que l'ensemble 7 de la définition I1.4 est ordonné pour toute
polycourbe. Par conséquent, un polygone de controle dont ’enveloppe convexe a la méme
structure topologique que celle de la polycourbe doit satisfaire aussi cette propriété. Cor-
roboré avec le fait que les B-polygones des courbes de Bézier composant la polycourbe sont
simples et convexes, cela implique que les sommets du polygone frontiere de 'enveloppe
convexe du polygone de contréle doivent étre ordonnés. Nous aurions tout de suite cette
propriété si nous savions que le polygone de controle est simple, mais nous avons vu dans le
chapitre précédent qu’il existe des polycourbes pour lesquelles il n’existe pas de polygone
de controle simple. Mais nous pouvons prouver que la propriété ci-dessus est satisfaite
aussl par les polygones pseudo-simples.

Lemme I1.5. — Soit P =P,P,...P, un polygone pseudo-simple et soit Q =P, ...P;
le polygone frontiére de ['enveloppe convere de P, avec m < n. Alors, en considérant
iy = min{iy, i, ..., 0, }, nous aurons 1y < iz < ... < lp.

Preuve — Si le polygone P est simple, la conclusion est évidemment vraie. Supposons
que P n’est pas simple, mais, sans restriction de la généralité, admettons aussi que tous

deux sommets successifs de P sont distincts. Alors il existe ¢,5 € {1,2,...,n} avec 1 <
7+ 1 tels que [PiPi_H] N [PjPH_l] # 0. Mais P est pseudo-simple, donc les sommets
Pit1,Pit2,...,P; sont colinéaires. Par conséquent, il existe a < n et

kl,...,ka,ﬁl,...,ﬁa - {1,2,...,n} avec by < U1 <ky < ... < ¥t,
tels que (figure I1.3)

P, %Pi—lPi—l—l Vi € {Kj,gj—l—l,...,k]q_l}

Vie{l.2.. . .a

Considérons le polygone P obtenu & partir de P en éliminant tous les sommets P; pour
lesquels il existe j € {1,...,a} tel que i € {kj +1,...,¢; — 1} ; siil existe j € {1,...,a}
tel que Pg; = Py,, alors nous éliminons aussi le point Py;.
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Pk‘j-l—l
Figure 11.3 Un polygone pseudo-simple P et le polygone P associé.

Nous pouvons voir facilement que P est un polygone simple et P C P. Pour tout J €
{1,...,a},soitr; <s; € {kj,kj +1,... ,Kj} tels que P; € [Prszj] pour tout 7 € {kj, . ,Ej}.
Nous introduisons les notations (figure I1.4)

J| = {je{l,...,a} P, Py, EW}

el al | Py Py, ¢ reg(P)}

J2
Js
Ja

{
{j e{l,...,a} | P, € reg(ﬁ),st ¢ reg(ﬁ)}
{

JeAL...,a} | P, ¢ reg(ﬁ),st € reg(ﬁ)}

Figure I1.4 (a) j€ J; ; (b)j€ Jo ;(c) g€ J3;(d) 7€ s

4
I est évident que U Jo=A{1,...;a} et Ju,NJg=0Va#p3e{l,...,4}.
a=1
Soit R le polygone dont les sommets sont :

e tous les P; pour lesquels il existe j € {1,...,a} tel que i € {Kj +1,... k41 — 1};

o tous les Py, et Py, avec j € Ji;

o tous les P, et Py, avec j € Jo;

e tous les Py, avec j € J3;

e tous les P, avec j € Jy
considérés en ordre croissant des indices. La figure suivante reprend le polygone P de la
figure I1.3 et présente le polygone R qui lui est associé.
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ij—l—l
Figure I1.5 Dans ce cas, R est simple.

Le polygone R peut ne pas étre simple. Nous allons noter #(R) 'union des toutes les
parties bornées du plan ayant la frontiere incluse dans R. Evidemment r(R) C E(R) et il

est facile a remarquer que r(R) = A, ou

A= reg(ﬁ) U ( U reg(Aij_lijPrj>> U ( U reg(AP4j+1P4jPSJ>>

JE€EJ2UJ, 7€ J2UJs

Nous pouvons donc en déduire que reg (P) C E(R).

Prouvons maintenant que £(P) = E(R). L’inclusion E(P) D E(R) est immédiate,
car tous les sommets de R sont des sommets de P. Pour démontrer l'inclusion inverse,
nous montrons que P; € E(R) Vi € {1,...,n}. Tous les sommets P; pour lesquels il existe
J€eA{l,...,a} tel quei € {Kj +1,... k41 — 1} appartiennent a £(R) par définition. Nous
avons aussi Vj € {1,...,a} P,.,,P,. € E(R) :

— sij € Jy,alors Py, Py, € reg(ﬁ) C E(R);
— sl j € Jp, alors Py, et Py, sont par définition des sommets de R et donc P,; et Py,

appartiennent a E(R);

~ sij € Js,alors Py, € reg(P) C E(R) et pty; est un sommet de R et donce Py, € E(R);

— sij € Jy, alors P, est un sommet de R et donc P, € E(R) et P, € reg(ﬁ) C E(R).
Mais P, P, € £(R) implique P; € E(R) V5 € {1,...,a}. En conclusion, P; € £(R) pour
tout ¢ € {1,...,n} et ainsi, en effet, E(P) = E(R).

Comme nous avons déja remarqué, il est possible que le polygone R ne soit pas simple.
Les lignes polygonales P; = Py, 4 1P, 42 ... Pg,,, 1 sont simples pour tout j € {1,...,a} et
toutes ces lignes polygonales et les segments [Prj st], Jj €{1,...,a}, sont respectivement
disjoints. Donc si R n’est pas simple, alors il existe jy,j2 € {1,...,a} tels que

]ijl_lPrh [m ,P]2 7£ @ ou ]PSJ1P£J'1+1 [ N ,P]2 7£ @

ou

]th_lPrh [m [PerPSjQ] 7£ @ ou ]P5j1Péj1+1 [ N [PTJQPSJQ] 7£ @

Supposons qu’il existe ji,j2 € {1,...,a} tels que ]ijl_lPrjl [ﬂ P;, # 0. Alors il y aura

des sommets de la ligne polygonale P;, qui appartiennent a reg(Ath_lth Prj1>, som-
mets qui peuvent étre consécutifs ou non. Chacun de ces sommets peut étre écrit comme
une combinaison convexe des points ijl 1, ijl et P,,j1 , donc en aucun cas ils ne seront des
sommets de Q, le polygone frontiere de £(P), done de E(R). Nous pouvons ainsi éliminer
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ces sommets du polygone R sans pour autant modifier £(R). Le segment ]ijl 1P, [ ne

coupera plus la ligne polygonale 77}2 restée apres ’élimination des sommets appartenant

a reg(Ath_lthPrh). Par contre, cette nouvelle ligne polygonale, 77}

d’autres "parties” de R et perpétuer donc sa non-simplicité. Mais nous pouvons appliquer

,» beut couper

a 77}2 exactement le méme raisonnement qu’au segment ]P ki, —1 P,,j1 [ et donc éliminer de
nouveau certains sommets de R tels que la ligne polygonale 77}2 ne coupe plus R\ 77}2.
Nous ne pouvons pas cycler indéfiniment en appliquant cette méthode, car R a un nombre
fini de sommets, nous obtenons donc en un nombre fini de pas, en utilisant exactement
le méme procédé pour les trois autres cas de non-simplicité de R, un polygone R qui est
simple et qui, compte tenant de la facon d’éliminer des sommets de R employée, aura la
méme enveloppe convexe que K. B

Il existe donc un polygone simple R dont les sommets sont des sommets de P et tel
que E(P) = E(R) et ainsi que les indices de ses sommets soient en ordre croissant, car R
avait cette propriété et elle ne se perd évidemment pas dans le processus d’élimination
de sommets de R. Comme R est simple, le polygone frontiere de son enveloppe convexe,
Q, aura les indices des sommets en ordre croissant parmi ses sommets, ce qui conclut la
démonstration du lemme. O

I1.4.3. Pertinence topologique : définition

Dans ce paragraphe, nous allons formaliser la notion d’identité des structures topolo-
giques des enveloppes convexes de la polycourbe et de son polygone de controle.

Définition 11.6. — En utilisant les notations habituelles, soit B une polycourbe de Bézier
de polygone de controle P. Soit Q le polygone frontiére de l’enveloppe convere de P et £
la courbe frontiére de l’enveloppe convexe de B. Nous dirons que l’enveloppe conveze du
polygone de controle, E(P), est topologiquement pertinente pour [’enveloppe conveze de la
polycourbe de Bézier, E(B), si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(I161) PNQ#D=B;NE#D
(IL6.ii) P; C Int <5<U 7>j>> — B; C 5<U zsy)
JF1 JF1
pour tout v € {1,2,...,n}.

Avant de prouver que la notion de pertinence topologique est vraiment une formalisation
de la notion d’identité des structures topologiques, établissons une convention concernant
le polygone Q. Ce polygone est le polygone frontiere de ’enveloppe convexe du polygone
P, par conséquent, si 'ensemble T = {i; <13 < ... <1,} C{l,...,n} donne la structure
topologique de E£(P), il existe j;, € {0,...,m;, } et €;, € {0,...,m;, — ji, — 1} pour tout
ke{l,...,p} tels que

(3 (3 (3 (3 (3
Q=PiUPi Py, POY L PO (I1.2)
Si une des extrémités des courbes de Bézier constituant la polycourbe, disons P(()l) = P%j_lf,
est un sommet de @, alors, dans la notation ci-dessus pour le polygone Q. ce sommet sera
toujours considéré un sommet de P; et non pas un de P;_q, car pour tout k& € {1,...,p}
nous avons j;, + {;, < my, .
La convention dont nous parlions consiste a prendre toujours le polygone Q maximal du
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point de vue du nombre de sommets, ce qui veut dire que si le sommet Pgi) du polygone de
controle a la propriété Pgi) € §(E(P)), alors il est un sommet de Q. Dans un cas comme
celui de la figure I1.6, ou trois sommets de P sont alignés et la droite qu’ils engendrent est

une droite d’appui du polygone, cette condition implique l'appartenance du sommet Pgi)
a I’ensemble des sommets du polygone Q.

(%)
ks

Figure 11.6

La condition suivante est une conséquence immédiate de la convention que nous venons
de faire :

PiNnQ#0=ie{iy,....ip} (IL.3)

Si P n’a pas de sommets alignés, la condition (II.3) est évidemment satisfaite méme sans
aucune convention sur le polygone Q.

e
Enoncons et prouvons maintenant le résultat annoncé sur la notion de pertinence topolo-
gique.

Lemme I1.7. — En utilisant les mémes notations que dans la définition 11.6 et la formule
(I1.2), E(P) est topologiquement pertinente pour E(B) ssi l'ensemble T donne la structure
topologique de E(B)

Preuve — Nous commencons la preuve par I'implication directe.

Nous notons I = {1,2,....,n}etsoit I; = {i eI | BiNE #P}et b ={iel|E¢
5<Uj¢il3j>}. Il est facile a remarquer que I C Iy. En effet, sii ¢ Iy, alors B; C reg(€),
car B; Creg(€) = &E(B) et B; N E = (. Mais alors E<Uj +* iBj> =E&(B) D &, donc i ¢ .

Donc I\ I; C I\ Iy et ainsi I, C Iy. La remarque a faire est que si B est "en position

générale” | alors I = I;. Par contre, si un cas dégénéré apparait (c’est-a-dire si plusieurs
courbes de Bézier admettent une tangente commune qui est aussi une droite d’appui de la
polycourbe, comme dans l'exemple de la figure I1.7), alors Iy \ Iy # (.
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Figure I1.7

Nous voulons maintenant prouver que Iy C {i1,...,7,} C L.
Soit ¢ € I. Alors €& ¢ E<Uj¢il31>. Comme évidemment U;x;B; C 5<Uj¢il5’j> et £ =
5(5(8)), nous obtenons B; ¢ E<Uj¢il31>. Conformément & (I1.6.ii), nous aurons alors
P ¢ 5<Uj¢il3j>, ce qui nous donne tout de suite 7 € {iy,...,1p}.

Soit maintenant 7 € {iq,...,i,}. Alors P;NQ # () et conformément a (I1.6.1) B;NE # 0,
donc ¢ € I;. Ainsi, les deux inclusions écrites ci-dessus sont prouvées.

Nous pouvons voir tout de suite que € = 5<5<Ui€128i>>. Nous écrivons

L={n<j<...<j},
ou r = card(Iy) < p, et alors pour tout k € {1,...,r} il existe t(()jk) < tgjk) € [0,1] tels que
&= (B, (PG, PV, PSS [ #0]) U RS, Ry,

k=1
ot Rj, = By, (PG PY. PO s t), Rl = B, (PG P P 407)) et
Jo = Jr-
Si Iy = {i1,...,1p}, nous aurons r = p et iy = jp Yk € {1,...,p} et la preuve de
I'implication directe est finie, car il est évident que

ijk (P(()]k)7 ngk)7 o ,P%’;Z : [t(()]k)7t§]k)]) _ Bjk R R
Sily # {i1,...,ip}, soit i € {iy,...,4p} \ Iz. Comme {iq,...,1,} CI, il vient B; N E # 0.

Evidemment,

Bi N (U B, (PG, PUY ... PGW . [téjk>,tgfk>])> =0,
k=1

car B est une courbe simple et ¢ ¢ I5. Il reste donc
r

BN (U [R;kRjHl]) £0
k=1
L’intersection de B; et £ ne peut ainsi étre qu'un point ou, dans certaines conditions, un

segment. Dans les deux cas, 1l existe t(()i) < tgi) € [0,1] tels que

Bine = BPY, . P 1))

Si B;NE est un point, alors t(()i) = tgi), et si B; N & est un segment, ce segment est forcément

B; et alors t(()i) =0et tgi) = 1. De toute fagon, si nous considérons k € {1,...,r} tel que
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Jk <1< Jk41 (un tel k existe et est unique), alors évidemment
(RS, Rjipa] = [RE, R U B, (P, P 17, 147) U IRIR )

et par conséquent nous pouvons “insérer” l'indice ¢ parmi les j; dans 'expression de £.
Comme ce raisonnement est valable pour tout élément ¢ de l'ensemble {iy,...,i,} qui
n’est pas dans Iy, nous finissons par obtenir pour &£ 'expression de la définition 11.4 avec
I’ensemble 7 identifié par 'expression de Q. L’implication directe est ainsi vraie dans tous
les cas.

La preuve de l'implication inverse est immédiate. Supposons que &£ a la forme donnée
dans ’énoncé. Soit i € I tel que P; N Q # 0. Conformément a la condition (I1.3), nous
aurons alors ¢ € {i1,...,1,} et donc

BiN € =B, (PY,. .., PW 1) (7)) £ ¢

Sii €I est tel que P; C Int <E<Uj¢il31>>, alors ¢ ¢ {i1,...,1,}. Dans ce cas, nous aurons

p

m:g,“(U Bik> C E(B\ B;)

k=1

et par conséquent B; C 5<Uj¢i77j>.

I1.4.4. Pertinence topologique : existence du “bon” polygone de contréle

La conséquence immédiate du résultat précédent est que nous pourrons déterminer la
structure topologique de ’enveloppe convexe de la polycourbe en travaillant uniquement
sur son polygone de controle si et seulement si nous pouvons trouver par subdivisions de de
Casteljau successives un polygone de controle dont 'enveloppe convexe soit topologique-
ment pertinente pour celle de la polycourbe. Avant de donner le théoreme montrant que
ceci est possible, énoncons un lemme qui nous sera nécessaire.

Lemme I1.8. — En wutilisant les notations habituelles, soit B une polycourbe conveze.
Alors son polygone de contréle P est simple et conveze.

La preuve formelle de ce résultat tres intuitif se trouve dans ’annexe de ce chapitre.

Théoreme 11.9. — Soit B une polycourbe de Bézier sans tangence intérieure et soit P son
polygone de controle. Alors il existe eg > 0 tel que E(P) soit topologiquement pertinente
pour E(B) pour toute écriture de B comme B = Ul B, satisfaisant

max 5H(73i,l3i) < &g
ie{1,...,n}

Preuve — Soit & = 5(5(8)) la courbe frontiere de 'enveloppe convexe de la polycourbe B
et de méme soit Q = 5(5(?)). Si la polycourbe est convexe, alors nous aurons & = B. Le
lemme précédent nous dit que dans ce cas le polygone de contréle P est lui aussi convexe
et par conséquent Q = P. Il est alors tres facile a voir que les conditions (I1.6.1) et (I1.6.ii)
sont vérifiées et la conclusion du théoreme est vraie pour tout g > 0.

Supposons que B n’est pas convexe et soit ng le nombre de courbes de Bézier de sa
composition initiale.
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Soit J ={j1 <...<Jr} C{L,2,...,n0} un ensemble donnant la structure topologique
de £(B), ou la polycourbe est dans son écriture initiale, donc composée de ng courbes de
Bézier. Nous pouvons donc écrire, comme dans la définition I1.4

€= U <Bﬁf‘ [Rj, R}, ] U R, Ry ]))
k=1
Définissons alors
- ’“E?llvl'r'l'v”}{i€{17~~~7nrﬁl\r*1{1k—17jk} < Trmy >}
Il y a plusieurs possibilités pour &g.
Cas 1. &g = +00

Ce cas apparait si ng = 2, donc si le minimum ci-dessus est indexé avec i € (). Nous avons
deux sous-cas.

By

Figure 11.8

l.a B, C DP(PYVPY, By) (figure IL8).
Prenons g9 = 7o, la constante donnée par le théoreme 1.24. Alors éu(B,P) < ¢o impliquera
P pseudo-simple et nous aurons Q = Pél)Pgl)...Pgi_lPéz), en supposant que By C
reg(Bl,]Pél)Pgéz D D’un autre coté, &€ = By U [P(()I)P(()z)], par conséquent

5(781%@ Qﬂpl%@ 1 =1,2
et conformément a la définition E(P) est topologiquement pertinente pour E(B).
1.b B, C DP,, (PSP, By).

Dans ce cas, comme nous avons vu dans la preuve du théoreme 1.24, le polygone P est

toujours pseudo-simple et il est facile a voir que la pertinence topologique de E(P) pour
E(B) est aussi toujours vérifiée. En effet, il est évident que nous ne pouvons en aucun cas
avoir P1 N Q = () ou P, N Q = 0, car les deux courbes se trouvent dans des demi-plans
opposés par rapport a la droite P(()I)P(()z) et leur B-polygones aussi. De la méme facon,
BiNE # D et BoNE # ) et ainsi les conditions de la définition de la pertinence topologique
sont satisfaites. Comme pour le cas d'une polycourbe convexe, la valeur de la distance de
Hausdorff entre la polycourbe et son polygone de controle ne joue aucun role.
Cas2c9=0
C’est un cas dégénéré, le cas des tangentes multiples (figure I1.6).

Remarque. Un cas de tangentes multiples ne pourra pas, généralement, étre décelé a
I’aide des polygones de controle. Mais si nous pouvons nous assurer de la pertinence
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topologique de l'enveloppe convexe du polygone de controle pour celle de la polycourbe,
le lemme II.7 nous dit que méme dans un tel cas nous pouvons trouver la structure
topologique de 'enveloppe convexe de la polycourbe.

Dans ce cas, soit

K={ke{l,....,r}| min d(R) _R;,,B;) =0}

iE{l,...,no}\{jk—17jk} et

Evidemment, k # . Pour tout k € K nous prenons

I, ={ie{l,....no} | d(R},_ Rj,,B:) =0}

Jk—1

Nous aurons, bien sur, ix_1,1; € I; et soit

~ . AR ‘ i
o iE{l,I.?,lleo}\Ik <R]k—1R]ka )

Nous redéfinissons alors g :

€0 = min{ min { min d(R;k 1Rjk,l3i>},min évk}
JE{1,..r \NK Li€{1,...;no}\{jk—1,k } N kek

Figure 11.9

Le nouveau &y sera non-nul, mais il peut étre 4o0c. Ce cas est présenté dans la figure 11.9
et il n’est pas difficile a voir que d'un coté B; NE # @) pour tout 7 € {1,...,ng} et de autre
coté il y a exactement deux courbes Bj, et Bj, telles que B;, ¢ E(Ui;,gjk Bi> pour k =1,2
et pour ces deux courbe nous aurons P;, N Q # 0, k = 1,2.

Cas 3 &g €]0, +o0]

Pour tout ¢ € {1,...,n} nous considérons
g; = sup d(P,E(B\BO)
PeB;

et nous prenons

Posons alors



ou v est la constante donnée par le théoreme de pseudo-simplicité du polygone de controle.
Nous remarquons que £y ne peut pas étre nul. Par contre, il peut étre 400, mais ¢a ne
pose aucun probleme pour la définition de &g.

Nous supposons avoir maintenant une écriture de la polycourbe B comme union de n
courbes de Bézier satisfaisant maxj<;<n d(Bi,Pi> < gg et nous prouverons que (I1.6.1) et
(I1.6.11) sont satisfaites.

Soit 7 € {1,...,n} tel que P;NQ # (. Nous voulons prouver que 53; N Q # (J. La preuve
sera faite par 'absurde, en supposant que B; C Int (5(8)) Comme B; N Q # 0, il existe
ke {l,...,p} tel que i =i}. Nous aurons alors la situation de la figure I1.10.

(ix) (k)
Pjik-l—ﬁik Pj,:

Figure I1.10

Mais dans ce cas nous pouvons écrire
g0 <d(R}_ Ri.,.,Bi,) < d(P‘(j::)jBik) < "(P;,.Bi,) < eo,
ce qui contredit la définition de eg.

Soit maintenant ¢ € {1,... ,n} tel que P; C Int (5(77 \ 771>> et nous voulons prouver que
Bi C 5(8 \ Bi>. Nous allons faire de nouveau une preuve par ’absurde, en supposant que
B ¢ 5(8 \ Bi>. Alors il existe k € {1,...,p} tel que cette situation soit celle présentée
figure I1.11.

plis+) plix)
Jipga Jig iy

Figure I1.11
Dans ce cas, notons gl =B\ <Bi N E(B \ Bl>> et nous aurons

— e (ix) I (ik41) pIpH
g0 < sup d(P,R'R") < max{d(P;"}, R'R ),d(iji .R'R")}
PeB;
< maX{(SH <pgik s pbik ) s 5H <pgik-|—1 ) Bik+1 ) } < €o,
encore une fois un résultat qui contredit la définition de eg.
Ainsi, la pertinence topologique de 'enveloppe convexe du polygone de controle pour
I’enveloppe convexe de la polycourbe est prouvée si la distance de Hausdorff entre chaque

courbe de Bézier composant la polycourbe et son polygone de controle est inférieure a &g,
et avec cette preuve la démonstration du théoreme est elle aussi finie.
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I1.4.5. Les points R;, et R;,

Supposons que ’enveloppe convexe du polygone de controle P = U, P; est topologique-
ment pertinente pour celle de la polycourbe B = U B;. Par conséquent, I’ensemble
T ={i1 <...<1,} pour lequel le polygone Q a 'expression de la formule (II.2) donne la
structure topologique de £(B). Comme annoncé dans le paragraphe I1.4.1, nous présentons
ici les systemes d’équations dont la résolution fournit explicitement les coordonnées des
points R;, et R} définis par la formule (IL.1). Si les solutions exactes de ces systemes
peuvent étre obtenues, pour tout k& € {1,...,p}, alors cette formule donne de maniere
explicite et exacte la frontiere de 'enveloppe convexe de la polycourbe.

Pour tout k € {1,...,p} nous donnons le systeme d’équations ¥;, qui a comme solution

la paire de parametres (t; ,t;,,,) telle que

P(ik+1) P(lk+1)

mik_l_l( 0 m’k-l—l ) lk+1)

R! =B, (PL), .. P“k), t) et Ry

T4l

=B
En fonction des indices j;, + (5, et j;, ., nous avons plusieurs cas pour le systeme ¥, .

Cas 1. j;, + i, =0, Ji, =0
Dans ce cas, il n’y a pas d’équation a résoudre, il est tres facile a voir que les parametres

t; et t;,, sont connus de facon exacte et ils sont tous les deux égaux a 0: ¢; =t; ., = 0.

Cas 2. Jig —I_Klk 7£ 0, Jigg1 7£ 0

Soient les matrices A] et A; ., des matrices carrées avec deux lignes et deux colonnes
Z : / / ~ /

définies par A; = (Uik’lkH, vi )et Ai = (vi, ot les vecteurs v;, ;. ., vi et

Viyq, sont donnés par les formules

tht19 Viggr )7

s = B, (PS5 B

k41 m’k+1 m’k+1 ) lk+1

) =B, (PG, Pl )

m,k

v, =B, (PG, PU )

myi, )

=B, (P Pl

Uik+1 = My My ) lk+1)

Pour que la droite R} R; soit une tangente commune des courbes B;, et B; les

k41 k410
déterminants de ces deux matrices doivent s’annuler pour des valeurs des parametres t},
et t;,,, comprises entre 0 et 1. Le systeme d’équations 3; donnant les tangentes communes

des courbes B;, et B;

inq, Sera donc

t;k7tik+1 S [07 1]
(55,) { det(45,) =0
det(A;, ) =0

La pertinence topologique de ’enveloppe convexe du polygone de controle pour celle de
la polycourbe et le cas dans lequel nous nous situons pour les indices j;, + €5, et ji, .,
nous disent que ce systeéme a une solution. Mais il peut avoir plusieurs, car deux courbes
peuvent admettre jusqu’a quatre tangentes communes. Nous devons donc imposer des
conditions supplémentaires pour nous assurer que la solution obtenue sera celle souhaitée.
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Soient 7/ € [0,1]\ {¢] } et 7, ,, €[0,1]\ {t;,,, }. Nous définissons les vecteurs

Wy, =B, (PE™, PR s rl ) — By (PG, PUR) St )

m,k

= Bmik+1 (P(()lk-l-l) P(lk-l-l) : Tik-|—1) — Bmik+1 (P(()Zk-l-l) P(lk-l-l) : Tik+1)

Uipqq Mgy My

Une condition nécessaire et suffisante pour que la courbe B;, soit incluse dans le demi-plan
fermé gauche déterminé par la droite R} R;,,, est det(v;, i.,,,u; ) > 0. De méme, une
condition nécessaire et suffisante pour que la courbe B;,, soit mcluse dans le demi-plan
fermé gauche déterminé par la droite R} R, ,, est det(vi, ., ui, ) > 0.
Ainsi, le systeme d’équations X;, sera

ti, - [0 1]

(45,) =
(3;,) < det(A4;

det(vlk’lkﬁ_l, ) >0

det(vik7ik+1 , uik+1) >0

e

Evidemment, ce systeme peut étre développé, en remplacant les vecteurs v, et ug avec
leurs expressions respectives, et en écrivant aussi B;, , B: , B;, ., et B en fonction des

) ko gy k41 g1
points de controle des courbes B;, et B;,, et des parametres t; et ¢, . Comme nous
ne nous proposons pas de discuter la résolution de ce systeme, nous ne donnons pas sa
forme finale. Nous pouvons quand méme remarquer que le degré maximal des équations
: o - 4 2 2

le composant est max{mi, (mi,,, — 1), (my, — Lmg, ., mi mg 1
Cas 3. gy, + i, =0, jipy #0

Dans cette situation, nous pouvons distinguer deux sous-cas, comme présenté dans la

figure I1.12.

Figure 11.12

Il est facile a voir que le deux cas sont différenciés par la position de la courbe B;,

par rapport a la droite P(()ik)Pgik) . si By, ., est contenue dans le demi-plan gauche ouvert

délimité par P(()ik)Pgik), alors la droite d’appui commune de B;, et B;

« ” )
ing: touchera” B;,

dans un point qui n’est pas P(()ik), et sinon cette droite d’appui commune passera par

. La question a poser pour départager les deux cas est donc : la courbe B;, | a-t-elle

(JN]
des points sur ou a droite de P(()”“)Pglk) ? Répondre a cette question revient a décider si
I'inéquation

d t(P(lk) P(lk) B (P(lk+1) P(lk+1)’ ) P(()lk)) S 0

(3
k+1 iy

a au moins une solution dans 'intervalle [0, 1].
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Si la réponse a cette question est non, nous serons dans le cas de la figure I1.12(a) et le
systeme ¥, sera celui présenté pour le cas 2.

Si la réponse est oui, nous sommes dans le cas de la figure IL12(b) et le parametre #;
sera connu et égal a 0. Le systeme ¥;, aura alors une seule inconnue et il sera

tik+1 E [07 1]
(Zik> det (Rik_H B P(()m)7 B’ (P(()m+1)7 o 7P(ik+1) ; tik+1)> =0

tht1 mig

det(Ri,,, —PY* R —P{*) >0
ou Ry, = Bik+1(P(()lk+1)7 . ,P%ﬁ:j_i ; tik+1)7 R = Bik+1(P(()lk+1)7 L 7P5#::_|1_3 ; Tik+1)7 ikt

étant un parametre compris entre 0 et 1 et différent de #;, ;.

Cas 4. ji, + 0i, # 0, jik-l—l =0

Ce cas est symétrique avec le cas 3, cette fois nous devons nous poser le probleme de

—1) P(ik+1—1)
1

1P et la discussion a
-

la position de la courbe B;, par rapport a la droite Pfgf“
it

faire est tout a fait similaire a la précédente.

71



Annexe

Définition I1.10. - Soit P = PyPy ... P, un polygone simple. Pour tout i € {1,...,n}
nous définissons DP ;¢ (PiPi_H) comme étant celui des devx demi-plans ouverts déterminés
par P;P,1 qui satisfait

VP € |P;Pit1| Jep > 0 tel que Ve < ep B(P,e) N DPyp (PiPiy1) C reg(P) (I11.4)
et

DP.yt(P;Pit1) = R* \ DP;nt (P;Pig1)

Définition I1.11. — Soit P = P1P5... P, un polygone simple. Alors
(I1.11.1) P; est un sommet concave si et seulement si Pipq € DP .y (Pi_lPi>

(I1.11.i1) P; est un sommet conveze si et seulement si Pipq € DPypy (Pi_lPi>

Remarques
1. Piy1 € DPeyy(Pi—1P;) <= P;_y € DPy((P;Pi11)
2. Piy1 € DPiny(Pi—1P;) <= P;_y € DP;yyy(P;Pi11)
En utilisant ces définitions, nous démontrons le lemme I1.8.

Preuve du lemme I1.8 — Nous commencons cette démonstration par montrer que P est
simple, car pour la preuve de la convexité nous utiliserons la notion de sommet concave,

qui n’a pas de sens si P n’est pas simple.
Considérons le polygone P’ = P(()I)P(()z) o P(()n) (figure I1.13). Evidemment, P’ est un
polygone simple et convexe. En plus, pour tout 7 € {1,2,...,n} nous avons

DP(P"P{HY B,) = DP,, (PRI reg(P"))

P
Py

P{Y
Figure I1.13

Supposons que P n’est pas simple. Alorsilexiste ] <i < j<netk; €{0,1,...,m;—1},
k;j €{0,1,...,m; — 1} tels que [P( )ch)—i—l] [P(])PECJ)_H] # 0 et, en plus, si j =i + 1 alors
si ki = m; —1 et k; = 0 nous devons avoir card([P( )PEC)_H] [P(])PECJ)_H]) = +o0. P;et Py

étant des polygones convexes, il résulte

P, c DP(PY'PY) B,y et P, c DP(PY'PY) . B;)

Alors

PP 1N PP, ] € DP(PLPLL, B,) N DP(PY PR B,)
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Nous pouvons supposer, sans réduire la généralité, que P(()j)P(()j—i_l)ﬂP(()i)PéHl) C [P(()i)P(()Hl).
Nous savons que P’ est convexe et alors nous aurons les points suivants ordonnés dans cet
ordre sur la droite P(()Z)P(()l—i_l) (figure 11.14) :

P(()z)7 P(()i—i—l)7 P(()z)P(()z—l—l) N P(()i—l—l)P(()i—l—Z)7 P(()z)P(()z—l—l) N P(()i—l—Z)P(()i—l—S)7 o 7P(()Z)P(()z—l—l) N P(()j)P(()j+1)

pgrn P

Figure I1.14

Par conséquent,
DP (PP reg (B, PSP ) N DP (PP reg(B,,1PY PYI))
C DP(P P reg (B, 1Pg PL) [) N DP (PG VPLEY reg(Biyt ]G VPIEL )
Nous traitons séparément les deux cas suivants :
Cas1l. j=1+41

Les points P(()H_l), Pgi—H) et ngi),»—l sont alors colinéaires et Pgi—H) € ]P(()Hl)PE?i)i_l. Mais B
est convexe, nous aurons donc

DP(Péi)Péi—i_l),reg(Bi,]Péi)P%)i D) N reg(Bj,]Péj)P%; D: 0 Vi#£je{1,2,...,n}

Par conséquent, nous ne pouvons pas avoir Pgi—H) € DP(Péi)Péi—i_l),reg(Bi,]Péi)P%{. D),
car, conformément aux propriétés des courbes de Bézier, cela impliquerait

DP (PP reg (B, PP ) Nreg(Bi +1,]PS TP )£ 0

(figure I1.15(a)), d’ou la contradiction.

Figure I1.15
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D’un autre coté,

[PGTIPY | DP (PP reg(Bi, |PYPR]))

et ainsi nous pouvons déduire que Pgi—i_l),PE?i)i_l € P(()i)P(()Hl) (figure I1.15(b)). Dans ce

cas, aucune droite passant par P(()H_l) ne peut séparer les régions reg(Bi,]Péi)P%{. D et

reg(BHl,]Pél—'—l)P%—EB D, a part P(()H_I)Pgl—i_l). Nous en déduisons que tous les sommets
de P;4+1 sont colinéaires et donc que B;y; est un segment. B étant convexe, la droite
P(()H_I)Pgl—i_l), qui est la droite support de B;11, doit laisser la polycourbe dans un seul des
deux demi-plans qu’elle détermine. Nous aurons ainsi

B c DP(PYTVPITY reg(B;, ]PYPW [)) = DP(PYPITY reg(B:, Y PO ),

relation qui donne évidemment une contradiction avec la convexité de B. Il en résulte que
I’hypothese sz—i—l) € ]P(()l—i_l)P%)i_l est fausse. Le raisonnement fait est valable seulement
si la courbe B; n’est pas un segment, mais si ses points de controle sont colinéaires alors

un raisonnement similaire nous mene toujours a une contradiction.

Cas2j>14+1

Nous pouvons distinguer deux sous-cas :

2.a PYPYTY APy Pt = (P

Comme B\ {Bj} doit étre incluse dans un des deux demi-plans fermés déterminés par
P(()j)P(()j+1), nous pouvons voir tout de suite que les courbes B;11, Bit2, ..., Bj—1 sont des
segments colinéaires. En appliquant le méme raisonnement a B\ 5,41, nous obtenons que
la courbe B; doit elle aussi étre un segment, inclus lui aussi dans la droite support des
H_I)P(()j—'_l) H_l), P(()H_Z), e P(()j) étant tous distincts, nous

tous les autres, P(() . Les points P(()

aurorils

P; c [PY'PUTY] c DP(PYVPYTY PYTY) = DP,, (PYPITY) reg(Bi, [PY P ]))

Mais le polygone P; est inclus dans DP(Péi)Péi—i_l),reg(Bi,]Péi)P%{. D), en raison de sa
convexité, donc P; N P; = ), d’ou la contradiction.
2.b PYPYY A PYPYTY c PYPYTY N [PYTYRYY

Dans ce cas, nous avons la relation

DP(P7PS™ reg (B, [PS P ) 1 DP (PYTRY . reg (B, PSP )

P (PRST, reg (B, P PR ) 1 DP(P RS reg (B, + 1, )P HIPEH )
Nous déduisons donc

PN DP(PYTVP T veg (B +1,]PSTVPUTI ) £ ¢

D’un autre coté, P; C DP(P%)i_lP%)i,Péi)> N DP(Péi)P%)i,P%)i_l> et nous avons aussi
P(()l) € DP,, (P(()l—i_l)P(()l—i_z), reg(Bi + 1,]P(()Z+1)P%j__|l_)1 D) Pour que

P; N DP (PSP reg(B; + 1,]PSTVPUT ) # 0,
la. demi-droite ]Péil)P%)i_l doit étre incluse dans ce demi-plan (figure I1.16).
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[

DP(PYPY) B;)

DP(PYTIPSE) By

Figure I1.16

Suite aux propriétés des courbes de Bézier, nous aurons alors
B DP (PSP reg(B, +1,]PSTVPUTI )Y £ 0,

d’ou la contradiction avec la convexité de la polycourbe B.
Ainsi, I’hypothese P non-simple nous a menés, dans tous les cas, a une contradiction,
elle est donc fausse. Prouvons maintenant que P est aussi un polygone convexe.

Si nous supposons que P n’est pas convexe, alors il existe ¢ € {1,...,n} et k; €
{0,...,m; — 1} tels que chl,») soit un sommet concave de P. Si k; # 0, alors tous les
sommets ng), ke {l,...,m; — 1}, doivent étre des sommets concaves de P, car le poly-

gone P; est convexe. Nous obtenons alors une contradiction avec la convexité de B, car
LOUS aurons

reg(Bi,|P5 L) [) € reg(Ps) C reg(P')

Donc forcément k; = 0. Conformément a la définition, Pgi) € DP.,y (P(i_l) P(()i)>. Nous

My _1— 1
aurons alors

B; N DPyy <P%:_11)_1P(()i)> # 0

Mais ngii__ll)_lP(()i) est tangente a B;_; en P(()i) et donc, B étant convexe, est une droite

d’appui de B, d’ou la contradiction avec la relation écrite ci-dessus, car évidemment

it C reg(Pros] € Dl (P T T0)

m,'_l—l

Le polygone P est ainsi simple et convexe et la preuve du lemme est achevée. O
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Chapitre III

Algorithmes de calcul
de I’enveloppe convexe
d’une polycourbe de Bézier






II1.1. Introduction

Les résultats du chapitre précédent nous permettent d’affirmer que la suite des en-
veloppes convexes des polygones de controle successifs, obtenus par subdivision de de
Casteljau, d'une polycourbe de Bézier converge, aussi bien au sens de la distance de Haus-
dorff qu’au sens topologique, et que la limite de cette suite est ’enveloppe convexe de
la polycourbe de Bézier elle-méme. Ces résultats nous permettent d’affirmer que des al-
gorithmes calculant 'enveloppe convexe (topologique ou approchée) d’une polycourbe en
utilisant la subdivision de de Casteljau convergent. Par contre, si dans le cas de 'enveloppe
convexe approchée le test d’arrét de l’algorithme est assez naturel, dans celui de la structure
topologique de I’enveloppe convexe d’une polycourbe nous sommes loin d’avoir établi des
criteres d’arrét. En effet, le théoreme I1.9 nous fournit un critere de pertinence topologique
inutilisable algorithmiquement, car la valeur g définie dans sa preuve n’est pas calculable
uniquement a partir du polygone de controle de la polycourbe. Nous devrons ainsi con-
cevoir des conditions suffisantes pour la pertinence topologique de l’enveloppe convexe
du polygone de controle pour celle de la polycourbe qui en plus doivent étre facilement
implémentables.

Nous commencons ce chapitre par la présentation de quelques types de données et
algorithmes de base, dans la section II1.3. Dans la section suivante, nous donnons quelques
résultats, certains permettant de réduire les cotits de 'algorithme de calcul d’une appro-
ximation de I’enveloppe convexe d’une polycourbe et d’autres justifiant notre algorithme, et
ensuite nous présentons cet algorithme en faisant aussi une discussion sur sa complexité. La
cinquieme section est consacrée au calcul de la structure topologique de I’enveloppe convexe
d’une polycourbe et a la méme composition que la quatrieme (la précédente). La sixieme
section présente quelques considérations sur le calcul d’un polygone de controéle fournissant
en méme temps une approximation de 'enveloppe convexe de sa polycourbe et la structure
topologique de celle-ci, et les deux dernieres sections contiennent des résultats numériques
obtenus par I'implémentation des algorithmes présentés précédemment et respectivement
quelques exemples.

II1.2. Concentré de chapitre (III)

Dans ce chapitre, vous trouverez la méthode par laquelle, pour une polycourbe de Bézier
donnée, peut étre calculée une approximation, au sens de la distance de Hausdorff, de son
enveloppe convexe, ou un polygone de controle fournissant la structure topologique de
cette enveloppe convexe, ou méme un polygone de controle qui en méme temps fournit la
structure topologique et une approximation de ’enveloppe convexe de la polycourbe. Je
préviens le lecteur que I'implémentation de tous les algorithmes a été faite en C++, et par
conséquent j’en ai plus ou moins emprunté le jargon pour décrire les structures de données
et pour donner les schémas des algorithmes.

Ce chapitre est bien “touffu”, et il est tres possible qu’une lecture (presqu’) intégrale
vous parralsse moins fatigante que des suivre les conseils de lecture “écourtée” - j’ai du mal
moi-méme a me suivre. En plus, dans les descriptions d’algorithme le chapitre a un peu
la structure d’un fichier source C++, les procédures appelées par plusieurs programmes
se trouvent au début, le plus facile étant alors de “sauter” la sous-section II1.3.2 et d’y
revenir a chaque fois qu'une procédure y étant décrite est utilisée.

79



Premier niveau. La section III.3 peut étre complétement ignorée, mises a part les
quelques premieres phrases de chacun des paragraphes de la sous-section I11.3.2, qui présen-
tent brievement les procédures qui seront appelées aussi bien dans le calcul d'une ap-
proximation de 'enveloppe convexe que dans celui de la structure topologique. Dans la
sous-section II1.4.1, les preuves des résultats n’ont pas a étre lues, comme d’habitude,
malis suivez bien les énoncés et les explications intercalées. Dans la sous-section 111.4.2, le
paragraphe I11.4.2.1 est de moindre importance, sa premiere phrase expliquant ce que la
procédure incriminée fait. Elle, avec les quelques autres de la section II1.3, devrait vous
permettre de suivre le fonctionnement de l'algorithme Enveloppe_convexe_approchée,
paragraphe [11.4.2.2. La sous-section I11.4.3 est tres importante pour comprendre les opéra-
tions executées par ’algorithme, et c’est une discussion utile pour la section II1.5, ou nous
étudions la structure topologique de 'enveloppe convexe et ou cette analyse ne sera plus
faite. L’évaluation de cofit se trouvant en fin de sous-section ne peut pas étre suivie a ce
niveau de lecture, mais la complexité totale est indiquée. Pour la section II1.5, le procédé
de lecture est identique : la section IIL.5.1 doit étre lue en entier, mises a part les dé-
monstrations (la notion, extrémement importante, de dégénérescence, et celle apparentée
de dégénérescence a e-pres sont introduites ici, paragraphes I11.5.1.3 et I11.5.1.4 - ne les
ratez surtout pas) ; dans la sous-section I11.5.2, lisez I11.5.2.2 et le résultat obtenu en fin
de T11.5.2.6, plus I11.5.2.7. Les sections I11.6 a II1.8 sont a lire intégralement.

Deuxiéme niveau. Mises a part les preuves (surtout celles de la sous-section II1.5.1, qui
sont pour la plupart des études de cas assez techniques), tout est a lire.

Avant de commencer, rappelons quelques conventions et notations couramment util-
isées. Nous allons étudier, dans tous les cas, uniquement des polycourbes sans tangence
intérieure, sans en faire la précision a chaque fois. En plus, nous considérerons toujours
que le polygone de controle de la polycourbe est pseudo-simple. B désignera toujours une
polycourbe de Bézier de polygone de controle P. On notera E(P) 'enveloppe convexe du
polygone de controle P et Q = §(E(P)) le polygone frontiere de E(P), et E(B) l'enveloppe
convexe de la polycourbe et £ = §(E(B)) la courbe frontiere de £(B). Comme nous avons
vu dans le chapitre précédent, le polygone Q s’écrit

(3 (3 (3 (3 (3
Q= Pgil)Pfj;Ll - aniléil Pfj;) . PE;L%,

avec p < n, i1,19,...,0p €{1l,...,n} et i3 <iy < ... <1,

IT1.3. Structures de données et algorithmes généraux

Dans cette section, nous présentons les structures de données et les algorithmes que
nous allons utiliser aussi bien pour le calcul d’une enveloppe convexe approchée pour une
polycourbe donnée que pour calculer la structure topologique de l'enveloppe convexe de la
polycourbe. L’implémentation de ces algorithmes ayant été faite en C++, le vocabulaire
que nous utiliserons est emprunté a ce langage. Nous précisons aussi que tous les tableaux
sont indexés a partir de 0, allant ainsi jusqu'a n — 1, si n est le nombre d’éléments du
tableau.

II1.3.1. Structures de données

La classe de base que nous avons créée est le méta polygone, classe parametrée par le
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type des membres de son champ éléments, et presque toutes les autres classes que nous
présentons ici sont ses héritieres. Cette classe a deux champs :

— taille : le nombre de membres du méta_polygone ;

— éléments : un tableau contenant les taille composantes du méta_polygone.

Cette classe est une généralisation (par paramétrisation par type) du modele classique
codant un polygone. Si M est un méta-polygone, M.éléments désignera le tableau de
ses composantes et pour un indice i€ {0,...,taille — 1} M.éléments(i) sera son i-eme
composante. Pour simplifier, nous utiliserons M[i] pour designer M.éléments(i).

La classe polygone code uniquement les polygones pour lesquels un intérieur peut étre
défini de manieére cohérente (il n’y a pas que les polygones simples qui satisfont cette
propriété) ; polygone n’est en fait qu'un autre nom donné & méta_polygone<point>, ou
le type point est une paire de réels représentant les coordonnées d’'un point. Les som-
mets d’'un polygone donnés dans le tableau de points du champ éléments sont ordonnés
trigonométriquement.

La courbe_de_Bézier est une classe qui hérite la classe polygone, mais pour laquelle
nous définissons en plus les champs suivants :

— degré : le degré de la courbe Bézier ;

— rang : lindice que la courbe de Bézier de laquelle la courbe courante provient avait
dans la structure initiale de la polycourbe ;

— profondeur : le nombre de subdivisions appliquées a la courbe Byayg de la composition
initiale de la polycourbe pour obtenir la courbe courante ;

— intervalle : une paire de réels définissant 'intervalle de parametres auquel la courbe
courante correspond par rapport a Brang.

Le B-polygone d’une courbe_de Bézier sera bien sur donné par le champ éléments que

celle-ci hérite du polygone.

Les champs de la courbe_de_Bézier sont liés par certaines relations. Par exemple, é1é-

ments contient degré+1 =taille points et en considérant intervalle= (a,b) a et b

seront de la forme

a = k/QProfondeur h— (k + 1)/2profondeur

ol 0 < k < gprofondeur 7

La classe codant une polycourbe de Bézier, nommée polycourbe, n’est pas une héritiere
de méta_polygone, mais une liste doublement chainée de courbes_de_Bézier dans laquelle
les courbes de la composition de la polycourbe sont ordonnées en sens trigonométrique.
Ce choix est motivé par la nature des opérations les plus fréquemment effectuées sur
une polycourbe, qui sont la recherche d'un de ses éléments et 'insertion de nouveaux
éléments (suite aux subdivisions). Ainsi, la recherche s’effectue dans tous les cas “pas a
pas”, c¢’est-a-dire que nous ne cherchons pas directement la i-eme courbe de Bézier de la
polycourbe, mais la (les quelques) courbe(s) suivant - ou précédant - la courbe courante,
donc la recherche se fait en temps constant aussi bien dans un tableau que dans la liste
doublement chainée. Par contre, I'insertion d’un nouveau élément se fait toujours en temps
constant dans la liste doublement chainée, mais en O(n — i) dans un tableau, ou n est la
taille du tableau et ¢ la position ou le nouvel élément est introduit.

La derniere classe que nous introduisons ici est la 1iste_courbes, le nom que nous utilis-
erons pour méta_polygone<courbe_impliquée>, chaque courbe_impliquée ayant deux
champs :
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— ident_courbe : un pointeur a la courbe de Bézier courante dans la structure de la
polycourbe;

— état_courbe : un caractere, qui sera "n” si il existe des sommets de Q qui ne sont
pas des sommets du polygone associé a *ident_courbe et au moins une des conditions
suivantes est satisfaite, et ”y” dans le cas contraire :

e tous les sommets du polygone associé a *ident_courbe sont des sommets de Q ;
e les polygones *ident_courbe et @ n’ont pas de sommet commun autre que les ex-
trémités de *ident_courbe.

Nous verrons dans la sous-section II1.4.1 que les courbes de Bézier pour lesquelles courbe_-

impliquée.état_courbe est “n” n’ont pas a étre subdivisées dans le processus de construc-

tion de 'enveloppe convexe (approchée ou topologique) de la polycourbe.

I11.3.2. Algorithmes

Nous donnons ici quelques algorithmes qui ne sont pas spécifiques au type d’enveloppe
convexe que nous voulons calculer, étant ainsi nécessaires dans les deux sections suivantes
de ce chapitre : ’algorithme de calcul de I’enveloppe convexe d’un polygone pseudo-simple,
I’algorithme qui construit, en utilisant le précédent, l’enveloppe convexe du polygone de
controle d’une polycourbe et finalement 1’algorithme de subdivision d’une courbe de Bézier
vue comme une aréte d’une polycourbe. A la fin de chacun des paragraphes nous évaluons
les cotits des algorithmes présentés.

I11.3.2.1. L’enveloppe convexe d’un polygone pseudo-simple

La procédure que nous présentons ici, appelée enveloppe_convexe_polygone, est une
variante de 'algorithme de Graham et Yao de calcul de ’enveloppe convexe d’un polygone
simple [Gra83] qui est conc¢ue pour fonctionner sur des polygones pseudo-simples et en plus
rend en résultat un polygone avec le maximum de sommets possible.

Plus exactement, quand trois (ou plusieurs) sommets d’un polygone P sont colinéaires,
bien ordonnés et se situent tous les trois sur la frontiere de ’enveloppe convexe de P, tous
les trois seront des sommets de Q, le polygone frontiere de £(P). Une telle situation est
présentée dans la figure II1.1(a). La figure III1.1(b) nous présente le cas de trois sommets
qui sont colinéaires, mais ne sont pas correctement ordonnés et ne peuvent pas tous étre
des sommets de Q. Nous avons vu dans la sous-section I1.4.3 pourquoi il est nécessaire de
construire un polygone @ maximal du point de vue du nombre de sommets.

Figure II1.1 (a) P;,P;,P; sont sommets de Q ; (b) P42 n'est pas sommet de Q
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Nous supposons que 'abscisse du sommet P(0), le premier sommet de P, est minimale
dans ’ensemble des abscisses des sommets de P. Avant tout appel de cette procédure
par un autre algorithme nous nous assurerons que cette condition est satisfaite. Sans trop
entrer dans les détails (démonstration de correction ou de convergence), nous présentons
la structure de la procédure enveloppe_convexe_polygone :

1. Enveloppe_convexe_polygone(polygone P, ensemble_entiers K)
2. entier n= nombre de sommets de P
3. entier i
4. begin
d. ajouter 0 & K
6. pour i allant de 1 & n-1
7. begin
8. si K a un seul élément
9. ajouter i a K
10. sinon
11. begin
12. tant que K a au moins deux éléments et
,P(l)¢ DPgauche(,P(Kavant—dernier)7,P(Kdernier)) et
,P(Kdernier) ¢ ],P(l), ,P(Kavant—dernier) [
13. éliminer dernier de K
14. ajouter i a K
15. i=1i41
16. si i est inférieur ou égal & n-1 et
,P(l) € DPgauche(,P(Kavant—dernier)a,P(Kdernier)) et
,P(l) € DPdroit (,P(Kdernier - 1)77D(Kdernier))
17. tant que 1 ne dépasse pas n-1 et
,P(l) € DPgauche(,P(Kavant—dernier)7,P(Kdernier))
18. i=i41
19. si i est inférieur ou égal & n-1)
20. aller & la ligne 12
21. end
22. end

23. tant que 77(0)¢ DPgauche(,P(Kavant—dernier)a,P(Kdernier)) et
,P(Kdernier) ¢ ],P(O)ap(Kavant—dernier)[

24. éliminer dernier de K

25. end

La troisieme condition de la ligne 12 (qui est la méme que la deuxieme condition de la ligne
23, mais pour d’autres indices des sommets concernés) est celle qui confere a ’algorithme
les propriétés annoncées. Le polygone Q est identifié par I’ensemble K des indices que les
sommets respectifs de @ ont dans I’écriture du polygone P. Il est tres facile de voir que
cet algorithme est linéaire en le nombre de sommets du polygone pour lequel nous voulons
calculer 'enveloppe convexe.

I11.3.2.2. L’enveloppe convexe du polygone de controle

En utilisant la procédure présentée dans le paragraphe précédent, cet algorithme cal-
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cule, pour une polycourbe codée en un objet de type polycourbe, ’enveloppe convexe
du polygone de controle. Ce qui nous intéressera dans les sections suivantes ne sera en
fait pas le polygone Q. Ce polygone nous sert uniquement pour identifier les courbes de
Bézier qui doivent étre subdivisées, et donc la procédure suivante aura comme résultat une
liste_courbes. Le schéma de 'algorithme est le suivant :

Enveloppe_convexe_polygone_contrdle(polycourbe B, liste_courbes L)
polygone P, Py

ensemble_entiers I, K

entier minim

begin

polygone_de_contrdle(B, P)
abscisse minimale(P, minim)
renumérotage_polygone(P, minim, P;)
enveloppe_convexe_polygone(Py, K)
10. renumérotage(K, minim, I)

11. identification_courbes(I, B, L)

12. end

e S

©

La procédure polygone_de_contrdle, de la ligne 6, construit le polygone de controle
d’une polycourbe donnée, en concatenant les B-polygones donnés par le champ éléments
de chacune des courbes_de Bézier de la polycourbe. La concatenation est faite tel que
les sommets extrémités des courbes de Bézier n’apparaissent pas deux fois dans le tableau
polygone.éléments. La complexité de cet algorithme est O(M), ot M = Y I, m; est
le nombre de sommets du polygone de controle de la polycourbe, il y a O(1) opérations a
exécuter pour chaque sommet de P.

La procédure abscisse minimale retourne, pour un polygone donné, l'indice que le
sommet d’abscisse minimale a dans la liste de sommets du polygone. Si plusieurs sommets
ont la méme abscisse, qui est ’abscisse minimale des tous les sommets du polygone, alors
la procédure retourne le plus petit des indices des ces sommets. Cet algorithme aussi est
linéaire en M, c’est 'algorithme classique de calcul du plus petit élément d’un vecteur.

La procédure renumérotage_polygone construit, a partir du polygone P et de 'entier
minim (qui est l'indice d’'un des sommets de P), le polygone Py qui a les mémes sommets
que P, mais avec une rotation des indices telle que le sommet qui avait 'indice minim
dans le polygone P ait 'indice 0 dans le polygone P;. La complexité de la procédure est
toujours O(M), chacun des sommets est manipulé une seule fois.

La procédure renumérotage recupere, a partir de ’ensemble K et de l'entier minim,
Iensemble I des indices des sommets de P qui sont des sommets de Q (rappellons que
I’ensemble K contient les indices des sommets du polygone Py qui sont des sommets de Q, il
faut donc retrouver la correspondance entre les sommets de P; et ceux de P). L’ensemble
I sera ensuite ordonné, la sortie de cette procédure étant ainsi une suite strictement
croissante d’indices de sommets du polygone P. La complexité de cette procédure est
O(cardinal(K)), et nous aurons toujours cardinal(K) < M.

Enfin, la derniere procédure de enveloppe_convexe_polygone_contrdle, identifica-
tion_courbes, construit, a partir de 'ensemble d’entiers I et de B, la 1iste_courbes L
qui indique les courbes de Bézier de la composition de la polycourbe qui sont suscepti-
bles de devoir étre subdivisées. Cette construction se fait comme la définition de la classe
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liste_courbes l'indique : toute courbe de Bézier dont au moins un point de controle est
un sommet de Q apparaitra dans £, et a chacune de ces courbes un caractere, “n” ou “y”,
sera associé comme décrit dans la sous-section I11.2.1. Cette procédure est linéaire en le

nombre d’éléments de ’ensemble I, qui est inférieur ou égal a M.

Nous pouvons maintenant voir que la complexité de la procédure enveloppe_con-
vexe_polygone_contrdle est O(M), car chacune des procédures qu’elle appelle, enve-
loppe_convexe_polygone comprise, a cette complexité.

I11.3.2.3. La subdivision d’une courbe de Bézier

Nous allons présenter dans ce paragraphe une procédure un peu plus complexe que ne le
serait une calculant uniquement les deux courbes_de_Bézier obtenues par la subdivision
d’une courbe_de_Bézier donnée. La raison est que nous n’aurons jamais besoin de subdi-
viser une courbe de Bézier isolée. Nous aurons besoin de calculer, pour une polycourbe B
ayant une structure courante B = UJ_ B;, la structure obtenue apres la subdivision de cer-
taines des courbes de Bézier de sa composition. Les courbes a subdiviser seront identifiées
par un tableau de pointeurs.

Le schéma de la procédure subdivision est extrémement simple :

Subdivision(polycourbe B, tableau pointeurs J)
courbe_de Bézier B', B”
entier k, 1
begin
k = nombre d’éléments de J
pour i allant de 0 & k-1
begin
subdiviser(*J(i), B’, B")
remplacer *J(i) par B’ dans B
introduire B” dans B juste apres 5’
end

© 0N o Utk N

— = =
b= O

end

Cette procédure modifie la structure de la polycourbe B, en subdivisant toutes les
courbes de Bézier identifiées par le tableau pointeurs J et en remplacant chacune des
courbes a subdiviser par les deux courbes obtenues apres subdivision. Elle fait appel a
une seule autre procédure, subdiviser. Cette procédure prend comme parametre une
courbe_de Bézier B et retourne deux courbe_de Bézier B’ et B, dont les champs ont
les valeurs suivantes :

— B'.taille = B".taille = B.taille ;

— B'.degré = B".degré = B.degré ;

~ B'.rang = B”.rang = B.rang ;

~ B'.profondeur = B’.profondeur = B.profondeur +1 ;

— si B.interval est donné par la paire de réels (a,b), alors B’.interval sera donné par

(a,(a +0)/2) et B”.interval sera donné par ((a + b)/2,b) ;

— si B.éléments = PoP;y...P,,, alors B'.éléments = P{P|... P et B"”.éléments =
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P/P!...P"  ou
1 7 1 n—1
P, = EZcka P/ = FZC’;_iPHk Vie{0,1,...,m}
k=0 k=0

Pour calculer la complexité de cette procédure, il faut étudier le cotit du calcul des sommets
des polygones de controle des deux courbes de Bézier obtenues apres subdivision, car il
est évident que le calcul des autres champs des courbes_de Bézier B’ et B” se fait en
O(1). Si nous supposons que les valeurs des combinaisons C¥ sont connues pour tout
i € {0,...,m}, ou m est le degré de la courbe de Bézier a subdiviser, et pour tout k €
{0,...,4}, alors le calcul des points P’ et P, pouri € {0,...,m}, sefait en O(m(m+1)/2),
ou plus grossierement en O(m?). Si elles ne sont pas connues, les calculer cofite aussi
O(m(m + 1)/2) et si 'algorithme ne les stocke pas et les recalcule & chaque fois, le cotit
total de l'algorithme devient O(m?*). D’un autre coté, le stockage de toutes ces valeurs
prendra, dans la mémoire, O(m(m+1)/2) entiers. Nous pouvons donc adapter la facon de
calculer les points P! et P! pour ¢ € {0,...,m}, aux caractéristiques de 'ordinateur sur
lequel nous voulons implémenter "algorithme. En plus, le cott du calcul des combinaisons
peut étre réduit de maniere significative en utilisant des formules de récurrence. Nous
allons donc considerer que la complexité de cette procédure est O(m?). Mais si pour le
calcul des points de controle des courbes B’ et B” nous n’utilisons pas les formules ci-
dessus, mais le tableau de la subdivision de de Casteljau (sous-section 1.7.3), le colt sera
O(m?) sans que de 'espace mémoire supplémentaire diisse étre aloué. C’est cette derniere
solution que nous avons adoptée.

Pour évaluer le cotit de la procédure subdivision, nous devons regarder les colt des
opérations effectuées aux lignes 9 et 10 et il est facile a voir, que le choix des structures
de données que nous avons fait rend les deux instructions exécutables en temps constant
a chaque itération du cycle des lignes 6-11. Par conséquent, le cott global de ’exécution
de ces deux lignes, sommé pour toutes les itérations du cycle, est O(card(J)), donc dans
le cas le pire O(n).

La complexité totale de 'algorithme sera (dans le cas le pire), en sommant les cotits des
opérations effectuées, O(nd?), ot d = max?_, m;.

I11.4. L’enveloppe convexe approchée

Dans cette section, nous présentons un algorithme calculant une approximation a e-pres
(au sens de la distance de Hausdorfl) de l'enveloppe convexe d'une polycourbe donnée,
pour un € donné lui aussi par l'utilisateur. Nous commencons par énoncer et prouver les
résultats qui justifient notre algorithme, ensuite nous décrivons cet algorithme et dans la
derniere sous-section nous évaluons sa complexité.

I11.4.1. Résultats théoriques

Soit B = U,B; une polycourbe et ¢ > 0. Supposons que l'on veut calculer une
approximation de £(B) avec une erreur inférieure & £, au sens de la distance de Hausdorff.
Nous allons avoir besoin de connaitre , pour tout ¢ € {1,...,n}, la distance de Hausdorff
entre B; et P;, o1 (Bi, Pi). Comme la distance de Hausdorfl entre une courbe de Bézier
et son polygone de controle n’est pas calculable algorithmiquement, nous allons utiliser la
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majoration donnée par le lemme suivant.

Lemme III.1. — Soit By une courbe de Bézier complétement convexe de polygone de
controle Py = PoPy ... P,,. Alors

8" (Bo, Po) < 6" ([PoPna), Po)

Preuve — Pour démontrer cette inégalité, nous allons utiliser pour la distance de Hausdorff
la formule (1.4) et prouver les inclusions

Bo C B(po,R) et Py C B(Bo,R),

ott R = 6%([PoP ], Po). Nous ferons, pour les deux inclusions, une preuve par I’absurde.

Figure II1.2
Supposons que By ¢ B(Po, R) et soit P € By tel que P ¢ B(Po, R). Evidemment,

le point P ne peut pas étre Py ou P,,. Nous notons S un point de [PoP,,] qui satisfait
d(P,[PoP,,]) = d(P,S) et soit T =PSN (Po \ {Po,Pn}) (figure II1.2(a)). La courbe de
Bézier étant complétement convexe, il est évident que le point T est unique et P €]TS[. 11
est alors facile a voir que d(T, [PoP,,]) = d(T,S) ; en effet, si nous supposons qu’il existe
S" € [PoPy] tel que d(T,S") < d(T,S), soit P’ € [PoP,,] satisfaisant PP’ || TS’ (figure
I11.3).

Figure II1.3

Alors les triangles PP’S et TS’S sont semblables et nous avons

AT,8) _d(T,S) . dP.P) AT.S) .
d(P,P) _ d(P,S) ° O A@.s) T A(T.S)

d’olt une contradiction avec le choix du point S (ceci est un cas particulier du résultat de
[McMT71] p31).

Mais le point T doit appartenir & B([PoP,,], R), de par la définition de R, et comme S
est le point de [PoP,,] le plus pres de lui, nous obtenons d(T,S) < R et par conséquent
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d(P,T) < R. Nous avons ainsi trouvé un point T € Py tel que P € B(T, R), d’ou la
contradiction avec I'hypothese P ¢ B(Py, R).

Pour démontrer la deuxieme inclusion, supposons qu’il existe un point P € Py tel que
P ¢ B(Bo,R). Remarquons cette fois aussi que P ¢ {Po,P,,} et soit S € [PoP,,] tel
que d(P,[PoP,,]) = d(P,S). Nous notons T = PSN (Bo \ {Po,Pm}) (figure IIL2(b)) et
évidemment T €]PS[. De la méme maniere, nous avons d(P,S) < R et donc d(P,T) < R,
contradiction avec I'hypothese P ¢ B(Bg, R). 0

La méthode "béte et méchante” de calcul de 'approximation voulue serait de sub-
diviser toutes les courbes B; de la composition de la polycourbe jusqu’au moment ou
5H([Pél)P%)i],77i) < € et ensuite construire 'enveloppe convexe du polygone de controle
obtenu. Cette méthode est justifiée par les lemmes II.1 et I1.3, qui impliquent que
I’enveloppe convexe ainsi obtenue est une approximation a e-pres de 'enveloppe convexe
de la polycourbe. Bien sur, cet algorithme est loin d’étre optimal et nous cherchons des
criteres pour réduire le nombre de courbes de Bézier a subdiviser. Le lemme suivant nous
fournit un tel critere.

Lemme II1.2. — Soit T = {i1,12,...,1,} tel que le polygone frontiére de E(P), Q, s'écrive
sous la forme de (11.2) et soient

= {z €Tl =0et P("‘) € {P(i) P(i)}}
{@ezm —1et PV =Py PV, =P}
Nous posons Iy = I\ (Z; UTIy) et alors
SM(E(B),E(P)) < max (B, Pi)

t€Ly

Preuve — Pour démontrer I'inégalité de 1’énoncé, nous devons prouver les deux inclusions
suivantes :

E(B) C B(E(P),max (B, Pi))  E(P) C B(E(B), max 4" (B:, Pi))

Mais nous savons £(B) C E(P), donc la premiere inclusion est vérifiée et il nous reste a

prouver que la deuxieme ’est aussi. Dans ce but, nous remarquons que ’enveloppe convexe

de P est égale a 'enveloppe convexe des sommets du polygone Q. nous pouvons ainsi écrire
PP poly ) P

£(P) = £(A), ot
A= JPu{py lie UL} U{PY |ieT UL},

i€To
car P( i) P(lk)+17 . PE::)H% € A pour tout k € {1,...,p}.

I est facﬂe a voir que la boule de centre un ensemble convexe est un ensemble convexe,
et ainsi il nous reste a prouver

A C B(E(B). max 8" (B;, Py)).

car £(B) est convexe, donc B (E(B) max M (B, 731)> est convexe et alors 'enveloppe convexe
de A sera incluse dans cette boule."=°

Les points P(l) et Pﬁn) sont des points de B pour tout ¢ € 7; UZ,. D’un autre coté, si
nous considérons 1 € Iy et P € Py, alors

d(P,&(B)) < d(P,B) < d(P,B;) < 6" (P:, B)
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et donc nous aurons

|J Pi € B(&(B), max 6" (B:, Py))

t€Ly

Ainsi, A est inclus dans la boule centrée en £(B) et de rayon max ot (Bi,Pi) et la preuve
(ASH A

O

Ce lemme nous permet de subdiviser uniquement les courbes B; avec 1 € Iy, donc celles

dont le polygone de controle participe a la frontiere de ’enveloppe convexe de P avec des

du lemme est finie.

. 7 7 . ~ . .
sommets autres que les extrémités P(()) et Pﬁn)l Mais méme parmi les courbes décrites
ici il existe certaines qui ne doivent pas étre subdivisées, un autre lemme justifiant leur
élimination de la liste de courbes a subdiviser.

Lemme II1.3. — Soit © € {1,....,n} tel que tous les sommets de P; soient des sommets

de Q et supposons que U;jx;B; ¢ reg(B;,P;) UP; . Alors B; C € =56(E(B)).

Preuve — Sila courbe de Bézier B; est un segment, 'affirmation de ’énoncé est évidemment
vraie, car nous aurons B; C Q et comme E(B) C E(P) il en résulte tout de suite B; C £.
Supposons donc que B; n’est pas un segment et soit

m;—2
R; = DP(PYPY" B;) nDP(PUPY | B,)n ( U DP<P§€l)chlll7Bi)>
k=1
Cette région est convexe, étant une intersection de demi-plans, non-vide, car le polygone
P; est convexe, et elle peut étre bornée ou non, comme nous pouvons le voire figure 111.4.

Figure II1.4
L’hypotheése du lemme implique £(P) C R;, donc £(B) C R; et donc B C R;. La

polycourbe étant une courbe simple, nous en déduisons
B\ B; Creg(B;,P;)\B; ou B\B; CR;\reg(B;,P;)
La premiere de ces deux inclusions est exclue par hypothese. Par conséquent, nous aurons
B\ B; C Ri\reg(Bi, P;) et nous en déduisons tout de suite I'inclusion
BCTR; \ (Teg(Bi,pi) U Bl>
En notant Ag,(t) la droite tangente a B; en Py = By, (P(()i), . 7ng2 ; t), une conséquence
directe des propriétés des courbes de Bézier et de la convexité de B; sera 1’égalité

Ri \ (reg(Bi,Pi) U 7DZ> = ﬂ DP(ABi(t),Bi>

t€[0,1]

et le fait que cet ensemble est convexe. Comme la polycourbe B est incluse dans cet
ensemble, son enveloppe convexe le sera aussi. Mais la courbe B; est completement incluse
dans la frontiere de R; \ (reg(Bi,Pi) U Pi> et donc nous aurons B; C £. O
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La conséquence de ce résultat est que, apres avoir une fois subdivisé toutes les courbes
de Bézier de la composition de la polycourbe identifiées par le lemme II1.2, nous pouvons
ne plus subdiviser celles d’entre elles dont le polygone de contréle a tous les sommets sur
la frontiere Q de 'enveloppe convexe du polygone de controle de la polycourbe. En effet,
une démonstration tres semblable a celle du lemme II1.2 nous permet de prouver que, si
on considere AE la courbe obtenue a partir du polygone @ en remplacant le polygone
P;, a chaque fois que tous ses sommets sont des sommets de Q, par la courbe de Bézier
correspondante B; et on note R la région bornée par AE, alors

SM(E(B),R) < max ™ (B, Pi),
1€Lq

Ty = {i €Zo | Ik € {0,...,m;} tel que ng) n’est pas un sommet de Q} (IT1.1)

La condition indispensable pour prouver le lemme est
B\ BiNreg(B;,P;)\Bi=10

et nous cherchons une condition nécessaire pour que les deux ensembles ci-dessus soient
disjoints. Comme nous supposons que le polygone de controéle de la polycourbe est pseudo-
simple, la seule configuration possible dans la quelle cette condition n’est pas satisfaite est
présentée dans la figure II1.5, ou B;_1 et B;41 sont des segments.

B;
Bi—1 i

Figure II1.5

Nous avons vu dans le paragraphe I11.2.2.1 comment fonctionne la procédure que nous
utiliserons pour calculer ’enveloppe convexe de P. Ainsi, nous saurons que pour la poly-
courbe de la figure IIL.5 le polygone Q est égale au polygone P; et, plus généralement,
Q = P; si et seulement si le polygone P est contenu dans la zone fermée délimitée par
le polygone P; sans le segment ]P(()Z)P%)i [, reg(Pi)\]Pél)P%)i [. Donc la condition & imposer
a un polygone de controle P; dont les sommets sont tous des sommets de Q pour que la
courbe de Bézier correspondante ne soit pas subdivisée sera simplement que le polygone Q
ait d’autres sommets que ceux de P;. Si cette condition n’est pas satisfaite, nous devons
subdiviser la courbe B;, pour trancher entre la situation de la figure II1.5 et celle de la

figure IIL.6.
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Figure II1.6

I11.4.2. Présentation de l'algorithme

Pour commencer cette sous-section, remarquons qu’en fait nous ne construisons pas
une approximation polygonale a e-pres de 'enveloppe convexe d’une polycourbe, mais un
objet qui approche cette enveloppe convexe a e-pres et a 'inconvénient de ne pas étre un
polygone et "avantage d’avoir une construction beaucoup moins cotiteuse qu’'un polygone
satisfaisant cette propriété. En effet, a chaque fois qu’une courbe de Bézier correspond aux
conditions du lemme II1.3, nous arrétons de la subdiviser, méme si la distance de Hausdorff
entre elle et son B-polygone est supérieure a la valeur ¢ donnée, et au moment de 1’écriture
des résultats de ’algorithme nous remplacons tout simplement le B-polygone par la courbe.
Ceci fait que dans le cas d’une polycourbe convexe, par exemple, aucune subdivision ne
sera nécessaire et ’algorithme nous rendra comme frontiere de ’enveloppe convexe de la
polycourbe la polycourbe elle-méme. Dans le cas général (d'une polycourbe non-convexe),
le résultat de ’algorithme sera une liste d’objets qui forment, en ordre trigonométrique, la
frontiere de 'approximation de ’enveloppe convexe de la polycourbe. Ces objets peuvent
étre soit des segments, soit des courbes_de Bézier. Les segments pouvant eux aussi étre
écrits comme des courbes_de Bézier, le résultat sera en fait une polycourbe.

Voici quelle est la structure de 'algorithme que nous proposons pour le calcul d’'une
approximation a ¢ pres, pour un ¢ donné, de 'enveloppe convexe d’une polycourbe :

1. Enveloppe_convexe_approchée(polycourbe B, réel ¢, polycourbe AE)
2. tableau_pointeurs I

3. liste_courbes L

4. begin

5. lecture_données(B,s)

6. enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,L)

7. dist_inf_eps(B,L.c,I)

8. tant que I# ()

9. begin
10. subdivision(B,I)
11. enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,L)
12. dist_inf_eps(B,L.c,I)
13. end
14. écriture_resultats(B,A4E)
15. end
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La seule procédure appelée par ce programme qui n’a pas encore été présentée est dist_-
inf_eps (lignes 7, 12). Nous la détaillons donc avant de commenter l'algorithme En-
veloppe_convexe_approchée.

I11.4.2.1. La procédure dist_inf_eps

Cette procédure prend comme parametre la polycourbe B, la liste_courbes L cal-
culée par la procédure enveloppe_convexe_polygone_contrdle et le réel ¢ et retourne le
tableau pointeurs J quiidentifieles courbes de Bézier de la composition de la polycourbe
qui doivent étre subdivisées. Une courbe de Bézier B; de la structure de la polycourbe doit
étre subdivisée si, premiérement, elle se retrouve dans £ avec le caractere associé “y” (voir
le paragraphe I11.3.2.2 pour précisions), et deuxiemement, nous ne pouvons pas affirmer
que la distance de Hausdorff entre elle et son B-polygone, 51 (B;, P;), est inférieure & ¢.

Voila maintenant le schéma de cet algorithme :

Dist_inf_eps(polycourbe B, liste_courbes L, réel ¢, tableau_pointeurs I)
entiers k, 1
begin
k = nombre d’éléments de L
pour i allant de 0 & k-1
si L[i].état_courbe = "y" et5H(7%,ng)Pg%D > e
ajouter L[i].ident_courbe & I

e A T

end

La deuxieme condition du test de la ligne 6 est celle donnée par le lemme II1.1. Mais,
en utilisant les notations du lemme, il est facile a voir que
" (Po,[PoPm]) = max d(Pi,[PoPum])
1€10,...,m
En effet, nous avons
A(P, [PoP,n]) < max{d(Ps, [PoP o)), d(Pis, [PoPu])}) VP € [PiPi]

et nous obtenons tout de suite % (Py, [PoP.]) < max;e(o,...,m} AP, [PoPm]). Pour I'iné-
galité inverse, si nous supposons 61 (Py, [PoP.]) < maX;e(o,...,m} APi, [PoPy]) nous dé-
duisons immédiatement que le (ou les) sommet qui réalise(nt) max;eo,... ) d(Pi, [PoPm])
ne peu(ven)t pas appartenir a B([PoP,y,], §%(Po, [PoP.m]), d’ott une contradiction. L’égalité
ci-dessus est donc vérifiée. Notre algorithme va alors tester, pour toutes les courbes iden-
tifiées par la 1iste_courbes £ comme étant "subdivisables”, donc celle pour lesquelles le
champ état_courbe est égal a "y”, si le maximum des distances des sommets du polygone
de controle au segment PoP,, joignant les extrémités de la courbe est inférieur a e, et si
ce n’est pas le cas un pointeur a la courbe est ajouté a la liste I. La complexité de ce test
est linéaire en le nombre de sommets du B-polygone a tester.

Pour trouver la complexité du cycle des lignes 5-7, il faut sommer pour i allant de 0
a k-1 les complexités des pas. En notant ¢; le nombre de sommets du B-polygone donné
par *(L[i].ident_courbe), le pas i est linéaire en ¢;, car le premier teste de la condition
si et l'instruction a exécuter si les deux testes de cette condition sont satisfaits sont de
complexité O(1) et le deuxieme teste de la condition si est de complexité O(¢;). La
complexité du cycle sera alors Ei(:_ol l;, somme qui est inférieure ou égale a M + n, ou n
est le nombre de courbes de Bézier composant la polycourbe (1’égalité est atteinte si toutes
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les courbes de la composition de la polycourbe sont identifiées par la 1iste_courbes L, car
les sommets du polygone P qui sont des extrémités de courbe de Bézier de la composition
de la polycourbe devront étre comptés deux fois). La procédure dist_inf_eps sera donc
linéaire en M.

I11.4.2.2. Commentaire de ’algorithme Enveloppe_convexe_approchée

Toutes les procédures auxquelles cet algorithme fait appel étant présentées en détail,
le fonctionnement du programme est facile a suivre. Le premier pas est le calcul de
I’enveloppe convexe du polygone de controle de la polycourbe et I’'obtention de la liste £ des
courbes de Bézier susceptibles de devoir étre subdivisées ; ceci est fait par 'appel de en-
veloppe_convexe_polygone_contrdle de la ligne 6. Ensuite, la procédure dist_inf _eps
établit lesquelles des courbes de Bézier apparaissant dans la liste £ doivent vraiment étre
subdivisées, en vérifiant pour chacune si la majoration (donnée par le lemme III.1) de la
distance de Hausdorff entre la courbe et son B-polygone est inférieure a €. Des pointeurs
identifiant toutes les courbes de Bézier qui devront étre subdivisées se trouveront ainsi
dans 'ensemble I. Evidemment, si cet ensemble est vide, il n’y a aucune subdivision a
faire et nous finissons en écrivant le résultat obtenu. Si I est non-vide, les courbes qu’il
désignes sont subdivisées et la composition de la polycourbe B est mise a jour par la procé-
dure subdivision ; apres, nous recommencons ces meémes opérations jusqu’a 'obtention
d’un ensemble I vide. La convergence de cet algorithme est assurée par la convergence du
B-polygone vers la courbe de Bézier qui lui est associée par la subdivision de de Casteljau.

I11.4.3. La complezité de l'algorithme Enveloppe_convexe_approchée

Commencons par étudier ’évolution de la taille de la polycourbe (le nombre de courbes
de Bézier la composant) au fur a mesure qu’elle passe par les itérations du cycle des lignes
8-13.

Supposons que la polycourbe initiale sécrit B = U;°,B;. En considérant qu’apres k
itérations la courbe B; est décomposée en I'union des courbes de Bézier B!, B?,. .. ,Bfo, il
est évident que si deux des points de controle de cette union de courbes sont des sommets
de @, alors tous les points de controle qui sont "entre eux” seront des sommets de Q.
Autrement dit, si nous notons

ko
Pi=J P =D0D" . DY
7=0

alors soit tous les sommets de P; sont des sommets de Q, cas auquel il n’y a aucune des

courbes B}, ... ,Bfo a subdiviser, soit aucun des sommets de P; n’est un sommet de Q, cas
auquel il n’y a toujours aucune courbe a subdiviser, soit il existe ¢1,0y € {0,1,... kom;}
tel que P(()Z),Pgl), e 7PZ)—1 et PE;)—I—UPE;)—I—Z? e ’chlo)mi ne soient pas des sommets de Q et
ﬁz),ﬁz)_i_l, . ,ﬁg;) le soient, ou ¢; peut étre égal a 0 et {5 peut étre égal a kgm;, mais

pas les deux en méme temps. Cette propriété est due au fait que la courbe de Bézier B;
est completement convexe, ce qui impliquera la convexité du polygone P;. Alors les seules
courbes qui peuvent avoir a étre subdivisées sont celles dont les points ﬁz) et ﬁg;) sont,
respectivement, des points de controle, donc il y aura au plus deux courbes a subdiviser
(il peut toutefois n'y avoir qu’une seule ou méme aucune dans ce cas aussi). Donc pour
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chacune des courbes de la composition initiale de la polycourbe il y a au plus deux courbes
a subdiviser a chaque itération.

En conclusion, a chaque itération il y a au plus 2ng courbes de Bézier a subdiviser, et
par conséquent apres k itérations la polycourbe sera composée d’au plus 2kng courbes de
Bézier.

Pour calculer la complexité de Enveloppe_convexe_approchée, nous devons d’abord
trouver une estimation pour le nombre d’itérations nécessaires pour que la procédure
dist_inf_eps construise un ensemble I vide, car c’est celle-la la condition de sortie du
cycle tant que des lignes 8-13. Ce qui nous intéresse est donc le nombre de subdivisions
qui doivent étre appliquées a une courbe de Bézier donnée B; pour que la deuxieme condi-
tion du test de la ligne 8 de la procédure dist_inf_eps soit satisfaite par les (au plus deux)
courbes de Bézier Bfl et Bg62 (de la composition de B; apres subdivision) dont le champ
associé dans la liste_courbes £ n’a pas la valeur "n”. En notant B;(k) une des courbes
obtenues de B; apres k subdivisions, nous savons que 5H (Pi(k), [P(() )(k)P%)l (k)]) converge
vers 0 quand £ tend vers 'infini et nous voulons estimer sa vitesse de convergence.

Si By est une courbe de Bézier et Bj et Bl sont les deux courbes de Bézier obtenues de
Bo par I'application une fois de la subdivision de de Casteljau de rapport 1/2, alors nous
avons 'inégalité [Fio87]

1
B oy P P AP PE S 5 ey AP P

Nous obtenons par récurrence

1
— max d(P;,P;y1) VE€ N,

max max d(P p’
2k iefo,....m—1}

<
je{l1,...,2k}i€{0,....,m—1} ) =

ou PéP{ ...PJ est le polygone de contréle de la j-éme courbe de la structure de By apres
k subdivisions.

Malheureusement, I'inégalité similaire pour les distances des points de controle au seg-
ment [P)P7 ] n’est pas vérifiée, car nous pouvons prouver par un calcul simple que pour le
cas de la figure II1.7 nous avons la relation

2d(Py, [PoPs]) = 2d(P5, Po) > d(P3,Po) = d(Ps,Ps) = Jnax d(P;, [PoPs])

P P-
Py ’ P! Py
. . ]

P5 PO

Figure II1.7

Par conséquent, nous allons utiliser la majoration

ie{%}?i{m}d(Pg’ PoPul) <3 Z a, Pfﬂ

qui est évidemment vérifiée et qui nous permet d’écrire

d(P7.[PIP ] (P;, P;
eex  d(PL ; +1)
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ou encore  max d(P‘Z, [PéP‘,jnD < 575, ot S est une constante qui dépend de la courbe
de Bézier. 1€{0-m} 2
Supposons que la condition qui nous intéresse est satisfaite apres kg itération. Nous

aurons alors la suite d’implications

1 & S
2705<€:>20>;$k0>10g2;

ce qui nous donne le nombre d’itérations nécessaires pour que la condition_arrét soit
satisfaite comme étant le plus petit entier supérieur a log,(S/¢).

Soit d le maximum des degrés des ng courbes de Bézier composant la polycourbe initiale.
Son polygone de controle a au plus ngd sommets. Nous avons vu qu’apres k itérations la
polycourbe sera composée d’au plus 2kng courbes de Bézier, pour k > 0. Ainsi, le polygone
de controle de la polycourbe aura, apres k itérations, au plus 2ngdk sommets.

Pour calculer la complexité de "algorithme enveloppe_convexe_approchée, il faut som-
mer les colts des procédures appelées par cet algorithme. La procédure de la ligne 6
est de complexité O(nod) et celle de la ligne 7 aussi. Pour calculer le cott du cycle
des lignes 8-13, il faut sommer les couts de la k-ieme itération pour k allant de 1 a
[log,(S/e)] +1 = [log,(S/2)], out [z] désigne la partie entiere de z. A la k-itme itération,
la procédure de la ligne 10 coftitera O(ngd*k), celle de la ligne 11 coutera O(ngdk) et celle
de la ligne 12 coutera aussi O(nodk). Nous obtenons donc la complexité de la k-ieme
itération du cycle égale & O(ngd*k). En sommant, la complexité du cycle entier sera

O(nod*[logy(S/¢)]([log,(S/e)] +1))

ou, plus grossiérement, O<n0d2 [logz(S/e)V). Evidemment, le cofit de I'algorithme sera,
au total, le méme, et nous rappelons que S est une constante, qui dépend de la polycourbe.

IT1.5. L’enveloppe convexe topologique

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que l'enveloppe convexe du polygone de
controle d’une polycourbe de Bézier sans tangence intérieure converge topologiquement
vers ’enveloppe convexe de la polycourbe si on applique au polygone de controle un nombre
suffisant de subdivisions. Nous donnerons dans ce paragraphe un algorithme qui calcule
pour une polycourbe donnée par son polygone de controéle initial un polygone de controéle
tel que son enveloppe convexe soit topologiquement pertinente pour celle de la polycourbe.

La condition de pertinence topologique donnée par la preuve du théoreme I1.9 est suf-
fisante, mais pas nécessaire, et elle est évidemment inutilisable pour notre algorithme,
faisant intervenir des distances qui ne sont pas calculables uniquement a partir du polygone
de controle de la polycourbe. L’idéal serait bien stuir de trouver une condition nécessaire et
suffisante, une telle condition minimisant le nombre de subdivisions a faire, mais la notion
de pertinence topologique dont nous avons besoin est par trop heuristique et nous avons
seulement trouvé des conditions suffisantes pour notre probleme.

I11.5.1. Résultats théoriques

En utilisant les notations de l’énoncé du lemme II1.2, soient K = {1,...,p} et K, =
{k EKX | i € Ia} pour o = 0,1,2. Pour éviter les cas similaires au celui de la figure I11.4,
nous supposerons card X > 1.
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IT1.5.1.1. Conditions suffisantes pour la pertinence topologique

Proposition I11.4. — Si les trois conditions suivantes sont satisfaites, alors ['enveloppe
conveze du polygone de controle, E(P), est topologiquement pertinente pour l'enveloppe
conveze de la polycourbe, E(B) :

(I11.4.1) si P est un sommet de P tel que P ¢ DP(Péik)Pgik),Bik>, alors P est un sommet
de Pi,_, ;

A1) s est un sommet de tel que _ ni ,B;,. ), alors est un
TI1.4.i) si P de P tel que P ¢ DP(PLY _ PU) B,,), alors P

sommet de Py, ;

(IIL.4.iii) si B;,_,.rang # B;, .rang et B;,,,.rang # B;, .rang, alors
(ix) pli
{Py",PLE} ¢ DP(PQ, Bi,_, ),

ou P est un sommet de Py, _, et Q un sommet de P;, ., tels que le segment [PQ)]
soit une aréte du polygone frontiére de 5<Ua;ék73ia>-

Les deux figures suivantes illustrent les trois conditions données par cette proposition.

(a) (b)
Figure I11.8 (a) les courbes By et By ne vérifient pas la condition (I111.4.1) ; (b) la condi-

tion (II1.4.1) est vérifiée Vk € K. La propriété (I111.4.11) est symétrique avec
(IIL.4.i).

Figure I11.9 (a) la courbe Bs ne satisfait pas la condition (I11.4.ii1) ; (b) aprés une itéra-
tion, les courbes Bg et By obtenues par subdivision de la courbe mentionnée
avant satisfont toutes les deux cette condition.
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Preuve de la proposition — Nous allons démontrer que si les trois conditions ci-dessus
sont satisfaites, alors les deux propriétés de la définition I1.6 de la pertinence topologique
sont vérifiées par P et B. Nous commencons par prouver que (I1.6.1) est satisfaite.

Soiti € {1,...,n} tel que P;,NQ # . Alorsil existe k € K tel quei = ij. Sik € K{UK;,
alors P;, NQ C {Pélk),P%]jk} C B, et, comme E(B) C E(P), le fait que B;, et Q ne sont
pas disjoints impliquera B;, N & # (.

Si k € Ko, supposons que B;, _,.rang = B;, .rang. Le polygone

Py, = U P
B;.rang=5;, .rang
étant convexe, nous aurons forcément ix_y = i — 1, car, comme nous avons déja vu
dans le paragraphe I11.4.3. si deux sommets de ﬁlk sont des sommets de Q, alors tous
les sommets de ﬁlk situés "entre” les deux seront des sommets de Q. Par conséquent,

P(()““) est un sommet de Q et nous sommes de nouveau dans la situation B;, N Q # (.
Un raisonnement tout a fait identique nous mene a la méme conclusion si nous supposons
Bi, ., .rang = B;, .rang.

Supposons maintenant que B;,_,.rang # B;, .rang et B, , .rang # B; .rang. Nous
allons prouver que B;, NE # () par I'absurde, en supposant B;, C Int (5(Ui;éik Bl>) Comme

{P(()i’"“), P%’”".k} ¢ DP(PQ,B,, ), avec P et Q définis comme dans la condition (III.4.iii), nous

7

aurons {P(()Zk),PE#EZ} §Z 5(Ua¢k73ia), donc B;, §Z 5(Ua¢k73ia). Mais B;, C IIlt(g(Ui;éikBi)>,
par conséquent il existe 19 € {1,...,n} tel que
Bi, 2 €(|J B uBs) =¢( B.)
aFZk a€el
D’un autre coté, si nous notons
Ri, = DP(PH'PI™ B, ) nDP(PLA) P B, ).

nous aurons (conformément aux conditions (II1.4.i) et (II1.4.iii)), Uig i,y iy Pi € Ry,
et aussi, évidemment, Usgr;, 5,18 C Riy

L’ensemble R;, \ B;, a deux composantes connexes,

Ri, = [) DP(AnBi) et RI =R\ (Rj, UBi),
t€[0,1] . . .

ou A¢ est la droite tangente a la courbe B;, en le point By, (P(()”“), Pg“‘“), . ,Pgﬁf;; ; t).

Nous aurons soit Uig (i, _, iy insi)Bi C R;, , soit Usg {in_rin,ing} Bi C Ry, car B est
une courbe simple et donc Uig (i, _, iy inyi)Bis qui est une courbe continue, ne peut pas
"traverser” B, , la séparation entre les deux régions R et R .
yBi C R, , nous aurons 5<Ui¢{ik_1,ik,ik+1}8i> C RL , car

U stk 41 i iR

ng est convexe et, comme B;, ¢ E(Ua;,ngia), nous obtenons tout de suite une contradic-
tion avec I'hypothese B;, C Int(E(Ui;,gikBi)). Il nous reste ainsi Ujg i, _, iy inya )} Bi C RY
Cette région est encore séparée en deux parties connexes par la ligne polygonale P;, , les
deux parties étant reg(P;,,B;,) et R = R} \ (reg(Pik,Bik) U Pik>- Le polygone de
controle de la polycourbe P est pseudo-simple et card K > 1, ce qui implique P ¢ E(P;, ),
d’ott il résulte P Nreg(Pi,, By, ) = 0. Alors Uiggi, i inga 1 Bi C R{ et comme le polygone
P est une courbe fermée nous obtenons immédiatement

Po \ P P, ) Tt (21 73,))

i,

En supposant Ug g, .
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ce qui contredit ’hypothese dans la quelle nous travaillons, k& € K.

Ainsi, 'hypothese B;, C Int (E(Ui;,gik Bl>> nous a menés dans tous les cas a une con-
tradiction, donc elle est fausse et la premiere propriété de la définition de la pertinence
topologique est prouvée.

Pour la deuxieme propriété de cette définition, (II.6.ii), nous allons faire aussi une
preuve par I'absurde. Supposons qu’il existe ¢ € {1,...,n} tel que P; C Int <5<Ua¢i77a>>
et B; ¢ E(Ua;,giBa). La condition P; C Int(E(Ua;,gﬂ?a)) implique ¢« ¢ 7 = {4}, | k € K}.
Des conditions B; ¢ €(UaxiBa) et i ¢ T = {ix | k € K} nous déduisons immédiatement
B ¢ E<Uk€;CBik>. Nous aurons alors soit Biﬂf)(UkE;CBik) = (), soit Biﬂ(S(E(UkE;CBik)) +*
). Dans les deux cas, il doit exister ig € {1,2,...,n} tel que B;, N 5<5<Uk€;cl3ik>> # .
Mais B est une courbe simple, donc il existe k& € K tel que B;,N]R] R;, ., [# 0, ou R} € B,
et Ri,,, € Bi,,, sont deux points tels que la droite R} Ry, ,,
des courbes B;, et Bi,,, et que [R} Ri,,,] C §(E(UrexBi,))-

soit une tangente commune

En utilisant les notations de la premiere partie de cette démonstration, les conditions
(IIT.4.i) et (IIL.4.ii) impliquent P;; C Ry, N Ry, ,, et, suite aux propriétés des courbes de
Bézier, Bi, C Ri, N Ri,,,. Nous aurons alors A =]R} Ry, ,[N(Rs, NRi,,,) # 0. Comme

IR} Ry [NBs, =0 et R} Ry, [NBiy,, =0, nous serons dans un des quatre cas suivants :

(Z) "4 C R;k N R;k+1 (”) "4 C R;k N R;;+1
(iii) ACRL AR, (iv) ACRILARL

Si A CR; ,alors R = Pﬁisz En effet, soit tg € [0, 1] tel que

!/
ik7

Si to €]0, 1[, nous aurons évidemment |R] R;,, [NR] =0, car la courbe B;, est convexe.
Aussi, si tg = 0, alors en posant la condition |R} Ry, ,[NR; # 0 nous imposons un

mauvals ordre entre les points ng et R sur la frontiere de E<Uk€;CBik>. Il reste donc

g1
to = 1, avec la remarque que la droite R} R
en Py, pour avoir |R; R, ,, [NR; # 0.

iny, e doit pas étre tangente a la courbe B;,

‘ alors R = P(()ik“).

ik ik Les cas (1) a (1v) sont

De la méme maniere, si A C R
présentés figure I11.10.
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(i) (iv)

Figure II1.10 Les quatre positions relatives possibles des courbes B, et By, .,

Le cas (¢) nous mene rapidement a une contradiction. En effet, BiOO]P%]jZ P(()ik“)[;é 0

P(lk)

implique P;, N P’ P(()ik“) # (), et comme [P%’j]z P(()ik“)] est, dans ce cas, une aréte du
polygone Q, nous avons obtenu une contradiction.

Les cas (1) et (i17) étant symétriques, nous étudierons uniquement le cas (i7). Il y a
deux situation possibles : soit ig € {ix + 1,... 4541 — 1}, soit 19 € {ig41 + 1,... 0 — 1},
I’ensemble d’indices 7 étant considéré c1rcula1re Supposons io € {ix+1,...,ik41 — 1} et

étudions la position possible de la ligne polygonale Ulktl_i_lp Cette ligne polygonale doit

joindre les points Pgﬁf;; et P(()”H'l) et tous ses sommets, a part P(()”H'l), doivent appartenir a

la région R, ,, car évidemment iryo & {70 +1,..., 2541 — 1}. Cette région est séparée en
. (i) plinsr) (l )
deux par la ligne polygonale P+ P, "+ Pm]::il L
Mipq—
Rik+1 — ﬂ DP (lk+1)P§l+ki|-1)77plk+1>

Mip 1 —

ﬁik{-l = Rik+1 \ < ihi1 U U P(lk+1)P§l+kil_1)]>

Pgik+1) P(lk+1)

et, le polygone P étant pseudo-simple, les deux lignes polygonales, e
k41

_, et

Uzkt;_i_lpl, doivent étre disjointes. Mais, d'un coté, Pﬁn‘j“) € R”H_l,
déja vu pour un cas similaire dans la premiere partie de cette démonstration, et d'un autre

P(lk+1_

Mig 11

COIIlIne 1nous avorils

coté il existe évidemment un voisinage V' du point P(()ik“) 1) tel que

VORI DR ] 20

Mig g =4 Mgy —
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Ainsi, nous avons

tpg1—1
(3 1 1
UP P 0 C R
1=19+1
e pliss 1) e pliss 1)
lk+1_1 lk+1_1 .
Uraei ) Rin #0 (. Uravm ) 1 Rips #0
et par conséquent
ip41—1 My —2
a1 —1 k41 k41
Ul 0 [ P pi £,
1=1p+1 7=1

d’ou la contradiction.
Supposons maintenant que ig € {ig41+1,...,21x — 1}. Soit Pg € B;;N]R] R;, [ tel que

i0—1
( U B; U Bio ]PéiO)Po[> Q]R;k R’ik+1[: ®7

1=tp41+1

ou B;, [plio)p, | est la partie de la courbe B;, comprise entre les points P(()io) et Pg, sans ces
o]

deux-la. Soit

10 1
L= ( ) B:iUBi ]Pé,»())PO[) U PoRi, ] UBi | in

1=tp41+1

Gr41)
] k-|—1 m’k-|—1[

De par sa définition, la courbe L est simple et fermée. En plus, nous pouvons voir facilement
que P( ) reg(L) et Pg#j) ¢ reg( ), et par conséquent Ulktl_HB NL # (. Mais

B est une courbe s1mple donc la relation ci-dessus implique Ulkti_i__iB N]PoRs, . [# 0.
Ainsi, il doit exister i € {1y + 1,... 1541 — 1} tel que By N]PoR;, ,[# 0, done tel que
Bigﬁ ]R;k Riys [#£ 0.

Pour conclure la preuve pour le cas (i1), siig € {ix+1,... 1541 — 1}, alors nous obtenons
une contradiction, et siig € {ig41 +1,...,75 — 1}, alors il existe ¢ € {ix +1,... 9441 — 1}
ayant les propriétés de 7o qui nous menent a une contradiction.

Il est facile a voir que le méme raisonnement peut étre fait aussi si nous nous situons
dans le cas (iv), et ainsi dans ce cas-la également nous obtenons une contradiction.

En conclusion, I'hypothese

il existe ig € {1,...,n} tel que P;, C Int(E( U Bl>> et By, ¢ 5( U Bi>
i#io i#io
nous a menés dans tous les cas a une contradiction, donc elle est fausse et ainsi la deuxieme
propriété de la définition de la pertinence topologique est prouvée et la démonstration de
la proposition est achevée. O

Cette proposition nous permet de concevoir un test d’arrét pour 'algorithme de calcul
de la structure topologique de l’enveloppe convexe de la polycourbe, en vérifiant pour
chaque B-polygone de courbe de Bézier qui participe a 'enveloppe convexe du polygone
de controle de la polycourbe si les conditions (IT1.4.1), (II1.4.i1) et (II1.4.iii) sont satisfaites,
et en subdivisant ce B-polygone si elles ne le sont pas.
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IT1.5.1.2. Pertinence topologique restreinte

Malheureusement, nous ne pouvons pas prouver que 1’algorithme utilisant le test d’arrét
ci-dessus converge. Supposons qu’au pas ¢ la courbe B;, ne satisfait pas la condition
(IT1.4.1), et supposons aussi que la courbe B;, _,
ditions, et doit étre subdivisée. De maniere intuitive, il est facile a voir que le diametre de

ne satisfait elle non plus une des trois con-

I’ensemble de points qui “ont le droit” de se trouver dans le demi-plan DP(Péik)Pgik),Bik)
decroit au fur a mesure que des subdivisions sont appliquées a la courbe B;

in_y, donc il y
aura de plus en plus de chances que des sommets autres que ceux de P;,_, se trouvent
dans ce demi-plan.

Comme nous ne sommes pas arrivés a trouver une condition d’arrét nous permettant
de prouver en meéme temps la pertinence topologique de E(P) pour £(B) au moment ou
cette condition est satisfaite et la convergence de l'algorithme utilisant cette condition,
nous nous sommes vus contraints de restreindre la notion de pertinence topologique pour
pouvoir donner un algorithme de calcul de la structure topologique de ’enveloppe convexe
de la polycourbe.

Définition IIL.5. — Soit B = U, B; une polycourbe de Bézier sans tangence intérieure
de polygone de controéle pseudo- simple P = Ui, Pi. Pour une courbe de Bézier B; de la
composition de la polycourbe, soit B; Uunion des toutes les courbes B; qui proviennent,
par subdivision, de la méme courbe initiale que B; ;B = UB rang=B; rangB De la méme
maniére nous définissons, pour un 1 € {1,. n} donné, la ligne polygonale P;. Nous
dirons que ’enveloppe convexe du polygone de controle P est topologiqguement pertinente
au sens restreint pour ’enveloppe convexe de la polycourbe si les deuxr conditions suivantes
sont satisfaites :

(IL54) PN Q# 0= B;NE#D ;

(I11.5.11) ﬁl C Int <5<NUN 7/5]>> — gz - 5<NUN g])
B; 2B;

B; #B;
pour tout 1 € {1,2,...,nﬁ>.

Evidemment la pertinence topologique implique la pertinence topologique au sens re-
streint et la réciproque n’est pas vraie (figure III.11 : pour la structure courante de la
polycourbe figure (b), la ligne support des polygones 771 P et 773 Py U 774 UPs U Ps
“touche” P; en un sommet de Py, tandis que la ligne support des courbes By = By et
83 = B3 U B4 UBs U Bg “touche” B3 en un point de B3z ; pour une meilleure visibilité, le
polygone P3 n’a pas été représenté). Nous remarquons aussi que la notion de pertinence
topologique au sens restreint n’est pas intrinseque, car pour une polycourbe donnée il y
a plusieurs ”structures initiales” possibles. Toutefois, ceci n’est pas génant pour notre
algorithme, qui considere comme structure initiale de la polycourbe celle lue a 'entrée du
programme, une polycourbe donnée ayant ainsi une unique structure initiale.
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Figure I11.11 (a) Structure initiale de la polycourbe ; (b) E(P) est topologiquement perti-
nente au sens restreint pour E(B) sans étre topologiquement pertinente, car
la condition (I11.5.i1) est satisfaite et (I11.6.i1) ne ’est pas pour i = 3.

Nous pouvons maintenant énoncer un lemme donnant une condition suffisante pour la
pertinence topologique restreinte de I’enveloppe convexe du polygone de controle pour celle
de la polycourbe :

Lemme II1.6. — En utilisant les mémes notations, si pour tout k € K les trois conditions
sutvantes sont satisfaites, alors l’enveloppe conveze du polygone de contréle E(P) est topo-
logiquement pertinente auw sens restreint pour [’enveloppe conveze de la polycourbe E(B) :

I11.6.1) s2 P est un sommet de P tel que P ¢ DP P(ik)P(ik),Bi , alors P est un sommet
0 1 k
de ﬁik—l ;
I11.6.11) st P est un sommet de P tel que P ¢ DP P(““,)_ P%‘;),Bi , alors P est un
mi, 1 k k
sommet de 731‘,{4_1 ;
II1.6.111) s7 B;, ,.ran B, .rang et B, .. .ran B, .rang, alors
( x—1-Tang # Bi, .rang et Bi,,, rang # Bi, rang,
Bik N plk Q—L DP(PQ,B%_J,
ot P est un sommet de P;, _,
soit une aréte du polygone frontiére de 5<Ua;ék73ia>-

et Q un sommet de Py, ., tels que le segment [PQ)]

Preuve — La démonstration de ce lemme est en tout point semblable a celle de la propo-
sition II1.4, les modifications des conditions(II1.4.i), (III.4.ii) et (III.4.iii) correspondant a
la différence entre la pertinence topologique et la pertinence topologique restreinte. Pour
prouver la propriété (II1.5.1) de la définition de la pertinence topologique restreinte (qui
est la méme que (I1.6.1)), nous utilisons la convexité du polygone 73% pour démontrer que
{Pélk),P%'jZ} 4 DP(PQ,Bik_1>, avec l'observation que si deux sommets de 73% appar-
tiennent au demi-plan DP,, (PQ,Bik_1>, alors tous les sommets de 73% qui sont "entre”
les deux premiers appartiendront eux aussi a ce demi-plan (cette propriété résulte de la
convexité du polygone ﬁik, corroborée avec la position que glk doit avoir par rapport a
la droite PQ). La preuve pour la deuxieme propriété de la définition de la pertinence
topologique restreinte, (II1.5.i1), ne présente pas d’aspect nouveau par rapport a celle faite
pour la deuxieme propriété de la pertinence topologique, (I1.6.ii). O

Remarque. Les conditions (I11.4.iii) et (II1.6.iii) sont en fait équivalentes. Il est évident
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que (III.4.ii) implique (II1.6.iii). Pour I'implication inverse, nous utilisons la remarque,
faite dans 'esquisse de preuve ci-dessus, que si deux sommets de P;, appartiennent au
demi-plan DP,, (PQ,Bik_1>, alors tous les sommets de P;, qui sont "entre” les deux pre-

miers appartiendront eux aussi a ce demi-plan. Le polygone P;, a forcément un sommet
dans le demi-plan DPOP<PQ,Bik_1>, soit S; ce sommet. De par la condition (IIL.6.iii),

il existe un sommet de P;, qui est en méme temps un point de glk se trouvant dans le
demi-plan cité, et soit Sy ce sommet. Si Sy est un sommet de P;, , il ne peut étre que P(()”“)
ou Pﬁisz et la preuve est finie. S’il n’est pas un sommet de P;,, alors tous les sommets

de P;, situés entre S; et Sy se trouvent dans le demi-plan DP,, (PQ,Bik_1>, et parmi ces
sommets il doit y avoir aussi une des extrémités de P;, .

Pour pouvoir utiliser les conditions (II1.6.1), (II1.6.ii) et (II1.6.iii) pour la conception d’un
test d’arrét pour notre algorithme, il nous reste a prouver la convergence de 1’algorithme
qui utilise ce test d’arrét. Nous devons donc prouver qu’apres un nombre fini d’itérations
les conditions (II1.6.1), (II1.6.ii) et (II1.6.iii) sont satisfaites par le polygone de controle de
la polycourbe.

IT1.5.1.3. Dégénérescence

Malheureusement, ’affirmation ci-dessus n’est toujours pas vraie, a cause de ’existence
des cas décrits par la définition suivante :

Définition I11.7. — Soit B = U, B; une polycourbe de Bézier et soit £ la courbe frontiére
de son enveloppe convexze. Nous dirons que la polycourbe est dégénérée (ou qu’elle présente
une dégénéréscence, ou encore que nous avons un cas dégénéré) s’il eviste 1 < j < k €
{1,2,...,n} tels que les courbes B;, B; et By admettent une tangente commune A;j; et

que [PQ] C& ouP= Aijk NB; et Q= Aijk N By.

Nous pouvons voir immédiatement que si une polycourbe est dégénérée, alors aucune des
trois conditions ne sera satisfaite, au moins que les parametres donnant, respectivement,
les points de tangence de cette tangente commune sur chacune des courbes de Bézier
concernées soient tous de la forme o /2%, avec a € {0,1,...,2%}. Dans ce dernier cas,
apres v = max{ [} itérations tous ces points de tangence sont retrouvés sur leurs courbes
respectives comme étant extrémité d'une (ou deux si o ¢ {0,2°}) des courbes obtenues

par subdivision, et les droites P(()ik)Pgik) respectives seront confondues, et aussi les droites

PE#:Z ng) (figure II1.12).

r—1

Figure 111.12
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IT1.5.1.4. Dégénérescence a e-pres

Si nous avons un cas dégénéré, il est tres rare que les points de tangence de la tangente
commune aux courbes impliquées soient tous de la forme donnée ci-dessus, et méme quand
ils le sont, le nombre d’itérations nécessaires pour les retrouver peut étre trop élevé. Par
conséquent, nous introduisons une nouvelle notion :

Définition IIL.8. — Soit B = U B; une polycourbe de Bézier et ¢ un réel non-négatif.
Nous dirons que B présente une dégénérescence a e prés s'il existe 1 < j < k € {1,2,...,n}
tels que B;NE £ 0, BrNE # D et que 'ensemble B; NB(PQ,e) soit un ensemble non vide
et conneze, ot P € B; et Q € By, sont tels que la droite PQ soit la tangente commune des
courbes B; et By qui réalise 'enveloppe conveze droite de ces deux courbes, et

B(PQ,s) = {M € R* | d(M,PQ) < ¢}

La figure II1.13 illustre cette définition.

By,

Figure I11.13 B; N B(PQ,¢) est non-vide et conneze.

Conformement a la définition, pour ¢ suffisament grand toute polycourbe sera dégénérée
a ¢ pres, mais bien str nous allons nous intéresser uniquement aux polycourbes étant
dégénérées a ¢ pres pour ¢ suffisament petit. Dans cette définition, la courbe B; peut
participer ou pas a la frontiere de ’enveloppe convexe de la polycourbe, et il est facile a
voir que pour ¢ = 0 nous retrouvons la définition de la dégénéréscence.

Nous allons étudier le cas ol apres ¢ itérations une des conditions (II1.6.1), (II1.6.ii) ou
(IT1.6.1i1) n’est pas satisfaite, en trouvant des estimations pour le £ pour lequel la polycourbe
est dégénérée a ¢ pres. Un role important dans ces estimations est joué par I'angle entre les
deux tangentes aux extrémités des courbes des Bézier qui sont concernées par la condition
n’étant pas satisfaite, nous devons donc commencer par évaluer la valeur de cet angle apres
¢ subdivisions d’une courbe de Bézier.

Soit By une courbe de Bézier de B-polygone Py = P,P;...P,,. L’angle 6y entre les
deux tangentes aux extrémités de cette courbe est donné par

Alqu

_ B,(Po,...,Pmit) x B (Po,..., Ppyst)
1B, (Pos .., Prs ) ||

90 = angle(P1 — Po, Pm — Pm—l) =

Y

k(1) vt € [0,1]

est la courbure de la courbe de Bézier. Une courbe obtenue a partir de By apres ¢ subdi-
visions sera de la forme B,,(Po,...,Pun;[5/25 (5 + 1)/2Y]), avec 5 € {0,1,...,2° — 1}, et
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. . ) 7 M 7
ainsi ’angle entre les tangentes en ses extrémités sera

it1 it1
7 Y3
/ Kardt
i
ol

/ O k(h)dt

g

ol

ol Ky = maXepo,1] #(t). Nous pouvons faire cette majoration, car une courbe de Bézier
ne pouvant pas étre un cercle la courbure ne peut pas étre constante. Cette majoration
est d’autant plus grossiere que la forme du B-polygone Py est irréguliere, en comprenant
par la que le rapport entre sa plus grande et sa plus petite aréte est grand ou qu’il existe
un ou plusieurs sommets de ce polygone pour lesquels I'angle intérieur est petit. Ce type
d’irrégularité du B-polygone impliquera une forte variation de la courbure pour ¢ allant de 0
a 1, et par conséquent la majoration de la courbure par son maximum faite dans la rélation
ci-dessus sera assez bonne pour certaines valeurs de j et tres grossiere pour d’autres. Nous
n’avons pas pu établir une évaluation précise de ks en fonction du polygone Py, ni une

1
bej = < 227|/<M| ,

meilleure majoration pour 'angle 6,;, mais la majoration donnée nous fournit une bonne
idée du comportement de cet angle quand ¢ varie (donc quand le nombre de subdivisions
varie).

Supposons maintenant qu’apres ( itérations la condition (II1.6.1) n’est pas satisfaite,

et soit k € Kget 1 € T\ Zy—1, 7 € {0,1,...,m;} tels que Pgi) ¢ DP(Péik)Pgik),Bik),
ouw Ir_y = {h € T | B = gik—l}‘ Il est facile a voir que le point Pgi) doit ap-

partenir a DPop(Péik)Pgik),Bik) N DP(P%; _1P%§Z,Bik), car s’il appartient a la région

DPop(Péik)Pgik),Bik) N DPOP(P%Q —1P£7§]?,1 ,B;, ) nous obtenons une contradiction avec k €

Ko. Le point P;f::)_i_éik_l, le dernier des sommets de P;,_, qui est un sommet de Q, doit

se trouver lui aussi dans la région DPop(Péik)Pgik),Bik) N DP(P%; —1ng?§2 ,B;, ), de par la

définition du polygone Q. D’un autre coté, toute droite tangente a la courbe B;, aura la

pente comprise entre la pente de P(()ik)Pgik) et celle de Pfjfji _1 Pg#f; De ces trois dernieres

, . , . ?
remarques nous pouvons déduire que l'angle formé par la droite Pj; Pg) et R} _ Ry, la
tangente commune des courbes B;, | et B;,, sera inférieur a 6;, .

Soit A la parallele a R} _ R;, passant par Pj, . Alors

tp—1 0 1r—1" "k 1k 9

AP R}, | Ry) < APV A)+d(AR], | Ry,) < d(P,, PY)sing;, +8(P;,. [P P

ot §%(P;,, [P(()Zk)PE#j;]) représente évidemment un majorant pour la distance de Haus-

dorff 6%(B,,,P;i.), qui & son tour majore d(A,R: R;,). La majoration d(P;i),A) <

ih—1
d(Py, , P;l)) sin @;, peut étre faite grace au fait que l'angle 6;, est compris entre 0 et 7 /4
pour { suffisament grand, intervalle sur lequel la fonction sin est croissante.

Considérons maintenant

ey = inf{e > 0| B(R, R, ,e) N B; est non — vide et connexe}

1e_1
Nous avons deux possibilités pour les positions relatives de la courbe B; et la droite
R Ry. SiB;NR, R; =0, alors eyr = d(B;, R, R;,), car suite a la convexité

p—1 p—1 te—1
de la courbe B; I'ensemble B(R;, _ R;,,¢) N B; ne peut pas étre non-connexe, mais peut

étre vide. Si B; MR} _ R, # 0, alors ens = 6" (B; N DP,,(R] _ Ri,,B:,),R; _ Ri,), dans

ce cas ’ensemble ci-dessus pouvant étre non-connexe, mais pas vide. Dans tous les cas,
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nous avons la majoration

e < APV R, Ryy) + 0M (B, P < APV R, Ry, + 0% (P, [PEPY))

1p—1- "t tk—1
Ainsi, pour € > 0 donné, si
(P, PY7)sin by, + 8" (Py,, [PG PO + 61 (P, [PEIP)]) <

et la condition (II1.6.1) n’est pas satisfaite, alors nous pouvons conclure que la polycourbe
est dégénérée a ¢ pres.

Le raisonnement est tout a fait symétrique si nous supposons qu’apres ¢ itérations la
condition (II1.6.ii) n’est pas satisfaite. Si nous supposons que c’est la condition (III.6.iii)
qui n’est pas satisfaite pour k € Ky, la majoration voulue est encore plus simple :

e < 8By, Pi) + 8P [PU ), PO g (PU ), PUE)[PQ))

L T T L T T
< (PSP Py ) + 31 (P [P, 1P§j:3>]> +5H<[P§j: Yo, PIULPQ)
ou les points P et () sont définis, de la méme maniere que précédemment, comme étant
les points de B;,_,
de ces deux courbes qui réalise leur enveloppe convexe droite. Pour nous assurer de la
dégénérescence a ¢ pres de la polycourbe dans ce cas, il nous suffit donc d’imposer la

majoration du membre droit de cette inégalité par c.

et respectivement B;, , tels que PQ soit la droite d’appui commune

Toutes ces majorations dépendent directement de la structure de la polycourbe apres
0 itérations, et nous ne pouvons pas les utiliser pour déduire combien d’itérations seront
nécessaires pour pouvoir conclure, si une des conditions (II1.6.i), (II1.6.ii) ou (III.6.iii)
n’est pas satisfaite, que la polycourbe est dégénérée a ¢ pres, pour un ¢ donné. Aussi,
si la polycourbe est "en position générale”, la forme des conditions (II1.6.1), (II1.6.ii) et
(IT1.6.iii) ne nous permet pas d’évaluer le nombre d’itérations nécessaires pour que ces
trois conditions soient satisfaites. Par conséquent, le cout de notre algorithme dépendra
des résultats obtenus et nous pourrons avoir des cofits tres différents pour le traitement de
deux polycourbes impliquant des données de la méme taille, mais ayant des "facteurs de
forme” différents.

II1.5.1.5. “Localisation” des conditions (II1.6.1) et (IIL.6.ii)

Nous voyons facilement que la condition (III.6.iii) est "locale”, elle implique unique-

ment les polygones Pi,_,, Pi, et sz+1, tandis que les conditions (II1.6.1) et (III.6.ii) sont
“globales”, elles impliquent tous les B-polygones des courbes composant la polycourbe.
Le résultat suivant nous dit que ces deux conditions peuvent elles aussi étre exprimées de
maniere locale.

Lemme II1.9. — S les trows conditions suivantes sont satisfaites pout tout k € K, alors
l'enveloppe convexe du polygone de controle est topologiquement pertinente au sens restreint
pour l’enveloppe convexe de la polycourbe :

(I11.9.1) su le point P est un sommet de UZ _|_17Di U Pi._, qui se trouve dans le demsi-

T —

plan DP(Pélk)Pglk),Bik>, alors P est un sommet de 72‘,{_1 ;
(I11.9.i1) si le po?'nt P esf un sommet de Uz]:;_i__ipl UPiy 4o qui se trouve dans le demi-plan
DP(P%’?; _IP%’";; ,Bik>; alors P est un sommet de P;

k41 ;
(T11.9.i1i) s1 B,

tk—1

-rang # B;, .rang et B;,,,.rang # B;, .rang, alors
gik N ,jslk Q—L DP(PQ,B%_J,

106



ou P est un sommet de Py, _, et Q un sommet de Py, ., tels que le segment [PQ)]
soit une aréte du polygone frontiére de 5<Ua;ék73ia>-

Figure I11.14

Il est évident que la condition (III.6.i) implique la condition (II1.9.i), et la méme rélation
existe entre (II1.6.i1) et (II1.9.ii). La réciproque n’est pas vraie, la figure II1.14 présente
un cas ou la condition (II1.9.1) est satisfaite et (III.6.i) pas. La condition (III.9.iii) est
identique a (II1.6.iii) qui, comme nous avons vu, est équivalente a (II1.4.iii).

Preuve du lemme — Nous commencerons cette démonstration par la preuve de la con-
dition (IIL.5.ii), deuxiéme de la définition de la pertinence topologique restreinte, preuve
qui sera faite par 'absurd. Supposons donc qu’il existe ¢ € {1,2,...,n} tel que P; C
Int <E(Ua¢i77a))> et B; ¢ <E(Ua¢i8a))>. Comme nous avons déja vu dans la démonstra-
tion de la proposition II1.4, et en utilisant les mémes notations, il existe alors k& € K
et ig € {1,2,...,n} tels que B;, N [R} Ry.,,] # 0. Siio € {ix +1,... 0041 — 1}, le
raisonnement a faire pour 'obtention d’une contradiction est identique au celui fait dans
la preuve de la proposition II1.4, nous devons seulement remplacer la région R;, par

DP(PL:) P | B, )DP(PYY,, PU) B, ) (ot les points PY™, et P;:::l) sont iden-

Jig Hip ™ Jig g i 41
par DP(P*+P{+0) B, )

DP(P;::)_H% P;:::?,Bik ). Nous avons aussi vu comment ig € {ip41+1,...,0%—1} implique
Pexistence d'un indice i € {ix +1,...,ik41 — 1} tel que By N [R{ Ry, ] # 0, en menant
ainsi & une contradiction, et en conclusion la propriété (II1.5.i1) est vérifiée.

Pour la propriété (II1.5.1), la démonstration sera aussi faite par I’absurd. En supposant
qu’il existe k € K tel que B;, NE = 0 (car U'existence d'uni € {1,2,...,n} tel que P,NQ #
entraine l'existence d'un k € K tel que ¢ = i), nous montrons qu’il existe 1o € {1,2,...,n}
tel que B;, ¢ 5<Uk€ICBik> comme nous 'avons fait pour la preuve de la proposition 111.4,
la seule propriété utilisée étant ’équivalence de (II1.9.iii) a (III.4.iii). Nous avons déja
prouvé que ceci impliquera lexistence d'un indice ¢ € {1,2,...,n} et d’un autre indice
k € K tels que B;N|R; R, [
deuxieme propriété de la définition de la pertinence topologique au sens restreint, a une
contradiction. Ainsi, I’hypothese faite est fausse et la premiere condition de la définition
ITL.5 est elle aussi vérifiée. O

tifiés par la définition du polygone Q) et la région R

ik+1 ik+1)

# ), relation qui a mené, dans la preuve ci-dessus pour la

I11.5.2. Présentation des algorithmes

Dans cette sous-section, nous décrivons deux algorithmes de calcul de la structure
topologique de l'enveloppe convexe d'une polycourbe. Ils représentent deux approches
légérement différentes du probleme, leurs complexités et précisions respectives offrant le
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choix en fonction des ressources de I'ordinateur sur lequel une implémentation est envisagée
et des résultats attendus.

IT1.5.2.1. Structures de données spécifiques

Pour exprimer la structure topologique de 'enveloppe convexe que nous aurons calculée,
nous avons besoin d’une nouvelle classe, car nous ne nous contenterons pas de fournir
I’ensemble Z de la définition I1.4, mais essayerons de donner plus de précisions sur la courbe
&, frontiere de 'enveloppe convexe de la polycourbe. & est formée par une union d’objets
de deux types, d'un coté des parties des courbes de Bézier composant la polycourbe, et de
I'autre coté des segments reliant ces parties de courbe. Un tel segment appartient a une
droite d’appui commune des courbes dont les parties sont jointes par lui, droite d’appui
qui réalise 'enveloppe convexe droite de ces deux courbes.

Nous voulons coder les deux types de composantes de la courbe £ par un seul type de
données, les comp_ec, et pour ce faire nous avons besoin d’introduire I’identificateur_
point. Un objet de ce type donne une localisation d’un point d’une des courbes de Bézier
composant la polycourbe, par un pointeur a la courbe dans la structure de la polycourbe
et un intervalle de parametres tel que le parametre correspondant, par la paramétrisation
de Bézier, au point soit compris dans cet intervalle. Il aura donc les champs :

— courbe : un pointeur a une courbe de Bézier ;
— intervalle : une paire de réels.

Remarque. Nous nous référons ici a la structure initiale de la polycourbe, car nous avons
vu qu’un polygone de controle dont ’enveloppe convexe soit topologiquement pertinente
pour celle de la polycourbe ne peut pas étre toujours obtenu et nous cherchons donc un
polygone de controle satisfaisant les conditions de pertinence topologique au sens restreint.

Une comp_ec sera ainsi un objet ayant deux champs, début et fin, chacun étant un
identificateur_point. Soit A un comp_ec ; si *(.A.début.courbe) =*(A.fin.courbe),
alors A est un morceau d’une des courbes de Bézier de la composition de la polycourbe
(celle identifiée par A.début.courbe), et si ces deux valeurs sont différentes, alors A sera
un segment de bitangente.

Avec ces définitions, une env_conv_topologique est une classe qui hérite la classe
méta_polygone<comp_ec>, ayant, en plus des champs taille et éléments, les trois champs
suivants :

— dégénérescence : une chaine de caracteres, qui sera "non” si l'algorithme a trouvé
un polygone de controle de la polycourbe tel que les conditions (II1.9.1), (II1.9.ii) et
(IT1.9.iii) soient satisfaites, et "oui” dans le cas contraire ;

— epsilon : un réel, qui sera -1 si dégénérescence="non”. Si dégénérescence="oui’,
nous pouvons trouver, comme il a été montré dans le paragraphe II11.5.1.3, un ¢ minimal
pour lequel la polycourbe est dégénérée a ¢ pres, et ce champ contiendra la valeur de ¢ ;

— localisation : une liste de listes d’entiers. Si dégénérescence="non”, cette liste
de listes contiendra une seule liste, contenant a son tour un seul entier égal a 0. Si
dégénérescence="oui”, chaque liste d’entiers contiendra les champs rang des courbes
de Bézier de la composition actuelle de la polycourbe qui sont susceptibles d’avoir (a
epsilon pres) une tangente commune, et la liste de listes contiendra autant de listes
d’entiers que 'algorithme a trouvé “d’endroits” sur la polycourbe ot une (ou plusieurs)
des conditions (II1.9.i), (II1.9.ii) et (II1.9.iii) n’est (ne sont) pas satisfaite(s).

108



Nous remarquons qu’'un identificateur_point peut ne pas définir de facon unique un
point de la courbe concernée, si intervalle n’est pas réduit a un seul point (généralement,
il ne le sera pas), mais un comp_ec est pourtant défini de fagon unique par les objets qui
I'encadrent dans la liste é1éments de l’env_conv_topologique a laquelle il appartient. Les
intervalles début.intervalle et fin.intervalle donnent éventuellement des informa-
tions supplémentaires, dans le cas le pire tous les deux étant égals a [0, 1]. Dans ce cas, tout
ce que nous saurons est que pour un comp_ec A avec *(A.début.courbe)= *(A.fin.courbe)
le parametre correspondant a 'extrémité initiale de A, codée par A.début, est inférieur
ou égal au parametre correspondant a l'extrémité finale de A, codée par A.fin.

En utilisant ces types de données, il est évident que la liste ect sera redondante. En
effet, pour tout i allant de 0 & taille—1, nous avons

env_conv_topologique[i].fin = env_conv_topologique[i 4 1].début
Nous gardons cette redondance, car il est utile d’avoir la description de chaque élément
composant la frontiere de I'enveloppe convexe de la polycourbe.

I11.5.2.2. Schémas des algorithmes

Tous les types de données nécessaires a nos algorithmes étant définis, nous pouvons
maintenant donner leurs structures respectives :

1. Enveloppe_convexe_topologique_1(polycourbe B, réel ¢,
env_conv_topologique TE)

2. liste_courbes I

3. tableau_pointeurs J

4. entier M

d. entier 1 =0

6. begin

7. lecture_données(B)

8. enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,I)
9. pertinence_topologique_r(B,I,J)

10. tant que J£ D eti < M

11. begin

12. subdivision(B,J)

13. 1=1+1

14. enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,I)
15. pertinence_topologique_r(B,I,J)
16. end

17. sii>M

18. calcul_epsilon(B,J,)

19. sinon

20. e=-1

21. écriture_resultats(B,I,7&,)

22. end

Avec ’algorithme présenté ici, nous fixons le nombre maximal d’itérations, M, et si apres
M itérations le test d’arrét (que nous détaillerons) n’est pas satisfait, nous considérons
que la polycourbe est dégénérée a e pres, pour une valeur de ¢ que nous calculons, en

109



utilisant des formules qui seront présentées plus loin. Le nombre d’itérations permis sera
choisi en fonction de la machine sur laquelle 'implémentation est faite et des exigences de
I'utilisateur concernant la précision.

Nous présentons aussi une variante de cet algorithme ou ce n’est pas le nombre maximal
d’itérations qui est fixé, mais une valeur maximale pour . Cette variante convient quand
les ressources de 'ordinateur sur lequel 'implémentation est faite ne sont pas trop limitées,
car, comme nous verrons, la complexité de cet algorithme est nettement supérieure a celle
de lalgorithme précédent.

1. Enveloppe_convexe_topologique_2(polycourbe B, réel ¢,
env_conv_topologique TE)

2. liste_courbes I

2. tableau_pointeurs J

3. begin

4. lecture_données(B,s)

d. enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,I)
6. pert_top_r_eps_prés(B,I,e,J)

7. tant que J# ()

8. begin

9. subdivision(B,J)

10. enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,I)
11. pert_top_r_eps_prés(B,I,e,J)

12. end

13. écriture_resultats(B,I,7&,)

14. end

Nous pouvons voir qu’il n’y pratiquement aucune difference entre cet algorithme et celui
qui calcule une approximation a ¢ pres, pour un ¢ donné, de l'enveloppe convexe d’une
polycourbe, a part, bien stur, le test d’arrét.

Les procédures enveloppe_convexe_polygone_contrdle et subdivision sont celles dé-
crites dans la premiere section de ce chapitre. Il nous reste donc a détailler les procédures
pertinence_topologique_r, pert_top_r_eps_preés et calcul_epsilon.

I11.5.2.3. La procédure pertinence_topologique.r

Cette procédure est basée sur les conditions (II1.9.i), (II1.9.ii) et (II1.9.iii). Elle a une
structure tres simple :

1. pertinence_topologique_r(polycourbe B, liste_courbes I,
tableau_pointeurs J)

2. courbe_de Bézier *P = (premier élément de I).ident_courbe

3. begin

4. si non-verifier_en_arridre(B,P, I) ou

non-verifier_en_avant(B,P, I) ou
non-verifier_sur_place(B,P, I)

d. ajouter P a J
6. s1 P ne correspond pas au dernier élément de I
7. faire passer P a 1’élément suivant dans 1l’ensemble I
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8. aller & la ligne 4
9. end

Les procédures verifier_en arriére, verifier_en avant et verifier_sur_place sont
de type booléen. La premiere retournera "oui” si la condition (II1.9.i) est satisfaite par
le polygone *P, pour le pointeur P et ’ensemble I donnés, et "non” dans le cas contraire.
La deuxieme de ces procédures vérifie la condition (II1.9.ii), et enfin la troisieme vérifie
(IT1.9.iii). Si toutes les trois conditions sont satisfaites, alors 'instruction de la ligne 5 n’est
pas exécutée et l'algorithme passe a 1’élément suivant de ’ensemble I, tant que nous ne
sommes pas arrivés au dernier de ses éléments. S’il y a au moins une des trois conditions
qui n’est pas satisfaite, alors le pointeur P est ajouté au tableau J et donc la courbe qu’il
designe sera subdivisée a l'itération suivante.

Regardons maintenant quelle est la complexité de cette procédure. Supposons que la
polycourbe est composée de n courbes de Bézier ayant le degré maximal d. Le polygone
de controle de la polycourbe aura donc au plus nd sommets. Le lemme II1.9 nous dit
que les procédures vérifier_en_arrieére et vérifier_en_avant feront les vérifications de
maniere "locale”. Le cott de la procédure pertinence_topologique.r sera alors O(nd),
car pour chaque sommet P du polygone de controle de la polycourbe il y a deux tests a
faire : si P est un sommet du polygone P;, avec i € {i + 1,...,i341 — 1}, nous vérifions

P e DP(PUPU) B} et PeDPEIPI) B, )
'k

my, —1~ g 9 MUk 41

et s1 P est un sommet du polygone P;, , avec k € K, nous vérifions

P e DP(PE#:,:_QiP(%_Q) Bik_g) et Pe DP(Péik+2)Pgik+2) B )

; —1° Y ?
mi, o,—1 k42
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Figure II1.15

Les conditions (II1.4.i) et (III.4.ii) ne dépendent pas de la structure initiale de la poly-
courbe, les conditions (II1.9.1) et (II1.9.ii) si. Pour illustrer la différence entre ces deux
paires de conditions, considérons la polycourbe de la figure II1.15. Si nous prenons comme
structure initiale de cette polycourbe celle de la figure III.15(a), une seule itération suf-
fira pour que les conditions (II1.9.i), (II1.9.ii) et (II.9.iii) soient satisfaites. Apres cette
itération, la polycourbe aura la structure donnée figure III.15(b). Si nous considérons
cette nouvelle structure comme étant celle initiale de la polycourbe, deux itérations seront
nécessaires pour que les conditions (II1.9.1), (II1.9.ii) et (II1.9.iii) soient vérifiées (figure
II1.15(c) et (d)). En répétant U'opération, onze nouvelles itérations seront cette fois néces-
saires pour obtenir les propriétés voulues, et ce procédé ne converge pas. Ceci nous prouve,
d’un coté, 'importance de ce que 'algorithme va considérer ”la structure initiale” d’une
polycourbe donnée, et, d’'un autre coté, le fait qu'un algorithme dont le test d’arrét serait
basé sur les conditions (II1.4.1), (II1.4.ii) et (IIL.4.iii) ne converge pas (dans ce cas), car la
suite d’opérations décrite ci-dessus simule un tel algorithme.

I11.5.2.4. La procédure calcul_epsilon

Cette procédure donne une valeur g telle que la polycourbe soit dégénérée a eg pres s’il
y a au moins une des conditions (II1.9.1), (II1.9.ii) et (IIL.9.iii) qui n’est pas satisfaite. g
n’est pas la valeur minimale des € pour laquelle la polycourbe est dégénérée a ¢ pres, car
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cette valeur minimale ne peut étre calculée uniquement a 1’aide du polygone de controle.
Supposons que la condition qui n’est pas vérifiée est (II1.9.1) et soit k& € K et i €
{1,2,...,n}, 7 €{0,1,...,m;} tels que
P ¢ DP(P(*'P"). B, )
ou ¢ est un indice tel que cette relation contredise la condition (II1.9.i). Par conséquent,
B;.rang # B;,_,.rang et nous distinguons deux cas : ¢ € {11+ 1,...,ix— 1} oui = ix_s.
Sii € {ig—1+1,...,ix—1}, nous aurons besoin, pour calculer ¢y, de connaitre la distance
de Hausdorff entre les courbes B;, , B, _, et B; et leurs polygones de controle respectifs, dis-
tances pour lesquelles nous utiliserons respectivement les majorants 6% (P;, , [P(()ik)P%'j: D,
S (P, [Péik_l)P(ik_l)]) et 61 (P;, [Péi)P%)i]), comme nous 'avons déja fait dans la sec-

My 4
tion II1.4. L’autre valeur nécessaire au calcul de g est la distance du point sz) a la droite

Vg — ? . ’
P;,k 1)_1_[ Pg,’"“). Une fois ces valeurs calculées, nous poserons
'k—1 'k—1 'k

co = max{d"(Py, [PgVP )+ (P U POV,

Jig_q Hlip_, 7 Jip

max {8 (P, , [PS* P ]) 61 (P,,_, [PS*- Pl )})

Mig_4

P(@k) P(ik—l)

]'Lk jzk—1+£’k—1 (@k)

P(ik—l)

. (i) ;
C Ju Pj Jig_qyTip 4

(b)

Figure I11.16 Les deuz positions possibles de la courbe B; par rapport a la droite R;, _ Ry,

Nous pouvons voir sur la figure II1.16 que ¢¢ est un majorant assez grossier pour le plus
petit ¢ pour lequel la polycourbe est dégénérée a ¢ pres, mais une meilleure évaluation
n’a pas pu étre obtenue, car nous ne savons pas dans lequel des deux cas de la figure se
trouvent les trois courbes.

Sit = 1ip_2o, &g dependra de trois valeurs : la distance de Hausdorff entre la courbe B; et

son polygone de contréle, que nous majorerons toujours par 61 (P, [Péi)P%)i]), la distance

du point Pgi) a la droite P(<Z:k_1) , PU) ot la distance de ce point a la droite pliplic)
Jig_q +£’k—1 Jiy, 0 1

En connaissant ces valeurs, nous définissons g par

so = max{d" (P, [P{'P]) + AP P pi) el Pl i)y
Dans ce cas aussi, deux positions de la courbe B; par rapport & la droite R; _ R;, sont
possibles, ce qui nous oblige a considérer une majoration grossiere de la valeur minimale
des ¢ pour lesquels la polycourbe est dégénérée a e pres.

Les calculs a faire s’il existe k € K tel que la condition (II1.9.ii) ne soit pas satisfaite

par la courbe B;, sont symétriques et nous ne les détaillerons plus. Supposons qu’il existe
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kE € K tel que B;, ne satisfasse pas la condition (II1.9.iii). Dans ce cas, nous utilisons
2o = 8Py, [PPLE)))

car siBs, NA;,_ 4., = 0 (engendrant ainsi une incohérence entre la structure de I’enveloppe
convexe de la polycourbe et celle de I'enveloppe convexe du polygone de controle), alors cet
in_vings ). Ladroite A; _ 5, . est la tangente
et B;,_, qui réalise l'enveloppe droite de ces deux courbes.

g0 est un majorant pour la distance 6% (B;, , A
commune des courbes B;, _,

Nous ne donnons pas le schéma de la procédure calcul _epsilon, car elle ne contient pas
autre chose que les calculs décrits ci-dessus. Il est facile a voir que la complexité d’un tel

calcul est O(d), d étant le degré maximal des courbes de Bézier composant la polycourbe.
I11.5.2.5. La procédure pert_top_r_eps_pres

La structure de cette procédure est la suivante :

1. pert_top_r_eps_pré&s(polycourbe B, réel ¢, liste_courbes I,
tableau_pointers J)

2 courbe_de Bézier *P = (premier élément de I).ident_courbe
3 begin

4. si non-verifier_en arriere(B,P,I)

5. si maj_epsilon_1(P,I, B)>¢

6 begin

7 ajouter P a J

8. aller & la ligne 22

9. end

10. si non-verifier_en_avant(B,P,I)

11. si maj_epsilon_2(P, I,B)>¢

12. begin

13. ajouter P a J

14. aller a la ligne 22

15. end

16. si non-verifier_sur_place(B,P,I)

17. si maj_epsilon_3(P, I,B)>¢

18. begin

19. ajouter P a J

20. aller & la ligne 22

21. end

22. si P ne correspond pas au dernier élément de I
23. begin

24. faire passer P a 1’élément suivant dans 1’ensemble I
25. aller & la ligne 4

26. end

27. end

Nous remarquons que cette procédure est, structurellement, assez différente de perti-
nence_topologique_r, mais le principe est le méme. Les procédures verifier_en_arri-
&re, verifier_en_avant et verifier_sur _place sont celles appelées aussi par perti-
nence_topologique_r. La procédure maj_epsilon_1 calcule, en utilisant la formule don-
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née dans le paragraphe précédent, la valeur de ¢g, en sachant que la courbe B; ne satisfait
pas la condition (II1.9.i), car verifier_en_arri&re a retourné, pour cet indice, "non”.
De la méme maniere, maj_epsilon_2 calcule la valeur de ¢9 quand la courbe B; ne satis-
fait pas la condition (II1.9.ii) et maj_epsilon_3 donne la valeur de ¢o quand B; ne vérifie
pas la condition (II1.9.iii). Si une des conditions (II1.9.i), (II1.9.ii) et (III.9.iii) n’est pas
satisfaite et en plus le ¢¢ correspondant a cette condition est supérieur ou égal a ¢, la
courbe B; doit étre subdivisée, car ’enveloppe convexe du polygone de controle peut ne
pas étre topologiquement pertinente pour celle de la polycourbe, a cause de la condition
non vérifiée, et la polycourbe peut ne pas étre dégénérée a ¢ pres, car g calculé n’est pas
inférieur a .

Les procédures maj_epsilon_i, pour i € {1,2,3}, ont chacune la complexité O(d).
Nous pouvons remarquer que si, pour k& € K donné, il existe plusieurs sommets sz)
tels que la condition (II1.9.1) soit contredite, nous obtenons une valeur de ¢g pour cha-
cun de ces sommets. Ces valeurs ne sont généralement pas égales, mais elles sont toutes
des majorations pour le minimum de ’ensemble des ¢ pour lesquels la polycourbe est
dégénérée a ¢ pres. Notre procédure devrait chercher la plus petite valeur de g, pour
réduire le nombre d’itérations a faire dans Enveloppe_convexe_topologique_1 et En-
veloppe_convexe_topologique_2, mais a cause du colt que cette opération impliquerait
pour les procédures de calcul de ¢ il est plus pratique de prendre la valeur donnée par un
tel sommet sz) quelconque. Nous voyons tout de suite qu’en utilisant cette méthode de
calcul, la procédure pert_top_r_eps_prés a la méme complexité que la procédure perti-
nence_topologique_r, donc O(nd).

I11.5.2.6. Le cout des procédures Enveloppe_convexe_topologique_i, i=1,2

Pour calculer la complexité de la procédure Enveloppe_convexe_topologique_1, il faut
sommer les colits des procédures enveloppe_convexe_polygone_contrdle (ligne 7), per-
tinence_topologique (ligne 8), calcul_epsilon (ligne 17) et du cycle des lignes 9-15.
Mais nous remarquons que cette procédure a exactement la méme structure que En-
veloppe_convexe_approchée, a part les lignes 16-19, et qu’en plus les procédures ap-
pelées sont elles aussi les mémes. La seule exception est constituée par la procédure
dist_inf_eps appelée dans Enveloppe_convexe_approchée, qui est ici remplacée par per-
tinence_topologique_r. Mais comme ces deux procédures ont la méme complexité, cette
‘substitution’ n’affecte pas le cout total du programme. Le colit qui nous intéresse sera,
en utilisant les notation du sous-chapitre précédent, O(nodzM(M + 1)), auquel il faut
ajouter le cotit de calcul_epsilon. Nous avons vu que le coit du caleul d'un g est O(d)
et, pour des raisons déja mentionnées, nous aurons au plus 6ng valeurs de ¢ a calculer
(au plus 3 valeurs, correspondant chacune a la non-vérification d’une des conditions du
lemme II1.9, pour chaque courbe de Bézier dont l'indice se trouve dans ’ensemble 7, dont
le cardinal est au plus 2ng) et il faudra apres calculer le maximum de toutes ces valeurs, et
par conséquent la procédure calcul_epsilon colitera, dans le cas le pire, O(nod). Ainsi,
la complexité totale de Enveloppe_convexe_topologique_1 est O(nodzM(M + 1))

Le méme raisonement peut se faire pour le calcul de la complexité de Enveloppe_con-
vexe_topologique_2, qui sera exactement la méme que celle de Enveloppe_convexe_ap-
prochée, car pert_top_r_eps_preés a le méme colt que dist_inf _eps. Par contre, dans ce
cas aucune évaluation du nombre d’itérations nécessaire pour que la procédure pert_top_r_
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eps_prés construise un ensemble J vide n’est possible, et par conséquence le cott sera
O(nodsz(kT + 1)), ou kr est le nombre total (inconnu) d’itérations.

I11.5.2.7. L’algorithme implémenté

Nous avons présenté deux schémas d’algorithme de calcul de la structure topologique de
I’enveloppe convexe d'une polycourbe de Bézier sans tangence intérieure. Le premier de ces
deux algorithmes, Enveloppe_convexe_topologique_1, a I’avantage d’un cout controlable
par l'utilisateur et l'inconvénient de retourner un résultat qui peut étre assez éloigné du
résultat désiré. Le deuxieme algorithme, Enveloppe_convexe_topologique_2, a les carac-
téristiques opposées, le résultat peut étre controlé par 'utilisateur, mais le cotit échappe a
tout controle.

Généralement, la qualité du résultat obtenu est la plus importante, la complexité de
I’algorithme utilisé passant en deuxieme. Par conséquent, c’est le deuxieme des algorithme
proposés qui sera privilégié pour une implémentation. En regardant I’étude de cotut faite
le paragraphe précédent, nous voyons que pour un nombre égal d’itérations les algorithmes
Enveloppe_convexe_topologique_1 et Enveloppe_convexe_topologique_2 ont la méme
complexité. Mais nous pouvons facilement remarquer qu’il y a plus d’opérations a faire
pour une itération de Enveloppe_convexe_topologique_2 que pour l'itération correspon-
dante de Enveloppe_convexe_topologique_1, les opérations supplémentaires étant néces-
saires au calcul de ¢g. Dans certains cas, il peut y avoir méme deux fois plus d’opérations
a faire pour Enveloppe_convexe_topologique_2 que pour Enveloppe_convexe_topolo-
gique_1.

Pour "alléger” le cotit du programme que nous proposons, nous allons implémenter un
algorithme combinant les deux décrits précédement. Il est clair que le calcul des gg n’est pas
important pendant les premieres itérations, car les valeurs des g dans les phases du début
du déroulement de I’algorithme sont, généralement, relativement grandes. Nous pouvons
donc exécuter un certain nombre d’itérations sans nous poser le probleme de la dégénéres-
cence a ¢ pres. Ainsi, les quinze premieres lignes de Enveloppe_convexe_topologique_1 se
recopient identiquement dans le schéma de ’algorithme que nous décrivons ici, et que nous
appellerons Enveloppe_convexe_topologique. Si apres M itérations (nous utiliserons
M = 15) lenveloppe convexe du polygone de controle n’est toujours pas topologique-
ment pertinente pour celle de la polycourbe, nous avons des bonnes raisons de supposer
que la polycourbe est dégénérée a ¢ pres pour une valeur de ¢ petite, et nous allons
donner le ¢ maximal admissible. La procédure finit donc avec les lignes 7-14 de En-
veloppe_convexe_topologique_2. La remarque a faire est que les deux procédures con-
struisant ’ensemble J qui est comparé a ’ensemble vide pour le test d’arrét, perti-
nence_topologique_r et pert_top_r_eps_preés, sont appelées par cet algorithme.

I11.6. L’enveloppe convexe mixte”

Il est parfois utile de trouver pour une polycourbe donnée ’enveloppe convexe approchée
et en méme temps la description de l’enveloppe convexe topologique. Ces deux enveloppes
convexes étant, comme décrit dans les deux sections précédentes, des objets de natures
différentes, il n’est pas possible de fournir un objet qui ait a la fois leurs propriétés respec-
tives. Nous pouvons, par contre, calculer un polygone de contréle de la polycourbe dont
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I’enveloppe convexe soit topologiquement pertinente au sens restreint pour celle de la poly-
courbe, tout en n’étant pas séparée de celle-la par une distance de Hausdorff supérieure a
un ¢ donné.

Soit B une polycourbe de Bézier et ¢ un réel positif. En utilisant les notations des
chapitres précédents, pour que le polygone de controle courant de B puisse donner en méme
temps une approximation de £(B) avec une erreur inférieure a ¢ et la structure topologique
de E(B) les tableaux J’ et J", donnés respectivement par les procédures dist_inf_eps et
pertinence_topologique_r, doivent étre tous les deux vides. Le schéma d’un algorithme
calculant le polygone de controle voulu pourrait alors étre le suivant :

1. Enveloppe_convexe mixte(polycourbe B, réel ¢, polygone_contrdle P)
2 liste_courbes I
3 tableaux_pointeurs J’, J"
4. begin
5. lecture_données(B,s)
6 enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,I)
7 dist_inf_eps(B,I,,J7)
8. pertinence_topologique_r(B,I,J")
9. tant que J’UJ"# ()
10. begin
11. subdivision(B,J’UJ")
12. enveloppe_convexe_polygone_contrdle(5,I)
13. dist_inf_eps(B,I,,J7)
14. pertinence_topologique_r(B,I,J")
15. end
16. écriture_resultats(B,I,P)
17. end

A chaque itération, chacun des B-polygones P; identifiés par le tableau I, donc qui
participe a la frontiere de ’enveloppe convexe du polygone de controle de la polycourbe,
subit les deux types de test, ceux nécessaires pour assurer une approximation avec une
erreur inférieure & la valeur de ¢ donnée et qui demandent le calcul de §%(P;, [Pél)P%)i]),
et ceux donnés par les conditions (II1.9.1), (II1.9.ii) et (II1.9.iii). Cet algorithme minimise
le nombre d’itérations a faire, mais pas le nombre d’opérations.

En effet, dans la plupart des cas le tableau J’ contiendra, au moins pendant les premieres
itérations, des pointeurs a toutes les courbes de Bézier composant la polycourbe identifiées
par le tableau I et ayant le caracteére associé “y” (voir le paragraphe II1.3.1), qui sont toutes
les courbes de Bézier données par ’ensemble To de la formule (IT1.1). Les exceptions a
cette regle peuvent étre constituées par les polycourbes pour lesquelles il existe une grande
disproportion (des ordres de grandeur) entre

max < max d(Pgl_)l,Pgl))> et min < max d(Pgl_)l,Pgl))>
icTo je{1,...,m;} i€ o je{1,...,m;}

Tant que le tableau J’ designe les mémes courbes de Bézier que ’ensemble i'o, nous
aurons évidemment J"CJ’, car nous ne subdivisons jamais une courbe dont 'indice ne se
trouve pas dans Zy. La conséquence de cette inclusion est qu’a chaque itération I'algorithme
exécute 3 card(Zy) tests inutiles, correspondant & la procédure pertinence_topologique_r.

Pour ces raisons, ’algorithme qui a été implémenté correspond au schéma suivant :

117



Enveloppe_convexe mixte(polycourbe B, réel ¢, polygone_contrdle P)
begin

enveloppe_convexe_approchée(, ¢)
enveloppe_convexe_topologique(B)

polygone_de_contrdle(B, P)

end

SRSl S

Les procédures des lignes 3 et 4 sont les deux algorithmes amplement décrits dans les
deux chapitres précédents. La procédure de la ligne 5 construit le polygone de controéle
d’une polycourbe donnée, elle est brievement présentée dans le paragraphe I11.3.2.2. Ce
nouvel algorithme traite aussi les cas dégénérés, car l'algorithme de la procédure en-
veloppe_convexe_topologique le fait. Remarquons que les itérations effectuées par en-
veloppe_convexe_approchée sont prises en compte par le compteur d’itérations du pre-
mier cycle de l'algorithme enveloppe_convexe_topologique (qui est le cycle des lignes
10-16 de enveloppe_convexe_topologique_1).

Si nous supposons que 'algorithme enveloppe_convexe_topologique a décelé une pos-
sibilité de dégénérescence pour la polycourbe B, il est tres facile a voir que le &,,;, minimal
pour lequel nous avons une dégénérescence a e-pres de B est inférieur a la valeur que nous
avons donnée pour le calcul de 'enveloppe convexe approchée a e-pres. Cette observa-
tion est intéressante, car les valeurs eg calculées par les procédures vérifier_en arridre,
vérifier_en avant et vérifier sur_place sont, comme nous ’avons remarqué, des ma-
jorations tres grossieres de €,y -

I11.7. Résultats numériques

Les algorithmes décrits dans les sections précédentes ont été implémentés en C++, en
utilisant, pour l'interface graphique, la bibliotheque de fonctions LEDA. Dans cette section
nous présentons les résultats obtenus avec ces programmes. Avant de commencer, précisons
que l'unité de mesure (utilisée pour ’évaluation de toutes les distances) est choisie telle
que 1 corresponde & 1 mm sur un écran de 17 pouces en résolution 1280x1020.

Les programmes ont été appliquées a un échantillon de 85 polycourbes et nous avons
calculé des moyennes pour diverses valeurs qui nous ont semblé rélévantes pour le fonc-
tionnement et les complexités des algorithmes. Le tableau suivant présente les moyennes
pour :

— n, le nombre de courbes de Bézier composant la polycourbe ;
— m, le nombre de sommets du polygone de controle ;

— k7, le nombre d’itérations nécessaires pour que les tests d’arrét respectifs soient satis-
faits ;

?

— nys/ng, le taux de croissance (en courbes de Bézier) de la polycourbe, c’est-a-dire le
rapport entre la taille de la polycourbe initiale et celle de la polycourbe satisfaisant le
test d’arrét des algorithmes respectifs ;

— my/mg, le taux de croissance (en sommets) du polygone de controle.
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Polycourbe | Env. conv. Env. conv. approchée
initiale | topologique |¢ = 1071 |e = 1072 |¢ = 1073
n 12,63 37,74 44,29 57,55 70,59
42,56 148, 87 177,235 | 233,67 | 288,35
KT 6,11 4,7 6,33 7,88
n¢/no 2,99 3,51 4,656 5,99
m¢/mo 3,62 5,11 6,7 8,25

La premiere remarque que nous pouvons faire est que l'algorithme de calcul de 1'enve-
loppe convexe approchée génere une croissance nettement plus importante de la poly-
courbe et du polygone de controle que 1'algorithme calculant la structure topologique de
cette enveloppe convexe, méme quand le nombre d’itérations nécessaires pour 'enveloppe
convexe topologique est largement plus grand que le nombre d’itérations appliquées pour
I’enveloppe convexe approchée, comme c’est le cas quand ¢ = 1071, Ceci s’explique par le
fait que les subdivisions se font, dans le cas de ’enveloppe convexe topologique, de maniere
bien plus sélective que dans le cas de I'enveloppe convexe approchée, ou toutes les courbes
designées par ’ensemble 7y sont subdivisées.

Une autre observation est que ny/ng, qui dans I’étude de cout faite dans les paragraphes
précédents avait été évalué a 2k, est légérement supérieur a (2/3)kr pour lenveloppe
convexe approchée et inférieur a r7/2 pour l'enveloppe convexe topologique. Ainsi, ny
est toujours O(ng), mais le facteur de proportionnalité est bien plus petit. Une autre
remarque interessante est que le taux de croissance du polygone de controle est supérieure
a celle de la polycourbe. Si toutes les courbes de Bézier composant une polycourbe avaient
le méme degré, et ceci pour chacune des polycourbes de notre échantillon, les deux taux
de croissance auraient été égaux. L’inégalité existant entre eux signifie que les courbes
qui ont été subdivisées sont, généralement, de degré supérieur aux celles qui ne 'ont pas
été. Meéme ainsi, le taux de croissance du polygone de controle est plutot de l'ordre de
k1 que de l'ordre de 2k7, pour l'enveloppe convexe approchée, et de U'ordre de k7 /2 pour
I’enveloppe convexe topologique. Ceci se répercutera sur la complexité des algorithmes,
car elle dépend directement de la taille du polygone de controle.

Il faut aussi mentionner que le cott, aussi bien théorique que pratique, de 1’algorithme
de calcul de l'enveloppe convexe approchée est considerablement réduit par 'utilisation
du lemme II1.3. En effet, si nous cherchions une approximation polygonale de 'enveloppe
convexe, sans remplacer tout B-polygone dont tous les sommets sont des sommets de Q
par la courbe de Bézier correspondante, mais en subdivisant cette courbe jusqu’a ce que
la distance de Hausdorff entre elle et son B-polygone soit inférieure a la valeur ¢ donnée,
alors la complexité théorique de lalgorithme serait O(nod?2%7). Théoriquement, le taux
de croissance de la polycourbe serait 2T et nous n’avons pas implémenté cette variante de
I’agorithme pour pouvoir donner les valeurs obtenues pratiquement, mais nous estimons
qu’elle serait & peu pres de Vordre de 257/2
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Figure II1.17 Répartition des polycourbes de l’échantillon par nombre d’itérations effec-
tuées : (a) enveloppe conveze topologique ; (b), (¢), (d) enveloppe conveze
approchée respectivement pour ¢ = 107!, ¢ = 1072, e =107

Le nombre maximal d’itérations appliquées par le programme calculant ’enveloppe con-
vexe topologique a été, sur notre échantillon, 16, car il existe une polycourbe pour laquelle
une possibilité de dégénérescence a été détectée (remarquons qu’apres 16 itérations, la
valeur de dégénérescence gq calculée pour cette polycourbe était inférieure & 107%). Les
nombres maximaux d’itérations appliquées par le programme de calcul de ’enveloppe con-
vexe approchée ont été, respectivement pour ¢ = 107!, e = 1072 et ¢ = 1073, 8, 9 et 11.
La figure II1.17 présente les graphes de répartition des polycourbes par nombre d’itérations
effectuées.

Si pour lalgorithme de calcul de ’enveloppe convexe approchée les graphes présen-
tent une concentration tres marquée a la proximité de la valeur moyenne du nombre
d’itérations appliquées, ceci n’est pas le cas pour l'algorithme calculant I’enveloppe convexe
topologique. Ce phénomene s’explique par la nature du résultat cherché. Les polycourbes
de I’échantillon ont des dimensions des arétes comparables, ce qui fait qu’elle doivent toutes
subir plus ou moins le méme nombre d’itérations pour que 'expression majorant la dis-
tance de Hausdorfl entre une courbe de Bézier et son B-polygone que nous avons utilisée
dans nos tests d’arrét devienne inférieure a la valeur ¢ donnée, ce qui explique les pics
des figures II1.17(b), (c) et (d). Pour la relative uniformité de la répartition dans le cas
de 'enveloppe convexe topologique nous ne sommes pas arrivés a trouver une explication
dans les tests d’arrét utilisés, sinon qu’ils n’influencent pas cette répartition, qui sera, par
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conséquent, plus ou moins aléatoire (I’échantillon testé étant alors trop petit pour que nous
ayons une image complete du phénomene).

Nous remarquons que la répartition des polycourbes par nombre d’itérations effectuées
nous donne tres peu d’indications sur le nombre de subdivisions que les courbes de Bézier
composant les polycourbes de 1’échantillon subissent. Ceci est di au fait que les poly-
courbes n’ont pas toutes la méme taille, mais surtout au fait que pour une polycourbe
donnée nous ne devons généralement pas subdiviser a chaque itération toutes les courbes
de Bézier la constituant. La figure II1.18 présente les graphes de repartition des courbes
de Bézier par nombre de subdivisions appliquées pour les deux algorithmes (cette fois, le
nombre de courbes est exprimé en pourcents du nombre total de courbes, qui avoisine 900).

Une précision doit étre faite sur la notion de “courbe de Bézier subdivisée k fois”.

Définition I11.10. — Soit B une polycourbe et soit B; une des courbes de Bézier de sa
composition nitiale. Nous dirons que B; a été subdivisée k fois si parmi les courbes de
Bézier de la composition finale de la polycourbe il exite une, appelons-la B;,, telle que

B;,.rang =1 et B;, .profondeur = k.

if;
iy

Sur ces graphes, nous pouvons remarquer que pres de la moitié des courbes de Bézier de
I’échantillon ne sont jamais subdivisées, soit parce qu’elles n’ont aucune importance pour
I’enveloppe convexe, soit parce que nous pouvons déterminer de maniere exacte quelles
parties d’elles se trouvent sur la frontiere de I’enveloppe convexe (cas des courbes identifiées
par les ensembles 7 et Zo du lemme II1.2 et de celles dont tous les points de controle sont
des sommets de Q). Ces courbes-la mises & part, nous voyons que les graphes correspondant
a ’algorithme de calcul de ’enveloppe convexe approchée ont la méme alure que celles de
la figure II1.16 respectivement pour les mémes valeurs de ¢, et les pics de II1.17(b), (¢) et
(d) s’expliquent de la méme maniere que ceux de II1.16(b), (c) et (d).
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Figure II1.18 Repartition des courbes de Bézier par nombre de subdivisions appliquées :

a) enveloppe conveze topologique : (b c d) enveloppe conveze ap-
pp poiogeq ) ) ) pp 74
prochée respectivement pour ¢ = 1071, e = 1072, e = 1073

Le graphe correspondant a 1’algorithme de calcul de 'enveloppe convexe topologique
nous amene des nouvelles informations, car la concentration des courbes vers les petits
nombres de subdivisions n’était pas prévisible d’apres le graphe II1.17(a). A partir de
9 subdivisions, tous les pourcentages sont inférieurs a 1 (moins de 5% des courbes sont
subdivisées 9 fois ou plus) et le graphe est & peu pres décroissant. Ceci confirme le fait
que les test d’arrét utilisés sont tres sélectifs, les subdivisions s’effectuent de maniere tres
ponctuelle.

Pour conclure cette section, nous remarquons encore une fois que le calcul de I’enveloppe
convexe approchée et celui de la structure topologique de l'enveloppe convexe sont des
problemes fondamentalement différents. Nous avons testé si les polygones de controéle
qui fournissent une approximation de 'enveloppe convexe satisfont aussi les criteres de
la pertinence topologique restreinte, et nous avons trouvé que parmi ceux fournissant
une approximation pour ¢ = 107! 55,3% ne le font pas, pour ¢ = 1072 il y a 44.7%
qui ne vérifient pas ces criteres et enfin parmi les polygones de controle donnant une
approximation de l’enveloppe convexe de la polycourbe & ¢ = 1072 prés il y a encore
29,41% dont l'enveloppe convexe n’est pas topologiquement pertinente pour celle de la
polycourbe.

Dans la derniere section de ce chapitre peuvent étre trouvés quelques exemples de poly-
courbes faisant partie de notre échantillon.
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I11.8. Exemples

Présentons d’abord le déroulement de ’algorithme de calcul de la structure topologique
de 'enveloppe convexe sur quelques exemples de polycourbes de notre échantillon. Nous
ne ferons pas une présentation similaire pour ’algorithme de calcul de I’enveloppe convexe
approchée, car son intérét est moindre : toutes les courbes de Bézier identifiées par Zg
seront subdivisées.

(d)

Figure I11.19 (a) aucune des courbes Bq, By, Be,B7,Bs ne satisfait aucune des condi-
tions (I11.9.7), (II1.9.41), (II1.9.113) ; (b) les courbes By, By, Br ne satisfont
pas (II1.9.111), les courbes By, Bs,Bs ne satisfont pas (II1.9.1), les courbes
Bs, B, Bis ne satisfont pas (I11.9.4) ; (¢) aucun point de contréle de Br
n'est un sommet de Q, et par conséquent By ne satisfait pas (II1.9.i1) et
Bio ne satisfait pas (II1.9.1) ; (d) aprés 6 itérations, ['enveloppe convexe du
polygone de controéle est topologiqguement pertinente aw sens restreint pour
celle de la polycourbe (nous n’avons plus représenté les itérations 3,4 et 5)

L’exemple suivant présente une situation tres intéressante. Si les programmes de calcul
de l'enveloppe convexe (aussi bien celui pour I’enveloppe convexe approchée que celui pour
Ienveloppe convexe topologique) testent la pseudo-simplicité du polygone de controle de
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la polycourbe initiale, donnant un message d’erreur si elle n’est pas satisfaite, ce test serait
trop cotiteux a faire a chaque itération. Ainsi, les cas comme le suivant peuvent apparaitre.

B
o)
\——/&, Bi1

Bz B
(c) (d)

Figure I11.20 (a) les courbes By, Bz, Bs, By, Bs ne satisfont auw moins une des conditions
(II11.9.1), (II1.9.11), (II1.9.153) ; (b) le sommet Pf) se trouve & gauche de
la droite orientée Pg5)ng), donc la ligne polygonale P§5)P(()6)P§6)Pé7)Pg7) e
PEJ)P(()S)PgS)PgS) est identifice comme une “poche” du polygone P, méme si
celui-ci n’est pas simple, et les courbes Bs et Bg doivent étre subdivisées ; (c)
cette fois, Pflg) se trouve a droite de la droite orientée réalisant ’enveloppe
conveze droite des polygones Pr et Pio, et comme le polygone de controle
de la polycourbe est inclus dans le demi-plan gauche délimité par la droite
orientée PY)PELQ), Ualgorithme de calcul de 'enveloppe convexe du polygone
de controle trouve un objet complétement erroné. La courbe By ne satisfait
pas (II1.9.1) et doit étre subdivisée ; (d) le polygone de contréle redevient

simple, et il le restera jusqu’a ce que les conditions de pertinence topologique
restreinte soient satisfaites. Aw total, six itérations sont nécessaires.

Nous n’avons pas fait une étude complete de ce type de situation, mais pour les exemples
donnés les résultats ont toujours été corrects, méme si a une étape intermédiaire des erreurs
étaient apparues. La question qui se pose est s’il est possible qu'une courbe de Bézier dont
le B-polygone se trouve dans une telle position génératrice de problemes peut satisfaire les
trois conditions (II1.9.1), (II1.9.ii) et (II1.9.iii), ou si elle va toujours étre subdivisée jusqu’a
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la disparition du probleme.

Les deux exemples suivants montrent respectivement I'importance des conditions (I11.9.i)
et (II1.9.iii) pour la pertinence topologique restreinte de l'enveloppe convexe du polygone
de controle pour celle de la polycourbe. La condition (II1.9.ii) est la symétrique de (II1.9.1).

Figure 111.21 (a) Bs ne satisfait pas (II1.9.1) et E(P) n'est pas topologiquement pertinente
pour E(B) ; (b), (¢) Bs ne satisfait pas (II1.9.1), mais il y a pertinence
topologique ; (d) By satisfait (I11.9.1).

Figure 111.22 (a) les courbes By, B3, By satisfont (I111.9.¢), (II1.9.i1), mais By ne satisfait
pas (II1.9.111) et l'enveloppe conveze de P n’est pas topologiquement perti-
nente pour celle de B ; (b) les trois conditions sont satisfaites et nous avons
pertinence topologique restreinte de E(P) pour E(B).
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Chapitre IV

Arrangements de polycourbes :
résultats théoriques






IV.1. Introduction

Les arrangements constituent un des problemes fondamentaux de la géométrie algorith-
mique. Leurs applications sont tres nombreuses, allant de la conception de logiciels de
dessin 2D [Gan89] a la localisation d’un objet dans une scene et le calcul de trajectoires,
voir [Ede92]. Dans les deux chapitres suivants, nous nous intéressons uniquement aux
arrangements du plan.

Les plus simples (et les plus étudiés) sont les arrangements de droites. Un grand nom-
bre de résultats ont été donnés pour eux, aussi bien d’intérét théorique (par exemple le
théoreme de la zone, [Ede86]) que d’intérét calculatoire (I’étude de la robustesse des al-
gorithmes, [For91]). Des études ont aussi été menées pour des objets ayant une topologie
plus complexe, comme les segments [Boi95], [Pol87], [Gui89], et les courbes (de Jordan)
[Ede92], [Sno89], [Gan89], [Mil89], etc. (les référence bibliographiques que nous présentons
ici ne peuvent pas et ne prétendent pas étre exhaustives). Nous passons brievement en
revue quelques articles qui nous ont semblé illustrer les approches généralement adoptées
dans I’étude des arrangements de courbes.

Un arrangement peut étre construit, principalement, de deux facons : incrémentale
ou par balayage. Pour chacune, des opérations élémentaires sont nécessaires : calcul de
I'intersection (de cardinal pas forcément 1) de deux courbes, calcul des tangentes verticales
a une courbe, etec.

[Ede92] considere ces calculs réalisables de maniere exacte et en O(1), les auteurs con-
centrant leurs efforts sur ’extension des principaux résultats théoriques des arrangements
de droites aux arrangements de courbes (théoreme de la zone, complexité combinatoire de
Parrangement). [Sno89] n’étudie pas directement la construction des arrangements, mais
les cas ou un arrangement dont les courbes se coupent au plus k fois, pour & donné, peut
étre balayé par une courbe ne coupant aucune de celles de 'arrangement en plus de k
points. Les auteurs présentent plusieures facons de balayer un arrangement et donnent,
comme application, quelques résultats combinatoires. Les primitives de calcul dont nous
avon parlé sont utilisées implicitement, sans étre mentionnées.

[Mil89] est consacré a la définition d’un cadre de travail rigoureux en arithmétique a
précision finie, 'auteur introduisant la notion de décomposition cylindrique approzimative
du plan et décrivant un algorithme qui la construit.

[Gan89] étudie & peu pres le méme probleme que nous allons traiter, les arrangements de
courbes de Bézier, mais dans un esprit assez différent, car le but final du travail des auteurs
est la construction d'un outil cohérent de dessin 2D. Ainsi, ils utilisent des approximations
polygonales des courbes de Bézier, tout comme nous allons faire, mais ne s’en servent pas
pour déterminer la structure combinatoire de 'arrangement de courbes et se concentrent
sur le fait d’assurer que la topologie de cet arrangement de lignes polygonales est correcte
(méme si elle n’est pas la méme que celle de 'arrangement de courbes).

La section trois de ce chapitre est consacrée aux rappels sur les arrangements de droites
du plan et la section quatre présente brievement les principaux résultats concernant les
arrangements de courbes nous intéressant. Une attention toute spéciale est accordée aux
résultats contenus dans la these de Vo Phi [VoP94], dont nous nous sommes inspirés pour
la fagon de poser le probleme des arrangements de polycourbes.

La section cinq est dédiée aux arrangements de polycourbes, en montrant comment les
notions de base peuvent étre adaptées au cas de ce type d’arrangements, en particulier en
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ce qui concerne l’équivalence d’arrangements. Dans la premiere partie de la section, des

LN L4 . s
criteres d’équivalence de deux arrangements de polycourbes (quelconques) sont donnés, et
dans la derniere sous section est prouvée l'existence d’un arrangement de polygones de
controle équivalent a un arrangement de polycourbes de Bézier simple donné.

IV.2. Concentré de chapitre (IV)

Les niveaux de lecture sont plus difficiles a définir dans ce chapitre, qui contient en une
bien plus grande mesure que les précédents des rappels. Ainsi, si vous tres familier avec les
arrangements, la troisieme section peut étre ignorée, tout comme une bonne partie de la
quatrieme. Lisez quand méme les définitions IV.12 et IV.13, pour vous familiariser avec les
notations. Et surtout, ne passez pas sans lire la sous section IV.4.4, présentant les résultats
de Khanh Vo Phi, dont, si vous étes intéressé par les arrangements, je vous recommande
de lire la these (pour écourter la lecture d’un chapitre, rien de tel que de recommander la
lecture d’une autre these...).

Pour la section IV.5, je ne crois pas que plus de deux niveaux de lecture peuvent étre
raisonnablement trouvés. Le premier consiste a lire attentivement toute la premiere sous
section, contenant de nombreuses définitions, et seulement les énoncés des résultats IV.23
et IV.24, en accordant le temps nécessaire a la convention de la page 147. Le deuxieme
niveau est celui de la lecture intégrale.

IV.3. Bref rappel sur les arrangements d’hyperplans

La notion d’arrangement est définie pour un ensemble fini d’hyperplans de l’espace affine
E? mais nous donnerons ici les définitions et les principales propriétés uniquement pour
d = 2, donc pour les arrangements de droites du plan. Une présentation complete du cas
général peut facilement étre trouvée dans la littérature (par exemple [Ede87]).

IV.3.1. Définitions concernant les arrangements de droites

Définition I'V.1. — Un ensemble fini de droites D dans le plan définit un découpage de ce
plan en un ensemble de parties connezes de dimension 0, 1 ou 2. Ce découpage s appelle
PVarrangement A(D) de 'ensemble D.

Définition IV.2. -
1. Les éléments de A(D) s’appellent les faces de l'arrangement.
2. Les éléments de dimension 0 de A(D) s’appellent sommets de l'arrangement.
3. Les éléments de dimension 1 s’appellent arétes de l'arrangement.
4. Les éléments de dimension 2 représentent les cellules de A(D).

Définition IV.3. — Soient fi et fo deuz faces de A(D). Nous dirons que fy est une
sous-face de fi si et seulement si la dimension de fo est €gale a la dimension de fi moins
1 et si fo est incluse dans la frontiére (topologique) de fi. Les faces f1 et fa sont alors
dites incidentes, ou elles définissent une incidence.

Une notion fondamentale dans les résultats présentés par Edelsbrunner [Ede87] est celle
de vecteur de position d'un point P du plan par rapport a 'arrangement A(D). Pour
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pouvoir l'introduire, le demi-plan positif et le demi-plan négatif doivent étre définis pour
toute droite du plan. Il existe plusieurs manieres d’établir les demi-plans positif et respec-
tivement négatif déterminés par une droite donnée, dépendant de la représentation choisie
pour la droite. Par exemple, si une droite A est donnée par 1’équation

(A) : ar+by+c¢=0 a,bc€ R a®>+b*#0

nous posons At = {P(z,y) € R? | ax+by+c > 0} le demi-plan positif et A~ = {P(xz,y) €
R? | ax + by + ¢ < 0} le demi-plan négatif déterminé par A. Cette définition est utilisée
par Vo Phi [VoP94]. Si A est une droite non-verticale donnée par 1’équation

(A) : y=ax+b a,be R

nous pouvons poser At = {P(z,y) € R* | y > ax + b} le demi-plan positif et A~ =
{P(z,y) € R* | y < az + b} le demi-plan négatif déterminés par A, celle-ci étant la
définition utilisée par Edelsbrunner [Ede87]. Nous mentionnons encore une fagon de fixer
les demi-plans positif et négatif définis par une droite A ne passant pas par l'origine, qui
ne dépend pas de la représentation de la droite, mais de la position de l'origine du plan :
le demi-plan AT sera celui qui ne contient pas l'origine et le demi-plan A~ sera celui qui
la contient.
Remarque. Dans ce chapitre, pour toutes les figures présentant des exemples faisant
intervenir des vecteurs de position c’est cette derniere définition des régions positive et
négative déterminées par une droite qui a été utilisée.

Supposons que la facon de définir At et A~ est fixée pour toute droite A et soit
D = {A;}; un ensemble de droites du plan, pour n un entier positif. Pour tout point P
nous posons

+1 siPeAf
UAi(P) = 0 siPeA;
-1 siPeA;

Définition IV.4. — Le vecteur de position d’un point P par rapport d Uarrangement A(D)
est

Vp(P) = (va,(P),va,(P),...,va,(P))

L’arrangement A(D) peut alors étre considéré comme l'ensemble des plus grandes parties
connexes de IR? dont les points ont le méme vecteur de position.

Définition IV.5. — Le vecteur de position Vp(f) d’une face f de A(D) est défini comme
étant égal au vecteur de position Vp(P) d’un point P quelconque de f.

Nous nous intéressons particulierement aux arrangements introduits par la définition
suivante :

Définition IV.6. — Nous dirons qu’un arrangement A(D) est simple si et seulement
st deuxr droites quelconques de D ont exactement un point en commun et trois droites
quelconques de D sont disjointes.

La figure IV.1 présente des exemples d’arrangements du plan.
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(a) (b)

Figure IV.1 (a) arrangement simple de cing droites et quelques vecteurs de position ;
(b) arrangement non-simple de trois droites

IV.3.2. Propriétés des vecteurs de position

Quelques relations tres intuitives relient les dimensions des faces et leurs vecteurs de
position. Ainsi, toute cellule ¢ a la propriété va,(¢) # 0 pour tout 7 € {1,...,n}. Pour
toute aréte a, il existe un indice 7, tel que va, (a) = 0. Si toutes deux droites de I’ensemble
D sont distinctes, alors l'indice i, est unique et va,(a) # 0 pour tout ¢ # i,. Si s est un
sommet, il existe deux indices i1 # iz tel que va,, (s) = VA, (s) = 0, et si toutes trois
droites de D sont disjointes, alors va,(s) # 0 pour tout ¢ € {1,...,n} \ {i1,i2}. Par
conséquent, si A(D) est simple, la face f sera une cellule si et seulement si il n’y a aucun
zéro dans ’écriture de son vecteur de position, elle sera une aréte s’il y a exactement un
zéro dans ’écriture de son vecteur de position et elle sera un sommet s’il y a exactement
deux zéros dans ’écriture de son vecteur de position.

Nous pouvons facilement remarquer que les arrangements simples de droites satisfont
la condition

h# fo € AD) == Vo(fi) # Vo(fo) (IV.1)
Il en résulte affirmation suivante [VoP94] :

Propriété IV.7. — Soient f1 et fo deuz faces de Uarrangement simple A(D). Alors fy
est une sous-face de fi si et seulement si il existe un unique indice 1o tel que

UAiO(fl) 7é 0, Uﬁio(f2) =0 et UAi(f2) = UAi(fl) Vi 7é 20

Iv.3.3. E’quivalence d’arrangements

Définition IV.8. — Soient Dy et Dy deux ensembles de droites du plan ayant le méme
cardinal et soit F @ A(Dy) — A(D3).

1. Nous dirons que F conserve les dimensions des faces si et seulement si ['image par F
d’un sommet de A(Dy) est un sommet de A(Dz), l'image d’une aréte est une aréte
et [image d’une cellule est une cellule.

2. Nous dirons que F conserve les vecteurs de position si et seulement si Vp,(f) =

Vo, (F(f))
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pour toute face f de A(Dy).
3. Nous dirons que F conserve les incidences si et seulement si pour toutes deuz faces fy
et f2 de A(Dy) nous avons
f2 sous-face de fi dans A(Dy) <= F(f2) sous-face de F(f1) dans A(Ds)

Des définitions tout-a-fait similaires seront valables pour les arrangements de courbes, donc
aussi pour les arrangements de polycourbes, et nous ne les donnerons plus. Nous rappelons
deux définitions de I'équivalence (combinatoire) de deux arrangements qui peuvent étre
trouvées dans la littérature, 'une donnée par Grunbaum et l'autre par Edelsbrunner.

Définition [Grii72] IV.9. — Soient Dy et Dy deux ensembles finis de droites du plan.
Nous dirons que les arrangements A(Dy) et A(Dz) sont équivalents si et seulement si les
deuz conditions suivantes sont satisfaites :

(IV.9.i) card(D;) = card(Ds) ;

(IV.9.11) il existe une fonction bijective ¢ : A(D1) — A(Dz) qui conserve les incidences.

Définition [Ede87] IV.10. — Soient Dy et Dy deux ensembles finis de droites du plan.
Nous dirons que les arrangements A(Dy) et A(Dz) sont équivalents si et seulement si les
deuz conditions suivantes sont satisfaites :

(IV.10.i) card(D;) = card(Ds) ;

(IV.10.ii) ¢l eziste une fonction bijective b : A(Dy) — A(D3) qui conserve les dimensions
des

faces et leurs vecteurs de position.

Il n’est pas difficile a voir que dans le cas des arrangements de droites du plan la condition
d’invariance de la dimension des faces par la fonction ¢ de la définition IV.10 résulte de
I'invariance des vecteurs de position. Plus, si I'un des arrangements est simple, ’autre le
sera aussi et ¢ garde les incidences :

Propriété IV.11. — Si deuz arrangements A(Dy) et A(Dz) sont équivalents au sens de
la définition IV.10, alors pour deuz faces quelconques f1 et fo de A(D1) telles que fy soit
une sous-face de fi (f2) sera une sous-face de Y(f1) dans Uarrangement A(Dz), ot
est la fonction donnée par (IV.10.i1).

La preuve de ce résultat découle immédiatement de la propriété IV.7 et de I'invariance des
vecteurs de position par la fonction ¢. Il est aussi facile a montrer que si deux arrangements
sont équivalents par la définition IV.9, alors la simplicité de I'un entrainera la simplicité
de l'autre, et que la fonction ¢ de cette définition garde elle aussi les dimensions des faces.

Ainsi, dans le cas des arrangements de droites la définition de [Grii72] est plus générale
que celle de [Ede87], qui 'implique. Elle est aussi “plus intrinseque”, indépendante du
systeme de coordonnées du plan, fait reflété par le comportement des arrangements soumis
a des transformations élémentaires du plan : translations, rotations, homoteties. Soit Dy
un ensemble de droites et D, son image par une telle transformation. Si nous pouvons
facilement voir que A(D;) et A(D;) sont équivalents au sens de la définition IV.9, quelle
que soit la transformation appliquée, ce n’est plus le cas, généralement, si nous considérons
la définition IV.10. Pour chacune des manieres (dont nous avons parlé dans le paragraphe
IV.3.1) de définir les demi-plans positif et négatif déterminés par une droite donnée il existe
des translations qui ne gardent pas ’équivalence des arrangements. Le méme phénomene
se produit pour les deux premieres facons de définir A* et A~ pour une droite A donnée
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en ce qui concerne les rotations, pour n’importe quel centre de rotation nous pouvons
trouver des angles de rotation qui font que 'arrangement obtenu apres rotation ne soit
pas équivalent a l'arrangement initial. Par contre, pour la troisieme facon de définir A*
et A~ il existe des centres de rotation (parmi lesquels l'origine) qui ne fourniront pas
un nouvel arrangement, indépendamment de ’angle de rotation choisi. Enfin, pour les
homotheties il existe pour chacune des manieres de définir les deux demi-plans exactement
un point, 'origine, pour lequel n’importe quel rapport d’homothetie laisse invariante la
classe d’équivalence de 'arrangement.

IV.4. Généralités sur les arrangements de courbes

Dans la littérature, le probleme de I’arrangement d’un ensemble de courbes est générale-
ment posé pour des courbes simples qui sont soit fermées, soit non-bornées [Ede87], [Sno89],
[Mil89], [VoP94]. Quand des courbes bornées et non-fermées sont traitées, 'approche util-
isée consiste a “dédoubler” la courbes, obtenant ainsi une courbe fermée, voir par exemple
[Ede92]. Une courbe , non-bornée ou fermée garde une propriété des droites qui est es-
sentielle a la définition des vecteurs de position des points du plan et par conséquent des
faces, le fait que Iensemble IR® \ , a exactement deux parties connexes. Nous pouvons
ainsi définir pour la courbe , les régions , T et , = sans ambiguité. Toutes les courbes dont
nous parlerons dans cette section seront fermées ou non bornées, sans que nous en faisions
la précision a chaque fois.

Une autre propriété des droites, qui n’est non plus partagée automatiquement par les
courbes, est 'existence d’une borne supérieure pour le nombre de points que l'intersection
de deux droites distinctes peut avoir (en l'occurrence, cette borne est 1). Cette propriété
garantit que I'arrangement a un nombre finit de faces et permet des études de nature com-
binatoire. Par contre, deux courbes peuvent avoir une infinité de points d’intersection, ce
qui impliquera un nombre infini de faces pour 'arrangement les contenant ; nous imposons
alors que toutes deux courbes distinctes se coupent en au plus o > 1 points.

IV.4.1. Définitions, vecteurs de position

Soit G = {, i}1<i<n un ensemble de courbes planes (fermées ou non bornées) tel que
card(, ; N, ;) < o, pour un a > 1 fixé. La définition de l'arrangement A(G) est bien
stur identique a celle d'un arrangement de droites, ainsi que les définitions des faces de
dimensions 0, 1 et 2.

Pour définir le vecteur de position d'un point P du plan par rapport a ’arrangement
A(, ), nous devons définir pour chaque i € {1,...,n} les ensembles , T et , 7, chacun étant
connexe et tels que , YU, 7 = IR*\, ;. Des définitions utilisables pour les droites que nous
avons mentionnées dans la sous section IV.3.1, seulement la troisieme peut étre utilisée
pour les courbes aussi, si nous demandons comme condition supplémentaire qu’aucune des
courbes de l’ensemble G ne passe pas par l'origine. Une autre définition possible des régions
, T et , 7, pour une courbe , donnée, repose sur la notion d’orientation de , , qui est bien
définie si nous supposons que , est une courbe paramétrique. Ainsi, nous définirons , *
comme étant celle des deux régions connexes de IR* \ , ; se trouvant & gauche quand on
parcourt , dans le sens donné par son orientation, et , = comme celle se trouvant a droite.
Cette derniere définition est invariante par les transformations géométriques élémentaires
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du plan mentionnées dans la section IV.3.3 (translation, rotation, homotetie), mais elle ne
I’est pas par un changement de paramétrisation de , ne préservant pas ’orientation.
Une fois les régions , ! et , ;7 définies pour tout i € {1,...,n}, la notion de vecteur
de position d'un point P du plan par rapport a 'arrangement A(G) est similaire a celle
de vecteur de position relatif a un arrangement de droites, et de méme pour la notion de
vecteur de position d'une face. L’arrangement A(G) pourra alors étre considéré comme
'ensemble des plus grandes parties connexes de IR? dont tous les points ont le méme
vecteur de position.

Quelle que soit la maniere de définir , * et , = utilisée, nous nous servons de ces deux

régions du plan pour introduire (ou redéfinir) la notion de sens de parcours de la courbe

Y

Définition IV.12. — Si Py et Py sont deux points distincts de , , nous dirons que , est
parcourue en sens positif de Py a Py s1, 1 se trouve a gauche du parcours et en sens négatif
t se trouve a droite.

st

e
Evidemment, si les courbes , ; de 'arrangement avaient déja une orientation associée
+

et

e
pas beaucoup de sens. Mais si une autre maniere de définir

cette nouvelle définition n’a
, et , 7 a été utilisée, la
définition n’est pas triviale, nous remarquons méme que certaines courbes, si elles étaient
données paramétriquement, devront étre reparamétrisées par un changement ne préservant

, T et , 7 la position de

lorigine par rapport a la courbe et si l'origine se situe a gauche de la courbe du point de

et si nous nous en sommes servis pour définir )5

pas 'orientation (si par exemple nous avons utilisé pour définir

vue de son orientation initiale).

IV.4.2. Arrangements simples

Deux notations nous seront nécessaires par la suite. Si, est une courbe pour laquelle
le sens de parcours a été défini (ce que nous considérons étre le cas pour toutes les courbes
intervenant a partir de maintenant) et P € , , nous notons , (P7) 'ensemble des points
P; # P de, tels que, soit parcourue en sens positifde Py a Pet, (P+) =, \(, (P‘)U{P}).

Si, est une courbe et P ¢, est un point, nous notons R(, ,P) celle des régions , * et
, ~ qui contient P.

La notion de simplicité pour les arrangements de courbes est nécessairement plus forte
que celle pour les arrangements de droites, car les polycourbes ont moins de “bonnes”
propriétés que les droites.

Définition IV.13. — Soit G = {, i}, un ensemble de courbes. Nous dirons que A(G)
est un arrangement simple si et seulement si

(IV.134) , 0, 5N, k=0 pour tous i, 5,k € {1,...,n} distincts ;

(IV.13ii) ss P e,y N, 5, ol existe Py €, ;(P7) et Py €, ;(PTY) tels que , i]Pl,P[m , =10,
N, j=0eR(;,P1)#R( ;,P2), et symétriqguement pour j ;

)1

]P7P2[
(IV.13.ii1) st P € ., N, j, il n'existe pas de tangente commune des polycourbes , ; et . j
en P ;

(IV.13.iv) l’ensemble U, ; est conneze.

Les conditions (IV.13.ii) et (IV.13.iii) signifient qu’en chaque point commun deux courbes
se traversent selon un angle non-nul. Par la suite, nous travaillerons uniquement sur des

135



arrangements simples, sans le préciser a chaque fois.

Si D est un ensemble de droites tel que A(D) soit simple, alors une face f de A(D)
n’est pas seulement une partie connexe de IR? maximale du point de vue de I'inclusion des
ensembles et dont tous les points ont un méme vecteur de position, mais aussi I’ensemble
de tous les points du plan ayant ce vecteur de position. Cette propriété est due au fait
que deux droites distinctes de D ont exactement un point en commun. Ainsi, deux faces
distinctes de A(D) auront des vecteurs de position distincts. Par contre, si G est un
ensemble de courbes, deux courbes distinctes peuvent avoir plus d'un point commun et la
conséquence est qu’il peut exister dans l'arrangement A(G) plusieurs faces distinctes ayant
le méme vecteur de position (car nous ne considérons pas de faces non connexes). La figure
suivante présente un exemple tres simple ou cette situation survient.

Figure 1V.2

Ainsi, la propriété IV.7 n’est généralement pas satisfaite par les arrangements de courbes.
La propriété similaire qui est vérifiée par ces arrangements est la suivante :

Propriété 1V.14. — Soit A(G) un arrangement (simple) de courbes, G = {, i}, et
sotent f1 et fo deux de ses faces.
1. Si fy est une sous-face de fi, il existe un unique io € {1,...,n} tel que vr, (f1) # 0,
vr, (f2) =0 et vr,(f1) = vr,(f2) pour tout i € {1,...,n}\ {io}.
2. §hl existe un unique i9 € {1,...,n} tel que vr, (f1) # 0, vr, (f2) =0 et or,(f1) =
vr, (f2) pour touti € {1,...,n}\{io}, il existe une face f| telle que Vg(f1) = Vg(fa
et fa soit une sous-face de f].

Iv.4.3. E’quivalence d’arrangements de courbes

L’équivalence de deux arrangements de courbes peut étre définie de plusieurs facons, les
deux que nous discuterons étant les extensions immédiates des définitions IV.9 et IV.10.
Mais, la propriété IV.14 étant plus faible que la propriété IV.7, IV.10 n’implique plus de
maniere directe IV.9, car la fonction ¢ de la condition (IV.10.i1) ne conserve plus forcément
les incidences. Pour les deux arrangements de la figure IV.3, ou G' = {, ., 4} pouri = 1,2,
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nous avoIls

Vi (s1) = Var(sz) = Vgz(s1) = Vi2(s3) = (0,0)
Vi (a1) = Vgi (az) = Vgz(a?) = Vgz(a3) = (0, +1)
Vgi(az) = Vge(a3) = (0, -1)
Vgi (ay) = Vi (ag) = Vga(ai) = Vge(ag) = (—1,0)
Vi (az) = Vgz(aZ) = (+1,0)
Vgi(cy) = Vgi(ey) = Vga(c3) = Vga(cf) = (=1, +1)
Vgi(er) = Vg2(ci) = (=1, -1)
Vgi(e3) = Vg2(c3) = (+1,-1)
Vi (es) = Vge(c3) = (+1,+1)

En prenant la fonction ¢ telle que (c) = ¢3, (ci) = 3 et ¥(s}) = s% pour i = 1,2,
Y(al) = a? pour 1 < i <6 et (cl) = ¢? pour i = 1,3,5, les propriétés de la définition
IV.14 sont satisfaites, mais a} est une sous-face de ¢} et a = ¢(al) n’est pas une sous-face

de ¢ = p(ch).

1
1/ a

0 c
Figure 1V.3

A la différence des arrangements de droites, la simplicité d'un arrangement de courbes
n’implique pas la simplicité de tout arrangement de courbes qui lui est équivalent, a cause
de la condition (IV.13.iii), raison pour laquelle nous ne considérerons que des arrangement
simples. Dans ce cas, I'invariance de la dimension des faces par la fonction i, pour la
définition IV.10, résulte, comme dans le cas des droites, de 'invariance des vecteurs de
position. Pour la premiere définition de ’équivalence, le résultat similaire apparait dans
la sous section suivante.

Iv.4.4. E’quivalence d’arrangements et ordre des intersections

Dans cette section, nous présentons brievement quelques résultats de Vo Phi [VoP94]
sur les arrangements de courbes du plan, car ils nous seront nécessaires dans 1’étude des
arrangements de polycourbes de Bézier.

La définition que Vo Phi utilise pour ’équivalence de deux arrangements de courbes est
celle de Grunbaum, IV.9, que nous reformulons ici pour des ensembles de courbes :

Définition IV.15. — Soient G! et G? deuz ensembles finis de courbes du plan. Nous
dirons que les arrangements A(G') et A(G?) sont équivalents si et seulement si
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(IV.15.1) card(G') = card(G?) ;
(IV.15.i1) il existe une fonction bijective o : A(G') — A(G?) qui conserve les incidences.

Vo Phi prouve facilement que la fonction ¢ de cette définition conserve aussi les dimen-
sions des faces.

Supposons que les ensembles G! et G2 sont indexés sur un ensemble d’indices I : G! =
{, Mier et G2 =4, ?}ic1. Un premier résultat sur 'équivalence des arrangements est donné
par le théoreme suivant [VoP94] :

Théoréme IV.16. — Si les arrangements A(G') et A(G?) sont simples et équivalents
et o : A(G') — A(G?) est une bijection gardant les incidences, alors il existe o une
permutation de 1 telle que
(IV.16.1) f C, ! si et seulement si o(f) C, i(i) pour toute face f de A(G') et pour tout
11,
(IV.16.ii) card(, ! N, }) = card(, i(i) n, i(j)) pour tous 1 £ j €1 ;
(IV.16.ii1) , ! est fermée si et seulement si i(i) est fermée ;

(IV.16.iv) Soient s1 et sy deuz sommets de A(G') situés sur la courbe | }. Alors sy €, }(s7)
si et seulement s1 p(s2) € , *((s1)7).

Dans la suite, nous considérons que ’ensemble G? a été renuméroté de telle maniére
que la permutation ¢ du théoreme précédent soit la permutation identique. La condition
(IV.16.iv) implique tout de suite que si nous considérons l'ensemble de tous les sommets

s € A(G') tels que vpi(s) = 0 pour un i quelconque fixé de I, alors 'ordre de ces sommets

1

sur la courbe et 'ordre de leurs images par la fonction ¢ sur la courbe , % seront

71
identiques. En fait, (IV.16.iv) est équivalente a la condition d’ordre identique des sommets
respectivement sur , ! et sur , %, car il est facile & voir que si (IV.16.iv) n’est pas satisfaite
I’autre condition ne peut pas non plus étre vérifiée.

Ainsi, pour chaque classe d’équivalence d’arrangements le nombre et l'ordre des som-
mets sur respectivement chacune des courbes est le méme pour tout arrangement membre
de la classe. Le résultat principal de Vo Phi consiste a prouver que, sous certaines hy-
pothéses qui ne sont pas trop restrictives, la réciproque de cette affirmation est vraie aussi,
c’est-a-dire le nombre et 'ordre des sommets respectivement sur les courbes d’un arrange-
ment déterminent de maniere unique la classe d’équivalence de cet arrangement. Plus
précisément, il a démontre que deux arrangements pour lesquels les conditions (IV.16.ii)
et (IV.16.iv) sont satisfaites sont équivalents, sous certaines hypotheses, aussi bien au sens

de la définition IV.15 qu’au sens de la définition IV.10.

Définition IV.17. — Soient s1,...,s; des sommets d’un arrangement A(G) situés tous
sur la courbe ,; € G. Nous dirons que ces sommets sont positivement (respectivement
négativement) ordonnés sur , ; si et seulement si s, € , i(s, ) pour touth € {1,... . k—1}
(respectivement sy € , i(s} ) pour tout h € {1,...,k —1}).

Il résulte immédiatement que si $q,...,8; sont positivement ordonnés sur , ;, alors
5; €, 4(sy) pour tout h € {2,... k}et je{l,...,h—1}
Les hypotheses de travail que nous avons mentionnées sont les suivantes :
(h1) A(G') et A(G?) sont simples et card(I) =n > 3.
(h2) il existe une bijection ¢ entre les sommets de A(gl) et ceux de A(gz) vérifiant
(h2.1) s € , ! si et seulement si @g(s) € , ? pour tout sommet s de A(G') et tout

71

1el;
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(h2.2) Pour tout i € I, soient sq,..., sy tous les sommets de A(G') situés sur , I. Si
k > 2, alors pour toute permutation o de 'ensemble {1,... k} 55(1),. .., 50(k)

sont positivement ordonnés sur , ; si et seulement si @o(Sy(1))s---,%0(So(k))
sont positivement ordonnés sur

2

97"

(h3) Pour tous 7,7 € I, si, !N ,} =, alors , ! C ,}+(, b c ,}_) si et seulement si
2 21, 2 2-
7iC7j+(7iC7j )

Le résultat concernant I’équivalence des arrangements s’énonce alors comme suit :

Théoreme [VoP94] IV.18. — Soient G' = {, 1}ic1 et G = {, ?}icr deuz ensembles de
courbes telles que les hypothéses (h1), (h2) et (h3) soient satisfaites. Alors il existe une
unique fonction bijective o = A(G') — A(G?) vérifiant

(IV.18.1) ¢ conserve les incidences ;

(IV.18.i1) ¢(s) = ¢o(s) pour tout sommet s de A(G') ;
(IV.18iil) f C, ! <= o(f) C, %, pour tout f € A(G') et tout i € 1.

Ce résultat est complété par le théoreme suivant [VoP94] :

Théoreme IV.19. — Dans les hypothéses du théoréeme précédent, supposons qu’en plus
Uaffirmation suivante est vérifiée :
(h.4) (I existe 1,5 €1 tels que , 1 N, } =0)
oU
(Il existe un sommet s € A(G') et i € 1 tels que vry (s) = vrz (po(s)) #0)

Alors Vg (f) = Vgz(p(f)) pour toute face f € A(Gh).

Les deux théoremes précédents nous disent que si les hypotheses (hl) jusqu’a (h4)
sont vérifiées, alors les deux arrangements sont équivalents dans le sens de la définition
IV.10, tandis que si seulement les hypotheses (hl) jusqu’a (h3) sont satisfaites, alors les
arrangements seront équivalentes uniquement au sens de la définition IV.15. Vo Phi montre
que si deux arrangements sont équivalents au sens de la définition IV.15, alors nous aurons
soit Vg1 (f) = Vgz((f)) pour toute face f € A(G'), soit UF%(f) = —UF?(c,o(f)) pour toute
face f € A(G') et i € I. Les hypotheses (h4) et (h3) nous assurent qu’il existe au moins
une face fo € A(G') et un indice ig € I tels que vry (fo) = vrz (¢(f0)), et par conséquent

si (h4), en plus de (hl), (h2), (h3), est satisfaite, alors la fonction ¢ du théoreme IV.18
conserve les vecteurs de position.

Nous pouvons maintenant remarquer que si les hypotheses (hl), (h3) et (h4) sont véri-
fiées, alors la définition IV.10 de 1’équivalence de deux arrangements est équivalente a la
définition IV.15 utilisée par Vo Phi, car cette derniere implique, par le théoreme IV.16,
Ihypothese (h2), et (hl), (h2), (h3) et (h4) impliquent IV.10.

IvV.4.5. E’quivalence . dans le plan ou sur la sphére ¢

Avant de passer a la discution sur les arrangements de polycourbes, regardons les deux
arrangements de la figure IV.4 : nous ne dirions pas, a la premiere vue, qu’ils sont équi-
valents. Pourtant, en faisant 1’étude des sommets, arétes et cellules, il résulte facilement
qu’ils le sont, au sens de la définition de Grunbaum. A la cellule hachurée du premier
arrangement correspond la cellule non bornée du second, tandis qu’a la cellule non bornée
du premier arrangement correspond celle qui est hachurée dans le deuxieme.
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Figure I1V.4 Ces deux arrangements sont équivalents
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Figure IV.5

L’équivalence des deux arrangements persiste si nous utilisons la définition donnée par
Edelsbrunner en définissant , * et , = d’apres la position de l'origine par rapport a la courbe
, » a condition de positionner 'origine dans la cellule hachurée pour 'un des arrangements
et dans la cellule non bornée pour 'autre. Il existe quand méme des définitions possibles
pour , t et , = telles que les deux arrangements ne soient plus équivalentes au sens de la
définition IV.10 ; par exemple, si pour toute courbe fermée , * est la région non bornée
des deux régions connexes délimitées par , et , = est la région bornée.

Remarquons qu’en “placant” les deux arrangements de la figure sur la sphere, leur
équivalence devient tres naturelle (et en accord avec le “bon sens géométrique”). Les
deux arrangements de la figure IV.5 seront eux aussi équivalents aux deux précédents,
et en raisonant sur la sphere nous pouvons trouver tous les arrangements “visuellement
différents” qui sont, conformément a la définition IV.15, équivalents a ceux de la figure

IV 4.

IV.5. Arrangements de polycourbes de Bézier

Comme nous 'avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre, le calcul exact d’un
arrangement de courbes ne peut pas se faire sans la résolution des systemes d’équations

7 . . ~ 7 7 7 . 7 . . 7 7 .
algébriques qui peuvent étre de degré élevé. Les imprécisions des résultats numériques de
ces systemes peuvent conduire a des contradictions dans la topologie et la combinatoire de
I’arrangement, par exemple par l'inversion des positions des deux sommets successifs sur
une des courbes de 'arrangement.

Dans cette section, nous étudions les arrangements de polycourbes de Bézier, en nous
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posant non pas la question du calcul d’un tel arrangement, mais celle de la construction
d’un arrangement de lignes polygonales qui lui soit équivalent dans le sens de la définition
IV.15. Le calcul exact d'un arrangement de lignes polygonales, tout en étant d’une com-
plexité bien supérieure a celle du calcul d’un arrangement de droites, ne fait pas intervenir
des équations de degré supérieur a un et par conséquent peut étre considéré comme réa-
lisable de maniere exacte. Mais avant de passer aux polycourbes de Bézier, une discussion
sur les arrangements de polycourbes (quelconques) s’impose.

IV.5.1. Arrangements de polycourbes

Nous avons vu que toutes les courbes considérées dans 1’étude sur les arrangements de
courbes sont soit fermées, soit non bornées, et définissent par conséquent une partition du
plan en deux régions ouvertes connexes disjointes. Les polycourbes qui ne sont pas fermées
n’ont pas cette propriété, car les polycourbes sont toujours des compacts, donc bornées ;
par exemple Uarrangement présenté dans la figure IV.6 a une seule cellule.

Les arrangements de polycourbes seraient ainsi plus proches des arrangements de seg-
ments [Boi95] que des arrangements de droites. Nous verrons ainsi apparaitre des cellules
non banales, dont U'intérieur de 'adhérence contient au moins une extrémité de polycourbe,
et des cellules banales, celles qui ne satisfont pas la propriété ci-dessus. L’unique cellule
de l'arrangement de la figure IV.5 est non banale.

Dans un arrangement de courbes non bornées ou fermées, il peut exister (et il existera
pourvu qu’au moins une courbes est non bornée) des arétes ayant un seul sommet, et ces
arétes seront non bornées. Dans un arrangement de polycourbes, toutes les arétes sont
évidemment bornées, mais il peut toujours en exister qui n’ont qu’'un seul sommet, et nous
appellerons aréte libre une telle aréte.

Ci

Figure 1V.6

Remarquons aussi qu’a une polycourbe C nous pouvons associer de maniere naturelle
un sens de parcours, car elle est une courbe paramétrique, donc la notion de sommets
positivement ordonnés, ainsi que les ensembles C(P~) et C(PT) pour P € C, ont un sens et
seront utilisés.

La définition d’'un arrangement simple est a peu pres la méme que pour les courbes
fermées ou non bornées, mais la condition (IV.13.ii) doit étre reformulée, car R(C,P) n’a
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pas de sens si la polycourbe C n’est pas fermée. Pour pouvoir donner la définition d’'un
arrangement simple de polycourbes, la notion suivante nous est nécessaire :

Définition IV.20. — Soient C; et Co deux polycourbes et soit P un point de C; N Cy qui

n’est pas une extrématé de Cs.

(IV.20.a) Si C; n'est pas une polycourbe fermée et P est 'une de ses extrémités, nous
dirons que Cy traverse C; de gauche a droite en P si et seulement si

(IV.20.a.1) il existe g > 0 tel que card(C(P,e) NCy) = 1 et card(C(P,e) NCz) = 2
pour tout € < eqg ;

(IV.20.a.ii) si en parcourant C(P,eq9) da partir du point C(P,e9) N Cy vers la gauche
par rapport au sens de parcours de C; nous notons Py et Py les points
dintersection de C(P,eq) et C2 dans lordre ot nous les avons trouvés,
alors Py € C3(P3).

(IV.20.b) Si Cy est une polycourbe fermée ou P n’est pas l'une de ses extrémités, nous
dirons que Cy traverse C; de gauche a droite en P si et seulement si

(IV.20.b.1) il existe eo > 0 tel que card(C(P,e) NCy) = 2 et card(C(P,e) NCy) = 2
pour tout € < eqg ;

(IV.20.b.ii) s {P1,P2} = C(P,e0)NCy tels que Py € C3(P3), alors en notant Cy(P, eo)
UVare de C(P,eq) se trouvant a gauche de Cy par rapport d son sens de
parcours (considéré sans ses extrémités, qui sont les points d'intersection

de C(P,20) et C1) et Ca(P,e0) = C(P,20) \ <Cg(P,50) U (C(P, <o) mcl)),
alors
P1 - Cg(P,afo) et P2 - Cd(P,@O).

De maniére symétrique se définit la traversée de droite a gauche.

Pour simplifier 'expression, donnons encore une définition, qui découle directement de
celle-ci :

Définition IV.21. — Soient C; et Cy deux polycourbes et soit P € C;1 N Cy. Nous dirons
que Cy et Cy se traversent en P si et seulement si Co traverse Cy de gauche a droite en P
ou Cy traverse Cy de droite a gauche en P.

Nous reformulons ’énoncé de IV.13 comme suit :

Définition IV.22. — Soit C = {C;}; un ensemble de polycourbes. Nous dirons que A(C)
est un arrangement simple si et seulement si
(IV.22.1) C; N C; NCr = 0 pour tous i, 5,k € {1,....,n} distincts ;
(IV.22ii) s« P € C;NCy, C; et Cj se traversent en P ;
(IV.22.ii1) si P € C; N Cj, 1l n'existe pas de tangente commune des polycourbes C; et C;
en P ;

(IV.22.iv) ’ensemble UT_,C; est conneze.

Iv.5.2. E’quivalence d’arrangements de polycourbes

La définition de I’équivalence donnée par Edelsbrunner n’a plus de sens pour les arrange-
ments de polycourbes, et les hypotheses (h.3) et (h.4) perdent aussi toute signification, car
les vecteurs de position des faces ne peuvent plus étre définis. Par contre, la définition de
Grunbaum reste pertinente et nous allons 'utiliser pour les arrangements de polycourbes.
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Proposition IV.23. — Soient C! = {C}}i€{17...7n} et C? = {C?}i€{17...7n} deux ensembles

de polycourbes tels que les arrangements A(C') et A(C?) satisfassent les hypothéses (h1)

et (h2) et les conditions

(IV.23.1) C} est fermée si et seulement si C? est fermée.

(IV.23.i) s € Cl N C]l n’est pas une extrémité de C]l si et seulement si po(s) n'est pas
une extrémité de C]Z et si1 ¢’est le cas, alors C]l traverse C} de gauche a droite en
s st et seulement si C]Z traverse C? de gauche a droite en po(s).

Alors les deuz arrangements sont équivalents au sens de la définition IV.15.

Preuve — La fonction g de (h2) étant une bijection, la condition (h2.1) implique immé-
diatement 1’égalité des cardinaux des ensembles de sommets situés respectivement sur C},
dans 'arrangement A(C'), et CZ, dans l'arrangement A(C?), pour tout i € {1,...,n}. En
utilisant (IV.23.i), nous déduisons que le nombre d’arétes situées sur C} dans A(C') est

égal au nombre d’arétes situées sur C? dans A(C?), pour tout 7 € {1,...,n}.
. 1 1, \ .
Sinous notons s;'’, ..., s, les sommets de A(C') appartenant a C; dans’ordre croissant
N . 2 . 2 .
des valeurs des parametres auxquels ils correspondent sur la polycourbe, et 577", ..., s

les sommets de A(C?) appartenant & C? toujours dans l’ordre croissant, la condition (h2.2)
implique c,oo(si’l) = si’l pour tout h € {1,...,k;}, et ceci pour tout ¢« € {1,... ,n}.
Notons les arétes de A(C') situées sur C}, dans l'ordre de leur “apparition” sur la

1 1, . o i

polycourbe, ay*, ..., a.}’, et les arétes de A(C?) situées sur C?, toujours dans le bon ordre,
2,i 2,i ' :

ay”,...,ap). Nous observons que k' = k 4 1, si les polycourbes Cl et C? ne sont pas

. . R 1.4 .
fermées, et k' = k si elles le sont ; dans ce dernier cas, l'aréte a,'" sera celle comprise entre

1,2 1,2 1,2 ~ . 1,2 1,2 / ..
51" et 557 et a, seral’aréte comprise entre s," et s;", contenant éventuellement l’origine
? ?

de la polycourbe (si si’i en est différent).
Définissons alors la fonction ) faisant correspondre & une aréte de A(C') une aréte de
Ac?) -
p1(ay’) = a;" Vhe{l,....kl} Vie{l,...,n}

Cette fonction est de maniere évidente une bijection, et il est aussi évident que si s et
a sont respectivement un sommet et une aréte de A(C') définissant une incidence, alors
wo(s) et ¢1(a) définissent une incidence dans A(C?).

Soit maintenant ¢ une cellule de A(C'). Sa frontiere, qui sera notée §', est un ensemble
d’arétes et de sommets de 'arrangement. Discutons d’abord le cas ou ¢ est une cellule
banale.

Si ¢ est banale, 1l y a autant d’arétes que de sommets dans la composition de cette fron-
tiere, qui est une courbe fermée (et simple). En commencant par un sommet quelconque de
§', suivi par un sommet incident & une des deux arétes qui sont en méme temps incidentes
a ¢ et au sommet déja pris, nous aurons une direction de parcours de ¢! ; nous faisons la
liste des faces composant §' suivant cette direction de parcours et prenons leurs images
respectivement par g et 1 dans 'arrangement A(C?). L'union des images formera une
courbe 62 et les propriétés des bijections g et oy impliquent facilement que 62 est une
courbe fermée (et simple). Nous montrons que 'une des deux régions du plan délimitées
par 2 est une cellule de A(C?).

Soit L1 = {s1,a1,82,az2,...,5¢,ar} la liste des faces de A(C') composant &' ; §% sera
composée des éléments de l'ensemble Lo = {po(s1),01(a1),...,p0(s¢),p1(ae)}. Les arétes
©1(a1) et p1(az) ne peuvent étre qu’incidentes & une cellule ¢’ de A(C?).
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Supposons que, du point de vue de la cellule ¢, la courbe §' est parcourue trigonomé-

triquement, ce qui veut dire que ¢ se trouve a gauche de 6! quand nous parcourons cette

courbe dans le sens donné par la liste £1. Alors pour tout h < ¢ aréte ajpyq sera “la

premiere & gauche” partant du sommet s;, quand nous sommes arrivés par a; (les indices

h sont considérés de maniere circulaire).

Il n’est pas difficile de voir que ¢’ se trouve a gauche des arétes ¢1(ay) et ¢1(az). En
effet, soient 7,7 € {1,...,n} tels que a; C C} et ay C C]l.

Cas 1.

Cas 2.

Cas 3.

Cas 4.

Cas b.

sy est une extrémité de C} et une extrémité de C]l. Dans l'arrangement A(C'),
il n’y a que deux arétes incidentes a sy, qui sont précisément a; et as. De par
la condition (IV.23.ii), po(s2) est une extrémité de C? et une extrémité de C]Z et
dans Darrangement A(C?) les seules deux arétes incidentes & g(s2) sont o1 (ay)
et ¢v1(az). Dans ce cas, notre étude “se déplace” au sommet s3, impliquant les
arétes as et ag ; si ce sommet aussi est une extrémité pour les deux polycourbes
supportant as et az, nous passons au suivant et ainsi de suite jusqu’au premier
sommet qui n’est pas dans cette situation. Si tous les sommets s;,, pour h €
{1,...,0}, se trouvent dans ce cas, alors l'arrangement A(C') ne peut avoir que
deux cellules, qui sont respectivement les deux régions connexes du plan définies
par §', car cet arrangement étant simple, U"_,C! doit étre un ensemble connexe et
donc toutes les polycourbes de C! sont incluses dans §'. Il est tres facile a voir que
la condition (IV.23.ii) implique exactement la méme structure pour l'arrangement
A(C?) et nous n’avons qu’a considérer que ¢’ est celle des deux cellules de A(C?)
se trouvant a gauche du parcours de §2.

1

59 est une extrémité de C;,

mais il n’en est pas une de C]l. Supposons que C]l
traverse C} de gauche & droite en sy (si C]l traverse C} de droite & gauche en s,
la discussion est similaire). Alors s3 € C]l (s3), de par la définition de la traversée
de gauche a droite et compte tenant de la supposition faite sur le sens de parcours
de §'. Dans l'arrangement A(C?), le raisonnement se fait en sens inverse : comme
la condition (IV.23.ii) implique po(s3) € C]Z(c,oo(sz)_), nous déduisons que ¢1(az)
est “la premiere a gauche” partant du sommet pg(s3) quand nous sommes arrivés
par 1(a1) et par conséquent ¢’ se trouve a gauche du parcours donné par la liste
Ly sur §2.

S9 est une extrémité de C]l, mais il n'en est pas une de C]. Supposons que C;
traverse C]l de gauche a droite en sy (si C} traverse C]l de droite a gauche en s;,
la discussion est similaire). Alors la définition de la traversée de gauche a droite
et la supposition faite sur le sens de parcours de ¢! impliquent s; € C}(s}). Dans
larrangement A(C?), nous raisonnons & l'inverse : comme la condition (IV.23.ii)
implique o(s1) € C?(po(s2)T), nous déduisons que ¢1(a;) est “la premiere &
droite” partant du sommet pg(s3) quand nous sommes arrivés par ¢i(az) et par
conséquent que ¢1(ay) est “la premiere a gauche” partant du sommet pg(s3) quand
nous sommes arrivés par ¢1(aq) ; nous obtenons ainsi que ¢’ se trouve a gauche
du parcours donné par la liste £y sur §2.

sy n’est une extrémité ni pour C}, ni pour C]l. La discussion a faire dans ce cas
est identique a celle du Cas 2 et nous obtenons la propriété voulue pour le sens de
parcours de §2 par rapport a la cellule ¢'.

i=j. Ce cas survient quand sy est une extrémité d’une polycourbe qui “part vers
I'extérieur” de la cellule ¢, et il est facile a voir la discussion est symétrique a celle
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du Cas 3 (ou sy est une extrémité d'une polycourbe qui “part vers U'intérieur” de
la cellule ¢).

Soit p € {3,...,(} et supposons que les arétes ¢1(ap) sont incidentes & ¢’ pour h €
{1,...,p — 1} ; il est alors évident que ¢q(a,) l'est aussi. En effet, dans 'arrangement
A(CY) Daréte a, est “la premiere & gauche” en partant de s, quand nous sommes arrivés
par ap—1 et une discussion par cas tres semblable a celle faite pour prouver que ¢’ se trouve
a gauche de 62 par rapport au sens de parcours donné par L2 nous meénera a la conclusion
que dans larrangement A(C?) laréte ¢1(a,) est “la premiere & gauche” en partant de
©o(sp) quand nous sommes arrivés par ¢1(ap—1) et donc incidente a ¢’. Par récurrence,
nous obtenons ainsi que toutes les arétes de ’ensemble L, sont incidentes a ¢'.

Dans ses grandes lignes, la discution pour le cas ou la cellule ¢ n’est pas banale est
identique a celle déja faite pour le cas ¢ banale, en nous servant du fait que la fonction
1 est telle que si a est une aréte libre de «(C!), alors 1 (a) est une aréte libre de A(C?).
Dans la liste £1 décrivant le bord de ¢ une aréte libre sera identifiable au fait qu’elle est
précédée et suivie par un meéme sommet, son unique sommet incident ; la liste Lo des
images des éléments de £ par g, respectivement 1, aura bien str la méme particularité.
En plus, pour les arétes libres il n’a pas de sens de dire que la cellule se trouve a gauche
(ou a droite), mais nous pouvons éviter ce probleme en considérant que toute aréte libre
est “creuse”. Avec ces conventions sur 'ensemble £; et sur les arétes libres, prouver que la
liste £y définit le bord d’une cellule ¢’ dans arrangement A(C?) se fait de la méme facon
que dans le cas ou ¢ est banale.

Nous pouvons par conséquent définir une fonction s associant a une cellule ¢ de
Parrangement A(C!) la cellule ¢’ de A(C?) dont le bord est I'image par les fonctions ¢q et
1 du bord de ¢. Nous avons prouvé que pour chaque cellule ¢ de A(C!) il existe une telle
cellule ¢’ dans A(C?), donc le nombre de cellules de A(C') est inférieur ou égal au nombre
de cellules de A(C?) ; mais g et 1 sont des bijections et toutes les conditions imposées
aux deux arrangements sont symétriques en C! et C2, par conséquent tout le raisonnement
peut se faire en inversant les roles des deux ensembles de polycourbes et nous pouvons
donc déduire que le nombre de cellules de A(C?) est inférieur ou égal au nombre de cellules
de A(C') et conclure que les deux arrangements ont le méme nombre de cellules. Comme
il est évident que si ¢; # ¢y sont deux cellules de A(C') les cellules ¢} et ¢ leur correspon-
dant dans A(C?) sont elles aussi distinctes, nous obtenons que la fonction o est aussi une
bijection.

Pour définir la bijection ¢ de la définition IV.15, il nous reste a préciser que sa restriction
aux sommets de A(C1) est égale & g, sa restriction aux arétes est égale & ¢4 et sa restriction
aux cellules est égale a @3. Il est évident que ¢ ainsi définie garde les incidences.
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I's

(a) (b)

Figure IV.7 Dans le cas (a), , 4 est parcouru de A d B. Si dans le cas (b) , 4 est parcouru
de A a B, (IV.25.41) n’est pas satisfaite ; si , 4 est parcouru de B a A, ¢’est
(h2.2) qui n’est pas satisfaite.

La condition (IV.23.i) est évidemment nécessaire pour que les deux arrangements de
polycourbes soient équivalents, car une polycourbe fermée sur laquelle il existe k sommets
contiendra k arétes, aucune libre, tandis qu’une polycourbe non fermée ayant k& sommets
contiendra k + 1 arétes, parmi lesquelles deux libres ; les hypotheses (hl) et (h2) ne nous
permettant pas de la déduire, cette condition a du étre posée de maniere explicite.

La condition (IV.23.ii), par contre, n’est pas nécessaire : dans un arrangement de poly-
courbes il suffit de changer 'orientation d’une seule polycourbe pour obtenir un nouvel
arrangement qui est bien str équivalent au précédent au sens de la définition sans que
la condition (IV.23.ii) soit satisfaite. Mais cette condition est la plus faible (et intuitive)
que nous ayons pu trouver pour assurer ’équivalence de deux arrangements quelconques de
polycourbes, car nous pouvons voir dans la figure IV.7 deux arrangements ne la satisfaisant
pas et qui ne sont pas équivalents.

IV.5.3. Arrangements de polycourbes de Bézier et de polygones de controle

Comme pour le probleme du calcul de ’enveloppe convexe, I’approximation polygonale
que nous utiliserons pour une polycourbe de Bézier sera son polygone de controle. Ainsi,
de facon naturelle, a tout ensemble de polycourbes de Bézier B = {B;};er sera associé un
ensemble de lignes polygonales P = {P;}ic1 ayant le méme cardinal. La polycourbe B;,
pour tout 1 € I, s’écrit B; = U;Z1Bi,ja ou B; ; est une courbe de Bézier completement

convexe de B-polygone P; ; = P(()i7j)Pgi7j) o Pg]ﬁ;j

Comme nous avons annoncé au début de cette section, nous cherchons un arrangement
de lignes polygonales qui soit équivalent a un arrangement de polycourbes de Bézier donné.
Nous construirons cet arrangement a partir de ’arrangement de polygones de controle des
polycourbes de Bézier, en utilisant la subdivision de de Casteljau de rapport 1/2.

Avant d’énoncer et prouver le théoreme d’existence d’un arrangement de polygones de
controle équivalent a un arrangement de polycourbes de Bézier donné, nous établissons
une convention de notation dont nous aurons besoin.

Convention Soient By = U2, By, et By = U2, By ; deux polycourbes de Bézier telles
que arrangement A({B1, Bz }) soit simple. Supposons qu’il existe i1 € {2,...,n1} et iy €
{1,...,ng} tels que P(()l’“) € Bg7i2\{P(()2’l2),P(2’l2)} (11 est différent de 1, car arrangement

ma iy

étant simple nous aurons P(()l’l),P%;Zl) ¢ By et P(()Z’l),Pg;f) ¢ Bi). La simplicité de

146



A({B1,B2}) implique l'existence de ¢ > 0 tel que
Buu,, (PSP 10,2) O reg(Baiy. [PY2 P22 ) = 0

et (IV.2)
B, .,y (P50 P e 1)) € reg(Ba iy, PSP PE2))
ou
B, ., (P, PO 0, 2]) C reg(Bai,, [P PI22)))
et (IV.3)
B, o, (PO 0 P e 1)) A reg(Ba.iy [P PE2)]) =

A chaque fois que la situation décrite par les formules (IV.2) survient, nous considérons

que P(()l’il) € By, et P%lljl . ¢ Ba,,, et si nous avons la situation décrite par (IV.3),

s 12 1,21—1
nous considérons que P( i) ¢ By, et Pﬁnl i 1) € By i,. Autrement dit, nous considérons

(71)

que celle des deux courbes de Bézier ayant le point P comme extrémité commune qui

“part vers 'intérieur” de la courbe B, ;, ne coupe pas By ;, en P(()l’“), et seulement celle qui
“part vers l'extérieur” aura en commun avec Bj ;, ce point. Cette convention n’introduit
pas d’incohérence dans le nombre ou 'ordre des intersections de By et By et elle est faite,
comme nous le verrons dans la démonstration du théoreme suivant, a cause des situations
comme celle de la figure IV.8, olt nous ne pourrons jamais avoir Py, N Pay, # 0 sile

parametre correspondant a P(()l’il) sur la courbe Bj ;, n’est pas de la forme i /2%,

Figure 1V.8

Théoreme IV.24. — Soit B = {B;}i=1,... n une famille de polycourbes telle que A(B) soit
simple et n > 3. Supposons en plus que

Py Pl ¢ | By Vie{l,...,n}
ki

Alors il existe une famille P = {P;}i=1,... n de polygones de contréle de ces polycourbes

ayant les propriétés

(IV.25.1) A(B) et A(P) sont équivalents ;

(IV.25.1i) toute famille de polygones de contréle obtenue par subdivision de de Casteljau a
partir de P satisfait la propriété (IV.25.1).

Preuve — Nous utiliserons les mémes notations que précédemment, en considérant que la
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polycourbe B; courante s’écrit B; = U?;1Bi,j et a le polygone de contréle P; = U?;lpm
avec P; ; = Péi’j)Pgi’]) ng{ljj)
Sans restriction de la généralité, nous pouvons supposer que
card(B;, j, N (Uiziy Bi)) <1 Vip e{l,...,n}Vj € {l,...,n; } (IV.4)
En effet, soient 13 € {1,....n}et j; € {1,...,n;, } tels que card(B;, j, N(Uizi, Bi)) = p > 1.
Nous pouvons écrire B;, j, N (Ui, Bi) = {Ql,Qg, ..., Qp}, en supposant que les points

Q1,...,Q, sont ordonnés sur la courbe B;, ;. Il existe alors 0 < ¢; <ty < ... <t, <1
tels que Qx = By, (P(()“"”), o ,P%ﬁ;’;f ;t%). Nous prenons

= [ ~log, (?E%“a - ta—”ﬂ

et nous subdivisons la courbe B;, j, & fois. Chacune des courbes de Bézier ainsi obtenues
sera en fait la restriction de la courbe initiale a un intervalle de longueur 1/2%. Cette valeur
étant inférieure & min®_, (¢4 —to—1) par le choix de &, il ne peut pas y avoir de tel intervalle
de définition contenant plus d’un parametre t,. Toutes les courbes obtenues par les sub-
divisions décrites satisfont donc la propriété ci-dessus, et en répétant ce procédé a chaque
fois qu’une courbe de Bézier d’une des polycourbes de 'arrangement coupe ’ensemble des
polycourbes auxquelles elle n’appartient pas en plus d’un point nous obtenons une nouvelle
écriture de 'arrangement pour laquelle la condition donnée est satisfaite.

Ainsi, Varrangement A(B) satisfait la condition (IV.4). Pour prouver l'existence d’'une
famille P de polygones de controle des polycourbes de la famille B telle que A(P) soit
un arrangement simple, nous traiterons une par une les conditions de la définition d’'un
arrangement simple. Soit

1
€o=3  min d<Bi171178i2712>
Biy j1 NBig,jo=0

Suite aux propriétés des courbes de Bézier, il existe une famille de polygones de controle
P ={Pi}ti=1,...n telle que

5H<Bi7]‘,73i7]‘> < €o Vi € {1,...,n}\V/j€ {1,...,ni} (IV.5)
Si nous supposons que A(P) ne satisfait pas (IV.22.i), il existe i1,12,i3 € {1,...,n} tous
distinets et jp € {1,...,n;, } pour k = 1,2, 3 tels que

Pirgr VPiy o N Pig s # 10

Soit P € 7711 g N 7712 o N 7313 js- Comme la relation (IV.4) est satisfaite, nous ne pouvons
pas avoir le g N ZS’Z2 s £ 0 et le g N 813 s # 0. Supposons que le g N 813 s = 0. Alors

d(Bll ]17813 ]3) < d(P Bll ]1) —I_ d(P BZS ]3) < 5H (Bll ]1773117]1) —I_ 5H (BZS ]3775/i37j3) < 250

contradiction avec la définition de g9. La condition (IV.5) est invariante a la subdivision
de de Casteljau, ce qui signifie que toute famille de polygones de controle obtenue par
subdivision de de Casteljau a partir de P va générer un arrangement vérifiant la condition
(IV.22.1).

Pour montrer 'existence d'une famille P satisfaisant les conditions (IV.22.ii) et (IV.22.iii),
nous allons prouver qu'il existe une famille P = {P;};=1, ., telle que

Viy #£iy € {1,...,n}

Card(Pthl N ,Pimjz) = Card(BilJl n Bi2’j2) Vik € {1 15 } k=12
g oy te J o — .
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Si gil i ﬂgi27j2 = (), un raisonnement identique a celui fait pour prouver que l’arrangement
A(P) satisfaisant la relation (IV.5) vérifie (IV.22.1) nous menera a la conclusion P;, ;, N

Pis.j» = 0. Il nous reste donc & prouver 'existence d’une famille de polygones de controle

telle que si gll 5N glz . 7 0, alors card(ﬁl1 g N 7312 o) = 1 (car B satisfait la condition
(IV.4)). Cette preuve sera faite en deux étapes, nous construirons d’abord une famille P

telle que 7711 i ﬂ7712 j» 7 0 et ensuite une telle que card(pl1 i ﬂ7712 s) < 2. Deux nouvelles
notations nous sont nécessaires.

Notations

D;,; = DP(P(()i’j)P%’f?vBi,j) \ reg(PyPLY) B, ;)

Soit {Q} = By, j, N Biy .

Premier cas. Si nous avons la situation de la figure IV.9, ou

Q¢ {P(lh]l) P(lldl)} N {P(lzdz) P(lzdz)}

Mig,jo

il est évident que P;, j, N Py, # 0.

Figure 1V.9

Deuxieme cas. Un autre cas possible est celui de la figure IV.10, ou le point Q est une des
extrémités de 'une des deux courbes et appartient a U'intérieur (en dimension 1) de l'autre,

et supposons que € gihjl \ {ﬁéil’jl),ﬁg’ﬁ) } A(B) étant un arrangement simple et
1,71

compte tenant de la convention de notation faite, Bi, i, N 151‘17]‘1 #£ () et soit

127j2

g = sup d<P7gz‘1,j1>

PeBi, j,0Diy jy

Nous subdivisons le 1 Jusqu’a ce que §H (Bn,h , 731‘17]‘1) < e1. De par la définition de ¢4, la

courbe B;
coté,

in.jo Dartage la région B(Bl1 Gia€1) N Dl1 , en deux parties connexes. D'un autre

5H(Bll7]1773117]1) <&y = ,P\{ch]l) P(ll’]l } C B 8117]1,51) N Dil,jl

My,
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Figure IV.10

Nous en déduisons que

gizdz N 7/51‘17]‘1 7£ 0 (IVG)
— ﬁ(()i27j2)

Pour fixer les notations, supposons que Q . Suite a la convention de notation,

nous aurons ﬁgb’]é) € DP,, (tanQ(gihjl),gith.
Supposons, par ’absurde, que
Pivi N Piy iy =0 (IV.7)
Nous savons P, g N Int(E( i h)) £ 0. Si P, o C Int(E(ﬁih]‘l)), les propriétés des
courbes de Bézier 1mphqueront BZQ go C Int(E(Pih]‘l», contradiction avec la relation
(IV 6). Il résulte Pi, . N 5(5(7711 i) # 0, ce qui, avec la relation (IV.7), donnera
77127]2 ]P(“"”)P(“’]1 [# 0. Alors il existe k € {1,...,mi, j, — 1} tel que

My,

[P(lzdz)P(lsz)] ]P(ll’]l)P(ll’]l) [ 0

k4t My,

et soit R € [P(ZQ’D)P;CZ_T_’I‘D)] ]P(“"”)P(“’]l)[ Des relations

P(127]2) c B(zl i \ {P(lh]l) P:lll;]il)} szzdz) c DPop <tanQ(Bi1,j1)7Bi1,j1>
t (IV.7) il résulte ﬁgb’]é) e reg(B;, ]1,7/5117]1) D’un autre coté, R ¢ reg(B 117]1,77117]1)
P

donc la ligne polygonale U¥ [P(D’D)Pgi’f)] doit couper la frontiere de reg(l’)’lld17 117]1)

Avec la condition (IV.7), cela impliquera
k

(UBepa) 0 (B (362,55, 1) #0

a=1

Soit S un point de 'intersection des deux ensembles ci-dessus tel que, si ¢ € {1,. -1}
a la propriété S € [P(ZQ’D)PEfl‘D)] la longueur de la ligne polygonale U%_ [P(D’D)Pgi’f)]

soit minimale. Soit () la région bornée, d’un coté, par le morceau de B;, ;, compris entre

les points Q et S, et, de 'autre coté, par le morceau de P; compris entre ﬁéi2’j2) =Q

127j2
et S: ,
-1
Q= reg <Bi17j1 Q3] <U [szdz)Pgi{z)]) U [P212’12)8]>
a=0

La condition (IV.7) et le fait que P( i2,02) ¢ reg(B“’]l,ﬁil’jl) impliquent
QcC reg(Bll J1o jsih]i)
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Les propriétés des courbes de Bézier (a savoir le fait que [ﬁ(b’jz)ﬁgb’h) est tangent a

gi%]é en P(l2"72) et By, j, C DP(ﬁéiQ’h)ﬁgb’jz),ﬁgb’]é))) donnent By, ;, N # 0. Nous ne

pouvons pas avoir 8127]2 C Q, car cela donnerait une contradiction avec la relation (IV.6),

done Bj, j, N (5(2) \ {P{=7}) # 0. Comme By, j, 0 (Piy 3, \ {P§>7, PL27}) = 0, nous
12,72

déduisons ZS’Z2 o N (gi1,j1 \ {Q}) # (), en obtenant ainsi une contradiction avec la relation

(IV.4). La supposition (IV.7) nous ayant menés a une contradiction, elle est fausse et nous

2 ]2 12 ]2

avons par conséquent prouveé

Pivjy N Pig o # 0

Troisieme cas. Il nous reste ainsi a étudier le cas général des positions relatives des courbes
Bi, j, et Bi, j,, quand le point Q n’est l'extrémité d’aucune de ces deux courbes, cas

présenté figure IV.11.

ﬁéh,jl)

ﬁgizyjz)

Figure IV.11
Pour fixer les notations, supposons que les deux courbes sont telles que
Ve >0 (B(Q,2)N Diyji ) 0 Bis| picangy # 0 k0 € {1,2)

Nous définissons

!/ "
€ = sup d(P,Biy) € = sup (P, Biy ;)
PEBH J1 (i1yj1)Q]mDi27j2 PEBQ j2 (izvjz)Q]mDiLh
O
e} et &7 sont tous les deux positifs et nous prenons £; = mm{el,e }. Nous pouvons

obtenir par subdivision de de Casteljau deux lignes polygonales 7711 g et 7312 o telles que
5H(Blk7]k,771k7]k) < g1, pour k =1,2. De par la définition de ¢, la courbe Bn,n

[Qpélldl )]

partage la région B(gi%]é,sl) N D, en deux parties connexes telles que les points

127j2
(2.7 ~(15.7 . N 7 A ]
P(()2"72) et plz2) n’appartiennent pas a l'adhérence de la méme de ces deux parties.
Mis,jo

Comme la ligne polygonale P; joint ces deux points et est incluse dans B(gi%]é,sl) N

127j2
D, j,, il résulte Py, ;, N By, 4 [Qfﬁul e # . Symétriquement, nous aurons aussi P;, j, N
B QP2 2)] # 0. Soit {T} = Py, 4, N Bn,n et soit h € {0,..., My j, — 1} tel

que T € [P(ZQ’D)PEJ_T_’I‘D)] Si nous supposons que 77117]1 N 77127]2 (), nous aurons aussi

12,72

[QP(’l Jl)]

h—1

Pas 0 (U PG PU) v ipf#1)) =

a=0
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et le raisonnement a faire pour obtenir une contradiction est identique a celui fait pour le

deuxieme cas , en considérant la restriction de la courbe B; délimitée par P(() 22) o Q

127j2
et la restriction du polygone P;, ;, délimitée par P(()Z2"72) et T.

Il est évident, dans les trois cas possibles de positions relatives des courbes gi17j1 et

Bi,,j,, qu’aucune subdivision ultérieure ne changera le fait que 'intersection des polygones
de controle est non-vide, car les majorations imposées a (B, ., Pi, j. ), pour k = 1,2,
seront toujours vérifiées.

Nous arrivons ainsi a la deuxieme étape de notre preuve et nous cherchons des polygones
de controle 7711 g et 7312 o tels que card(plh]1 N 77127]2) = 1. Pour cette preuve aussi nous
devons traiter séparément les trois cas évidentiés dans ’étape précédente.

_ ﬁ(ilvjl) _ ﬁ(()izv]é)

Premier cas. Supposons que ) =

ZI = DP(P(lka)P(lka) sz M) N DP(P(lkv]k)P(lkv]k) Bllm]k) k=1,2

Tk 7jk
Migip

. Nous notons

Les affirmations suivantes résultent de maniere évidente des propriétés des courbes B,

Tk, Jk
pour k =1,2:
- Al17]1 N A127]2 - {Q} - 73117]1 N 73127]2 = {Q}
— sl Al1 WJ1 N A127]2 7£ {Q} alors
<gi1,jl N Avim]é) N <gz‘2,y‘2 N gum) =10 (IV.8)

en trois parties

et ces deux morceaux de courbes partagent la région A; ; N A, j,

connexes (figure IV.12).

Figure I1V.12

Sinous sommes dans la premiere des deux situations décrites ci-dessus, la relation a prouver
est immédiate. Sinous sommes dans la deuxieme, soit e = d(Bi, j, NAiy jo, Bis jo N Ai 1 )-
Supposons que

sup d(P,Q) < sup d(P,Q) (IV.9)

PEB;, j, NAiy s PEB;, j,NA;

i1,J1 in,j2 i1,J1
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Nous subdivisons le iy jusqu’a avoir o' (8117]1,731‘17]‘1) < (1/2)ey et quand cette condition
est satisfaite il est facile a voir que 77117]1 et 77127]2 ne peuvent pas avoir autre point commun
les deux membres de (IV.9)

que Q. Silinégalité (IV.9) est inverse, nous subdivisons B,
ne peuvent pas étre égaux a cause de la relation (IV.8).

12]27

Deuxieme et troisieme cas. Nous traiterons ces deux cas ensemble, car ils sont similaires.
Les courbes le r et ZS’Z2 j» admettent quatre droites d’appui communes. Nous notons
A celle des deux droites d’appui qui satisfait

AN giujl C DPOP(tanQ(gizdz)vgimjz) AN Blz g2 C DPOP(tanQ(BH ]1) gihjl)

Une telle droite d’appui existe, car l'arrangement A(B) étant simple, Bihjl et B;

127j2 ne

peuvent pas avoir une tangente commune en Q.

Figure I1V.13 La seule des quatre droites d’appur satisfaisant les deux conditions ci-dessus
est /\q

Soient 6; l'angle formé par A et tang (gi1,j1) et 6y 'angle formé par A et tang (gi%]é).
Nous prenons

d(Q, A) cos 6, d(Q, A) cos b,

M|l—‘

et nous subdivisons le iy jusqu’a obtenir &1 (8117]1,7/51‘17]‘1) < el et gi%]é jusqu’a obtenir
st (8127]2,7/51‘27]‘2) < &Y. Soient A( ) 1a parallele a tanQ(gll j,) située dans le demi-plan
DPop(taurl(;g(Bl1 i) Bi, ) et telle que d(A( ¢2) tamQ(Bl1 i) =¢eh et A( *2) la droite définie

de maniere analogue par rapport a tang (8127]2) et &), Il est facile a voir que D( %) ot A(€2)
se coupent en un point T situé a mi-distance entre Q et sa projection sur la dr01te A.

Evidemment, 731‘17]‘1 C DP(AEgQ),gihjl) et 7/51‘27]‘2 C DP(A(€2) Bi, j» ), donc U'intersection
des deux lignes polygonales sera contenue dans l'intersection des deux demi-plans. Plus,

en notant Ry le point d’intersection de A(€2) avec gil . tel que

Bihjl JQR1[ C DP(A(gz) Blz ]2) N DPOP(tanQ(Blz ]2) Binz)

et Ry le point d’intersection de A( 2 avec B, . tel que

12,72

B

127j2

C DP(Ag%)vBiMh) N DPOP(tanQ (gi17j1)7 BilJl)

JQR2[
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nous auroils

731‘17]‘1 N 731‘27]‘2 C T€g<[R1T] U [TRQ] U ginz U giu]i (IV.lO)

IR2Q[
La région ci-dessus est un pseudo-losange que nous appellerons L.

Si nous supposons card(P;, j, N Pi, o) > 2, il existe 51,5, € £ qui appartiennent
simultanément aux deux polygones de controle. De par les propriétés des courbes de Bézier

completement convexes, si deux points Py, Py appartiennent au polygone de controle P de
la courbe B, alors card(P1P2 N B) € {0,2}. Nous aurons donc

card(S1S2 N gih]‘l) € {0,2} card(S1S; N giw‘z) € {0,2}

JQR1[

Plus, pour des raisons de convexité, si 5152 ﬂgih]‘l #£ (), alors 1S ﬂgih]‘l C gihjl t

s151S, ﬂg@]é 75 @, alors 5159 ﬁg@]é C gl‘z’]é
pour la droite S;Ss.
1. S1S: N By, j. =0, k = 1,2 — cette situation n’est pas possible. En effet, £ est, de par

1QR,[ ©

JQRo[ Ainsi, nous aurons quatre possibilités
2

le choix des valeurs &} et ¢, inclus dans 7 = reg([T1T2] U B, ;, g Y gihjl [QT1]>’ ou
{Tr} = AN g%jk, pour k = 1,2. Toute droite passant par un point de 7 devra couper
au moins deux de ses cotés, donc au moins une des courbes B;, j, [QT1] et Bi, s [QTs]"

2. 5159 ﬂgih]‘l = (), card(S1Ss ﬂg@]é ]QRQ[) = 2 — dans cette situation, S1 S, devrait couper

deux fois B [QT] et ne pas couper B;, j, [QT.]’

conditions symétriques, S1 S N gi%]é = (), card(S1S2 N gihjl

ce qui est encore une fois impossible. Les

i27j2

]QRl[) = 2, meénent a la méme

impossibilité. B
3. card(S152 N By, 5

= 2, card(S1S2 N B, ]QRQ[) = 2 — nous avons donc une

]QR1[) i2,J2

(QT4] et deux fois B, j,

droite coupant deux fois B;, j, . Toute droite coupant deux

fois B, 1QT[ 12,02 [QT2]
doit couper [T;T2]. Ainsi, la droite S;Sy coupera la frontiere de 7 au moins cing fois,
contradiction. Cette situation est donc elle aussi impossible.

Nous avons vu comment la supposition card(P;, j,, Pi,, j,) > 2 nous a menés, dans tous
les cas, a des situations impossibles, nous déduisons qu’elle est fausse, et ainsi nous pouvons
écrire

card(Bi, j; N B, j») = card(Pi, j, O Pis j)
Vip#12€{1,...,n} Vjre{0,...,n;,} k=12

Il est aussi facile a remarquer qu’aucune subdivision ultérieure ne changera les propriétés
qui impliquent cette relation. Nous allons prouver que toute famille de polygones de
controle P vérifiant (IV.11) forme un arrangement qui n’est pas seulement simple, mais
aussi équivalent a A(B) (rappelons que A(B) satisfait (IV.4)).

Nous avons déja montré que la condition (IV.22.i) est satisfaite, passons maintenant
a (IV.224i). Si A(P) ne vérifie pas cette relation, il existe iy # iy € {1,....,n}, jx €
{1,...,n5, } et £ € {0,....m;, j, } pour k = 1,2 tels que soit

chh) E]szdz)PE;iJf)[ ot le—’]ll) c DP(PE;%D)PE;Q—{—JF)?PZl—{-]ll)) 7

[QT2]
doit couper [T T3], et de méme toute droite coupant deux fois B

(IV.11)

solt

PZuh) _ Pg?’b) ot le—hjll) c DP(PES_,J;)PE;%E)? le—lljll)) N DP(PE?’D)PES{_‘?), le—lljll))
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comme présenté figure IV.14.

Pélijlz) Péiljjl) PJ(ZZ;JQ) P(il,jl) _ Pgiz,jz)

plinin)
plinin) at
£14+1

(a)

Figure IV.14 (a) illustre la premiére des deux situation décrites ci-dessus, (b) la deuwi-

eme
Supposons que nous nous situons dans le cas de la figure IV.14(a), lautre cas se
traite de maniere tout-a-fait similaire. Il est facile a voir que nous ne pouvons pas avoir

PZ&‘T%PZ?_ﬂ” € DPOP(PE?’D)PE?_{_%),771‘27]‘2), car dans ce cas il résulte immédiatement

Bi, i, N Bi, j, =0, d’ott une contradiction avec la définition de £9. Donc

P2111_7‘711)7 PZl—{-]ll) c DP(PE;Q’D)PZQ_{_]IQ),731‘27]‘2) (IV.12)
et en plus By, j, N By, j, # . Nous pouvons en déduire

(P52 PO} N reg (P oy B o) # 0 (IV.13)
En effet, (IV.13) et le fait que card(P;, j, N Pi,,j,) = card(B;, j, N By, j,) = 1 impliquent

Mig,jp—1
Bi17j1 C ﬂ DP(P§€Z27]2)P§€Z—|2—71]2)7pi27j2)
k=0

et cette région du plan est séparée en deux parties connexes par B Donc si card(B;, ;, N

Bi,.j,) est impair, un et seulement un des points Py et Pt appartient & reg(P
Bi27j2). Soit P(()Zh]l) ce point. Si P(()z1,]1) — ﬁ(()lhh)

une contradiction avec la définition de £g. Sinon, un raisonnement identique au celui que

P(()ilujl_l)

i27j2 °
12,729

, mous avons encore une fois obtenu

nous venons de faire nous mene a la relation € reg(Piy.jo. Bis jo ), €t ainsi de
suite jusqu’a l'obtention de 'appartenance de ﬁéll"”) a reg(Pi, j,, Bis,j») et donc de la
contradiction cherchée.

Ainsi, supposer que la famille P construite ne vérifie pas la condition (IV.22.ii) nous
mene toujours a une contradiction, donc elle est fausse.

La condition (IV.22.iii) se traduit, dans le cas des arrangements de lignes polygonales,
par

card([P VPV 0 [P PIE)) < oo
Yiy # 19 € {1,...,n}\V/jk € {1,...,nik}‘v’€k S {07“‘7mik7jk — 1},k =1,2
relation qui est évidemment satisfaite par I’ensemble de polygones de controle P.

Le fait que l’ensemble U ;P; est connexe résulte rapidement de la connexité de l’en-
semble U?_,B; et de (IV.11). En conclusion, la famille P satisfait toutes les conditions
de la définition IV.22 et par conséquent A(P) est un arrangement simple. L’arrangement
A(B) étant lui aussi simple et comme card(I) = n > 3, 'hypothese (h1) est vérifiée.

Pour vérifier 'hypothese (h2), nous allons construire une fonction ¢q faisant correspon-
dre les sommets de A(B) et ceux de A(P) et nous prouverons qu’elle est bijective et satisfait

(h2.1) et (h2.2).
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Soit s un sommet de A(B). Alors il existe i1 # 12 € {1,...,n} et j; € {1,...,n;},
J2 €41,...,ni,} tels que
s = Bi, j 0 Biy j

car B satisfait (IV.4). De la relation (IV.11) il résulte que P;, ;, NPy, j, est un sommet de
A(P) et nous posons ¢o(s) = Pi, j, NPi,.js, €t ceci pour tous les sommets de I’arrangement
A(B). Le fait que la fonction ¢g ainsi définie est bijective vient immédiatement de la
relation (IV.11), et le fait qu’elle satisfait (h2.1) aussi. Pour la condition (h2.2), il suffit
de remarquer que l'ordre des courbes de Bézier B; ;, 7 € {1,...,n;}, dans la polycourbe
B; est le méme que l'ordre des B-polygones P; ;, 5 € {1,...,n;}, dans le polygone de
controle P;. En utilisant toujours (IV.11), nous obtenons que ¢q satisfait aussi (h2.2). En
plus, la condition (IV.11) est invariante a la subdivision de de Casteljau, toute famille de
polygones de controle obtenue en 1'utilisant a partir de la famille courante P qui satisfait
(IV.11) vérifiera aussi cette condition, donc les hypotheses (hl) et (h2).

Les propriétés des courbes de Bézier impliquent de maniere triviale le fait que les ar-
rangements A(B) et A(P) satisfont (IV.23.1), et ceci quel que soit le nombre de subdivisions
appliquées aux polycourbes de B.

La supposition sur les extrémités des polycourbes B; faite dans I’hypothese du théoreme
nous dit qu’il n’existe pas de sommet de A(B) qui soit une extrémité de polycourbe. D'un
autre coté, la définition de ¢y, la valeur utilisée pour imposer 731‘17]‘1 N ﬁi%]‘z # 0 (aussi
bien dans le deuxieme cas que dans le troisieme cas du point de vue des positions relatives
des courbes B;, ;, et B, j,), nous assure que dans 'arrangement A(P) non plus il ne peut
exister de sommet qui soit une extrémité d’un polygone de contréle. En plus, il est évident

que si By, j, traverse B de gauche a droite dans leur point d’intersection, alors P;, j,

12,72
traverse P;, ;, de gauche a droite dans leur point d’intersection et réciproquement, pour
tous 1y £ 12 € {1,...,n}, j1 € {1,...,n;, } et jo € {1,...,n;,}. Ces deux dernieres pro-
priétés sont aussi invariantes a la subdivision de de Casteljau, donc la condition (IV.23.ii)
est satisfaite par 'arrangement A(P) courant et par tous ceux obtenus a partir de lui par
subdivision.

Nous pouvons ainsi conclure la preuve du théoreme, car la proposition IV.23 peut étre
appliquée aux arrangements A(B) et A(P).
O
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Chapitre V

Algorithme de calcul

d’un arrangement

de lignes polygonales
équivalent a

un arrangement de polycourbes






V.1. Introduction

Le résultat qui conclut le chapitre précédent justifie la recherche d’un algorithme de
construction d’'un arrangement de polygones de controle équivalent a un arrangement de
polycourbes (de Bézier, mais comme a partir de maintenant nous ne parlerons que de
polycourbes de Bézier, nous ne le préciserons plus). Mais le théoréme ne nous fournit pas
de critere utilisable dans un algorithme, tout comme dans le cas de 'enveloppe convexe,
car les valeurs définies dans la preuve sont calculées en utilisant les courbes de Bézier elles-
mémes et non pas uniquement leurs polygones de controle. Il nous faudra ainsi trouver des
conditions “polygonales” assurant ’équivalence des deux arrangements avant de présenter
un algorithme.

Précisons encore une fois que nous ne calculons pas la structure combinatoire de I’arran-
gement de polycourbes, mais seulement un arrangement de lignes polygonales qui a cette
structure combinatoire. Ainsi, notre algorithme pourrait étre vu comme effectuant un pré-
traitement de 'arrangement de polycourbes, en vue des opérations ultérieures. Mais il est
plus que cela, car, comme nous verrons a la fin de la section V.3, nous construisons en fait
deuz arrangements de lignes polygonale équivalents a celui de polycourbes, 'arrangement
de polygones de controle, A(P), et 'arrangement de polygones support, A(S). Ces deux
arrangements réalisent un “encadrement” pour celui de polycourbes et certains des pro-
blemes de base sur des arrangements pourront étre résolus en travaillant uniquement sur
des lignes polygonales. Ainsi, si ¢g est une cellule de A(B), alors ¢p Nes C ep C ep Ucs,
ol cp et cg sont les cellules de A(P), respectivement A(S), qui correspondent & c¢g. En
utilisant cette propriété, la localisation d'un point dans A(B) peut se faire sur A(P) et
A(S), en subdivisant éventuellement certaines courbes de Bézier ; si la position n’est pas
“trop” dégénérée, la solution est trouvée assez vite.

La section V.3 est consacrée a la recherche de criteres d’équivalence de 'arrangement
de polygones de controle a celui de polycourbes, et nous voyons tout de suite que des
conditions posées uniquement sur les polygones de controle ne peuvent pas suffire. Nous
avons ainsi besoin des polygones support, et en les utilisant nous donnons d’abord un
résultat décrivant les propriétés que les polygones de controle et support doivent satisfaire
pour l’équivalence, et ensuite nous prouvons que par subdivision de de Casteljau nous
pouvons arriver a des écritures des polycourbes de 'arrangement donné dont les lignes
polygonales associées satisfont les propriétés mentionnées. La section V.4 présente la
structure de ’algorithme que nous avons concu, en expliquant en détail son fonctionnement.
Une étude de cout théorique y est aussi menée. La section V.5 contient les résultats obtenus
en traitant un échantillon d’arrangements par 'implémentation de notre algorithme, ainsi
que leurs interprétations. La section V.6 présente quelques exemples d’arrangements de
polycourbes, avec les arrangements de polygones de controle et de polygones support qui
leur sont associés.

V.2. Concentré de chapitre (V et fin)

Ce chapitre étant le pendant, pour le probleme des arrangements, du chapitre trois, sa
lecture se fait a peu pres de la méme fagon.
Premier niveau. Dans la section V.3, ne lisez pas les preuves des résultats, mais les
commentaires divers se trouvant entre les énoncés oui (et les énoncés bien évidemment).
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Dans la section V.4, la lecture des sous sections V.4.1 et V.4.2 (sans leurs paragraphes)
vous permet de vous faire une idée sur 'algorithme, apres quoi la sous section V.4.3 fournit
son cout. Les sections V.5 et V.6 sont a parcourir en totalité.

Deuxie¢me niveau. A part les preuves des résultats de la section V.3 (surtout celle du
lemme V.1, bien technique), tout est a lire.

V.3. Résultats théoriques

De méme que pour le probleme du calcul de 'enveloppe convexe d’une polycourbe de
Bézier, le résultat donné par le théoreme IV.24 ne peut pas étre traduit par un algorithme
respectant ’approche que nous adoptons, car le calcul des valeurs ¢g, ¢1, ¢ et &) fait
intervenir des courbes de Bézier et non pas uniquement leurs B-polygones. Nous devons
donc trouver des criteres d’équivalence entre un arrangement de polycourbes de Bézier et
celui des polygones de controle respectifs reposant seulement sur ces derniers.

V.3.1. Le nombre d’intersections

Si By et By sont deux courbes de Bézier complétement convexes, aucune information
sur le cardinal de leur intersection ne peut étre obtenue en regardant 'intersection de leurs
B-polygones. La figure V.1 illustre cette affirmation.

Figure V.1

Une courbe de Bézier étant “encadrée” d'un coté par son B-polygone et de l'autre
coté par le segment joignant ses extrémités, il est naturel de chercher des informations
supplémentaires sur l'intersection des deux courbes dans les intersections des segments

[Pg”Pﬁﬁ,f] et [P(()z)sz;] entre eux et respectivement avec les lignes polygonales Py et P;.

Comme card([P(()l)Pgéz] N [P(()Z)Pﬁf,;]) € {0,1}, nous cherchons en fait des critéres assurant
que les deux courbes sont disjointes ou que le cardinal de leur intersection est égal a 1.

Pour avoir card(B; N By) = 0, il suffit de vérifier si Py NPy = 0 et reg(Py, [Pg”Pﬁﬁﬁ]) N
reg(Pz, [PEZ)P%;]) = (), car les propriétés des courbes de Bézier impliqueront alors 81 NBy =
0.

Si nous voulons nous assurer de la relation card(B; N Bz) = 1, la condition la plus forte

que nous pouvons poser sur les intersections des B-polygones et de segments [Pg”Pﬁﬁ,f] et
[Pff)PEf,;] est
card(P; NPy) = card([P(()l)Pgéi] N [P(()Z)ngl;])
— card([P{"P] N Py) = card(Py N [PPPR)]) = 1

et nous pouvons voir figure V.2 qu’elle n’est pas suffisante.

(V.1)
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Figure V.2

Le résultat suivant nous donne une condition suffisante pour que l'intersection des deux
courbes de Bézier ait le cardinal égal a 1 :

Lemme V.1. — Soient By et By deux courbes de Bézier complétement convezes telles que
A({B1,B2}) soit un arrangement simple. Supposons que leurs B-polygones respectifs, Py
et Pq, satisfont la relation (V.1). Soient 1y € {0,...,m1—1}, 12 € {0,...,ma—1} tels que

PinPy =[PP 0[PP

card(By N Bz) =1 :
P ¢ DP,, (PP
ou

P\ e DP(PP

1141

P ¢ DP(PP
ou

P!} | € DP,, (PP

1

P € DP,, (PP
ou

Pgll € DP(PS)P

P? ¢ DP(PP
ou

2 1
P | € DP,, (PP

(2)
to+17

e
1o+1°
e

1o+1°

(2)
1o+1°

(1)
11417

(1)
1 +1

(1)
11417

(1)
11417

Ps)

Ps)

Ps)

Ps)

P1)

P1)

P1)

P1)

|
|
|

— P € DP,, (PP

et

(2)
to+17

Ps)

— P! € DP,, (PP

et

(2)
to+17

Ps)

— P{” € DP,,(P{"'P

et

(1)
11417

P1)

— P{?) € DP,,(PVP

(1)
11 +1°

P1)

|. Les conditions suivantes sont suffisantes pour avoir

(V.2)

(V.3)

La condition (V.2) est I’expression formelle de la propriété qui intuitivement est formulée

comme suit : si nous prenons sur P; un sens de parcours tel que cette ligne polygonale
“sorte” de Py quand ce sens est respecté, alors I'extrémité se trouvant “a la fin” de P; par
rapport au sens de parcours est située dans le demi-plan fermé délimité par PE?PE?H qui
ne contient pas Py (voir figure V.3). La condition (V.3) est obtenue de (V.2) en échangeant

les roles de Py et Ps.
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Figure V.3

Preuve du lemme — Soit {Q} = P NP;2. Nous traitons séparément les trois cas suivants :
Cas 1. Q € PV, Py n (PP P2}

Cas 2. Q € {Py", Pini} 1 (P> \ {Pg”, Pii}) ou Q € {P{", Piiz} 1 (P \ {Pg”, Pl })
Cas 3. Q ¢ {Py", P} U {PSY. PR}

Cas 1. Supposons que Q = P(()l) = P(()z) ; les trois autres situations possibles se résolvent
de la méme maniere.
Dans ce cas, nous avons
1 2
reg(P1, [P PR Nreg(Py, [PEPR)) = 0
car dans le cas contraire nous obtiendrons

card((Py U [PSVPW ) 1 (P, U PP > 2
Comme P{" € P, NPy, PV € P n[PPP2)], P e PP WP, et PV e PVPN

[Pff)Pﬁf,;], ceci mene a une contradiction avec la condition (V.1).
Nous déduisons donc By N By C {P(()l), P%i} N {P(()z), Pﬁf,;} et par conséquent By N By =
(1)

{Po}-

Cas 2. Les deux situations de ce cas sont symétriques, il suffit donc de discuter la premiere.

Sans perte de généralité, supposons que Q = P(()l) € P, \{P(()Z), Pﬁf,l} Ce cas est présenté

dans la figure V.4.

Comme P(()l) € [Pf)l)Pﬁﬁ,f] N Py, nous déduisons que le point d’intersection des segments
[Pg”Pﬁﬁ,f] et [P(()Z)Pﬁf,;] est un point de ]P(()z)sz;[.

Il est évident que [Pg”Pﬁﬁ,f] N (B2 \ {P(()Z),PEQD #+ 0, car [Pg”Pﬁﬁ,f] NPy # O et
[P(()I)PE%E]O]P(?)P%;[% (). Nous voulons prouver que Py N By #£ 0.

Si Pgl) € DP(PE?PEQH, Ps), il résulte que Py partage reg(Pa, [Pff)PEf,;]) en deux régions
connexes disjointes, une connectée a P(()z) et une connectée a ng,;, car Py ﬂ]P(()z)szl[% 0.
Comme B3 est une courbe (connexe) d’extrémités P(()Z) et P%; et qui est contenue dans

reg(Pz, [Pff)Pﬁf,;]), il vient Py N By # (.
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Figure V.4

Si Pgl) € DPOP(PE?Pgll,Pz), (V.2) implique P%i € DPOP(PE?PEQH,PQ). D’un autre
coté, les relations [Pé”P%f]m]Péz)Pifl[;é 0 et P(()l) € DP(P((f)PEle,PZ) donnent P%i €

DP,, (PSP Py) ; il vient

P € DP,,(PSVPY). Py) N DP,, (PP | )
Mais P; est convexe, par conséquent

DP,, (PP, Py) N DP,, (PEP2, Py €

(DPoy(PYPI), P2) 11 DPoy (PE P, P2) U

<DPOP(P(()2)P5§;,7?2) n DPOP(P%PS;_I,PQD
Quel que soit, parmi les deux ensembles dont 'union forme le terme droit de 'inclusion
ci-dessus, 'ensemble auquel P%i appartient, il est évident, de par la convexité de Ps et le
fait que P(()l) € Py \{P(()z), Pﬁf,;}, que dans cette situation [P(()I)PQB]O]P(()Z)P%; [= 0, d’ot une
contradiction. Le point Pgl) ne peut ainsi pas appartenir au demi-plan DPOP(PE?PS_)H , P2)
si (V.1) et (V.2) sont satisfaites et par conséquent By NPy # ().

Ainsi, nous avons [Pé”PE},i] N (B2 \ {P(()z), P%; ) # 0 et Py N By # 0. Les points P(()Z) et
Pﬁf,; ne peuvent pas appartenir a reg(Pi, [Pé”PEﬁ,f]), car dans ce cas [P(()I)PQB]O]P(()Z)P%; =
(), donc By traverse la région reg(Py, [Pg”Pﬁﬁ,f]) en la partageant en deux parties connexes
disjointes, 'une connectée a P(()l) et 'autre connectée a PE},E ; il en résulte By N By # ), car
B1 est une courbe (continue) d’extrémités P(()l) et P%i incluse dans reg(P1, [Pg”Pﬁﬁ,f]).

Pour finir la discussion du cas 2, il nous reste a montrer card(B; N B2) < 2 ; la preuve
sera faite par 'absurde, nous supposons que card(B; N B2) > 2 et nous montrons comment
cecl nous mene a une contradiction.

Supposons que ng) € DPOP(Pél)Pgl),Pl) ou Pgll € DP(Pél)Pgl),Pl) ; nous obtien-
drons, de par la condition (V.3), P(()z) € DPOP(Pél)Pgl),Pl). Si ng) € DP(Pél)Pgl),Pl) ou
P

Le point P(()z) appartient donc a DPOP(Pél)Pgl),Pl). Nous pouvons en déduire que si A

1 € DPOP(Pél)Pgl),Pl), la démonstration est similaire.

est une droite qui coupe 772‘ en au moins deux points, alors ANP; C [P(()I)Pgl)], car
P P p()]

selon une de ses arétes), il est évident que ANPy C {P(()l)}, car Pﬁf,l € DPOP(P(()I)PE%E,PQ

[P Pt

est convexe. D’un autre coté, si une droite A coupe 772‘ deux fois (ou

1
(PS P3]
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ng}tz ¢ P(l)P(2)

Si card(By N Bg) > 2, alors il existe une droite A (engendrée par exemple par deux
points d’intersection de By et By distincts) telle que card(AgNBy) = 2 et card(AgNBz) = 2
(le cardinal de 'intersection d’une droite avec une courbe de Bézier completement convexe
ne peut pas étre supérieur a 2). La propriété de la diminution de la variation et la convexité
des polygones Py et Py impliquent alors card(Ag NP1) = 2 et card(Ag N Pg) = 2.

Nous avons vu que la droite Ay ne peut pas couper 772‘ en deux points, ou couper

[P§Y,PE)
772‘ (p() p2)] €1 deux points, car alors le cardinal de son intersection avec Py ne serait pas 2.
0 ' mo

Ay doit par conséquent couper 772‘ en un point, soit Qi ce point, et 772‘ en

P& P JPgV P
un point, notons-le Q2. Comme Py est convexe, nous aurons |QqQz2[C reg(Pa, [Pff)Pﬁf,;]).
Mais nous avons vu que le segment [P(()l)Pgéz] divise reg(PQ,[Péz)Pg;]) en deux par-
ties connexes disjointes, 1'une étant connectée a Po

a P

‘[PE)Q) PO et Iautre étant connectée

Nous aurons donc |Q;Q2[N]P (I)P(l)[# 0 et il vient Q;Q2N]P (I)sz[# 0.
Evidemment, la droite Q1Q2 ne peut pas étre égale a la droite Pf)l)Pﬁﬁ,f, cette derniere
coupant Pz en un seul point. Il résulte card(AgNPy) < 1, car Py est un polygone convexe

1 .
P P2

et par conséquent toute droite coupe Py U]Pf)l)Pﬁﬁ,f[ en au plus deux points, et nous avons
ainsi obtenu une contradiction avec la définition de Ag. Nous pouvons donc conclure que
card(By N Bz) = 1 et la preuve pour le cas 2 est finie.

Cas 3. Cette situation, la plus générale, est présentée dans la figure V.5.

Figure V.5

Nous pouvons avoir [Pg”Pﬁﬁ,f] [P(Z)Pﬁf,;] € {P(l) P(l)} ou [P(I)ng] N [P(()z)sz;] €
{P(z) P(z)} mais bien str pas les deux simultanément (nous serions dans le cas 1). Sup-
posons que [Pg”Pﬁﬁ,f] N [P(()z)ng;] ¢ {P(()z), Pﬁf,;} et pour fixer les notations admettons que
P € DP.,(PS"PLl, Py) et Pia) € DP(PVPG), P1) et que P} € DP(PYIPR), Py) et
Py’ € DPoy (PP, P2

Comme pour le cas 2, il est facile a voir que [Pg”Pﬁﬁ,f] N By # () et a montrer que

Py N Bz # . Nous avons alors de nouveau la courbe B2 qui traverse reg(Py, [Pg”Pﬁﬁﬁ]) et
nous en déduisons B1NBs # (). Comme pour le cas précédent, nous démontrons que les deux
courbes se coupent en exactement un point par ’absurde, en supposant card(B; N Bz) > 2
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et en obtenant une contradiction.
Soilent Ql 7£ QQ € By N By Si reg(Bl‘ [Q17Q2]782‘

en déduire de la convexité des courbes By et By que
(B1 U{P(Y, PLIY) 0 (B2 U {PEY PRIY) = {Qu, Qz}

ce qui contredit, compte tenu du fait que nous sommes dans le cas 3, la condition (V.1) ;
done reg(Bl‘ ne peut pas étre convexe.

était convexe, nous pourrions
[Q1.Q2] ’
1962

CIRSHILE [SHER)

Soient T3 et 75 les deux droites d’appui a B passant par PE},E et soient {T2} =75 N By
et {T,} = 7] N By. L'un des points Ty et T, se trouve évidemment dans le demi-plan
DP,,(P{"PG). Py), soit T) celui-ci.

Un seul point d’intersection de B; et By peut appartenir a Bg‘[

5 car sinon nous
PE) )7T2]7

avons deux points d’'intersection Q1 et Q2 de ces deux courbes pour lesquels

reg(Bl‘ [Q1,Q2]’ 82‘ [Q: 7Q2])

est convexe, contradiction.
Symétriquement, soient 7; et 7 les deux droites d’appui a B passant par Pﬁf,; ; Tq et
T étant respectivement leurs points de contact a By, I'un se trouvera dans le demi-plan

DPOP(P(()Z)P%;,BQ) et nous considérons que c’est T). Alors un seul point d’intersection de

By et By peut appartenir a Bl‘ P T
o

By U [Pé”PE},i] et By U [P(()Z)P%;] sont des courbes fermées, et en plus B; et B2 ne peuvent
pas étre tangentes 'une a l'autre, car 'arrangement qu’elles forment est simple. Par
conséquent, card((B; U [Pg”Pﬁﬁ,f]) N (Bz U [Pff)PEf,;])) est pair. Comme card([P(()l)Pgéz] N
[Pff)PEf,;]) = 1, le cardinal de By N By doit étre impair. En plus, nous avons supposé
card(B1NB3) > 1, donc card(B; NB2) > 3 et solent Qy, Q2 et Q3 trois points d’intersection
des deux courbes distincts. En utilisant les observations antérieures, étudions cas par cas
les placements possibles des points Q1, Q2 et Q3 sur les courbes By et 5.

Q27 Q3 E Bl‘ [T17P£111)1] m BZ‘ [T27P£121)2]

Nous aurons alors la situation de la figure V.6 (ou une symétrique en By et Bsy).

P

1

Figure V.6

Le polygone P; doit alors étre inclus dans le demi-plan DP(P%;TMP%E) et 1l est tres

facile a remarquer que la condition (V.2) ne peut pas étre satisfaite (en pointillés, une
partie de Bl‘ [Pé1)7T1]).
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La méme contradiction s’obtient évidemment au cas ou

Q2,Q3 € By ‘ p(l) mBz‘[ PS)Q] et

(b) Qi1 € By ‘ PO mBz‘[ Ts,P(2)]

(¢) Que by P N B (p2) 1,

) Qr € Byl B

Il reste ainsi a étudier le cas

(e) Qu € Bifpn 1) VB, pez)
Q2 € Bifp, piy O By o) 1,
Qs € Bifiz, piay) VB, pi2))

P

1

Figure V.7

Pour les points Q2 et Q3, la configuration est celle présentée par la figure V.7 et nous
remarquons facilement que la méme contradiction qu’au cas (a) peut étre obtenue (méme
sans regarder la position du point Q).

Pour conclure, card(B; N By) doit étre inférieur & 3 et comme il est impair nous avons
obtenu le résultat désiré et la preuve du lemme est achevée.

O

Les conditions (V.1), (V.2) et (V.3) sont basées sur les B-polygones des courbes de
Bézier By et By et non pas sur les courbes elles-mémes et par conséquent pourraient étre
utilisées dans notre algorithme pour assurer card(B; NBz) = 1. La question qui reste est si
par subdivision de de Casteljau nous finirons par obtenir en un nombre fini d’itérations des
courbes de Bézier satisfaisant ces trois conditions dans le cas ou les deux courbes initiales,
By et By, ne les satisfaisaient pas. La réponse est malheureusement non : par exemple, si
B et By se coupent en un point correspondant sur By au parametre ¢t = 1/2 et sur By au
parametre t5 = 1/3, apres une subdivision de B; nous retrouvons ce point d’intersection
comme étant une extrémité commune de deux courbes de Bézier situées sur By, tandis que
sur By ce point sera toujours a l'intérieur du polygone de controle de la partie de courbe
qui le contient (figure V.8), et par conséquent la condition (V.1) ne sera jamais satisfaite.

By

B

Figure V.8
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Par conséquent, le lemme V.1 ne nous fournit pas un critere utilisable dans notre algo-
rithme de calcul d’'un arrangement de polygones de controle équivalent a un arrangement de
polycourbes donné, car un tel algorithme ne convergerait pas toujours. Le lemme suivant
est une généralisation de V.1 palliant ce probleme.

Lemme V.2. — Soient By et By deux courbes de Bézier complétement convezes telles que

A({B1,B2}) soit un arrangement simple. Supposons que nous avons obtenu, par subdivi-
sion, une écriture de By sous la forme By = U% By ;, pour k = 1,2. Soient Pk = U Py,
pour k = 1,2, les deuz polygones de controle courants et Sy = U?:"“l[P(k Z)ngkl?] E=1,2,
les deux polygones support courants des (poly)courbes By et By. Si

card(jsl N 732) = card(731 N §2) = Card(gl N 732) = card(gl N §2) =1 (V.4)
et si Py et Ps satisfont (V.2) et (V.8), alors card(gl N gz) =1.

Preuve — La démonstration de ce lemme est en tout point semblable a celle du lemme
V.1, en remplacant [P(k)P(k)] par Sg, pour k = 1,2, et reg( Pk, [P(()k)ng,z]) par

Nk
(Uregmk,i,[Pé >PSJ;,;,3]>) u{p{? plk® o plhmy

=1

pour k = 1,2, et en tenant compte de la convexité de Si et S,. O

Pour pouvoir nous servir de ce résultat dans 1’élaboration de notre algorithme, nous
devons maintenant prouver que pour deux courbes de Bézier completement convexes B et
B2 il est possible d’obtenir, par subdivision de de Casteljau de rapport 1/2, des écritures
satisfaisant les conditions (V.4), (V.2) et (V.3).

Hypothese. Nous allons considérer a partir de maintenant et dans toute la suite du
chapitre que si By et B sont deux courbes de Bézier, {P(()l), P%i}ﬂlgz = et {P(()z), Pﬁf,;} N
By = (), car dans le cas contraire une situation similaire a celle de la figure V.8 (mais en
considérant par exemple Bml(P(l) P%i ;0) = By, (P(()z), o ,Pﬁf,; ; 1/3) a la place de
Bml(P(()l), o 572 ;1/2) = B, (P(z), o 572 ; 1/3)) rendrait impossible 'obtention de

polygones de controle/support pour les deux courbes satisfaisant la conditions (V.4).

Lemme V.3. — Soient By et By deux courbes de Bézier complétement convezes telles que
Varrangement A({B1,Bs}) soit simple et supposons que card(By N Bz) = 1. En notant R
le point commun des deuz courbes, nous pouvons obtenir par subdivision de de Casteljau
de rapport 1/2 une écriture de By sous la forme By = Uk By i, pour k = 1,2, telles que
st i € {1,...,n1} et iy € {1,...,n2} ont la propriété R € By i N Bz i,, alors il existe
Jr €41, .. ik} et bp € {ig, ... ni}, k= 1,2, tels qu’en mettant

Cr Cr

fk = U Pr.i et gk U [P(k Z)ngﬂfklg] , k=12
=k i=Jk

les polygones Py, et Sy, k = 1,2, satisfassent (V.4) et Py et Py satisfassent (V.2) et (V.3).

Preuve — Remarquons que my ; = my pour tout 1 € {1,...,nx}, k = 1,2, car toutes les
courbes obtenues par la subdivision de By ont bien str le méme degré que celle-ci. Nous

k k T, .
convenons de noter P(() ) et Pﬁn,ﬂ les extrémités de la courbe By, car aucune confusion n’est
possible.
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De par I’hypothése que nous avons fait, 51 NBy C (Bl \{P(()l), P%i }) N (Bg \{P(()Z), Pﬁf,;}) ;
il est alors facile a voir qu’une démonstration similaire a celle du théoreme IV.24 construit
des écritures de By et By telles que les polygones Py et Sg, k = 1,2, définis dans ’énoncé
du lemme V.2 satisfassent (V.4), et donc il existe j € {1,... i} et € € {ig,... ,ni} tels
que les polygones Py, et Sy, k = 1,2, satisfassent aussi cette condition.

Soit A la droite d’appui commune des courbes By et By ayant les propriétés (figure V.9)

ANB; C DPOp(tanR(Bz),Bz) et ANBy C DPOp(tanR(Bl),Bl)

Une telle droite d’appui existe, car By et By ne sont pas tangentes en R, et elle est unique
(cette droite a déja été utilisée dans la preuve du théoreme IV.24). Nous notons {T;} =
ANBy et {Ty} = ANB; et soit Py le point de By qui divise en deux arcs égaux Bl‘ R.T1] et

P; le point de By qui divise en deux arcs égaux 5, . La tangente a By en Py, tanp, (B1),

[R,T2]

coupe 'arc B> en un point Q ; symétriquement, tanp. (B2) N By ={Q2}. Pour
p p ; symétriq , tanp, R

IR, T2[

fixer les notations, supposons que la valeur du parametre est croissante sur Bl‘ RT,] OB
b

1]

allant de R vers Ty, et de méme elle est croissante sur Bg‘ en allant de R vers T ;

[R7T2]
les extrémités des deux courbes seront alors dans la position de la figure V.9.

Il est évident que nous pouvons obtenir par subdivision une écriture de By telle qu’il
et de méme pour Bs, nous pouvons obtenir

P(()Z,ég—l-l)

existe un point P(()l’él—H) sur arc Bl‘ [QuP

71]

par subdivision une écriture telle qu’il existe un point sur 'arc Bs . Soit

[Q27P2]
{Qs3} =P1Q2NPyN Qy ; les positions des points P(()l’él) et P(()Z’b) impliquent

ﬁl N 732 S reg([Ql Q3]7 [QSQZ]? [QZR]v [RQl])

T

Bl 82

Pl

Figure V.9

En notant ﬁgll), ﬁglll_l, ﬁg) et ﬁg_)i_l les sommets de 731, respectivement 732, pour lesquels

BB TN BEIPE 1 =PinP,

la relation précédente nous dit que

5(2)5(2 51301
Bl g, py C DPop(PLPIL Ba) et By ) © DPo,y(PLVPL) L BY)
(kytt1) o (kily) . ~ .. .
Comme P = P, et les indices des sommets de Pj sont bien sfiir croissants de

P(()k) vers ng,z, pour k = 1,2, il suffit de prendre j; = 1 pour k = 1,2 pour que toutes les
conditions du lemme soient satisfaites. O
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V.3.2. Les triangles simples

Soit B = {B;}I; une famille de polcourbes de Bézier telle que l'arrangement A(B)
soit simple et supposons que dans son écriture initiale toutes deux courbes de Bézier
n’appartenant pas a la méme polycourbe se coupent en au plus un point. Cette supposition
ne restreint pas la généralité, car nous avons vu au début de la preuve du théoreme 1V.24
que pour un arrangement ne la satisfaisant pas nous pouvons obtenir par subdivision une
écriture qui la satisfait, et nous n’avons qu’a considérer cette nouvelle écriture comme étant
celle initiale de I'arrangement.

Les résultats de la sous-section précédente nous permettent de concevoir un algorithme
qui construit, par subdivisions de de Casteljau successives, des écritures des polycourbes
B;, pour tout ¢ € {1,...,n}, comme B; = UTL, B, ; telles que

Cal"d(gil,jl N gi27j2) = Cal"d(ﬁih]‘l N 7/51‘27]‘2) = Cal"d(ggih]‘l N <§i27]‘2) c {0, 1}
Yiy # 19 € {1,...,n}Vj1 € {1,...,ni1}\V/j2 € {1,...,711‘2}

Mais cette condition n’est pas suffisante pour I’équivalence des arrangements A(B) et A(P).

(V.5)

Par exemple, la figure V.10 nous présente un arrangement de trois polycourbes de Bézier
composées chacune d’'une seule courbe de Bézier qui satisfont la relation (V.5) sans que
les deux arrangements soient équivalents.

Nous allons prouver que la condition (V.5) est suffisante pour 'équivalence des deux
arrangements, a I’exception des cas ou des cellules comme celles décrites par la définition
suivante existent dans 'arrangement A(B) :

Définition V.4. — Soit B un ensemble de polycourbes de Bézier tel que l'arrangement
A(B) soit simple. Nous appelons triangle simple tout triplet ((il,jl), (12, J2), (ig,jg)) avec
i € {1,...,n} tous distincts et j € {1,...,n;, } pour k =1,2.3 tel que

Biijy NBiyjs #0 By jy N Biy e 70 Biyjo N Bigjs # 0

Figure V.10

Si la condition (V.5) est satisfaite, ce que nous allons supposer dans tout le reste de
cette section, alors les trois courbes de Bézier désignées par un triangle simple forment
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effectivement un unique pseudo-triangle.

Figure V.11 Le triplet ((1, 1),(2,1),(3, 1)) est un triangle simple sans définir une cellule
de A(B).

Remarque. Un triangle simple ne représente pas forcément une cellule de A(B), comme
nous pouvons le voir dans la figure V.11.
Notation. Si ((il,jl), (12,72), (ig,jg)) est un triangle simple de A(B), nous allons I’appeler
TB<(i1,j1), (12, J2), (ig,jg)) pour identifier quel est arrangement auquel il fait référence.
Nous pouvons facilement voir que si nous avons, dans 'arrangement A(B), un trian-
gle simple TB<(i1,j1), (12,72), (ig,jg)) et si la condition (V.5) est satisfaite, alors les B-
polygones Py, ., Pi,. i, €t Piy j, définissent dans A(P) un unique triangle simple, que nous
noterons Tp((il,jl), (12,72), (ig,jg)). Nous observons que la simplicité de 'arrangement
A(B) n’implique pas celle de A(P), méme si la condition (V.5) est vérifiée, et les trois poly-
gones de controle peuvent avoir un point commun, cas auquel nous dirons que le triangle
Tr ((il,jl), (12, J2), (ig,jg)) est dégénéré.
Définition V.5. — Soit TB<(i1,j1), (12,72), (ig,jg)) un triangle simple de Darrangement
A(B). Nous dirons que le triangle simple Tp((il,jl), (12,72), (ig,jg)) de larrangement
A(P) lui est équivalent ssi Tp((il,jl),(ig,jg),(ig,jg)) n’'est pas dégénéré et l'ordre des
pownts gihjl N gi%]é et gis,js N gihjl sur gi17j1 est le méme que ['ordre des points ﬁi17j1 N
Pisjo €t Pig o N Piy g0 sur Py 5.

B3

Figure V.12 Si By, Py et B, P3 sont parcourus de gauche a droite et By, Py de haut en
bas, Py coupe d’abord Pz et ensuite Py et By coupe d’abord Bz et ensuite
Bs. Mais Py coupe d’abord Py, ensuite Py deux fois, tandis que By coupe
d’abord By deux fois et seulement ensuite By.
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Evidemment, si Tp((il,jl), (12,72), (ig,jg)) est équivalent a TB<(i1,j1), (izzvjz), (i3723)>7

N B; et Bi17j198i27j2
est le méme que 'ordre des points Py, j, N Py j, et 77117]‘1 N Pi, 4o sur Py, 5, et
N le g1 et B; N Big.js
points ﬁi&jg NPiy ., et 77127]2 N 77137]3 sur ﬁi&jg. La figure suivante donne un exemple ou
la relation (V.5) n’est pas satisfaite et ou l'affirmation précédente est fausse.

alors la condition (V.5) implique que l'ordre des points ZS’Z2 g2 (1 Bisjs

sur Binz

sur B; est le méme que l'ordre des

13,J3 12,72 3,73

l'ordre des points B,

En utilisant les notations et définitions données, nous pouvons formuler des conditions
suffisantes d’équivalence des arrangements A(B) et A(P) :

Lemme V.6. — Soit B ={B;}'_; une famille de polcourbes de Bézier telle que l'arrange-
ment A(B) soit simple et que la condition (V.5) soit satisfaite. Supposons que pour tout
triangle simple T ((i1, 1), (iz, J2), (i3, J3)) le triangle simple Tp (i1, 1), (iz, J2), (i3, J3)) de
A(P) lui est équivalent. Alors les arrangements A(B) et A(P) sont équivalents.

Preuve — Nous allons montrer que si les propriétés de I’énoncé sont satisfaites, alors les
conditions de la proposition IV.23 sont vérifiées par les arrangements A(B) et A(P) et par
conséquent ces deux arrangements sont équivalents.

Comme nous avons déja mentionné a la fin de la preuve du théoreme IV.24, les propriétés
des courbes de Bézier completement convexes font que les arrangements A(B) et A(P)
satisfont les conditions (IV.23.i) et (IV.23.ii) ; il nous reste donc a étudier les hypotheses
(hl) et (h2).

Le fait que A(P) est simple résulte de l'équivalence des triangles simples de A(P)
avec les triangles simples leur correspondant dans A(B). En effet, si nous supposons que
larrangement des polygones de controle n’est pas simple, il existe un triplet de polygones
de controle Py, j,, Pi, j, et Pi, j, qui ont un point commun ; mais alors les polygones P;

Zl7j17
Pis.jo €t Pig j, ont un point commun et courbes By, ., Bi, j, et Big js

avoir un, de par I'équivalence de Tp ((i1, i), (i2,J2), (i3, J3)) et TB((M, i), (12, j2), (i3, j3)),
ce qui contredit la simplicité de A(B).

devront elles aussi en

La bijection ¢¢ de I'hypothese (h2) est tres facile & construire : tout sommet s de
A(B) est 'intersection de deux courbes le g et B
sommet de A(P) qui est U'intersection de P, et P;

3is,5» €t nous lui faisons correspondre le

Pis o ; la proprlete (V.5) nous dit que ce
sommet est bien défini, le point d’intersection de 77117]1 et 77127]2 existant et étant unique.
La condition (h2.1) est alors satisfaite par définition et nous devons étudier la propriété
(h2.2).

Supposons que cette propriété n’est pas satisfaite ; alors il existe (i1, 71), (¢1,J1), (12,72)
et Bi, i NB;
ne soit pas le méme que 'ordre des sommets P;, ;, N 771‘27]2 et P;
2

Mais j; et ji ne peuvent pas étre différents, car dans ce cas nous obtiendrons j; < j{

et B;

nous supposouns le contraire, alors P, j, N Pi, j, = O et par conséquent il existe une ligne

et (i3, 73) tels que l'ordre des sommets le g N B, sur la polycourbe B;,

i2,J2 11,01 i3,]3

i1, ﬂ7713 _js sur le polygone

et ji < ji, absurde. Dun autre coté, les courbes B, doivent se couper, car si

i2,]2 i3,J3
polygonale non-bornée A, composée d’au plus deux demi-droites telle que P;, j, et Piy jq
soient chacun inclus dans une des deux parties connexes ouvertes définies par A et telle
que card(ANS;, j,) = 1, car la relation (V.5) est vérifiée.

Dans ce cas, la supposition faite sur les ordres des sommets B;, ;, N B, j,
b b

et gih]i ﬂg‘

137j3
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sur la polycourbe B;, , respectivement 'ordre des sommets ﬁil,}i N 731‘27]‘2 et 731‘17]‘1 N 731‘37]‘3

1)
sur le polygone P;,, signifie que tandis que la partie de la courbe B;, ;, comprise entre les

deux sommets traverse A par exemple de gauche a droite, la partie de son polygone associé

1

Pi,.j, comprise respectivement entre les deux sommets la traverse de droite a gauche, ce
qui est évidemment impossible dans le cas des courbes de Bézier completement convexes.

Nous en déduisons que les courbes B;, j, et B;, j, ne sont pas disjointes. Dans ce cas,
(11,791 = 71), (12,72) et (i3, 73) définissent un triangle simple dans l'arrangement A(B) et,
suite & la condition (V.5), un autre dans 'arrangement A(P) ; 'inversion des ordres des

sommets sur B respectivement P;, ;, contredit alors la condition d’équivalence des

il 7j1 ?
triangles simples des deux arrangements et ainsi la démonstration du lemme est achevée.

g

V.3.3. E’quivalence de triangles simples

En nous basant sur le lemme précédent, il nous suffit de trouver un critere d’équivalence

des triangles simples TB<(i1,j1), (12,72), (ig,j3)>et Tp ((il,jl), (12,72), (ig,jg)) utilisant u-
niquement les polygones associés aux courbes de gihjl? gi%]é et gis,js pour pouvoir con-
cévoir 'algorithme désiré de calcul d’une famille P de polygones de controle telle que A(B)
et A(P) solent équivalents.
Remarque. Comme nous avons déja mentionné, si la condition (V.5) est vérifiée alors
les trois courbes de Bézier identifiées par un triangle simple de A(B) définissent un unique
pseudo-triangle, qui peut ne pas étre une cellule de l'arrangement. Dans la suite de cette
sous-section, les deux notions (triplet de courbes et pseudo-triangle) seront confondues, la
distinction se faisant d’apres le contexte.

Bs B

Bg BQ
B B,

B
B, B

Figure V.13

Soient By, By et B3 trois courbes de Bézier complétement convexes telles que l'arrange-
ment A(B1, B2, B3 ) soit simple et satisfasse (V.2), (V.3) et (V.4) (par conséquent, il satisfait
(V.5)). Bi, By et Bs peuvent définir quatre types de triangles simples :

T1. Int(75(1,2,3) N reg(By, [P(()k)ng,z]) # () pour tout k € {1,2,3}. Nous appelerons un
tel triangle simple triangle (3-convexe, 0-concave) ;

T2. il existe un unique kg € {1,2,3} tel que Int(75(1,2,3) Nreg(B,, [PékO)ng,S;]) =0 et
Int(75(1,2,3) Nreg(By, [P(()k)ng,z]) # ) pour tout k # ko € {1,2,3}. Un tel triangle
simple s’appelera triangle (2-convexe, 1-concave) ;

T3. il existe un unique kg € {1,2,3} tel que Int(75(1,2,3) Nreg(B,, [PékO)nggg]) # () et
Int(75(1,2,3) Nreg(By, [P(()k)ng,z]) = () pour tout k # ko € {1,2,3}. Un tel triangle

simple s’appelera triangle (1-convexe, 3-concave) ;
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T4. Int(75(1,2,3) N reg(By, [P(()k)ng,z]) = () pour tout k € {1,2,3}. Nous appelerons un
tel triangle simple triangle (0-convexe, 3-concave).
La figure V.13 présente des exemples pour chacun des types de triangles simples énumérés.
De maniere tout-a-fait analogue nous définitssons les triangles (i-convexes, j-concaves)
pour 7,7 > 0 et tels que ¢ + 7 = 3 pour Tp(1,2,3). Regardons maintenant quels peuvent
étre les types du triangle Tp(1,2,3) si nous connaissons le type du triangle 7(1,2, 3).
e Si T5(1,2,3) est (3-convexe, O-concave), Tp(1,2,3) ne peut étre que (3-convexe, 0-
concave) et équivalent a Tp(1,2,3).
e SiTn(1,2,3) est (2-convexe, 1-concave), Tp(1,2,3) peut étre soit (2-convexe, 1-concave),
cas ou il est équivalent a Tp(1,2,3), soit (1-convexe, 2-concave), voir figure V.14(a).
e SiTn(1,2,3) est (1-convexe, 2-concave), Tp(1,2,3) peut étre soit (1-convexe, 2-concave),
cas ou il est équivalent a 7p(1,2,3), soit (2-convexe, 1-concave), voir figure V.14(Db).
e SiTn(1,2,3) est (0-convexe, 3-concave), Tp(1,2,3) peut étre soit (0-convexe, 3-concave),
cas ou il est équivalent a Tp(1,2,3), soit (3-convexe, 0-concave), qui est le cas de la

figure V.10.

(a) (b)

Figure V.14

Soit § = {[P(()k)ng,z]}kszg I’ensemble des segments support des courbes de Bézier By,
pour k = 1,2,3. Une étude de cas facile a faire nous dit que si Tp(1,2,3) est équivalent
a Ts(1,2,3), alors il est aussi équivalent a Tg(1,2,3). Ainsi, nous pouvons décider si les
triangles Tp(1,2,3) et Tp(1,2,3) sont équivalents en regardant uniquement les ensembles
de lignes polygonales P et S et par conséquent le critere d’équivalence de ces deux triangles
que nous cherchions est trouvé.

Si les triangles Tp(1,2,3) et Ts(1,2,3) sont équivalents, nous savons que Tp(1,2,3)
est équivalent & Tp(1,2,3) et le probleme est résolu. Mais dans le cas contraire, il ne
suffit pas de dire que nous ne pouvons pas affirmer ’équivalence des triangles Tp(1,2,3)
et 7Tp(1,2,3), nous devons subdiviser les courbes By, k = 1,2,3, jusqu’a l'obtention de
la propriété désirée. Apres o subdivisions, supposons que la courbe de Bézier By s’écrit
B = U By i, pour k =1,2,3. Alors P sera

P (U]
=1
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et S sera

"
k.t ;
sz{U[Pé )P%“;)]}
k=1,2,3

=1
et pour avoir ’équivalence des triangles Tp(1,2,3) et Tp(1,2,3) il suffira toujours que
Tp(1,2,3) et Ts(1,2,3) soient équivalentes. Comme Py et Sy convergent, par subdivision
de de Casteljau de rapport 1/2, vers By, pour k = 1,2, 3, aprés un nombre fini d’itérations
I’équivalence de ces deux derniers triangles sera vérifiée. Par exemple, en nous référant a
la figure V.14(a) pour un triangle 7(1,2,3) (2-convex, l-concave), il suffira de subdiviser
jusqu’a ce que

5H(ﬁ3,g3) < d(gl N gg,g;;)
(nous utilisons bien str les notations de T2 pour kg = 3).

Corollaire V.7. — Si au moment ou ['arrangement des polygones de contréle est équivalent
a celur de polycourbes toutes les lignes polygonales support sont simples, alors Uarrangement
des lignes polygonales support est équivalent auzr deuzr autres arrangements.

Cette affirmation résulte immédiatement de la relation (V.5) et du critere déerit ci-
dessus que nous utiliserons pour I’équivalence des triangles simples de A(B) et A(P). La
condition de simplicité des lignes polygonales support est nécessaire a cause de l'existence
des configurations comme celle de la figure suivante, ou la courbe de Bézier (qui constitue

a elle seule une polycourbe dans ce cas) Bi a comme polygone support &1 = [PQ] U [QP].

Figure V.15

Bien stir, si une telle situation apparait, elle est tres facile a éliminer par la subdivision
d’une des deux courbes de Bézier de ’écriture courante de 5. Par conséquent, nous
disposons de deux arrangements de lignes polygonales équivalents a A(B), et 'arrangement
de lignes support est de taille évidemment inférieure a celle de ’arrangement de polygones
de controle.

V.4. Présentation de I’algorithme

En nous basant sur les résultats de la section précédente, nous allons présenter dans

176



cette section un algorithme calculant, pour une famille de polycourbes de Bézier donnée
telle que l'arrangement A(B) soit simple, une famille de polygones de controle P telle que
les arrangements A(B) et A(P) soient équivalents.

V.4.1. Structures de données utilisées

Bien stir, nous avons toujours besoin de la classe courbe_de_Bézier ; par contre, si une
classe codant une polycourbe nous est aussi nécessaire, celle introduite dans la sous-section
IT1.3.1, polycourbe, n’est pas adaptée aux procédures de ce chapitre. Nous la remplacons
par la classe tab_polycourbe, qui est en fait méta_polygone<courbe_de Bézier>. Par un
léger abus de notation, nous appellerons arrangement la classe méta_polygone<tab_poly-
courbe>, qui n’est donc en fait pas un arrangement, mais une famille de polycourbes, et
celle-ci sera la classe de base de notre algorithme.

Si A est un arrangement, A[i] sera une tab_polycourbe et A[i][j] sera une courbe_de_-
Bézier. Pour simplifier les notations, nous introduisons une nouvelle classe, ident_courbe,
ayant deux champs :

— quelle_polycourbe, un entier qui donnera l'indice dans l’arrangement de la polycourbe

a laquelle la courbe de Bézier appartient ;
~ quelle_courbe, un entier qui donnera l'indice de la courbe de Bézier dans A[quelle_po-

lycourbe].

Ainsi, si id est un ident_courbe, A(id) sera A[id.quelle_polycourbe][id.quelle_-
courbe].

Deux autres classes qui nous seront nécessaires sont paire_de_courbes, qui a deux
champs, premi&re_courbe et seconde_courbe, chacun étant un ident_courbe, et tri-
angle_simple, qui a trois champs, premidre_courbe, seconde_courbe et troisiéme_-
courbe, chacun étant aussi un ident_courbe.

Tres schématiquement, ’algorithme que nous proposons consiste a construire la liste de
toutes les paires de courbes de Bézier intervenant dans ’arrangement qui ne satisfont pas
(V.5), et a subdiviser toutes les courbes apparaissant dans cette liste, dans une premiere
phase, et ensuite de traiter les triangles simples. Nous verrons dans les descriptions des
procédures que ’algorithme appelle que la structure de données codant la liste de paires de
courbes doit permettre d’effectuer de maniere optimale ’ensemble d’opérations suivantes :
— insertion ordonnée d’une nouvelle paire_de_courbes (en utilisant l'ordre lexicographique

pour cette classe) ;

— suppression d’'une paire_de_courbes ;

— recherche/localisation d’une paire_de_courbes ;

— successeur ;

— prédécesseur.

Cette structure de données sera donc un dictionnaire augmenté ; en I'implémentant a 1’aide
d’un arbre rouge-noir, l'insertion, a suppression et la recherche d’'une paire_de_courbes
se fait en O(log k), ou k est la taille du dictionnaire, et les deux dernieres opérations de la
liste ci-dessus se font en temps constant (pour plus de détails sur ces structures de données,
voir [Boi95] chap. 2).

Nous aurons aussi besoin d'une structure codant la liste des courbes qui doivent étre
subdivisées a chaque itération, et les opérations qui seront exécutées sur cette structure
sont les mémes que dans le cas des paires_de_courbes ; ainsi, un dico_paires_de_courbes
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est un dictionnaire augmenté de paires_de_courbes, un dico_courbes est un dictionnaire
augmenté de ident_courbe ; en plus, nous introduisons le tableau_triangles, un tableau
de triangles_simples.

Enfin, nous appelons coord_extremale_courbe une classe dont les deux champs sont
coordonnée, un réel, et courbe, un ident_courbe, et un dico_cec sera un dictionnaire
augmenté de coord_extremale_courbe.

V.4.2. L’algorithme de calcul de P tel que A(P) et A(B) soient équivalents

La structure de 'algorithme est la suivante :

1. Arrangements_équivalents(arrangement A)
2. dico_paires_de_courbes LPC

3. dico_courbes L

4. tableau_triangles T

S. begin

6. lecture_données(.A)

7. rectangles_superposés(.A,LPC)

8. construction_liste_triplets(LPC,7T )

9. vérification_intersections(.4,LPC)

10. liste_courbes_a_subdiviser(LPC,L)

11. tant que L # 0

12. begin

13. reconstruction_par_subdivision(LPC,[)
14. ar_subdivision(A, L)

15. vérification_intersections(.4,LPC)
16. liste_courbes_a_subdiviser(LPC,L)
17. end

18. équivalence_triangles(A,7)

19. écriture_résultats(A)
20. end

Cet algorithme prend en entrée un arrangement 4, dont toutes les polycourbes sont
dans leur écriture initiale, et donne a la sortie le méme arrangement A, mais dont les poly-
courbes ont subi des subdivisions de de Casteljau telles que dans leurs écritures courantes
I’arrangement des polygones de controle respectifs soit équivalent a celui de polycourbes.
Son idée est de chercher toutes les paires de courbes de Bézier ne faisant pas toutes les deux
partie de la méme polycourbe et dont nous ne pouvons pas affirmer que soit elles ne se
coupent pas, soient elles vérifient (V.5), et de les introduire dans le dictionnaire LPC (c’est
ce que font les procédures rectangles_superposés et vérification_équivalence). En-
suite, toutes les courbes de Bézier apparaissant dans au moins une des paires_de_courbes
du dictionnaire LPC seront introduites dans le dictionnaire de courbes & subdiviser £ (procé-
dure liste_courbes_a_subdiviser). Si £ n’est pas vide, nous subdivisons toutes les
courbes de Bézier identifiées par £ (procédure ar_subdivision) et nous recommencons.
Si il lest, la procédure équivalence_triangles prend en entrée le tableau T des triplets
de courbes suscéptibles de déterminer (au moins) un triangle simple et assure, en subdi-
visant encore certaines des courbes de Bézier de la structure courante de 'arrangement si
besoin est, I’équivalence de tous les triangles simples qui se correspondent dans A(B) et
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A(P).

Les résultats présentés dans le paragraphe précédent de ce chapitre nous permettent
d’affirmer, premierement, que 'algorithme ci-dessus fournit réellement une écriture de la
famille de polycourbes de Bézier donnée par A telle que 'arrangement des polygones de
controle respectifs soit équivalent a l'arrangement de polycourbes, et deuxiemement, que
cet algorithme converge.

Détaillons maintenant les procédures appelées par ce programme.

V.4.2.1. La procédure rectangles_superposés

Pour vérifier si deux polygones (dans notre cas convexes) ont une intersection vide, un
premier critere efficace consiste a tester si les rectangles de cotés respectivement paralleles
aux axes les englobant respectivement sont disjoints. Ainsi, pour trouver toutes les paires
de courbes de Bézier ne faisant pas partie de la composition de la méme polycourbe de
I’arrangement donné et dont les B-polygones ne sont pas disjoints, nous commencons par
chercher toutes les telles paires dont les B-polygones ont les rectangles englobants non
disjoints. Le schéma de cette procédure est le suivant :

1. rectangles_superposés(arrangement 4, dico_paires_de_courbes LPC)
2. dico_cec x_min, x_max
3. dico_paires_de_courbes temporaire
4, entiers i, j, k
5.  begin
6. construction_liste croissante minima(A,x_min)
7. construction_liste croissante _maxima(.A,x _max)
8. i=0;j=0
9. tant que i< N
10. begin
11. tant que <_‘j < N et X_min[j].coordonnée§X_max[i].coordonnée>
12. begin
13. si x_min[j].curbe.quelle polycourbe
# x_max|i].curbe.quelle_polycourbe
14. pour k allant de i a N —1
15. si (x_max[k].curbe,x min[j].curbe)Etemporaire
16. begin
17. effacer (x_max[k|.curbe,x min[j].curbe) de temporaire
18. si (min_y(x_min[j].curbe) <max_y(x_max[k|.curbe)
et
min_y(x_max|k|.curbe) < maX_y(X_min[j].curbe)>
19. inserer (x_min[j].curbe,x_max[k].curbe) dans LPC
20. end
21. sinon
22. inserer (x_min[j].curbe,x max[k|].curbe) dans temporaire
23. j=j+1
24. end
25. i=i41
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26. end
27. end

Soient Ry et Ry deux rectangles (considérés des ensembles fermés) ayant les arétes
paralleles aux axes et supposons que les sommets de Ry sont (a1,b1), (az,b1), (az,b2) et
(a1,b), avec a3 < az et by < by, et les sommets de Ry sont (a1,/1), (az,01), (az,[2)
et (a1,02), avec a3 < ag et B1 < (. Il est tres facile & voir qu'une condition nécessaire
et suffisante pour avoir la relation Ry N Ry # () est donnée par ’ensemble d’'inégalités
{al <ag; ap <ag; by <Gy 1 < bz}, et c’est cette propriété qui a été utilisée dans
I’algorithme ci-dessus.

La procédure commence par construire, lignes 6 et 7, deux dictionnaires de coord_extré-
male courbe, x min et x max. Un élément du dictionnaire x min donne dans son champ
coordonnée l'abscisse minimale du B-polygone de la courbe de Bézier désignée par son
champ courbe. De la méme maniere, un élément du dictionnaire x_max donne dans son
champ coordonnée ’abscisse maximale du B-polygone de la courbe de Bézier désignée par
son champ courbe. L’ordre (total) considéré pour la classe coord_extremale_courbe est
celui donné par son champ coordonnée. Chacun des dictionnaires x min et x_max est de
taille N = "1 n;, ot n est le nombre de polycourbes de 'arrangement et n; est le nom-
bre de courbes de Bézier composant la i-eme polycourbe. Le cycle des lignes 9-26 fait un
parcours du dictionnaire x_max, et le cycle des lignes 11-24 fait un parcours en parallele du
dictionnaire x min. Le dictionnaire temporaire est vide au début et nous y introduisons
toute paire_de_courbes (courbel, courbe2) telle que :

— courbel et courbe2 ne se situent pas sur la méme polycourbe (le test de la ligne 13) ;
— la paire_de_courbes (courbe2, courbel) n’appartient pas déja a temporaire.

Le deuxieme test de la ligne 11 nous assure que toute paire de courbes (courbel, courbe2)
candidate a étre introduite dans temporaire satisfait la condition a; < a3, si nous con-
sidérons que les rectangles englobants des B-polygones des courbes courbel et courbe?2
sont respectivement Ry et Ry et avec les notations ci-dessus. Si (courbe2, courbel) est
un élément de temporaire, nous déduisons que l'inégalité oy < ag est également véri-
fiée ; dans ce cas, nous éliminons (courbe2, courbel) de temporaire et nous testons si
les deux rectangles ont une intersection non vide en vérifiant by < 33 et 51 < by (ligne
18). Si ces deux conditions sont satisfaites, (courbel, courbe2) est introduite dans le
dictionnaire LPC que la procédure donne comme résultat.

Cet algorithme fait appel a quatre sous procédures: construction_liste croissante-
minima, construction_liste_croissante maxima, min_y et max_y. Ces deux dernieres
calculent respectivement ’ordonnée minimale et maximale d’'un polygone convexe donné
(dans notre cas, B-polygone de la courbe de Bézier donnée). Grace a la convexité du poly-
gone a traiter, ces procédures sont de complexité O(log d), d étant le nombre de sommets
du polygone. Les deux autres procédures font appel respectivement a min_x et max_x, qui
sont tout a fait similaires a min_y et max_y et retournent 1’abscisse minimale et respec-
tivement maximale d'un polygone convexe donné. En plus, construction liste crois-
sante minima et construction liste croissante maxima construisent chacune un dic-
tionnaire, Uinsertion d'un nouvel élément se faisant en O(logk), ou k est la taille du
dictionnaire déja existent. Ainsi, construction_liste_croissante minima et construc-

tion_liste_croissante maxima seront de complexité O(N log(N) + Nlog(D)), olt nous
n;
j:
dans Parrangement et N =) ", n; le nombre total de courbes de Bézier intervenant dans

avons noté D = max]_,max.',m; ; le degré maximal des courbes de Bézier intervennant
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I’arrangement.

Nous allons évaluer le cout de rectangles_superposés dans le cas le pire, qui survient
quand chaque polycourbe est composée d’une unique courbe de Bézier et toutes deux
courbes de Bézier ont les rectangles emboitants non disjoints. Dans ce cas, nous aurons la
relation

N .- . .
r?jgc xmin[j].coordonnée < IiD X_max [i].coordonnée
et pour i allant de 1 a N — 1 l'algorithme n’exécutera que le premier test de la ligne 11, de
complexité O(1), et le cotit total sera donec O(N). Pour i = 0, les lignes 13-22 s’exécuteront
pour chaque j entre 0 et N — 1. Ala Jo-e€me itération, le dictionnaire temporaire aura
au plus joN éléments et nous pouvons voir que la somme des cotts du test de la ligne
15 et de l'opération de la ligne 17 sera O(log(joN)). Les deux tests de la ligne 18 ont
la complexité O(D). En sommant sur j, et comme les autres opérations du cycle des
lignes 11-24 se font en temps constant a chaque itération, nous obtenons pour ce cycle la
complexité (’)(N log(N)+ N log(D)). Nous pouvons ainsi conclure que, dans le cas le pire,
le cofit total de la procédure rectangles_superposés est O(N log(N) + Nlog(D) + N).

V.4.2.2. La procédure vérification_intersections

Pour chaque paire de courbes identifiée par un élément du dictionnaire LPC, cette procé-
dure vérifie si les conditions (V.1), (V.2) et (V.3) sont satisfaites, et si elles le sont, I’élément
est éliminé de LPC. Son schéma est le suivant :

1. vérification_intersections(arrangement A, dico_paires_de_courbes LPC)
2. polygones Py, P

3. entier cardinal

4. paire_de_courbes *icl, *ic2

5.  begin

6. *icl =premier élément de LPC

7. tant que ic1#NULL

8. begin

9. P1 = A((*icl) .premiére_courbe)

10. Py = A((*¥icl) .seconde_courbe)

11. cardinal = intersection_lignes_polygonales(P;,Pz)
12. si cardinal=20

13. effacer *icl du dictionnaire LPC

14. si cardinal=1

15. si Py, Py vérifient (V.2), (V.3)

16. si Py, Py vérifient (V.1)

17. effacer *icl de la liste LPC

18. sinon

19. si vérification avant/apres 1(A,LPC,icl,ic2) =oui
20. begin

21. effacer *icl du dictionnaire LPC
22. effacer *ic2 du dictionnaire LPC
23. end

24. si cardinal= —1
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25. si vérification avant/apres 2(A,LPC,icl,ic2) =oui

26. begin

27. effacer *icl du dictionnaire LPC
28. effacer *ic2 du dictionnaire LPC
29. end

30. icl= (*icl) .suivant

31. end

32. end

Le cycle des lignes 7-31 s’effectue pour chaque élément du dictionnaire LPC et comme
nous avons déja mentionné, dans le cas le pire M = card(LPC) = N(N — 1)/2. Les
polygones Py et Py seront toujours des polygones simples et convexes et nous utilisons la
notation P; = P(()Z)Pgl) . P%)i, pour : = 1,2.

Pour chaque paire de courbes correspondant a un élément de LPC, les polygones Py
et P, sont respectivement les B-polygones des deux courbes de la paire. L’algorithme
commence par appeler la procédure intersection_lignes_polygonales, qui, pour les
deux polygones simples et convexes P; et Py, rendra :

e 0, si
mq—1 mao—1
Dp(1 2) (2
< U [P( )PE+)1]> < U [P( )PE—I—)l]) =10
i=0 1=0
et
my— 1 mo— 1
card<< U p{pi) n Int(7>2)> —|—card<< U pPri) mInt(P1)> —0
i=0 =0
o —1.s1
mq—1 mo—1
( U [PE”PEBJ) n ( U [PE”PE?J) =0 (V.6)
i=0 1=0
et

(mU [P<1>P§1+>1]> N Int(P2) # 0 (mU P<2>P§i>1>m1nt(7>l)7é® (V.7)

1=0 1=0

my— 1 mo— 1
card(( U [P(l)Pg_li_)1 ) ( P(z)PE_Zi_)1 )) =1
i=0 =0

card<<mUI[P“)P§1+>l]> (mDI[P(Z)PEi)1]>> > 2

s1

s1

Ainsi, si le résultat de cette procédure est 0, nous sommes certains que ni les B-
polygones, ni les courbes de Bézier correspondant a la paire de_courbes traitée ne se
coupent et donc celle-ci peut étre éliminée de LPC (lignes 12-13). Si, au contraire, le résul-
tat est 2, il est stir que les deux courbes de Bézier ne satisfont pas les conditions requises,
par conséquent la paire_de_courbes doit rester dans la liste LPC et donc 'algorithme se
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contente de passer a ’élément suivant de cette liste (ligne 30). Les cas nécessitant un traite-
ment plus compliqué apparaissent quand la procédure intersection_lignes_polygonales
retourne 1 ou —1.

Si le résultat est 1, il a un sens de nous poser la question si les B-polygones Py et Ps
satisfont les conditions (V.2) et (V.3) (ligne 15). Si ce n’est pas le cas, les deux courbes
de Bézier devront étre subdivisées et 'algorithme passe a l'itération suivante sans enlever
I’élément courant de LPC. Si ouli, alors nous vérifions si la condition (V.1) est satisfaite
aussi, et si c’est le cas nous pouvons, en appliquant le lemme V.1, en déduire que cette
paire de courbes ne souleve pas de probleme pour l’équivalence des arrangements A(B) et
A(P) et done nous leffagons de LPC (lignes 16-17). Si la condition (V.1) n’est pas vérifiée,
la procédure vérification_avant/aprés_1 est appelée.

Si nous nous situons dans le cas ou cet appel est fait, il y a quatre positions relatives des
B-polygones P; et Py possibles ; une de ces positions est présentée dans la figure suivante,
les trois autres pouvant étre représentées a partir de celle-ci en changeant les roles des
B-polygones Py et Py et en “symétrisant” la notation du B-polygone ayant une extrémité
a lintérieur de l'autre (pour le cas de la figure, P(()l) devient PE},E et reciproquement).
Etudions le fonctionnement de la procédure vérification_avant/aprés_1 pour le cas
présenté dans la figure, les autre cas seront traités de maniere similaire.

Figure V.16

On commence par tester si la courbe de Bézier correspondant au B-polygone P; est la
premiere de la polycourbe dont elle fait partie (autrement dit, nous vérifions si (¥ic1) .pre-
migre_courbe.quelle_courbe = 0). Si c’est le cas, aucune autre opération n’est effectuée,
et *icl restera un élément de LPC, car la procédure retourne “non”. Sinon, soit Pz le
B-polygone de la courbe de Bézier précédant la courbe correspondant a P; dans la com-
position de la polycourbe dont celle-ci fait partie. L’algorithme teste alors si P; = Ps.
Au premier appel de la procédure vérification intersections dans ’algorithme Ar-
rangements_équivalents, toutes les polycourbes de I'arrangement sont dans leur écriture
initiale et 1’égalité ne peut évidemment pas étre satisfaite, mais aux itérations suivantes
elle devient possible. Si 1’égalité n’est pas vérifiée, nous voudrons subdiviser les deux
courbes désignées par *icl et donc, pour ne pas exclure cet élément du dictionnaire LPC,
vérification_avant/aprés_1 retourne “non”. Si oui, on vérifie les relations :

ms—1 mz—1 ma—1
card(( U [P§3)P§j_)1]> N [P(()z)ngl;]> =1 ( U [P§3)P§j—)1]> N ( U [PEZ)PE_Z&]) =0
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TTLQ—l
( U [PE”PE_?J) APPPHI=0  card([PYPR] N [PPPE]) =1

=0

Le lemme V.2 nous autorise, si ces quatre conditions sont satisfaites, a effacer *ic1 de la
liste LPC. Plus, il existe un élément de LPC[j] désignant la paire de courbe qui correspond
a (P1,Ps3) (pas forcément dans cet ordre), le pointeur ic2 indiquera cet élément et le méme
lemme nous dit que *ic2 peut lui aussi étre éliminé du dictionnaire de paires_de_courbes.
Par conséquent, dans ce cas la procédure vérification_avant/aprés_1 retournera “oui”,
mais elle déterminera d’abord le pointeur ic2. Ainsi, la procédure vérification_inter-
sections executera les lignes 21 et 22, éliminant *icl et *ic2 du dictionnaire LPC. Si les
quatres relations ci-dessus ne sont pas vérifiées, le résultat de la procédure sera “non” et
LPC restera inchangée.

Si le résultat de la procédure intersection_lignes_polygonales est —1, nous nous
retrouvons dans un cas qui est d’une certaine facon symétrique a celui déja présenté.
Nous savons qu’au moins une des deux relations de la condition (V.7) est satisfaite, sup-
posons que c’est la premiere (l'autre cas se traite bien str de la méme maniere). La
procédure vérification_avant/aprés_2 commence par calculer le cardinal de 'ensemble
[Pf)l)Pﬁﬁ,f] N [Pff)Pﬁf,;]. Si ce cardinal est 0, nous nous trouvons dans une situation similaire
a I'une des deux présentées figure V.17, et les deux courbes doivent étre subdivisées, donc
vérification_avant/aprés_2 retourne “non”.

Figure V.17

Si le cardinal est 400, nous aurons la situation de la figure V.18(a), car celle de
la figure V.18(b) ne satisfait pas (V.6). Dans ce cas aussi le résultat de vérifica-
tion_avant/aprés_2 sera “non”.

Figure V.18
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Enfin, si le cardinal est 1, nous pouvons déduire que

m1—1
card(( U [P<1>P§1+>1]> N [Pff)ng;]) —1

=0

car Py est convexe et la condition (V.6) est satisfaite. Alors un et seulement un des points

P(()l) et P%i appartiendra a Int(Pz), et supposons que ce point est P%i
Nous pouvons maintenant voir la symétrie mentionnée avec les cas traités par la procé-

dure vérification_avant/apres_1 : le B-polygone P; est assimilé au B-polygone P;3 de

la discussion précédente. La marche a suivre sera donc la suivante :

— nous vérifions si la courbe de Bézier correspondant a Py est la derniere de la polycourbe
dont elle fait partie (autrement dit, nous testons (*icl).premidre_courbe.quelle_-
courbe = A((*icl) .premidre_courbe.quelle_polycourbe) .taille —1)

— si elle l'est, vérification_avant/aprés_2 retourne “non”

— si elle ne 'est pas, soit P3 le B-polygone correspondant a la courbe de Bézier succédant
la courbe Bézier associée a Py dans la composition de la polycourbe dont elle fait partie

—si P +* P3, vérification_avant/aprés_2 retourne “non”

— s1 Py = P3, nous vérifions les relations

ms—1 mo—1
PP A PPPE)] =0 card(( U [P<3)P§i)1]> ( U [P<2>P§i)1]>> =1
=0

=0

mo—1 mg—1
d(( U pe) [Pé”PESi]) =1 (U eei) npieg -
i=0 1=0

(en fait, la deuxieme et la troisieme de ces quatre conditions impliquent les deux autres,
dans les hypotheses existentes, et par conséquent suffisent)

— s1 'une de ces relations n’est pas vrale, vérification_avant/aprés_2 retourne “non”

— si toutes les quatre sont vérifiées, nous testons si Py et Ps satisfont les conditions (V.2)
t (V.3)

— sl 1ls ne les satisfont pas, vérification_avant/aprés_2 retourne “non”

— sl oul, nous attribuons ic2 tel que *ic2 identifie la paire de courbes correspondant
respectivement aux B-polygones Py et Ps, et vérification avant/aprés_2 retourne

Remarquons que le pointeur ic2 calculé par I'une ou 'autre des procédures vérifica-
tion_avant/aprés_1 et vérification_avant/aprés_2 indique toujours une paire_de_-
courbes supérieure a celle indiquée par le pointeur *ic1l auquel il est associé, car si il
est donné par vérification_avant/aprés_1 et ne satisfait pas cette condition, alors il
est facile a voir que *icl aurait dua lui étre associé par vérification_avant/aprés_2
a l'itération lui correspondant dans le cycle tant que des lignes 7-30, ce qui est con-
tradictoire, et une contradiction similaire est obtenue si *ic2 est donné par vérifica-
tion_avant/aprés_2.

Avant de faire I’étude de cout de cette procédure, un commentaire sur les algorithmes
de vérification_avant/aprés_1 et vérification_ avant/aprés_2 s'impose. Nous obser-
vons que ces procédures ne tirent aucun profit du fait que les objets a traiter ne sont pas de
courbes de Bézier, mais des polycourbes, car quand Ps est différent de 771, pour vérifica-
tlon_avant/apres_l ou 772, pour vérification_avant/aprés_2, les procédures retour-
nent tout de suite “non”. Nous sommes obligés de procéder ainsi a cause des configuration
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similaires a celle de la figure V.19, ou P et P; satisfont les condition nécessaires a ’appel
de vérification_avant/aprés_1 et P; satisfait toutes les propriétés requises par cette

procédure, sauf ﬁg = ﬁl, et card(Pz N (P U 773)> +* card(Bz N (B U B3)>.

Figure V.19

Pour cette raison, nous devons imposer une condition supplémentaire a ’arrangement
A(B) pour que notre algorithme converge : celle qu'aucune extrémité de courbe de Bézier
(et non pas polycourbe) de I'écriture initiale de l'arrangement n’appartienne & une poly-
courbe autre que celle dont la courbe fait partie, hypothese dont nous avons déja vu la

nécessité pour la preuve du lemme V.3.

(c)

Figure V.20

D’un autre c6té, nous n’utilisons pas “pleinement” le résultat V.3, car, dans les notations
de ce lemme, nous vérifions les propriétés demandées uniquement pour j = i +1, { = i+
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1. Ainsi, pour 'arrangement de la figure V.20(a) (a la premiére itération) la paire_courbes
((1,0),(2,0)) restera dans la liste de paires de courbes et ((0,0),(1,0)) et ((0,0),(2,0))
seront effacées ; apres subdivision, dans la figure V.20(b) (la deuxieme itération) les paires
ne satisfaisant pas les conditions sont ((1,0),(2,0)) et ((1,0),(2, 1)), tandis qu’apres encore
une subdivision le polygone Py fera partie d'une paire de courbes ne satisfaisant pas
les bonnes propriétés, car la valeur cardinal associée a la paire ((0,0),(1,0)) sera 1,
celle pour ((0,0),(1,1)) sera —1 et celle pour ((0,0),(1,2)) sera aussi -1 et c’est Py 2 qui
vérifie les conditions de vérification_avant/aprés_1 et non pas P; ;. Mais nous verrons
dans la description de la procédure reconstruction_par_subdivision qu’en fait ce n’est
que la premiere fois que le dictionnaire LPC est construit en vérifiant pour chaque paire
de courbes n’appartenent pas a la méme polycourbe de l'arrangement les conditions de
vérification_intersections, aux itérations suivantes LPC se déduit a partir des paires
de courbes qui ne satisfaisaient pas ces conditions a l'itération précédente.

Pour évaluer la complexité de vérification_intersections, nous devons étudier les
couts des procédures auxquelles cet algorithme fait appel.

La procédure intersection_lignes_polygonales est linéaire en la somme des tailles
des deux polygones qu’elle traite, donc au pire linéaire en D, le maximum des degrés
des courbes de Bézier de l'arrangement. Elle utilise "algorithme classique de calcul de
I'intersection de deux polygones convexes par décomposition en union de lignes polygonales
d’abscisse croissante ; 'intersection de deux telles lignes polygonales se calcule en temps
linéaire en leur nombre total de sommets, et la décomposition des B-polygones se fait en
temps logarithmique, car elle consiste a trouver les sommets extrémaux sur une direction
horizontale.

Le procédure vérification_avant/aprés_1 est elle aussi linéaire en le maximum des
degrés des trois polygones qui interviennent, qui peut étre majoré par D, mais a ce colt
s’ajoute celui de la recherche du pointeur ic2 satisfaisant les conditions mentionnées, ce qui
amene la complexité de cette procédure a O(log(M)). 1l est facile a voir que la procédure
vérification_avant/apreés_2, tres semblable a la précédente, a la méme complexité.

En sommant pour tous les éléments de LPC, nous obtenons pour vérification_inter-
sections le colit O(M log(M) + MD) (le test de la ligne 15 se fait en temps constant ;
celui de la ligne 16 se fait en O(D) ; enfin, 'élimination des éléments de LPC se fait en
O(log(M))). Dans le cas le pire, comme nous avons vu, M = N(N — 1)/2 et ce cott sera
O(N?log(N) + N?D).

V.4.2.3. La procédure liste_courbes_a subdiviser

Cette procédure construit, a partir du dictionnaire contenant les paires_de_courbes
qui ne satisfont pas les criteres donnés pour assurer I’équivalence des arrangements A(B)
et A(P), le dictionnaire de courbes de Bézier participant a 'arrangement qui doivent étre
subdivisées. Son schéma est extrémement simple :

1. liste_courbes_a_subdiviser(dico_paires_de_courbes LPC, dico_courbes L)
2. paire_de_courbes *ic =premier élément de LPC

3.  begin

4.  tant que ic #NULL

S. begin

6.

si (*ic).premiére_courbeé¢ L
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7. inserer (*ic).premi&re_courbe dans [
8 si (*ic).seconde_courbed L

9. inserer (*ic).seconde_courbe dans L
10. si cardL =N
11. sortir
12. ic= (*ic) .suivant
13. end
14. end

Le fonctionnement est aussi facile a suivre : pour chaque paire_de courbes du dic-
tionnaire LPC, on vérifie si les deux courbes sont déja dans L, et si elle ne le sont pas, on
les y introduit.

L étant un dictionnaire, les tests des lignes 6 et 8 seront réalisés en O(log k), ou k est la
taille courante du tableau, et les insertions des lignes 7 et 9 s’executent aussi en O(log k).

Le test de la ligne 10 a été concu dans l'espoir de réduire le nombre d’itérations a
effectuer, qui dans le cas le pire est N(N —1)/2. Ainsi, si la taille de LPC est effectivement
N(N —1)/2, ce test aménera le nombre d’itération, au pire, a (N — 1)(N — 2)/2, et au
mieux, & [N/2]. Dans le cas le pire, le cofit de la procédure sera donc O(N?log N), et
dans le meilleur cas elle sera O(N log N).

V.4.2.4. La procédure ar_subdivision

Cette procédure construit la nouvelle structure de 'arrangement, en subdivisant toutes
les courbes de Bézier désignées par le dictionnaire £. Elle utilise la procédure subdivision
décrite dans le paragraphe I11.3.2.3, mais, comme celle-ci traite des polycourbes et non pas
des tab_polycourbes, une conversion de type doit étre fait. Aussi, nous devons convertir
les ident_courbe du dictionnaire £ en pointeurs a des courbes_de Bézier ; chacune de ces
deux conversions se fait en temps linéaire en la taille de ’objet a convertir, elle cotiteront
donc O(N). En plus, apres la subdivision de toutes le courbes de Bézier identifiées par £
nous devons reconvertir chaque polycourbe, dans sa nouvelle écriture, de liste doublement
chainée au tableau, opération qui est toujours de complexité O(N). Le colit total de la
procédure ar_subdivision sera, compte tenu de celui de subdivision, O(ND?).

V.4.2.5. La procédure reconstruction_par_subdivision

Dans 'algorithme Arrangements_équivalents, nous utilisons cette procédure pour les
itérations du cycle des lignes 12-18, plutot que rectangles_superposés. La raison est que
sa complexité est, comme nous le verrons, inférieure a celle de 'autre procédure, et tandis
qu’au fur et a mesure des itérations le cotit de rectangles_superposés serait croissant, car
le nombre de courbes de Bézier intervenant dans "arrangement croit, celui de reconstruc-
tion_par_subdivision décroit, car le cardinal de LPC est décroissant. Nous pouvons faire
cette “substitution” de procédure, car il n’est pas difficile de voir que les propriétés requises
pour les paires de courbes de Bézier de 'arrangement sont invariantes a la subdivisions
(méme si les conditions (V.4), (V.2) et (V.3) ne le sont pas a la subdivision non uniforme).
Autrement dit, si une paire_de_courbes ne se trouve pas dans le dictionnaire LPC apres
son traitement par vérification_intersections, les deux courbes de Bézier que cette
paire identifie ne se coupent pas ou ont exactement un point d’intersection, propriétés qui
ne seront pas changées par subdivision. Par conséquent, a 'itération suivante nous aurons
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a chercher les “mauvaises” paires de courbes uniquement parmi celles provenant, par sub-
division, des “mauvaises” paires de courbes a l'itération courante. Par ailleurs, cette facon
de construire LPC a l'itération ¢ a partir de LPC a l'itération ¢+ — 1 fait aussi que 'exemple
donnée dans la figure V.20 ne pose pas de probleme, comme nous ’avons déja mentionné.
Le schéma de la procédure est le suivant :

1. reconstruction_par_subdivision(dico_paires_de_courbes LPC,
dico_courbes L)

2 entiers i,a,b

3 tableau_entiers 7

4. tableau_paires_de_courbes copie=LPC

5.  begin

6 effacement LPC

7 création_liste_témoin(L,7)

8. pout i allant de 0 & M —1

9. begin

10. a= TZ[copieli] .premi&re_courbe]

11. b= Z[copieli] .seconde_courbe]

12. inserer transformée_1(copiel[i],a,b) dans LPC
13. inserer transformée 2(copiel[i],a,b) dans LPC
14. inserer transformée 3(copiel[i],a,b) dans LPC
15. inserer transformée 4(copieli],a,b) dans LPC
16. end

17. end

Le tableau 7 est indexée sur tous les indent_courbe désignant une courbe de Bézier
qui participe a l'arrangement. Si i € {0,...,n — 1} est l'indice d’une polycourbe dans
larrangement et 7 € {0,...,n;} est l'indice d'une courbe de Bézier de la composition
courante de B;, Z[(7,j)] donnera le nombre de courbes de Bézier (toujours par rapport a
la composition courante) de la polycourbe B; qui correspondent a un indice dans cette
polycourbe inférieur a j et qui apparaissent dans la liste £, donc qui seront subdivisées.
Ainsi, apres la subdivision de toutes les courbes de Bézier de B; indiquées par le dictionnaire
L, la courbe qui était j-eme avant subdivision donnerales j4+Z[(¢, 7)]-eme et 74+Z[(i,7)]+1-
eme courbes dans la nouvelle écriture de B;, si elle est subdivisée, et serala j+Z[(¢, j)]-éme
courbe de B;, si elle ne 'est pas. La procédure création_liste témoin crée la liste 7 en
comptant pour chaque (7,7) les nombre de indent_courbe (i, k) avec k < j qui sont des
éléments de L.

L’initialisation de la ligne 4 est évidemment un peu abusive, elle sous-entend une conver-
sion de type. Les fonctions transformée_i, pour i allant de 1 & 4, donnent comme résultat,
a partir de copie[i] (qui est un élément de LPC de l'itération précédente), les quatre
paires de courbes obtenues en associant chacune des deux courbes de Bézier résultées de
la subdivision de copieli] .premiére_courbe a chacune des deux courbes de Bézier ré-
sultées de la subdivision de copie[i].seconde_courbe. Les entiers a et b servent, comme
présenté dans la description du tableau Z, au calcul des indices des nouvelles courbes de
Bézier (obtenues par subdivision) dans leurs polycourbes respectives. Apres l'exécution
du cycle des lignes 8-16, le dictionnaire LPC aura 4 fois plus déléments.

Pour calculer la complexité de cette procédure, sommons les cotits de ses lignes. L’ins-
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truction de la ligne 4 s’execute en O(card(LPC)), donc en O(M). La procédure créa-
tion_liste témoin cotite O((card(ﬁ))), donc au pire O(N). Les instructions des lignes
10-11 sont chacune effectuées en temps constant et celles des lignes 12-15 en O(log(k)), k
étant la taille actuelle de LPC. En conséquence le cycle des lignes 8-16 cotitera O(M log(M)).
La complexité totale de la procédure sera ainsi O(N?log(N)). Remarquons que la majo-
ration de M par N(N — 1) est, surtout pour les dernieres itérations, tres grossiere.

V.4.2.6. La procédure construction_liste_triplets

Cette procédure construit la liste de tous les triplets de courbes de Bézier susceptibles
de représenter un triangle simple. Notre algorithme commence le traitement des trian-
gles simples seulement apres avoir fini les itérations assurant que toute paire de courbes
de Bézier se coupe exactement autant de fois que la paire formée par leur B-polygones
“étendus” respectifs et aussi que la paire de polygones support courante, c’est-a-dire que

Card(Bihjl N Binz) = Card(pihjl N ,Pimjz) = Card(sihjl N Sinz)
pour tous 11 # i € {1,...,n}, 51 € {0,...,m; }, 72 € {0,...,m;, }. Mais nous ne savons
pas quelle est cette valeur commune des cardinaux des intersections, car l’arrangement ini-
tial ne satisfait généralement pas la condition card(B;, ;, NBi,,j,) € {0,1} et, contrairement
a la supposition faite pour prouver la correctitude et la convergence de 1’algorithme, nous
ne changeons pas la structure initiale de 'arrangement. Il n’est quand méme pas difficile
a voir que si pour un triplet ((il,jl), (12, J2), (ig,jg)) Iordre des points (771‘17]‘1 N 771‘27]‘2) U
(771‘17]‘1 ﬂpi&jB) sur P;, j, est le méme que 'ordre des points <Si17j1 m8i27j2> U <8i1,j1 ﬂSi&jB)

sur S;, j, , et pareil pour toutes les permutations circulaires des indices 1, 2, 3, alors tous les

pseudo-triangles définis par B;, ;,, Bi, j, et Bi, j, seront équivalents aux ceux définis par
731‘17]‘1, 731‘27]‘2 et 731‘37]‘3, car nous n’aurons fait que traiter d’un seul coup tous les pseudo-
triangles définis pas une triplet donné de courbes de ’arrangement initial a la place de les
séparer d’abord et les traiter un par un ensuite.

Par conséquent, nous cherchons les triplets de courbes se coupant deux par deux dans
Pécriture initiale de l'arrangement, car dans les conditions décrites (nous ne devons pas
chercher que les triangles déterminés exactement par trois courbes de Bézier faisant respec-
tivement partie de trois polycourbes distinctes, mais plus ; aussi, il y a bien plus de courbes
de Bézier intervannant dans 'arrangement dans son écriture finale que dans linitiale) il
serait plus colteux de faire autrement, et 1’algorithme serait nettement plus compliqué.
Dans cette situation, le tableau obtenu contiendra généralement un bon nombre de triplets
designant trois courbes qui ne se coupent pas toutes deux, donc qui en fait ne nous in-
teressent pas, mais la procédure appelée apres, équivalence_triangles, se chargera de
I’élimination de ces éléments de T .

Ainsi, nous cherchons dans le dictionnaire LPC les indices i, j, k tels que l’ensemble
de ident_courbe

LPC[i] .premiére_courbe, LPC[i].seconde_courbe, LPC[j].premiére courbe,

LPC[j].seconde_courbe, LPC[k].premiére_courbe, LPC[k] .seconde_courbe}

alt exactement trois éléments et que dans cette écriture chacun apparaisse exactement
deux fois. Pour chaque tel triplet d’indices, nous ordonnons (par ordre lexicographique)
les trois ident_courbe distincts de ’ensemble ci-dessus et introduisons le triangle ainsi
obtenu dans le tableau 7 ('ajout d'un nouvel triangle se fait toujours a la fin du tableau
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; le fait que LPC est un dictionnaire, donc fournit les paires_de_courbes en ordre, nous
garantit le bon ordre des eléments de 7). Voici le schéma de la procédure :

1. construction_liste triplets(dico_paires_de_courbes LPC,
tableau_triplets 7))

2. paire_de_courbes *i,*j

3. triangle T

4.  begin

d. *] =premier élément de LPC

6. tant que i NULL

7. begin

8. j = (*i) .suivant

9. tant que <_‘j #NULL et (*j).premidre_courbe=(*1i) .premiére_courbe>
10. begin
11. si ((*i) .seconde_courbe, (*j) .seconde_courbe> €LPC
12. begin
13. T.premigdre_courbe = (*i) .premiére_courbe
14. T.seconde_courbe = (*i) .seconde_courbe
15. T.troisieéme_courbe= (*j).seconde_courbe
16. ajouter T a T
17. end
18. j=(*j) .suivant
19. end
20. i=(*i).suivant
21. end
22. end

Le test de la ligne 11 s’execute O(N?) fois quand card(LPC) = N(N —1)/2 et il s’execute
en O(log(N)) ; comme toutes les autres instructions de la procédure sont de complexité
O(1), le cotit de construction liste triplets est O(N?log(N)).

Remarquons qu'une procédure construisant la liste de tous les triplets de courbes de
Bézier de la structure initiale de 'arrangement qui sont susceptibles de former un triangle
simple en testant tout simplement les intersections de tous les triplets possibles de B-
polygones est de complexité O(N?D), qui généralement est inférieure & la complexité de
notre procédure (N est suffisament grand par rapport a D).

V.4.2.7. La procédure équivalence_triangles

Comme précisé au début du paragraphe V.4.2.6, pour tester ’équivalence des trianlges
simples trouvés par la procédure précédente nous avons choisi une méthode consistant a
comparer | les ordres respectifs dans lesquels 7711 1 coupe 7312 o et 7313 ja €t 8117]1 coupe
8127]2 et 813 js (et de méme pour toutes les permutations des indices).

Avant de décrire cette procédure, introduisons une nouvelle structure de données, le
segm_inters, ayant deux champs, segment et avec_qui. Si nous avons trois polygones,
P1, P2 et P3, un segm_inters, notons-le si, attaché a, par exemple, Py, indiquera une
intersection de ce polygone avec I'un des deux autres : nous aurons

1 1
[Pil )segmentPil )segment—l—l] N ,PSiﬂVeC—OIUi 7£ @
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1. équivalence triangles(arrangement A, tableau triplets 7))
2. triangle T
3. liste_segm_inters SI
4. polygones contrl, contr2, contr3, suppl, supp2, supp3
5. liste_segm_inters cl, c2, c3, s1, s2, s3
6. begin
7. pour tout TE T
8. begin
9. création_poly_contr/supp(A,T.premiére_courbe,contrl,suppl)
10. création_poly_contr/supp(A,T.seconde_courbe,contr2,supp2)
11. création_poly_contr/supp(A,T.troisiéme_courbe,contr3, supp3)
12. si supplNsupp2# ) et supplNsupp3# () et supp2 supp3# ()
13. begin
14. liste_des_intersections(contrl,contr2,contr3,
suppl,supp2,supp3,cl,c2,c3,s1,s2,s3)
15. tant que comparaison(cl,sl) =faux ou
comparaison(c2,s2) =faux ou comparaison(c3,s3) =faux
16. begin
17. subdiviser_alternances(¢4,T.premiére_courbe,sl)
18. subdiviser_alternances(A,T.seconde_courbe,s2)
19. subdiviser_alternances(A,T.troisiéme_courbe,s3)
20. création_poly_contr/supp(A,T.premiére_courbe,contrl,suppl)
21. création_poly_contr/supp(A,T.seconde_courbe,contr2,supp2)
22. création_poly_contr/supp(A,T.troisiéme_courbe,contr3, supp3)
23. liste_des_intersections(contril,contr2,contr3,
suppl, supp2,supp3,cl,c2,c3,s1,s2,s3)
24. end
25. end
26. end
27. end

La procédure création_poly_contr/supp construit, pour un ident_courbe ic donné,
le polygone union des B-polygones de toutes les courbes de Bézier qui proviennent, dans
I’écriture courante de 'arrangement, de la courbe de Bézier de la structure initiale de
Parrangement designée par ic, et similairement pour les polygones support (I'identification
des courbes obtenues par la subdivision d’une courbe donnée est possible grace au champ
rang d'une courbe_de Bézier). Il est évident que le polygone suppl aura moins de som-
mets que contrl, et de méme pour supp2 et contr2 et respectivement supp3 et contr3
Mais aussi, nous aurons card(suppl N supp2) = card(contrl N contr2), card(suppl N
supp3) = card(contrl N contr3d) et card(supp2 N supp3) = card(contr2 N contr3), car
Parrangement a subi le traitement du cycle des lignes 12-18 (de l'algorithme Arrange-
ments_équivalents). Ainsi, quand nous voulons vérifier si les courbes de Bézier “incrim-
inées” (designées par le triangle T dans la structure initiale de A) ont vraiment une
intersection non vide deux par deux, nous regardons si cette propriété est satisfaite par
suppl, supp2 et supp3, c’est moins cotteux (ligne 12). Si ce n’est pas le cas, les trois
courbes ne forment aucun pseudo-triangle et nous passons a 1’élément suivant de T .

Si les trois courbes de Bézier se coupent deux par deux, nous associons a chacune d’entre
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elles deux listes de segm_inters, créant ainsi les liste_segm_inters cl, c2, c3, si,
s2, s3. cl et sl correspondent & A, (T.premiére_courbe) : cl indique, dans 'ordre,
toutes les intersections de contrl avec contr2 et contr3, et s1 de méme, pour suppi,
supp2 et supp3. De la méme facon, les listes c2, s2, respectivement ¢3, s3 ont as-
sociées a At (T.seconde_courbe), respectivement A;pnit (T.troisiéme_courbe). Nous
avons card(cl) = card(contrl N contr2) + card(contrl N contr3) et une relation ana-
logue est valable pour card(s1), d’ott nous déduisons tout de suite card(cl) = card(s1),
card(c2) = card(s2) et card(c3) = card(s3). La procédure comparaison vérifie, pour
deux liste_segm_inters de la méme longueur, si les deux listes d’entiers respectivement
obtenues en considérant uniquement le champ avec_qui de chaque élément (de chacune
des listes_segm_inters) sont identiques, et retourne “vrai” si c’est le cas et “faux”
sinon.

Il n’est pas difficile a voir que si le test de la ligne 15 rend “vrai”, tous les pseudo-
triangles éventuellement déterminés par les trois courbes courament traitées satisfont
les “bonnes” propriétés, et nous passons alors a ’élément suivant de la liste 7. Si ce
test rend “faux”, il faudra subdiviser certaines (ou toutes) des courbes de Bézier con-
cernées ; subdiviser toutes ces courbes peut ne pas étre nécessaire. Un test déterminant
exactement quelles courbes il faut subdiviser serait bien trop complexe, ce pourquoi nous
avons choisi un critere qui a 'avantage d’étre tres simple, tout en ayant l'inconvenient
de nous faire subdiviser plus des courbes de Bézier qu’il n’en est nécessaire. Nous subdi-
viserons donc la i-éeme courbe correspondant a Ajni (T.premiére courbe) si et seule-
ment si s1[i].avec_qui#s1[i+1].avec_qui ou si[i].avec_qui#s1[i-1].avec_qui
(au cas ou l'un des éléments s1[i-1] et s1[i+1] n’existe pas, nous considérons unique-
ment celui qui existe). Le méme critere s’applique bien sir aux courbes provenant de
Ainit (T.seconde_courbe) et Ajyi (T.troisieéme_courbe). Apres ces subdivisions (lignes
17-19), le proccessus est repris jusqu’a ce que le test de la ligne 15 rende “vrai”, moment
ol nous passons a 1’élément suivant de 7.

A la différence des autre procédures détaillées ici, nous ne pouvons pas calculer le cofit
de équivalence triangles. Ceci est dii au fait, premierement, que nous ne savons pas (et
ne pouvons pas évaluer autrement que de maniére experimentale) le nombre d’itérations
qui seront nécessaires dans le cycle des lignes 15-24. Deuxiémement, pour donner la
complexité de la procédure création poly_contr/supp nous devrions savoir combien de
courbes ont été obtenues, au cours des itérations du cycle des lignes 12-18 de Arrange-
ments_équivalents, a partir d'une courbe de Bézier donnée de 'arrangement initial. Pour
¢a, nous aurions besoin d’une évaluation du nombre de telles itérations effectuées, qui non
plus ne peut étre faite théoriquement.

Supposons que le cycle des lignes 12-18 de Arrangements_équivalents requiert sy
itérations et majorons par ko le nombre d’itérations nécessaires dans le cycle des lignes
15-24 d’équivalence_triangles. Il y aura alors au plus 2! courbes provenant d’une
méme courbe de Bézier de l'écriture initiale de 'arrangement et par conséquent créa-
tion_poly_contr/supp sera de complexité O(2%1D), D étant toujours le degré maxi-
mal des courbes de Bézier de A. Le test de la ligne 12 est linéaire en la somme des
cardinaux des polygones suppl, supp2, supp3, et colte ainsi O(2"1). La procédure
liste des_intersections est elle aussi linéaire en le maximum des sommes des car-
dinaux des polygones contrl, contr2, contr3, donc de complexité O(2%' D). La procé-
dure comparaison est linéaire en le cardinal des listes qu’elle traite. Comme deux courbes
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polynomiales distinctes peuvent avoir en commun au plus leur degré maximal au carré
points (n’oublions pas que 'arrangement A est simple, les courbes de Bézier ne peuvent
pas étre confondues sur intervalles), le test de la ligne 15 cotite O(D?). Pour les subdivisions
(lignes 17-19), le cas le pire consiste a subdiviser toutes les courbes de Bézier impliquées,
doublant ainsi leur nombre ; cette opération est de complexité O(2%17D?), quand nous
sommes a 1’i-eme itération dans le cycle des lignes 15-24. Ensuite, a leurs appels a 'intérieur
de ce cycle, les procédures création_poly_contr/supp et liste des_intersections au-
ront toutes les deux le cotit O(25:+'D) & la i-eme itération. En sommant, nous obtenons
pour le cycle la complexité O(2%11%2(D? + D) 4 kyD?). Par conséquent, la complexité de
la procédure équivalence_triangles sera

O((271"2(D* + D) + 2" D + k2 D?%) card(T))
La liste T a, au cas le pire, C%, = N(N — 1)(N — 2)/6 éléments.

V.4.3. La complexité de l'algorithme Arrangements_équivalents

De la méme facon que pour 'algorithme de calcul de 'enveloppe convexe topologique
d’une polycourbe fermée, le colit de 'algorithme ne peut pas étre évalué en fonction unique-
ment de la taille des données, car le nombre d’itérations nécessaires pour que les condi-
tions d’équivalence soient satisfaites par A reflete les propriétés “qualitatives” et non pas
“quantitatives” de l'arrangement. Pour donner quand méme une idée de la complexité
de P’algorithme, supposons, comme dans le paragraphe précédent, que les instructions du
cycle des lignes 12-18 seront exécutées k1 fois. Nous verrons dans la section suivante que
de toute maniere le cott théorique que nous obtiendrons ici est largement supérieur au
cout moyen obtenu expérimentalement, et par conséquent nous allons négliger dans les ex-
pressions des cotts des procédures qu’Arrangements_équivalents appelle tous les termes
a part les plus significatifs.

Soit Ny le nombre de courbes de Bézier intervennant dans l’écriture initiale de 'arrange-
ment. La procédure rectangles_superposés sera alors de complexité O(Nglog Ng +
Nolog D). A lappel de la ligne 9, vérification intersections coiitera O(NZ log No +
NZD). A laligne 10, liste_courbes_a_subdiviser est de complexité O(N2 log Ny). Pour
voir quels sont les cotts des appels faits a l'intérieur du cycle des lignes 12-18, il nous faut
évaluer la taille (en courbes de Bézier) N; de 'arrangement & 1’i-éme itération. Au cas le
pire, a chaque itération toutes les courbes de Bézier de ’arrangement sont subdivisées, donc
a chaque itération N; double. Nous aurons ainsi N; = 27! Ny. En conséquence, a ’i-eme
itération les lignes 14-17 auront un cott total de O(2(i —1)22(—Y N2 log No + 22— N2 D?)
et nous obtenons, en sommant, la complexité du cycle des lignes 12-18 O(r12%%1 N2 log No+
2261 N2 D?). En y ajoutant les cofits des procédures qui ne sont pas comprises dans le cycle,
nous obtenons le cotit de I’algorithme Arrangements_équivalents : O(r12%%1 N log No +
2281 N2 D?  2M1tR2 N3 D? + N§ log No).

Il faut remarquer que le “cas le pire” est assez dificile a avoir, voir impossible dans les
derniéres itérations (aussi bien dans le cycle des lignes 12-18 d’Arrangements_équivalents
que dans le cycle des lignes 15-24 d’équivalence_triangles et en ce qui concérne le
cardinal de la liste 7 dans cette derniere procédure), a moins d’avoir un tres faible nombre
de courbes de Bézier qui interviennent, ou alors des valeurs de k; et ko tres faibles. En
plus, méme en considérant le cas le pire pour la structure initiale de 'arrangement, ou
chaque courbe de Bézier représente une polycourbe, il est évident que si au début nous
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avons effectivement Ny polycourbes a une courbe de Bézier chacune, apres une itération,
donc la subdivision de partie ou toutes les courbes de Bézier, ceci n’est plus possible.

V.5. Résultats numériques

Le programme issu de I'implémentation des algorithmes présentés dans la section précé-
dente a été testé sur un échantillon de 60 arrangements. Chacun des arrangements contient
autour de 100 courbes de Bézier et nous avons fait varier le nombre de courbes composant
chaque polycourbe de 'arrangement entre 1 et 10. Nous avons ainsi 10 arrangements
de 100 polycourbes composées chacune d’une seule courbe de Bézier, 10 arrangements
de 20 polycourbes composés chacune de 5 courbes de Bézier et 10 arrangements de 10
polycourbes composées chacune de 10 courbes de Bézier, le reste des exemples étant uni-
formement distribués entre les arrangements de polycourbes a 2, 3, 4, 6, ..., 9 courbes de
Bézier.

Le tableau suivant donne quelques valeurs correspondant aux arrangements initiaux,
ceux qui n’ont pas encore été traités par le programme. Ces valeurs sont n, le nombre
moyen de polycourbes par arrangement, Ny, le nombre moyen de courbes de Bézier par
arrangement, et D, le degré moyen de ces courbes de Bézier.

n NO D

Arrangement

33,52 100,2 | 3,51

initial

Pour les arrangements résultant apres traitement, ceux pour lesquels ’arrangement des
polygones de controle est équivalent a l'arrangement de polycourbe (et a 'arrangement
des polygones support, si la situation mentionnée a la fin de la section V.3 n’apparait pas),
nous avons trouvé que les valeurs suivantes donnent une bonne idée du fonctionnement de
I’algorithme et de sa complexité :

— N, le nombre de courbes de Bézier (de la structure finale de 'arrangement) ;

— K1, le nombre d’itération nécessaires dans le cycle des lignes 12-18 de 1’algorithme Ar-
rangements_équivalents ;

— 7 = card(7T), le nombre de triplets que la liste 7 contient apres 'appel de la procédure
construction_liste triplets (ligne 9) ;

~ Teff, le nombre de triplets de T qui forment effectivement un triangle simple ;

— Thon—eq, 1€ nombre de triangles simples ne satisfaisant pas les conditions d’équivalence
et devant étre subdivisés ;

— K2, le nombre d’itérations nécessaires pour que les triangles simples qui ne satisfaisaient
les conditions d’équivalence le fassent.

Le tableau qui suit donne pour tous ces parametres les valeurs moyennes et les valeurs

maximales pour ’échantillon étudié.

Si, pour un arrangement donné, le nombre d’opérations a effectuer pour que les con-
ditions d’équivalence soient satisfaites est celui donné par la complexité théorique de la
sous section V.3.3, la forme finale de ’arrangement devrait contenir 251752 Ny courbes de
Bézier. Donc dans notre cas, la valeur moyenne de N devrait étre 12800, d’'un ordre de
grandeur supérieure a celle effectivement obtenue (et encore quatre fois plus grande que la
pire valeur de nos exemples).
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N K1 T Teff Tnon—eq K2
Val
M 11902,38 (6,60 | 17373,6 | 5287, 7| 77,15 | 1,285
moyenne
Valeur
: 3206 | 10 | 81486 | 47913 | 278 | 10
maximale

Aussi, le nombre le pire (le plus grand) de triplets de 'ensemble T est No(Ng —m)(No —
2m), o m est le nombre de courbes de Bézier constituant une polycourbe, considéré ici
le méme pour toutes les polycourbes de l'arrangement. Pour notre échantillon, il résulte
7 = 720000 méme en mettant m = 10, le meilleur cas, ce qui est 40 fois la valeur que
nous avons obtenue en moyenne et toujours 9 fois plus pour le pire exemple. Il faut en
plus remarquer qu’en moyenne deux tiers de ces triplets ne constituent pas des triangles
simples et sont éliminés tout de suite et a un cout réduit, car nous testons l'intersections
des polygones support correspondant aux courbes de Bézier identifiées par un tel triplet ;
ces polygones ont au cas le pire 1024 sommets et en moyenne pas plus de 12 sommets.
Et encore, parmi ceux-la seulement 1/70 ne satisfont pas les conditions d’équivalence des
triangles simples et nous devrons subdiviser les trois courbes de Bézier qu’ils identifient.
Dans la plupart des cas, une seule subdivision de ces courbes suffira.

Nous avons calculé aussi le nombre maximal de subdivisions qui ont été appliquées aux
courbes de I’échantillon d’arrangements, et il est égal & 16 (d’ott, évidemment, la conclusion
que le pire cas pour k1 et le pire cas pour Ky ne sont pas survenus pour le méme exemple).
La figure suivante présente la repartition des courbes de Bézier par nombre de subdivisions
appliquées (voir la définition II1.10 pour la notion de “courbe de Bézier subdivisée k fois”),
en pourcentage sur le nombre total de courbes de I’échantillon.

15—+

10—+

Oo A 6 10 12 14 16

Figure V.21

Ce graphe a 'allure d’'une gaussienne, comme c’était a attendre, car a la différence du
cas de ’enveloppe convexe les subdivisions se font “dans toute la masse” de I’arrangement.
Le pic correspond a 4 subdivisions et est de 22,81% : les valeurs correspondant a 13 ou
plus subdivisions sont inférieures a 0,1%.

Précisons aussi que le nombre moyen de sommets d’un arrangement dans son écriture
finale est 4208,59 et nous voyons ainsi quelle est I'importance du corollaire V.7, car nous
avons aussi un arrangement, celui des polygones support, ayant en moyenne 1232,38 som-
mets (soit plus de trois fois moins que celui de polygones de controle) et qui est équivalent
a I’arrangement de polycourbes.
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Nous avons précisé dans les discussions de complexité des diverses procédures appelées
par algorithme que le cas le pire survient quand 'arrangement initial est composé de Ny
poycourbes & une courbe de Bézier chacune (sauf pour la procédure de subdivision). Le
tableau suivant illustre cette affirmation, en présentant les mémes valeurs que le précé-
dent respectivement pour des arrangements de 100 polycourbes a 1 courbe de Bézier, 20
polycourbes a 5 courbes de Bézier et 10 polycourbes a 10 courbes de Bézier.

Dans ce tableau, les valeurs de r1 et ko sont sensiblement approchées (et approchées de
la valeur du tableau précédent, correspondant a la totalité de I’échantillon). Nous déduisons
que les valeurs tres différentes des tailles (en courbes de Bézier) des arrangements finaux
pour les trois cas résultent du nombre de courbes a subdiviser a chaque itération, qui est
bien plus important pour les polycourbes a une seule courbe de Bézier que pour celle a dix
courbes de Bézier. La méme observation est valable en ce qui concerne le traitement des
triangles simples, ce qui est d’ailleurs reflété par les valeurs de 7, T et Tpon—eq dans les
trois cas.

N K1 T Teff Tnon—eq | K2
Val
G 9474.6 (7,71 52330,2| 167096 | 179,8 | 1,31
100X1 moyenne
1
Valewr 1 oo0e 19 | s1486 | 47013 | 278 | 10
maximale
Valeur
1102,7 | 6,6 | 10488,9 | 2620,5 | 63,8 | 1,3
20X5 moyenne
Valewr o0 | g | 15740 | 3824 | 124 | 6
maximale
Valeur
858,44 | 6 |4790,56|1361,56| 44,9 |1,31
10X10 moyenne
Valewr ol 7 1 10197 | 5401 | 103 | 6
maximale

La figure suivante présente la distribution des courbes par nombre de subdivisions ap-
pliquées respectivement pour les polycourbes a 10 courbes, a 5 courbes et & une courbe
de Bézier. Si pour les exemples d’arrangements de polycourbes a une courbe de Bézier
le nombre maximal de subdivisions appliquées est 16 (d’ailleurs ces exemples fournissent,
dans ’échantillon intégral, la totalité des courbes de Bézier subdivisées 16 fois), pour les
exemples d’arrangements de polycourbes a 5 courbes de Bézier cette valeur descend a 12
et pour ceux a 10 courbes a 10.

Ces graphes aussi ressemblent & des gaussiennes. Le pic pour le premier (correspondant
aux arrangements de dix polycourbes a dix courbes) correspond a 4 subdivisions et est
de 29,95% (avec 24% pour 3 subdivisions) ; le pic pour le deuxieme (correspondant aux
arrangements de vingt polycourbes a cing courbes) est atteint pour 4 subdivisions et
représente 24,35% (avec 22,46% pour cing subdivisions) ; enfin, le pic du troisieme graphe
est de 21,57% et est atteint pour 6 subdivisions (avec 19% pour 7 subdivisions).
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Figure V.22

V.6. Exemples

Nous n’allons pas donner beaucoup d’exemples faisant partie de notre échantillon, car le
nombre élevé de courbes, respectivement polygones, fait les faces des arrangements difficiles
a distinguer. Les figures sont groupées par trois, A est ’arrangement de polycourbes, B
celui de polygones de controle et C l'arrangement de polygones support.
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Figure V.24 B L’arrangement de polygones d controle a 7318 sommets
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Figure V.25 C L’arrangement de polygones support a 1958 sommets

Figure V.26 A Arrangement de 14 polycourbes a 6 courbes de Bézier chacune
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Figure V.27 B L’arrangement de polygones de controle a 2370 sommets

Figure V.28 C L’arrangement de polygones support a 837 sommets
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Figure V.30 B L’arrangement de polygones de controle a 2339 sommets
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Figure V.31 C L’arrangenent de polygones support a 716 sommets

Les trois figures suivantes présentent un arrangement de 27 polycourbes a une courbe de
Bézier chacune, sauf une qui en a deux. Les courbes de Bézier ont été introduites de telle
maniere que le plus d’intersections possible. Ainsi, tous les éléments de ’ensemble 7, au
nombre de 2935, étaient des triangles simples, mais seulement 23 parmi eux ont demandé
des subdivisions pour satisfaire les conditions d’équivalence. Pourtant, ceci a grandement
augmenté la taille en courbes de Bézier de 'arrangement : dans sa forme initiale il avait
28 courbes, apres le cycle des lignes 12-18 de 'algorithme il avait 142 courbes, pour arriver
dans sa forme finale a 280 courbes de Bézier. Le nombre moyen d’itérations nécessaire
pour rendre tous les triangles simples équivalents est 1,78, le maximum étant 4.
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Figure V.32 A
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Conclusion

Cette these a été consacrée a l’étude de deux des problemes fondamentaux de la géomé-
trie algorithmique, ’enveloppe convexe et les arrangements, considérés pour des objets
modélisant le monde réel mieux que les lignes polygonales, des objets “courbes”. Nous
avons commencé par introduire un objet général, la polycourbe, qui nous a permis de
formaliser les propriétés demandées aux objets traités. Un cas particulier de polycourbe,
construit a 'aide des courbes de Bézier, s’est situé au centre de la discution menée au fil
des pages, car une ample littérature sur les courbes de Bézier nous assure de l'intérét qui
leur est porté, et aussi du fait que la modélisation par de telles courbes est suffisamment
réaliste.

Le premier probleme abordé a été le calcul de 'enveloppe convexe d’une polycourbe,
et en particulier d’'une polycourbe de Bézier. A la différence de la plupart des auteurs
s’étant penchés sur le sujet, nous avons accordé la priorité aux aspects topologiques du
probleme, commencant par une définition rigoureuse de la notion de topologie dans notre
cas. La méthode que nous avons proposée peut quand méme fournir aussi une approxima-
tion (presque polygonale) de 'enveloppe convexe de la polycourbe de Bézier. Des résultats
purement théoriques, mais aussi des résultats théoriques avec un grand intérét “algorith-
mique” ont été donnés avant une description complete des algorithmes calculant diverses
versions d’enveloppe convexe (approchée, topologique ou mixte). Les résultats numériques
présentés donnent une bonne idée de la complexité des algorithmes, bien inférieure a celle
obtenue par le calcul théorique de cotit, et du fonctionnement de ces algorithmes.

Le deuxieme probleme discuté a été le calcul de 'arrangement d’un ensemble de poly-
courbes donné. Dans ce cas, la notion de topologie n’est pas seulement bien définie et
connue, mais aussi au centre de 'attention de tous les chercheurs ayant travaillé sur les
arrangements. Un rappel, qui est tres bref en regard du nombre de publications sur le
sujet, mais assez important dans le cadre du chapitre IV, s’est donc avéré indispensable.
Rappelons ici que notre but n’a pas été de calculer la structure combinatoire d’un arrange-
ment de polycourbes donné, mais de trouver un arrangement de lignes polygonales qui lui
soit équivalent. Nous pourrons dire que ce but a été doublement atteint, car nous avons
trouve deux tels arrangements de lignes polygonales qui en plus présentent de tres bonnes
propriétés d’encadrement de 'arrangement de polycourbes, permettant ainsi de résoudre
certains problemes sans avoir a travailler a aucun moment directement avec les courbes de
Bézier. Cette deuxieme partie de la these a la méme structure que la premiere, les résul-
tats théoriques applicables dans des algorithmes suivant les résultats purement théoriques
et étant suivis par les algorithmes exhaustivement commentés. La these s’acheve par des
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résultats numériques et exemples pour le probleme des arrangements.

Ainsi, nous avons présenté dans cette these une méthode de résolution des problemes
de la géométrie algorithmique posés pour des objets non linéaires mettant 'accent sur
les aspects topologiques de la solution fournie. Notre approche consiste a résoudre les
problemes pour des suites convergentes d’approximations polygonales des objets donnés,
évitant de cette maniere de traiter des (systemes d’)équations algébriques. La suite logique
des travaux présentés consiste, comme nous ’avons déja mentionné dans l'introduction, a
traduire tous les algorithmes en termes d’arithmétique d’intervalle, capable, a la différence
de arithmétique flottante que nous avons utilisée, d’assurer la cohérence topologique des
résultats obtenus méme dans les cas dégénérés ou presque pendant le traitement des objets
linéaires.

Une extension naturelle serait aussi d’adapter les algorithmes pour autre types de
courbes paramétrées controlées par des points, rationnelles ou polynomiales, comme men-
tionné dans 'introduction de la deuxieme partie du chapitre un. Les résultats théoriques
n’ont besoin d’aucune modification, nous avons vu que les propriétés les assurant sont
partagées par toutes les familles de courbes visées : B-splines, Bézier rationnelles, NURBS.

Une autre idée intéressante nous semble ressortir des remarques faites dans la sous
section IV.4.5 sur l’équivalence des arrangements de courbes qui sont bornées. Ainsi,
I’équivalence semble représenter (de maniere plus naturelle que les définitions déja intro-
duites) 'existence d’une transformation continue (et réversible) du plan superposant les
deux arrangements I'un a 'autre. Cette définition aurait I'inconvénient de remplacer une
notion combinatoire, donc de nature discrete (et finie), par une notion de nature continue,
bien plus difficile a “algorithmiser”, mais pourrait avoir un intérét théorique, étant plus
exacte.

Pendant les années de travail que cette these a demandés, des problemes autres que
I’enveloppe convexe et les arrangements ont été un peu étudiés a travers l'approche que
nous utilisons (résoudre le probleme posé pour des approximations polygonales de l'objet
donné, en obtenant une approximation topologiquement cohérente de la solution). Il s’est
ainsi avéré que cette méthode ne paralt pas adaptée a 'étude des sommes de Minkowski,
ni, au moins pas de facon directe, a celui des diagrammes de Voronoi. Par contre, les
courbes de Bézier semblent offrir une possibilité, que nous désirons explorer, concernant
les bissecteurs de Voronoi.

Un probleme de nature pratique s’est aussi posé dans la création des échantillons de
polycourbes, respectivement d’arrangements, utilisés pour les résultats numériques, nom-
mément le probleme de la génération aléatoire “uniformément distribuée” d’objets sat-
isfaisant un certain nombre de propriétés. Si générer un polygone convexe “en position
générale” n’est pas une tache tres ardue, générer un deuxieme tel que 'union des courbes
de Bézier qu’ils définissent soit une courbe simple ’est un peu plus, et vers le cinquieme
polygone de controle d’une méme polycourbe "algorithme n’arrive plus a trouver un “bon”
sans une attentive implémentation de toutes les contraintes.

Nous ne pouvons pas conclure ce document sans mentionner aussi l'intérét et 'impor-
tance qu’une extension en trois dimensions, sinon des résultats, au moins de la méthode
présentée aurait. Ceci devrait évidemment commencer par une définition rigoureuse de la
“polysurface”, suivie par une étude des résultats que nous cherchons, qui peut étre tres
délicate dans la phase de définition de la topologie du probleme posé.
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