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Chapitre 1

Introduction

Les systeémes qui interagissent avec leur environnement sont d’une importance capitale
en informatique. Le comportement d’un tel systeme réactif est donné par une suite d’états
et d’actions qui peut étre infinie. La spécification décrit le comportement (infini) attendu
du systeme. La vérification d’un systeme consiste a montrer qu’il satisfait sa spécification.

Les systemes sont généralement infinis, dans le sens qu’ils ont un nombre infini d’états.
Par exemple, le nombre d’états d’une machine de Turing est infini, puisque la taille de
son ruban n’est pas bornée. Un des résultats fondamentaux sur les machines de Turing est
I’indécidabilité du probleme de I’arret. Le probleme de I'arrét est équivalent au probleme
d’atteignabilité, c’est-a-dire le probleme de savoir si un état donné peut étre atteint a
partir de ’état initial. L’indécidabilité du probleme de I'arrét implique par conséquent que
la plupart les problemes “intéressants” de vérification pour ces systemes sont indécidables.

Des systemes qui n’ont pas la puissance des machines de Turing sont utilisés largement
dans différents domaines de I'informatique. Pour ces systemes, la vérification automatique
(c.-a-d. algorithmique) de certaines propriétés est possible. La recherche concernant la
vérification automatique de systemes réactifs a commencé dans les années 70 avec I’étude
des systemes a nombre fini d’états. Il y a deux méthodes bien établies pour la vérification
automatique des systemes finis. D’une part la méthode basée sur la notion d’équivalence
comportementale et d’autre part le model-checking.

Dans la premiere méthode, la spécification d’un systeme est donnée par un autre sys-
teme fini, et la vérification consiste a montrer que les deux systemes sont équivalents
modulo une relation d’équivalence. Un exemple d’une telle relation est la bisimulation
[Mil89, Par81].

Dans la méthode de model-checking la spécification est exprimée par des formules de
logiques temporelles. Les logiques temporelles permettent de raisonner sur I’évolution d’un
systeme dans le temps. Le probleme de la vérification est de savoir si le systeme satisfait
une propriété donnée par une formule de la logique. Pour les systemes finis, beaucoup de
résultats ont été prouvés pour différentes logiques temporelles et des outils performants
ont été développés [CE81, S82, CES83, VW86, McM93, Kur94|. Dans ce mémoire nous
considérons la méthode du model-checking.

Les deux questions principales que nous nous posons dans cette these sont

11



12 Chapitre 1 : Introduction

Pour quels systemes infinis et quelles propriétés la vérification automatique
est-elle possible?

Si le probleme de la vérification est indécidable en général, est-ce qu’il existe des
méthodes de semi-décision puissantes qui permettent dans certains cas d’ana-
lyser automatiquement un systeme?

1.1 Systemes infinis

Plusieurs formalismes couramment utilisés dans différents domaines de l'informatique
définissent des systemes infinis. Nous considérons en particulier les algebres de processus
et les automates d’états finis munis de structures de données non-bornées.

Considérons d’abord les algebres de processus [BW90]. Un processus est décrit par un
ensemble fini de régles sur un ensemble fini de variables de processus. Un processus décrit
un systeme de transitions, ou les états sont des termes de [’algéebre et les transitions sont
étiquetées par des actions. Les opérations autorisées pour composer des termes dont les
régles déterminent le pouvoir expressif de I’algebre. L’algébre de processus CCS [Mil89] par
exemple a le pouvoir expressif des machines de Turing. Un petit nombre d’opérations tres
simples peut donner un formalisme qui permet de décrire des systemes infinis. Il suffit par
exemple de considérer le non-déterminisme (“+”), la composition séquentielle (“”) et la
récursion. L’algebre ainsi défini s’appelle BPA (Basic Process Algebra) [BW90]. Considérons
par exemple un processus BPA qui modélise un compteur:

7 = deb-X-Z
X = incY-X+ fin
Y = inc- Y'Y +dec

Le systeme de transitions étiquetés généré par ce processus est donné figure 1.1. Intui-
tivement, le nombre de Y dans les termes indiquent la valeur du compteur.

deb e e

Z YYX.Z

Z X7 Y. X
fin dec

dec

Fic. 1.1 — Un processus BPA
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Si nous remplacons dans BPA la composition séquentielle par la composition parallele
(asynchrone) et si nous ajoutons 'opération de préfixage (a.t), nous obtenons l'algebre
de processus BPP (Basic Parallel Processes) [Chr93]. Un processus BPP simple est par
exemple donné par:

X = aX||Y)+c
Y =0

Le systeme de transitions étiquetés généré par ce processus est donné figure 1.2.

a a
X x|y XYy ...
b b
C C C
0 Y Y|y ...
b b

Fic. 1.2 — Un processus BPP

Nous obtenons I’algebre PA (Process Algebra) [BK88] en autorisant le non-déterminisme,
les compositions séquentielles et paralleles ainsi que la récursion. Il est possible de considé-
rer des classes de processus encore plus générales: par exemple les Process Rewrite Systems
[May98].

Un autre formalisme largement utilisé pour définir des systemes infinis est donné par
les automates finis munis de structures de données non-bornées. Les structures de données
peuvent étre séquentielles (piles ou files) ou des variables entiéres ou réelles. Une machine
de Turing par exemple consiste en un automate fini avec un ruban non-borné. Les au-
tomates communicants (Communicating Finite-State Machines ou CFSM) introduits par
Bochmann [Boc78] sont des automates finis qui communiquent d’une maniére asynchrone
via des files non-bornées. Ce modele a la puissance d’une machine de Turing et est a la
base des langages de spécification ESTELLE [ISO89] et SDL [CCI88|. Des exemples de
systemes qui n’ont pas la puissance d’'une machine de Turing sont: les automates a pile, les
réseaux de Petri [Pet62] (Systeme d’addition de vecteurs) qui peuvent étre vus comme un
automate fini avec des variables entieres (avec des tests restreints sur les variables) et les
automates temporisés [AD94] qui sont des automates qui manipulent des variables réelles.

1.2 Meéthodes de vérification algorithmiques

Pour les systemes infinis qui n’ont pas la puissance d’une machine de Turing une véri-
fication algorithmique peut étre envisagée. Ces dernieres années un grand effort a été fait
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pour étendre les résultats obtenus pour la vérification de systemes finis vers les systemes
infinis.

Moller donne dans [Mol96] un résumé tres détaillé des résultats obtenus jusqu’'a pré-
sent pour la vérification automatique avec la méthode basée sur la notion d’équivalence
comportementale.

Nous nous intéressons ici a la méthode de model-checking. La spécification d’un systeme
est donnée par une formule de logique temporelle. On distingue deux familles de logiques
temporelles: Les logiques arborescentes qui permettent de raisonner sur les arbres (infinis)
et les logiques linéaires ou on raisonne sur des ensembles de séquences (infinis). L’utilisa-
tion d’une logique temporelle comme langage de spécification a été introduite par Pnueli
[Pnu77], qui a défini la logique LTL (Linear temporal logic). Plusieurs logiques temporelles
linéaires et arborescentes ont été proposées ensuite. Dans le cadre linéaire la logique clas-
sique la plus expressive est le p-calcul propositionnel linéaire [Koz83, Var88| (LTL en est
une sous-classe) et dans le cadre arborescent le p-calcul arborescent [Koz83).

Le p-calcul linéaire a une caractérisation par les automates finis de Biichi, c’est-a-
dire qu’étant donné une formule, I'ensemble des modeles est donné par le langage d’un
w-automate de Biichi. Cette relation forte entre logique et automate permet d’utiliser les
résultats de la théorie des w-automates pour la vérification de systemes. Le probleme de
vérification est transformé vers un probleme d’inclusion de w-langage [Var96, VW86].

Le tableau 1.1 résume les résultats de décidabilité et de complexité obtenus jusqu‘a
présent pour le probleme de la vérification de différentes classes de systemes infinis par
rapport aux p-calculs.

= H p-calcul arborescent ‘ p~calcul linéaire, LTL

PA indécidable[Esp97] indécidable [Hab98]
automates a pile | DEXPTIME-complet[Wal96] DEXPTIME-complet [BEM97]
BPA DEXPTIME [BS97] DEXPTIME-complet [May98]

réseaux de Petri
et BPP

EXPSPACE-complet (systeme) Hab98]

indécidable [Espo7] PSPACE-complet (formule)[Hab98§]

TAB. 1.1 — Le probleme de la vérification

Dans ce mémoire nous montrons notre contribution a ce tableau. Nous montrons 'indé-
cidabilité du probleme de model-checking de LTL (et par conséquent du p-calcul linéaire)
par rapport a PA (voir section 4.6.2). Nous analysons aussi la complexité de la vérification
du p-calcul linéaire pour les réseaux de Petri et les BPP (voir chapitre 3). Nous montrons
que ce probleme est EXPSPACE-complet dans la taille du systeme et PSPACE-complet
dans la taille de la formule.

Une étude tres complete de la décidabilité et de la complexité du probleme de vérifica-
tion de systemes infinis par rapport a plusieurs logiques temporelles linéaires et arbores-
centes a récemment été faite par Mayr [May98]. Deux autres résumés peuvent étre trouvés
dans [Esp96, BE9T].
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1.3 Propriétés non-régulieres

Tous les travaux existants mentionnés ci-dessus considerent le probleme de la vérifica-
tion des systemes infinis par rapport a des propriétés régulieres, c’est-a-dire les propriétés
définies par des automates finis sur les séquences ou des arbres infinis [Tho90]. Cependant,
il existe des propriétés significatives de systemes infinis qui ne sont pas régulieres. Par
exemple, deux propriétés importantes du processus de la figure 1.1 sont données par:

1. Entre deb et fin il y a le méme nombre de inc que de dec.
2. Le nombre de dec n’est jamais plus grand que le nombre de inc.

Ces exemples montrent que des propriétés significatives de systemes infinis sont essen-
tiellement des propriétés temporelles imposant des contraintes sur le nombre d’occurrences
d’événements. Il est évident que ces propriétés ne peuvent pas étre exprimées par les lo-
giques de spécification régulieres (logiques temporelles et p-calculs propositionnels). Nous
introduisons dans le chapitre 4 la logique temporelle linéaire CLTL ( Constraint Linear Tem-
poral Logic) qui permet d’exprimer des contraintes linéaires sur le nombre d’occurrences
d’événements. Le pouvoir expressif “régulier” de CLTL est maximal dans le sens qu’elle
peut exprimer toutes les propriétés w-régulieres sur les séquences. CLTL permet en plus
de définir des propriétés non-régulieres grace a l'utilisation de contraintes arithmétiques
exprimées en arithmétique de Presburger [Pre29].

Par exemple, la propriété 1 ci-dessus peut étre exprimée dans CLTL avec la formule

O (deb =[x,y :inc,dec]. O (fin = (z = y)))

Intuitivement, la construction [z,y : inc, dec| permet d’initialiser deux compteurs qui
compte le nombre d’occurrences de inc respectivement dec. La formule = y permet de
tester si le nombre d’occurrences de inc et égal au nombre d’occurrences de dec a partir
du point ol les compteurs ont été initialisés. De la méme maniere nous pouvons exprimer
la propriété 2 avec

O (deb =[x,y : inc,dec]. (x > y) U fin)

Nous étudions le probleme de la vérification de plusieurs classes de systemes infinis
par rapport a la logique CLTL et a plusieurs de ses fragments. Nous obtenons plusieurs
résultats de décidabilité du probleme de la vérification pour des classes de systemes infinis
(réseaux de Petri, automates a pile) et pour des fragments de CLTL qui sont plus expressifs
que les logiques de spécifications classiques.

Nous abordons ensuite le probleme de la vérification des automates communicants.

1.4 Meéthodes semi-algorithmiques

Les automates communicants (CFSM) ont le méme pouvoir expressif que les machines
de Turing [BZ83]. La vérification automatique est donc en général indécidable. Nous mon-
trons dans ce mémoire comment analyser ces systemes d’'une maniere semi-algorithmique.
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C’est-a-dire nous obtenons des algorithmes qui, s’ils s’arrétent, permettent d’analyser cer-
tains aspects du systeme. Nous appliquons le principe de I’analyse symbolique.

Le calcul des états atteignables est souvent a la base de 'analyse d’un systeme. Si on
veut vérifier que tous ses comportements sont surs, il suffit de tester que I'intersection de
I’espace des états atteignables a partir des états initiaux avec 1’ensemble des états mauvais
est vide. Ce probleme peut aussi étre résolu en testant que l'intersection des états initiaux
avec tous les prédécesseurs des mauvais états est vide. Le calcul des prédécesseurs ou des
successeurs d’un ensemble d’états S donné est donc a la base de beaucoup de techniques de
vérification. Pour simplifier la présentation nous ne considérons dans la suite que le calcul
des successeurs (le calcul des prédécesseurs est symétrique).

L’ensemble de tous les successeurs d’un ensemble d’états S peut étre vu comme la limite
de la séquence infinie croissante (X;);>o avec X;11 = X; Upost(X;), X; = S et post(X;)
est I’ensemble des successeurs immédiats de X;. La limite de la séquence est atteinte si
X = Xin.

Dans les systemes finis on atteint toujours la limite puisque tous les ensembles sont finis.
Par contre pour les systemes infinis, les X; sont en général infinis et la séquence (X;);>o
ne converge pas en un nombre fini de pas. Pour vérifier les systémes infinis nous avons
donc besoin de structures finis qui permettent de représenter un nombre infini d’états.
Pour pouvoir calculer la séquence (X;);>o et tester X; = X, ces structures doivent
etre effectivement fermées par union, intersection et la fonction post et leur problemes
d’inclusions et du vide doivent étre décidables. Un autre probleme est la convergence de
la séquence (X;);>o. Pour faire face a ce probleme nous considérons l'accélération exacte
du calcul de la limite. Cette technique définit une autre séquence qui a la méme limite que
(X;)i>o mais dont le calcul termine dans des cas ou (X;);>¢ ne termine pas.

Pour I'analyse des CFSM Boigelot et Godefroid [BG96] (voir aussi [BGWW97]) pro-
posent des structures, appelées Diagrammes de décision de contenu de file (QDD). Un
ensemble de contenus de plusieurs files est représenté par un automate d’états finis. Ils
adaptent une technique d’accélération introduite dans [BW94| pour des systémes avec
variables entieres. Elle est basée sur la notion de méta-transition. Une méta-transition cor-
respond a un circuit # dans le graphe de controle du systeme et le calcul de la limite est
accéléré en ajoutant a chaque pas tous les successeurs apres un nombre quelconque de
répétitions du circuit. Cette opération est appelé post;.

Le probleme est de déterminer pour quels circuits @ la classe des structures de représen-
tation est fermée par postj. Cet ensemble de circuits est caractérisé dans [BGWWO97| pour
les QDD. Il est assez restreint pour pouvoir garantir que 'image d’un ensemble régulier par
posty est aussi un ensemble régulier. Par exemple un circuit qui envoie le méme message a
deux files n’est pas dans cet ensemble.

Dans ce mémoire nous proposons dans le chapitre 5 une généralisation de ’approche
de [BG96] et [BGWWIT] en considérant 1'accélération exacte pour chaque circuit dans le
graphe de transitions du systeme. Le probleme principal de cette nouvelle approche vient
du fait que I’ensemble des états atteignables par un circuit général peut étre non-régulier.
Par conséquent, nous avons besoin de structures de représentation qui sont plus expressives
que les automates finis.
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Nous proposons une structure, appelée diagrammes de décision de contenu de files
contraints (CQDD). Cette structure combine une sous-classe des automates finis avec des
contraintes linéaires sur le nombre de fois que les transitions dans leurs calculs accepteurs
sont prises. Nous montrons que les CQDD’s satisfont toutes les propriétés d’'une “bonne”
structure de représentation (fermeture par union, intersection, etc.) Le résultat principal
est que les CQDD’s sont fermés par post; pour chaque circuit . Ce résultat permet de
définir un semi-algorithme général d’analyse d’atteignabilité paramétré par I’ensemble de
circuits considérés pour 'accélération.

1.5 Organisation du document

Dans le chapitre 2 nous donnons quelques définitions de base et introduisons les sys-
temes finis et infinis que nous considérons dans ce mémoire. Dans le chapitre 3 nous étudions
la complexité du probleme de model-checking des réseaux de Petri par rapport au p-calcul
propositionelle linéaire. Le chapitre 4 introduit plusieurs logiques temporelles linéaires avec
contraintes qui permettent de spécifier des propriétés non-regulieres. Nous montrons des
résultats de décidabilité du probleme de la vérification de ces logiques pour plusieurs classes
de systemes infinis. Ensuite nous analysons dans le chapitre 5 le probleme de la vérification
pour les automates communicants avant de conclure dans le chapitre 6.



18

Chapitre 1 : Introduction




Chapitre 2

Systemes

Dans ce chapitre nous présentons les systemes que nous considérons dans ce mémoire,
et nous établissons quelques résultats préliminaires les concernant. Nous commencons par
donner les notations et définitions de base sur les langages et ’arithmétique de Presbur-
ger. Ensuite nous introduisons les systemes de transitions étiquetées. Nous introduisons
les automates et w-automates finis et les automates et w-automates a pile. Ensuite, nous
définissons les algebres de processus que nous considérons et nous donnons des résultats pré-
liminaires les concernant. Ensuite, nous introduisons les réseaux de Petri et pour conclure
ce chapitre nous définissons les systemes semilinéaires et nous analysons I’expressivité de
toutes les classes de systemes introduits dans ce chapitre.

2.1 Préliminaires

Dans cette section nous donnons les définitions de base sur les langages et I’arithmétique
de Presburger.

2.1.1 Langages

Nous donnons quelques définitions de base sur les langages.

Définition 2.1 (séquences, langages) :

Soit ¥ un alphabet fini. Alors ¥X* est I’ensemble des séquences finies sur Y.
¥ est 'ensemble des séquences infinies sur . Un langage sur ¥ est un sous-
ensemble de X* et un w-langage L est un sous-ensemble de 3*. Nous écrivons
2% pour X* U X%,

Définition 2.2 (Concaténation) :

Etant donnés deux langages Ly, L, € ¥*, la concaténation de L; et Lo est
LI.LQ = {wl.wg Wy € L1 et Wy € LQ}

19
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Définition 2.3 (Dérivation a gauche) :

Etant donnés deux langages L, L, € ¥*, la dérivée a gauche de Ly par Ls est
L;l.Ll = {w ey dJu' e LQ. w'.w e Ll}

Définition 2.4 (Expressions réguliéres) :

Etant donné un alphabet fini ¥, les expressions régulieres sont les expressions
formées par les regles suivants:

— (), € et chaque a € ¥ sont des expressions réguliéres

— si a et 3 sont des expressions régulieres, alors o + 3, a3 et o sont aussi
des expressions régulieres.

Le langage défini par une expression réguliere est défini comme habituellement.

Définition 2.5 (Langage sans hauteur d’étoile) :

Un langage L € ¥* est sans hauteur d’étoile s’il peut etre généré par les opéra-
tions booléennes et la concaténation a partir d’ensembles finis.

Une séquence infinie 0 € ¥ peut étre vue comme une fonction de IV vers X. o est donc
égal a 0(0)o(1)---. Une séquence fini 0 € X¢ peut étre vue de la méme maniere comme
une fonction partielle de IV vers .

Définition 2.6 (o(i,j), Pref(o)) :

Soit o € ¥, Etant donnés i et j avec i,j € IN et i < j < |o|, nous écrivons
(i, ) pour la séquence finie o(i)---o(j) (avec o(i,i) = o(i)). Etant donnée
une séquence o € ¥ mnous écrivons Pref(o) pour l'ensemble des séquences
finies qui sont des préfixes finis de o, i.e.,

Pref(o) ={0(0,i) : 0<i<]|o|+1}

Nous avons besoin des notions et Lemmes suivants pour les résultats du chapitre 4.
Pour les trois définitions suivantes, soient P un ensemble fini, ¥ = 27, P’ un ensemble fini
avec P' D P et X =27,

Définition 2.7 (Projection) :

Etant donnée une séquence o’ € (X1, la projection de o sur X, représentée
par o' |y, est la séquence o € > telle que pour chaque i > 0, (i) = o'(i) NP.

Définition 2.8 (Cylindrification) :

Etant donnée une séquence o € (X)>°, la eylindrification de o vers X', repré-
sentée par o est I’ensemble de séquences o’ € (X')* tel que o = o¢'|y.
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Les deux définitions précédentes sont généralisées a des ensemble de séquences comme
suit:

Définition 2.9 :
Soit L' C (¥')*°. La projection de L' sur X est définie par:
Lls={d|x : o' €L’}
Soit L C (X')*°. La cylindrification de L vers ' est définie par:

L=|J7

ocL

Nous avons les résultats suivants pour la projection. Les preuves des trois lemmes
suivants sont triviales.

Lemme 2.1 :

Soit L C (X')“ tel que pour tout o € L nous avons Vi € IN. o(i) N X # (). Alors
L = () si et seulement si L]y, = 0.

Lemme 2.2 :
Soit Ll,LQ g (El)w. Alors (L1 U L2)|E = L1|E U L2|2

Lemme 2.3 :

Soit Ly, Ly C (X)%. Alors (L; N Ly)|s € Li|s N Ly|s. L'inverse n’est générale-
ment pas vral.

Lemme 2.4 :

Soient Ly, Ly C ¥ et L}, C (X')“ tel que Ly = Li|x. Alors, LiNLy = (EﬂLéﬂg.

Preuve:

— Soit o € Li N Ly. Alors, puisque Ly = Ly, o € L, implique do’ € L), avec o'|y = 0.
En plus o/ € L; par définition. Donc ¢’ € Ly U Ly et o'|y, = o. Il s’en suit que
o€ (L1 N Ll2)|2

~ Soit o € (L1 N L})|x. En utilisant le Lemme 2.3 il s’en suit que o € L|x et 0 € L} |y
Alors par définition o € Ly, et parce que Ly = L}|y;, nous avons aussi o € Ly.
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2.1.2 L’arithmétique de Presburger

Dans cette section nous donnons la définition de I'arithmétique de Presburger [Pre29|
et les ensembles semilinéaires.
Soit ¥V un ensemble de variables. Nous utilisons z, ¥, ... pour des éléments de V.

Définition 2.10 (Terme de ’arithmétique de Presburger) :

Les termes de [’arithmétique de Presburger sont donnés par

tuo=0|1]x|tst|t+t

Nous utilisons des abréviations pour les constantes £ € IN et pour la multiplication avec
constante kt.

Définition 2.11 (Formule de Presburger) :

L’ensemble des formules de Presburger est définit par

famt<t|~f|fV ] f

Notation 2.1 :

Nous utilisons les abréviations usuelles suivantes:

finfa = =(fiVfo)

fi= [ “f1V [

fi e f (fi= )N (fa= f1)
Ve, f = —de. —f

La notion de variable libre est définie comme d’habitude. Nous écrivons f(z1,... ,z,)
pour indiquer que f contient xy,... ,x, comme variables libres. La sémantique des formules
de Presburger est définie de maniere standard.

Définition 2.12 (Valuation) :

Etant donné un ensemble de variables V = {z1,...,2,} TV, une valuation £
est une fonction F : V' — IN (aussi représentée par un vecteur (ki,...,k,) €
IN™) qui associe a chaque variable z; un entier k;.
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Définition 2.13 (Relation de satisfaction) :

Soit f(x1,...,x,) une formule de Presburger et E une valuation. F satisfait f,
représenté par E + f, si f(E) est vraie.

Définition 2.14 (ensemble caractéristique) :

Soit f une formule de Presburger avec n variables libres. (f)) C IN" est I'en-
semble des valuations qui satisfont f.

Définition 2.15 (Formule valide, satisfaisable) :

Une formule de Presburger f avec n variables libres est satisfaisable (resp.

valide), ssi (f) # O (resp. (f) = IN").
Théoréme 2.1 (Presburger[Pre29]) :

Les problemes de satisfaisabilité et de validité d’une formule de Presburger sont
décidables.

L’ensemble (f]) des valuations qui satisfont une formule de Presburger f peut étre
caractérisé par un ensemble semilinéaire, que nous définissons ci-dessous.

Définition 2.16 (Ensemble linéaire) :
Un ensemble linéaire est un sous-ensemble de IN" de la forme
{0+ ks + -+ kil @ k1yooo Sk € IN}
oun,m>0et ,uy,- -, Uy, € IN".
Définition 2.17 (Ensemble semilinéaire) :
Un ensemble semilinéaire est une union finie d’ensembles linéaires.

Nous avons la relation suivante entre les formules de Presburger et les ensembles semi-
linéaire (pour une preuve voir par exemple [Har78]).

Lemme 2.5 ([Har78]) :

Pour chaque formule de Presburger f, ’ensemble caractéristique (f|) est semi-
linéaire. Et chaque sous-ensemble semilinéaire £ de IN" peut étre caractérisé
par une formule de Presburger g avec n variables libres, (g) = L.

Corollaire 2.1 :

Les ensembles semilinéaires sont fermés par intersection, union et négation.
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2.2 Systemes de transitions étiquetées

Chaque systeme que nous considérons dans ce mémoire peut étre décrit comme un
systeme de transitions étiquetées.

Définition 2.18 (Systéme de transitions étiquetées) :

Un systéme de transitions étiquetées est un quadruplet S = (Q, X, qo, d) ot

() est un ensemble d’états,

— ¥ est un ensemble fini d’étiquettes, I’alphabet

qo est ’état initial,

—et 6 CQ XX xQ est la relation de transition.

, . . a, Q . . 3
Pour (¢, a,q2) € ¢ nous écrivons aussi q; —5 ga 0u q; — ¢, si 0 est clairement donné
par le contexte.

Définition 2.19 (Systéme de transitions étiquetées déterministe) :

Un systeme de transitions étiquetées est déterministe si
Vg € Q Va € ¥. il existe au plus un ¢’ € Q avec (q,a,q') € 0.

Définition 2.20 (Systéme de transitions étiquetées fini) :

Un systeme de transitions étiquetées (@, X, qo,d) est fini si 'ensemble @ est
fini.

Définition 2.21 (calcul) :

Etant donnés un systéme de transitions étiquetées S = (Q,%,qo,0) et une
séquence o € X*°, un calcul de S sur ¢ est une séquence p € QQ°° avec

= p(0) =qo
— Vi > 0. (p(i),0(i), p(i + 1)) € 6 si |o| = oo, sinon
- VieA0,...,|o|e1}. (p(i),o(i), p(i + 1)) € 0.
A chaque calcul p € Q¥ est associé la séquence p' € 0¥ des transitions corres-

pondantes. Un calcul p sur un o € ¥* est terminant si pour tout ¢ € QQ et a € X
il n’existe pas de transition (p(|o]),a,q) € 0.
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2.3 Automates et w-automates finis

Dans cette section, nous définissons les automates finis et les w-automates finis ainsi
que les langages associés a ces automates.

Définition 2.22 (Automate fini) :
Un automate fini sur 3 est un quintuplet A = (Q, %, qo, 0, F'), ou

- (@, %, qo,0) est un systeme de transitions étiquetées fini, noté par Sy

— F C @ est 'ensemble d’états terminauz

Définition 2.23 (Langage d’un automate fini) :

Etant donné un automate fini A = (@Q,%, qo, 9, F), le langage de A, noté L(A),
est donné par ’ensemble de séquences o telles qu’il existe un calcul p de S 4 sur
o tel que p(|o|) € F. Ce calcul est appelé calcul accepteur.

Définition 2.24 (Circuit, Boucle) :

Soit A = (@, %, qo, 6, F') un automate fini. Un circuit de taille n > 1 est une suite
d’états ¢, ... ,q, de Q tel que g1 = q, et Vi € {1,...,n} Ja € & ¢; S5 qiy1.
Une boucle est un circuit de taille 1.

Définition 2.25 (Automate fini déterministe, complet) :

Un automate fini A = (Q, %, qo, 0, F') est déterministe si Sy est déterministe.
A est complet ssi Vg € QVa € ¥ 3¢ € Q (q,a,q') € 9.

Nous avons le lemme bien connu suivant:

Lemme 2.6 :

Pour chaque automate fini A, il existe un automate fini A" complet avec L(A) =

L(A).
Définition 2.26 (w-automate) :
Un w-automate d’états finis est un quintuplet A = (Q, %, qo, , C') ou

- (Q,%,q,0) est un systeme de transitions étiquetées fini, représenté par
Sy et

— C est une condition d’acceptation (voir tableau 2.1).

Définition 2.27 (w-automate déterministe) :

Un w-automate A = (@, X, qo, 0, C) est déterministe si S4 est déterministe.
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Type Syntaxe Sémantique

Biichi FCQ Inf(p)NF #10

Rabin | ;L A=U; | Ji:Inf(p)NLi #ONInf(p)NU; =0
Streett | A, L; > U; | Yi:Inf(p)NL, =0V Inf(p)NU; #0

ou L; et U; (le couple accepteur) sont des sous-ensembles de Q).

TAB. 2.1 — Les conditions d’acceptation

Définition 2.28 (calcul accepteur) :

Soit A = (@, %, qo,d,C) un w-automate. Soit p € Q* un calcul de S4. Nous
écrivons Inf(p) pour l'ensemble d’états tel que 3°i € IN avec p(i) = ¢q. Un
chemin p est accepteur s’il satisfait une des conditions d’acceptation données
dans le tableau 2.1.

Nous appelons w-automate de Biichi (resp. Rabin, Streett) un w-automate avec une
condition d’acceptation de Biichi (resp. Rabin, Streett).

Définition 2.29 (w-langage d’un w-automate) :

Le w-langage d'un w-automates A, noté L(A), est 'ensemble des séquences
o € X% tel que S4 a un calcul accepteur sur o.

Nous avons le théoreme suivant pour les w-automates non-déterministes.

Théoréme 2.2 ([Tho90]) :

Les automates (non-déterministes) de Biichi, Rabin et Streett reconnaissent la
meéme classe de langages.

Définition 2.30 (w-langage régulier) :

Un w-langage L € X% est appelé w-régulier si il existe un w-automate de Biichi

A avec L(A) = L.
Définition 2.31 (w-langage sans hauteur d’étoile) :

Un w-langage est sans hauteur d’étoile si L est une union finie d’ensembles de
la forme LiLY, ou Ly, Ly € ¥X* sont sans hauteur d’étoile, et LoLy C Lo.

Le lemme suivant est de [Tho90]:

Lemme 2.7 :

La classe des langages w-réguliers (resp. w-langages sans hauteur d’étoile) est
fermée par toutes les opérations booléennes.
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2.3.1 w-langages simples

Nous introduisons une classe de w-langages qui est moins expressive que les w-langages
sans hauteur d’étoile. Nous appelons cette classe w-régulier simple.

Définition 2.32 (w-langage régulier simple) :
Un w-langage L C 3% est appelé w-régulier simple s’il existe un automate de
Biichi A = (Q,%, qo,0, F) tel que tous les circuits de A sont des boucles et
L(A) = L.

Lemme 2.8 :

La classe des langages w-réguliers simples est fermée par intersection et union
mais pas par complémentation.

Preuve:

— La fermeture par union est triviale (Les automates sont non-déterministes).

— La fermeture par intersection: Soit A; (avec condition d’acceptation F) et Ay (avec
condition d’acceptation F,) deux automates de Biichi tels que chaque circuit dans ces
automates est une boucle. En utilisant la construction standard (voir par exemple
[Var96]) pour construire l'intersection de deux w-automates de Biichi, I"automate
construit peut contenir un circuit qui n’est pas une boucle. Mais nous pouvons uti-
liser la construction standard pour l'intersection des automates finis. La condition
d’acceptation de 'automate produit est donné par F} x F,. La propriété essentielle
pour montrer que ’automate produit accepte exactement L(A4;) N L(Ay) est: si un
calcul de A; ou A, quitte un état accepteur, il n’y peut jamais revenir (tous les
circuits sont des boucles). Cela n’est pas vrai en général pour tous les w-automates
de Biichi.

— Non-fermeture par complémentation: Soit ¥ = {a,b}, et L = ¥*.0*. Alors ¥* \ L
est I’ensemble de séquences avec un nombre infini de a. Pour décrire ce langage nous
avons besoin d’'un automate avec un circuit avec deux états.

2.4 Systemes a pile

Dans cette section nous définissons les automates a pile, les w-automates a pile et les
grammaires hors-contextes ainsi que les langages définis par eux.
Définition 2.33 (Automate a pile (PDA)) :
Un automate a pile est un sextuplet A= (Q,%,, ,d,q, Zo), ou

— (Q est un ensemble fini d’états,
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— Y est un alphabet fini,
— , est un alphabet de pile
0 C ((QxX*x,)x(Q x,%) est la relation de transition,

— o est I’état initial,

— Zj est le symbole initiale de la pile,

Une configuration d’'un automate a pile est un couple (g,v), o g € Q et v € , *.

Définition 2.34 :

Soit A = (Q,%,, ,9,qo, Zp) un automate a pile. Le systeme de transition éti-
quetées Sy = (Q', Y, ¢}, ') associé a A, est donné par

- QI:QX ) *7
_ E,:E*,
- Q6:(q07ZO)7

— 0" est le plus petit ensemble inclus dans Q' x X' x @' tel que: pour tout
e, wel, Ze, etpqeQ:
Si ((p,w, Z), (g, 5)) € 6 alors ((p, Z27), w, (¢, f7)) € &".

Définition 2.35 (Langage fini et w-langage d’un automate a pile) :

Soit A = (Q,%,, ,0,q, Zo) un automate a pile et Sy = (Q', X', ¢, ') le sys-
teme de transitions étiquetées associé. Le langage de mots finis de A, noté
Lyin(A) est 'ensemble des séquences o € ¥* tel qu’il existe o' € (X*)* avec
d(0)o(1)...0(|lo| 1) = d’(0)0’(1)...0(Jo'| ©1) et 0 a un calcul terminant
dans S4.

Le w-langage, noté L(A) est I’ensemble de séquences o € 3¢ tel qu’il existe
o' € (X*)¥ avec 0(0)o(1)...=0'(0)o'(1)... et o a un calcul dans Sy4.

Remarque: Le langage de mots finis d’'un automate a pile est le langage accepté par
pile vide. Le w-langage est donné par toutes les séquences infinies.

Une autre facon de produire des langages de mots finis des automates a pile est donnée
par les grammaires hors-contextes. Les grammaires hors-contextes et les automates a pile
définissent la méme classe de langages de mots finis.

Définition 2.36 (Grammaire hors-contexte) :
Une grammaire hors-contecte est un quadruplet G = (Var, X, R, S), ou

— Var est un alphabet fini constituant les symboles non-terminaucz,

— X est un alphabet fini disjoint de Var, les symboles terminauz,
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-~ R C (Var x (Var U X)*) est un ensemble de régles, appelées aussi pro-
ductions. Nous écrivons aussi V' —¢ « pour (V,a) € R

— S € Var est le symbole de départ.

Définition 2.37 :

Soient G = (Var, X, R, S) une grammaire et v € (Var UX)", v € (Var U X)*.
Alors, nous écrivons u =g v, si u = zu'y, v = xv'y et (v',v') € R. La fermeture
réflexive et transitive de la relation =g est représentée par =7.

Définition 2.38 (Langage d’une grammaire) :

Soit G = (Var,X, R, S) une grammaire. Le langage fini de G, dénoté L(G), est
donné par:

LG)={veX : S=5v}

Si nous mettons des conditions d’acceptation sur les calculs infinis du systeme de transi-
tions étiquetées associé 4 un automate a pile, nous obtenons un w-automate a pile [CG77a].
Nous utilisons la condition d’acceptation la plus générale.

Définition 2.39 (w-automate a pile) :
Un w-automate a pile est un septuplet A = (Q,%,, ,0,qo, Zo, F'), ou

- (@Q,%,,,0,q0, Zo) est un automate a pile,
—- F C29

Définition 2.40 (calcul accepteur) :

Soient A = (Q, %, , , 9, q, Zo, F') un w-automate a pile et p € (@Q,, *)¥ un calcul
de S4. Nous écrivons Inf(p) pour 'ensemble d’états tel que 3°i € IN avec
Iy e, *p(i) = (q,7). p est accepteursi Inf(p) € F.

Définition 2.41 (w-langage d’un w-automate a pile) :

Le w-langage d’un automate a pile A, noté L(.A), est 'ensemble des séquences
o € X¥ tel que il existe o' € (X*)¥ avec o(0)o(1)... = d'(0)o’(1)... et S4 a
un calcul accepteur sur o’.

Définition 2.42 (Langage w-hors-contexte) :

Un w-langage accepté par un w-automate a pile est appelé w-hors-contexte.
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Les langages w-hors-contexte ont été étudiés dans [CG77a, CG78, CG77b]. Ils peuvent
aussi etre définis par les grammaires w-hors-contextes. Nous utilisons les résultats suivants
de [CGT77a, CGTTDb]:

Théoreme 2.3 :
La classe des langages w-hors-contexte est fermée par intersection avec les lan-
gages w-réguliers.

Théoreme 2.4 :

Soit L un langage w-hors-contexte. Alors Pref(L) est hors-contexte.

2.5 Les algebres de processus

Nous définissons ’algebre de processus PA [BK88] (Process Algebra). Nous donnons la
syntaxe de processus PA et définissons leur sémantique opérationnelle. PA est une classe
de processus définie par un ensemble de processus atomiques en considérant le choix non-
déterministe, la composition séquentielle, la composition paralléle (sans communication)
et la récursion. Nous définissons des sous-classes de PA: BPA (Basic Process Algebra)
qui correspondent, aux processus hors-contexte et BPP (Basic Parallel Processes). BPA ne
permet pas la composition parallele et BPP ne permet pas la composition séquentielle. La
classe RP correspond aux processus réguliers qui ont le méme pouvoir expressif que les
automates finis.

2.5.1 La syntaxe des algebres PA, BPA, BPP, RP

Nous donnons la définition des algebres de processus PA (Process Algebra), BPA (Basic
Process Algebra), BPP (Basic Parallel Processes) et RP (Regular Processes). Soit ¥ un
alphabet fini et Var un ensemble de variables. Nous utilisons les lettres a,b,... pour les
éléments de X et X, Y, ... pour les éléments de Var.

Définition 2.43 (Termes de PA) :

L’ensemble 7 des termes de PA construit sur Var et ¥ est défini par la gram-
maire suivante:

te=0la| X |t+t]t-t]tt

Par exemple, (X]|Y) - ((X||a) + (X]|b)) est un terme de PA.

Définition 2.44 (Termes de BPA) :

L’ensemble 7 des termes de BPA construit sur Var et X est défini par la
grammaire suivante:

tuo=0|a| X |t+t]|t-t
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Par exemple, X - a - Z + a est un terme de BPA.

Définition 2.45 (Termes de BPP) :

L’ensemble 7 des termes de BPP construit sur Var et X est défini par la
grammaire suivante:

tu=0la| X |t+t|a-t|tt

Par exemple, (X||X||X|(Z + X)) est un terme de BPP.
Définition 2.46 (Termes de RP) :

L’ensemble 7 des termes de RP construit sur Var et ¥ est défini par la gram-
maire suivante:

te=0]|X|t+t]a-t

Intuitivement, 0 représente le processus inactif, a est une action atomique, 'opérateur
“+7 designe le choix non-déterministe, l'opérateur est la composition séquentielle, “||”
est la composition paralléle (sans synchronisation).

W

Définition 2.47 (Processus PA) :
Soit ¥ un alphabet fini. Un processus PA § = (Var, X, A, X;) est donné par:

— un ensemble fini de variables de processus Var={X;,...,X,},
— un ensemble fini ¥ d’actions atomiques,

— un ensemble d’équations récursives A = {X; =¢; : 1 <i < n} ou chaque
terme ¢; est un terme de PA sur Varet 2.

une variable X, € Var, appelée la racine

Définition 2.48 (Processus BPA,BPP,RP) :

Soit ¥ un alphabet fini. Un processus BPA (resp. BPP,RP) § = (Var, X, A, X;)
est un processus PA tel que tous les termes dans les équations sont des termes
de BPA (resp. BPP, RP).

Définition 2.49 (Processus gardé) :

Une occurrence d’une variable X dans un terme ¢ de PA est gardéesi t comprend
un sous-terme a.t’, ol a est une action atomique et ¢’ contient ’occurrence de
X. Un terme t de PA est gardée si toutes les occurrences de variables dans ¢ sont
gardées. Un processus S = (Var, X, A, X;) avec A = {X; =t : 1 <i<n}
est gardé si tous les termes ¢; sont gardés.

La notion de processus gardé nous permet de définir une sémantique opérationnelle qui est
a branchement fini.
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2.5.2 Sémantique opérationnelle et langages générés

Nous donnons dans cette section la définition de la sémantique opérationnelle des pro-
cessus ainsi que leur langages associés.
Définition 2.50 (Sémantique opérationnelle d’un processus PA) :

La sémantique opérationnelle d’un processus gardé de PA § = (Var, X, A, X;)
est donnée par le systeme de transitions étiquetées S’ = (7, %, X1, ) ou 0 est
la plus petite relation telle que:

~a350

~ X=teAettS¢t implique X 5 ¢,

— t; 5 t) implique ¢, + 15 = ¢!,

— t, 5t implique t, +t; > t],

— t; 5] implique ¢, - ty > t] - 1y,

— t; 5 t) implique t,||ty = t||t2,

— t; 5 ) implique to||t; = to||t)

Définition 2.51 (langage de PA,BPA,BPP,RP) :

Soit S = (Var,X, A, X) un processus PA (resp. BPA,BPP.RP) et &' = (T, %, X1, 9)
le systeme de transitions correspondant. Le langage fini de § est donné par:

Liin(S) ={o € ¥* : il existe un calcul terminant p dans &’ sur o}

Définition 2.52 (w-langage de PA,BPA,BPP,RP) :

Soit S = (Var,X, A, X) un processus PA (resp. BPA,BPPRP) et &' = (T, %, X1, 9)
le systeme de transitions correspondant. Le w-langage de S est donné par:

L(S) = {0 € ¥ : il existe un calcul sur o de 8’}

Exemple 2.1 :
Soit § = (Var, X, A, X;) un processus PA donné par
- Var={X1, Xy, X3}
- Y ={a,b,c,d}
— A comporte les regles:
- X1 =b-(Xy]|X3)
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*XQE(Z'XQ'I)
*X3£C'X3'd

Alors, le “début” du systeme de transitions étiquetées associé a S est donné
par 'image suivante:

(X2 -b-b)[|Xs5)

(X2 - b)|| X
(X2 - )[|(X5 - d)

b
X1 —= X0l X3

Xo|(Xs - d)

Xo||(Xs - d-d)

Le langage de S est ) et le w-langage de ce processus est {a, c}*

2.5.3 Forme normale

Nous introduisons une forme spéciale syntaxique de processus PA, qui est une généra-
lisation de la forme normale de Greibach utilisée dans la théorie des langages formels (voir
[Har78]).

Définition 2.53 (Termes de la forme normale) :

Soit Var un ensemble de variables de processus. L’ensemble 7, des termes de
forme normale construit sur Var est défini par la grammaire suivante:

to=0]X|t-t]t|t
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Définition 2.54 (Forme normale de PA) :

Un processus PA (Var, £, A, X)) avec A = {X; =1t; : 1 <i < n} esten forme
normale, si chaque terme t; est soit 0 soit de la forme

@y =Ty Ayt Ty,

7

oual,...,al, €Xetrl,. .. 7 €T, et telle quaucune variable X; dans un

T; est définie comme un processus inactif, c.-a-d.. X, =0 € A.

Proposition 2.1 (Forme normale de processus PA) :

Soit (Var, X, A, X;) avec A = {X; =1¢; : 1 <i < n} un processus PA gardé.
Alors il existe un processus PA §; en forme normale, tel que les systemes de
transitions définissent les mémes w-langages, i.e. L(S) = L(S;)

Preuve:
Par induction sur la structure des termes et en transformant les termes par rapport aux
équations suivantes

(ty+1t2) -tz = t1-t3+1ty-t3
ty-(t1 +t2) = t3-11 +t3-ts
(L +t)llts = (tallts) + (L2[lts)
Gl +t2) = (Gllt) + (G]t)

(2.1
(2.2
(2.3
(2.4

~— — ' e

qui sont valides modulo équivalences des langages, c’est-a-dire deux termes liés par ces
équations génerent les mémes langages. Avec ces équations les termes peuvent étre trans-
formés de sorte que les opérateurs + sont au premier niveau. Puisque le processus est gardé
nous pouvons obtenir la forme exigée.

et BPP.

Exemple 2.2 :

La forme normale du processus de I’exemple 2.1 est donnée par les équations:
- X1 =0 (Xy]| Xs)
- X2 = a - X2 . X4
- X;Z¢- X5 X5

O

De la méme maniere nous pouvons définir des formes normales pour les processus BPA
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2.5.4 Notations et résultats préliminaires

Nous introduisons dans cette section quelques notations et des résultats préliminaires

concernant les algebres de processus.
Définition 2.55 :

Soit § = (Var,3,A, X;) en forme normale. Nous définissons 1'’ensemble de

regles de transitions suivant:

ps = {Xi =dsr}: Xi=al 1)+ +ds T+ +a), T €AY

U{XZ — 0 : XZQOGA}

Définition 2.56 (Positions) :

Soit 7 € T. L’ensemble de toutes les positions de T est un sous-ensemble de INV*

inductivement défini comme suit:

Pos(0) = 0,
Pos(X) = {A}, ou A est la suite vide,
Pos(riopm) = {l-p:p€ Pos(m)} U{2-p:p € Pos(m)}

ouopest || ou -
Définition 2.57 (Position exécutable) :

L’ensemble de positions exécutables est défini inductivement sur les termes
comme suit:

Ezxec(0) = 0,

Ezxec(X) = {A},

Ezec(r-m) = {l-p:p€ Exec(n)},

Ezec(r||re) = {l-p:p € Exec(m)} U{2-p:p€ Exec(m)}.

Nous disons qu’'une variable X est exécutable dans le terme 7 s’il y a une position
p € Ezec(r) telle que le sous-terme de 7 & la position p est X. Nous notons Vargge.(7)
I’ensemble de toutes les variables exécutables dans 7.

La notion de variable exécutable nous permet de définir une relation de transition
entre termes de 7 en utilisant des regles de transition dans ds. Ces regles peuvent étre
interprétées comme des regles de réécriture.

Soient 7 € T, X une variable avec X € Vargge(T), p une position exécutable de
7 et une regle r = X — a.a € ps. Alors nous écrivons 7 —, 7/, ot 7' est le terme
ou la variable X a la position p a été remplacé par le terme a. Nous généralisons cette
notation & des séquences de transitions en écrivant 7 =g 7/, ou 0 = a;---a, € LT si
TS B m="1et {r, - ,r,} C ps. Une séquence 7 S5 71 - -+ B 7, correspond
exactement a la méme séquence dans le systeme de transition associé a S.

Définition 2.58 (variables normées) :

Soit § = (Var,3,A, X;) un processus PA. L’ensemble de variables normées
qui peuvent se réduire a 0 est défini par:

Norms ={X € Var : 3o € ¥7.X 55 0}
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Nous pouvons calculer cet ensemble d’'une maniere itérative. Toutes les variables avec
X %5 0 sont dans Normg et si pour une variables X’ avec X’ <5 7, toutes les variables
de 7 sont dans Normg alors X est aussi dans Normsg.

Nous considérons au chapitre 4 la vérification de processus PA par rapport a des lo-
giques. Pour cela nous supposons que ¥ = 2% o1 P est un ensemble fini de propositions
atomiques. Soit m une formule propositionnelle sur P. Nous définissons I’ensemble de toutes
les variables qui peuvent se réduire a 0 en satisfant contintiment 7.

Définition 2.59 :

Soit § = (Var,3,A, X;) un processus PA. L’ensemble de variables normées
qui peuvent se réduire a 0 en satisfaisant continument 7 est défini par:

Normi={reT:JoeXt st 350etVic{0,...,|o| <1}, o(i) E 7}

Cet ensemble peut étre calculer de la méme maniere que Norms.

Définition 2.60 :

Soient § = (Var,X,A, X;) un processus PA et m une formule d’états, alors
I’ensemble de variable de processus qui peuvent répéter infiniment souvent m
est définie comme suit:

Boucle™ = {X € Vara : 30 € X7, et A7, tel que X g 7,
X € Vargge(r), et Vi € {0,...,|o| <1}, o(i) =}

Intuitivement, si X € Boucle§ alors il existe une séquence infini a partir de X qui
satisfait contintiment 7.

Nous pouvons calculer ’ensemble Boucleg comme 'ensemble de nonterminaux recur-
sives dans une grammaire hors-contexte en utilisant I’ensemble Normsj.

Nous terminons cette section avec un résultat préliminaire sur les langages de PA.

Lemme 2.9 :

Soit § = (Var, X, A, X;) un processus PA en forme normale. Alors il existe un
processus 8" = (Var', X, A', X7) tel que Ly, (S') = 0 et L(S) = L(S).
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Preuve:

La construction du processus S’ est tres simple. Nous devons assurer que dans chaque terme
dans le systeme de transition décrit par S’ il y a exactement une variable qui ne peut pas
terminer (n’est pas inclus dans Normg). Pour chaque variable X nous introduisons une
copie X' qui ne peut pas terminer et nous changeons les régles de sorte que dans le systémes
de transitions associé & S’ chaque terme contient exactement une variable de la forme X*.
Formellement, 8’ = (Var', ¥, A’ X]) est donné par:

~ Si Var={Xy,...,X,} alors Var' = Varu {X!,... | X!}
— A" est I'ensemble plus petit qui satisfait:

~ACA,

- SiX =37 a7 €A alors
X'= 3 0 erm)ai-T) € A ot T'(;) est 'ensemble de termes olt exacte-
ment une des variables X de 7; a été remplacé par X*

- X=X

Il est évident que L, (S") = 0 et L(S) = L(S'). 0

2.6 Les réseaux de Petri

Dans cette section nous définissons les réseaux de Petri et un modele équivalent: les
systemes d’addition de vecteurs avec états (SAVE). Ces définitions peuvent étre trouvées
par exemple dans [Reu89]. Nous mentionnons ensuite un résultat de Christensen qui a
montré dans [Chr93] que 'algebre de processus BPP est une sous-classe des réseaux de
Petri.

2.6.1 Les réseaux de Petri

Définition 2.61 (réseau de Petri) :

Un réseau de Petri est un sextuplet N = (X, P, T, F, My, A) ou,

— Y est un alphabet fini,

— P est un ensemble fini de places,

— T est un ensemble fini de transitions,

PNT =0,

F:(PxT)U(T xP)— IN est la fonction de flot,
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— My : P — IN est le marquage initial et A : T — X est la fonction
d’étiquetage des transitions.

Définition 2.62 (Marquage, Tir d’une transition) :

Soit N' = (X, P, T,F, My, A). Un marquage M est une fonction qui associe a
chaque place un entier (nombre de jeton). Nous représentons un marquage aussi
comme un vecteur dans IN'P!. Nous écrivons MIt) si, ¥p € P, M(p) > F(p,t),
et nous écrivons M[t)M' (t est tiré a partir de M et donne M'), si M[t) et
Vp e P, M'(p) = M(p) =F(p,t)+F(t,p). Etant donné un a € ¥, nous écrivons
M % (vesp. M % M') si 3t € T tel que M[t) (vesp. M[t)M') et A(t) = a.

La définition de M[t)M' (vesp. M % M') est étendue d’une maniere évidente vers
des séquences de transitions dans 7 € T* (respectivement des séquences d’étiquettes de
transition o € ¥*). La définition M[t) (respectivement M %) est étendue d’une maniére
évidente vers des séquences de transitions dans 7 € T (resp. des séquences d’étiquettes
de transition o € ¥¥).

Définition 2.63 (Ensemble de marquages atteignables) :
Soit N = (X, P, T,F, My, A). L’ensemble de marquages atteignables R(N) est
donné par:

RWN)={M : Ir € T*. My[r)M}

Définition 2.64 (w-langage d’un réseau de Petri) :
Soit NV = (X,P, T,F, My, A). Le w-langage de N, représenté par L(N), est
donné par:

LN)={ocex¥: My >}

Définition 2.65 (M (N, 1)) :

Soit N = (2, P, T, F, My, A). Etant donné un ¢ € T, nous écrivons Mo (N, t)
pour ’ensemble de marquage M telle que 37 € T avec M[1) et 3°i € IN avec
7(i) = t, i.e. 'ensemble de tous les marquages a partir desquels il existe une
séquence infinie de transitions qui contient infiniment souvent ¢.

Nous avons le théoreme suivant prouvé indépendemment par [Kos82] et [May81].
Théoréme 2.5 (Atteignabilité) :

Soit N = (X, P, T, F, My, A) un réseau de Petri et M un marquage. Alors, le
probleme

M e R(N)?
est décidable.
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Nous terminons cette section avec un résultat sur les ensembles semilinéaires de mar-

quages.

Théoréme 2.6 :

Soit N' = (X,P, T,F, My, A) et M un ensemble semilinéaire de marquage.
Alors, le probleme R(N) N M # () est décidable.

Preuve:

— D’abord nous pouvons montrer que le probleme si R(N7) N R(N3) # 0 pour deux

réseaux de Petri N] et N, avec le méme nombre de places est décidable. En effet,
ce probleme peut eétre réduit au probleme d’atteignabilité dans les réseaux de Petri
(qui est décidable, voir Théoreme 2.5): D’abord nous pouvons ajouter a N; et N
des transitions qui enlévent simultanément un par un les jetons des places avec le
méme indice. Alors, R(N1) NR(N3) # 0 ssi le marquage vide est atteignable dans le
réseau ainsi construit: Si R(N;) N R(N;) # 0, alors on peut atteindre le marquage
vide trivialement. Si le marquage vide est atteignable dans le réseau construit, alors
il existe une séquence de transitions qui 'atteint. Cette séquence peut toujours étre
réarrangée telle que les nouvelles transitions qui vident les places sont exécutées a la

fin. Il s’en suit qu’il y a un marquage dans R(N7) N R(N>).

— Soit £ un ensemble linéaire. Nous pouvons facilement construire un réseau de Petri

N avec R(N;) = L.

Le probleme R(N) N L # () pour un ensemble linéaire £ peut donc étre réduit vers le pro-
bleme d’atteignabilité. Puisque un ensemble semilinéaire est une union finie d’ensembles

linéaires ce raisonnement peut facilement étre généralisé.

2.6.2 Les systemes d’addition de vecteurs avec états

O

Nous utilisons un modele équivalent aux réseaux Petri. La définition des systemes d’ad-

dition de vecteurs avec états peut par exemple étre trouvée dans [Reu89].

Définition 2.66 (Vecteurs) :

Pour un vecteur @ € Z" et un i avec 1 < i < k, nous écrivons (i) pour la
i-eme composante de . #(7) est aussi appelé i-eme place.

Définition 2.67 (Opérations sur les vecteurs) :

Soient @,7 € Z*. L’addition @ + 7, la soustraction @ < et les prédicats @ = @,
@ > U et U < U sont définies comme d’habitude par composante. 0 dénote le
vecteur dont toutes les composantes sont 0.
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Définition 2.68 (SAVE) :
Un systeme d’addition de vecteurs avec états a k dimensions étiqueté est un
6-uplet (X, %, A, @, qo, 9), ou
— X est un alphabet fini,
— ¥y € IN* est le vecteur de début,
— A est un ensemble de vecteur de Z* (I’ensemble d’addition),
— ( est un ensemble d’états de controle,
— qo € Q est [’état initial,
~ 0 C QXX xQ x A est la relation de transition.

Une transition (q1,b,q2,d) € § est normalement écrit dans la forme ¢, LN (g, @) (si
le b nous n’intéresse pas nous écrivons aussi ¢; — (g2, @)). Une configuration d'un SAVE
est un couple (¢,7), ot ¢ € Q et ¥ € IN*. La configuration initiale est le couple (qo, 7).
Une configuration (g, #) peut tirer une transition ¢; LN (g2, @) en donnant la configuration
(g2,7+ @) si ¥+ @ > 0. Nous notons cela (¢, ) A (g2, 7+ @) (ou (q1,7) ~ (q2,7 + @)).
Cette définition peut étre généralisé d’une maniere évidente pour des séquences de X°°.
Nous écrivons ~»T (respectivement ~*), pour la fermeture transitive (resp. transitive et
réflexive) de ~».

Définition 2.69 (w langage d’un SAVE) :
Le w-langage d'un SAVE S, appelé L(S), est défini par I’ensemble des séquences
infinies o € ¢ tel que (go, ) ~>.

Il est clair que pour chaque SAVE a k dimension et n états, il y a un réseau de Petri
équivalent (équivalent dans le sens qu’il décrit le méme systéme a transitions étiqueté) a
k +n dimensions (chaque état correspond a une nouvelle place). Et chaque réseau de Petri
peut étre définie par un SAVE. Nous utilisons les SAVE dans le chapitre 3 pour avoir une
représentation adéquate pour le produit d’'un automate de Biichi et d’un réseau de Petri.

2.6.3 Réseau BPP et SAVE

Les processus BPP peuvent étre vus comme une sous-classe des réseaux de Petri.

Définition 2.70 :

Un réseau BPP est un SAVE (X, @, A, @, qo,0) tel que Q@ = {go} et A ne contient
que de vecteurs qui ont une seule composante négative. Cette composante doit
avoir la valeur <1.

Christensen a montré dans [Chr93] que les réseaux BPP et les processus BPP définissent
la méme classe de systeme de transitions étiquetés.
Lemme 2.10 :

Les réseaux BPP et les processus BPP définissent la méme classe de systeme a
transitions étiquetés.
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2.7 Semilinéarité

Dans cette section nous définissons les systemes semilinéaires. Les systemes semili-
néaires sont des systemes qui génerent des w-langages dont I'image de Parikh des préfixes
est semilinéaire. Cette propriété nous permet de raisonner facilement sur les nombres d’oc-
currences de symboles dans ces systémes (voir chapitre 4). Nous donnons des exemples de
systemes semilinéaires et montrons des résultats les concernant.

2.7.1 Définitions

Dans cette section nous définissons les systemes semilinéaires. Ce sont les systemes dont
les images de Parikh des préfixes de leurs w-mots sont semilinéaires. Soient ¥ un alphabet
fini et 0 € ¥*. Pour chaque a € ¥, |0|, est le nombre d’occurrences de a dans o.

Définition 2.71 (Image de Parikh) :

Soit ¥ = {ay,...,a,}. L’ image de Parikh de o € ¥*, représentée par [o], est
le vecteur (|olq,, -+ ,|0la,) de IN". Soit S C ¥*, alors [S] = {[o] : 0 € S}.

Définition 2.72 (Langage semilinéaire) :
Un ensemble S C ¥* est un langage semilinéaire si [S] est semilinéaire.
Définition 2.73 (w-langage semilinéaire) :

Un ensemble S C 3¢ est un w-langage semilinéairesi [Pref(S)] est semilinéaire.

Définition 2.74 (Systéme semilinéaire) :

Un systeme est semilinéaire si son w-langage S est semilinéaire et tel qu’une
représentation de [Pref(S)] peut étre construite a partir d’une représentation
de S.

2.7.2 Résultats

Dans cette section nous présentons quelques résultats concernant les systemes semi-
linéaires. Nous montrons que les langages hors-contextes et w-hors-contextes sont semi-
linéaires. Par conséquent les processus BPA et les automates a pile sont des systemes
semilinéaires. Nous montrons aussi que les processus PA sont semilinéaires. Ensuite nous
montrons que la classe des systemes semilinéaires n’est pas fermée par intersection.

Le théoreme suivant est du a Parikh [Par66].

Théoréme 2.7 :

Les langages hors-contextes sont semilinéaires.
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En utilisant le Théoréme 2.4 on déduit:

Théoreme 2.8 :
Les langages w-hors-contextes sont semilinéaires.
Du fait que BPA et les automates a pile génerent des langages w-hors-contextes nous
obtenons:
Corollaire 2.2 :
Les processus BPA et les automates a pile sont semilinéaires.
Nous prouvons maintenant que les processus PA sont semilinéaires
Théoreme 2.9 :
Les w-langages de PA sont semilinéaires.

Preuve:

Soit § = (Var, ¥, A, X;) un processus PA. Puisque nous considérons ici le langage produit
par S nous pouvons supposer que S est en forme normale. Nous supposons aussi que le
langage fini de S est vide (Lemme 2.9). La construction de [Pref(L(S))] se fait en deux
partie:

— Construction d’un processus PA Sy, avec Ly, (Spin) = Pref(L(S)),

— Construction d’une grammaire hors-contexte G avec [L(G)] = [Lfin(Sfin)]-

D’abord nous construisons le processus Spi, = (Vargi, X, Apin, Xfi). Pour chaque va-
riable X nous introduisons une copie X? de cette variable qui peut produire les préfixes
des séquences produite par X. Ensuite nous ajoutons des regles pour ces variables qui
permettent de produire les préfixes. Par exemple pour X = a -Y - Z nous ajoutons
XP=a+4+a-YP+a- Y - ZP. Formellement:

— Si Var={X,,...,X,} alors Varp, = Varu {X7,... , XP},
— Ayip est le plus petit ensemble qui satisfait:

- ACAp,
- SiX =37 a7 €A alors
XP =30 (a;+ ZTePr(n) a;-7) € Agy ot Proest récursivement définie comme
suit:
Pr(X) = {X7?}
Pr(m-mn) = {r : 7 €Pr(n)}u{n -mn : € Pr(n)}
Pr(m||m) = {r : 7 € Pr(n)}
U{r : 7, € Pr(m)}
U{rl|m : 7 € Pr(n)}
U{n|m : € Pr(n)}
U {7l : 7 € Pr(mi) A7y € Pr(m)}
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- Xfm:le

La grammaire hors-contexte G = (Varg, X, R, S) est construite en remplagant toutes les
compositions paralleles dans le processus Sy, par des compositions séquentielles. Cela ne
change pas I'image de Parikh d’'un mot généré. Formellement:

- Varg = Varpy,
— R est le plus petit ensemble qui satisfait:

- SiX=3" a1 €Ay, alors

Vie{l,...,n}. X =g a;Str(r;) ou Str est définie récursivement comme suit:
— Str(0) =€
- Str(X)=X

— Str(m - 7o) = Str(r||re) = Str(m)Str(n)
- S= Xfin
Il est évident que [L(G)] = [Lyin(Srin)]. D’apres le Théoreme 2.7 [L(G)] est semilinéaire.

Pour les w-langages de processus BPP nous pouvons montrer que leur intersection avec
un w-langage sans hauteur d’étoile peut donner un langage qui n’est pas semilinéaire. Cela
montre que la classe des systémes semilinéaires n’est pas fermée par intersection bien que
les ensembles semilinéaires le sont.

Proposition 2.2 :

Il existe un processus BPP S avec 4 variables et un w-langage sans hauteur
d’étoile R descriptible par un automate avec 2 états, tels que [Pref(L(S)NR)]
n’est pas semilinéaire.

Preuve:
La preuve est inspiré d’un exemple dans [HP79] d’un systeme d’addition de vecteurs avec
états a 3 dimensions qui a un ensemble d’états atteignables qui est non-semilinéaire.

Soit § = (Var,X, A, X1) un processus BPP avec:

- Var = {X17X27X37X4}7
- X = {tl,tg,tg,t4,init},
— A est 'ensemble des cing équations suivantes:

- X1 E’L’nltXQHXg
- Xo =t Xy
- X5 =ty X3
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- X3 =t X5
- Xy =t3 - (Xof| X2)

Soit R le langage donné par 'automate fini B avec états p et ¢, état initial ¢, vocabulaire
{t1, 2,13, t4,init} et transitions

- pmjp,pgp,pgq,ngetqu-

Remarque: Le langage L(S) N L(B) peut étre vu comme le langage produit par le SAVE
(voir définition 2.68) donné dans figure 2.1.

(1,1,1,0)

(0,<1,0,1)
@
\00,1,0

jOO@lO

3 (0,2,0,<1)

\@

(0,0, <1, 0)

(0,0,1,0)

@/

Fic. 2.1 — Un SAVE qui produit un langage non-semilinéaire

Soit L l'ensemble de séquences Pref(L(S) N L(B)). Nous montrons que [L] n’est pas
semilinéaire. Pour o € L soit a; = |o|, et in = |0|ini. Soient

— Pl(ag, a3,a4) = (a3 = ag) A (a3 + 1 < 2%)
~ Qlay,az,a4) = (az = ag + 1) A (ag + 1 < 29471

— R(ay,a9,a3,a4,in) =
(in=0)A((in=1) AN(0<az <a; <2a3+1)A (ag > 0)A
(P(CLQ, as, a4) \% Q(ala a2, a’4)))
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Alors nous avons le lemme suivant a partir duquel nous pouvons déduire que [L] n’est
pas semilinéaire parce que les relations dans R contiennent des fonctions exponentielles.

Lemme 2.11 :
(a1,a9,as3,aq,in) € [L] <= R(ay,aq,as, a4, in)

La partie “=" est facilement prouvé en montrant qu’apres un pas R(0,0,0,0,1) est vrai et
que R(ay,as,as,aq,in) est un invariant par rapport a l’application simultanée des transi-
tions (régles) de A et B. Pour cela il faut aussi raisonner sur la forme des états atteignables.
Considérons maintenant la partie “<”. Elle est montrée par induction sur ay.

— a4 =0:
Séil ay = 0 alors si as = 0 alors a3 = 0 et a; = 0 ou a; = 1. Nous avons (0,0,0,0,1) €
[L] ainsi que (1,0,0,0,1) € [L] par X; % Xo|| X3 2 X4[|X; et p ™ p 5 p.
Si ay = 1 alors aussi a; = 0 ou a; = 1 et nous avons (0,1,0,0,1) € [L] par X, ingt
Xol| X5 B X, X5 et p ™ p 53 ¢ ainsi que (1,1,0,0,1) € [L] par X7 ™% X,[| X5 &
Xy||X5) B X4|| X5 et p By

— ay = n:
Nous supposons que pour tout ay < n, R(ay, as, as, aq, in) implique (a1, as, as, aq,in) €
[L].

Il y a deux cas:
1. ar = ay:
Soit (vy,...,vs) un vecteur qui satisfait R.

~0<wv3+1<2uh
En utilisant I’hypotheése d’induction nous savons que (vy, ve <1, v3, v4 1) €

inat

[L]. 1l existe donc un calcul: X1 ™ X,|| X5 —* (X5||X7||X;) (avec k, j > 0)

et un calcul p o p tel que le deux produisent une séquence o avec

o] = (v1,v2 & 1,035,048 &1, 05). A partir de ce point nous appliquons les

équations X3 = to - X3 et X3 = t, - X3 et simultanément les transitions

» 3 get g pet nous obtenons (v1, Vg, v3, V4, v5) € [L].
Coouml g ] < 2%

Fixons un b avec v3 +1 = 21 4+ b et 0 < b < 2%~ ! Considérons le

vecteur (v3,vq &1,27 1 &1,v4 &1,v5). Ce vecteur satisfait R et par hy-

init

potheése d’induction il existe un calcul X; =% X,|| X5 —* X¥||X7||X; (on
peut montrer k = vy <2b > 0 et j = b) et un calcul p e p —* p tel
que le deux produisent une séquence o avec [o] = (v, vy &1, v3,v4 <1, v5).
A partir de ce point nous appliquons les équations et nous pouvons pro-
duire avec le BPP et 'automate simultanément la séquence t2t§t4t’1’1_”3.
Cela donne une séquence o' avec [0'] = (vi,vq, 2971 &1 + b, vy, v5). Parce
que vz = 271 &1+ b, (v, v, v3,v4,v5) € [L].
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2. ao = a4 + 1:
Un argument similaire que dans le cas a2 = a4.

|

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la Proposition 2.2. Ce corollaire
suit aussi directement du fait que ’ensemble des marquages atteignables d’un réseau de
Petri peut étre non-semilinéaire [HP79].

Corollaire 2.3 :

Les w-langages de réseaux de Petri ne sont pas semilinéaires.

2.8 L’expressivité

Dans cette section nous étudions 'expressivité des différentes classes de systemes que
nous considérons dans cette these. Nous étudions d’abord les différentes classes par rapport
aux langages finis qu’ils génerent. Ensuite, nous considérons I'expressivité par rapport aux
w-langages.

2.8.1 Langages de mots finis

Il est clair que BPA et BPP sont plus expressifs que RP. Les processus BPA génerent
les langages hors-contexte [BBK87] (donc les mémes que les automates a pile (PDA)) et
Christensen a montre dans [Chr93] que BPP n’est pas comparable avec BPA. Par exemple,
le langage {a™b™ : n > 0} peut étre défini par le BPA avec une équation

Xléa-X-bﬂLa-b

Ce langage ne peut pas étre généré par un BPP. Par contre le langage {0 € X1 : |o|, =
lo|y = |o|c}, qui n’est pas hors-contexte peut étre généré par le BPP:

X =a- (Ofle|X +blle) + b+ (allc[| X +alle) + ¢ - (al]b]] X + al[b)

PA est par conséquent strictement plus expressif que BPA et BPP. Nous pouvons
montrer que PA est méme strictement plus expressive que I'union de BPA et BPP (BPA
W BPP), i.e. PA peut généré des langages qui ne sont ni généré par BPP ni par BPA, par
exemple

{oeSF ¢ olgep € {a"0" : n>0}etolgq € {c"d” : n>0}}

Ce langage peut étre généré par un PA qui est la composition parallele de deux proces-
sus BPA. Cet exemple montre aussi que BPA n’est pas fermé par composition paralléle.
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Christensen a montré que BPP n’est pas fermée par composition séquentielle. Nous écri-
vons ||*-BPA (resp. ®*-BPP) pour la classe de processus obtenue par composition parallele
(resp. séquentielle) de k processus BPA (resp. BPP). Soit ||-BPA = |Jk € IN||*-BPA et
©-BPP=Jk € IN®-BPA.

Lemme 2.10 montre que les processus BPP peuvent étre définie comme un Réseau de
Petri et puisque les réseaux de Petri sont fermé par concaténation, ®-BPP est inclus dans
BPA. Par contre il y a un réseau de Petri qui définit le langage {a"b" : n > 0}, qui n’est
pas définissable par un ®-BPP. Finalement, les réseaux de Petri ne sont pas comparables
avec BP A [Chr93]. Nous obtenons I'image 2.2 ou les arétes représentent l'inclusion stricte

entre les classes de langages.
= \

RP BPAwWBPP - PA

[

BPP -~ O<BPP
SAVE

BPA
PDA

| <BPA

F1c. 2.2 — Les systemes

2.8.2 w-langages

La situation dans la figure 2.2 ne change évidemment pas si nous considérons les w-
langages générés par les différentes classes de processus. Les w-langages simples sont in-
comparables avec tous les w-langages de RP,BPA BPP,PN PA. Les classes des w-langages
simples, sans hauteurs d’étoile, w-régulier et w-hors-contexte forment une hiérarchie stricte.
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Chapitre 3

La complexité du p-calcul linéaire
pour les réseaux de Petri

Dans ce chapitre nous étudions la complexité du probleme du model-checking des ré-
seaux de Petri par rapport au p-calcul propositionnel linéaire (en considérant les transitions
comme propositions atomiques). Esparza a montré que ce probleme est décidable [Esp94].
La complexité en espace de son algorithme est exponentielle dans la taille du systeme
(nombre de places du réseau) et double-exponentielle dans la taille de la formule. Nous
montrons dans ce chapitre que la complexité dans la taille de la formule est polynomiale.
Nous montrons que nous ne pouvons essentiellement pas faire mieux en prouvant que notre
borne supérieure pour la complexité est presque optimale. Pour cela nous prouvons que
le probleme est PSPACE-difficile dans la taille de la formule et EXPSPACE-difficile dans
la taille du systeme. Nous montrons que cette borne inférieure peut déja étre établie pour
la sous-classe BPP. Cela est assez surprenant puisque BPP est une sous-classe simple des
réseaux de Petri (chaque transition a au plus une entrée). Nous montrons aussi que les
résultats restent les mémes en passant a LTL, une logique moins expressive que le p-calcul
propositionnel linéaire.

Pour obtenir la borne supérieure de la complexité en espace nous utilisons les systemes
d’addition de vecteurs avec états (SAVE), définis dans le chapitre 2. Nous réduisons le
probleme du model-checking au probléme de répétition d’un état dans les SAVE, c.-a-.d.
le probleme d’existence d’une séquence de transitions qui passe infiniment souvent par
un état de controle donné. Nous analysons ce probleme dans les SAVE en utilisant les
techniques de [Rac78] et [RY86] qui prouvent des bornes supérieures pour la complexité en
espace du probleme du caractere borné des réseaux de Petri et des SAVE. Ces techniques
consistent essentiellement a montrer que, s’il y a une séquence de transitions dans un SAVE
qui montre que ce SAVE est non-borné, alors il y a une telle séquence d’une longueur qui
peut étre bornée par une constante qui ne dépend que de la taille du systeme.

La borne inférieure est obtenue par réduction d’un probleme EXPSPACE-difficile dans
les réseaux de Petri.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans [Hab97].
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3.1 Préliminaires

Dans cette section nous donnons quelques définitions et résultats préliminaires sur les
w-automates, le p-calcul linéaire et les classes de complexité que nous considérons.

3.1.1 Résultats de complexité sur les w-automates

Dans la section 3.1.2 nous construisons “a la volée” I’automate de Biichi A, qui est équi-
valent a une formule ¢ du p-calcul linéaire pour résoudre le probleme de model-checking.
Cette construction comprend la complémentation et 'intersection d’automates de Biichi.
Pour la preuve d’une borne inférieure de la complexité en espace du probleme de model-
checking dans la section 3.3 nous devons construire 'automate 4, “a la volée”, c.-a-d. nous
construisons 'information sur 'automate seulement quand elle est utilisée dans notre algo-
rithme de model-checking. Nous avons donc besoin de bornes sur la taille d'une description
d’'un état et la taille de 'automate dans ces constructions. Les lemmes suivants donnent
ses bornes. Nous commencons avec l'intersection. Ensuite, pour la complémentation nous
avons besoin de la déterminisation.

Lemme 3.1

Pour deux automates de Biichi A; (resp. Ajy) avec ny (resp. ng) états, ou la
description d’un état a la taille d; (resp. ds), il existe un automate de Biichi Aj;
et qui a 2nyny états tel que L(A;3) = L(A;) N L(Az). Pendant la construction
de Aj la description d'un état a la taille di + dy + 1.

Preuve:
Ce lemme se déduit de la construction habituelle pour 'intersection de deux automates de
Biichi (voir par exemple [Var96]). 0

Lemme 3.2 :

Pour chaque automate de Biichi A; avec n états il existe un automate de Rabin
déterministe A, avec L(A;) = L(As) et qui a 20M09M) états et O(n) couples
accepteurs. Pendant la construction de A5 une description d’un état a la taille

O(n?).

Preuve:

Ce lemme se déduit de 'algorithme de déterminisation de Safra [Saf88]. La taille d’une
description d’un état de A, est O(n?) parce qu'un état est un arbre avec au maximum
n neeuds et chaque noeud est constitué d’un sous-ensemble de ’ensemble d’états de Aj;.
Chaque couple accepteur est déterminé de maniere unique par un noeud de ’arbre. 0
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Lemme 3.3 :

Pour chaque automate de Streett A; avec n états (avec une description d’un
état de taille d) et h couples accepteurs il existe un automate de Biichi A; tel
que L(A;) = L(Ay) et qui a n - 20" états. Pendant la construction de Aj la
description d’un état a la taille d - O(h?).

Preuve:
Ce déduit facilement de [Saf88|. .

Lemme 3.4 :

Pour chaque automate de Biichi A; avec n états il existe un automate de Biichi
Ay tel que L(Ay) = L(A;) qui a 20(09(M) états. Pendant la construction de
Aj la description d’un état a la taille O(n?).

Preuve:

Nous commencons par déterminiser 4; en utilisant le Lemme 3.2. Soit R 'automate de
Rabin ainsi obtenu. Ensuite nous construisons un automate S en complétant R et en 'in-
terprétant comme automate de Streett. Finalement, nous obtenons un automate de Biichi
de la taille requise d’apres le Lemme 3.3. 0

3.1.2 Le p-calcul propositionnel linéaire

Dans cette section nous définissons le p-calcul propositionnel linéaire [Var88| et nous
donnons des résultats concernant sa relation avec les automates de Biichi.

Définition 3.1 (Formule du p-calcul linéaire) :

Soit X un ensemble fini de variables. Alors 'ensemble des formules du p-calcul
propositionnel linéaire est donné par la grammaire suivante:

pu=Z€eX|~p|loene|Qp|pZe(Z)

avec une condition de monotonie: Etant donnée une formule pZ.p(Z), chaque
occurrence libre de Z dans ¢(Z) doit étre dans la portée d’un nombre pair de
négations.
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p est 'opérateur de plus petit point fixe. Nous utilisons 'abréviation vZ.¢(Z) = —uZ.—p(—Z).
v est 'opérateur de plus grand point fixe.

Définition 3.2 (Modele) :

Un modéle M d’une formule associe a chaque variable Z € X un sous-ensemble
M(Z) C IN. Les modeles sont généralisés a toutes les formules par:

M(=p) = IN\ M(yp)

M(p A1) M(p) N M()

M(Op) = {ili+1e M(p)}

MuZ.p(Z)) = (HAC N | M[Z— Al(p) C A}

ou M[Z — A] est le modele qui associe A a Z et coincide avec M sur les autres
variables.

Définition 3.3 (Interprétation) :

Soit Y C X I’ensemble des variables propositionnelles libres dans une formule ¢
et ¥ = 2. Alors, un modele M de ¢ détermine une séquence infinie o € ¥
donnée par op(i) = {Z € ¥ | i € M(Z)}. Linterprétation de ¢ (notée [¢])
est définie par

o] = {oam | 0 € M(p) pour un modele M}
i.e. 'ensemble de toutes les séquences infinies qui satisfont .

Théoréme 3.1 :

Soit ¢ une formule du p-calcul linéaire ¢. Alors, il existe un automate de Biichi
Ay, tel que L(A,) = [¢] et vice versa.

Une traduction des automates de Biichi vers le u-calcul linéaire est par exemple donnée
dans [Par81] ou [Dam92]. La construction d’un automate a partir d’une formule est détaillée
dans [Var88]. Ici, nous donnons les grandes lignes de la construction, dont nous avons besoin
pour prouver une borne supérieure de la complexité du probleme de model-checking.

Soit n la taille (nombre de sous-formules) de ¢. Pour construire 'automate de Biichi
correspondant nous transformons d’abord ¢ dans une formule ¢’ en forme normale positive,
c.-a-d. que toutes les sous-formules qui ne sont pas des variables propositionnelles sont
positives. Cela peut étre fait avec une augmentation linéaire de la taille de la formule en
utilisant des régles de transformation standards comme —puZ.p(Z) = vZ.—p(—Z).

Apres, [¢'] est donnée par la projection sur les variables propositionnelles libres du
produit de deux automates de Biichi A; et A, définis comme suit:

A correspond a la formule sans tenir compte des plus petits points fixes, c.-a-d. il
accepte les pre-modeles de la formule. A; accepte des séquences qui ne sont pas des modeles,
parce qu’il n’exige pas que I’évaluation des plus petits points fixes termine.
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Pour obtenir les modeles, A5 est le complément d’un automate de Biichi A3 qui accepte
toutes les séquences ol un plus petit point fixe est régénéré infiniment souvent (voir [Var88]
pour les détails de la construction). L’automate Az a O(n?) états. En utilisant le Lemme
3.4 nous pouvons construire A, avec 20(n*log(n) gtats et une description d’un état pendant
la construction de A, a une taille polynomiale. Nous obtenons donc d’apres le Lemme 3.1:
Lemme 3.5 :

Soit ¢ une formule du p-calcul linéaire de taille n. Alors, il existe un automate
de Biichi A, avec 200*%9(m) 4tats tel que L(A,) = [¢]. En plus, pendant la
construction de A, la description d’un état a une taille polynomiale en n.

3.1.3 Les classes de complexité

Nous utilisons les classes de complexité habituelles PSPACE et EXPSPACE définies
par exemple dans [Pap94]|. Un probleme de décision est en SPACE(f(n)) s’il y a une
machine de Turing déterministe qui le décide et qui est bornée en espace par f(n). Nous
avons

PSPACE = | J SPACE(n")
kelN
et

EXPSPACE = | J SPACE(2™).
keIN
Soit
ESPACE = | J SPACE(k")
keIN

Nous modifions le Lemme 20.1 de [Pap94]| qui concerne la complexité en temps pour la
complexité en espace et nous obtenons:

Lemme 3.6 :

Pour chaque probléme P dans EXPSPACE il y a un probleme P’ dans ESPACE
tel que P se réduit (en temps polynémial) a P'.

Avec ce lemme nous montrons facilement:
Lemme 3.7 :
Un probleme est EXPSPACE-difficile ssi il est ESPACE-difficile.
et de la méme maniere
Lemme 3.8 :
Si un probleme est SPACE(2")-difficile il est EXPSPACE-difficile.

Pour montrer qu'un probleme est EXPSPACE-difficile il suffit donc de montrer qu’il est
SPACE(2")-difficile.
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3.2 Résultat de complexité pour les SAVE

Le probleme du model-checking pour les réseaux de Petri et les processus BPP par
rapport au p-calcul linéaire est résolu en le transformant vers le probléme de répétition d’un
état de controle d'un SAVE. Le probleme de répétition d’un état de controle d’'un SAVE est
le probleme d’existence d’une séquence de transitions commencant avec la configuration
initiale et qui visite infiniment souvent un état de controle donné. Dans ce chapitre nous
analysons en détail la complexité en espace de ce probleme. Nous donnons une borne
supérieure qui est paramétrée par la dimension du SAVE, le nombre d’états et la valeur
absolue la plus grande des composantes des vecteurs de I’ensemble d’addition. La technique
de preuve que nous utilisons est proche des techniques utilisées dans [Rac78] et [RY86] qui
établissent des bornes supérieures pour le probleme du caractere non-borné des réseaux de
Petri.

3.2.1 Notation

Pour prouver la borne supérieure nous avons besoin d’introduire quelques définitions et
notations. Toutes ces définitions et notations peuvent étre essentiellement trouvées dans
[Rac78] et [RY86].

Définition 3.4 (Chemin et effet) :

Soit (X, ¥, A, @, qo, ) un SAVE de dimension k. Un chemin de longueur m a
partir de (g, ) est une séquence de paires (q,W1),(q2, Wa), - .., (¢m, Wy) telle
que

B (qlau_j\l) = (Q76)7
~Viavecl1<i<m.q € Qetw;, € Z",

—Viavecl <1 <m. q; — (qi+1,u7i+1 <:>1DZ) € 0.
L’effet d’'un chemin est le vecteur 1, <.

Intuitivement, un chemin est une séquence de transitions qui ne respecte pas la propriété:
chaque vecteur qui apparait dans la séquence ne contient pas des composantes négatives.

Définition 3.5 (vecteurs et chemins bornés) :

Soit @ € Z* et 0 < i < k. Le vecteur & est appelé i borné ssi Vj avec 1 < j <
i. W(j) > 0. Pourunr € IN* tel que 0 < w(j) < r pour 1 < j < i, W est appelé
i-r borné. Un chemin d’un SAVE est appelé i borné (resp. i-r borné) si tous les
vecteurs contenus dans le chemin sont ¢ bornés (resp. i-r bornés).
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Remarque: Pour un chemin & borné (q;, ), (q2, Ws), - .. , (¢m, W) d'un SAVE a k
dimension a partir de la configuration initiale nous avons (qi, ;) ~ (go, Ws) ~ ... ~
(Gms, Wy,). Un chemin k& borné correspond donc a une séquence de transitions.

Définition 3.6 (i boucle) :

Une 7 boucle est un chemin (g1, @), ... , (¢m, Wm) oW ¢1 = G et Wi(j) = T ())
pour tout j avec 1 < 75 <.

Nous pouvons donner maintenant notre résultat principal sur les SAVE.

3.2.2 Probleme de répétition d’un état de controle

Dans cette partie nous obtenons une borne supérieure de la complexité en espace du
probleme suivant:

Probléme 3.1 :

Soit (3, ¥y, A, Q, qv, 0) un SAVE. Est-ce qu'il existe une séquence de transition
a partir de la configuration initiale qui visite infiniment souvent un état de
controle ¢ € () donné?

Du fait que < sur IN¥ est un bel ordre (il n’y a pas de séquences infinis ¥y, ¥, . .. avec
U; £ ¥; pour tout ¢ < j), le probleme 3.1 est équivalent au probleme:

Probléme 3.2 :

Soit (X, ¥, A, @, qv,0) un SAVE et ¢ € @ un état de controle. Est-ce qu'ils
existent des configurations (g, ), (¢, ") telles que (qo, Vo) ~* (¢, W) ~7T (g, &)
et W' > w?

Ce probleme est tres proche du probleme de couverture et du caractere non-borné d’un
réseau de Petri (voir [Rac78]). En effet, si nous considérons un SAVE avec un état et si
nous remplacons la condition @' > & par @' > @, nous obtenons une condition nécessaire
et suffisante pour le caractere non-borné d’un réseau de Petri. Ainsi, pour obtenir une
borne supérieure de notre probleme nous adaptons la preuve d’une borne supérieure de la
complexité du probleme de couverture [Rac78]. Nous avons besoin d’une borne supérieure
paramétrée par le nombre d’états du SAVE. Nous suivons donc ’approche de Rosier et
Yen [RY86] qui analysent en détail le probleme du caractére non-borné pour les réseaux
de Petri et les SAVE.

Nous nous intéressons a la complexité en espace du probleme 3.2. Par conséquent, nous
montrons que s’il y a une séquence de transitions qui satisfait la propriété du probleme 3.2,
alors il y a une séquence de transitions d’une certaine longueur qui la satisfait. Alors, il
suffit de tester si dans toutes les séquences jusqu’a cette longueur il y en a une qui satisfait
la propriété. Nous montrons qu’il y a une borne supérieure sur la longueur par induction
sur la dimension du SAVE. Nous montrons qu’il y a une borne supérieure pour les chemins
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qui sont “corrects” (dans le sens de ~») pour les premiéres i dimensions, c.-a-d. qui sont i
bornés. Finalement, nous obtenons une borne pour les chemins k£ bornés qui correspondent
a des séquences de transitions.

Pour commencer, considérons un SAVE (3, ¢, A, @, qo,0) a k dimensions et n états.
Nous supposons que les valeurs absolues des composantes des vecteurs de A sont inférieures
a l. Soit q € Q.

Définition 3.7 (chemin qui répéte ¢) :

Un chemin qui répéte q a partir de (¢/, ') dans un SAVE est un chemin & partir
de (¢',7) de la forme (g1, @), (¢2, Wa), - - . , (Gm, W) tel que 5. 1 < j < m avec
4 =4, gm = q €t Wy, > 0.

Un chemin k borné qui répete ¢ est une séquence de transition qui satisfait la propriété du
Probleme 3.2.
Nous avons besoin de la définition suivante dans les preuves de cette section.

Définition 3.8 (Elimination d’une i-boucle dans un chemin) :

Soit p = (q1, 1), (g2, W), . . . , (¢m, Wy,) un chemin avec une i boucle de la forme
(g1, Dj,), -, (g, Wj,) avec 1 < ji < jo < m. Alors, le chemin o' ou la boucle
est éliminée est donné par

! _ — — —/ —/
P = (QI; wl)) SRR (qu wjl)’ (qj2+17 wj2+1)7 RN (Qma wm)
o pour j avec jp +1 < j < m, nous avons ; = 1, &, + ;.

Remarque: Dans un chemin o avec une ¢ boucle, les états et les ¢ premieres composantes
des vecteurs qui ne font pas partie de la boucle ne changent pas en éliminant la boucle.

Définition 3.9 (Fonction m) :

Soit i avec 0 < i < k. Pour chaque paire (¢, %) avec ¢’ € Q et 7 € Z*, m(i, (', 7)
est la longueur du plus petit chemin ¢ borné a partir de (¢/, ¥) qui répete ¢, si
un chemin i borné existe, sinon m(i, ¢', ¥) est égale a 0.

Définition 3.10 (Fonction f) :
Soit f(i) = max{m(i,q,v) | ¢ € Q,7 € Z*}.

Remarque: Cette définition ne dépend pas de I’état initial et du vecteur de début du
SAVE.

Nous montrons une borne supérieure sur f(i) par induction. Au bout du compte, nous
sommes seulement intéressés par f(k).

Pour la preuve du pas d’induction nous avons besoin d'une borne supérieure sur la
longueur des chemins i-r bornés qui répetent ¢ dans le SAVE (X, %, A, @, qo,9). Pour
montrer cette borne nous utilisons un lemme de la programmation linéaire, qui montre
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pour un certain type de systeme d’équations que s’il y a une solution de ce systeme, il y a
une solution ot les valeurs des variables sont bornées. Ce lemme est de [Rac78] et la preuve
se trouve dans [BT76].

Lemme 3.9 :

Soient dy,d, € INT et B une d; x d, matrice d’entiers. Soient b une d, x 1 matrice
d’entiers et d > dy une borne supérieure sur les valeurs absolues des entiers de
B et b. il existe un vecteur ¥ € IN% qui est une solution de B# > b, alors
pour une constante ¢ indépendante de d, dy, ds, il existe un vecteur 7 € IN® tel
que BT > bet (i) < d°“ pour tout i,1 < i < dy.

Lemme 3.10 :

S’il existe un chemin i-r borné a partir de (¢, ¥') qui répete ¢, alors il existe un
chemin i-r borné & partir de (¢’, 7) qui répete ¢ avec une taille < (rnl)**, ou ¢
est une constante indépendante de r, [, k et n.

Preuve:

La preuve est proche des preuves similaires de [Rac78] et [RY86]. Nous appelons p le chemin
i-r borné a partir de (¢, ¥') qui répete q avec p = (q1, W), ... , (¢m, Wy). Puisque p répete
¢ nous pouvons obtenir deux chemins p; et py tels que p; = (q1, 1), ..., (g, Wm,) avec

Umo = q €t P2 = (g Wing) - - - (Gmy W) OU Gy = q €t Wy, > Wy, Nous pouvons supposer
que p; n’est pas plus long que r'n < r¥n, parce que sinon il y aurait deux paires (g, , ;,)
et (g;,,W;,) avec 1 < j; < jo < myg telles que ¢;, = g¢j,, et W, et w;, s’accordent sur
les premieres ¢ composantes. Dans ce cas nous pourrions obtenir un nouveau chemin plus
court qui serait i-r borné et qui répéterait ¢ en éliminant de p; la ¢ boucle entre (g;,, ;)
et (¢;,, W;,). Cela ne changerait pas la propriété ,, > .

Pour obtenir une borne supérieure sur la longueur de p; nous montrons essentiellement,
comment éliminer les ¢ boucles. Nous ne pouvons pas appliquer la méme technique utilisée
pour p;, parce que nous devons assurer que la propriété w,, > W, est toujours vraie apres
élimination d’une boucle.

Le chemin p; peut étre décomposé en plusieurs ¢ boucles et le reste du chemin, appelé ps,
tel qu’aucune paire (g;, w;) faisant partie d’une ¢ boucle, n’apparait en ps;. Cela garantit
que chaque boucle peut toujours étre exécutée apres élimination des autres boucles. La
taille de p3 est strictement inférieure & (r*n +1)2. Si elle était plus grande, nous pourrions
toujours trouver une autre ¢ boucle telle qu’aucune paire dans la boucle n’apparait en
dehors de la boucle.

La taille d’une i boucle peut étre choisie inférieure ou égale & r'n < r¥n. Les effets des
boucles sont donc la somme d’au plus r¥n vecteurs qui ont des valeurs absolues d’au plus
[. Par conséquent, il y a au plus (2 - Ir¥n + 1)F d’effets de boucles différents. Appelons les
effets de boucles différents [;.

Du fait que py est un chemin qui répete ¢, nous savons que le systeme d’équation
nyly + -+ npl, + e(ps) > 0, ot e(ps) est Veffet de ps, a une solution dans IN?.
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En posant d = max(I(rfn 4+ 1)2, (2 - Irfn + 1)) et d; = k et en utilisant le Lemme 3.9
nous voyons qu’il y a une solution avec pour tous les j, n; < (Irn)* pour une certaine
constante ¢. Cela nous donne une borne sur le nombre de fois une certaine boucle doit étre
exécutée. Grace a la construction de p3 chaque boucle avec n; > 0 peut étre exécutée a
partir d’une paire de p3. Par conséquent nous pouvons construire a partir de p3 un chemin

i-r borné qui répete ¢ avec une taille < (Irn)*r*n + (rfn + 1)% + r¥n < (Irn)*" . 0
Finalement, nous sommes en mesure d’établir par induction une borne supérieure pour
f(@).

Lemme 3.11 :

f(0) < (I*n)* pour une constante ¢ indépendante de [, k et n.

Preuve:

Ce lemme se déduit du Lemme 3.10 et du fait qu'un chemin 0 borné qui répete q est tri-
vialement un chemin 0-1 borné qui répete q. O
Lemme 3.12 :

Vi > 0. f(i+1) < (I’nf(i))*¥ pour une constante ¢ indépendante de [, k et n.

Preuve:
Considérons un chemin quelconque i+1 borné a partir de (¢',7) qui répete g. Ce chemin
est donné par p = (q1, W) ... (¢m, Wyn). Nous considérons deux cas:

— Cas 1: Si p est (i+1)-If(i) bornée, alors avec lemme 3.10 il existe un chemin i+1
borné qui répete ¢ avec taille < (I*nf(i))*".

— Cas 2: p n’est pas (i+1)-1f (i) borné. D’abord, nous pouvons construire facilement un
chemin p' = pp; tel que (gm, Wy)p1 est (i+1) borné et répete q. p n’est pas (i+1)-
[f(i) borné. Donc, il existe un premier point mg sur ce chemin, ou le vecteur n’est
pas [f(i) borné. Sans perte de généralité nous supposons que Wy, (i + 1) > [f(i) et
(Gmg> Wing) - - - (Gm, W) p1 (appelé py) est un chemin (i+1) borné a partir de (¢ng, Wi, )
qui répete q.

Par ailleurs, nous pouvons supposer que mo < (1f(z))""'n, parce que sinon il y aurait
deux paires (g;,,%;,) et (g;,,W;,) avec 1 < j; < jz < mg tel que ¢;, = gj, et W,
et w;, s’accordent sur les premieres i+1 composantes. Et nous pourrions obtenir un
nouveau chemin i+1 borné qui répete ¢ en éliminant de p la boucle entre (g;,, W;,)

et (qj27 w]é)'
Parce que py est un chemin (i41) borné qui répeéte g, il est trivialement un chemin
1 borné qui répete ¢. Donc, en utilisant I’hypothese d’induction il y a un chemin ¢
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borné a partir de (g, Wn,) qui répete ¢ avec une taille < f(i). A cause du fait que
W (1 + 1) > 1f(7) et chaque transition enléve au plus [ de chaque composante ce
chemin est aussi ¢ + 1 borné.

En mettant ensemble les deux chemins nous obtenons un chemin i+1 borné qui répete

q de taille < (1f(7))n + f(i) < (Pnf(2))*.

O

D’apres les Lemmes 3.11 et 3.12 nous avons f(k) < (ln)(kc)k = (In)*"*" pour une
constante c¢. Un algorithme non-déterministe pour résoudre le Probleme 3.2 devine un
chemin a partir de la configuration initiale qui répete ¢. La longueur de ce chemin peut
étre bornée par (In)*""*" . Cet algorithme peut étre exécuté avec un espace borné par

O((log(l) + log(n))2¢ktesk)) . Dot

Théoréme 3.2 :

Etant donné un SAVE (2,0, A, @, qo,0) a k dimension avec n états, ou les
valeurs absolues de vecteurs de A sont inférieurs a [, le Probleme 3.2 peut étre
résolu en O((log(1)+log(n))2°*99(k)) espace non-déterministe avec une constante
¢ indépendante de [,k et n.

Nous utilisons ce théoreme dans la partie suivante pour prouver une borne supérieure sur
le probleme de model-checking des réseaux de Petri par rapport au p-calcul linéaire.

3.3 La borne supérieure

Dans cette partie nous donnons une borne supérieure pour la complexité en espace du
probleme de model-checking des réseaux de Petri par rapport au p-calcul propositionnel
linéaire. Ce probleme a été montré décidable par Esparza [Esp94]. Sa définition de la
sémantique d’une formule du p-calcul propositionnel linéaire est différente de la notre. Il
considere aussi des séquences finies pour exprimer des propriétés de blocages. Le probleme
de model-checking dans ce cas est réduit au probleme d’atteignabilité dans les réseaux de
Petri. Pour ce probleme il n’existe jusqu’a présent pas de borne supérieure élémentaire. Une
analyse détaillée paramétrée de la complexité du probleme d’atteignabilité reste encore a
faire. Cependant, ici nous ne considérons que le cas ot une formule définit un ensemble de
séquences infinies. Dans ce cas, ’algorithme de Esparza utilise un espace exponentiel dans
la taille (nombre de places, dimension) du réseau de Petri et un espace double-exponentiel
dans la taille de la formule. Cela vient du fait que dans ’algorithme d’Esparza ["automate
de Biichi qui correspond a la formule est considéré comme un réseau de Petri, c.-a-d. les
états de 'automate sont considérés comme des places dans un réseau de Petri. En ce qui
nous concerne, nous utilisons pour représenter les états de 'automate les états d’'un SAVE
et nous pouvons par conséquent exploiter le fait que ce sont des états et non des places.
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Cela nous permet de montrer que le probleme du model-checking exige seulement un espace
polynomial dans la taille de la formule, tout en demandant un espace exponentiel dans la
taille du réseau de Petri.

Le probleme du model-checking par rapport au p-calcul est défini comme suit:

Définition 3.11 :

Soit ¢ une formule interprétée sur ¥ et N un réseau de Petri avec alphabet X.
Le réseau de Petri satisfait la formule ¢ ssi L(N) C [¢].

L(N) C [¢] est équivalent & L(N) N [-¢] = 0. Pour résoudre ce probleme nous construi-
sons un automate de Biichi A, qui correspond a [—¢] et ensuite le “produit” entre cet
automate et le réseau de Petri. Nous avons vu dans la section 2.6.2 qu’un réseau de Petri
peut étre vu comme un SAVE avec un seul état. Le produit que nous obtenons est donc
un SAVE avec une condition d’acceptation “a la Biichi”. Nous résolvons le probleme du
langage vide pour ce SAVE en utilisant les résultats de la section 3.2.

Définition 3.12 :

Soit S = (X, %, A, @, qo, ) un SAVE avec un état et A = (X,Q', ¢}, 9, F') un
automate de Biichi. Le produit & x A est un SAVE (3, ¢, 4, Q", ¢(,0") ou

Q' =QxQ.
- Q(I), = (qﬂaq(l))a
- ((thi)aa (Q27qé)7a) € 6” ssi (‘haba Q276) € 0 et (qllaba q&) € 51'

Nous avons évidemment L(S) N L(A) C L(S x A). Maintenant, pour obtenir 'autre direc-
tion de I'inclusion nous avons besoin de mettre une condition d’acceptation sur les chemins
de § x A. Le lemme suivant se déduit facilement.

Lemme 3.13 :

Soit § = (X, %, A, @, qo,0) un SAVE avec un état et A = (Q', X, ¢}, 9", F) un
automate de Biichi. Alors L(S)NL(A) # 0 si et seulement si il y a une séquence
de transitions de S x A = (X, 0, A, Q", g7, 0") a partir de I’état initial qui visite
infiniment souvent un état ¢” = (¢,¢’) ou ¢’ € F.

En utilisant ce lemme, nous voyons que pour résoudre le probléeme du model-checking pour
un réseau de Petri N qui est un SAVE S avec un état et une formule ¢, nous devons
résoudre quelques instances du probleme 3.2 pour le SAVE S x A_,.

Dans la section 3.2 nous avons donné une borne supérieure pour la complexité en
espace du probleme 3.1. Le probleme est logarithmique dans le nombre d’états de controle
du SAVE, parce que l'algorithme qui résout le probleme d’une maniere non-déterministe
devine les chemins qui répetent g. Nous savons que la taille de I'automate de Biichi A,
qui correspond a la formule du p-calcul linéaire ¢ peut étre exponentielle dans la taille de
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la formule. Si nous devons construire tout cet automate, nous aurions besoin d'un espace
exponentiel dans la taille de la formule. Mais, si nous pouvons construire ’automate “a la
volée”, nous obtenons un algorithme de model-checking, qui est polynomial dans la taille
de la formule.

“A la volée” veut dire qu'étant donné ¢, l'algorithme calcule 'information sur A,
seulement quand elle est utilisée dans I’algorithme pour résoudre le Probleme 3.1. L’algo-
rithme devine un état répété r et essaie de construire d’une maniere non-déterministe une
séquence de I’état initial vers r et une séquence de r vers r. Pour chaque pas de ’algorithme
nous n’avons besoin de mémoriser que trois états de 'automate (1’état r, ’état courant et
un possible successeur). Le Théoréme 3.2 donne une borne supérieure sur le nombre de pas
nécessaires. Ce nombre peut étre mémorisée dans un espace polynomial dans la taille de
la formule.

Pour montrer que nous pouvons construire \A-, & la volée nous devons montrer (voir
[VW94]) qu’une description d’un état de A, a besoin au plus d’un espace polynomial et
que toute l'information sur 'automate (Est-ce que deux états sont reliés par 67, Est-ce
qu’'un état donné est répété?, etc.) peut étre calculée en espace polynomial.

Nous prouvons cela par une inspection soigneuse de la construction de A-,. Le lemme
3.5 montre qu'une description d’un état de A, a une taille polynomiale. En plus, tous les
pas de la construction (déterminisation, intersection) peuvent étre effectués a la volée en
espace polynomial.

En utilisant le théoréme bien connu de Savitch [Sav70] nous pouvons éliminer le non-
déterminisme dans le Théoreme 3.2 et nous obtenons les deux théoremes suivants. La taille
d’un réseau de Petri est définie comme le nombre de places (dimensions).

Théoréme 3.3 :

Le probléeme de model-checking des réseaux de Petri par rapport au pu-calcul
linéaire peut étre résolu en PSPACE déterministe dans la taille de la formule.

Théoréme 3.4 :

Le probleme de model-checking des réseaux de Petri par rapport au pu-calcul
linéaire peut étre résolu en espace O(2°°9(")) déterministe pour une constante
c ou n est la taille du réseau de Petri.

Du fait que les processus BPP sont strictement moins expressifs que les réseaux de
Petri nous obtenons les mémes bornes supérieures pour les processus BPP. Dans le chapitre
suivant nous allons montrer que nous ne pouvons essentiellement pas faire mieux.

3.4 La borne inférieure

Dans cette section nous montrons que le probleme du model-checking de processus BPP
par rapport a LTL est EXPSPACE-difficile dans la taille du systeme et PSPACE-difficile
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dans la taille de la formule. La définition de LTL est donné dans la section 4.1.

Théoréme 3.5 :

Le probleme du model-checking de processus BPP par rapport a LTL est
PSPACE-difficile dans la taille de la formule.

Preuve:
Cela se déduit directement du fait [Var96] que le model-checking de systeme d’états finis
est PSPACE-complet dans la taille de la formule. 0

Nous utilisons le probléeme suivant pour obtenir une borne inférieure dans la taille du
systeme.

Probléme 3.3 :

Soit (X, ¥y, A, @, qo,0) un SAVE & k dimensions tel que les vecteurs dans A
n’ont que des composantes <1,0 and 1 et soit ¢ € () un état de controle. Est-ce
qu'’il n’existe pas une séquence de transition (qo, 7)) ~ (¢, ¥) pour un ¥?

Nous pouvons montrer que ce probleme est EXPSPACE-difficile dans la dimension du
SAVE. Ce fait se déduit d’un résultat de Lipton [Lip76], qui montre essentiellement qu’il
existe un réseau de Petri de dimension n tel que les vecteurs dans A ont seulement des
composantes de valeurs <1,0 et 1, qui peut simuler correctement un compteur de valeur
0 & 22", Par conséquent, pour chaque machine de Turing qui utilise un espace borné par
2" nous pouvons construire un SAVE tel que ¢ n’est pas atteignable si et seulement si la
machine de Turing accepte. Cela peut eétre fait en simulant la machine de Turing par une
machine & 3 compteurs comme dans [RY86]. Avec les résultats dans la section 3.1.3 nous
obtenons:

Théoréme 3.6 :

Probleme 3.3 est EXPSPACE-difficile dans la dimension du SAVE.

Maintenant, nous pouvons prouver le théoreme suivant ou la taille d'un BPP est définie
comme le nombre de dimensions.

Théoréme 3.7 :

Le probleme du model-checking BPP par rapport a LTL est EXPSPACE-
difficile dans la taille du systeme.



3.4 : La borne inférieure 63

Preuve:

Nous montrons que le Probleme 3.3 est réductible en temps polynomial au probleme de
model-checking des BPP par rapport a LTL. Nous construisons a partir d’'un SAVE donné
un BPP P et une formule ¢ de LTL, tel que P satisfait ¢ ssi ’état de controle ¢ dans le
SAVE ne peut pas étre atteint.

Posons un SAVE S = (X, 4y, 4, @, qo, ) & k dimensions tel que les vecteurs de I’ensemble
d’addition A n’ont que de composantes de valeur <1,0 et 1 et soit ¢ un état de controle. Les
étiquettes des transitions ne sont pas importantes pour notre construction. Nous pouvons
supposer que toutes les transitions sont étiquetés différemment. Les vecteurs des transitions
dans S peuvent contenir plus qu’'une composante avec valeur <1. Dans un processus BPP,
chaque transition contient au plus un <1. Nous divisons donc chaque transition 7 contenant
m composantes de valeur <1 en m transitions, telles que chacune de ces transitions contient
seulement une composante <1 et tel que l'effet global de I'exécution de ces transitions est
le méme que celui de 7.

Par exemple, ¢ — (¢o, (&1, 41,1, 1,0)) est remplacée par ¢ — (g3, (<1,0,0,1,0)),
qs — (Q4, (0, <1,0,0, 0) et g4 — (QQ, (0, 0,<1,0, 0))

Les états de controle intermédiaires (ici g3 et ¢4) n’apparaissent pas ailleurs dans le
SAVE construit. En sus, nous ajoutons une transition ¢ N (q, 6) au SAVE qui ne peut étre
exécutée que si ¢ est atteignable. Appelons le SAVE ainsi construit §’. La construction est
polynomiale dans la taille de S.

S’ peut étre obtenu comme un produit d’un processus BPP P et d'un automate fini Ag.
L’automate Ag représente la structure de controle du SAVE, donnée par les transitions
sans vecteurs, tandis que le BPP P est donné par le SAVE, ou tous les états de controle
sont confondus en un seul. Puisque toutes les transitions sont étiquetées différemment,
nous pouvons construire une formule de LTL ¢ = (“chemin de As” = O=t) qui a comme
modele toutes les séquences d’étiquettes de transitions qui, si elles sont des chemins de
lautomate As ne contiennent jamais ¢.

Finalement, nous avons P satisfait ¢ si et seulement si il n’y a pas de séquence de
transitions dans S tel que (qo, ¥y) ~ (¢, ?) pour un #. 0

Un corollaire simple du Théoreme 3.7 est que le probleme du model-checking de réseaux
de Petri par rapport au p-calcul linéaire est aussi EXPSPACE-difficile.
Avec les résultats des chapitres 3.3 et 3.4 nous obtenons le théoreme suivant:

Théoréme 3.8 (Résultat principal) :

Le probleme du model-checking de BPP et des réseaux de Petri par rapport a
LTL ou le p-calcul linéaire est EXPSPACE-complet dans la taille du systeme
et PSPACE-complet dans la taille de la formule.

Remarque: Il reste un écart entre la borne inférieure qui est dans O(2°") et la borne
supérieure qui est dans O(2¢%°9(™). Cet écart est le méme que pour le probléme du caractére
non-borné.
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Chapitre 4

La logique temporelle linéaire
contrainte

Dans ce chapitre nous introduisons la logique temporelle linéaire CLTL (Constraint
Linear Temporal Logic). CLTL est une extension de la logique temporelle linéaire LTL
introduite par Pnueli [Pnu77].

Il est bien connu que LTL définit exactement la classe des w-langages sans hauteur
d’étoile [Tho79, Wol83] et est par conséquent moins expressive que des logiques comme
ETL [Wol83] et le p-calcul linéaire. Pour obtenir le pouvoir expressif de ces logiques nous
étendons LTL avec la possibilité d’ajouter des contraintes de motif, c’est-a-dire on peut
exiger que la séquence a partir d’un certain point doit étre incluse dans un langage fini.
Par exemple, la formule u.0A" exprime la propriété que chaque séquence fini a partir de
I’état courant (représenté par u) doit étre dans le langage de A.

Nous avons choisi cette fagon d’étendre LTL parce que cela nous permet d’une maniere
facile d’introduire les constructions pour pouvoir exprimer des propriétés non-régulieres.

Pour exprimer des propriétés non-régulieres nous utilisons des variables de comptages,
a qui sont associées des formules propositionnelles. Ces variables sont utilisées pour définir
des contraintes linéaires sur le nombre de fois les formules propositionnelles correspondantes
sont satisfaites dans la séquence. Par exemple, dans la formule [z : w1,y : ). Oz < y),
la construction [x : 7,y : o] associe m & x et mp & y. La variable x (resp. y) va compter
le nombre de fois que 7; (resp. my) est satisfaite dans la séquence. Et la formule est vraie
s’il existe un point dans la séquence ou le nombre de fois que w9y est vraie est supérieur au
nombre de fois que 7 est vraie.

Nous appelons ALTL I'extension de LTL avec les contraintes de motif seulement. Nous
montrons que ALTL a le méme pouvoir expressif que le p-calcul propositionnel linéaire (ou
les w-automates de Biichi). Nous appelons I’extension de LTL avec seulement les contraintes
de comptages PLTL (Presburger LTL).

Nous montrons que le probleme de satisfaisabilité de CLTL (et PLTL) est indécidable
(X1-dur) et le probleme de vérification de PLTL est indécidable méme pour les systémes
finis. Pour obtenir un fragment décidable nous définissons un fragment syntaxique de CLTL,
appelé CLTLg, et le fragment correspondant de PLTL, appelé PLTLg. Ces fragments
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ne sont pas fermés par négation. Nous caractérisons donc d’une maniere syntaxique les
fragments complémentaires de CLTLg et PLTLg en introduisant CLTL¢ et PLTLs. Les
fragments CLTLg et CLTL¢ sont tous les deux plus expressifs que le p-calcul linéaire et
peuvent par conséquent exprimer toutes les propriétés w-régulieres. Les fragments PLTLg
et PLTL. sont plus expressifs que LTL et peuvent donc exprimer toutes les w-propriétés
sans hauteur d’étoile.

Pour ces fragments nous obtenons des résultats de décidabilité concernant les problemes
de satisfaisabilité, de validité et de vérification. Le théoreme principal qui nous permet de
déduire ces résultats est que les propriétés de CLTL¢ peuvent étre décomposées en des
propriétés w-régulieres et des propriétés dinévitabilité de comptage, c.-a-d. des contraintes
sur I’ensemble de préfixes. Le méme théoreme est vrai pour PLTL, et les w-propriétés sans
hauteur d’étoile. Avec cette décomposition nous pouvons transformer le probleme de la
vérification vers un probléeme du vide contraint, c.-a-d. le probleme d’existence d’un préfixe
dans un certain ensemble qui satisfait une contrainte. Nous étudions la décidabilité de ce
probleme et les techniques qui peuvent etre appliquées pour le résoudre selon des propriétés
et des systemes considérés.

Nous considérons les systemes définis dans le chapitre 2. La premiere méthode que
nous considérons est la réduction du probleme vers le probleme du vide d’un ensemble
semilinéaire. Cette réduction est possible si I'intersection du w-langage du systeme avec la
partie w-réguliere de la propriété est semilinéaire. Cela est le cas pour les automates a pile
par exemple. Leur probleme de la vérification par rapport a CLTLg est donc décidable. Le
probleme de la vérification est par conséquent décidable pour les processus BPA. De plus,
nous montrons que cette réduction n’est pas possible pour toute la classe des systemes
semilinéaires. En effet, nous montrons qu’elle ne peut pas étre appliquée pour les BPP.
Nous montrons que pour les processus PA, qui sont semilinéaires (voir le Théoréeme 2.9),
le probleme de la vérification par rapport a LTL est en fait indécidable. Par conséquent
nous introduisons une autre paire de fragments: PLTLg simple et PLTL simple et nous
montrons que le probleme de la vérification de PLTL5 simple par rapport a des processus
de PA est décidable.

Puisque les réseaux de Petri ne sont pas semilinéaires nous ne pouvons pas appliquer
la technique de réduction vers le probleme du vide d’un ensemble semilinéaire. Mais nous
pouvons réduire le probleme de la vérification de CLTLg vers le probleme d’atteignabi-
lité dans les réseaux de Petri. Le probleme de la vérification de CLTLg par rapport aux
processus BPP est donc aussi décidable.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [BEH95] et [BHI6].

4.1 La logique CLTL

Dans cette section nous définissons la logique CLTL (Constraint Linear Temporal Lo-
gic).

CLTL est une extension de la logique temporelle linéaire LTL [Pnu77] avec la possi-
bilité d’exprimer des contraintes de motif et des contraintes de comptage sur des calculs
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(séquences de transitions). Les contraintes de motif sont exprimées en utilisant les auto-
mates finis. Ils permettent de dire que le calcul a partir d’'un point dans le passé donné
correspond a un certain motif. Ce motif contraint par exemple 'ordre d’apparence d’une
certaine transition (action, événement). Les contraintes de comptage sont exprimées en
utilisant des formules de I’arithmétique de Presburger. Elles permettent de dire que le
nombre d’occurrences de certaines transitions dans le calcul apres un point fixé satisfait
des contraintes arithmétiques spécifiées par la formule.

4.1.1 Syntaxe

Nous commencons avec la définition de la logique LTL (Linear Temporal Logic) intro-
duit par Pnueli [Pnu77]. Soit P un ensemble fini de propositions de base.

Définition 4.1 (Formules de LTL) :

L’ensemble de formules de LTL est donné par:

b n= PeP[p vV OV | Uy

Un ingrédient de base de CLTL sont les formules propositionnelles composées de pro-
position de bases et des opérateurs booléens.

Définition 4.2 (Formules propositionnelles) :

L’ensemble de formules propositionnelles est donné par:

nu=PeP|-m|nVnm

Définition 4.3 (Formules de CLTL) :
L’ensemble de formules de CLTL est donné par:

pu=PeP|-¢|leVe|Opley|Ing|z:ale|f|up| A"

Nous définissons aussi deux sous-classes de CLTL, en considérant 1’extension de LTL
avec seulement les contraintes de motif soit les contraintes de comptage. La premiere sous-
classe s’appelle ALTL (Automates + LTL)

Définition 4.4 (ALTL) :
L’ensemble de formules de ALTL est donné par:

o= Pl |V | Op [ YUy [udp | A
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La deuxieme sous-classe s’appelle PLTL (Presburger LTL).

Définition 4.5 (PLTL) :

L’ensemble de formules de PLTL est donné par
Y = Pl [ 9V | O [yUy | Top | o7l | f

Notation 4.1 :

Nous utilisons les abréviations suivantes:

true

false
©1 A\ P2

PY1 = P2

gzr.go

[T1y e Xy Ty, W)

[z : mili

Dans la formule [z : 7]. ¢ (resp u.p), la construction “[z :

x (resp. u) dans la formule .

-PVP
—true
(1 V @)
EK2RA%
ﬂifr.—'gol
trueld
O

1l (1 A @2)

[z s ] [
[z c ] [
[y c ] [y

Tl
Tl
Tn].@

7].” (resp. “u.”) lie la variable

Une variable x € V peut étre liée par soit ﬁ, soit la quantification de 'arithmétique de
Presburger ou par la construction “[z : 7].”. Une variable de position u € W peut étre liée
par la construction “u.”. Nous appelons “[z : 7].” (resp. “u.”) la quantification de remise

@ zéro (resp. quantification de position).

Nous supposons sans perte de généralité que chaque variable est liée au moins une fois.
Chaque variable dans une formule est soit liée soit libre.

Définition 4.6 (F(p)) :

Soit ¢ une formule. Nous écrivons F(¢) pour I’ensemble de variables libres de

©.

Définition 4.7 (formule fermée, ouverte) :

Une formule ¢ est fermée si toutes ses variables sont liées, sinon ¢ est ouverte.
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4.1.2 Sémantique

Les formules de CLTL sont interprétés sur des séquences infinies sur Y. Les opérateurs
O, U, <, et O, sont les opérateurs next, until, eventually, et always de LTL; U est opérateur
until fermé a droite. N

L’opérateur 3 est la quantification sur les entiers positifs. Nous distinguons entre 3 et
le quantificateur 4 de 'arithmétique de Presburger puisqu’ils n’ont pas la méme portée.
La construction “[z : 7].” introduit une variable de comptage = a laquelle est associée la
formule propositionnelle 7. La variable z compte a partir de la position courante le nombre
d’étiquettes de transitions qui satisfont 7. x peut étre utilisé ensuite dans des formules de
Presburger f pour exprimer des contraintes de comptage (qui peuvent contenir plusieurs
variables de comptage). Par exemple, la formule ¢;:

¢1 =[x,y : 71, m].O(P = (v < y))

exprime le fait qu’a partir de maintenant, a chaque fois que P est vrai, le nombre de
transitions qui satisfont 7y est plus grand que le nombre de transitions qui satisfont ;.
La construction “u.” associe a la wvariable de position u la position courante sur la sé-
quence. La variable u est utilisé comme étiquette pour faire référence a sa position associée.
u peut étre utilisée pour exprimer des contraintes de motif A* qui dit que la sous-séquence
a partir de la position u doit étre acceptée par I'automate A. Par exemple, la formule ¢,

Gy = .,y : T, ). O(A" = (x < y))

exprime le fait qu’a partir de maintenant, dans chaque sous-séquence finie acceptée par A,
le nombre de transitions qui satisfont 75 est plus grand ou égal que le nombre de transitions
qui satisfont ;.

La sémantique formelle de CLTL est définie en utilisant une relation de satisfaction =
entre séquences de ¢ (avec X = 27), des positions (entiers positifs) et des formules.

Parce que des formules peuvent étre ouvertes, la relation est paramétrée par une éva-
luation E de variables de V, une fonction # qui associe a chaque variable de position ou
de comptage la position ou elle était introduite, et une fonction n qui associe a chaque
variable de comptage la formule propositionnelle correspondante.

Soit £ égal & E, 6, ou n. Alors, nous écrivons D(&) pour le domaine de . La fonction
¢ telle que D(&) = () est appelée (). Nous écrivons £[z <+ k] pour la fonction £ telle que
D(&') = D(&) U {z}, qui associe la valeur x a z et coincide avec & sur toutes les autres
variables.

Définition 4.8 (relation de satisfaction) :

Soit o € ¥¥. Pour chaque i > 0, chaque évaluation E, chaque @ (tel que Vz €
D(#),0 < 0(z) < i) et chaque 7, nous définissons (o, i) =(x,9,) ¢ inductivement
sur la structure de ¢ comme suit:
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B0 P ssi P € o(i)

(B0 TP ssi (0,1) E(mom ©

(Bom 1V P2 ssi (0,1) Emem 10U (0,1) FEmom ¢2
0. Op ssi (0,0 + 1) Emom ¢

-

—

-

-

Ewon eildps  ssi 3ji < §.(0,7) FEwom ¢2 et
Vk.i <k<j (ok) ):(E,gy,,) 1

—

-

—

(E,0,y) 3T.¢ ssi dk € IN. (0,i) Emon @ ou E' = Elx « k|

(o (@7l ssi (0,0) Emey) @ ould =0[r—ietn =nz < 7

(0,1) Ewom | ssi E' = f ou

E' = FElz+ |{j € [0(x),d] : (0,7) E n(@)}Hlzepwm)
(0,1) E(mon u-@ ssi (0,1) o @ oul = 0lu i
(0,0) Fpom A ssi o(0(u),i) € L(A)

Soit ¢ une formule fermée. Il est clair que (o, i) =g, ¢ si et seulement si (0, @) f=(,0,0)
@, et par conséquent nous écrivons simplement (o, i) = ¢. Nous écrivons aussi o = ¢ et
nous disons que o satisfait , si (0,0) = ¢.

Définition 4.9 (Sémantique d’une formule fermée) :

Soit ¢ une formule fermée. Alors [¢] := {0 € £¥ : 0 = ¢}.

Définition 4.10 (Equivalence de deux formules) :

Soient ¢; et s deux formules fermées. Elles sont équivalentes, représenté par
p1 = pa, ssi [p1] = [ia].

Définition 4.11 (satisfaisable, valide) :

Pour chaque S C X¥, ¢ est satisfaisable (resp. valide) relative a S ssi SN[e] # 0
(resp. S C [¢]), et ¢ est satisfaisable (resp. valide) ssi elle est satisfaisable (resp.
valide) relative a 3¢.

Définition 4.12 (Probléme de vérification) :

Etant donné une formule @ est un S C X le probleme de vérification est de
savoir, si ¢ est valide relative a S.

4.2 Expressivité

Dans cette section nous étudions ’expressivité de la logique CLTL. Nous considérons
d’abord 'expressivité de CLTL par rapport aux propriétés régulieres et ensuite par rapport
aux propriétés non-régulieres.
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4.2.1 Propriétés régulieres

Nous montrons que ALTL a le méme pouvoir expressif que les w-automates. Pour cela
nous montrons entre autre qu'une formule de ALTL peut étre traduite vers une formule
équivalente (modulo projection) d’une version de ETL [Wol83] (Extended Temporal Logic).
Nous donnons d’abord la définition de ETL;.

Définition 4.13 (formule de ETL;) :

Soit P un ensemble de propositions atomiques. L’ensemble de formules de ETL;
est donné par:

pu=PeP|-p|loVe|Alpr,...,¢n)

ou A(¢1, ... ,¢n) (appelé automate ETL;) est un systeme de transitions étique-
tées fini (Q, {p1,---,¥n},q,9).

Définition 4.14 (relation de satisfaction de ETL;) :

Soient o € ¥¥ et ¢ une formule de ETL;. Alors nous définissons (o,i) = ¢
inductivement comme suit:

(0,i) = P ssi P € o(i)

(0,9) E o ssi (0,4) = ¢

<0= 7’> ): 1V P2 ssi <U, Z> ): ¥1 0u <07 Z> ): 2

(0,1) = A(p1y. .. yon) ssi A(ei1,...,¢n) aun calcul l-accepteur sur o(i)o(i + 1) ---

Un calcul l-accepteur de A(py, ... , ) sur o est un calcul p € Q¥ de A(py, ..., ¢n)
tel que Vi € IN si (g;, p;,¢i+1) € 0 alors (0,4) = ;.

Cette variante de ETL s’appelle ETL; parce que la définition d’un calcul accepteur
est la looping acceptance, c.-a-d. un calcul est accepteur s’il est infini. Les notions de
satisfaisabilité, sémantique d’une formule etc. sont définies comme pour CLTL. Nous avons
le théoréme suivant [VW94]:

Théoréme 4.1 :

Pour chaque formule ¢ de ETL; il existe un automate de Biichi A tel que
[¢] = L(A) et vice versa.

Théoréme 4.2 :

Soit ¢ une formule fermée de ALTL avec un ensemble de propositions atomiques
P. Soit 3 = 27. Alors, il existe une formule ¢’ de ETL; telle que [¢] = [¢]|s
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Preuve:
Soit ¢ une formule de ALTL. Soit {Aj,...,A,} 'ensemble d’automates finis qui sont
utilisés dans . Nous supposons que les automates A; sont complets (voir le Lemme 2.6). En
plus nous supposons que pour chaque variable de position u il y a exactement un automate
A; associé tel que AY apparait dans la formule. D’abord nous observons que les opérateurs
U et O peuvent facilement étre traduit vers des formules de ETL; (voir [VW94)). Ils restent
les construction u.p et A" a traduire. Nous donnons d’abord I'idée intuitive: Nous ajoutons
des proposition atomiques a P qui indiquent quand un des automates entre dans un état
final. Nous transformons les automates A; ainsi. Ensuite pour chaque u. nous “langons”
Pautomate qui fait référence a u. Les propositions A" dans ¢ sont remplacées par une des
nouvelles propositions correspondantes. Formellement:

Soient P’ =P U {fin(A)),..., fin(A,)} et X' = 27", Pour chaque automate A; =
(Qi, 2, ¢4, 0;, F;) nous construisons un automate ETL; AL(Y') = (Q;, %', ¢4, 0!) ou &) est le
plus petit ensemble qui satisfait:

— Si (q1,a,q2) € ; et qu & F;, alors Va' € a. (q1,a’ \ {fin(A)}, q) € 6.
— Si (q1,a,q2) € 0; et gz € F;, alors Va' € a. (q1,a' U{fin(A;)}, ) € 0}

Maintenant, pour obtenir une formule de ETL; nous remplagons chaque u.¢; dans ¢ par
AlL(Z") A @1, ou A] est 'automate ETL; construit a partir de 'automate A; associé a u.
Ensuite, chaque formule de la forme AY dans ¢ est remplacé par la proposition fin(A;).
Nous appelons ¢ la formule ETL; ainsi obtenu. Il est facile de voir que [¢] = [¢]|s- En
effet, les nouvelles propositions fin(A;) imposent qu’a chaque point ou la proposition A¥
apparait, la séquence entre le point u et ce point doit étre dans le langage de A;. Puisque
les automates A; sont complets et grace a la construction des A!, il n’y a pas d’autres
contraintes imposées dans ¢’ pour les séquences a partir du point u. O

Théoréme 4.3 :

Pour chaque formule fermée de ALTL ¢ il existe un automate de Biichi A avec
[¢] = L(A) et vice versa.

Preuve:

Nous montrons d’abord que pour chaque automate de Biichi il existe une formule de ALTL
équivalente. D’apres le théoreme de McNaughton [Tho90] chaque langage w-régulier peut
etre défini par une formule de ALTL de la forme

u. \/(OOCA} A OOBY)

=1

Nous montrons ensuite que chaque formule de ALTL peut étre décrite par un automate de
Biichi. Pour chaque formule fermée de ALTL ¢, nous pouvons construire un w-automate de
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Biichi qui reconnait [¢] en construisant d’abord la formule de ETL; ¢ avec [¢] = [¢]|s en
utilisant le Théoreme 4.2. Ensuite nous construisons l'automate de Biichi A’ équivalent & ¢’
par le Théoréme 4.1. Finalement nous obtenons un automate de Biichi A avec L(A) = [¢]
en projetant A’ sur X. 0

La logique ALTL peut donc exprimer toutes les propriétés w-régulieres comme la logique
ETL [Wol83| (extended temporal logic) ou le u-calcul linéaire pTL [Var88|.

4.2.2 Propriétés non-régulieres

En utilisant les contraintes de comptages nous pouvons exprimer dans CLTL des pro-
priétés non-réqulieres, i.e. des propriétés qui ne peuvent pas étre exprimées par les auto-
mates w-réguliers.

Par exemple, considérons la propriété suivante:

Propriété 4.1 :

Etant donné une séquence infinie de transitions (événements), chaque a est
sutvi par un b, et a chaque position entre un a et le prochain b le nombre de ¢
et plus grand ou égal au nombre de d et en plus, a b le nombre de ¢ et de d est
égal.

Formellement, la propriété impose que les séquences entre deux a et b successifs soient
dans le langage

{oceX" i |o|.=lolget Vi <|ol, |0(0,7)|. > |o(0,4)|a}
Cette propriété peut étre exprimée par la formule PLTL:
O(a=[z,y,2:¢,d,b]. ((x >yUb)ANO((bAz=1)=2z=1))) (4.1)

L’introduction des contraintes de comptage permet de caractériser des langages non-
réguliers qui peuvent étre hors-contextes comme dans (4.1) mais aussi dépendant du
contexte si nous considérons des contraintes qui lient plus que 2 variables de comptages.

L’introduction des contraintes de motifs permet de contraindre l'ordre d’apparence
d’événements. Supposons par exemple que nous voulons renforcer la propriété 4.1 en im-
posant qu’entre deux a et b successifs, tous les ¢ apparaissent avant les d.

Propriété 4.2 :

Etant donnée une séquence infinie de transitions (événements), chaque a est
sutvi par un b, et a chaque position entre un a et le prochain b, le nombre de c
est plus grand ou égal au nombre de d et, a b le nombre de c et de d est égal.
Entre deux a et b successifs, tous les ¢ apparaissent avant les d.
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Cette nouvelle propriété peut étre exprimée par la conjonction de la formule de LTL
O(a = <b) (chaque a est suivi d'un b) avec la formule de CLTL:

u.[z,y:ed. DAY = (B* Az =1y)) (4.2)
ou A et B sont des automates d’états finis, tels que

L(A) =X"a(X <{a,b})"b
et

L(B) =X%a(X <{d})" (2 <{c})"D

La propriété 4.2 peut étre exprimée sans contrainte de motif puisque la contrainte de
motif utilisée peut étre exprimée en LTL. En fait, cette propriété correspond a la conjonc-
tion de la formule de LTL

O(a= QO (—dU ~cUD))

avec la formule (4.1). Puisque LTL peut seulement exprimer les w-propriétés sans hauteur
d’étoile [Tho79, Wol83]| et puisque les contraintes de comptages ne peuvent pas contraindre
lordre entre événements, 'utilisation de contraintes de motifs enrichit I'expressivité de
PLTL. B

Finalement, nous donnons un exemple de l'utilisation de la quantification V. Cette
quantification permet d'une part de mettre en relation des contraintes de comptage a des
positions différentes de la séquence et permet d’autre part d’exprimer des contraintes de
comptages sur le nombre d’occurrences d’événements dans des sous-séquences différentes.
Par exemple, considérons la propriété suivante:

Propriété 4.3 :

Chaque a est suivi d’un b, et entre deux a et b successif les sous-séquences sont
dans le langage

{oso’ : 0,0 € (¥ <{a,b,s})",|ol. = |0|q}

La Propriété 4.3 peut étre exprimée par la conjonction de la formule de L'TL:
O(a= O(~sU (s N O (slUD))))
avec la formule de PLTL:
Vn.O(a=[z,y,2:¢,db.0((sAz=n)=0(bAz=1)=y=n))) (4.3)

La variable n dans (4.3) est utilisée pour mémoriser le nombre de ¢ entre a et s et ce
nombre est comparé ensuite avec le nombre de d entre s et b.
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4.3 Reésultats d’indécidabilité pour CLTL

Dans cette section nous montrons des résultats d’indécidabilité concernant la logique
CLTL et ses sous-classes. Tous ces résultats sont basés sur le fait que dans CLTL on peut
exprimer des propriétés d’invariance de contraintes qui permettent de simuler les tests
sur zéro d’une machine & deux compteurs (machine de Minsky). Nous donnons d’abord
la définition d’une machine a deux compteurs. Il est bien connu qu’une machine a deux
compteurs peut simuler une machine de Turing.

Définition 4.15 (Machine & deux compteurs) :

Une machine a deux compteurs M est un programme d’états finis avec 2 comp-
teurs ¢; et ¢y et m € IN instructions étiquetées

S1 . comy,

S9 . COMy,
Sm—1 + COMyp_1,
Sm : halt.

Les instructions com; ont la forme

— ¢ = ¢; + 1; goto s ou

—if ¢; = 0 then goto s, sinon ¢; := ¢; &1; goto s,

L’exécution d’une machine a deux compteurs M commence avec comy, ou les deux comp-
teurs ont la valeur 0 et parcourt les instructions comme indiqué par les instructions goto.
L’exécution s’arréte si ’état halt est atteint.

Nous pouvons d’abord montrer que le probleme de satisfaisabilité de PLTL et CLTL
est “hautement” indécidable. Une définition de I'hiérarchie arithmétique peut étre trouvé
dans [Rog87].

Théoréme 4.4 :

Les problemes de satisfaisabilité de PLTL et CLTL sont Xi-complets.

Preuve:

— La satisfaisabilité d’une formule ¢ de CLTL peut étre exprimée en ¥}. La formule
Y1 exprime l'existence d’une séquence qui satisfait la formule ¢. Chaque séquence
infinie peut étre codée par un nombre fini d’ensembles infinis d’entiers qui indiquent
a quel point dans la séquence les propositions atomiques sont satisfaites. La relation
de satisfaction peut étre exprimée par un prédicat du premier ordre.



76 Chapitre 4 : La logique temporelle linéaire contrainte

— Pour montrer que le probleme est Yl-difficile nous montrons que nous pouvons co-
der le probleme de calcul récurrent (c’est-a-dire le probleme d’existence d’un calcul
qui passe infiniment souvent par l’état initial de la machine) d’une machine & 2
compteurs non-déterministe comme la satisfaisabilité d’une formule PLTL. [HPS83]
et [AH89] ont prouvé que le probleme de calcul récurrent est Ll-difficile. Etant
donnée une machine & deux compteur M, nous construisons une formule ([z;,y; :
inc;, dec;|2_,0p) A OOP ou ¢ code la relation de transition de M (le test sur zéro
est fait en comparant les deux variables de comptages x; et y;; inc¢; correspond a
I’action ¢; := ¢; + 1 et dec; a 'action ¢; := ¢; &1 et P est une proposition atomique
qui correspond a 1’état initial de la machine.

Une conséquence immédiate du théoreme 4.4 est le corollaire suivant.

Corollaire 4.1 :

Les probleémes de validité de PLTL et CLTL sont IT{-complet.

Théoréme 4.5 :

Le probleme de vérification de systeme de transitions étiquetés fini par rapport
& PLTL et CLTL est II{-complets.

Preuve:
Ce théoreme se déduit immédiatement du théoreme 4.4 puisque X¥ peut étre généré par
un systeme de transitions étiquetées fini. 0

Nous pouvons prouver I'indécidabilité du probleme de vérification pour une classe tres
simple de formules de PLTL, les propriétés d’inévitabilité de comptage.

Définition 4.16 (Propriété d’inévitabilité de comptage) :
Une propriété d’inévitabilité de comptage est une formule de la forme:

72 7). OF(T) (4.4)

Proposition 4.1 :

Le probleme de vérification de systeme de transitions étiquetées fini par rapport
a des propriétés d’inévitabilité de comptage est X%-complet.
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Preuve:

— Puisque les systemes de transitions étiquetées finis sont a branchement fini et les
contraintes de comptage dépendent seulement du passé, la vérification d’une formule
O f pour de tels systemes est semi-décidable (dans X9).

— Nous montrons que le probléme de vérification est X?-difficile en réduisant le probleme
de 'arréet d’une machine a deux compteurs déterministe. La structure de controle
d’une machine a deux compteurs peut étre vue comme un systeme de transitions
étiquetées fini S avec les étiquettes inc;, dec;, z; (i = 1,2) ou ine¢; correspond a ¢; :=
¢+ 1, dec; a ¢; := ¢; &1 et z; a ¢; = 0. Nous ajoutons en plus une boucle a 1'état
d’arrét. La sémantique d’un systeme est donnée par toutes ses séquences infinies. La
formule f décrit toutes les séquences de S qui sont un mauvais calcul de la machine
a deux compteurs ou qui atteignent I’état d’arrét. Soit ¢ donnée par:

([ws, yi + inc;, deci]?zl. S((z A (1 ©y:) #0) V ay)

ou a; est la transition qui mene vers I’état d’arrét. Les propositions atomiques z; et
a; peuvent étre codées par des compteurs pour obtenir une formule de la forme (4.4).
Par exemple pour chaque transition ¢; — ¢» nous ajoutons deux états nouveaux q1
et ¢, avec ¢y o ¢ = q % . lia;| < |da;| = 1 signifie que la prochaine transition
doit étre un a;. La proposition a; peut donc étre codée par des compteurs.

Soit S I’ensemble de toutes les séquences de calcul infini de S§. Alors nous avons ¢
est valide relative a S si et seulement si la machine a deux compteurs s’arréte.

O

Pour obtenir des résultats de décidabilité pour le probleme de la vérification nous devons
par conséquent interdire des formules de la forme (4.4). Pour cela nous introduisons des
fragments de CLTL dans la section suivante.

4.4 Les fragments de CLTL

Dans cette section nous introduisons plusieurs fragments de CLTL. Ces fragments sont
définis de facon qu’ils ne contiennent pas des formules qui causent 'indecidabilité du pro-
bleme de vérification, i.e. des formules de la forme < f. Ces fragments ne sont pas fermés par
négation. Pour chacun des fragments nous introduisons un autre fragment tel que chaque
formule dans le premier est équivalent a une formule du deuxieme et vice versa.

4.4.1 Définitions

Nous commencons avec la définition des fragments les plus expressifs, CLTLg et CLT L.
Pour décrire facilement les restrictions syntaxiques qui correspondent a ces fragments, nous
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introduisons d’abord la forme positive de formules de CLTL donnée par:
Définition 4.17 (Forme positive de CLTL) :
Une formule en forme positive de CLTL est donnée par:

¢ u= Jrp|Vep|[z:nle|flue| A | P|-P| (4.5)
eVelene | Op|Oe|oUe

Lemme 4.1 (Forme positive) :

Chaque formule CLTL a une formule équivalente en forme positive.

Preuve:
Nous prouvons ce lemme par induction structurelle en utilisant les propriétés des opérateurs
booléens et les équivalences de formules (A est 'automate complémentaire de A):

Sriwle = [r:iw) g (4.6)
U = u. P (4.7)
—AY =AY (4.8)
“Op = O¢ (4.9)
~(pilthpz) = (Ompa) V (el =) (4.10)

Les formes positives de formules ALTL (resp. PLTL) correspondent a (4.5) sans quan-
tification de remise & zéro (resp. position) et contraintes de comptage (resp. motif).

La Proposition 4.1 montre que le probleme de vérification devient indécidable des que
des formules de la forme < f sont considérées. Pour éviter ce genre de formules nous dé-
finissons le fragment CLTLy en imposant que dans (4.17) la partie droite de U doit étre
une formule de ALTL (c’est-a-dire sans contraintes de comptages). Nous admettons dans
ce fragment aussi des formules U avec la méme restriction. Nous interdisons aussi dans
CLTLp l'opérateur 3. Le fragment CLTL,, est défini de sorte qu’il caractérise exactement
les négations de formule de CLTLg. Nous définissons ensuite les fragments correspondants
pour PLTL. Dans PLTLy la partie a droite de U doit étre une formule de LTL. Finale-
ment, nous définissons les fragments PLTLg simple et PLTL¢ simple. Dans PLTLg simple
la partie a droite de U doit étre une formule propositionnelle.

Définition 4.18 (CLTLp) :
Les formules de CLTLg sont données par:
o u= Vo |z imlo | flup| A | PI=PloVe|one|Op| Op | gl | ol
ou v est une formule de ALTL.
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Définition 4.19 (CLTL,) :
Les formules de CLTL¢ sont données par:
p = Jrp|[zinle | flue| A [P =PloVelone | Op| 0¥ | dUp | ¢Uyp
ou 1 est une formule de ALTL.
Définition 4.20 (PLTLp) :
Les formules de PLTLy sont données par:
o u= Vo |[r:ale | FIPI=PloveleAe|Op|Op | oy | olly
ou 1 est une formule de LTL.
Définition 4.21 (PLTL,) :
Les formules de PLTL, sont données par:
p u= 3w llvimle | fIP]=Plovelene | Op| DY | vUe | bUp
ou 1 est une formule de LTL.
Définition 4.22 (PLTLg simple) :
Les formules de PLTLy simple sont données par:
o u= Vg |lr:ale | FIPI=PloveleAe|Op|Op | oy | olly
ou 1 est une formule propositionnelle.
Définition 4.23 (PLTL simple) :
Les formules de PLTL, simple sont données par:
p u= Jup|lriale | fIP|=PleVelene | Op |0y | pUp | yUp
ol 1 est une formule propositionnelle.

Proposition 4.2 :

Pour chaque formule fermée ¢ de CLTLg (resp. PLTLg, PLTLg simple) il
existe une formule fermée ¢’ de CLTL¢, (resp. PLTLe, PLTL, simple) telle que
[—¢] = [¢], et vice versa.

Preuve:

Par induction structurelle en utilisant les équivalences:

“(prlhips) = (B=pa) V (—pald 1) (4.11)
(p1lhpa) = (B=py) V (mpld—ipy) (4.12)
Q¢ = O (4.13)
ﬁgxxp = ﬁaj.—wp (4.14)
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4.4.2 Expressivité

Il est clair que ’ensemble de formules de ALTL en forme positive est un sous-ensemble
de CLTLg et CLTLe. Par conséquent, CLTLg et CLTL. peuvent exprimer toutes les
propriétés w-régulieres. Mais, ces deux fragments n’expriment évidemment pas les méme
classes de propriétés non-régulieres. Par exemple, (4.2) peut étre exprimée en CLTLy mais
pas sa négation.

D’une maniere similaire, PLTLy et PLTL peuvent exprimer toutes les formules de la
logique LTL et peuvent donc exprimer toutes les w-propriétés sans hauteur d’étoile. En
plus, il est facile de voir que PLTL simple peut exprimer toutes les langages w-réguliers
simples et PLTLg simple toutes leur compléments.

La méme dualité qui existe entre CLTLg et CLTL. par rapport a des propriétés non-
régulieres existe aussi entre leurs sous-fragments. Méme restreints, ses sous-fragments per-
mettent de capturer des classes significatives de propriétés non-régulieres. Par exemple, les
formules (4.1) and (4.3) sont dans PLTLg simple. Ces fragments de PLTL peuvent par
ailleurs exprimer des w-propriétés qui ne sont pas sans hauteur d’étoile en utilisant des
formules de Presburger. Par exemple, la propriété qu‘a chaque position paire, la propriété
P est vrai [Wol83] peut étre exprimer par la formule PLTLy simple

[z : true]. O((Jy. 2y = z) = P) (4.15)

La figure suivante montre les inclusions entre les logiques différentes que nous utilisons

CLTL

/

CLTLg CLTL,

N

ALTL
PLTL

PLTL, N PLTLo

/
PLTLo simple ™ . D

PLTL simple

FiG. 4.1 — Les fragments de CLTL
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4.4.3 Les problemes de satisfaisabilité et validité pour les frag-
ments

Nous avons les résultats suivants concernant les problemes de satisfaisabilité et validité
des fragments de CLTL introduit dans cette section.

Théoréme 4.6 :

Les problemes de satisfaisabilité de PLTLg simple, PLTLg, et CLTLg sont
Yl-complets.

Preuve:
La formule qui permet dans la preuve du théoreme 4.4 de coder le probleme de calcul
récurrent d’une machine a 2 compteurs est une formule de PLTLg simple. 0

Corollaire 4.2 :
Les problemes de validité de PLTL, simple, PLTL, et CLTL¢, sont IT{-complets.

4.5 La décomposition de formules CLTL

Nous montrons dans cette section que chaque propriété CLTL¢ peut étre décompo-
sée (modulo projection) en une propriété w-réguliere et une propriété d’inévitabilité de
comptage. Plus précisément, chaque propriété CLTL¢ est une union finie de projections
d’ensembles qui sont des intersections de propriétés w-régulieres avec des propriétés d’in-
évitabilité de comptage.

Cette décomposition nous permet de raisonner sur le probleme de satisfaisabilité (re-
lative) de CLTL¢ et par conséquent sur le probleme de vérification de CLTLq, puisque
CLTLg et CLTLo sont duaux (voir Proposition 4.2).

4.5.1 Forme normale

Nous définissons d’abord une forme normale pour CLTL¢ et nous montrons que chaque
formule de CLTL¢ est équivalente a une formule en forme normale.

Définition 4.24 (Forme normale pour CLTL,) :

Soit ¥ = {a1,- -+ ,an}, et pour chaque i € {1, --,n}, soit m = (Apg,. P) A
(Apga; P). Une formule de CLTL est en forme normale si elle est donnée
par la grammaire suivante:

¢ == VAT o B
pou= oz mll (WA WU AOR))) [ ud

ou ¢ et 1)’ sont des formules de ALTL sans construction “u.”.
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Proposition 4.3 (Forme normale de CLTL) :

Pour chaque formule de CLTL, il y a une formule équivalente de CLTL, qui
est en forme normale.

Preuve:

Nous montrons d’abord que il existe pour chaque formule une formule équivalent en
forme normal sans la restriction que les [Z : 7| qui apparaissent dans la formule doivent
avoir la forme [z; : m;]"_ ;. Nous prouvons le lemme sans cette restriction par induction sur
la structure des formules CLTL¢ en utilisant les regles suivantes:

u.(p1Va) = u.ppVu.ps
[ :m). o1 Ay molps =[x,y m,malo1 A o
si x différent de y et F(p1) N F(p) =0
(01loa) A (1halhipa) = (W1 A)U(p1 A pa) V (1 A Pa)U (01 A (1halh p2))

T V) = (Fr.p) V (Fr.0) (4.16)

[z : 7].(p1 \/Ncpg) = (N[x c7)ep1) V ([z: T]p2) (4.17)
[Z: 7). 3z = Fx.[¥: 7] (4.18)

[T: 7w = wu[@: 7] B (4.19)

[ = |z :truel.(trued((x = 1) A f)) (4.20)

Y = [x:true].(YU(z = 1)) (4.21)

dr.o1 A Jy.pe = Fx.Ty(pr A pg)  si x différent de y (4.22)
u.(pr Apa) = u.pr Au.po (4.23)
(4.24)

(4.25)

V(11 A ha)U(p2 A (Pulhpy)) (4.26)

Ole1 V) = Op1VOyp2 (4.27)
OFze = F2.0yp (4.28)

Olz 7y = (mA[x:7].Oplz+1/z]) V (-1 Az : 7].Op) (4.29)
OQp = [x:trueltruetd(z =1 A Qp) (4.30)
VU1V p2) = (Ue1) V (VUp2) (4.31)
YUEE.p) = . (YUp) (4.32)
WUy = oV [HUOyp)) (4.33)
YUPLV 2) = (YUp1) V ($Ups) (4.34)
WUEr.p) = . (VU) (4.35)
Wy = (bAg)v WTHOW A ) (436)

Maintenant, nous obtenons la forme normale en remplacant chaque contrainte d’occur-
rences |7 : 7] par [z; : m;]"; et en modifiant les contraintes d’occurrences en conséquence
(un x qui était lié & 7 est remplacé dans une formule f par une somme de tout les z;, tel
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que 7 implique 7;).

Exemple 4.1 :

Soient P = {P,Q} et ¥ = {{},{P},{Q},{P,Q}}. Alors m; = =P A —Q,
o =PA-Q, 713 =-PAQ et 1y, =P A Q. Pour transformer

p =ulr,y: P,Ql. (PUA" A (z < y)))

en forme normale, nous utilisons d’abord les régles (4.20) et (4.21) pour trans-
former A" et x < y en forme normale. Ensuite nous utilisons essentiellement la
régle (4.26) pour obtenir une formule équivalente en forme normale. [z,y : P, Q)]
est remplacée par [x; : ]}, et © < y par zo + x4 < 11 + 3.

Le corollaire suivant s’obtient en écrivant d’une autre maniere les formules en forme
normale.

Corollaire 4.3 :
Pour chaque formule de CLTL¢ il y a une formule équivalente de CLTL¢ qui
est une disjonction de formules de la forme:

3. wo. [ mly (Yo A WU (fo A Qua. [} s miliy. (o A (U (fL A
Ot [27" : mliey. (Y A (W U (fin A Qi1 1)) -+ +)))))) (4.37)

4.5.2 Forme normale mono-contrainte

Nous définissons une deuxieme forme normale pour CLTL,, appelée mono-contrainte
et nous montrons que pour chaque formule de CLTL, il existe une formule équivalente
dans cette forme normale modulo projection. Les formules dans la forme normale mono-
contrainte contiennent une seule contrainte arithmétique.

Définition 4.25 (Forme normale mono-contrainte) :

Soit ¢ une formule de CLTL¢ de la forme (4.37). Soit at; pour chaque j €

{0,--+,m + 1}, une nouvelle proposition atomique. Soit \; = at; A A, —
aty. Soient P! = P U U;n;[]l{atj} et ¥/ = 27", Alors, la forme normale mono-

contrainte de @, appelé ¢ est donné par:

35 uo- [ m ANJZYE (o A () A Xo) U -+ (4.38)

Ot (W A (W AN U ((/\ 95) A Ottmr- (Y1 A OApi1)))) - +-))

=0
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ou

= fil>_ Z/e) (4.39)

{=k

et les automates A dans la formule ¢ sont remplacés par des automates A’ tel

que L(A") = L(A)
Proposition 4.4 :

Soit ¢ une formule de CLTL¢, de la forme (4.37) et ¢ sa forme normale mono-
contrainte correspondante. Alors, [¢] = [?]]s.

Preuve:

Les A; sont mutuellement exclusive et a chaque variable z] est associé m; A ;. Chaque
variable z! compte donc le nombre d’occurrences de 7; exactement dans la sous-séquence
entre u; (inclue) et u;;; (exclue). Chaque contrainte de comptage f; peut donc étre dé-

placée vers la position um+1 en remplacant chaque variable de comptage z¥ dans fj, pour

k < j par la somme Ee kz O
Exemple 4.2 :
Soit
© = up.[z): m]l H(PA QU > 2§ A

OQui.[z; = milizy (Q A (P U(wy = 25 A Qug.true))))))
Alors
P = wolz) i m A Nolizi [z m A ML (P ((Q/\)\o)
Qui(QA((PAXN)U(2) > 25 Az = 25 + 23) A
Ous.(true A 0OXy))))))

4.5.3 Décomposition

Nous définissons ici la décomposition d’une formule de CLTL¢ en une formule de ALTL
et une propriété d’inévitabilité de comptage.
Définition 4.26 :

Soit ¢ une formule de CLTL¢, de la forme (4.37) et ¢ sa forme normale mono-
contrainte correspondante. Alors, soit ¢* la formule de ALTL:

wo. (Yo A (0 A XNo)U (4.40)
Ot (Ym ((@/)' /\)‘m)ﬂoum—l—l-(d)mﬁ-l AONug1)) )
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et ¢7 la formule d’inévitabilité

(2] ANEZ (2 Ama]- Oz = 1A TG N\ g5) (4.41)
j=0
La formule
fa=0E=1A37 N\g) (4.42)
j=0

est appelée contrainte caractéristique de .

Remarque: La quantification globale Jjf dans (4.38) est remplacé dans (4.41) par une
quantification 3y de Presburger.

Exemple 4.3 :

Etant donné la formule ¢ de ’exemple 4.2 nous avons
et

(,/5# = [z? CT A )\0]?:1.[21-1 cmi ANz A Oz = 1A (z? > zg A z% = zg + z%))

Proposition 4.5 (Décomposition) :

Soit ¢ une formule de CLTL¢, de la forme (4.37) et ¢ sa forme normale mono-

contrainte correspondante. Alors [] = [2*] N [7].

Preuve:

Etant donnée une séquence qui satisfait @*, les positions ug, ... , Uy,1 sont déterminées
par la validité des \;’s. La contrainte z = 1 assure en plus que les contraintes de comptages
sont testées a Upy41.- 0

Théoréme 4.7 (Décomposition) :

Soit ¢ une formule fermée de CLTL. Soit \/f:1 ¢; la formule équivalente en
forme normale. Alors [¢] = U, ([Z:]1 N [37]) |-

Preuve:
En utilisant les Propositions 4.5 et 4.4. O
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4.5.4 Satisfaisabilité et validité relative de CLTL, et CLTL

Avec les résultats obtenus dans la section précédente nous pouvons montrer

Théoréme 4.8 :

Soient S C ¥¥, ¢ une formule fermée de CLTL,, et \/f:1 ¢; une formule en forme
normale équivalente a ¢. Alors, ¢ est satisfaisable relative a S si et seulement

si Ui, (SN [gr] N [2F]) #0.

Preuve:
En utilisant le Théoréme 4.7 et les Lemmes 2.1 et 2.4. O

Nous utilisons ce théoreme pour obtenir des résultats généraux pour le probleme de
satisfaisabilite relative de CLTL p;gmona €t de validité relative de CLTLg.

Théoréme 4.9 :

Soient S C ¥¥, ¢ une formule fermée de CLTL, et \/f:1 ©; une formule en
forme normale équivalente & ¢ (d’aprés Proposition 4.3). Alors

SO[p] #0ssiFie{1,...,0. [Pref(SN[BD] N (fz) #0. (4.43)

Preuve:
D’apres le Théoreme 4.8, nous avons

SNl #0ssiTie{l,....00,5n[E]n][pF]#0

i.e., 37 est satisfaisable relative & SN[@:]. Alors, SN[@:]N[P7] # 0 ssi il existe un préfixe
fini d’une séquence o dans S N [@;] dont I'image de Parikh satisfait f5,, c’est-a-dire pour
un préfixe o(0, j) nous avons [0(0, j)] € {f3,)- .

Ce théoreme permet de réduire le probleme de la satisfaisabilité relative de formules
CLTL¢ au probleme du vide d’ensemble semilinéaire, si I'ensemble S et la formule ¢ sont
tels tous les (S N [@;])’s sont semilinéaires.

Nous obtenons les trois théoremes suivants:

Théoréme 4.10 :

Soit C une classe de w-langages sur X tel que: Pour chaque ¥’ O X, pour
chaque S € C et pour chaque langage w-régulier R, S N R est semilinéaire.
Alors, le probleme de satisfaisabilité de formules fermées de CLTL¢ relative
aux w-langages de C est décidable et par conséquent le probleme de validité de
CLTLg relative a C est décidable.
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Preuve:
En utilisant le Théoreme 4.9 et le fait que toutes les formules @ sont des formules de
ALTL, i.e [¢;] est un langage w-régulier (d’apres le Théoreme 4.3). 0

Théoréme 4.11 :

Soit C une classe de w-langages sur ¥ tel que: Pour chaque ¥' O ¥, pour chaque
S € C et pour chaque w-langage sans hauteur d’étoile R, SN R est semilinéaire.
Alors, le probleme de satisfaisabilité de formules fermées de PLTL¢ relative
aux w-langages de C est décidable et par conséquent le probleme de validité de
PLTLy relative a C est décidable.

Preuve:
En utilisant le Théoreme 4.9 et le fait que dans ce cas toutes les formules @ sont des
formules de LTL. 0

Théoréme 4.12 :

Soit C une classe de w-langages sur X tel que: Pour chaque X' D X, pour chaque
S € C et pour chaque langage w-régulier simple R, SN R est semilinéaire. Alors,
le probleme de satisfaisabilité de formules fermées de PLTL simple relative
aux w-langages de C est décidable et par conséquent le probleme de validité de
PLTLp simple relative a C est décidable.

Preuve:
En utilisant le Théoreme 4.9 et le fait que dans ce cas chaque formule [@}] est un langage
w-régulier simple. .

Théoreme 4.10 nous permets de déduire plusieurs résultats de décidabilité. D’abord
nous étudions le probleme de satisfaisabilité et validité de CLTL¢ respectivement CLTLg.
En mettant C = {3“} nous obtenons avec Théoréme 4.10:

Corollaire 4.4 :
Le probleme de satisfaisabilité de formules fermées de CLTL¢ est décidable.

Corollaire 4.5 :

Le probleme de validité de formules fermées de CLTLy est décidable.
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4.6 Le probleme de la vérification pour CLTLq

Nous considérons dans cette section le probleme de la vérification de systemes. Nous
commencons avec les w-automates a pile.

4.6.1 Vérification des w-automates a pile
Théoréme 4.13 (CLTLy vs. w-automates a pile) :

Le probleme de satisfaisabilité (resp. validité) de formules de CLTL¢ (resp.
CLTLg) relative a des langages w-hors-contexte est décidable. En particulier,
le probleme de la vérification de w-automate a pile par rapport a des formules
fermées de CLTLg est décidable.

Preuve:
En utilisant le Théoréme 4.10 et

— Les langages w-hors-contextes sont fermés par cylindrification: Soit L un langage
w hors-contexte. Dans le w-automate a pile qui définit L nous remplacons dans la
relation de transition chaque o € ¥* par toutes les o € (X')* avec |0’z = 0.

— Les langages w-hors-contextes sont fermés par intersection avec des langages w-
réguliers (Théoreme 2.3),

— Les langages w-hors-contextes sont semilinéaires (Théoreme 2.8).

Corollaire 4.6 :

Le probleme de satisfaisabilité (resp. validité) de formules de CLTL. (resp.
CLTLg) relative a des w-langages BPA et des w-langages d’automate a pile est
décidable. En particulier, le probleme de la vérification des processus BPA et des
automates a pile par rapport a des formules fermées de CLTLg est décidable.

Pour les processus BPP nous avons montré que l'intersection avec un w-langage sans
hauteur d’étoile peut donner un langage qui n’est pas semilinéaire (voir la Proposition
2.2). Par conséquent nous ne pouvons pas appliquer 1’approche précédente pour résoudre
le probleme de la vérification. Ce probleme est néanmoins décidable (voir section 4.6.3).

4.6.2 Vérification de processus PA

Dans cette section nous considérons le probleme de la vérification de processus PA.
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4.6.2.1 Résultat d’indécidabilité

Nous pouvons montrer que le Théoreme 4.13 n’est pas vrai pour toute la classe des
systemes semilinéaires. En effet, nous avons le théoreme suivant:

Théoréme 4.14 (LTL vs. processus PA)

Le probleme de satisfaisabilité de formules de LTL relative a des w-langages
semilinéaires (en particulier les PA w-langages) est indécidable. Par conséquent,
le probleme de la vérification de systemes semilinéaire par rapport a LTL est
indécidable.

Preuve:
Nous pouvons coder le probleme de 'arrét d’une machine a deux compteurs (voir section
4.3) comme le fait que 'intersection d’un w-langage sans hauteur d’étoile R avec un w-
langage S n’est pas vide. Le langage S est donné par un processus PA § = (Var, 3, A, X))
construit comme suit: S est donné par la composition parallele (sans synchronisation) de
deux processus BPA qui simulent les deux compteurs et un processus régulier qui simule
le controle fini de la machine. L’intersection avec un langage tres simple R donne ensuite
toutes les calculs “correctes” de la machine.

Soit M une machine a deux compteur avec m instructions. Nous construisons d’abord

pour chaque compteur de la machine un processus BPA qui le simule.
Soit 8 = (Var?, ¥, A, X1) pour i € {1,2} avec

- Var' = {XiaXé}a
~ ¥ = {ing;, dec;, 2},

— Les éléments de A’ sont donnés par

i~ i
- Xl = Z; 'X17
- X| =ine - Xi - X4,
- X! = dec;,

)

i~y
- X5 =1nc; - Xs.

Intuitivement, le terme X! représente la valeur zéro et le terme Xi--- X% - X! avec n X1's
représente la valeur n du compteur .

Nous simulons le controle fini de la machine par un processus régulier C = (Var¢, X¢, A€, X¥)
donné par:

- Vart={X{ :1<i<m},
— 3¢ = {inc§, dec§, 25, incs, decs, 25, halt},
— A€ est le plus petit ensemble qui satisfait:

— Si(sj:¢ = c+1; goto si) est une commande de M, alors (X; = incf- Xj) € A,
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— Si(sj: if ¢; =0 then goto sy, else ¢; :== ¢; <1 goto sy,) est une commande de
M, alors (X; = 27 - X)) € A¢ et (X; = decf - Xj,) € A°

- X = halt - X, € A°

Nous ajoutons X, = halt - X,, pour avoir des séquences infinies.
Maintenant, le processus PA § = (Var, X, A, X;) est donné par:

~ Var =Var' UVar? UVar¢ U {X,},

-Y=3lux?uxe

- A=ATUA?UA“U{X; = X]|| X?||X¢},

Soit R le w-langage sans hauteur d’étoile donné par I’expression w-réguliere
((incy.incf) + (decy.decS) + (21.27) + (ince.incy) + (decy.decy) + (29.25))" . halt”

Alors

RNL(S) #0 ssi M s’arréte

puisque R force la synchronisation entre les deux compteurs et le controle fini. 0

4.6.2.2 Résultat de décidabilité

Si nous nous restreignons aux propriétés de PLTL, simple nous pouvons néanmoins
montrer la décidabilité du probleme de satisfaisabilité relative a des w-langages PA.

Théoréme 4.15 (PLTLy simple vs. processus PA) :

Le probleme de satisfaisabilité (resp. validité) de formules fermées de PLTL
simple (resp. PLTLgy simple) relative a des w-langages PA est décidable. Par
conséquent, le probleme de la vérification de processus PA par rapport a des
formules fermées de PLTLy simple est décidable.

Preuve:

Nous utilisons les notations de la section 2.5.4. Soient & = (Var, X, A, X;) un processus
PA et ¢ une formule de PLTL simple. Soit S le w-langage de S. Soit \/f:1 ©; une formule
en forme normale équivalente a . D’apres le Théoreme 4.9 nous avons: ¢ est satisfaisable
relative a S si et seulement si

Ji€{L,..., 05 [Pref(SN[EDIN (fz) # 0
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Nous fixons un ¢ et étudions le probleme

[Pref(SOI@iDIN(fa:D # 0
D’abord nous pouvons facilement obtenir un processus & avec L(S') = S (comme dans la
preuve du théoreme 4.13 pour les automates a pile). La formule &} a la forme

(d)O A ((% N )‘0) a e O(d)m A ((d);n N )‘m)ao (d)m-}-l A D)\m-l-l))) e ))

Puisque ¢ est une formule de PLTL,, simple, nous savons que )y, ... , ¥, sont des formules
propositionnelles et vy, ... 4, . | sont des formules composées de formules propositionnelles
et de Oy (ou # est une formule propositionnelle). Sans perte de généralité nous pouvons
supposer que i n’apparait que dans ., ((Ot;)Utp, est équivalente & 11U (Py A Dty )).
Par conséquent, L = [§7] peut étre écrit de la forme:

* * * w
B 10.Bj0-Boy-Biy-Bua- . Bl Bumi1- B2 11 i

avec toutes les B;; C X' et B, ;11 C ¥

Puisque f3, = (z = 1 A37. \j;9;) et z compte les Ay,1y, il suffit de considérer dans
Pref(L(S") N L) les préfixes qui contiennent exactement un b € X' tel que b = A\41. Soit
P' cet ensemble. La construction de @} implique que tous les éléments de B, ,,+; satisfont
Am+1 et tous les éléments des B;; et B;,;.; avant ne satisfont pas A,,41. I suffit donc de
montrer le lemme suivant:

Lemme 4.2 :
[P’] est semilinéaire.

Nous donnons d’abord une idée intuitive de la preuve. Nous devons caractériser I’ensemble
[P']. 11 est facile de voir qu'un élément o’ de P’ est donné par une séquence de la forme

b_1,0 00,0 bo,1 b, m+1 Om41,m+1
X1 &5 To &8 To1 S8 Ti1 - Tmgmt+l S+ 8 Tmtlmtl S Tm+1,m+2 """
(4.44)
ou
-0 = 571,000,0[)0,101,1 o 'bm,m+1
- Vi e {<:>1, e ,m}. bi,i+1 € Bi,i+1
- \V/Z - {0, ., M + ].} Ji,i c (El)* avec VJ - {0, e |0i,i| <:>1} UZ,Z(]) - Bi,i

— Le terme 7,,41,,+2 contient une variable exécutable qui est dans ’ensemble Boucle,
(voir la définition 2.60), ou 7 = Ve, (Apey P A Npgy =)
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Puisque nous sommes seulement intéressés par I'image de Parikh de P’ I'ordre dans
lequel les éléments de la séquence o’ sont produits n’est pas important. Nous construi-
sons une grammaire hors-contexte G = (Varg, X', R, S) tel que [L(G)] = [P']. G est une
grammaire qui produit les o' € P’ dans un autre ordre que S'.

L’idée derriere la construction de cette grammaire est la suivante: Les symboles non-
terminaux de la grammaire sont données par les variables de &’ avec un ensemble d’indices
qui indiquent a quel moment dans la séquence de la forme (4.44) la variable et les va-
riables générées par elle “produisent” des symboles. Par exemple une variable de la forme
[X,{(0,1),(2,2),(m+1,m+1),(m+2,m+2)}] est une variable qui produit des symboles
aux niveaux (0, 1), (2,2), (m+1,m+1) et (m+2,m+2). Le niveau (m+ 2, m+2) indique
qu’un descendant de la variable apparait dans le terme 7,11 ;;42. Dans les niveaux (7,7 +1)
(pour &1 < i < m) il y a exactement un symbole qui est produit. La variable a qui est
associée le niveau (m + 1, m + 2) doit étre une variable dans 'ensemble Boucle, .

Chaque regle du processus PA est traduit vers plusieurs productions de la grammaire
hors-contexte qui indiquent toutes les possibilités de découper ’ensemble d’indice associé
a la variable. Ce découpage doit étre compatible avec les opérateurs || et - dans les regles.

Par exemple, soit X une variable et {(0,1),(1,1),(3,3)} un ensemble d’indice. L’en-
semble {(0, 1), (1,1),(3,3)} indique que X doit produire un symbole au niveau (0, 1) et aux
niveaux (1, 1) et (3,3). Nous avons donc besoin d’une regle dans &’ pour X qui produit un
symbole a € By ;. Soit donnée une régle de la forme X = @ - (Y]|Z). Dans la grammaire il
y aura les regles

[X,{(0,1), (1,1),3,3)}] = a[Y,{(1,1),(3,3)}][Z, {(1, 1), (3,3)}]
(X {(0,1), (1,1), 3,3)}] = afY,{(1,1),(3,3)}].[Z, {(1, 1)}]
[X,{(0,1), (1,1),3,3)}] = a[Y;{(1,1),(3,3)}]:[Z,{(3,3)}]

(X, {(0,1),(1,1), 3,3)}] = a[Y, {(L, 1)}[Z,{(1,1),(3,3)}]

(X, {(0,1), (1,1),3,3)}] = a[Y, {(1,D)}.12,{(3,3)}]
[X,{(0,1), (1,1),3,3)}] = a[Y;{(3,3)}]Z, {(1, 1), (3,3)}]

(X, {(0,1), (1,1),3,3)}] = a[Y,{(3,3)}].12,{(1, D}]

Nous construisons la grammaire formellement comme suit: Nous pouvons d’abord sup-
poser que S’ est en forme normale simplifiée. Nous définissons ensuite I’ensemble de niveaux
possibles et les fonctions qui permettent de répartir les indices sur les variables en respec-
tant les opérateurs de composition parallele et séquentielle.

Soient,

Ind={(i,i+1) : &1 <i<m+1}U{(i,i) : 0<i<m+2}

J={@,i+1) : el <i<m+1}
et I C Ind. Soient seq et par deux fonctions définies comme suit:

S@q([) ::{(]1,]2) . 11U12:]/\11%®/\]2%®
A((max (L) = min(Iy) Amax(ly) ¢ J)V I NI, =0)
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et

par(l):={(I1,) : L UL=IANL#Z0ANL#ONLNLNJ =0}

Soit Te(t,I) avect € T et I C {1,...,m+ 1} définie récursivement comme suit:

Te(0,1) = {¢},
Te(X,I)={[X,I]},
Te(ri-72,1) = Ur, pyeseqn{mi™ @ 71 € Te(ri, 1) A1y € Te(12, 1)},

Te(rillm2, I) = Ui, pyeparnimiTe = 7 € Te(ri, 1) A1y € Te(rz, 1)}

Soit m=Vyep .. (Apey PN ANpgy=P). G = (Varg, X', R, S) est donnée par:

Varg ={[X,I]: X € Var' NI C Ind}.
R est le plus petit ensemble qui satisfait:

~si X; =t; € Aavec t; = al -t{ 4+ - +al, -t alors
VI C Ind avec min(I) ¢ {(m+1,m+1),(m+1,m+2),(m+2,m+2)})
Vie{l,...,m;}.
Vt € Te(t), I).
@ € Buin(ry €t min(I) ¢ .J implique
[X“]] —)g a;t
et Vt € Te(t, I \ min(I))
aj € Bin(r) implique
[Xz,f] —g a;-.t
AVI C{(m+1,m+1),(m+1,m+2),(m+2,m+2)}
VJ € {1, ,mi}.
Vt € Te(t), I).
a5 € Bun(ry et min(I) ¢ J implique
[Xz,f] —gt
et Vt € Te(t), I\ min(I))
aj € Biin(ry implique
[X“]] —g 1

— [Xi,{(m+1,m+2),(m+2,m+2)}] =g esiX; € Boucle¥,
— [Xi, {(m+1,m +2)}] =g € si X; € Bouclel,
- [Xza(m+27m+2)] —g €

—~ VI D Indavec J CINInd. S —g [X, 1]
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Nous prouvons dans la suite que pour chaque ¢’ pour lequel il existe une séquence de la
forme (4.44) il existe un mot w produit par la grammaire hors-contexte qui a le méme
image de Parikh (c’est-a-dire [0] = [w]) et vice versa.

— Soit o' € P’ tel qu’il existe une séquence de la forme (4.44). Alors nous connaissons
pour chaque variable qui est exécutée dans cette séquence le niveau dans lequel elle
est exécutée. Et nous pouvons d’une maniere évidente construire une dérivation d’un
mot dans la grammaire qui a le méme image de Parikh que o¢’. Par exemple: Soient
m = 1 et Y une variable qui permet de répéter continument 7. Considérons la
séquence suivante d’un processus PA:

X B Y|z 8 ()2 83 (xy))(v:2) & (v (v.2)

b12 bz 2

S5 (XYV)||Z &5 (YY)|Z

Cette séquence correspond a la dérivation dans la grammaire:

X =g [X,{(=1,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3), (3,3)}]
=g b1,0.[Y,{(0,1),(1,1),(2,2),(2,3)}].[2,{(1,1), (1,2), (3,3)}]
=g b10.bo1.[X,{(1,1),(2,2),(2,3)}].[Y,{(3,3)}].[Z,{(1,1),(1,2),(3,3) }]
=g b_1,0.bo,1.[X,{(1,1),(2,2)
X

2,3)}.[Y,{(3,3)}].b1,1.[Y, {(1,2)}].[Z,{(3,3)}]
=g b_1,0-bo,1-b] 1. LY {(2,3) 1Y, {(3,3) . b1,1 [V, {(1,2)}].[Z, {(3, 3)}]
=g b_1,0-bo,1.b] 1.[X ,{(2,2)}][ Y, {(2,3)}].[Y,{(3,3)}].b1,1.b1,2.[Z,{(3,3)}]
=g b_1,0-bo,1.-b1 1.[Y,{(2,3)}].[Y, {(3,3)}]-b1,1.b1,2.[Z, {(3,3)}]
=g b_10.bo;1.b7 1.b11.b1 2

’ )

J:

)

— Soit w un mot produit par la grammaire. Alors, il existe une dérivation S =g w
Par construction de la grammaire nous savons que pour chaque indice (7,7 + 1) €
J cette dérivation contient au maximum une application d’une regle de la forme
[X,I] —¢ t ou min(l) = (i,i+ 1). Nous pouvons supposer que dans cette dérivation
I’application des regles de la grammaire est ordonnée par niveaux: D’abord la regle
avec la partie de gauche de la forme [X, I] avec min(I) = (<1,0), ensuite les regles
qui ont une partie gauche de la forme [X, I] avec min(I) = (0,0) (il n’y en a peut-
étre pas), apres la regle pour [X, I] avec min(I) = (0, 1), et ainsi de suite. A partir
de cette dérivation nous pouvons facilement construire une suite de la forme (4.44)
telle que o' € P’ et [0'] = [w] en choisissant pour chaque application d’une reégle
de la grammaire la regle correspondante dans le processus &’. Les productions de la
forme [X;,{(m +1,m+2),(m+2,m+2)}| =g e, Xy, {(m+1,m+2)}] =g €et
[ Xy, (m+2,m+2)] —¢ € ne correspondent pas a ’application d’une regle du processus
S’ mais signifient que la variable de la partie gauche appartient au terme 7,11 42

O
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4.6.3 Vérification de réseaux de Petri

Nous étudions dans cette section le probleme de satisfaisabilité de formules fermées
de CLTL relative aux réseaux de Petri. Ces systémes ne sont pas semilinéaires. Nous ne
pouvons donc pas appliquer le méme raisonnement que dans la section précédente et réduire
le probleme au probleme du vide des ensembles semilinéaires. Néanmoins nous pouvons
montrer la décidabilité du probléme en le transformant au probleme d’atteignabilité des
réseaux de Petri. Ce résultat étend le résultat de Esparza [Esp94] pour les réseaux de
Petri et le p-calcul linéaire, parce que CLTLg est strictement plus expressif que le p-
calcul linéaire. En plus, CLTLy permet d’exprimer des contraintes sur les places d’un
réseaux de Petri en comptant les transitions entrantes et sortantes. Alors, le résultat peut
étre considéré comme un résultat de décidabilité pour une logique sur les marquages de
réseaux de Petri. Dans ce contexte, notre résultat est incomparable aux résultats existants
[HRY91, Jan90].

Soient N un réseau de Petri, ¢ une formule fermée de CLTL,, et \/f:1 @; la formule en
forme normale équivalente a . En utilisant le Théoreme 4.8, nous avons

LIN)N[e] #0ssiTie{L,....00, LN) N [E] N [5F] #0

ou Lm) et les 3¥’s et 37 sont définis sur le nouvel alphabet Y'. Fixons un i € {1,... ¢}
et étudions le probleme

e~

LN)N[6] N [6] # 0

Le réseau N peut étre transformé facilement dans un réseau N sur ' tel que L(N) =
L(N). Par définition de [3¥

7] nous avons

LN)NIZIN[FT#0 ssi Jo € Pref(LN) N [E]- o] = £ (4.45)

of est une formule de ALTL et nous pouvons construire un automate de Biichi A =
(84, F) tel que L(A) = [$7].

Soit N x S4 le réseau produit de N et S4 en considérant chaque état de S4 comme
une place. Chaque transition de N x 'S4 a comme source une transition de N et de S4.
Soit T, ’ensemble de transitions de N X 84 qui a comme source une transition de S4 de
la forme ¢ — ¢', avec ¢ € F'. Alors, L(N) N [[qﬁ ] est 'ensemble de séquences infinies sur X’
générées par des séquences de transitions dans N xS 4 qui contiennent infiniment souvent
une des transitions de T,

Pref(L(N) N [¢f]) peut donc étre caractérisé comme l’ensemble de séquences finies
sur X' générées par des séquences de transitions de N xS 4 qui atteignent des marquages
a partir desquels il y a des séquences infinies de transitions avec infiniment souvent une
transition de T

L’ensemble de ces marquages est semilinéaire et peut etre construit en utilisant le
résultat suivant prouvé dans [VJ85]:
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Lemme 4.3 (Valk et Jantzen) :

Soient A un réseau de Petri et ¢ une des transitions. Alors, ’ensemble M (N, t)
(voir définition 2.65) est semilinéaire et peut étre construit.

Soit L., I'ensemble semilinéaire

U Moo(./\N/ X S_A,t)

teET

Alors, avec (4.45) nous obtenons

e~

LM NIZTNIEF1#0 ssi 3o € (). IM € Loo. Mg 5, > Met 0] = f5,
(4.46)

Pour traiter les contraintes de comptages nous étendons le réseau N xS8 4 avec des
nouvelles places qui codent les variables de comptages dans f3,. A chaque nouvelle place
est associée une étiquette de X'. La place a laquelle est associé par exemple a, compte le
nombre de fois les transitions de N x 84 étiqueté par a sont tirées. Soient P# Iensemble
de nouvelles places et ./\/’f le réseau étendu. (f3,) est un ensemble semilinéaire inclus dans
IN?, si d = |[P#|. Soit {f5,)" (resp. L) ensemble de tous les marquages de /\N/jiIE dont les
projection sur P# (resp. les places de N x S4) sont dans {f5,) (resp. Loo). Les ensembles
(fz) et L. sont semilinéaires et peuvent étre facilement construit a partir de (f) et
L. Puisque la classe des ensembles semilinéaires est fermée par intersection, I’ensemble
LN {fz) est aussi semilinéaire. Il s’en suit avec (4.46) que:

LN) N[BT N[3F] £ 0 ssi Fo € (2. 3M € (LN (). Mgy = M (4.47)
Nous avons par conséquent réduit le probleme L(T/’) N [3:] N [§F] # O vers un pro-
bleme d’atteignabilité d’un ensemble semilinéaire d'un réseau de Petri, i.e. le probleme s’il
existe un marquage atteignable inclus dans un ensemble semilinéaire donné. En utilisant
le Théoreme 2.6 ce probleme est décidable et nous obtenons le résultat:

Théoréme 4.16 (CLTLg vs. réseaux de Petri) :

Le probleme de satisfaisabilité de formules fermées de CLTL, relative au ré-
seaux de Petri est décidable. Le probleme de la vérification des réseaux de Petri
par rapport a des formules fermées de CLTLg est par conséquent décidable.

4.7 Conclusion

Nous terminons ce chapitre avec un tableau récapitulatifs des résultats concernant le
probleme de la vérification.
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‘ = H LTL ‘ ALTL ‘ PLTL ‘ CLTL ‘ PLTLg simple | PLTLg ‘ CLTLg ‘
Syst. de trans. finis || oui oui non non oui oui oui
Automates a pile oui oui non non oui oui oui
processus PA non | non non non oui non non
réseaux de Petri oui oui non non oui oui oui

TAB. 4.1 — Décidabilité du probleme de la vérification
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Chapitre 5

Analyse d’automates communicants

Dans ce chapitre nous considérons le probleme de la vérification pour les automates
communicants (CFSM) introduit par Bochmann [Boc78]. Ce sont des automates finis qui
communiquent entre eux via des canaux non-bornés gérés de maniere FIFO. Ces systemes
ont le pouvoir expressif d’'une machine de Turing. Nous ne pouvons donc pas obtenir des
résultats de décidabilité pour leur probleme de la vérification. Par contre, nous pouvons
obtenir des méthodes de semi-décision. Nous appliquons la méthode de I'analyse symbolique
aux automates communicants.

Les résultats dans ce chapitre ont été publiés dans [BHI7].

5.1 Introduction

L’analyse du comportement d’un systeme se réduit souvent a un probleme d’atteigna-
bilité dans le modele du systeme. Ce modele est habituellement un systeme de transitions,
qui peut étre infini. Par exemple, si on veut vérifier que tous les comportements d’un sys-
teme sont sars, il suffit de tester si 'ensemble des états mauvais n’est jamais atteint a
partir des états initiaux. Cela peut se faire en calculant les états atteignables a partir des
états initiaux et en vérifiant que I'intersection de cet ensemble avec ’ensemble des mauvais
états est vide (voir Figure 5.1). Une autre maniere de procéder consiste a tester si l'inter-
section de ’ensemble des bons états avec ’ensemble des états a partir desquels un mauvais
état est atteignable est vide (voir Figure 5.2). Ces deux facons de reformuler le probleme
correspondent respectivement aux algorithmes d’analyse d’atteignabilité en avant et en ar-
riere. Par conséquent, le calcul des prédécesseurs ou des successeurs d’un ensemble d’états
S donné est un outil fondamental pour ’analyse des systemes.

Soient S un ensemble d’états et post(S) (resp. pre(S)) 'ensemble de successeurs (resp.
prédécesseurs) immédiats de S. Soient post*(S) (resp. pre*(S)) I'ensemble de tous les suc-
cesseurs (resp. prédécesseurs) de S. Alors, post*(S) est la limite d’une séquence infinie
croissante (X;);>o donnée par Xy = S et X;11 = X; U post(X;) pour chaque i € IN. De
maniére similaire, pre*(S) est la limite d'une séquence infinie en considérant la fonction pre
au lieu de post. En partant de ces définitions nous pouvons dériver une procédure itérative
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Fic. 5.1 — Analyse en avant

pour calculer 'ensemble post*(S) (resp. pre*(S)). Cette procédure consiste simplement a
calculer les éléments de la séquence (X;);>o et a tester si X;;; = X;. Dans ce cas, la li-
mite de la séquence est atteinte. Pour des systemes qui sont modélisés par un automate
d’état fini ces algorithmes terminent toujours, puisque les ensembles d’états X;’s sont fi-
nis. Néanmoins, plusieurs techniques symboliques ont été développées pour représenter de
maniere succincte des ensembles finis d’états de grande taille, par exemple les diagrammes
de décision binaire (BDD) [Ake78, Bry86].

Pour des systemes plus généraux qui sont modélisés par des automates avec des struc-
tures de données non-bornées (les variables entieres, les variables réelles, les piles, les files,
etc.), les ensembles X;’s sont en général infinis et il n’est pas sur que la séquence (X;);>o
converge dans un nombre fini de pas. Pour vérifier ces systemes nous devons trouver des
structures finies qui permettent de représenter les ensembles infinis d’états auxquels nous
nous intéressons. En sus, pour appliquer les algorithmes d’analyse en avant (resp. en ar-
riere) ces structures devraient étre effectivement fermées au moins par union, intersection
et par les fonctions post et pre. Pour tester si la séquence converge, nous avons besoin de
tester 'inclusion sur des ensembles d’états et nous voulons aussi tester si un ensemble est
vide. Par conséquent, les problemes d’inclusion et du vide pour ces structures doivent étre
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états

initiaux

Fi1G. 5.2 — Analyse en arriére

décidables.

Par exemple, pour des systemes qui manipulent des variables entieres ou réelles comme
les réseaux de Petri (systemes a addition de vecteurs) ou les automates temporisés et hy-
brides, des structures de représentations basées sur les polyedres convexes ou les ensembles
de contraintes linéaires ont été considérées (voir [AD94, ACH"95, BW94, ME96]). Dans
les systemes qui manipulent des structures de données séquentielles comme des piles ou des
files, les ensembles d’états (configurations) sont des vecteurs de mots. Pour ces systemes
on peut utiliser de maniere naturelle des structures basées sur les automates finis (voir
[BM96, BEM97, BG96, FWW97])

Outre les exigences sur les structures expliquées ci-dessus, nous devons considérer le
probleme de la convergence de la séquence (X;);>o. En général cette séquence n’atteint
jamais sa limite. Pour faire face a ce probléeme nous pouvons considérer [’accélération
ezacte du calcul de la limite.

Cette technique consiste a définir une autre séquence (Y;);>o telle que Y; D X et
Y, C Ude X; pour tout ¢ € IN. Ce qui veut dire que (X;);>o et (¥i);>o ont la méme
limite. Si (X;);>0, alors (Y;);>o converge aussi. Par contre, (Y;);>0 peut converger la ou
(X)i>o0 ne converge pas.
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Cette approche a été utilisée dans [BM96, BEM97] pour définir des algorithmes de
model-checking pour les automates a pile et différentes logiques temporelles linéaires et ar-
borescentes. Ces algorithmes utilisent comme structures de représentation pour les contenus
de piles les automates d’états fini (alternant). Dans ce cas il est garanti que la séquence
(Y;)iZO termine.

Pour l'analyse des CFSM Boigelot et Godefroid [BG96] (voir aussi [BGWWO97]) pro-
posent des structures, appelées Diagrammes de décision de contenu de file (QDD). Un
ensemble de contenus de plusieurs files est représenté par un automate d’états fini. Contrai-
rement aux automates a pile, I’ensemble de configurations d’'un CFSM est en général non-
régulier et par conséquent ne peut pas étre représenté par un QDD. Puisque le probleme
d’atteignabilité est indécidable le mieux que ’on puisse faire est d’utiliser des techniques
d’accélération afin d’augmenter la chance de terminaison.

Une technique d’accélération est introduite dans [BW94] pour des systémes avec va-
riables entieres. Cette technique est adaptée dans [BG96] pour I'analyse des CFSM’s. Elle
est basée sur la notion de meta-transition. Une meta-transition correspond a un circuit
dans le graphe de controle du systeme. Ce circuit doit avoir une forme spéciale. Les
successeurs ou prédécesseurs d’un ensemble d’états par une meta-transition sont donnés
par un nombre quelconque d’exécutions du circuit. Etant donné la séquence (X;);>o avec
Xo = S et X;11 = X; Upost(X;), la séquence accélérée (Y;);>o est donnée par Yy = X et
Y1 = YiUpost(Yii1) Upost;(Y;). L'ensemble post;(Y;) correspond a I'ensemble de tous les
successeurs de Y; apres autant de répétitions du circuit € que possible.

Le probleme est de déterminer pour quels circuits @ la classe des structures de représen-
tation est fermée par postj. Dans [BGI6] les circuits considérés sont restreints pour garantir
que l'image d’un ensemble régulier par post; est aussi un ensemble régulier. [ BGWWO97]
donnent une caractérisation de tous les circuits qui satisfont cette propriété.

Dans ce mémoire nous proposons une généralisation de I’approche de [BG96| en considé-
rant l'accélération exacte en utilisant tout circuit dans le graphe de transition du systeme.
Le probleme principal de cette nouvelle approche vient du fait que ’ensemble des états
atteignables par un circuit peut étre non-régulier. Par exemple, considérons un CSFM avec
2 files. Un circuit qui envoie un message a a une file et le message b a une autre, génere (en
partant de files vides) un ensemble d’états atteignables de la forme {(a*,b*) : k € IN}.
Par conséquent, nous avons besoin de structures de représentation qui sont plus expressives
que les automates finis.

Nous proposons dans la section 5.3 une structure, appelée diagrammes de décision de
contenu de files contraints (CQDD) qui combine une sous-classe des automates finis avec
des contraintes arithmétiques linéaires sur le nombre de fois que des transitions dans leurs
calculs accepteurs sont prises. Nous montrons dans les sections 5.3 et 5.4 que les CQDD’s
satisfont toutes les propriétés d’une “bonne” structure de représentation, c’est-a-dire ils
sont fermées par union, intersection, post et leur problemes d’inclusion et du vide sont
décidables. Ensuite, nous montrons dans la section 5.4 le résultat principal que les CQDD’s
sont fermés par post; pour chaque circuit . Nous montrons aussi que la classe des images
inverses des ensembles CQDD représentables est fermée par prej; pour chaque circuit 6.
Ces deux résultats nous permettent de définir des algorithmes génériques d’atteignabilité



5.2 : Les automates communicants 103

en avant et en arriere dans la section 5.5. Ces algorithmes sont paramétrés par un ensemble
de circuits. A la fin de ce chapitre nous comparons nos résultats avec d’autre travaux.

5.2 Les automates communicants

Dans cette section nous définissons les automates communicants et nous donnons quelques
notations utilisées plus tard pour ’analyse de ces systemes.

5.2.1 Définitions

Nous considérons ici une généralisation des automates communicants ( communica-
ting finite-state machines (CFSM) définis dans [Boc78]. Un automate communicant est un
automate fini qui peut envoyer et recevoir des messages sur un ensemble fini de canaux
FIFO (first in first out). Dans la définition habituelle des automates communicants, une
transition ajoute un message a la fin d’un canal ol enleve un message du début du canal.
Nous généralisons cette définition en permettant que I'automate peut ajouter et enlever
des messages de plusieurs canaux simultanément.

Définition 5.1 (Automate Communicant) :
Un automate communicant est un quadruple (S, K, %, T) ou

— S est un ensemble fini d’états de controle,

— K est un ensemble fini de canauxr FIFO, aussi appelé files,

Y est un ensemble fini de messages,

— T est un ensemble fini de transitions

Chaque transition a la forme (s, 0p, s2), ol s1 et s € S, et op est un ensemble
fini d’ opérations de canauz de la forme k;lw ou k;7w avec k; € K et w € ¥*
tel que pour chaque canal k; il y a au plus une étiquette x;lw ou k;?w dans op.

Dans notre modele, il y a une seule structure de contréle donné par S. Dans la défi-
nition d’origine de Bochmann [Boc78], il y a plusieurs automates finis. En considérant la
composition parallele de ces automates nous obtenons une structure de controle donné par
un seul automate.

Définition 5.2 (Configuration) :

Une configuration de M est un paire v = (s, ) ou s est un état de controle de
S,et @ = (wy,...,wk|) est un vecteur a |K|-dim de mots (c.-a-d. un |K|-uplet
dans (X*)E1), ot chaque w; est le contenu du canal ;. Nous écrivons Con f pour
I’ensemble de toutes les configurations de M, c’est-a-dire Conf = S x (2*)/%1.
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Définition 5.3 (Relation de transition globale) :

La relation de transition globale entre configurations est définie comme suit:
Soient v = (s,wy,... ,w|) et ¥ = (s',wi,... ,w"m) deux configurations et

soit op 'ensemble d’opérations de canaux. Alors, 7y & ~" si et seulement s'il
existe une transition (s, op, s) € T telle que, pour chaque i € {1,...,|K|},

— si k;?w € op alors ww, = w;,

— si k;lw € op alors w, = w;w,

— sinon w; = wj.

Définition 5.4 (transition exécutable, successeur et prédécesseur immeédiat) :

Soit 7 = (s,0p, s') € T une transition. 7 est dite exécutable pour v = (s, w) s'il
existe v/ = (s, ") telle que v 2 ', Dans ce cas, 7/ est le successeur immédiat
de v par 7, et v est le prédécesseur de ' par 7.

Définition 5.5 (fonctions de prédécesseurs et successeurs) :

Les fonctions de prédécesseurs et successeurs sont définies comme suit: pre_ et
post._ sont des fonctions 26 — 209/ “telles que, pour chaque ensemble C' de
configurations pre_(C) (resp. post (C)) est 'ensemble de prédécesseurs (resp.
successeurs) immédiats des configurations dans C' par la transition 7.

Définition 5.6 (pre et post) :
pre et post sont des fonctions 269"/ — 2¢°nf définies par

pre(C) =U,eppre,(€) et post(C) = U,z post.(C)

La notion d’exécutabilité peut étre généralisée facilement aux séquences de transitions,
en particulier aux circuits du graphe de transitions qui correspond a 7"
Définition 5.7 (Circuit) :

Une séquence 6 de transition de T est un circuit si elle est de la forme

(507 Opo, 51)(317 op1, 82) o (Snfla OPn,s Sn)
avec Sp = Sy,.
Définition 5.8 :

La définition de pre. and post_ est généralisée aux séquences de transitions
par:

pre = pre, o...opre_ et postﬁ___ = postTn 0...0 postT1

T1...Tn Tn
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Etant donnée une séquence de transitions ), les fonctions prej et post; sont les fer-
metures réflexives et transitives de prey et post,, respectivement. Cela veut dire, qu’étant
donné un ensemble de configurations C, pre;(C) (resp. post;(C)) est I'ensemble de pré-
décesseurs (resp. successeurs) de configurations de C' obtenus par un nombre quelconque
d’itérations de la séquence 6. Le nombre d’itérations ne peut étre supérieur a un que si 6
est un circuit.

Nous définissons les fonctions pre* et post* comme la fermeture réflexive et transitive
de pre et post. La fonction pre* (resp. post*) donne I’ensemble de tous les prédécesseurs
(resp. successeurs) d’un ensemble donné de configurations.

Définition 5.9 (Concaténation de n-uplets de mots) :

Etant donnés deux n-uplets de mots @ = (Ury ... uy) et 0= (vy,...,0,), 4.0
est le multi-mot (uy.vy, ... , uy.v,).

Définition 5.10 (out(7))

Soit 7 = (s,0p,s’) une transition d'un CFSM (S, K, X, T). Alors out(r) est le
| K |-uplet de mots (wy, . .. , wjx|) € (%)% tel que, pour chaque i € {1,...,|K|},
w; = w si k;lw € op, sinon w; = €.

Définition 5.11 (in(7))

Soit 7 = (s, op, s') une transition d’'un CFSM (S, K, X, T). Alors in(7) est le |K |-
uplet de mots (wy, ..., wk)) € (X)X tel que, pour chaque i € {1,...,|K|},
w; = w si Kk;?w € op, sinon w; = €.

Intuitivement, out(7) est la sortie du systéme vers les canaux en exécutant 7, tandis
que in(7) est l'entrée du systeme des canaux. Ces définitions peuvent étre généralisées
aux séquences de transitions: Pour 0 = 11 ---7,, out(f) = out(r)out(ny)---out(r,) et
in(0) = in(m)in(r) - - -in(1,).

5.3 Diagrammes de décision de contenu de files contraints
(CQDD)

Dans cette section nous introduisons les structures de représentation pour des ensembles
de contenus de files (ensembles de configurations d’un automate communicant). Ces struc-
tures, appelés CQDD, combinent des automates d’états finis séquentiels (c’est-a-dire sans
circuits imbriquées) avec des contraintes linéaires sur le nombre de fois les transitions dans
ces automates sont prises en acceptant un mot. Cette combinaison permet de représenter
des ensembles non-réguliers de contenus de files. sur-ensemble Nous introduisons d’abord
les automates séquentiels qui sont a la base des CQDD. Nous montrons des résultats inter-
médiaires sur ces automates qui sont utilisés plus tard. Nous définissons ensuite les CQDD
et nous montrons des propriétés de fermeture et la décidabilité des problemes de I’inclusion
et du vide.
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5.3.1 Les automates séquentiels
5.3.1.1 Définitions

Dans cette section nous définissons les structures de bases nécessaires pour représenter
des ensembles de configurations d’un automate communicant.

Définition 5.12 (Automate séquentiel) :

Un automate séquentiel (SA) sur ¥ est un automate d’états fini
A=(Q,%, q,—,{¢n}) muni d’un ensemble fini d’'indices I C IN? ol
— I C IN? tel que
~ VG, ) el.i<j<m.
= V(i,j) € I.V(ir, j1) € L. ((i1,51) # (4, 5) = (ir > j V j1 <))
— @ est un ensemble fini d’états tel que @ = {qo,q1,--- ,qm} U U(i,j)e[ P, ;
et [)i,j = {pzl,jv s prfj}a
- =C Q x X x Q est 'ensemble de transitions défini comme étant le plus
petit ensemble tel que (nous écrivons ¢ — ¢’ au lieu de (¢, a,q') €—):

1. Vie{0,... mell. e €X. ¢ > g1,
2. V(i,j) €I, si P;; # 0 alors
- Jla e ¢ = pl
-~ Vke{l,... . t;=1}. 3la e T pf; gpijl,
— dla € %. pffj 5
3. V(i,j) €I, si P,j =0 alors 3la € T avec ¢; — ¢;
4. si Py =0 et (m,m) € I alors Y C ¥. Va € X', ¢, — g

— I’état final unique est q,,.

Les automates séquentiels sont des automates qui sont des séquences de circuits. Chaque
état apparait au plus dans un circuit, sauf peut-étre le dernier état.

Exemple 5.1 :

Un automate séquentiel:

1
P22
¢ O
/\ a >b a
ot ot xfe o b g©b
qo q1 q2 qs q4
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Cet automate reconnait le langage a(aa)*b(ab)*ab(a + b)*.
Définition 5.13 (Automate séquentiel restreint) :

Un automate séquentiel restreint (RSA) est un automate séquentiel tel que le
point 4 de la définition d’un automate séquentiel est remplacé par:

4. si Py =0 et (m,m) €1 alors la € . ¢y — G-

Un automate séquentiel restreint est un automate séquentiel ou le dernier état a le
meme statut que les autres.

Exemple 5.2 :

Un automate séquentiel restreint:

1
1 P34
P2 ;
. O a = b
a b a b
® =0 =e, =0 ~(O)
qo0 q1 q2 q3 44

Cet automate accepte le langage a(aa)*b(ab)*ab(abb)*

Dans les automates séquentiels le degré de sortie des états ¢;, sauf peut-étre g,,, est au
plus deux, tandis que le degré de sortie des états dans les P; (resp. P, ;) est toujours un.

Définition 5.14 (circuit) :
Etant donné un couple (i,7) € I, le circuit défini par (i,7) est la séquence de
transitions
(Qia bi+17 qi+1) e (qula bj7 q])(QJ) a07p%)(p7ij7 alap?,j) e (pfjja Qy;, qz)

Nous appelons g; la racine de ce circuit. Le circuit formele mot b1 ... bjag . . . ay,.
Un circuit simple est un circuit défini par un couple dans I de la forme (i, 7).

L’état ¢, a un statut particulier parce qu’il peut étre la racine de plusieurs circuits,
mais dans ce cas tous les circuits doivent étre des boucles (voir Définition 2.24). Dans les
RSA T’état g, a le méme statut que les autres ¢;’s.

Des choix non-déterministes peuvent seulement apparaitre dans les états g;.

Définition 5.15 (Automate séquentiel déterministe) :
Nous écrivons DSA (resp. DRSA) pour un SA (resp. RSA) déterministe.

Les RSA’s acceptent des langages sur ¥ qui sont définissables par des expressions régu-
lieres de la forme wyviugvl - - - u, v} u,41 ot les u;’s et les v;’s sont des mots sur X tels que
seuls u; et u, 1 peuvent étre vides. Les SA’s acceptent des mots uyviugvy -« - uy(a; + ...+
ag)* ou les a;’s sont des symboles de X.
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5.3.1.2 Résultats sur les automates séquentiels

Dans cette section nous présentons quelques résultats préliminaires sur les automates
séquentiels.

Lemme 5.1 :

Soient A; un DRSA et Ay un DSA. Alors il existe un DRSA A’ tel que
L(A") = L(A;) N L(A,).

Preuve:

Soit A’ = A; x A, automate obtenu par la construction de produit d’automates classique.
Il est évident que cet automate est un DRSA (en enlevant toutes les transitions et états
inutiles). O

Lemme 5.2 :

Soit A un DRSA. Alors il existe un k£ € IN et des DSA’s Ay, ..., Ay tels que
S\ L(A) = UE_ L(4y).

Preuve:

Nous utilisons la construction classique pour la complémentation d’un automate. Pour
obtenir une union de DSA nous le modifions en ajoutant un état pour chaque lettre et
chaque état qui n’a pas de transitions sortantes avec cette lettre. Nous montrons d’abord
la construction dans un exemple:

Exemple 5.3 :

Soit ¥ = {a,b} et A donné par:

. O,
O

p r
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Alors un automate qui reconnait X* \ L(A) est donné par:

Il est évident que le langage de cet automate peut étre décrit par une union de
langages donnés par des DSA’s.

Suite de la preuve: Soit A = (Q, X, gy, —, ¢m)- Nous construisons d’abord un automate
complet A° = (Q°, %, ¢§, —¢, F') de la facon suivante:

- Q°=QU{¢JeeQAaeIA Ad € Q.q—> ('},
~ 45 = o,
— —¢ est le plus petit ensemble qui satisfait:
- =20
- VbeX. qp, —b>c Qg
Vg, € Q7 g g,
- F=Q°\ {g}

Finalement nous obtenons pour chaque état accepteur de A° un automate A; qui reconnait
le langage accepté par cet état accepteur. Cet automate n’est peut-étre pas un DSA mais
nous pouvons couper toutes les transitions qui menent vers un état a partir duquel 1’état
final n’est pas atteignable. Nous obtenons un DSA. O

Lemme 5.3 :

Soient A; et Ay deux DRSA. Alors il existe un ensemble fini de DRSA’s tel que
'union de leurs langages est égal & L(Ay) . L(A;) et il existe un ensemble fini
de DRSA’s tel que I'union de leurs langages est égal & L(Ay) N Pref(L(Ay))
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Preuve:
Soit A1 = (Q1, X, qilm'ta 1 {q}zn}) et Ay = (@2, %, qi2nit7 —2, {Q?m}) Soit Ay x Ay le produit
de A; et Ay donné par la construction classique. Soit

F={qeQ : (q,q?m) est un état de A; x Ay}

«—

Pour chaque ¢ € F, soit A{, automate qui est une copie de A; x Ay avec (g, @)
—
comme état initial et (q,q?m) comme état final et soit AY une copie de A; tel que 1'état
— —3

initial est g. Les A{, et A{ sont des DRSA’s. Clairement,

| L(AL,) = L(As) N Pref(L(Ay)

ger
et
Y 1
U L(AY) = L(Ay)™ - L(A))
ger
Ol
Exemple 5.4 :

Soit. A; donné par:

Py pi

b © b =
b
qo q
et A donné par:
pi
O
a b a

qo q1
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Alors A; x As est donné par:

O
(p1,p1)
b a
(‘h; Q1)
b b
o AL o/“\ﬂ
(qOJqO) (p(l)aQO) (‘JO;QI) (p(lbp%)

— —
et par exemple A est égal a A; et A% est donné par A; x Ay ol (qo,q1) est

I’état final.

5.3.2 Formule caractéristique

Les structures de représentation pour les ensembles de configurations d’un automate
communicant mélangent des structures d’automates séquentiels avec des contraintes li-
néaires sur les transitions. Nous avons besoin de caractériser les calculs accepteurs d’un
automate séquentiel par une formule de Presburger (la définition d’une formule de Pres-
burger se trouve dans section 2.1).

Soit A = (Q,%, g, —,¢n) un automate séquentiel. Soit X4 l'ensemble de variable
{x; : t €=}. Nous considérons pour chaque calcul p de A la valuation v, des variables de
X 4 telle que, pour chaque z; € X, v,(z) = |p/|; (p' est définie dans la définition 2.21).

Nous définissons la formule de Presburger [A] sur X4 qui caractérise ’ensemble des
valuations qui correspondent a tous les calculs de A.

Pour cela nous introduisons quelques définitions. Nous écrivons 7 pour ’ensemble de
transitions {t €— : Ji € {0,... ,m<1}. da € . t = (¢;,a,¢+1)}. Pour chaque état
q € @, nous désignons ¢ (resp. ¢~) pour I'ensemble des transitions de la forme (¢, a, q)

(resp. (¢,a,q")) pour ¢ € Q et a € X.
Définition 5.16 (Formule caractéristique) :

Soit A un automate séquentiel. La formule caractéristique de A, représenté par
[A] est donné par:

( /\ th:Z:rt)/\(l—i-z:xt:th)/\(th:1+th)

q€Q\{qo,qm } teqt teq™ teqd teqy tegh t€qm

(5.1)
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Puisque chaque calcul accepteur d’'un automate simple doit visiter au moins une fois
les états {qo, - ,¢m} le lemme suivant suit facilement.

Lemme 5.4 :

Soit A un automate séquentiel. Alors, pour chaque valuation v des variables de
X, v satisfait [A] si et seulement sl existe un calcul accepteur p de A tel que
V=",

Il est bien connu que pour chaque automate fini nous pouvons construire une formule
de Presburger caractéristique grace au théoreme de Parikh [Par66]. La formule que nous
donnons ci-dessus est plus simple et exploite la structure des automates séquentiels.

5.3.3 Structures de représentation de contenus de files

Dans cette section nous introduisons les structures de représentation pour des ensembles
de contenus de files. Ces structures combinent des automates d’états finis (automate sé-
quentiel restreint déterministe) avec des contraintes linéaires sur le nombre de fois des
transitions dans ces automates sont prises. Nous montrons ensuite des propriétés de fer-
meture et la décidabilité de I'inclusion et du probleme du vide.

Définition 5.17 (automates séquentiels avec contraintes) :

Pour chaque n > 1, un automate séquentiel avec contraintes (CSA) est un
ensemble de composantes d’acceptation C = {{ Ay, f1),... ,(Am, fm)} ol, pour
chaque 7 € {1,...,m},

— A; est un n-uplet de n automates séquentiels (A%,..., A’) sur ¥,

— f; est une formule de Presburger sur ’ensemble de variables V; qui contient
I'ensemble X; = {x; : t € T;}, ou T; est 'ensemble de toutes les transitions
des automates dans A;, i.e., T = Uj_, —

Le CSA C accepte un multi-langage a n dimensions, i.e. un ensemble de n-uplets de
mots.

Définition 5.18 (multi-langage accepté par une composante) :

Pour chaque i € {1,... ,m}, Le multi-langage d’'une composante d’acceptation
(A;, f;), noté par L((A;, f;)) est 'ensemble de n-uplets de mots (w1, ... ,w,) €
(2 ) pour lesquelles il y a des calculs accepteurs (py,...,p,) des automates
(A}, ..., A"), tels que 3(V;\ X;). f; est satisfaite par la valuation (v,,,... ,v,,)
(ie., la Valuatlon qui associe a chaque variable x, U'entier |p} ...} |;, out € T;).

Définition 5.19 (multi-langage accepté par un CSA)
Le multi-langage d'un CSA C, noté par L(C), est I'union (., L((A;, fi)).
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Notation 5.1 :

Nous utilisons ’abréviation t¢ pour la formule

N x>0 (5.2)

teT;

c.-a-d. la formule qui n’impose aucune contrainte.

Définition 5.20 (CDSA) :

Un CDSA a n dimensions est un CSA a n dimensions tel que tous ses automates
sont déterministes (DSA’s).

Définition 5.21 (CQDD) :

Un CQDD a n dimensions est un CDSA a n dimensions tel que tous ses auto-
mates sont restreints (DRSA’s).

Définition 5.22 (n-CQDD) :

Pour chaque n > 1, nous écrivons n-CQDD (resp. n-CDSA,) pour la classe de
tous les CQDD’s a n dimensions (resp. CDSA’s & n dimensions).

Définition 5.23 (CQDD définissable) :

Un multi-langage a n dimensions £ est CQDD (resp. CDSA) définissable s’il
existe un CQDD a n dimensions (resp. CDSA) C tel que L(C) = L.

Définition 5.24 (CQDD inverse définissable) :

Un multi-langage a n dimensions £ est CQDD (resp. CDSA) inverse définissable
si son image inverse, noté L%, est CQDD (resp. CDSA) définissable.

5.3.4 Expressivité

Avec des CQDD’s nous pouvons définir des langages non-réguliers. Par exemple, le
langage dépendant du contexte L; = {a"b™a™b™ : n,m > 1}. Pour définir L, nous

utilisons ’automate A; donné par la figure suivante:

a b a b
Relivivy
O =) =) =) O
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A chaque transition ¢ de A; est associé une variable x;. Ly est définie par le CQDD a
une dimension {(A;, f1)} ou f; est:

Z(g1,a,01) = Tlgz,a3) N T(ga,brge) = L(qa,byga)

Considérons le multi-langage & deux dimensions Ly = {(a™b0™a™b™, ¢™d"a™) : n,m >
1}. Pour définir ce multi-langage nous utilisons deux automates, 'automate A; défini pré-
cédemment et I’automate A, donné par la figure suivante:

c d a

c Q d Q a

O O O O
! ! ! qé

dy a; 4q;

Ly est définie par le CQDD a deux dimensions {((A;, A3), f2)} ou fo est:

T(graq) =T N T(gaq) =N N Tigdgy) =N A
T(gabg2) = M N T(gabgs) =M N T(gieq)) =M N T(ggaq) =M

Ces exemples montrent que les CQDD’s permettent d’exprimer des multi-langages non-
réguliers qui comportent des contraintes sur le nombre d’occurrences de symboles a des
positions qui peuvent étre dans le méme mot (comme dans L;), ou dans des mots différents
(comme dans Ly). Cela permet de représenter des ensembles de contenus de files ou il y a
des contraintes (arithmétiques) qui relient les contenus de files différentes.

5.3.5 Opérations de base et problemes de décision

Dans cette section, nous donnons et prouvons des résultats concernant les opérations
booléennes sur les CQDD’s.

Nous montrons d’une part que les CQDD’s sont fermés par union et intersection et
d’autre part que leur complémentation donne des CDSA’s. En plus, I'intersection d’un
CQDD avec un CDSA est un CQDD. En outre, nous montrons que les CQDD’s sont fer-
més par concaténation et dérivation a gauche. Ces deux dernieres opérations sont utilisées
pour la construction des ensembles de successeurs et prédécesseurs pour un automate com-
municant (voir section 5.4). Finalement, nous montrons que les problemes d’appartenance,
du vide et d’inclusion sont décidables.

Pour simplifier la présentation nous donnons les preuves d’abord pour le cas des CQDD’s
a une dimension et une composante d’acceptation. Alafin de chaque preuve nous indiquons
comment la généraliser aux CQDD’s a n dimensions. Toutes les preuves peuvent étre
généralisées facilement aux CQDD’s avec plusieurs composantes d’acceptations.
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5.3.5.1 Fermeture par union et intersection
Proposition 5.1 :

Pour chaque n > 1, la classe n-CQDD est fermée par union et intersection.

Preuve:
La fermeture par union est triviale (par définition). Considérons d’abord la fermeture
par intersection pour les CQDD a une dimension. Considérons les deux CQDD C; =
{(A1, 1(V1)) } et Co = {(Aq, f2(V2))} ou, pour i € {1,2}, V; est un de X; = {z; : t €—;}.
Soit Ay X A, 'automate produit de A; et Ay. qui accepte le langage L(A;) N L(A,).
(son état final unique est le couple d’états finals de A; et Ay). Cet automate est d’apres le
Lemme 5.1 un DRSA. Chaque transition de A; x Ay est composé d’une transition ¢; dans
A; et une transition ¢, dans A,. Soit (t1,t2) cette transition. Alors, il est facile de voir que
L(Cy) N L(Cy) est accepté par le CQDD:

C1 x Co = {(A1 X Ay, fi2(X12UVIUV,))} (5.3)

ot X19 = {Zy, 1) : t1 €1 et ty €2} et la formule f;, est donnée par:

f1 /\fg/\ /\ .’L'tl Z xtl,tg /\ /\ .’L'tz Z xm,tz)) (54)
t1€—1 ta€—2 ta€—2 t1€—1
Généralisation de la preuve a n dimensions:
Soit C; = {{(A},... ,A"), fi(Vi))} et Cy = {((A%, o AR f2(V2)) ) ot pour i € {1, 2}

Vi est un sur-ensemble de X; = {2, : t € U}_; —]}. Alors, L(C1) N L(Cy) est accepté par
le CQDD:

Cl X CZ = {<(A% X A%, ce A? X Ag), f1,2(X1,2 U ‘/1 U ‘/2)} (55)
ou Xy = U;”:l{x@{ by t] €= et t) €—J} et la formule f, 5 est donnée par:

fl/\fg/\/\( /\ (xt{ == Z x(t{,tJ /\ /\ t] == Z ZL‘tJl’t; (56)

I=1 tle—] the—] te—]

|

D’apres le Lemme 5.1 nous savons que le produit d’'un DRSA avec un DSA est un
DRSA. Par conséquent, la méme construction nous permet de déduire:

Proposition 5.2 :

Pour chaque n > 1, l'intersection d’un n-CQDD avec un n-CDSA est un n-
CQDD.
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5.3.5.2 Complémentation

Proposition 5.3 :

Pour chaque n > 1, le complément d'un n-CQDD est un n-CDSA.

Preuve:

Considérons le CQDD C = {(A, f(V))} ou V est un sur-ensemble de X = {x; : t €—}.
D’apreés le Lemme 5.2 le complément d’'un DRSA est un DSA i.e., L(A) peut étre écrit
comme J", L(A;) ol chaque A; est un DSA. Soit —; la relation de transition de A; et

soit X; = {x; : t €—;}. Alors, le langage L({C}) est accepté par le CDSA:

C={(A,tt) : 1<i<m}U{(A-3(V\X). )} (5.7)

Il est important ici que 'automate A soit déterministe, i.e. chaque mot a exactement un
calcul.

Généralisation de la preuve a n dimensions:

Dans ce cas, un multi-mot (wy, ... ,w,) n’est pas dans le langage d’un n-CQDD donné
si
— au moins une composante w; du multi-mot n’est pas dans le langage de "automate
pour cette composante.
— toutes les composantes w; sont acceptées par les automates correspondants mais ne
satisfont pas la contrainte f.
Formellement:

Soit C = {((A',...,A"), f(V))} out V est un sur-ensemble de X = {z, : t € Uj_; —=7}.
L(AJ) peut étre écrit comme [JI/) L(A!) ot chaque A est un DSA. Soit —7 la relation de
transition de A] et soit X = {x, : t € Uj_; —]}. Alors, le langage L({C}) est accepté par
le CDSA:

C = {((BYB?...,B"),tt):
(Vke{1,...,n}(B¥ =A¥v3je{1,...,m;}.B¥ = A]))
ATk e{l,... ,n}(B*# A"}
J {<(A17 L, AT, (VX)L )}
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5.3.5.3 Fermeture par concaténation

Dans cette section nous montrons que les CQDD’s sont fermées par concaténation.

Définition 5.25 :

Soit L, et Ly deux multi-langages a n dimensions. La concaténation de L, et
Lo, notée Ly - Lo, est 'ensemble {f € (X*)* : Ju € L. v € Ly. W = UT}.

La concaténation de deux automates séquentiels restreints A; et A, peut donner un
automate non-déterministe. Nous pouvons déterminiser cet automate et sommes confrontés
au probleme de définir une contrainte qui relie les variables associées aux transitions de
cet automate avec les variables associées aux transitions de A; et As. Nous illustrons
ce probleme avec un exemple. Soient C; = {(Ay, f1(V1))} et Co = {(As, fo(V2))} deux
CQDD’s, ol pour i € {1,2}, Ai = (Qi, %, i, —i>@4ip), €t Vi est un sur-ensemble de
X; ={x; : t €—;}. Soit A; 'automate:

O
a b
1
<2>
od@
0
c /7 N\0b cOb
4 5 g 9
a b a

O = O O

3 6 7 >O
Si nous concaténons les deux automates (en identifiant I’état final de A; avec I’état initial
de Aj) et si nous déterminisons avec la construction classique (subset construction) nous

obtenons un automate Ay ou chaque transition est un sous-ensemble de transitions de A;
et As. Notez que dans cet exemple, les sous-ensembles {2,6} et {4} apparaissent deux fois.
d a

¢ b
{47%£>{5,9}
T Yy ¢ {2b6} O e ©
c \_b/ b

(1 (2,6 ‘ @
) {9

O b =0 g =0 O
) {6} {7

{4}

et A, automate

D)
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Soit Xq = {z; : t €—4}. Pour définir L(C;) - L(C2) nous devons associer a Ay une formule
fa(Vy) (ot Vy est un sur-ensemble de X,). Etant donné un mot w € L(A,) cette formule
doit exprimer le fait qu’il existe w; € L(A;) et wy € L(Ay) tels que w = wy.wy et la
valuation induite par le calcul de w; (resp. wy) sur A; (resp. Ay) satisfait f, (resp. f2). La
formule f; doit par conséquent relier les variables X, avec les variables X et Xo.

Dans ’exemple ci-dessus considérons deux mots acceptés par Ag:

— Le mot dababacbbach € L(A;) induit une valuation des variables: xyy = x(13) =
ey = 1, Tpey = Tugy = Ty = 2, T3,y = 3 et toutes les autres variables
valent 0. Cela correspond a dabab € L(A;) et acbbach € L(A;) avec la valuation
To =3 =Xy =T5 =g =Ty =Tg =Tg=1etx; =x9=2.

— Le mot dabababacbch € L(A,;) induit la méme valuation des variables X; que le
premier mot. dabababacbch correspond a dabab € L(A4) et abacbeb € L(Ay) avec la
valuation g = r3 =g =27 =1, 11 =19 =23 =19 = 2 et x4 = x5 = 0.

Cet exemple montre qu'une valuation des variables X, peut correspondre a plusieurs
valuations des variables X; et Xs.

Nous avons besoin d'une maniere systématique de définir cette correspondance. Cela
est difficile en général parce que

— un mot w € A, peut parfois étre divisé de manieres différentes en deux mots w; et
wy tels que w = wy.wy, wy € L(Ay) et wy € L(As),

— les transitions de A; peuvent étre étiquetées par le méme sous-ensemble de transitions
de A1 et AQ,

— les transitions de A; ou Ay peuvent apparaltre plusieurs fois dans des transitions de
Ag.

Dans ce qui suit nous donnons des lemmes techniques qui montrent que nous pouvons
toujours transformer les automates A; et Ay de sorte que 'automate Ay calculé ait une
structure qui nous permette de définir facilement la correspondance entre X;,X5 et Xj.

Lemme 5.5 :

Soit C = {(A4, f(V))} un CQDD tel que I'état final de A est dans un circuit.
Alors, il existe un CQDD C" = {{A', f'(V"))} avec L(C) = L(C’) et I’état final
de A’ est dans un circuit simple.

Preuve:
Soit I I’ensemble d’indices associé a A = (@, X, go, —, {¢m }). Si le dernier circuit de A n’est
pas simple, alors il existe une paire (i,m) € I tel que les états ¢;,...,q, € @ sont dans

le dernier circuit. Un calcul accepteur visite au moins une fois ces états. Soit A” 'auto-
mate construit a partir de A en déroulant le dernier circuit jusqu’a ’état g,,, c’est-a-dire
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les états ¢;, ..., gn—1 sont copiés et la relation de transition est modifiée de telle maniere
que la premiere visite de ces états se fait en dehors du dernier circuit et I'autre dedans.
Maintenant, 1’état final de A” est dans un circuit simple. Clairement L(A) = L(A"). Soit
C'={(A", f'(V")} = C x {(A",tt)}. Puisque nous n’imposons pas de contraintes sur A"
nous avons L(C) = L(C'). L’état final de A’ est dans un circuit simple et 'opération x
construit f’ a partir de f. 0

Nous montrons que chaque CQDD peut étre décomposé dans une union fini de CQDD’s
dont les automates ont un dernier circuit d’une taille arbitrairement grande.

Lemme 5.6 :

Soit C = {(4, f(V))} un CQDD tel que I’état final de A est dans un circuit.
Soit w le mot formé par ce circuit. Alors, Vn € IN. Vi € IN avec (0 < i < n) il
existe des CQDD’s C; = {(A;, fi(V;))} tels que le dernier circuit de chaque A;

est simple, contient 1’état final, et forme le mot w”. En plus, L(C) = I, L(C;).

Preuve:

Soit C = {(A4, f(V))} un CQDD avec A = (Q, %, g0, =, {¢m}) et un ensemble d’indices
I tel que I'état final est dans un circuit qui forme le mot w. D’apres le Lemme 5.5 nous
pouvons supposer que ce circuit est simple. Soit n € IV. A partir de A nous construisons
n automates A} tels que L(A) = I L(A}) et tels que le dernier circuit des A}’s forme
le mot w": Nous obtenons l'automate A, a partir de A en déroulant le dernier circuit ¢
fois et le dernier circuit de A forme le mot w™ au lieu de w. Le reste de I’automate n’est

pas modifié. Pour chaque i avec 0 <7 < nles CQDD’s C; sont donnés par C x { (A}, tt)}.

Lemme 5.7 :

Soit C = {(A, f(V))} un CQDD tel qu’il existe ki, ko € IN avec ky > k; et
w € LT tels que

— les premiers ki |w| états de A ne sont pas dans un circuit et forment le mot
wh,
— le premier circuit de A a ky|w| états et forme le mot w*?.

Alors, il existe un CQDD C" = {(A", f'(V'))} tel que L(C) = L(C') et 'état
initial de A’ est dans un circuit de taille ky|w| qui forme le mot wk.

Preuve:
Soit A = (Q, %, qo, —, {qm}) et soit I I'ensemble d’indices associé. Intuitivement, nous
devons faire correspondre les premiers ki|w| états de A avec les premiers k;|w| états de
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son premier circuit. Soit ¢; = ki|w| et co = ko|w|. L’automate A consiste en trois parties:
Premierement, c; états qui ne sont pas dans un circuit. Deuxiémement, un circuit avec co
états et troisiemement, le reste de 'automate (qui peut étre vide). Deux cas se présentent:
Ou bien il y a au maximum une transition ¢ a partir d’un état q de la deuxieme partie vers
la troisieme ou alors la deuxiéme partie contient I’état final ¢. Dans ces deux cas, soit w’
le mot formé par les transitions de A de 1’état initial vers q.

Par exemple,

3|w|+1
tl w2
O We Se T
3 2
w w
q
Partie 1 Partie 2 Partie 3
Ici, nous avons w' = w®. Soient ¢y, ... , ., les premiéres ¢ transitions de A et ¢},... .

les ¢y transitions du premier circuit de A et 7 I’ensemble de toutes les autres transitions.
T peut étre vide.

Nous construisons un automate A’ de la maniére suivante: La premiere partie contient
’état initial dans un circuit de taille ¢; qui forme le mot w*2. Soit ¢' 1’état obtenu en
déroulant w' sur ce circuit a partir de I’état initial. Puisque |w'| < ¢; + ¢2 < 2¢2 (du fait
que kg > kq) le calcul de w' sur ce circuit visite I’état initial au maximum deux fois.

— SiI’état ¢ de A défini ci-dessus est ’état final de A, alors I’état final de A’ est ¢'.

— S’il y a une transition ¢ de I’état ¢ dans A vers la troisieme partie de A, alors a partir
de ¢’ il y a la méme transition dans A’ et la deuxieéme partie de A’ est une copie de
la troisieme partie de A.

Par exemple,

Partie 1 Partie 2

Il est clair que A’ est un DRSA. Pour finir la construction du CQDD nous devons définir
la formule f'(V'): Une exécution d’une transition dans le premier circuit de A’ correspond
soit a une exécution d’une transition dans la premiere partie de A soit a I’exécution d’une
transition de la deuxiéme partie (le premier circuit) de A. En plus, nous devons exprimer le
fait que les nombres d’exécutions des transitions de A doivent correspondre a un calcul ac-
cepteur dans A et qu'ils satisfont f. Cela peut étre exprimé par la contrainte f'(V'). Soient
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th,...,t,, les transitions du premier circuit de A’ et 7' I’ensemble des autres transitions.
Alors, f'(V') est donnée par:

c1 Cc2
FOV) ATA] A /\(:rt:i =au kg, LN A (2 = T A Nz =y
i=1 i=c1+1 teT

Dans I'exemple, nous avons entre autre x; = x;, + Te e
w|+
La contrainte f’ peut imposer, que le premier circuit de A’ doit étre pris au moins une
fois. Cela correspond au cas, ou le déroulement de w’ sur le circuit visite deux fois I’état
initial (voir exemple ci-dessus).

Il est facile de voir que L(C) = L(C’). 0

Le Lemme suivant montre qu’un CQDD dont I'automate A satisfait une certaine condi-
tion peut étre décomposé en deux CQDD'’s.

Lemme 5.8 :

Soit C = {(A, f(V))} un CQDD avec A = (Q, qo, =, {¢m}). Soient ky, ko € IN
wki1

avec ko > ky et w € X7 tels qu’il existe ¢; € Q avec ¢ — ¢ w—>k2 q1- Alors, il
existe deux CQDD C’ et C" avec L(C) = L(C") U L(C") tels que

— pour tout automate A" dans C’ nous avons

— D’état initial est dans un circuit,

— le circuit contenant 1'état initial a la taille ky|w| et forme le mot w*2.

— pour tout automate A” dans C”, nous avons w*' & Pref(L(A")).

Preuve:
¥* peut s’écrire LU L avec L = w*.(wh2)*.*

Il est facile de voir que L peut étre exprimé comme 'union de langages d’automates
séquentiels déterministes A},..., A", tel que les premiers k;|w| états de ces automates ne
sont pas dans un circuit et forment le mot w*. En plus, le premier circuit a la taille ky|w|
et forme le mot w*2. Alors, le produit des automates A et A! est un automate tel que les
premiers ki|w| états de ces automates ne sont pas dans un circuit et forment le mot w*.
En plus, le premier circuit a la taille ko|w| et forme le mot w*?.

Alors, d’apres le Lemme 5.7 nous pouvons transformer le CQDD C' = C x {(Al, tt)

1 <1 < n'} tel que les automates ont la forme voulue.

L peut étre écrit comme une union de langages d’automates séquentiels déterministes

Al oo AL, Alors, C” est donné par C x {(A7 tt) : 1 <i<n"}. 0
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Lemme 5.9 :

Soit C = {(A4, f(V))} un CQDD et k € IN. Alors, il existe un CQDD C' tel
que L(C) = L(C') et pour tous les automates dans C' les premiers k états (s'ils
existent) ne sont pas dans un circuit.

Preuve:
Il est facile de voir que ¥* peut étre écrit comme une union finie de langages d’automates
séquentiels déterministes Ay, ..., A, tels que pour tous les automates A; les premiers k
états (s'ils existent) ne sont pas dans un circuit.

Alors, C' est donné par | J;_,(C x {(A4;,tt)}). 0

Avec tous ces lemmes techniques, nous sommes en mesure de prouver la proposition
suivante.

Proposition 5.4 :

Pour tout n > 1, la classe n-CQDD est fermée par concaténation.

Preuve:

Considérons les deux CQDD’s C; = {(Ay, f1(V1))} et Co = {(As, f2(V2))} ou, pour i €
{1,2}, Ai = (Qi, 3, @hits —i> GFin)» et Vi est un sur-ensemble de X; = {z; : t €—;}. Nous
construisons un CQDD qui accepte L(Cy) - L(Cy).

Si I’état final de A; n’est pas dans un circuit nous concaténons les deux automates
Ay et Ay (cela donne un automate séquentiel restreint déterministe) et nous prenons la
conjonction des deux formules f; et fo. Si I’état final est dans un circuit, 'automate que
nous obtenons en concaténant A; et Ay peut étre non-déterministe. La déterminisation
modifie sa structure et nous devons redéfinir les contraintes. Dans ce qui suit nous utilisons
les lemmes précédents qui nous permettent de supposer que C; et Co ont une structure
spéciale.

Soit w le mot donné par le circuit qui contient ’état final de A;.

Nous considérons deux cas:

~ Cas 1: 3k € IN.VK' > k. w* ¢ Pref(L(Ay))
Cette condition peut facilement étre testée sur I'automate A, (voir Cas 2). Nous
pouvons supposer par le Lemme 5.6 que

(1) le dernier circuit de A; est simple, forme le mot w* et a la taille k|w|.
En plus, nous supposons par le Lemme 5.9 que

(2) ou bien A n’a pas de circuits et moins que k|w| états ou alors les premiers k|w|
états ne sont pas dans un circuit.
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La concaténation des deux DRSA A; et Ay est un RSA (nous identifions 'état ¢p,,
avec I'état ¢2,;,). Soit A;- A, 'automate ainsi obtenu. Puisque les CQDD’s sont définis
en utilisant les automates séquentiels restreints déterministes nous devons détermi-
niser A; - Ay. Nous utilisons pour cela la construction standard de sous-ensembles.
Nous appelons 'automate obtenu par cette construction A,;. Chaque état de Ay est
un sous-ensemble d’états de A, et A,. A chaque transition de Ay est associé un sous-
ensemble de —; U —». Examinons la structure de A, en détail. Grace aux conditions
(1) et (2) A4 consiste en trois parties:

— Partie 1: Une copie de A; sans son dernier circuit. A chaque transition est associé
une transition de A;.

— Partie 2: Chaque état de cette partie est soit un ensemble qui consiste en un état
de A; ou un état de A; et un des premiers k|w| états de As. Cette partie forme
un circuit avec racine {¢2,;,}. A cause de w* ¢ Pref(L(A,)) il y a au moins une
transition de ce circuit a laquelle est associée exactement une transition de Ay,
parce qu’a un certain point, A, est en désaccord avec le dernier circuit de A;.

— Partie 3: Une copie du reste de A, (peut étre vide, si Ay n’a pas de circuits). A
toutes les transitions sont associées une transition de A,.

Il y a exactement une transition de la partie 1 vers la partie 2, de méme que de la
partie 2 vers la partie 3 (si elle existe). L’automate Ay est donc un DRSA. Nous
illustrons cela par un exemple schématique: Soit A; donné par:

Reste de A;

et A, donné par:

klw| états
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Alors A, a la forme:

wh
................ = (s s
< klw| états q
Partie 1 Partie 2 Partie 3

Le probleme qui reste a traiter est de définir une formule pour cet automate. Soit —4
’ensemble de transitions de A4 et X4 = {z; : t €—4,}. Pour une transition t €—,
soit A\(¢) 'ensemble de transitions associées de A; et Ay. Grace aux conditions (1) et
(2) chaque transition de A; et A, apparait exactement une fois dans une transition
de A,. Par conséquent, ’exécution d’une transition de ¢ dans A, corresponds a 1’exé-
cution d’une des transitions dans A(¢). Cela impose une contrainte exprimée par la
formule fu(V1 UV, U Xy):

/\ (7 = Z Ty )

teE—q t'eX(t)

En sus, nous devons exprimer le fait que les nombres d’exécutions des transitions
dans A; et A, correspondent a un calcul accepteur dans A; et Ay et qu’il doivent
satisfaire fi A fa. Alors, les contraintes sont données par la formule fz; (V3 UV, U Xy):

[A A [A] A fL A fo A fa(ViU V2 U Xy)
et il est facile de voir que le langage L(Cy) - L(Cy) est accepté par le CQDD:

Ci - Co = {(Aa, faer) }

Cas 2: Vn € IN : w" € Pref(L(As))
Cette condition peut étre facilement testée sur A,. Puisque A, est un automate
séquentiel déterministe, il existe nécessairement ki, ko € IN avec ky > k1 et ¢1 € Q9
) wk1 wk2 . . wk2
tels que ¢;,;,, — @1 — ¢ (pour garantir ky > ki, le chemin ¢; — ¢ peut correspondre
a des répétitions du circuit).
Par le Lemme 5.8 nous pouvons partager Cy en deux CQDD’s:

— CY, ol pour tout automate A” nous avons w** ¢ Pref(L(A")). Pour ces CQDD’s

nous pouvons raisonner comme dans le cas 1.

— Ch, ol tous les automates ont une forme spéciale.
noOus pouvons supposer que

(1) état initial de A, est dans un circuit qui forme le mot w*? et a la taille ko|w]|.
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En sus, nous pouvons supposer (Lemme 5.6) que
(2) le dernier circuit de A; est simple, forme le mot w*? et a la taille ko|w]|.

Comme dans le cas 1 nous construisons l'automate A, et nous définissons —4, X, et
A(t). Ag consiste en trois parties:

— Partie 1: Une copie de A; sans le dernier circuit. A chaque transition est associée
une transition de A,

— Partie 2: La superposition du dernier circuit de A; et du premier circuit de A,
(ce deux circuits ont exactement la méme forme). Chaque état est un couple
avec un état du dernier circuit de A; et un état du premier circuit de As.

— Partie 3: consiste en le reste de Ay (peut étre vide si I’état final de Ay est dans
le premier circuit.
Il y a exactement une transition de la partie 1 vers la partie 2, de méme que de la
partie 2 vers la partie 3 (si elle n’est pas vide). A4 est donc un DRSA.

Nous illustrons cela avec un exemple schématique: Soit A; 'automate:

Reste de A;
et As:
wh?
LD
Alors, A, a la forme:
wk?

Partie 1 Partie 2 Partie 3
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Chaque transition de A; et Ay apparalt exactement une fois dans une transition de
Ag. Comme dans le cas 1 nous définissons fq(V; UV, U Xy):

/\ (2, = Z Ty)

te—rq #EN()
et faer(V1 U Vo U Xy):
[A AN [A] A fi A fa N fa(Vi U VR U Xy)
Alors, le langage L(Cy) - L(Cy) est accepté par le CQDD:

Ci - Co = {(Aa, faer) }

Généralisation de la preuve a n dimensions: Nous pouvons supposer pour chaque
dimension que les deux automates A; et Ay ont la forme spéciale demandée. Ensuite, nous
construisons une composante d’acceptation en prenant comme contrainte la conjonction
des contraintes pour chaque dimension. 0

5.3.5.4 Fermeture par dérivation a gauche

Dans cette section nous montrons que les CQDD’s sont fermées par dérivation a gauche.

Définition 5.26 :

Soient £ et L, deux multi-langages a n dimensions. La dérivée gauche de L4
par Ly, noté L5 - L, est I'ensemble {w € ()" : F' € Ly. W' € Ly} ie.,
I’ensemble de tous les multi-mots qui permettent de d’étendre un élément de
Lo a un élément de L.

Etant donné un multi-langage £, nous écrivons Pref(L) pour I’ensemble de préfixes de
multi-mots dans £, i.e., {&f € (X*)" : I € (). ' € L}.

Proposition 5.5 :

Pour chaque n > 1, la classe des CQDD a n dimensions est fermée par dérivation
gauche.

Preuve:

Considérons les deux CQDD’s C; = {(Ay, f1(V1))} et Co = {(As, f2(V2))} ou, pour i €

{1,2}, A = (Qi, S, Ghnis> —>i> @3in), €t Vi et un sur-ensemble de X; = {z; : t €—;}. Nous

montrons qu’il y a un CQDD qui accepte L(Cy)~! - L(C1). Nous construisons d’abord les
— —

automates A{ et A, et 'ensemble I comme dans la construction du Lemme 5.3.
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Nous devrons exprimer le fait que les mots acceptés doivent etre des suffixes de mots
dans L(C;) et des prolongatlons de mots dans L(Cy) N Pref(L(Cy)). Donc, nous acceptons

des éléments de L(Aq) seulement les mots w (soit p,, le calcul accepteur de w dans Aq)
—
tels qu’il existe un mot w’ (le préfixe enlevé) ayant un calcul accepteur p,s dans Af, qui

.(—
satisfait f, (i.e., pus satisfait fo A [Af,]), et tel que pyp, (qui est un calcul accepteur de
w'w dans A;) satisfait la formule f;. La seule difficulté vient du fait que les transitions
du calcul accepteur pour ww' dans A; qui sont dans le circuit avec 1’état ¢ peuvent faire

partie de A 1o oude Aq)
Pour exprimer les contraintes nous avons besoin de renommer les variables associées
aux transitions de A; et A,.
Soit Y; = {y; : t €—;} et soient U; = (V; \ X;) UY;, pour i € {1,2}. Alors, soient
—

X, =A{x : t € T(A]) et t est dans le circuit contenant ¢}
et .

Xo={x; : t€T(AD}.

Le langage L(Cy)™' - L(Cy) est accepté par le CQDD:

.
Cy' - Cr = {{A], [l (X;\ X)) U UL UU, U X1 ) © g € F} (5.8)
ot X1 = {Zy 1) 1 t1 €1 et ty €5} et la formule fj, ., est donnée par:

-
f{ A fé A [A({,Q] A /\ Y, = Z x(h,tz) A /\ Yty — Z x(h,tz) (59)

t1€—1 la€—2 t2€—2 ti€—1
ou les formules f{ et f} sont définies par:
fi = hAly/ze + v Xo \ XMy +x0) /2 0 € X
fé falye/xr © xp € Xy

Généralisation de la preuve a n dimensions:
H. H

Nous construisons d’abord les automates A! et A?, pour chaque dimension. Pour
)
chaque combinaison de ces automates nous obtenons une composante d’acceptation ou
les contraintes sont modifiées simultanément pour chaque dimension.

|

5.3.5.5 Problemes du vide, d’appartenance et d’inclusion
Nous montrons que le probleme du vide est décidable pour toute la classe CSA.

Proposition 5.6 :
Le probleme du vide est décidable pour CSA’s.
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Preuve:
Soit C = {((A1,...,A4,), f)} un CSA. Clairement, L(C) # 0 si et seulement si la formule
de Presburger [A;] A --- A[A,] A f est satisfaisable.

|

Avec les propositions 5.2, 5.3, et 5.6, nous montrons le corollaire suivant:

Corollaire 5.1 :

Pour chaque n > 1, le probleme d’appartenance ainsi que le probleme d’inclu-
sion sont décidables pour CQDD’s a n dimensions.

5.4 Représentation et manipulation d’ensembles de
configurations

Dans cette section nous montrons comment les CQDD’s peuvent étre utilisés pour
représenter des ensembles de configurations d’automates communicants. Nous montrons
que la classe d’ensemble de configurations CQDD représentables est fermée par union,
intersection et la fonction de successeur post. En plus, les problemes du vide et d’inclusion
de cette classe sont décidables. Les CQDD’s peuvent donc étre utilisés comme une structure
de représentation dans une analyse en avant. Nous présentons ensuite le résultat principal
de cette section: Les CQDD’s sont fermés par posty, c.-a-d. on peut calculer 'effet d'un
nombre quelconque d’itération d’un circuit 6 sur un ensemble de configurations CQDD
représentables.

Nous montrons aussi, que les CQDD’s peuvent aussi étre utilisés pour ’analyse en
arriere. Pour cela, il suffit de considérer les images miroirs de contenus de files.

5.4.1 Représentation d’ensemble de configurations

Soit M = (S,K,%,T) un CFSM. Chaque ensemble de configurations C' C Conf
peut étre écrit comme une union | J, .¢{s} x L, ol les L,’s sont des multi-langages a | K|
dimensions.

Définition 5.27 (CQDD représentable) :
Un ensemble C' C Conf de configurations est CQDD représentable (resp. in-
verse représentable) si pour chaque s € S, le multi-langage £, est CQDD défi-
nissable (resp. inverse définissable)

Considérons comme exemple le systeme M représenté par la figure suivante:

{Kk17a, Kko!b}

{kola, k3la}
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L’ensemble de configuration atteignable & partir de la configuration (s, €, €) est donné par:
{so} x {(a", (ba)™,a™) : n,m >0} U {s1} x {(a", (ba)™b,a™) : n,m >0} (5.10)

et est clairement CQDD représentable.

5.4.2 Opérations de bases sur les ensembles de configurations

Dans cette section, nous présentons les résultats qui permettent de manipuler et de
raisonner sur des ensembles de configurations qui sont CQDD représentables ou inverse
CQDD représentable. D’abord avec Propositions 5.1 et 5.6, et Corollaire 5.1 nous déduisons:

Théoréme 5.1 :

La classe des ensembles de configurations CQDD représentable (resp. inverse
représentable) est fermée par union, intersection et son probleme de vide et
d’appartenance est décidable.

Nous montrons ensuite que la classe des ensemble de configurations CQDD représen-
table est fermé par les opérations post (resp. pre).

Proposition 5.7 :

Soit (S, K,%,T) une CFSM. Alors, pour chaque s € S, pour chaque 7 =
(s,0p,s") € T et pour chaque CQDD C a | K| dimension, nous pouvons construire
un CQDD C' tel que {s'} x L(C") = post.({s} x L(C)).

Preuve:
Soit Z un CQDD avec L(Z) = {in(7)} et O un CQDD avec L(O) = {out(r)}. Alors en
utilisant les Propositions 5.5 et 5.4, nous construisons le CQDD C' = (Z7'-C) - O. 0

Théoréme 5.2 :

Pour chaque ensemble de configuration C', qui est CQDD représentable, 1’en-
semble de configurations post(C') est CQDD représentable et constructible.

Preuve:
Ce théoreme découle immédiatement du fait que les CQDD’s sont fermé par union (Propo-
sition 5.1), que la fonction post distribue par rapport a l'union, et de la Proposition 5.7. O

Nous obtenons des résultats similaires pour les prédécesseurs immeédiats.

Proposition 5.8 :

Soit (S, K,%,T) un CFSM. Alors, pour chaque s € S, pour chaque 7 =
(s',0p, s) € T et pour chaque CQDD C a | K| dimension, nous pouvons construire
un CQDD ' tel que {s'} x L(C") = pre_({s} x L(C)®).
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Preuve:
La preuve est symétrique a la preuve de Proposition 5.7. Soit Z un CQDD avec L(Z) =
{in(7)%} et O un CQDD avec L(O) = {out(7)"}. Alors, ' = (O7'-C) - T. 0

Théoréme 5.3 :

Pour chaque ensemble de configuration C', qui est CQDD inverse représen-
table, I’ensemble de configurations pre(C) est inverse CQDD représentable et

constructible.
Preuve:
Ce théoreme découle immédiatement du fait que les CQDD sont fermé par union, que la
fonction pre distribue par rapport a 'union et de Proposition 5.7. O

5.4.3 Calcul de ’'effet d’un circuit

Dans cette section nous montrons le résultat technique principal du chapitre. Nous
prouvons que les CQDDs sont fermés par ’opération post;.

Théoréme 5.4 :

Pour chaque ensemble de configuration C', qui est CQDD représentable et
chaque circuit 6, I'ensemble de configurations post,(C') est CQDD représen-
table et constructible.

Preuve:
Nous donnons ici les grandes lignes de la preuve. Tous les détails de la preuve se trouvent
dans 'annexe A.

Soit (S, K,%,T) un CFSM. Nous montrons que pour tout s € S, pour tout circuit
qui commence avec s et pour tout CQDD C a | K| dimensions, nous pouvons construire un
CQDD (" avec {s} x L(C") = postj({s} x L(C)).

Puisque post distribue par rapport a 1'union, il suffit de considérer des CQDD’s C qui
consistent en une seule composante d’acceptation (A, f). Soit A= (A;,...,Ag|).

Le schéma de la preuve est le suivant:

— Nous construisons pour chaque file indépendamment les successeurs possibles apres
un certain nombre d’exécutions de #. Ce nombre est représenté par une variable zy.
Pour cela nous ne considérons pas les contraintes imposées par f sur les transitions
des automates Aj, ..., Ag| (ces contraintes sont introduites plus tard). Pour chaque
i€{l,...,|K|}, nous calculons leffet de 6 apres zy itérations comme si le systéme
n’avait qu’'une seule file x; et les configurations étaient données par L(A4;). Cela nous
donne un CQDD D; a une dimension tel qu'un de ses éléments est un couple (B;, g;).
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La formule g¢; contient comme variables libres x4 et les variables qui correspondent
aux transitions des automate A; et B;. Par conséquent, la formule g; établit un lien
entre les contenus initiaux et finaux et tiens compte du fait que ces contenus finaux
sont obtenus en exécutant le circuit xy fois.

— Le résultat global est calculé ensuite de la maniere suivante: Le CQDD qui représente
le résultat est une union finie de composantes d’acceptation construites comme suit:
Nous prenons de chaque CQDD D; un couple (B;, g;) et nous construisons une com-
posante d’acceptation a |K| dimensions ((Bi,...,Bjk|),h), ou h = /\'fjl g\ f. La
formule A fait un lien entre les contenus initiaux et finaux et impose que les contenus
initiaux satisfont la formule f. En plus, la formule A fait un lien entre les contenus
finaux des files, puisque chaque formule g; dépend de la méme variable xy, c’est-a-dire
ces contenus correspondent au méme nombre d’itérations du circuit 6.

La partie essentielle de la preuve est donc de montrer que 'effet d’un circuit sur chaque
file peut étre construit comme un CQDD a une dimension. La preuve utilise une idée de
Jeron [Jér91], qui donne une condition suffisante pour qu’une suite de transitions puisse
étre répétée perpétuellement. Finkel et Marcé [FM96] ont obtenu indépendemment de nous
une partie des résultats présentés dans l'annexe A.

Fixons un circuit et une file x; et soit out = out(f) la sortie du systéme et in = in(0)
Ientrée du systeme par . La preuve consiste en une analyse de l'effet de # sur le contenu
de k. Cette analyse dépend de out, in et la forme du contenu initial. Cette analyse est
effectuée d’'une maniere générique puisque 'effet ne doit pas étre calculé seulement pour
un seul contenu mais pour un nombre infini de contenus.

Les cas in =€ ou out = ¢

Commencons cette analyse avec les deux cas simples, ou 'un des mots in ou out est
vide.

—in=ce
En commencant avec une configuration w l'effet de répéter le circuit 6 xy fois est de
concaténer le mot out™ a droite. Cela donne w.out™. Ils est évident que cet effet
peut étre construit par un CQDD en utilisant I’opération de concaténation.

- out = e
L’effet de répéter le circuit 6 xy fois & partir d’un mot w est donné par (in*)~'.w.
Cet effet peut etre construit en utilisant 1'opération de dérivation a gauche entre
CQDD’s.

Le cas out #c et in #¢

Considérons un contenu de la forme in*.z oll k est un entier positif et £ un mot sur .

Dans ce cas on voit que # peut étre itéré au moins k fois. Apres k itérations, les contenus
sont donnés par x.out".
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La premiere question est si f peut étre encore exécuté. Pour cela, nous avons nécessai-
rement qu’ou bien in est un préfixe de x ou alors x est un préfixe de in. Sinon le systeme
ne serait pas capable de consommer z. Il suffit de considérer le cas ol x est un préfixe de in
parce que nous pouvons nous restreindre a des contenus de la forme in*.z avec |z| < |in|.
Si & partir de z.out® le systéme peut encore exécuter le circuit @, alors nous savons que
le systéme consomme z et va consommer des symboles du mot out® (par la gauche), et
qu’a chaque fois que in peut étre consommé, out est ajouté a droite, etc. La question est
combien d’itérations peuvent étre effectuées de cette maniere. Cela dépend évidemment de
m, out et x.

Nous considérons deux cas:

L. |in] < |out|
Le probleme est de déterminer si # peut étre répété perpétuellement ou seulement
un nombre fini de fois et quels sont les contenus atteignables. Nous donnons des
conditions sur les mots in, out et x qui caractérisent exactement le cas ou le circuit
peut étre répété perpétuellement. Ses conditions expriment qu’il doit y avoir un mot
u tel que out = c.x.u ou = est un préfixe de in avec in = x.c et c.x.u = u.c.x. En
plus, nous montrons qu’en commencant par une configuration in®.z les configurations
atteignables apres zy itérations de 6 sont données par in®.z.u*. L'effet de 6 est donc

donné en concaténant le langage {u"|n > 1} tel que n = xy. Ce langage est clairement
CQDD définissable.

Exemple 5.5

Soient in = ba, out = abab, and x = b. Alors, nous avons ¢ = a, u = ab et
c.x.u = abab = u.c.x. Donc, en commencant par le contenu in.x = bab, les
contenus atteignables apres n itérations de 6 sont in.z.u™ = bab(ab)™. En
effet, nous avons

in.x = bab
~ z.out = babab = in.x.u
~ zou.out = x.out.u = bababab = in.x.u?

2

~ z.u?.out = x.out.u® = babababab = in.x.u?

A e

Nous montrons aussi que si les conditions mentionnés ci-dessus ne sont pas satisfaites,
alors il y a une borne &’ qui est définie en fonction de in, out et x, tel que pour chaque
contenu de la forme z.out® le circuit 6 peut étre exécuté au plus k' fois.

2. |in| > |out|
Dans ce cas, pour un contenu fixe le nombre d’itérations est fini. Néanmoins, nous
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considérons ici des ensembles infinis de configurations et nous devons définir 1’en-
semble des configurations atteignables a partir de toutes les configurations initiales.
La difficulté vient du fait que la sortie du systeme peut étre réutilisé comme entrée
pour le systeme. Nous illustrons ce probleme par un exemple.

Exemple 5.6 :

Soient in = abab, out = ba et x = a. Alors, en commencant de in’.x =
(abab)®.a nous avons la séquence suivante de configurations atteignables:
in°.x = (abab)®.a
~ in*.z.out = (abab)*.a.ba

~ in®.x.out® = (abab)®.a.(ba)?
~* .0ut’ = a.(ba)’ = (abab)®.a.ba = in*.x.out

~* z.out® = a.(ba)® = (abab).a.ba = in.x.out
~ x.0ut® = ababa = in.x

~ z.out = aba

® et produit out®, qui permet

2 r.out.

Apres 5 itérations, le systéme consomme in
d’atteindre la configuration z.out®. En fait, z.out® est égal & in
Cela permet deux itérations supplémentaires vers la configuration x.out?.
Puisque cette configuration est égale a in.x, le circuit peut étre exécuté
encore une fois.

Nous prouvons dans I’annexe que sous certaines conditions sur in, out et x, toutes les
configurations atteignables & partir de in*.z qui ont une taille supérieure & une borne
k' (définie en fonction de la taille de in et out) ont une certaine forme. Cette forme
est inP.x.out?, ou p et ¢ sont reliés avec xy et k par des contraintes linéaires. En plus,
nous montrons que pour chaque k, il y a un successeur de cette forme qui a une taille
inférieure a £'. Donc, nous construisons d’abord 1’ensemble de tous les successeurs
de la forme définie ci-dessus (cet ensemble est CQDD représentable). Ensuite nous
calculons leurs successeurs jusqu’a k' itérations de # (I'image par post'gl). Cela permet
de capturer toutes les successeurs qui restent, puisque pour chaque configuration, la
taille des successeurs décroit strictement.

Si ces conditions mentionnées ci-dessus sur in, out et x ne sont pas satisfaites, nous
pouvons montrer qu’il existe une constante £” telle que, pour chaque contenu de la
forme x.out®, le circuit  peut étre exécuté au plus k" fois.
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Nous pouvons aussi prouver que la classe d’ensemble de configurations CQDD inverse
représentable est fermée par la fonction prep, pour chaque circuit 6.

Théoréme 5.5 :

Pour chaque ensemble de configuration C', qui est CQDD inverse représentable
et chaque circuit @, ’ensemble de configurations pre;(C) est CQDD inverse
représentable et constructible.

Preuve:

La preuve est la méme que pour le Théoréme 5.4 en inversant l'interprétation de in(f) et
out(0) et en utilisant leur image inverse (en suivant le méme principe que pour transformer
la preuve de Proposition 5.7 vers la preuve de Proposition 5.8). O

5.5 Analyse d’atteignabilité en avant et en arriere

Le probleme de vérification de base est de tester si une mauvaise configuration ne
peut jamais étre atteinte a partir d’une configuration initiale. Etant donné un ensemble de
configurations initiales I et un ensemble de configuration mauvaise B, le probleme peut
étre formulée de deux fagons:

P1. BN post*(I) =0,
P2. Inpre*(B) =0.

La premiere formulation correspond a une analyse d’atteignabilité en avant de I’espace de
configuration, tandis que la deuxieme correspond a une analyse en arriere.

Donc, étant donné un ensemble de configurations C', nous aimerions calculer I’ensemble
des ces successeurs et prédécesseurs, i.e. post*(C) et pre*(C). Par définition, pour ¢ €
{post, pre}, nous avons:

¢*(C) =G
i>0
ol
C() - C
Ci—l—l = Cz U QS(Cz) pour tout ¢ Z 0
Dans le cas ¢ = post (resp. ¢ = pre), si C est CQDD représentable (resp. inverse repré-
sentable), avec les Théoreme 5.1, 5.2, et 5.3 nous pouvons déduire que tous les C;’s sont

CQDD représentables (resp. inverse représentables). Les équations ci-dessus donnent donc
directement un semi-algorithme! pour calculer ¢*(C') basé sur le calcul itératif des C’s.

1. semi dans le sens qu’il ne s’arréte pas toujours
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Puisque la séquence des C;’s est croissante, leur limite est atteinte si pour un indice ¢ nous
avons C; = (1. Dans ce cas, le semi-algorithme s’arréte et retourne C;. Nous pouvons
détecter si C; = (1 puisque le probleme d’inclusion est décidable pour des ensembles de
configurations CQDD représentables (resp. inverse représentables) (Théoreme 5.1). Si les
ensembles des états initiaux respectivement mauvais sont aussi CQDD représentable (resp.
inverse représentable), le probleme P1 (resp. P2) peut étre résolu par Théoreme 5.1.

Parce que le probleme d’atteignabilité pour les CFSM’s est indécidable, en général il
n’existe pas d’indice ¢ tel que C; = C;41. Le semi-algorithme naif ci-dessus ne s’arréte pas
en général.

Nous proposons une méthode pour faire face a ce probleme de divergence qui s’inspire
des “meta”’-transitions de Boigelot et Wolper [BW94J. Cette méthode consiste en une
accélération ezacte du calcul itératif de la limite ¢*(C'). Etant donné un ensemble de circuits
O du graphe de transitions du systeme, nous ajoutons a chaque pas de calcul I’ensemble de
successeurs (ou prédécesseurs) par chaque circuit dans ©. Cette opération est ezacte parce
que toutes les configurations ajoutées font partie de ¢*(C'). Chaque circuit # € © peut étre
considéré comme une meta-transition dans le sens de [BW94].

Nous calculons ¢*(C') comme limite d'une autre séquence croissante de configurations
(D;)i>0 donnée par:

DO == O
Di-l—l = DZ U ¢(DZ) U U ¢;(Dz) pour Chaque ? Z 0
co

Evidement nous avons C; C D; pour chaque 7 > 0. La chance d’atteindre la limite
*(C') dans un nombre de pas fini est plus grand ou égale, si on considere la séquence des
D;’s au lieu de la séquence des C;’s. Cette chance augmente avec la taille de ©.

En utilisant les Théoremes 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, et 5.5, nous obtenons un semi-algorithme
qui calcule (s’il termine) ’ensemble des successeurs (resp. prédécesseurs) d'un ensemble de
configurations CQDD représentable (resp. inverse représentable). Cet algorithme est donné
par:

Atteignabilité (0, C):

X =C;
Répéter
Y =X,

X =X Uo(X)UUpeo 9y (X)
jusqu’a X =Y ;
Retourner(X)
Fin Atteignabilité

Plusieurs semi-algorithmes d’atteignabilité peuvent étre dérivés de Atteignabilité
(0, C) en déterminant des stratégies adéquates pour choisir ’ensemble de circuits .
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Par exemple, le semi-algorithme d’atteignabilité en avant donné dans [BG96] peut étre
vu comme une instance particuliere de notre algorithme si ’analyse commence avec un
ensemble fini d’états initiaux.

5.6 Comparaison avec d’autres travaux existants

Dans cette section nous comparons notre travail avec d’autres travaux sur la vérification
de systemes a file. Dans [QJ96, BQ96, Que97] un semi-algorithme de model-checking pour
les CFSM est proposé. Ce semi-algorithme essaie d’abord de construire une représentation
finie du graphe d’états infini généré par le systeme. Cette représentation est donnée par
une grammaire de graphe. Ensuite, des propriétés exprimées par la logique temporelle CTL
peuvent etre vérifiés sur cette représentation. Cette approche est différent de la notre, parce
qu’elle est basée sur la représentation finie du graphe infini d’états du systemes, tandis que
la notre est basée sur la représentation fini d’ensembles d’états infinis. D’autres auteurs
[AJ96, CFI96] analysent des CESM’s qui utilisent des files d'un fonctionnement incertain
(perte de messages, duplication de messages etc.). Dans [CF97] une classe restreintes de
CFSM’s est introduite pour qui I’espace d’états atteignables est régulier et constructible. Si
le CFSM a deux files la restriction est que dans chaque configuration atteignable au moins
une des files doit étre vide. Les CFSM’s que nous considérons n’ont pas ces restrictions.

Dans [BGWW97] le pouvoir des QDD’s de [BG96] est analysé en détail. Des conditions
nécessaires et suffisantes sur la forme d’un circuit # dans le graphe de controle sont données,
pour que I'image par postj d'un ensemble régulier reste un ensemble régulier. Un algorithme
pour calculer I'image par post; pour ces circuits est donné. Cela permet de considérer plus
de circuits que dans [BG96]. Cette classe de circuit reste néanmoins assez restreinte. Notre
approche permet de considérer tout circuit.

Finalement, Peng et Puroshotham [PP91] proposent des algorithmes (qui terminent
toujours) qui calculent des approximations supérieures de l’ensemble de configurations
atteignables.
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Chapitre 6

Conclusion

Bilan

Nous avons étudié dans cette these le probleme de la vérification de systemes infinis.
Nous avons considéré la méthode du model-checking. Nous avons dans une premiere partie
obtenu des résultats d’indécidabilité et de complexité pour le model-checking de systemes
infinis par rapport a des logiques de spécification propositionnelles (régulieres).

Nous avons considéré ensuite le probleme de la vérification pour des propriétés non-
régulieres. En effet, les logiques temporelles propositionnelles classiques bien adaptées pour
la spécification de systemes finis ne permettent pas d’exprimer des propriétés importantes
de systemes infinis. Nous avons considéré des propriétés non-régulieres qui portent sur le
nombre d’occurrences d’événements. Nous avons introduit la logique temporelle CLTL qui
est une combinaison de la logique temporelle linéaire propositionnelle avec ’arithmétique
de Presburger. Nous avons étudié en détail la décidabilité du probleme de la vérification de
CLTL et de plusieurs de ses fragments pour plusieurs classes de systemes infinis. Nous avons
obtenu des résultats de décidabilité du probleme de la vérification de classes significatives
de systemes infinis (réseaux de Petri, automates a pile) pour des logiques qui sont plus
expressives que les logiques temporelles propositionnelles classiques.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux automates communicants qui ont la puissance
d’une machine de Turing. Nous avons appliqué ’approche de 1’analyse symbolique. Nous
avons introduit des structures finies de représentation de configurations, appelées CQDD,
qui permettent de représenter un nombre infini de configurations. Ces structures de re-
présentation combinent les automates finis avec des contraintes arithmétiques linéaires et
permettent de représenter des ensembles non-réguliers de configurations. Le résultat princi-
pal est que ces structures permettent de calculer ’effet de I’exécution répétée de tout circuit
dans le graphe de controle de 'automate communicant. Ce résultat généralise les résultats
obtenus jusqu’a présent. En utilisant ce résultat nous avons défini un algorithme qui, s’il
s’arréte, calcule I'espace de configurations atteignables d’un automate communicant.

La logique CLTL et les CQDD sont tous les deux basés sur une combinaison d’une
structure réguliere (logique temporelle propositionnelle respectivement, automate fini) avec
I’arithmétique de Presburger. Cette combinaison permet dans les deux cas d’étendre les



résultats existants et de décrire d’une part des propriétés non-régulieres et d’autre part des
ensembles de configurations non-régulieres.

Perspectives

La théorie de la vérification automatique de systemes infinis est encore a ses débuts.
Puisque ces modeles sont utilisés dans beaucoup de domaines, ils existent une multitude de
différents formalismes. Par conséquent, beaucoup de problemes concernant la vérification
automatique restent ouverts.

Propriétés non-régulieres

La logique CLTLg pour qui nous avons prouvé des résultats de décidabilité du probleme
de la vérification a un pouvoir expressif “régulier” maximal et était obtenu en interdisant
dans CLTL les formules qui causent I'indécidabilité du probleme de vérification. La vérifi-
cation de formules de la forme [Z : 7]. O f(Z) est indécidable déja pour les systemes finis.
Autrement dit, le probleme de satisfaisabilité relative a un systeme fini d’une formule de la
forme [ : 7]. Og(Z) est indécidable. Une maniere d’obtenir un fragment plus expressif que
CLTLg serait donc d’autoriser des propriétés d’inévitabilité ou les formules de Presburger
ont une forme restreinte, par exemple en interdisant des comparaison entre deux variables.

Les logiques temporelles linéaires régulieres ont une caractérisation par les w-automates
finis. 11 serait intéressant d’étudier si la logique CLTL peut étre caractérisée par une sous-
classe des automates avec contraintes arithmétiques [Pei94] en ajoutant des conditions
d’acceptation “a la Biichi”.

L’analyse des automates communicants

Pour analyser les automates communicants nous avons donné une méthode d’analyse en
calculant I’espace de configurations atteignables avec un semi-algorithme qui est paramétré
par un ensemble de circuits qui sont utilisés pour 1’accélération du calcul. Une question
importante est de savoir quels circuits faut-il choisir pour un certain systeme pour garantir
I’arrét. Un autre probleme est de trouver des sous-classes de systemes pour qui on peut
prouver que le semi-algorithme s’arréte toujours. L’application pratique des résultats se
heurtent a la complexité du calcul des successeurs ou prédécesseurs. D’ou 'importance de
savoir pour quel genre de circuits le calcul des successeurs ou de prédécesseurs peut étre
simplifié.
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Annexe A

Preuve du Théoreme 5.4

A.1 Analyse de ’effet d’un circuit

Dans cette section nous analysons 'effet sur le contenu d’une file de I’exécution répétée
d’un circuit # dans le graphe de transition d’'un automate communicant Nous supposons
pour cette analyse que toutes les autres files restent inchangées. Nous considérons le cas
ol le contenu de la file est tel que le circuit peut étre exécuté en consommant des messages
au-dela du contenu de départ, c’est-a-dire 'ajout de messages a la fin de file permet de
continuer ’exécution du circuit apres avoir consommer tous les messages qui y étaient
initialement. Tous les autres cas sont faciles a analyser.

Soit k; une file.

Définition A.1 :

Pour chaque file dans 'automate communicant le circuit 6 définit un mot in;
(la composante i de in(f)) et un mot out; (la composante i de out(#)).

Nous considérons deux cas:

— La taille du contenu de la file croit ou reste constante apres une exécution du circuit
et un contenu donné.

— La taille du contenu de la file décroit apres une exécution du circuit et un contenu

donné.

A.1.1 Analyse d’un circuit avec taille croissante

Dans ce cas, nous considérons in; et out; de la forme
lout;| > |in;|, out; # € et in; # € (A.1)

Ici la taille de ce qui est écrit dans la file est supérieure ou égale de ce qui y est lu. Etant
donné un contenu fixe de la file, ce contenu croit ou reste de la méme taille. Nous montrons
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ici qu’il est possible de décider si un circuit peut étre exécuté perpétuellement et nous
donnons l'effet de son exécution répété sur le contenu de la file. Il est évident que pour
exécuter le circuit un nombre infini de fois les contenus de départ doivent avoir la forme
in¥.x oll x est un préfixe de in,;. Soit donc dans ce que suit in; = z.c avec x,c € 2* et

7

c# €.
Définition A.2

Nous appelons x répétant si et seulement si

Ju, ¢y, ¢, € BF Ik > 0 avec out; = c.o.u,u = (c.2)¥.c) et c.ox = ¢1.¢

(A.2)
et
C.TU = U.CT (A.3)
Lemme A.1
Si x est répétant alors out;.u = u.out;
Preuve:
Nous avons avec (A.3) out;.u = c.x.uu = u.c.x.u = u.out;. 0

Nous pouvons prouver que les z’s qui sont répétants permettent d’exécuter un nombre
infini de fois le circuit et si le circuit peut étre exécuté un nombre infini de fois, x doit étre
répétant. Formellement:

Lemme A.2

T est répétant si et seulement si & partir d’un contenu in¥.x et k > 0 le circuit
peut étre exécuté un nombre infini de fois. Si x est répétant, le contenu apres
n exécutions est donné par in¥.z.u™.

Preuve:

“=": Soit x répétant. Nous prouvons par induction qu’a partir d’un contenu inf.x

et k > 0 le circuit peut étre exécuté un nombre infini de fois et que le contenu apres

n exécutions est donné par in¥.z.u".

— Base de I'induction:

Etant donné in’.xz, une exécution du circuit donne in

(A.2) cest égal & inF™!

"1 z.out;. En utilisant
x.c.z.u. Puisque in; = z.c cela donne inf.z.u.
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— Pas de I'induction:
in¥ .z peut étre exécuté n fois en donnant in?.z.u". Ensuite, une autre exécution

donne inf~t.z.u".out;. Utilisant le Lemme A.1 c’est égal a int .z.out;u® =
inftr.couu =inf ountt

— e A partir d’un contenu in*.z, k exécutions du cycle donne d’abord un contenu
x.out®. Ensuite, puisque le circuit peut étre exécuté un nombre infini de fois, pour
tout k' € IN il existe un ' € X* tel que

z.outt ' = in¥ o' (A.4)
Puisque in; = x.c, (A.4) est équivalent a

out™™* = (c.o)¥ Lo’ (A.5)
(A.5) implique

Ju, c1, ¢, € X* Ik > 0 avec out; = c.x.u,u = (c.x)¥ ) et c.o = ¢1.¢ (A.6)

ce qui est équivalent a la condition (A.2).

En utilisant les équations de (A.2) dans (A.5) nous obtenons
(c.x.(cx).c))* T = (c.x)¥ ' .ca! (A7)

pour tout k' € IN. Nous avons donc

k, fois k; fols
——— ———
cr.c.xe.....c.x.c,.cx--r=crxr.cxr.... .Cxr.c.r.cp.co- -

Cela implique ¢;.c.x = c.x.c;. L’équation
C.T.U = U.C.T (A.8)

découle facilement.

Si la condition (A.6) n’est pas satisfaite, alors en commencant par un contenu z.out? le
circuit peut étre exécuté au plus max{ks; : 3d € X*. out; = (c.x)**.d} fois. Si la condition
(A.6) est satisfaite, pour obtenir (A.8) nous avons besoin de &' > k; + 3. Pour les z’s qui
ne sont pas répétants nous obtenons donc le corollaire suivant

Corollaire A.1 :

Si & n’est pas répétant alors, & partir d’un contenu z.out? le circuit peut étre
exécuté au plus ky fois ou ks est une constante qui ne dépend que de out;, in;
et . ko est donné par maz{ks +3 : 3d € ¥* : out; = (c.x)*.d}
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A.1.2 Analyse d’un circuit avec taille décroissante

Ici nous considérons in; et out; avec les conditions suivantes:
ling| > |out;|, out; # € et in; # € (A.9)

Dans ce cas, si nous commencons a exécuter le circuit a partir d’'un contenu fixe, il y a
seulement un nombre fini de successeurs possibles, parce que la longueur du contenu de
file décroit apres chaque pas. Mais parce que nous considérons des ensembles infinis de
configurations. Nous avons donc besoin de définir I’ensemble de configurations atteignables
pour tous.

Etant donné un contenu in¥.xz, k exécutions du circuit donne le contenu x.out?. Nous
pouvons montrer qu’il y a une constante ky qui ne dépend que de in; et out; telle que si nous
pouvons exécuter le circuit plus que ko fois & parti d’un contenu x.out¥, alors les contenus
doivent avoir une forme spéciale que nous pouvons exprimer par des contraintes linéaires.
Pour ces états nous allons donner une caractérisation de tous leurs états successeurs.

Soit pour le reste de cette section in; = x.c avec x,c € X" et ¢ # €.

Définition A.3

Nous appelons x répétant si et seulement si

Jer, 0 € X3k > 0avec cx = outfl.cl et ¢1.co = out; (A.10)
et
C1.Co = C2.C1 (A]_l)
Lemme A.3

Si x est répétant, alors

inLoum &= gt:.outym| (A.12)

Preuve:
(A.11) implique out;.c; = ¢;.out;. Par ailleurs pour tout m € IN nous avons out! = ¢/".ci".
En posant m = |out;|, on obtient

lei] _ |out;|
out; ' = ¢ (A.13)
. |out; ) ) k . k1|out; out;
Donc, mL iy = (z.c)lovtil g = x.(c.x)lowtil = . (out)* .c;)lovti! = :r.outil‘ ".c‘1 d
. kilouty|+|er| [ims]
= x.out, = x.out;, . m
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Un corollaire simple du Lemme A.3:
Corollaire A.2 :

Si x est répétant, alors
vV d; >0, in?l‘ou“‘.x — z.outdmil (A.14)

i

Lemme A.4 :

x n’est pas répétant si et seulement s’il y a une constante ky € IN telle qu’a
partir d’un contenu x.outt avec k > 0 le circuit peut étre exécuté au plus
ky = max{ks +3 : 3d € B*. c.x = out*.d} fois.

Preuve:

— “=": Supposons que la constante n’existe pas. Nous montrons que cela implique que
x est répétant. Posons un contenu z.out?. Pour chaque k', le circuit peut étre exécuté
k' fois. Cela implique que pour tout &' il existe un ' € X* avec

z.outhtF = in¥ o (A.15)
Pour &' > 0 (A.15) est équivalent &

out! ™ = (c.x)¥ Lo’ (A.16)
Pour k' > 1, parce que (A.16) et |in;| > |out;| nous avons

Jer,e0 € X3k > 0avec cx = outfl.cl et ¢1.co = out; (A.17)

Cela correspond a la condition (A.10). Utilisant les équations (A.10) dans (A.16)
implique

(61.02)k+k, = ((Cl.Cg)kl.Cl)klil.C.lj (A18)

Maintenant, si k' > k; + 3 alors (A.18) implique

k1 fois k1 fois
——N— ——N—
Ci1.C...C1.C2.C1.C9.C1 *** = C1.C2...C1.C2.C1.C1.Co " " (A]_g)

Il s’en suit que

C1.Co = C2.C1 (AQO)
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“<": Supposons que x est répétant. Alors, nous avons
Jer,e0 € X3k > 0avec cx = outfl.cl et ¢1.co = out;

et ¢1.co = ¢y.¢;. Avec le Corollaire A.2 nous avons

dr|ing|

- di Jout;
Vdy > 0,in"" ¢ = z.out!

La constante ne peut donc pas exister parce que d;|in;| n’est pas borné et 1’équation
. di|out;| dy |in;|
in; .

xr = x.0ut; montre que le circuit peut étre exécuté.

O

Avec ce lemme et le Corollaire A.2 nous prouvons le lemme suivant. Soit n; = |out;| et
ne = |iny|.
Lemme A.5
k

Si x est répétant, alors pour des contenus n;.x avec k > 4nq, si le contenu du
successeur apres n' du circuit a une taille > 3nyny + |z|, alors il a la forme

(dl —1)n2—d3(n2—n1)+d4

inmtde=da g out
ou
— ny = |out;| et ny = |iny|,
— k=dini +dy avec 0 < dy < ny,
— n' =dsn, +dy avec 0 < dy < ny,
- (d1 <:>1)TL2 <:>d3(n2 <:>n1) +dys, >0
Preuve:

Fixons un k£ avec k > 4n;. Nous montrons le lemme par induction sur n’. Comme base
d’induction nous montrons que le lemme est vrai pour tout n’ < n;. Ensuite, nous montrons
que pour tout ds € IN si le lemme est vrai pour n' < (ds + 1)n; alors il est vrai pour tout
n' avec (dz + 1)ny < n' < (ds3 + 2)n;.

— Base d’induction: 1 < n’ < ny: Dans ce cas, dy = n/, d3 = 0 et tous les successeurs
. . , . ! ’
de in*.x = in©™+% g sont donnés par in@™te"" x out™ . Parce que ny 4+ dy > 1/
et avec le Corollaire A.2 nous avons

. —_n! / . _n' _ ’
iptinitda—n’ g g’ — jpritde—n’ o o 4(di—1)nadn

qui a la forme requise.
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— Pas d’induction:
Etant donné un ds € IN, soit n' tel que (d3 + 1)n; < n' < (dsz + 2)n;. Cela implique
que n' = (d3 + 1)ny + dy avec 0 < dy < ny. Supposons que in* a un successeur apres
n’ exécutions avec taille > 3niny + |x|. Alors, le successeur apres n' <n; exécutions
du circuit a aussi une taille > 3niny + |z| (la taille diminue apres chaque exécution
du circuit).

D’apres ’hypothese d’induction les successeurs apres n' <n; = dsn; + d, exécutions
sont donnés par

i1 +d2—dy

dy—1)ns—ds(ns—n1)+d
in .oyt BT Hne—ds(nz—n1)+ds

7 %

Puisque la longueur des contenus obtenus est supérieure & 3nins + || = 2n4|in;| +
|z| + no|out;| nous avons (d; <1)ny <ds(ng<ny) +dy > ny et en utilisant le Corollaire
A.2 nous avons

ipmtde—ds di—1)na—ds(na—n1)+ds _ ;) 2n1+d2—ds di—1)na—(dz+1)(n2—n1)—n1+ds

2.out! m 2.out!

Donc, les successeurs apres nq pas en plus sont donnés par

inn1+d2_d4 (di—1)n2—(ds+1)(n2—n1)+da

.x.out

A.2 Fermeture par post,

Avec les résultats de la section précédente nous pouvons montrer que la classe des
ensembles de configurations CQDD représentables est fermée par la fonction post; pour
chaque circuit # dans le graphe de transitions du systeme.

Théoréme 5.4:

Pour chaque ensemble de configuration C', qui est CQDD représentable et
chaque circuit 6, I'ensemble de configurations post,(C') est CQDD représen-
table et constructible.

Pour prouver ce théoreme il suffit de prouver la proposition suivante.

Proposition A.1 :

Soit (S, K, X, T) une CFSM. Alors, pour chaque circuit # a partir d’'un s € S,
et pour chaque CQDD a |K| dimension C, nous pouvons construire un CQDD
C' avec {s} x L(C') = posty;({s} x L(C)).
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Preuve:
Parce que post distribue par rapport a 'union, il suffit de raisonner sur des CQDD’s C qui
consistent en une composante d’acceptation (A, f). Soit A = (A1,..., Ax).

D’abord nous construisons pour chaque file indépendamment tous les états successeurs
possibles apres n exécution de 6. Pour faire cela nous ne considérons pas la contrainte f
sur les transitions de Ay,... , Ak, c’est-a-dire que nous calculons les successeurs des états
donnés par L(A;). Cela nous donne un CQDD & une seule dimension pour chaque file.
Chaque élément de ce CQDD est un couple (B, g;). La formule g; contient des variables
libres qui viennent des transitions de 'automate initiale A;, des automates intermédiaires
utilisés dans la construction, et de B;. En plus g¢; contient comme variable libre =, qui
représente le nombre d’exécutions d’un circuit.

Les résultats sont connectés en construisant tous les | K |-uplets possibles en choisissant
un élément de chaque CQDD pour toutes les files et en prenant comme contrainte la
conjonction /\llj1 g; \ f. Cela impose que xy doit avoir la méme valeur pour chaque file et
que toutes les variables associées aux transitions des automates A; satisfont la contrainte
f.

Soit k; une file quelconque. Pour cette file nous montrons dans ce que suit comment
calculer les états successeurs possibles apres xy exécution du circuit.

Ces états vont étre donné par un CQDD a une dimension D; qui contient x, comme
variable libre.

Pour donner cette construction nous utilisons les résultat de la section A.1 et nous
avons besoin de quelques définitions.

Définition A.4 :

Soit y € ¥* A, est automate simple restreint qui accepte le langage {y} et
By~ (resp. Cy-) est 'automate simple qui accepte le langage y*.

Noter que B, et Cy- consistent exactement en un circuit. Soit tp (resp. t¢) une tran-
sition de By~ (resp. Cy-).

Maintenant pour définir D; nous utilisons les opérations (dérivation a gauche, concaté-
nation, produit) définie dans la section 5.3.5. Nous considérons cinq cas:

— Cas 1:out; = eet in;, = ¢
Dans ce cas, il n’y a ni écriture ni lecture dans la file. Le contenu de la file ne change

donc pas. D’otu:

D; = {{Ai, tt)}

— Cas 2: out; = € and in; # €

Dans ce cas, il n’y a pas d’écriture dans la file mais il y a lecture de la file. On peut
lire @n; de la file, si le contenu de la file commence avec in;. Ceci peut se répéter
plusieurs fois. Donc, pour des contenus de la forme in?.z € L(A;) pour un k € IN et

. k— N .
x € ¥* in; .z est le nouveau contenu apres xy lectures si k > zy. Nous avons donc

D; = ((Binz, t1y = xg)) - (Aiy tt)



A.2 : Fermeture par post 147

— Cas 3: in; = € and out; # €

Dans ce cas, il n’y a pas de lecture de la file, mais il y a écriture dans la file. On
peut toujours écrire dans une file. Par conséquent, pour chaque contenu y € L(A4;),
y.out® est le nouveau contenu apreés zy exécution du circuit. Donc,

Di = <Alatt> : <Boutfaxt3 = x0>

— Cas 4: |out;| > |in;|, out; # € and in; # €

Dans ce cas, la taille de ce qui est écrit dans la file est supérieure ou égale de ce qui
y est lu. Etant donné un contenu fixe de la file, la taille de ce contenu croit ou reste
la méme.

Nous avons analysé une partie de ce cas dans la section A.1. Nous avons donné avec
le Lemme A.2 une condition nécessaire et suffisante pour qu’un circuit puisse étre
exécuté perpétuellement a partir d’un contenu de file.

Cas 4.1
k

D’abord nous traitons le cas pour les mots dans L(A;) qui ont la forme in}.z, ou x
n’est pas un préfixe de in; et in; n’est pas un préfixe de x. Dans ce cas le circuit peut
etre exécuté au plus k fois. Les contenus atteignables a partir de ces mots sont donc
donnés par inf_x".a:.outf" si k > xy. Par conséquent, D; est donné par

Di = (((Bing, w15 = 20)) ™"+ (Ai; 1)) - (Cout; , e = o)

L(D;) contient aussi des successeurs des contenus traités dans le cas suivant. Mais il
est évident que tous les mots dans L(D;) sont des successeurs.

Cas 4.2:

Nous considérons ici des mots dans L(A;) qui ont la forme in¥.z, oul z est un préfixe
(peut étre €) de in; avec |z| < |in;|. Dans ce cas, le circuit peut étre exécutée au moins
k fois. Apres cela, la forme de out; détermine si le circuit peut encore étre exécuté.
Soit ¢ € ¥* telle que in; = x.c. L’exécution du circuit k£ fois donne des contenus de
la forme z.out¥, et le circuit pourrait toujours étre exécuté.

Cas 4.2.1 x est répétant:

Utilisant le Lemme A.2 nous voyons qu’a partir de inf.z = (z.c)*.x pour k > 0, le
circuit peut etre exécuté un nombre infini de fois et pour xy exécutions cela donne
les contenus in¥.z.u®. A partir d’un contenu x nous pouvons exécuter le circuit infi-
niment souvent, si nous pouvons l’exécuter une fois. Cela peut étre facilement testée
et dépend de 'ordre de I'ajout et de suppression de messages du circuit.

Construction de D;:
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D; est donné par 'union finie de CQDD’s &, ou x est un préfixe de in;. £, est construit
de la facon suivante:

Si u = € alors

D; = {{Ai, tt)}

Sinon, si le circuit peut étre exécuté une fois a partir de x, alors

Er = (((Binz, 1) - (Agy 1)) X (Ag, 1)) - (Coe, 1, = )

sinon

Cas 4.2.2 x n’est pas répétant:

\ s . . , . _m! !
Apreés n' exécution I'ensemble de contenus atteignables est donné par mf " .x.out!

avec k > n'. Par le Corollaire A.1 il y a une constante ks telle qu’a partir d’un
contenu de la forme x.out?’ le circuit peut étre exécuté au plus ko fois. Pour capturer
tous les successeurs possibles de ces contenus il suffit de calculer les successeurs de
k—n'

! \ 7 . . .
in; " .x.out] avec k > n' apres au plus ky exécutions du circuit.

Construction de D;:

D; est donné par une union finie de CQDD’s £, ol x est un préfixe de in;. &, est
construit de la facon suivante:

D’abord soit

Fo = ((((Bin;, 05 = ') - (Ao, 1)) 7" - (Ai, 1))+ (Cous, 110 = 1)

- —n! ’ .
Cela nous donne tous les successeurs de la forme inf ™ .z.out?. Si n' = zy cela nous

donne toutes les successeurs déja générés dans le cas 4.1.

Pour obtenir tous les successeurs jusqu’a ks exécutions du circuit a partir des états
de F, nous construisons pour chaque j € IN avec 0 < j < ko, le CQDD Fi tel
que {s} x L(F?) = posty({s} x L(F,)). Cela est possible, puisque les ensembles
CQDD représentables sont fermés par 1'opération post, pour chaque transition (voir
Théoreme 5.2).
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Remarquez que F, = F2. Nous devons tenir compte du nombre global x4y d’exécutions
du circuit. Ce nombre est donné par xy = n’ + j. Par conséquent,

k3
Ex = U add(F?, zg = n' + j)

j=0

ot add(Fl,xg = n' + j) remplace chaque formule f qui apparait dans le CQDD FJ
vers f Axg=n'+j.

— Cas 5: |in;| > |out;|, out; # € and in; # €
Pour ce cas nous utilisons les résultat de section A.1. Il y a deux cas a considérer.

Cas 5.1

Les contenus ont la forme in®.z, ot & n’est pas un préfixe de in; et in; n’est pas un
7 ’

préfixe de z. Alors, ’ensemble de contenus atteignables est donné par inf*“.x.outf"
avec k > n. D; est donc calculé comme dans cas 4.1.

Cas 5.2

Les contenus ont la forme in¥.z, ot z est un préfixe de in; (peut étre €) avec x| < |ing|.
Soit ¢ € ¥* avec in; = x.c.

Cas 5.2.1 x est répétant:

Nous utilisons le Lemme A.5. Soit n, = |out;| et ny = |in;|. Pour un contenu in¥.x

avec k > 4ny, I'ensemble des successeurs apres n' exécutions du circuit qui sont de
longueur > 3nyny + || est donné par

Z.Tln1+d27d4 .x.out(dl —1)n2—dz(n2—n1)+da (A.Ql)

ou

— ny = |out;| et ny = iny,

— k=dini +dy avec 0 < dy < nq,
—n' =dsn; +dy avec 0 < dy < ny,
— (dy ©1)ny &dz(ng ©ny) +dy >0

Il est clair que chaque mfx avec k > 4n; a un successeur u; de taille inférieure a

4nylin;| qui est de la forme (A.21). Nous rappelons qu’a chaque pas la taille décroit
par ny <n;. Dong, il doit y avoir un successeur avec une taille entre 3nins + || et
4nyng+ |z|). Pour capturer les successeurs de inf.z qui restent, il suffit de calculer les
successeurs de contenus de la forme (A.21) apres 4nyng + || exécutions du circuit.
En effet, pour chaque k£ nous capturons bien tous les successeurs de u parce que la
taille de chaque configuration décroit apres chaque exécution de 6.
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Construction de D;:
D; est donné par 'union finie de CQDD’s £, ou x et un préfixe de in;. £, est construit
comme suit:

Nous construisons une formule pour calculer toutes les valeurs possibles de k£ dans les
états de la forme inf.z. Soit Fy = ((Bin:, &1, = k) - (Ag, tt)) X (A;, tt). Maintenant,
soit f, la disjonction de toutes les formules de Presburger de chaque élément de F,.
Intuitivement, f, nous donne des contraintes sur k.
Pour calculer I’ensemble des états successeurs soient g, la formule de Presburger
fI An’:d3n1+d4 ANEk=dmn +da N 0<dy <n

ANO<dy<ng A (dl <:>1)7’LQ <:>d3(n2 <:>TL1) +dys >0
Soit
G, = <Bz{n:,.’L‘tB, =ny + ds <:>d4> . <Ax,tt>

<C’0utf7$to = (d1 <:>1)TL2 <:>d3(7’l,2 <:>n1) + d4 A gx>

Cela nous donne toutes les successeurs de la forme (A.21). Soit ko = 4nyny+ |x|. Pour

obtenir les successeurs jusqu’a ks exécutions du circuit a partir des configurations de
G, nous procédons comme dans le cas 4.2.2 et obtenons &,.

Cas 5.2.2 x n’est pas répétant:
Similaire au cas 4.2.2.

Finalement, nous pouvons donner le CQDD C’ qui décrit toutes les états successeurs. C'
est le plus petit ensemble tel que

K]

V(B1,91) € D1+ -Y(Bik|, 9x|) € Dix)- (A1, -, Alx)), /\gi Nfyed

=1
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Résumé: Cette these traite du probleme de la vérification de systemes ayant un nombre infini
d’états. Ces systémes peuvent étre décrits par plusieurs formalismes tels que des algebres de
processus ou des automates finis munis de structures de données non-bornées (automates a pile,
réseaux de Petri ou systémes a files).

Dans une premiere partie de la these nous nous intéressons & la caractérisation de classes
de systemes infinis et de propriétés pour lesquels le probleme de vérification est décidable. Nous
considérons d’abord la complexité de la vérification du mu-calcul linéaire pour les réseaux de
Petri. Ensuite, nous définissons des logiques temporelles qui permettent d’exprimer des propriétés
non-régulieres comportant des contraintes linéaires sur le nombre d’occurrences d’événements.
Ces logiques sont plus expressives que les logiques utilisées dans le domaine. Nous montrons en
particulier que le probléeme de la vérification d’une logique qui est plus expressive que le mu-calcul
linéaire est décidable pour des classes de systemes infinis telles que les automates & pile et les
réseaux de Petri.

Une deuxiéme partie de la these est consacrée aux systémes communicant par files d’at-
tente, dont le probleme de vérification est en général indécidable. Nous appliquons le principe
de lanalyse symbolique a ces systémes. Nous proposons des structures finies qui permettent de
représenter et de manipuler des ensembles infinis de configurations de tels systémes. Ces struc-
tures permettent de calculer 'effet exact d’une exécution répétée de tout circuit dans le graphe de
transitions du systeme. Ainsi, chaque circuit peut étre considéré comme une nouvelle “transition”
du systeme. Nous utilisons ce résultat pour accélérer le calcul de I'ensemble des configurations
atteignables d’un systéme afin d’augmenter les chances de terminaison de ce calcul.

Mots-clés: vérification automatique, logiques temporelles, model-checking, systemes d’états in-
finis, réseaux de Petri, automates communicants

Abstract: This thesis is about the verification problem of systems having an infinite number of
states. These systems can be described by several formalisms like process algebras or automata
together with unbounded data-structures (push-down automata, Petri nets or communicating
finite-state machines).

In a first part of the thesis we study the characterization of classes of infinite-state systems
and properties for which the verification problem is decidable. First, we consider the complexity
of the verification problem of the linear-time mu-calculus for Petri nets. Then, we define temporal
logics which allow to express non-regular properties containing linear constraints on the number
of occurrences of events. These logics are more expressive than known logics in this domain. We
show in particular that the verification problem of a logic which is more expressive than the
linear-time mu-calculus is decidable for classes of systems like push-down automata and Petri
nets.

A second part of the thesis is dedicated to communicating finite-state machines. Their ve-
rification problem is in general undecidable. We apply the symbolic analysis principle to these
systems. We propose finite structures which allow to represent and manipulate infinite sets of
configurations of these systems. These structures allow to calculate the exact effect of a repeated
execution of every circuit in the transition graph of the system. Thus, every circuit of the tran-
sition graph of the system can be considered as a new “transition” of the system. We use this
result to accelerate the computation of the set of reachable states of a system in order to increase
the chance of termination.

Keywords: automatic verification, temporal logic, model-checking, infinite-state systems, Petri
nets, communicating finite-state machines



