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Résumé

Ce travail porte sur I’étude théorique et numérique des splines de Chebyshev. Ces
fonctions généralisent les splines polynomiales tout en préservant ’essentiel de leurs pro-
priétés. Elles offrent de plus un intérét particulier pour le design géométrique grace aux
parametres de forme qu’elles fournissent.

Dans un premier temps, nous étudions les splines basées sur un espace de Chebyshev
invariant par translations, et les propriétés de la B-spline correspondante.

Dans un deuxieme temps, nous montrons, sous certaines hypotheses, que la base des
B-splines de Chebyshev est orthonormale dans un espace de Sobolev pondéré par une
suite unique de nombres positifs. La meilleure approximation dans ’espace de splines
de Chebyshev au sens de la norme associé au produit scalaire précédent est alors un
projecteur local.

Enfin, pour I'implémentation numérique des résultats précédents, nous utilisons une
méthode de quadratures adaptées. Quelques exemples illustrant les effets de forme obtenus
sont présentés.

Ces résultats généralisent un résultat prouvé récemment par Ulrich Reif dans le cas

particulier des splines polynomiales.

Mots clés : B-spline, splines de Chebyshev, espaces de Sobolev, orthogonalité, meilleure

approximation
Abstract

This work concerns the theoretical and numerical study of Chebyshevian splines. These
functions generalize the polynomial splines and preserve most of their properties. Moreo-
ver, Chebyshevian splines have turned out to be useful in geometric design due to the
shape parameters they provide.

Firstly, we study the splines based on translation invariant Chebyshevian spaces. Then
we show, under some conditions, that the Chebyshevian B-spline bases are orthonormal in
a weighted Sobolev space associated with unique sequence of positive real numbers. Due
to the properties of the B-splines, the best approximation in the space of Chebyshevian
splines with respect to the associated norm is then a local projector.

Finally, for the numerical implementation of the previous results, we use an adapted
quadrature method. Some examples illustrating the possible shape effects are presented.

These results extend the results recently obtained by Ulrich Reif in the particular case

of polynomial splines.

Key words : B-splines, Chebyshevian splines, Sobolev spaces, orthogonality, best ap-

proximation.
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Introduction

En design géométrique aussi bien qu’en théorie de I'approximation, il est important
de choisir, dans un espace de fonctions donné, une base bien adaptée au probleme traité.
Par bien adaptée, on entend généralement le fait que les propriétés de la fonction ou
de la courbe peuvent se déduire facilement de sa représentation dans cette base. A titre
d’exemple, il est difficile, voire impossible, de prévoir les caractéristiques géométriques
d’une courbe paramétrique plane, polynomiale de degré inférieur ou égal a n (telles
que localisation, convexité, monotonie dans une direction donnée, ... ) a partir de sa

représentation dans la base canonique

P(t)=Y thay, te[0,1],
k=0

c’est-a-dire a partir des points ag,... ,a, € R% Au contraire, si ’on écrit P dans la base
de Bernstein:
n e
HOEDY (k) (1L —1)"*by,, te[0,1],
k=0

I’allure de la courbe associée et ses caractéristiques géométriques se déduisent de celles
du polygone défini par les points by, ... ,b, € R% appelés points de controle de la courbe.

De la méme fagon, la base des B-splines est fréquemment utilisée dans de nombreux
domaines des Mathématiques Appliquées. Le polygone de controle défini par les coefficients
dans cette base donne ici encore une bonne idée intuitive de 1’allure de la courbe et de ses
caractéristiques géométriques. De plus, la compacité du support des B-splines entraine

une influence locale de ces coefficients (ou points de controle).

Les techniques utilisées pour approcher une fonction par une spline sont les quasi-
interpolants ou la meilleure approximation au sens d’une norme. Les quasi-interpolants
standards sont tres efficaces puisque les points de controle de la spline sont calculés di-
rectement a partir d’'un nombre fini de valeurs de la fonction. Cependant cette méthode
n’est en général pas optimale au sens ou elle n’exprime pas une meilleure approximation
par rapport a une norme dans un espace fonctionnel [28].

Sil’on cherche la meilleure approximation d’une fonction au sens d’une norme associée

a un produit scalaire, on est conduit a la résolution d’un systeme linéaire de grande
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dimension. On pert en général la propriété de localité de la représentation. C’est le cas
en particulier de la meilleure approximation au sens de la norme de L2

Récemment, Ulrich Reif [27] a montré qu’il existe un produit scalaire pondéré unique de
type Sobolev pour lequel la base des B-splines cardinales est orthonormée. Par conséquent,
on peut dans ce cas effectuer plus facilement le calcul de la meilleure approximation
puisque celui-ci se réduit en fait a la détermination des coefficients de Fourier. De plus la

représentation préserve le caractere local des B-splines.

Ce que nous venons d’exposer concerne les B-splines polynomiales. Or, pour certaines
applications, il peut étre utile de remplacer ’espace des polyndomes par un espace de
Chebyshev approprié. Cette opération fournit en particulier des parameétres de forme.
L’intérét de ces parametres est notamment de permettre de modifier 1égérement la forme
de la courbe tout en gardant son allure générale.

Les splines de Chebyshev ont été largement étudiées dans les années récentes (L.L.
Schumaker, T. Lyche, N. Dyn, A. Ron, P.J. Barry, H. Pottmann, P.-J. Laurent, M.-L.
Mazure, ... ). Les B-splines de Chebyshev possedent essentiellement les mémes propriétés
que les B-splines polynomiales (compacité du support, positivité sur I'intérieur du support,

. ). L’objet de ce travail est la généralisation du théoreme d’U. Reif aux B-splines de
Chebyshev, ce qui permettra d’étendre a ce cadre plus large les avantages de la relation

d’orthogonalité.

Apres une présentation générale des espaces de Chebyshev, nous montrons dans le Cha-
pitre 1 que tout espace de Chebyshev invariant par translation est le noyau d’un opérateur
différentiel a coefficients constants. Cette invariance par translation est essentielle pour
pouvoir considérer des B-splines uniformes.

Le Chapitre 2 est consacré a 1’étude des espaces de splines uniformes basées sur un
espace de Chebyshev invariant par translation. A partir d’'un opérateur différentiel a

coefficients réels et constants qui s’écrit

fo
k=1

ou D désigne l'opérateur de dérivation et Aq,... .\, des nombres réels ou complexes,
nous présentons une construction de la B-spline de Chebyshev, ainsi que ses propriétés.
Nous montrons en particulier que ses valeurs s’expriment comme différences divisées de
fonctions exponentielles.

Au Chapitre 3 nous prouvons que dans le cas ou tous les nombres A; sont réels, il existe
un unique produit scalaire pondéré de type Sobolev par rapport auquel les translatées de
la B-spline de Chebyshev sont orthonormées.

Le Chapitre 4 traite le cas ou les nombres A sont complexes. Une étude particuliere

est faite dans le cas d’imaginaires purs.
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Une application numérique est présentée dans le Chapitre 5. Nous proposons une ap-
proche numérique pour le calcul de la meilleure approximation d’une fonction dans ’espace
des splines de Chebyshev associées au noyau d’un opérateur différentiel a coefficients réels

et constants. Des expérimentations numériques illustrent 'effet des parametres de forme.
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Chapitre 1

Espaces de Chebyshev

Ce chapitre est consacré a un rappel sur la théorie des espaces de Chebyshev. Nous
commencons par les définitions et les propriétés des systemes de Chebyshev, de Cheby-
shev généralisés et de Chebyshev généralisés complets, que nous noterons respectivement
C-systemes, EC-systemes et ECC-systemes (suivant la littérature anglo-saxonne: Cheby-
shevian, Extended Chebyshevian et Extended Complete Chebyshevian system).

Pour une étude détaillée des systemes et espaces de Chebyshev nous renvoyons a [9],

32], [20].

1.1 Systemes et espaces de Chebyshev

Dans ce paragraphe I désigne un intervalle réel d’intérieur non vide. Nous travaillerons
des le départ avec des fonctions indéfiniment dérivables sur I, bien que cette hypothese
simplificatrice puisse a I’évidence étre largement affaiblie.

Etant donné n + 1 fonctions go, ... ,gn € C*(1I), pour toute suite to < t; < ... <1,

de points de I, nous introduisons la notation suivante:

" (to,... ,tn> = () (1.1)

9o,--- 5 G9n

(collocation matriz dans la littérature anglo-saxonne). Plus généralement, partant d’une

suite to < t; <...<t, de points de I, cette suite peut s’écrire sous la forme:

(t07t17' . 7tn) = (51[M1]7‘ .. 7§T[MT])7

ou les points ¢ satisfont: { < & < ... < &, et les entiers uy, ..., p, sont strictement

positifs et satisfont py 4+ --- 4+ g, = n 4+ 1. La notation fi[“i] signifie que le point &; est
s . S . toy ... ,lp

répété exactement 1 fois. Dans ce cas nous définissons la matrice M | 9"’ comme

9o,--- 5 G9n
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suit

(&) gl&) o aTE) g

gos - -+ Gn ) (1) (ir—1)
gn(&) gn(fl) ce- Gn (51) cee On (fr)

Définition 1.1. Soient go, ... , g, des fonctions C* sur Uintervalle 1.

1. On dit que le systéme (go,...,gn) est un systéme de Chebyshev (C-systéme) sur [
si, quelle que soit la suite to < 1y < ...<t, de points de |

dernt (1) 2

9o,--- 5 G9n

2. On dit que le systéme (go,... ,qn) est un systéme de Chebyshev généralisé (EC-
systéme) sur I si, quelle que soit la suite to <ty <...<t, de points de I,

tg, ... 1
det M o 0. 1.3
(gov"'vgn>7£ ( )
3. On dit que le systéme (go,...,q,) est un systéme de Chebyshev généralisé complet
(ECC-systéeme) sur I si, pour tout entier k = 0,....n, (go,...,qr) est un systéme

de Chebyshev généralisé sur I.

On a de facon évidente les implications suivantes :
ECC-systeme sur [ = EC-systeme sur [ = C-systeme sur [.

Si (go,...,9n) est un C-systeme sur [, alors les fonctions go, ..., g, sont linéairement
indépendantes sur /. Notons G, le sous-espace vectoriel (de dimension n + 1 ) de C*([)
que ces fonctions engendrent. Il est facile de vérifier que toute autre base de G, est a son
tour un C-systeme sur I. De la méme facon, si (go, ... ,¢n) est un EC-systeme sur 1, toute
autre base de G, est un EC-systeme. Par contre, en ce qui concerne les ECC-systemes, il
n’en sera pas de méme, ne serait-ce que parce que l'ordre intervient de facon essentielle
dans la définition. Nous illustrerons ceci de facon plus précise plus loin. Ces remarques

justifient les définitions suivantes.
Définition 1.2. Soit G, un sous-espace vectoriel de dimension n+1 de C*. On dit que
1. G, est un espace de Chebyshev (C-espace) sur I si toute base (go, ... ,g,) de G, est
un systéeme de Chebyshev sur I.
2. G, est un espace de Chebyshev généralisé (EC-espace) sur I si toute base (go, ... , gn)
de G, est un systeme de Chebyshev généralisé sur I.
3. G, est un espace de Chebyshev généralisé complet (ECC-espace) sur I s’il existe une

base (go,. .- ,gn) de G, qui soit un systéme de Chebyshev généralisé et complet sur

I.
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De facon évidente, nous avons a nouveau :
ECC-espace sur I = EC-espace sur [ = C-espace sur [.

Bien stir, si G, est un C-espace (ou EC-espace, ou ECC-espace) sur [, c’est un C-espace
(ou EC-espace, ou ECC-espace) sur tout intervalle .J C [I.

Des définitions 1.1 et 1.2, on peut déduire facilement les résultats bien connus suivants.

Proposition 1.3. Soit G, un sous-espace vectoriel de dimension n+1 de C*. Alors G,

est un ECC-espace sur [ si et seulement s’il existe une suite emboitée

GhCG,C...CG,_1 CG,

de sous-espaces de G, telle que, pour 1 = 0,... ,n, G; soit un EC-espace de dimension

1+ 1 surl.

Proposition 1.4. Soit G, un sous-espace vectoriel de dimension n + 1 de C*(I).

(i) L'espace G, est C-espace sur I si et seulement si tout élément non nul de G, admet
au plus n zéros distincts dans 1.
(ii) L’espace G, est un EC-espace sur I si et seulement si tout é€lément non nul de G,

admet au plus n zéros (comptés avec leur multiplicités) dans 1.

En particulier une fonction g € C*°(I) est un EC-systeme (ou C-systeme) si et seulement

si elle ne s’annule pas sur [.

Exemples 1.5.

1.5.1. Soit P, l'espace des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n sur R.
De la proposition 1.4 on peut déduire que P, est un EC-espace sur R tout entier, et, par

conséquent, via la proposition 1.3, que P, est un ECC-espace sur R.

1.5.2. Pour n =1, soit go(x) = sinax, g1(x) = — cos ax, o o > 0 est un réel donné.
Pour ¢y < 14,
tg 1 in at in at .
det M < 0 1 ) _ S111 (il S111 vl — n [a(tl B tO)L
Jo g1 —cosalyg —cosaly

tandis que
sin atg « cos adtg
—cosaty «cosatg

detM(tO to>:
go G1

Par conséquent, il est clair que ’espace G; engendré par go, g, est EC-espace de dimension

2 sur tout intervalle strictement contenu dans [a,a + —], @ € R. Par contre, ce n’est pas
o)
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T
un EC-espace sur [a,a + —], puisque
a

T
detM(a a—I_E):sinW:O

go 9
1.5.3. Pour n = 2, considérons les fonctions

gO(x) = 17 gl(x) = Cos T, 92(1‘) = Siﬂl’,

et G, l'espace engendré par ces fonctions. On remarque que

i e 1 0 0
detM( o 0>: costy —sinty —costy | =1 to € R.

2
go 91 92 sinlyg costiy —sin g

Par ailleurs pour {y < t; < t5, on peut vérifier que

1 1 1
det M ( ol ) = costy costy; costy
go 91 92 sinlg sint; sinis
L flo—t1\ . [ti—t\ . [ta—To
= —4sin sin sin ,
2 2 2
to to t
det M ( o oM ) =1 —cos (t; — to).
go 91 G2

Par conséquent, G, est un EC-espace sur tout intervalle strictement contenu dans [a,a +

27|, mais pas sur [a,a + 27].
1.5.4. Pour n = 2, considérons les fonctions

gO(x) = 17 gl(x) = Chl’, 92(1‘) = thv

On montrera de la méme facon que 'espace Gy engendré par ces 3 fonctions est un EC-

espace sur R tout entier.

Partant a nouveau de n+1 fonctions go, ... , g, € C*([) quelconques, pour tout « € I,

nous pouvons considérer la matrice carrée d’ordre n + 1 suivante:

Wigor--wgn)(e) = (o) (1)
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Le déterminant de cette matrice, a savoir la fonction définie sur [ par:

Wi(gor- +g0)(e) i= detWigor .., gu)(2), z €T, (1.5)
est appelé le Wronskien des fonctions go, ... , g,.
Supposons que (go, . .. , gn) soit un EC-systeme sur I. Alors, comme cas particulier de

(1.3), nous obtenons
Wigoy...,9.)(x) #0 pour tout = € I.

La réciproque n’est bien sir pas vraie comme le prouve ’exemple 1.5.3. Par contre, les
ECC-systemes peuvent étre caractérisés en termes de Wronskien comme suit :
Proposition 1.6. Considéronsn+1 fonctions go, ... ,g, € C(I). Le systéme (go, ... , Gn)
est un ECC-systéme sur I si et seulement si pour tout k =0,...,n, W(go,...,gx)(x) ne

s’annule pas sur I.

Pour la preuve de ce résultat nous renvoyons a [20] et [9]. [llustrons cette caractérisation

intéressante par les exemples suivants:

Exemples 1.7.

1.7.1. Soit g;(z) = 2,1 = 0,... ,n. Le systeme (go, ... ,g,) est un ECC-systeme sur R.

Ceci résulte du fait que, pour tout £k =0,... .n,
1 0 .. 0
x 1 .. 0
28 kbt K
Remarquons que, par contre, le systeme (gn, gn-1, ... ,go) n’est pas un ECC-systeme sur

R puisque g, s’annule en 0. Cet exemple simple met en évidence le fait que, dans un

ECC-espace, une base donnée n’est pas nécessairement un ECC-systeme.

1.7.2. Considérons les fonctions go(z) = 1, g1(x) = sha et ga(x) = cha. D’apres
Iexemple 1.5.4. le systeme (go, g1, ¢g2) est un EC-systeme sur R. C’est en fait un ECC-

systeme sur R, puisque, pour tout x € R

W(go)(x) =1, W(govgl)(x) = chaz, W(90791793)($) = 1.

La proposition 1.6 aboutit facilement au résultat suivant :

Corollaire 1.8. Soient go,... ,gn, n + 1 €léments de C(I). Les propriétés suivantes

SORf (Guivalentss iy pocisysteme sur 1.
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(ii) go ne s’annule pas sur [ et

() (3)

est un KCC-systeme sur I.
Preuve.
L’hypothese (i) implique que la fonction gy est un EC-systeme sur I, donc ne s’annule
pas sur [.
Inversement, soit go € C'*°([) une fonction qui ne s’annule pas sur I. Alors en écrivant

(4)

pour tout k < n, g = go X Ik et en calculant g’ par la formule de Leibniz, on prouve

) Yo
facilement que
g1 9n
Wi(gos---gn) = g W=, ... =
o 9o
a\’ )\’ (1.6)
9o 9o
D’ou le résultat annoncé, grace a la proposition 1.6. ]

1.2 ECC-espaces et fonctions-poids

Donnons-nous n+ 1 fonctions wy, ... w, € C*(I) et supposons que chacune d’elles n’a
pas de zéro dans I. Notons D l'opérateur de dérivation sur C°°([). On peut alors associer
aux fonctions wg, ... ,w,, que nous appellerons fonctions-poids sur I, les opérateurs

différentiels définis sur C'*°([) comme suit :

Dou = u, Dku::D< “ ), E=1,...,n41. (1.7)
Wg-1
Introduisons également les opérateurs différentiels Lo, ..., L,y définis par:
Lk:DkODk_lo...ODo, k:(),...,n—l—l. (18)

Proposition 1.9. L’espace vectoriel G, = Ker L,y1 est un ECC-espace de dimension
n4+1 surl.

Preuve.

Pour k = 0,...,n notons Gy := Ker Lgy1. D’apres (1.7) et (1.8), Ly est un opérateur

différentiel linéaire d’ordre k exactement. En effet, on peut vérifier facilement que:

L= —--—— w1 aju(j), (1.9)
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oulesaj, 7=0,...,k—1, sont des éléments de C*°(]). La suite emboitée

{0} CGC G C...CGu1 CGy,

est donc telle que chaque G; est de dimension ¢ + 1, 2 = 0,... ,n. Pour chaque entier
i =0,...,n, choisissons une fonction g; telle que ¢; € G; \ G;_1. Le systeme (go,... ,9n)
ainsi obtenu est alors un ECC-systeme sur [. En effet, utilisant la proposition 1.6 il suffit
de prouver que pour k < n, le Wronskien W (go, ... ,gxr) ne s’annule pas sur [.

Introduisons la matrice

'C(go, SR ,gn)(l') = (L]gi(x))i,jzo,...,n : (110)
Selon (1.9),

1
detL(go,--- ,9n) = Wigo,--- ,0n) - (1.11)

Woly ... W1

=0

Or, puisque ¢; € G; = Ker L;41, nous savons que L;g; = 0 pour j > 1 + 1. Par ailleurs
g9 & Gi1 = Ker L;, en sorte que L;g; # 0. De plus, d’apres (1.8), Lit19i = Dip1(Ligi).

Par conséquent la fonction ¢; satisfait

L;g;
p(5) =0
w;

c’est-a-dire,

Ligi = oWy, (112)
ol o; est un nombre réel non nul.

En résumé, pour x € [, la matrice L(go,...,g,)(x) est triangulaire inférieure de
diagonale (agwo(x),. .., azw,(x)), ou les nombres ag, ... , o, sont des réels non nuls. Si
bien que

detL(go, ... ,gn)(x) = Hoziwi(x), x € 1. (1.13)
1=0

De (1.11) et (1.13), on déduit que, pour tout = € I:
Wi(go, ... gn)(x) = [ [ csrwi(a)™ =" 0. (1.14)
=0

On montre de méme que W(go, ... ,gx)(x) # 0 pour tout « € I et tout k < n. [ |
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Nous dirons que l'espace G, = Ker L, est I'espace ECC associé a wy,...,w, et
noterons:
G, = ECC(wo, ... ,w,). (1.15)
Dans la preuve précédente, nous pouvons choisir ¢gq, ... , g, de facon a ce que ag = --- =
a, = 1. Le systeme ECC (go, ... ,g,) satisfait alors les conditions suivantes:
Ligi(x)=10, pourj>i+1, Lgl(x)=wlz), xel (1.16)

Pour a fixé dans [, c’est en particulier le cas pour le systeme suivant :

(1.17)

gn(l’) : wo(:z:)/ax wl(sl)/:l .../:n_l Wy (8,)ds, . .. dsy

traditionnellement appelé systeme ECC canonique au point a.

Proposition 1.10. Soit G, un espace ECC de dimension n+ 1 sur I. Alors il existe (au
moins) un systéme (wo, ... ,w,) de fonctions-poids tel que G, = ECC(wo, ... ,w,).
Preuve.

Soit (go,...,g,) une base de G, qui soit un ECC-systeme sur I. Si n = 0, le résultat
évident, il suffit de prendre wy = go.

Etant donné un entier n > 1, supposons le résultat vrai pour n—1. D’apres le corollaire

1.8, nous savons d’une part la fonction g ne s’annule pas sur I, d’autre part que le systeme

() ()

est un ECC sur [. Définissons la fonction-poids wq par wg := go et 'opérateur différentiel

d’ordre 1 associé sur C*°([)
7
Diu:= <i> .
Wo

Le systeme (Dig1,...,D1g,) étant un ECC sur [ d’apres le corollaire 1.8, I’hypothese
de récurrence nous permet d’affirmer 'existence des fonctions poids wy,... ,w, telles
que 'espace engendré par Digi,. .., Dig, (c'est-a-dire I'espace D1G,,) soit associé a ces

fonctions-poids, i.e:

Dlgn == ECC(U)l, ce ,wn).
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Cela signifie que D1G, = Ker (D41 0...,0D3), ou

[

szD( ), 1=2,...,n+ 1.

Wi—1

Il en résulte aisément que:

G, = ECC(wy, ... ,w,).

Exemples 1.11.

1.11.1. L’espace P,, des polyndémes de degré < n est le noyau de 'opérateur différentiel
d’ordre n + 1, D"*!. Par conséquent

P, = ECC(L,....T)
———
(n+1)fois

1.11.2. Soit G, un ECC-espace de dimension n + 1 sur I, et (go,...,g,) une base de
G, telle que (go,...,gn) soit un ECC systeme sur [. Il est possible de déterminer des
fonctions-poids wo, ... ,w, telles que G, = ECC(wy, ... ,w,) grace a la formule (1.14). 1l
suffit de prendre par exemple

1 Wigo,...,q))

= = X ) =1,....n. 1.18
Wo 9o, wy Wo . .. Wiy W(go, 7uj—1)7 J ) ) 1 ( )

A un méme espace ECC il peut étre possible d’associer ainsi plusieurs systemes de fonc-
tions poids, en partant de différents ECC-systemes de cet espace. Par exemple, multiplier
chaque élément d’un systeme de poids par une constante non nulle ne change pas I'espace

ECC associé. Voir aussi 'exemple 1.11.3. ci-dessous.

1.11.3. L’espace Gy engendré par les fonctions go(x) = 1, ¢1(x) = sha, go(x) = cha,
est un ECC-espace de dimension 3 sur R. Nous savons d’apres l'exemple 1.5.4. que
(90, 91, 92) est un ECC-systeme sur R. A partir de cet ECC-systeme, la formule (1.18)
conduit aux fonctions-poids:

1

wo(x) =1, wi(x) =che, w(zx)= (cha)?’ r e R. (1.19)

On peut vérifier, que:

Wi(ga)(2) = chz,  W(gz,g1)(x) =1 et W(ga, 91, —go)(2) = 1,
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pour tout « € R. Grace a la proposition 1.6, ceci prouve que le systeme (g2, g1, —go) est

également un ECC-systeme sur R, auquel correspondent les fonctions-poids

1
wo(x) = cha, wi(x) = m, wy(x) = che, xR, (1.20)
1.11.4. Soit w,wy, ... ,w, € C*(I) des fonctions qui ne s’annulent pas sur I. Si G, =

ECC(wo, ... ,wy,), I'espace F,, := {wu,u € G, } est un ECC-espace sur [ et
F. = ECC(wwg,wy, ... ,w,).

En fait si (go, ... , gn) est un ECC-systeme sur [, (wgo, . .. ,wg,) est aussi un ECC-systeme
sur [ comme le prouve I’égalité

W (wgo, ... ,wg,) = w" ™ W(go, ... ,qn)

Grace aux propositions 1.9 et 1.10, nous voyons que les fonctions-poids permettent
de fabriquer tous les ECC-espaces possibles, donc des EC-espaces particuliers sur un
intervalle I donné. Le résultat suivant, pour la preuve duquel nous référons a [20], montre
que si 'intervalle [ est fermé borné, tout EC-espace sur [ peut inversement étre obtenu
a partir de fonctions-poids.

Proposition 1.12 Si [intervalle I est fermé borné, tout EC-espace sur [ est un ECC-

espace sur I.

1.3 Espaces invariants par translation

Nous considérons ici un sous-espace G, de C°(R). Cet espace est dit invariant par
translation si, pour tout élément u € G,, et tout @ € R, la fonction v définie sur R par
v(x) := u(x + a) appartient encore a G,.

Proposition 1.13. Supposons l'espace G,, invariant par translation. Supposons également
qu’il existe un intervalle I = [o, B], a < B3, tel que la restriction G,; de G, a I soil un
EC-espace de dimension n + 1. Alors G, est le noyau d’un opérateur différentiel linéaire
d’ordre n + 1 a coefficients constants.

Preuve.

Puisque I'intervalle I est fermé borné G,y est aussi un ECC-espace sur I. Par conséquent,

il existe des fonctions poids wy, ... ,w, € C*(I) telles que:

Gnir = ECC(wo, ... ,w,),
c’est-a~dire G, = Ker L,;1, ou L, est 'opérateur associé a ces poids, défini sur C=(1)
comme en (1.8). D’apres (1.9), pour tout v € C*(I),

Lopu(z) =Y aj(z)ul(z), ze€l (1.21)

=0
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ol apyq(x) = . Donc G, |; est I'ensemble des fonctions v € C°°(I) qui

wo(x) ... wy(x)
satisfont I’égalité :

n+1

Y aj@uz)=0, wzel (1.22)

=0

Fixons un élément u € G, et un réel a quelconque. La fonction v(x) := u(z + a), v € R,

étant un élément de G, vj; € G, 7. Par conséquent vy; satisfait I’équation (1.22), i.e:

n+1

S e =0, el
7=0
ou encore:
n+1 4
Zaj(x)u(])(x +a)=0, zel. (1.23)
7=0

Choisissons un point v € [. [’égalité ci-dessus nous montre que I'on a en particulier:

n+1

Y ai(y)u (v +a) = 0. (1.24)

=0
[égalité (1.24) est valide quel que soit le nombre réel a fixé a ’avance, ce qui signifie que

giaj(’y)u(j)(x) =0, r € R. (1.25)

=0

Soit A, 41 l'opérateur différentiel linéaire d’ordre n + 1 a coefficients constants défini par:
Apprt = ul"™ £ " ai()wo(y) . wa(y)ul). (1.26)
7=0

D’apres (1.25) nous venons de montrer que G, C Ker A, ;1. Or I'espace G, est de dimension
au moins égale a n + 1 puisque sa restriction a 'intervalle [ est de dimension n + 1. Par
conséquent, G, = Ker A, 1. [

Remarques 1.14.

L’opérateur différentiel A, 41 auquel nous avons abouti en (1.26) a été obtenu a partir
d’un point v choisi dans 'intervalle /. Puisque son coefficient dominant est égal a 1, nous
pouvons en déduire que les fonctions ajwowy ... w,, 7 = 0,...,n, sont constantes sur

I'intervalle /. Illustrons la proposition 1.13 par quelques exemples simples.
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1.14.1. Considérons tout d’abord l'espace G, engendré par les fonctions 1, shx, chax.

Nous avons vu en 1. 11. 3. que, sur R, Gy = ECC(wq, w1, ws3), ot wo(x) = 1, wy(x) =
1
chz)?

formules (1.7) et (1.8). On constate donc que

cha, wy(x) =

. Donc G = Ker L3, ou 'opérateur Ls est défini conformément aux

—

Ly = cha [u" () — ' (2)] = wo(x)wll(x)w(w)/\gu(x),

Ht

ol Asu=u — u.

1.14.2. Sur [0, 2F[ considérons les fonctions-poinds wo(x) = 1 +sinz, w(z) = wy(x) =
ﬁ(l’) et 'espace associé EC(wy, w1, wy) = Ker Ls, ou, d’apres la définition (1.7),

. H ' 1 tHt '
Lsu(z) = (1 +sina) |u (v)+u(x)] = ) <u ()4 u (:1;)) )

wo (@ )wy (@)ws(x

Donc I'espace EC(wo, w1, ws) est la restriction & I'intervalle [0, 2 du noyau G; = Ker As,
ott Asu = u” + ', c’est-a-dire, de 1’espace G, engendré par les fonctions 1, cosz, sinx
(cf. exemple 1.5.3 ).

Intéressons-nous maintenant a la réciproque : est-ce que le noyau d’un opérateur différentiel

linéaire a coefficients constants est un EC-espace, au moins sur un certain intervalle?

Proposition 1.15. Soit A, un opérateur différentiel linéaire a coefficients réels constants,
d’ordre n 4+ 1, défini par:

Appu = w4 Z aju(j) = H(D — A1), (1.27)
]:0 s=0
ou ag, ... ,a, € R et Ao,... , Ayp1 € C. Soit G, := Ker A1 le noyau de cet opérateur

différentiel. Alors
1. St Xoy. .. s A1 € R, G, est un ECC-espace sur R.

2. Sinon, G, est un ECC-espace sur tout intervalle strictement contenu dans un inter-
valle de la forme

T
a7a+ T 2N Y
max |Im(A; )|

ot a € R et J, est le sous-ensemble de {0,... n} constitué des indices j pour

lesquels \; ¢ R.
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Preuve.

1. Supposons que Ag,..., A, € R. Sans perte de généralité, on peut supposer que
Moy e oo h) = (411 Iy

ou les /; sont des nombres réels deux a deux distincts et ou les entiers strictement positifs

[, ... o iy satisfont gy +--- 4+ g, = n + 1. Dans ce cas, G, admet pour base les fonctions

le’
gee ey

le’

7 ul—lefll’ 6521’ lra rx ur—lefrac‘

, ey I

€ zre T

Vérifions que cette base est un ECC-systeme sur R. D’apres I’exemple 1.11.4, nous pouvons
(quitte & diviser par €% ) supposer que /; = 0. En appliquant (éventuellement plusieurs
fois) le corollaire 1.8 ((¢17) = (¢)), il suffit de prouver que

(eéﬂ, ... ,:1;“2_1661’, eérl’, :L'eérl’, ... ,x“r_leérx)
est ECC-systeme sur R. Quitte & tout multiplier par e~ (exemple 1.11.4), on peut
itérer. A terme, il suffit de vérifier que tout systeme de la forme (1,z,... 2" ") est un
ECC-systeme sur R, ce que nous savons d’apres I’exemple 1.11.1.
2. Supposons que certains A; ne sont pas réels. On peut supposer que Ag,...,A, € R,
Aptis--- s Ay € R Comme précédemment, en utilisant le fait que la multiplication par

une fonction non nulle transforme un systeme ECC en un systeme ECC (exemple 1.11.4)
et le corollaire 1.8 ((i7) = (1)), il suffit de se ramener au cas ou aucun A; n’est réel.
L’opérateur A, 1, étant a coefficients réels, les \; sont deux a deux conjugués et n+1 = 2m.

Supposons que
Aoy vn s Ap) = (gl[m1]7E[m1] o 7£r[mr]7z[mr])7 (1.28)

ot m; >0, my 4 ---+m, =m et {, £ {;,(; pour k # j. Dans un premier temps, nous

supposons que r = 1, auquel cas:
Api1 = (D —6D™ (D — 0™ = My™,
ou M; désigne l'opérateur d’ordre 2 défini par:
M, = D* — Re(1)D + |(1]*1.
Considérons la suite emboitée d’espaces:
{0} C Ker M; C Ker M?cC...C Ker M\™ =G,,.
Sily =By + iy, (71 #0), Vespace My* est de dimension 2k et a pour base les fonctions

P cos iz, PV sinyx, e’ cos vz, reP T sinyx, ...

o, 2P cos vy, 2R eP T sin .
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s

7]
exemple 1.5.2, que Ker M; est ECC-espace sur I. Choisissons une base uy, vy de Ker M;

Fixons un intervalle fermé [ strictement contenu dans [a, a + ]. Nous savons, grace a

qui soit un ECC-systeme sur . Ceci signifie que la matrice Aj(z), de type 2 x 2, définie

b= () Dt

satisfait detA;(x) # 0, pour tout x € I, et que, d’autre part ui(x) # 0 pour tout x €
I. Puis choisissons usy, vy de facon a ce que Mjuy = uy; et Myvy = v;. Les fonctions

par:

wy, vy, Uy et vy forment une base de Ker M;?. Plus généralement, définissons uj et vy par:

M1Uk = Uk-1, Mlvk = Vk—1, k= 2, Lo My, (129)
La famille {uy,v1,... , tUm,,vm, } forme alors une base de I'espace G, = Ker M"'. Nous
allons vérifier que c’est un ECC-systeme sur . Si, pour k=1,... ,my:
M = D* 4 ab D= o ab (1.30)
introduisons la matrice carrée d’ordre 2m suivante:
1 0a 0 a2 0 ... apil, 0
0 1 af aj a3 ai ... a;nré:—i:a a;nwtl_—iz
0 01 af af a3 ... ahtl, aji 4
Q=
0 00 0 0 0 ... . ap !
o 00 0O 0 0 ... ... 1
Appelons O, g =1,...,2my , les colonnes de la matrice produit
R :=W(u1, vy .o yUmy, Um,) - Q. (1.31)
La matrice () a été définie de sorte que, pour tout £k =0,... ,my — 1:
T
02k+1 = <M1kU1,M1kU1,... ,Mlkuml,MlkUml> 5 (1 32)
T .
02k+2 == <DM1kU1,DM1kU1,... ,DMlkuml,DMlkUml> .
La relation (1.29) de définition des fonctions uy et v, montre clairement que:
MFu; = MFv; =0 pour k > 7, Mlj_luj = uq, Mlj_lvj = v1. (1.33)

Par conséquent la matrice R définie en (1.31) est triangulaire inférieure par blocs 2 x 2:

A 0 .00

. Al ... 0
R=|. . | (1.34)

Ay
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Par conséquent, detR = (detA;)™, ce qui, grace a (1.31), montre que:
Wiy, v1, .oy Uy, U, )(2) # 0, pour tout = € I.

Du fait de la structure de ), nous obtiendrons un résultat similaire pour tout sous mi-
neur principal de la matrice W(uy, vy, ... , Uy, , Um, ). Nous avons donc ainsi vérifié, par la

proposition 1.6, que (u1,v1,. .., Up,, Uy, ) est un ECC-systeme sur [.

Pour comprendre le cas général (1.28), il suffit de considérer le cas r = 2, pour lequel:
G, = Ker M @ Ker M;™?,
avec My = (D—EQI)(D—E]). Sily = Ba+ivq, v2 # 0, [ seraici un intervalle fermé contenu

strictement dans [a, a + . Remarquons tout d’abord que pour ¢,5 = 1,2, ¢ # j.

max (Tl
M;(Ker M;™) = Ker M™.

mi1oy

Choisissons d’abord des fonctions uy,v; en sorte que le systeme (M{" uy, M{"'v;) soit un

ECC-systeme sur [, ensuite des fonctions uy et vy telles que:
Mzﬁk = ﬁk_l, Mgfﬁk = fﬁk_l, k= 2, e M.

Le systeme (ug,v1,... ,Um,, Um,, Uty U1y yUmy, Um,) est une base de G,. On vérifiera
que c’est un ECC-systeme sur [ en multipliant la matrice W(uq, v1,... , Um,, Um,) & droite
par une matrice () triangulaire supérieure a diagonale unité, dont les colonnes 2m; +
1,...,2mq + 2m, seront fabriquées grace aux coefficients des opérateurs M,™, My M;™*,

cee M2m2_1M1m1. |

1.4 Splines de Chebyshev

Nous supposons ici que 'espace G,, C C*(I) est un EC-espace de dimension n+1 sur I.

Supposons donnés r points distincts &;,... &, dans [ et r entiers py,...,pu, > 1 tels
que pt1+- -+ pu, = n+1. Alors, d’apres la définition méme d’un EC-espace, nous pouvons

affirmer que tout probleme d’interpolation d’Hermite :

Trouver G € G,, satisfaisant :
(&) = af

([

k=0,....0,—1, 1=1,...,r,

admet une solution unique, quelles que soient les données af du probleme. Comme cas
particulier,

1. étant donné a € I, il existe une et une seule fonction GG € G, telle que

G(k)(a):ozk, E=0,...,n
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ou ag, ... ,a, sont donnés a 'avance,

2. étant donnés deux points distincts a,b € I, et deux entiers naturel K et L tels que

K+ L =n —1, il existe une et une seule fonction G € G, telle que:

G®(a) = ay, 0<k<K,
GOb) = pr, 0<(<L,
ou ag,...,ax et Bg,..., 0 sont donnés.

Considérons maintenant une suite de points de I'intervalle [ :
to <t < ...<tq <tq_|_17

et une suite my,... ,m, d’entiers tels que 0 < m; < n pour tout ¢ = 1,...,¢. Nous
définissons I'espace S des splines correspondant comme ’ensemble des fonctions (conti-
nues) S : [to, t441] — R telles que:

(i) pour e =1,... ,q, S est "™ au point t;,

(ii) pour ¢+ = 0,... ,q, il existe une fonction G; € G, telle que:
S(x) = Gilx), v € [ti, tiga].

Déterminer une fonction S € S est donc équivalent a déterminer une suite (G, ..., Gy)

d’éléments de G, satisfaisant pour : = 1,...,¢, les n — m; + 1 conditions:
GOy =GP ), k=00 —my

D’apres les remarques ci-dessus sur 1'unicité de la solution de tout probleme d’interpola-
tion, supposant connue la fonction G;_4, la fonction G; € G,, peut étre déterminée par la

donnée de
G ) G (). (1.35)

La fonction Gy quant a elle peut étre déterminée par la donnée de Go(to), ... , Gén)(to), ce
qui correspond & (1.35) pour 7 = 0, avec la convention mg := n 4 1. En conclusion, toute

spline S € § est parfaitement déterminée par les données :
S=mitl by . S, i=0,...,q.

Par conséquent la dimension de I'espace S est égale a

q
Zmizn—l—m—l—l, oum :=myg+--+mg.

=0



Chapitre 2

Splines cardinales basées sur un
espace de Chebyshev invariant par
translations

Dans ce chapitre nous étudierons des espaces de splines basées sur des espaces de
Chebyshev, ceci en vue de l'extension du résultat d’Ulrich Reif. Ce résultat utilise de
facon essentielle I'invariance par translation des espaces des polynomes. C’est pourquoi
nous nous limiterons a des espaces de Chebyshev invariants par translation, c’est-a-dire,
d’apres le chapitre précédent, a des noyaux d’opérateurs différentiels linéaires a coeffi-
cients constants. Nous nous focaliserons particulierement sur les propriétés des B-splines

des espaces de splines correspondants.

Comme nous ’avons signalé dans I'introduction, de nombreux auteurs se sont intéressés
aux splines de Chebyshev. Citons notamment S. Karlin et Z. Zeigler [10], T. Lyche
[12, 17, 19], L. L. Schumaker [33, 34, 32], N. Dyn et A. Ron [7, 6] et, plus récemment
H. Pottmann [25, 26], P.-J. Laurent et M. -L. Mazure ([21, 22]). L ouvrage de base auquel
nous renvoyons le lecteur est le livre de L. L. Schumaker [32]. Le fait de considérer uni-
quement des noyaux d’opérateurs différentiels linéaires a coefficients constants permet ici
une présentation de la B-spline associée plus légere que dans [32]. Dans ce cadre, signalons

que certains résultats énoncés dans ce chapitre se trouvent dans [7].

2.1 B-splines de Chebyshev

Etant donné un entier m € N* et un m-uplet A = (Aq, ..., A,) € R™, nous noterons de

facon systématique L7 'opérateur différentiel linéaire d’ordre m, a coeflicients constants
s A 9 9
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défini sur C*(R) par:

m

Ly =10 = M), (2.1)

k=1

ou, comme dans le chapitre précédent, D est I'opérateur de dérivation et [ est 'identité.

Nous savons que le noyau de cet opérateur différentiel,
N = Ker LT,

est un espace EC sur R tout entier. Il est possible de trouver une permutation o de
{1,...,m} telle que
()\0(1), - ,)\U(m)) = (51[“1], - ,gr[w]),

ouly,... 0. sont des réels distincts et iy, ..., u, des entiers > 1 tels que gy +-- -+ pu, = m.

Nous savons alors que la famille des fonctions

liw

eli Lz M—le&x

xet L 1 =1 r

, (2.2)

Y Y A

forme une base de M. Cependant, Il peut étre judicieux d’adopter de nouveaux choix
de bases dans cet espace. Ceci est 'objet des deux lemmes ci-dessous.
Lemme 2.1. Pour: =1,... ,m, désignons par u; ’élément de N(ixl,...,xi) = Ker Léh,...w)

qui satisfait les conditions initiales :

Doy ) O stg=0,...,0—2,
So={7 ST 29

Les fonction uy, ... ,u, ainsi définies forment une base de N{".

Preuve.
Remarquons tout d’abord que les égalités

szl,...,Ai)ui = Lz:ll,...,Ai_l) [Liuz] =0,

Liiui = u; — My,
nous permettent facilement de constater que:
1 .

Ly ui = uiy, 1=2,...,m. (2.4)

Par ailleurs, puisque Lbh.“’” = H2:1(D — Ai 1), Vopérateur Léh,...w) s’écrit comme

7
une combinaison linéaire des opérateurs I, D,... , D' dont le coefficient de D" est égal a

1. Par conséquent, les conditions (2.3) peuvent étre remplacées par:

0 sij=0,...,i—2
1 sij=i—1,

Ly ul0) = { (2.5)
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ceci pour tout ¢+ =1,... ,m.
Supposons donnés m réels aq,... ,a, tels que ajuy + -+ + a,u, = 0. Appliquons
I'opérateur Lﬁ:l A1) AUX deux membres de cette égalité, ce qui donne:
m—1 m—1 _
alL(Al,...,Am_l)ul 4oy amL(/\17~~~7/\m—1)Um = 0. (2.6)
Or,pouri=1,... ,m—1,
m—1 _ rm—1—1 7 ] —
L(Al,...,Am_l)ui - L(A,‘+1,...,Am_1) [L(AlyyAz)uZ] - 0

Donc la relation (2.6) se réduit simplement:

m—1

amL(Ahm’Am_l)um(:p) =0, r € R.

Pour x = 0, d’apres (2.5) on obtient a,, = 0. Nous obtenons donc

aruy + -+ o Um—g = 0.
L’égalité

L2 plan 4+ a1t 1) = 0

permettra de monter de la méme facon que a,,_; = 0 et ainsi de suite. De proche en

proche, on obtient :

ap=dy=-+-=a, = 0.
|
Par exemple, lorsque Ay = Ay = -+ = X\, = 0, la base introduite dans le lemme 2.1
i-1
s . X .
est la base (uy,... ,uy) de P,_y définie par u;(x) = T i=1,...,m.
Lemme 2.2. Les fonctions tm,, twn(-+1),..., wy(-+m —1) forment également une
base de lespace N*.
Preuve.
Donnons-nous m réels aq, ... ,a,,_1 et considérons 'opérateur linéaire A qui, a toute
fonction réelle u de la variable réelle x associe la fonction Au définie par:
Au(z) == agu(z) + aru(z + 1)+ - + ap_ru(e + m — 1), r € R. (2.7)
Supposons que Au,, = 0, soit:
Aot () + a1tz + 1) 4+ -+ aportp(z +m —1) =0, r € R,
et montrons que cela implique ag = a1 = - -+ = a,,—; = 0. De fagon évidente, l'opérateur A

commute avec tout opérateur différentiel linéaire a coefficients constants. On aura alors,
en utilisant (2.4)
Lim (Augy)=0=A (Limum> = Au,,_1 =0.
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De proche en proche, on pourra ainsi montrer que
Au; =0, i=1,...,m. (2.8)
Explicitons les relations (2.8) au point = 0. On obtient:

aour(0) + aqur (1) + -+ 4 amoqur(m — 1)
aguz(0) + aqua(l) + -+ 4 am_qug(m — 1)

0,
0

Y

(2.9)
aotm(0) + a1t (1) + -+ + aportim(m — 1) =0,

La matrice de ce systeme considéré comme un systeme linéaire en aq, ay, ... ,da,_1 est la

matrice]%(o7 Loym—1

Uy Uy oo y Up
R. Donc toute base de 7" est un C-systeme sur R. C’est en particulier le cas de la base

). Or nous savons que 'espace N est un ECC-espace sur

(U1,...,Uy). Par suite, le déterminant du systeme (2.9) est non nul et ag = a3 = --- =

Am—1 = 0. |

Définition 2.3. On définit Uespace des splines cardinales de Chebyshev associé a ['opérateur
LY, par:
ST ={S € C"*(R) telles que S|k 11[ € N krsp K €ZY.

Exemple 2.4.
Supposons ici que m = 1, auquel cas A = A; € R. On définit la fonction N} par:

Ni(z) = eMX[OJ[(:I;), r e R. (2.10)

Il est possible d’exprimer les éléments de S} a partir des translatées entieres de la fonction
Ny. En effet, si S est un élément de S3, nous connaissons une suite (ax)rez telle que, pour
tout k € Z:

S(x) = ape™, € [k k+1].

Par conséquent, nous pouvons écrire S sous la forme:

S(z) =) aNi(r—k), z€R, (2.11)

kEZ

otl, pour tout k € Z, cx = aper.

On peut remarquer que la fonction N} définie en (2.10) s’écrit aussi:
N} =G\(2) - Gi(z—1), z€R, (2.12)
ott la fonction GY est définie par:

GA\(2) = MN[0, 400(()- (2.13)
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Sur [0, +-00[ cette fonction satisfait L1G5 = 0 (o, conformément & (2.1): L} = D — AI),
et la condition initiale G}(0) = 1. Par conséquent, c’est la fonction de Green associée a

lopérateur L.

Revenons au cas général m € N*, A = (Aq, ..., A,) € R™. Pour généraliser les relations
(2.10) et (2.12) de I'exemple 2.4, nous allons considérer la fonction de Green G5 associé
a opérateur L7 défini en (2.1).

Cette fonction est définie par:

me | 0O st x <0,
GX(e) = { U () six >0, (2.14)
ol u,, est 'élément de ’espace N dont les conditions initiales sont données par (2.3).
Ainsi, pour A\ =--- = \,, =0,
J}T_C_l
G/\(x):(m_l)!v J?ER,

ou x4 = max{x,0}. D’apres (2.4), la fonction de Green satisfait sur [0, +oo[ la relation :
Lim fﬁthm)(:p) = GZL\:}“’/\m_l)(d/’), z € [0, 400, (2.15)

ce qui permet de définir aussi la fonction de Green par récurrence sous la forme

™m

v Amy ,ym—1 .
emVG r—y)dy si x € |0, 4o00|,
Gt () = /0 A ) [ [ (2.16)

0 sinon.

La fonction de Green permet d’exprimer les discontinuités de la dérivée d’ordre m — 1
dans 'espace S{'. Plus précisément, étant donné un point ¢ € R et deux éléments f, g

appartenant a A", si les conditions suivantes sont satisfaites:

fO(a) = ¢“(a), (=0,... ,m—2,
fr 0 (a) = g V(a) + o,

alors nous pouvons écrire :
flz) =g(x) + oGV (x — a), pour tout = > a, (2.17)
et réciproquement. Pour m > 2, la fonction s € C™~*(R) définie par

s(x) = { g(x) siz <a,

flz) six>a,

peut s’écrire:

s(x) = g(z) + oGV (2 — a), r e R.
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Remarquons que pour chaque k € Z, la fonction G7'(- — k) est un élément particulier de

I'espace SY°.
Partant d’une spline S € SU* donnée, pour tout k € Z, notons s I’élément de N7* tel
que:
S(x) = sg(x), x € [k k+1]. (2.18)

Nous savons que S est C™~% sur R et présente des discontinuités de sa dérivée (m — 1)eme

aux points entiers. Notons oy, k € Z, ces discontinuités, i.e,

ap = STy — St (k7))

m—1 m—1 (219)
= sk = 51T,
Nous pouvons appliquer (2.17) aux fonctions s,_1, s, ce qui donne:
sk(x) = spo1(2) + ap GV (2 — k), z € [k, 400, (2.20)
d’ou, puisque G7'(x — k) = 0 pour tout @ < k:
S(x) = sp1(x) + GV (v — k), r€[k—1,k+1]. (2.21)
En utilisant (2.17) de proche en proche, on obtient d’une part:
k43
siei () = seo1 (@) + > Gz —0), @€ [k+j,+o0],
{=k
et d’autre part :
ks
S(x) = simi(2) + Y oGV (x—0),  xelkk+j+1]. (2.22)
{=k
Définition 2.5. Pour tout m € N*, et tout A = (A1,... , Ap) € R™, on définit Uopérateur
aux différences A d’ordre m associ¢ a A par:
AT :=A) o AKZ{.AM_I), (2.23)
ou, pour p € R et f:R =R,
1 e
AL f(z) = f(z) — e flz = 1), r e R. (2.24)

La définition ci-dessus généralise la notion classique d’opérateur aux différences qui
correspond au cas particulier Ay = --- = X, = 0. Le résultat bien connu que toute
différence d’ordre m d’un polynome de degré inférieur ou égal a m — 1 est nulle s’étend
sous la forme suivante:

Proposition 2.6. Pour tout m € N* et tout A = (A,... ., A,) € R, Dopérateur aux

différences AT s’annule sur N7
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Preuve.
1. On peut remarquer que, pour tout (o, 3) € RZ,

1 1 _ Al 1
A,oAp=Az0A,.
En effet, pour chaque fonction f, on a:

ALALN(x) = Abf(r) = e"Abf(z 1))

F() — ¢ — 1) = e (f(x 1) — Ff(x — 2)

J(2) = (e + ) f(w = 1) + P f(z = 2) (225)
= ALALN().

Par conséquent, pour chaque permutation o de {1,... ,m}, on a

A(/\1,...,/\771) = A(/\O'(l)w"v/\o(m))' (226)
2. L'opérateur aux différences AT étant de facon évidente linéaire, pour montrer qu’il
est nul sur l'espace N{", il suffit de vérifier qu’il est nul sur une base de N{". Par
ailleurs, du fait de la commutativité montrée ci-dessus, 'opérateur A7 ne dépend pas de
l'ordre des A;. Nous pouvons donc, sans perte de généralité, supposer que (Aq,... ,A,) =
(51[“1], e ,Er[“r]), ou fq,... .0, sont des réels distincts et ou les entiers p; > 1 satisfont
1 - ..+ p = m. Nous utiliserons la base de N rappelée en (2.2). Puisque,

Iz Hr
A Ag 1[M] Ag [pr]?

il suffit en fait, toujours grace a la commutativité, de vérifier que, pour tout entier p € N*
et pour tout nombre réel ¢, 'opérateur A} s’annule sur les fonctions

Lz Lz u—1 e(x ]

e’ xe, L.,

ket 11 suffit de montrer, que Aif[ﬁl]vk = 0 pour tout £ € N. Or,

Notons vg(x) = =
Iégalité

Apvp(x) = wvp(x) — eop(z — 1)

= " [l‘k —(z— 1)’“]

montre, d’une part que Ajvg = 0, d’autre part que pour tout k > 1, Afvy s’écrit comme

combinaison linéaire des fonctions vg,... ,v,_;. Puisque

k+1 1
A Az[k] oAy,

fE+1]

on peut aisément conclure par récurrence sur k. [ ]
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Il est facile de vérifier qu’en fait, pour tout fonction f: R — R
A7 f(e) = Y1) ( ) ) fe—k),  reR. (221)

k=0 1§21<<2k§m

P

avec la convention g % =1 s1 k = 0. Cette formule se prouve par récurrence

sur m et généralise la formule (2.25) ci-dessus.

Les opérateurs aux différences introduits ci-dessus permettent de généraliser la notion

de B-spline comme suit (voir aussi [32], [7]).

Proposition 2.7. Pour tout entier m > 1 et tout A = (A1,... , Ap) € R™, la fonction
N7 = ATGY (2.28)

appartient a Uespace ST des splines associces a l'espace N{™.
Preuve.

Par définition méme de l'opérateur aux différences AT, N est une combinaison
linéaire des m + 1 fonctions G{'(- — k), k = 0,...,m. L’invariance par translation de
I'espace N et le fait que la fonction de Green soit €% sur R, nulle & gauche de 0 et

satisfasse LU GV (x) = 0 pour « > 0 permettent de conclure. [ ]

Définition 2.8. La fonction NT* est appelée la B-spline de Chebyshev d’ordre m associée

a lopérateur LT .
Remarques 2.9.

2.9.1. La B-spline d’ordre 1 associée a ’opérateur LY = D—XI, A € R est donc la fonction
Ny définie en (2.10).

2.9.2. D’apres (2.27), on peut écrire plus précisément N{* sous la forme:

N (2) =) (—1)F ( > eA"l"'"""A"k) Gz —k) z€ER, (2.29)

k=0 11 <. <0

Par ailleurs 'expression (2.29) montre clairement que N{*(x) = 0 pour x < 0. D’autre
part, si & > m, chacune des quantités x —k, k = 0,... ,m est positive. Le calcul de N{*(x)
revient donc & appliquer 'opérateur AT a une fonction de 'espace N{". La proposition
2.6 prouve alors que N{*(x) = 0. Le support de toute B-spline de Chebyshev d’ordre m est

donc contenu dans l'intervalle [0, m]. Nous verrons plus loin qu’il est en fait exactement
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égal a [0, m].

2.9.3. Sachant que N7 () = 0 pour @ < 0, par comparaison avec (2.22), 1’égalité (2.29)

nous renseigne sur les discontinuités de la dérivée (m — 1)eme de la B-spline:

(Nﬁ”)(m_l) (k"') o (Ngn)(M—l) (k™) = (_1)k Z e/\i1+"'+Aik7 0<k<m. (2.30)

Par exemple, les discontinuités de la B-spline polynomiale d’ordre m, N™ := N

(ol sont

données par:
(N =Dty — (N (k) = (=1)F <m> . 0<k<m.

2.9.4. L'opérateur aux différences A" ne dépendant pas de I'ordre des A;, il en est de méme
pour la B-spline N{*. On pourra donc si besoin, supposer dans la suite que (Ay,... ,A,) =
(51[“1], . ,Er[“r]) avec (y,... 0, distincts et gy, ..., pu, > 1.

Le résultat suivant est classique dans le cas polynomial.
Proposition 2.10. ( [36]) Pour tout A = (A1,... ,An) € R™, la B-spline N{* s’obtient

comme convolution des m B-splines d’ordre 1, NAli, 1=1,...,m, c’est-a-dire :
N{" =Ny *...% N, | (2.31)

ou encore, pour m > 2,

1
N (z) = /0 eA’"tN(T;;.l“Am_l)(x — t)dt. (2.32)
Preuve.
Supposons m > 2 et notons A = (Aq,...,A,—1). Par définition de la B-spline d’ordre
m:
N = A%”_l (AimGZﬂ . (2.33)

Calculons tout d’abord AimGT :
Ay G (x) = GR(x) =G (e —1)
T r—1
_ Amt o vm—1 . . Am(u+tl) ym—1 1
= /Oe GX (x —u)du /0 e GX (x —1 —wu)du

Le changement de variable t = u + 1 transforme la deuxieme intégrale en

v Amt ym—1
/le G5 (x —t)dt,
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ce qui permet d’écrire :

1
Aimagﬂ(x):/o MG (@ — 1)t
c’est-a-dire:
1 m _ 1 m—1
AL GR(x) = Ni x G (2.34)

Il est facile de vérifier que, pour tout réel u, et toutes fonctions f, g telles que le produit

de convolution soit défini,
A (frg)=[f*(ALf).
Compte tenu de cette remarque, il résulte de (2.33) et (2.34) que:

NP = N s Ar(Grer).

Si l'on suppose établi que

A7) = KM

le résultat cherché en découle. ]

Chacune des B-splines d’ordre 1 étant strictement positive sur Iintervalle [0, 1], on

obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.11. Le support de toute B-spline de Chebyshev N d’ordre m est égal a

[0,m]. De plus N{* est strictement positive sur lintérieur de son support.

La proposition 2.10 conduit également au résultat suivant:

Corollaire 2.12 Ftant donné m réels Ayeve s Ay et un entier 1 tel que 1 <1 < m — 2,
on a:

Ling o o N0y = Ale,...,Ai)N(TZ:I,,,,,Am)- (2.35)
Preuve.

Pour toute fonction continue f de R dans R, grace a un changement de variable, le

produit de convolution de f et NAll, s’écrit :

(NAll * f) (x) = /0 eAltf(:L' —t)dt = M /_1 e_Alyf(y)dy.

Par dérivation, on obtient donc:

<NA11 * f)l () = Alehl’/ MY f(y)dy + eM” [e_A””f(;l;) — e—Al(l’—l)f(x _ 1)]

-1

= M (N f)(2)+ fla) — M fla = 1), reR
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c’est-a-dire:
Lil (NAll * f) = Ailf(x) (2.36)

Nous pouvons appliquer la formule (2.36) avec f = N(TK;I o) a condition que la B-
spline d’ordre m — 1 soit continue, c’est-a-dire si m > 3. On obtient alors I’égalité (2.35)
correspondant au cas ¢ = 1. Le cas général s’obtiendra facilement par récurrence, en

utilisant le fait que les opérateurs L} et AL commutent. [ ]

La proposition suivante généralise la relation (2.11).

Proposition 2.13. ([32]) Pour tout spline S € ST, il existe une unique suite (¢x)rez de
nombres réels telle que :

S(x) =Y aN/(zx—k), xR, (2.37)
kEZ
Preuve.
Fixons deux entiers quelconques j € Z, ¢ € N, et considérons la restriction S;, de

I’espace ST a lintervalle [j, 7 + ¢ 4 1]. Du paragraphe 1.4, nous déduisons que
dim S]}f =m + L. (238)

Chaque fonction N{'(- — k) étant un élément de ST, sa restriction a [j,7 + ¢ + 1] est un
élément de l’espace S;,. Compte tenu du fait que suppN{*(- — k) = [k, k + m], seules les
m + { fonctions N{*(- — k)l[jj-l—é-l—l]’

S;¢. Il nous suffit en fait de prouver que ces fonctions forment une base de ;. En effet,

k=j3—m+1,...,74/( sont des éléments non nuls de

si nous supposons ceci montré, il existera une unique suite (¢g);j—my1<r<j+e telle que
J+e
Sx)= Y aNl(w—k), welj+l+1] (2.39)
k=7—m+1

Considérons maintenant l'intervalle [j — 1,7 4+ £ + 2], (ou tout autre intervalle contenant
[7,7+ (4 1]). Du fait que les restrictions des fonctions N*(- —k), k=j—m,... ,J+{+1,
alj— 1,74 0+ 2] forment une base de I'espace S;_1 ¢41, il existera une unique suite
(V) j—m<i<jterr telle que

JHe+1

S(e)= > wN(e—k), wel[j-1Lj+(+2] (2.40)
k=j—m
Si 'on se limite a des éléments = de 'intervalle € [5,7 + ¢ + 1], pour &k = j — m et

k=734 {+1, nous avons N{*(x — k) = 0. Par conséquent, I’égalité (2.40) conduit a:
it

Sx)= Y wuNU(z—k), zeljj+l+1],

k=7—m+1
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ce qui, par comparaison a (2.39), prouvera que v, = ¢; pour tout k =j—m—+1,...,j+/(.

Le résultat annoncé sera alors prouvé.

Pour montrer que les m + ¢ fonctions N*(- — k)l[jj-l—é-l—l]’ k=j3—m+1,...,5+k,
forment une base de 'espace S/, en vertu de I’égalité (2.38), il suffit de vérifier qu’elles
sont linéairement indépendantes. Supposons donc que

J+e
Z BrN{(x —k)=0 pour tout x € [5,7 4+ { + 1]. (2.41)

k=j—m+1

Considérant séparément 'intervalle [, 7 + 1] et intervalle [j + 1,7 + ¢ + 1], compte tenu
du support de chaque N{*(- — k), la relation (2.41) peut s’écrire:

J
k=j—m+1
J+L
Y BN (x—k)=0, welj+Lj+l+1].
k=7—m+42

Une récurrence sur ’entier ¢ permet de voir qu’il suffit de montrer que I’hypothese (2.42)
implique f = 0 pour £k =3 —m 4+ 1,...,7. Nous sommes donc ramenés a prouver que
les m fonctions N{*(- — k)|[0,1]7 k=—-m+1,...,0, forment une base pour la restriction
de I’espace N{" a l'intervalle [0, 1].

Ecrivons I’égalité (2.29), sous la forme simplifiée :
N (z) = G;”(:I;)—I—alGi(x—l—l)—|—---—|—amG;”(:1;—m), r € R, (2.43)

ot ay 1= (—1)F Z Mt T Regardons ce que la relation (2.43) donne pour z € [0, 1]
et pour les fonctions N*(- — k), k = —m +1,...,0. Du fait que G est nulle a gauche

de 0, nous obtenons pour tout = € [0, 1],

. 1 0 ... 0 .
NY' () a1 0 Gy ()
Nz +1 ] Gz +1
‘A( ) | o . ‘A( ) L (2.44)
NP (x+m—1) : : S GU(x+m—1)
Qm—1 Am—2 ... 1

[égalité (2.44) montre que le probleme consiste a prouver que les fonctions GV, G7'(- +
1),..., G¢(-+m—1) sont linéairement indépendants sur [0, 1]. De par la définition (2.14)
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de la fonction de Green, cela revient a prouver que les fonctions w,,, w,(-+1),..., wn(-+
m — 1) sont linéairement indépendantes sur [0, 1]. Le lemme 2.2 nous dit qu’elles forment
une base de I'espace N{", donc un EC-systeme sur R tout entier, par conséquent un
EC-systeme sur [0,1]. Donc en particulier w17, wm(- + 1)|[0,1]7 ceey U (- Fm— 1)|[071]

forment une base de I'espace NKHHO,I]‘ [ ]

2.2 B-spline adjointe

[’adjoint de l'opérateur LY défini en (2.1) est opérateur L™ tel que:

[ msweni = [ e, fgenme 2

o0 — 00

Cet opérateur est donné par:
Ly = (=" T[(D + Acd) (2.46)
k=1

Définition 2.14. Soit LY lUopérateur différentiel définie en (2.1).
1. On définit Uespace adjoint des splines de Chebyshev SU™ associé a lopérateur L7,
comme [espace des splines cardinales associées a lopérateur adjoint L.

2. La B-spline adjointe de N est définie comme la B-spline NU** associce a l'opérateur

Ly,
Par conséquent, si N{** := Ker L7

ST ={f € C"*(R): fipara € NV k € Z},
et d’apres (2.46),

soit
Ny = e M X, (2.48)
et, en utilisant (2.32):
1
N (2) :/ NG (- t)dl, w€R. (2.49)
0

La proposition suivante nous explique le lien exact entre N7* et N{*.

Proposition 2.15. Pour tout m > 2 et tout A € R™, on a la relation suivante :
NP (z) = e Tt MNP (m —z), = €R. (2.50)
Pour m =1 Uégalité (2.50) est vérifiée seulement sur R\ {0,1}.
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Preuve.

On montre cette propriété par récurrence sur m. Pour m = 1, on a, pour tout © € R,

Nyi(z) = e‘Al““’X[? i)

c’est-a-dire, pour z # 0,1, N\*(z) = e~ MeMl=e) = e‘AlNAll(l —a). Etant donné un entier
m > 2, supposons que 'on ait :

m—1 % pp S m=—ly m—1
NG Ay (0) F e Zm MNEEL (=1 — ).

En utilisons (2.32) et la relation précédente, on peut écrire:

1
NP (x) = /e_Ath(Tiil..;m_l)(x—t)dt
0

1
_ m—1 —Am m—
— ¢ D ohsy Ak /0 e A tN(/\h.l“’/\m_l)(m —1—x + t)dt,

c’est-a-dire, avec le changement de variable s =1 — ¢,

1
NP (x) = e~ Ty Ak/ e~ Ametms y—l (m—a — s)ds
0

(A1 s A1)
- LA m
= e Xi= *NY (m — :1;),

d’ou le résultat annoncé. ]

La relation (2.50) nous montre que si Y, Ay = 0, la fonction N7** est I'image de la
fonction NY* par la symétrie par rapport a I'axe x = 4. Dans le cas polynomial, on sait
que la B-spline est symétrique par rapport a I’axe x = . La relation (2.50) confirme cette
propriété pour Ay = 0, k = 1,... ,m, puisque dans ce cas, N* = N". Elle nous donne
de plus une condition nécessaire et suffisante sur 'opérateur LY, pour que la B-spline

associée soit symétrique.

Corollaire 2.16. Les opérateurs différentiels d’ordre m a coefficients réels constants
dont la B-spline associée est symétrique, (par rapport a laxe x = %), sont les opérateurs

de la forme suivante :

r

D [[(0* = %), (2.51)

=1

ot les nombres (y,... [, € R* satisfont ;> # ;% pour i # j, el ou les entiers o € N,
p1 -ty € N* satisfont o +23,_ g = m.
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Preuve.

Lopérateur différentiel défini en (2.51) est 'opérateur LY correspondant a

A= Aty M) = (000 g bl gyl 2o Tl ey

Donc Z Ar = 0 et de facon évidente, A et —A coincident a une permutation pres, si bien
=1
que N7 = N™ = NT'. Par conséquent la formule (2.50) montre que N{* est symétrique

< 1o _m
par rapport a 'axe v = 7.

Inversement, supposons que N{* soit symétrique par rapport a 'axe x = . La relation
(2.50) s’écrit alors

Nyp* = e™ D=t N

Compte tenu de la Proposition 2.13, I’égalité précédente prouve que les espaces de splines

" et ST sont aussi égaux, et par conséquent les espaces N7 = Ker L7* et N7* =
Ker LT sont égaux. Ceci ne peut se produire que si (Ar,...,An) et (=A1,...,—An)
coincident a une permutation pres, donc si l'opérateur LY correspondant est de type

(2.51). n

2.3 Transformée de Fourier d’une B-spline de Che-
byshev

Dans cette section, nous allons étudier un certain nombre de propriétés des B-splines

de Chebyshev liées a leur transformée de Fourier.

Proposition 2.17. ([36, 7]) La transformée de Fourier de la B-spline N est donnée

par:
Ny (w) = T o(r = iw), (2.52)

ou g est la fonction définie sur C par:

et — 1 . 0
gy =1 3 sioz 70, (2.53)
1 si x=0.

Preuve.
En utilisant la proposition 2.10 et la propriété bien connue f/>:q = ]/C\Lij, il suffit de
vérifier que pour s =1,...,m,
NATS = g(As — iw).
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Fia. 2.1 — La B-spline de Chebyshev N3, (de gauche a droite et de haut en bas) avec
A= (15,—4,4), A = (1,-4,4), A = (0.5,—4,4), A = (0,—-4,4), A = (—=0.5,—4,4) et
A=(—1,-4,4)
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Ceci résulte de maniere évidente de 1égalité:

——— +(>O .
NAls = Nis(:p)e—mxdaj
[ee)

[
= /e(AS_W)l’d:I;.
0

Dans le cas polynomial, il est bien connu que la somme des B-splines est égale a 1,
c’est-a-dire:
Y Nx-j)=1, xR
JEL
Cette identité est un cas particulier du résultat suivant :
Proposition 2.18. Soit m € N* et A = (A1,...,An) € R™. Pour tout k =1,... ,m, et
tout v € R,

+oo e

JEL e

Preuve.

Considérons la fonction 1-périodique ¢ définie sur R par:

plr) =) e MEINT (2 — j). (2.55)

JEL
Pour x € [0, 1], la somme dans (2.55) se réduit a:

0

pla)= Y e MEINT (e - ),

7=—m+1

donc ¢ satisfait clairement les conditions de Dirichlet pour tout m € N*, si bien que, pour
tout x € R,
S o)) = 3 et
nEZ

ou les ¢, sont les coeflicients de Fourier de la fonction ¢. Pour m > 2, la B-spline N}
étant continue sur R, il en est de méme de ¢. Pour m = 1, bien que la B-spline N} ne soit
pas continue, la fonction ¢ 'est. Elle est en fait constante. En effet, pour = € [k, k + 1]
o(x) = e MEReME=k) — 1 donc ¢ = I. Par conséquent, quelle que soit la valeur de m

nous avons finalement :

o(x) = Z €T r € R. (2.56)
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Calculons les coeflicients de Fourier ¢, :
1 .
¢, = / o(u)e™ " dy
ol
= [ eI e
O jez
1 . .
— Z / e—/\k(u—])Ngn(u . j)e—anwudu7
jez V0
puisqu’il s’agit en fait d’une somme finie. Donc:
—jt1 '
¢, = Z/ e—/\k7,‘]\/'/<rL(t)€—22n7r7,‘dt7
jez Y =i

+oo )
:/ e N (t)e TP L.

o0

On obtient finalement :

+oo
c, = Nir; (t)€—2(2n7r—2/\k)tdt7

= W(an — i Ag).

D’apres (2.52), nous avons donc

s

Cp =

g(As — A — 2inm). (2.57)

Il
—

S

En particulier pour s = k, d’apres (2.53):
g(As — Ay — 2inm) = g(—2inm) =0 si n#0,
et 1’égalité (2.57) montre que
¢, =0 pour tout n # 0.
De (2.56) et (2.57) on déduit donc que si m > 2,
olr) =¢ = W(—i)\k) pour tout = € R,
qui n’est autre que ’égalité (2.54). ]

Dans le cas ou 1'un au moins des nombres Aq,... A, est égale a 0, c’est-a-dire, dans
le cas ou la fonction constante I appartient a ’espace des splines ST, la formule (2.54)

conduit a la décomposition suivante de cette fonction dans la base des B-splines:

I = —= 3 VP,

f—oo ]E%\
= erl(ﬁzj‘ez Nﬁn( _.])7
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ou K est I'ensemble des indices k& € {1,...,m} tels que Ay # 0.
La proposition précédente se généralise sous la forme suivante :
Proposition 2.19. Supposons m > 2. Soient {1,... . l, des nombres réels distincts et
[, .- 5y des entiers strictement positifs. tels que py + -+ + p, = m. Considérons le
m-uplet \ := (51[“1], . ,Er[“r]). Alors, pour tout k =1,...,r , et tout p=0,... ,pu, — 1,
et pour tout * € R,
> (= g)re TN (2 — j) = iPDP N (—ily,). (2.58)
JEL

Preuve.
Désignons par ¢ (x) la quantité qui apparait dans le premier membre de (2.58). La

fonction ¢ est 1-périodique et on peut montrer comme pour ¢ que

Yla) =) C.e™™,  zeR. (2.59)

neZ

On peut calculer les coefficients de Fourier (C),) ez de 1 comme précédemment ceux de

@, ce qui donne:

+(>O . .
Cn — / l’pNﬁn(l’)e_Z(an_Mk)wdl',

c’est-a-dire:
C, = M,(2nm — ily), (2.60)
ou M, est la fonction définie par:
M,(x) = 2PN (x).
Les propriétés classiques de la transformation de Fourier nous indiquent que:

M, (w) = # DP NT* (w). (2.61)

D’apres la proposition 2.17, ici:

Ny (w) = [ g(ts — iw)™.
s=1
Par conséquent, puisque p < pup — 1, le calcul de DPW(UJ) montre que
DPW(ZWT —ilg) =0 pour n # 0.
Des égalités (2.60) et (2.61) il résulte donc que
C, =0, pourn #0,

et par suite 1’égalité (2.59) se réduit a (2.58). ]
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Corollaire 2.20. Les données sont les mémes que dans la proposition 2.19. Pour chaque

k=1,....rettout p=0,...,ur— 1, il existe un polynome ﬁ]’f de degré exact p, tel que :
D PEMNT (x — j) = Bi(x)e,  xER, (2.62)
JEL

Preuve.

La démonstration, pour k fixé, se fait par récurrence sur p. Pour tout p < pp — 1,
désignons par A, le second membre de I’égalité (2.58), i.e, A, := i? DP N7 (—ily). Le cas

p = 0 correspond directement a la Proposition 2.18, qui nous dit que:

ST WINT (e - §) = Ae®*,  z€R.

JEZ

Donc Bf(x) = Ag et il nous reste seulement & vérifier que Ag # 0. Or, d’apres la proposition

2.17,

AOZ —lgk Hgﬁ _gk 5
et la fonction ¢ définie en (2.53) ne s’annule pas sur R. Par conséquent Ag # 0.

Supposons la propriété établie pour tout r < p, 1 < p < p, — 1. La relation (2.58)

p
SNy (M) Ny - = 4, ae

JEZ r=0

s’écrit :

ou A, est une constante (réelle). Pour x fixé, la somme infinie se réduit en fait a une

somme finie, donc on peut intervertir les signes somme, ce qui donne:

p—1
DN (@ =)+ ) (-1 <p> Do SEN (@ = g) = A, a e R,
JEL r=0 JEZ

L’hypothese de récurrence nous dit que, pour r =0,... ,p — 1, il existe un polynéme 3%,

de degré exact r, tel que:

NN (@ — ) = Bi@)e,  weR.

JEZ

De la relation précédente on déduit alors:

PN (e ) = (—1)7ess

JEZ
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qui est 1’égalité (2.62) annoncée, ou f3, est le polynéme de degré < p défini par:

4 S (1) xp-fﬁfw)] . 2:6)

Il reste seulement a vérifier que le degré de ce polynéme ﬁ]’f est exactement égal a p. Nous

allons en fait montrer, par récurrence sur p, que son coefficient dominant est égal a Ay,
ce qui assurera le fait qu’il soit non nul.

Pour p = 0, Bf(x) = Ao. Supposons que le résultat vrai pour tout r < p — 1. Alors,
d’apres (2.63), le coefficient A du terme 2 dans ﬁ]’f vaut :

A= (—1)p+1A0§(—1)7’ (f) .

P p—1
L’égalité Z(—l)r (p) = (1 —1)” = 0 permet de remplacer la somme Z(—l)r (p) par

r r
r=0 r=0
(—1)P*t d’on alors le résultat attendu A = A,. [ |

2.4 La B-spline N{" comme fonction de A

Nous nous intéressons ici au comportement de la B-spline N{* par rapport a A. Puis-
qu’elle est définie a partir de la fonction de Green G7', il est naturel de revenir a cette

fonction de Green.

Etant donné des réels x4, ..., x;y1 et une fonction f définie sur un intervalle contenant

f la différence

ces points (éventuellement différentiable) nous désignerons par &, ...
divisée d’ordre 1 de la fonction f, basée sur les points xy,... ,z;11.
En particulier si les points zy,... ,z;11 sont tous distincts, il est bien connu que cette

différence divisée s’exprime sous la forme

' i+1 f(l‘ )
S =Y T — (2.64)
p=1

H(xp — ;)

j=1
J#p

Lorsque les points ne sont pas supposées distincts, le calcul de &} f fait appel aux

seee s T4l
dérivées de f. Nous renvoyons le lecteur non averti de ce domaine a ’annexe située en fin
de document.

Proposition 2.21 Pour x > 0, définissons la fonction f. : R — R par f.(t) := .

Alors pour tout m > 1 et tout (A1,..., ) € R™, la fonction de Green de Uopérateur
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L(Al,...,Am) satisfait :
81,...,%)(9‘?) = 5&”1:1.7%]2,, z € [0, +o0]. (2.65)

Preuve.
Revenons aux fonction w; introduites dans le lemme 2.1. Puisque nous sommes amenés
a bouger A, nous changeons ici de notation et définissons, pour ¢ < m, la fonction Uing, o )
geee 0Ny

par d’une part la condition:

Léxl,...,xi)uéxl,...,xi) =0, (2.66)

d’autre part les conditions initiales (cf. (2.3)):

i Dy J O sig=0,...,2—2,
Il est clair que cette fonction ne dépend pas de l'ordre de Ay, ..., A;.
a. Supposons que \q,... .\, soient tous distincts.

La relation (2.4) s’écrit :

Duéxl,...,xi)(l') = )‘iule,...,xi)(x) + UZXf /\i_l)(x)7 z € R. (2.68)

ooy

Mais du fait de I'indépendence de la fonction qu17...7Ai) de l'ordre des nombres Ay, ..., A;,

nous avons aussi:

Des égalités (2.68) et (2.69) nous tirons:

: Wl (@) —ut L (2)
uz/\hm’/\i)(x) — (/\2,...,/\1) )\ )(\/\1,...,/\1—1) , = R (270)
i — A

, . i N , .
Par conséquent, les quantités u(Ahm’Ai)(:p) peuvent étre calculées de facon progressive
suivant un schéma analogue au schéma de calcul des différences divisées par rapport a des

points distincts. De plus uil est la fonction de ./\/Al1 qui satisfait uil(()) =1, donc
ul, (@) = M7 = fo(M) = & o (2.71)
Les relations (2.70) et (2.71) montrent donc que pour tout x € R

ubhmw)(aj) = 5;:1Alfl,, 1=1,...,m. (2.72)
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[égalité (2.65) s’en déduit puisque Gﬁl,...,Am)(x) = uﬁl,...,Am)(x) pour & > 0 (cf. (2.14)).
b. Supposons que A\ = Ay =--- =X, = a.

On a toujours ul(z) = ™ et, d’apres (2.4):

Liuza[i]) = uz:[}_l]), 1 =2,...,m. (2.73)

i—1 _
(a[i—l])(x) - (Z _ 2)[

variation de la constante. Nous cherchons uza[i])(x) sous la forme:

Supposons que, pour ¢ > 2, u e"”. Résolvons I"équation (2.73) par

gy (@) = Clx)e,

22 21
| m,doncC(:p):m+[&,[& € R. La
condition uzam)(()) = 0 montre que A = 0. On a donc prouvé par récurrence que:

et I’équation (2.73) montre que C'(x) =

xz—l

uza[i])(x) = meax, =1,...,m. (2.74)
Or, la différence divisée d’ordre 1 — 1 de la fonction f, enles points Ay = Ay =+ = X\; =«
vaut : 1)
53_1 afg; = _fx (a)7
Qo (1 —1)!
1 fois
c’est-a-dire,
' i1
0at. . afe= 7™, i=..m. (2.75)
ARG (2 —1)!

¢ fols

Par comparaison de (2.75) et (2.74), nous avons donc montré a nouveau que:
uéA17...7Ai)(x) = 5;:1Alfm reR,2=1,...,m. (2.76)

La formule (2.65) se déduit a nouveau par (2.14).
c. Cas général

Puisque la fonction U(X, o Ay DE dépend pas de l'ordre des A; on peut supposer que
Moo dn) = (G0 g by,
En rassemblant les deux cas particuliers précédents, nous voyons, a partir de (2.70)

et (2.76), que le schéma de calcul progressiide u7(7§17...7Am)(:1;) se fait suivant le schéma

e Ao

distincts (cf. annexe). n

classique de calcul de la différence divisée 47’ f. dans le cas ou les A\; ne sont pas tous
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Par exemple, lorsque Ay,..., A, sont tous distincts nous pouvons déduire de (2.65)

que

Corollaire 2.22. Soit X' = (\,... M ) e R™. Alors, pour tout = € R,

lim NY'(z) = N (2). (2.77)

A=

Preuve.
De la relation (2.65) et du Corollaire A.3 (annexe), nous pouvons déduire, pour un
xr € R fixé:

lim GV (z) = GVy(x). (2.78)

A=At

La B-spline N* est définie par ATGY, c’est-a-dire, comme explicité en (2.29):

N/(n(l') _ Z(_l)k ( Z e/\il-l—...-l—/\ik) Gi\n(l' _ k)7 r €R.
k=0 11 < <0
Pour x € R fixé, quel que soit I'entier k = 0,... ,m, d’apres (2.78) limm GV(x — k) =
A=A
Wi(z — k). L’égalité précédente conduit de facon évidente a (2.77). ]

2.5 Le cas complexe

Ce que nous venons d’exposer concerne les opérateurs différentiels a coefficients constants
m—1
D™+ E akxk
k=0

dont le polynome caractéristique associé =™ + EZ:Ol apz® n’a que des racines réelles
Msoo. s Ay, Or, dans les applications, on peut rencontrer des espaces associés a des
opérateurs qui ne vérifient pas cette condition. En fait, généralement, on autorise cer-
taines des racines Ay,..., A, a étre complexes, sachant quelles seront alors deux a deux
conjuguées. Si ceci est réalisé, a une permutation pres

My A) = (g g leeed ety L] )y

Y Y Y
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ott {1,... 4, € R et sont distincts, {p11,0p11,.-. , 0,0, € C\ R et sont tous distincts, et
pr A+ 4 2(ppr1 + -+ ) = m. Alors Pespace N7 = Ker L7 admet pour base les

fonctions: 4 )
x{eésgg, s=1,...,p, 3=0,...,us—1
$]€BS$COS"}/5$, 3:p—|—17‘,,77“7 j:07...,/,bs—1
$]€BSxSiH75$7 s=p+1,...,m, ij?"'7M5_17

ou, pour s =p+1,...,r, {; = Bs+ 17, avec v, # 0.

Néanmoins, rien n’empéche de considérer 1’espace N* = Ker L7 méme dans le cas ou
I'opérateur LY n’est pas a coefficients réels. On peut alors définir I'espace des splines SV
associé a l'opérateur LY comme dans la définition 2.3 et la B-spline N{* par I'intermédiaire
de la fonction de Green comme en (2.28).

L’expression des valeurs de la fonction de Green comme différences divisées de fonctions
exponentielles donnée en (2.65) est encore valable ici. Chaque fonction f.(t) = €™ étant
analytique sur C, nous pouvons déduire du corollaire A.5 (annexe) que, pour tout réel x,
et tout M e C™:

lim GV (z) = GT(x). (2.79)

A=

Comme conséquence immédiate, nous obtiendrons, comme dans le corollaire 2.22

lim N = N7i(z). 2.80
Al_gln A(l') An(l') ( )

Proposition 2.23. Si Uopérateur différentiel LT = [[1_ (D — Al), Ai,... A € C, est

a coefficients réels, la B-spline associce NY* est une fonction réelle.

Preuve.
Puisque l'opérateur est a coeflicients réels, la fonction de Green GV est a valeurs réelles.
Il suffit de vérifier que, pour tout fonction f réelle et tout z € C, (Al o Al)f(x) € R pour

tout € R. Or nous avons vu dans la preuve de la Proposition 2.6 que:
(Ale Al) = f(z) = (¢ + F)f(x — 1) + e+ f(z —2).

Il suffit donc de remarquer que z +7z € Ret ¢ + ¢* € R. ]

Si l'on définit comme précédemment, la fonction NAlk par:
Ny, (@) = e Xoa(), v eR,
on peut montrer a nouveau que

N =Ny, #...,%N} . (2.81)
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Pour zy, 29 € C, z1 # 29,

1
N1 # NL(z) = / e\ o (e — 1)t
0

= 7 /1’ 2=y gy
0

On en déduit:

22X 21z
‘ ‘ stz € [0,1],
2 (1) _ pirama(at)
_ 22 ,z1(w—1) _ =1 pze(ow—
N(Zl,zz)(x) - ezet e ¢ six e [172]7 (282)
Z9 — 21
(0 sinon.

En particulier, si 2y = z := 4+ iy et z9 = Z, avec v # 0, les résultats précédents prouvent

que:
sin(y) P six e [0,1],
N % N (2) = N (z) = { sin (21:1;) (2.83)
a ¥ VW) =Nenw) = MG e e 1,2, ‘
v
0 sinon.

Donc N(sz) > 0 sur ]0,2[ si et seulement si | v |< 7. En regroupant les termes deux a
deux conjugués dans la formule (2.31), on obtient le résultat suivant:

Proposition 2.24. Soit LT = [[I_, (D — AI) un opérateur différentiel a coefficients
réels, ot Ay,..., Ay € C. Pour que la B-spline associée N{* soit positive sur ]0,m][ il
suffit que [Im(Xs)| <7 pour s=1,... ,m.

La condition précédente n’est qu’une condition suffisante, pas nécessaire (sauf lorsque

m = 2 ), comme le prouvent les illustrations données en Figure 2.2.

Dans le cas complexe, les propositions 2.18 et 2.19 restent valides telles quelles. Le
corollaire 2.20 également a ceci pres que les polynémes ﬁ]’f intervenant dans (2.62) sont
seulement de degré inférieur ou égal a p. En effet, comme nous I’avions vu dans la preuve
du corollaire 2.20, le degré exact égal a p résultait du fait que lorsque Aq,... .\, sont

tous réels, alors:

NP (—idg) 40,  k=1,...,m. (2.84)
Or cette propriété n’est plus garantie lorsque 1'on autorise A1,... A\, a étre complexes.

En effet, si @ € C, la fonction ¢ définie en (2.53) satisfait :

g(x) =0 < x € 2inZ",
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FiG. 2.2 — La positivité ou non positivité des B-splines de Chebyshev, de gauche a droite
et de haut en bas: N3 avec A = (0,—6.5i,6.5:), A = (0,—67,6:), A = (0,—57,51), A\ =
(0, —44,44), A = (0, —3.5¢,3.57) et A = (0,—3¢,30).



58 Chapitre 2 Splines de Chebyshev cardinales

si bien que, pour w € C, d’apres (2.52):

m—

NP (w) #0 <= Ay —iw g 2irZ”, s=1,...,m. (2.85)
Par conséquent, les conditions (2.84) sont réalisées si et seulement si:
As — Mg & 2077, k,s=1,...,m. (2.86)

Nous pouvons donc affirmer que les polynomes ﬁ]’f, qui interviennent dans le corollaire
2.20, sont de degré exact égal a p si et seulement si la condition (2.86) est satisfaite. Cette
condition de degré exact égal a p est est essentielle dans la preuve des résultats enoncés

dans les chapitres qui suivent.

Supposons que la condition (2.86) ne soit pas satisfaite. Il existe alors un entier k €
{1,...,n} tel que N7"(—iA;) = 0. L’égalité (2.54) donne alors:

SN (e—j)=0, @€

JEZ

Nous avons donc exhibé une suite (c¢;);ez, & savoir, ¢; = e'*/, qui est non nulle, et telle

que

SR - ) =0

JEL
Il est important d’éviter ce genre d’”accident” lorsqu’on s’intéresse a ’approximation de
fonctions par des élément de ST* comme nous le ferons au chapitre 5.

Pour terminer, nous devons donc nous assurer de la validité de la proposition 2.13
lorsque les A; sont éventuellement complexes. Il est nécessaire de modifier legerement la
preuve . Si nous reprenons les fonctions u; définies en (2.3), on peut calculer leur Wronskien
grace a (2.4):

Wiug, ... up)(z) =M. . etm”,

donc il ne s’annule pas sur R. Par conséquent, il en résulte facilement que la condition
(2.38) est ici encore satisfaite quels que soient Aq1,...,A,. Comme précédemment, le
résultat de la proposition 2.13 sera montré si et seulement si nous pouvons prouver que
les fonctions w,y,, wm(-+ 1), un(- +m — 1) sont linéairement indépendantes sur [0, 1].

Reprenons pour cela l'opérateur A défini par:
Au=aou+aru(-+ 1)+ +u(-+m—1),
introduit en (2.7) et supposons que

Aup(z) =0, x € [0,1]. (2.87)
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Comme précédemment, on déduira de (2.87) que Awu;(x) = 0 pour tout ¢ < m et tout
x € [0,1], et , en conséquence, que Au(x) = 0 pour tout = € [0,1] et tout fonction
complexe u solution de L7u = 0. Supposant que (Ar,... A, ) = (G171, ..., 0,"") ou les (;

k 4z

sont deux a deux distincts, écrivons cette propriété pour u(x) = x"€%”, pour un entier

j donné, 1 < 7 < r, et pour 0 < k < p; — 1. Apres des combinaisons simples de ces p;

L

égalités et simplification par %%, on obtient:

ap+ aleéﬂ + azezéj 4+ 4+ am_le(m—l)zj =0,
aleéﬂ + QQQQ% 4+ 4+ (m _ 1)€(m—1)4 =0,

‘Cl/leé‘] + 2;@-1@2625] 4+ 4 (m — 1)#]‘16(%@—1)4 = 0.

Nous avons donc en fait montré que la condition (2.87) est satisfaite si et seulement si la

fonction f(x) = ag+ a1€” + -+ + a,,_ 1™ DT satisfait :
f®) =0, k=0,...,u;—1,j=1,....r,

ou encore si et seulement si le polynéme ag+ @12+« -+ + @p_12™ " admet chaque ¢ pour

racine d’ordre y;. Si €, ... e sont deux a deux distincts, c’est-a-dire si
U, — Uy & unll”, k,s=1,...,r, (2.88)

ceci n’est possible que si ag = a; = --- = a,,—1 = 0. Mais ceci n’est plus vrai lorsque la
condition (2.88) n’est pas satisfaite. Ainsi, la proposition 2.13 est finalement valide si et

seulement si les nombres Ay,... , A, satisfont (2.86).

Citons le résultat suivant, di a Amos Ron [29]:
Etant donné une fonction continue ¢ définie sur R, a support compact, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) la condition Z cip(x — 7) =0 pour tout x € R implique ¢; = 0 pour tout j € Z,
JEL
(ii) pour tout w € C, il existe un entier n € Z tel que:

~

Y(w + 2nm) # 0. (2.89)

Appliqué a la fonction ¢ := N{*, m > 2, ce résultat fournit une alternative a la
preuve des conditions de validité de la proposition 2.13. En effet, supposons que ¢ = N{*
satisfasse (ii). En particulier, si nous fixons un entier r € {1,... ,m}, il existe un entier
n € Z tel que W(—Mr + 2nm) # 0, c’est-a-dire, d’apres (2.85), tel que:

As — A —2mim €77, s=1,...,m. (2.90)



60 Chapitre 2 Splines de Chebyshev cardinales

Le cas particulier s = r s’écrit —2inm € Z*, ce qui prouve que n = 0. Par conséquent les

conditions (2.90), vraies pour tout r, ne sont autres que la condition (2.86).

Réciproquement, supposons la condition (2.86) satisfaite et considérons un w € C

quelconque. Si, pour s = 1,... ,m, nous avons A; —iw ¢ 2iwZ*, d’apres (2.85) la condition
(2.89) est réalisée avec n = 0. Si, au contraire, il existe un entier so € {1,... ,m} tel que
Asy — 1w € mZ*, c’est-a~dire,

50

)\5 —w = Qiﬁko, ko - Z*,

0
alors, pour s = 1,...,m,

As —i(w 4 2kom) = Ag — Ay, & 20T

Par conséquent d’apres (2.85), W(w + 2kom) # 0. Nous constatons donc bien que la

fonction N{* satisfait (i) si et seulement si Ay,..., A, vérifient (2.86).
Une fagon simple d’assurer (2.86) est d’imposer que les nombres Ay, ..., A, satis-
fassent:
[ImAg| < 7, kE=1,...,m. (2.91)
Supposons maintenant que le m-uplet A = (A1,...,A,) € C” soit tel que 'opérateur

L7 soit a coefficients réels. Observons tout d’abord que la condition (2.91) est aussi la
condition suffisante énoncée dans la proposition 1.15 pour obtenir que ’espace N{" soit
un EC-espace sur chaque intervalle [k, k+ 1], k € Z. Nous savons aussi, par la proposition
2.24, que cette condition assure la positivité de la B-spline NT* sur I'intérieur de son
support. En conclusion, I'ensemble des résultats énoncés dans le cas réel est valide des

que la condition (2.91) est satisfaite, ce nous supposerons désormais.



Chapitre 3

Orthonormalité des splines de
Chebyshev (Premiere partie)

Dans ce chapitre, nous allons généraliser le résultat d’Ulrich Reif aux B-splines de
Chebyshev. Partant d'un A = (Aq,...,Ay) € R™ fixé une fois pour toutes, nous nous

intéressons a la B-spline N{* correspondante, associée a l'opérateur différentiel

m

i\n = H(D - )‘5[)7

s=1

défini comme au chapitre précédent. Pour : = 0,... ,m, nous noterons pour simplifier L;
I'opérateur différentiel Léh,...,ki)’ soit :
Lo:=1, Li:=][(D=X1D), i=1,...m, (3.1)

s=1

Etant donné une suite w = (wo, ... ,wn—1) de nombres réels, nous pouvons alors définir,

pour deux fonctions f, g quelconques de I'espace de Sobolev H™ !(R), la quantité

= e [ L) Lo, 32)

Nous obtenons ainsi une forme bilinéaire sur H™~'(R) x H™ }(R). Dans le cas particulier
ou wy, ... ,wn,_1 sont strictement positifs, cette forme bilinéaire est un produit scalaire sur
H™ Y(R). Dans un premier temps, c’est par rapport a un tel produit scalaire pondéré que
nous considérerons notre probleme d’orthogonalité des translatées entieres de la B-spline
N{*. Ceci nous permettra dans un deuxieme temps de résoudre le probleme d’orthogo-
nalité par rapport au produit scalaire pondéré utilisant les dérivées ordinaires et non les

opérateurs L;, c’est-a-dire, comme dans le cas polynomial considéré par Ulrich Reif.
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3.1 Un résultat fondamental

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant :
Théoréme 3.1. Supposons que les nombres Ay, ..., A, soient tels que les carrés A}, A3,
.y A2 soient deur a deux distincts. Alors, il existe une unique suite w = (wWo, ... ,Wy_1)
de nombres réels strictement positifs telle que les translatées entiéres de la B-spline N
sotent orthonormales par rapport au produit scalaire pondéré (-,-), correspondant défini
sur H™Y(R) par (3.2), ¢’est-a-dire, une suite unique w = (wo, ... ,wn_1) de réels stric-
tement positifs telle que

(Nﬁn('_j)vNﬁn('_n))w:(sjmv J,n € Z. (33)

Nous aurons besoin du résultat suivant

Lemme 3.2. Pour toutl entier e =0,... ,m — 1 et tout n € Z,
+oo ™
/ LN (2)L; N7 (x — n)dz = eXs= AsLiLfN(Qf_A)(m +n). (3.4)
Preuve.

D’apres la proposition 2.15, la B-spline N{* est liée a son adjointe par la relation:
NPz —n) = ezglAsNﬁn*(m—l—n—x), r €R, (3.5)

cette égalité ayant lieu seulement sur R\ {n,n + 1} dans le cas particulier m = 1. Par
ailleurs la B-spline N7 et son adjointe N{** sont C™ sur R\ Z, et C""% sur R, tandis
que les opérateurs différentiels L; et LT sont d’ordre 7, c’est-a-dire, d’ordre au plus égal a

m — 1. Par conséquent, 1’égalité (3.5) conduit dans tous les cas a:
LiNT (2 —n) 2 eXS M DINT* (m 4+ n — x). (3.6)

La relation (3.6) implique:

+oo
/ LiNT(x)L;N7 (x — n)dx = eli=1 AS(LZ'N;”) « (LINT™)(m +n). (3.7)
Par comparaison des seconds membres de (3.7) et (3.4), on constate que, pour obtenir
(3.4), il suffit de prouver 1’égalité

(L;NY) * (LN ) () = LiLfoff_A)(:z;), z € R. (3.8)

Les deux B-splines Ni* et N{** étant éléments de H™ '(R), le produit de convolution
(L;N{") * (L N7™) est non seulement bien défini mais aussi continu sur R. Par ailleurs,
la B-spline d’ordre 2m, N(QAT”_A) étant C?™~2 sur R, la fonction LZ'LZ*NQAT”_A) est elle aussi

(
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continue sur R. C’est pourquoi, pour montrer ’égalité (3.8), il suffit de montrer que les
deux fonctions (L;N{") * (LI NT™*) et LZ'LZ*N(QAT?_A) sont égales presque partout, ou encore,
de prouver ’égalité (3.8) au sens des distributions. Ceci s’obtient comme conséquence de
I’égalité :

N(QIT_A) = N« N7\ = N{" « N7,
qui résulte facilement de la proposition 2.10. ]

Preuve du Théoreme 3.1.

Nous procéderons en deux étapes. Tout d’abord nous montrerons I’existence et 'uni-
cité d’une unique suite w = (wo, ... ,wy—1) de réels satisfaisant (3.3). Dans un deuxieme
temps, nous prouverons que les réels wo, . .. ,w,,_1 sont strictement positifs. Pour I'instant,

nous ne faisons aucune hypothese sur les réels Ay,...,\,,. Nous en introduirons quand

cela sera nécessaire.
1. Existence et unicité de w = (wo,... ,wn_1).

Pour tout w = (wog, ... ,wm-1) € R™, et tous entiers j,n € Z, il est clair que

(NI =), N = n))o = (NS NT (- = (G = n))),, -

Par ailleurs, le support de la B-spline, N{* est égal & [0, m]. Il résulte de ces deux remarques

que w satisfera (3.3) si et seulement si
(N, N (- —n))w = o, n=20,...,m—1. (3.9)

D’apres la définition (3.2) de la forme bilinéaire (-,-),, en utilisant 1’égalité (3.4) nous

pouvons remplacer (3.9) par:

m—1
Z wiLiLfN(Qf_A)(n +m)=-e" ETﬂAS(SOm7 n=20,...,m-—1. (3.10)

1=0
En notant A la matrice carrée d’ordre m définie par A = (A, ;)o<in<m—1, OU:
Anii= LiLfN(QAT?_A)(n—I—m), nae=0,...,m—1, (3.11)
le systeme (3.10) s’écrit :
wo

Al — "2 : (3.12)

Wm—1
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Si 'on applique la relation (2.54) a la B-spline N(QAT?_A) d’ordre 2m, on obtient, pour

un entier k fixé, k=1,... ,m:
Z eAk”N(Qf_A)(:I; —n) = Myeg(x), r €R, (3.13)
nez
ou la fonction ey est définie sur R par ex(x) = e et M), est le nombre réel non nul:
e t+oo
M, = N(QAT?_A)(—i)\k) = / e‘AktN(Qf_A)(t)dt. (3.14)

L’opérateur différentiel ;L7 est d’ordre 2i, c’est-a-dire, d’ordre au plus égal a 2m — 2, et
la B-spline N(QAT?_A) est C*™~% sur R. Par suite, en appliquant L; L} aux deux membres de
(3.13), on obtient:

S EMLLINE \y(w = n) = MeLiLi(ex)(z),  x €R. (3.15)

neZ

Ecrivons Iégalité (3.15) pour « = m. Puisque N(QAT?_A) est nulle en dehors de ]0,2m/[, on

obtient :

m—1
> W LLINE(m = n) = MyL:Li(ex)(m). (3.16)

n=—m-+1

Selon le corollaire 2.16, la B-spline N(QAT”_A) présente une symétrie par rapport au centre

de son support, c’est-a-dire, par rapport a I’axe * = m. En d’autres termes:
N(QAT?_A)(m +a) = N(QAT?_A)(m — ), z e R. (3.17)

En appliquant successivement les opérateur L; et L aux deux membres de (3.17), nous

obtenons:

LiLiNE"_y(m +w) = LiL;NE"\ (m — ), reR.

Les opérateurs L; et LY commutant, on peut écrire aussi bien:

LiLfN(QAT?_A)(m +a) = LiLfN(QAT?_A)(m —x), r e R. (3.18)
En utilisant la relation (3.18) pour « =n, n =1,... ,m — 1, I'égalité (3.16) devient:
m—1

LiLNE y(m) + Y (M 4+ W LLTNE" \(m+n) = MyLiLjex(m).  (3.19)

n=1

Définissons maintenant la matrice B = (B )o<kn<m—1 Par:

By, 1= M7 o eT N g nk=0,...,m—1, (3.20)
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et posons C' = (Cii)o<ki<m—1 := BA. Pour tous entiers k,7=0,... ,mm— 1, on a:

Cki — ZBkn ni
= Aoz + DT (e e A,

c’est-a-dire, d’apres (3.11):
m—1
Cri = LiLINE"y(m) + Y (e e o0 LLINE™ | (m + n).
n=1

[égalité (3.19) prouve donc que:

Cri = M1 LiLlegy1(m), k,i=0,...,m—1. (3.21)
Puisque
L;L; = ZHD AD(D A4 1) = ZH D? — A7),
s=1 s=1

nous avons notamment :
LiLrek-l-l(x) = (_1)2 H()\k+12 - )\sz)eAkva LS Rv
s=1
d’ou l'on déduit, d’apres (3.21):

7

Ci = (=)' Mppr ™ [T ks = AP), kyi=0,...,m—1. (3.22)
s=1
Supposons désormais que A%, ..., \,* sont deux a deux distincts.
Puisque les réels My, ..., M,, sont non nuls, les relations (3.22) montrent en particulier

que:

Croi=0, i>k Cyi#0.
Par conséquent la matrice C' est triangulaire inférieure a éléments diagonaux non nuls.
Revenons a la détermination de w = (wo, ... ,wn—1), autrement dit & la résolution du

systeme (3.12). Par multiplication a gauche de ses deux membres par la matrice B, le

systeme (3.12) est transformé en:

C.|: o > (3.23)
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Compte tenu de la nature de la matrice (', ce nouveau systeme admet une solution unique

w = (wo,...,wn-1) et est donc équivalent a (3.12). Nous avons ainsi montré I’existence
et 'unicité des coefficients wq, ... ,w,_1.
2. Stricte positivité de wq,... ,w,_1 .

D’apres (3.21), le nouveau systeme (3.23) que nous avons désormais a résoudre se

présente sous la forme explicite suivante :

—_

m— 7

(—1)'wi Mg e+ H()\k+12 N =em XN k=0, m—1,
0

s=1

1=

c’est-a-dire en fait :

m-l : =il s

. e &
Y (=D [T = A7) = o FELem (3.24)
=0 s=1

Introduisons le polynéme P défini par:

P(z) := 2(—1)2@ [T =22 (3.25)

Nous pouvons alors remplacer le systeme (3.24) par les relations:

9 e—ET:l/\s

Calculons les quantités apparaissant au second membre de (3.26). D’apres (3.14),
le calcul de M, fait intervenir la transformée de Fourier de la B-spline N(QAm_A). Or, la

proposition 2.17 nous dit que:
N(QAT?—A)(U)) = Hg()‘s —iw)g(—As — 1w),

s=1

ou g(x) = :1;_ six #0, et g(0) =1. Donc, pour k =1,... ,m:

m

My = Ny (=ide) = [T o = Ag(=As = M) (3.27)

s=1
Pour s # k, I’hypothese faite sur les \;* implique A\, = A\; # 0. Donc
(M — et - 1)

9As = M)g(=As =) =

PR U

B e?Ak _ eAS_Ak _ e—As_Ak _I_ 1
N A2 =22
chA; — chA,

= 2e M .
PYR DY
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Pour s = k, nous obtenons ¢g(0)g(—2Ax), c’est-a-dire, si Ay # 0

e=2M _ 1 _ N shAg
-2 PV

et dans le cas ot Ay = 0, g(0)* = 1, qui est la limite de la quantité précédente lorsque

Considérons les fonctions ¢, définies sur R, par

hz — ch
, i :12; Cza six? # a?,
palz®) = b 7 ¢ (3.28)
— sia? = a’.
2a
: . sha : L
avec, une fois pour toute, la convention — = 1 si x = 0. Les calculs précédents et la
x
formule (3.27) montrent que:
My = 2" [T (M), k=1,...,m. (3.29)
s=1
Les relations (3.26) deviennent donc:
P()‘kz) = f/\()‘kz)v k= 17 sy T, (330)

ou la fonction f est définie sur R, par:

e~ 2em s S ]

s=1 PAs

De (3.30), on peut conclure que P est le polynome de degré inférieur ou égal a m — 1
qui interpole la fonction f\ aux m points distincts A2, ... A% . Par ailleurs ce polynéme

P est donné en (3.25) par son expression dans la base de Newton
1, T — )\127 (l’ — )\12)(1’ — )\22), ceey (l’ — )\12) Ce (l’ — )\m_lz).

On sait que les coefficients d’un polynéme d’interpolation dans une base de Newton s’ex-
priment comme différences divisées de la fonction a interpoler. Plus précisément, on peut

déduire de (3.25) et (3.30) que:

(—D)iwi =6} 2 2fy i=0,..m—1. (3.32)

yeee s Nig1
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a. Stricte positivité de wy.

D’apres (3.32) et (3.31), nous savons que:

sz e 1 1
— 50 — 2\
w=0=hod = =TT Sy
Chaque fonction ), définie en (3.28) est strictement positive sur Ry. Donc wy > 0.
b. Stricte positivité de w,,_;.

Compte tenu de (3.32), il existe un point £ > 0 tel que

m—1 f(m_l)(f)
(m—1)!"

La premiere idée qui vient a ’esprit pour montrer la positivité de w,,_; consiste donc a

Wm-1 = (—1)

m—1

prouver que la dérivée (m — 1)eme de f\ a pour signe (—1)"~'. Cependant ce résultat

semble impossible a atteindre . Nous allons donc écrire w,,_; comme une différence divisée
d’ordre m — 1 d’une autre fonction pour laquelle nous serons en mesure d’affirmer que sa

dérivée (m — 1)eme a le signe approprié pour nous permettre de conclure.

Puisque les points A%, ..., \,? sont distincts, d’apres 1’égalité (2.64),

m— S
5A12,1...,Am2fA - Z _ AA7) :
p=t 1_[()‘192 - )\]2)

j=1

J#EP
ce qui, grace a (3.31) et (3.28), conduit a:
Ap
—rEA T h\
m—1 _ € S 14
5/\12,...,/\m2f/\ T om-1 m :
=t TJ(chA, = ch);)
o
Autrement dit, toujours en utilisant (2.64):
m—1 e_ET:l A m—1
5A12,,,,,Am2fk = Tni_l(sch/\l,...,chAm}% (3-33)
ou la fonction h satisfait h(chz) = i, i.e.:
sha
Argcht e
h(t) = P_1 ’ (3.34)

1 sit=1.
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Des égalités (3.33) et (3.32) on déduit donc I'existence d’un réel £ €]1, 00| tel que:

EDDNEPY
m—16€ =1

2m—1

et = (1) R (6.

Le lemme 3.3 ci-apres nous permet d’affirmer que (—1)""'h("=D(¢) > 0. Par suite
Wyp—1 > 0

c. Stricte positivité de w;, 0<i<m—1.

Fixons un entier 7, 0 < ¢ < m — 1. La relation (2.64) et la définition (3.31) de la

fonction f\ permettent d’écrire

NooTr A A
e~ dlimy As i+l Sh)\p st 2 Ch)\p — Ch)\s

i _
5/\12,...,/\,'4_12](/\ T gm-1 i+l ’
p=1
[I(chA, — chi;)
=1
J#p
c’est-a-dire,
i e_ 2271:1 AS ; ~
5A127,,,7Ai+12fA = Qm_l 5ChA1,...,ChAl‘+1h7 (335)

ol h est la fonction définie par:

~ L W
hichz) = shz 5112 chx — ch\,’

soit,

(Argchz)? — \,*
r — chA, ’

>
~~
8
~—
Il
=
~~
8
~—

z € [1,4o0]. (3.36)

s=1+2

La fonction % introduite en (3.36) est alors bien définie sur I'intervalle [1, +oo[ et les

points chAy, ..., chA;y1 sont des points distincts de cet intervalle. Par ailleurs, en utilisant

les lemmes 3.3 et 3.4 ci-apres, h est C°° sur [1, +oo[. Par conséquent, les relations (3.32)
et (3.35) impliquent I'existence d’un réel & € [1, +oo[ tel que

e_ 2271:1 AS o~

Qmi_l(—l)lh(i)(f)-

La stricte positivité de w; résultera du fait que (—1)i%(i)(:1:) > 0 pour x € [1,4oc[. La

wW; =

fonction h se présentant comme un produit de fonctions définies sur [1,chA o et C*
sur [1,4o00[, cette propriété sera une conséquence immédiate des Lemmes 3.3, 3.4 et 3.5

ci-dessous. ]
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Dans tout la suite, nous ferons de facon répétée appel au résultat classique suivant : si
une fonction f est continue sur Ja, b] (avec a < b) et si f (z) tend vers une limite / quand

 tend vers at, la fonction f est dérivable (& droite) au point a et f'(a) = (.

Lemme 3.3. La fonction h définie en (3.34) est C™ sur [1,4o00] et satisfait, pour tout
1€ N:

(=R (z) >0,  x>1. (3.37)

Preuve.
La fonction h est continue sur [1, +oco[ et est évidemment C'™ sur |1, +o00[. Ecrivons

h(x) sous la forme:
h(z) = (2* — 1)_%h0(:1;), ho(x) := Argchz, x> 1. (3.38)

La fonction hg est donc définie sur [1,4o0o[. Par dérivation de (3.38) on obtient, pour
x> 1:

W(z) = (22 —=1)"2hy(z) — 2(22 — 1)~ 2ho(x)
= (x2_ _%hl(x)v
avec
hy(z) = (2% — l)hé(:p) — xho(x) (3.39)
= (2? —1)72 —z Argchuz. '
Donc la fonction hy est définie sur [1,+o0[. On pourra écrire de méme:
W) = (P 1) (), e 1,
ou
hao(z) = (2% — l)hll(:zj) — 3axhy(x) (3.40)
= (22* 4+ 1) Argchz — 3av/2? — 1. '
Plus généralement, une simple vérification prouve que, pour tout ¢ > 0 ,
hO(2) = (2> = 1) %hi(z),  x €]1,400], (3.41)
ou le passage de h; a h;y se fait de la facon suivante:
higi(z) = (2* — 1)h;(:1;) — (20 4+ 1)ahy(x). (3.42)

Les fonctions h; sont définies sur [1, +o0[ et sont C'* sur |1, oo[. Les premieres étapes, a
savoir les égalités (3.38),(3.39) et (3.40), ainsi que les suivantes:

hy(z) = Argchz, hy(x) = —4z Argchz —4v22 —1, hy(z) = 4 Argche,
suggerent que les fonctions h; satisfont les propriétés ci-dessous:

(i) h; est C* sur [1,+oo],
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(ii) il existe un réel A; > 0 tel que (—1)%?)(:1;) = A; Argchz pour v > 1,
(iii) hgj)(l) = 0, pour tout j =0,... 1.
Supposons ces trois propriétés satisfaites par h;. La relation de récurrence (3.42) per-
met de calculer les dérivées de h;1q. Pour k > 2 nous avons:
W) = (2 = DRV (@) + 2kehP (2) + bk — DA ()
—(142i) |2hW () + kR* TV (2)
= (22 = DAY (@) + 2k — 1 = 20)2hP (@) + kR (2),  (3.43)

7

=

ces égalités étant valides sur [1, 400 lorsque k& < ¢ —1, et, a priori, seulement sur |1, +o0o[

pour k = ¢,1+ 1. Par ailleurs, 'hypothese (ii) implique que, pour x > 1:

o

W (@) = (—1) A2 = 1)72, A (@) = (—1) D Aw(a? — 1)75.

7 7

Par conséquent, la formule (3.43) donne, pour x > 1:

hEOl(x) = (—1)iAi\/g;?7—1 + (1) AwArgehr — i(i + 2)RV Y (2)
WA (@) = =+ 1R (),

c’est-a-dire (—l)i"'lhgj_-'_ll)(x) = AipiArgchz, ot Ay = A4 + 1)% 1l est alors facile de
conclure que h;4q vérifie (i), (ii), (iii).
(@)

7

Enfin, de la propriété (ii), nous déduisons que (—1)h
L (i-1)

(iii), hgi_l)(l) = 0, nous pouvons en déduire que (—l)ihgi_l)(:li) > 0 sur |1, 400]. De proche
en proche, nous arriverons ainsi a:

(x) > 0 sur |1, +oo[, ce qui im-

plique que la fonction (—1)'h est strictement croissante sur [1, 4o00[. Puisque, d’apres

(=1)'hi(x) >0 pour x €]1, o0,
ce qui permet, grace a (3.41), de conclure que
(=1)hD(z) >0, x € [, +ool.

Il nous reste de montrer, de proche en proche, que h est ¢ fois dérivable en 1 et que
(—=1)'RD(1) > 0. Pour cela, il suffit en fait de vérifier que, pour tout 7 > 0, (—1)'h{)(z)
tend vers une limite strictement positive quand z tend vers 17. Nous savons déja que h
est continue en 17 et que A(1) =1 > 0.

Nous ferons pour cela appel a un résultat connu sur la fonction g(x) = ——. cette

sha

fonction se développe en série entiere sous la forme [1]:

+oo
g(z) =1+ ZAkak, lz| <, (3.44)
k=1



72 Chapitre 3 Orthonormalité des splines de Chebyshev (Premiere partie)

ou les coefficients A; satisfont (—1)kAk > 0. Ces coeflicients font intervenir les nombres

de Bernoulli B,,, n > 0. Plus précisément

2(226-1 _ 1)B
e ) B k> 1. (3.45)

Ap=(=1) (2k)! ’ =

Rappelons que les nombres de Bernoulli sont définis a I’aide du développement en série

entiere de la fonction ¢ définie par:

o(x) = , z€R

(avec comme toujours la convention que ¢(0) = 1), appelée fonction génératrice des

nombres de Bernoulli [5]:

-1 L — 1kB2k 2k R
)= 1= S-St ek

Puisque h(cha) = g(x), ’égalité (3.44) nous permet donc d’écrire la fonction h sous la
forme:
+oo
h(chx) =1+ ZAkak, |z < 7. (3.46)

k=1

La fonction h étant indéfiniment dérivable sur ]1,4o00[, nous pouvons, pour x €]0, x|,

dériver les deux membres de (3.46), ce qui donne:

+oo
h'(cha)sha = 2 Z kAga®=1, x €]0, 7.

k=1

Divisant les deux membres de cette égalité par sha = 0, nous aboutissons a:
h/(chx) = h(cha)g(x), z €]0, 7|, (3.47)

ou la fonction ¢; est définie par:

+oo
gi(x) =2 Z(k + 1)Ak_|_1:1;2k, |z] < .

k=0

Sachant que h est continue sur [1, +oo[, en faisant tendre x vers 0 dans les deux membres
de (3.47) on obtient:
lim h'(2) = h(1)g1(0),

r—0
soit :

lim h/(:zj) = ¢1(0) = 2A4;.

z—1t
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Nous avons donc prouvé que h est dérivable en 1 et que (—1)'A’(1) = —24; > 0. Par
ailleurs, I’égalité (3.47) est désormais vraie sur [0, 7[ tout entier.
Par dérivation de 1’égalité (3.47) sur |0, 7[, puis division par sha, nous aboutirons de

b (chz) = h'(cha)gi(z) + [h(chz)]* ga(z),  w €]0,7], (3.48)

La fonction g, étant définie par:

+oo
92(2) =22 (k+ 1)(k +2)Appaa™, 2| <7

k=0
Par passage a la limite en 0, la relation (3.48) conduit a:

lim A" = B (1)gs(0) + [h(1)] 92(0).
= ¢1(0)* + g2(0).
Or, g2(0) = 2243 > 0, ce qui nous permet de conclure que h est deux fois dérivable en

1 et que £"(1) > 0. De plus 1’égalité (3.48) est vraie sur [0, 7[.
Définissons plus généralement, les fonctions ¢;, 1 > 1, par:

+oo
gi(x) =2 (k4 1)(k +2) ... (k+ ) Agpa®™, || <,
k=0
si bien que, d’une part:
(—1)'g;(0) = 24!(=1)'A; >0, i>1, (3.49)
et d’autre part
r
%gz(‘r) = h(cha)git1(x), v €]0, w[. (3.50)

Supposons que, pour un entier N > 1 donné, nous ayons montré les trois propriétés
ci-dessous

(1) h est N fois dérivable sur [1, +oc],
(2) (=1)'R9(1) > 0 pour tout i < N,
(3) pour tout z € [0,7[ la quantité h(™(chz) s’écrit comme combinaison linéaire &

coefficients strictement positifs d’un certain nombre (> 1) de termes de la forme:
h(“)(chx) . h(ik)(chx)gr(x), (3.51)

avec 1 <r < Netiy+---+ip+r=2»N.
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Procédant comme précédemment, nous dériverons h™(chx) sur ]0, 7], puis diviserons
par sha les deux membres de ’égalité obtenue, pour = €]0,7[. A la suite de ces deux
opérations, en tenant compte de I’égalité (3.50), la quantité (3.51) aura donné naissance

aux termes suivants:

k k k
gr() Z AU+ (cha) H R h(cha) + h(cha)g,41 () H AU (cha), x €]0, 7.
e

s=1 7=1

Dans chaque terme ci-dessus, la somme des ordres de dérivation est egale a 19 + -+ 115 +
r+1 = N+1. Par conséquent, la propriété (3) est vraie au rang N + 1. De plus, en faisant

tendre x vers 0, nous obtiendrons 1im(—1)N+1h(N+1)(ch:1;) comme combinaison linéaire a
z—=0

coefficients strictement positifs des quantités:

(—1)7"9r(0)Z(—l)““h(““)(l)H(—l)”h(”)(l)

Fh(D)(=1)* gr1g041(0) [ [ (1) A (1),

J=1

qui, d’apres (3.49) et I’hypothese de récurrence (2), sont toutes strictement positives. Nous
avons ainsi montré que les trois propriétés (1) , (2) et (3) sont vraies au rang N + 1. Donc
elles sont vraies pour tout N € N. En particulier (—=1)*A()(1) > 0 pour tout i € N. [ ]

Lemme 3.4. Soit a > 0 et 8 est la fonction définie sur [1,4+o00[ par

(Argchz)? — a?

0(z) = oy T cha

sha

Cette fonction est C°° sur [1,400] et satisfail pour tout i € N:

pour x # cha,

pour v = cha.

(=109 (x) > 0, z € [1,400].

Preuve.

Ecrivons f(x), pour = # cha, sous la forme:
0(x) = (z — cha)™'0y(x), 0o(z) := (Argchz)? — .
La fonction 8y est définie sur [1, 400 et, a priori, indéfiniment dérivable sur |1, +o0o[. Elle

satisfait

) 5 Argchz

Oo(x) = N = 2h(x), x €)1, o0l (3.52)
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donc de fait, grace au lemme 3.3, nous pouvons affirmer que 0y est C* sur [1, +oo[. Plus

généralement, supposant que la fonction 6 soit ¢ fois dérivable sur [1, +oo[\{cha}, avec:
00 (z) = (z — cha)~F10;(2), x € [1,+oo[\{cha}, (3.53)

ou 0; est définie et C'°° sur [1, 400 , nous en déduisons que 6 est (i + 1) fois dérivable sur

[1,+o00[\{cha} et que:
00 (2) = (2 — cha) "0, (2), x € [1,4+o0[\{cha},
Oiv1() = (v — cha)@é(:z;) — (14 1)0;(x). (3.54)

L’hypothese sur ; fait que nous pouvons définir ;11 sur [1,4+oo[, et que 6;41 est a son
tour C'* sur [1, 4o00[. Par dérivation de (3.54) nous obtenons:

Oipr (z) =0, (z)(x — cha) —i0; (z), € [l,+oo]. (3.55)
Supposant que:

0; (z) = 2(x — cha)'h(z), z € [1, 400, (3.56)

nous aurons :
1

0; (x) = 2i(x — Cha)i_lh(i)(x) +2(z — cha)ih(i"'l)(:z;),
et 1’égalité (3.55) donnera:

Oipr (2) = 2(z — cha) A (2), 2 € [l,4o0]
Par conséquent, I’égalité (3.56), vraie pour 1 = 0 d’apres (3.52), est vraie pour tout i > 0.
Du lemme 3.3 et de (3.56) il résulte que:

0:(x) > 0, pour tout z € [1, chal,

(=1)"0:(xz) >0  pour tout = €]cha, +00] (3.57)

Si l’on suppose par ailleurs que §;(cha) = 0 (ce qui est vrai pour ¢ = 0), les relations (3.54)
et (3.56) montrent que ;11(cha) = 0. Par conséquent §;(cha) = 0 pour tout ¢ > 0. Ceci,
ajouté a (3.57), prouve que:

fi;(x) <0, pour tout  €]1, cha|

(—1)8;(x) > 0, pour tout z €|cha, 4o00]. (3.58)

La propriété (3.58) et I’égalité (3.53) prouvent alors que

(=)0 (x) >0, x€]l,4o00[—\ {cha}.
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Il reste maintenant & montrer que 6 est C*® en cha et que (—1)'0%)(cha) > 0. 1l

suffit donc de vérifier que lirrﬁ (—1)i0(i)(:1:) > 0, cette limite étant entendue comme
r—cha

wli}rﬂ(—l)ie(i)(x) > 0 dans le cas a = 0.
De I’égalité (3.56) nous déduisons
0; (cha) = 6;" (cha) = - - - = 6;()(cha) = 0,
0¢<i+1)(cha) = Zi!h(i)(cha).

Comme de plus §;(cha) = 0, nous pouvons écrire:

_ cha)*tt ,
0i(x) %““”(cb@ + (2 — cha)™*'e(a),
2 .
2z — cha) A0 (ch :
- & Cc'l)—l—l = a>+<x—cha>l“e<x>,
2

ou lirrﬁ e(x) = 0. Revenant a la relation (3.53), nous obtenons donc
r—cha

() = Qh(l)(a)
1+ 1

ce qui prouve donc:

. 2(—1)"h(ch
lim (_1)20(2)(1,) — ( ) (C Cl)
r—rcha 1+ 1
quantité qui est strictement positive d’apres le lemme 3.3. Ceci permet de montrer de

Y

proche en proche, que 8 est indéfiniment dérivable au point cha et que (—1)i0(i)(cha) >0
pour tout ¢ > 0. ]

Lemme 3.5. Soit I un intervalle d'intérieur non vide, et fi,..., f,, p fonctions sup-

posées C sur [ et qui satisfont

(1) @) >0, wel, i=0,....r, k=1,...,p.

P
Alors la fonction produit f = ka satisfait a son tour
k=1

(=) fD(z) >0 xel, 1=0,...,r
Preuve.

Il suffit de montrer le résultat pour p = 2. Ceci découle de facon immédiate de fait

que, pour 1 < r,et v € [:

(=) fO(2) = (-1 (/1 2)x) = (-1)V Z (k) 1(k)(:](;)fz(i—k)(:]C)
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3.2 Orthogonalité par rapport a un produit scalaire
de Sobolev pondéré

Pour tout suite p = (po, ..., pm-1) € R™, Pexpression

<fgzi= Yoo [ g0, (3.59)

définit également une forme bilinéaire sur H™~'(R) x H™ '(R), pondérée par p, qui est
le méme type de produit scalaire pondéré que celui utilisé par Ulrich Reif dans le cas ou
P0s - - - » Pm—1 sont strictement positifs. Nous nous intéressons maintenant au probleme de
I'orthogonalité des translatées entieres par rapport a un tel produit scalaire.

Théoréme 3.6. Soit A = (A1,...,Ay) € R™, ftel que \°,... ,\,° soient deur ¢ deux
distincts. Alors il existe une unique suite p = (po,...,pm-1) de nombres réels stricte-
ment positifs telle que les translatées entieres de la B-spline N{* soient orthonormales par

rapport au produil scalaire pondéré < - - >, correspondant, c’est-a-dire telle que :
<NU(=0) NP (- =n) >p=6jm,  Jm€EL (3.60)

Preuve.

Reprenant pas a pas la démonstration du lemme 3.2 en remplacant l'opérateur L; par

lopérateur D' de dérivation d’ordre ¢, il est facile de vérifier que, pour tout 1 = 0,... ,m—1
et tout n € Z,
Foo . . . m (24)
NP O @) NP (@ = n)de = (=1) eZ= NG (m + ). (3.61)

1. Existence et unicité de p.

La démarche est exactement la méme que dans le cas de w.

On constate d’abord que pour obtenir (3.60) on peut se contenter de résoudre
< NV NP(-—n) >,= 6o, n=0,...,m—1, (3.62)

c’est-a-dire, en utilisant (3.61), de résoudre le systeme:

1
Po 0

Al —eZ=m ] (3.63)
Pm—1 0

o A= (A,i)o<ni<m—1 est donnée par:

Ani = (1) NE B mgn), myi=0,...m— 1.
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Pour & = 1,...,m fixé, partons a nouveau de la relation (3.13), et appliquons a ses
deux membres I'opérateur différentiel (—1)'D?. On obtient, toujours en tenant compte

du support de la B-spline N(QAT?_A) et de sa symétrie:

-1
(=1 DENEy(m) + Y (e 4 e ) (=1) DX NEL (m + n)

1

3

(3.64)

n

= (=1)'MyD¥ep(m).

Par conséquent, par multiplication a gauche des deux membres de (3.63) par la matrice
B définie par (3.20), on obtient

1
Po 1

c. | : — T2 : (3.65)
pm—l 1

ou, d’apres (3.64), la matrice C = (Cpi)o<k,i<m—1 €st donnée par:
Chi = (—1)'Migprel(m) = (=1 Mg dep 2™, kyi=0,...,m—1. (3.66)

De fagon explicite, le systeme (3.66) s’écrit :

—_

m—

=X
CqYiay, 2 € 7 _
0( L)fpide™ = Moown kE=1,...,m. (3.67)

1=

Introduisons le polynome (), de degré inférieur ou égal a m — 1, défini dans la base

canonique par :

Qx) = ' (—1)'piz’, x € R. (3.68)

QM) =" k=1, ,m (3.69)

Les seconds membres de (3.69) étant identiques a ceux des égalités (3.26) obtenues

précédemment, le systeme (3.63) est finalement équivalent aux m égalités:
Q()\kQ) :f/\()\kz), k=1,...,m,

ou f\ est la fonction définie en (3.31). Il apparait donc que @ est le polynome de degré

inférieur ou égal & m—1 qui interpole la fonction fy en les m points distincts A%, ..., A%
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L’existence et 1'unicité de ce polynéome d’interpolation prouve 'existence et I'unicité de

la suite p = (po, ..., pm—1) satisfaisant (3.60).
2. Stricte positivité des p;.

Le polynéome () n’est autre que le polynéome P rencontré au cours de la preuve du
Théoreme 3.1. Il est donné en (3.68) dans la base canonique alors que le polynéme P était

écrit précédemment dans la base de Newton.

Le théoreme 3.1 nous dit en fait que, si 'on écrit le polynéme () dans la base de

Newton

1, (l’ — )\12)7 ceey (l’ — )\12) Ce (l’ — )\m_lz),

c’est-a-dire, si

=0 k=1
alors les coeflicients a; satisfont:
(—1)'o; >0, i=0,...,m~—1. (3.70)
La stricte positivité des coefficients po, ... , prm—1 se déduit immédiatement de (3.70) grace
au Lemme 3.7 ci-dessous. ]
Lemme 3.7. Etant donné n nombres réels ai,dg, ... a4, >0, considérons Uécriture d’un

polynome Q) de degré inférieur ou égal a n, d’une part dans la base canonique, d’autre

part dans la base de Newton 1, (x —a1), ..., (¥ —a1)...(x —a,), a savoir:
Qx) =Y aw', Q)= B[]z —an).
=0 =0 k=1

St les coefficients By, ..., [, satisfont:

(—1)'3; >0, i=0,...,n,
les coefficients aq, ... ,«a, satisfont a leur tour:

(—=1)'ey; >0, 1=0,....,n,

Preuve.

Pour tout entier & € N et tout r < k, désignons par o la fonction symétrique de degré r

oF(xy, .. xp) = Z Hl‘j, pour r > 1,

[Jl=r — j€J
Jc{1,... ,k}

en (Ty,...,Tx):
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et, par convention, of(zy,... ;) := 1. De Dégalité:
k
(x —ay)(x —az)... (v —ag) = 2F + Z(—l)k_ra,]j_r(al, ceesap)x’,
r=1

on déduit facilement 'expression des coefficients «; en fonction des (;, a savoir:

(—1)50é5 = Z(_l)iﬁiaz:—s(ah"' 7ai)7
= (_1)565+ Z (_1)i6iaj—s(a17-" 7ai)7 § = 07 5 10,

1=s+1
>0 >0

d’ou il résulte que

(—1)’as > (—1)°8s > 0, s=0,...,n.
|

Nous avons travaillé avec deux types de formes bilinéaires pondérées, les premieres par
rapport aux opérateurs L;, les deuxiemes par rapport aux dérivées ordinaires. Dans chacun
des cas nous avons mis en évidence 'existence et I'unicité d’une telle forme bilinéaire (qui
est alors un produit scalaire) rendant orthonormées les translatées entieres de la B-spline.
Il est naturel de s’interroger sur les liens entre ces deux produits scalaires. C’est 1'objet

du théoréme suivant.

Théoréeme 3.8. Siw = (wo,... ,Wm-1) € p = (po,-.. ,Pm-1) sont les deux m-uplets
obtenus dans les théorémes 3.1 et 3.6 respectivement, les produits scalaires pondérés cor-
respondants, définis en (3.2) et (3.59) sont identiques. Autrement dit, pour toutes fonctions
u,v € H"1(R),

(u,v), =< u,v >, .

Preuve.
Etant donné deux élément f,g de H™ '(R), si m > 2, on peut calculer:

+oo +oo
/_ LifLiyg = /_ f'd =M (f'g+ fg')+ M fy]

~ —I(iooo +oo
= g +XM° fy. (3.71)

De méme, si m > 3, on peut appliquer le résultat précédent a F':= L§2f, G = [&29, ce

qui donne:

+oo +oo +oo
/ LQfLQg == / F/G/ + )\12 / FG (372)

o0 o0 — 00
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Puisque l'on a F' = (f'), G' = L} (¢'), on peut appliquer deux fois (3.71) avec 'opérateur
[&2 au lieu de Ly :

400 +oo +oo +oo
/ F/G/ — / L}\2 (f/) L}\2 (g/) — f// // 2 f/g/ (373)
400 +oo +oo +oo
/ FG = / L\, fL\,g= g+ X7 fy. (3.74)
Les relations (3.72), (3.73) et (3.74) conduisent finalement a:
400 +oo +oo +oo
/ LyfLlag = 9"+ (7 + 0% I'd + M\ fg. (3.75)
Considérons plus généralement un entier k, 1 < k < m — 1, et supposons que:
+OO k +OO . .
/ LefLig =Y ol (% ) [ g0, (3.76)
oo s oo
En posant F' := Lika, =L} o J> On obtient :
400 +oo k +oo . .
/ Liy1fLrtrg = / Ly F LG = Zazﬁ_j()qz, e 7)\k2)/ FOGY  (3.77)
-0 -0 j=0 -0

De fait que I'on peut écrire FU) = Ly, (f(j)>, GU) = Ly, (g(j)>, on peut appliquer
(3.71):

foo oo : :
/ FOGWH = / L., (f(]))LAkJrl (g(J)>

+ oo + oo
_ / Fan g 4z [ 00,

[égalité (3.77) devient alors:

+oo k too
/ Lk+1ka+lg = Zo-]]z_]‘()\12,... ,)\kz) f]+1 (7+1)

%] =0 —
k 400 ]
‘I’Z)\k+120'£_j()\12,... ,)\kz) f(])g(])
j=0 -
+o0 teo
— f(k+1)g(k—|—1) 4 )\k+1201§_j()\12, o 7)\k2)/ fq
+OO . .
3 ok AT A el )] fDgV
k+1 +oo

- Zalljﬂ SO e ) F@) g0
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Donc I’égalité (3.76) est vraie au rang k + 1, par conséquent elle est vraie pour tout
k=0,... ., m—1.
En tenant compte de la relation (3.76), nous pouvons donc écrire le produit scalaire

(+,)w sous la forme:

m—1 k +oo
(fvg)w = wkzo-llz—j()‘lzv 7)‘k2) f(])g(])
k=0  j=0 —oo
m—1 k +o0
= > Y wof (N [ DY) (3.78)
k=0 j=0 —oo
Or d’apres 'égalité:
m—1 k m—1
(Do [ [z =20 = > (= DFprat,
k=0 s=1 k=0
nous savons que
m—1
Zwkaﬁ_j()\12,...,)\k2):pj, j=0,....,m—1.
k=j

Par conséquent, la relation (3.78) s’écrit en fait (f,¢). =< f,9 >, [ |
Remarques 3.9.

3.9.1. Considérons a nouveau des réels Ay, ..., A, tels que les points A},... , A2 soient
tous distincts. La méthode utilisée pour montrer 'existence et 1'unicité des réels wy, ...,
Wy—1 ou de pg,...,pn_1 rentre en fait dans le cadre général suivant.

Etant donné m — 1 réels Tiy... »Tm_1, considérons les opérateurs différentiels associés
To:=1, Ti=[(D-7l), i=1...,m-L (3.79)
s=1

Partant de 1’égalité (3.13), on peut appliquer 'opérateur 1,7} a ses deux membres, ce qui
donne, pour : =0,... ,;m—1et x =m,

m—1

TTNE" y(m) 4+ ) (e + e TTENE' \ (m +n) = MiT; T ex(m).  (3.80)

1

3
Il

Par ailleurs, si 'on introduit, pour o = (e, ... ,ap—1) € R™, la forme bilinéaire [, -], sur

H™ YR):
m—1 too
[f9la = Z ai/_ T.f(x)Tig(x)dx,

k=0 oo
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résoudre [N7'(- — ), NU'(- — n)]o = d¢,n, pour {,n € Z, consiste a résoudre
[NV, N (- = n)]a = don, n=0,...,m—1,

ou encore, en généralisant le Lemme 3.2, a résoudre:

(87 1
(04] _ym oy 0

Al — "2 : (3.81)
Oy —1 0

ou A est maintenant définie par:
A= TiTZ»*N(QAT?_A)(m—I—n), ti,n=0,...,m—1.

Par multiplication a gauche des deux membres de (3.81) par la matrice B définie en (3.20),

on constate , grace a (3.80), que le systeme (3.81) est transformé en:

(87 1
aq moA 1
C — e X : (3.82)
Oy —1 1
ou la matrice A est définie par:
Akﬂ' = Mk+1TiT¢*€k+1(m)7 k,i = 0,... ,m—l.
Puisque TyT7 = (—1)" | |(D* — 7.%), nous avons en fait
s=1
Api = (1) My ¥+ [[e® = 7%), ki=0,...,m—1.
s=1
Ceci nous permet d’expliciter le systeme (3.82) sous la forme
m—1 7 _EZL:O Ae
i 2 2 _ € _
izo(_l) 2% g()‘k Ts ) - Mkekkm ) k= 17 L
c’est-a-dire finalement, sous la forme
R()‘kz) = f/\()‘kz)v k= 17 sy T, (383)

ou R est le polynéme de degré inférieur ou égal a m — 1 défini par:

—_

m— 7

R(z) =Y (=1)a; [J(x = 7.%). (3.84)

=0 s=1
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et ou la fonction f est la fonction introduite en (3.34).

Les relations (3.83) prouvent que le systeme (3.82) est satisfait si et seulement si le
polynome R défini en (3.84) est le polynome de degré inférieur ou égal a m—1 qui interpole
la fonction fy aux m points distincts A%, ..., A, Ceci prouve a nouveau l'existence et
I'unicité de la solution a = (ag,...,an-1) du systeme (3.81). De plus, le polynome R
n’est autre que le polynéome ) ou le polynome P obtenus précédemment. Les coefficients

(—1)'a; sont ici ses coefficients dans la base
L (z—m%), (z—m)(z—7%), ..., (=72 ... (x — Tmi?).

Les Théoremes 3.1 et 3.6 affirment que chacun des cas particuliers (1) et (2) ci-dessous :

(1) m=--=7,=0,
(2) (72 Tmet?) = ()\0(1)2, . ,)\U(m_l)z) ou ¢ est n’importe quelle
permutation de {1,... ,m} .
conduisent a des coefficients aq, ... , a,,_1 strictement positifs.
3.9.2. Partant d’une suite 7 = (71,... ,7;n—1) de nombres réels, nous savons lui associer
une unique suite a(7) = (ao(T),...,am-1(T)) pour laquelle les translatées entieres
de NT* sont orthonormées par rapport au produit scalaire [-,-]4(7r), défini a partir des

opérateurs T; introduits en (3.79). Exactement comme dans la preuve du Théoreme 3.8,

il est facile de vérifier que:

[y Jaen = (o =< 1y >, (3.85)
Par suite, méme si les coefficients «;(7) ne sont pas tous positifs, la forme bilinéaire
associée [, ]o() est un produit scalaire, et ce produit scalaire est indépendant de 7.
Pour calculer ce produit scalaire, on peut donc faire appel a n’importe quelle suite T
particuliere, par exemple T = (As(1),. .. , As(m=1)), OUl 0 est une permutation quelconque
de {1,...,m}. Une fois calculés les coefficients a;(7T ), la suite a(7) associée & une autre
suite 7 = (T1,-.+ , Tm-1), pourra étre obtenue a partir de ’égalité:

m—1 R m—1 i

(el P [ = 72 = S (=1 [[ e - 7).
i=0 5=0 i=0 5=0

3.3 Cas général

Nous avons montré le théoreme 3.1 et 3.6 sous I'hypothese que les nombres A%, ..., A2
sont deux a deux distincts. Dans ce paragraphe, nous allons essayer de lever cette hy-
pothese.

Théoreme 3.10. Quels que soient les nombres réels Ay, ..., A, il existe une unique

suite p = (poy... ,pm-1) de nombres réels strictement positifs telle que la famille des
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B-spline N{"(- — k), k € Z, soit orthonormale par rapport au produilt scalaire pondéré

< -, >, correspondant, c’est-a-dire telle que:
< NP =73), N0 (- =n) >p=0jn,  Jin €L (3.86)

Preuve.
Appelons tout d’abord 6 : R™ — R™ la bijection qui, a un m-uplet p = (po, ... , pm-1) €

R™ associe le m-uplet w = (wo, ... ,wn—1) = 0(p) tel que:
m—1 m—1 7
(—1)ipi® = (=D'w; [J(2* = M), (3.87)
=0 =0 k=1

Comme observé dans le théoreme 3.8, nous avons:
<y > = (.7 .)9(0)7 pE R™,

Par conséquent, montrer 'existence et 'unicité d'un m-uplet p satisfaisant (3.86), équivaut

a montrer I'existence et 'unicité de 0(p) = w tel que:
(NI =), N (= n))y = b, Jin €L (3.88)

De plus si nous établissons la positivité de wy, ... ,w;,—_1, la positivité de pg,... , pn_1 s’en

déduira immédiatement grace a (3.87) et au lemme 3.7.
1. Existence et unicité de w.

Supposons pour simplifier 'exposé que A\ ? < A2 < -+ < A, 2. Il existe alors un entier
r > 0, des entiers g > 0, py,..., 1, > 0 tels que pg + - - - + . = m, et des nombres réels
... 0, tels que:

lo:=0< i <...< ¥, A ==X, =0,
et poure=1,...,r:
A = £ pour po+ -+ picr +1 <3< po+ -+
A une permutation pres, nous avons donc:
(A, =) = (0[2“0],&[“1], (_gl)[m]7 o 7gr[ur]7 (_gr)[ur])'

Appliquons le corollaire 2.20 a la B-spline N(QIT_A). Pour ¢ = 0,... ,pu0 — 1, 1l existe un
polynéme ﬁgq de degré exact 2q , tel que

Y nMNE(z—n) = B9,(x), wER. (3.89)

neZ
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Pour k=1,... ,r,et ¢g=0,... ur — 1, 1l existe un polynéme 65 de degré ¢ tel que:
q
aneZkN(zf_A)(x —n)= 65(1’)€ka, r € R. (3.90)
neZ

Comme dans la premiere partie de la preuve du Théoreme 3.1, nous prendrons les images
de (3.89) et (3.90) par les opérateurs L;L7. Utilisant & nouveau le fait que le support de la
B-spline N(QAT?_A) est égal a [0,2m] et que cette B-spline présente une symétrie par rapport

a I’axe x = m, nous aboutirons a:

m—1
LiL; NE®yy(m) + 2 Z n* L LINE" (m+n) = (LiLiB3,) (m), ¢=0,...,pu0,(3.91)

n=1

etpour k=1,...,r, ¢=0,... 4, —1:

m—1
LLTNE" o (m) + 2> n® LLINE'\ (m +n) = (LiL}BEex) (m), (3.92)

n=1
ou er(z) = e*% Pour s = 0,...,r, Vopérateur (D £ (,I) laisse “invariante” chaque
fonction ﬁfek, k>s,gq=0,...,u — 1, en ce sens qu’elle la transforme en une fonction

du méme type. Autrement dit:
(D + L) (Bfer) = Byen,
ou 35 est un polynome de degré exact ¢. Par contre, pour s =1,... .r,etg=10,... ,us—1,
(D= L1)(D + 61 (Ber) = BE_en,
ou le degré exact de 55_1 est ¢ — 1. Enfin pour s =0,et ¢ =0,... ,uo:

(D — 6I)(D 4 4,1)(8S,) = D*B9, = %, s,

ou le degré exact de BSH est 2g — 2. Définissons les fonctions Fy, ..., F,,_1 par
(Eo,... yEmey) i= (ﬁg,ﬁg, . 75%@_2755@17 . ,ﬁil_lel, ey B, ,ﬁ;r_le,,> .
Les remarques précédentes montrent que, pour 7,7 =10,... ,m — 1:
LiL7E; =0 pouri > j, L;L;E;(m) # 0. (3.93)

Reprenons la résolution du systeme (3.12) que nous avons ici encore a résoudre.

Nous multiplierons cette fois-ci les deux membres de (3.12) a gauche par la matrice

B = (Byn)o<gn<m—1, ou, pour ¢ =0,... 0 — 1

By :=1, B,,:=2n*, n=1,...,m—1,
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et pour q=0,... ,up1 — 1, k=1,... r:

By :=0; By i=nle%" + (—n)le” %", n=1,...
Le systeme (3.12) est alors transformé en le systeme:

Wo 1
c. | = ¢ X : (3.94)

Wm—1 1

ou, d’apres les égalités (3.91) et (3.92),

Cy = L LT E,(m), g,1=0,...,m—1.

Les relations (3.93) prouvent que la matrice C est triangulaire inférieure a éléments dia-
gonaux non nuls, ce qui prouve 'existence et I'unicité de w = (wq, ... ,wn_1).

Si I'on supprime 'hypothese A2 < Xp? < .-+ < A%, le méme raisonnement trans-
formera le systeme (3.12) initial en un systeme dont la matrice est non pas directement
triangulaire inférieure a éléments diagonaux non nuls, mais seulement apres une permu-

tation de ses colonnes, donc le résultat reste inchangé.
2. Stricte positivité des w;.
Revenons au systeme initial que nous avions a résoudre, écrit sous les différentes formes

(3.9), (3.10) ou (3.12). Désignons désormais la matrice A introduite en (3.12) par A(\).
Son terme général A, ;(A) défini en (3.11) est donc

Ani(A) = LiLfN(Qf_A)(n +m), ne=0,...,m-—1, (3.95)
D’apres le Corollaire 2.12, puisque 21 < 2m — 21, ce terme général s’écrit aussi
AN = (DAL 0 Vo (7 12); (3.96)

J
(V1,-0575)
Nous savons donc que, quel que soit A € R™, il existe un unique m-uplet w(A) =

(wo(A)y ... ,wo(A)) tel que:

avec la convention A =1,s17=0.

AN .| —e x| ] (3.97)
Win—1(A) 1

Par ailleurs, nous savons aussi que, si

ANeA:={(v,...,vm) ER™, 1> # v pour tout 1,5 =1,... ,m, i # 5},
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wi(A) >0 pouri=0,...,m—1.

Fixons un élément A\ = ()\g, .., APy e R™. Le Corollaire 2.22 nous dit que
: 2m—21 _ 2m—21
Ah_glu N(/\i+1,—/\i+1,...,/\m,—/\m)(‘r) = N(A§+1,—A§+1,...,A%,—Aﬁn)(x)’

et par suite, en tenant compte de (3.96)

lim A, ;(A) = A,:(A").

A=Al

Le second membre de (3.97) étant de fagon évidente continu par rapport a A, les formules

de Cramer pour la résolution du systeme (3.97) nous montrent que:

lim w(}) = w( ). (3.98)
k}\—éi\x
Faisons tendre A = (A1,..., ) vers Af tout en imposant que X reste dans ’ensemble

A. Du fait que w;(A) > 0 pour 1 < m — 1, I"égalité (3.98) nous permet de conclure que:
wA) >0,  i=0,...,m—1. (3.99)

Les translatées enticres de la B-spline NV} sont donc orthonormales par rapport a la
forme bilinéaire (-,-),(\s définie conformément & la formule (3.2). D’apres (3.99) cette
forme bilinéaire est un semi-produit scalaire. Pour prouver que c’est un produit scalaire
sur H™~Y(R), il nous suffit de vérifier que wo(A*) > 0. Nous allons en fait montrer ici

encore que w;(A") > 0 pour 1 =0,... ,m — L.
a. Stricte positivité de wy(\).

La premiere ligne du systeme (3.94) s’écrit ici:

k m 2 2
” N pURDY:
wo()\ﬁ) — 97T Lozt A (—1 ) ! J

sh\y 5:11-1 ch)\ﬁ — ch/\i’

ce qui prouve comme précédemment que wy(A*) > 0.
b. Stricte positivité de w,,_;.

D’apres les formules (3.32) et (3.35) , nous savons que, pour tout A € A,

e EZL:O As 1
—_ m—
Win—1(A) = om—1 5ch/\1,...,chAmh‘
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Faisant tendre X vers Af tout en respectant A € A, nous savons que le premier membre

tend vers w,,,_;(A\¥), tandis que le second membre tend vers
-yl
€ =0T et
9m—1 chAb el

différence divisée de la fonction h en des points non nécessairement distincts. Dans

tous les cas, nous pouvons encore conclure a l'existence d’un point & de Dintervalle
[min(chA!, ..., chAL ). max(chAf, ... chAl )] tel que

(S

m—1 _

chAfchaE, T T (m—l)! )

Nous pouvons donc encore conclure, grace au lemme 3.3, que w,,_; (A*) > 0.
c. Stricte positivité de w;, 1 <7 <m — 2.

Fixons un entier i, 1 <17 < m — 2. Grace aux formules (3.32) et (3.35), le calcul de

wi(A), pour A € A, fait intervenir la différence divisée d’ordre 1

5<Z:h/\1,...,ch/\i+1h7 (3.100)
ot malheureusement / définie en (3.36) dépend de chA;1q, ..., chy, . Utilisant la propriété
(3.98) nous allons donc faire tendre A vers A en faisant ici attention a cette difficulté
particuliere.

Fixons les nombres Ay, ..., Ay1, de facon a ce que chAy, ..., chA;1 soient deux a deux
distincts et distincts de Ch)\§+2, ... ,chAf . Faisons tendre \;yo,..., A\, vers )‘§+27 D L

tout en respectant la contrainte A € A. Le calcul de la différence divisée (3.100) est ici
purement algébrique, et ce passage a la limite fait donc converger cette différence divisée

vers
Sepins, e chgs s (3.101)

ol ht est prolongée par continuité sur [1,4o00[ a partir de

~ - (Argchz)? — A2
hi(x) := h(x ( sz ch\ s chAE
= nie) [T SRS ani,
Cette fonction %ﬁ, indépendante de Ay, ..., A1, est, d’apres les lemmes 3.3 et 3.4, C'™
sur [1, 4o00[. Dans un deuxieme temps, nous ferons converger Ay,... , A1 vers )\ﬁ, e )‘g-l—l‘

Ce deuxieme passage a la limite fait tendre la différence divisée (3.101) vers

4 i
5chA§,...,chA§+1h ’
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différence divisée en des points non nécessairement distincts (cf. annexe corollaire A.3).

Dans tous les cas, nous avons encore:

(7)" 0

4 T
5chA§,...,chA§+1h - il ’
ou £ € [min(ch)\ﬁ, o ,Ch)\g_l_l),max(ch)\ﬁ, o 7Ch)‘§+1)]7 et nous pouvons en déduire grace

aux lemmes 3.3, 3.4 et 3.5 que w;(A\*) > 0. [ |



Chapitre 4

Orthonormalité des B-splines de
Chebyshev (deuxieme partie)

Nous allons dans ce chapitre examiner ce qui se passe dans le cas complexe. Nous par-

tons d'un A = (Aq,..., A, ) € C™ fixé tel que Popérateur différentiel L7 soit a coefficients
réels, c’est-a~dire, un A pour lequel il existe une permutation o de {1,... ,n} telle que:

ALy A) = (Ao(1)s -+ > Ao(m))- (4.1)

Nous pouvons toujours introduire les opérateurs différentiels L;, 2 = 0,... ,m, comme

en (3.1), mais, pour ¢ = 1,... ,m — 1, ces opérateurs ne sont plus nécessairement tous a

coefficients réels. Rien n’empéche cependant de définir, pour w = (wo, ... ,wm_1) € C™ et

pour f,g € H™ 1(R), 'expression :

m—1 +oo
= sz/ Lif(x)Lig(x)dz,
=0 -
+ m—1

o0

= | Oof(:zj) (i(—l)%ﬁjhg(x)) dz. (4.2)

=0

(Vest ici encore une forme bilinéaire sur H™ ' (R)x H™ '(R), mais cette fois-ci a valeurs
dans C, sauf cas particulier, méme lorsque w € R™.

De méme, pour p = (po, ..., pm-1) € C™, 'expression

<> o= Yo / FO(2)g" (2)de,
=0 -0

_ _+°o f@;)( - (—1)2',02»9(22')(95)) da, (4.3)

1=
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définie aussi une forme bilinéaire sur H™ '(R) x H™™! a valeurs dans C, et a valeurs

dans R dans le cas ou p € R™.

Théoréeme 4.1. Considérons un m-uplet X = (Ay, ..., A,) € C™ tel que Uopérateur LY
associé soit a coefficients réels et supposons que :

[ImAg| < 7, kE=1,...,m. (4.4)
1. 1l existe une unique suite p = (po,... ,pm-1) rendant orthonormales les translatées de
la B-spline NY* par rapport a la forme bilinéaire < -,- >, définie en (4.3). C’est une suite
réelle.
2. Si, pour tout k = 1,...,m, la partie imaginaire de A\ est suffisamment petite, alors

pr >0 pourk=0,... m—1.

Preuve.

1. Sous I'hypothese (4.4) nous savons que tous les résultats obtenus dans le chapitre 2
pour le cas réel sont maintenus. Par conséquent, le probleme de 'existence et de ['unicité
de la suite de p se traite comme dans le cas réel. Il nous reste a montrer que cette suite

est réelle. Rappelons que, dans les cas, nous avons a résoudre le systeme (3.63) | i.e:

1
Po 0

AA) | =X ] (4.5)
Pm—1 0

ou les coefficients de la matrice A(X) sont:
AN = (~D)'NE St n), =00 m - L

La matrice A()) est donc réelle, ainsi que le second membre du systeme (4.5). Le fait que

I'unique solution (pg, ..., pm-1) de (4.5) soit réelle en découle de facon imédiate.

2. Ici encore, grace au corollaire 2.22, nous constatons que

AN = lim AN),  n,i=0,...,m— 1. (4.6)

A=

Notons a nouveau p(A) = (po(A), ..., pm—1(X)) 'unique solution de (4.5). De (4.6) nous

pouvons conclure que:

A = lim p(A). 4.7
p(N) = lim p() (4.7)
Ecrivons , pour s = 1,... ,m, Ay = (5 4+ 175, ou [, et v5 sont réels. Soit [ :=

(B1y..., Bm). De (4.7) nous déduisons en particulier:

lim p(A) = p(9)
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Or, puisque By, ... , 3, sont réels, les résultats obtenus au chapitre précédent nous assurent
que:

,0¢(6)>0, 1=0,...,m—1.

Donc pour A suffisamment pres de 3, c’est-a-dire, lorsque les parties imaginaires v,, s =

1

,...,m sont suffisamment petites, nous aurons encore:

pi(A) >0, 1=0,...,m—1.

Nous allons examiner un cas particulier ou nous donnerons des conditions suffisantes
assurant la positivité des p;. Partant désormais de nombres réels py,... ,pu,, tels que
lpel < m k=1,... ,m,et uy,...+ ptn = 0, considérons les nombres complexes Ay = iy,
E=1,...,

I’existence et I'unicité d’une unique suite w = (w, ... ,wy—_1) € C™ telle que les fonctions

m. Méme si I'opérateur LT n’est pas a coeflicients réels, on peut montrer

N7(-—k) (non nécessairement réelles) soient orthonormales pour la forme bilinéaire (-, -),,
associée. Dans un premier temps, supposons que les points 12, ... , i, % sont deux a deux
distincts. Reprenant I'expression des wy, données en (3.32), en tenant compte du fait que

chiz = cos x, et shix = sin x, nous pouvons ici écrire:

Hp . fs® = pp?
k41 gin COS [t — COS
1 Hp 7 Hp Hs
k s=k42
(—1)fwy = S e , k=0,...,m—1, (4.8)
=1
= oy — cosns)
g
c’est-a-dire,
k Ly T
(—1)fwy = ST COSM’.“’COSMHH;C(Q;), k=0,...,m—1, (4.9)
ot ici la fonction continue Hjy est définie sur ] — 1,1] par:
—~ T ps® — x?
Hi(cosx) := — H e COS T F COS 2y« -+ »COS [y,
sing L cosw — cos i
soit
—~ Arccosz s2 — (Arccosz)?
Hi(x):= H K ) ;o ox €] =1,1]\ {cos,, 0y ,COS i }.

1—;1;2 T — COS [Ls

=k+2

Comme dans le chapitre précédent, nous établirons, les lemmes suivants:
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Lemme 4.2. La fonction H définie sur | —1,1] par

Arccosz el 1.1

— six €] —1,1],
H(z):=< /1= 22

1 stx =1,

est C sur | —1,1] et satisfait :
(—YHD(2) >0, ze]—1,1].

Preuve.
La fonction H est clairement C* sur | — 1, 1[. Nous montrerons tout d’abord que H
est indéfiniment dérivable en 17 et que (—1)*H® (1) > 0. 1l suffit pour cela de vérifier

que lim (=1)'H®(z) > 0. Comme dans le lemme 3.3, la démonstration se fera grace au
=1~

x
, qui s’obtient a partir de celui de —
sin shx

par le fait que # € C, shx = ¢siniz. Nous aurons donc ici:

développement en série entiere de la fonction

H(cosx) = =1+ Z * A [0, 7, (4.10)

sin x

les coefficients Ay étant ceux que nous avons rencontrés en (3.45). Par dérivation de (4.10)

pour cosx # 1:
—H'(cos z)sinz = ZZ Yk Az 1, z €0, 7|,

soit

H'(cos z) = 2H (cos x)G1(z), z €]0, 7|,
ou

—QZ Mk + 1) Apgq 2, r €] —m, |

Par conséquent :

lim H'(z) = 2H(1)G4(0) = 24, < 0.

r—1—
On poursuivra comme dans le lemme 3.3.
Comme dans le lemme 3.3, cette méthode ne permet pas facilement d’atteindre le fait
que (=1)*H®(z) > 0 sur | — 1,1[. La démonstration sera la encore calquée sur celle du

lemme 3.3. Nous écrivons donc H(x) sous la forme:

H(z)=(1- :1:2)_1/2[-]0(:1;), Ho(x) = Arccosz, = €]—1,1].
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Par dérivation, on a également
H'(x)=(1—a®)?Pi(2),  we]-11]

ou Hy(x) = xArccost — /1 — 2? est continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1], avec
Hj(z) = Arccosz. Par conséquent H; est C' sur | —1,1] et Hy(1) = Hj(1) = 0.

Plus généralement, on montrera facilement par récurrence que
HO(z) = (1 — 23 V7 Hy),  z€]—1,1], (4.11)

ou la fonction H; est définie sur | — 1, 1] et satisfait :
~ H; est C'sur ] —1,1],
— HY) = AArccosz, x€]—1,1], o1 A; >0,
- Hi(j)(l) =0, pour 3 =0,...,1.

La relation de récurrence qui lie H; et H;y; est la suivante:

Hipn(o) = (14 202 li(2) + (1 — ) (@), x €] - 1,1,

(1)

Des trois propriétés précédentes, nous pouvons déduire successivement que H;'(x) > 0
sur | — 1, 1], HZ»(Z_I)(:I;) < O0sur]—1,1[, ... et finalement

(=)' H;(z) >0, x€]—1,1].
En revenant a (4.11), on déduit donc que

(=) HOD(z) >0, x€]—1,1]

Lemme 4.3. Soit a un nombre réel et 0 la fonction définie sur] —1,1] par:

a? — (Arccosz)?

0(z) = an — Ccos a

sin a

st & # cosa,

st x = cosa,

avec la convention =1 si x = 0. Cette fonction est C* sur | — 1,1] et satisfait

(=1)'0(z) >0,  x€]—1,1].

Preuve.
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Pour @ # cosa, nous pouvons écrire f(x) = (1 — cosa) 'ly(z), ot by(z) = a* —

(Arccosz)?. La fonction y est définie sur [—1,1], C> sur | —1, 1] a priori. Cependant pour
re)l—1,1]

Arccosz
0)(z) = 2———= = 2H (2). 4.12
Par conséquent 6y est en fait ¢ sur | — 1, 1]. Supposons que
G(i)(:zj) = (z — cosa) ™ 0,(x), (4.13)

oit 0; est définie et O sur ]—1, 1], nous aurons, par dérivation de (4.12) sur |1, 1]\ {cos a} :
00+ (1) = (z — cosa) M0 (z), €] —1,1]\ {cosal,
ot
Oivr() := —(i + 1)0:(2) + (z — cosa)f!(x). (4.14)

La fonction 6,11 est donc définie et C* sur | —1, 1]. De plus 8;41(cos a) = —(i+1)6;(cos a).
Puisque fy(cos a) = 0, nous avons prouvé que ;(cosa) = 0 pour tout i > 0.

Par ailleurs, par dérivation de (4.14), nous obtenons:

;11 (2) = —i0(2) + (2 — cosa)d,"(z), €] —1,1].

Si nous supposons que
0/ (x) = 2(x — cosa) HD (z), z €] —1,1], (4.15)
nous pouvons en déduire que:
(92'”(:1;) = 2i(x — cos a)i_lH(i)(:I;) + 2(x — cos a)iH(i"'l)(:z;),
et 1’égalité (4.14) donne:
fiv1(x) = 2(x — cos a)i"'lH(iH)(:z;).

Par conséquent, en tenant compte de (4.11), ’égalité (4.15) est prouvée pour tout i > 0.

D’apres le lemme 4.2, nous pouvons donc affirmer que
(92'/(:1;) > 0, pour tout = €] — 1, cos af,
(—1)i0¢/(:1;) > (0, pour tout x €] cosa,1].

Sachant par ailleurs que 6;(cosa) = 0, nous obtenons:

0;(x) <0 pour tout x €] — 1, cos al,



97

(=1)'0;(x) > 0, pour tout = €] cosa, 1].
Revenant a (4.13), les propriétés précédentes nous permettent de déduire que:
(=1)'0:(x) > 0, x €] —1,1]\ {cosa}.

Par ailleurs, du fait que 6;(cosa) = 0, la relation (4.15) montre que cosa est un zéro

d’ordre 7 + 1 de la fonction 6;. De plus nous avons aussi :
0§i+1)(COS a) = i!ZH(i)(Cos a).

En utilisant le développement limité de la fonction 6; au point cos a et la relation (4.13),

on en déduira facilement que, pour tout + > 0:

lim (—1)09(z) = 2(—1)'H(cos a)

r—>cosa 7 + 1 ’

ce qui prouvera a la fois que # est C'™ en cosa et que:

2(—1)iH(i)(cos a)

(—1)i0(i)(cos a) = il

|
Les lemmes précédents ainsi que le lemme 3.5 montrent que la fonction j-[vk satisfait

@) >0, e —1,1).

D’autre part de 1’égalité (4.9) nous déduisons I'existence d’un point & €] — 1, 1] tel que

1 E(k)(fk)

k
(=D =g =
et par conséquent wy > 0, pour k =1,... ;m — 1.
Le passage de wq, ... ,wn_1 @ po,--. ,pm—1 se fait maintenant grace a ’égalité:

wo —wi (@ + 1) Fwae + ) (w4 p?) + -+ (1) oo (@ 4 ) - (2 )
=po—p1r+ -+ (=) ppga™ ! (4.16)

Nous avons donc:

(=)™ pps = (=1)" o,
F_l)m_zpm_Q = (—1)" 2wz + (1) wmoaol T (), (4.17)

po=wo —wir? +wap i 4+ (=) o e
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On voit donc p,,_1 est strictement positif. Par contre, la positivité des w; n’implique
donc pas de facon automatique celle des coefficients po, ... , p—1. Nous allons établir des

conditions suffisantes pour assurer cette positivité.

Ecrivons les égalités (4.9) sous la forme:

k+1 m
1
(—1)Fwy = o= oA, I e =w®, k=0,...,m—1 (4.18)
p=1 s=k+2
ou pour p=1,...,m,
1
P - . (4.19)
sin
TJ(cos o — o)
g
Des relations (4.18) et (4.19), nous déduisons alors:
(1) a2 = (=) w0, 27 =) A, (4.20)
p=1
m—1 m
(1) 2pna2™t = > A = )+ () YAy
p=1 p=1

= (4 ) ZAP - ZApMpz-
p=1 p=1

D’une facon générale, nous pourrons écrire:

m—1
) g2 = S AB (121)
p=1
ou ’expression du second membre ne dépend pas de 'ordre de py, ... , . Nous pouvons

donc nous contenter du calcul du terme BY. Or, dans 1’égalité

J
(_1)m_1_]pm—1—j — Z(_l)m_l_]+kwm—1—j+k U;T_l_]—l—k(/ll?, o 7,um—1—j-|—k2)
k=0

obtenue en (4.17), le terme A, n’est présent que dans le dernier terme de la somme , ce

qui, a cause de I’égalité (4.20) conduit a:

B,fn = U]m_l(/,clz, TSNS ) (4.22)
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Pour tout entier s > 1, de fagon évidente:

m—1

ol T ) = 0 () = O (e ).
En itérant cette relation, 1’égalité (4.22) devient:
4 J
B/ = Z(—l)ra;”_r(ulz, TS T
r=0

Par conséquent, ’égalité (4.21) peut s’écrire:

(_1)m—1—jpm_1_j2m—1 Z Z Ml - 7/~Lm2)Ap/~Lp2r7

p=1 r=0

ou encore, en tenant compte de (4.19) et (2.64):

P12 = (=) temc] P, (4.23)

COS 41 ;... ,COS [bm

ou la fonction continue ®; est définie sur ]-1,1] par:

Q;(x) = Z(—l)j_rajm_r(/,clz, ey i 2 ) (Arccosz ) (1 — :1;2)_1/2, x €] —1,1[. (4.24)

r=0

Généralisant le lemme 4.2, nous allons tout d’abord étudier la fonction
(Arccosz) 11 — 2%)7Y/2,

Lemme 4.4. Etant donné un entier r > 0, la fonction @, définie par

or(7) := (Arccosz)” (1 — :1:2)_1/2, €] —1,1],

et prolongée par continuité en 1 (po(1) :=1, @ (1):=0sir > 1) est O sur]—1,1]. De

plus, pour tout v > 0, sa dérivée i-eme s’écrit :
2 (@) = (1 =)V (2), @ e - 1,1, (4.25)

ou la fonction 07 est C* sur | — 1,1] et satisfait :

r9 (1) =0, j=0,....1, (4.26)
A Z A (Arccosz )+, oz €] — 1, 1], (4.27)
k=0

les coefficients AZ’i pouvant étre calculés par:
A= (e,
AT = (4 1)2A7 4 (2k +2)(2k + 3) AT

N k=0, —1, (4.28)
A =6, 0<k<r



100 Chapitre 4 Orthonormalité des B-splines de Chebyshev (deuxieme partie)

Preuve.
Pour r = 0 nous avons ¢g = H donc les résultats découlent du lemme 4.2. Supposons

donc r > 1. Nous pouvons alors écrire:
o () = F(x) H(x), €] —1,1], (4.29)
ou la fonction F' est définie sur | — 1, 1] par
F(z):= (Arccosz)’.
On constate donc que la fonction F' est dérivable sur | — 1,1] et satisfait :
F'(z) = =2H(z), x€]-1,1]. (4.30)

I1 résulte donc du lemme 4.2 que ¢, est indéfiniment dérivable sur | — 1, 1] comme produit

de fonctions indéfiniment dérivables sur | — 1, 1]. Pour ¢ = 0, nous avons effectivement :
pr(r) = (1 —a*)"205(x), x €] =1,1],
ou 0} est la fonction continue sur | — 1, 1] définie par:
05(z) := (Arccosz)* ! = zr: A% (Arccosz )1,
k=0
les coefficients AZ’O vérifiant la troisieme ligne de (4.28). De plus, on peut vérifier que:
(1 — 220" (x) — 205 (x) = 2r(r + )05 (), x€]—1,1]. (4.31)

Les fonction 0] obéissent a la relation de récurrence déja obtenue dans la preuve du lemme

4.2, a savoir :
07 1 (z) = (14 20)207 (x) + (1 — :1;2)(9;/(:1;), z €] —1,1]. (4.32)
Supposant la fonction 07 C" sur ] — 1, 1] et satisfaisant (4.27) la fonction 07, est C*~! sur
| — 1, 1], et par dérivation de (4.32) a l'ordre (¢ + 1) sur | — 1, 1], nous avons:
U ) = (14 20) [0 4 (4 000 @)] 4+ (1 — 20 )
206+ DO (@) — (i 4 100G, €] 1,1]

c’est-a-dire:

07, (2) = (1= 2?)0; (@) — 207 TV (@) + (1 + 1)°0;(x), w€]— 1,1 (4.33)

L’hypothese (4.27) s’écrit en fait :

;) =Y AVO(x),  wel-11],

k=0
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et conduit donc a:
07+ (1) = ZA;;”'@’S'(@, 0+ (z) = ZAZ’iGé“//(x), v €] —1,1[.
k=0 k=0

Si bien que 1’égalité (4.33) devient :

r r

0 () = 30 AP (1= )05 () — 20 ()] + G+ DPY APOh), @ €] - 1L

ou encore, en utilisant (4.31):

07, (@) = Y ALKk + D)OET (@) + (4 1)) A0 (),
k=1 k=0
= Z A27i+10§(x)7 T E] - 17 1[7 (434)
k=0

ou les AZ’H'I satisfont AZ’H'I = (1+1)2A7 et la deuxieme ligne de (4.28). La premiere ligne
de (4.28) résulte alors de A2? = 1. Enfin I’égalité (4.34) prouve que lim (9;+1(i+1)(:1;) = 0.
r—1—
Supposant que 0;’(])(1) = 0 pour tout j < i, par dérivation de (4.32) a tout ordre
k < 1, on vérifierait de méme d’une part que 0;’+1(k)(1) = 0 pour k£ < 17— 1, et d’autre
part que lim Qf_l_l(i)(:z;) = 0. Ceci prouve donc que la fonction 67, est ' sur ] —1,1]
r—1—
et satisfait 0;’+1(k)(1) = 0 pour tout £ <1+ 1. Ceci termine la preuve du lemme. |

Chaque fonction ¢, satisfait (—1)"p.(2) > 0 pour « €] — 1,1]. En effet, ceci résulte
du lemme 3.3, puisque, d’apres (4.29) et (4.30), ¢, s’écrit comme un produit de fonctions
qui satisfont cette propriété sur | — 1,1[. Le résultat peut également se déduire du lemme
4.4. En effet, d’apres (4.27) et (4.28), les coefficients AZ’i étant > 0 et A > 0, nous
avons Gf(i)(:li) > 0 pour = €] — 1,1]. Du fait que, d’apres (4.26), la fonction 0/ satisfait
Gf(j)(l) = 0 pour j < 7, nous pouvons en déduire successivement que Gf(i_l)(:li) < 0 pour
z €] — 1, 1], puis ef(i_z)(l') > 0 etc... jusqu’a (—1)'0%(z) > 0 pour x €] — 1, 1[. Nous allons

appliquer une propriété similaire a la fonction ®; définie en (4.24).

La fonction ®; s’écrivant :
j .
Bi(e) = (1T (s (), w ] — L) (435)
r=0
I’égalité (4.23) devient :
j .
1= 2" = (=) (=1 T ()OI o - (4.36)

r=0
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Les deux membres de (4.36) étant des fonctions continues du m-uplet (p1,...,pm) €
R™, la relation (4.36) est encore vraie si I’hypothese px? # u,? pour k # £ n’est plus
satisfaite. Par suite ’égalité (4.23) est vraie quels que soient les réels py, ... , i, tels que
f1y ...+ i = 0. Nous nous placerons désormais dans ce cadre plus large.
De I’égalité (4.23) nous déduisons I'existence d’un v; € | 1;n1<n COS ftis MaxX cos ;] tel
que T<m
ol V(1)
o1 2" = ()T 4.37
Pm—1—; ( ) (m _ 1)’ ( )
Pour assurer la positivité de p,,_;_; il suffit donc de choisir pq, ... , i, de facon a ce que:
(-1, V() >0,  xel—1,1). (4.38)
Or, a partir de (4.35) et du lemme 4.4, nous obtenons :
@,V = (1= %) 7570, (), (4.39)

la fonction ©; étant définie sur | — 1, 1] par:
J
O;(x) =Y (=1)" 7o 0, (x), (4.40)
r=0
ou, pour simplifier, nous posons o’ := U]m_,,(/,elz,... it ?). Par conséquent, 1’égalité
(4.27) conduit a:
J

®j(m_1)(:1;) = Z(—l I g ZArm ! Arccosac)%"'1

r=0 k=0
] .
= Z B](Arccosz)* 1, z €] —1,1], (4.41)
k=0

les coefficients Bi étant donnés par:
. j .
Bii= Y (=1)7ol AP k=0,... ] (4.42)
r=k
D’apres (4.40) et (4.27), @;k)(l) = 0 pour tout & < m — 1. Par conséquent la propriété

(4.38) sera assurée des que
(m—1)
0;" (x) >0, x €] —1,1]. (4.43)

[égalité (4.41) montre que la condition (4.43) est automatiquement satisfaite des que
chaque coefficient B], k < j — 1, est > 0, étant entendu que le coefficient B] AJ’

strictement positif puisqu’il vaut (i!)%.
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Compte tenu de 1’égalité (4.42) nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Proposition 4.5. Pour que le coefficient p,,—1_; soit strictement positif, il suffit que les

7 conditions suivantes soient satisfaites :
J
i—r __m T’,T)’L—l .
(=T AT >0, k=051, (4.44)
r=k

ou les coefficients AZ’i sont définis par (4.28).

Exemples 4.6. Illustrons ces résultats dans le cas qui nous intéresse, a savoir, lorsque
les nombres A\ = iy, k = 1,... ,m, satisfont (4.1). Rappelons que le coefficient p,,_; est

toujours strictement positif.

4.7.1. Supposons m = 2, Ay = 1y et Ay = —ip, p € R. Le coeflicient pg est strictement
positif des que
ot (p? 1) Ayt < Ay

c’est-a-dire, 2% < 6 on p? < 3.

4.7.2. Supposons m = 3, A = 0, Ay = 1u, A3 = —iu, p € R. Appelons wyg,wy,w, les
coefficients relatifs aux nombres A;, Ay, A3 dans cet ordre. De 1’égalité:

wo — w1 +wy(x + p?) = po — prx + paz?,

on déduit en particulier que py = wy. Par conséquent, py > 0.

Ecrivons I'unique condition suffisante (4.44) assurant la positivité de p; :
0,2 1,2
0‘?(07”27”2)140 S AO ”

c’est-a-dire 8u? < 30, ou p? < %.

4.7.3. Supposons m =4, Ay = Ay =0, A3 = 1, Ay = —1p, p € R. Si wy, wy, wy, wy sont
les coefficients calculés a partir de Ay, Ag, Az, A4. dans cet ordre, nous avons:

wo — w1 + wer(x + p?) — wsz?(x + p?) = po — prx + par?® — paz®,

donc en particulier, pg = wy > 0, p1 = w; > 0. D’apres (4.44) le coefficient py est

strictement positif des que:
a1(0,0, p?, 1*) Ag® < Ag”,

soit 72u* < 294 ou p?* < %.
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Remarquons pour finir qu’une formule analogue a (4.21) existe des que les nombres

M2, .., A2 sont distinets. On peut en effet écrire:
mo1€ =0 2o 2vy 27 -
Pt = (—1) = ZAZ O DT =0, m— 1,
ou \ |
Ap::shipm , p=1,...,m.

[T (chA, — chh))

=1

J#EP
La formule ci-dessus permet de retrouver le fait que po, ... , p,—1 sont réels quand Ay, ..., A,

satisfont (4.1).
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Chapitre 5

Approximation par des splines de
Chebyshev uniformes

Nous présentons ici une application directe des chapitres précédents. En effet, la pro-
priété d’orthonormalité d’une base est tres importante pour les calculs. Lorsque 'on dis-
pose d’une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel, le calcul de la meilleure approxi-
mation d'une fonction f dans cet espace se réduit au calculs des produits scalaires de la

fonction f avec les fonctions de bases.

5.1 Formule de Taylor généralisée

Dans cette section, on étudie I"approximation de ’espace des fonctions C"([a,b]) par
I'espace M. Pour simplifier, nous noterons par L; I'opérateur Léh,...w) et par G; la
fonction GEA17~~7M)‘

Le théoreme suivant nous donne la formule de Taylor généralisée [32]:

Théoréme 5.1. Soit [ une fonction de classe C™ sur un intervalle [a,b]. Alors pour

tout « € [a,b], on a
fe) =" Li f(a)Gr(x — a) + / G (2 — 1) Lo f(1)dt. (5.1)

Preuve.
Fixons un point € [a, b] et montrons les relations (5.1) par récurrence sur m. Suppo-
sons m = 1, c’est-a-dire, A = A\; € R. Puisque G4(¢) = 0 pour t < 0 et Gy(t) = ™' pour

t > 0, nous avons alors:

b z z
/Gil(x—t)Lilf(t)dt:/ ew—”f’(t)dt—xl/ M@ F (1) dt. (5.2)
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L’intégration par partie de la premiere intégrale nous donne:

/ e/\l(l,_t)f/(t)dt _ [f(t) M (z— t)]izz_l_)\l/ e/\l(l’—t)f(t)dt

z (5.3)
= flr) — fla)e ) 4y / M F(1)dt
Les relations (5.2) et (5.3) aboutissent a:
b

o) = S+ [ G (e -0, far (5.4

ce qui n’est autre que la formule (5.1) puisque Lo = [I.
Supposons que la relation (5.1) soit vérifiée pour m — 1, c’est-a-dire que:
m—1 b
k=1 @

En posant ¢ = L,,_1f, on a

/me(:z;—t)me(t)dt — /xGm(:z;—t) ()dt — A /xGm(:z;—t)g(t)dt
— G-+ | G (e — glt)dr
—Am /1’ G (x —t)g(t)dt.

Puisque m > 2, (,,, est continue en 0. et ,,(0). On obtient donc:

/ Go(x =)Ly, f()dt = —Lp_y f(a)Gpx — a) + /l’ L\ G —t) Ly f(1)dt

De I’égalité (2.15), il résulte que Ly, Gp(x —1) = Gopo1(2x —t) pour tout ¢ < x, donc:

/ Gt (2 — ) Lpr f()dt = Ly f(@)Gin (2 — @) + / Gl — )L f(1)dL. (5.6)

Par suite, 1’égalité (5.1) se déduit aisément de (5.5) et (5.6). ]

Pour toute fonction f, on note u; la fonction de NAm|[a ] définie par:

v):=Y Lt f(a)Gi(w —a),  x € a,b]. (5.7)
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Puisque LiG;(t) = 0 pour tout j < k et pour tout ¢ <0, et LyGry1(0) = Gy, (0) =1,
cette fonction satisfait :

Lius(a) = Lif(a), E=0,....,m—1.
Par conséquent, de la définition des opérateurs Ly, on déduit que:

,m—1.

DFuy(a) = D* f(a), kE=0,...

Si 'on approche la fonction f € C™ *([a,b]) par u; € NAm|[a y définie par (5.7), alors
nous obtenons 'estimation suivante [32]:

Théoréeme 5.2. Pour toute fonction [ de C™[a,b], on a:
ILk(f =up)lloe OO —=a)" L flloo, k=0, ,m—1, (5.8)

ou C est une constante ne dépendant que de m,k et f.
Pour montrer ce théoreme, on utilise le lemme suivant :

Lemme 5.3. [l existe un réel M > 0 tel que:

G (2 — y)| < M%, Va,y € [a,b]. (5.9)

Preuve.

La relation (5.9) est triviale lorsque x < y. Supposons donc @ —y > 0. Notons Ay, :=
min A; et Apay := max A;. D’apres (2.65), pour x > 0,
1<i<m 1<i<m

?/L\l,... Am) (l‘) = 5/T\n1_1 ,/\mfxv

goos

ou f,(t) = €, pour tout ¢ € R. Il existe alors £ € [Amin, Amax] tel que:

1
m _ _ (m—l)
m—1
I Gl ) Kty
(m—1)!
En posant M = r{labx | [Amaii ]eﬁ, on obtient (5.9). (Voir [32] pour la démonstration
z€|0,b—a| €A minsAmax

dans le cas générale des espaces de Chebyshev.) ]

Preuve du théoréme 5.2.
Etant donné une fonction u € C''([a, b]) et une fonction g continue sur [a, b], la fonction

@ définie par:

o(x) = /1’ u(x —t)g(t)dt, z € la, b,
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a pour dérivée:

Par conséquent :
Lip(x) = u(0)g(x) + / Lyu(x — t)g(t)dt, z € [a,b].

En itérant, si u est supposée C* sur [a, b], nous aurons, pour k < m:

B

-1

Lip(z) = g(2) Y u'D(0) + /1’ Liu(x —t)g(t)dt, z € [a,b]. (5.10)

7

Il
=]

Appliquons ceci a la fonction

¢ rz/ G (- —t)g(t)dt.

Puisque, d’apres (2.15) LkGﬁl,...,Am) = Gﬁ;fl ) I’égalité (5.10) donne dans ce cas,
pour tout k£ <m —1:
b
ch,o(:z;):/ G@kfl7...7Am)(x—t)g(t)dt. (5.11)

Considérons maintenant une fonction ¢ € C"[a,b]. La formule de Taylor généralisée
(5.1) s’écrit :

b
flz) =up(x)+ / G (@ — 1) Ly f(1)dt, z € la, b,
ou uy est définie par (5.7). De (5.11) nous pouvons déduire que:

b
Lif(x) — Lyuys(x) = / Gﬁ;fl,...,Am)(x — ) Ly f(1)dt, z € [a,b). (5.12)

En appliquant le résultat du lemme 5.3 a la fonction de Green Gﬁ;fl Ay OR obtient

Iexistence d’'un M > 0 tel que:

< Gk o gplr et )
0 — (Ak+1,7Am)(x - t) — M7 l’,t E [a, ].

Par conséquent, de (5.12) nous tirons:

[ 1G5t DO
I g ’ _ pym—k—1
S )kHL Pl [ =0

— Cla— @) L S @€ a,b]

ou (' := ),, d’ou I'inégalité (5.8). ]

IA

|Lrf(z) — Lyug(z)|
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5.2 Approximation par des splines de Chebyshev dans
un espace de Sobolev

Dans cette section, nous nous intéressons a approximation d’'une fonction donnée par
une spline de Chebyshev. Pour tout & > 0, notons 87", I'espace des splines de Chebyshev

associé a 'opérateur LT et la subdivision hZ :
T =15 € C"*(R) | Spnrsny € NV, k € Z}. (5.13)

Cet espace peut étre caractérisé par la proposition suivante.

Proposition 5.4. Pour toute fonction S, on a:
S eS8y, = Sh-)eSh. (5.14)

Preuve.

Il est facile de vérifier I’équivalence :
v e N < v(h) e NT".

Une fonction S appartient a ST’ si et seulement si elle est C™=2 pour tout k € Z, il

existe une fonction v, € N7T* telle que:

S(t) =wr(t), e lhkh(k+1)],
c’est-a-dire,

S(hu) = vg(hu), u € [k k+1].

[’équivalence précédente prouve donc (5.13). ]

Corollaire 5.5. Supposons que [Im(Ag)| < 7 pour tout k = 1,... ,m. Alors pour tout
h €]0,1] et pour tout S € S, il existe des cocfficients (cy)rez uniques tels que :

o T
S@):}quD@;—M, z €R. (5.15)
kEZ
Preuve.
En utilisant la proposition 5.4, il suffit de vérifier que tout élément S € S} se

décompose de maniere unique sous la forme
S(x) =) aNi(w—k), weR.
kEZ

Ceci a effectivement lieu puisque I’hypothese sur les parties imaginaires fait que, pour

tout h €]0,1], hAs — hX, & 2unZ*, s,k =1,... ,m. [ |
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On définit la fonction NY7, par
x
h

La famille { N}, (- — kh),k € Z} est alors une base de SY!;. Par conséquent, le théoreme

3.6 d’orthogonalité des B-splines nous donne le résultat suivant:

NZ(x) = NE(7), 2 eR. (5.16)

Proposition 5.6. On note p(A) = (po(A),... ,pm-1(A)), la suite de nombres positifs
telle que :
< NP =), NP (= J) >p=10i; ) €L

La famille {N",(- — jh),j € Z} est orthonormée par rapport au produit scalaire pondéré

<yt >p), Stet seulement s
pr(h,A) = B 1p(RN),  k=0,...,m— 1. (5.17)

Preuve.

Par un changement de variable, on obtient pour tout £ =0,... ,m — 1

. m . 1 m . m .
/ DkN;rfh(:L' — @h)DkNML(:L' — jh)dx = T / DthA(l' — Z)Dth/\(l' — j)dz.
R R

Par conséquent :

m—1

< NP —ih), NP (- = Gh) >0 = Zpk(h,)\)/ DFNT: (¢ — ih) DR N (2 — jh)de,
k=0 R
m—1
= h(zk—1) /RDth/\(l' — )DEN (2 — 5)de.
k=0

Du fait de 'unicité de la suite p(A), cette quantité sera égale a d;; pour tout i,5 € Z si

et seulement si 1égalité (5.17) est satisfaite. ]

Pour une fonction f € H™ '(R) donné et un nombre & > 0 donné, on considere le

probleme d’approximation suivant :

Trouver une fonction g € SV, telle que: ||f — gl[,n) = gg‘lsirg I =gllprny-  (5.18)

Xk

ot |[.]|, est la norme de Sobolev pondérée associée au produit scalaire < -, >,, c’est-a-

Hf”p: \/<f7f>p-

Notons que cette norme est équivalente a la norme de Sobolev standard || f|],,, puisque

(minpe) 1l < 151 < (maxps) (17

dire:
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Une conséquence de 'orthonormalité de la base des B-splines est le théoreme classique

suivant.
Théoreme 5.7. La solution du probléme (5.18) est donnée par
g(x) = Z < f, foh(- — hy) > (kA N;Lh(:zj — hyj), pour tout x € R. (5.19)
JEL

De plus, la norme de Uerreur est donnée par

_ m . 2
1/ = gH,z)(h,A) = Hf”,z)(h,x) - Z << [N = gh) >p(h,A)> .

JEZ

Notons P, l'opérateur de projection orthogonale sur SV, par rapport au produit

scalaire < -, - >,), ¢’est-a-dire, 'opérateur tel que:

g=P.f.

Il est important de remarquer que cet opérateur P, est local. En effet, pour un = € R
fixé, (Pynf)(2) ne dépend que de la restriction de f sur I'intervalle [ —mh, x + mh]. Ceci
est di a la compacité du support de la B-spline N{*.

De plus, le théoreme suivant nous donne une estimation de ’erreur d’approximation,

en montrant que 1’ordre de convergence de h tends vers 0 .

Théoreme 5.8. On note H”(R) lespace des fonctions bornées ainsi que leur dérivées
successives jusqu’a l'ordre m. Pour toute fonction f € H*(R)YNH™ Y (R) etk € {1,... ,m—

1} il existe une constante positive C' (dépend seulement de m, k et X) telle que
IDM(Prif = Plllee < CH™HID™ fl|oc. (5.20)

Preuve.
Soit Qrp: HIZ(R) — Sy, le standard quasi-interpolant associé a Ly (Voir[32], page
393). On a alors

10" A allee < Cob™H][D7 ... (5.21)

avec la notation Ay, = Py, f — f et la constante C'; ne dépend que de m, k et A.

Comme S, ;, est invariant par Py, c’est-a-dire, P Qx5 = @, alors

IDM(f = Pupf)llse = [IDM(Axn = Pandon)l
< CUTTHD fllos + 1D Prp A illoo- (5.22)
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En utilisant I’égalité [, D" Ny (z — jh)dz = h'™" Jo D" Ny (x)dzx, on obtient pour le

second membre :

IDF Py Asslloe <D 1< Ass NG (- = 5h) > o0 | IV (= GR)||c
JEL
< h7H||DENTE || sup | < A NI (= h) >0 |
7€
m—1
< DFNT e Y R Fpu(hA) sup [(D™A(A, h), DN (- = jh))|

JEZ

n=0
< Coh™ D™ floos

ou C est une constante qui dépend seulement de m, k et A. L’inégalité (5.20) en découle

avec C' = (] + (. [ |

Comme l'opérateur P, j est local, on peut I"appliquer a des fonctions non bornées tout

en préservant 'optimalité de l'ordre de convergence.

Corollaire 5.9. Soit la fonction f € C™(R). Alors Py est bien défini localement et il

existe une constante positive C' telle que

[DM(Panf = (@) < CR™ D™ fiomnvmm lloo- (5.23)

Preuve.

Application directe du théoreme précédent. [ ]

5.3 Approche Numérique

Le Théoreme 5.7 nous montre l'intérét de l'orthonormalité des B-splines. En effet,
le calcul de la meilleure approximation d’une fonction au sens de la norme de Sobolev

pondérée se réduit au calcul des coefficients de type Fourier :
c; =< f, N;Lrj\( — kh) > p(h,A) keZ. (524)

Cependant, en pratique, on ne peut pas calculer ces quantités (5.24) exactement. Par
conséquent, nous avons besoin de construire un algorithme pour les approcher numériquement.
De facon classique, une méthode de quadrature approche l'intégrale d’une fonction,
multipliée éventuellement par une fonction-poids, par une combinaison linéaire des valeurs

de cette fonction en des points particuliers appelés noeuds.
L’idée de la méthode de quadrature est donc de trouver des poids 1 et des noeuds

tels que:

f(z)w(z)de ~ Zﬁkf(l'k)- (5.25)
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Les questions principales qui se posent sont le choix des noeuds et la détermination des
poids . Pour les noeuds, on a deux options. On peut, d’une part fixer les abscisses et
on détermine les poids a partir d’un systeme linéaire a résoudre. D’autre part, on peut
considérer que les noeuds sont aussi des inconnues. Le premier cas est plus facile a résoudre
mais le second est plus précis. Les noeuds doivent souvent étre choisis équidistants pour
deux raisons. Premierement, dans de nombreuses applications, la fonction f est donnée
seulement par ses valeurs en des points équidistants. La deuxieme raison provient des
propriétés de translation de 'espace des splines.

Considérons le probleme de la détermination des poids 7;. La technique classique
consiste a choisir les poids de facon a ce que la formule (5.25) soit exacte pour les po-
lynémes. On peut généraliser cette technique en remplagant ’espace des polynémes par

un espace de Chebyshev. Ceci mene a la définition suivante.

Définition 5.10. L’ordre de la méthode de quadrature est le plus grand entier q tel qu’il

existe un espace de Chebyshev &, de dimension q vérifiant :

b r
[ feretade =Y wfen), pourtou S €,
@ k=0

Dans cette section, on propose une méthode numérique pour calculer les coefficients ¢,
définis en (5.24). 1l s’agit d’approcher le produit scalaire < -,- >, par une forme bilinéaire
discrete.

Soit m > letd=0,...,m—1 fixés. Pour toutes fonctions f,g € H™ *(R), on définit

la forme bilinéaire suivante :

Qu(1.9) =mZmZAdf ()0 (5). (5.26)

J

Ay = (A?j)osi,jsm—l étant une matrice symétrique d’ordre m. Cette matrice Ay est

déterminée de sorte que:

/0 SO (@)D (2)de = Qu(f.g). Vg€ NP (5.27)

En tenant compte de la symétrie de Ay, cela revient a résoudre un systeme linéaire
m(m+1) m(m+1)
s X T

1
On évalue alors 'intégrale / f(d)(:zj)g(d)(x)dx par la formule approchée
0

/0 FD(@)gD(2)de ~ Qulfrg).  fog € H™'(R). (5.25)

Exemples 5.11.
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5.10.1. Fixons m = 3 et (A1, A2, A3) = (0,0,0). II faut vérifier 'exactitude de ’approxima-
tion pour tous les polynomes de degré inférieur ou égal a 2. Pour d = 0, on a les équations
suivantes :

fley=1, glx)y=1 ZZA?jzl

=0 7=0
2 2

fa) =1, gle)=a ) ;_'Ai]:_

—_

=1, o= s Y dray =g

~
~—~
S
pa—
I
=
©Q
~—~
S
pa—
I
8
()
b | .
~—~
DO | =
pa—
()
S
Ly
=~ =

2 1 1
15 15 30
0 18 1
A= T
_1 1 2
30 15 15
On obtiendrait de méme :
7 8 1
3 —3 3 16 —32 16
1 2
At = —% % —% , A* = —32 64 —32
1 8 7
3 —3 3 16 —32 16

5.10.2. Soit m =2, et A = (A, A2) € R% avec A\; # Ay. Conformément & (5.27) et (5.26),
la détermination de Ag se fait par les conditions

1
/ Q)T o Z e/\ki+/\zj7 (k=1,2,
0

1,7=0,1
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c’est-a-dire en résolvant le systeme:

_ 62/\1 1 -
1 2eM M AS, €A12-I%\A12 1
1 et + 2 eMithe A(IJO _ ﬁ 7
1 2e 22 A(IJI ezAlz t 12

L 2)\2 _

et —

le quotient étant par convention égal a 1 si @ = 0.

b
On applique le méme raisonnement pour approcher / f(d)(:zj)g(d)(x)dx. En effet, si

I’on définit les fonctions f, g sur [0,1] par

Jj(x) = fla+ E>7 x € [0,1] (5.29)
g
avec b —a = h >0, alors:

" @D L[N sy a0
[ 1@yt = i [ FO@)3 e, (530)

En approchant le second membre de cette égalité par (5.28), on obtient la formule sui-

vante :

b ~
[ 1w e ~ o), (531)

Pour calculer numériquement la projection d’une fonction f sur 87, au sens du produit

scalaire de type Sobolev, il suffit d’approcher les coefficients

Cr = f < N/(rfh( — k) >p(h,/\) .

On a
m—1 m—1 (¢+1)h
cr=_ palh,\) Z/ FD@)NE D (@ — kh)yde, k€ Z. (5.32)
d=0 £=0 Lh

Les figures ci-dessous nous montrent la meilleure approximation au sens du produit
scalaire < -, >, (ligne continue), et la fonction approchée (pointillées). Nous remar-

quons clairement 'effet de forme, suivant les parametres Ag.
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25 25
2 2
154 B 154
1t B 1
05| B 05|
o B or
-0sf B -0sf
-1k i a1k
-15f B -15f
-2F i ol
-25 L L L . L -25 v
“15 -1 -05 0 05 1 15 -15 1 05 o 05 1 15
25 25
2 2
154 B 154
1t B 1
05| B 05|
o B o
05 B -051
-1k i a1k
-15f B -15f
-2F i ol
-25 L L L . L -25 L v L . L
“15 -1 -05 0 05 1 15 -15 -1 -05 o 05 1 15
25 25
2 2r
154 i 151
1t B 1
05| B 05|
of B or
-0sf B -0sf
b 1 s
15} B 15}
b 1 b
-25 . . L : . -25 .
“15 -1 -05 0 05 1 15 -15 1 05 0 05 1 15
25
2k
154
1F
05|
o
_osk
b
a1s|
b
-25 L L L v L
<15 1 05 o 05 1 15

FiG. 5.1 — Approximation par des splines de Chebyshev avec (de gauche a droite de
haut en bas ) A = (0,0,—100,100), A = (1,—1,100,—100), A = (2,—2,100,—100),
A = (3,-3,-100,100), A = (—2,2,-80,80) , A = (0,0,70,—70) et A = (0,0,0,0)
h =%

12
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15 15
1 1

05 05

0 0

05 05

1 1

15 15

2 2

*is 1 05 0 05 1 15 %35 1 05 o 05 1 15
15 15

1 1

05 05

0 0

05 05 \

1 -1

15 15

2 2

25 L L . 25 L L v

15 1 -05 0 05 1 15 15 1 -05 o 05 1 15

F1G. 5.2 — Approximation par des splines de Chebyshev avee (de gauche a droite de haut
en bas ) A = (0,—100,100), A = (0,—50,50), A = (0,—25,25) et A = (0,0,0) (h =)
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F1G. 5.3 — Approximation par des splines de Chebyshev avee (de gauche a droite de haut
en bas ) A = (—=30,30), A =(—20,20), A = (—1,1) et A =(0,0) (h = 55).



Annexe A

Les différences divisées

Nos démonstrations s’appuient de facon essentielle sur la notion de différences divisées.

(C’est pourquoi, pour en faciliter la lecture, nous avons rassemblé dans cette annexe des
2 2

propriétés basiques autour de cette notion, auxquelles nous avons fait appel tout au long

ce travail.

A.1 Interpolation de Lagrange et différences divisées

Soit xq, ... .x, (n+ 1) points distincts réels ou complexes et f une fonction définie sur
un sous-ensemble ) de R ou de C contenant zg,...,z,. On sait qu’il existe un unique
polynome de degré inférieur ou égal a n, qui interpole f en zg,...,z,, c’est-a-dire, qui
prend les méme valeurs que f en ces points. Nous appellerons polynome d’interpolation

en xo, ..., T, et noterons P[f, xg,...,x,] ce polynéme. Il est donc caractérisé par:

. P[f7x07-"7xn]€pn7 (Al)
o Plf,xo,...,xu)(xi) = flzi), 1=0,...,n. (A.2)

Définition A.1 On appelle différence divisée d’ordren de f, basée sur les points xq, ... ,x,,
et on note o, . f, le coefficient du terme de degré n de P[f,xo,... , 2,].

Le polynéme d’interpolation de f en xq, ... ,x, est évidemment indépendant de ’ordre
des points. il en résulte immédiatement que le nombre 6~ f lui non plus ne dépend
pas de ordre de xq, ..., z,.

Considérons le polynome () défini par:
Q3:P[f§$07---7$n]_P[f§$07---751?n—1]- (Ag)

Ce polynome appartient a P, et il satisfait :
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Par conséquent il existe une constante C' telle que

Qz)=Cle —x9)...(x —xp_1).
Il en résulte que:

Plf;xo, ... ,an)(x) = Plfixo, ... yaxna)(x)+ Cle — o) ... (2 — 2pe1),

et puisque P[f;xg,...,2,-1] € Pu_1, la constante C est le terme le plus haut degré de
Plf;zo,... ,2,], donc C ="

... ond - Nous obtenons ainsi les différentes égalités:

Plfiao, .. swo](@) = Plfizo, s anal(@) +05, oz —wo) . (@ —2na) (A4
P(fizo,... xua](2) = Plfizo,... xuza](2) + 65, flo—z0) .. (v — 242)

Plf;xo, 21, 22)(x) = Plfixo,a1] + 02, o f(2 — 20)(2 — 21)
Plf;xo,x1)(x) = P[fia0] + 6, . f(x — o)
Plfizo] = f(wo) =8 [.

En additionnant membre a membre ces égalités, il vient :

Pf;xo,...  an)(x) =80 [+ g0 flw —a0) + -
+On L fe— o) (v —aan). (AD)

s el : 0 1 n—1 .
Les différences divisées successives 8, f, o, .. f,..., 0, . fsont donc les coordonnées

du polynome d’interpolation de f en xq,... ,x, dans la base

L (x—a0)y ooy (x—20)... (¥ —2p_1)

appelée la base de Newton associée aux points g, ..., 2, (dans l'ordre).

Le polynome P[f;xq,...,x,] ne dépendant pas de l'ordre des z;, nous pouvons le
construire a partir de xq, ... ,&,_2, T_1, T, comme dans (A.5) ou bien a partir de x, ...,

Tp_2, Tn, Tpn_1, ce qui donne:

P[f? Loy - - - 7$n](l’) = P[f? Loy - 7x71—2](x) —I_ 5;(;.1..,9071_2,90”_1-][‘(1; - l’o) te (l’ - $n_2)
—I_(S;Lo,...,l’n_g,l’n_l,l’nf(x - xo) ttt (x - l'n_g)(l' - xn_1)7

(A.6)
P[fa Loy - 7$n](x) = P[f7 Loy - 7$n—2](x) + 5;(;.1..,xn_2,xnf(x - l’o) cee (l‘ - xn—Q)

+5;07...7$n_27$n7$n_1 f(x - xo) ttt (x - l'n_g)(l' - xn)
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En retranchant membre a membre les deux égalités ci-dessus écrites pour x = z,,, nous

en déduirons apres simplification par (x, — xg) -+ (2, — Tp-2):

571—1 f‘ 571 1 f‘
3 Tn—2,Tn L0y yTn—2:Tn—1

o = 2 A7
l’o,...,xnf xn _ xn—l ( )
Supposons que pour un ordre n donné, quels que soient les points xg,... , 2,1 :
n—1
f(xr)
: A8
Fgimad = ; T = T0) -+ (Th — Tpor (T — Thg1) o (Th — Tom) (4.8)
Appliquant la formule (A.8) a la fois a o7 . fetoy —  f Iégalité (A.7)

aboutira a:

- fxr)

(v —20) .. (2 — 1) (g — Tpgr) - (T — )

5;0, .,l’nf =
k=0
[égalité (A.8) est évidemment satisfaite pour I'ordre 0 puisque 63 f = f(20). Donc la

relation (A.8) est valable quel que soit l'ordre et quels que les points o, ..., z,.

En résumé, les différences divisées d’ordre inférieur ou égal a n en des points distincts

de © d’une fonction f définie sur § satisfont les propriétés suivantes:

(i) pour tout k < n, tous points distincts wzq,... 25 € Q, et toute permutation o de
{1,... Kk},
k _ sk
51’0(0 71’0(k)f - 5x0,...,xkf7

Yo
(i) pour tout xg € Q, 89 f = f(xo),

(iii) pour tout k = 1,... ,n, et tout points distincts o, ...,z de §,
5k _ 1’17 ~7l’kf 5 ..,xk_lf
l’o,...,l’kf - .
Lk — To

De plus, on peut vérifier facilement que ces trois propriétés caractérisent les différences

divisées de f.

A.2 Interpolation d’Hermite et différences divisées

Supposons désormais les points g, ... ,z, non nécessairement distincts. Il existe alors

une permutation o de 'ensemble {0,... ,n} telle que

($U(0)7 ce 7xcr(n)) = (fo[ﬂo]7 . 7§T[Mr])7

our € N, ug,...,u € N, et ou &,...,& sont deux a deux distincts. Si f est suffi-

samment dérivable sur un ouvert contenant les points xg, ... ,x,,, il existe a nouveau un
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unique polynéme P[f;xq,...,x,] qui interpole f en les points xg,... ,x, (interpolation

d’Hermite) au sens suivant :

e Plfixg,...,x,] € Py,
o Plfizo,...,z, ] ") = fOE), k=0,...4,—1, §=0,...,r

La différence divisée 47 f est définie comme précédemment comme le coefficient

du terme ™ de polynéme P[7f;n:1;0, ..., @,], et a nouveau ne dépend donc pas de 'ordre
des points xg, ..., z,.

Définissons le polynéome @) comme en (A.3). Distinguant deux cas suivant que x,, est
ou n’est pas égal a 'un des points g, ... ,,_1, on obtient ici encore facilement la relation
(A.4) qui, itérée, conduit encore a (A.5).

Par exemple si f est dérivable n fois et si g = --- = x,, le polynéme qui interpole f

en xg,..., T, est son polynome de Taylor d’ordre n en xg, i.e:

Plfizo,... ,xol(x) = f($0)+f/($o)($—$o)+"'—|— T(l’—l’o) ,
n+1 fois
donc
() (g
5;0,...,x0f = fi(())v n € N (Ag)

n!

A partir de 1’égalité (A.6), on obtient encore pour tout « & {wg,... ,x,—2}:

-1 -1
5;0,...,l’n_2,l’n_1f —I_ (x - xn_l)(szo,...,l’n_l,l’n = 5;0,...,1’71_2,1’”-][‘ —I_ (x - xn)(s;’lo,...,l’n_l,l’n' (Alo)

Par continuité de ’égalité (A.10) de fait valable sur R. En I’écrivant pour « = x,, si 'on
suppose &, # T,_1, on obtient ici encore I’égalité (A.7)
En résumé, les différences divisées d’ordre < n en des points quelconques d’un ouvert

Q sur lequel la fonction f est C", satisfont les propriétés suivantes:

(1) pour tout k < n, tout (zo,...x;) € Q¥ et toute permutation o de {1,... &k},
k _ sk
51’0(0)7~~~71’g(k)f - 5x0,...,xkf7

(k)
(2) pour tout xg € £, et tout k < n, 5’;07...@0]? - M

kL
(3) pour tout k =1,... ,n, et tout (zq,...,x) € Q! tel que x¢ # xy,
k-1 k-1
o ~7l’kf - 57307~~~71’k—1f

k T,
51’0,... ,l’kf -

T — 2o
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Ces propriétés caractérisent les différences divisées de f.

Dans le cas particulier ou les points wg,... ,x, sont tous réels, on obtient le résultat
classique suivant :
Théoréeme A.2 Soit xg,... ,x,, (n+ 1) points d’un intervalle [a,b]. Si la fonction f est

C™ sur [a,b], il existe un point de Uintervalle [a,b] tel que :

. (A.11)
Preuve.
Considérons la fonction ¢ définie sur [a,b] par:
pl) = f(x) = P[f;x0,... wa] ().
Elle est C" sur [a, b]. De plus, par définition méme du polynome P|f;xq, ... ,x,], si a une
permutation pres (zg,...,,) = (fo[“o], . ,f,,[“r]), avec & # & pour ¢ # j, la fonction ¢

vérifie :

W€ =0, k=0,...4,—1, k=0,...r
Par conséquent ¢ admet n+1 zéros (comptés avec leur multiplicité) dans l'intervalle [a, b].
En appliquant le théoreme de Rolle éventuellement de facon répétée, on obtient ’existence
d’un point € € [a,b] tel que ™ (&) = 0. Or, pour dériver P[f;zo,...,z,] & Uordre n il
suffit de dériver son terme de degré n dont le coefficient est, par définition, 67 . f. On

a donc
eM(&) = FUE) —nlol L
d’ou le résultat. ]

La démonstration de ce théoreme utilise de facon essentielle I’hypothese que les points
Xo, ..., T, sont réels. En effet, sous cette hypothese seulement on peut utiliser le théoreme
de Rolle. Donc ce résultat ne se prolonge pas tel quel au cas ou les x; ne sont pas tous
réels.
Corollaire A.3 Sous les mémes hypothéses, si yg, ... ,y, sont des points donnés de l'in-
tervalle [a,b] :
A lim A (A.12)

(20, »2n) =+ (yo,- un) 0
zQg,... ,Zn €[a,b]

Preuve.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, 67 f = f(xo) converge vers
f(yo) = 0y f quand zo tend vers yo du fait que f est C°.

Supposons le résultat vrai pour l'ordre n — 1, ou n € N*. Nous pouvons supposer

Yo < oo < Y
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1° cas : Supposons yy = y,, auquel cas yp = --- = y,. Les points xq,... ,z, convergent

vers yg. Le théoreme précédent montre que

n! - y07~~~7y0f'

lim 4oy — f=

L gees
L0 yeer sTn—>Y0 ’

2° cas : Supposons Yo # y,. Nous savons dans ce cas que

n—1 _ sn—1
5y1,...,ynf 5y07~~~7yn—1f

o f= A3
Y0+ yYn Yn — Yo ( )
L’hypothese de récurrence nous dit que:
gt = lim gr-t
yo’m’yn_lf (2o, p—1)= (Y0, Yn—1) xo’""xn_lﬁ
§rt = lim §r=t .
yl’m’ynf (#1505 ) = (Y1500 1Y) m’""x"f
De (A.13) nous déduisons donc que
5;_1 x f_ 5;_1 x f
57;0 y f — hm 1yeeesfn 0yeeeyfn—1 ,
ynn (2050 s@n )= (Y0 1ee sYn) T, — T
= lim Y
(205w 5@ )= (Yo resyn) T
|

A.3 Différences divisées et fonctions analytiques

Le cas des fonctions analytiques conduit a une expression intéressante des différences
divisées.
Théoreme A.4 Supposons la fonction [ analytique sur un ouvert du plan complexe
contenant une courbe simple fermée C et son intérieur ). Alors, quels que soient les

points xg,...,x, € €,

QA _ /O /(2) dz. (A.14)

= nr (z—x0)...(2 — )
Preuve.
Notons pour un instant, quels que soient 'entier n et les points zq,... ,x, € ()
1 flz
T o (2) dz,
ur Jo(z—a0)...(z — )
expression évidemment indépendante de I'ordre des points xg, ..., z,. Pour montrer que

[0, ... ,2n] =07, f, il suffit donc de vérifier les propriétés (2) et (3) ci-dessus.
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Etant donné un entier k positif et un point xg € 2, 'analyticité de f conduit a:

L [(=) . f(n)(l'o)
/C e = I,

A z — xo)"H n!

On a donc bien
[l’o, e Xl =
n+1 fois
Par ailleurs, pour tout & > 0 et tous points zg,... ,x; € Q:

— (:) () L

2 Jo

[l’o,...,l’k_l]—[l’l,... 5

(z—x0)...(z—2p—1) (z—21)...(2 — ap)

2

A=) = — )
i ] !

z—a9)...(2 — xp)

= (20— n)[T0y. - »xnl,
d’ou, si xg # @,
7T N I S T
(2o, ... ,2,] = ——— p— e
[égalité (A.14) est donc montrée. |

[égalité (A.14) conduit immédiatement au résultat suivant:

Corollaire A.5 Sous les mémes hypothéses, la fonction

(Toyeon,Tp) 5;0%]6
est continue dans Q"+,
Preuve.
Etant donné un élément fixé z = (g,... ,2,) € Q"' on peut trouver des nombres
roy ... ,Tn > 0 tels que les boules fermées E(l‘i, r;) de centre x; et de rayon r; satisfassent:
B(z,r;) C 9, i=0,...,n. (A.15)

Désignons par K le sous ensemble de C**% défini par:

K :=C x B(xg,r0) X -+ X B(a,,rs),

et sur K définissons la fonction ¢ par:

f(2)
2—Yo). .. (2 —yn)

O(2, Yoy -+ vy Yn) = ( (z,Y0y--- »yn) € K. (A.16)
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Du fait des inclusions (A.15) et de Ianalyticité de f, la fonction ¢ est continue sur K,
donc uniformément continue sur K puisque K est un compact de C**2. Donc, ¢ > 0 étant

donné, il est possible de trouver un a > 0 tel que, en particulier, quels que soient les

éléments y = (yo,... ,yn) et ¥ = (yg, ... ,y,) du produit HE(Q?Z, i)

=0

<& pour tout z € C. (A.17)

ly =¥l < o« = |(z9) = (=)

Choisissons y = (Yo, ... ,Yn) € HE(J}Z',TZ') de fagon a ce que ||y — z|| < a. Nous aurons
=0

alors, d’apres (A.17):

< e pour tout z € C.

‘S‘Q(Zvy) —e(z,y)

Par suite, de (A.14) nous déduisons :

‘5507...,%]6 - 5;0,...,xnf‘ =

1 1
/ S‘Q(Zvy)dz_ . S‘Q(va)dz
o 2

i T Jo
< — z,y) — plz,x)|dz
< oy ) lplsy) ezl
L
< =,
AL
Nous avons ainsi montré la continuité de la fonction (yo,...,y,) = o, . f au point

(Toy.onyp). [ |
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