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Notations :

Iec
CEI
ANSIT
R*, NF
P, E, Var, Cov
()

¢7 Za

‘7:(0&1/171/2)

Mg (R)
I

At AL pour A € Mk (R)

Courant de court-circuit.

Commission Electrotechnique Internationale.

American National Standard Institute.

Ensemble des k-uplets réels, d’entiers.

Probabilité, espérance, variance et covariance.

Fonction Gamma.

Fonction de répartition, quantile d’ordre 1 — a/2

de la loi normale centrée réduite.

Quantile d’ordre o de la loi de Fischer-Snedecor a (vq, v3)

degrés de liberté.

Variable aléatoire.

Variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées.

Base orthonormée.

Partie entiere d’un réel z.

Fonction indicatrice d’un ensemble F.

Ensemble des matrices carrées de taille K a coeflicients réels.

Matrice identité de M, (R).

Matrice transposée de A, inverse de A.

Convergence en probabilité, presque siire, en loi.



st k>1,

k
(a)(k) _ E(a—l—z—l)
1

stk=0.

Fi(a i) = i’f (a)(k)'zk
o (C)(k)k

10

Notation de Pochhammer.

Série de Kummer.

Série hypergéométrique de Gauss.

Convention, pour toute suite {a;}.



CHAPITRE
Introduction

1.1 Contexte de ’étude

Pour répondre aux enjeux actuels de compétitivité et de sireté de fonctionnement dans le
domaine de la distribution électrique et du controle commande, Schneider Electric est engagé
depuis longtemps dans le développement des méthodes et outils de la sireté de fonction-
nement. L’utilisation de la plupart des appareils fabriqués par Schneider Electric n’est pas
continue car ceux-ci fonctionnent seulement lorsqu’ils sont sollicités. Un travail de recherche
sur la durée de vie des systemes en temps discret a alors été initié sous la forme d’une these.
Ce travail de recherche permettra & Schneider Electric de:

— favoriser la maitrise de la sireté des produits,

— controéler les cotits associés,

— aider au diagnostic pour la maintenance préventive.

1.2 Présentation des appareils électromécaniques

Le travail de modélisation de la these s’applique sur les appareils électromécaniques fa-
briqués par Schneider Electric, mais ce travail aurait pu également porter sur d’autres types
d’appareils tels que des automates.

Avec ses quatre marques internationales - Merlin Gerin, Modicon, Square D et Teleme-
canique - Schneider Electric fabrique les appareils électromécaniques suivants :

— le sectionneur

— linterrupteur

— le disjoncteur

— le fusible

Nous nous intéresserons plus particulierement au disjoncteur qui est un produit central
dans l'offre du catalogue Merlin Gerin et pour lequel le Retour d’Expérience est le plus
conséquent. De plus, le disjoncteur est 'appareil qui a 'impact le plus important pour la

sécurité et la disponibilité du réseau qu’il protege.
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Le disjoncteur est un appareil qui assure la commande et la protection d’un réseau. Le
disjoncteur est capable d’établir, de supporter et d’interrompre les courants de service ainsi

que les courants de court-circuit.

1.2.1 Les différentes fonctions du disjoncteur
a) Supporter les contraintes du réseau

Cette fonction est essentielle car le disjoncteur est toujours sous tension. Pendant toute
sa durée de vie, 'appareil (fermé ou ouvert) doit supporter une tension entre phases et entre
phase et masse.

Le niveau d’isolement fixe la tenue diélectrique des matériels aux surtensions d’origine
interne et aux ondes de choc de foudre.

Les surtensions d’origine interne accompagnent toute modification intervenant dans un
circuit : ouverture ou fermeture d’un circuit, claquage ou contournement d’un isolant,... .

Elles sont simulées en laboratoire par la tenue a la fréquence industrielle pendant une

minute.

Les surtensions d’origine externe ou atmosphérique se produisent lorsque la foudre tombe
sur la ligne ou a sa proximité.

Les ondes de tension qui en résultent sont simulées en laboratoire et sont appelées ondes

de choc.

b) Etablir un courant

Le disjoncteur peut :
— établir le courant dans une charge (moteur, transformateur, condensateur,...),
— fermer sur courant de court-circuit,

— fermer une ligne a vide.

¢) Conduire le courant

Le circuit principal doit supporter sans dommage :

— le courant thermique = courant de court-circuit pendant 1 ou 3 secondes,

— le courant électrodynamique = 2,51, (normes CEl) ou 2,7/., (normes ANSI)
— le courant de charge permanent.

Un disjoncteur étant la plupart du temps en position ” fermé”, le courant de charge doit
circuler sans emballement thermique pendant toute la durée de vie de 'appareil.
Les échauffements dépendent de ’échange thermique avec ’air ambiant. Les normes

définissent les limites maximales d’échauffement.
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d) Couper le courant

Le disjoncteur doit couper les courants de charge et de court-circuit.

1.2.2 Les différentes types de défaillance du disjoncteur

Le tableau de données (fictives ici pour des raisons évidentes de confidentialité) ci-dessous
provient d’une fiche de prélevement d’un produit de Schneider Electric. Le tableau contient,
période par période, pour chaque type d’appareil, le nombre de sollicitations effectuées, soit
jusqu’a la défaillance de I’appareil, soit jusqu’a un seuil maximal de sollicitations (fixé fic-

tivement & 15). Lorsqu’il y a défaillance de I’appareil, on précise la cause de la défaillance.

Période | Résultat Remarques
Pl 14 rupture d’axe @7
P2 15 OK
P3 15 OK
P4 12 rupture de bielle
P5 13 réarmement incomplet
P6 15 OK
P7 9 casse ressort cliquet ouverture
P8 15 OK
P9 13 casse manivelle
P10 12 afficheur HS sur déclencheur
P11 10 réarmement incomplet
P12 15 OK

On peut noter que la durée de vie des appareils est le nombre de sollicitations jusqu’a ’ap-
parition de la premiere défaillance. Cet exemple montre clairement que les appareils considérés
sont en fait des systemes, relativement complexes, dont 'origine des défaillances est multiple.
Dans un souci de simplification, nous ne distinguerons pas les causes et modes de défaillances,
mais nous considérerons que "appareil est défaillant lorsqu’il ne peut assurer une des fonctions

décrites a la section 1.2.1.

1.3 Les essais chez Schneider Electric

Dans le processus de création de produits nouveaux, trois phases apparaissent : le développe-
ment, le lancement (industriel et commercial) et ’exploitation. Chacune de ces phases possede
un plan de qualification pour passer a I’étape suivante. Tous les essais décrits ci-dessous

consistent a solliciter les appareils jusqua apparition de la premiere défaillance.
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1.3.1 Les essais en phase de développement

Lors de la création d’un nouveau produit, les concepteurs doivent qualifier successivement
les sous-ensembles, puis ’ensemble du prototype au regard des normes (CEI 60947-1, 60947-2
et 60947-3 selon le type d’appareil électromécanique développé).

1.3.2 Les essais en phase de lancement

Les caractéristiques concernant les disjoncteurs sont définies par deux documents de

référence:

— La CEl (Commission Electrotechnique Internationale) publication du Technical Com-

mitee 56,

— PANSI (American National Standard Institute) C37-06.

Chaque contrat avec un client fait généralement référence & un de ces deux documents.

Les recommandations CEI et ’ANSI C37-06 définissent les caractéristiques, assignées obliga-
toires et particulieres d’un disjoncteur.
Parmi les caractéristiques assignées obligatoires figure une séquence de manoeuvres assignée
(voir paragraphe 4.104 CEI 56). Un essai (dit de type) de fonctionnement mécanique a la
température de l’air ambiant permet de vérifier cette caractéristique obligatoire pour le dis-
joncteur. La norme donne le choix parmi trois séquences de manoeuvres (lent, rapide 1, et
rapide 2) qui consistent en des cycles de fermeture-ouverture avec des temps inter-manoeuvres
imposés sous un courant de court-circuit.

Des essais, dits de routine, ont également pour but de vérifier les caractéristiques du
matériel, ses dispositifs de commande et ses équipements auxiliaires. Ces essais sont réalisés
par Schneider Electric et font I’objet d’un rapport d’essai paraphé par le département controle
Qualité de 'usine. Par exemple, 'endurance mécanique demandée par la norme CEI 56 est
de 2000 manoeuvres pour le domaine de la Moyenne Tension, dans des conditions normales

de fonctionnement.

1.3.3 Les essais en phase d’exploitation

Apres la phase de lancement d’un nouveau produit, il est nécessaire de contréler la qualité
de fabrication du produit afin de vérifier les objectifs de fiabilité. Le service Qualité de 'usine
de production prévoit donc de prélever un certain nombre d’appareils avec une certaine

fréquence.

Il est important de noter que toutes les normes précédemment citées ne prennent pas

en compte le vieillissement a la sollicitation des appareils. C’est & dire que, sachant que

’appareil a correctement fonctionné jusqu’a la k™€ sollicitation, la probabilité de défaillance
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A la k4 1™ sollicitation est supposée étre la méme quel que soit k. Cette hypothése est
considérée comme peu réaliste par de nombreux spécialistes (concepteurs, experts, etc) de
Schneider Electric. On peut supposer que les normes actuelles ne prennent pas en compte
le vieillissement a la sollicitation en raison de la simplicité des calculs sous cette hypothese,
et surtout par un manque évident de travaux de recherches dans le domaine de la fiabilité
en temps discret. A partir de ce constat et la volonté de Schneider Electric d’approfondir
la connaissance de ses appareils fonctionnant a la sollicitation, un travail de recherche a été

initié.

1.4 Analyse du retour d’expérience

La procédure actuellement suivie par Schneider Electric dans I’étude des données issues
des essais d’endurance mécanique provient des normes CEI 60605-4, 60605-6 et 61649. La

démarche suivante décrit brievement la procédure d’analyse du Retour d’Expérience:

1. Tester si le taux de défaillance est constant, c’est a dire faire un test d’adéquation a la
loi exponentielle (voir CEI 60605-6).

2. Si la loi exponentielle n’est pas rejetée, on donne une estimation ponctuelle et un in-
tervalle de confiance unilatéral & 60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous

I’hypothése exponentielle (voir CEI 60605-4).

3. Si la loi exponentielle est rejetée, on fait un test d’adéquation a la loi de Weibull. Si la
loi de Weibull n’est pas rejetée, on donne une estimation ponctuelle et un intervalle de
confiance unilatéral & 60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous I’hypothese de

Weibull (voir CEI 61649).

4. Si la loi de Weibull est rejetée, une étude spécifique est nécessaire.

1.5 Objectifs de la these

Dans la plupart des études de fiabilité, on considere que le temps est continu et on utilise
les modeles usuels de fiabilité en temps continu, comme la loi exponentielle ou la loi de Weibull.
Or dans certaines situations, le temps calendaire n’est pas la meilleure facon de décrire la
durée de vie d’un systeme. C’est le cas des appareils électromécaniques décrits ci-dessus pour
lesquels le bon fonctionnement s’exprime en termes de nombre de sollicitations effectuées
jusqu’a défaillance. On peut également citer le cas ol les données observées s’expriment en
nombre de cycles, nombre de milliers de sollicitations jusqu’a défaillance, ou nombre de mois
de bon fonctionnement. La caractéristique commune de toutes ces situations est que le temps
est discret ou assimilable & un temps discret.

Le premier objectif de la these concerne la modélisation de durées de vie en temps discret.

La modélisation supposera les appareils non réparables, hypothese justifiée par la nature des
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données disponibles. En effet, la collecte des défaillances des appareils en service chez les
clients étant faible et souvent imprécise, surtout apres ’expiration de la période de garantie,
les seules données disponibles sont celles des essais d’endurance mécanique effectués en interne
chez Schneider Electric (voir la section 1.3). Dans un souci de réalisme en vue d’applications
industrielles, la modélisation considerera des lois de durées de vie qui permettront de mettre
en évidence un vieillissement a la sollicitation.

Le second objectif de la these sera de donner une procédure d’analyse en temps discret
du Retour d’Expérience calquée sur celle utilisée actuellement en temps continu (écrite a la

section 1.4):

1. Tester si le taux de défaillance est constant, c’est a dire faire un test d’adéquation a la
loi géométrique.

2. Sila loi géométrique n’est pas rejetée, donner une estimation ponctuelle et un intervalle
de confiance unilatéral & 60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous I’hypothese
géométrique.

3. Si la loi géométrique est rejetée, existe-t’il une loi de Weibull en temps discret? Faire
alors un test d’adéquation a la loi de Weibull discrete. Si la loi de Weibull discrete n’est
pas rejetée, donner une estimation ponctuelle et un intervalle de confiance unilatéral a

60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous I'hypothese de Weibull discrete.

4. Si la loi de Weibull discrete est rejetée, quels sont les autres modeles de fiabilité en

temps discret disponibles?

Les normes ne prenant pas encore en compte le vieillissement a la sollicitation, les différents
calculs de fiabilité effectués dans le cadre de cette these ne peuvent pas étre utilisés pour la

justification aux organismes d’homologation.

1.6 Plan de la these

Le plan du présent manuscrit est le suivant :

e Le deuxieme chapitre commence par donner la définition des grandeurs de fiabilité
en temps discret. Nous mettons en avant les différences avec les définitions du temps
continu, notamment concernant le taux de défaillance. Nous nous intéressons ensuite
aux notions de vieillissement en temps discret. Nous donnons des résultats concernant
les taux de défaillance, croissant et croissant en moyenne, et les systemes meilleurs
nouveaux qu’utilisés, qui viennent compléter les travaux de Shaked, Shanthikumar et

Valdez-Torres [84] sur le sujet.

e Le troisieme chapitre est un état de 'art des modeles de fiabilité en temps discret.

Notre présentation regroupe les modeles en trois familles : les lois discretes usuelles, les
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modeles présentant une analogie avec un modele de fiabilité en temps continu, et enfin

les modeles issus du schéma d’urne de Pdlya.

Dans le chapitre 4, nous mettons en évidence un certain nombre de différences im-
portantes entre les notions de fiabilité usuelles en temps continu et leurs équivalents
en temps discret. Nous montrons que ces différences sont dues a la définition du taux
de défaillance en temps discret. Nous proposons une nouvelle définition qui résout les
problemes rencontrés. Avec cette nouvelle définition, les notions de fiabilité en temps dis-
cret sont nettement plus proches des notions correspondantes en temps continu qu’avec

la définition usuelle.

Avec le chapitre 5, nous abordons la partie d’inférence statistique. Ce chapitre est
consacré a ’estimation non paramétrique des grandeurs de la fiabilité. On rappelle
la définition de I'estimateur empirique de la fiabilité et ses propriétés. On s’intéresse
plus particuliement au taux de défaillance empirique dont on donne la définition ainsi
que ses propriétés en tant qu’estimateur (a taille d’échantillon fixée et asymptotiques).
La définition de 'estimateur empirique du nouveau taux de défaillance est également
introduite et une étude asymptotique de ses propriétés est menée. Concernant la durée
de vie résiduelle moyenne, seule 'expression de 'estimateur empirique est donnée, la

complexité de son expression ne permettant pas d’étudier ses propriétés.

Le chapitre 6 porte sur I’étude statistique d’une partie des modeles de fiabilité présentés
au chapitre 3. Pour la loi géométrique, nous donnons les estimateurs ponctuels du
parametre p et de la fiabilité, ainsi que trois méthodes de construction d’intervalles de
confiance pour p. Nous présentons une comparaison de ’erreur commise sur ’estimation
de la fiabilité lors du traitement de données discretes a ’aide de la loi géométrique ou de
la loi exponentielle. Les autres lois discretes ne possédant pas d’estimateurs explicites
de leurs parametres, nous présentons les propriétés d’estimation obtenues a I’aide de

simulations de Monte-Carlo.

Les tests d’adéquation aux lois discretes sont traités au chapitre 7. Nous commencons
par présenter les tests d’adéquation graphiques, puis nous passons en revue les princi-
paux tests statistiques issus de notre étude bibliographique. Nous utilisons la transfor-
mation de Smirnov généralisée pour construire un test d’adéquation aux lois discretes
définies a ’aide de la partie entiere de v.a. de lois continues. Une étude de puissance

des tests d’adéquation aux lois géométrique et Weibull de type I clot le chapitre.

Le chapitre 8 propose une procédure d’analyse du Retour d’Expérience en temps discret
calquée sur celle du temps continu utilisée chez Schneider Electric. A titre applicatif,
nous traitons completement un jeu de données issues du Retour d’Expérience. Enfin,

nous abordons le cas des données censurées pour lesquelles une étude approfondie reste
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a faire.



CHAPITRE
Les grandeurs de la fia-

bilité des systemes non
réparables en temps dis-

cret

Ce chapitre présente le cadre général de I’étude. Les grandeurs de base de la fiabilité
des systemes non réparables en temps discret sont définies: fiabilité, taux de défaillance,
taux de défaillance cumulé, durée de vie résiduelle moyenne, MTTF. Apres avoir présenté
quelques propriétés de ces grandeurs, on s’intéresse aux notions de vieillissement en temps
discret : taux de défaillance croissant (IFR) et croissant en moyenne (IFRA), systeme meilleur
nouveau qu’utilisé (NBU). On constate que, contrairement a ce qui se passe en temps continu,
ces notions peuvent avoir plusieurs définitions qui en sont pas équivalentes. Enfin, on montre

la complétude de la classe des lois IFRA en temps discret.

2.1 Rappels des notions de fiabilité en temps continu

On donne a titre de rappel, les définitions en temps continu des principales grandeurs de
la fiabilité. Soit 7" une variable aléatoire continue & valeurs dans R*, représentant la durée

de vie en temps continu d’un systeme, de sa mise en service jusqu’a sa défaillance.

1. La fonction de répartition de 1" donne la probabilité que le systeme défaille avant
Iinstant ¢ :

V>0, F(t) = P(T < 1)

2. La densité de T est définie, si elle existe, comme la dérivée de F'(t) par rapport a ¢:

V>0, f(t) = dF(1)/dt
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3.

2.2

La fiabilité donne la probabilité que le systeme soit toujours en fonctionnement a I’ins-
tant ¢:
Vi >0, R(t)=1— F(1)

. La durée de vie résiduelle a I'instant ¢ est le temps qu’il reste a vivre au systeme sachant

qu’il a fonctionné jusqu’a cet instant. La fiabilité résiduelle a 'instant ¢ est :

R(t+ s)

Vs> 0, R(s|t) =P(T >t +s|T > t) = 70

. La durée de vie résiduelle moyenne est la durée moyenne qu’il reste a vivre au systeme

sachant qu’il a survécu jusqu’a l'instant ¢:

¥t >0, m(t) = B(T — t|T > t) = /Oo R(z[t)dx

. Le temps moyen jusqu’a défaillance (Mean Time To Failure) est (sous réserve que

'intégrale converge) :

MTTF=ET) = /000 zf(z)dz

. Le taux de défaillance est défini par:

. Pl<T <t+A{T >t) f(t)
vEZ 0, M) At At R(1)

. Le taux de défaillance cumulé est défini par:

Vt>0,A(t) = /t/\(w)dx = —In R(¢)

Définition des grandeurs caractéristiques de la fiabilité en

temps discret

On considere que la durée de vie d’un systeme en temps discret est le nombre K de solli-

citations nécessaires pour que le systeme défaille, ou, de maniére équivalente, K est le rang

de la premiere sollicitation pour laquelle le systeme ne fonctionne pas.

Remarques:

On notera que Salvia et Bollinger [80] et d’autres auteurs utilisent une variable aléatoire

discrete a valeurs dans N. Compte tenu de la définition ci-dessus, on considerera que K est a

valeurs dans N*. Cela nécessitera de modifier les résultats obtenus pour les variables a valeurs
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dans N. De plus, contrairement a de nombreuses références anglo-saxonnes, nous n’utilisons
pas la fonction de survie, mais plutot la fonction de fiabilité, notamment pour définir le taux
de défaillance en temps discret.

On donne ci-dessous les définitions des principales grandeurs de la fiabilité en temps

discret, analogues a celles présentées pour le temps continu en 2.1.
Définition 1
1. La probabilité que le systéme défaille o la k¢ sollicitation est :

Yk e N, p(k) =P(K = k)

2. La fonction de répartition, qui traduit la probabilité que le systeme défaille entre la

premiére et la k™ sollicitation est:

VEeNT,  F(k)=P(K<k)=> p(i)

3. La fiabilité, qui traduit la probabilité que le systéme fonctionne encore a la k™ sollici-
tation est:
k
VEeN',  R(E)=PE>k =1-FE=1-> p(i)
=1

4. La durée de vie résiduelle a Uinstant k est le temps qu’il reste a vivre au systéeme sachant
qu’il fonctionne encore a linstant k. La fiabilité résiduelle a instant k est:

R(k 4+ 1)

Vie N, RR) =POK > k+ilK > 8 = =5

5. La durée de vie résiduelle moyenne est la durée moyenne qu’il reste a vivre au systéme

sachant qu’il a survécu a k sollicitations:

VEe N,  m(k) =EK - kK > k)

6. Le temps moyen jusqu’a défaillance (Mean Time To Failure) est (sous réserve que la

série converge) :
MTTF =E(K) =m(0) =) ip(i)

=1
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7. Le taux de défaillance est:

Yk e N, (k) =P(K=kK > k)= gﬁ ; Z; N R(];ﬂ(k—)l)

Le taux de défaillance donne la probabilité conditionnelle de défaillance du systéeme a
Uinstant k, sachant qu’il a fonctionné jusqu’a linstant k — 1.

8. Le taux de défaillance cumulé est :

VEEN®,  A(k)=)_ A(i).

La premiére mention d’un taux de défaillance (ou taux de hasard) en temps discret ap-
parait dans ’article de Barlow-Marshall-Proschan [8]. La définition proposée est A(k) =

p(k)

m, k > 0, ce qui revient, mais sans ’écrire, a A(k) = P(K = k|K > k). Les auteurs
notent que dans le cas discret, A(k) < 1. La notion de taux de défaillance en temps discret
apparait ensuite dans les travaux de Barlow et Proschan [9], Cox [20], Kaufmann-Grouchko-
Cruon [46], Kalbfleisch-Prentice [44], Landberg-Leon-Lynch-Proschan [49] et Lawless [50]
mais n’est pas plus développée. La notion de fiabilité en temps discret est évoquée dans les

livres de Kalbfleisch-Prentice [44] et Lawless [50]. La mise en place plus précise des concepts

de base est due a Salvia-Bollinger [80].

2.3 Quelques résultats

2.3.1 Sur le taux de défaillance

Il est important de noter que, contrairement au cas continu, le taux de défaillance en
temps discret est une probabilité conditionnelle, donc est compris entre 0 et 1.
Comme dans le cas continu, toutes les grandeurs de la fiabilité peuvent s’exprimer a 'aide

du taux de défaillance.

k) = B(K = k| > k) = R(];(k_) 5= R(k];(;)__lf(k) —1- % (2.1)
On obtient alors la formule de récurrence
R(k) = R(k — 1)(1 - A(k)
On obtient ainsi:
VEENT  R(k) = f[u Z () (2.2)
puis, ¥k € N*  p(k) = A(k) ﬁu _AG). (2.3)
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Comme il est possible de définir la probabilité élémentaire de la durée de vie K a partir
du taux de défaillance, il est important de trouver des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une fonction A soit un taux de défaillance. Une condition incomplete a été donnée
par Salvia-Bollinger dans [80]. Dans [84], Shaked, Shanthikumar et Valdes-Torres ont corrigé

celle-ci pour obtenir finalement la condition nécessaire et suffisante suivante :

Théoréme 1
Une suite {A(k)}r>1 est le taux de défaillance d’une variable aléatoire a valeurs dans N*, si

et seulement si,
() Im € N*,Vi < m, A(7) < 1 et A(m) = 1.
ou ,
(b) Yk € N*, A(k) €[0,1[ et Y A(k) = +o0
k=1

Le support de la loi correspondante est {1,...,m} dans le cas (a) et N* dans le cas (b).

La démonstration de ce théoreme se base sur le fait que Vm € N*, et quelle que soit la suite

{A (k) }r>1 & valeurs dans [0,1], on a:

m—1 m—1 k—1 m—1
pk) =Y Ak JTa =A@ =1- T[T -r)
k=1 k=1 =1 =1

et d’apres Knopp [47] (pp 219-221):

3k e N*/ A(k) =1

+ oo
. ou
H(l—A(l))z()@ too
=1 Vk € N*, A(k) < let > A(k) = +oo
k=1

2.3.2 Sur le MTTF

On peut exprimer le MTTFE en fonction de la fiabilité :

MTTF = E(K) =) kP(K=k)
k=1

= > k(R(k=1)=R(k)) = (k+ DR(k) - > kR(k)
k=1 k=1

k=0

+oo
Dot MTTF = Y R(k) (2.4)
k=0

En utilisant la relation (2.2) dans (2.4), on obtient I’expression du MTTF en fonction du
taux de défaillance :

+oo k +oo k

MrTF =Y [T =20 =1+ 3T A6) (2.5)

k=0j;=1 k=1j=1
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Les conditions d’existence du MTTF sont données par Padgett et Spurrier [66] dans le

théoreme suivant :

Théoréme 2

Le MTTF existe si et seulement si il eviste ¢ > 0 et m € N tels que pour tout k > m,
kEA(k)

1_7/\(16) >14e€.
D’apres Salvia [79], on a les résultats suivants
1. Si le taux de défaillance est croissant, on a MTTF < /\(1 1
2. Si le taux de défaillance est décroissant, on a MTTFE > %
3. Si le taux de défaillance est constant, on a MTTF = %

2.3.3 Sur la durée de vie résiduelle moyenne

On peut exprimer la durée de vie résiduelle moyenne en fonction de la fiabilité :

m(k) = B(K —k|lK>k)=> iP(K-k=ilK >k
=1
B i,P(K—k:iﬂK>k)_i.P(I&':k+i)
- P(K > k) - P(K > k)
=1
N Rk+i—1) - RE+1) Rk—l—z—l - k—l—z
= 2 R(k) TR Z
=1 =1 =1
= Z(j+1 ZJRJIk ZR(JIk)
J=0 7=0
1
Dot m(k) = —— i+ k 2.
ol m(k) R(k);R(ﬁ ) (2.6)

A l'aide de (2.2) et (2.6), on peut aussi exprimer la durée de vie résiduelle moyenne en fonction

du taux de défaillance :

m(k) = ZRk—I—]_l—I—Z

=1
oo k+J ]
e [ o=t > T a-x
J=11i=k+1 j=k4+11=k+1

alors m(k) =1 = 1-Ak+1)+ —li ﬁ (1= A(

j=k+2 i=k+1
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m(k)—1 S o
donc TAETD 1+ gk;w:]lf — @) = m(k+1)
d’oti le résultat:
Wk € N° A(k) = 1 — m(’“ﬂ;(;; “ Lt s AR £ 1, mk) = m(lk__—;()k)_l (2.7)

On en déduit que:

Théoréme 3

1
) li MMk 1 al li = —— .
Si0< lim A(k) <1 alors, lim m(k) T A(H
—+oo

2.4 Correspondances entre les différentes grandeurs de la fia-

bilité en temps continu et en temps discret

Les tableaux 2.1 et 2.2 de la page suivante récapitulent les correspondances entre les
différentes grandeurs de la fiabilité en temps continu et en temps discret.
Des similitudes claires apparaissent entre les deux cas, mais également des différences

sensibles, notamment pour le taux de défaillance.

2.5 Notions de vieillissement

Le vieillissement d’un systeme peut étre caractérisé de différentes facons, que la durée
de vie du systeme soit discrete ou continue. Dans cette partie, nous étudions les différentes
notions de vieillissement en temps discret sur la base des travaux de Shaked, Shanthikumar

et Valdez-Torres [84], en les complétant.

2.5.1 Notions de vieillissement en temps continu
a) Taux de défaillance croissant (IFR)

La variable aléatoire T' & valeurs dans RT, est & taux de défaillance croissant (Increasing

Failure Rate) si et seulement si, de maniére équivalente :

e IFR1: A(t) est une fonction croissante.

o IFR2: Vs > 0, R(s|t) est une fonction décroissante en ¢.
R(81 - tl) R(81 - tz)

o IFR3: Vs, 9,11, 15 € Rt tels que s1 < s9 et £ < £y, 0N a
15225 01,02 q 1 2 1 25 R(Sz—tl) R(Sz—tz)

>0

e IFR4: In R(t) est une fonction concave.
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k(1) ft) At) m(t)
h - t x)dx w expq — ! x
R(t) /t f(z)da eacp[ /0 Az)d ] () p{ /0 m(yc)d }
dR(t) f ;o m(0) " dx
f) —— A(t)exp [—/0 /\(x)dx] (14+m (t))m(t)zexp [—/0 m(x)]
1 dR(t) f) 14+ m/(t)
A R @ ™ [(x)da ()
0 /OO R(z)dx /OO zf(z)dz /OO exp —/QUA(u)du dx
m(t t t - —t t L (35 i
TAB. 2.1 — Grandeurs de la fiabilité en temps continu
(k) p(k) A(k) m(k)
= u m(j—1) -1
R(k) > ) [T -26)) 1T )
j=k+1 j=1 7=1
p(ky | Rk 1)~ R N ) (O VS RS LA RSy G
j=1 m(k) =1 m(«])
R(k—1) — R(k) p(k) m(k—1)—1
MO TRE ) =) T
| oo i ir(9) too
m (k) WZR(]’—H@) =kt i+ > I a-a6)
7=0 Z p(4) j=k41 i=k+1
j=k+1

TAB. 2.2 — Grandeurs de la fiabilité en temps discret
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La notion IFR exprime le fait que le systeme étudié vieillit au cours de son utilisation. La
notion IFR3 est également appelée PF; (fréquence de Pélya d’ordre 2). L’équivalence entre

les quatre notions ci-dessus a été démontrée par Barlow et Proschan dans [9].

b) Taux de défaillance croissant en moyenne (IFRA)

La variable aléatoire T" est & taux de défaillance croissant en moyenne (Increasing Failure

Rate in Average) si et seulement si, de maniére équivalente :

o [FRAL: [R(t)]l/t est une fonction décroissante.

At
o [FRA2: i ) est une fonction croissante.

La notion IFRA a été introduite en temps continu par Barlow et Proschan [10] afin
de définir la plus petite classe de lois de durée de vie d’un systeme cohérent constitué de
composants & taux de défaillance croissant. Par conséquent, si ’on considere un systeme
constitué de composants indépendants ayant chacun un taux de défaillance croissant, alors le
systeme est a taux de défaillance croissant en moyenne. On notera également que tout systeme
constitué de composants IFRA est lui-méme IFRA. Cette propriété que nous appellerons dans

la suite, la complétude de la classe [IFRA, n’est pas valable pour la notion IFR.

c) Systéme meilleur nouveau qu’utilisé (NBU)

La variable aléatoire T" appartient a la famille NBU (New Better Than Used) si et seule-
ment si, de maniere équivalente :

e NBUL: R(s|t) < R(s) V¥s>0,Vt>0.

o NBU2: A(t+s) > A(t) + A(s) Vt>0,Vs > 0.

La notion NBU s’explique facilement par I'intermédiaire de la fiabilité résiduelle : la fiabi-
lité d’un systeme ayant fonctionné jusqu’a un instant ¢ est plus petite que celle d’un systeme

neuf & cet instant ¢.

d) Durée de vie résiduelle moyenne décroissante (DMRL)

La variable aléatoire 17" appartient a la famille DMRL (Decreasing Mean Residual Life) si

et seulement si:
e DMRL: m(t) est une fonction décroissante.
En temps continu, on a (voir [10]):
IFR = IFRA = NBU

4 (2.8)
DMRI,
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De facon similaire, les mémes notions sont valables pour le rajeunissement qui s’exprime
par un taux de défaillance décroissant (DFR), un taux de défaillance décroissant en moyenne
(DFRA), un systeme dit moins bon nouveau qu’utilisé (NWU) et une durée de vie résiduelle

moyenne croissante (IMRL).

2.5.2 Notions de vieillissement en temps discret
a) Taux de défaillance croissant (IFR)

Nous donnons 'expression en temps discret des quatre notions de vieillissement décrites
précédemment. Soit K une variable aléatoire discrete a valeurs dans N*.
Les définitions en temps discret correspondant aux définitions équivalentes a IFR en temps
continu sont:

o IFR1: {A(K)}r>1 est une suite croissante.

o IFR2: Vi € N*, {R(i|k)}r>1 est une suite décroissante en k.
R(j1 — k1) R(j1 — k2)

o IFR3:Vjy, 90, k1, ko € N* tels que j; < joet by < ky,on a , ,
R(]z - k’l) R(]z - k’z)

>0

o IFR4: {ln R(k)};>1 est une suite concave.

Comme dans le cas continu, la notion IFR3 est appelée PF, par Barlow-Marshall-Proschan

[8], qui avancent, sans démonstration, la propriété suivante :

Propriété 1
Les notions IFR1, IFR2, IFR3 et IFR/ sont équivalentes.

Preuve:
Nous montrerons d’abord que IFR1 = IFR2 = IFR3 = IFRI1, puis I’équivalence
IFR4 < IFRI.

o [I'R1 = II'R2

R(k+i)_ R(k+i¢) Rk+i—1) R(k+1)

R(ilk) = R(E) T RE+i-1D RE+i-2)""" R(k)

7

HR kiji 1) _H(l_A(k‘Fj))

i=1

Donc si {A(k)}r>1 est une suite croissante, { R(¢|k)}x>1 est une suite décroissante en k.

o [I'R2 = II'R3

La notion IFR2 s’écrit Vi,Vk,l > k = R(i|k) > R(i|l)

R(k +1) S R(l+1)

C’est a dire RO = R

u R(k+ ) R(1) > R(E)R(I + i).

Soient (J1, jz, k1, k2) € N** tels que j; < ja et ky < kg. On pose ¢ = j3 — j1, k = j1 — ko
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et | = j1 — k1. k1 < kg implique k& < [, on peut donc appliquer le résultat précédent :
R(j1 — k1)R(j2 — ko) = R(OR(k + @) > R(k)R(l+1) = R(j1 — k2)R(j2 — k1)
Ce qui prouve la propriété IFR3.
o [IFR3 = IFRI1

Pour k € N*, posons ky = 1, ko = 2,51 = k+ 1 et jo = k+ 2. On a bien j; < jo et ky < ks.

Donc R(]l - kl)R(]Q - kz) = R(k)R(k) Z R(]l - kQ)R(]Q - kl) = R(k - 1)R(l€ + 1)

o LR R+
D’on WCGN’R(k—l)Z R{F)

R(k) <1 R(k+1)

heNy - — <
R s ) A 0

donc  Vk e N* A(k) < A(k+1).

Ce qui prouve que {A(k)}r>1 est une suite croissante.

Pour montrer que IFR1 < IFR4 | il faut rappeler que {¢(k)},~; est une suite concave
si et seulement si:

o(k2) — (k1) > o(ks) — (k1) > o(ks) — (k2)
kg—kl - kg—kl - kg—kg

V(kl,kg,kg) € N*B, ki < ko < ks =

En posant ky =k, ko = k+1 et k3 = k+ ¢+ j, on montre facilement que cette définition

est équivalente a:

| =

Wik, i J) € N, Sk +itj) — ok +i)] < ~p(k + ) — (k)]

1

By

Pour ¢ = In R, on obtient:

Rk+i+j) <11HR(’“+i)

1
V(k. i j) e N3, 21
(k.i,5) € TR D S R(R)

o [I'R4 = IFRI

En posant [ =k + 1,7 = 7 = 1, la définition précédente devient :
R(I+1) R(1)

In <In

RO = "RI-1)

R(l) < R(l+1)

Dol VI € N*, A(l) =1 —
ot VI € N*, A(I) Ri-1) = R

=Al+1).
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Ce qui prouve que {A(k)}r>1 est une suite croissante.

o [I'Rl = II'R4

La concavité de {ln R(k)};>1 s’écrit aussi:

1< 1<
ki) €N SN (1 =AMk +i+0) < =
V(k,i j) € N 7].;( (kh+ith)<3)

Si {A(k)}x>1 est une suite croissante, on a:
o Vie{l,....i}, Mk+1) <A(k+1)
o Vie{l,....j}, Mk+i+1) > Xk+1)
Donc on en déduit :

1 7

- T=Ak+0)>1-Ak+1
'i%} (k+10)) > (k + 1)

1 J
o =D (L= Ak+i+1)<1—A(k+1)
J =1
Ce qui prouve que {ln R(k)}x>; est concave.O

En temps continu, les notions de log-concavité et log-convexité de la fiabilité permettent
tres facilement de déterminer le sens de variation du taux de défaillance (voir Barlow-Proschan
[10]). Gupta et al. [32] ont proposé une démarche analogue en temps discret. Leur résultat
n’est pas exact pour les lois a support borné, aussi nous ne I’énoncons que pour les lois dont

le support est N*.

Théoréme 4

On suppose que Yk € N*, p(k) # 0. Alors:

o La loi est log-concave ssi la suite {ZM} est décroissante. Alors le taux de
p(k) E>1
défaillance est croissant.
p(k+1)

o Laloi est log-convexe ssi la suite { } est croissante. Alors le taux de défaillance
E>1

p(k)
est décroissant.

o Sila suite {ZM

p(k)

} est constante, alors le taux de défaillance est constant, donc
E>1
la loi est géométrique.

Ce théoreme permettra de déterminer facilement le sens de variation de certains taux de

défaillance dont 'expression est complexe.
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b) Taux de défaillance croissant en moyenne (IFRA)

Les définitions en temps discret correspondant aux définitions équivalentes a IFRA en

temps continu sont :
1
o [FRAL: {R(k)?}k> est une suite décroissante.
1

Ak
o [FRA2: {L} est une suite croissante.
ko) s

Dans [84], Shaked et al. affirment, sans prouver I'implication, que:
Propriété 2

IFRAl = IFRA2 et IFRA2 # IFRAL.

Preuve:

o [FRA1 = IFRA2

D’une part,
k k+1
A(k)} . 1 . 1 .
— croissante & VE e N', — 3 A(j) <——=> A(j)
1o 1 g 1
— A(j) € —— AJ)+ ——Ak+ 1
& k; (J)_,Hl; () + g k4 D)
e (1o zk:A(')<LA(k+1)
I e M
i 1
AJ) < ——=Ak+1
A(k) i
Donc {T} croissante < Vk € N¥, EZ/\(j)gx\(k—l—l).
k>1

D’autre part, {R(k)%}k décroissante
>1

C ok 1% [kt ) k =y

& H(l—A(i)) > H(l—A(l)) = [H(l—A(i))] (1= A(k+1))mT
¥ Ve

= I - A6 > (1— A(k 4 1))FT
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1
[k 7 &(&+1D)

= L) > (1— A(k + 1))&1

1
k

k
e ([T -26)| z1-Ak+1)

1
k k

o AME+1)>1- [Hu — A1)

=1

On utilise I'inégalité des moyennes arithmétique et géométrique suivante :

k

[Le] <33

Si les a; sont des réels positifs, alors Vk € N*,

En posant a; = 1 — A(¢) dans cette inégalité, on obtient :

o] sigo-wo
1
La décroissance de {R(k)i} entraine donc:

k>1

k

Vk € N¥, /\(lc—|—1)21—[H(1— ] > 1 Ezl_ EZ
=1 =1 i=1

1
Ainsi {—A(k)} est croissante.
k E>1

e [FRA2 = IFRAIL

Pour démontrer que la réciproque est fausse, Shaked et al. proposent 'exemple de la v.a.
K dont le taux de défaillance est défini par A(1) = 0.1, A(2) = 0.9 et A(k) = 0.6 pour k > 3.
Alors K est bien TFRA2 mais R(2)'/2 < R(3)'/% et donc la suite {R(k)l/k}k>1 n’est pas

décroissante.O

Remarque:
En temps continu, A(t) = —In R(t), ce qui prouve immédiatement ’équivalence des deux
notions IFRA. Mais en temps discret, A(k) # —In R(k), ce qui fait que les notions IFRA1
et IFRA2 ne sont pas équivalentes. Lawless [50] a noté ce fait et en a simplement conclu
que le terme “taux de défaillance cumulé” n’est pas approprié en temps discret pour H (k) =

—1In R(k).

L’implication du théoréeme suivant a été énoncée sans démonstration par Shaked et al.:

Théoréme 5
IFR = IFRA1 et IFRA1 # IFR.
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Preuve:

e [FR = IFRAl

Par analogie avec le temps continu, nous utilisons la notion de suite étoilée pour démontrer
cette implication. En temps continu, une fonction ¢(z) définie sur R* est étoilée si et seule-
p(2)

x

une fonction croissante. De plus, toute fonction convexe qui passe par l'origine est étoilée
(Barlow-Proschan [10]).

Nous présentons I’équivalent de ces définitions en temps discret.

ment si Vo € RT, Vo € [0,1], ¢(az) < ap(z). Cela est équivalent & dire que est

Définition 2
Une suite {¢(k)}r>1 est étoilée si et seulement si, de fagon équivalente :

o V(jik) € N2 j <k = o)) < Tolk)

k
° {M} est une suite croissante.
ko)

L’équivalence entre les deux définitions de la notion étoilée est immédiate si 'on réécrit la
' k
P) - ok
j — k

premiere définition sous la forme: j < k =

Lemme 1

Toute suite convexe passant par 'origine est étoilée.

Preuve:
On déduit d’un élément de la preuve de la propriété 1 que {¢(k)}r>1 est une suite convexe

si et seulement si:
V(u,v,w) € N, (w4 v)p(w+ u) — vp(w) — up(w +u+v) <0
¢ passant par 'origine, on a ¢(w) = 0 pour w = 0.
= VY(u,v) € N2 (u+v)p(u) — up(u+v) <0
Posons j = u et k = u + v, on obtient:
V(i k) €N, < k= ke(j) = k) S0, doit ¢(j) < Te(k)
Ce qui prouve que {c,o(k)}kZI est étoilée. O

La démonstration de IFR = IFRA est alors simple puisque :

Kest IFR = {InR(k)}r>1 est concave
{—In R(k)}r>1 est une suite convexe passant par Iorigine

{—In R(k)}r>1 est étoilée
{ In R(k) } .
- est crolssante
k k>1
{R(k) %} est décroissante
k>1

= K est IFRA1

¢ od

U



34 - Grandeurs de la fiabilité des systémes non réparables en temps discret

e [FRA1 = IFR
Soit la suite {A(k)},~, définie par:
A1) =01, A(2) =04, Yk >3 A(k)=0.3.

Ona R(1)=0.9, R(2) =054, et Yk >3 R(k) = 0.54 % 0.7"72.

k4 DY) ryg] wme
On montre que ik + 1) = [5—2] <1

R(k)1/*

Donc la suite {R(k)%}kzl est décroissante et la loi est IFRA1 alors qu’elle n’est pas IFR. O

Théoréme 6 Complétude de la classe IFRA1
On considére un systéme cohérent constitué de n composants indépendants dont les durées
de vie sont a valeurs dans N*. Alors si les lois des durées de vie des composants sont IFRA1,

la lot de la durée de vie du systéeme est IFRAL.

Preuve:
La démonstration s’inspire de celle de Barlow et Proschan [10] (page 85) dans le cas continu.
Soient Ry(k),..., R, (k) les fiabilités des n composants d’un systéme cohérent. Soit R(k) la

fiabilité du systeme, et soit h la fonction de fiabilité du systeme:
Vk € N*, R(k) = h(Ry(k), ..., R.(k))

La loi de la durée de vie du systéeme sera IFRA1 si et seulement si:

bl o

V0, k) € N2, j <k = R(j) > R(K)

Si tous les composants sont de loi IFRA1, alors:

Bl

V(j, k) e N Vie {1,...,n}, j<k= Ri(j)> Ri(k)
Comme la fonction de fiabilité d’un systeme cohérent est monotone, on a:
R(j) = h(B1(); s Ba()) 2 (1 (R)E, . Ru()F)
Or pour toute fonction de fiabilité d’un systéme cohérent, on a (voir page 85 de [10]):
Vo €]0,1[,  h(ps .. ph) 2 B (1, - pn)

Cette propriété est valable quel que soit le type de loi des durées de vie des composants,

discrete ou continue. Donc

z
k

V(j, k) € N2, R(j) > h(Ry(k)%, ..., Ro(k)¥) > h¥ (Ry(k), ..., Ra(k)) = R(k)

Ce qui prouve que la loi de la durée de vie du systeme est IFRA1. O
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c) Systéme meilleur nouveau qu’utilisé (NBU)

Les définitions en temps discret correspondant aux définitions équivalentes & NBU en temps
continu sont:
e NBUIL:Vk € N*Vj e N*, R(jlk) < R(j),
e NBU2:Vk e N*Vj e N*, A(k+j) > A(k)+ A().

Propriété 3
Dans le cas NBU, aucune des deux formulations NBUI et NBU2 n’implique Uautre.

Preuve:
Les deux contre-exemples ci-dessous ont été proposés par Shaked et al. [84]. Soit K une v.a.
de taux de défaillance défini par A(1) = 0.5, A(2) = 0.8, A(3) = 0.8, A(4) = 0.5, A(5) = 0.9,
A(6) = 0.6, et A(k) = 0.99 pour k > 7.

k Jtk
On montre alors que: Yk € N* V5 € N¥, H(l — A1) > H (1 —A(2)) et donc K est
=1 i=7+1

3 6
NBUL. Mais ZA(@) > Z A7) et donc K n’est pas NBU2.
Si on définit le taux de défaillance de la v.a. K par A(1) = 0.4, A(2) = 0.6, A(3) = 0.5,
A(4) = 0.5, et A(k) = 0.99 pour k£ > 5, on montre que la v.a. K est NBU2, mais n’est pas
2 4

NBU1 car JJ(1 = A(3)) < JT(1 = A(9)).C

Les implications [FRA1 = NBU1 et IFRA2 = NBU2 sont immédiates. Par ailleurs, Tang-
Yu-Chew [90] ont montré que IFR = DMRL et Ebrahimi [26] a montré que DMRL % IFR.

L’analogue en discret de (2.8) est donc finalement :

IFR = IFRA1l = NBU1

4 4 (2.9)
DMRL  IFRA2 = NBU?2

Remarque 2:
Gréce a la formule (2.7), Ebrahimi [26] a donné une caractérisation simple des lois DMRL
ou IMRL. Dans le méme ordre d’idée, Langberg et al. [49] ont caractérisé la classe des lois

DFR en temps discret.

Remarque 3:
Des résultats analogues pour des taux de défaillance “en baignoire” ou “en baignoire inversée”
en temps continu et discret ont été montrés par Guess-Park [31], Tang-Yu-Chew [90], Ghai-Mi
[29] et Mi [56].
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2.6 Simulation de Monte-Carlo des modeles de durée de vie

en temps discret

2.6.1 Méthode utilisant le taux de défaillance

Soit un modele de fiabilité en temps discret défini par son taux de défaillance A(k),
k € N*. On souhaite simuler des réalisations de K, la variable aléatoire ayant ce taux de

défaillance. On sait que:

k—1
VEe N, P(K=Fk) =k ][[(-20)
=1
Soit {U;};>1 une suite de v.a. indépendantes de lois de Bernoulli de parametres respectifs

A(7). On pose X = min{: > 1;U; = 1}. X est une v.a. a valeurs dans N*.

Vke N, P(X=k) = P(lesk—1premiers U; sont nuls et le k™ est égal 4 1)

_ ( 1 )wk:l)
-]

On peut donc simuler tres facilement n’importe quelle loi de fiabilité en temps discret en

—_

Donc X a la loi cherchée.

utilisant "algorithme suivant :
i1
TantQue (random > A(¢)) faire
1 i+l
finTantQue

X i

2.6.2 Méthode d’inversion

L’algorithme de simulation par inversion de la fonction de répartition est ’algorithme

suivant :
i1
choix < random
TantQue (choix> F'(7)) faire
i+ i+l
finTantQue

X i
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Dans la premiere méthode, on effectue X appels de random, alors que dans la seconde, on
n’en fait qu’un seul. C’est la raison pour laquelle la méthode de simulation par inversion est

plus rapide en général que la premiere, sauf lorsque A(7) est plus simple a calculer que F'(¢).

2.6.3 Utilisation de modeéles en temps continu

Dans le chapitre 3, nous recenserons des modeles de durée de vie en temps discret issus
de modeles usuels en temps continu. Si T est une variable aléatoire continue, alors on obtient
une variable aléatoire a valeurs dans N* en posant K = |1'| + 1. Pour simuler ces modeéles
discrets, il suffit de simuler T par la méthode d’inversion, d’en prendre la partie entiere et
d’ajouter 1. Lorsque cette méthode est utilisable, elle est beaucoup plus rapide que les deux

précédentes.



CHAPITRE

3 Modeles de durée de vie

en temps discret

Ce chapitre présente une revue des différents modeles de durée de vie en temps discret
existant. Nous proposons une classification en trois familles. Une premiere famille concerne
les lois discretes usuelles qui n’ont pas été spécifiquement proposées dans un contexte de
fiabilité. Une deuxieme famille regroupe les modeles en temps discret issus de modeles de
fiabilité usuels en temps continu, avec des analogies pouvant porter sur différents criteres
(méme expression du taux de défaillance, de la fiabilité, etc). La troisieme famille englobe les
lois de probabilité issues du schéma d’urne de Pdlya.

Pour chaque modele, nous donnons ’expression des grandeurs de base p, R, A, ainsi que,
lorsque c’est possible, du MTTF, et nous donnons un graphe du taux de défaillance. Les

caractéristiques des modeles, leurs avantages et leurs défauts sont précisés.

3.1 Bibliographie chronologique

Nakagawa et Osaki [58] sont les premiers en 1975 & proposer un modele de durée de vie
en temps discret. Le modele est défini pour étre I’équivalent en temps discret de la loi de
Weibull en temps continu. Il faudra attendre 1984 pour que des travaux sur la loi de Weibull
en temps discret soient poursuivis.

La notion de persistance en climatologie peut étre comprise comme le complémentaire a 1 du
taux de défaillance. Il est donc possible d’adapter pour la fiabilité des modeles d’étude des
séquences climatologiques, en particulier le modeéle proposé par Le Breton et Martin [52] en
1979 d’apres les travaux d’Eggenberger-Pdélya [28].

En 1982, Salvia et Bollinger [80] illustrent leurs résultats fondamentaux sur le taux de
défaillance en temps discret, par des exemples simples. Stein et Dattero [88] définissent,
en 1984, une nouvelle loi de Weibull discrete, dite de type II. En 1985, Padgett et Spurrier
[66] reprennent le travail de Salvia et Bollinger et généralisent leurs modeles en ajoutant un
second parametre afin de les rendre plus “flexibles”. Ces modeles existent en fait dans la
littérature (voir [41] et [42]) sous le nom de modeles inverses de Pélya. Les auteurs donnent

une troisieme forme discrete de la loi de Weibull. En 1983, Xekalaki [94], s’inspirant d’un
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article d’Irwin [39], s’intéresse & caractériser les lois & taux de défaillance inverse linéaire,
dont la loi de Waring qui s’avere étre une autre appellation de la loi de Salvia-Bollinger
généralisée a taux de défaillance décroissant. Un travail similaire concernant les lois & durée
de vie résiduelle moyenne linéaire a été effectué par Roy et Gupta en 1999 [77].

En 1992, Kaaniche et Kanoun [43], et Soler [86], en 1996, proposent des modeéles de croissance
de fiabilité des logiciels dont on peut extraire de chacun un modele de fiabilité : la loi hyper-
exponentielle discrete pour les premiers et la loi “S” pour Soler. En 1997, Clarotti, Lannoy et
Procaccia [16] effectuent une modélisation bayésienne du vieillissement a la sollicitation, qui
utilise un modele inverse de Pélya. Enfin, en 1997, Gupta-Gupta-Tripathi [32] proposent des

familles étendues de lois a taux de défaillance croissant, comme les familles de Katz ou Kemp.

Remarque:
Par rapport aux modeles originaux tels qu’ils sont donnés dans la littérature, il a souvent été
nécessaire d’opérer un décalage d’une unité sur les valeurs prises par la variable discrete afin

de travailler sur N*,

3.2 Lois discréetes usuelles

Dans cette section, nous nous contenterons de citer seulement les lois discretes usuelles
qui, ayant un support sur N ou N*, ont été considérées par les premiers auteurs travaillant
sur le sujet (Barlow-Marshall-Proschan [8], Kaufmann-Grouchko-Cruon [46],...) comme de

possibles modeles de fiabilité : les lois géométrique, binomiale négative et Poisson.

3.2.1 La loi géométrique

Sila v.a. K suit la loi géométrique de parametre p, alors K représente le nombre d’es-
sais nécessaires pour obtenir la réalisation d’un événement de probabilité p dans une suite

d’expériences identiques et indépendantes. La loi géométrique G(p) est définie par:
vk e N, p(k)=p(1-p)*", p€lo,q]
La fiabilité est alors:
VEk e N*, R(k)=(1-p)*

Le temps moyen jusqu’a défaillance est:

1

MTTFEF = -

P

Le taux de défaillance d’une loi géométrique est:

Yk e N*, A(k)=p
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Le taux de défaillance d’une loi géométrique est constant et égal a la valeur du parametre p,
ce qui signifie une absence d’usure pour le phénomene étudié. Cette propriété d’absence de

vieillissement s’écrit :
V(i, k) € N3 P(K >i+k|K > i) =P(K > k)

Cette caractérisation (et d’autres telle que la conservation de la loi par le minimum, etc) fait

de la loi géométrique "analogue en temps discret de la loi exponentielle.

3.2.2 La loi binomiale négative décalée

Habituellement, la loi binomiale négative représente la loi du nombre d’essais nécessaires
pour observer la "¢ occurrence d’un événement de probabilité p dans une suite d’expériences
identiques et indépendantes. C’est la raison pour laquelle la loi binomiale négative est a valeurs
dans r,r+1,...,+0c. Il suffit de poser K = X — r + 1 ou la variable aléatoire X suit la loi
binomiale négative BA (p, r) pour nous ramener sur N*.

L’expression des probabilités élémentaires de la loi binomiale négative décalée BN 4(p,r) est:
Vk e N*, p(k)=Cjii_op (1—p)"', re N, pelo 1]

La fiabilité est:
Yk € N, =1- ZCW 0 (1 —p)t

Le temps moyen jusqu’a défaillance est:

MTTF = M

p

+ 1.

Le taux de défaillance est:

Ck.|_7» 9P (1 _p)k_l

Vk € N*,  A(k) = R =T

p(k+1) —1
p(k) =0+ k

4 sur le rapport de probabilités successives, la loi binomiale négative décalée est log-concave et

——)(1 — p) est une fonction décroissante de k. Donc, en vertu du théoréeme

son taux de défaillance est croissant. Pour » = 1, on retrouve ’expression de la loi géométrique

et le taux de défaillance est alors constant.

Remarque:
La loi binomiale négative est la loi de la somme de r variables aléatoires indépendantes
de méme loi géométrique. La loi géométrique étant I’équivalent en temps discret de la loi
exponentielle, on peut considérer que la loi binomiale négative est ’analogue en discret de la
loi Gamma, qui est la loi de la somme de variables aléatoires indépendantes et de méme loi

exponentielle.
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taux de defaillance de la loi binomiale negative decalee (0.4;3)
0.4 T T T T T T

035

0.25F

0151

0.05F

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
sollicitations

Fic. 3.1 — Taux de défaillance croissant de la loi binomiale négative décalée

3.2.3 La loi de Poisson décalée

Habituellement, dans le domaine de la fiabilité, on utilise la loi de Poisson pour modéliser
le nombre de défaillances par unité de temps sur un parc d’appareils similaires fiables. Pour
notre domaine d’application, on posera K = X 4+ 1 ou la variable aléatoire X suit la loi de
Poisson P(A) de parametre A.

L’expression des probabilités élémentaires de la loi de Poisson décalée Py(A) est:

6_/\Ak_1

Le temps moyen jusqu’a défaillance est:
Vke N, MTTF =1+ A\

La fiabilité est:

k-1 —/\Az 1
k - =
Vk € N*, ; =y
Le taux de défaillance est:
—/\ /\k—l
Vk e N, Ak)=
-1 —/\Az 1
Z (i —1)!
=1
plk+1) . : . Y
T =7 est une fonction décroissante de k, donc la loi de Poisson décalée est log-concave
P

et son taux de défaillance est croissant.
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taux de defaillance de la loi de Poisson decalee (5)
0.9 T T T T

081

0.7r

061

0.5F

0.4r

0.3f

oL ‘
0 5 10 15 20 25 30 35
sollicitations

Fic. 3.2 — Taux de défaillance de la loi de Poisson décalée

3.3 Les modeles en temps discrets issus du temps continu

Les modeles en temps discret dérivés du temps continu peuvent étre classés en deux
familles. La premiere concerne les modeles construits sur une similitude d’expression entre
temps continu et temps discret pour une certaine grandeur de la fiabilité. La seconde considere

une durée de vie en temps discret comme la partie entiere d’une durée de vie en temps continu.

3.3.1 Modeles en temps discret aux caractéristiques identiques a un modele

en temps continu
a) La loi géométrique

La loi géométrique est ’analogue en temps discret de la loi exponentielle car les deux lois

possedent les mémes propriétés de caractérisation : taux de défaillance constant, conservation

e la loi par le minimum, etc. Les caractéristiques de la loi géométrique sont données a la
de la | 1 , etc. L térist de la | t td 1

section 3.2.1.

b) La loi de Weibull discréte de type I

La loi de Weibull discrete, dite de type I, a été définie par Nakagawa et Osaki [58] dans
le but de définir 'analogue en temps discret de la loi de Weibull continue. C’est la premiere
loi de probabilité définie spécifiquement pour étre un modele de fiabilité en temps discret.
Le modele est basé sur la similitude d’expression de la fiabilité entre la loi continue et la loi
discrete. Si T' est de loi de Weibull W(#, §) en temps continu, R(t) = e~()” Une expression
(%)

(k8
similaire pour la fiabilité en temps discret est R(k) = e qui peut s’écrire R(k) = qkﬂ ol
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g e R™et q€]0,1].
La loi de Weibull de type I est donc définie par:

Yk € N*,  p(k) = ¢*=10" — ¢¥°

Cette loi est également citée en exemple par Kalbfleisch et Prentice [44].

Le taux de défaillance de cette loi est:

Vk e N*, A(k)=1— g~ (=17

taux de defailance de la loi de Weibull de type | 0.7,0.3) taux de defaillance de la loi de Weibull de type | (0.9995,3)
T T T T T T T

@

N

02 4
I |
\\‘HH
0 10 20

30
sollcitations sollicitations

taux de defaillance de la loi de Weibull de type | (0.25,0.4)
T T T

05
0.4

0.3

0.2
i
0

Fic. 3.3 — Taux de défaillance de la loi de Weibull de type I avec 3 = 1.3, 3 et 0.4

20
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sollicitations
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Comme pour la loi de Weibull en temps continu, le sens de variation du taux de défaillance

possede la propriété de dépendre de la valeur de # de la facon suivante:
1. Pour g =1, le modele se réduit a la loi géométrique.
2. Pour 0 < § < 1, la loi est DFR.
3. Pour § > 1, la loi est IFR.

+oo
Ona MTTF = quﬂ. Il n’existe pas d’expression plus simple du MTTEF.
k=0
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c) La loi de Weibull discréte de type 11

Stein et Dattero [88] ont donné une nouvelle forme de la loi de Weibull discréte, dite de
type 11, dont la construction repose sur la conservation de I'expression du taux de défaillance
entre le temps discret et le temps continu.

Si T est de loi de Weibull W(n, 8) en temps continu, A(t) = (%)5_1. Une expression similaire
pour le taux de défaillance en temps discret est A(k) = (%)5_1 = ckP~! avec B € RT* et
¢ €]0,1]. Mais comme A(k) doit étre inférieur a 1, il est nécessaire d’introduire I'entier m,

borne supérieure du support de la loi:

Lc_ﬂljj, sifg>1
m =
400, sif<1

La nouvelle loi de Weibull discrete de type Il est alors définie par son taux de défaillance :

/\(k):{ kPt sike{1,2,...,m}

0 sinon

Il s’avere que cette définition de la loi de Weibull 11 ne vérifie pas le théoreme 1 pour toutes

les valeurs de ¢ et donc ne définit pas une loi de probabilité. Ce modele discret ne définit
1

une loi de probabilité que pour les valeurs de ¢ telles que ¢ 5-T soit entier. Nous allons donc

redéfinir le taux de défaillance de la loi de Weibull 11 avec cette hypothese sur ¢:

k
(=Pt sike{l,2,...,m}

0 sinon

Par la formule (2.3), on peut donner I’expression des probabilités élémentaires:

(k) = %Wlﬁ (1 - (%)5‘1> Sk <m

P
0 sik>m
L’expression de la fiabilité est donnée par:
ke N, R(k) = infﬁm) (1 (- )6—1)
=1 m

Remarque:
D’un point de vue pratique, un modele a support borné est peu vraisemblable : on n’est ja-
mais certain qu’un systéme tombera en panne en moins de m sollicitations. On aura donc

tendance a ne pas utiliser ce modele.
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d) La loi de Weibull de type III

Dans [66], Padgett et Spurrier donnent une autre forme d’une loi de probabilité analogue
a la loi de Weibull dans le sens ol le taux de défaillance peut étre croissant, constant ou

décroissant, suivant la valeur d’un parametre:
. —ckP
VEe N, Xk)=1-e€ ,e>0,—00 < < 400

B est le parametre de forme, et ¢ = —In(1 — p(1)). Par la formule (2.3), on peut donner

I’expression des probabilités élémentaires:
ke, pk) = (1—e ) e
L’expression de la fiabilité est :
Vk e N, R(k) = e C 5o df

L’expression du taux de défaillance possede 'avantage d’étre un peu plus simple que celle

de la loi de Weibull discrete de type 1. Son sens de variation dépend de la valeur de 3
1. Pour g =0, le modele se réduit a la loi géométrique.
2. Pour § > 0, la loi est IFR.
3. Pour 8 < 0, la loi est DFR.

taux de defaillance de la loi de Weibull de type 11l (0.4,0.5) taux de defaillance de la loi de Weibull de type Il (2.1,-1)
1 T T T 0.9 T T T

0.2
0.2 1
i [ ‘
0 0

(I
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50
sollicitations sollicitations

Fic. 3.4 — Taux de défaillance de la loi de Weibull de type I11

On peut montrer que le MTTF existe si § > —1,0ou § = —1 et ¢ > 1, mais il n’a pas

d’expression explicite simple.
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e) La loi hyperexponentielle discréte

Kaaniche-Kanoun [43] ont introduit un modele de croissance de fiabilité des logiciels en
temps discret, équivalent au modele hyperexponentiel en temps continu. La loi hyperexpo-
nentielle peut modéliser la durée de vie d’un systeme non réparable en temps discret. Son
taux de défaillance est :

)k—l

_ epsup(l - psup)k_l + épznf(l — Pinf
/\(k) - k-1 4 p k—1
0(1 _psup) ‘|’0(1_pznf)
avec 0 €[0,1],6 =1— 0 et Ping < Psup- 1l est décroissant, mais on peut facilement construire
un modele analogue a taux de défaillance croissant. Cette loi possede trois parametres et est

de ce fait plus complexe que les autres lois présentées ici.

f) La loi “S”

Soler [86] a proposé une loi appelée loi S, pour la durée de vie en temps continu de
systemes soumis a des stress. On propose ici son analogue en temps discret. On considere
un appareil susceptible de subir, a chaque sollicitation, un stress avec la probabilité p, et de
ne pas le subir avec la probabilité ¢ = 1 — p. L’instant de la premiere défaillance K, est tel
que le taux de défaillance, conditionnellement & la suite des stress est, & la k™€ sollicitation,
une fonction croissante du nombre de stress N subis jusque-la. On exprime ce fait par la

formule :

Vi EN*, An(k) =P (K =kK >k {N;}js>1) =1-7"% | avec 7 €]0,1].

La fiabilité, conditionnellement a la suite des stress, est:
R(E) = P(K > k) =E[P(K > k{N;};51)]

k
= F [H (1 =P(K =K >1i{N;};>1))

i:l
= E [H ﬂNi]
=1

Les v.a. N; n’étant pas indépendantes, on définit alors les v.a. Uy par:
k

Yk > 1, Up = Np— Ng_q1.0n a Ny = ZU“ avec les v.a. U; indépendantes et de loi de
=1
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Bernoulli B(p) caractérisant occurrence d’un stress a 'instant ¢.

k
Alors Y ON; = Np— Npoy +2(Nko1 = Ne—o) + -+ -+ (b = 1)(Ny = Np) + kN

k
= Z -1+ 1)U

=1

k
Dot R(k) = E[H

k
— H kz—l—l

ot (& est la fonction génératrice de la loi B(p) définie par G(u) =pu+1—p

[ h 1N} _F [Tz;;l(k—iﬂ)w] _ ﬁ]E {ﬂ_(k—H—l)Ul}

=1

Finalement, la fiabilité du systeme est donnée par:

k k
R(k) = H (q _|_p77k—¢+1) _ H <q _I_pﬂ_i)

On définit ainsi les probabilités élémentaires de la loi S':

k—1
Wk e N, p(k) = p(1 — %) [ (a + p)

=1

Le taux de défaillance de cette loi discrete est croissant :

VE e N*, A(k) =p(1 - ")

taux de defaillance de la loi S (0.3,0.9)
0.35 T T T

0251
0151

01r
i
0 ‘

0 10 20 30 40 50 60
sollicitations

o
15

Fic. 3.5 — Taux de défaillance de la loi S

En particulier, si on considere qu’un stress survient a chaque sollicitation, p = 1, on ob-

tient un taux de défaillance trés simple: A(k) = 1 — 7%, Cest un cas particulier du taux de
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défaillance de la loi de Weibull de type Il avec 5 =1et ¢ = —Inx.

Le MTTF de la loi S n’a pas d’expression explicite simple.

3.3.2 Modeles discrets dérivés du temps continu par discrétisation de I’échelle

du temps

Soit T une variable aléatoire réelle positive représentant la durée de vie d’un systéme en
temps continu. On pose K = |[T] + 1 (ou || désigne la partie entiere). K est une variable
aléatoire discrete a valeurs dans N*. On notera par Ax, Fx, Ri, Ag et Ar, Fr, Rr, A7 les
grandeurs de la fiabilité associées respectivement aux v.a. K et 7.

Il nous faut exprimer les probabilités élémentaires de la loi de K & l'aide de la fonction

de répartition de T':
VEe N, P(K=k)=Pk-1<T<k)=Fr(k)-Fr(k-1) (3.1)

De plus:
Fr(k)=P(K<k)=P(T|4+1<k)=PT < k)= Fr(k)

D’ou:
Ry (k) = Rr(k) (ou Fx(k)= Fr(k)).

Le taux de défaillance de la v.a. K g’écrit a 'aide de la fiabilité de T" de la facon suivante:

—/k Ar(u)du
Brh) _,_ e (3.2)

 Re(k—1) - /0’“—1 Ap(u)du

Wke N, Ag(k) = 1

k
— Ar(u)du
e 1—e¢€ /k—l — 1—6_[AT(k)_AT(k_1)]
On peut remarquer que Ay et A possedent le méme sens de variation.

Un encadrement des moments d’ordre 1 et 2 de la variable discréte K est possible, a partir
de la variable continue T" dont elle est issue. En effet, a partir de la définition de K, on a
Iinégalité suivante: T < K < T +1 p.s. . On obtient les inégalités suivantes pour la moyenne
et la variance de T':
E(T) <EK) <ET)+1
Var(T) — 2E(T) — 1 < Var(K) < Var(T)+2E(T) +1
On constate ainsi que, pour de grandes valeurs de T, le passage a la partie entiere ne

change presque pas la moyenne, mais en revanche, la variance en temps discret peut étre tres

éloignée de la variance en temps continu.
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a) La loi exponentielle

On suppose que la variable aléatoire T suit la loi exponentielle £(A) de fonction de

répartition Fr(t) =1 — ™. A I'aide de I’équation (3.1), on obtient :
VEe N*, pk) = (M1 —-e™)

On reconnait l'expression de la loi géométrique de parametre (1 — e™*), dont le taux de

défaillance constant est A(k) =1 — e

Remarque:
Le taux de défaillance de la loi géométrique n’est donc pas égal au taux de défaillance de la

loi exponentielle correspondante.

La fiabilité a pour expression :
VE € N*,  R(k) = e

b) La loi de Weibull
)8

=

5 _
=¢" avec g=¢ 7. On en

Si T est de loi de Weibull W(7, ), on a: Ry (k) = e
déduit 'expression du taux de défaillance A(k) =1 — qkﬂ_(k_l)ﬂ. On retrouve donc la loi de

Weibull discrete de type 1.

c) La loi de Pareto

Une variable aléatoire réelle T' suit une loi de Pareto P(c, d), si sa fonction de répartition

d \° .
est I'p(t) =1— (t—l——d> pour t >0, ¢ > 0,d > 0. A l'aide de I’équation (3.1), on obtient:

. d \° d \°
VkeN, plk) = (7;6_1“;) _(_k+d)

Cette expression n’est pas celle d’une loi connue, sa moyenne et sa variance ne peuvent étre
calculées explicitement.

La fiabilité de la loi de Pareto discrétisée est :

d C

L’expression de son taux de défaillance est calculée & partir de la formule (3.2) et on trouve:

k—1+d>c

Vk € N7, A(k):l—( T

Le taux de défaillance d’une loi de Pareto discrétisée est donc décroissant puisque ¢ > 0.
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taux de defaillance de la loi de Pareto discretisee (1,3)
0.35 T T T

0.3 N

025 N
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011 b

0.05-

sollicitations

Fic. 3.6 — Taux de défaillance de la loi de Pareto discrétisée

d) La loi logistique tronquée

On suppose que la variable aléatoire T suit la loi logistique Log(c,d) tronquée sur R
l—e—

- _t—c

14+e™

(avec d > 0 et ¢ € R) dont la fonction de répartition est Fr(t) = . On trouve alors:

Vk‘GN*7 p(k‘): 6_ d (i_: e_d)( - fd)
(L4 e T) (14 e

Une fois de plus, la moyenne et la variance ne peuvent étre données explicitement a cause de
la complexité des probabilités élémentaires.

L’expression de la fiabilité est:

ke E
VkeN, Rk ="t 1"
1+e 4
Le taux de défaillance de cette loi est:
1— -1/d
Yk e N*, A(k)= ———
1+e a

Le taux de défaillance de la loi logistique discrétisée est donc croissant.
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taux de defaillance de la loi logistique tronquee discretisee (40,8)
0.12 T T T T T T
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Fic. 3.7 — Taux de défaillance croissant de la loi logistique tronquée discrélisée

e) La loi log-logistique

On suppose que la variable aléatoire T' suit la loi log-logistique Log — logistic(c, d)
td

(avec ¢ > 0,d > 0) de fonction de répartition Frr(t) = e
c

On trouve alors par I’équation (3.1):

vk e N*,  p(k) =

L’expression de la fiabilité est:

c
Vk e N*, R(k)= ——
6 ? ( ) kd_l_c
Le taux de défaillance de cette loi est:
kY — (k= 1)¢
Vke N, MNk)= ——MM
6 ? ( ) kd_l_c

Suivant les valeurs des parametres, le taux de défaillance est soit décroissant, soit croissant

puis décroissant.
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taux de defaillance de la loi log-logistique discretisee (17,1.5)
0.14 T T T T T T

01r i
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Fic. 3.8 — Taux de défaillance de la loi log-logistique discrétisée

f) Les modéles mixtes

Les experts industriels interrogés décrivent souvent la vie opérationnelle des dispositifs
comme la succession de deux périodes. Pendant la premiere période, et jusqu’a un instant
critique (noté 1), le matériel ne vieillit pas; durant la seconde période, i.e. au-dela du seuil
critique, les effets du vieillissement sont plus notables. Du point de vue probabiliste, on peut
donc supposer que:

- le taux de défaillance est constant jusqu’a l'instant critique T7;

- a partir de 7, le taux de défaillance est croissant.

Si on considére qu’a partir de 7, le taux de défaillance croit comme celui d’une loi de Weibull,
on obtient la loi exponentielle-Weibull introduite par Zacks [97]. Sa fonction de répartition

est:
Vi >0, Fp(t)=1— ¢ MD)W

ol YT =max(0,Y), A € R** est un parametre d’échelle, 5 € RT est un parametre de forme
et 7 € RT est le parametre de changement de tendance.

Pour la construction de la loi exponentielle-Weibull discrétisée, qu’on appellera géométrique-
Weibull, le parametre 7 sera a valeurs dans N* et correspond & un seuil critique de sollicita-

tions. L’expression de la probabilité élémentaire de cette loi est:

Vk e N, p(k) = o~ AE=1) =\ (k=7=1)F]7 _ —Mk=[\(k=7)T]?

L’espérance et la variance ne sont pas calculables explicitement. La fiabilité a pour expression :

Vk € N*,  R(k) = e M-RG=7)T)
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Le taux de défaillance de cette loi est:

Ak) = 1- e MAN(k=r=1)F=(k=7)] i} > 711
ME) = 1—e? sik<rT

taux de defaillance croissant de la loi geometrique-Weibull (0.01,3,25)
0.03 T T T T T
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Fic. 3.9 — Taux de défaillance de la loi géométrique- Weibull

3.4 Modeles basés sur 'urne de Pdlya

Comme on peut le voir dans Johnson-Kotz-Kemp [42], de nombreuses lois de probabilités

discretes ont été construites a partir de représentations de tirages dans des urnes. Parmi
celles-ci, certaines sont particulierement adaptées a un contexte de fiabilité.
Le schéma d’urne proposé par Eggenberger-Pdlya est le suivant. Une urne contient B boules
blanches et R boules rouges. A chaque tirage d’une boule, on adopte une certaine politique
de remise. Les lois de Pélya sont les lois du nombre de boules rouges obtenues en NV tirages.
Les lois de Pélya inverses (voir p 192 de [41]) sont les lois du nombre de tirages a effectuer
pour obtenir un nombre spécifié r de boules rouges. Il y a autant de lois différentes que de
politiques de remise possibles. Par exemple, si on se contente de remettre la boule tirée dans
I'urne, la loi de Pdlya obtenue est la loi binomiale et la loi de Pdélya inverse correspondante
est la loi binomiale négative (loi géométrique pour r = 1).

Dans notre contexte, on considerera que le tirage d’une boule blanche correspond a un
bon fonctionnement a la sollicitation et le tirage d’une boule rouge a une défaillance. Par
conséquent, la durée de vie du systeme considéré sera de loi de Pdlya inverse avec r = 1.

Si la politique de remise consiste a remettre dans I'urne la boule (blanche) tirée et a
rajouter A boules rouges, on voit que 'on augmente le risque de défaillance. La loi de durée

de vie correspondante aura donc un taux de défaillance croissant. Inversement, si on remet
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dans I'urne la boule (blanche) tirée ainsi que A autres boules blanches, la loi de durée de vie
correspondante aura un taux de défaillance décroissant.

Dans ce cas, le taux de défaillance au k¢ tirage peut étre compris comme la probabilité
de tirer (pour la premiere fois) une boule rouge au k¢ tirage, sachant qu’aucune boule rouge
n’a été tirée au cours des k — 1 tirages précédents.

Dans cette section, nous décrirons les lois de Pélya inverses IFR et DFR présentées ci-
dessus. Ensuite, nous présenterons les lois de Salvia et Bollinger et leurs généralisations qui
sont en fait des lois de Pdlya inverses. Enfin, nous présenterons le modele d’Eggenberger-

Pdélya, issu d’études climatologiques.

3.4.1 La loi de Pdlya inverse IFR

Si on remet la boule blanche tirée et que ’on rajoute A boules rouges, on voit que le taux

de défaillance est donné par:

(k) = R+ (k-1)A
R+ B+ (k—-1)A
En posant 8 = R et 6 = on obtient
P " R+B T RIB
6+ (k—1)0 1-4
AMe)y)=——"+-=1—-— —F-—— 0<1 ) .
B =T m =) T (hons 0<f<l.0< (3:3)

Le parametre 8 €]0, 1] est la probabilité d’échec au premier tirage. c’est a dire dans notre
contexte, la probabilité de défaillance a la premiere sollicitation. ¢ > 0 représente 'importance
du phénomene de vieillissement. Pour é = 0, on retrouve la loi géométrique.

Ce modele a été utilisé par Clarotti-Lannoy-Procaccia [16] pour modéliser le vieillissement

a la sollicitation des diesels dans les centrales nucléaires francaises.

taux de defaillance de la loi de Polya inverse IFR
T T T
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Fic. 3.10 — Tauz de défaillance de la loi de Pdlya inverse IFR
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Par la formule (2.3), on peut donner I’expression de la probabilité élémentaire qui corres-

pond a ce taux de défaillance:

L= 'o+ (k= 1)d] _ (1- )"0+ (k— 1)d]
[Ti, [+ (i = 1)4] (%)

p(k) =

=

(a+i-1) sik>1,

en utlisant la notation de Pochhammer: (a)) = 1

stk=0.

L’expression de la fiabilité est:

Propriété 4

— l_2 _ — —

xT
ot v(b,z) = / t*=te~tdt est la fonction Gamma incomplate.
0

Preuve:

+
8

MTTF = Z
0

_ ! (1—0)’“_*“) () (1—0>’“
= (Fwkt 9 = Gkt \ 9

1 1-9
= 15 (1’X’T>

Ry (@) (k .
ou 1Fi(a,c;z) Z z est une série de Kummer (voir [42]).
k=

Pl
g &

G

Dans [42], Johnson-Kotz-Kemp donnent la représentation sous forme intégrale de la série

de Kummer:

_ F(C) ! u(a—l) ) e g
e J, W70

En utilisant cette formule, pour ¢ = 1, on obtient :

1F1 (a7 & Z)

-1 z -1
1Fi(l,e,2) = Cc—1 eZ/ t 27 dt = Cc—1 ey(c—1,2)
z 0 z
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Il est alors facile d’en déduire que:

— =2 _ — —
yirrp = 1=990 6%7<1 5 1 0)

Remarque:
Nous avons détaillé tout le calcul du MTTF car il semble que ce résultat soit nouveau, malgré
I’ancienneté du schéma d’urne de Pélya (1923). Nous ne chercherons pas I'expression de la

variance de cette loi en raison de la complexité du résultat obtenu pour le MTTF.

3.4.2 La loi de Pdlya inverse DFR

Si on remet la boule blanche tirée et que 'on rajoute A boules blanches, on voit que le

taux de défaillance est:

R 6
(k) = — 0<B<1,0<6
W= BT na Txmomp 0<f<hi0<

0.14

taux de defaillance de la loi de Polya inverse DFR
T T T T

012

0.1F
0.081
0.06

0.04f

i
5 10 15

20 25
sollicitations

30 35 40

Fic. 3.11 — Tauz de défaillance de la loi de Polya inverse DFR

Par la formule (2.3), on peut donner I’expression de la probabilité élémentaire qui corres-

pond a ce taux de défaillance:

Cen-es-ng_ o (=
[Th [+ (6 = 1)] 1=0-5 (P

p(k)

L’expression de la fiabilité est:

Ry = Ll =0+ =08) _ (5

)
[Tl + (i = 1)) (5) )
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Le MTTF est fini pour 8 > § et vaut:

+oo (1=6
MTTF:Z%: o F (15—0’1’1 1):1;5

k=0 (3)(k) 6 6—2o
T2 @)y (B) gy 2 X T(a+ kb +k
. B (k) (0) (k) 2 a+ + k) 2F
ot 2fi(a,b,c,z) = kg_o 7(0)(@ k! k_o (et k il est une série hy-

pergéométrique de Gauss.

Dans la perspective d’une estimation des parametres de la loi par la méthode des moments,

il est intéressant de donner le moment d’ordre 2:

1
5

—8)(2— 6 - 25)
(6 —6)(6 — 20)

1—46 1
Eu@)ZQGﬂq<—g—;; +1J>—JWTTF:(
La loi de Pélya inverse DFR est aussi appelée loi de Waring et a été étudiée par Irwin

[39]. Son taux de défaillance est dit “inverse linéaire”, c’est a dire qu’il est de la forme

(k) =

. Le cas étudié ici correspond & b > 0. Xekalaki [94] a également considéré le

a -+ bk
cas b < 0. Dans ce cas, la loi est & support borné {1,..., m} et son taux de défaillance est de
1 1
la forme A(k) = ———, k € {1,...,m}, ¢ > 0. Dans le cas particulier ot — est entier,
14+ e(m—k) c
les probabilités élémentaires peuvent s’écrire:
1
Cm—l—lz—k—l
p(k) = L
Cm—I—L—l

et la loi de K est la loi hypergéométrique négative décalée.
Par ailleurs, il est facile de constater (voir Roy-Gupta [77]) qu’un taux de défaillance
inverse linéaire est équivalent a une durée de vie résiduelle moyenne linéaire. Dans le cas de

la loi de Pélya inverse DFR, on obtient, a condition que 6 > §:
S(k—=1)+1

1-4
On retrouve comme cas particulier MTTF = m(0) = T
Enfin, Gupta-Gupta-Tripathi [32] ont retouvé la loi de Waring comme cas particulier de
la famille de Katz étendue, définie par un rapport de probabilités successives de la forme:
pk+1) o+ Gk 1—6-9%
= , pour @ = ——
p(k) y+k P J

1
—lety==
, 3 et v =73

De la méme facon pour la loi de Pélya inverse IFR, on a:

plk+1) 1-6 Ttk
R B Ty
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qui est un cas particulier de la famille généralisée de Kemp (voir p 86 de [42]).

Le fait d’avoir classé les lois de Pélya inverses dans des familles de lois plus larges n’apporte

aucune information intéressante supplémentaire sur ces modeles.
3.4.3 Les lois de Salvia et Bollinger

En 1982, Salvia et Bollinger [80] ont proposé deux lois trés simples & un seul parametre.
Nous les mentionnons ici car leurs généralisations sont des lois de Pélya inverses.

a) Taux de défaillance croissant (IFR)

Le taux de défaillance est A(k) = 1 — ¢/k, avec 0 < ¢ < 1 etk € N*. A laide de la

formule (2.3), on a:

e fe k1
L’expression de la fiabilité est donnée par:
Vk e N, R(k) = T

L’expression du MTTF est donnée par:
MTTF = 1]*—71(17 17 C) =€

Remarque:
Cette loi n’a que peu d’intérét en pratique car son espérance est comprise entre 1 et e. Les

valeurs prises par K seront donc tres souvent égales a 1 ou 2 et tres rarement supérieures.

b) Taux de défaillance décroissant (DFR)

Le taux de défaillance est A(k) = ¢/k, avec 0 < ¢ <1 et k € N*. A l'aide de la formule
(2.3),0n a:

k—1
" c
vk € N*, p(k EHl_Z: (1= )1y

L’expression de la fiabilité est donnée par:

vke N, Rk =]] (’ . C) _a —kf)m

=1

o,

Le MTTF n’existe pas car la condition 8 > 6 = 1 n’est pas vérifiée.
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3.4.4 Les lois de Salvia et Bollinger généralisées

Les modeles précédents de Salvia et Bollinger ne sont pas suffisamment élaborés pour
modéliser un grand nombre de situations. Padgett et Spurrier [66] ont proposé de généraliser
ces modeles en ajoutant un second parametre o. Quand o = 1, les modeles se réduisent a

ceux de Salvia et Bollinger. Quand a = 0, le modele est la loi géométrique.

a) Taux de défaillance croissant

Le taux de défaillance est :

b) Taux de défaillance décroissant
Le taux de défaillance est :
- 1o

On voit que ces lois sont exactement des lois de Pdélya inverses, ce qui n’avait pas été

remarqué par Padgett et Spurrier.

3.4.5 La loi d’Eggenberger-Pdlya

Le Breton et Martin [52] se sont intéressés & la construction d’un modeéle pour 1’étude des
séquences climatologiques. Leur modele peut étre utilisé en fiabilité car il a été choisi pour
ses propriétés concernant la persistance, notion complémentaire a 1 au taux de défaillance.
Le modéle est basé sur une loi de probabilité obtenue par Eggenberger et Pélya comme limite
de lois de Pélya quand on fait tendre le nombre de tirages vers 'infini (voir [41], pp 190-191).
kéme

La probabilité élémentaire de défaillance d’un appareil a la sollicitation est:

S S ) I B
Vk e N°,  p(k) = (1+ )M/ (k—i)! '<d+1>

L’expression du taux de défaillance est obtenue par récurrence:

/\(k + 1) — -|-oop(k—+1)
S p() - plk)
=k
Or p(k 1) = LT =D )

k(1 +d)
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D’on
h+ (k—1)d Xk)
E(1+d) 1-=Xk)

Ak+1) =

La résolution de cette relation de récurrence donne:

.1 = Wd+k=1)g [ d Y h d
we, =3 S () = e (e )

i=0

taux de defaillance de la loi d"Eggenberger-Polya (5,12) taux de defaillance de la loi d"Eggenberger-Polya (12,6)
0.35 T T T T T T T 0.14 T T T T T T T

0.3 B 012
0.25F B 01F

021 1 0.081

011
i
0
5 10 15

0

0.041

i
0
25 30 35 40 45 5

0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
sollicitations sollicitations

20

Fic. 3.12 — Taux de défaillance de la loi d’Eggenberger-Polya

L’expression du taux de défaillance est donc tres complexe, mais on peut déterminer faci-
lement son sens de variation grace au théoreme 4 sur les rapports des probabilités élémentaires

successives :

pli+1) _ d  h-d]
p(ky  1+d 1+dk

1. Si h = d alors le taux de défaillance est constant et la loi est géométrique de parametre
1

1+d
2. Si h < d, la loi est log-convexe et donc DFR,
3. Si h > d, la loi est log-concave et donc IFR.

1
1+ d

A T'aide de la fonction génératrice de la loi, on obtient les expressions de 'espérance et la

Dans les trois cas lim A(k)
k—o0

variance de la loi:
E(K) =h+1
Var(K) =h(d+1)
Le parametre h est le nombre moyen de sollicitations jusqu’a défaillance moins une. Le

parametre d n’a pas de signification tangible.
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3.5 Conclusion

Ce chapitre révele 'existence de nombreux modeles de durée de vie de systémes non
réparables en temps discret. Cependant, exception faite de la loi géométrique, ces modeles sont
trés peu connus dans le domaine de la fiabilité, et donc peu utilisés en pratique dans le milieu
industriel. De cet état de ’art des modeles de fiabilité en temps discret, nous retiendrons
pour leurs propriétés les modeles géométrique, Weibull de type I et d’Eggenberger-Pdlya. La
loi géométrique est simple d’utilisation en raison de son unique parameétre, qui possede de
plus une interprétation simple en terme de taux de défaillance. La loi de Weibull de type
I est flexible puisque son taux de défaillance peut étre DFR, CFR ou IFR selon la valeur
de ses parametres. Elle est I'analogue en temps discret de la loi de Weibull continue qui est
tres largement utilisée, & tel point que le parametre de forme [ est devenu une mesure du
vieillissement dans la pratique. La loi d’Eggenberger-Pélya est également flexible et ses deux
premiers moments possedent une expression simple qui facilitera ’estimation des parametres.
Son parametre h s’interprete directement a ’aide du MTTF. Nous verrons au chapitre 6 que
I’estimation paramétrique confirme cette sélection de modeles.

Nous ne retenons pas la loi de Weibull de type I1I en raison de son analogie avec celle de
type I. Les lois basées sur le schéma d’urne de Pélya supposent que 'on sache a priori si le
phénomene observé engendre un vieillissement ou un rajeunissement pour choisir le modele

adéquat, ce qui les rend moins flexibles que les lois de Weibull 1 et d’Eggenberger-Pélya.



CHAPITRE
Vers une nouvelle

définition du taux de
défaillance en temps dis-

cret

Dans ce chapitre, nous mettons en évidence un certain nombre de différences importantes
entre les notions de fiabilité usuelles en temps continu et leurs équivalents en temps discret.
Nous montrons que ces différences sont dues a la définition du taux de défaillance en temps
discret. Nous proposons une nouvelle définition qui résout les problemes rencontrés. Avec cette
nouvelle définition, les notions de fiabilité en temps discret sont nettement plus proches des
notions correspondantes en temps continu qu’avec la définition usuelle. Enfin, nous donnons

I’expression de r pour quelques modeles de fiabilité en temps discret.

4.1 Quelques problemes avec la définition du taux de défaillance

usuel

On rappelle la définition du taux de défaillance en temps discret :

. . P(K =k)
ME)=P(K=kK >k =———= 4.1
(k) = B( > 1) = B (1)
et sa définition en temps continu :
1
= lim — < .
A(t) dll}ino dtP(t <T <t+diT >t) (4.2)

Le taux de défaillance en temps discret comporte de par sa définition, des contraintes et des
différences importantes par rapport a sa définition en temps continu :
1. En temps discret, le taux de défaillance est défini comme une probabilité conditionnelle,
alors que ce n’est pas le cas en temps continu. Ceci peut étre une source de confusion
entre le taux de défaillance et les probabilités élémentaires, d’autant plus que, méme

en temps continu, le taux de défaillance est souvent interprété a tort comme une pro-
babilité.
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2. En temps discret, le taux de défaillance est borné (par 1). Or la plupart des modeles
de fiabilité en temps continu n’ont pas de taux de défaillance borné (lois de Weibull,
gamma, log-normale,...). Donc ces modeles ne peuvent pas avoir d’analogues directs

en temps discret.

3. Puisqu’il est borné, le taux de défaillance en temps discret ne peut pas prendre n’importe
quelle forme. Par exemple, il ne peut pas croitre linéairement ni exponentiellement. Plus
largement, il ne peut étre convexe. Par conséquent, un probleme d’interprétation se pose
car, en temps continu, un taux de défaillance convexe est usuellement interprété comme
caractéristique d’une accélération du vieillissement en fin de vie des systémes (fin de la
courbe en “baignoire”).

En temps continu, le modele le plus fréquemment adopté pour ce cas de figure est la loi
de Weibull avec 8 > 2. En temps discret, il ne peut y avoir de modele équivalent. La
figure 4.1 montre que le taux de défaillance de la loi de Weibull discrete de type I avec

[ > 2 commence par étre convexe, mais devient rapidement concave:

Taux de défaillance de la loi de Weibull |
T T T T T

081

0.6

04r

021

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Fic. 4.1 — Taux de défaillance de la loi de Weibull de type I de paramétre § = 3.5

4. Pour un systeme série, le taux de défaillance en temps discret n’est pas additif.
En effet, considérons un systeme constitué de n composants indépendants en série de
taux de défaillance et fiabilité respectifs A;, R;, ¢ = 1,...,n. La fiabilité du systeme est

usuellement :
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Le taux de défaillance du systeme est:

[Trae-n-T[rR0

_ R(k-1)-R(k) _; 1 _ Ri(k)
A S " =1-1l 500
[[R:-1) =1
= LTI M) £ S A

Par conséquent, le taux de défaillance d’un systeme de n composants indépendants en
série n’est pas égal & la somme des taux de défaillance des composants. Il est ennuyeux
qu’une des propriétés les plus connues et utilisées du taux de défaillance en temps

continu ne soit pas valable en temps discret.

5. Comme on ’a déja remarqué au chapitre 2, la relation usuelle entre la fiabilité et le taux

de défaillance cumulé en temps continu, A(t) = —In R(¢), n’est pas valable en temps

discret: A(k) # H (k) = —In R(k).

6. Comme on I’a vu au chapitre 2, il existe en temps discret deux définitions non équivalentes

de la notion de vieillissement IFRA :

IFRAL: {R(k)%}k est une suite décroissante,
>1

Ak)

IFRA2:
R { v

} est une suite croissante.
E>1

La non équivalence entre les deux notions est liée au fait que H (k) # A(k), donc le
point 6 est en fait une conséquence du point 5. Le probleme est similaire pour la notion

de vieillissement NBU qui possede également deux définitions en temps discret.

En conclusion, plusieurs propriétés de base des taux de défaillance et taux de défaillance
cumulé en temps continu ne sont plus vraies en temps discret. Il nous est donc venu a 'esprit
que la définition (4.1) du taux de défaillance en temps discret, proposée par Barlow-Marshall-
Proschan [8] pourrait ne pas étre appropriée, et que I'on pourrait définir autrement ce taux

de défaillance de facon a éviter les problemes rencontrés.

4.2 Une nouvelle définition du taux de défaillance

Le probleme énoncé au point 5 ci-dessus peut étre résolu si le taux de défaillance usuel A
est remplacé par une nouvelle définition du taux de défaillance, notée r, telle que —In R(k) =
Z r(i), c’est & dire:
=1
(k)

(k) = ~In (k) +In Rk = 1) = —In =
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Une nouvelle définition du taux de défaillance en temps discret est donc:

Définition 3
Pour une variable aléatoire a valeurs dans N* définie par sa fonction de fiabilité R(k), on

définit le nouveau taux de défaillance r(k) par:

Vke N*, r(k)=In ——— (4.3)

k
7]%(];(_)1) comme l’analogue en temps discret de la rela-

R(k)
R(k—1)

On peut comprendre A(k) =
ft)
k(1)

MQ:—%MR@.

tion A(t) = en temps continu, tandis que r(k) = —In serait I’analogue de

On vérifie alors que cette nouvelle définition résout les probléemes énoncés a la section 4.1:

1. Contrairement au taux de défaillance usuel en temps discret, le nouveau taux de
défaillance r n’est pas une probabilité conditionnelle et donc aucune confusion n’est

possible avec les probabilités élémentaires.
2. r n’est pas borné contrairement a A.
3. r peut étre convexe comme le montre le graphe suivant de r (et A) pour la loi de Weibull

de type I avec 3 > 2:

Taux de défaillance de la loi de Weibull |

25 T T T T T T T T

/
’

i I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
sollicitations

Fic. 4.2 — Comparaison des taux de défaillance en temps discret

4. r vérifie la propriété d’additivité pour un systeme série. En effet, avec les notations de

la section 4.1, le nouveau taux de défaillance d’un systeme constitué de n composants
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indépendants en série est :

R(k—1) k= H” Ri(k - 1)
-1 =1 2 -1
T‘(k‘) = ln W = ln Py = ln L. Rz(k‘)

| | R;(k) =1

"~ Ri(k—1
= gln%:Zri(lﬁ)

r est donc bien égal a la somme des nouveaux taux de défaillance des composants.

. Par définition de r, la relation entre la fiabilité et le taux de défaillance cumulé est

valable en temps discret puisque H (k) = —1In R(k) = Z (7).
=1
Ainsi, 'appellation de taux de défaillance cumulé pour H n’est plus inappropriée comme

c’était le cas pour le taux de défaillance usuel.

. Nous proposons les définitions suivantes de la notion IFRA en temps discret correspon-

dant aux définitions équivalentes en temps continu :
1
o [FRAL: {R(k)z} est une suite décroissante.
k>1

H(k
o [FRA2: {L} est une suite croissante.
k E>1

En remplacant A par H dans la définition de la notion IFRA2, nous obtenons ainsi
I’équivalence entre les notions IFRA1 et IFRA2 en temps discret puisque H (k) =
—1In R(k).

Nous proposons également les définitions suivantes de la notion NBU en temps discret

correspondant aux définitions équivalentes en temps continu :
e NBUIL:Vk € N*Vje N*, R(jlk) < R(j),
o NBU2:Vk e N*,Vj e N, H(k+j)>H(k)+ H(j).

Comme pour le cas IFRA, la relation H (k) = —In R(k) permet de montrer I’équivalence

en temps discret entre les notions NBU1 et NBU2.

4.3 Relation avec les autres grandeurs de la fiabilité

4.3.1 Relation avec le taux de défaillance usuel

La propriété suivante donne la relation entre les taux de défaillance r(k) et A(k):
Propriété 5
r(k) = —In[l — A(k)] ou A(k)=1—e"®)
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Preuve:

Par définition du nouveau taux de défaillance :

r(k) = —In—=——=

La relation (4.4) entraine en particulier que r et A ont méme sens de variation. Ainsi,
on peut rajouter aux quatre définitions de la notion de vieillissement IFR (voir 2.5.2) une
nouvelle définition équivalente :

o IFR5: {r(k)},>, est une suite croissante.

La relation (4.4) permet également d’écrire:
r(k) = = In[l = A(k)] = A(K) 4 o(A(F))

C’est a dire que r(k) et A(k) sont équivalents quand A(k) est proche de 0 (ce qui est souvent
le cas pour des appareils fiables), puis les taux de défaillance s’éloignent pour les grandes

valeurs de k comme on peut le constater sur le graphe 4.2.

Dans [80], Salvia et Bollinger ont proposé des approximations des grandeurs de la fiabilité
a partir d’hypotheses effectuées sur le taux de défaillance. Pour les petites valeurs du taux
de défaillance A(k), on utilise 'approximation 1 — A(k) ~ exp(—A(k)). Les formules (2.2) et
(2.3) deviennent :

R(k) ~ exp[—A(k)] et p(k) ~ A(k)exp[-A(k — 1)]

On voit que la démarche des auteurs revient en fait a remplacer A par H. Dans ce cas les

approximations deviennent des égalités.

4.3.2 Cas des modeles issus du temps continu

A la section 3.3.2, nous nous sommes intéressés a la construction de la v.a. entiere K a
partir de la v.a. réelle positive T' (K = |T'| + 1) et ainsi a la définition de A a partir de Ar.
Il est alors logique d’introduire ’analogue pour le nouveau taux de défaillance, c’est a dire
K.

On rappelle la relation valable pour le taux de défaillance usuel :

A () = 1= el bty _ ()= (b-1)

En utilisant la relation (4.4), on obtient :

k
T‘K(k) = /k /\T(u)du = AT(k) — AT(k — 1)

-1
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4.3.3 Relation avec les autres grandeurs de la fiabilité

Propriété 6

On a les relations suivantes entre les grandeurs de la fiabilité et le nouveau tauz de défaillance :

k—1
plk) = [1—e-f<k>]exp{—zr<i>}

=1

4.4 Applications aux modeles de fiabilité en temps discret

Nous donnons les expressions du nouveau taux de défaillance pour les lois géométrique et
Weibull de type I car ce sont les lois les plus faciles a utiliser en temps discret. Nous étudions
également la loi de Weibull de type III pour laquelle nous avons obtenu un résultat intéressant
puisque le nouveau taux de défaillance de cette loi est en fait égal au taux de défaillance usuel

de la loi de Weibull de type II.

4.4.1 Loi géométrique

On rappelle que pour la loi géométrique G(p), on a: Yk € N*, A(k) = p. A partir de
I’expression de (4.4), 'expression du nouveau taux de défaillance pour la loi géométrique

G(p) est:
r(k) = —In(1-p)
On peut remarquer que le nouveau taux de défaillance de la loi géométrique ne conserve pas

la propriété du taux de défaillance usuel qui est d’étre égal au parametre de la loi géométrique.

Si on considere maintenant la loi géométrique comme la discrétisation de la loi exponen-
tielle £(A), on a vu au 3.3.2 que A (k) = 1 — e~*. Donc le nouveau taux de défaillance

est:
r(k)=—In|1—(1—e)| =X=Ar(k), alors que Mg (k) # Ap(k)

Donc si on discrétise une loi exponentielle, le nouveau taux de défaillance r de la loi géométrique
obtenu est égal au taux de défaillance de la loi exponentielle initiale, ce qui n’était pas le cas

du taux de défaillance usuel A.
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4.4.2 Lois de Weibull

Pour la loi de Weibull de type I, A(k) =1 — qkﬁ_(k_l)ﬁ7 donc

(k—1)8
r(k) = —In [q x: ]

p =[(k—-1)° —kP]Ilng (4.5)

Si on considere la loi de Weibull de type I comme la discrétisation de la loi de Weibull W(n, 3),

_(EY L (r=1)’ _a
on avuau 3.3.2que Ag(k)=1—¢ <’7> +< i ) =1- qkﬂ_(k_l)ﬂ avecq=-¢ 7,

Remarque:
Bien que le taux de défaillance défini par (4.5) puisse croitre linéairement pour § = 2 comme
dans le cas continu, son expression ne coincide pas avec celle du taux de défaillance de la loi
de Weibull en temps continu :
Soit T de loi de Weibull W(1,2). Alors Ar(t) = 2t, Ag(k) = 1 — e~ 51 ot rp(k) =
k2 —(k—1)2=2k—1.
Soit T de loi de Weibull W(1,3). Alors Ap(t) = 3t%, A (k) = 1 — e~ CF=3k+1) ot (k) =
B —(k—1)>=3k*=3k+1=Ap(k) — 3k + 1.

On constate donc qu’il y a nettement plus de similitude entre Ay et rg qu’entre Ay et Ag.

La loi de Weibull de type 111 est définie par A(k) =1 — ¢=*" . On a donc immédiatement
r(k) = ck®. On constate donc que I’expression du nouveau taux de défaillance pour la loi de
Weibul de type III est, d’une part la méme que celle du taux de défaillance usuel pour la loi
de Weibull de type Il (mis & part le support), et d’autre part la méme que celle du taux de
défaillance de la loi de Weibull en temps continu.

Par conséquent, si jusqu’a maintenant on a considéré que I’équivalent en temps discret
de la loi de Weibull continue était la loi de Weibull de type I, cette propriété nous amene a

considérer que cet équivalent pourrait étre la loi de Weibull de type III.

4.5 Conclusion

L’introduction d’une nouvelle définition du taux de défaillance en temps discret a permis
de remédier aux différences énoncées en début de ce chapitre entre le temps discret et le
temps continu. La nouvelle définition a été introduite & des fins purement mathématiques
et son inconvénient majeur est qu’elle n’a pas d’interprétation probabiliste simple comme
A. En effet, A(k) s’interprete facilement comme la probabilité conditionnelle de défaillance
d’un systeme & la k"¢ sollicitation sachant qu’il a correctement fonctionné au cours des
k — 1 premieres sollicitations. L’introduction de la nouvelle définition a néanmoins comme
conséquence de renforcer les similitudes entre la fiabilité en temps discret et la fiabilité en

temps continu. Ce point est important pour le développement en pratique de I'utilisation de
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la fiabilité dans un contexte discret car ce développement ne saurait se faire sans analogie

directe avec la fiabilité en temps continu.



CHAPITRE
Estimation non pa-

ramétrique

L’estimation non paramétrique permet ’analyse et I'interprétation de données sans utiliser
d’hypotheses sur le phénomene étudié, 'utilisation d’un modele inadéquat pouvant conduire a
des résultats erronés. Par exemple, dans le domaine de la fiabilité en temps discret, "utilisation
de la loi géométrique est inappropriée pour I’étude de données qui traduisent un vieillissement.
[’analyse non paramétrique est généralement utilisée comme une étape intermédiaire avant
une analyse paramétrique qui permet d’utiliser des procédures de statistique inférentielle plus
précises et plus poussées. Encore faut-il vérifier que les hypotheses que requiert 'utilisation
du modele soient bien validées pour les données étudiées.

Nous nous intéressons aux estimateurs non paramétriques des grandeurs usuelles de la fia-
bilité (fonction de répartition, taux de défaillance et durée de vie résiduelle moyenne) pour
des données discretes et non censurées. Nous rappellerons les résultats d’estimation, ponc-
tuelle, par intervalle et bande de confiance, de la fiabilité, qui nous serviront ensuite pour
étudier le taux de défaillance (usuel) empirique. Nous donnerons également les expressions
des estimateurs empiriques des autres grandeurs de la fiabilité (le nouveau taux de défaillance
et la durée de vie résiduelle moyenne), leur complexité ne nous ayant pas permis une étude

complete comme pour la fiabilité et le taux de défaillance empiriques.

5.1 Notations

Soit k1, ..., k, des observations qu’on supposera étre des réalisations de variables aléatoires

Ky, ..., K, indépendantes et de méme loi a valeurs dans N*, représentant par exemple des

dates de défaillance. On notera par k) la i€ observation de 1’échantillon ordonné dans

Pordre croissant. Si des répétitions existent, on notera par k(*l) < k(*Q) < e < k(*l), [ < n,

les instants de défaillance distincts. Soient d; le nombre de défaillances a la date k(*j) et r; le

nombre cumulé de défaillances entre I'instant initial et k(*j) :

J
rj = max{s; k() = k{;)} = de
k=1
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On notera par n; le nombre d’appareils encore en fonctionnement a I'instant k(*j) in; =n—rj,

avec ng = n.

Exemple:
Nous utilisons un exemple cité par Xie et Goth [95] portant sur des données issues d’un
controle de qualité. Cet exemple sera utilisé tout au long de ce chapitre.
La variable aléatoire discrete décrit, dans un processus industriel, le nombre d’appareils ins-
pectés avant la découverte d’un appareil défectueux.

L’échantillon comporte n = 28 données au total dont [ = 14 valeurs distinctes:

k; |13 1 1 17 5 3 2 3 2 2 29 14 1 1 5 3 2
kpt1t 111112 2 2 2 3 3 3 4 4 45
k; |4 18 11 1 1 14 26 9 4 7 4
kgp s 79 11 13 14 14 17 18 26 29

Avec les notations introduites ci-dessus, on obtient :

12 3 4 5 v 9 11 13 14 17 18 26 29
d; 6 4 3 3 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
T; 6 10 13 16 18 19 20 21 22 24 25 26 27 28
n; |22 18 15 12 10 9 & 7 6 5 3 2 1 0

5.2 La fiabilité empirique
On définit les fréquences empiriques P, (k), pour I’échantillon kq, ..., k, par:

* 1 -
VkeN, Pu(k) = - > Migon
=1

nombre d’observations = &

nombre total d’observations
La fonction de répartition empirique de 1’échantillon kq,..., k, est définie par:
1 e
Vk e N, Fu(k)=— z; Wir <y
1=

Dans un contexte de fiabilité, il est plus intéressant de considérer directement la fiabilité

empirique, définie par:
« BN
vk €N Ry(k) =1 -, (k) = — D Wigon
=1

L’estimateur R, (k) correspond au pourcentage d’observations strictement supérieures a k,

ou le pourcentage d’appareils encore en fonctionnement a 'instant k. La fiabilité empirique
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est une suite décroissante, valant 1 avant la plus petite observation, diminuant de d;/n en

chaque k(*j) et valant 0 pour la plus grande des observations. Elle est entierement déterminée

par ses valeurs en chaque point de I’échantillon :
Viedl,... 1}, Rn(k(*j)) =1-—==—

Exemple:

n
At
++

Fic. 5.1 — Graphe de la fiabilité empirique pour les données du contréle de qualité

Le graphe met en évidence une décroissance rapide de la fiabilité empirique qui s’explique

par le nombre élevé de faibles valeurs dans I’échantillon.

Nous rappelons maintenant les propriétés de base de la fiabilité empirique qui seront
utilisées dans la suite du document. En fait, les propriétés de la fiabilité empirique sont direc-
tement transposées de celles de la fonction de répartition empirique, données par exemple par
Billingsley [12] et Serfling [83]. Ces propriétés sont valables pour des observations continues

comme pour des observations discretes.

Propriété 7

Vk e N* | aR, (k) suit la loi binomiale B(n, R(k)), (5.1)
ke N* | E(R,(k) = R(k) et Var(R,(k)) = (k)(ln_ Rk) (5.2)
V(i) €N Cov(Ro(i), Ra(j)) = ~[R(max(i, ) - R()R()] (5.3)

n

La formule (5.3) est obtenue a partir du résultat connu pour la fonction de répartition :

Cov(F, (i), F, () =
F(min(i,§)) - FOFG) = 1- R(min(i,j)) - (1 - R@)(1 - R())
= —R(min(i, ) + R() + RG) - RG)R())

= R(maa(i,j)) - RG)R().

§|>—k

[F(min(i, 7)) — F(:)F(j)] et en montrant que:
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Les propriétés de convergence de la fiabilité empirique sont données par:

Propriété 8

VE e N* | R,(k) Z53 R(k) quand n — +o0, (5.4)
Vk e N* | Vn(R,(k) — R(k)) N N0, R(k)(1 — R(K))), (5.5)
sup (R, (k) — R()| 250, (5.6)
kEN*
Vm € N*, et pour toute famille vy < 29 < -+ < z,, de m entiers classés par ordre crois-

sant, le vecteur aléatoire (v/n(R,(z;) — R(2:)),1 <1< m)" converge en distribution quand
n — oo vers un vecteur aléatoire gaussien de R™, centré et de matrice de variance I définie

par:

{ [z 2) = g(%)[l — R(z;)] pour 1 <i < m; (5.7)

(max(z;, ;) — R(x;)R(z;) si i # j.

La formule (5.4) énonce la convergence simple de la fiabilité empirique vers la vraie fiabilité.
Le résultat (5.6), démontré par Glivenko (1933) pour les lois continues et par Cantelli (1933)
pour des lois quelconques, énonce que la convergence est uniforme. La formule (5.5) résulte
de 'approximation de la loi binomiale par la loi normale. La formule (5.7) assure notamment

la convergence des combinaisons linéaires des \/n(R,,(2;) — R(x;)) vers une variable normale.

Grace aux propriétés données ci-dessus, on obtient la propriété suivante :

Propriété 9
VEk € N*, R, (k) est un estimateur sans biais, convergent uniformément et presque strement

de R(k).

Les résultats sur les intervalles de confiance pour le parameétre p de la loi binomiale B(n, p)
permettent de construire un intervalle de confiance exact [Ry, ¢ (k), Rsup(k)], de seuil o €]0, 1]

pour R(k):

(n—nR, (k) +1)F | _ 0/2:90 — 2n N -1
Ring(h) = {1+ (1= 020 2Rl 2. Rnuc))}

{1+ n — nR,(k) }_1
(nR(k) +1)F(1 — a/2;20R,, (k) + 2,20 — 20R,, (k)

) est le p quantile de la loi de Fischer-Snedecor a (v1,v2) degrés de libertés.

Roup(k) =
ou ]:(

piv1,2

Il est également possible de construire un intervalle de confiance asymptotique basé sur

I’approximation normale de la loi binomiale. En utilisant la formule (5.5) de la propriété 8,
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on peut écrire que

R (k) — B(K)
VEk) (1 - R(k))

On utilise le théoreme de Slutsky (p. 68 de [18]):

vn £5 N(0,1)

Théoréme 7
Soient {X(k)},~, une suite de v.a. qui converge en loi et {Y (k)},~, une suite de v.a. qui
converge en probabilité vers une constante c. Alors, si g est une fonction continue, les suites

{9(X k), Y (k) }ys1 et {g(X(k),¢)}y5q ont méme loi limite.

Le théoreme de Slutsky et la convergence presque sire de R, (k) vers R(k) assurent alors

que:

R - R()
) = = Ru®)

On obtient alors un intervalle de confiance asymptotique | ;»nf(k), R, (k)], de seuil

£, N(0,1) (5.8)

a €]0, 1] pour R(k) donné par:

k) = Rn(k)_za\/Rn(k)(l—Rn(k))

R (k) (1 - R, (k)

n

R, (k) = Rn(k)—l-za\/

Pour les échantillons de petite taille, il est possible que R} (k) < 0 ou R,

7 sup

(k) > 1. Pour
éviter ce probleme, une autre approximation normale peut étre obtenue avec la transformation

du logit ([54]):

logit(p) = In . ﬁp’ pour p €]0, 1].

On utilise le résultat de convergence suivant :

Vit (logit (R, (k)) = logit (R(k)) = (0’ R(k)(ll— R(k)))

qui résulte de la relation (5.5) et de l'utilisation de la propriété suivante (méthode delta) :

st/ (X — ) = N (0,02) alors /i (9(X,) — (1) == V(0,076 (1))

La convergence presque sire de R, (k) vers R(k) et le théoreme de Slutsky permettent

d’écrire que:

ViR (k) (I = Ru(k)) (logit (R,(k)) — logit(R(k))) —= A (0, 1)

"

Un intervalle de confiance asymptotique [R;Inf(k) R,,,(k)], de seuil o €]0,1[ pour R(k) est

s flsup

alors donné par:

" B R,.(k)
HinsF) = R 7 (01— Ru(B)walh)
R (F) = R.(k)

Ri(k) + (1 = Ru(k))/wa (k)
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o

VR, (k) (1 = R, (k)

ol wy (k) = exp

Exemple:

1 * ICexact 1 1 * _asymptotique avec logit q
* *
08F 4 % 1 08 4, 1
* *
+ ¥+
osf * 1 06 % 1
toks ok
N * * ¥k
** * ¥
+ . +
o4t " g o4t N *x g
L + 4 *
+ +
. + o+ *xx * ++ * K
4+ * 4+ *
02k L, + F KKK K K X K 4 02k R + F KKK K K X K 4
B, ottt o s o wee rx
* + * * +
T P
*RA + ot * +t ot
ok KKK KKK kg gy | ok #k kA kx A x LT
. . . . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 % 30 0 5 10 15 20 % 30
k k
T T
1 * _asymptotique sans logit - 1F - IC asymptotique avec logit
* +
08F 4 % 1 08F 4+ 1
* 1
* L F
06 . 1 08 + 1
+ * 44
% * ¥ bt
** + iy
| + * ¥ | L * Tt 1
04 . - 04 B N
+ « * %
[ * %
" ++ N * % TEF
+H Kk * * ¥ +
02F * ¥ + * g 02F i * A A A i
* 4
% % T L ke P
* ¥ i
* * ok 3 *
T T
* ok * 4t + * ok
L * 1 L EE I N I
0 EEERE R Yy H 0
. . . . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 % 30 0 5 10 15 20 % 30

Fic. 5.2 — Intervalles de confiance exact et asymptotiques, avec ou sans logit, de seuil o = 0.1

pour la fiabilité empirique avec les données du controle de qualité

On peut se rendre compte que les trois intervalles de confiance different peu pour les
petites valeurs de k. L’approximation normale sans logit peut conduire a donner des bornes de
I'intervalle de confiance de la fiabilité qui soient en dehors de I'intervalle [0, 1]. On remarquera
que l'intervalle de confiance avec logit possede I'inconvénient d’étre toujours plus large que les
autres intervalles de confiance sans logit. La comparaison des intervalles de confiance exact
et avec le logit montre qu’ils different tres peu, quelle que soit la valeur de k. Les intervalles
de confiance exacts sont légerement plus larges que les intervalles de confiance asymptotiques

avec logit.

L’intervalle de confiance permet d’obtenir de I'information sur R en une valeur ponctuelle

k. Cependant, il est parfois nécessaire de quantifier 'incertitude sur ’estimation de R pour
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tout un intervalle de valeurs [a, b].

Définition 4
Une bande de confiance de seuil o (v € [0,1]) pour la fonction R sur Uintervalle [a,b] est

définie par les fonctions L(k) et H(k) données par:

P(L(k) < R(k) < H(k), Ykela,b)=1-a

Par définition, & un instant donné, une bande de confiance est plus large qu’un intervalle
de confiance.
La construction d’une bande de confiance asymptotique pour R repose sur la loi asymp-

totique de la variable aléatoire

7n, = 7, (k
b= Joax, (k)

ot Z, (k) est définie par (5.8). Les variables aléatoires Z, (k) sont asymptotiquement de loi
normale centrée réduite, mais elles ne sont pas indépendantes comme le rappelle la formule
(5.7) de la propriété 8. Il s’agit alors de calculer la loi du maximum des composantes d’un
vecteur gaussien dont on connait la matrice de covariance. Plus simplement, on peut se
contenter d’utiliser une bande de confiance asymptotique construite a partir de la statis-
tique de Kolmogorov-Smirnov pour une fonction de répartition continue. Si on dispose d’un
échantillon d’une loi continue de fiabilité R(¢) et que 'on note R, (¢) la fiabilité empirique,
on a:
oo

lim P (ﬁ sup [R,(t) — R(t)] > c> =2 (~1)FFlem2H

nreo teR+ 1
Une bande de confiance asymptotique de Kolmogorov-Smirnov [Ri,f(t), Rsyp(t)], de seuil

a €]0, 1] pour R est alors donnée par:

Fing(t) = Rul0) -

Rop(t) = Ra(t) +

o0
ol ey_, est tel que 2 Z(—l)k"'le_?k%zf—a = o.
k=1

o]
Dans [57], Nair donne une approximation de la série 22(—1)’“"’16_%%2 par 2e~2%,

k=1
Les expressions des bornes de la bande de confiance asymptotique de Kolmogorov-Smirnov

/1 «
1

I
2n 2

Roup(k) = Ra(k) +

deviennent plus simplement :
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La bande de Kolmogorov-Smirnov est valable pour 0 < ¢ < {(,). C'est la bande de
confiance la plus répandue pour les variables aléatoires continues et elle se révele conservative
(la probabilité qu’elle contienne R est supérieure a 1 — «v) (voir Bickel et Krieger [11]) lorsque
la loi est discrete.

Exemple:

08t +

06t -

0.4 *

021 *

Fic. 5.3 — Bande de confiance de Kolmogorov-Smirnov sur [1,10], de seuil « = 0.1 pour les

données du controéle de qualité

Nous avons volontairement limité le graphe de la bande de confiance pour des valeurs de
k comprises entre 1 et 10, a titre de comparaison avec les autres graphes des intervalles et des
bandes de confiance de ce chapitre. Mais il s’avere que la bande de confiance de Kolmogorov-

Smirnov est tres large et coupe 'axe des abscisses a partir de k = 13.

Nair présente différentes méthodes pour construire des bandes de confiance asymptotiques
pour la fiabilité d’une loi continue. Ces méthodes de construction reposent sur le résultat
suivant qui n’est plus valable pour une variable discrete: si T est une variable aléatoire de
fonction de répartition F' continue sur R, alors F'(T") suit une loi uniforme sur [0, 1].

Dans [57], Nair donne en temps continu la construction de la bande de confiance asymp-

totique [R;nf(t), R;up(t)], Vt € [a,b] avec k(1) < a < b < k), de seuil « €]0, 1] pour R:

R (1) = Rn(t)—qa(a,b)\/R”(t)(lg R, (1))

R, (1) = Rn(t)-|-qa(a7b)\/Rn(t)(1n— R.,(1))
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Exemple:

o8t +

0.6 * * ¥

041

021 *

Fic. 5.4 — Bande de confiance de Nair sur [1,10], de seuil « = 0.1 pour les données du

controle de qualité

Bien que cette bande de confiance ne soit a priori pas valable pour une variable discrete,
on peut constater sur notre exemple que cette bande de confiance differe tres peu de celle de

Kolmogorov-Smirnov.

5.3 Le taux de défaillance empirique

5.3.1 Définition

On rappelle la définition du taux de défaillance :

v = EE=Fk) _ R(k—1) - R(k)
( )_IF’(KZk)  R(k-1)

On propose alors de définir le taux de défaillance empirique en remplacant la fiabilité par

son estimateur empirique dans (4.1). La définition du taux de défaillance empirique est alors:

nombre d’observations = &

nombre d’observations > k&

Les particularités du taux de défaillance empirique sont les suivantes :
L. A, n’est pas défini pour k > k(,), puisque le dénominateur doit étre non nul,

2. si k n’est pas égal a une observation, alors A, (k) =0,
" d
3. An(k(;) = . J=1,...1,

nj—1
=1.

4. A (k)
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Remarques:
Il est important de noter que 'estimateur empirique du taux de défaillance que nous intro-
duisons n’a pas d’équivalent en temps continu a la différence des estimateurs empiriques de
R et F. En effet, en temps discret, il n’existe qu'un seul estimateur empirique tres simple
de P(K = k), tandis qu’il existe en temps continu plusieurs estimateurs empiriques, plus

complexes, de la densité.

Exemple:

08

06

041

021 +

oF B ARt + 4 bbbt o

I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Fic. 5.5 — Taux de défaillance empirique pour les données du contréle de qualité

Pour apprécier objectivement le sens de variation du taux de défaillance empirique, il
faut prendre en compte également les valeurs nulles de celui-ci, ce qui rend l'interprétation
graphique d’autant plus difficile. La figure 5.5 illustre bien la difficulté a se prononcer sur le
sens de variation du taux de défaillance. On peut remarquer que la variance de 'estimateur

empirique A, (k) semble étre une fonction croissante de k.

Nous allons étudier la loi de probabilité de cet estimateur empirique, tout d’abord a
taille d’échantillon fixée puis asymptotiquement. Nous pourrons en déduire ainsi les pro-
priétés usuelles (biais, variance et théoreme limite), et construire un intervalle et une bande

de confiance pour le taux de défaillance.

5.3.2 Loi exacte du taux de défaillance empirique

La définition du taux de défaillance empirique donnée par (5.9) est de la forme 2 ou

m

0 <7< m < n, m>0.Un probleme apparait car le taux de défaillance empirique en &
i i

est défini par une fraction qui peut ne pas étre réduite ( i = —, V¥j). Pour étudier la loi
mj m

i
de probabilité du taux de défaillance empirique, il faut alors considérer — sous sa forme
m
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irréductible et envisager tous les rapports l,, avec la contrainte mj < n, donc j< —.
mj

Propriété 10

n

3

Vi < k(ny, la loi de probabilité du taux de défaillance empirique en k est définie par :
o P(Au(k) =0) = (1 —p(k)"

o Pourl <1< m < n, avect et m premiers entre eux:

P(An(k)

Preuve:

{2
m

. L
)= [FE- 1Y

71=1

%
= (

n—gm)(gi)l(gm — ji)!

=

P(aucune observation n’est égale a k)

(1= p(k))"

Pour un k£ donné, on peut partager les n observations en trois groupes:

— les observations inférieures ou égales a k — 1 (au nombre de nF, (k — 1)),

— les observations égales a k£ (au nombre de nl?,(k)),

— les observations strictement supérieures a k (au nombre de nR,,(k)).

Le vecteur (nF, (k—1), nP,(k), nR,(k)) suit la loi multinomiale M (n; F'(k—1), p(k), R(k)).

Par définition A, (k) =

P (k)

nlP,. (k)

m premiers entre eux:

P(An(k)

ﬁ
33
il

o

{2
m

™

e
3=l
| E— —

[
™

—
35 |l
—_ —

R, (k — 1)

n!

n—nk,(k—-1)

,d’ou, pour 1 <i<m <mn,aveci et

P (nP,(k) =jinnF,(k—1)=n— jm)

P nF,(k—1)=n — jm,nP, (k) = ji,R,.(k) = jm — ji)

Fk—1)" ™ p(k) R(k)I™=" O

1

ECH
Il

(n = gm)i(7i)'(Gm — ji)!

A partir de la loi du taux de défaillance empirique donnée par la propriété 10, on peut

donner ses deux premiers moments:

Propriété

11

ACk) L= F(k—1)"]

F(k=1)"p(k) Y

m=1

mCZ?F(k—l)

AP = D) RO+ p(R)™ 2 4 (RO + p(0)]" " }
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Preuve:

m=1 =1

k) =1innF, (k-

1)=n—m)

En utilisant les résultats de la propriété 10 sur la loi de probabilité de 'estimateur empirique

du taux de défaillance, on obtient :

B\ (h) = ZZmn_ Tty s et AU
"1 n! 2 i(m — 1)! i NG
= F(k—l)”z_:la(n_ ) (m — 1)\ F —1)m;i!(( —)R(k)m r(h)
= F(k-1)" ZC mZICZn LV R(R)" T p (k)
- FE—1 Y o 1)mp<k>w<k> + (k)]
_ Yy crls L
B . 1 " o [1=Fk-1)]"
= F(k-1) p(k)l_F(k_l)ﬂ;Cn[ Fk—1) ]
Pk =1)"p(k) 1— F(k—1)\"
T 1-Fk-1) KH Fk—1) ) _1]
_ F(k—1)"p(k) [ | 1]
1—Fk—1) |F(k-1)r
= AK)[1 - F(k - 1)"]
) n! R(E)" ip(k) "
E(A (k) = 22( ) m)lil(m — i) ](:()k_f)(m) F(k—1)
= Flk-1)"Y mz(n"'_ T T sz )" p(k)

m=1

n
n!

R(k)"™ p(k)’

m=1

n
n!

P =10 2 o im ~ T F

1 ~_ i(m—1)!
(k—lm; (e —D)lm —)!

LRk k)

F(k—1)nzm2(n_m)(
k—1)" Z C
Z

C

1 I im—1
—1)'F(k—1m; (e —D)lm —)!

Zcle

)m

T)’L

3

Jj=

iy ()

—_

O

p(k

(+ 1) _

“'p(k)’

VR p(k)!

_I_

p(R)]" 2 + [R(k) + p(k)]" " | O



83 - Estimation non paramétrique

Remarques:

1. E(A,(k)) < A(k). On aura donc tendance a sous-estimer le taux de défaillance. Cela
est probablement di au fait que P(A,,(k) = 0) # 0. On peut envisager alors de corriger
I’estimation en multipliant A, (k) par une quantité supérieure a 1.

2. Le biais de A, (k) est d’autant plus fort que F(k—1) est grand, donc que k est grand. En
particulier, /\n(k(*l)) = 1 traduit bien 'existence d’un biais important. Par conséquent,
I’estimation de A, (k) n’est exploitable, pour de petites tailles d’échantillon, que pour
les faibles valeurs de k. Ainsi, pour juger du sens de variation de A au vu du graphe de

An, il vaut mieux ne pas utiliser les plus grandes observations.

Propriété 12

Vk € N*, A\, (k) est un estimateur biaisé et asymptotiquement sans biais de A(k).

Preuve:
Ce résultat est une conséquence directe de la propriété 11. O
5.3.3 Loi asymptotique du taux de défaillance empirique

Nous allons maintenant étudier les propriétés asymptotiques du taux de défaillance em-

pirique.
Propriété 13
VE € N*, A\, (k) 25 A(k)
Preuve:

D’aprés la loi des grands nombres, on a P,(k) Z5 p(k). On sait également que
R, (k) £5 R(k), ot A, (k) Z5 A(k).O

Par analogie avec les résultats obtenus pour la fiabilité, nous introduisons la notation

suivante :
Définition 5

Soit T,, le processus empirique associé au taux de défaillance, défini par:

Yk € N, Toa(k) = va(a (k) — Mk)).

Théoréme 8 i "
1—
Pour k € N* fizé, on a T,(k) LN (07 M)
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Preuve:

Fixons k& un entier non nul. Le processus empirique associé au taux de défaillance peut

T, (k) = i (RMR;(?_—EM) ~ R(kR—( ;)_—iuc))
- (A R )
— (_ Rn(f()k—_]%l()k) L R(k)Rﬁifk__li)?R]?;ikzﬁ()k - 1))
(B R )
- (BB g B0 B2

En utilisant les résultats de convergence de la fiabilité empirique rappelés par la propriété 8

et le théoreme de Slutsky, on obtient la convergence en loi du vecteur

Vit - gk S ()k_ =
R, (k) - R}
(s

vers le vecteur gaussien centré de matrice de covariance

1 ( (1= A(k)) Rk = 1)(1 = R(k - 1)) <1—A<k>>R<k><1—R<k—1>>)
Rk =12\ (1= ME)RMK)(1 - R(k - 1)) R(k)(1 — R(k)) '

La suite {T,(k)},>1 converge donc vers une variable aléatoire T (k) de loi normale en tant
que combinaison linéaire de composantes d’un vecteur gaussien.
Il est clair que la variable T (k) est centrée. D’apres ce qui précede, la variance I1(k) de la

variable T (k) est donnée par :

Bk)(1 = R(k) (1= AR)RKE=-DA = Rk=1) ,{1=AK)RK)A= Bk =1))

N = =R =) R(k —1)? R(k - 1)

Apres simplifications, on obtient :

R(k)

AR =AW)
- LR = 1) = B = 0

(k) = R(k—1)

Pour n suffisamment grand, le théoréeme 8 permet d’admettre que la loi de T, (k), en
tout k£ € N*, est approximativement la loi normale A(0,TI(k)). On peut ainsi construire un

intervalle de confiance asymptotique de seuil a pour A(k):

sy 2T
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Mais cette derniere formule n’est en fait utilisable que si on connait la variance asymptotique
II(k). Or, celle-ci dépend de la fonction de répartition et est donc inconnue. Il est donc
nécessaire d’estimer la fonction de répartition & I’aide la fonction de répartition empirique.
Soit II,, (k) la variance estimée

= R (k)

I, (k) = m[Rn(k —1) = Ru(k)]

La convergence presque siire de R,,(k) vers R(k) assure que II,, (k) converge presque siirement
vers II(k) quand n — +o0.

Le théoreme de Slutsky nous permet d’écrire:

Za (k) = ek ZAE)) e, N(0,1) (5.10)

La construction d’un intervalle de confiance asymptotique [A;,¢(k), Asup(k)], de seuil o pour

A(k) est donnée par:

Aing () = Aalk) — 24

IL,, (k)

Moup(k) = Aalk) + 24

Comme pour la fonction de fiabilité, la transformation du logit se révele utile pour
construire un intervalle de confiance pour le taux de défaillance, avec la certitude d’avoir
des bornes comprises dans [0, 1]. La construction de 'intervalle de confiance asymptotique
utilisant la transformation du logit, repose sur le résultat de convergence suivant :

Vn (logit (A (k)) — logit(A(k))) SN (0’ W)

La convergence presque stire de A, (k) vers A(k) et le théoreme de Slutsky permettent
d’écrire que:
Z99 (k) = \/ndn ()R (k) (logit (A (k) — logit(A(k))) —= N (0, 1) (5.11)

On obtient alors un intervalle de confiance asymptotique [/\;nf(k), /\lsup(k)]7 de seuil a €

10, 1] pour A(k) donné par:

o Aak) -

A (k) + (1= An(k))exp h (;;)YR (k)
Noup (k) = s

An(R) + (1= An(k))ep | = ) (ZC)YR (k)
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Exemple:
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06 * 06
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Fic. 5.6 — Intervalles de confiance asymptotiques du taux de défaillance, sans ou avec le logit,

au seutl o« = 0.1 pour les données du controle de qualité

On peut constater que la largeur des intervalles de confiance augmente rapidement a partir
de k > 15. De plus, la borne inférieure peut prendre des valeurs négatives pour I'intervalle de
confiance sans logit, en raison de 'approximation et de la variance importante du processus
empirique. Comme pour la fonction de fiabilité, I'intervalle de confiance avec logit n’est pas
symétrique. Contrairement a ce que ’on a observé pour la fiabilité, les intervalles de confiance

avec logit semblent moins larges que les intervalles de confiance sans logit.

Nous allons maintenant nous intéresser a la loi des vecteurs fini-dimensionnels

(T,(z;) : 1< j < m)" pour la construction de bandes de confiance.

Théoréme 9
Pour tout entier m > 1 et toute suite (x1,...,2,) de m nombres entiers classés par ordre

croissant, le vecteur aléatoire
(Ta(z;) :1<j<m)f

converge en loi, quand n — +o0c, vers un vecteur aléatoire gaussien T' de R™, centré, de

matrice de variance 11 définie par:
H(j, k) =0 pour j # k
(k)
Mk, k) = ———=[R(k—-1)— R(k)] =1I(k
(k) = s (k= 1) = ()] = 11}
Preuve:
Le vecteur (T,(z;) : 1< j < m)’ peut s’écrire

R(z;) Rn(z; —1) — R(z; — 1) Rn(z;) — R(z;) : '
(R(w—l)ﬁ Bemn V" '1<J<m>'
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Le théoreme de Slutsky permet d’écrire que ce vecteur a méme limite en loi que le vecteur

(%\/E(Rn(m )= R(zj— 1)) - ﬁ\/ﬁ(&(@) SR 1<) < m)

qui est une transformation linéaire du vecteur (va(Rn(z;) — R(z;)) : 1< j < m)" . D’aprés
(5.7), celui-ci est asymptotiquement gaussien, donc (T,(z;) : 1< j < m)" est asymptotique-
ment gaussien. [’espérance limite est clairement nulle, il reste a calculer la matrice de cova-
riance limite II.

Soient (j, k) € N*2, et I1,,(k, j) = Cov (T,(k), Tu(4))-

M (k,j) = Cov (ﬁ%ffﬂﬁk) ’ ﬁRN(ZEj_—ngjO
- (= a0 o (Vg A it R =)
C (= AR) Cou et Tﬁj()k__ﬁi()k —, ﬁR%Z()j_—]?()j)
+ =) - A Cor (vt g Gt R i)

La formule (5.7) de la propriété 8 permet d’écrire que pour tout (7,5) € N*? on a:

lim Cov(v/n(R(i) = R(i)), Vai(Ro(j) — R(j)) = R(maz(i, j)) — R()R().

n—0oo

On en déduit que:

hs) = pr— g1
[R(maa(k, j)) — ROV R(G)IR(E— DRG - 1)
— [R(mas(k—1,7)) - R(k— DRGIRIWRG - 1)
— [R(mas(k,j = 1)) - ROVRG — DIRG)R(E— 1)

+ [B(maz(k—1,j - 1)) = R(k = 1) R(j — D]R() B(K)}.
)

Pour k = j, on trouve apres simplifications : II(k, k) = W[R(k —1) — R(k)].
Pour k < j, le calcul aboutit a II(k, 7) = 0. C’est a dire que pour j # k, A\, (j) et A, (k) sont

asymptotiquement indépendants.O

La construction d’une bande de confiance pour A(k) repose sur la loi de la variable aléatoire

7% = max Z,(k

a,b {a<k<b} n( )
On sait d’apres le théoreme 9 que le vecteur (T, (k) : @ < k < b)' converge en loi vers un
vecteur de variables normales indépendantes et centrées. En utilisant le théoreme de Slutsky

et la convergence presque sire de ﬁn(k) vers II(k), on a la convergence en loi du vecteur
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(Z,(E) :a <k < b)" vers un vecteur de variables indépendantes normales centrées et réduites.
La suite {Z§7b}n21 converge vers la v.a. Z, 5. D’apres ce qui précede, la loi de 7, est celle
du maximum de b — a + 1 variables normales centrées réduites indépendantes. On construit
la bande de confiance asymptotique de A sur [a,b], de seuil « en explicitant le quantile

correspondant de la variable aléatoire |Z, |:

P(|Za,b| < q1—oz) =l-a <= P(_q1—oz < Za,b < q1—oz) =l-a«
= Fz,(q1-0) = Fz,,(—q1-a) =1 — @
— ¢b_a+1(q1—a) - ¢b_a+1(_q1—a) =l-a«

= T gia) — 1 - d(q1_a)) T =1—a (5.12)
ol ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

"
sUp

Finalement, la bande de confiance asymptotique [/\;/nf(k), Agup(B)], VEk € [a,b], de seuil

« €]0, 1] pour A est donnée par:

" ﬁn k

Aing (k) = Aa(k) — qi-a TE ) \Vk € [a, 0]
" ﬁn k

Asup (k) = An(k) + -0 TE ) 7Vk € [617 b]

avec ¢_, tel que qﬁb_“"'l(ql_a) - [1- (b(ql_a)]b_“"'l =1-oa.

Exemple:

05F

051

Fic. 5.7 — Bande de confiance asymptotique au seuil o = 0.1 du tauzx de défaillance pour les

données du controéle de qualité

A Tinstar des intervalles de confiance, la variance I1(k) du processus empirique associé

au taux de défaillance pouvant prendre de grandes valeurs, il est possible que les bornes de
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la bande de confiance soient en dehors de 'intervalle [0, 1]. On peut alors remédier a cela en
utilisant la transformation du logit et en procédant comme ci-dessus.

Soit 779" = max, Z99% (), avee Z129 (k) définie par (5.11). Le théoréme 9 assure que le
A as S

vecteur (y/n(logit(A\,(k)) — logit(A(k))) : @ < k < b)" converge en loi vers un vecteur de va-
riables normales centrées et indépendantes. Mais concernant le vecteur (fogﬁ(k) ta < k< b)t,
la présence du produit A, (k)R, (k) implique que 'on ne peut utiliser le théoreme de Slutsky
et ainsi vérifier 'indépendance asymptotique entre les composantes. Par conséquent, on ne

peut pas obtenir facilement une bande de confiance avec cette méthode.

Exemple:

05 + +
Xx
oF -+ XXk * * * X% % *k kK ok ok ¥ * ¥ —
x *x « .
X x

05k

Fic. 5.8 — Comparaison de la bande et de Uintervalle de confiance asymptotiques, au seuil

o = 0.1 du tauz de défaillance pour les données du controle de qualité

Comme on pouvait s’y attendre, la bande de confiance sur A pour tout I'intervalle [1,29]
est plus large que I’ensemble des intervalles de confiance pour chaque A(k), avec k variant de

1a29.

5.3.4 Relation entre R et )

L’expression de la fiabilité en fonction du taux de défaillance est la suivante:

k
R(k) =TT (- A@)

=1

=1

. k .
ona ko) = [T gy = [T - = T a-xn= I (1-5%)

=1 Sk <k Gk <k -1
)= )=

Donc en temps discret, 'estimateur empirique de la fiabilité est directement sous une

forme produit de type Kaplan-Meier.
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5.4 Le nouveau taux de défaillance empirique

5.4.1 Définition

La définition du nouveau taux de défaillance donnée au chapitre 4 est :
R(k—1)

Vke N*, r(k)=In RO

= —In(1 - A(k))

On définit logiquement 'estimateur empirique du nouveau taux de défaillance en rem-
plagant R par son estimateur empirique R, :
R.(k—1)

Yk < k(n), T‘n(k) =In Rn(k)

= —In(1 — A (k) (5.13)

Les caractéristiques du nouveau taux de défaillance sont les suivantes :

1. si k n’est pas égal & une observation, alors r,(k) = 0 (comme pour A, (k)),
2. r, n’est pas défini pour k = k(,), a contrario de A, (A, (k) = 1),
3. r, n’est pas borné par 1 comme l'est A,,,
d; n;
4. rp(kf)=In(l = ——) = —In —Z
() =tnf1 = 22 = < 2

L’estimateur empirique du nouveau taux de défaillance donne une estimation supérieure
a celle de estimateur empirique du taux de défaillance usuel. Cela s’explique a I'aide du

résultat suivant appliqué a (5.13): Vo, 2 < —In(1 — z).

Exemple:

Fic. 5.9 — Nouveau tauz de défaillance empirique pour les données du contréle de qualité

On peut voir comme prévu que les deux taux de défaillance empiriques sont équivalents
pour les petites valeurs de k, mais que des différences notables apparaissent pour les grandes

valeurs de k.

La loi exacte de r, (k) est trop complexe a calculer en raison de la présence du logarithme.

On ne peut donc obtenir le biais de ce nouveau taux de défaillance empirique.
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5.4.2 Loi asymptotique du nouveau taux de défaillance empirique

La relation (4.4) entraine la validité des résultats asymptotiques obtenus sur le taux de

défaillance empirique usuel pour le nouveau taux de défaillance empirique, c’est a dire:
Propriété 14
Yk e N*, (k) £5 r(k).

Comme pour le taux de défaillance usuel, on peut s’intéresser au comportement asymp-
totique du processus empirique v/n (r, (k) — r(k)):

Propriété 15

c 1 1
Yk k n k) —r(k 07 -
< K(n)s v (r (k) = r( ))_>N< R(k) R(k—l))
Preuve:
D’apres la relation (4.4) qui est de la forme r, (k) = ¢(A(k)), et le résultat de convergence
asymptotique du processus empirique associé a A (théoreme 8), I'application de la méthode

delta conduit a:

Yk < kny, VA (ra(k) = (k) <5 A (0, WM(A(@))

1
1—u

o ¢’ (u) =

La variance du processus empirique se simplifie de la facon suivante :

A(k) (1 = Ak)) g _
=1 ¢ M) = T T T Ao

On déduit directement de la propriété 15, la propriété suivante:

Propriété 16

Vk € N*, r, (k) est un estimateur asymptotiquement sans biais de r(k).

Nous allons nous intéresser maintenant a construire un intervalle de confiance pour le
nouveau taux de défaillance en appliquant la méme démarche utilisée pour la fiabilité et le

taux de défaillance usuel.
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La convergence presque sire de R, (k) vers R(k) et l'utilisation du théoreme de Slutsky

entralnent alors:

Zo(h) = W 2R ey (5.14)
1 1
\/Rn(k) CRu(k-1)

Un intervalle de confiance asymptotique [r;, ¢ (k), rsyp(k)], de seuil o €]0, 1] pour r(k) est

donc donné par:

1 1 1
ring (k) = ra(k) = Z“\/E [Rn(k) Rk - 1)]

1 1 1
rsup(k) = r”(k) T Za\/ﬁ [Rn(k) - Rn(k - 1)]

L’utilisation d’une transformation du nouveau taux de défaillance r peut se révéler d’au-
tant plus utile que ’on sait que ’estimateur empirique du nouveau taux de défaillance donne
une estimation supérieure a celle du taux de défaillance usuelle. La transformation du logit
n’est pas la plus judicieuse & utiliser car r(k) est & valeurs sur R, et non pas sur I'intervalle

[0, 1] comme le sont R et A. Il faut plutot utiliser une simple transformation logarithmique.

L’intervalle de confiance asymptotique utilisant la transformation logarithmique repose

sur le résultat suivant :

Vi ttog(r, ) = toa(r(41)) -5 (0. (s = ) i )

Les convergences presque stires de R,,(k) et r, (k) respectivement vers R(k) et r(k) et le

théoreme de Slutsky permettent d’écrire que:

ZlOg(k) — \/ﬁ (lOg(T‘n(k)) — lOg(T‘(k))) i> ./\/’(07 1) (5‘15)
1 1 1
r () \/Rn(k) S Ru(k—1)

Un intervalle de confiance asymptotique, utilisant la transformation logarithmique,

!

[r mf(k)7 Tsup(K)], de seuil @ €]0, 1] pour r(k) est alors donné par:

. ( W e Rn@_nw
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Exemple:
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Fic. 5.10 — Intervalles de confiance asymptotiques, sans ou avec la transformation log, au

seutl o« = 0.1, du tauz de défaillance pour les données du contréle de qualité

L’intervalle de confiance asymptotique utilisant la transformation logarithmique renvoit
bien une borne inférieure pour r positive ou nulle, contrairement a l'intervalle de confiance
sans transformation. En revanche, I'intervalle de confiance avec la transformation logarith-
mique est plus grand, ce qui se traduit surtout par une borne supérieure plus élevée que sans

I’utilisation du log, ce phénomene étant croissant avec k.

Nous ne présentons pas de construction de bandes de confiance pour le nouveau taux
de défaillance car les composantes du vecteur (Z, (k) :a < k < b)' (avec Z, (k) définie par
(5.14)) ne sont probablement pas indépendantes.

5.5 La durée de vie résiduelle moyenne empirique

Comme le taux de défaillance empirique, la durée de vie résiduelle moyenne empirique ne
semble pas avoir été étudiée auparavant. On rappelle que la durée de vie résiduelle moyenne
est définie par m(k) = E(K — k|K > k). Il semble logique de proposer la définition suivante

pour la durée de vie résiduelle moyenne empirique :

2oim (K = W) ey 2iny Killgresry
Z?:l H{ka} Rn(k)
Somme des observations > k

= —k
Nombre d’observation(s) > k

my (k)

ko Yk < K,
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Les caractéristiques de cet estimateur empirique sont les suivantes :

—_

4.
5.

. m,(0) = K, ce qui est cohérent avec m(0) = E(K),

. mn(k(* —1) =1, donc m,, possede une allure générale au moins en partie décroissante,
n)

commencant a K, pour finir a 1.

. sl k n’est pas égal a une observation, alors m,, (k) = my(k— 1) — 1 (car A, (k) = 0 dans

(2.7)),
my, (k) n’est pas définie pour k > ki

sik= k(*j),

pour éviter la forme indéterminée 0/0.

nj-1 *
" [mn(k(j) —-1)-1].

J

alors my, (k{;)) =

La durée de vie résiduelle moyenne empirique est donc une succession de segments de

droites de pente —1 avec des sauts en chaque k(j).

*

Exemple:

Fic. 5.11 - Durée de vie résiduelle moyenne empirique pour les données du controéle de qualité

On rappelle la relation entre le taux de défaillance et la durée de vie résiduelle moyenne:

m(k—1)—1

SUAR) # 1, m(k) = =T

On peut vérifier que cette relation est également vérifiée par les estimateurs empiriques de

m et A:

Propriété 17

my(k—1)—1

Vk € N, )

My (k) =
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Preuve:
K1 K;>k—
mu(k—1) -1 _ ; e o1y | Belbo D)
1= A (k) - R,(k—1) R,.(k)

Z I(iH{K,Zk} — kRn(k — 1)

=1
- R,(k)
Z Kill x>0y — kR,(K) + Z Killjempy = & Z Kill g =ry
=1 =1 i=1
- R,(k)
Z Killig,—py — & Z 1=
= mn(k) + =1 R (k‘) =

n n
En remarquant que ZKZ'H{KFk} =k Z g, =k}, on obtient le résultat cherché.O

La durée de vie résiduelle moyenne empirique semble étre un indicateur de vieillissement
plus intéressant que le taux de défaillance empirique dans la mesure ou on évite le probleme
des zéros et ol le graphe obtenu est plus lisse que le précédent. Cependant, le fait que m,,

varie de K, & 1 reste un handicap pour l'interprétation du vieillissement.

5.6 Conclusion

L’estimateur empirique du taux de défaillance introduit dans ce chapitre ne possede mal-
heureusement pas les propriétés de 'estimateur empirique de la fiabilité. En effet, c’est un
estimateur biaisé et surtout qui s’annule en dehors des observations. L’information qu’il ap-
porte sur le phénomene observé est par conséquent assez faible, surtout quand on a peu de
données, ce qui est le cas des matériels de Schneider Electric. En revanche, dans des contextes
ol les données sont plus nombreuses, comme 'exemple climatologique traité par Le Breton
et Martin [52], le taux de défaillance empirique peut étre trés utile pour apprécier le vieillis-

sement (ou la persistance).



CHAPITRE
Estimation paramétrique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’estimation des parametres de la plupart
des modeles de fiabilité présentés au chapitre 3. Une section importante de ce chapitre est
consacrée a la loi géométrique. Cette loi est le point de départ de notre procédure d’analyse
du retour d’expérience, et plus généralement de toute analyse de données représentant des
durées de vie puisqu’elle suppose ’absence de vieillissement dans le phénomene observé.
Pour chaque modele, nous donnons les propriétés (biais, variance et coefficient de variation)
des estimateurs ponctuels des parametres obtenus a 'aide des méthodes usuelles d’estima-
tion paramétrique que sont la méthode du maximum de vraisemblance (MV) et la méthode
des moments (MM). Pour la loi géométrique, nous avons également donné des méthodes de
construction d’un intervalle de confiance sur le parametre.

Dans la plupart des cas, les estimateurs ne possedent pas de forme explicite et requierent une
résolution numérique. Les propriétés des estimateurs sont alors obtenues a 'aide de simula-
tions de Monte-Carlo: pour une taille d’échantillon n et une valeur des parametres de la loi
considérée fixés, nous avons simulé N = 2000 échantillons pour lesquels nous avons estimé a
chaque fois les parametres. Nous donnons les résultats sous forme de tableaux et de graphes
pour les biais, variances et coeflicients de variation empiriques des estimateurs. Les valeurs
des parametres ont été choisies de facon a obtenir des réalisations de la v.a. simulée de ’ordre
de 10%, pour k € {1,2,3,4}. Nous avons également choisi de simuler des échantillons de tailles

n € {5, 10,20, 40,60, 100,200} pour couvrir un grand nombre de cas pratiques.

6.1 La loi géométrique

On rappelle I’expression des probabilités élémentaires de la loi géométrique G(p):

p(k) =p(1—p)*~', keN

- P

1
qui a pour espérance E(K) = — et pour variance Var(K) = —
p
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6.1.1 Estimation ponctuelle

e

Soit Ki,..., K, un échantillon issu de la loi géométrique G(p). On note S = ZK“
=1

notation qui sera utilisée dans toute cette section. La variable aléatoire .S est de loi binomiale

négative BN (n, p) dont les probabilités élémentaires sont données par :
P(S=k)=C/Zip"(1—p)*™ k=nn+1,...
n(l—p)

n
La v.a S a pour espérance E(S) = — et pour variance Var(S) = 5
p p

Propriété 18
Lestimateur du MV de p est:

n —
An == =1 I(n
Y > it Ki /

1l est biaisé et son biais est donné par:
E(ﬁn) :pn 2F1(n7n7n+ 17 1 _p)
ot oF) est la fonction hypergéométrique de Gauss.

Preuve:

La fonction de vraisemblance est:

,C(p; kl, .. .7kn) = Hp(l _ p)ki—l — pn(l _ p)zl’.;l ki—n

n

Donc 'EMYV est: p, = =——.
22'21 K;

Le biais de ’estimateur p,, se calcule alors de la facon suivante :

E(p,) = E(%)zi Z iy

G i noo n(n+i—1)! i
- Zn—l—z i (=) =p Z(n—l—i)(n—l)!i!(l_p)
=0
_ P(nt )T(n+ ) (1= p)
- n—l'z I'(n4i+1) 7!

G PeA ) KU+ n) 1-p) o (M@ (- p)
- pF(n)F(n)Zz: Titntl) & 7P 2 Sl

- anFl(n7n7n+171_p) a

Propriété 19
Llestimateur sans biais de variance minimale de p est:

_ n—1
b= 2?21 K -1
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Preuve:
La statistisque .S est exhaustive et complete. On sait que llx —qy est un estimateur sans

biais de p puisque:

E(if,=1)) =P(K1=1)=p

Donc 'ESBVM de p est obtenu par projection de Iestimateur sans biais ll(x —1; sur la
statistique exhaustive et complete S, c’est a dire E []I{Kl:l}|5].

P (1(1 =1nN ZKZ» = s)

B[l S =5 = PKi= 18 =2 = ——p =L
I(l = 1 I( =5 — 1
= (Z ) _P Cr22p (1 — pys—t=(n=1)
FE=2 iy (L= p)
n—1
— .0
s—1

Propriété 20

La variance de estimateur sans biais p, est:

Var(p,) =p" 2Fi(n—1,n—1,n,1—p) —p?

Preuve:

B = (-1 [y
o
= o' Y e -

S5=n

+oo 1

= (n=1)%") mcﬁiq(l -p*
k=0

, R 1 (k+n—1)!
= (n—1)p ;(k—l—n—l)z (n — 1)&! (1—p)k

_ (n+k-2)!(1-p)F
= Z k—|—n—1) (n—2) &

B Pn+k—1)Tn+k—1)(1-p)F
= an—l I'(n+k) I'(n—1) k!

_ I'(n) i’fl“(n—kk—l)ﬂn—l—k—l) (1—p)*

I'(n—-1)I'(n-1) = I'(n+ k) k!
= ptofiln—1,n—1,n,1-p).0
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La variance de p, est une fonction croissante puis décroissante en p comme le montre la

figure Fi1G. 6.1.

vvvvvvv

Fic. 6.1 — variance théorique de p,, pour un échantillon de taille 10

Nous allons maintenant étudier le coefficient de variation de p,, qui mesure la dispersion
relative de p,, contrairement a la variance qui est une mesure de dispersion absolue. Le
coeflicient de variation, noté C'V, est défini comme le rapport de I’écart-type de la variable
aléatoire considérée sur 'espérance de cette v.a.. Ainsi, le coefficient de variation est une
grandeur sans dimension, ce qui permet de comparer les dispersions de v.a. d’ordres de
grandeur tres différents.

Pour l'estimateur p,, le coefficient de variation est donné par:

CV(p,) = 7% =P 2yFi(n—1,n—1,n1-p) —1
E(pn)

Un estimateur empirique du coeflicient de variation, noté C'V,,, peut étre défini a partir
d’un échantillon en remplacant la moyenne et I’écart-type de la v.a. par leurs estimateurs em-
piriques respectifs. On considere généralement, et ce critere sera valable pour tout ce chapitre,
qu’une estimation de parameétre est satisfaisante lorsque C'V ou CV,, < 15% (voir[5]).

On notera que nous nous intéressons plus particulierement aux petites valeurs de p

(p < 0.1) pour des raisons applicatives.

A taille d’échantillon fixée, le coefficient de variation théorique de p, est une fonction
décroissante de p (voir le premier graphe de la figure F1G. 6.2), donc on estime d’autant
mieux le parametre p qu’il est proche de 1. Mais pour les petites valeurs de p, celles qui nous
concernent, la décroissance de p,, est tres faible comme le montre le second graphe de la figure

Fic. 6.2.
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Fic. 6.2 — coefficient de variation théorique de p,, pour n = 30

La figure Fic. 6.3 du coefficient de variation théorique de p, montre que I’estimation de

p est satisfaisante a partir d’échantillons de taille » = 40.

0.3 |

0.2 \
\

N

N

0.1+

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
n

F'1G. 6.3 - CV(p,,) pour p=10.1

Les résultats empiriques pour C'V,,(p,), obtenus par simulation de Monte-Carlo dans les

tableaux TAB. 6.1, 6.2 et 6.3 confirment ceux énoncés ci-dessus pour C'V(p,) .
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valeur du parametre p 0.1
taille moyenne variance cv
de I’échantillon empirique | théorique | empirique | théorique | empirique | théorique
5 9.95 -02 0.1 2.60 -03 2.75 -03 0.51 0.52
10 9.97 -02 0.1 1.11-03 1.09 -03 0.33 0.33
20 1.00 -01 0.1 5.24 -04 4.94 -04 0.23 0.22
40 9.95 -02 0.1 2.43 -04 2.36 -04 0.16 0.15
60 1.00 -01 0.1 1.61 -04 1.55 -04 0.13 0.12
100 1.00 -01 0.1 8.98 -05 9.16 -05 0.10 0.10
200 9.99 -02 0.1 4.59 -05 4.54 -05 0.07 0.07
TAB. 6.1 — Résultats d’estimation du paramétre de la loi géométrigue
valeur du parametre p 0.01
taille moyenne variance cv
de I’échantillon empirique | théorique | empirique | théorique | empirique | théorique
5 1.02 -02 1.00 -02 3.86 -05 3.27-05 0.61 0.57
10 1.00 -02 1.00 -02 1.25 -05 1.23 -05 0.35 0.35
20 9.97 -03 1.00 -02 5.41 -06 5.49 -06 0.23 0.23
40 1.00 -02 1.00 -02 2.76 -06 2.60 -06 0.17 0.16
60 9.99 -03 1.00 -02 1.64 -06 1.71 -06 0.13 0.13
100 9.97 -03 1.00 -02 1.01 -06 1.01 -06 0.10 0.10
200 1.00 -02 1.00 -02 4.85 -07 5.00 -07 0.07 0.07
TAB. 6.2 — Résultats d’estimation du paramétre de la loi géométrique
valeur du parametre p 0.001
taille moyenne variance cv
de I’échantillon empirique | théorique | empirique | théorique | empirique | théorique
5 1.00 -03 1.00 -03 3.10 -07 3.33 -07 0.56 0.58
10 9.90 -04 1.00 -03 1.40 -07 1.25 -07 0.38 0.35
20 1.00 -03 1.00 -03 5.30 -08 5.55 -08 0.23 0.23
40 1.00 -03 1.00 -03 2.60 -08 2.63 -08 0.16 0.16
60 1.00 -03 1.00 -03 1.70 -08 1.72 -08 0.13 0.13
100 1.00 -03 1.00 -03 1.10 -08 1.02 -08 0.11 0.10
200 1.00 -03 1.00 -03 5.09 -09 5.05 -09 0.07 0.07

TAB. 6.3 — Résultats d’estimation du paramétre de la loi géométrique
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Nous traitons également ’estimation ponctuelle pour la fiabilité de la loi géométrique

dans cette section car c’est la seule loi pour laquelle on possede des résultats explicites.

La fiabilité de la loi géométrique est définie par R(k) = (1 — p)¥, Yk € N*. L’estimateur

de maximum de vraisemblance de R(k) est:

R(k) = (1= pn)t = (1= 5)f

Seules les simulations permettront d’évaluer le biais de cet estimateur, car son expression est

trop complexe pour le calculer formellement.

Propriété 21

Lestimateur sans biais de variance minimale R(k) de R(k) est:

n—1 -1
%
~ H(l— k,): S_le stk <S—n
R(k) = §—1 G5

- =1

0 sik>S—n

ot S = zn:I(i.
=1

Preuve:
On sait que I g 55y est un estimateur sans biais de R(k), car E(ll g sp) = P(K > k) =
R(k). En projetant I’estimateur sans biais H{K1>k} sur la statistique exhaustive et complete
S, on obtient I'expression de 'ESBVM de R(k) donné par E(k) =EK []I{K1>k}| ZKZ'] .
=1

n

Par définition, on a Vi € {1,...,n}, K; > 1. Donc si K| > k, alors ZKZ' >n—1+k.
=1

Par conséquent, il faut que s > n — 1 + k, c’est a dire que k < s — n. Sous cette hypothese,

on a:

P (1(1 > kN ZKZ» = s)

E [H{I(1>k}|5 = S] = P (I(l > k|S = S) = P (S ;:;)
1 - -
— - P I(l :]ﬂ I(Z':S—j
Cioipn(1—p)sr j:zk;l ( ; )

n

La probabilité P | Ky = 5N ZKZ' =5 —j) est nulle si s — 7 < »— 1, c’est a dire si j >
=2

s—mn+ 1, et elle est donc non nulle pour j <s—n+ 1.
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s—n+1
1
E[H{I( >k}|S:S] = o I(l—] ( I( —S—])
1 Cs_llpn(l _ p)s—n ]:zk;l_l Z
1 s—n+1 ]
= — p(1—p)/ =t p Tt (1 = pye I
Cs_llpn(l _ p)s—n ]:zk;l_l —j=
s—n+1 s—n+k
= Cn 1 Z Cs 7—1 = Z Cs i—k—2
s=1 j=k+41 -
1 s—n+k 1 s—n+k
_ n—2 _ n—2
- Cn—l Z Cs—[s—n—k—j]—k—? - Cn—l Z C]-l-n 2
s—1  j=0 s—1  4=0
Or ch+k fn-l—-l—lk-l—l
Col . (s—k-DNs—n)! Yrs—k—i
Done  E[ljg,sp]S=s] = 1 = (s k—n)(s— 1) = U

6.1.2 Estimation par intervalle de confiance

a) Premiére méthode

Dans [17], Clemans donne un intervalle de confiance exact pour p. La construction de
l'intervalle de confiance repose sur la variable aléatoire S de loi binomiale négative BA (n, p),

dont la fonction de répartition est:
Fo(slp) = P(S <) = YOIl (1 - ppi™ s=mnt1,...
j=n

Fs(s|p) est une fonction continue et croissante de p, quel que soit s. On a un intervalle de
confiance [py, py] de seuil o en trouvant (pi, p2) tel que Fs(s|pi) = 5 et Fs(s—1|pz) =1-9,

c’est a dire:

ZCZ i =-p)t =

N |2

n— 7% —n «
ch s (L—po)f = -5
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b) Deuxiéme méthode: approximation normale

Par le théoreme Central Limite (TCL), pour n assez grand, S est approximativement de

loi normale A (ﬁ, M) On a alors:
P p
P(|p§7_n|§za) ~1-a
n(l—p)

pS—n | < oz (pS—-n)?<2n(l-p)

| n(1—p)

= ST+ (22 -29)mp+n(n—22)<0

Ce trindme en p est toujours positif, sauf entre ses racines p/1 et p/2 (p/1 < p;) qui sont les
bornes de 'intervalle de confiance de seuil «:
b (25 = 22)n — \/nz2[n22 +45(S — n)]
" = 252
) (28 — 22 n 4+ \/n22[n22 +45(S — n)]
P2 = 252

¢) Troisieme méthode : approche bayésienne

Les probabilités élémentaires de la loi géométrique G(p) sont données par:
Vk e N*, f(klp) = p(1 - p)*!

La famille de lois a priori conjuguée a la loi géométrique est la famille des lois Beta de premiere
espece Beta(a,b) (voir par exemple [76]) dont les probabilités élémentaires sont données par:

a—1 _ b—1
A b )

Vk e N*,  f(p) = B0 D) 0,11(1)

Le calcul de la densité a posteriori par la formule de Bayes donne:

)b—k—2

al_
Vk € N, f(plk)zﬂ(];il (f)-|_k—1)

qui est la densité de la loi Beta g(a+1,b+k—1). Dans le cas d’un échantillon K7, ..., K, issu

H[0,1] (P)

de la loi géométrique G(p), la loi a posteriori du parametre p est la loi Beta 8(a+n,b+s—n).
On choisit de prendre ¢ = b = 1 qui correspond a considérer une loi a priori de type non-
informatif puisque la loi a priori Beta 3(1,1) est égale & la loi uniforme sur [0, 1]. Mais on
pourrait éventuellement prendre d’autres valeurs si on avait des informations a priori sur la
valeur de p, par exemple quand on sait que le systeme est tres fiable.

L’intervalle de confiance [plll,pg] de seuil « sur le parametre p s’obtient de la facon suivante:

P = Beta(a/?,n—l—l,s—n—l—l) (61)

P2 = Betag_o/2n41,5-n41)
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ou Beta,,,, 1,) est le quantile d’ordre o de la loi Beta B(v1,v2). Pour une utilisation pratique,

on peut exprimer (6.1) a 'aide des quantiles de la loi de Fischer-Snedecor :

. (n + DF(a/2.2(n4+1) 2(S=n+1))
S—=n+1+n+1)Fq1_0/2n41,5-n+1)

. (n+ D) F(1—a/2,n41,5—n+1)
S—n+ 1+ (n+1)F1_a/22mnt1)2(5—n+1))

d) Comparaison

Des simulations ont été menées pour comparer la précision et la rapidité des trois méthodes
précédentes de construction d’intervalle de confiance sur le parametre de la loi géométrique.
Pour une valeur du parametre p € {0.3,0.1,0.01}, nous avons simulé N = 2000 échantillons
de loi géométrique G(p), de taille n € {5,10,20,40,60,100}. A partir de chaque échantillon
simulé, nous avons construit un intervalle de confiance bilatéral de seuil o € {0.1,0.05} sur
le parametre p par les trois méthodes présentées a la section 6.1.2. Les tableaux TAB. 6.4 et
6.5 donnent le pourcentage des N intervalles de confiance construits qui ne contiennent pas
la valeur p, respectivement pour un seuil de v = 0.1 et & = 0.05. Nous ne présentons pas les
résultats concernant l'intervalle de confiance exact pour p = 0.01 car les calculs a effectuer

sont extrémement longs.

Méthode exacte | Méthode bayésienne | Méthode avec TCL

n\pl 0.3 0.1 0.3 | 0.1 0.01 (03| 0.1 0.01
5 7.0 9.0 10.1 | 10.5 9.0 8.7 | 8.0 7.0
10 9.9 10.8 11.3 ] 10.3 8.9 9.71 9.6 9.1
20 7.9 9.5 9.3 | 9.3 10.6 | 9.9 10.3 8.8
40 8.4 8.9 9.9 | 9.5 9.8 9.5 | 10.1 9.1
60 9.0 8.5 10.2 | 10.3 11.0 9.5 95 10.1
100 || 9.7 9.5 9.9 | 10.3 9.5 9.11 9.0 9.8

TAB. 6.4 — Comparaison des constructions d’intervalle de confiance pour o = 0.1

On peut constater dans les tableaux TAB. 6.4 et 6.5, que c’est pour la méthode exacte
que les seuils empiriques sont les plus éloignés des seuils théoriques. Cela est siirement di a
la résolution numérique des deux équations dont les bornes de I'intervalle sont solution. C’est
également la raison pour laquelle cette méthode est la plus lente des trois étudiées. Dans
I’ensemble, les seuils empiriques pour la méthode bayésienne sont les plus proches des seuils

théoriques. La méthode utilisant le TCL donne de tres bons résultats des n > 10.

En conclusion, on recommande d’utiliser plutot la méthode bayésienne, quelle que soit la

taille de I’échantillon étudié.
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Méthode exacte | Méthode bayésienne | Méthode avec TCL
n\pl 0.3 0.1 0.3 ] 0.1 0.01 0.3 0.1 0.01
5 3.6 3.4 5.3 | 5.1 5.4 4.6 | 4.3 4.1
10 4.8 4.9 5.6 | 5.6 4.9 4.7 1 5.3 5.5
20 3.8 4.2 5.6 | 5.3 4.1 4.9 155 4.5
40 3.9 4.6 5.0 | 4.6 4.6 5.8 | 4.7 4.7
60 4.7 3.0 4.6 | 5.1 5.2 4.3 ] 5.1 4.8
100 || 3.9 4.3 4.6 | 5.2 5.1 4.1 | 4.5 4.4

TAB. 6.5 — Comparaison des constructions d’intervalle de confiance pour o = 0.05

6.1.3 Comparaison discret/continu

A priori, il est logique d’utiliser un modele de fiabilité en temps discret quand le phénomene
étudié est de nature discrete. Cependant, compte-tenu des difficultés lies & ’analyse statis-
tique de ces modeles et & la méconnaissance des modeles de fiabilité en temps discret, il peut
étre tentant d’utiliser des modeles en temps continu, qui sont bien connus depuis longtemps. Il
est donc intéressant d’évaluer ’erreur induite par cette approximation et de déterminer dans
quels cas elle peut étre acceptable. Remarquons tout d’abord qu’aucun modele en temps
continu ne permettra d’évaluer correctement la probabilité de défaillance a la premiere solli-
citation, qui est une des grandeurs clés du probleme. Mais les deux types de modeles peuvent
fournir une estimation du MTTF et de la fiabilité.

Nous allons nous placer sous ’hypothese d’absence de vieillissement. Soient Ki,..., K, les
durées de vie (en temps discret) de n systémes identiques et indépendants. Le bon modéle en
temps discret est la loi géométrique. L’approximation en temps continu est la loi exponentielle.
Les deux modeles fournissent la méme estimation du MTTF, a savoir la moyenne empirique.
Mais leurs estimations de la fiabilité sont différentes. En effet, si les K;, « = 1,...,n, sont

supposés de loi géométrique, alors "ESBVM de R(k) = (1 — p)* est:

n—1
~ k
Ro(k) =[] (1 T Z) Wiges—ny

=1
Siles K;, i =1,...,n, sont supposés de loi exponentielle, alors 'TESBVM de R(k) = e~k

est:

A partir d’un échantillon issu de la loi géométrique, on souhaite connaitre 'erreur commise
quand on estime la fiabilité R(k) par Rg(k) ou Re(k). On sait que Rg(k) est sans biais et
de variance minimale. Le biais de Eg(k) est trop complexe pour étre calculé explicitement,
mais il peut étre estimé & l'aide de simulations de Monte-Carlo. Des échantillons de loi

géométrique ont été simulés avec différentes valeurs de p (p € {0.5,0.1,0.0001}) et des tailles
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d’échantillons variant de n = 5 a n = 200. Les résultats des simulations montrent que ’erreur
commise sur l'estimation de R(k) par Re(k) est quasiment indépendante de n. Nous avons
alors fixé arbitrairement la taille de I’échantillon & 30; les figures FiG. 6.4 et 6.5 donnent
les graphes des fonctions R(k), Rg(k) Re(k) pour des échantillons de lois géométriques de
parametres respectifs 0.5, 0.1 et 0.0001. On constate que, quel que soit p, Eg(k) est un
excellent estimateur de R(k), ce qui est normal. Quand p est grand, l’erreur commise en
estimant R(k) par Eg(k) est importante, mais elle diminue avec p pour devenir négligeable
quand p = 0.0001. Par conséquent, cela signifie que, en 'absence de vieillissement, ’erreur
commise en utilisant un modele en temps continu a la place d’un modele en temps discret
est significative pour des systéemes tres peu fiables (p grand) et négligeable pour des systémes
tres fiables (p petit). Autrement dit, pour des données de I'ordre de grandeur de la centaine,
il est acceptable d’utiliser un modele continu pour traiter des données discretes. 1l reste a

déterminer si cette conclusion est encore valable en présence de vieillissement.

07 T T 1 T T
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FIG. 6.4 — Graphes de R(k), Rg(k) et Re(k) pour p=0.5 et p=0.1
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FIG. 6.5 — Graphes de R(k), Rg(k) et Re(k) pour p=0.0001
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6.2 La loi de Weibull de type I

On rappelle I’expression des probabilités élémentaires de la loi de Wy(q, 5):
Vk e N*. p(k)= q(k_l)ﬂ - qkﬂ

Dans les simulations, le choix des valeurs de 3 (vitesse d’usure) correspond au désir d’avoir
une loi IFR (5 > 1) avec un vieillissement plus ou moins important (5 € {1.5,2,3}). Quant
au choix des valeurs de ¢, il répond au désir d’obtenir des données de 'ordre de la dizaine,
de la centaine, du millier et de la dizaine de milliers (1 —¢ € {0.1,...,107%}). On rappelle que
les échantillons simulés sont de taille n € {5, 10, 20,40, 60, 100, 200}.

Dans [2], Ali Khan-Khalique-Abouammoh s’intéressent a I’estimation des parametres de
la loi de Weibull de type I. Les auteurs présentent une méthode simple, dite méthode des

proportions, qu’ils comparent a une méthode des moments approchés.

La méthode des proportions pour la loi de Weibull de type I Wy(q, 3) se base sur le fait

que:
PIK=1)=1-¢

Donc une estimation de ¢ est le pourcentage d’observations de 1’échantillon strictement

supérieures & 1:

De méme, on a:

P(K=2) = p(2)=q-¢*
dou f = % {Inln(q — p(2)) = Inln ¢}
On peut alors estimer 3 par:
. 1 1 InR,,(2
8= 3 {InIn[R,(1) = (R,(1) = R,(2))] = InInR,(1)} = 3 In m

On peut de la méme fagon utiliser deux entiers quelconques a la place de 1 et 2.

La méthode des moments n’est pas utilisable pour la loi de Weibull de type I car les
expressions des deux premiers moments de la loi ne s’expriment que sous la forme d’une
somme infinie. Les auteurs ont eu 'idée d’approcher les moments par des sommes partielles.
Les estimateurs des moments approchés minimisent alors la somme des écarts quadratiques

entre les moments empiriques et les sommes partielles.
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La méthode des proportions nécessite un grand nombre d’observations ex-zquos, et plus
précisément d’observations égales a 1 et 2 afin que les estimations empiriques de p(1) et p(2)
soient non-nulles et proches des vraies valeurs. Cela n’est pas tres souvent le cas dans le
domaine d’application de Schneider Electric. D’autre part, cette méthode utilise seulement
une petite partie des données pour estimer les parametres, et on peut regretter de ne pas
utiliser toute l'information contenue dans les observations, qui plus est dans le contexte
industriel ou les données sont souvent peu nombreuses. Enfin, la méthode des proportions
est tres sensible aux fluctuations de I’échantillon. Pour toutes ces raisons, nous n’avons pas
utilisé cette méthode d’estimation, mais la méthode du maximum de vraisemblance.

Il s’avere que pour des données de I'ordre du millier (1 — ¢ < 0.0001), I’estimation du
parametre ¢, obtenue par maximisation de la log-vraisemblance par la fonction fmins de
MATLAB, se trouve hors de 'intervalle ]0,1[. Nous avons alors décidé d’implémenter direc-
tement la méthode de Newton-Raphson. On obtient de bons résultats lorsque les valeurs
d’initialisation des parametres pour ’algorithme itératif de Newton-Raphson sont ”proches”
de la valeur finale des estimateurs du MV. Les valeurs initiales sont fournies par une méthode
d’estimation graphique décrite a la section 7.1.2. Nous nous sommes apercus que le probleme
de maximisation de la log-vraisemblance était mal conditionné lorsque la loi est paramétrée
avec les parametres ¢ et 3. En effet, plus les valeurs prises par la v.a. K sont grandes, plus
le parametre ¢ est proche de 1, et par conséquent son estimation peut étre supérieure a 1.

En reparamétrant la loi de Weibull de type I comme la loi de Weibull continue, avec les
1

()’
parametres n et J ol ¢ = e \"/ , on ne rencontre plus ce probleme car 7 est a valeurs dans
RT. Nous conserverons néanmoins, autant que possible, la paramétrisation avec ¢ et 3 de la

loi de Weibull de type I, afin d’éviter toute confusion avec la loi de Weibull continue.

Les résultats des simulations indiquent que I’estimation de ¢ est légerement biaisée (voir la
figure F1G. 6.6): ¢ est sur-estimé pour ¢ < 0.9 et sous-estimé pour ¢ > 0.9. De plus, d’autres
simulations non fournies ici semblent montrer que le biais de ¢ est indépendant de la valeur

de .

e@=0715)
*_(qbeta)=(05,.15)

1.005

065 0.995

¥ g
0.985

L L L L L L L L L L o L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
n n

Fic. 6.6 — Biais empirique de §
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L’estimation de ¢ est tres satisfaisante, et cela dés que n = 5 pour ¢ > 0.9, tandis que

pour ¢ < 0.9, 'estimation est satisfaisante a partir de n = 20 en général (voir la figure F1G.

6.7).

— (qbeta)=(0.7,1.5)
045} ~ - (abeta)=(0.99.2)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
n

Fic. 6.7 — C'V empirique de §

L’estimation de 3 semble étre légerement biaisée comme I'indique le premier graphe de la
figure FiG. 6.8. La convergence de ﬁ vers 3 est un peu plus lente que pour celle de § vers gq.
En effet, 'estimation de 3 est satisfaisante pour n > 40 comme le montre le second graphe de
la figure FiG. 6.8. A partir des nombreuses simulations effectuées, il apparait que la qualité
d’estimation de 3 semble indépendante de ¢, donc de I'ordre de grandeur des données. Ceci

est normal, puisque G est un parametre de forme.

08 — (q,beta)=(0.999,2)
— - (q.beta)=(0.99,15)

L L L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
n n

Fic. 6.8 — Biais et C'V empiriques de ﬁ
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6.3 La loi de Weibull de type III

On rappelle I'expression des probabilité élémentaires :
Vk e N*7 p(k) _ (1 B e—ckﬂ) e—czfz—ll iﬂ‘

La complexité de cette expression augmente considérablement les temps de calculs de la
vraisemblance par rapport & la loi de Weibull de type I. Exceptés les cas ou 'algorithme
de maximisation de la vraisemblance ne converge pas a l'intérieur des intervalles de validité
des parametres, les simulations indiquent que 'estimation de ¢ est peu biaisée (voir figure

FiG. 6.9). La qualité d’estimation semble étre décroissante avec ¢, et méme pour ¢ = 0.1,

valeur la plus élevée parmi celles simulées, nos résultats montrent que ’estimation n’est pas
satisfaisante méme pour n = 200.

+ (cbela)=(0.11)
*_(cbeta)=(0.01,05)

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100
n

120 140 160 180 200
Fic. 6.9 — Biais et C'V empiriques de ¢é

L’estimation du parametre [ semble biaisée (voir le premier graphe de FiG. 6.10). L’es-

timation de [ n’est satisfaisante que pour des échantillons de taille supérieure ou égale a
150 comme le montre le second graphe de la figure F1G. 6.10. Les résultats des simulations

semblent indiquer également que la qualité d’estimation est indépendante de la valeur de c.

0105)
©011)

*+

+

L L L L i

00 120 140 160 180 200
n

L L L L L T
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n

Fic. 6.10 — Biais et C'V empiriques de ﬁ
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Nous avons eu des probléemes d’estimation pour les valeurs de ¢ proches de zéro (i.e. pour
les grandes valeurs de la v.a. K). On retrouve alors le méme probléeme que pour la loi de
Weibull de type 1 avec une estimation qui peut devenir négative pour le parametre ¢. On
peut alors penser a une reparamétrisation, qui reste a définir, qui permettrait d’avoir des
parametres a valeurs dans des intervalles plus grands. Il apparait également un probleme
pour le parametre 3 dont estimation pour les échantillons de taille 200 est parfois plus

biaisée que pour les échantillons de taille inférieure.

6.4 La loi de Pdlya inverse IFR

La méthode des moments n’est pas utilisable pour la loi de Pélya inverse IFR. En effet,
I’expression du premier moment de la loi (voir la section 3.4.1) est trop complexe et ne per-
met pas de trouver explicitement les expressions des estimateurs qui résolvent les équations
des moments. En revanche, les expressions des moments pour la loi de Pdlya inverse DFR
sont relativement simples et permettent ainsi 'utilisation de la méthode des moments pour

estimer ses parametres.

Pour la loi de Pélya inverse IFR, des problemes apparaissent dans ’algorithme d’optimi-
sation de la vraisemblance qui renvoie des estimations hors des intervalles de validité pour les
échantillons de taille inférieure a 40. C’est la raison pour laquelle n > 40 sur les graphes des
figures F1G. 6.11 et 6.12. Nos résultats se basent donc sur un faible nombre de simulations
en raison de ces problemes. Au vu de la figure FiG. 6.11, il semble que I’estimation de 8
soit faiblement biaisée et satisfaisante & partir de n = 40. Les graphes de la figure FiG. 6.12
indiquent que D'estimation de § semble fortement biaisée, et que son estimation n’est méme

pas satisfaisante pour n = 200.

— (theta,delta)=(0.2,0.1)
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Fic. 6.11 — Biais et C'V empiriques de 6

Clarotti-Lannoy-Proccacia [16] ont eu recours a la statistique bayésienne pour estimer les
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Fia. 6.12 — Biais et C'V empiriques de ¢

parametres 6 et §. Le loi de Pdlya inverse IFR n’appartenant pas a la famille exponentielle,
il n’existe pas de famille de loi a priori conjuguée a ce modele. Les auteurs ont di développer

des techniques d’intégration numérique pour obtenir la loi a posteriori des parametres.

6.5 La loi d’Eggenberger-Pdlya

Dans leur article, Le Breton et Martin [52] utilisent deux méthodes d’estimation: une
méthode graphique, que I'on verra en 7.1.5, et la méthode des moments explicitée ci-dessous.

Soit K une variable aléatoire de loi d’Eggenberger-Pélya de parametres h et d. Alors les
probabilités élémentaires sont données par:

* L (W) ()
Vk e N*,  p(k) = (1+ d)r/d" (k—i)! ' (d—|— 1)

La moyenne et la variance de la loi sont données par:

E(K) =h+1
Var(K) =h(d+1)

La méthode des moments donne explicitement des estimateurs des parametres:

R =K,—1
52
K,-1

oll 52 est la variance empirique de I’échantillon.

. h(d+1)

h est un estimateur sans biais de h, de variance . Le coefficient de variation

5 5 [d+1
théorique de l'estimateur h est: C'V (h) = hi Les simulations confirment effectivement
n

I’absence de biais dans l’estimation de h. La figure F1G. 6.13 illustre I’allure de C'V,,(h) et on

constate que l'estimation est satisfaisante des que n > 10.



114 - Estimation paramétrique

-+
-
.

100

n

L
120

L
140

L
160

L
180

200

F1G. 6.13 — CV empirique de h (par la méthode des moments)

L’estimation du parametre d semble faiblement biaisée, et cela quel que soit 'ordre de

grandeur du parametre. La figure 6.14 donne quelques résultats tirés des simulations:
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Fic. 6.14 — Biais empirique de d (par la méthode

des moments)

L’estimation n’est correcte que pour des échantillons de taille comprise entre 100 et 200

comme le montre la figure Fig. 6.15. La différence de qualité d’estimation entre h et d est

due au fait que h est une moyenne et d est lié a la variance.

La méthode du MV n’est pas facilement utilisable pour 'estimation des parametres de la

loi en raison de la complexité des probabilités élémentaires. Les résultats d’estimation sont

néanmoins aussi satisfaisants que pour la méthode des moments. La seule différence avec la

méthode des moments concerne le temps de calcul qui est beaucoup plus long en raison de la

résolution numérique des équations de MV.
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F1c. 6.15 — CV empirique de d (par la méthode des moments)

6.6 La loi logistique tronquée discrétisée

On rappelle ’expression des probabilités élémentaires de la loi logistique tronquée discrétisée

Logg(c,d):

e T (1— e 0) (14 i)
kE—c E—1—c

Vk e N*, plk)=
(1)1t e

Les simulations montrent que 'estimation du parametre ¢ est tres satisfaisante et semble

faiblement biaisée, quel que soit I'ordre de grandeur de ¢ et d comme le montre la figure FiG.
6.16:
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Fic. 6.16 — Biais et C'V empiriques de ¢

Pour le parametre d, le coefficient de variation empirique dépend fortement de la valeur
des deux parametres c et d. En effet, pour les valeurs simulées (¢, d) = (1000, 25), I'estimation
est satisfaisante & partir de n = 40, tandis que pour (¢, d) = (1000, 100), il faut que n > 200.
La figure F1G. 6.17 met en évidence ce point.

L’estimation de d semble biaisée, comme nous le montre clairement le premier graphe de la
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figure F1¢. 6.17 ci-dessous. Bizarrement, le biais ne semble pas diminuer quand la taille de

I’échantillon augmente :
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Fic. 6.17 — Biais et C'V empiriques de d

6.7 Laloi1 S

Un probleme numérique apparait dans 'estimation du parametre 7 de la loi S(7,p).
Il s’avere que pour des échantillons de petite taille, I’algorithme de maximisation renvoit
systématiquement une estimation de 7 négative. Il faut alors avoir recours a des méthodes
de maximisation de la vraisemblance avec contraintes, ce que fait la fonction fmincon de
MATLAB. Malheureusement, ’optimisation de la vraisemblance par cette fonction fmincon
ne trouve pas de meilleure solution que les valeurs initiales des parametres fournies par la

méthode graphique pourtant peu précise (voir la section 7.1.6).

6.8 Conclusion

La sélection des lois géométrique, Weibull de type 1 et d’Eggenberger-Pdlya, basée sur
des criteres a priori (voir en fin du chapitre 3), est confirmée par ce chapitre d’estimation pa-
ramétrique. Les parametres de la loi de Weibull de type I et celui de la loi géométrique sont tres
correctement estimés, méme pour des échantillons de petite taille. Pour la loi d’Eggenberger-
Pélya, si estimation du parametre h est tres satisfaisante, on notera que ce n’est pas le
cas pour le parametre d, méme pour des échantillons de grande taille. A ces modeles, il faut
ajouter la loi logistique tronquée discrétisée dont I’estimation des parametres s’avere tres
satisfaisante, méme pour les petits échantillons. La loi logistique tronquée discrétisée n’est
pas aussi flexible que les lois de Weibull de type I et d’Eggenberger-Pélya puisqu’elle ne peut
pas modéliser un rajeunissement. Mais en pratique, on observe beaucoup plus souvent des
phénomemes de vieillissement, comme les applications pratiques chez Schneider Electric le

prouvent.
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Pour les lois de Pélya inverse IFR, S et Weibull de type III, des problemes numériques
doivent étre résolus pour estimer les parametres de ces lois lorsque ceux-ci sont proches des

bornes de leur intervalle de validité.



CHAPITRE
Tests d’adéquation

Pour pouvoir effectuer une analyse statistique pertinente de données de retour d’expérience
a laide des procédures paramétriques présentées au chapitre précédent, il est indispensable
de pouvoir choisir des modeles adaptés a chaque jeu de données étudié.

Les tests d’adéquation, qu’ils soient graphiques ou statistiques, sont des outils mathémati-
ques qui ne permettent pas de choisir le “meilleur” modele, mais plutét de rejeter un modele
inadéquat. La littérature dans ce domaine est trés abondante en temps continu (voir par
exemple [23]) contrairement au cas discret ou la discontinuité des processus empiriques étudiés
semble étre la cause principale du faible nombre de travaux de recherche dans ce domaine.

Nous commencons par présenter des tests d’adéquation graphiques. Puis, nous présentons
plusieurs types de tests d’adéquation statistiques : les tests du y?, les tests basés sur la fonction
de répartition empirique, la fonction génératrice empirique, les tests lisses et enfin les tests
basés sur la transformation de Smirnov généralisée.

La plupart des tests d’adéquation aux lois discretes ont été appliqués essentiellement
a la loi de Poisson, et pratiquement jamais a la loi géométrique. Nous présentons ici une
application détaillée de ces techniques a la loi géométrique et, dans une moindre mesure,
a la loi de Weibull de type I. Les puissances des tests étudiés sont comparées a 'aide de

simulations.

7.1 Tests graphiques d’adéquation

Le principe des tests graphiques d’adéquation d’un modele & des observations repose
sur I’existence d’une transformation fonctionnelle d’une des grandeurs de la fiabilité (R, F,
A, m, ...) du modele qui admette une représentation graphique linéaire. La grandeur de
fiabilité étant inconnue, on 'estime a ’aide d’un estimateur non paramétrique, et on vérifie
I’adéquation des données au modele en comparant ’estimateur empirique & une droite sur un

papier a échelles fonctionnelles. Le graphe ainsi obtenu est appelé graphe de probabilité.

Remarque:
Pour certains modeles de fiabilité en temps discret, les expressions des grandeurs de fia-

bilité sont trop complexes pour trouver une transformation fonctionnelle qui admette une
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représentation graphique linéaire, & moins que certains parametres soient supposés connus.

C’est le cas des lois logistique tronquée discrétisée et S.
7.1.1 La loi géométrique
L’expression de la fiabilité pour la loi géométrique G(p) est:
VEk e N*, R(k)=(1-p)*
En prenant le logarithme, on obtient :

Vk e N*, InR(k)=kln(l —p)

n

On trace le nuage de points (k(*j),ln Rn(k(*j)))j:1 = (k(*j)

notations du chapitre 5. Si les points du nuage sont approximativement alignés selon une

In(1 - T—J)) _ avec les
droite de pente négative et passant par l'origine, on admettra que la loi géométrique est un
modele acceptable pour ces données. Dans ce cas, la pente de la droite fournit un estimateur

de In(1 — p) donc de p. Pour la loi exponentielle £(X), on a:
Vit e RT, InR(t) = —Xt

Donc le graphe de probabilité de la loi exponentielle pour des observations ¢q,...,1, est
le nuage de points (t;),In R”(t(i))>i:1,...,n = (), In(1 - %)>i:1,...,n'

Si dans le cas de la loi géométrique, il n’y a pas d’ex-zquos, le nuage de points est
(k(i),ln(l — %)>i:1,...,n' Donc les graphes de probabilités pour les lois géométrique et expo-
nentielle sont identiques quand il n’y a pas d’ex-zquos. On peut se demander ce qui se passe si
on teste graphiquement ’adéquation a la loi géométrique en tragant le graphe de probabilité

de la loi exponentielle, méme quand il y a des ex-aquos. Par exemple, pour les données de

Xie-Goth décrites au chapitre 5, on obtient :

Fic. 7.1 — Graphes de probabilité des lois exponentielle et géométrique

Le fait d’avoir plusieurs ordonnées pour la méme abscisse est perturbant pour juger de la
linéarité du graphe de probabilité. De plus, si on estime le parametre de la loi par régression

linéaire sur ce nuage de points, on obtiendra des résultats différents dans les deux cas.
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Par exemple, les tableaux TAB. 7.1 et 7.2 donnent les résultats d’estimation de ce pa-
rametre a partir de NV = 2000 simulations pour des échantillons de loi géométrique.

On constate que les biais des deux estimateurs sont comparables, mais que la variance
de Pestimateur obtenu pour le graphe de la loi exponentielle est inférieure a celle obtenue
pour le graphe de la loi géométrique. C’est probablement di au fait que, a cause des ex-
@quos, le graphe de probabilité de la loi géométrique possede moins de points que celui de la
loi exponentielle. Donc, paradoxalement, il est peut étre plus efficace d’utiliser le graphe de

probabilité de la loi exponentielle que celui de la loi géométrique.

p=20.3 Graphe de probabilité Graphe de probabilité
de la loi exponentielle de la loi géométrique
taille de I’échantillon | moyenne | variance | cv | moyenne | variance | cv
5 0.3840 2.2-02 | 0.39 | 0.3428 2.8-02 | 0.49
10 0.3491 1.1-02 | 0.31 | 0.3455 1.5-02 | 0.35
20 0.3318 5.5-03 | 0.22 | 0.3309 7.8-03 | 0.27
40 0.3196 2.5-03 | 0.16 | 0.3208 4.1-03 | 0.20
60 0.3142 1.7-03 | 0.13| 0.3162 3.2-03 | 0.18
100 0.3101 1.1-03 | 0.11 | 0.3122 2.2-03 | 0.15
200 0.3064 5.8-04 | 0.08 | 0.3086 1.5-03 | 0.13

TAB. 7.1 — Fstimation graphique du paramétre de la loi géométrique

p=20.1 Graphe de probabilité Graphe de probabilité
de la loi exponentielle de la loi géométrique
taille de I’échantillon | moyenne | variance | cv | moyenne | variance | cv
5 0.1565 9.7-03 |0.63 | 0.1597 1.1-02 | 0.67
10 0.1245 2.4-03 |0.39| 0.1251 2.7-03 | 0.42
20 0.1124 8.3-04 |0.26| 0.1131 9.5-04 | 0.27
40 0.1077 4.1-04 | 0.19 | 0.1086 5.1-04 | 0.21
60 0.1058 2.7-04 |1 0.16 | 0.1068 3.7-04 | 0.18
100 0.1045 1.7-04 | 0.12 | 0.1056 2.6 -04 | 0.15
200 0.1023 7.4-05 | 0.08 | 0.1032 1.4-04 | 0.12

TAB. 7.2 — Fstimation graphique du paramétre de la loi géométrique

Nous nous sommes également intéressés a la puissance du test graphique d’adéquation a
la loi géométrique. Nous avons simulé d’autres lois que la loi géométrique, puis nous avons
tracé pour chaque échantillon simulé, le graphe de probabilité de la loi géométrique. On peut
constater sur la figure F1G. 7.2, que les points des nuages ne semblent raisonnablement alignés
que pour I’échantillon provenant effectivement de la loi géométrique, ce qui montre ’efficacité

de la méthode. Remarquons cependant que, dans ces exemples, les valeurs des parametres
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des lois simulées ont été choisies de facon a ce que les lois soient nettement éloignées de la loi
géométrique. Pour d’autres valeurs des parametres (par exemple pour une loi de Weibull de
type I avec [ proche de 1), on n’obtient évidemment pas d’aussi bons résultats. Globalement,
cette méthode est quand méme performante pour détecter rapidement la présence ou pas
d’un vieillissement.

Données de loi géométrique avec p=0.05
T T T

- L L L L L

Données de loi Weibullde type | avec (q,beta)=(0.999.25) Données de loi logistique tronquée discrétisée avec (c.d)=(15.5)
1 T T T T T T T T T T

- L
0 2 40 60 80 100 120

Fic. 7.2 — Graphes de probabilité de la loi géométrique pour des échantillons simulés de
lois géométrique, Weibull de type I, logistique tronquée discrétisée, Polya inverse IFR et

FEggenberger-Pélya
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7.1.2 La loi de Weibull de type I

L’expression de la fiabilité pour la loi de Weibull de type I Wz(q, 3) est:
VkeN", R(k)=¢", 3>01>q>0.
Apres transformation log-logarithmique, on obtient:
In[—In R(k)] = BInk + In[—In q]

On trace le nuage de points (ln k(s In[—In Rn(k(j))])jzl,...,l = (ln k(i In[—In(1 — -2 )])FL...J'
Si les points du nuage sont approximativement alignés selon une droite de pente positive, on
admettra que la loi de Weibull de type I est un modele acceptable pour ces données. Dans ce

cas, la pente et 'ordonnée a 'origine de la droite fournissent des estimateurs de 3 et g.

Pour la loi de Weibull continue W (7, ), on a:
(3)’
VtcRT, R(t)=¢ \7
Apres transformation log-logarithmique, on obtient:
In[—-In R(¢)] = Blnt — Flny

Le graphe de probabilité de la loi de Weibull pour des observations iy, ..., ¢, est alors donné
par (ln t(y, In[—In(1 - %)])221 .

Dans le cas ou il n’y pas d’ex-zquos dans les observations, les graphes de probabilité
pour les lois de Weibull continue et Weibull discrete de type I sont identiques. Comme
précédemment pour les lois exponentielles et géométrique, nous avons voulu juger l'effet,
sur estimation des parametres g et 3, de 'utilisation du graphe de probabilité de la loi de
Weibull continue pour des échantillons simulés de loi de Weibull discrete de type 1. les ta-
bleaux TAB. 7.3 et 7.5 donnent les résultats des simulations, que ’on peut comparer avec ceux
des tableaux TAB. 7.4 et 7.6 donnant les résultats d’estimation graphique avec I'utilisation

du graphe de probabilité de la loi de Weibull discrete de type 1.

On peut remarquer que, comme dans le cas géométrique, la variance des estimateurs est
meilleure pour le graphe de probabilité de la loi de Weibull continue. En revanche, le biais
est nettement meilleur pour le graphe de probabilité de la loi de Weibull discrete de type 1.
On préferera alors utiliser le graphe de probabilité de la loi de Weibull discrete de type 1.
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g=09et =15 Graphe de probabilité de la loi de Weibull continue
q p
taille de I’échantillon | moyenne | variance | cv | moyenne | variance | cv
5 0.8766 8.4-03 | 0.10 1.823 0.9804 | 0.54
10 0.9100 2.6 -03 | 0.06 1.705 0.2654 | 0.30
20 0.9291 8.8-04 | 0.03 1.729 0.0827 | 0.17
40 0.9407 4.1-04 | 0.02 1.788 0.0406 | 0.11
60 0.9445 2.6 -04 | 0.02 1.809 0.0268 | 0.09
100 0.9482 1.4-04 | 0.01 1.832 0.0170 | 0.07
200 0.9503 6.3-05 | 0.01 1.843 0.0076 | 0.05

TAB. 7.3 — Estimation graphique des paramétres de la loi de Weibull de type I

g=09et =15

Graphe de probabilité de la loi de Weibull discrete de type |

q p
taille de I’échantillon | moyenne | variance | cv | moyenne | variance cv

5 0.8377 2.4-02 |0.19 1.749 1.2140 0.63
10 0.8780 6.1-03 | 0.09 1.580 0.3039 0.35
20 0.8949 2.6 -03 | 0.06 1.561 0.0959 0.20
40 0.9010 1.5-03 | 0.04 1.562 0.0571 0.15
60 0.9011 1.0-03 | 0.04 1.543 0.0353 0.12
100 0.9018 5.7-04 | 0.03 1.530 0.0195 0.09
200 0.9005 2.6 -04 | 0.02 1.513 0.0076 0.06

TAB. 7.4 — Estimation graphique des paramétres de la loi de Weibull de type I

g=09et =2 Graphe de probabilité de la loi de Weibull continue
q p

taille de I’échantillon | moyenne | variance | cv | moyenne | variance | cv
5 0.8847 8.3-03 | 0.10 2.212 0.9132 | 0.43
10 0.9144 2.6 -03 | 0.06 2.191 0.4366 | 0.30
20 0.9358 9.1-04 |0.03 2.254 0.1554 | 0.17
40 0.9462 3.8-04 | 0.02 2.325 0.0711 | 0.11
60 0.9500 2.4-04 | 0.02 2.358 0.0511 | 0.10
100 0.9531 1.4-04 | 0.01 2.384 0.0310 | 0.07
200 0.9558 6.2 -05 | 0.01 2.414 0.0150 | 0.05

TAB. 7.5 — Estimation graphique des paramétres de la loi de Weibull de type I
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g=09et =2 Graphe de probabilité de la loi de Weibull discrete de type |
q p
taille de I’échantillon | moyenne | variance | cv | moyenne | variance cv

5 0.7553 6.7-02 | 0.34 1.907 1.1530 0.56
10 0.8712 7.8-03 | 0.10 2.030 0.5222 0.36
20 0.8941 2.9-03 | 0.06 2.058 0.1801 0.21
40 0.8999 1.7-03 | 0.05 2.069 0.1120 0.16
60 0.9003 1.1-03 | 0.04 2.049 0.0748 0.13
100 0.8997 7.0-04 | 0.03 2.022 0.0402 0.10
200 0.8997 3.3-04 | 0.02 2.010 0.0176 0.07

TAB. 7.6 — Estimation graphique des paramétres de la loi de Weibull de type I

Les tests d’adéquation graphiques a la loi de Weibull de type I effectués sur des échantillons
simulés de lois de Pélya inverse, d’Eggenberger-Pdlya et de loi logistique tronquée discrétisée
donnent malheureusement des représentations graphiques approximativement linéaires comme
on peut le constater sur la figure Fica. 7.3. Le graphe de probabilité ne permet pas de re-
connaitre que des données issues de ces autres modeles ne proviennent pas de la loi de Weibull
de type L

Données de loi de Weibull 1 beta)=(0.999,25) Données de loi logistique tronquée discrétisée (c.d)=50,10
T T T T T T T T T T

46

Fic. 7.3 — Graphes de probabilité de la loi de Weibull de type I pour des échantillons simulés
de lois de Weibull I, logistique tronquée discrétisée, Polya inverse IFR et Eggenberger-Polya
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7.1.3 La loi de Weibull de type III

L’expression de la fiabilité de la loi de Weibull de type I1I Wrzz(c, ) est:

Yk e N, R(k) = e "Xi=1i’

Aucune transformation de cette expression ne permet d’obtenir une représentation graphique

linéaire, alors on a essayé d’utiliser plutot le taux de défaillance qui est donné par:

vk € N*,

k) =1-

Apres transformation log-logarithmique, on obtient:

On trace le nuage de points (ln k(j

—ckB
eck

In[—In(1 = A(k))]=Flnk+Inc

*

),ln[— In(1— A, (k

*

(s

)))])]‘:1

= (1n K In[—In

)
n]_

1

)])]:1,...,1'

Si les points du nuage sont approximativement alignés selon une droite de pente positive et

d’ordonnée a l'origine négative, on admettra que la loi de Weibull de type III est un modele

acceptable pour ces données.

Le graphe de probabilité de la loi de Weibull de type 111 est basé sur le taux de défaillance

empirique et non pas sur la fiabilité empirique comme c’est le cas pour les lois géométrique

et Weibull de type 1. On a vu au chapitre 5 que le taux de défaillance empirique était un

moins bon estimateur que ne P'est la fiabilité empirique, et c’est sans doute la raison pour

laquelle les tests d’adéquation graphique sont moins performants pour ce modele comme on

peut le constater sur la figure FiG. 7.4: bien que les données soient simulées selon le modele

de Weibull de type 111, les points du graphe de probabilité sont loin d’étre approximativement

alignés.

beta)=(0.01,05)

4 €

(cbeta)=(0.05,0.2)

Fic. 7.4 — Graphes de probabilité de deux échantillons de taille 50 de loi de Weibull de type

I

Par conséquent, on déconseillera la méthode du graphe de probabilité pour la loi de

Weibull de type III.
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7.1.4 La loi de Pdélya inverse IFR

L’expression du taux de défaillance de la loi de de Pélya inverse IFR est:

0+ (k-1)6

Mm“y+@—1w’

0<f<1,0<$

Apres quelques manipulations, on obtient :

1 (k—1)0+1
1-XE) 1-8

D= (k)

mativement alignés selon une droite de pente positive et d’ordonnée a 'origine dans [0, 1], on

1
On trace le nuage de points (k(* )) . Si les points du nuage sont approxi-
7=1,...,

admettra que la loi de Pélya inverse IFR est un modele acceptable pour ces données.

(theta,delta)=(0.3,0.1) + 50F  (theta,delta)=(0.1,0.01) +

Fic. 7.5 — Graphes de probabilité de deux échantillons de taille 50 de loi Pélya inverse IFR

Comme on peut le constater sur la figure Fic. 7.5, les tests graphiques donnent de tres
mauvais résultats, principalement dus aux pietres performances de ’estimateur empirique du
taux de défaillance.

Comme pour la loi de Weibull de type 111, on déconseille cette méthode pour la loi de

Pélya inverse TFR.

7.1.5 La loi d’Eggenberger-Pdlya

Les expressions des grandeurs R, A et m pour la loi d’Eggenberger-Pélya sont trop com-
plexes pour pouvoir trouver une transformation fonctionnelle qui permette une représentation

graphique linéaire. En 3.4.5, on a calculé le rapport de deux probabilités successives de la loi
d’Eggenberger-Pélya FP(h,d):
p(k+1) d h—dl

— L oVken
bk 1+d 1tdk "€
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On estime les probabilités p(k) par les fréquences empiriques P, (k) correspondantes de

I’échantillon observé. Avec les notations du chapitre 5, on a:

* dj+1 s L *
Palkly TV ] =g 1 ke =G
P (k J)) 0 sinon
) d;1 . . )
On trace alors le nuage de points T , 81 les points du nuage sont approxi-
0 =1,

mativement alignés, on admettra que la loi d’Eggenberger-Pdlya est un modele acceptable
pour ces données. Cette méthode, introduite par Rao [72], a été utilisée par Le Breton et

Martin en climatologie [52].

Remarque:
Cette méthode graphique présente un inconvénient similaire a la méthode d’estimation des
proportions car elle nécessite que I’échantillon contienne de nombreux ex-asequos : si ’échantillon
ne contient pas d’ex-zequo, les rapports de probabilités empiriques valent tous 1 ou 0. Les
autres méthodes graphiques présentées ici ne nécessitent pas nécessairement d’avoir des ex-

aquos dans I’échantillon étudié.

7.1.6 Laloi S
On rappelle ’expression du taux de défaillance de la loi S S(7,p):
VE e N*, A(k) =p(1 - ")

Une estimation graphique des parametres a partir d’une expression de fiabilité de cette loi
n’est possible qu’en fixant un des parametres. Le parametre p représentant la probabilité que
I’appareil subisse un stress lors d’une sollicitation, on pourra par exemple le fixer a 1 dans

certains cas.

On obtient alors:
Vke N*, In(l—-Ak))=klnnm

On trace le nuage de points (k(*j),ln(l — /\n(k(*j)))), L Si les points du nuage sont
7=1,...,

approximativement alignés selon une droite de pente négative et passant par lorigine, on

admettra que la loi S avec p = 1 est un modele acceptable pour ces données.

7.2 Tests statistiques d’adéquation : Introduction et notations

Soit K, Ky,..., K, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,

a valeurs dans N*. La fonction de répartition F' de K déterminant de facon unique la loi
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associée, nous les assimilerons dans le reste du chapitre.

Soit Fo = {F(.;0) : € ©} une famille paramétrée de lois discretes. Soit d = dim 6.

Un test d’adéquation d’un échantillon Ky, ..., K, aune loi discréte completement spécifiée

F(.;600) = Fo(.) (i.e. @ = 6y connu), consiste & tester:
Ho : F = Fy contre Hy : F # Fy.

Un test d’adéquation d’un échantillon Ky, ..., K, & une famille paramétrée de lois, consiste
a tester:

Ho: F € Fo contre Hy : F & Fo.

7.2.1 Test du y?

Le test du y? est sirement le test le plus répandu pour tester ’adéquation d’une loi,
continue ou discrete, a des données. Dans notre contexte industriel, le manque de données en
nombre suffisant ne permet pas souvent I’utilisation de ce test. C’est la raison pour laquelle
nous nous limitons & une présentation succinte des tests du x? de Pearson et de Nikulin-Rao-
Robson qui ne reflete pas I'importance de ce test en général (voir par exemple Greenwood et

Nikulin [30]).

a) Test du x? de Pearson

Le principe du test du y? de Pearson ne differe pas selon que la loi & tester soit continue
ou discrete.

On répartit les observations en r classes. On notera par Ny,..., N, et p1(8),...,p.(0),
respectivement les effectifs et les probabilités de chacune des classes sous Hg. On a donc
E(N;) = np;(#) sous I’hypothese Ho. On considere alors la statistique 7.2 définie par:

9 " (N; = np;(0))?
oy i )

" np;(6)

Dans le cas d’un test d’adéquation a une loi discrete completement spécifiée, i.e. § = 6y connu

i=1

et les p;(0o) également connus pour 7 = 1,...,r, la statistique 72 suit asymptotiquement une
loi du x? & r — 1 degrés de liberté sous I’hypothese Hg. Pour le cas du test d’adéquation & une
famille paramétrée de lois, il faut alors estimer le vecteur # des parametres inconnus. Si on
note 6, l'estimateur du MV et pi = pi(én), t=1,...,r, la probabilité estimée d’appartenir a

la classe 7, la statistique de test devient alors:

o zr: (N; — np;)*

T =
" A
np;

i=1
Si les estimations du MV des parametres inconnus sont basées sur les données groupées dans
les classes, alors le nombre de degrés de liberté du y? devient r» — 1 — d. En revanche, si I’es-

timation du MV est effectuée sur les données brutes, la loi asymptotique de 72 est comprise
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entre une loi y?_; et Xz_l_d-

En pratique, le choix du nombre r de classes est souvent donné par r ~ 2n%. On choisit
ensuite les bornes des classes de facon a avoir des classes le plus équiprobables possibles.
On admet que Deffectif pour chaque classe doit étre supérieur ou égal a 5 pour que l'on
puisse considérer que la loi de 72 est approximativement de loi x?_,. On remarquera que les
classes doivent étre construites a priori, c’est a dire indépendamment des observations. Mais
lorsque la loi supposée des observations n’est pas connue, il en va généralement de méme
de P'ordre de grandeur des observations et donc de la construction des classes. Lorsque la
construction des classes dépend des observations, la loi limite de 72 sous Hg est une loi du
x? a laquelle s’ajoute une combinaison linéaire de lois x} avec des coefficients dépendant de
la vraie valeur des parametres. On peut remarquer dans ce cas, que si les parametres estimés
sont des parametres de forme ou d’échelle, la loi asymptotique de 72 ne dépend pas de ces

parametres.

b) Test du y? avec la statistique modifiée de Nikulin-Rao-Robson

On utilise les notations du paragraphe précédent, auxquelles on ajoute la matrice d’infor-

mation de Fisher J(6), et la matrice B(#) dont les coefficients sont pi(H)_%ag;ge).

La statistique de Nikulin-Rao-Robson est donnée par:
NRR, = V(8,)'Q(6,)V(b,),

oll
— 6, est I'estimateur du MV de 8 sur les données brutes,
— V(0) est le vecteur de taille r qui a pour composantes [N; — npi(O)]/(npi(O))%,
QB =1+ BO)LI(6) - BO)BEOIBO),

— I, est la matrice identité d’ordre r.

En 1973, Nikulin ([62], [63], [64] et [65]) a étudié cette statistique pour une loi continue
quelconque et Rao-Robson [73] I'ont proposé en 1974 pour la famille des lois exponentielles.
Nikulin a démontré que la statistique @n, suivait asymptotiquement sous Hp la loi du
x? ar —1—d degrés de liberté. On notera que ce résultat est valable quel que soit le choix
des bornes des classes. En pratique, on veillera a utiliser ce test avec des classes le plus
équiprobables possible. C’est 1a que se trouve la différence essentielle entre les lois discretes
et les lois continues: dans le cas des lois discretes, la présence d’ex-zquos rend souvent

impossible I'obtention de classes équiprobables.

En pratique, pour appliquer efficacement les tests du x? de Pearson et de Nikulin-Rao-

Robson, il est nécessaire d’avoir au moins 50 observations. Comme nous le précisions ci-
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dessus, nous leur préfererons des tests plus puissants et qui ne nécessitent pas un nombre

trop important de données.

7.2.2 Tests basés sur la fonction de répartition empirique
a) Rappels: en temps continu

Le test de Kolmogorov-Smirnov (KS) est trés largement utilisé pour tester I’hypothése
qu’un échantillon est issu d’une loi continue spécifiée ou d’une famille de lois. Soit Xy, ..., X,

un échantillon de taille n de variables aléatoires continues. On souhaite tester:
Ho: F = Fy contre Hy : F # Fy

ou I est la fonction de répartition inconnue de I’échantillon, et Fy(.) = F(.;6p) est une fone-
tion de répartition compléetement spécifiée (i.e. #y connu).
Soit F,, la fonction de répartition empirique des observations. Si ’on souhaite tester 1’hy-

pothese Hg contre I'alternative Hy, la statistique du test de KS est donnée par:
Ko = Vasup|F, (2) - Fo(a)].
xT

Sous Ho, la statistique K, est asymptotiquement libre, c’est a dire que sa loi ne dépend pas
de Fj. Les quantiles de cette loi ont été tabulés pour différentes valeurs du niveau « du test et
permettent ainsi de construire des tests asymptotiques de niveau a, « €]0, 1[. Dans le cas ou
le vecteur des parametres 6 est inconnu et doit étre estimé par un estimateur én, la loi de la
statistique Rn (ou 0, remplace 6y) dépend, sous Hg, de la famille de lois testée. D’Agostino
et Stephens [23] donnent les quantiles des statistiques pour différentes familles de lois, qui

permettent de faire des tests asymptotiques de niveau «a.

Le test de Kolmogorov-Smirnov porte sur la mesure du maximum de la différence entre
F.(z) et F(z). Il existe une seconde classe de mesures d’écart donnée par la statistique
quadratique suivante :

+o0
@ =n [ (Ful) - Plo)) vle)aF(a)

ou la fonction (x) est une fonction pondératrice. Lorsque ¢ (z) = 1, la statistique est ap-
pelée statistique de Cramér-von Mises, notée W2, et lorsque ¢(z) = 1/{F(2)(1 — F(z))}, la
statistique est appelée statistique d’Anderson-Darling, notée AZ2.

Comme pour le test de Kolmogorov-Smirnov, les lois limites des statistiques W?2 et A2 sous
Ho sont libres et des tables de leurs quantiles permettent ainsi de construire des tests asymp-
totiques de niveau « voulu. Lorsque le vecteur des parametres € est inconnu et doit étre
estimé par un estimateur én, les lois limites des statistiques 2721, Wg (ou 0, remplace )
dépendent, sous Ho, de la famille de lois testée, mais pas de 8, si les parametres sont de

position et d’échelle (voir [25] et [24]).
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b) Test d’adéquation & des lois discrétes

Une premiere batterie de résultats en temps discret concerne le test d’adéquation de

Kolmogorov-Smirnov a une loi entierement spécifée. La statistique de test est:
KS, = \/ﬁmgx |F,, (k) — F'(k, 60)] (7.1)

Schmid [81] a donné la loi limite de K, sous Hy quand Fy admet un nombre fini de
discontinuités. Pour une loi quelconque, Conover a donné une procédure pour calculer ap-
proximativement les quantiles de la loi de K5, sous Hg, pour n fini (n < 30). Pettitt-Stephens
[69] ont donné une table de quantiles exacts pour cette loi, en se plagant dans le cas de données
issues de groupement de données continues en classes. Ces auteurs, ainsi que Horn [38] ont
comparé sur des exemples le test de Kolmogorov-Smirnov et le test du y? et ont conclu que le
test de Kolmogorov-Smirnov était le plus puissant. En particulier, il est plus performant que
le ¥? quand les données présentent un ordre naturel, ce qui est le cas des données de fiabilité.
Enfin, Wood-Altavela [3] ont donné la loi limite de KS,, sous Hy pour n’importe quelle loi
discrete.

Il ressort de tous ces travaux que la principale différence entre le cas continu et le cas
discret réside dans le fait que la loi de K.5,, dépend de Fy pour les lois discretes, alors qu’elle
n’en dépendait pas pour les lois continues.

Choulakian, Lockart et Stephens [15] se sont intéressés aux tests de Cramér-von Mises
dans le cas de 'adéquation a une loi entierement spécifiée et a support fini. Spinelli- Stephens
[87] ont généralisé ce travail au cas d’un support infini et aux tests d’adéquation a une famille
de lois. Les statistiques de Cramér-von Mises et d’Anderson-Darling pour un échantillon d’une

loi discrete sont:

Wa = ny [Fa(k) = F(k;0))p(k: ) (7-2)
k=1
2 = [Fn(k) B F(kve)]zp(kve)
A= R - Pk ) )

Lorsque les parametres de I doivent étre estimés, les expressions des statistiques (7.1),

(7.2) et (7.3) deviennent alors:

e

KS, = Vn max [F,, () — F(k,6,)| (7.4)
W2 o= 0 [Fu(k) = Fk;6,)]*p(k; 0,) (7.5)
k=1
k=1 F(kven)( F(k§0n))

Pour les calculs pratiques, le maximum et les séries précédentes doivent étre finies et une

troncature est nécessaire. Pour la statistique de Kolmogorov-Smirnov, il est clair que I’on
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peut se limiter au maximum sur les entiers inférieurs a la plus grande des observations k(,),

puisque Yk > k), F, (k) = 1. La formule (7.4) devient alors:
KS, =/n max |F, (k) — F(k,6,)]
k<k(n)

Pour le calcul des séries, Spinelli et Stephens proposent une autre procédure pour calculer les
bornes de sommation :

— la borne inférieure M; est choisie telle que Vj < M;, P,(j) = 0 et p(J; én) <1073 /n,

— la borne supérieure M, est choisie telle que V5 > M, P,.(j) = 0 et p(J; 9n) < 1073/n.

Dans [34], Henze définit seulement une borne supérieure pour le calcul des statistiques de

Cramér-von Mises :
M, = min{k > ke, (1= F(k;6,))° < 107*/n}
Les formules (7.5) et (7.6) deviennent alors:

W2 o= n Y [F, (k) — F(k; 0,))p(k; 6,)

- A A
~ S [Fo(k) = F(k;6,))p(k; 0,)
A= (- Pk

Les auteurs avancent que ces troncatures ne modifient pas significativement la valeur des
statistiques.

Henze propose également d’utiliser la statistique de test suivante:

o0
W2 =nY [Fu(k) = F(k; 0,)]*P (k)
k=1
Le calcul pratique de la statistique Wg* se réduit a une somme finie puisque les fréquences

empiriques P, (k) sont nulles en dehors des observations.

Pour effectuer des tests d’adéquation a laide de ces statistiques, les démarches de Choula-
kian-Lockart-Stephens, Spinelli-Stephens et Henze sont bien différentes. Les premiers auteurs
écrivent la loi asymptotique des statistiques de test comme la loi d’une somme pondérée de
v.a. du x? indépendantes. Les poids sont les valeurs propres d’une certaine matrice. Apres
les avoir déterminées, on peut déterminer ces lois sous une hypothese Hgy donnée. Henze,
lui, a établi la convergence en loi du processus empirique estimé /n(F, (.) — F(.;0,)) vers
une suite gaussienne centrée avec une certaine fonction de covariance. Les statistiques de
test sont des fonctionnelles de ce processus, ce qui permet de déterminer leur loi asympto-
tique. Dans les deux cas, le principal probleme est que les lois des statistiques de test sous

‘Ho dépendent de la vraie valeur de 8, ce qui n’était pas le cas pour beaucoup de lois continues.
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Les tests basés sur la statistique de test T, € {I?Tsn,ﬁ/\g, ﬁ%,wg*} consistent a rejeter
I’hypothese #Hy au seuil « si fn est supérieure a une valeur critique ¢,. La valeur critique ¢,
dépend de la taille de I’échantillon n, du niveau de signification «, et aussi de la vraie valeur
inconnue 6. Par conséquent, il faut estimer c,. Pour cela, on utilise la méthode du bootstrap
paramétrique décrite ci-apres.

A partir de ’échantillon Ky,..., K,, on estime le parametre inconnu # par 'estimateur
0. Ensuite, on simule N = 500 échantillons de taille n de loi F' de parametre 6,. Pour
chaque échantillon simulé, on calcule la statistique de test. La valeur critique du test, ¢,, est
le quantile empirique d’ordre 1 — o des N valeurs obtenues de fn Henze [34] a montré la

validité de cette procédure, a savoir que sous Hy, lir_l{l P (Tn > éa) = .
n——+oo
N—+4co

On remarquera que 'utilisation de la méthode du bootstrap paramétrique complique considéra-

blement "application de ces tests par rapport aux tests analogues en temps continu.

7.2.3 Tests basés sur la fonction génératrice empirique

Définition 6

La fonction génératrice, notée ¢(.;8), de la loi de K, est définie par

o(t:0) =E (1), avec |t| < 1.

Définition 7

A partir de Uéchantillon Ky, ..., K,, on définit la fonction génératrice empirique, notée v,
1 k.
par o, (t) = Ez;t", avec |t| < 1.
1=

a) Test de Kocherlakota et Kocherlakota

Kocherlakota et Kocherlakota [48] ont eu 'idée de construire un test d’adéquation basé
sur la fonction génératrice puisque cette fonction caractérise de facon unique une loi. Pour #g

fixé, les auteurs ont démontré la convergence suivante :

T (t0:6)

1
avec of, g = - (¢ (t5;0) — ©*(t03 ).

Lorsque le vecteur € des parametres est estimé par 'estimateur du maximum de vrai-
semblance 8,,, les auteurs ont montré, sous les conditions usuelles de régularité d’estimation,
que:

o .
(t0§€n)
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1 ~ 899 to 899(t0 )
N 2 _ - 2. 3 )
M o) T (WO’ ) = @* (103 ) 22 09;  00;
i=1j
et o;; désigne le terme d’ordre ¢ x j de I'inverse de la matrice d’information de Fisher J(8).

L’hypothese Hp est rejetée au seuil o si |ﬁn| > 2. Au vu des simulations menées
dans le cas de 'adéquation a la loi de Poisson, les auteurs préconisent d’utiliser des petites
valeurs pour tg, de 'ordre de 0.1. Mais on ne sait justifier ce choix autrement que de fagon
empirique et on ne sait pas s’il peut étre étendu a d’autres lois discretes, notamment a la loi

géométrique.

b) Test de Rueda, Pérez-Abreu et O’Reilly

L’inconvénient majeur du test de Kocherlakota et Kocherlakota réside dans sa dépendance
a la valeur arbitraire de tg. Pour remédier a ce probleme, Rueda, Pérez-Abreu, et O’Reilly
[78] proposent une statistique de test similaire a celle de Cramér-von Mises qui permet de
prendre en compte toutes les valeurs de t.

Soit {&,(£;0) }¢>0 le processus empirique associé a la fonction génératrice:

vt e RT, &u(t:0) = Vi (@(t;0) — ()

On note 6, 'estimateur du MV de 6. Les auteurs ont montré dans le cas ol dim 6 = 1,
que le processus {fn(t;én)}tzo converge vers un processus gaussien centré de fonction de
covariance Cy(s,t) donnée par

dp(s;0) 0p(t; 0)
00 o0

Co(s,t) = p(st; 0) — o(s;0)(t;0) + (J(0) — 2)

La statistique du test est:
T — 1 ~
RPO,, = / E2(t;0,,)dt
0

Sous Hyp, la loi de la statistique ﬁP\On dépend de la vraie valeur de 8, donc le calcul de
la valeur critique du test de niveau « est effectué par la méthode de bootstrap paramétrique

décrite pour les tests basés sur la fonction de répartition empirique.

c) Test de Baringhaus et Henze

En 1992, Baringhaus et Henze [7] ont eu I'idée de construire un nouveau test d’adéquation
pour la loi de Poisson portant sur la fonction génératrice empirique. Les auteurs considerent
la fonction génératrice comme solution d’une équation différentielle.

Nous écrirons I’équation différentielle dont la fonction génératrice de la loi est solution

sous la forme générale:

V(03 450) =0
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Pour un test d’adéquation a une famille paramétrée de lois, il suffit alors de construire la
statistique BH ,, suivante qui est une mesure de I’écart entre la fonction génératrice empirique

et la fonction génératrice estimée sous Ho:
—— 1 ~
BH, = n/ [t @ni )3 0)]7dt
0
ou ¢! est la dérivée de la fonction génératrice empirique.

L’hypothese nulle est rejetée pour les grandes valeurs de ET{n, la valeur critique étant

déterminée par une méthode de bootstrap paramétrique.

Remarque:
Les trois tests basés sur la fonction génératrice n’ont été appliqués que pour la loi de Poisson,
ainsi que les lois de Pascal-Poisson, Poisson bivariée et Neyman de type A bivariée pour le

test de Kocherlakota et Kocherlakota.

7.2.4 Tests lisses de Neyman

Ces tests sont qualifiés de "lisses” (traduction francaise de "smooth”) car Neyman [59]
les a construits pour détecter les densités de probabilité qui different faiblement de celle
spécifiée par ’hypothese nulle : par un décalage de la moyenne, de la variance, des coeflicients
d’asymétrie ou d’aplatissement. Les tests lisses de Neyman s’appliquent a des lois continues
ou discretes. Les principaux résultats énoncés sur les tests lisses de Neyman proviennent du
livre de Rayner et Best [75].

On définit la loi de probabilité g.,(.; 3; ) par:

9 (k; B;6) = C(83,0) exp$ > Bihj(k; 0) ¢ p(k; 6).
7=1

ot {h;(k;0)};=1,.. m est une base orthonormée compleéte par rapport a la mesure de probabilité
p(k; 0), c’est a dire Vi, j : Eo[h;(K;00)h; (K;00)] = 0i;, By désignant 'espérance par rapport
a la loi de probabilité p(k; ). Par convention, ho(k;8) = 1, afin que Eo[h;(K)] = ;0 =
C'(f3,0) est une constante de normalisation.

Le principe des tests lisses de Neyman est de plonger la loi définie par p(k;#) dans la
loi définie par g,,(.;8;3), puis & tester I'hypothese suivante Ho : 3 = (31, ..., 3n)" = 0 qui
revient a faire un test d’adéquation a la loi définie par p(.;6). Le test du score est utilisé pour
tester I’hypothese Hy.

On définit alors la matrice M (#) par:

B ~dlnp dlnp dnp\) " dnp
M(9) = Im = Covg (hf’ 26, ) y {COUO< 06; " 96 )} ,...,300”0 96" ) oo

=1,..., 7
=1,....m g

ot Covg(, ) désigne la covariance sous Hg lorsque 'espérance est prise par rapport a p(k, 6).
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Dans le cas d’un test d’adéquation & une loi complétement spécifié F'(.;6p) (6p connu), la
matrice M () se réduit a la matrice identité I,,,. La statistique du test du score pour tester

I’hypothese Hg est alors donnée par:

n

ol les composantes U; du vecteur du score U sont définies par U;(8y) = Z hi(ki; 60)/v/n.
=1
Sous Ho, la statistique S, suit asymptotiquement la loi du y?2,.

Dans le cas ou € est inconnu, on note 8, Destimateur du Maximum de Vraisemblance de
n
#. On note alors M = M(6,) et U; = Zhj(ki§ 0,)/v/n.
=1
Sous réserve que la matrice M ne soit pas singuliere, la statistique du test du score est

donnée par:

S =UM™'U

Sous Hp, la statistique §m est asymptotiquement de loi x2,. Lorsque la matrice M est
singuliere, une solution consiste a retirer une ou plusieurs composantes orthonormales h; et
a calculer la statistique du score sans ces composantes. La loi asymptotique de la statistique
ainsi modifiée est toujours de loi du 2, le nombre de degrés de liberté étant égal au nombre

de composantes.

7.3 Tests basés sur la transformation de Smirnov généralisée

En 1992, Nikulin [61] propose d’utiliser la transformation de Smirnov généralisée pour
effectuer un test d’adéquation d’un échantillon & une loi, discrete ou continue. En 1997,
Hocine [36] reprend cette idée pour construire des tests d’adéquation a quelques lois discretes

usuelles completement spécifiées.

7.3.1 Test d’adéquation a une loi complétement spécifiée

La transformation de Smirnov généralisée est donnée par (page 44 de Greenwood et

Nikulin [30]):

Propriété 22 Transformation de Smirnov généralisée
Soit X une v.a. réelle de fonction de répartition Fy. On note Fj (z) = Po(X < z). Soient X
et U deuzx v.a. indépendantes, respectivement de loi Fy et U([0, 1]). Alors la variable aléatoire

T = Fy (X) + [Fo(X) — Fy (X)]U est de loi ([0, 1)).
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En remarquant que pour une variable discréte K a valeurs dans N*on a: Vk € N*| Iq(k)—

Fy (k) = Po(K = k), le résultat de la propriété 22 peut étre formulé de la fagon suivante:

Propriété 23

Soit K une v.a. a valeurs dans N*, de fonction de répartition Fy. Soit U une v.a. de loi
U([0,1]), indépendante de K. Alors la variable aléatoire T = Fy(K — 1) +Po(K)U est de loi
u([o, 1).

La propriété suivante étend le résultat de la propriété 23, valable pour une variable

aléatoire discrete K, a tout un échantillon Ky,..., K,:

Propriété 24
Soit Ky, ..., K, n v.a. indépendantes a valeurs dans N*, de méme fonction de répartition Fy.
Soient Uy, ..., U, n v.a. indépendantes et de méme loiU ([0, 1]), indépendantes de K1, ..., K,.

Alors les variables aléatoires
T, = FO(I(Z' — 1) + PO(I(i)Ui (7.8)

sont indépendantes et de méme loi U ([0, 1]).

Pour tester adéquation d’un échantillon Ky,..., K, a la loi discrete de fonction de
répartition Fy, la procédure est la suivante :
— transformer ’échantillon K1,..., K, en I’échantillon T},...,T, a l'aide de la formule
(7.8),
— tester I"adéquation de I’échantillon T4, ..., T, ala loi ([0, 1]).

7.3.2 Test d’adéquation a une famille paramétrée de lois

On notera par 6, = é(Kh ..., K,,) un estimateur satisfaisant les hypotheses de régularité

usuelles. On g’intéresse maintenant au résultat de la propriété 24 ou € est remplacé par 0, :

Propriété 25
Soit Ky,...,K, et Uy, ..., U, deuzx échantillons indépendants respectivement de loi F'(.; ) et
U([0,1]), avec F(k;8) continue en k et 8. Soit 8,, un estimateur convergent en probabilité vers

6. Pourie€ {1,...,n}, on pose:
Ti = F(K; - 1;6,) + P(K; 0,)U; (7.9)

Alors¥i e {1,...,n}, T; iﬂ/{[(m 1]).

Preuve:
La démonstration repose sur le théoreme de Slutsky énoncé au chapitre 5 (théoréme 7), avec
les notations suivantes, pour ¢ fixé:

L4 Xn - (I(iv U2)7
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oV, =6, 0,
o (X, Y,) = F(K; - 1;0,) + P(K;0,)U; = T,
e 9(X,,0)=F(K;,-1;0)+P(K;0)U; =T; .
Le théoreme de Slutsky permet d’affirmer que ﬁ et T; ont méme loi limite, ['utilisation de la

propriété 23 donnant le résultat cherché puisque 7} est de loi Z([0,1]). O

On est donc tenté de tester 'adéquation de Ky, ..., K, a la famille de lois Fg en testant
I’adéquation de ﬁ, .. .,fn a la loi uniforme sur [0, 1], en utilisant par exemple la statistique
d’Anderson-Darling. Mais il se passe le méme phénomene que pour les tests basés sur la fone-
tion de répartition empirique pour des lois continues: I’estimation de 8 par 6,, modifie la loi
asymptotique de la statistique de test par rapport au cas ou 8 est connu. Par conséquent, on ne
connalt pas a priori la loi asymptotique de la statistique de test sous Hg. Une étude spécifique
de chaque famille de lois est alors nécessaire, comme 'ont fait D’Agostino et Stephens pour

quelques lois continues usuelles dans [23].

7.4 Application a la loi géométrique

Il est important de préciser qu’a ’exception du test lisse de Neyman et du test du y?2,

aucun des tests présentés a la section précédente n’a été appliqué a la loi géométrique.

7.4.1 Test de Kocherlakota et Kocherlakota

Pour la loi géométrique G(p), la fonction génératrice est donnée par:

pt
e(tip) = LA [0, 1]

1—(1-p)
Propriété 26

Le terme U(Qto;ﬁn) de la statistique ﬁn du test de Kocherlakota et Kocherlakota pour l'adéquation
a la famille des lois géométriques est donné par:

2 Putg (1 — Pn)?(1 = to)*

ltoipn) = W1 — (1= p) 2L — (1 — pn)lo]?

Preuve:
Puisque dim # = 1, 'expression de U(2t0;p) est:
! - de(to;ip)
Urow) = 5 (Plt6:p) = @ (t0ip)) =T (p) (%

N % (1 - (11%§ Pt [1- (?Qigp)t()f) G (W)z

Le calcul de la dérivée partielle donne :

ey
P R T
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L’information de Fisher est: J(p) = ———.
p*(1=p)
On obtient alors:
;  _ 1 ( pig Pts ) p*(1 = p)tg(1 = to)*
N ( B

Ol) =5 L= [=(=ptl’)  nll— (1= p)to]’

Le résultat final est obtenu en réduisant les fractions ci-dessus au méme dénominateur et en

remplacant p par p,. O

Finalement, la statistique de test de Kocherlakota et Kocherlakota est:

i~ B S )

Remarque:
Au vu des simulations effectuées, il s’avere que le choix de tg = 0.5 semble donner de meilleurs
résultats que la valeur ¢y = 0.125 suggérée par Kocherlakota et Kocherlakota dans le cas du

test d’adéquation a la loi de Poisson.

7.4.2 Test de Rueda, Pérez-Abreu et O’Reilly

Propriété 27
La statistique du test de Rueda et al. pour tester Uadéquation a la famille des lois géométriques

est donnée par:

I v~ — 1
RPO,, = — -
(p) n ; ]z:; K; + I(]‘ +1

n K;+1 1 lnp
TS DY | ) ppumm————
I\ o G-p)(Ki+2-]) (1—p)f

np(p+1) 2np*In p
(I-p?*  (1-pp?

Preuve:

rPOW) = [ nien - ol

1 n 2
1 K pt
= n| - E i — | dt
/0 ("2':1 1—(1—p)t)

2
1 1 n K
- — R} - thi dt
/O"n2(z nl—l— Z +1—1—)]

=1

tI“"l 1 P22
= = dt —  _dt
ZZK —|—K +1 Z/ 1—(1—p +n/0 [1— (1 -p)t?
t]&-l—l
SmtA_QZ/ P

1 242
dt et B = n/ p—zdt.
o [1—(1-p)]
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Apres calculs, on trouve:

n K;+1 1 hlp
A = 2 4 ,
p; ]z_; (1=p)(K;—j+2) + (1- p)Ix’H-z

np(p+1) | 2np*lnp

(I—p)? = (1—pp

On obtient la valeur critique du test de niveau a par une méthode de bootstrap pa-

ramétrique.

7.4.3 Test de Baringhaus et Henze

Propriété 28

La fonction génératrice de la loi géométrique G(p) est l'unique fonction génératrice solution
de Uéquation différentielle suivante :

y'(tip) - yzl()i;p) =0 (£)

Preuve:
L’équation différentielle est une équation dite de Bernoulli. On pose z(t) = 1/y(t). L’équation
(E) devient :

“H%:O ()

1
Les solutions de (E’) sont de la forme z.(¢t;p) = s + ¢, avec ¢ € R. Les solutions de (E)
p

sont alors de la forme y.(t;p) = . Pour que y soit une fonction génératrice, on doit

p
14 cept

-1 t
avoir y.(1; p) = 1, ce qui implique que ¢g = pT On obtient y., (t;p) = P

1—(1—-p)t

Pexpression de la fonction génératrice de la loi géométrique de parametre p.

qui est

Propriété 29
La statistique du test de Baringhaus et Henze pour la loi géométrique est:

n

K.K;
BHn(p) = _ZZK _|_[( _npzzzk —I—K —|—I§k—2

=1 j=1 k=1

pn3 ZZZZK + K; —I—Kk—l—Kl—S

i=1 j=1 k=1 [=1
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Preuve:
1

BH,(p) = n o, (t) — )} dt

0 Ptz

[

§|>—k

0 =1

e )

=1
1 1 n 4
n K.
— — [ dt
Pl (z )

=1

On calcule séparément les termes de la statistique de test:

EREE - KK;
/ (;M& 1) it = ZZK o

=1 j=1

/ E iw«v—l itﬂv zdt SRl il

o P\& — e e K+ K+ Ky — 2
(& )
[r() o = SESS e

=1 =1 j=1 k=1 I=1

Il
g
N
E“

On obtient finalement la statistique de test:

K; K
BH.(p) = _ZZK YK —1

2
=1 j=1 p

n n n

pr s v 1[( + K; —I—I(k—Q

1
22222[& + K+ K+ K -3 -

=1 j=1 k=1 =1

La valeur critique du test se calcule par une méthode du bootstrap paramétrique. On peut

constater que le calcul de la statistique de test n’est pas simple et nécessite donc un temps

de calcul prohibitif. De plus, ce test utilise la méthode du bootstrap qui demande de répéter

un grand nombre de fois le calcul de la statistique et rend donc cette méthode difficilement

applicable en pratique.

7.4.4 Test lisse de Neyman

Rayner et Best [75] ont appliqué les tests lisses de Neyman a différentes lois discretes et

particulierement a la loi géométrique. Des études de puissance ont été menées pour comparer

la puissance du test lisse avec le test de Vit [91], et choisir également le nombre de composantes

m du test lisse (voir page 97 de [75]). m sera choisi égal a 4 et la statistique du test d’ordre

m = 4 est alors:

-y (Z hj<ki;p>)

7=2 \1i=1
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ol les h; sont un cas particulier des polynémes de Meixner (1934):

k-1
hi(kip) = pf —
k*p* + p(p — Dk 42
ha(kip) = 20— )
E2p® — k2(9p* — 3p°)  k(2p® — 9p* 4 18p) — 6
ha(k;p) = +
6v1—p(1—p) 61— p(1—p)
, kApt 4 B3 (6p* — 16p%) + k2(72p? — 48p% + 11pY)
nlkin) = 24(1 - p)?
N k(6p* — 32p® + 72p% — 96p) + 24
24(1 - p)?
hs (ki p) = k5p® + k4 (10p° — 25p") + k3 (35p° — 150p* + 200p*)
A 1201/T — p(1 — p)?
L 26007 — 275p" 4 600p° — 600p) | k(24p° — 150p" + 400p° — 600p” + 600p) — 120

120/ — p(1 — p)? 120y/T = p(1 - p)?

Sous I’hypothese Hy, la statistique §4 suit asymptotiquement la loi x% lorsque le parametre
de la loi géométrique est estimé par le maximum de vraisemblance p, = 1/K,. Pour les
échantillons de petite taille, Rayner et Best proposent une correction portant sur le quantile
de niveau o = 0.05 de la loi x3 (égal & 9.488) qui se calcule ainsi:

9.488 x {1+3.643/n—2.314/y/n — 0.447/\/M}7 en remplagant n(1 — p) par n lorsque
n(l —p,) < 1.

7.4.5 Tests basés sur la transformation de Smirnov généralisée

On a vu a la section 7.3.2 que les tests d’adéquation & une famille de lois basés sur la
transformation de Smirnov généralisée nécessitent une étude spécifique.

Nous utilisons dans cette section le fait que si I~ £(A), alors la v.a. K a valeurs dans
N* définie par K = [ E|+1 est de loi G(1 —e™"). Inversement on peut penser & créer, & partir
d’un échantillon de loi géométrique, un échantillon de loi exponentielle.

Pour créer un tel échantillon, on utilise la transformation de Smirnov généralisée: soit

K ~ G(p) et U~ U([0,1]) indépendante de K. Alors la propriété 23 établit que:
T=1-(1-pU)(1-p)~ " ~u(o,1])

Orsi V ~U([0,1]), alors =AIn(1 = V) ~ E(N),

done
. In(1 - pU)
F=K-14+4+—"2~&(—In(1-p)).
T Ee =)
On retrouve bien K = |F]| 4 1.
Ainsi, on testera I’adéquation d’un échantillon K1, ..., K, alaloi G(p), p connu, en testant

In(1 - pU;)

I’adéquation des F; = K; — 1+
In(1 - p)

alaloi &(—1In(1— p)).
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Dans le cas ou le parametre p est inconnu et doit étre estimé, 'idée naturelle est de tester

I’adéquation des

In(1 = p,U;) o n
B ———— ———— n = = -1
W= p) ou p (7.10)

2?21 K;

a la famille des lois exponentielles, par exemple par le test d’Anderson-Darling.

EZ':I(Z'—l—I—

Pour valider ce test, il faut vérifier que la loi asymptotique de la statistique de test ainsi
définie est la méme que celle de la statistique d’Anderson-Darling pour tester ’adéquation

d’un échantillon a la loi exponentielle.

Faute d’avoir pu prouver ce résultat, nous avons comparé a ’aide de simulations de Monte
Carlo les quantiles empiriques de la loi de la statistique d’Anderson-Darling obtenue & partir
d’un échantillon géométrique par la transformation de Smirnov généralisée, aux quantiles
théoriques de la loi asymptotique de la statistique correspondante pour le test d’adéquation
a la loi exponentielle. La figure FiG. 7.6 montre que ces quantiles different tres peu, ce qui

nous laisse penser que le test proposé est effectivement applicable.

(n,p)=(10,0.1) (n,p)=(25.0.1)
T T T

T T T T
— quantie par géoméique
e

T T T T
— quantie par géoméique
— quantile théoriqu ue

— quantile théoriqy

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

quanties quanties

(np)=(10,0.01) (p)=(25001)
T T T T

T T T
— quantie par géoméique
— quantile théorique

T T T
— quantie par géoméique
— quantile théorique

Fic. 7.6 — Comparaison des quantiles pour des échantillons de taille 10 et 25 des lois

géométriques de parameétres p = 0.1 et p = 0.01

La procédure pour tester ’adéquation de ’échantillon Ky,..., K, a la famille des lois
géométriques est donc la suivante. On commence par transformer ’échantillon Ky, ..., K, en

un échantillon El, .. .,En par la formule (7.10). Puis on teste ’adéquation de I’échantillon
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El, ey En ala famille des lois exponentielles. On présume que n’importe quel test conviendra.

Nous avons utilisé le test d’Anderson-Darling.

Il est clair que la méme procédure est applicable a d’autres lois discretes, par exemple a

la loi de Weibull de type I qui est issue de la loi de Weibull continue par discrétisation.

7.4.6 Comparaison des tests

Dans cette section nous nous intéressons a la comparaison des tests suivants dans le cas

de "adéquation a la famille des lois géométriques:

— Sy : test lisse de Neyman,

2721: test d’Anderson-Darling de Henze pour une loi discrete,

W2 test de Cramér-von Mises de Henze pour une loi discrete,

IZQTSG: test d’Anderson-Darling utilisant la transformation de Smirnov généralisée,

ﬁ'n : test de Kocherlakota et Kocherlakota,
ﬁP\On: test de Rueda, Pérez-Abreu et O’Reilly,
- Eﬁn : test de Baringhaus et Henze.

Nous avons également mis en place le test de Nikulin-Rao-Robson, mais les résultats sont
tellement mauvais que nous avons choisi de ne pas le présenter. Nous précisons que pour les
tests d’Anderson-Darling et Cramér-von Mises, nous avons utilisé le critere d’arrét de Henze.

Pour le test de Kocherlakota et Kocherlakota, nous avons choisi to = 0.5.

Les résultats s’obtiennent tres vite pour les tests §4, EQTSG et ﬁn En revanche, I"utili-
sation du bootstrap fait que les simulations sont tres longues pour les tests 2721, Wg, ﬁP\On
et EI\{n Nous avons fait appel & la puissance de calcul de la grappe de PC du ¢-cluster, pro-
jet commun a I'INRIA et Hewlett-Packard (http://icluster.imag.fr/). Malgré cela, certaines
)

simulations excessivement longues n’ont pu étre effectuées et sont signalées par un signe -

dans les tableaux de résultats.

Notre premier travail a consisté a vérifier le niveau de ces tests par des simulations de
Monte-Carlo. Pour une valeur p € {0.5,0.3,0.1,0.01,0.001,0.0001} fixée, nous avons simulé
un échantillon de loi géométrique G(p) de taille n € {5,10, 20,40, 60, 80,100,200} fixée, au-
quel nous avons appliqué tous les tests d’adéquation cités ci-dessus au seuil o = 5%. Cette
procédure a été répliquée N = 2000 fois pour chaque couple (p,n), et le tableau TaAB. 7.7
donne pour chaque test le pourcentage de rejets de I’hypothese géométrique parmi les N
simulations.

Les tests basés sur la fonction de répartition empirique, Wg, 2721 et EQTSG, se comportent
tous les trois de facon identique et satisfaisante, et ce des n = 5. Les seuils empiriques pour

le test lisse sont tres voisins du seuil théorique, avec pour n > 10, un seuil empirique plus
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Se W2 A2 Ais; KK, RPO, BH,|S: W2 A2 A%s; KK, RPO, BH,
P n=>5 n =10
0.0001 | 4.1 4.7 4.7 5.7 4.2 6.5 6.8 6.0 5.2 56 5.1 6.9 3.7 4.3
0.001 | 4.0 4.7 438 5.8 6.2 5.8 5.9 6.0 5.2 5.0 5.2 6.3 3.8 5.6
0.01 4.1 4.7 48 5.9 4.2 5.4 5.8 6.0 4.6 4.9 4.8 6.7 4.7 5.3
0.1 4.2 41 44 5.9 4.6 5.7 5.3 6.5 4.4 4.5 5.5 6.3 5.7 5.5
0.3 53 4.0 4.1 6.0 4.3 3.9 3.1 6.0 4.6 4.0 5.6 7.4 5.0 4.0
0.5 4.8 5.7 2.5 6.2 4.6 1.3 5.7 6.0 5.4 3.6 5.2 6.3 3.1 3.6
P n =20 n = 40
0.0001 | 5.7 5.7 5.2 5.6 4.3 5.1 5.6 58 45 5.0 5.8 4.6 5.3 4.2
0.001 | 5.8 56 5.2 5.6 4.5 4.4 6.5 58 44 4.9 5.8 5.4 5.1 3.4
0.01 5.7 55 5.1 5.5 4.5 4.4 5.0 59 45 55 5.8 4.6 4.4 4.6
0.1 6.1 4.8 4.5 5.7 4.3 5.0 4.5 6.1 4.4 5.2 6.0 5.0 4.8 5.0
0.3 5.7 50 5.0 5.3 5.0 4.9 4.9 6.4 4.7 5.1 5.5 5.3 6.0 6.0
0.5 5.7 5.7 4.6 5.2 3.5 5.1 5.0 55 56 4.5 5.4 4.7 5.0 4.7
P n = 60 n =80
0.0001 | 6.1 4.7 5.2 4.7 4.7 5.8 5.9 5.5 55 5.2 5.1 4.0 5.4 5.8
0.001 | 6.4 4.1 4.7 4.6 3.9 6.0 6.0 5.5 5.0 4.8 5.1 4.1 5.2 5.6
0.01 6.4 5.1 44 4.7 3.9 6.7 6.7 5.5 4.8 4.7 5.2 4.0 4.9 5.3
0.1 6.2 5.3 4.7 4.6 5.5 5.6 5.8 54 55 4.8 4.5 5.1 5.3 5.0
0.3 6.6 5.6 4.8 4.4 5.3 5.4 4.6 6.2 5.6 4.8 4.4 5.4 5.0 6.0
0.5 6.5 5.1 4.7 4.3 5.0 4.2 4.0 5.5 50 4.9 4.7 4.1 5.4 4.6
P n = 100 n = 200
0.0001 | 5.0 5.5 4.9 4.8 3.8 - - 5.2 50 4.3 5.4 4.5 - -
0.001 | 5.0 5.2 5.2 4.8 3.9 - - 53 5.0 6.0 5.5 5.4 - -
0.01 50 59 6.2 4.6 4.0 - - 5.2 6.3 6.5 5.4 5.0 - -
0.1 53 6.0 538 4.5 4.4 - - 53 59 6.3 5.2 4.6 - -
0.3 55 59 5.0 5.3 4.8 - - 50 54 59 5.4 5.2 - -
0.5 5.5 53 5.1 5.4 5.0 - - 49 5.0 56 4.7 4.7 - -

TAB. 7.7 — Seuil empirique pour les tests a la loi géométrigue de niveau o = 0.05
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proche de 6% que de 5%. Pour les tests ﬁ'n, ﬁP\On et EI\{n, les seuils empiriques sont un
peu plus éloignés du seuil théorique, mais cela reste satisfaisant.

Les valeurs les plus éloignées du seuil théorique sont obtenues pour n petit et p = 0.5. Dans
ce cas, I’échantillon est & moitié constitué de 1, ce qui a peu de chances d’arriver en fiabilité.
Globalement, tous les tests proposés peuvent donc étre utilisés pour tester I’adéquation d’un

échantillon, méme de petite taille, a la loi géométrique.

Une étude de puissance de ces tests a été également menée & ’aide de simulations. Les
données ont été simulées selon la loi de Weibull discrete de type | Wy (g, §), car cette loi peut
étre aussi bien DFR que IFR et qu’elle se réduit a la loi géométrique lorsque 3 = 1. Le contexte
industriel et 'expérience acquise nous incitent a choisir surtout des valeurs de 3 largement
supérieures a 1, mais nous avons également choisi des valeurs de 3 proches de 1 pour tester la
puissance des tests a discerner deux lois proches. Finalement on a 3 € {0.8,1.2,2}. De méme,
différentes valeurs de ¢ € {0.5,0.7,0.9,0.99,0.999,0.9999} ont été choisies afin d’obtenir des
observations de 'ordre de I'unité jusqu’a la dizaine de milliers. La taille de ’échantillon varie
de fagon a couvrir les applications observées en pratique: n € {10, 20,40, 60,80, 100,200}, et
le seuil des tests est &« = 5%. Les tableaux TAB. 7.8, 7.9 et 7.10 présentent pour chaque test
et pour chaque triplet (¢, 5, n), les pourcentages de rejets de I’hypothése géométrique pour

N = 2000 simulations.

Pour analyser les résultats de I’étude de puissance, nous classons les données en trois
ordres de grandeur. Les données seront dites: d’un tres grand ordre de grandeur lorsqu’elles
sont de l'ordre du millier a la dizaine de milliers (¢ € {0.999,0.9999}), d’un grand ordre de
grandeur pour des données de I’ordre de la dizaine & la centaine (g € {0.9,0.99}) et d’un petit

ordre de grandeur pour des données inférieures a 'ordre de la dizaine (¢ < 0.9).

Pour 8 = 0.8, le test de Baringhaus et Henze est le plus puissant, quel que soit ’ordre
de grandeur des données, devancant le test de Rueda al.. La puissance du test lisse est tres
satisfaisante, et cela pour tous les ordres de grandeur des données. Il semble que pour tous les
tests, a I'exception de 2721, Wg et ﬁ'n, la puissance soit une fonction croissante de ¢. Pour
des données d’un tres grand ordre de grandeur, les tests 2721, Wg et ﬁn ont une puissance
tres faible, quel que soit n. On évitera donc de les utiliser pour ce type de données. Pour les
tests basés sur la fonction de répartition empirique, cela vient peut étre du fait que ce sont
des tests spécifiques aux lois discretes alors que pour cet ordre de grandeur, les données sont
proches de celles d’une loi continue. C’est probablement pour cette raison que le test EQTSG
a une tres bonne puissance, puisque par l'intermédiaire de la transformation de Smirnov
généralisée, on effectue un test d’adéquation a un échantillon de loi continue. Inversement on
peut noter que pour des données d’un petit ordre de grandeur et pour des tailles d’échantillons
importantes, la puissance du test EQTSG est en retrait par rapport aux autres tests. Cela peut

s’expliquer par le fait que dans ces conditions, le caractere fortement discret des observations
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(i.e. la présence de nombreux ex-zequos) est perdu par la transformation en temps continu

sur laquelle repose le test.

TAB. 7.8 — Puissance empirique des tests d’adéquation a la géométrique pour 5 = 0.8

Comme pour f = 0.8, les résultats des simulations pour # = 1.2 indiquent que la puissance

des tests est globalement une fonction croissante de g. Pour des données d’un grand ordre

de grandeur et des échantillons de grande taille, le meilleur test est celui de EI\{n Puis par

ordre décroissant de puissance, on a le test de A2, les tests W2 et A2 qui ont une puissance

comparable, et enfin le test §4. Le probleme de la tres faible puissance des tests Wg et 2721

pour ¢ > 0.999, rencontré pour § = 0.8, n’est plus valable. Seuls les tests ﬁn et ﬁP\On

possedent toujours ce probléeme pour des données d’un grand ordre de grandeur. Pour des

données d’un petit ordre de grandeur et des petits échantillons (n < 40), le test de 11721 est le

plus puissant, tandis que pour des échantillons plus grands, les tests de ﬁ'n, ﬁP\On et Eﬁn

donnent les meilleurs résultats. On notera que pour 3 = 1.2, la supériorité des tests basés sur

la fonction génératrice semble moins évidente que pour le cas précédent avec 5 = 0.8.

S W A2 A, KK, RPO, BH,| 5. W? A A, KK, RPO. BI,
q n =10 n =20
0.9999 | 186 1.6 1.4 18.5 0.6 23.5 28.2 | 271 0.8 0.8 27.5 1.1 25.6 32.8
0.999 | 186 1.5 1.7 18.3 3.0 21.9 25.0 | 271 0.8 0.8 27.5 5.9 22.3 33.0
0.99 186 1.5 2.4 17.8 12.8 19.8 216 | 272 4.7 6.6 27.6 21.8 28.7 30.7
0.9 186 9.5 12.9 16.4 15.5 17.4 205 | 26.6 239 275 26.1 23.4 27.8 32.5
0.7 17.3  10.1 10.2 14.1 12.0 12.7 16.6 | 24.7 17.7 173 21.2 19.3 20.5 25.7
0.5 156 8.0 5.9 10.4 9.0 9.4 134 | 21,5 12.2  11.7 14.8 15.4 17.2 20.7
q n =40 n = 60
0.9999 | 39.4 0.3 0.3 45.0 1.5 49.2 52.5 | 49.8 0.0 0.0 57.4 2.0 65.0 68.5
0.999 | 394 04 0.4 45.0 9.6 48.4 52.4 | 49.8 15.2 1.0 57.4 12.5 64.2 69.5
0.99 39.5 380 34.7 44.9 30.7 45.1 50.8 | 49.7 60.6 57.0 57.5 31.5 60.7 65.3
0.9 39.1 399 435 42.7 37.4 45.0 50.3 | 49.6 544 556 50.5 50.1 56.3 61.1
0.7 36.3 32.2 31.5 34.0 34.9 35.9 41.2 | 46.0 475 44.0 45.3 48.3 50.6 56.2
0.5 30.4 23.0 23.3 22.2 27.6 25.9 293 | 388 355 338 29.3 38.8 39.2 40.8
q n =380 n = 100
0.9999 | 58.2 0.1 0.1 69.1 2.6 79.0 83.1 | 67.2 0.2 0.0 77.8 3.3 80.2 90.4
0.999 | 58.2 493 7.3 69.1 14.2 77.5 80.9 | 67.2 6.9 26.5 7.7 17.8 78.5 88.2
0.99 58.2 70.3 723 69.3 38.0 74.3 79.8 | 67.3 769 833 77.5 41.4 74.1 85.6
0.9 58.0 63.5 66.8 68.1 66.6 78.1 774 | 66.5 T71.6 76.2 76.5 70.1 85.3 88.4
0.7 53.8 58.2 55.7 56.3 55.4 58.5 65.0 | 61.3 66.6 66.5 64.8 69.4 71.1 69.3
0.5 45.6  44.3 434 38.7 17.1 50.2 52.3 | 51.6 52.3 528 44.4 59.2 64.8 51.6
q n = 200
0.9999 | 92.2 1.5 854 73.2 6.3 97.1 98.1
0.999 | 91.5 96.0 93.5 90.8 31.8 97.0 98.3
0.99 91.2 96.2 98.1 96.8 60.8 96.4 97.5
0.9 90.1 954 97.0 96.6 94.0 96.2 97.3
0.7 86.9 92,5 92.7 97.5 94.1 91.2 91.5
0.5 779 82.8 825 96.6 86.2 85.2 87.1
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—

S. W2 A2 A2.. KK, RPO, BH,| S« W2 A2 A%,. KK, RPO, BH,
q n =10 n =20
0.0999 | 7.0 118 12.3 6.3 0.5 1.4 1.8 | 87 183 179 11.1 0.8 2.3 6.9
0.099 | 7.0 127 122 6.3 1.9 2.1 2.0 | 87 174 174 110 2.5 1.6 7.7
009 | 71 99 92 64 0.9 3.0 23 | 89 108 104 11.0 04 8.5 6.6
0.9 78 64 79 65 6.7 8.1 24 | 91 136 145 11.0 119  14.9 7.2
0.7 |104 91 81 64 7.1 8.2 40 | 92 143 140 99 124 121 7.3
0.5 93 96 62 6.0 3.0 1.4 38 [ 91 132 119 7.1 6.7 9.0 7.5
q n =40 n = 60
0.0999 | 12.8 24.5 24.0 22.5 1.0 0.5 175 | 17.6  30.0 327 335 1.3 2.1 29.5
0.099 | 12.8 18.0 19.0 226 1.3 8.0 23.0 | 17.6 23.0 249 335 0.7 18.0  33.0
099 | 129 172 141 226 180  33.0 235 | 176 252 267 331 298 302  29.5
09 |130 231 234 221 220 241 162 | 17.2 295 345 319 329 357  26.8
0.7 | 121 21.2 204 185 221 232 180 | 147 258 30.2 237 320 319 253
0.5 9.4 181 159 103  13.6 152  14.2 | 107 222 225 142 207 212 245
q n =380 n = 100
0.0999 | 24.4 40.1 36.6 43.5 1.0 7.2 42.9 | 29.8 459 395 522 1.2 152  65.8
0.099 | 24.3 340 315 435 0.3 28.0  46.6 | 29.8 43.2 382 522 0.5 38.6  58.7
009 | 244 376 390 434 123 394 472 | 209 484 41.8 521 175 482  56.5
0.9 | 236 429 445 399 422 465  4L1 | 29.1 509 51.5 47.8  52.0 558 514
0.7 | 204 360 37.6 289 402 342 345 | 23.6 44.8 444 37.0 484 496 394
0.5 |12.8 305 268 160 269 320 287 | 157 367 338 210 343 345 320
q n = 200
0.0999 | 63.7 79.7 75.2 415 2.5 - -
0.099 | 62.0 80.5 784 67.8 0.1 - -
0.09 | 614 83.0 865 82.0  45.3 - -
0.9 |60.3 815 832 819 825 - -
0.7 | 472 675 705 841  77.3 - -
0.5 | 319 576 57.3 841 613 - -

TAB. 7.9 — Puissance des tests d’adéquation a la loi géométrique pour 3 = 1.2
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Les résultats des simulations pour 8 = 2 indiquent que tous les tests, a 'exception de
ﬁ'n, ont une puissance élevée lorsque la taille d’échantillon est supérieure ou égale a 20, et
rejettent donc fortement I’hypothese géométrique. Les tests §4, Wg, 2721, IZQTSG et R/PBn ont
des puissances similaires pour ¢ < 0.99. Le test Eﬁn apparait un peu moins puissant, surtout
pour les petits échantillons. Le probleme du test ﬁn s’est encore accentué au point que,

selon la valeur de ¢ et n, le test rejette ou accepte presque toujours 'hypothese géométrique.

—

S. W2 A2 A2.. KK, RPO, BH,| S« W2 A2 A%,. KK, RPO, BH,

q n=>5 n=10
0.0999 | 15.2 33.8 19.1 204 0.1 0.0 00 |[57.6 604 544 547 0.0 317 23.5
0.099 | 166 323 195 21.3 0.0 0.7 0.1 [581 556 550 546 0.0 31.3  39.3
099 | 190 285 237 191 0.3 27.2 0.1 |54.8 517 575 529 242 622  24.2
09 |324 281 278 167 218  26.7 1.6 | 56.7 582 57.9 46.0 549 588  36.2

q n =20 n =40
0.0999 | 89.8 883 927 920 0.0 85.7 752 | 99.9 99.9 100 100 0.0 98.3  99.9
0.099 | 90.6 87.0 925 920 0.0 85.6  76.0 | 99.6 99.9 100 99.9  76.2  99.6  99.9
0.09 |89.3 8.1 919 91.3 809 937  87.6 | 99.9 100 99.9 99.9  99.5 100 100
0.0 |86.8 89.7 899 8.1 915 926  86.0 | 99.0 99.8 100 988  99.8  99.9  99.9

q n =60 n = &80
0.0999 | 100 100 100 100 0.0 100 100 | 100 100 100 100 100 100 100
0.099 | 100 100 100 100  95.2 100 100 | 100 100 100 100 100 100 100
0.99 | 100 100 100 100 100 100 100 | 100 100 100 100 100 100 100
0.9 | 100 100 100  99.9 100 100 100 | 100 100 100 100 100 100 100

TAB. 7.10 — Puissance des tests d’adéquation a la loi géoméirique § = 2

Conclusion :
A partir des résultats obtenus, il semble que le test de Baringhaus et Henze soit le plus
puissant lorsque 3 < 1, et que ce soit le test de Rueda et al. lorsque § > 1. Il apparait
que pour les valeurs de § proches de 1, la puissance des tests dépend fortement de ’ordre
de grandeur des données. Ce phénomene s’amenuisant rapidement avec la croissance de f3,
puisque pour 3 = 2, tous les tests ont une puissance comparable et excellente.

On pourra conseiller 'utilisation du test d’Anderson-Darling utilisant la transformation
de Smirnov généralisée dont les résultats de puissance sont satisfaisants dans presque tous les
cas. Le test de Rueda et al. peut étre également conseillé puisqu’il est méme plus puissant

que le test EQTSG dans les deux cas suivants: 8 < 1, § > 1 avec ¢ petit.

7.5 Application a la loi de Weibull de type I

La fonction génératrice de la loi de Weibull ne possédant pas de forme explicite simple,
les tests d’adéquation de Kocherlakota-Kocherlakota, Baringhaus-Henze et Rueda et al. ne
sont pas applicables. Pour le test lisse de Neyman, le calcul de la b.o.n pour la loi de Weibull

de type I n’est pas possible en raison de la forme des moments sous forme de séries.
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Les seuls tests disponibles pour la loi de Weibull de type I sont donc les tests basés
sur la fonction de répartition empirique et les tests basés sur la transformation de Smirnov

généralisée.

7.5.1 Tests basés sur la transformation de Smirnov généralisée

On utilise la méme procédure que pour les tests d’adéquation a la loi géométrique basés
sur la transformation de Smirnov généralisée. En remarquant que si W est de loi de Weibull
continue W(n, 3), alors la variable K = |W] 4 1 est de loi de Weibull discrete de type I
W[(e_’%ﬂ,ﬁ), on va créer un échantillon de loi de Weibull continue a partir d’un échantillon
de loi de Weibull discrete de type 1.

Soient K ~+ Wi(q, 3), et U~ U([0,1]), indépendante de K. La propriété 23 établit alors

que
T—1_ q(K—l)ﬂ i (q(K—l)ﬂ B qKﬂ) U~ U([0, 1))
On testera ainsi l'adéquation de I’échantillon Kiq,..., K, & la loi de Weibull de type |

Wi(q, ), avec g et 3 connus, en testant I’adéquation de I’échantillon des

T,=1- q(K"_l)ﬂ + (q(K"_l)ﬂ - inﬂ) U, i=1,...,n alaloi ([0, 1]).

D’autre part si V ~ ([0, 1]), alors [—In(1 — V)]% ~ W(n, 3),

donc

|

W=[<K—1>5+ In 1—<1—qf"“<f"—”ﬂ>UH ~ W ((=Ing)75, )

1
In(q)

On note par ¢, et ﬁn les estimateurs du maximum de vraisemblance respectivement de
g et 3. On testera 'adéquation de I’échantillon Ky,..., K, a la loi de Weibull de type |

Wi(q, ), avec g et § inconnus, en testant I’adéquation de I’échantillon des
1

~Bn - 1\Bn Bn
In [1 _ (1 gl P )UZ»” " i=1,....n,Alaloi de Weibull.

o~

W, = [(1@ —1)Pn

In g
Pour cela on pourra utiliser un test basé sur la fonction de répartition empirique tel que

le test d’Anderson-Darling, ou le test de Mann-Scheuer-Fertig [53], décrits ci-dessous.

Le test d’Anderson Darling a la loi de Weibull (voir [23]) utilise la propriété suivante : si
la via. W~ W(n, 3), alors la v.a. Y = —In W est de loi de Gumbel G(%7 —1Inn). 1l suffit
alors d’utiliser la procédure classique des tests basés sur la fonction de répartition empirique

telle que Stephens et D’Agostino la décrivent page 149 de [23] pour la loi de Gumbel.

Mann, Scheuer et Fertig [53] ont proposé un test d’adéquation a la loi de Weibull pour
des données censurées de type Il dont nous présentons seulement la version pour des données

non censurées par soucis de simplicité. On pose Y; = In W;.
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On définit alors
Yy — Y

o [ty — Inin [t

Yi=1,...,n, [;=

o~

La statistique de test pour tester I’hypothese que I’échantillon Wl, ..., W, est issu d’une
loi de Weibull est :

KD

P L

Sous I’hypothese nulle, la statistique M est approximativement de loi de Fisher ]—'(an__lj 202y
2 ! 2

approximation valable pour n > 20.

7.5.2 Comparaison des tests

L’étude du seuil a été menée seulement avec les tests d’adéquation de Mann-Scheuer-
Fertig et Anderson-Darling, utilisant tous les deux la transformation de Smirnov généralisée.
Par manque de temps, les simulations pour les tests basés sur la fonction de répartition
empirique seront effectuées plus tard. Les valeurs des parametres utilisés pour les simulations
sont: g € {0.5,0.7,0.9,0.99,0.999} et 5 € {0.8,1.2,1.5,2.0}. Le tableau TAB. 7.11 donne les
pourcentages de rejets des tests au seuil @ = 5% pour N = 2000 réplications.

Pour g > 0.7, les seuils empiriques du test d’Anderson-Darling sont 1égerement supérieurs
a 5% lorsque n < 40, quel que soit 3. Pour ¢ < 0.7, les quantiles empiriques sont inférieurs
au seuil théorique, quels que soient 3 et n. Pour le test de Mann-Scheuer-Fertig, les quantiles
empiriques sont toujours nettement inférieurs a 5%, quel que soit le triplet (q,3,n). Par

conséquent, il vaudra sans doute mieux ne pas utiliser ce test.

De méme que pour I’étude du seuil des tests d’adéquation, I’étude de puissance ne concerne
que les deux tests utilisant la transformation de Smirnov généralisée. Pour les simulations,
nous avons choisi les lois d’Eggenberger-Pélya, logistique tronquée discrétisée et Weibull de
type 111, car a 'instar de la loi de Weibull de type I, elles peuvent modéliser le vieillissement.
Les valeurs des parametres de ces lois ont été choisies de facon a obtenir des données de
lordre de grandeur allant de la dizaine jusqu’a la dizaine de milliers. Le seuil des tests est
fixé a 10%.

Le test de Mann-Scheuer-Fertig est le moins puissant des deux tests, avec de plus un
comportement tres inégal de sa puissance, dépendant des valeurs des parametres de la loi
de Weibull de type 11l simulée et de la taille de I’échantillon. Il semble que la puissance du
test dépende fortement du parametre 5. Ce point pourra étre vérifié par des simulations
supplémentaires avec § > 1. La puissance du test d’Anderson-Darling se comporte de fagon

analogue, en étant toutefois tout le temps supérieure.
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n =20 n =40 n = 60 n = 100 n = 200
8 =08
q A2TSG m?sc; A2TSG ﬁS\F2TSG A%SG m?se X%SG ﬁS\F?se A%SG m?se
0.999 6.3 3.2 5.8 3.6 4.8 2.8 5.2 2.9 5.2 2.9
0.99 6.2 3.0 5.8 3.4 4.8 3.0 5.0 3.0 5.2 2.9
0.9 6.0 3.1 5.8 3.4 4.7 2.8 5.2 2.2 5.6 3.2
0.7 3.9 2.4 3.4 2.6 3.8 2.6 4.0 2.6 4.4 3.0
0.5 3.0 1.4 4.1 2.2 4.0 2.1 5.4 3.1 6.5 4.8
g=12
0.999 6.3 3.2 5.7 3.5 4.8 2.8 5.1 2.9 5.1 2.7
0.99 6.3 3.1 5.9 3.4 4.8 3.0 5.2 3.1 5.6 3.0
0.9 5.7 3.1 5.9 3.7 4.9 3.1 5.1 2.4 5.5 3.0
0.7 4.4 2.2 3.7 2.6 3.8 2.7 4.6 2.1 4.7 2.5
0.5 3.0 2.0 3.3 2.1 4.0 2.0 4.1 2.3 4.3 2.3
=15
0.999 6.3 3.3 5.8 3.4 4.7 3.0 5.1 3.0 5.2 2.8
0.99 6.3 3.3 5.6 3.7 4.6 2.9 5.3 3.0 5.8 2.6
0.9 5.3 3.2 5.2 3.4 4.9 3.2 4.9 2.2 5.6 3.0
0.7 4.2 2.4 3.9 2.2 3.8 2.2 4.2 2.0 4.5 2.6
0.5 3.3 1.9 3.1 1.7 3.5 1.4 3.7 1.9 3.5 2.1
B=2
0.999 6.2 3.4 5.5 3.9 4.9 2.8 5.5 3.0 5.2 3.2
0.99 5.9 2.9 5.8 3.9 4.8 3.0 5.2 3.0 5.8 2.9
0.9 5.1 3.2 5.9 2.8 5.4 2.8 5.7 2.2 5.1 2.7
0.7 4.8 1.9 5.1 2.3 4.8 2.7 4.5 2.8 5.0 2.8
0.5 3.3 1.9 2.7 1.5 3.3 1.7 3.7 2.0 3.7 1.5
TaB. 7.11 — Seuil empirique pour les tests au niveau o = 0.05
n =20 n =40 n = 60 n = 100 n = 200
(¢, B) X%SG m2TSG X%SG ﬁS\F2TSG X%SG m2TSG X%SG ﬁS\F2TSG X%SG ﬁS\F2TSG
(0.1,1.0) 6.0 3.5 5.9 3.3 6.0 3.1 7.4 3.8 9.6 4.9
(0.1,0.5) 14.0 7.0 22.6 11.8 36.0 16.8 59.8 28.5 94.1 54.2
(0.05,0.5) 14.0 7.5 22.2 12.8 34.2 19.7 57.9 32.6 93.1 60.8
(0.01,0.5) 11.8 6.0 15.8 9.0 24.0 13.6 39.7 21.3 78.1 43.0
(0.001,0.5) 7.9 3.9 9.5 5.5 13.0 5.9 19.0 9.9 41.2 18.9
(0.0001,0.5) 6.7 3.2 6.7 3.8 7.4 3.8 9.2 5.2 17.4 8.3
(0.0001,1.0) 100 77.8 100 78.6 100 82.3 100 86.5 100 93.5

TAB. 7.12 — Puissance des tests a la loi de Weibull I pour des simulations de la loi de Weibull

de type 111
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n =20 n =40 n = 60 n = 100 n = 200
PN 2 ~, 2 ~, 2 ~, 2 -~ 2
(h,d) Arsec MSFrsg | Avsg MSFrse | Avsg MSFrse | Avse MSFrsg | Avse MSFrsg
(4,2) 28.1 6.10 57.9 6.8 86.5 7.7 100 6.2 100 7.4
(20,5) 15.9 10.5 21.8 15.0 28.6 18.6 40.6 28.5 67.8 45.7
(1000,50) 24.6 19.0 39.40 34.0 53.5 48.6 77.9 68.1 97.1 94.7
(5000,1500) 14.2 11.3 20.2 14.5 27.6 22.1 39.2 31.7 64.5 52.3

TAB. 7.13 — Puissance empirique des tests a la loi de Weibull I pour des simulations de la loi

d’Eggenberger-Polya

Le test d’Anderson-Darling est semble-t’il plus puissant que le test de Mann-Scheuer-

Fertig. La dépendance de la puissance a 'ordre de grandeur des données est tres nette pour

le test EQTSG.

n =20 n =40 n = 60 n = 100 n = 200

PN 2 o~ 2 ~, 2 ~, 2 -~ 2

(c,d) Arse MSFrsg | Avsg MSFrse | Avsg MSFrse | Avse MSFrsg | Avse MSFrsq
(4,2) 38.1 15.1 77.2 21.3 95.9 28.8 100 39.4 100 63.4
(20,10) 20.6 16.3 37.0 25.3 53.8 31.3 76.8 46.4 97.6 70.7
(100,50) 20.0 15.6 34.9 24.6 53.1 30.8 71.4 44.9 95.5 71.6
(1000,500) 20.9 17.1 36.3 24.3 32.0 32.0 73.3 45.6 95.6 72.3
(10000,5000) 21.2 17.2 35.7 22.3 51.2 33.3 73.3 46.2 95.8 70.5
(25000,7500) 23.0 21.7 42.8 31.3 59.7 36.6 80.9 44.1 97.9 60.5

TAB. 7.14 — Puissance empirique des tests a la loi de Weibull I pour des simulations de la loi

logistique tronquée discrétisée

Dans le cas de la simulation de la loi logistique tronquée discrétisée, le test d’Anderson-
darling est encore le plus puissant des deux tests. La puissance des tests est croissante avec la
taille de ’échantillon. L’ordre de grandeur des données ne semble pas jouer un réle important

pour les deux tests, excepté pour le test IZQTSG avec des données d’un petit ordre de grandeur.

Conclusion
Le test d’Anderson-Darling est plus puissant que le test de Mann-Scheuer-Fertig pour toutes
les lois simulées et les tailles d’échantillon considérées. Il semble que la loi de Weibull de type
IIT soit pour les deux tests, la loi la plus difficile a différencer de la loi de Weibull de type 1.
Pour toutes les lois simulées, la puissance du test d’Anderson-Darling est excellente pour des

données d’un petit ordre de grandeur.

7.6 Conclusion

On a vu a la section 7.1 que seul le graphe de probabilité de la loi géométrique est vrai-
ment un test graphique eflicace. Pour les autres lois discretes, la transformation fonctionnelle
ou les qualités de 'estimateur empirique utilisé, sont la cause de I'impossibilité a conclure

efficacement sur le rejet du modele étudié. On ne conseillera finalement 'utilisation du graphe
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de probabilité que pour la loi géométrique, et 'utilisation des tests statistiques d’adéquation
pour toutes les lois. Pour la loi géométrique, on conseillera indifféremment "utilisation du test
d’Anderson-Darling utilisant la transformation de Smirnov généralisée ou du test de Rueda
et al. pour leur puissance générale au vu de la grande variété de données testées. Pour tester
I’adéquation a la loi de Weibull de type I, I’étude de puissance doit étre complétée par les
tests basés sur la fonction de répartition empirique et d’autres valeurs des parametres des

lois simulées.



CHAPITRE
Procédure d’analyse du

retour d’expérience en

temps discret

Comme on I’a précisé au chapitre 1, la procédure actuelle d’analyse de données du Retour

d’EXpérience (REX) en temps continu chez Schneider Electric est la suivante:

1. Tester si le taux de défaillance est constant, c’est a dire faire un test d’adéquation a la
loi exponentielle (voir CEI 60605-6).

2. Si la loi exponentielle n’est pas rejetée, on donne une estimation ponctuelle et un in-
tervalle de confiance unilatéral & 60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous
I’hypothése exponentielle (voir CEI 60605-4).

3. Si la loi exponentielle est rejetée, on fait un test d’adéquation a la loi de Weibull. Si la
loi de Weibull n’est pas rejetée, on donne une estimation ponctuelle et un intervalle de
confiance unilatéral & 60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous I’hypothese de

Weibull (voir CEI 61649).

4. Si la loi de Weibull est rejetée, une étude spécifique est nécessaire.

Un des objectifs annoncés de la these était de proposer son analogue en temps discret,

qui a priori devrait étre constitué des étapes suivantes:

1. Tester si le taux de défaillance est constant, c’est a dire faire un test d’adéquation a la
loi géométrique.

2. Sila loi géométrique n’est pas rejetée, donner une estimation ponctuelle et un intervalle
de confiance unilatéral & 60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous I’hypothese
géométrique.

3. Si la loi géométrique est rejetée, existe-t’il une loi de Weibull en temps discret? Faire
alors un test d’adéquation a la loi de Weibull discrete. Si la loi de Weibull discrete n’est
pas rejetée, donner une estimation ponctuelle et un intervalle de confiance unilatéral a

60% du taux de défaillance et de la fiabilité sous I'hypothese de Weibull discrete.
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4. Si la loi de Weibull discrete est rejetée, quels sont les autres modeles de fiabilité en

temps discret disponibles?

Dans ce chapitre, nous décrivons la procédure d’analyse du REX effectivement adoptée,
qui differe légerement de celle décrite ci-dessus. L’analyse présentée exploite les résultats des
chapitres précédents et est directement utilisable par un praticien n’ayant pas lu les chapitres

précédents.

Un logiciel de Fiabilité et d’Exploitation pour des Données Discretes de Retour d’Expérience
(FEDDRE) a été développé sous MATLAB. Dans sa version actuelle, le logiciel FEDDRE

permet :

la simulation des principaux modeles de fiabilité en temps discret,

la description statistique des données, réelles ou simulées,

— D’estimation non paramétrique (ponctuelle) des principales grandeurs de la fiabilité,

— la construction de tests d’adéquation graphiques,

— Pestimation des parametres des modeles de fiabilité et la réalisation de prévisions.

Ce logiciel possede une interface graphique conviviale, réalisée entierement sous MATLAB,

qui facilite son utilisation par le personnel de Schneider Electric familiarisé avec les méthodes

statistiques.

8.1 Procédure d’analyse

On suppose que I'on dispose de données ky, ..., k, (non censurées) représentant les durées
de vie en temps discret de n systemes identiques et indépendants. Nous proposons de commen-
cer par une étude non paramétrique des données, puis seulement ensuite de tester ’adéquation
des observations a la famille des lois géométriques comme le veut la procédure d’analyse pro-

posée.

8.1.1 Notations

On notera la statistique d’ordre par: k() < -+ < k,). Si des répétitions existent, on

notera par k(*l) < k(*z) < e < k(*l), [ < n, les observations sans répétitions. Soient d; le

nombre de défaillances a la date k(*j) et r; le nombre cumulé de défaillances entre I'instant

initial et &7

()"

On notera par n; le nombre d’appareils encore en fonctionnement a I'instant k(*j) in; =n—rj,

avec ng = n.
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8.1.2 Estimation non paramétrique
1) Estimation du taux de défaillance

Le taux de défaillance empirique est défini par:

nombre d’observations = &

Yk <k@y, Aanlk) =

nombre d’observations > k&
2) Estimation de la fiabilité

La fiabilité empirique est définie par:

nombre d’observations > k

Yk e N, Ry(k) =

nombre total d’observations
3) Estimation par intervalle de confiance du taux de défaillance

Pour le taux de défaillance, on utilise un intervalle de confiance non paramétrique avec
la transformation du logit afin d’étre sir d’avoir des bornes comprises entre 0 et 1. La borne
supérieure d’un intervalle de confiance asymptotique unilatéral [0, Ay, ()], de seuil a €]0, 1]

pour A(k) est donnée par:
An(K)

Asup(k) =

An(k) + (1 = An(k))exp [_m

ol 29, est le quantile d’ordre 1 — « de la loi normale centrée réduite.

4) Estimation par intervalle de confiance de la fiabilité

Pour la fiabilité, on utilise un intervalle de confiance non paramétrique exact. Un intervalle

de confiance unilatéral exact de seuil a €]0, 1[ pour R(k) est donné par [Ry,s(k), 1], avec:

(n = nRo(K) + DF(1 90— o (k) + 2,90R (1) |
Rins(k) = {1 + nR,(k) }

ou F est le quantile d’ordre p de la loi de Fischer-Snedecor a (v1, v2) degrés de libertés.

Piv1,v2)

5) Estimation par bande de confiance du taux de défaillance

"
sUp

Une bande de confiance asymptotique [/\;/nf(k), Agup(B)], VE € [a, b], de seuil « €]0, 1] pour

A est donnée par:
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= oo Ra(k)
~ (k) = R, (k—1)3

~ q1-o tel que ¢b—a—|—1 (ql—oz) - [1 - ¢(q1—a)]b_a+1 =1- a,

¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

[Rn(k = 1) = Ru(K)],

6) Estimation par bande de confiance de la fiabilité

Une bande de confiance asymptotique de Kolmogorov-Smirnov [Ry,f(k), Rsup(k)], VEk €
[1, k[, de seuil « €]0, 1] pour R est donnée par:

Rins(k) = Ru(k)—1/——1In

/1

8.1.3 Test graphique d’adéquation a la famille des lois géométriques

Avant de faire un test statistique d’adéquation a la famille des lois géométriques, on
effectue un test graphique.

Le graphe de probabilité de la loi géométrique est le nuage des points (k(*j), In(1 - %))FL...J'
Si les points du nuage sont approximativement alignés selon une droite de pente négative et
passant par lorigine, on admettra que la loi géométrique est un modele acceptable pour ces

données. Dans ce cas, la pente de la droite fournit un estimateur de In(1 — p) donc de p.

8.1.4 Test statistique d’adéquation a la famille des lois géométriques

L’étude de puissance des tests d’adéquation menée au chapitre 7 recommande le test
d’Anderson-Darling utilisant la transformation de Smirnov-généralisée. Le parametre p de la

loi géométrique étant inconnu, on commence par ’estimer.

La procédure pour tester I'adéquation de I’échantillon Kiq,..., K, a la loi géométrique

G(p), avec p inconnu, est:

1. Calculer p, = ﬁ,
2. simuler n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]: Uy, ..., U,,
~ In(1 - p,U; .
3. calculer T, = K; — 1+ n(ipA)’ pouri=1,...,n,
In(1 - py)
4. calculer, a partir de fl, .. .,fn, la statistique EQTSG du test d’adéquation d’Anderson-
Darling a la famille exponentielle :
— Ordonner les données : f(l), .. .,f(n),
— calculer A, = " —,
i=1 1

— calculer Z; =1~ exp[—Anf(i)], pour i =1,...,mn,
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— calculer la statistique de test:
n

Al = —n— %; [(2i — 1) In Zgsy + (20 + 1 — 24) In(1 — Z(y))]
Pour les échantillons de petite taille, d’Agostino et Stephens [23] conseillent de corriger
cette statistique en la multipliant par (1 + 076). Si EQTSG > Cq, OU €, est tabulé dans
[23], on décide de rejeter au seuil « ’hypothese que les données sont issues de la loi
géométrique. La procédure d’analyse se poursuit alors a la section 8.1.6 . Sinon, aucune

preuve ne permet de rejeter I’hypothese d’une loi géométrique pour les données et

I’étape suivante est la section 8.1.5.

8.1.5 Estimation des fonctions usuelles de la fiabilité pour la loi géométrique

Pour la loi géométrique, les grandeurs usuelles de la fiabilité s’exprimant simplement en

fonction du parametre de la loi, nous commencons par donner ’expression de son estimateur.

1) Estimation du parameétre p

[’estimateur sans biais et de variance minimale (ESBVM) du parameétre p est donné par:
_ n—1
= 2y Ki—1
2) Estimation du taux de défaillance

Le taux de défaillance de la loi géométrique est constant et égal au parametre p. L’esti-

mateur du taux de défaillance est donc égal & p,,.

3) Estimation du temps moyen de bon fonctionnement (MTTF)

Le MTTEF de la loi géométrique est égal a I'inverse du parametre de la loi. [’ESBVM du
1 1
MTTF est: MTTF = — =~ > K.
Pr n =1
Remarque:
La durée de vie résiduelle moyenne de la loi géométrique étant constante (et donc égale au
MTTEF), on obtient TESBVM, m, de la durée de vie résiduelle moyenne & partir de celui du

1
MTTF donné ci-dessus : m = —.
Pn

4) Estimation de la fiabilité

Pour tout k € N*, estimateur sans biais de variance minimale R(k) de R(k) est:

n—1 n—1
C
- H<1— k,): L sik<S-n
R(k) = i=1 S~ Cs_y

0 sik>S—-n
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oun S = zn:I(i.
=1

5) Estimation par intervalle de confiance du parameétre p

Les conclusions de la section 6.1.2 consacrée aux intervalles de confiance pour p recom-
mandent 'utilisation de I’intervalle de confiance basé sur la méthode bayésienne.

L’intervalle de confiance bilatéral [p;, s, Psup], de seuil «, o €]0, 1], pour le parametre p est

donné par:
i _ (n + 1)‘7:(oz/2;2(n—|—1),2(5—n-|—1))
inf S—n+1+ (n + 1)‘7:(1—oz/2;n—|—175—n—|—1)
P . (n + 1)‘¢(1—a/2;n+1,5—n—|—1)
P S—n+ 1+ 1+ D)Fu_a/22(nt1),2(S—n+1))
ot Fpi, ;) désigne le quantile d’ordre p de la loi de Fischer-Snedecor a (v, v2) degrés de

liberté, et S =Y K;.

=1

Pour la construction d’un intervalle de confiance unilatéral [0, p, ], de seuil o (@ €]0, 1[),

la borne supérieure est donnée par:

(n + 1)‘7:(1—oz;n-|—1,5—n-|—1)
-—n+1+ (n + 1)‘7:(1—oz;2(n-|—1),2(5—n+1))

Phup = g

6) Estimation par intervalle de confiance de la fiabilité

L’expression de la fiabilité pour la loi géométrique G(p) est:
R(k) = (1 -p)*

La fiabilité étant une fonction décroissante de p, 'intervalle de confiance de la fiabilité s’obtient
directement a partir de I’intervalle de confiance pour p.
L’intervalle de confiance bilatéral (respectivement unilatéral) de seuil a pour la fiabilité

en k est donc donné par [(1 = psup)”, (1 = ping)*] (respectivement [(1 — p},,)*, 1]).

8.1.6 Test graphique d’adéquation a la famille des lois de Weibull
de type I

Le graphe de probabilité de la loi de Weibull de type I est donné par:
(ln k(*j), In[—In(1 — %)]) - . Si les points du nuage sont approximativement alignés selon
une droite d’équation y = ak 4+ b, avec @ > 0, on admettra que la loi de Weibull de type I est
un modele acceptable pour ces données. Dans ce cas, le coefficient a de la droite fournit un

estimateur de 3, et exp[—exp(b)] un estimateur de q.
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8.1.7 Test statistique d’adéquation a la famille des lois de Weibull

de type I

On teste "adéquation de ’échantillon Ky, ..., K, a la loi de Weibull de type T Wy(q, 3),

avec ¢ et 3 inconnus, par le test d’Anderson-Darling utilisant la transformation de Smirnov

généralisée. On commence alors par estimer les parametres de la loi.

1. Calculer les estimateurs du MV ¢, et ﬁn selon la procédure du 8.1.8.1,

2. simuler n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]: Uy, ..., U,,
) 1
-~ 5 1 ".ﬂ"— Cr— én én
3. calculer T; = | (K; — 1)*8" + oz In|1-(1- (jf’ (Fi=1) )UZ” ,pourt=1,...,n,
an

4. calculer, a partir de fl, .. .,fn, la statistique EQTSG du test d’adéquation d’Anderson-
Darling & la famille des lois de Weibull :

Transformer ’échantillon des fl, .. .,fn en ’échantillon Y7,...,Y, avecY; = —In ﬁ,
ordonner I"échantillon : Yy, ..., Y(,),

a partir de Y(y1), ..., ¥(,), calculer les estimateurs du MV ji et & de la loi des valeurs

extrémes de fonction de répartition F'(z;u,v) = exp [—exp (—x:“)],

calculer Z(;y = F(Y(;); i, 7), pour i = 1,...,n,

calculer la statistique de test:
n

-~ 1
Afsg=—n— - Z (20— D) InZpy + (2n 41— 2i) In(1 - Zy)]
=1

Pour les échantillons de petite taille, d’Agostino et Stephens [23] conseillent de corriger

cette statistique en la multipliant par (1 + %) Si EQTSG > €4, avec ¢, tabulé dans

[23], on décide de rejeter au seuil o 'hypothese que les données sont issues de la loi de

Weibull de type I, 'analyse se poursuit alors a la section 8.1.9. Sinon, aucune preuve

ne permet de rejeter ’hypothese d’une loi de Weibull pour les données, I’étape suivante

est alors la section 8.1.8.

8.1.8 Estimation des fonctions usuelles de la fiabilité pour la loi de Weibull

de type I

1) Estimation des parameétres

L’estimation par la méthode du Maximum de Vraisemblance des parametres ¢ et 3 est

obtenue numériquement en maximisant la fonction de vraisemblance £ donnée ci-dessous:

Ln(q,B) = f[ (q(’“"‘”ﬂ ~ q’“f)

=1

Soient g, et 3, les estimateurs du maximum de vraisemblance.
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2) Estimation du taux de défaillance

L’expression du taux de défaillance estimé de la loi de Weibull de type I est:
k) =1 = g0
ou ¢, et ﬁn sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de ¢ et [.

3) Estimation de la fiabilité

L’expression de la fiabilité estimée est:

R(k) = g™

n

L’état actuel des recherches sur la loi de Weibull de type I ne permet pas de construire
d’intervalle de confiance pour le taux de défaillance et la fiabilité comme la procédure d’ana-
lyse le prévoyait en début de these. Néanmoins, il est possible de construire des intervalles

de confiance non paramétriques pour A et R, comme nous les avons présentés au chapitre 5.

8.1.9 Autres modeles de fiabilité

Les applications pratiques sur des données discretes ont montré que les lois d’Eggenberger-
Polya et logistique tronquée discrétisée peuvent étre des modeles envisageables dans le do-
maine d’application de Schneider Electric. Malheureusement, il n’existe pas encore de test

d’adéquation a ces modeles. Néanmoins I'estimation paramétrique est possible.

8.1.10 Récapitulatif

La procédure d’analyse de données du REX en temps discret souhaitée en début de these
n’est pas applicable completement & cause de I'absence d’intervalles de confiance pour le
taux de défaillance et la fiabilité dans le cas de la loi de Weibull de type I. Néanmoins, il est
possible de construire des intervalles de confiance non paramétriques pour A et R, comme
nous les avons présentés au chapitre 5. Méme si un intervalle de confiance non paramétrique
est moins précis que ne l’est un intervalle de confiance paramétrique, il est utilisable dans
tous les cas, méme quand aucun modele n’a été retenu. Le diagramme de la figure FiG. 8.1

illustre la procédure d’analyse effective a la fin de these.



163 - Analyse du REX

Observations
représentant des durées
de vie discrétes

[
Etude non Efude
paramétrique paramétrique
i 1 1
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Fic. 8.1 — Procédure effective d’analyse du REX en temps discret

8.2 Application pratique : données non censurées

Nous présentons un jeu de n = 23 données représentant des nombres de sollicitations
jusqu’a défaillance, provenant d’essais effectués par Schneider Electric:
12 15 15 15 17 18 18 19 20 20 22 22 23 23 24 25 25 25 29 31
32 32

Pour cet exemple, nous avons choisi d’évaluer les grandeurs de la fiabilité a la 20°7¢
sollicitation pour des raisons liées au contexte applicatif de Schneider Electric.

L’analyse des données commence par la construction du graphe de probabilité de la loi

géométrique:

Fic. 8.2 — Graphe de probabilité de la loi géométrique

Il apparait sur le graphe de probabilité que les points du nuage ne sont pas raisonnable-

ment alignés : le modele géométrique ne semble donc pas acceptable pour nos données.
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La procédure du test d’adéquation a la loi géométrique d’Anderson-Darling utilisant la
transformation de Smirnov généralisée appliquée aux données donne le résultat suivant pour la
statistique de test corrigée : IZQTSG = 5.93. La valeur critique au seuil de 5% étant cg o5 = 1.321,
le test rejette I’hypotheése géométrique au seuil de 5%. En notant que ¢ggo25 = 2.534, on en
déduit que le risque de rejeter & tort I'hypothese géométrique est inférieur & 0.25% et la loi

géométrique est donc largement rejetée.

La procédure indique dans le cas du rejet de la loi géométrique, de tester "adéquation a
la loi de Weibull de type I. Nous commencons alors naturellement par construire le graphe

de probabilité pour cette loi, donné a la figure FiG. 8.3.

Fic. 8.3 — Graphe de probabilité de la loi de Weibull de type 1

Il est difficile de se prononcer sur ’alignement des points du nuage. Il est donc nécessaire
d’effectuer un test statistique pour prendre une décision sur le rejet ou non du modele de
Weibull de type 1. A titre indicatif, la régression linéaire sur le nuage de points nous donne
I’équation de droite suivante: y = 4.00k — 12.56. Les estimateurs graphiques des parametres

sont ¢ = 0.99999650 et 3 = 4.00.

Le test d’adéquation a la loi de Weibull de type I d’Anderson-Darling utilisant la trans-

formation de Smirnov généralisée appliqué a ces données donne les résultats suivants:
1. Les estimateurs du MV de la loi de Weibull de type I sont: ¢, = 0.999997 et ﬁn = 4.08,

2. la statistique de test corrigée est EQTSG = 0.414. La valeur critique est cgg5 = 0.757. Le
test ne rejette pas la loi de Weibull de type I au seuil de 5%. La loi de Weibull de type
I est donc un modele acceptable pour représenter la loi des durées de vie des appareils

étudiés.

Remarque:
On constate que 'estimation graphique des parametres est tres proche des estimateurs du

MV.
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L’estimation paramétrique du taux de défaillance & la 20°™¢ sollicitation est alors: X(QO) =
9.7 1072, L’estimation non paramétrique ponctuelle est A, (20) = 0.14. L’intervalle de confiance
non paramétrique unilatéral & 60% pour A(20) est [0,0.17]. L’estimation paramétrique de la
fiabilité & la 20°¢ sollicitation est E(QO) = 0.58. L’estimation non paramétrique ponctuelle
de la fiabilité est R,,(20) = 0.52. L’intervalle de confiance non paramétrique unilatéral a 60%
pour R(20) est [0.47;1]. Les estimations, paramétrique et non paramétrique, de R sont re-
lativement proches I'une de 'autre. Tandis que pour le taux de défaillance, ’estimation non
paramétrique est légerement supérieure a ’estimation paramétrique, donc plus pessimiste.
Ceci étant probablement dia au fait que 'estimateur empirique du taux de défaillance est nul
en dehors des observations.

Les graphes du taux de défaillance et de la fiabilité estimés a I’aide de la loi de Weibull
de type I sont donnés par la figure Fia. 8.4.

Fic. 8.4 — Taux de défaillance et fiabilité estimés de la loi de Weibull de type 1

La figure Fia. 8.5 donne les représentations graphiques de 'intervalle et de la bande de

confiance non paramétriques du taux de défaillance.

2 2
sollicitations sollicitations

FiG. 8.5 — Intervalle et bande de confiance non paramétriques bilatérauz a 60% du tauzr de

défaillance
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La figure Fia. 8.6 donne les représentations graphiques de 'intervalle et de la bande de

conflance non paramétriques de la fiabilité.
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F1G. 8.6 — Intervalle et bande de confiance non paramétriques bilatérauz a 60% de la fiabilité

Les bandes de confiance de A et R sont logiquement plus larges que les intervalles de

confiance correspondants.

A titre de comparaison, nous donnons les résultats d’estimation paramétrique pour la loi
géométrique (méme si celle-ci a été rejetée par les tests d’adéquation), car cette loi modélise
I’absence de vieillissement, hypothese souvent faite dans les études de fiabilité. L’estimateur
(ESBVM) de p est p, = 4.4 1072. Un intervalle de confiance unilatéral & 60% pour p est
[0,5.0 1072].

La figure FiG. 8.7 donne les graphes des estimations paramétriques et non paramétriques

du taux de défaillance et de la fiabilité.
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Fic. 8.7 — Comparaison des estimations du tauzx de défaillance et de la fiabilité

Ces graphes confirment clairement que la loi de Weibull de type I est nettement plus

appropriée que la loi géométrique pour ces données.
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8.3 Application pratique : données censurées

Dans la pratique, les données issues du REX comportent souvent des censures en plus
des dates de défaillances. Aussi, dans cette section, nous présentons un second exemple d’ap-
plication au REX de Schneider Electric qui se compose de données multicensurées a droite.
Comme dans cette these, nous n’avons pas étudié le cas de données censurées, nous ne don-
nons que des résultats de base, issus pour la plupart de résultats usuels en temps continu.
L’étude des données censurées constitue un theme de recherches futures.

Les nombres de sollicitations jusqu’a défaillance sont les suivants:

2900 6767 9886 13000 15000 16300 18771 21032 21120 21160 21421 22340 22644 22821
23000 24961 25660 25777 27085 27215 27240 27343 27473 28114 28161 28926 29500
Les nombres de sollicitations jusqu’a censure :

20000 20000 20000 20000 20000 20000 30000 30000 30000

En raison de ’ordre de grandeur des obervations et de I’absence d’ex-zquos, il ne semble
pas nécessaire d’utiliser un modele de fiabilité en temps discret pour modéliser la durée de
vie des appareils, mais plus simplement un modele continu usuel. Le but de cet exemple est
de montrer, dans un cas extréme de validité de la démarche en temps discret, I'intérét du
cadre discret et également ses limites par rapport au temps continu. Nous expliciterons les
calculs de fiabilité en & = 20000.

Ces données comportent des censures et a notre connaissance, il n’existe pas de test
d’adéquation aux lois discretes pour ce genre de données. Par conséquent nous ne pouvons
tester adéquation a la loi géométrique comme le veut la procédure d’analyse.

Nous commencons par présenter les techniques d’estimation non paramétrique pour des
données multicensurées a droite. Nous les appliquerons a la construction de graphes de pro-

babilité, puis nous aborderons ’estimation paramétrique.

8.3.1 Estimation non paramétrique

Nous introduisons les notations suivantes, valables pour des données multicensurées a

droite de type 1. Supposons qu’a la fin d’un test portant sur n appareils identiques, on ob-

serve ki,...,k, réalisations indépendantes d’une variable aléatoire discrete K représentant
des durées de bon fonctionnement et ¢{,...,t,_,, n — r instants de censure. Le probleme
consiste a estimer, a partir des observations ky,..., k. t1,...,t,_,, une certaine grandeur

choisie de fiabilité de la loi de K. Dans un soucis de simplicité, nous reprenons les notations

d; et n; introduites pour les données non censurées au chapitre 5, avec un changement pour

n; qui représente maintenant le nombre d’appareils encore en test (et non plus encore en
%

fonctionnement) a 'instant k(j). La différence tient au fait qu’un appareil censuré peut tres

bien étre en état de bon fonctionnement alors qu’il n’est plus en test. On pose ng = n.
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k(*j) (t(*i)) 2900 6767 9886 13000 15000 16300 18771 (20000) 21032
d; 1 1 1 1 1 1 1 1
n;_q 36 35 34 33 32 31 30 23
k(*j) (t(*i)) 21120 21160 21421 22340 22644 22821 23000 24961 25660 25777
d; 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
n;_q 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13
k(*j) (t(*i)) 27085 27215 27240 27343 27473 28114 28161 28296 29500 (30000)
d; 1 1 1 1 1 1 1 1 1
nj_1 12 11 10 9 8 7 6 5 4

a) La fiabilité empirique

1) Estimation ponctuelle
On a vu (voir la section 5.3.4) dans le cas de données discretes non censurées, que la relation
entre la fiabilité et le taux de défaillance conduisait a ’estimateur empirique de la fiabilité

suivant :

C’est exactement 'expression de 'estimateur de la fiabilité pour des données censurées pro-
posé par Kaplan-Meier [45]. Cet estimateur est valable en temps continu comme en temps
discret. {Rn(k)}k21 est une suite décroissante, égale & 1 pour k = 1, diminuant & chaque k(*j)
et dont la valeur ne change pas aux instants de censure. L’effet de la censure intervient dans le
calcul des n; et par conséquent dans les sauts de R, (k). L’estimateur de Kaplan-Meier de la
fiabilité est bien défini pour k& < max(k(,,), t(n_,,)). Si la plus grande donnée correspond & une
défaillance, alors 'estimateur vaut zéro au dela. En revanche, si la plus grande observation
est un instant de censure, alors 'estimateur de Kaplan-Meier de la fiabilité ne s’annulera

jamais. C’est la raison pour laquelle on définit seulement 'estimateur de Kaplan-Meier pour

k< max(k(,,), t(n_,,)).
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Exemple:

09

08

07

0.6

05
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0.1
0 05 1 15 2 25 3

x10'

Fic. 8.8 — Fstimateur empirique de Kaplan-Meier de R pour les données multicensurées

On trouve R,(20000) = 0.806.

Remarque:
Pour des données non censurées, cette estimation empirique correspond a ’estimation usuelle
.
de la fiabilité par Rn(k(*j)) = —L car nj_1 — d; = n;.
n
L’estimateur R, (k) de Kaplan-Meier est un estimateur consistant de R(k) sous certaines
conditions générales, de variance asymptotique estimée donnée par:
d;

nj-1(nj-1 — dj)

5%, (k) = R;(k)

Jik(j <k

(8.1)

La formule (8.1) est connue sous le nom de "formule de Greenwood”. Cox et Oakes montrent

dans [21] que la formule de Greenwood est également valable dans le cas discret.

2) Estimation par intervalle de confiance
Un intervalle de confiance exact n’est plus calculable comme dans le cas de données non
censurées. En revanche, il est possible de construire un intervalle de confiance asymptotique
utilisant 'estimateur de Kaplan-Meier, qui repose sur le fait que la variable

_ Ru(k) — R(k)
T T

est asymptotiquement de loi normale centrée réduite. Un intervalle de confiance asymptotique

de seuil a pour R(k) est [Rinf(k), Rsyp(k)], donné par:

g (k) = Ru(k) — 240r,, (k)

R
Roup(k) = Ryu(k)+ zo0r, (k)
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Comme nous ’avons vu dans le cas des données non censurées, une meilleure approxima-
tion peut étre obtenue en utilisant la transformation du logit. La construction de I'intervalle
de confiance asymptotique repose sur le fait que la variable aléatoire

7 logit(R,(k)) — logit(R(k))
o Otogic (k)

TR, ()
R, (0)(1— Bo(h)’ rmale ce
L’intervalle de confiance asymptotique de seuil a pour R(k) est [R; ((k), Ry, (k)], donné

avec 0,4 (k) = est asymptotiquement de loi normale centrée réduite.

par:
; B R,.(k)
Bt ®) = R0 (L= Ra(0)wa(h)
B (k) = R.(k)

Ri(k) + (1 = Ru(k))/wa (k)

ol wo (k) = exp{2a0104it(k) }.

Exemple:

06 0.6

04 0.4

02 02

x10* x10*

Fic. 8.9 — Intervalles de confiance asymptotiques au seuil o« = 0.1, sans et avec le logit, de R

pour les données multicensurées

On constate donc que les résultats sont tres proches. On peut constater sur la figure Fiqa.
8.9 que l'intervalle de confiance avec logit est un peu plus large, ce que I'on avait déja observé
pour des données non censurées. L’intérét de la transformation logit intervient seulement
lorsque les bornes de l'intervalles de confiance risquent d’étre en dehors de 'intervalle [0, 1].
Les intervalles de confiance asymptotiques unilatéraux pour R(20000), sans et avec logit, au

seuil de @ = 0.40 sont respectivement [0.786, 1] et [0.787, 1].
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b) Le taux de défaillance empirique

La définition du taux de défaillance empirique pour des données censurées est la méme

que celle utilisée au chapitre 5 pour des données non censurées rappelées ci-dessous :

P, (k R, (k—1) - R, (k
/\n(k) = Rn(k(—)l) = (Rn(?— 1) ( ), Vi < max(k(,,),t(n_,,))

nombre de défaillances = &

nombre d’observations > k&

Les particularités du taux de défaillance empirique sont les suivantes :
1. A, n’est pas défini pour k > max(k(,,), t(n_,,)), puisque le dénominateur n’est pas défini,

2. si k n’est pas égal a une défaillance, alors A, (k) =0,

» d; .
3. /\”(k(j)):n, , j=1,...,r.

Nous avons vu que cet estimateur du taux de défaillance est utilisé par Kaplan et Meier

pour estimer la fonction de fiabilité.

Exemple:

0.25

02

0.15

01

| I I I I
05 1 15 2 25
sollicitations x10°

Fic. 8.10 — Tauz de défaillance empirique pour les données multicensurées

Aucune défaillance n’intervenant a la 20000°™¢ sollicitation, Iestimateur empirique de
A(20000) est donc nul. L’ordre de grandeur élevé et "absence d’ex-zquo parmi les observations
rendent cet estimateur peu utile car presque toujours nul. Ce point est également pertubateur

dans 'appréciation du sens de variation du taux de défaillance.

¢) La durée de vie moyenne résiduelle empirique

A partir de ’estimateur de Kaplan-Meier de la fiabilité, il est possible d’utiliser la relation

entre la fiabilité et la durée de vie résiduelle moyenne pour construire un estimateur empirique,
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noté m,, de la durée de vie résiduelle moyenne pour des données multicensurées :

. max(k(r) t(n_r))
= my(k) = R, () 2 Rn(7)

La sommation dans ’expression de m(k) est limitée par la plus grande observation car 'es-
timateur de Kaplan-Meier n’est pas défini au dela.

Il n’est pas possible d’utiliser la relation de récurrence entre la durée de vie résiduelle moyenne
et le taux de défaillance pour obtenir un estimateur empirique de m, car on ne connailt pas
la valeur de m,,(0), c’est & dire d’un estimateur empirique de la moyenne pour des données

censurées.

Exemple:

x10°

0.5-

Fic. 8.11 — Durée de vie résiduelle moyenne empirique pour les données multicensurées

On obtient m,,(20000) = 5717.3 sollicitations.

8.3.2 Tests d’adéquation graphiques

Tous les tests graphiques d’adéquation (voir la section 7.1) construits pour les modéles
de fiabilité en temps discret restent valables pour des données censurées. Pour chaque loi,
la transformation fonctionnelle de la grandeur de fiabilité étant toujours valable, il suffit de
remplacer la grandeur de fiabilité par 'estimateur non paramétrique pour des données mul-

ticensurées et de tracer seulement les points correspondants aux défaillances.

Exemple:

Le nuage de points du graphe de probabilité de la loi géométrique est le suivant :

(k?j), In Rn(kzﬂj)))j:h..,r'
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05F

051

Fic. 8.12 — Graphe de probabilité de la loi géométrique pour les données multicensurées

La figure Fic. 8.12 indique clairement que la loi géométrique n’est pas un modele accep-

table pour les données étudiées.

Le graphe de probabilité de la loi de Weibull de type [ est: (ln k(*j), In[—In(1 — %)]) 4 ;
J=1,

1

Fic. 8.13 — Graphe de probabilité de la loi de Weibull de type I pour les données multicensurées
La figure Fic. 8.13 indique clairement que la loi de Weibull de type I n’est pas un modele

acceptable pour les données étudiées.

Pour les autres modeles de fiabilité en temps discret, les résultats médiocres obtenus dans
le cas non censuré pour le test graphique ou 'impossibilité de construire un test graphique,

aboutissent a I'impossiblité de choisir un modele pour ces données multicensurées.

8.3.3 Estimation paramétrique

Pour des données censurées, la méthode des moments n’est plus valable comme cela

pouvait étre la cas pour des données non censurées, seule 'estimation par la méthode du
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Maximum de Vraisemblance est disponible. L’estimation par la méthode du Maximum de
Vraisemblance du vecteur € des parameétres est obtenue en maximisant la fonction de vrai-

semblance £ donnée ci-dessous:

£0) = [T otk [T #(1)

Remarque:
La loi géométrique est la seule loi discréte qui possede une forme explicite pour 'estimateur

du MV de son parametre:
.
dici ki 20000

Pour toutes les autres lois discretes, une résolution numérique de ’équation de vraisemblance

Pn =

est nécessaire pour obtenir les estimateurs du MV.

Exemple:
L’estimation du parametre de la loi géométrique donne: p, = 3.3 107>, Pour la loi de Weibul
de type I, on obtient: 7, = 25970.4 et ﬁn = 3.7. La paramétrisation de la loi de Weibull
de type I avec ¢ au lieu de n n’est pas utilisable en raison de 'ordre de grandeur élevé des
observations qui conduit a une estimation de g égale a 1.

Finalement, pour ce jeu de données particulier, seule I’analyse non paramétrique permet

d’obtenir des résultats exploitables.

8.3.4 Conclusion

L’analyse non paramétrique de données discretes censurées est presque aussi développée
que pour des données non censurées. A notre connaissance, il n’existe pas de test statistique
d’adéquation a des données discretes censurées, les seuls tests disponibles sont les tests gra-
phiques. A priori, comme dans le cas non censuré, le seul test graphique a conseiller est celui
de la loi géométrique, les possibilités de tests sont alors extrémement réduites par rapport
au cas de données non censurées. Ce jeu de données a également mis en évidence les limites

e I'analyse paramétrique de données censurées en temps discret lorsque l'ordre de grandeur
de I’anal t de d t d t 1 Pordre d d

des observations traitées est élevé.



CHAPITRE
Conclusion et

perspectives

Ce travail de recherche constitue une premiere approche d’un domaine de recherche peu
souvent étudié, celui de la fiabilité des systemes non réparables en temps discret. Nous
présentons un éventail de concepts et de méthodes qui se veut aussi complet et synthétique
que possible, depuis une réflexion sur les concepts de base jusqua I'application aux données
réelles, en passant par la description de modeles et de méthodes statistiques permettant leur
utilisation. Nous espérons ainsi favoriser la diffusion des concepts de fiabilité en temps discret.

Cette étude a permis de montrer que les différences importantes entre les notions de
fiabilité en temps continu et en temps discret proviennent principalement de la définition
usuelle du taux de défaillance en temps discret. La nouvelle définition que nous avons proposé
permet de résoudre ces problemes. Il ressort de notre état de ’art un grand nombre de
modeles de fiabilité, et plus précisément de modeles pouvant modéliser le vieillissement. Notre
répartition des modeles en trois familles facilite leur classification et peut contribuer a éviter
I’emploi de noms différents pour un méme modele, comme c’est le cas pour les modeles de
Salvia-Bollinger généralisés qui sont en fait des lois de Pélya inverses. Nous avons démontré
la complétude de la classe IFRA1, résultat classique en temps continu, qui, étonnamment,
n’avait pas été démontré en temps discret.

La définition d’un estimateur empirique du taux de défaillance en temps discret est
également novatrice. Son étude, & taille d’échantillon fixée et asymptotique, a permis de
mettre en évidence ses qualités et défauts d’estimateur et aussi ses particularités par rapport
a l'estimateur empirique de la fiabilité. On pourra penser a modifier la définition de cet es-
timateur empirique pour éviter le fait qu’il puisse s’annuler un grand nombre de fois pour
des données d’un ordre de grandeur élevé, ce qui perturbe toute interprétation et estimation
graphique.

Le test d’adéquation a la famille géométrique d’Anderson-Darling utilisant la transfor-
mation de Smirnov généralisée semble présenter le meilleur compromis entre puissance et
robustesse (par rapport a l’ordre de grandeur des données et la taille d’échantillon). Seule la
loi de Weibull de type I a été utilisée pour les simulations de ’étude de puissance. 1l reste a

poursuivre ce travail avec d’autres alternatives. Tous les tests utilisés pour tester ’hypothese
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géométrique n’ont pu étre appliqués a la loi de Weibull de type 1. Il serait intéressant d’avoir
acces a de fortes puissances de calcul pour pousuivre cette étude. Les temps de calculs pro-
hibitifs (pour les études de seuil et de puissance) étant dus a la méthode du bootstrap, on
pourrait chercher a construire des tests n’utilisant pas cette méthode, tel que le test lisse, pour
lequel la difficulté repose sur la construction de la base orthonormée rendue complexe a cause
de 'expression des moments de la loi de Weibull de type I. Seuls les tests d’adéquation aux
lois géométrique et Weibull de type I sont actuellement possibles, un theme de recherche futur
pourrait étre d’étudier la possibilité de tester les autres lois discretes, notamment celles pou-
vant modéliser un vieillissement telles que les lois d’Eggenberger-Pélya et logistique tronquée
discrétisée.

Le premier objectif fixé en début de these concernant la modélisation des durées de vie
en temps discret est atteint. Le second objectif visait a donner une procédure d’analyse du
REX en temps discret. Cet objectif est en grande partie atteint puisque seules manquent
les intervalles de confiance du taux de défaillance et de la fiabilité dans le cas ou le modele
retenu est la loi de Weibull de type I. La construction de ces intervalles de confiance n’a pu
étre abordée dans cette these par manque de temps. L’intérét de ce theme de recherche est
pratique, mais également théorique au vu de la littérature abondante concernant la loi de
Weibull en temps continu.

Du point de vue industriel, cette these a permis de faire connaitre les concepts de la
fiabilité en temps discret aux ingénieurs du service de sireté de fonctionnement de Schneider
Electric. Les concepteurs de produits nouveaux ont été également intéressés d’approfondir
la connaissance en terme de fiabilité de leurs produits, ne serait-ce que pour leur permettre
de valider les objectifs de fiabilité des normes, mais aussi pour évaluer la performance a la
sollicitation des nouveaux appareils. Les services technico-commerciaux ont pu s’aider de
ces travaux pour juger plus précisément du vieillissement a la sollicitation et ainsi estimer les
risques associés a la vente de services en rapport avec la durée de vie des appareils (contrats de
maintenance, d’assurances,...). Le logiciel FEDDRE, développé sous MATLAB par Schneider
Electric, integre la plupart des fonctionnalités nécessaires a ’analyse de données discretes
présentées dans cette these.

Cette these constitue pour Schneider Electric une premiere étape de la démarche engagée
pour approfondir la connaissance de ses produits. La prise en compte du vieillissement a
la sollicitation est indubitablement un progrés par rapport aux normes actuelles, mais la
vie opérationnelle des appareils est encore plus complexe. En effet, au vieillissement a la
sollicitation des appareils, il faut ajouter une composante continue due au vieillissement dans
le temps. Par ailleurs, les conditions d’exploitation peuvent étre relativement éloignées des
conditions nominales spécifiées par le constructeur et influer fortement sur la durée de vie
de I'appareil selon le stress subi (température, humidité, tension,...). La présence de stress
n’apparailt plus seulement dans 'utilisation opérationnelle des appareils, mais également dans

les essais en interne ou le niveau élevé du stress permet de diminuer la durée de ceux-ci. A
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notre connaissance, il n’existe pas de travaux de recherche sur la prise en compte simultanée du
vieillissement a la sollicitation et du vieillissement temporel. De méme, il n’existe pas non plus
de modele de vieillissement a la sollicitation prenant en compte le stress subi par "appareil,
alors que pour des appareils a durée de vie continue subissant des stress, la recherche, autant
en industrie que dans les laboratoires de recherche est tres développée.

L’obtention de données peut s’avérer étre la plus grande difficulté et conditionne en réalité
le degré de complexité de la modélisation. C’est un peu le cas du sujet de cette these puisque
les seules données disponibles étaient des nombres de sollicitation jusqu’a 'apparition de la
premiere défaillance. Nous avons alors considéré que les appareils étaient non réparables. En
réalité, les appareils sont réparables, mais le Retour d’Expérience n’est pas encore suffisam-
ment important pour pouvoir utiliser des modeles de fiabilité pour des systemes réparables.
Pour compenser le manque de données, on peut avoir recours aux techniques bayésiennes
qui prennent en compte 'information a priori disponible. Le cout des essais conduit aussi a
avoir peu de données disponibles pour un méme type d’appareil étudié (souvent moins de 10
observations).

Le colt des essais est souvent la cause de la censure des durées de vie des appareils en
test, censure qui est quasiment omniprésente dans le Retour d’Expérience. Les données a
traiter sont donc de plus en plus souvent censurées et nécessitent des techniques d’analyse
statistiques spécifiques. En temps discret, toute la partie statistique traitée dans cette these
pour des données non censurées, reste (en grande partie) a étre étudiée dans le cas censuré.
Toutefois, les estimateurs non paramétriques des principales grandeurs de fiabilité existent
dans le cas censuré. On regrette alors que la statistique non paramétrique soit peu utilisée
dans la pratique industrielle alors qu’elle permet souvent de donner simplement une réponse

valable au probleme posé, méme pour des échantillons de taille faible.
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Résumé

Dans les études de fiabilité, il est possible que les durées de vie s’expriment par des valeurs
entieres. C’est le cas par exemple pour des appareils fonctionnant a la sollicitation. Le but de
cette these est de revisiter les concepts classiques de la fiabilité des systemes non réparables,
quand on suppose que le temps est discret. Les grandeurs usuelles de la fiabilité en temps dis-
cret sont définies, ainsi que les principales notions de vieillissement. Nous passons ensuite en
revue les principaux modeles de fiabilité que nous avons classés en trois familles a la suite de
notre étude bibliographique. Apres avoir mis en évidence qu’un certain nombre de différences
entre les notions de fiabilité usuelles en temps continu et leurs équivalents en temps discret
sont dues a la définition du taux de défaillance en temps discret, nous proposons une nouvelle
définition qui résout les problemes rencontrés. L’estimation non paramétrique des fonctions
pouvant caractériser le vieillissement est traitée et nous donnons des résultats d’estimation
ponctuelle, par intervalle et bande de confiance pour le taux de défaillance (usuel). L’estima-
tion paramétrique des modeles de fiabilité est également abordée, avec une section importante
consacrée a la loi géométrique dont les estimateurs sont explicites, contrairement a la plupart
des autres lois discretes. Un état de 'art des tests d’adéquation statistiques aux lois discretes
est présenté. Nous proposons un test basé sur la transformation de Smirnov généralisée dont

la puissance est étudiée pour tester adéquation aux lois géométrique et Weibull de type 1.

Mots clés: Fiabilité, temps discret, systemes non réparables, modeles de durées de vie,

vieillissement, taux de défaillance, test d’adéquation, transformation de Smirnov généralisée.

Stochastic modelling of ageing in discrete time

Abstract

In this thesis, we propose a complete review of non repairable systems reliability concepts
and models when systems lifetime are discrete random variables. First, we give the basic
concepts of reliability in discrete time, including ageing notions. We show that the differences
between continuous and discrete reliability ageing concepts are due to the definition of dis-
crete failure rate. We propose a new definition of failure rate in discrete time which solves
the problems. A bibliographical study of discrete reliability models highlights a possible clas-
sification of them into three categories. A complete statistical analysis is presented, from
a non parametric study of reliability functions involved in the characterization of ageing,
to parameters estimation and goodness-of-fit tests for discrete models. We propose a new
goodness-of-fit test based on the generalized Smirnov transformation whose power is studied

in the case of fitting the geometric and type I discrete Weibull distributions.

Keywords: Reliability, discrete time, ageing, failure rate, goodness-of-fit test.



