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Notations

Dans ce mémoire, nous appelons variété riemannienne fermée (M,g) une variété
riemannienne de classe C'°°, complete, compacte et sans bord dont dv, représente la
mesure riemannienne canonique. De plus, nous adoptons les conventions de notations
précisées et explicitées ci-dessous.

— ay, désigne, pour tout n > 0, le volume riemannien de la sphere unité de I'espace

euclidien (R™*! || - ||2) munie de la métrique canonique induite par I’espace am-
biant. Cette suite (o, )nen vérifie la relation de récurrence suivante, oy = 2 et pour
tout n € N,

jus

2
Qpi1 = 2an/ (cost)™dt.
0

wy, représente, pour tout n > 1, le volume de la boule unité euclidienne et est reliée
a ay, par la formule:

Qo
Wnt1 = .
n+ n + 1
Notons par ailleurs v, la quantité
an_l n—1 P
e e

qui représente la constante isopérimétrique euclidienne (voir le paragraphe 1.1.2
pour une définition et I'inégalité (2) pour une utilisation).

— MY désigne l'espace simplement connexe de dimension n (n > 2) et de courbure

sectionnelle constante § (6 € R). Pour les valeurs particulieres de § que sont 0, 1
et —1, nous notons (R",can), (S",can) et (H",can) l’espace modéle M} correspon-
dant.
Considérons I’équation différentielle : y” 4+ dy = 0 o § est un réel quelconque. Nous
notons c¢s (resp. s5) la solution de cette équation avec comme conditions initiales
y(0) = 1 et 3/(0) = 0 (resp. y(0) = 0 et ¢’ (0) = 1). Nous disposons des expressions
explicites suivantes:

cos(V/ot) sid >0,
VieR , ¢(t)=<¢ 1 sid =0,
cosh(v/—0t) sid <0,

% sin(v/6t) sid >0,
VieR , ss(t)=4q t sid =0,
ﬁ sinh(v/—6t) sid < 0.

Ces deux fonctions sont reliées par 1’égalité :
cs(u)? + ds5(u)? = 1.

De plus, notons I l'intervalle ouvert maximal d’extrémité gauche 0 sur lequel la
fonction ss est strictement positive :

I(S: ] 7—[ S%5>0,
10, + oo[ sid <0.



Notations

Pour tout r € I5, notons cots le rapport

cots(r) =
et V,,5(r) le volume riemannien des boules géodésiques de rayon r dans My,

Vos(r) = an_l/ ss(u)" du.
0

Remarquons que le volume riemannien (n—1)-dimensionnel du bord de cette boule
géodésique est égal a la dérivée VYL 5(r) de son volume par rapport au rayon r (voir
le paragraphe 1.6 pour une explication).

L’hypothese notée
Ricci — Hesstp —ecdp @ dp > (n —1)dg , (¢,0,n) € R x R x N¥,

concernant une variété riemannienne (M,g) et une fonction ¢ € C?(M,R), est
utilisée pour signifier qu’en tout point m de M, la forme quadratique

Riccip,(+,-) — Hessp)(+,) — cdmz/}(-)2 —(n—1)dgm(-,")

est positive sur I'espace tangent T}, M, ou Ricci représente la courbure de Ricci de
(M,qg), Hessy et dyp désignent respectivement le hessien riemannien et la différentielle
de la fonction .

Pour n > 2,d > 0, v > 0 et § € R, notons M(n,d,v,0) I'ensemble des variétés
riemanniennes fermées (M,g) de dimension n telles que

diam(M,g) <d , vol(M,g) >v et Ricciyg) > (n—1)dg.

La notation
f(El, ce ,Ep|A1, e ,Aq)

signale que f est une fonction dépendant des p+q variables (&;)i=1,... p, (Ai)i=1,... ¢,
telle que, pour tout j € {1,... ,p},

limof(sl,... EplAi,... A =0

€j

lorsque les p + ¢ — 1 autres variables sont fixées.

Pour toute partie A d’un espace métrique (E,d) et pour tout £ > 0, la notation
A, désigne le e-voisinage tubulaire fermé de A:

A = {m € Eld(m,A) < E}.

En particulier, Ag coincide avec 'adhérence de A.



Introduction

Le probleme isopérimétrique classique dans le plan euclidien consiste a déterminer
la ou les courbes fermées simples rectifiables de longueur fixée qui délimitent une aire
intérieure maximale. Les cercles dont la circonférence est égale a la longueur imposée
sont les solutions de ce probleme. Une facon duale et équivalente d’envisager cette ques-
tion revient & chercher, parmi tous les domaines a bord régulier d’aire fixée, celui ou
ceux dont le périmetre est minimal. D’apres ce qui précede, les disques dont la superficie
a la valeur imposée sont les solutions de ce probleme. Dans la suite, nous considérons
les probléemes isopérimétriques de ce second point de vue: sur une variété riemannienne
(M,g) de dimension n (n > 2), nous fixons une quantité de volume V' et nous cherchons,
parmi les ouverts relativement compacts €2 a bord régulier, de volume n-dimensionnel
vol, (€2) égal & V, & minimiser le volume (n — 1)-dimensionnel vol,,_;(9€2) du bord de
ces domaines. Ainsi, afin de refléter les propriétés isopérimétriques de la variété rieman-
nienne fermée (M,g), nous définissons la fonction h(ys gy ¢ [0,1] — Ry, appelée profil
isopérimétrique, pour tout  dans [0,1], par

hrtg)(B) := inf {VOI”_I(GQ) ‘Q ouvert a bord C* tel que vol, () = BVOI(M,Q)}. (1)

vol(M,g)

Tout domaine réalisant I'infimum dans ce probleme de minimisation sous contrainte
est appelé domaine isopérimétrique. A ce probléme isopérimétrique sont associées des
inégalités isopérimétriques, qui donnent une minoration du volume (n — 1)-dimensionnel
du bord d’un domaine en fonction de son volume intérieur. Un premier exemple se déduit
directement de la définition (1): pour tout ouvert Q a bord C'*°,

vol,,—1(092) . vol,, (92)
vol(M,g) ~ (M.g) vol(M,g) )"

Remarquons en particulier que toute minoration explicite du profil conduit & une inégalité
isopérimétrique explicite. Un exemple plus connu est fourni par [’inégalité isopérimétri-
que euclidienne classique qui donne: pour tout ouvert relativement compact €2 & bord
régulier,

n—1

voly—1(082) = v, (voln () ™, (2)

ou -y, représente la constante isopérimétrique euclidienne et se calcule en utilisant le fait
que les boules euclidiennes sont des domaines isopérimétriques. Les inégalités isopérimé-
triques peuvent faire intervenir d’autres quantités géométriques associées aux domaines,
telles que leur diametre, leur rayon intérieur... Par exemple, les inégalités isopérimétri-
ques de Bonnesen dans (R2?,can) font intervenir, en plus de l'aire et du périmetre des
domaines, le rayon du plus grand disque inscriptible dans le domaine et celui du plus
petit disque contenant le domaine (voir [O] et [BZ]).



10 Introduction

“Les développements modernes de 'utilisation des inégalités isopérimétriques en ana-
lyse et probabilités! trouvent leur origine en théorie locale des espaces de Banach,
avec la démonstration donnée par V. D. Milman dans [Mi0] (voir aussi [FLM]), au
début des années soixante-dix, du fameux théoréme de A. Dvoretzky (voir [Dv]) sur les
sections presque sphériques des corps convexes. Cette démonstration s’appuie en effet
sur l'inégalité isopérimétrique sur les spheres, due a P. Lévy (voir [L]) et E. Schmidt
(voir [Sc])”. En fait, P. Lévy démontrait? deés 1919, pour les hypersurfaces converes
fermées M de (R"*L)|| - ||2) dont les rayons de courbure sont majorés par 1, la com-
paraison isopérimétrique suivante, généralisée par M. Gromov en 1980 au cadre des
variétés riemanniennes (M,g) de dimension n (n > 2) satisfaisant l’hypothése de cour-
bure Ricciar,g) (1) = (n —1)g(+,),

h(r,g) 2 Psn can)- (3)

La preuve de ce résultat, que nous appellerons inégalité de Lévy-Gromov, est proposée
dans [Grl] et reprend des idées introduites puis développées par les spécialistes de la
théorie géométrique de la mesure comme J. Almgren, E. Bombieri, R. Schoen, L. Simon,
F. Morgan (voir [Alm], [SS], [M1])..., & savoir I’existence, obtenue & partir d’un théoreme
de compacité sur les courants, de domaines isopérimétriques dont le bord, de courbure
moyenne constante, est “suffisamment” régulier. Cette inégalité et la démonstration
qu’en a donnée M. Gromov dans [Grl], ont joué un role essentiel au carrefour de la
géométrie riemannienne (voir [BBG]) et euclidienne, de la théorie locale des espaces de
Banach (voir [Mi]), de 'analyse et des probabilités (voir [LT]). En effet, I'inégalité de
Lévy-Gromov contient les solutions des problemes isopérimétriques dans les espaces eu-
clidiens (dans son application aux ensembles de petits volumes) et gaussiens (par passage
a la limite sur la dimension et projection sur un sous-espace fixé). De plus, I'intégration
de cette inégalité isopérimétrique met en évidence le principe de concentration de la me-
sure, phénomene observé sur les spheres euclidiennes par E. Borel dans [Br] 3, puis dégagé
dans toute sa généralité par V. D. Milman (voir [Mi] et [Led1]). Cette observation a ou-
vert la voie au développement et a I’extension des idées isopérimétriques au-dela de leur
cadre géométrique habituel. Ceci a pour conséquence de permettre ’émergence de points
de vue et de techniques nouvelles pour obtenir des résultats de nature isopérimétrique.
Par exemple, la recherche d’inégalités fonctionnelles est privilégiée en théorie des pro-
babilités (voir [S], [BH1] et [Ba2]) tandis qu’en géométrie riemannienne, les méthodes
les plus courantes sont géométriques et variationnelles. L’approche proposée dans cette
these consiste a obtenir, a partir d’'une hypothese de courbure, des informations locales
concernant les propriétés différentielles du profil isopérimétrique. Nous en déduisons alors
des propriétés globales sur le profil, comme sa concavité en courbure positive ou nulle,
des théoremes de comparaison et des estimations d’invariants riemanniens. L’intérét de
cette recherche d’informations analytiques sur le profil et géométriques sur les domaines
isopérimétriques, réside dans le peu de renseignements dont nous disposons, a priori,
concernant le profil isopérimétrique d’une variété quelconque.

Donnons maintenant ’organisation des idées et le plan de ce travail qui se divise en
quatre chapitres et sept annexes. Certes nous sommes conscients de la longueur du texte
mais elle ne devrait pas constituer un obstacle a la lecture et a la compréhension. En ef-
fet, afin de pouvoir, au coeur du texte, multiplier les commentaires géométriques et faire

1. Nous reprenons ici une partie de l'introduction de larticle [Led] écrit par M. Ledoux.

2. Se reporter pour cela a la page 280 de [L].

3. P. Lévy précise, a la page 216 de [L], que E. Borel a remarqué la “concentration prés de l'équateur
du volume de la sphére” dans [Br]. P. Lévy s’intéresse quant a lui, essentiellement & la concentration,
autour de sa valeur moyenne, d’une fonction définie sur une hypersurface strictement convexe.
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ressortir les schémas de preuves, nous avons reporté dans les annexes, qui représentent
presque la moitié de cette theése, de nombreux résultats techniques. Par ailleurs, le choix
délibéré d’une rédaction précise et détaillée, lors de I’écriture de ce document, répond
essentiellement a la volonté de justifier intégralement les énoncés proposés et de clarifier
certains aspects trop succinctement évoqués dans la littérature.

Le premier chapitre est consacré a la définition et a la description de ’outil analytique
que nous avons choisi pour formaliser le probleme isopérimétrique, en 'occurrence, la
fonction profil isopérimétrique h(yrq) associée a une variété riemannienne (M,g). Nous
en profitons pour répertorier les quelques variétés dont le profil est connu. Nous ex-
plicitons les fonctions correspondantes qui illustrent a la fois le rappel des propriétés
élémentaires du profil isopérimétrique et une étude approfondie du comportement du
profil au voisinage de 0. De plus, nous relions le profil a la constante isopérimétrique et
ala constante isopérimétrique de Cheeger, deux quantités plus fréquemment utilisées que
la fonction hyz,g), dont nous rappelons les définitions géométriques et les interprétations
analytiques en terme d’inégalités de Sobolev. Afin de motiver I’étude du profil isopéri-
métrique, nous proposons d’illustrer les conséquences d’une minoration du profil. Nous
insistons sur la distinction entre les théoremes de comparaison, qui permettent de situer
un invariant riemannien par rapport a sa valeur sur un espace modéle, et les résultats
quantitatifs qui consistent a estimer un invariant riemannien sans pouvoir interpréter
géométriquement le majorant ou le minorant obtenu comme l'invariant correspondant
sur une variété modele. Nous en profitons pour détailler la technique d’intégration d’une
inégalité isopérimétrique dont nous déduisons, comme applications d’une minoration du
profil, une majoration du diametre et une minoration du volume des boules. En parti-
culier, nous observons qu’en substituant '’hypothese isopérimétrique hnsq) = h(sn can)
a ’hypothese de courbure Ricci(yy 4) = (n —1)g, ce qui représente un affaiblissement de
la condition de courbure d’apres le résultat (3) de Lévy-Gromov, la précompacité des
ensembles M(n,d,v,1) se généralise. De plus, de nombreux théorémes de comparaison
tels que la minoration du A; (théoréeme de Lichnerowicz), la majoration du diametre
(théoreme de Myers) et celle du volume restent valides sous cette hypothese.

Le second chapitre expose les idées, les techniques et les résultats centraux de cette
these, qui ont suggéré et orienté les travaux exposés dans les chapitres 3 et 4. De nom-
breuses études du profil isopérimétrique d’une variété riemannienne fermée ont déja été
menées, citons en particulier les articles [BP], [BBG], [G1], [MJ], [BC] et [P1]. Toute-
fois, 'originalité du point de vue adopté ici réside dans le choix de présenter I’étude
du profil isopérimétrique a partir de ses propriétés différentielles de concavité. En effet,
leur exploitation permet d’accéder a de tres nombreux résultats de nature analytique,
géométrique et topologique, parmi lesquels nous retrouvons et précisons la plupart de
ceux établis antérieurement. Ainsi, cette approche confere une certaine unité a la des-
cription, que nous avons voulue aussi compléte que possible, des propriétés du profil et
des domaines isopérimétriques.

En reprenant I'argument issu de la théorie géométrique de la mesure et utilisé par
M. Gromov dans [Grl], a savoir 'existence de domaines Qg de volume relatif 3 réalisant
I'infimum dans la définition (1), nous cherchons & caractériser la propriété de minimisa-
tion de 013 en appliquant les techniques du calcul variationnel pour des déformations
paralleles a 0€2g. En dépit d’éventuelles singularités de 0€2g, leur grande codimension
de Hausdorfl permet de construire des variations “presque” paralleles a support dans la
partie réguliere de I'’hypersurface minimisante 0§23 qui induisent dans les formules des
variations premieres et secondes des aires et des volumes des perturbations arbitraire-
ment faibles. A partir de cet argument technique, détaillé dans 'annexe A et également



12 Introduction

résolu par d’autres auteurs (voir [SZ] et [MR]), nous démontrons que le profil renormalisé

Y(M,g) = h(”ﬁ d’une variété fermée (M,g) de dimension n (n > 2) vérifie I'inéquation
différentielle fondamentale suivante au sens des distributions:

' < —ndy’ (4)

ot (n — 1)d est un minorant de la courbure de Ricci sur le fibré unitaire tangent. Cette
caractérisation différentielle, conjecturée par P. Bérard, G. Besson et S. Gallot, pour
laquelle les spheres euclidiennes réalisent des cas d’égalité, impose sur le profil isopé-
rimétrique suffisamment de régularité pour donner un sens & une famille d’inéquations
différentielles satisfaites par les puissances du profil comprises entre 1 et "5, et parmi
lesquelles (4) apparait comme un cas particulier. Ces propriétés différentielles montrent
que le profil possede la régularité d’une fonction concave. Par ailleurs, la courbure
moyenne des domaines isopérimétriques coincide avec la dérivée du profil en les points
ou il est dérivable, ce qui nous donne un moyen d’interpréter géométriquement des pro-
priétés analytiques et vice versa. Nous déduisons en effet de cette relation entre 'analyse
et la géométrie une estimation de la courbure moyenne et du diametre des domaines iso-
périmétriques, a partir de résultats concernant la régularité du profil isopérimétrique. De
plus, ces estimations d’une part et les techniques variationnelles d’autre part, permettent
de controler la connexité des domaines isopérimétriques et de leur bord.

L’intégration de l'inéquation différentielle (4) repose sur des lemmes techniques
détaillés dans les annexes B et C. Elle permet tout d’abord de donner une nouvelle
preuve, de nature variationnelle, de I'inégalité de Lévy-Gromov. Nous affinons ensuite les
estimations du profil, obtenues par comparaison avec des solutions exactes de I’équation
différentielle associée & (4), en introduisant deux parametres analytiques qui s’interpretent
géométriquement : le volume de la variété, contenu dans la dérivée a droite en 0 du profil
renormalisé, et la constante isopérimétrique de Cheeger, reliée a un minorant de la valeur
du profil en % Ainsi, le pincement du profil isopérimétrique qui en découle est directe-
ment issu de théoremes de comparaisons entre solutions de I'inéquation différentielle en
fonction de leurs conditions initiales et de leurs conditions de bord. Cet encadrement du
profil suggere alors ’étude, sous hypothese de courbure, des relations entre la maxima-
lité du volume, la minimalité du profil, la minimalité de la constante isopérimétrique de
Cheeger, et la maximalité du diametre. En particulier, pour les variétés riemanniennes
fermées satisfaisant Ricci(yy,q) = (n — 1)g, nous montrons que la presque maximalité du
volume est équivalente a la presque minimalité du rapport h(as,g)/R(sn can) (Proche de
1) tandis que la presque maximalité du diametre est équivalente & la presque minimalité
de la différence h(ps,g) — hsn can) (proche de 0).

Le chapitre 3 propose de prendre de la hauteur vis-a-vis des problémes isopérimé-
triques. En effet, apres avoir remarqué que l'isopérimétrie peut étre envisagée a par-
tir de deux notions fondamentales, & savoir une mesure et une distance, nous propo-
sons de généraliser les considérations isopérimétriques au cadre bien plus vaste des es-
paces métriques mesurés munis d’une mesure borélienne de probabilité, c’est-a-dire aux
mm-espaces. Nous pouvons ainsi étudier I’aspect isopérimétrique des espaces sur lesquels
la distance et la mesure n’ont pas une origine riemannienne commune. Ce contexte
a tout d’abord été envisagé du point de vue des inégalités fonctionnelles et les pre-
miers résultats ont été obtenus par des techniques analytiques (voir [BH1], [BH2], [Bal],
[BaMal], [Ba2]) avant que A. Ros ne parvienne a proposer dans [Ro] des interprétations
géométriques pour certains d’entre eux. L’intérét essentiel de cette généralisation réside
dans les nouveaux outils de comparaison qu’elle met & la disposition de 1’étude des
propriétés isopérimétriques des variétés riemanniennes fermées. En effet, les profils iso-



13

périmétriques des mesures définies sur les boréliens de (R,|-|), dont la densité par rapport
a la mesure de Lebesgue est symétrique et log-concave, sont connus explicitement, ce
qui accroit considérablement le nombre d’espaces modéles dans 'optique de nouvelles
comparaisons isopérimétriques. Cette observation permet en particulier de fournir une
preuve simple et rapide de la minoration “classique” du trou spectral en fonction de
la constante isopérimétrique de Cheeger, A1 > h% /4 (voir [C]), & partir d’'une compa-
raison isopérimétrique avec le “bon” espace modele. De plus, le cadre des mm-espaces
inclut la mesure gaussienne qui, caractérisée parmi les autres mesures de probabilité sur
(R,| - |) par sa stabilité par produit? (voir [BH1]), se révele un outil particuliérement
performant lors de I’étude du profil isopérimétrique des produits de variétés. Elle permet
par exemple de calculer les constantes de Cheeger de tous les produits finis de spheres
euclidiennes.

Enfin, nous considérons plus spécifiquement les mm-espaces, notés (M,g,1), obtenus
en choisissant, sur une variété riemannienne fermée (M,g) de dimension n (n > 2), la
distance induite par la métrique riemannienne et une mesure ayant une densité réguliere
¥ = exp(t) par rapport a la mesure riemannienne canonique. Nous cherchons alors a
comprendre quelles hypotheéses mélant la métrique et la mesure permettent de généraliser
les propriétés différentielles de concavité du profil établies au chapitre 2. Nous observons
en particulier le role crucial joué par la forme quadratique

. . 1
RICCI(M,Q)?Z,('V) = RICCI(M,g)('f) - HeSS¢('7') - Ediﬁ & d¢(7) , 9> 07

qui oppose les dérivées premieres et secondes de la métrique riemannienne a celles du
logarithme 1 de la densité non riemannienne W. Cette quantité qui, d’un point de vue
technique et formel remplace la courbure de Ricci, porte le non de tenseur de Bakry-
Emery. En effet, en étudiant les générateurs de diffusion de Markov sur un espace de
probabilité (voir [Bak] et [BE]), ces deux auteurs ont observé que ce tenseur apparait
comme “la généralisation naturelle” de la courbure de Ricci dans ce contexte, par ex-
trapolation de I'exemple du Laplacien sur une variété compacte. Une borne inférieure
sur ce tenseur,
Ricci(M,g)Z}(-,-) >rg(-) , (gr) e R xR,

appelée hypothese de courbure-dimension C(r,n+ q)®° permet de généraliser 'hypotheése
de courbure récurrente du chapitre 2, en I’occurrence une minoration de la courbure de
Ricci. Ainsi, sous 'hypothese de courbure-dimension C(r,n + ¢), nous établissons que
n+q
. S g s s 1 ntq—1
le profil isopérimétrique renormalisé y(s,4,4) = h( M‘fg’ )

densité ¥ vérifie 'inéquation différentielle suivante :

de la variété (M,g) munie de la

l/g_ (n+Q)T y%'
n+q-—1

()

Nous déduisons de cette extension de la relation différentielle (4), une version généralisée
de l'inégalité de Lévy-Gromov lorsque r > 0: sous ’hypothese de courbure-dimension
C((n +q—1)n+ q), nous obtenons 'inégalité

h(M,g,w) > h(§"+q,can)' (6)

4. Nous voulons ici rappeler que tous les espaces (R™,|| - ||2,7n)nen OU 7n est la mesure gaussienne
correspondante, ont le méme profil isopérimétrique. Ceci implique la stabilité du profil isopérimétrique
gaussien par produit puisque d’une part (R™,|| - ||2,7») peut étre considéré comme le produit de p copies
de l’espace gaussien de dimension 1 et d’autre part le profil décroit par produit (voir 'inégalité (3.8)).

5. n est la dimension de la variété M.
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Comme conséquences de cette généralisation, nous parvenons & donner des preuves
isopérimétriques de plusieurs généralisations de théoremes de comparaison “classiques”
en courbure positive, comme les théoremes de Myers et de Lichnerowicz, déja connus
dans ce cadre (voir [Q] et [BQ2]). Une nouvelle démonstration d’un théoréme du type
Bishop-Gromov sous hypothése de courbure-dimension, déja obtenu par Z. Qian dans
[Q], est proposée dans ’annexe E. Nous obtenons aussi par cette méthode une généra-
lisation de I'inégalité de Heintze-Karcher, ce qui permet de proposer une preuve “alter-
native” de (6) en reproduisant les arguments donnés par M. Gromov dans [Grl] pour
démontrer (3).

Le chapitre 4 trouve son origine dans la conséquence suivante du pincement du
profil isopérimétrique établie au chapitre 2: si (M;,g;)ien est une suite de variétés rie-
manniennes fermées de dimension n (n > 2) satisfaisant Ricci(yy, 4 = (n — 1)g; et
convergeant vers (S",can) pour la distance de Gromov-Hausdorff, alors la suite des rap-
ports (h( Mg/ h(gnmn))i oy converge vers 1, uniformément sur ]0,1[. En effet, il devient
tout a fait naturel de se demander s’il s’agit d’un résultat typique d’une convergence
vers (S™,can), ou bien si ce phénomene illustre, d’une certaine maniere, un résultat de
continuité, sous hypothese de courbure, du profil isopérimétrique vis-a-vis de la distance
de Gromov-Hausdorff. L’étude de cette question nous incite tout d’abord a détailler les
idées et les techniques développées par J. Cheeger et T. H. Colding dans [ChC1] afin
de donner une description infinitésimale de la structure des espaces métriques compacts
obtenus comme limites de suites de variétés appartenant aux ensembles précompacts
M(n,dw,d). A partir de ces résultats et des lemmes de recouvrement précisés dans 1’an-
nexe D, nous démontrons que lorsqu’une suite de variétés de M(n,d,v,0) converge vers
une variété de M(n,d,v,6), la suite des rapports des profils converge vers 1, uniformément
sur |0,1[. Nous observons que la preuve consiste a obtenir, par une méthode laborieuse
et technique, la convergence des profils pour les volumes pas trop petits, avant d’en
déduire la convergence uniforme sur ]0,1] en faisant intervenir simultanément les pro-
priétés de concavité des profils impliqués (issues de la caractérisation différentielle (4)) et
la convergence des volumes (voir [C3] ou T. H. Colding prouve la continuité de la fonction
volume sur M(n,d,v,0)). Enfin, nous terminons le chapitre par quelques questions concer-
nant le comportement de la suite des profils lorsque la suite de variétés de M(n,d,v,d)
converge vers un espace limite singulier. Nous les illustrons en proposant d’interpréter la
précompacité de la famille des profils renormalisés des variétés de M(n,d,v,d) (théoreme
d’Ascoli) comme la version fonctionnelle du théoréme de précompacité de Gromov de
I'ensemble M(n,d,v,0) pour la topologie induite par la distance de Gromov-Hausdorff.

Nous avons placé en annexe différents résultats techniques et deux articles. Avant
de débuter des preuves souvent longues et délicates, nous nous efforcons de donner les
motivations essentielles et de justifier intuitivement I'existence de ces résultats. Nous ne
garantissons pas que des preuves plus simples et plus courtes ne puissent étre trouvées,
mais nous reconnaissons ne pas étre parvenus a les rendre particulierement attrayantes.
L’utilisation de certains lemmes techniques n’était pas toujours indispensable, leur ap-
plication conduisant parfois a des résultats pouvant étre également obtenus a partir
d’inégalités géométriques. Cependant, nous pensons qu’il est intéressant de voir que
les propriétés du profil peuvent étre presque toutes obtenues comme des conséquences
de T'étude de l'inéquation différentielle (4) satisfaite par le profil. En effet, privilégier
un aspect fonctionnel (voir le profil comme une solution de 'inéquation différentielle)
plutot que géométrique (utilisation d’inégalités géométriques telles que celle de Heintze-
Karcher) permet de préparer une étude analogue du profil dans le cadre plus vaste du
chapitre 3 ou les inégalités géométriques classiques n’ont pas, a priori, d’analogues aussi
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performants. Ceci permet en particulier de généraliser dans ce contexte la concavité
du profil au voisinage de 0 et ’explosion de la courbure moyenne des petits domaines
isopérimétriques a partir de la relation différentielle (5).

Le premier article (annexe G) est le fruit d’un travail effectué en collaboration avec
C. Rosales, doctorant du département de Géométrie et de Topologie de Grenade (Es-
pagne). Nous étudions le profil isopérimétrique h(q,q) @ssocié a un ouvert convexe rela-
tivement compact inclus dans une variété riemannienne (M,g) de dimension n (n > 2),
pour le problémf a frontiére libre. En particulier, nous montrons que le profil renorma-
lisé y(q,g) = hE) vérifie I'inéquation différentielle (4) dans laquelle (n —1)J désigne un
minorant de la courbure de Ricci sur le fibré unitaire tangent de €2. Cette généralisation
nous autorise & reprendre la démarche du chapitre 2, ce qui complete et étend des
résultats établis précédemment par S. Sternberg et K. Zumbrun dans [SZ]. Nous par-
venons de plus a donner une inégalité du type Lévy-Gromov dans ce contexte: si la
courbure de Ricci satisfait Ricci > (n — 1)g sur Q, alors

h(Q,g) Z h(S"+,can) (7)

ot (S"* can) désigne un hémisphere de (S",can), le cas d’égalité ne se produisant que
si (Q,g) est isométrique a (S™1,can).

Le second article (annexe F) propose une extension de la technique de symétrisation
exposée par A. Ros dans [Ro] afin de minorer le profil d'un produit de mm-espaces.
En effet, en remarquant que cette technique est locale et que d’un point de vue local,
un produit tordu est “presque” un produit, nous généralisons son théoreme de com-
paraison aux produits tordus de variétés. Ceci a pour conséquence, comme nous l’a
fait observé F. Morgan, de redémontrer le caractére minimisant des boules centrées au
sommet pour les cones définis comme le complété du produit tordu |0, + oo[x,M ou
(M,g) est une variété riemannienne fermée satisfaisant Ricci > (n — 1)g et ou la fonc-
tion ¢ :]0, + co[— R* est définie par ¢ — ¢(t) = t. Nous obtenons ainsi une preuve
extrémement simple de ce résultat intialement établi par F. Morgan et M. Ritoré dans
[MR].

Avec un peu de recul sur les problemes isopérimétriques et sur le travail présenté
ici, nous remarquons que les résultats obtenus suggerent de nombreux prolongements.
En effet, dans un premier temps, il serait intéressant de préciser le comportement des
profils isopérimétriques associés a une suite de variétés qui convergent vers un espace
singulier de méme dimension. Il conviendrait ensuite d’étudier la question analoque lors
d’un effondrement. Enfin, apres avoir observé que la topologie de Gromov-Hausdorff
mesurée (voir [Fu]) permet de généraliser la précompacité des ensembles M(n,d,v,d) au
cadre des variétés fermées a densité en remplacant I’hypothese sur la courbure de Ricci
par une hypothese de courbure-dimension, il resterait a déterminer ’évolution des profils
lors de la convergence d’une suite de variétés a densité pour cette nouvelle topologie.
Par ailleurs, un autre cadre particulierement intéressant dans lequel les problemes iso-
périmétriques restent difficiles a appréhender est celui des variétés riemanniennes non
compactes. Bien que nous nous intéressions essentiellement dans ce travail aux variétés
riemanniennes compactes, nous avons pris soin de préciser, lorsque cela est possible,
dans quelle mesure et sous quelles hypotheses les techniques utilisées et les résultats
obtenus s’étendent au cadre non compact. En effet, il serait particulierement utile d’ob-
tenir des comparaisons de profils pour des variétés non compactes, a partir d’hypotheses
de courbure. Par exemple, la conjecture dite de “Cartan-Hadamard”, qui annonce la
validité de l'inégalité isopérimétrique euclidienne classique (2) sur toutes les variétés
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riemanniennes simplement connexes de courbure sectionnelle négative ou nulle, n’a été
résolue et prouvée qu’en dimension 2 (voir [W]), 3 (voir [Kl]) et 4 (voir [Cr2]). Avec le
formalisme utilisé dans cette these, elle revient a dire que le profil isopérimétrique de
ces variétés est minoré par celui de I'espace euclidien de méme dimension. Ainsi, I’étude
des problemes isopérimétriques est trés loin d’étre complete et devrait continuer & tenir
en haleine la communauté mathématique pour de nombreuses années.
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Chapitre 1

La fonction profil isopérimétrique

Dans un premier temps, nous considérons une variété riemannienne (M,g) sur la-
quelle nous formalisons le probleme isopérimétrique, d’origine géométrique, par l'in-
termédiaire de la fonction h(ys 4, appelée profil isopérimétrique, c’est-a-dire une quan-
tité analytique. Nous précisons ce profil isopérimétrique sur les espaces modeles MY
et nous essayons de dresser une liste des variétés dont les profils sont actuellement
connus. La description des domaines isopérimétriques sur ces exemples nous permet-
tra d’illustrer ultérieurement les différents résultats qualitatifs et quantitatifs que nous
rencontrerons. Ensuite, nous explicitons les liens qui unissent cette fonction profil a
deux constantes isopérimétriques plus fréquemment utilisées dont nous rappelons les in-
terprétations géométriques et analytiques en terme d’inégalités de Sobolev notamment.
Parmi elles, la constante isopérimétriqgue de Cheeger apparaltra au chapitre 2 comme
un parametre géométrique pertinent pour minorer le profil isopérimétrique. Enfin, nous
motivons la recherche de résultats de comparaison et, plus généralement, ’'obtention de
minorations explicites du profil isopérimétrique en en rappelant quelques conséquences
géométriques d’une part, comme la minoration du volume des boules, et analytiques
d’autre part, comme la majoration du noyau de la chaleur. Afin de justifier ces appli-
cations, nous présentons en détail la technique d’intégration d’une inégalité isopérimé-
trique, souvent passée sous silence dans la littérature. A cette occasion, nous proposons
une étude approfondie des différentes conséquences d’une hypothese isopérimétrique du
type harg) = P(sncan)- Bien que l'inégalité de Lévy-Gromov prouve que 'hypothese
h(rg) 2 Nsn can) €st plus faible que ’hypothése de courbure Ricci(ps g = (n —1)g (voir
[Grl]), nous observons et illustrons que sous une minoration du profil isopérimétrique,
certains théoremes de précompacité peuvent étre adaptés et de nombreux résultats de
comparaison restent valides.

1.1 définitions

Le probleme isopérimétrique dans l’espace euclidien, et plus généralement dans les
espaces simplement connexes de courbure sectionnelle constante 1, 0 et —1, possede
une longue histoire (voir [O]) et les boules géodésiques sont, parmi les ensembles suf-
fisamment réguliers, ceux qui minimisent 'aire du bord a volume intérieur fixé. Nous
dirons que les boules géodésiques résolvent le probleme isopérimétrique sur les espaces
simplement connexes de courbure sectionnelle constante. De nombreuses preuves, corres-
pondant & des approches différentes, sont disponibles dans la littérature (voir [BZ], [C2]).
Afin de refléter analytiquement ces résultats de nature géométrique, nous allons définir
la fonction profil isopérimélrique associée a une variété riemannienne, qui représente un
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minorant optimal de l'aire du bord d’un domaine en fonction de son volume intérieur.

1.1.1 Profil isopérimétrique des variétés riemanniennes fermées

Définition 1.1.1 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2).
Notons h(yrg) sa fonction profil isopérimétrique définie sur [0,1] par h(th)(O) = 0,
hin,g)(1) := 0 et, pour tout 3 €]0,1],
. vol,,—1(092) vol, ()
by () = inf {10 g g @) _ gy
0o =0 oarg @ < Mvaarg 7

ot vol,,_1(092) désigne la mesure (n—1)-dimensionnelle de la sous-variété 02 munie de
la métrique induite par celle de M et ou Uinfimum est pris sur [’ensemble des ouverts ()
de M a bord régulier (au moins de classe C*).

Un ouvert  qui réalise le cas d’égalité dans l'infimum ci-dessus est appelé domaine
isopérimétrique et son bord 052 est une hypersurface minimisante.

Remarque 1.1.2 La méme définition peut s’appliquer pour les variétés riemanniennes
completes non compactes de volume fini, & condition de préciser ! que I'infimum est pris
sur 'ensemble des ouverts 2 a bord régulier relativement compacts dans M.

Par exemple, la connaissance des solutions du probléme isopérimétrique sur (S",can)
permet d’accéder implicitement a son profil isopérimétrique :

Vn,l(r) . v?’:,l(r)
le(ﬂ') N le(ﬂ')’

Vr e [0,71‘] R h(Sn7can)<
soit

Jo (sinw)"—du B Jo (sinw)"—tdu

T/ . n—ld . n—1
wrea s b (fo (sinw) u) (sinr)

Par ailleurs, dans le cas particulier de la dimension 2, une expression explicite existe:

VB e [071] ) h(SQ,can)(ﬁ) = 5(1 - 5)

Les graphes des profils isopérimétriques des spheres de petite dimension sont représentés
par la figure 1.1. Nous observons que ces fonctions ne sont pas dérivables en 0. C’est
pourquoi, il est souvent judicieux, d’un point de vue technique, de s’intéresser a la puis-

sance 5 du profil isopérimétrique.

Définition 1.1.3 Nous appelons profil isopérimétrique renormalisé de la variété rie-
mannienne fermée (M,g) de dimension n (n > 2), la fonction y 4) définie par

n

VB e [0,1]  Yurg(B) == hg(B) 1.

La figure 1.2 donne les profils renormalisés des spheres de petites dimensions. D’une
maniere générale, nous montrerons que les profils renormalisés sont dérivables a droite
en 0 (voir la proposition 1.5.2) et lipschitziens sur [0,1] (voir la proposition 2.3.3), ce qui
facilite leur manipulation.

1. Cette restriction sert essentiellement & garantir la finitude du volume (n — 1)-dimensionnel du bord
o9Q.
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FIG. 1.1 — Profils isopérimétriques de (S2,can), (S3,can), (S*,can), (S°,can).

o

oa

o6

FIG. 1.2 - Profils isopérimétriques renormalisés de (S?,can), (S,can), (S*,can), (S°,can).
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1.1.2 Profil isopérimétrique des variétés riemanniennes non compactes
de volume infini

Définition 1.1.4 Soit (M,g) une variété riemannienne de volume infini (en particulier
non compacte) de dimension n (n > 2). Notons Iy q) sa fonction profil isopérimétrique
définie sur [0, + oo[ par I(p,4)(0) := 0 et, pour tout V' €]0, + ool

Lar.g)(V) = inf {vol, 1(602)[2 © M.vol,(©2) = V' },

ot Uinfimum est pris sur l’ensemble des ouverts a bord régulier relativement compacts
dans M.

Nous désignons par Yy 4) le profil isopérimétrique renormalisé de la variété rieman-
nienne de volume infini (en particulier non compacte) de dimension n (n > 2) définie
par

n

YV e ]R+ y Y2M7g)(V) = _[(]\4’9)(‘/’)ﬁ

La connaissance des solutions du probleme isopérimétrique sur Mfz (6 < 0) permet
d’accéder implicitement a son profil isopérimétrique :

vre ool Iy (Vasr) = Viis(r),
soit

Vre [0, +ool , Iup (an_l/ Sé(u)"_ldu> = s5(r)" L.
0

Dans le cas particulier ou § = 0, cette relation peut étre rendue explicite,

n—1

vV e [07 + OO[ > I(]R”,can)(v) =MWV

ol -y, est la constante isopérimétrique euclidienne. C’est aussi le cas en dimension 2 pour
6=-1,
YV e [0, + OO[ R I(HQ,can)(v) = V(47T + V)

Les figures 1.3 et 1.4 montrent les profils et les profils renormalisés de quelques
variétés modeles non compactes de dimension.

1.2 Propriétés élémentaires des profils isopérimétriques
Enoncons les propriétés d’homogénéité et de symétrie des profils isopérimétriques

qui se déduisent immédiatement des définitions 1.1.1 et 1.1.4.

1.2.1 Homogénéité

Proposition 1.2.1 Pour tout A > 0, en reprenant les notations introduites lors des
définitions 1.1.1 et 1.1.4 précédentes,

1

n |4
\ZCAS [071] h(M,)\Qg)(ﬁ) = Xh(M,g)(B) et VV € [O,+OO[ I(M)\zg)(V) = A 1]‘(1\4’!]) (F)’

oun =2 désigne la dimension de la variété (M,g).
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F1G. 1.3 — Profils isopérimétriques des variétés modéles non compactes M§ pour 6 = 0,
6=—-1,0=—-2et d =—4.
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FiG. 1.4 — Profils isopérimétriques renormalisés des variétés modeles non compactes Mg’
pour 6 =0,0 =—-1,6 = —2et § = —4.
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1.2.2 Symétrie

Observons que, pour tout ouvert 2 a bord régulier de volume relaiif B, M\ Q est
un ouvert a bord régulier de volume relatif 1 — 3 dont le bord 9(M \ 2) coincide avec
le bord 02 de Q2. Nous en déduisons le résultat suivant :

Proposition 1.2.2 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée. Alors, pour tout [3
dans [0,1],
h(M,g)(ﬁ) - h(M,g)(l —B).

Cette propriété de symétrie explique pourquoi nous restreindrons souvent 1’étude du

profil des variétés riemanniennes fermées a l'intervalle [0,%].

1.3 Exemples de profils isopérimétriques connus

La définition du profil montre que la difficulté de le calculer réside dans I'obten-
tion d’une minoration, puisqu’il suffit de tester des domaines susceptibles de réaliser
Iinfimum pour le majorer.

1.3.1 variétés compactes

E. Schmidt a résolu dans [Sc| le probléme isopérimétrique sur (S™,can) pour tout
n > 2, donnant ainsi acces au profil isopérimétrique de toutes les spheres euclidiennes
par homogénéité. Cependant, il a fallu attendre ces derniéres années, pour voir émerger
de nouvelles approches dans la détermination de profils isopérimétriques. Citons par
exemple [BC], [P1] et surtout [HHM] ot sont explicités les domaines isopérimétriques
des tores plats de dimension 2, des bouteilles de Klein plates et de ’espace projectif de
dimension 2. En particulier, sur les tores plats de dimension 2, les domaines isopérimé-
triques pour les petits volumes sont des disques euclidiens, puis a partir d’un volume
critique, les bandes de méme volume dans le sens de la largeur ont un périmetre inférieur
et deviennent les nouveaux domaines isopérimétriques, provoquant ainsi une rupture de
la topologie des domaines minimisants. Ceci est illustré par les figures 1.5 et 1.7. Sur
I’espace projectif de dimension 2, les domaines isopérimétriques sont des disques centrés
au pole pour 3 E]O,%] et leur complémentaire si 3 € [%,1[, d’oui le profil

1
vBe (03] v b () = VBEZ =),

et la relation suivante, illustrée par la figure 1.9,

VB € [07%] ) h(PQ(R),can) (B) = 2h(SQ,can) (g)

Concernant les variétés de dimension supérieure, A. Ros et M. Ritoré ont proposé

dans [RRO] et [RR1] plusieurs déterminations du profil isopérimétrique de 1’espace pro-

jectif de dimension 3, en s’appuyant sur la stabilité des hypersurfaces minimisantes et en

cherchant a classifier toutes les hypersurfaces stables de courbure moyenne constante.

Un travail de A. Ros sur les profils isopérimétriques de certains espaces lenticulaires
(voir [Ro]) est actuellement en cours.

1.3.2 variétés non compactes

Ce n’est qu’en 1996 que I. Benjamini et J. Cao ont caculé le profil isopérimétrique
d’un paraboloide de révolution en démontrant que les boules géodésiques centrées sur le
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Fic. 1.5 — Profil isopérimétrique du tore plat (S'(1) x S'(1)).

4]
2
M1 (yxs1 1)
s
>
1]
®) o> oa o6 oa 1

F1G. 1.6 — Profil isopérimétrique renormalisé du tore plat (S'(1) x S(1)).
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FIG. 1.7 — Profil isopérimétrique du tore plat (S'(1) x S'(3)).
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hsi(1)xs1(3)
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F1G. 1.8 — Profil isopérimétrique renormalisé du tore plat (S'(1) x S*(3)).
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h(p2(w),can)(3) |
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F1G. 1.9 — Profils isopérimétriques de la sphere canonique de dimension 2 et du projectif
de dimension 2.
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F1G. 1.10 — Profils isopérimétriques renormalisés de la sphére canonique de dimension 2
et du projectif de dimension 2.
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sommet sont les domaines isopérimétriques (voir [BC]). D’une maniére plus générale, F.
Morgan, M. Hutchings et H. Howards démontrent dans [MHH] que sur R? muni d’une
métrique de révolution complete dont la courbure gaussienne est une fonction stricte-
ment décroissante de la distance a ’origine, les domaines isopérimétriques peuvent étre :

— un disque centré a l’origine,

— le complémentaire d’un disque centré a ’origine,

— un anneau centré a lorigine.

L’approche qui leur permet de déduire cette classification reprend et approfondit des
idées apparues dans [BC] et [P1]. De plus, elle est typique de la dimension 2 car elle
repose sur l'intégration de ’égalité de Gauss-Bonnet appliquée aux domaines isopérimé-
triques. Citons aussi le théoreme 10.1 de [HHM] qui propose une classification des do-
maines isopérimétriques sur les surfaces hyperboliques (courbure sectionnelle constante
égale & —1) compactes ou non compactes, de volume fini ou infini.

Par ailleurs, R. Pedrosa a décrit dans [Pe] les domaines isopérimétriques et le profil
des variétés S xR et S% x R. Par la suite, R. Pedrosa et M. Ritoré se sont intéressés dans
[PeRi] aux profils des variétés S(r) x M%. En utilisant les symétries de I’espace ambiant,
la stabilité des hypersurfaces minimisantes et la théorie des équations différentielles ordi-
naires pour rechercher les hypersurfaces de courbure moyenne constante, ils parviennent
& déterminer explicitement les profils de S' x R”, St x §2, S x H2_1 et & mettre en
évidence un changement de nature des domaines isopérimétriques de S! x R™ & partir
den=29.

1.4 Les constantes isopérimétriques

Nous allons définir deux constantes isopérimétriques qui apparaissent de maniere
assez naturelle lorsqu’il s’agit de controler les propriétés analytiques et géométriques
d’une variété riemannienne compacte par des quantités isopérimétriques. Nous relions
ces constantes au profil isopérimétrique et nous en rappelons des estimations en fonction
de la géométrie de la variété. Ces résultats seront particulierement utiles au chapitre 2,
lorsque nous chercherons a estimer le profil isopérimétrique en fonction de parameéetres
géométriques.

1.4.1 définition

Définition 1.4.1 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2).
Appelons constante isopérimétrique de (M,g) la quantité

vol,—1(092)" |
min (vol,, (€2),vol, (M \ )"

T(M,g) = inf{ c M} (1.1)

et constante isopérimétrique de Cheeger de (M,g) la quantité

vol,—1(09) |
min (vol,, (€2),vol, (M \ ©2))

he(M.g) == inf{ Qc M} (1.2)

ot les infima sont pris sur l’ensemble des ouverts 2 a bord régulier.

La constante isopérimétrique intervient pour généraliser 'inégalité isopérimétrique eu-
clidienne (2) sur une variété riemannienne compacte. En effet, pour tout ouvert  a
bord régulier, nous pouvons écrire

vol,_1(dQ)" > T(M,g) min (vol, (2),vol,, (M — 2))" .
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Quant a la constante isopérimétrique de Cheeger, sa connaissance permet de minorer
la, premiere valeur propre non nulle du laplacien sur une variété riemannienne compacte
(voir [C] et [B]),
hC (Mag)z
—

Par ailleurs, nous pouvons, en rappelant des résultats détaillés au cours du cha-
pitre IV de [C2], relier les constantes géométriques précédentes a des quantités ana-
lytiques (constantes de Sobolev) associées a la variété fermée (M,g) de dimension n
(n > 2). De telles inégalités sont, dans le cadre compact, & rapprocher du théoreme de
Federer-Fleming qui établit, sur (R™,can), I’équivalence entre I'inégalité isopérimétrique
euclidienne classique (2) et l'injection de Sobolev de W(} 1(R™) dans L%(R”), tout
en préservant 'optimalité des constantes concernées (voir [FF] et [Maz]). La version

)\1(M7g) >

compacte donne

1 : IV fll1 1
I(M,g)» < inf - < 2I(M,g)=
(M.9) fec=(MR) infoer [[f — o o ()
. 1941
ho(M,g) = :

fec=(MR) infoer || f — a1’

1.4.2 Liens avec la fonction profil isopérimétrique

Proposition 1.4.2 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2).
Alors,

B (8) 1 \"!
I(M,g) = <inf{%/ﬁ = ]oﬂ}) vol(M,g) (1.3)
et
h 1
he(M,g) = inf {M/ﬁ = }o,—] } (1.4)
Ié; 2
Ces deux constantes sont reliées par l'inégalité suivante :
(M
1(g) < LDy (ar gy (1)

Par ailleurs,
(i) si hur,g) est concave, nous disposons de l’égalité :

he(M.g) = 2k ) (%), (1.6)

n
(ii) si h(”]\jllg) est concave, nous disposons des €galités :

1 . 1\n
ho(M.g) = 2hang)(5) + T(MLg) =2 Nol(Mgharg (5) s (7)
et
vol(M, "
T(Mg) = LD (ar gy, (1.8)

2
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Démonstration.

Les relations (1.3) et (1.4) sont immédiates a partir des définitions des constantes
isopérimétriques et du profil. L’inégalité (1.5) s’obtient en considérant un réel Gy dans
10,3[ tel que

h(at,g)(Bo)

hC(Mag) = T7

puis en exploitant le fait que

h(M,g) (50)n
gt

Enfin, les dernieres égalités obtenues sous hypotheéses de concavité de certaines puis-
sances du profil isopérimétrique reposent sur I'interprétation graphique de la constante
isopérimétrique (resp. de la constante isopérimétrique de Cheeger) sur le graphe du profil
renormalisé (resp. du profil isopérimétrique) comme la pente minimale des cordes reliant

Iorigine & un autre point d’abscisse inférieure a % O

Z(M,g) < vol(M,g)

Remarque 1.4.3 L’hypothese (i¢) implique ’hypothese (i), il est donc normal que les
conséquences qu’elle implique soient plus fortes.

1.4.3 Tableau de valeurs et exemples

Compte tenu de la concavité de la fonction h@can) (voir chapitre 2) et de la pro-

position 1.5,
200, 1
he(S"™,can) = Gn-l _
(sinw)*~1du

on Jo
an
2 ( fog (sin u)"‘ldu) "

Donnons quelques valeurs exactes dans le tableau suivant ou nous avons noté I,
I'intégrale de Wallis

(NIE]

et

Z(S",can) =

jus

2
In::/
0

(sinw)" du.

n| I,| a, Wn, Yo | he(S™,can) | Z(S™,can)
1] x| 2« 2

2 1| 4w 27 2w 1 27
3| ir| 2n? am (367‘1’)% 4 o
4 % %71‘2 %772 2%\/% % 27 72
5 13—67'(' 3 1—8571'2 (g)%5%ﬂ'% %—g %2517?2

1.4.4 Minoration des constantes isopérimétriques

Citons un résultat établi par S. Gallot dans le théoreme 6.15 de [G1], dont nous nous
servirons a de multiples reprises dans la suite.

Théoréme 1.4.4 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
telle que

diam(M,g) <d et Riccipg)(.,) = (n—1)dg(.,.) (d,6) € R x R.
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Alors il existe deux constantes explicites strictement positives H(n,d,0) et I(n,d,d) telles
que

he(M.g) > H(ndd) = — (1.9)
Jo (es(w))™ du
et
Z(M,g) = vol(M,g)I(n,d,5)". (1.10)

Remarque 1.4.5 Dans les applications de ce théoreme, la minoration (1.9) sera uti-
lisée surtout pour son optimalité lorsque § > 0 (les spheres euclidiennes sont les cas
d’égalité) tandis que l'estimation (1.10) sera, en vertu de (1.3), interprétée de la maniere
suivante :

h(M,g) (5)

inf ——

> I(n,d,6). (1.11)
selos] B'-

1.5 Propriétés locales du profil

Abordons maintenant les propriétés un peu plus délicates du profil isopérimétrique
que sont la continuité et le comportement au voisinage de 0 dont nous proposons une
nouvelle preuve inspirée de [MJ]. L’étude des propriétés différentielles du profil menée
au chapitre 2 s’appuie sur ces résultats mais permettra, a posteriori, de les renforcer
(voir la proposition G.3.6).

1.5.1 Régularité

Proposition 1.5.1 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée. Alors le profil isopé-
rimétrique est continu sur [0,1] et strictement positif sur ]0,1[.

La continuité est prouvée dans [G1] et le caracteére strictement positif sur ]0,1] est,
suite a I'égalité (1.4), une conséquence de la stricte positivité de la constante isopérimé-
trique de Cheeger des variétés riemanniennes compactes établie par P. Buser dans [B],
ce qui s’obtient également a partir du théoréeme 1.4.4.

1.5.2 Equivalent au voisinage de 0

Nous déduisons facilement de appendice C de [BM] le comportement du profil iso-
périmétrique pour les petits volumes.
Proposition 1.5.2 Le comportement asymptotique du profil isopérimétrique d’une varié-
té riemannienne fermée (M,g) de dimension n (n > 2) au voisinage de 0 est donné par
Iéquivalent

hang) (B) o~ — g (1.12)
50 vol(M,g)»

ot 7y, est la constante isopérimétrique euclidienne n-dimensionnelle.

Démonstration.

Comme le font judicieusement remarquer les auteurs dans [BM], ce résultat, qui
exprime que le profil est euclidien au voisinage de 0 (c’est-a-dire que son équivalent
correspond au résultat que nous obtiendrions si nous savions justifier que les domaines
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isopérimétriques pour les petits volumes sont presque des boules géodésiques) n’est pas
une conséquence triviale du caractere localement euclidien des variétés riemanniennes.
En effet, la difficulté consiste a montrer que I'inégalité isopérimétrique euclidienne lo-
cale reste “presque” valide pour les domaines de petit volume et de grand diameétre.
Cependant, nous pouvons proposer ici une autre preuve de 1’équivalent (1.12), inspirée
de la preuve du théoréme 2.2 de [MJ]. Nous aurons recours a la théorie géométrique de
la mesure (non utilisée dans [BM]) dont les apports essentiels concernant les problemes
isopérimétriques sont rappelés dans la proposition 2.2.5. En effet, afin de démontrer
que les domaines isopérimétriques de volume relatif @, renormalisés pour étre de vo-
lume 1 et plongés isométriquement dans un espace euclidien de dimension assez grande,
convergent, lorsque (§ tend vers 0, vers la boule euclidiennne de volume 1 et de méme
dimension (ce qui est 'objet du théoreme 2.2 de [MJ]), F. Morgan et D. L. Johnson re-
marquent tout d’abord que le théoréeme de comparaison de Heintze-Karcher (voir [HK]),
appliqué vers lextérieur d’'un domaine isopérimétrique (voir la proposition 2.2.5 pour
Iexistence) de volume relatif 3 et de courbure moyenne 7, donne

n—1

diam(M,g)
/0 max (0, (cs(u) + n9585(u))) du

vol(M \ Qp) < vol(0€23)
vol(M,g) ~ vol(M,g)

N

d’ou

1—
_1-6 < diam(M,g) sup les(u) + 779685(u)|"_1 (1.13)
h(ar,g)(B) u€[0,diam(M,g)]

ou (n — 1) est un minorant négatif de la courbure de Ricci sur le fibré unitaire tan-
gent de (M,g). La nullité et la continuité du profil en 0 (ceci est trivial en introduisant
des boules géodésiques concentriques comme domaines tests pour majorer le profil),
impliquent alors, compte tenu de l'inégalité (1.13),

lim = +00.
£B—0 TIQﬁ
Des estimations plus précises (voir [MJ]) permettent alors d’observer que

lim di Q3) =0.
Jiany iam(23) =0

Par conséquent, 'inégalité isopérimétrique localisée et presque euclidienne (voir le lemme
de localisation I de 'appendice C de [BM]), valable pour les domaines inclus dans une
petite boule géodésique suffit pour obtenir I’équivalent (1.12). Cette nouvelle preuve, qui
nécessite plus de connaissances que celle proposée dans [BM], consiste a justifier que les
domaines isopérimétriques ont un diametre qui tend vers 0 avec leur volume. Ce résultat
a été utilisé en dimension 2 dans [P1] car le bord d’un domaine régulier est une courbe
et la connexité des domaines isopérimétriques de petit volume (voir le théoreme 2.3.13)
donne alors trivialement diam(Qg) < h(as,g)(8)-

Od

Remarque 1.5.3 Ce comportement asymptotique, trés lié au fait qu’il s’agit d’une
variété riemannienne (voir aussi le paragraphe 3.1.3 qui évoque I’équivalent du profil en
présence de singularités), ne se généralise pas sans hypothese supplémentaire au cadre
des variétés non compactes, qu’elles soient de volume fini ou non. L’exemple, proposé
dans [BC] (voir la figure 1.11), des métriques completes de révolution dans le plan R?
dont I’expression dans le systéme des coordonnées polaires est dr? + f(r)2d6? ou f est
une fonction décroissante pour r suffisamment grand et d’intégrale divergente en +oo,
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montre que le profil d’une variété non compacte de volume infini peut étre identique-
ment nul (existence d’un “bout” de volume infini dont le rayon d’injectivité tend vers
0 permet de choisir des suites de domaines de révolution de méme aire dont le périmetre
tend vers 0). L’équivalent (1.12) ne persiste pas non plus sur les variétés non compactes
de volume fini. Par exemple, le théoreme 10.1 de [HHM] (voir également [BC], [MHH]
et [AM]) décrit les domaines isopérimétriques possibles sur les surfaces hyperboliques
(c’est-a-dire de courbure sectionnelle constante égale & —1) et montre que la présence
d’un cusp impose

h(B) = B

pour (3 assez petit, les horocycles autour d’'un cusp apparaissant alors comme des do-
maines isopérimétriques. Une autre grande différence vis-a-vis du cadre des variétés
compactes apparailt sur cet exemple: les domaines isopérimétriques pour les petits vo-
lumes ne sont plus nécessairement compacts et leur diametre ne tend plus vers 0 avec le
volume.

Régions de méme aire dont le périmetre tend vers 0

FiG. 1.11 — Exemple de surface de révolution non compacte, de volume infini et de profil
isopérimétrique identiquement nul.

Dans [P1], P. Pansu s’est intéressé & un développement limité, au voisinage de 0, du
profil des surfaces compactes. D’un point de vue qualitatif, il obtient que les domaines
isopérimétriques se concentrent en les maxima de la courbure sectionnelle, ce qui lui
permet de montrer que le second terme du développement limité est un multiple du
maximum de la courbure sectionnelle. En dimension supérieure, le second terme est géré
par le maximum de la courbure scalaire, c’est une conséquence du théoréme 2 de [D]:

+ o(ﬁ"T“) (1.14)

hirs,g) (B) = Tn = [1 _ <V01(M79)>5 Sc(M,g) 2

vol(M,g)n o= W, 2n(n +2) g

Sc(M,g) := sup scalg(m).
meM

Sur les variétés riemanniennes non compactes, seule la majoration asymptotique de
ce développement limité (1.14) reste valide puisqu’elle repose sur l'introduction, dans
I'inégalité isopérimétrique (1.15), d’une famille de boules concentriques, centrées en un

maximum de la courbure scalaire, dont le rayon tend vers 0 (voir & ce propos la majo-
ration du profil des variétés a densité obtenue au paragraphe 3.4.4).
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1.6 Discussion sur différentes notions de volume de bord

Bien que le profil isopérimétrique soit ici la fonction pertinente que nous allons
étudier, il convient de garder a I'esprit qu’il est issu de la formalisation analytique d’un
probléme de nature géométrique. La définition du profil isopérimétrique permet d’asso-
cier au profil une inégalité isopérimétrique optimale : pour tout ouvert £ & bord C!,

vol,,—1(092) vol,, (€2)
Vol(JtJ,g) 2 hag) <vol(M,g))’ (1.15)

Il est alors naturel (et indispensable dans les applications, voir le paragraphe 1.7) de
se demander s’il n’existerait pas une notion de volume de bord coincidant avec le vo-
lume riemannien (n — 1)-dimensionnel pour tout ouvert & bord C*!, et qui prolongerait
I'inégalité (1.15) a une classe de domaines ayant des bords moins réguliers.

Nous allons proposer plusieurs pistes dont ’étude est détaillée dans [BZ] (chapitre 3)
et [C2] (chapitres IIT et IV). Distinguons deux approches possibles, soit nous choisissons
d’associer un réel positif & ’'ensemble 9 := Q\  (mesure riemannienne induite, mesure
de Hausdorff,...), soit nous définissons une fonctionnelle sur un ensemble de parties de
la variété (I’ensemble des boréliens par exemple) et dont la valeur représente la “me-
sure” du bord de la partie considérée (périmetre géométrique, contenu de Minkowski,
périmetre,...).

Compte tenu de la continuité du profil isopérimétrique, 'idée la plus naturelle pour
étendre 'inégalité (1.15) consiste a utiliser une technique d’approximation par des ou-
verts a bord régulier. Considérons la fonctionnelle périmeétre géométrique, notée Py,
définie pour tout borélien £ de M par

Py(E) :=inf { lim inf vol,,_1 (OM;)|(M;)ien € TE}

1——+00
ou 7g est 'ensemble des suites de variétés a bord C™ telles que

lim [vol, (M; \ E) 4 vol, (E \ M;)] = 0.

Cette notion, introduite par R. Cacciopoli et E. De Giorgi, permet de prolonger la notion
de volume de bord utilisée jusqu’a présent tout en donnant un sens a (1.15) pour les
boréliens. Il est remarquable que cette définition géométrique coincide (sur un ensemble
a préciser) avec la définition analytique d’une autre fonctionnelle périmétre, notée P, qui
consiste a associer a un domaine dont la fonction caractéristique est a variations bornées,
la norme L' du gradient de cette fonction caractéristique (voir [Z] et [KP]). L’ensemble
des domaines de périmeétre fini est constitué de ceux dont la fonction caractéristique
est a variations bornées et les deux fonctionnelles P et P, coincident sur cet ensemble
(théoreme III 4.8 de [C2]).

Une autre notion de volume de bord, souvent intéressante (voir le lemme 1.7.1),
consiste a penser le volume du bord comme la limite des taux d’accroissement du volume
des voisinages tubulaires extérieurs d’'un domaine. Il s’agit de la fonctionnelle contenu

extérieur de Minkowski, notée 1/;('), et définie pour tout compact K par?

v, (K) := liminf vg(K:) — vg(K)

m iy - (1.16)

2. Nous avons choisi de ne considérer dans cet exposé que le contenu extérieur de Minkowski de parties
compactes, mais la définition 1.16 se généralise sans difficulté a tous les ensembles mesurables.
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ol v4 représente la mesure riemannienne canonique sur la variété considérée. Cette no-
tion est & rapprocher de la relation, classique dans les espaces modeles M7,

(divoln (B(r))) = vol,—1(9B(ro)).
T r=rQ
De plus, cette idée de taux d’accroissement du volume des voisinages tubulaires se re-
trouve aussi dans la définition de la fonctionnelle périmetre évoquée précédemment, le
gradient (au sens des fonctions a variations bornées) de la fonction caractéristique d’une
partie de périmetre fini pouvant s’interpréter comme la dérivée des volumes des voi-
sinages tubulaires de cet ensemble. Enfin, le contenu extérieur de Minkowski présente
I’avantage de ne faire intervenir qu’une mesure et une distance, ce qui le place dans une
situation privilégiée dans I'optique d’une étude des problemes isopérimétriques sur les
espaces métriques mesurés (voir le chapitre 3).

Le théoreme III 4.1 de [C2] (voir aussi le théoréme 14.2.1 de [BZ]) établit, pour tout
compact K C M,

Py(K) < u;(K), (1.17)

ce qui, sachant que, pour un compact & bord C'*° le contenu extérieur de Minkowski et le
volume riemannien (n — 1)-dimensionnel induit coincident, permet d’étendre l'inégalité
(1.15) aux parties compactes de M pour la notion 1/;.

Apres avoir proposé ces différentes fonctionnelles “volume de bord” avec référence
explicite a € pour prolonger le volume riemannien (n — 1)-dimensionnel, donnons un
moyen de le faire en considérant directement 1’ensemble 0. La mesure de Hausdorff
(n — 1)-dimensionnelle, notée H,_1(-), non triviale sur les ensembles de dimension de
Hausdorff égale & n— 1, coincide avec le volume riemannien sur les ouverts & bord C'. De
plus elle est minorée par le périmetre sur les ensembles de périmetre fini (théoréeme 14.6.2
de [BZ]) ce qui, avec le choix de cette notion de volume de bord, prolonge l'inégalité
(1.15) aux ensembles de périmetre fini.

Ainsi, ces extensions de I'inégalité (1.15) permettent d’envisager de nouvelles défini-
tions du profil isopérimétrique, équivalentes a la définition 1.1.1:

. B(£) vol,(2)
VB E0A] g () = inf {mm € D&m = 5},

ol si les fonctionnelles B sont respectivement Py(-), P(:), v, (-) et Hyp_1(0-), alors les
ensembles Dp sont respectivement les boréliens, les ensembles de périmetre fini, les en-
sembles compacts et les ensembles de périmetre fini.

1.7 Conséquences géométriques et analytiques d’une esti-
mation du profil isopérimétrique

Ce paragraphe a pour objectif de donner des motivations justifiant I’étude des pro-
priétés isopérimétriques des variétés riemanniennes a travers leur fonction profil. Les
meilleures références concernant l’exploitation d’une minoration du profil isopérimétri-
que dans le but d’estimer quantitativement différentes quantités sont U'article [G1] de
S. Gallot et le livre [B] de P. Bérard. Plutét que de tenter d’énumérer tous les tra-
vaux qui peuvent étre conduits & partir d’estimations du profil isopérimétrique, nous
avons choisi de consacrer une premiere partie aux détails de la technique d’intégration
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de I'inégalité isopérimétrique (1.15) dont aucune référence satisfaisante ne semble exis-
ter dans la littérature. Les applications de cette méthode requierent un minorant du
profil et donnent des estimations quantitatives de quantités géométriques. Dans une se-
conde partie, nous énoncons des résultats comparatifs, établis sous une hypothese de
comparaison de profils isopérimétriques, avec les spheres euclidiennes comme espaces
modeles. Nous insisterons dans les deux parties sur 1’'idée qu’une hypothése isopérimé-
trique peut remplacer et affaiblir une hypothese de courbure, a la fois dans les théoremes
de précompacité et dans les théoremes de comparaison.

1.7.1 Intégration d’une inégalité isopérimétrique et applications

Nous allons tout d’abord établir une version intégrée de 'inégalité isopérimétrique
(1.15), canoniquement associée au profil isopérimétrique. Ensuite, nous étudierons ses
conséquences qui mettent en évidence I'idée qu’un minorant du profil isopérimétrique
permet de majorer le diamétre, minorer le volume des boules, minorer la croissance des
voisinages tubulaires d’un ensemble quelconque,... Enfin, nous utiliserons la minoration
du volume des boules obtenue précédemment pour démontrer de nouveaux résultats de
précompacité.

Lemme 1.7.1 Soit A une partie non vide d’une variété riemannienne fermée (M,g) de
dimension n (n > 2). Alors, pour tout n dans [0,n4],

B(n) ds
/5(0) h(at,g) (B) (1.18)
ot na 1= sup {t > 0[vol(4;) < vol(M.g)} et B(n) = g

Démonstration.
Supposons 5(0) > 0, ce qui signifie que 'adhérence de A est de mesure strictement
positive, et définissons la fonction
I [077714] - R4
e (et
Les fonctions f et [ sont croissantes donc dérivables presque partout sur |0,n4[ et
en les points ou elles sont toutes deux dérivables,

p'(n)
) = ——>—-
h(at.g) (B(n))
Or en les points ou [ est dérivable (voir la définition (1.16)),
ﬁ,(n) — V;_ (Qﬁ)
vol(M,g)’

ce qui, d’apres le paragraphe 1.6 et lextension de l'inégalité isopérimétrique (1.15),
donne, aux points de dérivabilité de f,

HOE AL >1
har,g) (B(n)) vol(M.g) ~
Ainsi, le lemme d’intégration C.1.1 s’applique & la fonction f, croissante et continue sur
10,m4[, et permet d’obtenir le résultat.
Si ’adhérence de la partie non vide A est de mesure nulle, il faut appliquer le résultat
déja démontré aux e-voisinages tubulaires de A puis passer a la limite pour £ tendant

(1.19)
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vers 0. Notons au passage que le comportement asymptotique du profil des variétés
riemanniennes fermées, précisé lors de la proposition 1.5.2, garantit I'intégrabilité de
I'inverse du profil en 0 et en 1. O

Remarques 1.7.2

— Nous avons volontairement énoncé le lemme 1.7.1 dans la plus grande généralité
possible concernant la partie A et nous rappelons que le 0-voisinage coincide avec
ladhérence A de A dont le volume peut étre strictement supérieur a celui de la
partie A (qui n’est par ailleurs méme pas supposée mesurable).

— Si nous appliquons le lemme 1.7.1 aux spheres euclidiennes sur lesquelles nous
considérons une boule géodésique comme partie A, alors I'inégalité (1.19) devient
une égalité (car les voisinages tubulaires d’une boule géodésique sont des boules
géodésiques et donc des domaines isopérimétriques de la sphere considérée) si bien
que l'inégalité (1.18) devient elle aussi une égalité. De ce point de vue, le lemme
1.7.1 est optimal.

— La preuve du lemme 1.7.1 montre que, dans ce type de raisonnement, la notion
de volume de bord qui semble la plus pertinente est celle de contenu extérieur
de Minkowski. Elle présente en effet 'avantage de relier la géométrie a ’analyse
en faisant apparaitre le volume du bord d’un compact comme la dérivée du vo-
lume de ses voisinages tubulaires. Ceci influencera la généralisation des problemes
isopérimétriques au cadre des mm-espaces, proposée au chapitre 3.

Nous allons donner, dans les paragraphes suivants, différentes applications de ce
lemme 1.7.1 en considérant toujours une variété riemannienne fermée (M,g) de dimen-
sion n (n > 2).

Majoration du diametre

En appliquant le lemme 1.7.1 pour A = {m} ot m est un point de M d’ou part une
géodésique, paramétrée par la longueur d’arc, minimisante sur [0,diam(M,g)] (ceci est
possible car M est compacte), nous obtenons, comme 14 = diam(M,g),

: ' dp
diam(M,g) </0 W.

Ce résultat apparait et est utilisé dans [G1].

(1.20)

Minoration du volume des petites boules

Rappelons que le radius d’une variété riemannienne fermée (M,g), noté rad(M,g) est
défini par
rad(M,g) := inf {r € Ry|3m € M tel que M C B(m,r)}.

Si nous appliquons le lemme 1.7.1 dans le cas particulier ou A est un point, en
observant alors que 14 > rad(M,g), nous obtenons,

vol (B(m,r)) S -l

vmeM ., vre0radMg)  —rarsE 2 T ()

(1.21)

ot ['(7,4) est la bijection croissante définie par
F(th) . ]0,1[ — R+
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et prolongée par continuité a [0,1].

Remarques 1.7.3
— Le pincement classique entre le diametre et le radius,

diam(M,g) < 2rad(M,g) < 2diam(M,g)

permet de relire différemment la minoration (1.21).

— Sachant que, sur une variété riemannienne non compacte de volume fini, le volume
des boules de petit rayon ne peut évidemment pas étre uniformément minoré,
I'inégalité (1.21) montre que le profil isopérimétrique de ces variétés n’est pas
d’inverse intégrable au voisinage de 0 (c’est aussi le cas du profil gaussien dont
I’équivalent au voisinage de 0 est connu, voir le paragraphe 3.2.2 et ’équivalent
(3.10)). La connaissance explicite du profil des surfaces hyperboliques non com-
pactes de volume fini pour les petits volumes (voir la remarque 1.5.3) illustre cette
observation.

Ce résultat est particulierement intéressant dans la mesure ou il ouvre la voie a
des théoremes de précompacité sans hypothese de courbure ni de dimension. Rappe-
lons tout d’abord que M. Gromov a montré la précompacité de ’ensemble des variétés
riemanniennes compactes de méme dimension, de diametre uniformément majoré et de
courbure de Ricci uniformément minorée (théoreme 5.3 page 65 de [GLP]). Nous allons
donner des résultats de précompacité dans lesquels I’hypothese de courbure est affaiblie
(voir remarque 1.7.7) en une hypothése isopérimétrique, les hypotheses de dimension et
de majoration du diametre sont affaiblies en une condition d’intégrabilité. Commencons
par définir les ensembles de variétés intéressants.

Définition 1.7.4 Pour tous V. > v > 0 et ¢ fonction continue sur [0,1], strictement
positive sur]0,1[, nulle en 0 et en 1 et d’inverse intégrable en 0 et en 1, notons N (v,V,$)
l’ensemble des variétés riemanniennes fermées, de volume compris entre v et V et de
profil isopérimétrique minoré par ¢.

Théoréme 1.7.5 N (v,V,¢) est une partie précompacte de l’ensemble des espaces mé-
trigues compacts muni de la distance de Gromov-Hausdorff.

Démonstration.

Ce résultat repose sur I'idée que I’hypothese isopérimétrique implique, d’apres (1.21),
une minoration du volume de toutes les boules de rayon e, sur les variétés dont le ra-
dius est supérieur ou égal a 7, par la quantité vol(M ,g)F;l(%) ou I'y est la bijection
croissante définie par

F¢ . ]0,1[ —_— R+
B _ds_
B Jo 3

et prolongée par continuité a [0,1].

Notons N (e) le nombre maximal de boules de rayon ¢ deux & deux disjointes que
peut contenir une variété riemannienne fermée satisfaisant k(4 > ¢. Si le radius de
(M,g) est inférieur & § son diametre est inférieur & § et par conséquent N(e) < 2. Si le
radius de (M,g) est supérieur & £, alors N(g) < N(§) et

N(E)VOI(M,g)F(;1 (i) < vol(M,g).

Ainsi, dans tous les cas,
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ce qui, avec le lemme 1.7.6 qui suit (voir [GLP] théoréme 5.3), permet de conclure.

Lemme 1.7.6 Un ensemble £ d’espaces métriques compacts est précompact pour la to-
pologie induite par la distance de Gromov-Hausdorff si et seulement si pour tout réel
strictement positif €, le nombre maximal de boules de rayon € deux a deuz disjointes que
peut contenir un espace métrique de £ est majore, uniformément sur &.

a

Remarques 1.7.7

— La preuve montre que les bornes sur le volume sont inutiles pour obtenir la
précompacité.

— Ce résultat contient le résultat de précompacité classique de I’ensemble M (n,d,v,0)
car

M(’I’L,d,’U,(S) C N('vanﬁ(d)’c(nadvé)h(S",can))

ou C(n,d,0) est la constante qui apparait dans la minoration du profil isopérimé-
trique des variétés de M(n,d,v,§) par un multiple du profil de la sphere cano-
nique (théoréme 2 de [BBG]). De ce point de vue, nous pouvons dire que 1’hy-
pothese isopérimétrique affaiblit une hypothese de courbure. En revanche, méme
si la borne sur le diametre imposée dans M (n,d,v,d) n’apparait plus explicitement
dans NV (v,V,0), elle se déduit de I'intégrabilité de I'inverse de ¢ au voisinage de 0
et 1 (voir la majoration (1.20)).

— Les éléments de N (v,V,¢) sont a priori de toute dimension. Cependant, si ¢ possede
un équivalent au voisinage de 0 de la forme %5%1 ou ¢4 > 0, alors, d’apres
Péquivalent (1.12) établi dans la proposition 1.5.2; seules les variétés de dimension
inférieure ou égale & n peuvent étre dans I'ensemble M(v,V,¢). En revanche, si
#(B) ~ B(log B)? au voisinage de 0, il n’y a en effet aucune restriction a priori sur
la dimension des variétés de N(v,V,¢).

— Compte tenu de I'équivalent (1.12) du profil au voisinage de 0 (voir la propo-
sition 1.5.2), il est possible d’inclure la majoration du volume dans I’hypothese
isopérimétrique en imposant une condition sur le comportement asymptotique de
¢. La contrepartie liée a cette dissimulation réside dans la nécessité de fixer la di-
mension n des variétés considérées. En effet, notons NV, (v,4) I'ensemble des variétés
riemanniennes fermées de dimension n, de volume minoré par v et de profil minoré
par ¢, fonction qui possede un équivalent au voisinage de 0 de la forme cy(3 "ot
cg > 0. Alors,

Ny (v,0) C N(v, (Z—Z) i,gzb)

si bien que N,,(v,¢) est aussi un ensemble précompact.

Croissance du volume des voisinages tubulaires

Lemme 1.7.8 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2).
Alors pour tout compact non vide K de M et pour tout n > 0,

1 vol(K,) — vol(K) ) _
> f h : 1.22
vol(M,g) Ui vol(K) " Vol (Kn) (1,9)(5) ( )

vol(M,g) <ﬁ<‘101(1\4,9)

Démonstration.
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Le résultat est immédiat si vol(K) = 0 ou si vol(K,) = vol(M,g) car le minorant est
alors nul. Supposons donc vol(K) > 0 et vol(K,) < vol(M,g). L’inégalité cherchée vient
de I'application du lemme 1.7.1 qui donne 'estimation

vol(Kn)
witng  df

’I’] —_— .
o) D) (B)

Sous les conditions vol(K) > 0 et vol(M \ K,) > 0, nous en déduisons

< 1 vol(K,) — vol(K)
nx =
VOl(M,g) inf vo vo h
vol ll(é(!)]) \ﬁ<voll(Kn) (M g) (/8)
ce qui permet de conclure. O

Remarque 1.7.9 Ce lemme sera utilisé au chapitre 4, dans la preuve du théoreme
4.2.4, comme un moyen de majorer le profil isopérimétrique & partir d’un taux d’accrois-
sement du volume des voisinages tubulaires d’une partie compacte. Par ailleurs, nous
verrons aussi dans le chapitre 4, & 'occasion du lemme 4.2.1, que les taux d’accroisse-
ment du volume des voisinages tubulaires d’'un domaine isopérimétrique permettent de
minorer le profil isopérimétrique.

1.7.2 Comparaisons analytiques et géométriques issues d’'une compa-
raison isopérimétrique

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que des minorations du profil isopérimé-
trique permettent d’estimer différentes quantités géométriques. Nous allons maintenant
préciser que lorsque le minorant du profil isopérimétrique est le profil de la sphere de
méme dimension, nous disposons de résultats de comparaison. Il semblerait que cette
démarche ait commencé par la comparaison de la plus petite valeur propre non nulle
dans [Grl], pour étre ensuite étendue & d’autres quantités géométriques et analytiques
par P. Bérard, G. Besson et S. Gallot (voir [BBG], [BG], [G1], [G2], [B1] et [B2]).

Une motivation pour étudier les conséquences d’'une comparaison des profils iso-
périmétriques réside dans le fait qu’elle peut s’interpréter comme un affaiblissement
d’une hypotheése de courbure. En effet, généralisant un résultat de P. Lévy (voir [L]), M.
Gromov a démontré dans [Grl] que les variétés riemanniennes fermées de dimension n
(n > 2) satisfaisant Ricci(ps,g) > (n — 1)g vérifient

hirgy = Psn can)- (1.23)

Nous rassemblons dans la proposition suivante différents résultats de comparaison,
assez classiques sous ’hypothese Ricci > (n — 1)g, mais qui sont en fait plus généraux et
peuvent étre établis sous I'hypothese isopérimétrique hns g) 2 Iysn can), moins restrictive
que 'hypothese de courbure d’apres I'inégalité (1.23) de Lévy-Gromov.

Proposition 1.7.10 Soit (M,g) une variété riemannienne de dimensionn (n > 2) telle
que

VB e [0,1] ) h(M,g) (ﬁ) = h(S",can)(ﬁ)' (1'24)
Alors,
(i) pour toute partie non vide A C M, pour tout h > 0,
VOl(Ah) > VOI(AZ) ’
vol (M , g) vol (S",can)

(1.25)
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ot A* est une boule géodésique de (S™,can) telle que

VOI(Z) < Vol(A*)
Vol(M,g) - Vol(S",can)’

(i)
diam(M,g) < m,
(iii)
vol(M,g) < vol(S",can),
(i)
hC(Mvg) P hC(S",can),

(v) pour tout ouvert Q de M & bord régulier, en notant A\ (Q) la premiére valeur
propre de l'opérateur Laplacien sur Q avec la condition au bord de Dirichlet,

AP (Q) = AP(Q9),
ot 2* est une boule géodésique de (S™,can) telle que

vol(€2*)  wvol(Q2)
vol(S™,can)  vol(M,g)’

en particulier
)\I(Mvg) P )\I(Snvcan) =n,

(vi) pour tout couple (m,t) dans M x R,
vol(M,g)k(ar,g) (t,m,m) < vol(S",can)k(sn can) (t,m,m),

ot k(pg,g)(t,m,m) désigne le noyau de la chaleur de (M,g).

Démonstration.

Les comparaisons (i) et (i7) sont des conséquences immédiates des estimations (1.18)
et (1.20) dans lesquelles la sphére canonique réalise des cas d’égalité. Les résultats (iii)
et (iv) se déduisent respectivement du contenu géométrique du comportement asymp-
totique du profil au voisinage de 0 (voir la proposition 1.5.2) et de la définition de la
constante isopérimétrique de Cheeger. La preuve de (v) repose sur une technique de
symétrisation particulierement bien exposée dans [B2] et nous renvoyons a [G1] pour la
démonstration de (vi). O
Remarques 1.7.11

— Nous pourrions ajouter a cette liste la comparaison des constantes de Sobolev
proposée dans la proposition 5.6 de [G1]. Une minoration des valeurs propres du
laplacien, A\;(M,g) pour i > 2 et une majoration de la dimension des sous-espaces
propres associés aux valeurs propres du laplacien sur (M,g), résultats quantitatifs
et non comparatifs, sont également obtenus dans [B2] sous la méme hypothese
isopérimétrique. Nous renvoyons aussi a [BG]| et au théoreme 5.4 de [G1] pour des
énoncés précis et leurs preuves.

— L’inégalité (1.25) permet par exemple d’établir un lien entre les propriétés iso-
périmétriques des spheres euclidiennes et le phénomene de concentration de leur
mesure riemannienne canonique (voir les livres [Mi], [Gr] et [Ledl] pour des dé-
finitions et plus de détails sur ce point de vue, voir [GO2] pour de plus récents
développements).

3. La notation A désigne I’adhérence de la partie A.
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— A la lumitre de cette proposition 1.26, nous pouvons interpréter la minoration du
profil isopérimétrique d’une variété riemannienne fermée de dimension n > 2 par
celui de la sphere de méme dimension comme un affaiblissement de I’hypothese
Ricci > (n — 1)g. En effet, par homogénéité du profil (voir la proposition 1.2.1),
quitte a écraser suffisamment la métrique par homothétie, toute variété rieman-
nienne possede une métrique, multiple de sa métrique d’origine, pour laquelle elle
satisfait I'hypothese (1.24).

En conclusion, nous remarquons qu’au sein des variétés riemanniennes fermées, les
sphéres euclidiennes sont les seuls espaces modeles pertinents dont nous disposons. Nous
verrons, au chapitre 3, qu’en se placant dans le cadre des espaces métriques mesurés,
s’y ajouteront un grand nombre d’espaces de comparaison dont certains, comme (R, -|)
muni de la mesure gaussienne, recelent des propriétés particulierement intéressantes et
proches de celles des sphéeres euclidiennes (voir le paragraphe 3.2.2).
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Chapitre 2

Concavité du profil
isopérimétrique

La définition du profil isopérimétrique d’une variété riemannienne fermée (M, q)
comme un infimum nous incite a chercher, en utilisant le calcul variationnel, une relation
différentielle du second ordre satisfaite par cette fonction. En effet, nous établissons que
si Ricciar,g) = (n — 1)dg (6 € R), alors le profil renormalisé y(psq) = h(’lﬁg) vérifie
I'inéquation différentielle fondamentale

2—n

VB e , D2y(B) < —ndy(B) . (2.1)

D’une maniere plus générale, nous observons que les puissances du profil isopérimétrique
n

comprises entre 1 et "5 sont solutions d’une famille d’inéquations différentielles dont
les seuls parametres géométriques sont la dimension de la variété et un minorant de la
courbure de Ricci. Ces propriétés différentielles ont de nombreuses conséquences analy-
tiques qui peuvent étre interprétées d’un point de vue géométrique. Tout d’abord, nous
étudions la régularité imposée au profil isopérimétrique par la relation différentielle (2.1)
et nous remarquons que ces propriétés analytiques conduisent & un controle géométrique
et topologique des domaines isopérimétriques et de leur bord. Ensuite, nous donnons une
nouvelle preuve, de nature variationnelle, de I'inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov
(voir [Grl]), obtenue & partir d’un résultat de comparaison analytique des solutions de
I'inéquation différentielle (2.1). Plus généralement, nous intégrons I'inéquation différen-
tielle (2.1) pour déduire des comparaisons géométriques de résultats de comparaisons
analytiques. Ceci nécessite le choix de parametres géométriques pertinents liés aux pa-
rametres de comparaisons analytiques. Ainsi, nous parvenons a établir des théoremes de
pincement du profil isopérimétrique qui dépendent de la dimension et de minorants du
volume, de la constante isopérimétrique de Cheeger et de la courbure de Ricci. Enfin,
nous exploitons ces résultats de pincement afin de comprendre les liens entre la “presque
maximalité” du volume ou du diametre et la “presque minimalité” du profil isopérimé-
trique. Pour les variétés satisfaisant Ricci > (n — 1), ceci illustre la différence entre les
deux conditions “volume proche de «,,” et “diametre proche de 7”. En particulier, nous
obtenons, pour une suite (M;,g;)ien de variétés fermées telles que Ricci > (n—1), que la
convergence vers la sphére canonique en distance de Gromov-Hausdorff est équivalente
a la convergence vers 1 du rapport des profils iy, ¢, / h(sn can), uniformément sur 10,1]
tandis que la convergence de la suite des diametres vers m est équivalente a la convergence
vers 0 de la différence des profils h(yy, 4,) — f(sn can), uniformément sur ]0,1[.

Ce chapitre doit étre considéré comme 1’élément central et moteur du travail proposé
dans cette these. Les idées développées au cours des chapitres 3 et 4 trouvent leur origine
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dans les résultats obtenus dans ce chapitre 2. En effet, nous essaierons de généraliser 1’as-
pect caractérisation différentielle des propriétés de concavité du profil isopérimétrique
des mm-espaces au chapitre 3 tandis que le chapitre 4 sera consacré a I’étude d’une forme
de continuité du profil isopérimétrique vis-a-vis de la distance de Gromov-Hausdorff sur
les variétés riemanniennes fermées.

Nous travaillons en permanence sous une hypothese de courbure. Plus précisément,
compte tenu des techniques auxquelles nous faisons appel, une minoration uniforme de
la courbure de Ricci du type

RiCCi(M,g)('7') 2 (n - 1)59(7) ) deR (22)

apparalt comme ’hypothése de courbure pertinente, et c’est elle que nous avons choisie.
Cependant, une autre possibilité aurait été de partir d’une hypothese donnant une borne
inférieure sur la quantité homogene Ricci(yy,g) X diam (M ,9)? du type

Ricci(yr ) (-, )diam(M.g)* > (n — 1)d'g(-,) , & €R. (2.3)

/ N .
11 suffit de remplacer § par ding pour passer de I'une a I'autre, c¢’est pourquoi nous ne

donnons les résultats que sous ’hypothese (2.2).

2.1 Technique variationnelle et relations différentielles

La recherche d’une inéquation différentielle pour le profil isopérimétrique est une idée
suggérée par au moins deux raisons tres différentes. D’une part, la définition méme du
profil isopérimétrique par I'infimum d’une fonctionnelle rend possible une caractérisation
variationnelle de cet extremum par une inéquation différentielle du second ordre. D’autre
part, presque tous (tous?) les théorémes de comparaison classiques en géométrie rie-
mannienne (Rauch, Bishop-Gromov, Meyer, Heintze-Karcher,...) peuvent étre obtenus
a partir de relations différentielles entre les coefficients de la métrique et leurs dérivées
successives (voir par exemple [CE], [E1], [E2] et les chapitres 6, 9 et 11 de [Pn] sur les
théoremes de comparaison). Nous rajoutons ainsi, dans la suite du chapitre, I'inégalité
de Lévy-Gromov a cette liste.

2.1.1 Formules de variations

L’objet de cette partie est d’étudier le comportement des aires et des volumes lors
de la déformation d’une hypersurface.

Considérons l'ouvert  d’une variété riemannienne fermée (M,g) de dimension n
(n > 2). Notons 92 = Q\ © son bord que nous décomposons en 1'union disjointe d'un
ensemble régulier 0f2,., constitué de I’ensemble des points au voisinage desquels 02 est
une hypersurface de classe C*°, et d’un ensemble singulier 95 := 9 \ 912,.. Nous sup-
posons dans la suite que 02, est muni d’un champ normal sortant régulier. Nous allons
décrire les déformations du domaine {2 au voisinage de 9€), dans le systéeme des coor-
données normales autour de Jf2, (voir dans [Ca] et [G1] des descriptions analogues).

Notons
d : 00, xR — M

(ms)  —  exp(sE(m)
lapplication exponentielle orthogonale autour de 0€2,.. Soient sy (resp. s_), la fonc-
tion réelle définie sur 95, par la propriété suivante: s (m) (resp. s_(m)) est le supremum
des s € R™ tels que la géodésique t — exp,, (t7(m)) est minimisante sur [0,s] (resp. sur
[—5,0]). Les fonctions s; et s_ sont continues sur Jf2,. Paramétrons les déformations
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normales de 0, par l'espace vectoriel C?(992,,R) des fonctions réelles de classe C2 &
support compact dans 0€2,.. Ce choix de déformations correspond bien-entendu aux va-
riations qui laissent fixe un voisinage de la partie singuliere 025 de 'hypersurface 0f2.
Voyons maintenant les conditions qu’il faut imposer pour que la variation ne fasse pas
apparaitre de nouvelles singularités lors de la déformation de la partie réguliere. Soit
supp(y) le support d'une fonction ¢ non identiquement nulle appartenant & C2(952,,R)
et notons

: (| nf sm), inf s ()
€, 1= min in si(m in s_(m) |.
v SUPeaq, [P(m)] mesupp(p) " mesupp(p)
g, est strictement positif puisque s et s_ sont continues, strictement positives et
supp(p) est un ensemble compact. Ainsi, I’exponentielle orthogonale, qui est un dif-
féomorphisme de supp(p) x| — €46, dans le e -voisinage tubulaire de supp(y) dans M,
apparalt comme un systeme de coordonnées pertinent dans 1’étude des variations nor-
males infinitésimales dont I’amplitude est proportionnelle & la fonction . Définissons
maintenant 'ouvert €, ; par:

Qut = [QU{@(pX [0,t0(p)]) /p € O, 0(p) > 0}} \{@P(p>< [to(p),0]) /p € 0Qr,0(p) < 0}

dont le bord 91, ; est égal a

00, = 09, [T {@(ptew)) /o € 00, }.

Posons :
_ Hp—1(0Q0,t)
= Tl
i VOln(Q%t)
vel) = Si(ig)

Dans le systeme des coordonnées normales décrit précédemment, nous obtenons:

Hoc (001) = Pt (00 supp()) + | bym)dy  (m)

supp(p)

et
tp(m)
volp, Q) = vol, (Q) + / / b(m,s)dvg , (m)ds,
o0, JO

ol dvg (M), bip(m)drg . (m) et b(m,s)dvy ,, (m)ds désignent respectivement la forme
volume de 0} au point régulier m, la forme volume de I'’hypersurface 0§, ; au point
régulier exp,, (to(m)7(m)) et la forme volume de M au point exp,, (s(m)).

D’apres les formules des variations premieres et secondes des volumes n et (n — 1)-
dimensionnels (voir [Ca] par exemple), les fonctions a,, et v, possedent les développements
limités au second ordre suivants en la variable ¢ :

Proposition 2.1.1
Hn—1(09) a;(0)

a,(t) = W—kafp(o)t—i— 5 2+ 0(t?), (2.4)
vo(t) = %H;(O)HV@T@I:MO@S), (2.5)
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O = T Lo 1, )

WO = iz o (1)~ AT~ i (7). 70) )0, )
o] e 1521801, @)

vi,(0) = m /8 . P (P)dVg o, (D),

VU0 = g b e @)

ot Az représente la seconde forme fondamentale de l'hypersurface 02 au point régqulier
p et nz(p) désigne la courbure moyenne au point régulier p de 0X)., définie comme la
trace de la seconde forme fondamentale, c’est-a-dire la somme des courbures princi-
pales. En particulier, si la variété ambiante est de dimension 2, ||AZ||§ et nz(p)? sont
deuz quantités égales.

2.1.2 Approche variationnelle des inéquations différentielles possibles

Nous allons étudier quel type d’inéquation différentielle nous pouvons espérer pour
les différentes puissances du profil isopérinalétrique obtenues en faisant varier le parameétre
a € [n,+oc] dans I'expression ! (h( M7g)) -1, Dans un premier temps les deux puissances
qui nous intéressent plus particulierement sont o = +o00 et a = n, mais cette étude un
peu plus systématique prendra plus de sens au chapitre 3 (voir le théoréme 3.4.14 par
exemple).

Supposons que, pour [y dans ]0,1[, nous savons qu'’il existe un domaine isopéri-
métrique 2 de volume relatif Gy. Son bord J€ est une hypersurface dont nous allons
considérer des variations dans le systeme de coordonnées décrit au paragraphe précédent.
En considérant une fonction ¢ de valeur moyenne non nulle, ce qui correspond a une
variation pour laquelle v, est bijective au voisinage de 0, nous pouvons écrire, pour u
suffisamment petit, par définition du profil isopérimétrique,

har,g) (Bo + u)ﬁ < aso(";l(ﬁo +u)) T,
d’ou

hiat.g)(Bo + w)a=T + hiar gy (Bo — w)a—1 — 2hpy gy (Fo) a1 1 B o
(M,g) (M.,g) (M,g) < $|:a<p(vcpl(/80+u))a_l

u2
+ag(vy (B — )
2, (v (5)) 77|

ce qui donne, compte tenu des développements limités (2.4) et (2.5) obtenus pour les
volumes n-dimensionnels et (n — 1)-dimensionnels, aprés passage a la limite supérieure

1. Nous adoptons ici les conventions usuelles suivantes: si @ = +oo0, =25 =1 = g—:f, ﬁ =0 et si
(o5
a €]l, + o], 0=-1 = 0.
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lorsque u tend vers 0,

D2(h3% ) (Bo) < D2((ap 00,17 (0)

—a

= ai l (h(M,g) (50)) ot
a’,(0)v,,(0) —al,(0)v’(0) 1 a',(0)?
% [ AN VZO(O)??D 2 —a,(0) + p— V;(O)2 (2.6)

2.2 Une famille d’inéquations différentielles pour la fonc-
tion profil isopérimétrique

2.2.1 Enoncé des résultats

Une inéquation différentielle fondamentale pour le profil isopérimétrique

Voici la propriété différentielle du profil isopérimétrique dont nous déduirons, au
cours de ce chapitre, les conséquences analytiques sur le profil, puis géométriques sur la
variété considérée. De plus, ce résultat est le point de départ de notre étude du profil, il
donne un sens au théoreme 2.2.3 et représente 1'origine commune de tous les résultats
établis aux paragraphes 2.3, 2.4, 2.5, et 2.6.

Théoréme 2.2.1 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)
telle que
Ricci(pr,g)(-) = (n —1)dg(-,) , ou S €R.

Alors, le profil renormalisé yy,q) := h(”ﬁg) vérifie :

—_n

VB E]O,l[ ) ﬁy(M,g)(ﬂ) < _néy(M,g)(ﬁ)QT' (27)

De plus, s’il y a égalité en By €]0,1], alors tout domaine isopérimétrique de volume re-
latif By a un bord totalement ombilical® le long duquel la courbure de Ricci, évaluée sur
les normales unitaires®, est égale a (n —1)6.

Remarques 2.2.2

— En dimension 2, cette inégalité se simplifie et devient linéaire :
VB €01l . Dy (B) < ~20. (2:8)

— Lanon-linéarité de I'inéquation différentielle (2.7) en dimension supérieure ou égale
a 3 nous force a mener séparément 1’étude de la dimension 2 et de la dimension
n = 3. De plus, les résultats obtenus en dimension 2 sont plus explicites que ceux
obtenus en dimension supérieure.

— Si (M,g) satisfait les hypotheses du théoreme 2.2.1, alors pour tout A > 0, le profil
isopérimétrique renormalisé associé a la variété (M,\2g) vérifie I'inéquation diffé-

rentielle
2—n

Vo e ﬁy(ﬁK—n%y(ﬁ)T-

2. Une hypersurface est totalement ombilicale si en tout point, la seconde forme fondamentale est un
multiple de I'identité.

3. Il n’y a pas besoin de préciser le sens de la normale car la courbure de Ricci est une forme quadra-
tique.
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Ceci peut s’obtenir de deux fagons différentes: soit en appliquant le théoreme
2.2.1 au profil renormalisé y,s,4) puis en utilisant la relation d’homogénéité (voir
la proposition 1.2.1)

Ymazg) = )‘_ﬁy(My)’

soit en appliquant directement le théoreme 2.2.1 & la variété (M,\%g) apres avoir
rappelé la propriété d’homogénéité suivante concernant la courbure de Ricci

)
Ricci(prg) = (n —1)6g = Riccipyrzg) > (0 — 1)ﬁ()\2g).

— La description des domaines isopérimétriques sur les espaces modeles MY, la ca-
ractérisation des cas d’égalité et ’étude de la preuve du théoreme 2.2.1 permettent
de comprendre géométriquement? que, pour ¢ > 0, le profil isopérimétrique renor-

malisé Ysp 1= hé‘? de la sphere euclidienne S} est solution de I'équation différen-
tielle

2—n

VB €0 . D2y(B) = —ndy(B) = , (2.9)

tandis que, pour 6 < 0, le profil isopérimétrique renormalisé Yyp := INEI de MY
est solution de I’équation différentielle

2—n
n .

YV €]0, 4+ 00[ , D2Y (V)= —ndY (V) (2.10)

Une famille d’inéquations différentielles

Une analyse plus fine de la preuve de l'inéquation différentielle (2.7) et de ses
conséquences sur la régularité du profil isopérimétrique permet de voir qu’elle peut s’ins-
crire dans le cadre plus général d’une famille d’inéquations différentielles pour toutes les
puissances du profil comprises entre 1 et —5. Cependant, ce sont les conséquences de
I'inéquation différentielle (2.7) sur la régularité du profil qui permettent de donner un
sens précis au terme en h'(3) (voir les remarques 2.2.4) et pour cette raison, le théoréme
2.2.1 est qualifié de résultat fondamental.

Théoréme 2.2.3 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)
telle que

Ricciprg)(+) = (n —1)ég(-) , ot J€R.

N\

Alors, pour tout réel o tel que n < a < +00, le profil isopérimétrique a la puissance

~%5 wvérifie, pour tout 3 €]0,1[\1,

—_— (8] 2—a

vBED N DX(h)) () < — g (8)+

x [%hgw) (8)2 — (n — 1)8|(2.11)

ou I est une partie au plus dénombrable de ]0,1].

De plus, s’il y a égalité en By €]0,1[\I, alors tout domaine isopérimétrique de volume
relatif By a un bord totalement ombilical le long duquel la courbure de Ricci, évaluée sur
les normales unitaires est égale a (n — 1)6.

4. Une autre preuve de ce résultat, entierement analytique, consiste a mener le calcul explicite a partir
des expressions données au paragraphe 1.1.
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Remarques 2.2.4

— Nous ne savons pas, a priori, que le profil est dérivable en tout point 5 de ]0,1],
d’ou la difficuté de donner un sens a une relation qui fait intervenir explicite-
ment sa dérivée. En fait, les résultats de régularité obtenus a partir de (2.7) (voir
la proposition G.3.6) nous permettent de donner un sens a la dérivée du pro-
fil sur le complémentaire d’un ensemble au plus dénombrable qui correspond a
I’ensemble des points ou les dérivées a droite et a gauche sont distinctes. Nous
observons par ailleurs qu’en les points (§ ou les dérivées a droite et a gauche
different, un développement limité au premier ordre montre, en utilisant la rela-
tion h(az,g),(B) < h(M,g)'g(ﬁ) établie lors de la proposition G.3.6, que

ﬁ(h@%}g))(ﬁ) -~ . (2.12)

Par conséquent, nous pouvons affirmer qu’en remplacant h’( M.g) dans (2.11) par
la dérivée a droite hy Mvg):i ou par la dérivée a gauche h( Mvg)/g , I'inéquation dif-
férentielle (2.11) a un sens pour tout § dans ]0,1[. Le cas d’égalité dans ces
généralisations ne se produisant qu’en un point ou le profil est dérivable compte
tenu de (2.12), il impose, sur les domaines isopérimétriques de volume relatif corres-
pondant, les mémes conditions géométriques que celles énoncées dans le théoreme
2.2.3.

— Cette famille d’inéquations différentielles permet de retrouver (2.7) pour o = n.
Par ailleurs, le cas @ = 400 est intéressant, il donne

VB €0\ . D2hiy o (f) < ——— L[y (D +4]. (2.13)
T ) hrg) (B) | (n—1)?

— L’étude de la caractérisation des cas d’égalité et de la preuve du théoreme 2.2.3
permet de comprendre géométriquement que la fonction Agn cqy) réalise des cas
d’égalité dans (2.11) . Elle est, en effet, solution des équations différentielles sui-
vantes, paramétrées par a € [n, + 0o,

vBeAl L (F7)(8) = S f(8) [%f(m? (- 1>].

En particulier, compte tenu de la relation suivante valable pour n > 2,

h g ? x =
vp €0l (M) = <h(§n’can)(/8)/ sinu"‘ldu> -1,
0

n—1

I'inéquation différentielle (2.13) devient pour a = +o0,

ntl n—1
Vﬁ 6]071[ 3 h(S",ccm) (ﬁ) n—1 hl(/gnﬂan)(ﬁ) = - 7|- 2 - (214)
(fo sinu"—ldu) n—1

Cette équation différentielle est attribuée a Schmuckensclager dans le lemme 3
de [Ba2]. Pour les espaces modeles non compacts M} (6 < 0), 'équation diffé-
rentielle (2.14) vérifiée par le profil des spheres se généralise. En effet, pour tout
0 < 0, les profils Ivip satisfont la relation différentielle

n+1 2

YV €]0, + oo , I(V)niI"(V)=—(n—1)a;". (2.15)
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2.2.2 Preuves des théorémes 2.2.1 et 2.2.3
Existence et régularité de domaines isopérimétriques

Commencons par rappeler apport fondamental de la théorie géométrique de la
mesure concernant I’existence, la régularité et 'orientabilité des hypersurfaces minimi-
santes.

Proposition 2.2.5 Soient 5 dans ]0,1] et (M,g) une variété riemannienne fermée de
dimension n (n > 2). Alors il eziste un ouvert § tel que

- VOI(Q) = BVOI(Mvg);
- Hn—l(aQ) = h(M,g) (B)VOI(Mag);

— 0N) est l'union disjointe d’une partie réguliere OS2, composée de points au voisi-
nage desquels c’est une hypersurface C*° de courbure moyenne constante, et d’une
partie singuliére 0, définie par OQs := N\ I, dont la dimension de Hausdorff
dans (M,g) est inférieure ou égale a n — 8,

— 09 est orientable et 0F), est muni d’un champ normal sortant unitaire et régulier.

Une preuve de ce résultat, utilisé la premiere fois dans [Grl], est I'objet de [M1].
L’existence est donnée par la théorie géométrique de la mesure (voir [M], [Fe] et [Alm])
pour les courants ou pour les ensembles de périmetre fini. La régularité des 1'hyper-
surfaces minimisantes est abordée par E. Gonzalez, U. Massari et I. Tamanini dans
[GMT] et nous verrons ultérieurement que la condition technique indispensable dans
la démonstration des théoremes 2.2.1 et 2.2.3 que nous proposons (voir la proposition
A.0.5) est en fait

Hn—?) (aQs) = 07

ce qui est beaucoup plus faible que ’hypotheése dimpyg (895) < n — 8 dont nous dis-
posons d’apres la proposition 2.2.5. Le caractere constant de la courbure moyenne sur
09Q,, quant a elle, est imposée par la propriété de minimisation du domaine (variation
premiere de 'aire dans la proposition 2.1.1).

L’objet du lemme suivant est de relier la géométrie d’'un domaine isopérimétrique
aux propriétés analytiques de régularité du profil isopérimétrique (voir aussi le lemme 4
de [P1]).

Lemme 2.2.6 Soient (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)

et Q un domaine isopérimétrique de volume relatif 3 dont n désigne la courbure moyenne®.

Alors

hnt,g) (B + ) — hiarg) (5) hnt,g) (B —u) = harg) (5).

lim sup < 71 < liminf (2.16)
u—0 u u—0 —U
u>0 u>0
Démonstration.

En reprenant les notations et les descriptions du paragraphe 2.1, considérons une
variation du domaine isopérimétrique {2 imposée par une fonction positive ¢ de valeur
moyenne strictement positive, ce qui correspond géométriquement a une déformation
qui augmente strictement le volume de 2. Nous pouvons écrire, par définition du profil,

hng) (B +u) = g (B) _ ap (vi'(B+u) —a,(v;'(0))

X )
u u

5. Nous avons ici choisi d’appeler courbure moyenne la trace de ’endomorphisme de Weingarten.
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d’ou, en passant a la limite supérieure sur u, en utilisant les résultats de la proposi-
tion 2.1.1 et la courbure moyenne constante de I’hypersurface minimisante,

. harg)(B+1u) = horg(B) _ aL0)  [oq no()e(p)dvy (D)
1 < - = 1
P u S vi,(0) Joq, P(0)dvg o, (P),

u>0

La majoration de la courbure moyenne s’obtient exactement de la méme maniére en
considérant la variation associée a la fonction —¢, qui perturbe €2 en diminuant stricte-
ment son volume.

Od

Remarque 2.2.7 La limite inférieure et la limite supérieure qui interviennent dans
le lemme 2.2.6 sont en fait de vraies limites, ce qui sera justifié lors de la remarque
2.3.2, une fois obtenue la propriété de “concavité locale” du profil renormalisé (voir la
proposition G.3.6).

Preuve des inéquations différentielles (2.7) et (2.11)

Fixons 3y dans ]0,1[. La proposition 2.2.5 nous donne l’existence d’un ouvert {2 dont
le volume relatif est [y, c’est-a-dire tel que vol(2) = Byvol(M,g), et dont le bord 92
vérifie :
Hn—l(aQ) n=1
m = h(M,g) (Bo) = Y(u,g) (Bo) ™,

ol nous avons noté H,_; la mesure de Hausdorff (n — 1)-dimensionnelle.

En reprenant la description des variations paramétrées par C2(952,,R) du paragraphe
2.1.1 et la technique variationnelle exposée au paragraphe 2.1.2, calculons explicitement
le second membre de I'inégalité (2.6) a partir des développements limités de la proposi-
tion 2.1.1. Ainsi, pour « fixé dans [n, + 0], en considérant la variation imposée par une
fonction ¢ de valeur moyenne non nulle de sorte que v, soit bijective au voisinage de 0,
nous obtenons

D2 (i ) (30) <

2

a_, zal 1 (faQT nﬁ(p)w(p)dvg‘aw)

o) (Bo) po— )
(faQT So(p)d’/g\anr)

_ Joo, 150)e(P)dVg 00, Joo, 1 (P)(P)* Ay aq, Hn—1(09)

( Joq, ©(0)dvg a0, ) ’
Joa, 20)AVg 0. Joq, IVpell3dvg 0, a
(Joo, #0)0n, )
Joo, #0) A0, Joo, (n5(0)? = IAZ13) 9(0)?dvy

( fam 90(p)d’/g\aszr)3

. . — g 2
- faﬂr So(p)d’/g\aszr faﬂr RlCCl(y(p),I/(p))SO(p) dyg\aszr Hp_1(59)

( faQT Qo(p)d’/g\anr ) ’

n—1(09)

Hp_1(09)
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d’ou, apres simplification

Joa ‘P(p)2dVg\m >

2 QT_l « % 2 1 i 1 ( s T

D (h(M,g)>(5o) S o 1h(M,g)(50) [7717<a 1 a1 5 Hn_l(E)Q))
(fam (p(p)dyg\aszr

faﬂr ||Vp90||§d’/g‘an,«

27—(”_1(89)
(fam So(p)dyg‘m’“)
fam (ﬁﬁ% - ||AZ||% o RiCCi(ﬁ(p)ji(p))) 90(p)2d’/g‘agr Hn—-1(09)
(T 00,

en utilisant que la courbure moyenne est constante sur dS2, (proposition 2.2.5).
Par ailleurs, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(/E?QT So(p)dyg\anr)2 < Hp—1(0%) /E?Q

et par conséquent

Sp(p)QdVg\aQr < Hn-1(092) /E)Q Sp(p)QdVg\aQr7

(o

faﬁ,« (p(p)2dyg\aszr
(faQT Sp(p)d’/g\anr

1< 2Hn_1(8(2),

d’ou l'inégalité différentielle

(% « 2-a n—auo
D2<h(1\°}[7g)>(50) < a_lh(M,g)(ﬂo) @ [mng

faQT vaSp”%dVg\aQr

5 Hn—1(09)
( faﬂr gp(p)dljg‘aw)
Sy, (75572 = 114313 — Ricei (7(p).7(p)) ) £ (p) Ay,
5 H,—1(09)
< faQT So(p)dyg\agr)
En utilisant maintenant d’une part ’hypothese de courbure
Vpe dQ. , —Ricci,) (F(p),7(p)) < —(n—1)4, (2.17)

et d’autre part la relation classique entre la courbure moyenne et la norme de la seconde
forme fondamentale,
1

vpean,  ——ikp) - |A7E <0, (2.13)

nous obtenons, pour toute fonction ¢ de C?(99,) d’intégrale non nulle,

55t (n—a)a 2ma
D2 (h(MvQ))(BO) < (Tl _ 1)(a —_ 1)2 h(M,g)(ﬁO)a_lnﬁ
—a V,oll3dy
+ —hing () Joa, [Vpel2 A0 o1 (992)
a—1
(faQT So(p)dyg\agr)
n—1)a 2o [y, P(p)*dy,
- (a _1) Shar,g) (Bo) ot 2 90, 1(0K2)(2.19)

(Jon, #P)dve s, )
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Or la proposition 2.2.5 précise que H,,_3(9€s) = 0, nous pouvons donc rempla-
cer ¢ par les éléments de la suite (\IIZ-)ZEN de fonctions appartenant & C2(92,,[0,1]),
construites dans la proposition A.0.5 et qui correspondent & des variations de 02 selon
des hypersurfaces qui conservent la méme partie singuliere et qui sont paralleles a OS2
sur le complémentaire d’'un voisinage de 0€)5. De plus ces fonctions vérifient

lim Ui(p)dvg o, = Hn-1(09),

1—00 99,

lim ‘I/i(p)QdVg\am = Hn1(09),
71— 00 8Qr

lim ||Vp‘1ji||%dyg\aszr = 0.
1—00 .

Ainsi, en passant ensuite a la limite sur ¢ dans (2.19), 'inéquation différentielle suivante
apparait :

a—1

ﬁ<h(]\;47g)) (ﬁo) <

(n—a)a
(n—1)(a—1)

@(m(M,g) (Bo)aT. (2.20)

2=a o
2 h(M,g) (ﬁO) alng —

Dans le cas particulier ot @ = n, (2.20) donne I'inéquation (2.7) annoncée dans le

théoreme 2.2.1: o .

D%y (n1,4)(Bo) < —ndy(ar,g)(Bo) ™
Le cas d’égalité dans I'inéquation différentielle (2.7) nécessite les cas d’égalité dans les
inégalités (2.17) et (2.18), ce qui d’une part implique le caractere ombilical de la partie
réguliere de I’hypersurface et d’autre part impose que la courbure de Ricci est constante
et égale a son minorant dans la direction normale a 9€).. Ceci achéve la preuve du
théoreme 2.2.1.

L’exploitation du théoreme 2.2.1 permet de montrer (voir la proposition G.3.6) que
le profil isopérimétrique est dérivable en tout point de ]0,1] privé d’un ensemble au plus
dénombrable, que nous notons I. Le lemme 2.2.6 permet alors de montrer qu’en tout
point Gy de |0,1[\I, la courbure moyenne 1; d’un domaine isopérimétrique de volume
relatif Gy coincide avec la dérivée du profil. Ainsi, pour tout [y appartenant & ]0,1[\7,
I'inéquation (2.20) donne

w5, =t 2-a (n—a)a , (n—1)a
D (i) (90) < o ()= | oy =gyt 00" = S50 .

ce qui démontre I'inéquation différentielle (2.11). Le cas d’égalité se traite comme pré-
cédemment et permet de terminer la preuve du théoreme 2.2.3.

2.2.3 Quid d’une généralisation de 1’'inéquation différentielle pour les
variétés non compactes?

L’élément essentiel dans I’établissement de I'inéquation différentielle (2.7) est 1'exis-
tence et la régularité d’une hypersurface minimisante partageant la variété en deux
parties de volumes fixés. Ce résultat ne persiste pas dans le cadre des variétés non com-
pactes et les surfaces de révolution R x S! munies de la métrique dr?+ f(r)2d6? montrent
que les domaines isopérimétriques peuvent ne pas exister. En effet, si la fonction positive
f est décroissante pour r assez grand, de limite nulle en +o00 et non intégrable en +o00,
alors le profil est identiquement nul car la suite des longueurs des bords d’une suite de
cylindres de volume constant fixé qui fuient vers +oo tend vers 0 (voir la figure 1.11).
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Bien entendu, il est raisonnable d’espérer que des hypotheses géométriques supplé-
mentaires sur les variétés non compactes considérées permettent d’établir ’existence de
domaines isopérimétriques. Par exemple, J. Gonzalo montre dans [Go| que sur les pro-
duits (M,g) x (R",can) ou (M,g) est une variété fermée, des domaines isopérimétriques
existent pour toute quantité de volume fixée. Il montre de plus qu’au-dela d’un volume
critique, les domaines obtenus par produit de (M,g) et d’une boule euclidienne sont
isopérimétriques. Une autre hypothese, plus géométrique est proposée par F. Morgan
qui montre, au chapitre 13 de [M1], que si le quotient d’une variété non compacte par
son groupe d’isométries donne une variété compacte, alors la proposition 2.2.5 s’adapte
au cas non compact, a savoir que, pour toute valeur V > 0, il existe un domaine iso-
périmétrique de volume V' dont le bord, orientable, est régulier en dehors d’une partie
compacte de dimension de Hausdorff inférieure a n — 8. Ce résultat permet d’obtenir
I'existence de domaines isopérimétriques sur les produits M x MJ ou (M,g) est une
variété riemannienne fermée. Cet argument est en particulier utilisé dans [Pe] et [PeRi]
afin d’étudier et de préciser les profils isopérimétriques de S™ x R et S! x MY . Ainsi,
nous pouvons généraliser sous cette hypothese le résultat du théoreme 2.2.1:

Corollaire 2.2.8 Soit (M,g) une variété riemannienne compléte non compacte de di-
mension n (n > 2) dont le quotient par un sous-groupe d’isométries est une variété
compacte et telle que

Ricci(pr,g)() = (n —1)dg(-,) , ou & €] —o00,0].

n

Alors son profil isopérimétrique renormalisé Yy gy = I (TJLV[jg) satisfait :

2—

YV €]0, +0o[ , D231 (V) < —nd¥ (V) 7 . (2.21)

En particulier, nous obtenons ainsi que le produit de variétés compactes dont la
courbure de Ricci est positive ou nulle et de copies de (R™,can) possede un profil iso-
périmétrique concave donc croissant sur [0, + oo[ (car positif ou nul sur [0, + oo[). Une
autre application de ce résultat concerne le profil isopérimétrique du revétement uni-
versel (M ,j) d’une variété riemannienne fermée (M,g) de dimension n dont la courbure
de Ricci est positive ou nulle. Le théoréme 2.2.8 permet de conclure a la concavité de
Y1 5) sur [0, + oo[8. La fonction

Lo (V)
Vi
est par conséquent décroissante et positive sur |0, + oo[, nous notons ¢ (M,g) € [0, + o0]
sa limite. Sous ces hypotheses, T. Coulhon et L. Saloff-Coste ont prouvé dans le théoreme

3 de [CS] que, si le volume des boules de rayon r de (M,g) est uniformément minoré par
Cr™ (C > 0), alors une inégalité isopérimétrique du type

vol,_1(99) > Clvol, ()%, C' >0
est valide sur (M ,g). Ainsi, dans ces circonstances, co(M,g) > 0, d’ou

n=1 n—1
YWelo,+oo]  Lyr5(V)Zco(Mg)Vm et Igga(V) ~ co(Mg)V on.

V——400

Ces manipulations permettent de retrouver I’équivalent du profil isopérimétrique du
revétement universel (7,g) d’un tore riemannien (7,9) (c’est-a-dire de R"™ muni d’une

6. En effet, une variété riemannienne non compacte dont la courbure de Ricci est positive ou nulle a
un volume infini.
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métrique périodique) dont la courbure de Ricci est positive ou nulle. Ceci est un cas
particulier d’un résultat plus général établi sans hypotheése de courbure par P. Pansu
dans [P2]: il existe une constante co(7',g) > 0 telle que

et la constante ¢ (T,g) est reliée aux notions de volumes asymptotiques du tore considéré
et de ses groupes d’homologie.

Signalons par ailleurs que M. Ritoré a récemment prouvé dans [R] que le profil des
surfaces riemanniennes non compactes de courbure positive ou nulle satisfait I'inéqua-
tion différentielle (2.21). Pour cela, il démontre I'existence de domaines isopérimétriques
en distinguant les surfaces de courbure identiquement nulle de celles dont 'intégrale de
la courbure est strictement positive. Pour les premieres qui sont, d’apres la classifica-
tion de Cohn-Vossen, le plan euclidien, des cylindres plats ou des rubans de M&bius
plats, I'existence de domaines isopérimétriques est une conséquence du résultat énoncé
précédemment. Lorsque l'intégrale de la courbure est strictement positive, M. Ritoré a
recours a l'inégalité isopérimétrique suivante (voir le théoreme 4.3 de [O])

L(0Q)? > 41 A(Q) — 2 ( / K) A(Q)
Q

valide pour tout domaine €2 & bord régulier simplement connexe, afin d’obtenir I’existence
d’un domaine isopérimétrique relativement compact. En ce qui concerne les dimensions
supérieures, la concavité du profil isopérimétrique des variétés riemanniennes completes
non compactes de courbure de Ricci positive ou nulle, qui serait une généralisation
naturelle du théoreme 2.2.1 au cadre non compact, demeure une conjecture.

2.3 Conséquences de I'inéquation différentielle

Au cours de ce paragraphe, nous allons d’abord exposer comment 'inéquation diffé-
rentielle (2.7) renforce la régularité du profil isopérimétrique dont nous ne connaissons
jusqu’a présent que la continuité. Ensuite, nous tenterons d’interpréter géométriquement
les informations analytiques obtenues sur le profil par I'intermédiaire des relations dif-
férentielles (2.7) et (2.11) qu’il satisfait.

2.3.1 Régularité du profil isopérimétrique

La proposition suivante, dont le résultat est aussi établi dans [BP] par C. Bavard et
P. Pansu, précise la dérivabilité au premier ordre du profil isopérimétrique.
Proposition 2.3.1 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n >
2). Le profil isopérimétrique renormalisé est, en tout point de |0,1[, dérivable a droite et
a gauche et

Vi3 €lol] y(M,g);(ﬁ) > Y(a1.g)4(B)-

En particulier, y(r,4) est dérivable a gauche en % et sa dérivée est positive ou nulle (il est
aussi dérivable a droite en O et a gauche en 1). Plus généralement, y(uq) est dérivable
sur]0,1] privé d’un ensemble au plus dénombrable.

Quant au profil isopérimétrique proprement dit, hyy q), il est, en toul point de 10,11,
dérivable a droite et a gauche et

VB E0L . hug)(8) = hag)(B):
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En particulier, hyr 4y est dérivable a gauche en % et sa dérivée est positive ou nulle. Plus
généralement, h(yy 4 est dérivable sur 10,1 privé d’un ensemble au plus dénombrable.

Démonstration.

La dérivabilité a gauche et a droite en tout point, 'inégalité reliant ces dérivées et
la dérivabilité au sens classique en dehors d’un ensemble au plus dénombrable sont des
conséquences immédiates du fait que I'inéquation différentielle montre que localement,
le profil renormalisé, & I'addition prés d’'un monéme du second degré, est concave (voir
la proposition B.3.1).

Od

Remarque 2.3.2 Le lemme 2.2.6 exprime alors que si €} est un domaine isopérimé-
trique de volume relatif 3 et de courbure moyenne 7q,

'(8). (2.22)

harg)g(B) < ne < haug),

Par ailleurs, si en un point 3, les dérivées a droite et a gauche du profil isopérimétri-

que different, alors il existe au moins deux domaines isopérimétriques de volume relatif
/

B, I'un d’eux a pour courbure moyenne M7g)g(ﬁ) et autre a pour courbure moyenne

! 7. considérons deux suites de domaines isopé-

h(rr,g),y(B). Pour justifier cette affirmation
ien €t () e

(ﬂ + %)Z en €t (5 — %)iEN’ et dont les suites de courbures moyennes sont (nj)Z en €t

rimétriques (Qj) associées respectivement aux suites de volumes relatifs

(ni_)z.eN. D’apres le pincement (2.22), pour tout ¢ € N,

0> hon(8+5) & <hana, (9= 7).

De plus, au sein des parties de périmetre fini, un théoréme de compacité permet d’ex-
traire de chacune des suites une sous-suite qui converge vers un domaine isopérimétrique
de volume relatif G et de courbure moyenne constante égale a la limite des courbures
moyennes. Notons respectivement Q7 et Q= les domaines limites obtenus, 7o+ et no-
leurs courbures moyennes. Alors, par “concavité locale” (voir la proposition G.3.6) du
profil au voisinage de (3

. . 1
No+ = lim 7 > lim h(M,g);<ﬁ+g) > hin,g),(B)

1——+00 1——+00

et nous obtenons de méme
no- < h(M,g);(ﬁ)-

Le pincement (2.22) permet alors d’écrire ng+ = h(M,g):j(ﬁ) et ng- = h(M,g);(ﬁ)a d’ou
le résultat annoncé.

En courbure positive ou nulle, 'inégalité (2.7) exprime la concavité du profil re-
normalisé, mais lorsque le minorant de la courbure de Ricci est négatif, la perte de
linéarité dans (2.7) est un obstacle a I'obtention d’un résultat du méme type. Toute-
fois, en introduisant la constante isopérimétrique de Cheeger qui permet de minorer le
profil isopérimétrique, nous pouvons majorer le second membre de (2.7) et le rendre
indépendant de y(74). Cette technique permet de montrer le caractere lipschitzien du
profil renormalisé et donne une majoration de la constante de Lipschitz en fonction de
la constante isopérimétrique de Cheeger.

7. Nous détaillons ici argument donné par M. Ritoré dans la preuve du corollaire 4.1 de [R].
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Proposition 2.3.3 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
telle que

Ricciprg) = (n —1)dg ou 6 €R.
Alors
- 518 =0, pour tout 8 6]0,%[,

————— =Yg, (B) =Yg, (B) =0,
vol(M,g)ﬁ (M,g) (M,9)q

g

— 510 <0 et hae(M,g) > H, pour tout 3 € [0,%[,

n

Yo sm 1 ,
—————— +n(n = DIS|H 1571 =y (6)
vol(M,g) 1

et
/ 2—n 1 1
Y(r.g)y(B) = n(n — 1)|6| H -1 (gn,l _ L)'
n—1
Démonstration.

Sous ’hypothese § > 0, 'estimation proposée est une conséquence immédiate de la
concavité du profil renormalisé établie par 'inéquation différentielle (2.7).
Lorsque § < 0, en reportant la minoration du profil isopérimétrique

vge}o,%[ . g (B) = HB,

dans 'inéquation différentielle (2.7), nous pouvons montrer que la fonction

2-n __n_
Yarg)(B) — (n — 1)%|6|Hn=1 37T,

est concave sur [0,3], d’ott le résultat en utilisant le lemme B.1.2 et P'inégalité y( ) ’g (3)=0
donnée par la proposition G.3.6. O
Corollaire 2.3.4 Les profils renormalisés des variétés riemanniennes fermées de M(n,d,v,0)
sont lipschitziens et leurs constantes de Lipschitz sont uniformément magjorées par une
constante positive C(n,dw,d).

Démonstration. Il s’agit d’'une conséquence immédiate de la proposition 2.3.3 et
de la minoration de la constante isopérimétrique de Cheeger, uniforme sur M(n,d,v,d)
(voir [G1] de S. Gallot) rappelée dans le théoréme 1.4.4. O

Remarques 2.3.5

— Pour les variétés de courbure de Ricci positive ou nulle, la concavité permet de
s’affranchir de la dépendance en le diametre dans le majorant des constantes de
Lipschitz du corollaire 2.3.4.

— Ce corollaire sera tres utile dans I’approche fonctionnelle de 1’étude de la continuité
du profil isopérimétrique (voir le paragraphe 4.3 du chapitre 4) et dans 'obtention
d’estimations, uniformes sur M(n,d,v,6), de la constante de Lipschitz du profil
isopérimétrique sur un compact de ]0,1[ (voir lemme 4.2.1).
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— Dans la proposition 2.3.3, au lieu de supposer une minoration de la constante
isopérimémétrique de Cheeger hc(M,g), nous aurions pu supposer une minoration
de la constante isopérimétrique. En effet, I'hypothese

h
inf (M,q) (6)

n—1 2 ‘[7
pelog] Bn

permet de montrer, lorsque § < 0, la concavité, sur [0,%], de la fonction

n3
2(n+2)

2-n 42
Y,g) (B) — 0] n=15"n,

d’ot, pour tout 3 € [0,%[,

! n? 2-n 2 , , n? 2-n / 2 1
I LD sirige > > > gt (g - =),
wol( 7g)ni1 5 |6 B y(M,g)g(ﬁ) Y(M,g9)4(5) 5 4] (ﬁ 2%>

2.3.2 Controle géométrique des domaines isopérimétriques

Nous allons établir, sous des hypotheses géométriques concernant la variété (M,g),
une borne inférieure sur les dérivées a droite du profil isopérimétrique au voisinage de
0.

Lemme 2.3.6 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)
telle que
diam(M,g) <d et Riccipg) > (n—1)dg ou §€R.

Alors il eziste Cy(n,d,0) > 0 et By(n,d,d) E]O,%] tels que

V5 €]0,60(n.d.0)] gl (B) = Co(n,d.8)5 . (2.23)

Démonstration. Dans la preuve, nous allons supposer § < 0, ce qui n’est pas res-
trictif. En utilisant la minoration du profil renormalisé par I(n,d,d) 13 sur [0,%] (voir
le théoreme 1.4.4 du a S. Gallot et la remarque 1.4.5 qui le suit), nous obtenons, gréace
a I'inéquation différentielle (2.7) la concavité, sur [0,3] de la fonction

3
n°|d| )I%ﬁug

20) = yur0)(8) = 50 gy

1

Appliquons alors le lemme technique B.3.3 a la fonction f = y(y,y), pour a = 3, ¢ =

I(n,d,é)ﬁ, C = 2?:@2)1% et a = % Ainsi, il existe I'(n,d,0) > 0 et [y(n,d,d) E]O,%]
tels que

Vﬁ E]Ovﬁ(](nvdvé)] ’ y(M,g)Zl(ﬁ) = F(n7d75)y(M,g)2l(0)

Par ailleurs, la concavité de la fonction z permet de majorer y(ys ) en majorant z par
sa tangente a ’origine, soit

1 N
VB e [075] s Yorg)(B) < y(M’g)Zl(O)ﬁ—i_T 2-n

< (Barg)y(0) + An.d.0) ) 5, (2.24)



2.3. Conséquences de I’inéquation différentielle Y

ol nous avons posé
3
n°|d 2-n

A(n,d,g) = —19
(n+2)2* %

Par conséquent, la relation (liée a la régularité des profils vue lors de la proposition G.3.6)

n—1 Yo, "(B)
h(My)Zz(ﬁ) A g 1
h(M,g) (ﬁ) nt

permet de minorer la dérivée du profil :

n—1
By (1,g),(0) _1 Byoug,(0) s
VB €00l . haang)y(8) = Woda? _gu > WD~ g
n A n
<y(M’9):1(0) + A) (1 + ?J(M,g)fi(o))
oll nous avons posé B(n,d,§) := “=1I'(n,d,§). La connaissance exacte de Y(m,g),(0) en

fonction de n et vol(M,g) (voir la proposition 1.5.2), donne, par Uintermédiaire du
théoreme de Bishop et de ’hypothése sur la majoration du diametre de (M,g)

n n

Yt Tn
y(M,g)ZI(O) - 1 > 1 = D(n7d75)7
vol(M,g) =1 Vps(d)n—T

d’ou le résultat annoncé en posant

n—1
BD =

(e 8

Co(n,d,0) =

a

Remarque 2.3.7 Dans cette étude des dérivées du profil au voisinage de 0, nous avons
privilégié la constante isopérimétrique devant la constante isopérimétrique de Cheeger
car I'ordre de grandeur de la minoration du profil qu’elle permet d’obtenir est optimal
au voisinage de 0, ce qui n’est pas vrai pour ho(M,g).

Le théoreme suivant repose sur l'interprétation géométrique du lemme 2.3.6, rendue
possible par le lemme 2.2.6 qui fournit un controéle de la courbure moyenne des domaines
isopérimétriques de volume relatif 5 en fonction des dérivées a droite et a gauche du
profil au point 5.

Théoréme 2.3.8 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
telle que

diam(M,g) < d et Riccigpsgy > (n—1)0 ou 6 €RE.

Alors, il existe 1 (n,d,0) > 0 (B1(n,d,0) < %), Co(n,d,0) > 0 et C1(n,d,0) > 0 tels que
tout domaine isopérimétrique 1z de volume relatif 3 inférieur a $1(n,d,d) et de courbure
moyenne 1q, vérifie

:\'—‘

Co(n,d,6)8~ 7 < na, ¢ Sndd)
Vol( )
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Démonstration.

Notons, pour tout § €]0,1[, Q3 un domaine isopérimétrique de volume relatif 3 et
na, sa courbure moyenne définie par rapport a la normale sortante. La minoration de la
courbure moyenne résulte directement de 'application des lemmes 2.2.6 et 2.3.6. Prou-
vons maintenant la majoration de la courbure moyenne. En fait, en reprenant la preuve
du théoréme 2.3.10, nous observons qu’il existe (31 (n,d,0) €]0,50] tel que le profil est
concave sur [0,51(n,d,0)] (ceci est une conséquence du lemme 2.3.6 et de l'inéquation
différentielle (2.13)). Ainsi, nous pouvons écrire

Vﬁ 6]0)61 (nydyé)] ) h(M,g)/ (ﬁ) <

d’ot, en utilisant la majoration (2.24) établie au cours du lemme 2.3.6,

n n—1

n—1 n

_1 Y 2

Vﬁ 6]0761 (nvdvé)] ) h(M,g);(ﬁ) < ﬁ " ni# + A(nvdvd)ﬁ" .
vol(M,g)»=T

Le résultat annoncé s’obtient alors sur [0,5;(n,d,d)], en utilisant les inégalités reliant la

courbure moyenne aux dérivées du profil établies lors de la remarque 2.3.2, et en posant

1 n—1
_n_ V,.5(d)»=1 A(n,d,0 o
C1(n,d,5) = (7;;1 + 6(d) . (n )> '

Remarques 2.3.9

— Le pincement de la courbure moyenne est optimal quant a la puissance de 3 im-
pliquée. Ceci se vérifie par exemple sur les tores plats de dimension 2 dont nous
connaissons bien le profil et les domaines isopérimétriques décrits au paragraphe
1.3.

— 11 faut ici souligner le fait que I’explosion de la courbure moyenne, quantifiée par
le théoreme 2.3.8, peut se lire sur I'inégalité de Heintze-Karcher (voir la preuve
de la proposition 1.5.2) et pourrait servir & donner une version du lemme 2.3.6
sans avoir recours a 'inéquation différentielle (2.7). En effet, si Qg est un domaine
isopérimétrique de courbure moyenne 7q, et de volume relatif 3, 'inégalité de
Heintze-Karcher donne, lors d’une variation vers I'extérieur de €23,

vol(M \ Qp) < vol(0€23)
vol(M,g) ~ vol(M,g)

diam(M,g) 1
[ et + i) du
0

d’ou, si no, <0,

1-8 /diam(M,g) .
— < cs(w)"~du.
h(ar,g)(B) 0 ()

Ainsi, par nullité et continuité du profil en 0, nous obtenons dans un premier temps
que la courbure moyenne des domaines isopérimétriques de petit volume relatif est
positive, puis qu’elle tend vers +oco lorsque § tend vers 0. Nous avons cependant
privilégié ici I'exploitation de I'inéquation différentielle en pensant a des contextes
plus généraux (comme le cadre des variétés a densité étudié au chapitre 3) dans
lesquels il serait peut-étre plus facile de généraliser les propriétés différentielles du
profil que I'inégalité de Heintze-Karcher.
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2.3.3 Controle topologique des domaines isopérimétriques
Controle du nombre de composantes connexes des domaines isopérimétriques

Donnons ici un résultat qui reprend et généralise le corollaire 6.6 de [G1].
Théoréme 2.3.10 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
telle que

diam(M,g) <d et Ricciag)(-r) = (n—1)dg(-;:) , ou d€R.

- 810 >0, alors tout domaine isopérimétrique est conneze.

- 81§ <0, alors il existe By(n,d,d) E]O,%] tel que tout domaine isopérimétrique de

volume relatif dans ]0,060(n,d,0)] est conneze.

Démonstration.

Dans le cas ou § > 0, nous pourrions étre tentés de donner une preuve “massue” en
disant que la concavité du profil renormalisé (c’est-a-dire a la puissance —"7) implique
la stricte concavité du profil qui, a son tour implique la connexité des domaines isopé-
rimétriques. Observons en fait que la concavité seule (c’est-a-dire pas nécessairement
stricte!) du profil, suffit & assurer ce résultat et cela vient de la non dérivabilité en 0
(qui impose une stricte concavité au voisinage de 0)8:

Lemme 2.3.11 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)
dont le profil isopérimétrique est concave. Alors, tout domaine isopérimétrique est connexe.

Démonstration du lemme.

Nous allons raisonner par I’absurde. La non connexité d’un domaine isopérimétrique
Q de volume relatif § nous assure l’existence de deux unions disjointes de composantes
connexes non triviales Q; et Qy, de volumes relatifs 51 €]0,1[ et [2 €]0,1] tels que
B = 31 + Bo. De plus?, 00 = 99 [[ 992 de sorte que

hia,g)(B) = har,gy(B1) + hiar,g)(B2)-

Or, par concavité du profil, le lemme B.1.4 impose,

hiar,g) (B) < hiarg)(B1) + hiar,g)(B2)-

Nous sommes donc dans le cas d’égalité, d’ou la linéarité du profil sur [0,5; + 2], obtenue
en appliquant le lemme B.1.4. Ceci fournit la contradiction attendue car la linéarité du
profil est incompatible avec la non dérivabilité du profil en 0 (voir 1'équivalent (1.12) de
la proposition 1.5.2). O

Considérons maintenant le cas § < 0. Nous allons montrer qu’il existe fy(n,d,0) tel
que h(yy 4 est croissante et concave sur [0,50(n,d,d)]. Ceci est une conséquence immédiate
du lemme 2.3.6. D’une part, il donne, pour les petits volumes, la positivité des dérivées
a droite, donc la croissance du profil (voir le lemme C.1.3). D’autre part, la minoration
de Ny M,g);2 qu’il établit révele, par l'intermédiaire de 'inéquation différentielle (2.13),
la concavité du profil pour les volumes inférieurs & une valeur critique notée (3y(n,d,d).
Par conséquent, une fois établies la concavité et la croissance du profil sur [0,5y(n,d,0)],
la connexité des domaines isopérimétriques de volume relatif inférieur a (y(n,d,d) est
immeédiate. O

Remarques 2.3.12
— Des exemples de variétés sur lesquelles il existe des domaines isopérimétriques non
connexes sont fournis par des variétés de révolution pour lesquelles, a partir d’'un

8. Nous écrivons le lemme qui suit avec en téte I’exemple des tores plats de dimension 2 dont le profil
est concave sur [0,1], mais pas strictement concave sur [0,1].

9. Attention & ne pas croire que les composantes connexes de domaines isopérimétriques sont des
domaines isopérimétriques.
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certain volume relatif, les anneaux sont minimisants (voir la description proposée
dans le théoreme 1.2 de [MHH]) si bien que pour le volume relatif complémentaire
il existe au moins un domaine isopérimétrique non connexe. Un autre exemple est
proposé dans la figure 2.1.

domaine isopérimétrique non connexe

Fi1Gc. 2.1 — Exemple de variété sur laquelle certains domaines isopérimétriques ne sont
pas connexes.

— Observons que la preuve du théoréme 2.3.10 montre que lorsque § < 0, bien que la
puissance —"5 du profil (le profil renormalisé) ne soit pas nécessairement concave
sur [0,1], toutes les puissances du profil comprises entre 1 et —5 sont concaves,
pour des volumes suffisamment petits. Ceci est une conséquence du lemme 2.3.6 et

de la famille d’inéquations différentielles (2.11) proposées dans le théoreme 2.2.3.

Controle du nombre de composantes connexes des hypersurfaces minimi-
santes

11 s’agit ici de reproduire des arguments déja utilisés (voir [BP], le lemme 5 de [P1] et
le théoreme 2.2 de [MJ]) qui reposent essentiellement sur la variation seconde des aires
et sur le controle géométrique des domaines isopérimétriques. Néanmoins, la derniere
assertion de ce résultat est nouvelle et due a ’apport de I'inéquation différentielle (2.7).

Théoréme 2.3.13 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
telle que

diam(M,g) <d et Riccipg) () = (n—1)dg(-;:) , ou d€ER.

— 519 > 0, alors toute hypersurface minimisante est conneze.

- 816 =0, alors toute hypersurface minimisante non connexe est telle que la cour-
bure de Ricci est nulle dans la direction mormale a U'hypersurface et toutes les

composantes connezes sont totalement géodésiques'.

~- Si 6 < 0, alors il existe By(n,d,o) E]O,%] tel que toute hypersurface minimisante
correspondant & un domaine isopérimétrique de volume relatif inférieur a fy(n,d,o)
ou supérieur a 1 — fBy(n,d,0) est connexe.

10. Ceci signifie que la seconde forme fondamentale est identiquement nulle sur la partie réguliere de
I’hypersurface minimisante.
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Remarque 2.3.14 Ce résultat est bien illustré par le cas des tores plats de dimension
2 et 3 dont les domaines isopérimétriques de petit volume relatif ont un bord connexe
(ce sont des boules euclidiennes) tandis que ceux de volume relatif % (voir le paragraphe
3.2.2 ou nous donnons la preuve de ce résultat proposée par F. Barthe et B. Maurey dans
[BaMa] et [Bal]) sont des bandes dont le bord a deux composantes connexes totalement
géodésiques.

Démonstration.

A partir de la variation normale infinitésimale seconde du volume (n—1)-dimensionnel
de 'hypersurface 02, de courbure moyenne 7 (voir la proposition 2.1.1), d’amplitude
to + %t%[) + o(t?), sous la contrainte de préservation du volume n-dimensionnel qui im-
pose la nullité de la valeur moyenne de ¢ au premier et la relation 1) = —np? au second
ordre, nous obtenons (voir [BP])

/E?QT [”V80”2 B (RiCCi(ﬁ’ﬁ) + ”Agw)‘pﬂd”g\anr 2 0,

pour toute fonction ¢ de C*°(912,) de valeur moyenne nulle. Il apparait ainsi que si le
bord d’un domaine isopérimétrique n’est pas connexe, en déformant parallelement (ou
“presque parallelement” en utilisant le résultat du lemme A.0.5 pour éviter de modifier
la partie singuliere de 02) une composante vers 'extérieur (¢ = +1) du domaine et
lautre vers l'intérieur (¢ = —1) de fagon a préserver le volume (les éventuelles autres
composantes connexes sont laissées fixes), nous obtenons, apres utilisation de I’hypothese
de courbure,

—(n—=1)0H;,—1(092) — /m ||A’7||2dug‘aw >0, (2.25)

d’ou les résultats annoncé dans les cas § > 0 et 6 = 0.

Etudions maintenant le cas § < 0 et voyons en quoi une borne inférieure strictement
négative sur la courbure de Ricci affaiblit les conclusions précédentes. L’'inégalité (2.18)
entre le carré de la courbure moyenne et la norme de la seconde forme fondamentale
permet, avec ’hypotheése de courbure, d’obtenir, & partir de (2.26)

— (n—1)26H,,-1(09) — /m 7P dvg ., =0, (2.26)

d’ou, puisque la courbure moyenne est constante,
n”? < —(n—1)%.

Compte tenu de la proposition 2.2.6 qui lie les dérivées (a droite et a gauche) du profil
a la courbure moyenne d’un domaine isopérimétrique, nous obtenons

[(8)?) < (n—1)218]. (2:27)

min (a4 (8)2 o),

Or, a partir du comportement du profil au voisinage de 0, le lemme 2.3.6 permet d’établir
Pexistence dun réel (Gy(n,d,d) E]O,%] tel que pour g € [0,060(n,d,0)], I'inégalité (2.27) est
impossible, d’ou la connexité du bord des domaines isopérimétriques de petit volume
relatif. O
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2.4 Intégration de l'inéquation différentielle et comparai-
sons

Sachant que le profil renormalisé d’une variété riemannienne fermée satisfait I'inéqua-
tion différentielle (2.7) établie dans le théoreme 2.2.1, 'idée essentielle de cette partie
réside dans l'utilisation de théoremes de comparaison sur les solutions de I'inéquation
différentielle (2.7) afin d’obtenir des estimations du profil isopérimétrique. Une excellente
illustration de cette méthode est donnée par la nouvelle preuve que nous fournissons de
I'inégalité de Lévy-Gromov. La technique de comparaison repose sur le pincement de
toute solution de l'inéquation différentielle (2.7) : elle est majorée sur [0,1] (resp. [0,%])
par la solution exacte de I’équation différentielle (2.9) qui a mémes conditions initiales
en 0 et elle est minorée par la solution exacte de I’équation différentielle (2.9) qui prend
les mémes valeurs au bord, en 0 et en 1 (resp. en 0 et en %) En courbure strictement po-
sitive, nous disposons des spheres euclidiennes comme variétés modeles canoniques dont
les profils sont des solutions exactes de I’équation différentielle (2.9). Cependant, afin
d’affiner les estimations obtenues en courbure positive et de proposer des comparaisons
en courbure négative ou nulle, nous sommes conduits & décrire précisément des familles
de solutions de (2.9) et a interpréter géométriquement les quantités analytiques yE M’g)(O)

et y Mm(%) introduites pour les paramétrer. Ainsi, nous allons d’une part nous inspirer
de la connaissance des solutions du probléeme isopérimétrique sur les espaces modeéles

% pour construire des “profils modéles” solutions de (2.9), et d’autre part considérer
des hypotheses géométriques supplémentaires concernant le volume de la variété (qui
gere la dérivée a droite du profil renormalisé en 0) et la constante isopérimétrique de
Cheeger (qui est reliée a la valeur du profil en %), dans le but d’accéder a des pincements
du profil ayant une signification géométrique.

2.4.1 Profils modeles

Rappelons que les profils des espaces simplement connexes de courbure sectionnelle
constante sont des solutions exactes de I’équation différentielle (2.9) associée a I'inéqua-
tion différentielle (2.7). Par conséquent, nous proposons des profils modéles, inspirés des
profils des espaces simplement connexes de courbure sectionnelle constante sur lesquels
les boules géodésiques sont des domaines isopérimétriques. Considérons, dans ’espace
simplement connexe de dimension n et de courbure constante d, une boule géodésique de

rayon R et de volume V,, 5(R) (R E]O,ﬁg[ sid > 0et R €]0,+ oo si 0 < 0). Définissons

alors, sur 'intervalle [0,%], la fonction hy, 5 g en posant, pour toute valeur de r dans [0,R],
h Vn,&(r) VTIL,(S(T)
SR = 3
" 2V, 5(R) 2V, 5(R)

ce qui revient a associer a toute valeur de 5 comprise entre 0 et %, le rapport du volume
(n — 1)-dimensionnel du bord de la boule géodésique de volume 23V}, 5(R) sur le double
du volume de la boule géodésique de rayon R. Enfin, nous prolongeons h,, 5 g & [0,1] par
symétrie par rapport a %

Ces profils modeles h,, 5 r possedent des propriétés différentielles héritées des équa-

tions différentielles (2.9), (2.14) et (2.15) satisfaites par les profils isopérimétriques des
espaces modeles M. En effet, les fonctions h,, 5 g vérifient I'équation différentielle

n+1 n—l

VB e }Oé[ s hasR(B) " Thy s R(B) = —

2

(Jo' (ss(w)" du) ™=
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n

et les profils renormalisés qui leur sont associés, notés y, s r := h, 5z, constituent une
famille de solutions exactes, paramétrées par R, de I’équation différentielle suivante :

2—n

voelog| . v(8)=—noy(s) .

Ces profils modeles permettent de décrire des familles continues de solutions de
I’équation différentielle (2.9) et nous rassemblons dans la proposition suivante quelques
propriétés élémentaires de ces fonctions, également illustrées par les figures 2.2, 2.3, 2.4,
2.5, 2.6 et 2.7.

Proposition 2.4.1 Les profils modéles h,, s r sont de classe C*°, concaves et croissants
sur [0,%]. En particulier,

1 1
sup hy5r(8) = hnsrl = et 2hpsr(=) = inf {
,36[0,%] (2) (2) ,36}0,%]

De plus, si R < R', alors, sous réserve d’existence des profils mentionnés, pour tout
1
5 6]075[7

hns,r(B) > hnsr(B) 5 hysr(B) > hysr(B) et ynsr(B) > Y sr/(B)-

Notons respectivement V(n,6,R), d(n,6,R) et H(n,0,R) les quantités 2V, 5(R), 2R et
2Ny, s, R(%)- Ces notations représentent les quantités géométriques associées aux profils
des variétés riemanniennes fermées par les relations suivantes, inspirées de (1.12), (1.20)
et (1.4),

hasm(B) ~ — B (2.28)
%:8 V(n,0,R)n
1 d/B
d(n,0,R) = /0 Tan(B)’ (2.29)
H(n,0,R) = inf {}W’TR(@W e ]0%} } - 2hn,5,R(%), (2.30)

et qui correspondent respectivement au volume, au diametre et a la constante isopérimé-
trique de Cheeger du profil hy, 5 r. Remarquons que ’égalité (2.30) vient de la concavité
des profils h,, 5 r rappelée dans la proposition 2.4.1 et reflétée par les équations différen-
tielles (2.14) et (2.15).

Nous devons insister sur le fait que ces profils modeéles sont des fonctions explicites ne
correspondant a priori a aucun profil isopérimétrique de variété, ni méme d’espace sin-
gulier (voir le chapitre 3 pour une définition du profil isopérimétrique dans ce contexte).
Néanmoins, S. Gallot propose dans [G1] d’interpréter ces profils modeles d’aprés leur
construction en les “associant” aux variétés singulieres M,, 5 g, obtenues en recollant sur
leur bord deux boules géodésiques identiques de rayon R de M¥, comme l'illustre la figure
2.8. Attention toutefois, bien que M,, 5 r soit une variété singuliere de volume V' (n,6,R)
et de diametre d(n,,R), le profil de M,, 5 r vue comme variété singuliere n’est pas hy, 5 g,
comme le montre le calcul des profils des variétés M, s p effectué dans [CFGTSY].

En ajustant le parametre R, nous observons qu’il devient possible d’imposer soit la
valeur de la dérivée initiale de y, s g, soit la valeur que prend cette fonction en % Du
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/ h3,1,0.8

1.5+ h3,1,1

h3,1,% = h(S3,can)

Fi1Gc. 2.2 — Concavité des profils isopérimétriques modeles de dimension 3 en courbure
positive § = 1. Lorsque le parametre R tend vers 7, les fonctions hy, 5 g décroissent et

2
convergent vers h(Sn (L)) ’
5

2.5
1 Y3.1,0.8
2+
1 Y311
/: N B
’ y3,1,% = Y(S3,can)
1.5 | ,
// /’/
// ///
//,/
, P
14 S
7 e
| 7
//’
g %
.
2.5 // /// T T
/ /// T
l( // - -
2z
o o> oa oe oa 1

Fi1G. 2.3 — Concavité des profils modeles renormalisés de dimension 3 en courbure posi-
tive 6 = 1.
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2.5
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] / h3,071
] hso1.s
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FiG. 2.4 — Concavité des profils modeles de dimension 3 en courbure nulle § = 0.

L.5
: Ys3,0,1
| Y3,0,1.8
1 Y3,0,3.6
1
3.5 e
ot o2 ola o6 o8 1

F1G. 2.5 — Linéarité des profils modeéles renormalisés de dimension 3 en courbure nulle
6 =0.
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Fia. 2.6 — Concavité des profils modeles de dimension 3 en courbure négative 6 = —1.
Lorsque le parametre R tend vers +o0, les fonctions h,, 5 g décroissent et convergent vers

hn,é,oo-

Fic. 2.7 — Convexité des profils modeles renormalisés de dimension 3 en courbure
négative 6 = —1.
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Mo r

Fi1G. 2.8 — Interprétation des espaces modeles comme des variétés singulieres de courbure
positive ou nulle en dimension 2.

point de vue de nos interprétations géométriques (2.28) et (2.30), ceci correspond res-
pectivement, sur le profil modele, soit a imposer le volume, soit a imposer la constante
isopérimétrique de Cheeger. Ainsi, pour tout triplet (n,4,V) ou (n,V) appartiennent a
N*\ {1,2}x]0,vol(S})] si § > 0 et & N* \ {1,2}x]0, + oo[ si § < 0, notons Ry(n,0,V)
I'unique solution de I’équation d’inconnue R,

V(n757R) = V7
qui est équivalente a

R
2an_1/0 (Sg(u))n_ldu =V.

De méme, pour tout triplet (n,0,H) ou (n,H) appartient a (N*\ {1,2}) x [hc(S}), + o0]
sid>0eta N\ {1,2}x] - (n—1)26,+ co[ si 6 < 0, notons Ry(n,5,H) 'unique solution
de I’équation d’inconnue R
hc(n,0,R) = H,
qui est équivalente a
ss(R)"!
R n—1
fo ss(u) du
Les restrictions V < vol(S}) et H > he(S}) si § > 0, H?2 > —(n — 1)%§ si § < 0, sont
des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une solution (unique de sucroit)
de I’équation proposée. D’un point de vue technique, ce sont des contraintes liées a
I’existence d’un profil modele vérifiant les conditions requises en 0 ou en %
Notons respectivement, pour simplifier, Vi (n,0,H), d1(n,0,H) et Hy(n,5,V) les quan-
tités V(n,é,Rl(n,é,H)), d(n,é,Rl(n,é,H)) et H(n,é,Ro(n,é,V)).

Lemme 2.4.2 Soient n un entier supérieur ou égal a 3 et & un réel strictement négatif.
Alors, pour tout 8 dans [0,%],

Hm  hysr(8) = (n—1)V=63.

R—+o00

Ainsi, Uexistence cette limite nous permet de définir, pour tout n € (N*\ {1}) et § <0,
les fonctions hy, s par la relation

hng,00(8) := (n = 1)V =dmin (4,1 - B).

Par ailleurs, notons v(R,3) la fonction des deux variables R et 3 définie par v(R,(3) :=
y;ﬁ,R(ﬁ). Alors, pour tout € > 0, il existe B > 0 et R. > 0 tels que

sup {u(R,0)[8 < B,k > R.} <.
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Démonstration.

La premiere assertion repose sur un calcul d’équivalent relativement simple que nous
ne détaillons pas ici.

La seconde affirmation repose sur la monotonie et la convexité des profils modeles.
En effet, fixons 3. E]O,%] et R. > 0, alors pour tout 8 < . et pour tout R > R, par
convexité de y, 5 Rr,

v(R,B) < v(R,5;)
et par monotonie (voir la proposition 2.4.1),
U(Raﬁc) < U(Rmﬂc)-
Ainsi,
sup {v(R,0)[8 < BesR > Re} = v(Ro,fe).

Il ne reste plus qu’a observer que

n—1
lim v(R,,0) = %—1
p—0 V(n,0,R.)»1
et .
=y
lim %71 = 0.
b0 V(n,o,R) =1
Des lors, pour € > 0 fixé, choisissons R, tel que
Yot S
V(n,6,R)1 2
puis choisissons (. tel que
Yt £
o(Ref) - — <2
V(n,0,R.)»T1

Ces choix permettent de conclure. O

2.4.2 L’inégalité de Lévy-Gromov

Redémontrons I'inégalité de Lévy-Gromov (voir [Grl]) en la faisant apparaitre comme
une conséquence d’un théoreme de comparaison analytique entre les solutions de I'inéqua-
tion différentielle (2.7).

Théoréme 2.4.3 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
telle que

Riccipy,g) = (n — 1)g.
Alors
VB e [O,].] 5 h(M,g) (6) Z h(S”,can) (6)

De plus, s’il existe Bo dans 0,1 tel que harg)(Bo) = hsn can)(Bo), alors hipp g
coincide avec hgn cqn) sur [0,1] et (M,g) est isométrique a (S",can).
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Démonstration.

La preuve du résultat en dimension 2 est une application directe du corollaire C.2.4
appliqué pour a = 1, ¢ = =2 et f = y(pr,4). Nous observons alors que la minoration
obtenue correspond au profil de (S?,can), a savoir

V/B S [071] 3 y(M,g)(/B) 2 5(1 - 5) = y(Sz,can)(/B)7

d’ou le résultat. Quant au cas d’égalité, il provient également du corollaire C.2.4: s’il
existe (o dans |0,1[ tel que y(as,4)(80) = Y(s2,can)(B0), alors yar gy €t Y(s2 can) coincident
sur [0,1]. Par conséquent, ’égalité des dérivées a droite en 0 impose 'égalité des vo-
lumes de sorte que le cas d’égalité du théoreme de Bishop permet d’affirmer que (M,g)
et (S%,can) sont isométriques.

En dimension n > 3, la minoration du profil isopérimétrique est une application du
théoreme C.2.2 pour a =1, g(z) = —na:Z_Tn, = 9Yrg) e Y- = Ysn can)- Ainsi, comme
Y(sn,can) €st une solution de I'équation différentielle (2.9) qui prend les mémes valeurs
que Y(rr,g) en 0 et en 1, nous obtenons

VB e [071] ’ h(M,g) (6) > h(S”,can) (6)

Traitons maintenant le cas d’égalité et supposons qu'’il existe 5y dans ]0,1] tel que
Y(u,g)(Bo) = Y(sn,can)(Bo). Par symétrie des profils, nous pouvons supposer que 3y ap-
partient a ]O,%]. Notre objectif va étre de montrer que les deux fonctions prennent la
méme valeur en % Si By = %, le résultat est trivial. Si Gy < %, nous cherchons a ap-
pliquer le lemme C.2.1 pour a = % — bBo, g(x) = —nx%Tn, fC) = yaurg (- + Bo) et
y() = yn1,rR( + Bo) + Yarg) (Bo) — yn1,r(Bo) ot R €]0,5[. En effet, I'idée qui nous
guide est la suivante: en Sy, y(ar4) €0 Ysn can) Ot méme valeur et méme dérivée 1
si bien que la “philosophie” des théoremes de comparaison (voir les remarques C.2.3)
laisse penser que le profil y(sn can) majore y(yrq), €t comme nous savons par ailleurs
qu’il le minore, il y aura égalité. D’une part, compte tenu de la croissance de g et de
I'inégalité yn 1 r 2 Ysn,can) POUr tout R €]0,5[ (voir la proposition 2.4.1) qui donne

Y(M.9)(B0) = Yn,1,r(Bo) < 0, nous obtenons ',

VB €0~ o . Dy(8) =yl (B -+ 60) = 9 (i (B + 60)) > 9(u(8)).

D’autre part, nous savons, d’apres la proposition 2.4.1, que y;hL’l,R(ﬁo) > yESnmn)(ﬁo) 13
et l'inégalité y(ar,g) = Y(sn can) donne, avec les propriétés de dérivabilité du profil établies
a la proposition G.3.6,

Y(sn can)(P0) < Y(a1.9)(B0) < Yar.g)g(B0) < Yign,cany (F0)

de sorte que
Y(M,9)3(B0) = Yisn can)(Bo) < Yn,1,r(Bo)-

Ainsi, le lemme C.2.1 établit la majoration

V3 e [Oé - 50] s Yg) (B + B0) < yn1,r(B + Bo) + Y9 (B0) — Yn,1,r(B0),

11. Cette affirmation est justifiée dans la suite de la preuve.

12. En fait il faut également remarquer que, d’apres la proposition 2.4.1, la fonction yn,1,r — Y7, can),
dont la dérivée est positive sur %, est croissante, ce qui permet de justifier que la fonction y est strictement
positive sur ]0,3 — So[.

13. La contrainte R €]0%[ est importante ici.
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™

d’oll, en passant a la limite sur R tendant vers 7,

VB e [607%} ’ y(M,g)(ﬁ) < Y(sn,can) (ﬁ))

car pour tout u dans [0,%],

Jim g 1,7(u) = Ysn can) (W),
—32

ce qui implique aussi
I%LH% Y(,9)(Bo) — Yn,1,r(Bo) = 0.
Par conséquent, y(rs,g) €t Y(sn can) coincident sur [Bo,1 — fo], donc en %

Observons maintenant que 1’égalité des profils de (M,g) et de (S™,can) en % im-
plique, compte tenu de la concavité des profils et de la proposition 1.4.2, I’égalité de
leurs constantes isopérimétriques de Cheeger. Or 'inégalité (1.9) établie par S. Gallot
et rappelée dans le théoreme 1.4.4 impose alors ’égalité de leurs diameétres, ce qui avec
I’hypothese de courbure Ricci > (n — 1)g permet de conclure que (M,g) est isométrique
a (S™,can), d’apres le théoréeme de rigidité de Toponogov (voir [To]).

Cette preuve du cas d’égalité n’est pas satisfaisante dans la mesure mesure ou 1’égalité
analytique des fonctions y(nr,q) €t Y(sn can) SUr [0,1] apparait comme une conséquence du
contenu géométrique du profil isopérimétrique en % Nous allons par conséquent propo-
ser une version légerement affinée de la preuve donnée précédemment, afin de montrer
que s'il existe Gy dans |0,1] tel que w(Gy) = y(gnmn)(ﬁo), ou w est une fonction continue
sur [0,1], nulle en 0, symétrique par rapport a % et telle que

vBelol] , D2w(f) < —nw(B)
alors w et y(gn cqn) coincident sur [0,1]. Par symétrie des fonctions w et Y(sn can)s 1OUS
pouvons supposer que 3y appartient a ]O,%]. Comme nous 'avons vu précédemment nous
pouvons affirmer que les fonctionconsidérées sont égales sur [5p,1 — Fp] et nous disposons
de I'égalité :
wy(Bo) = wa(Bo) = Y(sn cany(Bo)-

— Supposons que 3y appartient a ]0,%[. Par stricte concavité et croissance de la fonc-
tion Y(sn can), considérons, pour € > 0 tel que € < % — 0o, la fonction y.(8) :=
Y(sn,can) (ﬁ + 5) + w(ﬁO) —Y(sn,can) (ﬁO + 5) (w(ﬁO) — Y(Sn,can) (BO + 5) < 0 par crois-
sance de y(gn,mn)), strictement positive lorsque [ décrit ]0,5] car la croissance de
la fonction y(sn cqan) donne la croissance de y. tandis que sa stricte concavité per-
met d’établir ys(o) = Y(sn,can) (E) + Y(Sn,can) (BO) ~ Y(sm,can) (BO + E) > 0. Observons
alors d’une part que y.(5y) = yzgn,mn) (Bo+¢) < yES”,can) (Bo) = wy(Bo) (de sorte
que y. majore strictement w a gauche de (y) et d’autre part que

v 6]0760[ ) yg(ﬁ) = yE,S",ccm) (B+e)
=  —NY(Sn,can) (5 + E)Q_Tn

2—n

= —n (y(S”,can) (ﬁ + 5) + w(ﬁO) — Y(Sn,can) (ﬁO + 5)) "

= —ny(B) .

Si nous supposons qu'il existe 3 dans [0,05] tel que y-(51) < w(B1), en posant

B2 = nf{ € [0,60][Vu € [B3,60],ye(u) = w(u)},
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(B2 est bien défini puisque y.(5o) < wj(fo) et F2 > B1 = 0 d'ott y.(f2) = w(B2))
nous pouvons appliquer le lemme C.2.1 sur [32,00], pour g(x) = na:znn, f) =
w(-) et y(-) = ye. Nous obtenons alors, comme y. > w sur [(2,5] et y-(B2) = w(F2),

une contradiction avec la condition y.(5y) = w(fy). Par conséquent,

VB €060l » ye(B) = w(B),

d’oli, par passage a la limite sur € tendant vers 0, y(sn can) = w sur [0,03p]. Ainsi,
Y(sn can) €0 w concident sur [0,50], ce qu’il restait & prouver.

— Supposons que Gy = % Le résultat déja obtenu sur les dérivées devient wl’j(%) =

w;(%) = 0. Par symétrie et concavité de w, la fonction € — w;(% — ¢) définie pour
€ 6]0,%[, est strictement croissante et nulle en 0 (la croissance est immédiate, la
stricte monotonie vient de la stricte positivité de w sur ]0,1[ et de I'inéquation
différentielle qui interdit & w d’étre constante sur un ouvert de ]0,1[). Par con-
séquent, nous pouvons reproduire le raisonnement développé lorsque 3y E]O,%[ et

démontrer, pour tout € > 0 que

VEg —c o w(B) < Y (B +9) + (5~ )~ vomean (3):

(en effet, le membre de gauche satisfait la “bonne” inéquation différentielle, coincide
avec w en % — ¢ et sa dérivée en % — ¢ est strictement inférieure a celle de w, ce qui
permet d’appliquer le lemme C.2.1). Ainsi, en passant & la limite pour ¢ tendant
vers 0, nous obtenons l'inégalité w < ysn can) SUr [0,3], d’ott Dégalité.
Ainsi, les fonctions w et y(sn cqan) coincident sur [0,1], ce qui prouve le résultat annoncé.
En particulier, cette amélioration de la technique permet de démontrer que I’existence de
Bo dans J0,1] tel que y(rs,9)(Bo) = Y(sr,can)(Bo) suffit pour établir y(as gy = y(sn can) dont
se déduit 'égalité vol(M,g) = vol(S™,can). (M,g) et (S",can) sont alors isométriques
d’apres le cas d’égalité du théoreme de Bishop.
O

Remarque 2.4.4 La technique de traitement du cas d’égalité montre qu’il suffit, pour
conclure, de connaitre la caractérisation du cas d’égalité dans l'inégalité vol(M,g) <
vol(S™,can) sous U’hypothése Ricci > n — 1.

Cette preuve illustre deux aspects essentiels qui influencent la suite de cette partie
sur les théoréemes de comparaison. D’une part, nous traiterons séparément les variétés de
dimension 2 et les autres, car l'intégration de I'inéquation différentielle linéaire (2.8) est
moins technique que celle de (2.7). D’autre part, nous comparerons systématiquement
le profil d’une variété a des solutions exactes de ’équation différentielle (2.9), choisies
parmi les profils modeles décrits au paragraphe 2.4.1.

2.4.3 Théoremes de comparaison en dimension 2

Parmi tous les profils modeles décrits au paragraphe 2.4.1, seuls ceux des spheres sont
de “vrais” profils de variétés, c’est pouquoi le théoreme 2.4.3 est le seul véritable résultat
de comparaison obtenu directement sur [0,1]. Les autres profil modeles, définis sur [0,3]
puis prolongés a [0,1] par symétrie, sont des solutions de I’équation différentielle (2.9)
sur ]O,% [, mais pas sur [0,1] car leur construction les rend non dérivables en % Ainsi, dans
la suite, nous proposerons plus modestement des estimations du profil isopérimétrique
sur [O,%]. La description des profils modeéles auquels nous souhaitons comparer le profil
isopérimétrique requiert le choix de parametres géométriques pertinents afin d’estimer le
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plus finement possible le profil de la variété qui nous intéresse. Ces parametres seront le
volume de la variété, que nous pouvons interpréter comme la quantité géométrique qui
donne la dérivée initiale du profil renormalisé (voir la proposition 1.5.2), et sa constante
isopérimétrique de Cheeger qui s’interprete comme un minorant de la valeur du profil
en 5 (comme la valeur exacte si Ricci > 0).

Estimations du profil des surfaces riemanniennes fermées

Théoréeme 2.4.5 Soit (M,g) une surface riemannienne fermée dont les courbures sec-
tionnelles sont minorées par Ko € RT. Alors, la fonction profil isopérimétrique de (M,g)
est concave, croissante sur [0,%], sa valeur en % est reliée a la constante isopérimétrique
de Cheeger par

1
ho(M.g) = 2h(arg) (5) (2.31)
et elle vérifie, pour tout 3 dans [0,%],
hC(M7g)2 + KO 2 2 : 4m 2 hC(Mvg)Q
KB <h < _ T - Kpp2,te\iI)T) (939
5 B—Kof (M,g) ()" < min vol(M,g)ﬂ o 1 (2.32)
Démonstration.

La concavité de h%M 9) implique celle de h(yy, gy, d’oti, avec la proposition 1.4.2,

. hang(B)  hang(3) 1
hco(M,g) = inf : = : = 2h = .
( ) B€0, 1] 16] % (M.g) (2)
L’encadrement (2.32) vient du théoréeme C.2.4 appliqué pour a = %, c=2Kyet f=
h2, . ..
(M,g)

O
Enoncons maitenant la version analogue lorsque le minorant des courbures section-
nelles est strictement négatif. La preuve, similaire a celle du résultat précédent est omise.

Théoréme 2.4.6 Soit (M,g) une surface riemannienne fermée de dimension 2 dont les
courbures sectionnelles sont minorées par Ko € R* . Alors,

1
ho(M.g) < 2haurg)(5) (2.33)

et, pour tout 3 dans [0,%],

M.g)? + K,
max<0,h0( 792) + %o

47

2
o B— Kof? (2.34)

B— K052> < hag) (B)° <

Ces estimations, obtenues par intégration “optimale” de l'inéquation différentielle
(2.8) (voir le premier point des remarques C.2.5), peuvent étre “affaiblies” en les résultats
de comparaison suivants:

Corollaire 2.4.7 Soit (M,g) une surface riemannienne fermée dont les courbures sec-
tionnelles sont minorées par Ko € Ry. Alors,

- st Ko >0,

ho(M,g)? + Ko _ g (B) 8
1 < : < - K )
vA 6]0, [ ’ \/ 2 h(S2,can) (ﬁ) VOI(Myg) ’
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—SiKOZO,

1 ho(M,g) _ hug(P) Am
e o] 2 ST VB S\ wlng)

Démonstration.

Considérons séparément les cas Ko = 0 et Ky > 0 qui correspondent a des choix
d’espaces modeles différents.

— si Ky =0, le résultat est une application immédiate du théoreme 2.4.5,

— si Ko > 0, sachant que h(s2 cqn)(8) = /(1 — B), il suffit, compte tenu de la mi-
noration obtenue au théoreme 2.4.5, de calculer la borne inférieure, sur ]0,%] de la
fonction

ho(M,9)*+Ko 2
- Kyp

et la borne supérieure, sur ]0,%] de la fonction

volzl;\r/[,g)ﬂ_ KOBz

9(B) =
Br= 501 =p)
Le calcul des dérivées donne
4
1 ho(M,g9)* — Ko vol(irg) — o
/ Y /
8) == et f) = —————
Or nous savons, par 'intermédiare de I'inégalité de Lévy-Gromov établie au théoreme
2.4.3, que
1 1
hC(Mvg) = 2h(M,g) (5) > 2h(§§<0 ,can) (5) =V Ky,

d’oti, pour tout 3 dans ]0,%], 1'(B) = 0 et par conséquent

1 h hca(M,g)? + K
vﬁ€]07_:| , (M,g)(ﬁ) 2\/ C( 79) + 0'
2 h(52,can) (6) 2
Par ailleurs, le théoreme de Bishop donne
4
vol(M.g) < 2=

si bien que, pour tout 3 dans ]O,%], g (B) = 0 et par conséquent

1 h(M,g)(ﬁ) 8
e }0’5] " Tstean )\ voliLg)

|

Remarque 2.4.8 Nous ne considérons pas, dans le corollaire 2.4.7, le cas ou le mi-
norant des courbures sectionnelles est strictement négatif. Il serait pourtant possible de
donner des résultats de comparaison a condition de supposer I'inégalité

hC(M7g)2 > _KO

pour garantir la stricte positivité du minorant obtenu dans le théoreme 2.4.6 sous ’hy-
pothese de courbure Ky < 0. Cette restriction dans la technique de comparaison cor-
respond & la condition hc(M,g)? > —(n — 1)26 nécessaire lors de la construction des
profils modeles en dimension supérieure ou égale a 3. Nous renvoyons le lecteur intéressé
au théoreme 2 de [BBG] ou des théorémes de comparaison du profil par rapport aux
spheéres euclidiennes sont établis, sans supposer cette condition supplémentaire.
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Inégalités isopérimétriques sur les surfaces compactes

La recherche d’inégalités isopérimétriques sur les surfaces compactes a montivé de
trés nombreux travaux pami lesquels nous pouvons citer [To|, [R], [BP], [MJ], [MHH] ...
L’inégalité isopérimétrique de Bol-Fiala (voir [Fi] et [Bl]) établit qu'un domaine d’aire
A et de longueur de bord L sur une surface compacte de courbure sectionnelle majorée
par K vérifie:
4rA < L? 4+ Ky A2

Nous citons ici un pendant a cette inégalité dans la mesure ol nous remplacons I’hy-
pothese de majoration de la courbure par une hypotese de minoration de la courbure.
Théoréme 2.4.9 Soit (M,g) une surface riemannienne fermée dont la courbure sec-
tionnelle est minorée par un nombre réel Ko € R. Alors, tout ouvert 0 a bord de classe
C> (non nécessairement connexe), de volume A < &vol(M.g) et de longueur de bord L
vérifie :

ho(M,g)? + K,
cl ’92) TR0 (Mg)A < T2 + Ko A2, (2.35)
et
. 2
1+ Kosk, (7dlam§M’g))
S—vol(M,g)A < L? + KyA®. (2.36)
9 (diam(M,g) )
SKo|l — 5~
Démonstration.
11 suffit d’écrire la minoration de la fonction profil donnée par les corollaires 2.4.5 et
2.4.6 au point g = m < %, soit
he(M,g)? + K, A A? A 2 L2
K <h < ,
2 vol(M,g) * O vol(M,g)? (M.9) vol(M,g) vol(M,g)?

d’ou le premier résultat.

La seconde expression prend en compte le fait que nous disposons d’une minoration
de la constante isopérimétrique de Cheeger en fonction d’un minorant de la courbure de
Ricci et d'un majorant du diametre (voir le théoreme 1.4.4 issu de [G1]). En l'occurrence,
en dimension 2, si Ky minore la courbure sectionnelle,

1 1
ho(M,q) > = 7
C( & ) diam(M,g) )

diam(M,g)
Jo ?  cko(u)du sKo( 2

d’ou la seconde minoration.

Remarques 2.4.10
— L’inégalité (2.36)est optimale lorsque K| est strictement positive. En effet, sur

la sphere de dimension 2 et de rayon ——= les calottes sphériques réalisent le cas

VKo
d’égalité.

— Si K est strictement négatif, il existe un diametre critique dg, a partir duquel ce
théoreme devient vide de sens car le minorant proposé est négatif. Un majorant
de ce diametre critique est caractérisé par I'inéquation

d(M,g) \?

(=%%)

)

1 < ‘KO‘SKO

issue de la condition he(M,g9)% + Ko < 0 et de la minoration de la constante iso-
périmétrique de Cheeger donnée par S. Gallot.
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Nous pouvons également utiliser la majoration de la fonction profil établie par les
théoremes 2.4.5 et 2.4.6 pour donner un majorant de la longueur du bord d’un domaine
minimisant, résultat que propose F. Morgan, H. Howards et M. Hutchings dans I’énoncé
2.7 de [MHH].

Proposition 2.4.11 Soit (M,g) une surface riemannienne compléte compacte dont la

courbure sectionnelle est minorée par un nombre réel Ky € R. Soit A < %vol(M,g),
alors tout domaine 0 minimisant parmi les domaines de volume A satisfait, en notant

L la longueur de son bord,

L? < 4mA — KA. (2.37)

2.4.4 Théorémes de comparaison en dimension n > 3

Compte tenu de la symétrie du profil, h(ns,g)(3) = h(ar,g)(1—B), nous nous limiterons
a estimer le profil isopérimétrique sur [0,%].
Théoréme 2.4.12 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 3)
telle que
Riccifprg)(+,) = (n —1)dg(-,) ot 6 €R.

Alors,
VB € [071] ) h(M,g) (B) < hn,é,Ro (6)7 (238)

pour Ry := Ry (n,é,vol(M,g)). Sl existe By 6]0,%] tel que hng,g)(Bo) = hn,s,ro(Bo), alors
les deuz fonctions coincident sur [0,5p] U [1 — Bo,1].
De plus, sous Uhypothése supplémentaire' he(M,g)? > —(n — 1)26,

he(M,g) = 2h(pr,g) (%)

et

Vﬁ € [071] 5 h(M,g) (ﬁ) P> hn,&,Rl (ﬁ)) (239)

pour Ry := Ry (n,é,hc(M,g)). Sl existe By 6]0,%[ tel que hingg)(B0) = hns,r,(Bo), alors
les deux fonctions coincident sur [0,1].

Démonstration.

Ces encadrements sont issus de théoremes de comparaison entre le profil renormalisé
et des solutions exactes de ’équation différentielle (2.9) associée a 'inéquation différen-
tielle (2.7) qu'il verifie. L’idée de ces comparaisons est de montrer que le profil renorma-
lisé est majoré par la solution exacte qui a méme valeur et méme dérivée a l’origine, et
minoré par celle qui prend les mémes valeurs aux extrémités de I'intervalle [0,%]. Ceci
est une évidence géométrique en courbure positive ou nulle car 'inéquation différentielle
équivaut alors a la concavité du profil, majoré par sa tangente a l’origine et minorée par
ses cordes. Cependant, la preuve est assez technique lorsqu’il s’agit de traiter des bornes
inférieures sur la courbure de Ricci strictement positive ou strictement négative. Par
ailleurs, nous observons que le majorant est paramétré par le volume de la variété (qui
intervient dans la dérivée a droite en 0 du profil renormalisé) tandis que le minorant est
paramétré par la constante isopérimétrique de Cheeger (reliée & la valeur du profil en
).

14. Cette condition est trivialement satisfaite si § > 0.
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Considérons dans un premier temps le cas ¢ > 0 et supposons que la variété (M,g)
n’est pas isométrique a S} (si elle I’était, les estimations a prouver deviennent des égalités

évidentes). Le pincement du profil isopérimétrique est une application du théoreme C.2.2

115 . 2-n . . o N
pour a = 5°°, g(x) = —néx = , f =Yg)> Y+ = Yn,6,Ro.. € Y- = Yn 6, Ry, OUl NOUS avons

noté,
Ve €]0,vol(S§)—vol(M,g9)[ , Roe:= Ro(n,é,vol(M,g)—s) et Ri:=Ry (n,é,hC(M,g)).

Précisons que Ry, et Ry sont bien définis (voir le paragraphe 2.4.1 pour les défnitions
de Ry(n,d,-) et Ry(n,d,")), d'une part car vol(S§) > vol(M,g), (M,g) et S§ n’étant pas
isométriques, et d’autre part puisque l'inégalité de Lévy-Gromov donne hc(M,g) >
hc(Sy). Ainsi, le théoreme C.2.2 s’applique et donne

Ve 05] + mman(®) < varp(8) < vnsn(9)

En passant a la limite sur € qui tend vers 0, en utilisant la continuité des fonctions
Ry(n,0,V) et yp 5 R en les parametres respectifs V' et R, nous obtenons

1
B (03] vnam(8) <vng(B) < nsma(B), (2.40)
d’ou le résultat en prenant la puissance "T_l et utilisant la symétrie des fonctions im-
pliquées.

Intéressons-nous maintenant au cas d’égalité avec le majorant et supposons qu’il
existe [y 6]0,%] tel que h(nrg)(B0) = hnsre(Bo). Le théoréme C.2.2, appliqué avec

a = fo, g(ac) = _n5$2_7n7 [= Y(M,g) et Yy— = Yn,5,Ro donne
VB €[0,60] 5 Ynsro(B) < Yarg)(B),

d’ou, compte tenu de l'encadrement (2.40), 1’égalité de h(rr,g) €t de hps R, sur [0,5].
Traitons maintenant le cas d’égalité avec le minorant et supposons qu’il existe Gy dans
]0,%[ tel que yas,9)(Bo) = Yn.6,r, (Bo). L'idée de la technique qui suit s’inspire de I'étude
du cas d’égalité analogue, proposé dans la preuve du théoreme 2.4.3. En effet, nous re-
marquons qu’en 3y, Y(ar,g) €t Yn,5,r, Ont les mémes conditions initiales, ce qui laisse penser
que Yp, 5 R, MAjoOTe Y(py gy SUT [ﬁo,%], d’ou I'égalité sur [ﬁo,%] compte tenu de (2.40). Cher-
chons a appliquer le lemme C.2.1 pour a = %—ﬁo, g(x) = —n5332_Tn, () =Yg (- +05o)
et y(-) = Yn,s.r(- + Bo) + Y(ar,g)(Bo) — Yn.s,r(Bo) ot R €]0,R;[. D'une part, compte tenu
de la croissance de g et de I'inégalité y, 5 r > Yn s,r, SUr ]0,%] (voir la proposition 2.4.1),
qui donne y(a7,9)(Bo) = Yn,s,8(B0) < 0, nous obtenons

VB e 0,1 —Bo| . D*(B)=ynsr(B+60)=9(ynsr(B+5)) = g(y(B)).
2

D’autre part, nous savons, d’apres la proposition 2.4.1, que yq’m’R(ﬁo) > y;,é,Rl (B) 16 et
Iinégalité y(rs,4) = Yn,o,r, donne, avec les propriétés de dérivabilité du profil, établies a
la proposition G.3.6,

Yn,s,8,(B0) < Y(1,9)5(B0) < Y(arg), (B0) < Yns5.r, (Bo)

15. Les fonctions hy, s r ne sont pas solutions exactes de (2.9) sur |0,1[, car elles sont singuliéres en
%...sauf hnyg’%, pour 0 > 0, qui coincide avec hsg, et nous pouvons alors appliquer le théoreme C.2.2 sur
[0,1], ce qui nous a permis de prouver I'inégalité de Lévy-Gromov sans avoir & connaitre au préalable
d’estimations sur la valeur du profil en %
16. La contrainte R < R; est importante ici.
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de sorte que
Y(a1,g)5(B0) = Yn.5.r, (B0) < Yn 5,r(Bo)-

Ainsi, le lemme C.2.1 établit la majoration

VB € [Oé - Bo] s Yg) (B B0) < Yns,r(B+ Bo) + Yar,g)(Bo) = Yn,s,8(Bo),

d’ou, en passant a la limite sur R tendant vers Ry,

Vﬁ € |:ﬁ(b%:| ) y(M,g)(ﬁ) < Yn,6,Rq (ﬁ))

car, pour tout u dans [0,%],

I =
i g1 (1) = Yoo (1),

ce qui implique aussi

li n =Y
A Y(g) )(Bo) — Yn,6,r(Bo) =0

Par conséquent, y(ys,4) €t Yn s R, coincident sur [B0,1 — Bo]. Montrons désormais 1’égalité
sur [0,00]U[1—fo,1]. Par stricte concavité et croissance de la fonction y,, s r,, considérons,
pour & > 0 tel que & < & — o, la fonction y-(8) i= yns s (3+8)+ns.1 (o) Y., (o +
€) (Yn.s,r, (B0) —Yn.s.r, (Bo+€) < 0 par croissance de y,, 5 g, ), strictement positive lorsque
B décrit ]0,05p] car la croissance de la fonction ¥, 5 r, donne la croissance de y. tandis que
sa stricte concavité permet d’établir y.(0) = ¥ 5,r, (€) +YUn.s.r, (B0) — Yn.5.r, (Bo+¢€) > 0.
Observons alors d'une part que yZ(60) = v, 5z, (B0 +€) < Yy, 5 g, (Bo) = y(M,g);(ﬁo) (de
sorte que y. majore strictement y(5sq) & gauche de (o) et d’autre part que

V3 €060l vE(B) = Ynsr (B+¢)
= —nynsm (BHe)

2—n

> =08 (g (8 + ) + Ynsm (B0) = Ynsr (Go +2))
2—n

= —néy(B) ™ .

Si nous supposons qu'’il existe 41 dans [0,5[ tel que y-(51) < y(ar,g)(51), en posant

= inf{3 € [0,60]|Vu € [3,60],y=(u) = y(ar,g)(w)},

(B2 est bien défini puisque yZ(80) < y(arg),(Bo) et 2 > 1 = 0 d'ott y=(B2) = Y(ar,g)(52))
nous pouvons appliquer le lemme C.2.1 sur [(2,6p], pour g(x) = —néazz_Tn, f) =

Y(ar,g)(+) et y(-) = ye. Nous obtenons alors, comme ye > y(ar,q) sur [B2,00] et ye(F2) =
Y(a,9)(B2), une contradiction avec la condition y.(8o) = y(ns,g)(So). Par conséquent,

\ZCAS [07B0] » Ye(B) 2 Y(M,g) (B),

d’ou, par passage a la limite sur ¢ tendant vers 0, yn 5 R, 2 Y(ar,g) SUr [0,5p]. Ainsi, les
fonctions Y, 5.k, €t Y(ar,g) coincident aussi sur [0,5p], ce qui termine la preuve de I'égalité
Yn,6,Ry = Y(M,g) SUT [0,1], d’apres la propriété de symétrie de ces profils.

Considérons désormais le cas § < 0 et montrons tout d’abord la majoration. Ap-
pliquons le théoréme C.2.11 pour a = 1, g(z) = e FC) =Yg () et yi() =
Yn,s,r(-) ot R €]0,Ry][. La condition R < Ry nous garantit, d’apres la proposition 2.4.1,
la, comparaison

Y(11,9)4(0) = Yn.5.Roy(0) < Yn.6.Ry(0),
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si bien que le théoreme C.2.11 permet d’affirmer

V3 e [0,1

2
n—1

Le résultat s’obtient alors en prenant la puissance *—, en utilisant la symétrie des profils

et en passant a la limite sur R tendant vers Ry, sachant que

Vﬁ € [071] ) IJLH}%O hn,ﬁ,R(ﬁ) = hn,(S,Ro (ﬁ)

R<Rg

} s Y,g) (B) < Yns,r(0)

Montrons maintenant la minoration. La condition géométrique hc(M,g)? > —(n — 1)2§
est requise afin de garantir ’existence d’un profil modele dont la constante de Cheeger
associée vaut hc(M,g). Définissons 1’ensemble

G = { R €]0, + 00| ¥8 € [0.Uyn5.0(8) < yar (9) -

D’apres la propriété de monotonie et de continuité des profils modeles rappelée lors de
la proposition 2.4.1, ’ensemble G est soit I’ensemble vide, soit un intervalle de la forme
[Ry, + oof, sachant que par monotonie, R,, > R (n,5,2h(M,g)(%)). Nous allons tout
d’abord montrer que G est non vide, puis que R,, = R; (n,5,2h(M,g)(%)).
1. Montrons que G est non vide et raisonnons par I’absurde en supposant que G = 0.
Alors, pour tout ¢ € N, il existe 3;, que nous pouvons choisir dans [0,%] par symétrie
du profil, tel que

P s,i(Bi) > h(ar,g)(Bi)- (2.41)

Par compacité de [0,%] il existe une sous-suite (ﬁzk)k oy dui converge vers B €
[O,%]. En passant a la limite inférieure sur k dans l'inégalité (2.41), par continuité
de h(pr,q4), nous obtenons

l,gglfolf P 6,6 (Bi) = h(ar,g)(Boo)-

Or le lemme 2.4.2 donne

lim Ay g54,(8i,) = (0 — 1)V =60,

k—-+o00

(en effet, le lemme 2.4.2 montre que la famille de fonctions (hy, 5 r)rer, converge
en décroissant vers la fonction continue 8 +— (n—1)y/—03 sur [0,%] lorsque R tend
vers +00, d’ou une convergence uniforme par le théoreme de Dini, ce qui permet
d’obtenir le résultat ci-dessus) d’ol, comme hco(M,g)? > —(n—1)26, B = 0. Mais
alors, en reprenant l'inégalité (2.41), en I'élevant a la puissance -5, en divisant
par (3; puis en passant a la limite sur k, nous obtenons

n

. . n—1
lim inf Ynin i) > S (2.42)
k—too By vol(M,g) -1

Or, comme par convexité de ¥y, 5, , Nous avons

Yn,b,ix (Bi
Unie(Pie) < Unsir (Bir.)s
Bi,
le lemme 2.4.2 montre que limg_ o0 Yn 5,3, (Bi,) = 0, d’ott
Yn.s.ir,(Biy,)

lim

=0
k—-o00 Bi,

et la contradiction attendue en reportant ce résultat dans (2.42).
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2. Montrons que R,, = R (n,5,2h(M7g) (%)) Ry, étant 'infimum des R appartenant a
G, pour tout € > 0 (¢ < Ry), il existe f. €]0,1] tel que

yn,é,Rm—E(ﬁs) > Y(M,qg) (ﬁs) (2'43)

Fixons une suite (g;);en qui tend vers 0 et considérons la suite (ﬁei)i N Supposons
que cette suite ait une valeur d’adhérence (., différente de 0 et 1, en passant a la
limite sur I'extraction correspondante dans l'inégalité (2.43), nous obtenons

Yno,Ron (Boo) 2 Y(M,g) (B)

d’oli, comme R,, € G,
Yn,6,Rm (500) = y(M,g)(ﬁoo)’
Par symétrie du profil, nous pouvons supposer que (3, appartient a ]O,%]. Les pro-

priétés de dérivabilité du profil, établies a la proposition G.3.6, donnent au point
B0, compte tenu de la comparaison locale avec son minorant,

Y5, R (Boo) < Y(ar,g)y(Boo) < y(M,g);(ﬁoo) < Yns.Ry (Boo)s

d’ou
y;z,é,Rm (ﬁm) = y(M,g)zl(ﬁOO) = y(M,g);(ﬁoo)'

Le lemme C.2.6, appliqué sur 'intervalle [0,5,] puis sur l'intervalle [5007%] permet
de conclure & 'égalité des fonctions vy, s r,, et yg) sur [0,1]. Par conséquent,
R,, = R;. Supposons maintenant que les seules valeurs d’adhérence de la suite
(ﬂgi)i N soient 0 ou 1. Ce sont en fait 0 et 1 par symétrie du profil. Considérons

une extraction (5% ) kEN qui converge vers 0, nous pouvons écrire

Yn,6,Rm—ei,, (55%) S Y(M,g) (Bazk)

VkeN | )
ﬁeik ﬁeik

d’ou, par passage a la limite sur k,

yn,(S,Rmii(O) = y(M,g)zl(O)

Or l'application du lemme C.2.6 donne

Y6, R (0) < Y(ar,g),(0),

d’ott une contradiction. Ainsi, la suite réelle (5€i)ieN, qui a au moins une va-
leur d’adhérence par compacité de [0,1], n’a que des valeurs d’adhérence ap-
partenant a ]0,1[, ce qui impose, comme nous I’avons vu précédemment, R,, =
Ry (n.0,h 5y )(1))-
Ainsi, la minoration est démontrée. Observons alors une conséquence inattendue de cette
minoration. En effet, d’une part nous pouvons écrire

ho(M,g) < 2h(ar,g) (%)

et d’autre part, en utilisant le résultat de la proposition 2.4.1,

h(ar,g)(B) P s r. (B) 1 1
ho(M,g) = inf —OV 5 g D0V op ~) =2k -,
C( g) ﬁe}o,%] ﬂ ﬁe}07%] /8 0, R1 (2) (M,g) (2)
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d’ou I’égalité

ho(M.g) = 2h(r ) (%)

Traitons le cas d’égalité avec le majorant et supposons qu’il existe Gy 6]0,%] tel que
h(nt,g)(Bo) = hns.Ro(Bo). En reproduisant la preuve de la minoration sur [0,8], nous
obtenons que h(yrg) = I s R, Sur [0,50] de sorte que les deux fonctions coincident sur
[0,60] et donc aussi sur [1 — (y,1] par symétrie.

Considérons le cas d’égalité avec le minorant et supposons qu’il existe 3y E]O,%[ tel
que h(nr,g)(B0) = hns,r,(Bo)- Les propriétés de dérivabilité du profil, établies a la pro-
position G.3.6, donnent au point Gy, compte tenu de la comparaison locale avec son
minorant,

Yn.6,m: (B0) < Yoarg),(Bo) < y(M,g)lg(ﬁo) < Yns.r, (o),
d’ou
y%,&,Rl (Bo) = y(M,g)Zl(ﬁO) = y(M,g);(BO)-

Le lemme C.2.6, appliqué sur l'intervalle [0,5y] puis sur lintervalle [ﬁo,%] permet de
conclure & I’égalité des fonctions sur [0,1].
O

Remarques 2.4.13
— La minoration du profil proposée dans le théoreme 2.4.12 a déja été obtenue, sous
les mémes hypothese, par S. Gallot dans [G1]. Sa méthode s’appuie exclusivement
sur des techniques variationnelles du premier ordre et des théoréemes de comparai-
son (Heintze-Karcher essentiellement).

— La majoration du profil a déja été obtenue dans [MHH] par une technique ana-
logue. Les auteurs font ensuite remarquer que cette majoration peut également
étre obtenue a partir d’une version raffinée du théoreme de Bishop-Gromov.

— La majoration est optimale au voisinage de 0, dans la mesure ou

h
lim (M,q) (B)

= 1.
B—0 hy, 5 Ry (B)

Quant a la minoration elle est optimale au sens ou il y a égalité en 3 =0et 3 =
1

5-
— Nous pouvons préciser la géométrie locale des variétés qui réalisent des cas d’égalité
avec les profils modeles dans les estimations (2.38) et (2.39).

— S’il existe Gy dans ]0,%] tel que y(ar,q) coincide en [y avec son “majorant
modele” donné par (2.38), alors le profil Y(m,g) est parfaitement déterminé
sur [0,00]. En particulier, ’application de I'inégalité (1.21) montre qu’en tout
point m de M, les boules de volume relatif inférieur a Gy ont le méme vo-
lume que les boules de méme rayon dans MJ. Par conséquent, les boules
géodésiques de volume relatif inférieur a Gy sont isométriques aux boules de
méme rayon sur MY. Ainsi, (M,g) est une variété dont la courbure section-
nelle est constante et égale a ¢, il s’agit donc d'un quotient de MY (voir aussi
a ce propos le paragraphe 2.4.5).

— S’il existe Gy dans ]0,%[ tel que y(s4) coincide en [y avec son “minorant
modele” donné par (2.39), alors le profil Y(m,g) est parfaitement déterminé
sur [0,1]. En particulier son volume s’exprime en fonction de la constante
isopérimétrique de Cheeger et les boules de volume relatif inférieur a % ont
le méme volume que les boules de méme rayon dans M. Par conséquent,
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les boules géodésiques de volume relatif inférieur a % sont isométriques aux
boules de méme rayon sur MY. Ainsi, (M,g) est une variété dont la courbure

sectionnelle est constante et égale a ¢, il s’agit donc d'un quotient de M.

Nous allons maintenant affaiblir ces comparaisons du profil vis-a vis des profils
modeles en une véritable comparaison vis-a-vis de profils associés a des espaces modeles.

Lorsque I'infimum sur la courbure de Ricci est strictement positif, il semble naturel
de chercher a comparer le profil isopérimétrique a celui de la sphére de méme dimension.
Par conséquent, nous allons affaiblir les estimations du théoreme 2.4.12 pour en déduire
une comparaison de ce type.

Corollaire 2.4.14 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 3)
telle que

RiCCi(M,g)('f) P (n - 1)9(‘7‘)’

Alors, la fonction profil isopérimétrique vérifie

1
hc(M.g) )” g (B) _ vol(S" can)
hC(Sn’Can) h h(S”,can)(ﬁ) h VOI(Mag)

De plus, s’il existe By €]0,1] tel que h(nr,q)(Bo) = Msn can)(Bo), alors (M,g) est isométrique
a (S™,can).

VB3 €01 ( (2.44)

Démonstration.
D’apres le pincement du profil isopérimétrique établi lors du théoreme 2.4.12, il s’agit
en fait simplement de calculer explicitement les quantités

hns Ry (B) s Ry (B)
Belo.1] h(S”,can) (ﬁ) B€]0,1{ h(S”,can) (ﬁ)

ou Ry = Ro(n,é,vol(M,g)) et R = Ry (n,é,hc(M,g)). Apres avoir remarqué que
h(sn can) = hn@%, nous observons que, pour tout R dans ]0,5[, la fonction

hn s, r(53)

B h(S”,can) (ﬁ)

est croissante sur ]0,3] d’olt

) hs.ry (B) vol(S™,can) \ " ) _aa [ he(Myg) \7"
inf s = = (sin R I S
BEJ0,1] h(S",ccm) (ﬁ) V(nvéle) ( 1 l)

|=
[

et

vt S (sin )™

fORO (sinu)"~1du

_ (sin Ry)" ! <vol(S",can)> '

5, R0 (B) fin 6o (%)

sup = = (sin Rp)
5€10,1] h(Sn,can) (5) h(gn,can) (%)

vol(M.g)

Ainsi 'encadrement annoncé du profil s’obtient en majorant les sinus par 1.

Traitons les cas d’égalité dans (2.44). S’il y a égalité avec le majorant, alors sin Ry = 1
donc heo(M,g9) = he(S™,can), ce qui, d’apres la minoration de la constante isopérimétri-
que de Cheeger due & S. Gallot et rappelée au théoreme 1.4.4, implique diam(M,g) = 7.
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Ainsi (M,g) et (S™,can) sont isométriques. S’il y a égalité avec le minorant, alors
sin Ry = 1 donc vol(M,g) = vol(S"”,can), ce qui impose que (M,g) et (S",can) sont
isométriques.

a

Remarque 2.4.15 Nous remarquons, a la lecture de la preuve du corollaire 2.4.14,
que les bornes inférieures et supérieures optimales sur le rapport hz g)/h(sn can) ot
été respectivement minorées et majorées dans le but de simplifier les expressions. C’est
pourquoi ’énoncé du corollaire 2.4.14 doit étre considéré comme une version, affaiblie &
deux niveaux, du pincement donné par le théoréeme 2.4.12. En effet, la premiere perte
d’information intervient dans la comparaison avec le profil de la sphere au lieu des profils
modeles du théoreme 2.4.12, la seconde apparait lors de la majoration des termes sin(Rp)
et sin(Ry) par 1. Ceci explique aussi pourquoi les cas d’égalité sont si bien particularisés.

Enfin, si la courbure de Ricci est positive ou nulle, les minorants et les majorants
ont une expression simple et le théoreme 2.4.12 donne explicitement :
Corollaire 2.4.16 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
telle que
RiCCi(M7g)(~,~) = 0.

Alors, la fonction profil isopérimétrique est concave, croissante sur [O,%], vérifie

1
he(M,g) = 2hy ) (5) (2.45)
et
1 hC(M,g) n—1 ’}/n n—1
voe o] | STt by o (8) < — Bt (2.46)
3] . (LN Sol(M )%

Démonstration.

La concavité du profil renormalisé est une conséquence de 'inéquation différentielle
(2.7) et de la caractérisation (7i7) de la concavité du lemme B.2.1. Elle implique alors
celle du profil iy 4y d’ott la monotonie d’apres le lemme B.1.3 et le lien avec la constante
isopérimétrique de Cheeger d’apres la proposition 1.4.2. O

Remarques 2.4.17
— Nous avons choisi d’énoncer les résultats de comparaison a partir d’une minora-
tion uniforme de la courbure de Ricci. Néanmoins, nous pouvons adapter tous les
résultats précédents a ’hypothese

Ricci(M,g)(~,-)diam(M,g)2 >e(n—1)a®g(-) on e€{-1,01}.

Cette hypothese présente I'avantage d’étre homogene, c’est-a-dire invariante par
dilatation de la métrique. En revanche, elle introduit le diameétre comme parameétre
géométrique supplémentaire.

— En utilisant la minoration explicite de la constante isopérimétrique de Cheeger en
fonction d’un minorant de la courbure de Ricci, du diametre et de la dimension de
la variété, due a S. Gallot et rappelée au théoreme 1.4.4, nous retrouvons a partir
de (2.44) et (2.46), les minorations établies par P. Bérard, G. Besson et S. Gallot
dans [BBG]. Plus précisément, si Ricci(yr,g) = (n — 1)g, (2.44) donne

fog (cos u)" tdu

1
VﬁE [Oal] 5 h(M,g)(ﬁ) 2( diam (M, g) > h(S",ccm)(ﬁ)y

Jo *  (cosu)r~ldu
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et si Ricciyy,g) 2> 0, (2.46) devient

n—1
2 n n—1

1 Py

va e [0,5} ;g (B) 2 diam(M,g)

2.4.5 Cas particulier des quotients compacts d’espaces modeles M}

Nous allons donner, dans le cas particulier des quotients d’espaces modeles, une in-
terprétation géométrique de la majoration (2.38), obtenue lors du théoréeme 2.4.12, & la
suite de I'intégration de I'inéquation différentielle (2.7). Comme les espaces modeles M
ne sont compacts qu’en courbure positive, nous avons choisi d’énoncer deux théoremes
qui expriment I'idée que, sur les quotients compacts de MY, les solutions du probleme
isopérimétriques pour les volumes suffisamment petits sont les “mémes” que celles de
I’espace modele.

Théoréme 2.4.18 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2),
de courbure sectionnelle constante égale a 6 > 0 et dont (S§,can) est le revétement uni-
versel. Notons k € N* le cardinal du groupe fondamental de (M,g).Alors,

VB € [Oé] s hng)(B) < kh(sg’,can)(ﬁ)<§)'

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence du théoreme de comparaison 2.4.12
puisque la fonction

0.3 — R+
B = (khgpen (@)
est la solution de I’équation différentielle vy’ = —néyQ_Tn dont la dérivée a droite en 0

vaut y(az,g),(0).
O

Remarques 2.4.19

— Lors de l'intégration de I'inéquation différentielle (2.7), nous avons vu que le ma-
jorant contient, comme information géométrique sur la variété, la valeur de son
volume. II est intéressant d’observer ici que le volume est connu puisque la variété
est un quotient de la sphere par un groupe d’isométries de cardinal k.

— Ce résultat donne, sur un voisinage de 0 (et de 1 par symétrie), de maniere exacte,
le profil isopérimétrique de tous les quotients des spheres canoniques (en particu-
lier les espaces projectifs et lenticulaires). En effet, les domaines isopérimétriques
de volume suffisamment petit ont un radius inférieur au rayon d’injectivité de
M (voir [MJ] o F. Morgan et D. L. Johnson montrent que le diametre des do-
maines isopérimétriques de petit volume tend vers 0 avec le volume) si bien qu’ils
se relevent sur la sphere S§, d’oti, pour 3 suffisamment petit, I'inégalité

h(M,g) (ﬁ) 2 kh(sg,can)(ﬁ) (%)7
et par consquent, d’apres le théoreme 2.4.18 I'égalité des deux membres au voi-
sinage de 0. Il serait intéressant de donner un minorant explicite de la taille du
voisinage de 0 sur lequel il y a égalité en fonction de la géométrie de I'espace quo-
tient. Dans le cas particulier de la dimension 2, comme nous l’avions observé au
paragraphe 1.3, la relation

hp2(R) (5) = 2h(S2,ccm) (6)

est valide sur [0,3].
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Considérons maintenant le probleme analogue en courbure négative ou nulle.

Théoréme 2.4.20 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2),
de courbure sectionnelle constante égale a 0 < 0 et dont (Mj,can) est le revétement uni-
versel. Alors,

I(MEL ,can) (ﬁVOI(Mag))
vol(M,g) ’

voelog] o han() < (247)

La preuve est analogue & celle du théoreme 2.4.18 ci-dessus.

Remarques 2.4.21

— Comme précédemment, ce résultat permet de connaitre explicitement le profil sur
un voisinage de 0, ce qui confirme la description du profil des tores plats en di-
mension 2 vue au paragraphe 1.3.

— Cette égalité des profils au voisinage de 0 ne s’étend pas au cadre des variétés non
compactes de courbure sectionnelle constante négative comme le montre ’équiva-
lent du profil donné pour une surface hyperbolique & cusp, justement parce que le
raisonnement proposé repose sur I'idée que le diametre des domaines isopérimétri-
ques tend vers 0 avec leur volume (voir la remarque 1.5.3).

2.5 Application a la minoration du )\,

Nous adoptons les notations suivantes : sur une variété fermée (M,g), A1 (M,g) désigne
la premiere valeur propre non nulle de 'opérateur Laplacien et, pour tout ouvert 2 C M
a bord régulier, )\{3 (Q) rerprésente la plus petite valeur propre de ce méme opérateur
sur €) pour la condition au bord de Dirichlet.

Ce paragraphe fournit des estimations de A1(M,g) et AP () en fonction de la géo-
métrie de (M,g), a partir des méthodes isopérimétriques décrites dans [BBG] et [G1]. La
seule nouveauté réside dans le fait que nous avons choisi de paramétrer nos minorations
du profil isopérimétrique par la constante isopérimétrique de Cheeger, ce qui donne des
minorations nouvelles, que nous aurons le souci de comparer a celles déja connues.

2.5.1 Cas des surfaces riemanniennes

La technique de symétrisation détaillée dans [BM] et [B1] permet, & partir des mino-
rations explicites du profil obtenues lors du théoréeme de comparaison 2.4.7 de controler
A1 (M,g) et AP(Q) sur une surface riemannienne fermée.

Théoréme 2.5.1 Soit (M,g) une surface riemannienne fermée dont la courbure sec-
tionnelle est minorée par un nombre réel Ko € Ry. Soit Q un ouvert a bord C*° de M,
de volume inférieur a ivol(M,g). Alors

(i) si Ko >0,
AP() > ML E Ko \pge)
ot Q* est la calotte sphérique de (S%,can) telle que
vol(©2)  wvol(Q2¥)

vol(M,g)  vol(S2,can)’

En particulier,
)\I(M7g) 2 hC(M7g)2 + KO'
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(ii) si Ko =0,

he(M,g)? vol(M,g) hc(M,g)?>  vol(M,g) , hc(M,g)?
D C XY D/o* 9) \D 2 C XY g) .o NC g
Q) > 2\I)S (Do) = YORI) D R - ,
AT (92) 1 AL (£29) 2vol(Q) AT (B( ) 1 2vol () Jo,1 4
ot Q* est la boule euclidienne de (R?,can) telle que

vol(Q2) vol (%) _ vol(©2¥)

vol(M,g)  2vol(B(1,R?),can) 2«

et jo,1 est le plus petit zéro strictement positif de la fonction de Bessel Jy 17 En
particulier,

5 ho(M.g)?

M(M.g) > fou——

2.5.2 Cas des variétés de dimension n > 3

L’amélioration de la minoration du profil isopérimétrique d’une variété fermée donnée
par les corollaires 2.4.14 et 2.4.16 conduit, en employant une technique de symétrisation
détaillée dans [B2], aux estimations suivantes de A\j(M,g) et AP(Q) en fonction de la
constante isopérimétrique de Cheeger de la variété (le contexte général de ces compa-
raisons est décrit dans la proposition 1.26).

Théoréme 2.5.2 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée, de dimensionn (n > 3)
telle que
Ricci(+,) = (n — 1)dg(-,-) ou &€ {0,1}.
Alors,
(i) sid =1,

3

:n<7hc(M’9) )Z, (2.48)

)\1(M,g) > )\1(Sn,can)< hC(M,g) > h (Sn CCLn)

hc(S™,can)

et si Q0 est un ouvert a bord C*° de M, de volume inférieur a %VOI(M,Q) et si 2*
est une calotte sphérique de (S™,can) telle que

vol(Q2)  wol(Q")
vol(M,g) — vol(S™,can)

AP > () @
(ii) i 6 =0,
ntg) = B0 (5 (), 249

et si ) est un ouvert a bord C*° de M, de volume inférieur a %VOl(M,g),

A (B(L(R)™).

Vol(M,g) \ » ho(M,g)?
i (g

17. Numériquement, jo,1 ~ 2,405.
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Remarques 2.5.3

— La minoration (2.48) est optimale et le cas d’égalité ne se produit que si (M,g)
est isométrique a (S",can). En effet, la minoration explicite de la constante iso-
périmétrique de Cheeger établie par S. Gallot et rappelée dans le théoreme 1.4.4
montre que Iégalité hco(M,g) = ho(S™,can) implique diam(M,g) = 7 qui implique
lisométrie des variétés (M,g) et (S™,can). De plus, cette inégalité (1.9) entraine la
minoration

1diam(M,g) n
AM(M,g) =n / (cosu)" tdu ,
0

obtenue dans [BBG]| et qui permet d’estimer quantitativement le fait que le pin-
cement du A\; au voisinage de n implique le pincement du diameétre au voisinage
de 7.

— Laminoration (2.48) montre que si A;(M,g) est proche de A\; (S™,can), alors h¢ (M, g)
est proche de ha(S™,can). En fait, 'assertion réciproque est également vraie car
si ho(M,g) est proche de ho(S™,can), alors diam(M,g) est proche de 7 (ceci se
lit dans la relation (1.9) proposée dans le théoréeme 1.4.4), ce qui impose A\ (M,g)
proche de A;(S",can) (voir [Il] pour une preuve qui repose sur un théoréme de
comparaison établi par S. Y. Cheng dans [Che]).

— La minoration (2.49) a déja été établie par S. Gallot dans [G1]. Elle améliore la
minoration classique de J. Cheeger puisque la minoration qu’il donne peut s’établir
par symmétrisation a prtir d’'une minoration de la fonction profil moins fine que
celle utilisée ici ( voir [B1] chap. IV, page 12). On peut étre tenté de regarder ce
que devient cette minoration lorsque la dimension n tend vers +oo. En fait,

D(B(1,R" 1
jm APBUET) 1
n—+o00 n? 4

ce qui montre que la minoration obtenue, quoique meilleure que celle de Cheeger,
tend vers celle de Cheeger lorsque la dimension augmente.

2.6 Applications a la convergence des profils

Nous allons étudier, & partir des estimations (2.38) et (2.39) obtenues dans le théoreme
2.4.12, les liens qui existent entre le caractere “presque extrémal” des profils isopérimétri-
ques d’une part et de certains invariants riemanniens d’autre part (comme le diametre
et le volume). Nous insisterons plus spécialement sur les résultats obtenus sous 1'hy-
potheése de courbure Ricci > (n — 1)g, toutes les quantité géométriques mises en jeu
étant alors proches, en un sens a préciser, de celles de la spheére canonique. En parti-
culier, nous obtenons sous cette minoration de la courbure de Ricci, une illustration de
la différence entre les hypotheses “diametre proche de 7”7 et “volume proche de celui
de (S™,can)”. En effet, pour une suite (Mi,gz-)i ey de variétés riemanniennes fermées sa-
tisfaisant I’hypothese Ricci > (n — 1), la convergence de la suite des diametres vers 7
équivaut a la convergence des profils vers celui de la spheére (S™,can), uniformément sur
[0,1], tandis que la convergence de la suite des volumes vers celui de la sphere équivaut
a la convergence du rapport des profils sur celui de la sphere vers 1, uniformément sur
10,1].
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2.6.1 Relation diametre/profil isopérimétrique

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que la “presque maximalité” du diametre
implique la “presque minimalité” du profil.

Théoréme 2.6.1 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
dont la courbure de Ricci satisfait

Ricci(My)(-,-) > (n—1)0g(,;) , ou 6€R

et dont la constante isopérimétrique de Cheeger est minorée par H € RY tel que
H? > —(n —1)25. Alors, nous obtenons

diam(M,g) < di(n,6,H).
De plus,
- 519 >0, pour tout € > 0, il existe n := n(e|n,0,H) > 0 tel que si
dlam(Mvg) P dl(n757H) -n
alors
V/B € [071] ) 0 < h(M,g) (/8) - hn,&,Rl(n,é,H) (/8) < &,

- 516 <0 et sivol(M,g) = v >0, pour tout ¢ > 0, il existe n := n(en,6,H,v) > 0
tel que si
diam(M,g) > dy(n,0,H) —n,

alors

VB e[0,1] , 0<harg(B) = hysr(nsm(B) < e

Démonstration.

L’utilisation de la majoration (1.20) du diametre d’une variété en fonction de son
profil et la minoration (2.39) du profil, permettent d’obtenir, compte tenu de la propriété
(2.29),

diam(M,g) < di(n,0,H).

L’hypothese de presque maximalité du diametre,
diam(M,g) > di(n,0,H) — 1,

se traduit, compte tenu de l'inégalité (1.20) et de la symétrie des profils, par

2 1 1
0< — dg <
s /0 (%,6,& (B) Py (5)) IS

Ainsi, si 6 > 0, en observant que les profils modeles sont croissants sur [0,%] (voir la
proposition 2.4.1) et que le profil h(,s 4y est lui aussi croissant (voir le corollaire 2.4.16),

ou Rl = Rl (n,é,H)

RS

/05 (h(M,g)(ﬂ) — hns,Ry (ﬂ))dﬁ < sup |hnsr (B)hang)(B)]

B€[0,5]

3 1 1
- d
% A (hn,6,R1 (5) h(M,g) (5)) B

Hhe(M,g) [ 1 1
< - d
S 4 /o <hn,6,R1 (B)  hr,g)(B) ) ’

thC(Mvg)
X 78 .
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Par ailleurs, h¢(M,g) est majorée en fonction de n, §, H pour tout n < Ry(n,0,H), car
par décroissance'® de la bijection dj(n,d,), 'inégalité diam(M,g) < dy (n,é,hc(M,g))
donne

he(M,g) < (di(n, ! (diam (M )
< (d1 ! (dlam 7])
< (da(n, ) 1(R1(n5H)

Compte tenu de la concavité des profils (car § > 0), nous pouvons conclure en appli-
quant le lemme technique B.3.6 qui repose sur 'observation suivante: la concavité des
profils force leur écart a étre uniformément petit dés que 'intégrale de leur différence
est suffisamment petite.

Traitons maintenant le cas § < 0. Reproduisons les mémes manipulations en obser-
vant que faute de connaitre la monotonie du profil i, 4), nous utilisons la majoration
(2.38) afin de contréler son maximum sur [0,3] par hy,sg,(3) olt Ry := Ro(n,0,v) et
c’est pour cela que nous avons besoin d’un minorant du volume de la variété (M,g).
Plus précisément,

[ (h0® = b (®)d5 < w0 [bos (o (3)

Be[0,5]

3 1 1
- d
% /0 (hn,6,R1 (5) h(M,g) (5)) B

th,é,Ro (%) % 1 1
L —F — d
S 2 /o hnsri(B)  harg)(B) g

thn,(S,Ro (%)
X 74 .

Nous pouvons alors conclure en utilisant le lemme B.3.9 qui peut étre appliqué,
compte tenu du controle de la constante de Lipschitz du profil renormalisé obtenu dans
la proposition 2.3.3.

O

Remarque 2.6.2 La partie du théoreme concernant les variétés dont I'infimum sur
la courbure de Ricci est strictement négatif requiert deux hypotheéses supplémentaires.
La premiere, concernant la constante isopérimétrique de Cheeger est indispensable pour
garantir I'existence d'un “bon” profil modele de comparaison (voir a ce propos le para-
graphe 2.4.1). Quant a la seconde, une minoration du volume, elle est due aux nécessités
techniques de controler le maximum du profil et de majorer la constante de Lipschitz
du profil renormalisé dans le lemme B.3.9, pour remédier a la perte de concavité (par
rapport a la courbure positive).

Ce résultat peut s’interpréter de la maniere suivante : pour les variétés compactes de
méme dimension et ayant les mémes minorants sur la courbure de Ricci et la constante
isopérimétrique de Cheeger, le fait d’étre de diametre “presque maximal” impose d’avoir
un profil isopérimétrique “presque minimal” au sens ou il est uniformément proche, en

18. Si § > 0, nous devons considérer max(H,hc(Sy) au lieu de H pour que la fonction di(n,d,-) soit bien
définie mais cela n’est absolument pas rectrictif puisque sous cette hypotheése de courbure, 'inégalité de
Lévy-Gromov établit he(M,g) > ha(Sy).
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différence, de son minorant modelé suivant les espaces de courbure constante. En parti-
culier, sous ces hypotheses, la “presque maximalité” du diametre implique la “presque
minimalité” de la constante isopérimétrique de Cheeger.

Nous pourrions nous demander si, réciproquement, la “presque minimalité” du profil
n’implique pas la “presque maximalité” du diametre. Nous n’avons trouvé ni preuve, ni
contre-exemple & cette assertion. Cependant, dans le cas particulier ou § = 1 et H =
hc(S™,can), le résultat du théoréme 2.6.1 se simplifie et se renforce dans cette direction.
En effet, la “presque maximalité” du diametre, la “presque minimalité” du profil et la
“presque minimalité” de la constante isopérimétrique de Cheeger deviennent des condi-
tions équivalentes pour les variétés satisfaisant ’hypotheése de courbure Ricci > (n—1)g.

Corollaire 2.6.3 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)
dont la courbure de Ricci satisfait :

RiCCi(M,g)('7') 2 (n - 1)9(7)
Alors, nous obtenons
diam(M,g) < .
De plus, pour tout € > 0, il existe n := n(e|n) > 0 tel que si
diam(M,g) > 7 —n,
alors
VB € [071] , 0< h(M,g)(ﬁ) - h(S”,can)(ﬁ) Se
et
ho(S™,can) < ha(M,g) < he(S",can) + 2e.
Réciproqguement, pour tout € > 0, il existe v := y(g|n) > 0 tel que si
hC(M>g) < hc(Sn,C(I’I’L) + 7
alors
m—e <diam(M,g) <7
et
VB e [Oal] , 0< h(M,g) (ﬁ) - h(S",can) (ﬁ) <e.
Démonstration.
Le sens direct est une application du théoréeme précédent tandis que la réciproque est

une conséquence de la minoration optimale de la constante isopérimétrique de Cheeger
donnée par S. Gallot et rappelée dans le théoreme 1.4.4,

1

Ldiam ’
f02d (M’g)(cos w)Ldu

ho(M,g) >

Od
Donnons une version séquentielle de ce résultat :
Corollaire 2.6.4 Soit (M;,g;)ien une suite de variétés riemanniennes fermées de di-
mension n (n > 2) dont la courbure de Ricci satisfait :

VieN | RiCCi(thi)(',') > (n—1)g().

Alors les propositions suitvantes sont équivalentes :
(i) la suite des diamétres (diam(Mi,gi))ieN converge vers T,

(ii) la suite des profils (h(Mi,gi)) converge uniformément vers h(sn cqny sur [0,1],

ieN
(iii) la suite des constantes isopérimétriques de Cheeger (hC(Mi’gi))ieN converge vers
hc(S™,can).
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2.6.2 Relations volume/profil isopérimétrique

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que la “presque maximalité” du volume
est équivalente a la “presque minimalité” du profil.

Théoréme 2.6.5 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)
dont la courbure de Ricci satisfait

Ricci(prgy(-) = (n —1)dg(+) ot J€R

et dont la constante isopérimétrique de Cheeger est minorée par H € R tel que
H? > —(n —1)26. Nous savons que

vol(M,g) < Vi(n,0,H) et hag) = hnsr, ot Ri:= Ri(n,6,H).

Pour tout € > 0, st

hoat ) (8 1"
vA el hiﬂj;gz)((ﬁ))g( ) ’

alors nous avons

(1 —e)Vi(n,0,H) < vol(M,g) < Vi(n,0,H).

Réciproquement, pour tout € > 0, il existe n := n(e|n,0,H) > 0 tel que si
(1 —=n)Vi(n,0,H) < vol(M,g),

alors

h(M,g) (ﬁ)

VB e€lol] , 1< 7}%6’&(@

<l+e

Démonstration.
L’hypothese

hn5,R () l—e¢

donne, par passage a la limite pour 3 tendant vers 0, compte tenu de I’équivalent (1.12),

V3 €01] 1<h(M’9)(ﬁ)<< ! )

(1 —-e)Vi(n,0,H) < vol(M,g) < Vi(n,0,H),

ce qui prouve le sens direct.
L’assertion réciproque se déduit d’une part de la majoration (2.38) qui donne, si
VOI(M7g) = (1 - T,)Vl(n757H)7

h(at,g)(B) - b 5, R(n) (B)
hosr(B) s i (B)

ou R(n) = Ry (n,é,(l - 77)V1(n,5,H)), et d’autre part du résultat de continuité

Vg €0l , 1<

i sup TR (B
R'—Ry B€l0,2] hn,é,Rl (ﬁ)
R'>Rq 2

qui permet de conclure puisque Ry (n,0,H) = Ry (n,é,Vl (n,é,H)). O
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Ce résultat peut s’interpréter de la maniere suivante : pour les variétés compactes de
méme dimension et ayant les mémes minorants sur la courbure de Ricci et la constante
isopérimétrique de Cheeger, le fait d’étre de volume “presque maximal” est équivalent a
avoir un profil isopérimétrique “presque minimal” au sens ou il est uniformément proche,
en rapport, de son minorant modelé suivant les espaces de courbure constante. Ainsi,
la “presque maximalité” du volume implique la “presque minimalité” de la constante
isopérimétrique de Cheeger. Donnons 1’énoncé simplifié du théoreme 2.6.5 dans le cas
particulier ou 6 = 1 et H = h¢o(S",can).

Corollaire 2.6.6 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2)
dont la courbure de Ricci satisfait :

RiCCi(M,g)('7') > (n - 1)9(7)
Nous savons que
vol(M,g) < vol(S™,can) et hirg) = hsn can)-

Pour tout € > 0, st

. 1
v €0l | h(g(j”"”()f;)<< ! ) ,

alors nous avons
(1 —e)vol(S",can) < vol(M,g) < vol(S"™,can).
Réciproquement, pour tout € > 0, il existe n:=n(eln) > 0 tel que si
(1 —n)vol(S"™,can) < vol(M,g),

alors

h(at,g)(B)
h(S" ,can) (5)

Enongons une version séquentielle de ce résultat que nous relions au théoreme de
continuité de la fonctionnelle volume, établi par T. H. Colding dans [C3].

Ve e , 1< <l+e.

Corollaire 2.6.7 Soit (M;,g;)ien une suite de variétés riemanniennes fermées de di-
mension n (n > 2) dont la courbure de Ricci satisfait :

Vie N, Riccipg g,)() = (n—1)gi(+)

Alors les propositions suitvantes sont équivalentes :
(i) la suite (M;,gi)ien converge vers (S™,can) pour la distance de Gromov-Hausdorff,
(ii) la suite des volumes (Vol(Mi,gi))ieN converge vers vol(S™,can),

(iii) la suite des rapports des profils

h(Mugi) (5)
h(S”,can) (ﬁ)

converge uniformément vers 1 sur ]0,1][.
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Remarque 2.6.8 Ce corollaire 2.6.7 est a l'origine du chapitre 4 qui consiste a étudier
si I’équivalence de (i) et (7i7) est typique d’une convergence vers la sphére ou bien si,
comme ’équivalence de (i) et (i), elle se généralise en une sorte de continuité du profil
isopérimétrique vis-a-vis de la distance de Gromov-Hausdorff.

De ce corollaire 2.6.7, nous pouvons déduire la continuité, pour la distance de
Gromov-Hausdorff, des fonctionnelles h¢(.) et Z(.) au point représenté par la sphere
(S™,can) dans 'ensemble des variétés riemanniennes (M,g), compactes, de dimension n,
et telles que Ricci(psg)(+) = (n — 1)g(-,).

Corollaire 2.6.9 Soit (M;,g;)ien une suite de variétés riemanniennes fermées de di-
mension n (n = 2) dont la courbure de Ricci satisfait

Vie N R RiCCi(Mi7gi)(',') > (n — 1)91(',')
et qui convergent vers (S™,can) pour la distance de Gromov-Hausdorff. Alors

lim Z(M;,g;) =Z(S",can) et lim he(M;,g:) = ho(S™,can).

1——+00 1——+00

Remarque 2.6.10 Nous observons un phénomene particulierement intéressant lorsque
nous comparons les hypotheses et les conclusions des corollaires 2.6.3 et 2.6.4 d’une part,
2.6.6 et 2.6.7 d’autre part. En effet, sous ’hypothese de courbure Ricci > (n — 1)g, le
théoreme de Bishop montre que la “presque maximalité” du volume impose celle du
diametre. De plus la réciproque est fausse comme le montre ’exemple des variétés “fu-
seaux” (voir la figure 2.9) de diametre proche de 7 tandis que leur volume tend vers
0. Nous obtenons ici une illustration des différentes implications de ces hypotheses, qui
rappelle que la “presque maximalité” du volume est une condition plus forte que celle
du diametre.

Nous disposons d’un résultat en tout point analogue au théoréme 2.6.5 en échangeant
les roles joués par la constante de Cheeger et le volume: pour les variétés compactes
de méme dimension et ayant les mémes minorants sur la courbure de Ricci et le vo-
lume, la “presque maximalité” du profil isopérimétrique, au sens ou il est uniformément
proche, en rapport, de son majorant modelé suivant les espaces de courbure constante,
est équivalente a la “presque maximalité” de la constante isopérimétrique de Cheeger.
Ainsi, la “presque maximalité” de la constante isopérimétrique de Cheeger implique la
“presque minimalité” du volume.

Théoréme 2.6.11 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
dont la courbure de Ricci satisfait

Ricci(Mg)(-,-) > (n— 1)5g(M,g)(-,-) ot 0€R

et dont le volume est minoré par Vo € R%.. Nous savons alors que

hC(M>g) < HO(nvé)‘/O) et que h(M,g) < hn,5,Ro 5 ou Ry := RO(nadvvb)'
Pour tout € > 0, st
h(at,g) (B)
VB €l0,l] , —=—2>1—c¢,
] [ hn,5,Ro (5)

alors nous avons
(1 - E)HO(nv(S)‘/O) < hC(M7g) < H(]('I’L,(S,Vb)-
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F1G. 2.9 — Génératrices de surfaces de révolution dont le diametre est proche de 7, dont

les courbures sectionnelles sont minorées par 1 mais dont le volume tend vers 0.

Réciproqguement, pour tout € > 0, il existe 1 := n(en,0,Vp) > 0 tel que si
(1 - n)HO(nvéJ/O) < hC(Mvg)v

alors h )
(M,g)
V3 €|0,1] , 1—e< 1
] [ hn,5,Ro (5)
et n
1
Vo < vol(M,g) < V0<1 5)
Démonstration.
i horg (9)
(M,g)
v3e€lo,l] , ———>1—c¢,
jo.11 hns,r(3)
le passage a l'infimum sur les rapports h(Mg)(ﬁ) et h”"sg‘(ﬁ ) donne

he(M,g) < (1 —€)H(n,6,Vp)
tandis qu’une manipulation analogue a partir de I'inégalité

h(M,g) (6)

WMoV
hn 5, r(03)

RZERS] (V0 I

donne
hC(M7g) < H(”)&%)

La deuxieéme partie de I’énoncé se déduit de la minoration (2.39) (car H(n,0,Vp) vérifie

H(n,0,Vp)? > —(n — 1)26) et du résultat de continuité suivant :

i hn,5,R’ (5)
m sup ——
2R elo.d) nan(B)

R/'<R

=1.
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Chapitre 3

Problemes isopérimétriques sur
les mm-espaces

Rappelons la version intégrée de l'inégalité de Lévy-Gromov obtenue dans la pro-
position 1.26: si (M,g) est une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2),
I’hypothese

hargy Z hsn.can) (3.1)
impose, pour toute partie non vide A C M et pour tout h > 0, la comparaison

VOl(Ah) - Vol(AfL)
vol(M,g) - Vol(S”,can)’

(3.2)

ou A* est une boule géodésique de (S",can) telle que

VOI(Z) B Vol(A*)
Vol(M,g) N vol(S",can)'

Ce résultat suggere que la mesure riemannienne probabilisée (c’est-a-dire renormalisée
pour étre de masse totale 1) est “la” mesure pertinente pour formuler cet énoncé, d’au-
tant que la définition du profil isopérimétrique d’une variété riemannienne fermée (voir
la définition 1.1.1) privilégie elle aussi cette mesure de probabilité. De plus, la comparai-
son (3.2) ne fait pas directement appel a la structure riemannienne sous-jacente, elle ne
nécessite qu’une mesure et une distance. Par conséquent, il semble raisonnable d’imagi-
ner qu’elle puisse se généraliser au cadre des espaces métriques mesurés, sous réserve de
formuler une hypothese généralisant (3.1) et correspondant a un probléme isopérimétri-
que a préciser. Sur une variété riemannienne, la distance et la mesure “habituellement”
considérées ont une origine commune : elles sont induites par la métrique riemannienne.
Par conséquent, la minoration de la courbure de Ricci, hypothese omniprésente dans le
chapitre 2, qui donne acces a un controle des dérivées secondes de la métrique, affecte
simultanément la distance et la mesure riemanniennes. L’objectif de ce chapitre est de
préciser comment formaliser une généralisation des questions isopérimétriques dans le
cadre des espaces métriques munis d’une mesure borélienne de probabilité, que nous ap-
pellerons mm-espaces, puis d’étudier sous quel type d’hypotheses sur la distance d’une
part et sur la mesure d’autre part, nous pouvons étendre les propriétés de concavité du
profil isopérimétrique.

Nous reprenons ici une partie des travaux exposés dans [BH1] afin de généraliser la
notion de profil isopérimétrique. En citant ensuite des résulats obtenus dans le cadre
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des mm-espaces et dus a S. Bobkov [Bo2], F. Barthe [Ba2], F. Barthe et B. Maurey
[BaMa], A. Ros [Ro], nous détaillons quelques aspects particuliérement intéressants de
cette généralisation. La richesse des comparaisons isopérimétriques avec des mm-espaces
modeéles est illustrée d’'une part par 'interprétation de la minoration de la premiere va-

leur propre non nulle du Laplacien donnée par J. Cheeger dans [C], A} > %, comme la
conséquence de la minoration du profil par celui d’'un mm-espace particulier et d’autre
part par I’étude des profils isopérimétriques des produits de sphere. Nous en profitons
pour proposer une généralisation de la technique de symétrisation décrite par A. Ros
dans [Ro] au cadre plus général des produits tordus. Une conséquence de I'extension de
cette méthode est une preuve immédiate du caractére minimisant des boules centrées
sur un sommet dans un cone. Enfin, en nous restreignant aux mm-espaces obtenus en
considérant, sur une variété riemannienne fermée, la distance riemannienne et une me-
sure de probabilité ayant une densité ¥ = e¥ non constante vis-a-vis de la mesure
riemannienne, nous essayons d’étendre les propriétés différentielles de concavité du pro-
fil isopérimétrique, étudiées au chapitre 2 dans le cadre des variétés compactes. Dans ce
but, nous reproduisons des techniques variationnelles analogues a celles mises en ceuvre
pour établir les relations différentielles des théoremes 2.2.1 et 2.2.3. La différence ma-
jeure avec le chapitre 2 concerne la généralisation des termes de courbure. En effet,
le role joué précédemment par la courbure de Ricci est désormais assuré par la forme
quadratique

.. . 1
RICCI(Mg)Z}(',-) := Ricci(ar,g)(-,) — Hessy(-,-) — ad?l) @dy() , ¢>0,

qui oppose deux types de dérivées secondes, les unes portent sur la métrique rieman-
nienne tandis que les autres concernent le logarithme de la densité non riemannienne.
L’apparition de ce terme doit étre rapprochée des travaux récemment effectués, dans
un contexte encore plus général, par D. Bakry et M. Emery dans [BE|. En effet, au
cours de I'étude de semigroupes de diffusion, ils introduisent le tenseur Ricci M@Z}, dit

“tenseur de Ricci—Bakry—Emery”, comme ’analogue “naturel” du tenseur de courbure de
Ricci. Une minoration de ce tenseur, désignée par 'appellation hypothése de courbure-
dimension, remplace alors I’hypothese de courbure qui revient tout au long du chapitre
2, a savoir une borne inférieure sur le tenseur de Ricci. Nous proposons de généraliser,
sous cette nouvelle hypothese, le théoreme de comparaison de Lévy-Gromov a partir
duquel nous étendons les théoremes de Myers (majoration du diametre) et de Lich-
nerowicz (minoration du trou spectral). Enfin, nous renvoyons a l’annexe E pour une
nouvelle preuve de la généralisation du théoréeme de Bishop-Gromov établie par Z. Qian
dans [Q] et quelques applications.

Lors du développement de la théorie des espaces de longueur, de nombreuses consi-
dérations qui concernaient les variétés riemanniennes et reposaient sur des définitions
analytiques (comme la courbure sectionnelle) ont bénéficié d’une compréhension nou-
velle, liée a une interprétation plus géométrique ne nécessitant qu’une notion de distance.
Ici, en étudiant les problemes isopérimétriques sur les mm-espaces, nous montrons d’une
part qu’ils permettent d’envisager l'isopérimétrie des variétés riemanniennes d’un point
de vue nouveau, et d’autre part qu’ils mettent en lumiere la rivalité entre la distance et la
mesure lorsque ces deux notions ne sont pas issues d’une méme métrique riemannienne.
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3.1 Généralisation des problemes isopérimétriques

3.1.1 Choix d’une notion de volume de bord

D’une certaine maniere, nous allons commencer par dresser un “cahier des charges”
de la généralisation du probléme isopérimétrique :
— le probleme isopérimétrique généralisé sur un mm-espace doit permettre de retrou-
ver le probleme isopérimétrique classique lorsque ’espace considéré est une variété
riemannienne,

— la comparaison (3.2) doit pouvoir étre généralisée et permettre ainsi d’aborder le
phénomene de concentration de la mesure (voir plus précisément a ce propos le
premier chapitre de [Mi] et le second chapitre de [Led1]),

— la définition ne doit faire intervenir qu’une mesure et une distance, en particulier
les notions de dimension et de métrique sont a éviter.

En reprenant la discussion menée au paragraphe 1.6, il apparait que la définition
du profil isopérimétrique requiert une notion de volume d’un domaine, c’est-a-dire une
mesure, et une notion de volume du bord d’un domaine qui peut étre une mesure (n—1)-
dimensionnelle (mesure de Hausdorff par exemple) ou une fonctionnelle sur les domaines
(contenu extérieur de Minkowski par exemple). Parmi les notions de volume de bord
étudiées au paragraphe 1.6, le contenu extérieur de Minkowski est la seule a ne mettre
en jeu qu'une mesure et une distance, et a ne pas nécessiter de notion de dimension.
De plus, I'étude de la preuve de la proposition 1.26 montre qu’il apparait aussi comme
“la” notion naturelle pour démontrer ce résultat. Ainsi, pour tout compact K d’un
mm-espace (F,d,u), nous notons u (K) son contenu extérieur de Minkowski défini par

u(K) el

pt(K) ;= liminf 1K) = p(K)

h—0 h 0, + o],

Ky = {m € Eld(m,K) < h}.

3.1.2 Profil isopérimétrique des mm-espaces

Définition 3.1.1 Soit (E,d,;n) un mm-espace, nous lui associons une fonction appelée
profil isopérimétrique, notée h(g q, et définie sur [0,1] par hg q,)(0) = h(gq,.)(1) =0
et, pour tout 3 €]0,1],

hwap(B) = inf {5 (K)|K € B, u(K) = 3} € [0, + o<,

ot l'infimum est pris sur l’ensemble des compacts K de E de mesure 3 et ou nous adop-
tons la convention que linfimum est infini dés que l’ensemble sur lequel il est pris est
vide.

Remarques 3.1.2

— Si (E,d,u) est un espace métrique muni d’une mesure borélienne de masse to-
tale finie non nulle, nous définissons son profil isopérimétrique comme celui du
mm-espace (F ,d,ﬁ) obtenu en renormalisant la mesure.

— D’apres les définitions alternatives du profil isopérimétrique proposées au para-
graphe 1.6, la définition 3.1.1 coincide avec la définition classique du profil lorsque
le mm-espace considéré est une variété riemannienne fermée.
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— Cette définition permet de considérer des mesures de probabilité sur toutes les
variétés non-compactes, ce qui inclus par exemple les variétés non compactes de
courbure de Ricci positive ou nulle dont le volume riemannien est infini.

Observons enfin, par comparaison avec la définition 1.1.1, que la propriété de symétrie
du profil n’est plus évidente, méme si sur les exemples elle semble étre conservée. La
propriété d’homogénéité sur la distance reste quant a elle vérifiée, a savoir, pour tout

A>0, )
VB e[0,1] , hEaawB) = Xh(E,d,u) (B).

3.1.3 Exemples et mm-espaces modeles
Les variétés riemanniennes fermées a densité

Considérons, sur une variété riemannienne fermée (M,g), une fonction ) & valeurs
réelles, continue sur M. Désignons par (M,g,10) I'espace métrique mesuré obtenu en
considérant la variété M munie de la distance riemannienne induite par la métrique
et de la mesure dyg,, de densité ¥ := exp(¢) par rapport a la mesure riemannienne
canonique dvg,

dvy 4 (p) = ¥ (p)dry(p).

Nous obtenons ainsi une formidable mine d’exemples que nous appelons les wvariétés
riemanniennes fermées a densité.

L’étude des propriétés de concavité du profil isopérimétrique des variétés a densité
(M,g,9) fait 'objet du paragraphe 3.4. Nous observons alors comment se “concurren-
cent” et se “compensent” la distance riemmannienne et la mesure non riemannienne par
I'intermédiaire de la courbure de Ricci et du hessien du logarithme de la densité.

Ces mm-espaces apparaissent naturellement lorsque nous considérons une suite de
produits tordus qui s’effondre sur le premier facteur. Considérons par exemple la famille
de variétés (M.,9-) = My xop My out (My,g1) et (Ma,g2) sont deux variétés rieman-
niennes fermées de dimensions respectives ny et ng, et ¢ est une fonction strictement
positive définie sur M;. Lorsque ¢ tend vers 0, (M.,g.) converge, pour la distance de
Gromov-Hausdorff, vers (Mj,g1), ce qui, du point de vue métrique, signifie qu’il y a
convergence vers l'espace métrique (Mi,g1). En revanche, du point de vue de la mesure,
en observant que la mesure riemannienne sur M, vaut

dvg. (ma,ma) = @(m1)"™ dvg, (m1)dvg, (m2),

nous comprenons que la famille d’espaces mesurés (M. ,dv,, ) converge vers I’espace me-
suré (My,dyg,) ou
_ n2
dvgy(m1) = p(m1)"2dyg, (m1).

D’une certaine maniere, la densité de la mesure limite par rapport a la mesure rieman-
nienne représente, en tout point, une information issue de la géométrie de la fibre qui
s’effondre sur ce point, par comparaison avec les autres fibres qui s’effondrent. Ainsi,
la famille (M.,g.) converge!, pour la structure de mm-espace, vers la variété a densité
(My,91,0™). Cet exemple simple montre qu’il est indispensable d’étudier I'isopérimétrie
sur les variétés a densité avant de pouvoir discuter du comportement des profils isopé-
rimétriques associés a une famille de variétés qui s’effondrent.

1. 11 est possible de donner un sens précis a la convergence d’une suite (E;,d;,ui)ien de mm-espaces
vers un mm-espace (E,d,u). En effet, il faut d’une part la convergence au sens de la distance de Gromov-
Hausdorff des espaces métriques (E;,d;)ien vers (E,d), et d’autre part, existence d’une suite d’appli-
cations mesurables 7; : E; — E telles que la suite des mesures 7; * u; converge faiblement vers p (voir
[Gr] et [Fu]).
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Les espaces singuliers

Sachant que nous pouvons, a partir de la définition 1.1.1, étudier les problemes
isopérimétriques sur les hypersurfaces régulieres de (R",can) car ce sont des variétés
de classe C°°, il semble intéressant de pouvoir le faire également sur les hypersur-
faces a singularités isolées comme les polyedres. En considérant sur ces espaces sin-
guliers la structure d’espace de longueur induite par l'espace ambiant (R™,can) et la
mesure (n — 1)-dimensionnelle de Hausdorff probabilisée, la définition 3.1.1 répond a
cette préoccupation. Le lecteur intéressé trouvera dans [CFGTSY] le calcul explicite
des profils isopérimétriques du cube, du parallélépipede rectangle, du tétraedre régulier,
de l'octaedre régulier, du double disque... De plus les auteurs parviennent a décrire les
domaines isopérimétriques de ces variétés singulieres et nous observons que pour les
petits volumes, les domaines isopérimétriques sont des boules centrées sur un sommet
d’ouverture minimale. Ce résultat, déja établi dans le cas des cones riemanniens (voir
[MR] et I’annexe F pour une nouvelle preuve de ce fait) et étendu aux polytopes dans
[M3], généralise I'idée que les domaines isopérimétriques de petit volume se concentrent
en les extrema de la courbure (voir paragraphe 1.5.2) et montre que ’équivalent (1.12)
n’est plus valable en présence de singularités.

D’une maniere plus générale, a ’aide de la définition 3.1.1, nous pouvons considérer
les profils isopérimétriques de toutes les variétés singulieres munies d’une mesure pour
laquelle ’ensemble des singularités est de mesure nulle. Une famille tres intéressante d’es-
paces singuliers apparait naturellement lorsque nous nous intéressons a l’adhérence des
ensembles M (n,d,v,d) pour la distance de Gromov-Hausdorff. I’étude du comportement
de la suite des profils isopérimétriques associée a une suite de variétés de M(n,d,v,d)
qui converge une limite singuliére devrait nous inciter, dans un futur proche, a étudier
les propriétés isopérimétriques de ces espaces limites. Observons par ailleurs que dans
ladhérence de M(n,d,v,d), la mesure limite, si nous pensons & une convergence au sens
des mm-espaces, n’est autre que la mesure n-dimensionnelle de Hausdorff, qui coincide
avec la mesure riemannienne canonique si ’espace limite est une variété. En effet, la
minoration du volume, uniforme sur M(n,d,v,d), interdit le phénomene d’effondrement
(voir & ce propos la remarque 4.1.3) qui, comme nous 'avons vu précédemment, peut
faire apparaitre une densité non triviale (c’est-a-dire non constante) par rapport a la
“bonne” 2 mesure de Hausdorff sur I’espace limite.

Les espaces modeles de dimension 1

A partir de la définition 3.1.1, nous pouvons enfin définir et calculer le profil isopé-
rimétrique de (S*,can)?, noté (st can), qui est nul en 0, nul en 1 et qui vaut % sur ]0,1]
(voir la figure 3.1). Par homogénéité, nous en déduisons le profil de toutes les variétés
riemanniennes compactes de dimension 1. Il est important de pouvoir définir et expli-
citer le profil isopérimétrique de S'(7)%, non seulement car les produits de copies de
S!(d) sont isométriques aux tores plats dont les profils ne sont pas connus en dimension
supérieure a 3, mais aussi pour pouvoir appliquer les théorémes de comparaison sur les
produits (voir le théoréme 3.2.4) & la variété S'(m) dont nous savons désormais que le
profil est minoré par % fois le profil gaussien que nous allons bient6t décrire.

De plus, nous pouvons également associer un profil isopérimétrique & toute mesure

2. C’est-a-dire la mesure p-dimensionnelle de Hausdorff si p est la dimension de Hausdorff de cet
espace limite.

3. Nous définissons (S',can) comme la sphere unité de (R?,can).

4. Nous notons S'(d) la variété fermée de dimension 1 et de diametre d € R%, qui peut étre vue
comme le bord d’un disque de rayon % dans le plan euclidien.



100 3. PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES SUR LES MM-ESPACES

de probabilité sur (R,|-|), la variété riemannienne non compacte de dimension 1. Il s’agit
14 d’une mine d’exemples extrémement étudiés par de nombreux auteurs et plus parti-
culierement par des probabilistes (voir I'excellent exposé proposé dans le chapitre 13 de
[BH1]). La grande richesse de cette famille réside dans le fait qu’elle contient une sous-
famille dont les profils et les domaines isopérimétriques sont parfaitement déterminés.
Le résultat suivant, qui reprend le corollaire 13.4 de [BH1], précise cela.

Proposition 3.1.3 Soit u une mesure de probabilité sur (R,|-|) dont la densité ¢ par
rapport a la mesure de Lebesque est une fonction paire et log-concave. Alors les do-
maines isopérimétriques sont de la forme | — oo,a] et [b, + oo[. En particulier, le profil
isopérimétrique de (R,| - |,u) est obtenu implicitement par la relation

VaeR , hy(p(]—oc,a])) = ela).

Parmi tous ces exemples, exhibons deux mesures particulieres sur (R,|-|) qui jouent
des roles privilégiés dans la suite:

— la mesure gaussienne, dvy(x) := e~z dont la proposition 3.1.3 permet de cal-
culer implicitement le profil h, représenté sur la figure 3.1:

VzeR h7< / e—“"2du> = (3.3)

—00

— la mesure exponentielle, dv(zx) = %e‘|r|da: dont la proposition 3.1.3 permet de
calculer explicitement le profil h, représenté sur la figure 3.1:

v e0,1] , h(8)=min(31 - f). (3.4)
hs )
1 ==
1 - /// \,
Y \ N
/// A
/
0.8 4 / N
/ AN \\h”y
/ / \ N
! / N N
, / N\ th, N
// \\\
D.6 / N
//I /// \\\ \\
J \\ \
/// \\\
/ \
3.4 - / \ 3
! \
I/ // \‘\
/ \
/ // \\
/ \
2.2+ |/ \ \\
4 \ ‘\
Loh
1/, NN
b r” / \\ \‘\
1/ N
I/ N
o o2 o.a o6 o!s 1

F1G. 3.1 — Profil isopérimétrique de S'(1), des mesures gaussienne et exponentielle.
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mm-espaces modeles

Dans [Ro], A Ros introduit la définition suivante des mm-espaces modéles, afin de
généraliser la technique de symétrisation de Steiner et Schwarz au cadre des mm-espaces.

Définition 3.1.4 Nous qualifions le mm-espace (Eg,do,po) de mm-espace modéle si
(Eo,do) est une variété riemannienne et s’il existe une famille continue D = {D!|t € [0,1]}
de parties fermées de Ey, satisfaisant les conditions suivantes :

(i) pour tout t € [0,1], uo(D?) =t et si s € [0,t] alors D* C DY,
(it) pour tout t € [0,1], D' est un domaine & bord régulier tel que h(g, 4o ,u0)(t) =
pig (DY), et hgy do,u0) €t strictement positif sur]0,1],
(11i) pour tout r > 0, pour tout t € [0,1], il existe s := s(r,t) € [t,1] tel que (Dt)T = Ds
(iv) D' = Eqy et D° est un point ou ’ensemble vide®.

Remarques 3.1.5

— Dans la définition 3.1.4, le point (i) permet d’affirmer que les parties D! sont non
vides lorsque t €]0,1]. De plus, la continuité de la famille D signifie que 'applica-
tion ¢t — D!, de ]0,1] dans les parties fermées non vides de FEj, est continue pour
la topologie induite par la “distance” % de Hausdorff sur les parties fermées non
vides de Ej.

— Une grande famille de mm-espaces modeles, dont nous allons utiliser certains
représentants dans la suite, est fournie par la proposition 3.1.3. En effet, sur I'es-
pace modele (R,| - |,(x)dx), la famille D est donnée par D° = (), D' = R et pour
tout ¢ €]0,1[, D' =] — 00,a(t)] ot la fonction a(t) est définie par 'égalité

Cette notion de mm-espace modele permet d’étendre les points (i) et (v) de la pro-
position 1.26 au cadre des espaces métriques mesurés. Ainsi, en notant \; (E,d,u) le trou
spectral du mm-espace (F,d,u), défini, lorsque (E,d) est une variété riemannienne, par

M@mm:mﬁ{éwwWw@WeMMEwég@%mm:Léﬂmmwzo}

nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 3.1.6 Soient (E,d,;) une variété riemannienne munie d’une mesure de
probabilité” et (Eq,do,uo) un mm-espace modéle tel que

hE,dp) 2 P(Ey,doo)-

Alors,
(i) pour toute partie A C E non vide,

vreRy , p(Ar) = po((DHD),), (35)

5. Nous adoptons la convention suivante : les voisinages tubulaires de I’ensemble vide sont vides. Ainsi,
dans le point (44), si D° =0, ug (D°) = 0.

6. Attention, deux parties fermées non vides peuvent étre & une “distance de Hausdorft” infinie I'une
de lautre.

7.1l serait possible d’énoncer une proposition analogue en supposant que (F,d,u) est un mm-espace
quelconque, mais cela nécessite une généralisation plus fine de la notion de trou spectral et nous n’uti-
lisons pas dans la suite I'inégalité (3.6) dans un contexte aussi général.



102 3. PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES SUR LES MM-ESPACES

(ii)
)\l (Eadnu‘) = )\1(E07d07/140)' (36)

Remarques 3.1.7

— Le résultat du point (7) permet de démontrer, sous I’hypothese de comparaison
isopérimétrique de la proposition 3.1.6, la comparaison suivante des diametres® :

dlam(E,d) < diam(Eo,do).

— Sachant que la fonction de concentration d’'un mm-espace (E,d,u), notée OB, d,u)
est définie de RY dans R, pour tout u > 0 par

1
(g ap)(u) == inf {1(Ay)|A borélien de E tel que p(A) > 5},
le point (i) permet d’obtenir, sous les hypotheses de la proposition 3.1.6, la com-

paraison suivante des fonctions de concentration :

Vu>0 Q(B,d,u) (’LL) Z a(Eo,do,uo)(u)'

3.2 Apports de l'isopérimétrie sur les mm-espaces

La richesse de ’étude des problémes isopérimétriques sur les mm-espaces réside dans
le grand nombre d’espaces modeles dont le profil et les domaines isopérimétriques sont
parfaitement décrits (voir la proposition 3.1.3). Ceci ouvre la voie & des comparaisons
nouvelles. Plus précisément, la comparaison avec la mesure exponentielle permet d’in-
terpréter différemment la minoration du trou spectral donnée par J. Cheeger tandis que
la comparaison avec la mesure gaussienne facilite ’étude des propriétés isopérimétriques
du produit de mm-espaces.

2
3.2.1 Interprétation de la minoration du trou spectral: \; > %
La connaissance explicite du profil isopérimétrique du mm-espace modele (R,| - |,v),
donné par la relation (3.4), permet d’interpréter 1’égalité (1.4) qui relie la constante
isopérimétrique de Cheeger au profil d’une variété riemannienne fermée, comme une
comparaison de deux profils:

ho(M,g) = inf ——2——,
cM9) = Wl @)

d’ou

h(M’g) > hC(Myg)hy - h(R,hc(M,g)71|'|J’)‘

Ainsi, en rappelant que le résultat de comparaison des trous spectraux a partir d’'une
hypotheése de comparaison isopérimétrique (voir la proposition 1.26) se généralise au
cadre plus vaste des mm-espaces modeles (voir le point (i) de la proposition 3.1.6),
nous obtenons

M(M.g) = M (Rhe(M.g) 7' - |v) = he(M,g)* A1 (R,| - |,v).

8. La preuve de ce résultat nécessite une mesure p strictement positive sur tout ouvert.
9. Nous utilisons ici ’homogénéité du trou spectral, pour tout A > 0, A1 (E, A d,p) = X2\ (E,d,u) .



3.2. Apports de l’isopérimétrie sur les mm-espaces 103

Or l'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de calculer le trou spectral de I’espace (R,|-|,v),
MR, - |v) = i, d’ou

hC(Mvg)Q

)‘l(Mag) 2 4

(3.7)
Cette preuve de la minoration de la premiére valeur propre non nulle sur une variété
riemannienne présente l'intérét de la faire apparaitre comme un résultat issu de la com-
paraison du profil isopérimétrique de (M,g) avec celui de 'espace (R, - |,v). Cette in-
terprétation “géométrique”, sous-jacente dans la preuve du théoreme 6.9 de [G1], est a
rapprocher de I’étude proposée au chapitre IV de [B2], qui permet de donner une preuve
“a la Faber-Krahn” (c’est-a-dire en mettant en oeuvre une technique de symétrisation
sur une variété modele de révolution munie d’une métrique adéquate) de la minoration
(3.7) a partir de I'inégalité isopérimétrique

Vﬁ S [071] ) h(M,g)(ﬁ) = hC(Mag) min (ﬁal - ﬁ)

Remarque 3.2.1 Ce raisonnement se généralise sans aucune difficulté a tous les
mm-espaces modeles, d’ou le résultat général

A1(M,g) > < inf h(M’—g)(ﬁ)>2>\1(Eo do,tio0)-
’ B0 By, do o) (B) Y

Parmi toutes ces estimations, il convient alors de privilégier celles pour lesquelles le trou
spectral du mm-espace modele est connu et celles pour lesquelles la comparaison des
profils pourra étre minorée de maniére optimale. La mesure exponentielle sur (R, - |)
satisfait ces conditions, la mesure gaussienne aussi. En particulier, \;(R,| - |,y) = 2,
et si nous anticipons sur la définition 3.2.2 de la constante isopérimétrique gaussienne
hg(M,g),

A (M,g) = QWhG(Mvg)Q'

Comme nous le justifierons au paragraphe 3.2.2, en reproduisant des idées apparues dans
[BaMa)] et [Bal], les constantes isopérimétriques gausiennes des spheres sont connues et
cette inégalité donne'®

vneN* | A\ (S"(dn)) = 2m.

Sachant que la valeur exacte est A\; (S”(dn)) = 7;—752 qui tend vers 27 lorsque n tend vers

+00, nous pouvons, a 'instar de A. Ros dans [Ro], conclure & une forme “d’optimalité
en dimension infini” de cette minoration.

3.2.2 Profil isopérimétrique d’un produit de mm-espaces

Considérons le produit des deux mm-espaces (E1,dq,u1) et (Ea,da,u2), que nous no-
tons (Ep x Eg,\/d% + d%,ul ® 2), ou la distance est la distance “euclidienne” construite
a partir des distances d; et da, & savoir \/d3 + d3, et ou la mesure est la mesure produit
11 ® po. Nous allons essayer de voir comment minorer le profil isopérimétrique du pro-
duit en fonction des propriétés isopérimétriques de chacun des facteurs. Par ailleurs, en
considérant des domaines produits du type 1 x Fy (resp. Eq x Q9) ou Q1 (resp. €29) est
un domaine de mesure 3, presque ! isopérimétrique sur E; (resp. Ey), nous obtenons la

10. Nous utilisons ici les notations du paragraphe 3.2.2.

11. Dans le cadre des mm-espaces, nous ne pouvons plus affirmer que des domaines isopérimétriques
existent. Le “presque isopérimétrique” signifie ici “ dont le volume du bord est arbitrairement proche
de la valeur du profil pour le volume intérieur considéré ”.
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majoration

Vﬁ € [071] 5 h(EIXE%\/m,Hl@HQ)(B) < min (h(El,dl,,u,l)(ﬁ))h(Eg,dg,,ug)(ﬁ))‘ (38)

Dans ce paragraphe, le profil gaussien joue un role fondamental 1ié a ses propriétés
différentielles, a sa stabilité par produit et au lien étroit qui 'unit aux profils des spheres
euclidiennes.

Propriétés du profil gaussien

Le profil gaussien h., donné par la relation (3.3), est de classe C* sur ]0,1[, vaut 0
en 0, 1 en %, et vérifie I'équation différentielle

VB EO[ L hy(B)HI(B) = —2r (3.9)

Son comportement asymptotique au voisinage de 0 est donné par 1’équivalent

h~(B) 5:0 B/ —4mlog 3. (3.10)

B8>0

qui illustre la non intégrabilité de I'inverse du profil gaussien au voisinage de 0 et de 1.
Cette particularité est a rapprocher de la non compacité de (R,|-|,7) (voir les remarques
1.7.3).

Définition 3.2.2 Appellons constante isopérimétrique gaussienne du mm-espace (E,d,u),
la constante définie par

i h(E,du (6)
he (Bodojt) = f{ihw(ﬁ) ‘ﬁe]o,l[}.

Remarquons que, dans le cas ou (F,d,u) est une variété riemannienne fermée, cet infi-
mum est strictement positif compte tenu de la continuité des fonctions h(ys ) et h, et
de leurs comportements asymptotiques respectifs au voisinage de 0 (voir les équivalents
(1.12) et (3.10)).

Notons 7, la mesure gaussienne dv,(x) := e~l=l3dz sur 'espace euclidien (R™|| - [l2)
et h,, le profil isopérimétrique du mm-espace (R",|| - ||2,75). La propriété la plus remar-
quable du profil gaussien, qui joue un role déterminant dans la suite, concerne sa stabilité
par produit:

VneN* | hy =h,.

n

Lien avec l’isopérimétrie sur les spheres

Notons, pourn > 1, § > 0, Sn(%) la sphere de diametre % et, sin > 2, de courbure

sectionnelle constante &, qui peut étre vue dans (R™*1 || - ||2) comme le bord d’une boule
de rayon %. Soit (dy )nen+ la suite des diametres des spheres euclidiennes de dimension

n dont le profil vaut 1 en % Explicitement, nous obtenons par homogénéité, a partir des
profils décrits au paragraphe 1.1.1, d; = 1 et pour tout n > 2,

™

dn == 7-(-‘—-
Jo (sinw)"~Ldu

Par exemple, dy = 5 et d3 = 2.

Poincaré avait observé, au début du siecle précédent, que la mesure gaussienne 7,
sur R™ pouvait étre obtenue comme limite, lorsque n tend vers +o0o, des projections



3.2. Apports de l’isopérimétrie sur les mm-espaces 105

de la mesure riemannienne probabilisée de S™(d,,) sur un sous-espace vectoriel fixé de
dimension m. Cette remarque permet de démontrer que les demi-espaces sont les do-
maines isopérimétriques de (R™,]| - ||2,7m) (voir l'excellent exposé proposé dans [Ro]).
Ce lien entre l'isopérimétrie gaussienne et 'isopérimétrie des spheres est renforcé par
I'étonnante propriété suivante, établie par F. Barthe dans la proposition 11 de [Bal] et
illustrée par la figure 3.2.

Proposition 3.2.3 Pour tout n > 2,

VB E[0,1] 1, Ysna,)(B) < Ysnt1(d, ) (B) < hy(B) < hgnir(g,,1)(B) < hgn(a,)(6),

avec comme uniques cas d’égalité =0, 3 = % et 6=1.

1 i h (S2,can)
: 7 N / hey

Y(S2,can)

Fi1G. 3.2 — Pincement du profil gaussien par les profils de spheres.

Cette propriété de convergence des profils des spheres S™(d,,) vers le profil gaus-
sien permet d’établir la propriété de concavité (3.9) du profil gaussien comme une
conséquence des propriétés de concavité des profils des spheres. En effet, nous savons,
depuis le paragraphe 2.2.1 du chapitre 2, que, pour tout n € N\ {0,1}, d’une part la
fonction ygn(g,) est solution de I'équation différentielle (2.9)

’I’L7I‘2 2—n

et d’autre part, la fonction hgn(q,) est solution de I’équation différentielle (2.14)

2(n+1)
n+1 n—1

Y0l Ao (D0, (0) = =0 - D [sinaran) T a2

Apres avoir déduit de la proposition 3.2.3 la monotonie des suites (hgn(q,))nen et
(Ysn(dy))nen, nous observons que la convergence simple de ces suites vers h, devient
une convergence uniforme d’apres le théoréme de Dini. Ainsi, nous pouvons appliquer
le lemme B.3.11 aux deux suites d’équations différentielles précédentes, (3.12) et (3.11),
en utilisant

1. la convergence uniforme, sur tout compact de ]0,1[, du rapport hsn(a,,) /h~ vers 1,
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2. la convergence uniforme, sur tout compact de ]0,1[, du rapport Ysn(dy,) /h vers 1,
3. I’équivalent

us
2 B s
/ (sinu)" ' du ~p s poo oo
0
qui donne
. nm?
lim — =27
n—-+00 d%
et
2(n+1)

™ n—1
lim (n— 1)(/ sin u”_ldu> = 27.
n—-+00 0

Nous observons alors que les deux suites d’équations différentielles, indicées par la di-
mension des spheres impliquées, donnent la méme relation différentielle vérifiée par le
profil gaussien :

Vﬁ 6]071[ ) h"/(ﬁ)hfy,(ﬁ) = —271',

ce qui, d'une certaine maniere, permet d’affirmer que les propriétés différentielles de
concavité du profil gaussien sont un héritage des propriétés différentielles de concavité
des profils des spheres.

Minoration du profil d’un produit de mm-espaces

Nous citons ici un résultat obtenu analytiquement par F. Barthe dans [Ba2], par
F. Barthe et B. Maurey dans [BaMa] et dont A. Ros propose dans [Ro] une preuve
géométrique basée sur une adaptation de la technique de symétrisation d’une part et
sur la stabilité du profil gaussien par produit d’autre part.

Théoréeme 3.2.4 Soient (Ey,dy,u1) et (Ea,do,ug) deux espaces métriques mesurés tels
que

h(Elvdllefl) 2 h’Y et h(EQ,dQ,;LQ) 2 h’y' (313)

Alors, en notant (E,d,u) Uespace produit,

h(Evdyu) 2 hy.

Par conséquent, si ) est un domaine isopérimétriqgue de Eq1 de mesure 3 pour lequel
by i) (B) = hay(B), alors Q x Es est un domaine isopérimétrique de (E,d,u).

La comparaison entre le profil gaussien et celui de S'(1), illustrée par la figure 3.1
permet, en appliquant le théoreme 3.2.4 d’obtenir la comparaison entre le profil gaussien
et le profil du tore plat S'(1) x S'(1), reflétée par la figure 3.3.

Application a la détermination des constantes isopérimétriques de Cheeger
des produits de spheéres

Les comparaisons fournies par la proposition 3.2.3 nous permettent d’appliquer le
théoréeme de comparaison 3.2.4 lorsque nous considérons le produit de deux spheres eu-
clidiennes, S™ (A1dp, ) et S"2(Aadp,) (0 < A1 < A2). En effet, la propriété d’homogénéité
des profils et la proposition 3.2.3 donnent

A2

hSnl(%dnl) = )\—lhgnl (dnl) 2 h»y et hS”Q (dn2) 2 h,y’



3.2. Apports de l’isopérimétrie sur les mm-espaces 107

T ke
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FiG. 3.3 — Minoration du profil isopérimétrique du tore plat S*(1) x S*(1) par le profil
gaussien.

d’ou, en appliquant le théoreme 3.2.4,

1 1

ot Oy ) %872 Oadng) = 37 g (A, ) x572dny) = 3

h. (3.14)
De plus, la majoration (3.8) montre que la minoration (3.14) est une égalité en 3 car
I'inégalité hgn, (dny) = h. est une égalité en % L’optimalité de la comparaison en % et la
concavité du profil gaussien nous autorisent alors a calculer explicitement les constantes
isopérimétriques du produit :

2
hc (Snl (Aldnl) x S"2 ()\2dn2)) = )\_2

et
1

)\—2.
Notons enfin que le théoreme 3.2.4 précise qu'un domaine isopérimétrique de mesure %
est obtenu en faisant le produit de S™ (A1d,,,) par un hémisphere de S"?(\ad,,). Nous

donnons ci-dessous la généralisation de ce résultat a un produit fini de spheres eucli-
dennes.

ha (S"l()\ldnl) X S”Q()\gdm)) =

Proposition 3.2.5 La constante isopérimétrique de Cheeger de la variété obtenue en

faisant le produit des p sphéres (Sm()‘idm))KKp ot \; > 0 pour tout 1 <1 < p, est

2

hc (Snl (Aldnl)x. . XSnp()\pdnp)) - QhG (Snl (Aldnl)x. . XSnp(Apdnp)) - m
\Z\p 1

)
ot S" (Nidy,) est la sphére euclidienne de dimension n; > 1, de diamétre \id,, et, si
n; = 2, de courbure sectionnelle constante %.

Remarque 3.2.6 A. Ros propose dans [Ro] d’illustrer I'intérét des comparaisons avec
le profil gaussien en comparant différentes minorations du trou spectral pour le tore plat
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T := S'(1) x ... x S'(1) dont nous savons, d’apres la proposition 3.2.5, que ho(T") = 2
et hg(T™) = 1. La minoration établie par J. Cheeger dans [C], qui peut s’obtenir a partir
de l'inégalité hy» > 2h, d’apres le paragraphe 3.2.1, est

hC(Tn)Q _

M(T") > =S =1,

tandis que celle fournie par le théoreme 2.5.1, apres comparaison avec une boule eucli-

dienne & partir de l'inégalité hn > hCQ(Tn) min(3,1 — ﬁ)nT_l, donne

%
hC(Tn)2
4

L’inégalité issue de la comparaison avec le profil gaussien, hqn > h., conduit, d’apres la
remarque 3.2.1 a

A(T™) > 534 ~ 5,784.

A (T") > 27 ~ 6,283,

Sachant que la vraie valeur est 72, aucune de ces estimations n’est optimale. Cependant,
la hiérarchie dans ces comparaisons n’est pas claire. En effet, certes il est aisé de vérifier
que la minoration par h, est la plus mauvaise:

n—1

o

>2h, et hy>2h,.

Cependant, les deux autres profils modeles sont difficiles & départager : le profil modelé
selon 'espace euclidien de dimension n est meilleur que le profil gaussien pour les petits
volumes, mais moins intéressant au voisinage de %

Décrivons une autre application du théoreme 3.2.4 en considérant (M,g) une variété
riemannienne fermée. Par homogénéité, pour tout A dans ]0,1],

1 1
h(MJ\QhG(Mvg)QQ) = e (M,g) h(Myg) Z Xh’y 2 hy.

Par conséquent, pour tout entier n > 1, en appliquant le théoreme 3.2.4 et en utili-
sant la majoration (3.8), nous obtenons 'inégalité

hn (dn) x (M X2ha (M,g)29) Z P
qui est une égalité en %, ce qui permet d’obtenir
he (8™ (dn) x (MAha(M,g)*g)) = ho(S™(dy)) =2

et
he (S™(dy) x (MN*hg(M,9)%g)) = ha(S™(dn)) = 1.

Ainsi, nous connaissons la constante isopérimétrique gaussienne et la constante isopéri-
métrique de Cheeger pour tous les produits S(d,,) x (M, \2hg(M,g)%g) lorsque A €]0,1].
Une question intéressante consiste a préciser la valeur de ces constantes lorsque \ > 1.
En fait, pour A > 1, par homogénéité,
h = M\h
(smegm) —

> h..
sn(dn) §7(dn)) © iy

De plus, par définition de la constante isopérimétrique gaussienne,

1
hawhangre = pomr oy iang 2y (3.15)
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et il existe au moins une valeur 3y dans ]0,%] pour laquelle il s’agit d’une égalité. Ainsi
en appliquant le théoreme 3.2.4,

1
=—h

>
h(s"(dn)X(M7A2hc(M,g)29)) X (5 (%)< (M (Mg)2g)) © hy. (3.16)

> =

Compte tenu de la majoration (3.8), nous observons que cette minoration est une égalité
en tout point ou (3.15) est une égalité. Nous en déduisons qu’elle est optimale, d’ou

dn

ha (8"(dn) x (M N*ha(M.g)*g)) = Sha(S"(5) x (Mha(M.g)*g))

>l =] =

En revanche, pour calculer exactement la constante isopérimétrique de Cheeger a partir
de (3.16), il faudrait savoir qu’il s’agit d’'une égalité en § (ce qui est vrai lorsque (M,g)
est une sphere euclidienne). Néanmoins, une minoration est accessible :

hC(Sn(dn) X (M7>‘2hG(Mvg)2.g)) = hC(Sn(d_;) X (M7hG(Mvg)2.g))

>

>l Do > =

d’ol, compte tenu de la majoration (3.8), pour tout A > 1,

ho(M.g) )

< Ho (8" (dn) x (MAho (M 9)°9)) < min (2 1C00)

2

)
Remarques 3.2.7

— La technique qui permet de calculer les constantes de Cheeger des produits de

spheres euclidiennes se généralise a toutes les variétés dont le profil est minoré par

le profil gaussien avec égalité en %, cette derniere condition correspondant a la

relation

2he(E,d,p) = he(E,dypu).

— Si nous considérons le produit canonique de p copies du méme espace métrique me-
suré (E,d,u) (resp. de la méme variété riemannienne fermée (M,g)), noté (E,,dp,1p)
(resp. (Mp,gp)), le théoreme 3.2.4 et la majoration (3.8) permettent d’établir le
pincement suivant 12 :

Vp € N* ’ ZhG(E7dnu) < hC(Elhdpnup) < hC(Evdnu) (317)

Ce résultat doit étre rapproché du théoreme suivant, établi par S. Bobkov et
C. Houdré dans le théoréme 1.1 de [BH2], en utilisant des méthodes analytiques.

Théoréme 3.2.8 Pour toute variété riemannienne fermée (M.,g),

hC’(M7g)
2V6

12. Nous avons distingué le cas d’un produit de variétés de celui, plus général d’un produit de mm-
espaces afin de distinguer les pincements (3.17) et (3.18). En effet bien que le théoréme 3.2.8 de S. Bobkov
et C. Houdré puisse étre généralisé aux mm-espaces, il faut alors imposer des hypothéses supplémentaires
qui sont automatiquement satisfaites si nous considérons des variétés.

Vpe N | < ho(Mp,gp) < ha(M,g). (3.18)
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Il ne semble pas évident de décider, lequel de ces deux pincements est le “meilleur”
en toute généralité. Toutefois, il convient d’observer, a la lumiere de la proposition
3.2.5, que lorsque (E.d,u) est une sphére euclidienne, les trois termes de I'encadre-
ment (3.17) sont égaux. Enfin, ces pincements sont particulierement intéressants
dans la mesure ou, en appliquant la minoration de la constante isopérimétri-
que de Cheeger donnée par S. Gallot (voir le théoreme 1.4.4), nous obtenons,
si Ricciprg) 2 0, Uinégalité

2 2

ho (M, Z — =
c(Mp,gp) diam(Mp,g,)  /pdiam(M,g)

dont le second membre tend vers 0 lorsque p augmente, ce qui ne reflete pas du
tout le comportement de la suite (hC(Mp’gp))peN*'

3.2.3 Etude du profil d’un produit infini de sphéeres identiques

Définissons, pour n € N* la variété riemannienne (My, ;.9 p) comme le produit de p

spheres euclidiennes identiques de dimension n et de diametre d,,. Notons h, , le profil
np

isopérimétrique de (My, p,gn.p) €t Ynp = hrf son profil renormalisé. La majoration
(3.8) montre que pour tout n € N¥, les suites de fonctions (A p)pen €t (Ynp)pen sont
décroissantes et positives ou nulles. Par conséquent, il existe deux fonctions, h, o et
Yn,co, telles que

NICAS [071] ) hn,oo(ﬁ) = pEI—iI-loo hn,p(ﬂ) et yn,oo(ﬂ) = pEI-iI-loo yn,p(ﬁ)'

Nous allons proposer deux approches différentes pour essayer d’étudier ces profils li-
mites. La premiere repose sur le théoreme 3.2.4 de F. Barthe et B. Maurey, tandis que
la seconde essaie de comprendre comment les fonctions limites héritent des propriétés
de concavité des profils des suites (hpp)pen €t (Ynp)pen. Cette derniere idée a déja fait
ses preuves lors de I’étude du profil gaussien. Nous avons en effet montré que I’équation
différentielle et les conditions au bord qui le caractérisent, a savoir

VB0, hy(BR(B) =—2r , hy(0) =h,(1) =0,

peuvent étre déduites de la convergence uniforme de la suite (y(gn(dn))) vers A .

neN

Utilisation de la stabilité du profil gaussien par produit

Le théoreme 3.2.4 et le résultat de la proposition 3.2.5 montrent que

1
VpEN* | hnp>h, et hn,p<—) — 1,

2
d’ou, pour tout n > 1,

1

hn,oo<§> =1 et Vﬁ € [O,].] ) hn,oo(ﬂ) = h’y(ﬁ)

Par conséquent, les deux limites ¥, o et hy oo sont égales et leur minoration par /., est
une égalité en % Ce résultat nous amene par ailleurs a formuler la question suivante :

Question 3.2.9 Se pourrait-il que les fonctions limites (hn,o0)nen coincident avec h., ¢
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Utilisation des propriétés de concavité des produits de sphéres

Optons maintenant pour un point de vue axé sur les propriétés différentielles des
profils mis en jeu en faisant appel aux résultats établis dans le chapitre 2. Sachant que
la courbure de Ricci des variétés (M, ;,gn.p) satisfait

. (n —1)m?
Ricci(az, p.gn,p) = (0P — 1)W9n,p7
n

nous disposons de la propriété de concavité suivante pour les profils renormalisés v,
(voir le théoréme 2.2.1) :

n—1)r? 2—np
ﬁyww) =, (3.19)

VB €01 , D2y,,(B) < —np

Toutes ces inéquations différentielles permettent de conclure, a minima, a la concavité
des fonctions (Ynp)mpjenz €t par conséquent a la concavité des fonctions (Yn,co)nen;
puisque la concavité est conservée par limite simple. Ainsi, comme toutes ces fonc-
tions sont de plus symétriques par rapport a la droite verticale d’équation g = %, si
ynoo(%) =0, alors Yy, o est identiquement nulle (voir le lemme B.1.3), et si ynoo(%) > 0,
alors ¥y, o est strictement positive sur ]0,1[ (voir le lemme B.1.6). Nous savons, d’apres
la proposition 3.2.5, que le premier cas ne se produit pas, mais faire appel a ce résultat
rend le raisonnement proposé ici dépendant du précédent. Une autre justification de cela
consiste a utiliser le théoreme 3.2.8, établi par S. Bobkov et C. Houdré dans [BH2] et
rappelé dans les remarques 3.2.7. Nous pouvons, comme précédemment en déduire d’une
part que ¥n oo = hn,oo et d’autre part les suites décroissantes hy, Jhn oo €t yn,p/ Pnoos
qui convergent de facon monotone vers la fonction constante (donc continue) égale a 1
sur ]0,1[, convergent uniformément sur tout compact inclus dans ]0,1] (application du
lemme de Dini). Le lemme B.3.11 nous autorise alors a passer a la limite dans la suite
d’inéquations différentielles (3.19) indicées par p. Ainsi, pour tout n > 1, la limite Ay, oo
satisfait la relation différentielle

(n —1)m?

Vﬁ 6]071[ ’ hn,oo(ﬁ)h;;,oo(ﬁ) < - d2 (320)

Dans le cas particulier ot n = 1, cette relation différentielle exprime uniquement la
concavité du profil limite. En revanche, lorsque n > 2, le second membre est non trivial.
Nous allons par conséquent essayer de minorer le profil limite a partir des résultats de
comparaison analytiques sur les solutions d’inéquations différentielles.

Construction de solutions de I’équation différentielle y"y = —c (¢ > 0)

Nous allons nous inspirer de la définition du profil gaussien et de la construction
des profils modeles proposée a l'occasion du paragraphe 2.4.1 afin de paramétrer des
familles de solutions des équations différentielles associées aux inéquations différentielles
du type (3.20).

Pour tout ¢ > 0, définissons la fonction h, : [0,1] — Ry par h.(0) = h.(1) =0 et la
relation implicite

Vo eR hc<

T —cu? _cx?
[Z e du) B e

f+°O e~ duy f+°O e—culdy’
— o0 — 0o
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Proposition 3.2.10 La famille (hC)cER’_j_ est constituée de fonctions continues, de classe
C sur]0,1], qui satisfont la propriété de symétrie

Vﬁ S [071] ) hc(ﬁ) = hc(l - ﬁ)
et qui sont solutions des équations différentielles
Vﬁ 6]071[ ) h/c,(ﬁ)hc(ﬁ) = —2c.

En particulier, les fonctions (hc)ceR*+ sont concaves sur [0,1] et

1 1

* J— - = E
YN () B R

Be[0,1]
De plus, si d > c¢ >0, alors

vﬂ 6]071[ ) hc’(ﬂ) > hc(ﬂ)

hs
e

o o2 o.a o6 os 1

Fi1G. 3.4 — Graphes des fonctions h. pour c=1,¢c=2,c=m,c=4 et ¢ =5.

Pour tout ¢ > 0, pour tout s > 0, définissons la fonction h. g sur [0,%] par hes(0) =

0 et )
fx+oo e~ du ) e_cr2

Ve €ls,+o00] , hes| - | = —F———",
[ | o8 (2 f;rOO e—cu’dy 2 fs+°° e—cu’dy

puis prolongeons-la & [0,1] par symétrie (c’est-a-dire en posant he s(3) = he,s(1—3) pour
tout 3 € [3,1]).
Pour tout ¢ > 0, pour tout s > 0, les fonctions (hc,s) >0 vérifient la relation
s=>0
différentielle

1
VB € ]075[ ’ h/c/,s(ﬂ)hcys(ﬁ) =—2
et I'égalité

—682

sup hea(B) = hes (3 ) = =

6€[0,1] 2/ 2fs+oo e—c?dy
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L’étude des variations de la fonction

2
—cs
e

2 f:oo e~ du

montre qu'’il s’agit d’une bijection croissante de [0, + oco| dans [\/g, + 00 [ Ainsi, pour
tout ¢ >0ett > \/g nous pouvons définir s(c,t) comme 1'unique solution de ’équation

d’inconnue s

2
—cs
e

B 2fs+°° e—culdy,

L’interprétation que nous faisons de cette notation est que la fonction h, 4. est la
solution de I’équation différentielle

t

voelog| o MO he(s) = 2

qui vaut O en O et t et %
Il est possible de préciser le comportement asymptotique des fonctions h. s au voisi-
nage de 0:

hes(B) o~ BY/~Aeclog [ (3.21)

B8>0

Cette relation généralise I’équivalent (3.10) donné pour le profil gaussien (cas ou ¢ = )
et il est intéressant d’observer I'indépendance en s, au premier ordre du développement
asymptotique.

Remarque 3.2.11 Au cours du paragraphe 2.4.1 du chapitre 2, nous avons défini des
“profils modeles”, certes inspirés par les profils isopérimétriques des espaces simplement
connexes de courbure sectionnelle constante, mais qui n’étaient les profils isopérimé-
triques d’aucune variété, ni réguliere, ni singuliere. Ici, nous avons reproduit le méme
genre de manipulation : & partir des fonctions (h.).~o qui sont les profils isopérimétriques
des mm-espaces (R,| - |,/Sexp(—cv?)dv), nous construisons des fonctions (hes)s>0 dont
I'intérét analytique réside dans le fait qu’elles vérifient la méme équation différentielle que
h. et qu’elles décrivent de nombreuses conditions de bord lorsque le parametre s varie.
Il convient par conséquent de savoir si ces fonctions, naturellement introduites comme
les fonctions de référence pour des comparaisons analytiques a partir des inéquations
différentielles étudiées, ont une réalité géométrique. La proposition 3.1.3 répond posi-
tivement a cette question, les fonctions (hc’s)Cig sont les profils isopérimétriques des

2
R | | o Cmax (|s—u\,s+u) du
’ ’ 2 f:—oo e_CUQ du c>0 '

s>0

espaces unidimensionnels

Minoration du profil limite 5, ., par comparaison avec les “profils modéles”

_1)n2 )
Posons, pour tout n € N*, (n dé)ﬂ = 2¢,,. Nous observons d’une part que la suite

(cn)nen+ est strictement croissante, et d’autre part qu’elle tend vers 7w lorsque n tend
vers +o0o. La décroissance vient de la relation de récurrence sur les intégrales de Wallis :
s
cn = (n—1) [? (sinu)"'du et un raisonnement par récurrence  partir de la relation
2

n
VneN* | cppp=—————cy
mER e T )
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/ h'7r,0.6

h'7r,0.2

L5 ] heo = hy

o o2 o.a ole o's 1

F1G. 3.5 — Graphes des fonctions h. s pour c =7, s =0, s = 0,2 et s = 0,6.

>
4 ,/,/ ‘/ h’2,0.8
1.5 -
] ' hao.3
hao = hs
14 ,/"
2.5
o o2 o.a o6 o's 1

F1G. 3.6 — Graphes des fonctions h.s pour c =2, s =0, s =0,3 et s =0,8.
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permet de démontrer la monotonie
Vn € N* s Cp < Cn+1-

La limite de la suite (¢,)nen en 400 se calcule quant a elle a partir de I’équivalent du
terme général dans les intégrales de wallis qui donne un équivalent de (d,,)nen.

Ceci nous permet d’utiliser le théoreme de comparaison C.2.2, établi dans ’annexe
C lorsque n > 2. Appliquons-le tout d’abord pour a = 1, g(z) = —2%, f=hpo et
y— = h¢, pour obtenir

VB e01] 5 hnoo(B) = he, (B)-

Cependant, comme ¢, < 7, cette minoration n’est pas optimale en %, point pour le-
quel nous connaissons la valeur de hj, . Ainsi, nous pouvons affiner la comparaison
précédente en appliquant une seconde fois le théoreme C.2.2 pour a = %, g(x) = —2%,
J = hnoo €t y— = he, s(ca,1), c€ qui donne

V3 e [O,l] s hn,oo(ﬂ) = hcn,s(cn,l)(ﬁ)'

Comparaison des deux approches

Indiscutablement, la minoration issue du théoréeme de comparaison, qui repose sur
la stabilité du profil gaussien par produit, donne des minorations meilleures que celles
obtenues par intégration des inéquations différentielles satisfaites par les limites. Plus
précisément, nous observons que le minorant proposé dans la seconde approche tend
vers celui fourni par la premiere lorsque la dimension des spheres considérées tend vers
+o00.

3.3 Symétrisation des produits tordus

Voir 'article proposé dans ’annexe F.

3.4 Concavité du profil des variétés a densité

Le but de ce paragraphe est de généraliser au cadre des variétés fermées a densité
I’étude du profil isopérimétrique associé a une variété fermée, menée au chapitre 2 a
partir de ses propriétés différentielles. Par conséquent, nous considérons désormais une
variété riemannienne a densité et, en reprenant une étude détaillée de son profil, nous
cherchons & comprendre les influences respectives de la métrique riemannienne et de la
mesure non riemannienne sur ses propriétés de concavité.

3.4.1 Notations

Nous considérons, dans la suite de ce chapitre, une variété riemannienne fermée
(M,g) de dimension n (n > 2) et une fonction 1 & valeurs réelles, de classe C2 sur M.
(M,g,1)) représente ’espace métrique mesuré obtenu en considérant la variété M munie
de la distance riemannienne et de la mesure

dvg,y(p) == V(p)dy(p) (3.22)

dont ¥ := exp(¢)) est la densité strictement positive par rapport a la mesure rieman-
nienne canonique dv,. Nous désignons par vol(M,g,1) la mesure de M pour la nouvelle
densité,

VOI(M797¢) = Vgﬂli(M)v
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nous notons aussi

my = inf e?®)
peEM

et

My, := sup ¥,
peEM

Rappelons que le Hessien de la fonction v au point p est la forme bilinéaire symétrique
définie sur T, M par
Hessp,y)(X)Y) = Dxd,9(Y) — dpyp(DxY)

ou X et Y sont deux champs de vecteur réguliers et ou D désigne la connexion de
Levi-Civita sur (M,g). Sa trace est reliée & 'opérateur Laplacien :

tr(Hessp) = —Ay(p).

Par ailleurs, si s — 7(s) est une géodésique paramétrée par la longueur d’arc telle
que v(0) =p et ¥(0) = u € T, M, alors

d d?
(000)) =4 =5 Tmm a (§5006) = Hesi,

Observons que la régularité C? du logarithme v de la densité ¥ permet d’écrire les
développements limités suivants le long de v (développement de Taylor-Young) :

2
Y(v(s)) = ¥(p) + sdpw(u) + EHesspﬂ) (u,u) + o(s?), (3.23)

soit

&2
U(y(s)) = V@ [1 + sdpyp(u) + 5 (dpw(u)2 + Hess, 1) (u,u))] + o(s?). (3.24)

3.4.2 Le probleme isopérimétrique généralisé

Reformulons la définition 3.1.1 du profil isopérimétrique de ’espace métrique me-
suré (M,g,1) (voir aussi le paragraphe 3.1.3) : hns,g,4)(0) = h(pr,g,4)(1) = 0 et pour tout
B €lo1],

I/;:w(Q)

W/Q C Moy () = BVOI(M,g,z/;)}

h(M,g,d)) (ﬁ) = 1nf{

ou U;w(Q) désigne le contenu extérieur de Minkowski de € (voir le paragraphe 1.6), a

+ 15 s VQW(QE) B Vgﬂyb(Q)
vy () = hIan_)l(I)lf . .

savoir

La structure différentielle dont nous disposons sur la variété M nous permet de relier
ce choix de notion de volume de bord a la mesure riemannienne :

Proposition 3.4.1 Pour tout ), ouvert de M, a bord suffisamment régulier,

@ = [ ey m) (3.25)
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Remarque 3.4.2 Observons que pour tout a > 0 et ¢» € C?>(M,R),

hat,gp+a) = Mvg,w)

de sorte que nous pourrions faire un choix de normalisation des fonctions v, en supposant
par exemple que

min {(m)} = 0,

meM
ce qui correspond & des choix de densités minorées par 1. Cependant, afin de mieux
visualiser les modifications liées a la densité non riemannienne, nous ne supposerons
aucune normalisation.

3.4.3 Premieéres estimations du profil isopérimétrique

Nous allons, dans un premier temps, tout simplement observer que les relations (3.22)
et (3.25) permettent d’obtenir, pour tout ouvert a bord régulier Q C M,

myvolp (Q) < vg4(Q) < Myvol, (),
myvol,—1(09) < V;w(Q) < Myvol,_1(09),

d’ot1, pour tout 4 dans ]0,1[, la majoration

- 1 3 1
h(M,g,w)(ﬁ) < C(M,g,)) sup {h(M’g)(ﬁ)‘W < g < W} (3.26)
et la minoration
- 1 3 1
h(M,g,zp)(ﬁ) > ¢(M,g,¢) inf {h(M’g)(ﬁ)‘W < g < W}, (3.27)
oll nous avons posé
B myvol(M,g) B Myvol(M,g)
c(M,g,9) = Nol(M.g0) <1 et C(Mga) = ~oiilg) > L

En considérant les profils isopérimétriques renormalisés (c’est-a-dire les profils a la puis-
sance ;) et en utilisant le caractere lipschitzien de y(y 4) (voir le corollaire 2.3.4), ces
inégalités deviennent respectivement pour tout § dans ]0,1],

Yng)(B) < COMLg) T (yiarg)(8) + Lib (yar ) E(M.g.0)5) (3.28)

et
Y0 (B) > o(M.9.0) 7T (yar.0)(8) — Lin(yar.g)) E(M.g:1)5). (3.29)

oll nous avons posé

1 1
E(M,g,)) := max <1 — , — 1>.
C(M,g.) c(M,g.9)
Donnons quelques applications immédiates de ces estimations “grossieres” :
(i) la minoration (3.27) montre que le profil h(ys g est strictement positif sur ]0,1]
puisque le profil Ay 4) est continu et strictement positif sur 10,1[ (voir la proposi-
tion B.3.1);

13. Un autre choix de normalisation possible serait de supposer constant le volume de (M,g,3), par
exemple égal & 1.
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(ii) pour toute fonction ¢ dans C°(M,R), si nous considérons la famille des profils
associés aux densités (£1))->0, nous observons que la famille des fonctions définies

h
sur JO,1[, (fres)

égale a 1, uniformément sur |0,1[. Ceci résulte des inéquations (3.28) et (3.29), en
observant que la quantité
g

Y(M,g) (ﬁ)

est uniformément majorée sur |0,1[ (voir le théoréeme 1.4.4) et en utilisant les pro-
priétés immédiates suivantes

converge, lorsque € tend vers 0, vers la fonction constante

limo C(M,g,ev) = limo c(M,gep) =1 et limo E(M,qg,e¢) = 0.

e>0 e>0 e>0

Remarque 3.4.3 La propriété de continuité obtenue ci-dessus lorsque la densité tend
vers 1 se généralise en une continuité du profil vis-a-vis de la convergence uniforme des
densités : si (zpl)Z cny ©st une suite de fonctions de CY(M,R) qui converge uniformément
sur M vers une fonction 1, de CY(M,R), alors la suite de fonctions

h(Mogps0) / ien
converge vers 1, uniformément sur tout compact de ]0,1[. Ce résultat est une conséquence

immeédiate des estimations qui suivent. En effet, en posant

e = sup e _ ge(m))
meM

)

nous obtenons
&
m%o

Vg oo () < . vol(M,g) Vg, (€2) 4 i Vg oo (2)
VOI(Magﬂ/}OO) h ZVOI(M7g71/}OO) VOl(Mag71/}i) m?,l)oo VOl(Mmgawoo)’

Vg, oo (£2) < ( mwoo) Vg (§)
vol(M,g,¢s0) (1 _ vol(M,g,1;)’

|Vg,woo Q) - ngwi(QN <egivol(Q) < Vg voo (),

o) YN
Vgapss (§2) > (1_ woo) ngz
vol(M,g1bs0) ~ (1 + mw ) vol(M,g, ?,Z)z

()] < gvol(09),

Vo () = Vg,
V@ (147E) v @)
vol(M,g,00) (1 _ & ) vol(M,g,1;)’
Mapos
VOl(Magﬂ/}oo) <1 + Eq ) VOI( 797¢z)
Moo
d’ou )
-1
h(MdNZJi)(ﬁ) < C(i)sup {h(M,g,woo)(ﬂﬂm < g < C(Z)}
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et

D™

1 . N .
hang.0(8) > Gy it {bogwa Dl < 5 < COY

(1+5)
(1-5)

La convergence, uniforme sur [0,1], de la suite (h(az,g.,))ien Vers h(az g p..) découle de la
continuité uniforme de h(ps g4 sur [0,1] (donc de la continuité de h(psq,4..) que nous
justifierons ultérieurement dans le théoreme 3.4.14). La convergence, uniforme sur tout
compact de ]0,1[ de la suite des rapports vers 1 se déduit de la précédente apres avoir
rappelé que h(y g ..) ne s’annule pas sur |0,1].

C(i) ==

3.4.4 Comportement asymptotique pour les petits volumes

Donnons ici la généralisation de I’équivalent (1.12) explicité dans la proposition 1.5.2.

Proposition 3.4.4 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne fermée o densité de dimen-
sionn (n = 2). Le comportement asymptotique de son profil isopérimétrique au voisinage
de 0 est donné par la relation

1
'Ynqu n—1

harg (B) o~ g (3.30)

0 B
=g Vol(M.g.1)

Remarque 3.4.5 Ce résultat est en accord avec I'invariance du profil lorsque la densité
U est multipliée par une constante car la quantité W est homogene. Notre refus
de toute normalisation permet d’interpréter qualitativement ce comportement asymp-
totique : les domaines isopérimétriques de petit volume se concentrent au voisinage des
points de faible densité.

Démonstration.

C’est une simple adaptation de la preuve de P. Bérard et D. Meyer donnée dans le
cadre riemannien (voir [BM]), qui consiste & remarquer que par continuité de la densité
non riemannienne considérée, le lemme de localisation II de [BM] se généralise de la
maniere suivante :

Lemme 3.4.6 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2) et
Y € CO(M,R). Pour tout ¢ > 0, il existe p = p(e,M,gnp) tel que pour tout m de M et
tout ouvert a bord régulier Q) inclus dans la boule ouverte de centre m et de rayon p,

1 n—1

V;:w(Q) z (1- E)mi')’nyg,w(Q)T'

a

Remarque 3.4.7 Si nous considérons le probleme isopérimétrique a l'intérieur d’un
ouvert relativement compact €2, a bord régulier, inclus dans une variété riemannienne et
muni d’'une densité non-riemannienne, nous disposons du comportement asymptotique
suivant :

1
Ty, n-1
hnga(B) ~ —— " (3.31)
B8 vol(M.g.ap)
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ou

. . 1 .
mq,p = min <;gsf) {ew(p)},iple%fﬂ {ew(m}).

Cet équivalent, qui se prouve en adaptant le lemme de localisation I de [BM], résulte de
la compétition entre les domaines qui s’appuient sur le bord 90f2 de 'ouvert €2 et ceux qui
se concentrent en les infima de la densité considérée lorsqu’ils se trouvent a l'intérieur
de 'ouvert 2.

Majoration asymptotique du profil pour les petits volumes

Sachant que la mesure riemannienne admet le développement limité suivant en co-
ordonnées normales au voisinage du point p, pour t < inj (M,g) (p),

o Ricci(u,u)

dyy (expp(su)) = [1 -5 + 0(82):| s" tdsdugn-1(u),

nous obtenons avec (3.24) le développement limité de la mesure non riemannienne

i Ricei(u,u)
2

dvgy (expp(su)) = e¥(®) [1+3dpzp(u)+ 3

<dp1/1(u)2+Hess(u,u)—
Nous en déduisons les développements limités de la mesure non riemannienne des petites
boules et des petites spheres:

2

o (Bp)) = P |14 2 (19,007 - 0= ) | o(rm42) (3.2)

et

2
v o(Blor) = e"Pay_yr" ! [1 + ;—n (IIVWII2 — Ay — WH +o(r"t?). (3.33)

Remarque 3.4.8 Ces développements limités sont donnés sans preuve (et avec fautes
de frappe) au cours du théoréme 8 de [Q)].

Utilisons maintenant ces comportements asymptotiques pour majorer asymptotique-
ment le profil isopérimétrique au voisinage de 0, en testant les petites boules géodésiques.
Pour cela, posons pour 7 < inj (p),

Vg (B(p,?"))

Blr) = Vol (M)

Cette fonction est de classe C2, strictement croissante et sa réciproque, r(3) admet le
développement limité

ew(p) Wn ew(p) Wn 3

>] 5" tdsdygn-1(u).

"(8) = (7V°I<M’g’¢))iﬂi g <V01(M’g’¢)>i(HVplﬁIP—Aw—M)ﬁi]+o(ﬁl+i>.

n+2)

En injectant les petites boules de centre p dans la définition du profil isopérimétrique,
nous obtenons, pour 3 assez petit, 3 < B(inj(as,q)(p)),

vy (Bp.r(5)))
vol(M,g,4)

h(M7g,w) (5) <
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d’ou
2
hg) (B) 3 vol(M,g,) \ ™ 2 scal(p) \ L2
iy — S - |14 g (M) (I - s - S o
e vol(M,g,) "
car
vyu (B (8) e 1
vol(M,g,3)) vol(M,g.1) =
2
3 vol(M,g,1) \ ™ 9 scal(p) ,2
1 — A — z
<14 g () (192 - s - 225
+o<ﬁ1+%).

Il est probable que le comportement asymptotique du profil isopérimétrique au voi-
sinage de 0 soit égal a I'infimum, pris sur ’ensemble des points réalisant le minimun de
la densité, des majorants proposés ci-dessus. Ce résultat serait alors & rapprocher du
développement asymptotique (1.14) établi dans le cadre riemannien qu’il généraliserait.
D’un point de vue géométrique, la différence d’interprétation serait que, sur une variété
fermée a densité, les domaines isopérimétriques se concentrent au voisinage des points
de densité minimale, et si ceux-ci sont isolés, ils choisissent préférentiellement ceux qui
minimisent la quantité

A — scal(p)'
3
Cette “stratégie” serait ’analogue du résultat qualitatif de concentration des domaines
isopérimétriques de petit volume au voisinage des maxima de la courbure scalaire, mis
en évidence sur les surfaces riemanniennes fermées par P. Pansu dans [P1].

3.4.5 Régularité a priori

Proposition 3.4.9 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimensionn (n > 2)
et ¢ € CO(M,R). Alors la fonction R gy est continue sur [0,1].

Démonstration.

Il s’agit d’une adaptation immédiate de la preuve de la continuité du profil isopéri-
métrique d’une variété riemannienne fermée proposée par S. Gallot dans [G1] (lemme
6.2).

Od

Remarque 3.4.10 La technique développée au cours de la preuve du lemme 6.2 de
[G1] permet non seulement d’établir la continuité mais aussi le caractere localement
Holderien d’exposant ”T_l du profil isopérimétrique de la variété a densité (M,g,1)).
3.4.6 Propriétés différentielles de concavité

Variations des aires et des volumes

En reprenant les notations et la description des coordonnées normales géodésiques
au voisinage d’une hypersurface 02 de partie réguliere 0€)., donnée au paragraphe
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2.1.1, et en considérant une variation normale infinitésimale paramétrée par la fonc-
tion ¢ € C*°(99,,R), notons

+
" Vg,w(ng,t)
0 = o)
" _ Vgp(SQopt)
Vel = (g

Nous obtenons, compte tenu de la relation (3.25) et de 'expression (3.24), la généralisation
suivante des développements limités de la proposition 2.1.1:

v, (Q) 2" (0
¢ _ gy ap (0) 3
L) = Shiga T Ot =g 0),
w//
" Ve w! ve (0) 9 3
vy () 7VO1(M79’¢}) + v (0)t + s t“ + O(t?),
ou
1
azl(o) = W/&m Uﬁ,w(p)SO(p)ew(p)dVg\anr (),
at(0) = —— IV,0l13 + 0(0)? (17.0()? = 1AZ13) | ¥ P vy, ()
" Vol(M,g.9) Joe pPll2 T @P) \ Nz yp\P pll2 ] |€ 9100, \P
+ /a . (Hesw(ﬁ(p),ﬁ(p)) —Ricci(M,g)(ﬁ(p),ﬁ(p)))s@(p)%w(p)dvg‘am (p),
Wy L w(p)
1
O = T L, A, 0)

Nous avons noté 7;,,(p) la quantité

n7(p) + Ao (7(p)) = 15(p) + 9 (V1,7 (p)),

et nous 'appelons courbure moyenne généralisée car c’est elle qui remplace la courbure
moyenne dans les formules de variations. Observons en particulier que cette courbure
moyenne généralisée comporte un terme lié a la géométrie de 92 et un terme lié aux
variations du logarithme de la densité dans la direction normale a Of).

Existence et régularité de domaines isopérimétriques

Enoncons des versions généralisées de la proposition 2.2.5 et du lemme 2.2.6. L’exis-
tence et la régularité des hypersurfaces minimisantes pour le probleme isopérimétrique
sur une variété fermée a densité nous ont été confirmées par F. Morgan et apparaissent
dans [M1].

Proposition 3.4.11 Soient 3 dans |0,1] et (M,g,1)) une variété riemannienne fermée
a densité de dimension n (n > 2). Alors il existe un ouvert S tel que

- Vg(Q) = Bvol(M,g,1p),

= Vg (Q) = har g (B)vol(M,g,1),

— 00 est l'union disjointe d’une partie réguliere OS2, composée de points au voisinage
desquels c’est une hypersurface C°° de courbure moyenne généralisée constante,
et d’une partie singuliere 0N, définie par 02 := 0\ 0L, dont la dimension de
Hausdorff dans (M,qg) est inférieure ou égale a n — 8,
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— 0N) est orientable et 0L),. est muni d’un champ normal sortant unitaire régqulier.

Observons qu’a la différence de la proposition 2.2.5, ce n’est plus la courbure moyenne
de 0f) qui est constante, mais sa courbure moyenne généralisée, comme le montre la for-
mule de variation de ’aire au premier ordre. Le lemme suivant, inspiré du lemme 2.2.6,
se prouve de maniere analogue et permet de relier la courbure moyenne généralisée des
domaines isopérimétriques aux variations du profil.

Lemme 3.4.12 Soient (M,g,1)) une variété riemannienne fermée a densité de dimen-
sionn (n > 2) et Q un domaine isopérimétrique de volume relatif 3, de champ normal
sortant U, dont 1y, désigne la courbure moyenne généralisée. Alors

hat,g,0) (B + 1) = hiarg ) (B) hat,g,0) (B =) = hiarg.0)(B)

lim sup < Ny < liminf £3.34)
u—0 u u—0 —Uu
w>0 u>0

Remarque 3.4.13 La limite inférieure et la limite supérieure qui interviennent dans
le lemme 3.4.12 sont en fait de vraies limites. Ceci sera justifié par la régularité a pos-
teriori du profil, que nous obtiendrons lors du théoréeme 3.4.14 comme conséquence de
I’étude de ses propriétés différentielles.

Inéquations différentielles satisfaites par le profil

Reprenons le principe des techniques variationnelles exposées au paragraphe 2.1.2,
les calculs menés lors de la preuve du théoreme 2.2.1 et les développements limités
généralisés de ce paragraphe. En choisissant un domaine isopérimétrique 2 tel que
Vg, (82) = Bovol(M,g,1) et en considérant a partir de 02 des variations normales dirigées
par ¢ € C*(09Q,,R), nous obtenons, apres simplification liée au caractére constant de
Ny, Pour tout a € [n, + oo,

__, a-1 a 2-a faQ vawuze dVg\aQ
D2< (Mgw )(ﬁo) < ﬁh(M,g,w)(ﬁ o) ot [( 2> V;@(Q)
(faﬂr w(p)ew(p)d’/gwanJ

fam (Hessz/)(ﬁ( ), (p)) —RiCCi(ﬁ(p),’j(p)))So(p)2ew(p)dyg\anr N

14
g,

1
r P 2
_ 5 Vgﬂf}(Q) + —a — 1‘7']17711}] .
Observons que 'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’établir la majoration

1 1 2
9 <f89r w(p)egw(p)egw(p)dyg\an) 2 V;w(Q) faQT Sp(p)Qew(p)dVg‘agr

2 _
NG = N7 2 S Ny 2
( faQT SO(p)ew(p)d’/g\anr) ( faﬂr (p(p)ew(p)dl/g\am)

9

(©2)
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d’ou

D2< ("a ,lg ¥) )(ﬁo) < %h(M,gﬂb) (Bo) =1 (2 [(faQT HVWH%ew(p)d”gan;)
( Joa, w(p)ew(p)dVg\aQJ

Iy, (Hesst(7(p).7(p)) — Ricci (7(p).7(p)) ) p(0) % P,

( Jog, p(P)e?Pdyg 0. ) 2

Joo, (55170 — 14515 ) ot <>ﬁ@M%MM]

(o, So(p)ew(p)dyg‘am)2 .

A partir de cette inégalité (3.35), nous allons explorer différentes relations différentielles
possibles, correspondant a des hypotheses de natures différentes.

(3.35)

Théoréme 3.4.14 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne fermée a densité, de dimen-
sionn (n > 2) telle que

sup [V <C , C>0 (3.36)
peEM

et
Ricci(prg) — Hessyp > (n—1)6g , J €R. (3.37)

Alors, le profil isopérimétrique h(yr 4 4) admet des dérivées a droite et a gauche en tout
point 3 de |0,1] telles que

1
VBEOL | haurguh(B) > haugey(B) et hangw)(3) 20

11 satisfait de plus la relation différentielle

1 ~ (horgayB) =€)
h(M,g,w) (5)

Vﬁ 6]071[ ; ﬁh(M,g,w) (5) < n—1

—(n— 1)5)(3.38)

Démonstration.
Reprenons 'inégalité (3.35) dans le cas particulier @ = 400 et utilisons I’hypothese
(3.37), afin d’ obtenir, pour toute fonction ¢ de C2(9,) d’intégrale non nulle,

Joo, Vol ® vy, )

(Jon, #0)e? Py, )’
Joa, p0)*e*Pdvg s,
(faﬂr P(p)e? P dvg s, )2
Joa, 147 13¢(p) ew(p)dngT]
( Joau, 90(p)ew(p)d”9\aw)2

Majorons alors, dans un premier temps, le dernier terme qui est négatif ou nul par 0 et
appliquons la proposition 3.4.11 qui précise que la propriété H,_3(9€s) = 0, permet,

D2har ) (B0) < hargn(Bo) ™! ;w(Q)[<

— (n=1)

(3.39)
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comme dans la preuve du théoreme 2.2.3, de remplacer ¢ par les éléments de la suite
(\IIZ)Z N de fonctions appartenant & C?(9,.,[0,1]), construite dans la proposition A.0.5
et correspondant & des variations de 92 selon des hypersurfaces qui conservent la méme
partie singuliere et qui sont paralleles a 92 sur le complémentaire d’un voisinage de
0Q. Ces fonctions vérifient de plus

. . ¥(p) = pt
Zli)rélo . U;(p)et? dVg\aQr - Vgﬂlf(Q)’

. ()20 (D) = vr
zllg}o 90, Vi(p) e dvg g, = v (),

zlggo o0, V¥ [Ffaa d’/gwaﬂr = 0

si bien qu’en passant a la limite sur 7 dans la relation différentielle (3.39), nous obtenons

(n—1)0
ha,g.u)(Bo)

La continuité (voir la proposition 3.4.9) et la stricte positivité du profil sur ]0,1[ (voir
I'inégalité (3.27)) permettent alors, a partir de ce résultat, de conclure, par 'intermédiaire
de la proposition B.3.1, a la dérivabilité a droite et & gauche en tout point de ]0,1] (et
donc & la dérivabilité sur le complémentaire d’une partie au plus dénombrable de ]0,1[)
ainsi qu’a l'inégalité qui relie ces deux dérivées, d’ou le caractere positif de la dérivée a
gauche en % compte tenu de la symétrie du profil.

Ces propriétés de régularité vont nous permettre d’affiner les majorations utilisées

précédemment, aidés en cela par la proposition 3.4.11. En effet, 'inégalité classique

D2har,g.4) (o) < — (3.40)

1 =
e, ——pp) — 14515 <0

permet de majorer le terme —||Ag||§ :

2 2

AT — o _ (n7,p + dpt(9)) _ (gl = C)
A2 < = < -
p n—1 n—1 n—1

De plus, en les points By ott h(ys g est dérivable, le lemme 3.4.12 donne

(g (Bo)l = C)*

n—1

hogw) (Bo) =gy don —[|AT]5 <

tandis qu’en les points [y ou les dérivées a droite et a gauche different,

D2hy1,9.4)(Bo) = —o0.

Ainsi, en reportant ces observations dans l'inégalité (3.39) puis en reproduisant les
mémes variations infinitésimales “presque paralleles” a support compact dans le com-
plémentaire des singularités de 02, nous obtenons

— 1 (|h(Mgw (Bo)l = )
D2har,g.)(Bo) < I <— S —(n—1)),

ot nous aurions pu remplacer h(pr,g ) ¥ "(Bo) par h(a,g) g (ﬁo)



126 3. PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES SUR LES MM-ESPACES

|

Remarques 3.4.15
— Dans le cas particulier ou ¢ est une fonction constante, I'inéquation différentielle
(3.38) redonne la relation (2.11) établie lors du théoreme 2.2.3, et qui est optimale
dans la mesure ou les profils des sphéres euclidiennes réalisent des cas d’égalité.
— L’inéquation différentielle (3.38) reste valide si h(M,g,q/));(ﬁO) est remplacée par

h M7g7w);(ﬁ). A condition de restreindre le domaine de validité de (3.38) a]0,1[\/,
ou [ désigne I'ensemble au plus dénombrable sur lequel iy, 4y n’est pas dérivable,
il est possible de remplacer la dérivée a gauche par la dérivée.

L’étude du profil isopérimétrique des variétés fermées a montré que le résultat de
concavité le plus fort était la concavité du profil renormalisé (cas o = n) sous I'hypothese
Ricci > 0. Le théoreme 3.4.14 ne permet pas de généraliser immédiatement ce résultat.
Cependant, il établit la concavité du profil sous I’hypothese

Ricci(pr,g) — Hessy > 0,

que nous allons désormais envisager comme un cas limite d’une hypothese plus générale.

Hypothéses de type courbure-dimension

Lors des manipulations précédentes, nous avons observé le role crucial joué par la
forme quadratique

Ricci(ag,g)(+,) — Hess(ar,g)? () (3.41)

En supposant une minoration de ce tenseur, uniforme sur la variété, nous pourrions
espérer généraliser au cadre des variétés a densité, une partie des résultats “classi-
ques” obtenus sur les variétés riemanniennes a partir d’'une borne inférieure sur la
courbure de Ricci (généralisation des théoremes de Meyers, de Bishop, de Bishop-
Gromov, de Heintze-Karcher...). Cependant, Z. Qian montre dans [Q] que I'hypothese
Riccipr,g) —Hess(ar,g)% = 0 n’implique pas que (M,g.2)) soit de v, -mesure finie et tech-
niquement, ’hypothese Ricci(ys gy — Hess(pr,4)9) > 0 n’apparait pas comme I'hypothese
pertinente pour atteindre ces généralisations. Il faut en fait, pour pouvoir généraliser
I’hypothese de courbure

RiCCi(M,g)('a') Z (Tl - 1)59(7) ) d€ R7 (342)

considérer le tenseur (3.41) perturbé par un terme en d¢ ® di qui fait intervenir les
dérivées premieres du logarithme de la densité non riemannienne. Reprenons les nota-
tions introduites par Z. Qian dans [Q] et notons, pour tout ¢ > 0 et pour toute fonction
Y € C2(M,R), Ricci(My)i le tenseur

.. 1
RICCI(M,g)('v') - HeSS(M,g)w('v') - 5d¢ & d¢(a)

Ainsi, 'hypothese (3.42) se généralise en I'hypothese dite “de courbure-dimension C(r,n+
q)” suivante:

Ricci(Mg)Z)(-;) >rg(,) ou (rq) € Rx]0,+ o). (3.43)

L’appellation hypothése de courbure-dimension peut s’interpréter, lorsque ¢ € N*, si
nous choisissons de définir § par I'égalité r = (n + ¢ — 1)d. En effet, bien que la variété
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riemannienne (M,g) soit de dimension n, l'espace de comparaison privilégié apparait
comme étant la variété riemannienne simplement connexe de dimension n + g et de
courbure sectionnelle constante §. Ainsi, cette généralisation de ’hypothese de courbure
détermine la courbure et la dimension de ’espace modele correspondant, ce qui explique
son nom. Enfin, remarquons que I’hypothese de courbure-dimension C((n —1)4, + oo),
pour une variété a densité de dimension n, correspond a I’hypothese

Ricci(pg,g)(+,) — Hessar,gy¥ () = (n —1)dg(-,)

sous laquelle nous avons établi le théoreme 3.4.14.

Inéquations différentielles sous hypothése de courbure-dimension

Généralisons I'inéquation différentielle (2.7) sous I'hypothese de courbure-dimension
C((n+q—1)én+q).
Théoréme 3.4.16 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne fermée a densité, de dimen-
sionn (n > 2) telle que

Ricci(My)z >(n+qg—1)0g , (4,9 e RxR}. (3.44)
Alors, pour tout a € [n + q, + 9],

an+q—1)5 2—

B0l . D)) < - hage(B)=T. (3.45)

a—1

Démonstration.
Reprenons l'inégalité (3.35) en faisant apparaitre le terme sur lequel porte 1’hy-
pothese (3.44) afin d’obtenir, pour toute fonction ¢ de C2(9€,) d’intégrale non nulle,

Joo, IVpl3e*Pduy )

(fmr Qp(p)ew(p)dl/gwgr) 2

Jos, (%011011)(17)2 + Hessy (#(p),7(p)) — Ricci(ﬁ(p),ﬁ(p))) p(p)*e!Pdug,,,
(fmr Sp(p)ew(p)dyg‘aﬂr)2

Joo, (FEmm3 = 14213 = La,0 (7)) so(p)Qew(mdugaw]

2
( Jaq, (p)et @ dygxam)

L’utilisation de la minoration classique de HAg |3 en fonction de la courbure moyenne et
de ’hypothese (3.44) donne

a

D2< ([)‘A;gw)(ﬁO) < Oé_lh(M,g,w)(ﬁo)i?V;w(ﬂ)[<

(3.46)

Joo, IV pel3e @l )
(faﬂr gp(p)ew(mdyg‘amf
Joe, (551 (1 = (9)) = 21 — 2,(7)?) o (p)e” P vy,
(faﬂr gp(p)ew(mdyg‘amf
fmr gp(p)%w(p)dyg‘am ]
<faQT Sp(p)ew(p)dyg‘aﬂr>2 .

(01

D2(hiy, ) (Bo) < a_lh(M,g,w(ﬂo)%V;w(m[(

— (n+q-1)6 (3.47)
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Considérons le second terme,

n—ao 9
qui est un trinome du second degré en d, (ﬁ(p)), dont le coefficient dominant est négatif
ounul si @ > g+ 1 et dont le discriminant vaut

An5(p)* (g +n —a)
g(n —1)(a—1)

Nous en déduisons que pour tout a > n + g, ce terme est négatif ou nul, d’ol, en faisant
appel aux techniques désormais classiques des variations presque paralleles construites
dans la proposition A.0.5, 'obtention de la famille d’inéquations différentielles suivantes :
pour tout « € [n + ¢, + o],

a—1

— —1)6 2-a
VBl L D(hifyy)B) < ~ XTI )

a

Remarque 3.4.17 Précisons le résultat du théoreme 3.4.16 dans les deux cas limites
suivants: “q tend vers 0” et “q tend vers +00”,

— si (M,g) est une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2) telle que
Ricei > (n —1)dg (6 > 0), alors elle satisfait I’hypothese de courbure-dimension
C((n +q—1)on + q) pour tout ¢ > 0 de sorte qu’en passant & la limite sur
g tendant vers 0, nous retrouvons l'inéquation différentielle (2.7) établie lors du
théoreme 2.2.1;

— si (M,g,1)) est une variété riemannienne fermée a densité de dimension n (n > 2)
telle que Ricci — Hessyp > (n — 1)dg (0 > 0), alors elle satisfait ’hypothese de
courbure-dimension C'((n — 1)d — %suppeM [Vpw||%,n + q) pour tout ¢ > 0 car

. 1 1
Riccl(r,g) () — Hessrg) () — ~dp @ dy () > (n— 1)d —— sup vasz-)g(-,-),
q q pecM

de sorte qu’en considérant I'inéquation différentielle (3.45) pour o = n + ¢ puis
en passant a la limite sur ¢ tendant vers +o0, nous retrouvons la version affaiblie
(3.40) de l'inéquation différentielle (3.38) du théoreme 3.4.14.

La généralisation des propriétés différentielles de concavité, pour le profil isopérimé-
trique des variétés riemanniennes fermées a densité, sous une hypothese de courbure-
dimension, suggere de reprendre I’étude de leurs nombreuses conséquences, déja détaillées
lors du chapitre 2. Le contréle topologique et géométrique des domaines isopérimétrique
et de leur bord s’obtient d’une maniére analogue a la méthode proposée au paragraphe
2.3.3. Nous pouvons aussi rechercher des estimations du profil isopérimétrique, en faisant
appel aux profils modeles définis au paragraphe 2.4.1. Il convient alors d’observer que
seules les minorations peuvent étre généralisées, il est impossible de majorer le profil
d’une variété a densité de dimension n par le profil d’'un espace modele de “dimension
n + q” a cause de leurs comportements asymptotiques respectifs au voisinage de 0. En
fait, nous allons limiter notre étude a la généralisation de I'inégalité de Lévy-Gromov a
partir de laquelle nous étendrons les théoremes de Myers, de Lichnerowicz et de Bishop-
Gromov.



3.4. Concavité du profil des variétés a densité 129

3.4.7 Extension de I’'inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov et con-
séquences

Donnons une généralisation de I'inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov dans le
cadre des variétés fermées a densité. Pour cela, généralisons '* les notations du chapitre
2 en définissant implicitement, pour tout (p,d) € [1, + co[xR% et R €]0 \/—] la fonction

hp.s.r sur [O,%] par hy, 5 r(0) =0 et

Vr E]O,R] R hp,g,R<

Jy (55(w)"du ) R CI0)
2Jy" (s5(u)”du) 2 [ (ss(w)”du

Nous la prolongeons ensuite & [0,1] par symétrie en posant, pour tout 3 € [%,1], hps.r(B) =
hp,s,r(1 — B).

Théoréme 3.4.18 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne fermée a densité, de dimen-
sion n (n > 2) telle que

Ricci(M’g)Z} >(n+qg—1)g , (4,9 € R} xRY. (3.48)
Alors,
VB0, hurgw)(B) > hurgs = (B) (3.49)
Démonstration.

Reprenons la famille d’inéquations différentielles vérifiées par le profil isopérimétri-
que (résultat établi lors du théoreme 3.4.16) dans le cas particulier « = n + q:

n+qg—1 _

VBl D2(hyi ) (8) <~ + )0hang ()T (3.50)

L’inégalité annoncée résulte alors, comme lors de la preuve de l'inégalité de Lévy-

Gromov proposee au paragraphe 2.4.2, de l’apphcatlon du théoreme C.2.2 pour a = 1,
n+q

g(x) = —nx = L f= h("ﬂ“/;qg Yety = h;‘:‘; 51 . Ainsi, comme y_ est une (la) solution
V5

de I'équation différentielle

n+qg—1

Vg0l , DI(hE)(8) = —(n+q)oh(g) it

qui prend les mémes valeurs que y(,7,4) en 0 et en 1, nous obtenons

Vﬁ € [071] 5 h(M,g,zj)) (ﬁ) P hn-i—q,&,%(ﬁ)'

Remarques 3.4.19
— Si g est un entier non nul, la conclusion du théoréme de comparaison 3.4.18 prend
une signification plus géométrique :

Vﬁ € [071] ) h(M,g,w) (6) Z th+q (5)

Nous en déduisons en particulier que cette généralisation est optimale lorsque ¢
est entier, Sgqu réalisant un cas d’égalité.

14. Lorsque p € N*, les fonctions hp s r coincident avec les profils modeles définis au cours du para-
graphe 2.4.1.



130 3. PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES SUR LES MM-ESPACES

— Le théoréme 3.4.18 contient I'inégalité de Lévy-Gromov. En effet, si (M,g) est une
variété riemannienne telle que Ricci > (n —1)g, alors elle vérifie I'hypothese (3.48)
pour tout ¢ > 0 et § = nigil (le logarithme v de la densité ¥ est alors la fonction
nulle), d’ou

n—1
ntq—17

Vg>0 g 2 hyyy,

™

et nous obtenons l'inégalité de Lévy-Gromov en passant a la limite sur ¢ tendant
vers 0.

— En se reportant au paragraphe 2.4.1 pour relire les définitions des fonctions hy, s,
nous sommes tentés de dire qu’elles peuvent étre interprétées comme les profils
“généralisés” des “spheres” de courbure sectionnelle constante d et de “dimen-
sion” (éventuellement non entiere) p. Par ailleurs, la proposition 3.1.3 permet
d’établir que la fonction h, s est le profil isopérimétrique du mm-espace modele
unidimensionnel

([O%} (| v <sa<u>)p‘1du)_1<85<x>>p‘1dx)-

La difficulté qui se glisse ici est que la densité de ce mm-espace s’annule aux
extrémités du segment considéré, phénomene que nous avons écarté lors de la des-
cription des variétés a densité. De plus, ceci explique pourquoi la comparaison
(3.49) n’est pas optimale au voisinage de 0, & la différence des estimations obte-
nues par des méthodes analogues au théoreme 2.4.12. En effet les comportements
asymptotiques respectifs des profils concernés different. Celui du profil de (M ,g,lq,b)

est en ﬁl_% (voir I’équivalent (3.30)) tandis que celui de hn+q757% est en ﬁl_n_ﬂ“q,
ce dernier profil correspondant & un espace modele de “dimension (n + q)”.
Une application immédiate de ce résultat consiste a établir la majoration du diametre
et la minoration du trou spectral qui suivent toute minoration du profil par un mm-
espace modele, d’apres la proposition 3.1.6. Ceci conduit a une généralisation des théoremes

de Myers et de Lichnerowicz sous 'hypothese de courbure-dimension C' ((n+q— 1)(5,n+q)
(0 >0).

Corollaire 3.4.20 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne fermée a densité, de dimen-
sionn (n > 2) telle que

Ricci(My)Z} > (n+q—1)6g , (6,9 € RL xRY.

Alors,
n —+
)\1(M79ﬂ/1) > 5 a
et
diam(M,g) < —
iam(M,g) < —.
g Vo
Démonstration.

La minoration du trou specral est une conséquence du point (i7) de la proposition
3.1.6 qui établit, a partir de la comparaison isopérimétrique hys 4 ) = hn+q,5,% donnée
par le théoreme 3.4.18,

M(Mg.) > M ([o%] 11 v (85<u>)”*q‘1du>_1(s5<x>>”*q‘1dx>-

Le calcul du membre de gauche, qui vaut "TJ”I 15 conduit par conséquent au résultat.

15. Il faudrait soit une référence, soit disposer d’une preuve.
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Prouvons maintenant l'estimation portant sur le diametre. La majoration (1.20) et
la minoration (3.49) du théoreme 3.4.18 donnent

1

) 2 du
diam(M,g) < 2/ —_.
0 hn+q75’75(u)
Effectuons alors le changement de variable

u=p(r

ou 3 est la bijection croissante définie de [0,2—\%] — [0,%] par

~—

forﬂ(s(g(u)) "l qy
2 [V (35(u))n+q_1du

T

En observant alors que
T . _ o
Vr € }0,2\/5] , h"+q’5’_5 (ﬁ(r)) =p(r) et du=g(r)dr,

nous obtenons

Remarques 3.4.21
— Ces comparaisons du diametre et du trou spectral sont optimales, lorsque ¢ € N,
dans la mesure ou les spheéres Sg+q réalisent des cas d’égalité. En effet, le corollaire
3.4.20 correspond alors aux comparaisons suivantes :

M(M,g.) = A (S§T?) et diam(M,g) < diam(S§77).

— Nous pourrions, d’'une maniére analogue a la proposition 1.26, démontrer, a par-
tir de la comparaison isopérimétrique obtenue dans le théoreme 3.4.18 (& savoir
hr,gw) 2 hn+q,5,%, ce qui généralise I'inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov),
que pour tout ouvert 2 de M,

AP (Q) = AP ()

ou 2* est la boule centrée en 0 du mm-espace

( [0,%} 11, < /0% (55(u))n+q_ldu> o (35(x))"+q_1dx>

de méme volume relatif que Q (si ¢ € N*, Q* s’interprete aussi comme une boule
géodésique de (S?Jrq) de méme volume relatif que 2, ce qui généralise le point (v)
de la proposition 1.26). Observons par ailleurs que cette généralisation des minora-
tions de la premiere valeur propre de Dirichlet s’accompagne d’une généralisation
du théoreme de comparaison de Cheng que nous précisons dans le théoreme E.3.1
de 'annexe E.

— Le lecteur intéressé par les minorations du trou spectral faisant intervenir la cour-
bure de Ricci, le diametre et la dimension, trouvera dans l'article [BQ1], écrit par
D. Bakry et Z. Qian, une présentation unifiée des résultats optimaux en courbure
positive ou nulle.
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L’inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov généralisée (3.49) permet aussi de controler
la croissance du volume des voisinages tubulaires d’une partie fermée (voir le point (i)
de la proposition 1.26 et son extension dans la proposition 3.1.6). Nous en déduisons
par conséquent le résultat de comparaison suivant :
Corollaire 3.4.22 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne fermée a densité, de dimen-
sion n (n > 2) telle que

Riccig)? = (n+q—1)dg , (d,9) € R x RE.

q
¥
Alors,

™

Ve

fo: (s5(w))" " du

V(m,r) € M x [0, —
IR& (Sg(u))nJrq_ du

} » v (B(mr)) = vol(M,g,1) (3.51)

Remarque 3.4.23

— La minoration (3.51) du volume des boules géodésiques donnée par le corollaire
3.4.22 n’est pas de l'ordre de grandeur optimal pour les petites valeurs de r (voir le
développement limité (3.32) du volume des petites boules géodésiques). En effet,
I’hypothése de courbure-dimension C' ((n+ qg—1)on+ q) donne acces a une compa-
raison avec un espace modele de “dimension (n 4+ ¢)”. Cette minoration, uniforme
sur (M,g,10) est améliorée par la généralisation du théoréme de Bishop-Gromov,
proposée dans ’annexe E et établie différemment par Z. Qian dans [Q]), qui donne,
pour tout m € M et r € [0,diam(M,g)],

fT (sa(u))nﬂ_ldu
Vg’w(B(m,T')) P> Vol(M,gﬂ/J)fgﬁan?(M,g) (Sa(u))nﬂ_ldu.

— Le corollaire 3.4.22 suggere une extension des théoremes de précompacité du genre
du théoréme 1.7.5 pour une distance (ou seulement une topologie) adéquate sur
les espaces métriques mesurés (voir dans cette direction l'article [Fu] de K. Fukaya
et le chapitre 32 de [Gr]).
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Chapitre 4

Continuité du profil
isopérimétrique vis-a-vis de la
distance de Gromov-Hausdorff

M. Gromov a introduit une distance sur I'ensemble £ des classes d’isométrie des
espaces métriques compacts, appelée distance de Gromov-Hausdorff, qui généralise la
distance de Hausdorff sur les parties compactes non vides d’un espace métrique. La dis-
tance de Gromov-Hausdorff entre deux espaces métriques compacts (E1,d1) et (Ea,ds)
est donnée par (voir [GLP] et [BBI])

dan ((B1,d1),(E2,d2)) = inf {dH,dl,g (El,EQ)}
di2

ot 'infimum est pris sur I’ensemble des distances dj » sur 'union disjointe de Fy et Fy
qui coincident respectivement avec d; et dg en restriction a Ey et Ea, et ou dp g4, , designe
la distance de Hausdorff sur les parties compactes non vides de (E; [[ E2,d; 2). L'espace
métrique (£,dgy) s’avere alors étre un espace métrique complet dont M (n,d,v,d) est une
partie précompacte ! (théoréme 5.3 page 65 de [GLP]). Il convient alors de s’intéresser &
la continuité d’invariants géométriques attachés a certains espaces métriques compacts.
Par exemple, les fonctions diametre et radius sont continues (et méme lipschitziennes)
pour cette distance. L’objet de ce chapitre est I’étude du comportement de la suite des
profils isopérimétriques associée a une suite de variétés fermées qui converge vers une
variété fermée de méme dimension, tous les termes de la suite satisfaisant une méme
borne inférieure sur la courbure de Ricci.

Nous avons obtenu, d’une maniere assez inattendue, au chapitre 2, & ’occasion du
corollaire 2.6.7, que lorsqu’une suite de variétés fermées de dimension n (n > 2), dont
la courbure de Ricci est minorée par celle de la sphere (S™,can), converge vers la sphere
(S™,can), alors la suite des rapports des profils sur celui de la sphere converge vers 1,
uniformément sur ]0,1[. Il semble par conséquent naturel de se demander si cette “conti-
nuité”, sous hypothese de courbure, du profil isopérimétrique en la sphére canonique
est un phénomeéme particulier a la sphere ou bien si, a l'instar de la continuité du vo-
lume (voir [C3]), il s’inscrit dans un cadre plus vaste, a savoir que la convergence d’une
suite de variétés vers une variété de méme dimension, sous une minoration uniforme

1. En fait, M. Gromov établit la précompacité de I’ensemble des variétés riemanniennes compactes
de méme dimension, de diametre uniformément majoré et de courbure de Ricci uniformément minorée.
Par conséquent, la borne inférieure sur le volume des variétés de M(n,d,v,d) n’est pas nécessaire a la
précompacité de cet ensemble. Toutefois, cette contrainte supplémentaire sera conservée tout au long du
chapitre 4 afin d’éviter le phénoméne d’effondrement des suites de M(n,d,v,d) (voir la remarque 4.1.3).
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de la courbure de Ricci, implique la convergence de la suite des profils isopérimétriques
vers le profil de la variété limite. En étudiant plus précisément la preuve du corollaire
2.6.7, nous observons que ce résultat de continuité en la sphere vient d’une part de la
convergence de la suite des volumes -ce qui impose une convergence des profils pour
les petits volumes compte tenu du comportement du profil au voisinage de 0 (voir la
proposition 1.5.2)- et d’autre part de 'utilisation de la sphére comme modele de compa-
raison pour pincer la suite les profils isopérimétriques (voir le corollaire 2.4.14). Ainsi,
puisque la preuve de la continuité du profil en la sphere semble reposer sur le fait que
la sphere est un espace modele auquel 'inéquation différentielle (2.7) permet de com-
parer les profils des variétés ayant le méme minorant sur la courbure de Ricci, ce qui
est caractéristique de la spheére, cette technique ne semble pas pouvoir étre adaptée afin
d’obtenir une généralisation du résultat par une méthode analogue. Cependant, I'autre
point essentiel de la preuve, la continuité de la fonctionnelle volume sur les variétés sa-
tisfaisant la méme borne inférieure sur la courbure de Ricci, prouvée par T. H. Colding
dans [C3], n’est pas spécifique d’une convergence vers la sphére. De plus, ce résultat de
continuité a été renforcé dans [ChC1] ou J. Cheeger et T. H. Colding démontrent d’une
part qu’en restriction a M(n,d,v,d), la fonction volume est uniformément continue, et
d’autre part que son prolongement continu a 'adhérence de M (n,d,v,d) coincide avec la
mesure n-dimensionnelle de Hausdorff. Une lecture attentive des résultats et des tech-
niques exposés dans [ChC1] nous a donné I'idée que des arguments analogues pourraient
permettre de montrer que si (M;,g;)icn est une suite de variétés fermées de dimension
n (n > 2) qui satisfont, pour tout ¢ € N,

Ricci(ag,g,) 2 —(n —1)gis
et qui convergent vers une variété fermée (M,g) de dimension n telle que
Ricci(prg) = —(n —1)g,

alors L
lim sup Z(Mig) \7) (8)

— 1] =0.
i—+o0 gejo [ | Par,g)(B)

Le chapitre 4 est essentiellement consacré a la preuve de ce résultat qui apparait au
théoreme 4.2.7.

Dans un premier temps, nous présentons de maniere détaillée les preuves et les
résultats inspirés de [ChC1] qui permettent de décrire les espaces singuliers de I’adhérence
de M(n,d,v,§) dans &, pour la topologie induite par la distance de Gromov-Hausdorff.
Les théoremes 4.1.18 et 4.1.19 constituent ’aboutissement de ces constructions et donnent
des estimations uniformes sur les ensembles M(n,d,v,6). Nous pouvons alors débuter la
preuve de la convergence des profils isopérimétriques, organisée en deux étapes dis-
tinctes. D’une part, la convergence vers 1, uniformément sur tout compact de |0,1[, du
rapport des profils s’obtient grace aux descriptions fines et techniques des paragraphes
précédents. D’autre part, cette convergence uniforme sur tout compact de ]0,1[ peut
étre améliorée en une convergence uniforme sur ]0,1[ par 'utilisation simultanée (dans
lapplication du lemme B.3.4) de la convergence des volumes et des propriétés de conca-
vité des profils révélées par 'inéquation différentielle (2.7) commune & tous les profils
renormalisés des variétés de M(n,d,v,d). Enfin, nous conclurons ce chapitre par une ap-
proche fonctionnelle de la convergence des profils, qui met en parallele deux théorémes
de précompacité : la précompacité de I’ensemble de variétés M(n,d,v,0) (théoreme 5.3
dans [GLP]) et la précompacité de I’ensemble des profils isopérimétriques renormalisés
des variétés de M(n,d,v,0) (corollaire 2.3.4 et théoréeme d’Ascoli). Nous verrons que cet
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aspect fonctionnel nous incite a énoncer une conjecture concernant le comportement de
la suite des profils isopérimétriques associée a une suite de variétés de M(n,d,v,d) qui
converge vers un espace singulier adhérent & M (n,d,v,9).

Avant de commencer, rappelons que méme s’il est évident, compte tenu du com-
portement asymptotique des profils au voisinage de 0 (voir la proposition 1.5.2), que la
convergence vers 1 du rapport des profils, uniformément sur ]0,1[, implique la conver-
gence des volumes, le travail présenté dans la suite s’appuie fortement sur le résultat
de continuité des volumes de T. H. Colding. En conséquence, sans exclure le fait que
d’autres preuves de la convergence des profils puissent, par le biais de cette remarque
redonner la convergence des volumes, ’approche présentée ici ne le permet pas.

Enfin, observons que la nécessité d’une hypothese de courbure, afin d’espérer le
moindre résultat de convergence (convergence ponctuelle sur [0,1] par exemple) est
illustrée par ’existence d’une famille (S5)5>0 de surfaces de révolution régulieres de
(R3,can), dont I'allure des génératrices est proposée dans la figure 4.1, qui convergent,
lorsque ¢ tend vers 0, vers (S?,can) en distance de Gromov-Hausdorff, et dont la suite
des évaluations des profils en % tend vers 0. Cet exemple montre, par la méme occasion,
la nécessité d’une minoration de la courbure pour obtenir le résultat de continuité des
volumes de T. H. Colding.

Fi1G. 4.1 — La famille des surfaces de révolution (Sf)a converge en distance de Haus-

>0
dorff, lorsque € tend vers 0, vers S? dans R3, sans qu’il n’y ait convergence, ni des

volumes, ni des profils isopérimétriques.
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4.1 Etude de ’adhérence de M(n,d,v,0) pour la distance de
Gromov-Hausdorff

4.1.1 Définition du cadre. Notations

Considérons un espace métrique compact (My,doo) Obtenu comme limite, pour la
distance de Gromov-Hausdorff, d’une suite ((Mi’gi))ieN de variétés de M(n,d,v,0). Nous
noterons d; une distance compatible sur I'union disjointe de M; et M, -ce qui signifie
qu’en restriction & M; et M, d; coincide respectivement avec la distance riemannienne
et dso- telle que la distance de Hausdorff entre M; et M., dans (]\4Z 11 Moo,di) est stricte-
ment inférieure a dGH((Mz‘,gz‘),(Moo,doo)) + % Nous noterons v; la mesure riemannienne
canonique de (M;,g;).

4.1.2 Construction d’une mesure limite sur M,

Cette construction est une version détaillée de celle proposée dans [ChC1]. Notons
(200,p)pen une partie dénombrable dense de M. La convergence des variétés M; vers
M nous permet de construire, pour tout p entier, une suite (z; p)ien telle que pour tout
i entier, z; , appartient a M; et

di(zi,pazoo,p) < dGH((Miagi)a(Momdoo)) + i

Considérons la suite de fonctions ( fivp)i N définies par
fip ¢ [0diam(Mx,dso)] — Rt
r — U (B(zi,p,r)).
Observons que le théoreme de Bishop-Gromov permet d’écrire, pour tout couple
(r1,r2) tels que 0 < 1 < 79 < diam(My g ),

fip(r2) = fip(r)l = [vi(B(zip,r2)) — vi(B(zipr1))|
Z(B (2ip,r2) )
< v (B(ZZ,IHTI Z(B ZipiT1 ) 1)
6(r2)
< Vn,&(rl)< n6(7'1) 1)
< Vas(ra) = Vis(r). (4.1)

Ainsi, pour tout p entier fixé, la suite de fonctions ( fi,p) ;en st uniformément équicontinue
et a valeur dans un ensemble relativement compact de R (car borné) si bien que le
théoreme d’Ascoli s’applique et permet d’ affirmer que quitte a extraire, nous pouvons
supposer que la suite ( fivp)i oy converge uniformément vers une fonction fu, p, conti-
nue sur [0,diam(Mes,d)]. Par procédé d’extraction diagonale, nous pouvons de plus
supposer que pour tout p la suite ( fi,p)i cn converge vers Joo,p-

Considérons maintenant la fonction fu, définie sur la partie dense (2oo p)pen X [0,diam (Mo ,doo )]
de My x [0,diam(Meo,dso)] par

VpeN |, Vre [Oydiam(Momdoo)] 5 foo(zoo,par) = foo,p(r)'

Remarquons d’une part que par passage a la limite sur ¢ dans la majoration (4.1), nous
obtenons, pour tout p € N et pour tout (ry,r2) € [0,diam(My,doo)]?,

|foo(zoo,par2) - foo(zoo,py""l” < |Vn,6(""2) - Vn,é(rl)|>
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et d’autre part que si 7 > doo(2o0,pr200,q), alors

|foo(zoo,par) - foo(zoo,qarﬂ < Vn,6 ("") - Vn,& (T - d(zoo,p,zoo,q))’

car
|JE00(Zoo,p77’) - JEOO(Zoo,qﬂ’” = Zl}inoo ‘VZ( (Zi,p7r)) - Vi(B(Zi,qf”)) B
et si v;(B(zipr)) = vi(B(2iq.r)), comme B(zp,r — d(2ip,2iq)) C B(ziq.r),

0<y (B(z@p,r)) —y; (B(z@q, ) 1/2( (Zipor ) —y; (B(z@p,r — d(zi,p,zi,q)))

<
< Vas(r) = Vis(r — d(zipyzig))-

Ainsi, fs est uniformément continue et se prolonge par conséquent en une fonction
foo, continue et définie sur My, X [0,diam(Myo,do)].

Remarque 4.1.1 Dans l'idée de cette construction, f(z,r) est le bon candidat pour
représenter le “volume” de la boule de centre z et de rayon r dans M. Cependant,
nous ne pouvons pas encore ’affirmer.

Observons que la fonction f., satisfait la propriété suivante :

Proposition 4.1.2 Si (m;);en est une suite de points telle que pour tout i entier, m;
appartient a M; et s’il existe mys, dans My, tel que

lim di(my,me) = 0,
1—+00

alors, pour toute suite réelle (r;)ien qui converge vers r € [0,diam(Ms,doo)],

lim ui(B(mi,ri)) = foo(Moo,r).

i——+00

Démonstration. Montrons tout d’abord le résultat lorsque la suite (7;);en est
constante et égale ar € [0,diam(My,dso)]. Soient my, dans Moo, r dans [0,diam (Mo, doo)]
et ¢ > 0 fixés. Par densité de la famille (2 p)pen, il existe une suite (2o p, Jken telle que

kEI-iI-loo doo (Zoo,p;C 7m00) =0.

Notons
@i = di(ZipZoope) > Uik = doo(ZooprMoc) i = di(mi,meo)

et gardons bien en téte que pour tout k fixé, ces suites tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers
+00. Observons alors que

di(m;,2i p,.) < di(MmiMeo) + doo(Zoo py.,Moo) + di(ZipyZ00pr) = @ik + bik + €
si bien que dans M;,
B(zipyr — @ik — bigy — ¢;) C B(mg,r) C B(zip,r + aip + big + i),
d’ou, avec le théoreme de Bishop-Gromov,

Vn,g(r + a;k + bi,k + Ci)

vi(B(mi,r)) < vi(B(zipyr + @i+ big + ) < vi(B(zip1)) Vis(1)

(4.2)
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et
vi(B(mi,r)) = vi(B(2ip.r — @ik — big — ¢i))
> vi(Bziper) = [vi(Bziper) = vi Bz — i — by — i)
> wi(Blaipr) — [Vislr) = Vaalr = aip — bi — i) (4.3)

Par continuité de f., fixons kg suffisamment grand de sorte que

Wl m

|foo(moo>"") - foo(zoo,pko 7"")| <
Ainsi, il existe un entier ig tel que pour tout 7 > i,
rz Q5 ko + bi,k() + ¢,

[Vis(r) — Vas(r — a@iky — bigo — ¢i)| <

Wl m

et
Vs (1 + i gy + bi ko + ¢i)

Vn,é(r)

Ainsi, pour tout i > iy, a partir des inégalités (4.2) et (4.3), nous obtenons

<1l+e

vi(B(mi,r)) < (1 +e)vi(B(zipy, )

et
€

Vi(B(mi,r)) >y (B(zl-7pk0 ,7’)) 3

d’ou, en passant respectivement a la limite supérieure et inférieure, sur %,

2 ... . €
foo(Moor) — = < liminf y; (B(mi,r)) < lim sup y; (B(mi,r)) < (1+¢) (foo(moo,,«) + —).
3 1—+400 i——400 3
Le résultat s’en déduit alors en passant a la limite sur £ tendant vers 0.
Si la suite (7;);en n’est pas constante et converge vers r € [0,diam(Mo,dso)], si 7
le résultat est immédiat car foo(m,0) = 0 et pour tout i € N, y; (B(mi,ri)) < Vs

= 07
8(73).-
Si r > 0, observons que d’une part

v; (B(mz-,r)) sir; >,
v (B(mg,r;)) = Vi s (T .
Z( (mi Z)) { Vn’i((:)) v; (B(mi,r)) s1ry <,
et d’autre part
v; (B(mi,r)) sir; <7,
1/2( (mz,n)) { “//’:i((’;f))vi(B(mi,r)) sir; >,
d’ou le résultat par passage a la limite sur 3. O

A partir de cette fonction f,,, nous pouvons construire une mesure extérieure vy,
définie pour toute partie A de M, par

Voo(A) := lir% Voo,e(A)

E—>

ou
Voo,e(A) := inf{ g foo(mp,ri)|A C U B(mg,r),Vk € Njri, < E}.
keN keN



4.1. Etude de I’adhérence de M(n,d,v,0) pour la distance de
Gromov-Hausdorff 139

(dans cette définition, nous considérons les recouvrements par des boules ouvertes, ce
qui n’a pas vraiment d’importance d’apres la remarque 2.3 page 7 de [Si]). Le critere
de Carathéodory (voir le théoreme 1.2 page 3 de [Si]) implique que cette mesure est
Borel-réguliére, ce qui signifie (voir [Si], page 2) que les boréliens sont v.-mesurables et
que pour toute partie A de M, il existe un Borélien B contenant A et de méme mesure
que A.

Remarque 4.1.3 Notons une conséquence immeédiate de la proposition 4.1.2, pour
tout point m de M, la fonction
I oo(m7r)

r— W7 (4.4)

définie sur ]0,diam(Ms,do )], est décroissante et sa limite lorsque 7 tend vers 0 est ma-
jorée par 1. Ceci implique en particulier que la mesure v, est majorée par la mesure
de Hausdorff n-dimensionnelle. De plus, le théoréeme de Bishop-Gromov appliqué aux
variétés de M(n,d,v,6) montre que la fonction définie par (4.4) est minorée par m.
Ce minorant strictement positif, qui résulte de la minoration uniforme du volume et de
la majoration uniforme des diametres des éléments de M (n,d,v,d), interdit a la fonction
foo d’étre identiquement nulle, ce qui pourait se produire s’il y avait effondrement de
la suite (M;,g;)ien (par exemple convergence vers une variété de dimension strictement
inférieure).

Enoncons et prouvons le théoreme 1.10 de [ChC1]:

Proposition 4.1.4 La mesure vy vérifie
V(m,r) € Mo x [0,diam(Mso,dso)] , Voo (B(m,r)) = foo(m,r). (4.5)

Ainsi, vy est une mesure de Radon et par ailleurs, vy est l'unique mesure de Radon
sur My satisfaisant cette propriété.

Démonstration.

Fixons m dans M, r €]0,diam(Mq,dso)] €t (m;)ien une suite de points tels que
pour tout ¢ entier, m; appartient a M; et

lim d;(m;,m) = 0.

Nous noterons (p;);en une suite de réels qui tend vers 0 et telle que pour tout 4 entier,
dGH((Mi>gi)v(Mooadoo)) < Pj-

Appliquons alors le lemme de recouvrement D.1.1 simultanément a toutes les boules
B(mg,r). 1l existe r.(e,n|n,d,v,6) > 0, N.(e,n,n,d,v,0) € N et pour tout i entier, une
famille de boules ouvertes (B(m#,sF)) k—1....n, centrées dans B (mj,r + €) et recouvrant
B(mg,r) telles que

-Vk=1,... ,Ni,rcésf < e,

- Nz‘ < Nca

N;

v; (B(mf,sf)) < (L +n)vi(B(mir +¢)). (4.6)
k=1
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Dans un premier temps, pour 7 fixé, complétons la famille (mf)kzl N, par des points
quelconques de B(m;,r), notés (mf)k:NiH,...,NG auxquels nous associons une boule
fermée de rayon nul.

Ainsi, pour k£ = 1,... ,N, fixé, a toute suite (mf)ieN associons une suite de points
(mf ~)ien de My tels que dz(mf,mf o) < pi. Quitte & extraire successivement un nombre
fini de fois, nous pouvons supposer que tout pour k=1,... N, fixé, les suites (mf o0 )ieN
et (s; )eN convergent respectivement vers m et 3

La propriété de recouvrement des familles (B(mf,sf )) ol

Bt A 7Ni
les familles (B(mi-foo,si-€ + 2pi)))k:1 w, indicées par i entier constituent une suite de
recouvrement de B(m,r) par des boules de rayon inférieur & 2¢ (pour i assez grand) de

sorte que pour tout ¢ assez grand (tel que p; < €),

permet d’affirmer que

Voo,2e (B(’I’)’L,?“)) < Z foo(mﬁoo,sf + 2pz)
k=1

soit, en passant a la limite sur ¢ et en utilisant la continuité de f,

Nc
Voo,26(B(mir)) <) foo(mie,sho)-
k=1

Observons maintenant qu’en passant a la limite sur ¢ dans (4.6), avec 'aide de la
proposition 4.1.2, nous obtenons

Zfoo w5 < (14 0) fo(mar + ),

d’otu, pour tout € > 0 et > 0,
Voo 2¢ (B(m,r)) < (1+n)foo(mr+¢)

ce qui donne par passage a la limite sur € puis sur 7,
Voo (B(m,r)) < foo(m,r).

Ainsi, v est une mesure Borel-réguliere de masse totale finie (car foo (m,r) < V;, 5(d),
voir la remarque 4.1.3) donc une mesure de Radon puisque M, est un espace métrique
compact (voir le théoreme 1.3 page 4 de [Si]).

Montrons maintenant I'inégalité réciproque : soit € > 0, comme nous savons désormais
que Uy est finie, par définition de v, il existe €y > et un recouvrement de B(m,r) par

des boules (B(mk,sk))kzlw’  (nous pouvons nous limiter a un nombre fini de boules
car nous recouvrons un compact par des boules ouvertes) tel que pour tout k = 1,... ,N,
sk < €o et
N
Voo (B(m,r)) > Zfoo(mk,sk) —e.
k=1

Cependant nous observons alors que pour tout ¢ entier, la boule B(m;,r) de M; est
recouverte par la famille de boules (B(mf,sk + 2pi))k:1 _y ou mf appartient a M; et

satisfait d;(mf,m;) < p;. Ainsi,

Vol (my,r) Zvol sk + 2pi)),
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soit, en utilisant le résultat de la proposition 4.1.2 et en passant a la limite sur i,

N
foo(mar) < Z foo(mkysk)y
k=1

d’ou
foo(m,r) < voo(B(m,r)) +¢
et le résultat (4.5) par passage a la limite.
Il ne reste plus qu’a voir que cette mesure de Radon est caractérisée par la propriété
(4.5). En effet, si deux mesures de Radon sur v, satisfont la propriété (4.5), alors elles
coincident sur les boules, d’ot I'unicité d’apres le lemme de recouvrement D.1.1 puisque

la mesure de tout compact s’approche par des sommes de mesure de boules.
O

4.1.3 Identification de cette mesure

Ce paragraphe doit beaucoup a Laurent Bessieres, notamment les lemmes 4.1.10,
4.1.13 et 4.1.15.

Définition 4.1.5 Pour tout point z de My, notons 0™(z,v) la densité de la mesure
Vso €n z, définie par

= (B(z,
0" (z,V0) = liminf M
r—0 wpr™

Remarque 4.1.6 Par construction de v, l'inégalité
Vze My , 0"(2vx0) <1

est immédiate et vient du théoreme de Bishop. De plus la propriété de monotonie évoquée
lors de la remarque 4.1.3 montre qu’en tout point de M, la limite inférieure est en fait
une limite.

Définition 4.1.7 Un point z de My, est appelé point régulier s’il possede un unique
cone tangent isométrique a (R™,can), c’est a dire si

lim dga (B (2,1),Bo(1)) =0,

oo
A

ot By(1) désigne la boule unité centrée a l'origine de (R™,can) et ot Ba (2,1) désigne
A

la boule de (Myo,d), centrée en z, de rayon % et munie de la distance dT"’.

Notons R, 'ensemble des points réguliers de My, et S, son complémentaire, ’ensemble
des points singuliers. Nous utiliserons aussi le sous-ensemble R, . défini pour tout € > 0
par

Rooe = {z € Mu|3r(e,2)t.q.Vr < r(e,z),dau (B(z,r),Bo(r)) < z—:r},

ou By(r) désigne la boule euclidienne de rayon r et de centre 'origine dans (R",can).

Remarque 4.1.8 Observons que

Roo = (] Rocse-
e>0
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En effet, par définition, si z € M, est un point régulier,

Ve>0 , Tr(ze)>0NVr<r(ze) daon (Bd%o(z,l),Bo(l)) <e,
soit, d’apres le lemme d’homogénéité 4.1.9,

Ve>0 , 3r(ze)>0Vr<r(ze) dgu (Bdoo(z,r),Bo(r)) <er,

donc pour tout € > 0,
Roo C Roose-

L’inclusion réciproque est immédiate des que I'on a compris que par homogénéité, I’ap-
partenance d’un point z a R ¢ signifie

Ir(z,e) > 0|Vr < r(z,e) dgnu (B@(z,l),Bo(l)) < e,

d’ott
[ Roce € Reo-

e>0

Lemme 4.1.9 Si (Eq,dy) et (Fa,d2) sont deux espaces métriques compacts, alors pour
tout X\ > 0,

deu ((Er,Ad1),(E2,Md)) = M ((E1,dh),(E2,d2)).

Etablissons deux lemmes dont le but est de préciser les relations entre la densité
en un point et I'appartenance de ce point aux ensembles R ¢, ce qui, d'une certaine
maniere, quantifie son “degré de régularité”.

Lemme 4.1.10 Soit z un point de My,. Pout tout k > 0, il existe (k,n,0) > 0 tel que
si z appartient & Rog c(x,n,5), alors

0" (2,v00) 2 1 — K.
Ce qui est remarquable est que €(k,n,0) ne dépend pas de z.

Démonstration.

Rappelons tout d’abord le résultat de T. H. Colding (voir [C3] et la proposition 4.1
de [G3]).
Théoréme 4.1.11 Pour tout k > 0, il existe £(k|n,0) > 0 et p(k|n,0) K 1 tels que pour
toute variété riemannienne (M,g) de dimension n (n > 2) satisfaisant

Ricci(prg) = (n — 1)dg,
si pour p dans M et R < p(k|n,0) on a
dan (B(p,R),Bo(R)) < e(k[n,0)R,
alors pour tout g dans B(p,(l — p(ﬁ|n,5)R)) et tout r < p(k|n,0)R,

VO](B(Q,T‘)) -

o >1—k.
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Soient £ > 0, z dans M, et (z;);en une suite de points telle que pour tout i entier,

z; appartient & M; et lim; 4 d;(2;,2) = 0. Appliquons le théoreme 4.1.11 et notons

e(k|n,d) > 0, p(k|n,0) < 1 les constantes obtenues. Si z appartient & R__ <tsnp), alors il
) 2

existe 7(z,e) < p(k,n,d) tel que

e(k|n,o)r

Vr <r(ze) dGH(B(z,r),Bo(r)) < 5

Par ailleurs, la convergence de la suite de variétés implique celle des boules (B(z;,7(z,¢)))
si bien qu’il existe i(e) tel que

1€EN

er(z,e)
2

Vizi(e) . dam(B(zi,r(2,2)),B(zr(2,2))) <

de sorte que
Vizi(e) , dau(B(zir(z.€)),Bo(r(ze))) <er(ze).

Ainsi le théoréeme 4.1.11 nous permet d’affirmer

v; (B(zi,r))

Vizie) , Vr< 0)r(ze) , = > —
i > i(e) r < p(K[n,0)r(z.€) v K
ce qui donne, en passant a la limite sur ¢ a r fixé,
Voo (B(z,r
Vr < p(ﬁ|n,6)2r(z,5) ’ M = 1- K,

d’ou

Od
Rappelons ici le corollaire 2.19 de [C1], qui se déduit du théoreme 4.1.11 et dont
nous aurons besoin plus tard.

Théoréme 4.1.12 Pour tout k > 0, il existe £(k|n,0) > 0 et p(k|n,d) > 0 tels que pour
toute variété riemannienne (M,g) vérifiant

Ricciprgy = (n—1)dg , 6 €R,
si pour m € M et r < p(k|n,d) on a
deu (B(’I’)’L,?“),Bo(’l")) < 5(K|’I’L,5)’I",

alors
vol(B(m,r)) = (1 — k)w,r".

Lemme 4.1.13 Pout tout € > 0, il existe k(e|n,0) > 0 tel que si
0" (z,v0) = 1 — K(g|n,9),
alors z appartient d Roo c. Bien observer que k(e|n,0) ne dépend pas du point z considéré.

Démonstration.
Rappelons le théoreme de T. H. Colding (voir [C3] et le théoréme 1.10 de [G3])
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Théoréme 4.1.14 Pour tout € > 0, il existe k(g|n,d) > 0 et p(e|n,d) tels que pour toute
variété riemannienne (M,g) de dimension n (n > 2) satisfaisant

Ricciy,g > (n — 1)dg,
si pour p dans M et R < p(g|n,0) on a
vol(arg) (B(p,R)) = (1 = k(eln,6))wn R,

alors
dcu (B(p,R),Bo(R)) < eR.

Soient € > 0, z dans M et (z;);en une suite de points telle que pour tout i entier, z;

appartient & M; et lim;_, 1 d;(2;,2) = 0. Appliquons le théoreme 4.1.14 en remplacant

e par § et notons s(5|n,0) > 0 et p(5|n,0) les constantes qui apparaissent. Si nous

supposons que

 h(5In)
3 )

alors il existe r(z,x) > 0 tel que r(z,x) < p(5[n,d) et

0" (z,v00) 2 1

=
Vr < r(z,k) W>1_M_

Fixons r dans ]0,r(z,x)]. La convergence des variétés implique celle des boules (B(z;,7(z,x)))

et la définition de v, donne celle des volumes si bien qu’il existe i(z,k,r) tel que

Er

Voo (B(z,r)) Y (B(zi,r))‘ B

Vi > i(z,kr) , deu(B(zir),B(zr)) < 5 et ‘ P - <3
Ainsi, pour i = i(z,k,r), on obtient
vi(B(z,r)) > vi(B(z,7(2,K))) S 1k
W™ wpt(2z,K)"
de sorte que le théoreme 4.1.14 donne
dan (B(z.r),Bo(r) < 5

d’ou, avec I'inégalité triangulaire,
dgu (B(z,r),Bo(r)) <er.

Ceci étant vrai pour tout r €]0,r(z,x)], nous en déduisons que z appartient & Roge. O
Comme conséquence des lemmes 4.1.10 et 4.1.13, nous obtenons une caractérisation
des points réguliers par leur densité.

Lemme 4.1.15 Un point z de My, est réqulier si et seulement st
0" (2,v00) = 1.

Remarque 4.1.16 Nous pourrions étre tentés de comprendre le fait qu’un point
régulier z de My, est de densité 1 comme une conséquence de la généralisation de la

1EN
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continuité de la fonction volume, énoncée au théoreme 5.9 de [ChC1], en disant que par
définition d’un point régulier,

lin%) dan (B@ (271)730(1))7

de sorte que par continuité du volume, les petites boules centrées en z ont un vo-
lume presque euclidien. Ceci serait une erreur car la connaissance du lemme 4.1.15 est
nécessaire pour établir le théoréme 2.45 de [ChC1] dont découle ce “fameux” théoreme
5.9.

Démonstration.
Le sens direct découle des remarques 4.1.6, 4.1.8 et du lemme 4.1.10 . Quant au sens
réciproque, il se déduit du lemme 4.1.13 de maniere analogue.
Od

Nous pouvons maintenant démontrer, a 'aide du théoreme 2.1 de [ChC1], que Voo
n’est autre que la mesure n-dimensionnelle de Hausdorff.

Théoreme 4.1.17 La mesure Vo coincide avec la mesure n-dimensionnelle de Haus-
dorff sur les parties mon vides de M. En particulier, la construction proposée, qui
dépendait a priori de l'extraction d’une sous-suite, n’en dépend plus.

Démonstration. Nous utilisons tout d’abord la nullité de la mesure des points sin-
guliers pour la mesure v, (voir le théoreme 2.1 de [ChC1]) puis le résultat du théoreme
3.2 page 11 de [Si], qui exprime, a l'aide d’un lemme de recouvrement, que pour une
mesure Borel-réguliére, avoir une densité supérieure ou égale a 1 signifie qu’elle est mi-
norée par la mesure de Hausdorff n-dimensionnelle. La remarque 4.1.3, qui donne la
comparaison dans l'autre sens, permet alors de conclure. O

4.1.4 Description des deux résultats essentiels

Voici un théoreme qui exprime le fait que modulo un ensemble de mesure arbitraire-
ment petite, il existe un rayon uniforme sur les variétés de M(n,d,v,d) en-dega duquel
“presque toutes” les petites boules ont un volume “presque” euclidien. Ce résultat est
inspiré du théoreme 6.68 de [ChC] dont la preuve est donnée dans [ChC1]| de maniere
trés succinte (tout au moins trop pour nous!). La preuve de I’énoncé proposée ici re-
pose d’une part sur la précompacité de I’ensemble M(n,d,v,0) et sur le théoreme 2.1
de [ChC1], extrémement fin et délicat, qui établit la nullité de la mesure de I’ensemble
singulier des espaces appartenant a ’adhérence de M(n,d,v,0),

Voo (Soo) =0.

Théoréme 4.1.18 Soient k> 0 et 7 > 0. Il existe ro = ro(k,7|n,d,v,0) > 0 tel que pour
toute variété (M,g) de M(n,d,v,0),

vol(th) ({m S M|V01(M’g) (B(m,ro)) <1-— /@}) <7

WnTy

Par conséquent, il existe r1 = r1(7|n,d,v,0) tel que pour toute variété (M,g) de M(n,d,v,d)
et pour tout m dans M,

vol(az,g) (B(m,ro))
WnTy

B(m,rl)ﬂ{m6M| 21—/@}#@.

Plus précisément, ri(t|n,d,v,0) = C(n,d,v,é)T% ot C(n,d,w,0) est une constante ne
dépendant que des parameétres indiqués.
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Démonstration.

Nous allons montrer ce résultat en raisonnant par ’absurde. Plus précisément, la
négation du résultat annoncé donne l’assertion suivante: il existe kg > 0 et 79 > 0 tels
que pour tout r > 0, il existe au moins une variété (M,,g,) de M(n,d,v,0) pour laquelle

VOI(MMQT) (B(m7r))

wpr™

vol(az, g.) <{m € M,| <1-— /10}) > T19.

Ainsi, nous pouvons supposer que 'on dispose d’une suite de réels (r;);cn tendant vers
0 et d’une suite ((Mi’gi))z'eN de variétés de M(n,d,v,d) telles que pour tout ¢ € N,

vol(as; g;) (B(m’ri))

—~ <1—Ho}>>fo-

Wwnt;

VOl(Mi,gi) <{m S Mz|

Par précompacité de I’ensemble M (n,d,v,5) (voir le théoreme 5.3 page 65 de [GLP]),
quitte a extraire et a réindicer cette suite, nous pouvons supposer qu’elle converge vers un
espace métrique compact limite (My,,do ), sur lequel nous disposons d’une mesure de Ra-
don limite, construite au paragraphe 4.1.2, qui coincide avec la mesure n-dimensionnelle
de Hausdorff (théoréme 4.1.17). De plus, notons v; la mesure riemanienne canonique sur
la variété (M;,g;) et S; la partie compacte de M; définie par

S; = {mEMJVZ(Lmn’n)) gl—mo}.

WnT}

L’idée de la suite du raisonnement consiste a montrer qu’une sous-suite des parties com-
pactes (S;)ien converge vers une partie compacte S, de My, dont la mesure vy (Sx)
est minorée par 7y et dont tous les points ont une densité, par rapport a la mesure
Vso, inférieure & 1 — kg. Par conséquent, en vertu du lemme 4.1.15, S, est inclus dans
I’ensemble S., des points singuliers de M, d’ou

Voo (Soo) Z Voo (Soo) = 19 > 0,

ce qu'interdit le théoréme 2.1 de [ChC1], d’ou la contradiction attendue.

Ainsi, en reprenant les notations introduites au paragraphe 4.1.1 ou d; désigne une
distance compatible sur I'union disjointe de M; et M, telle que la distance de Hausdorff
entre M; et M., dans (MZ 11 Moo,di) est strictement inférieure & dgy ((Mi,gi),(Moo,doo)) +
%, il ne reste plus qu’a prouver les points suivants:

— Construction de S,

Définissons une suite de parties compactes non vides (Soo,i) de M, par

1€EN

Sooi = {m € Muoldi(m,S;) < dau((Migi),(Moo,dos)) + %}
Le caractere non vide des éléments de cette suite vient du fait que la distance
de Hausdorfl entre M; et M, est inférieure a dGH((Mi,gi),(Moo,doo)) + % Par
ailleurs, comme il s’agit de parties fermées dans un espace métrique compact, elles
sont compactes. Ainsi, sachant que I'’ensemble des parties compactes non vides
d’un espace métrique compact est compact pour la distance de Hausdorff, il existe
une partie compacte non vide que nous noterons S, qui est une valeur d’adhérence
de la suite (SOO,Z-)Z. eN* Quitte a extraire, nous supposerons dorénavant que Sy, est

la limite pour la distance de Hausdorff de la suite (SOO,Z-)Z. eN*
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— Propriété de densité de la mesure v, en les points de S
Soit meo € Seo et r > 0. Il existe donc (m;);en suite de points de S; C M; telle
que

lim di(meo,m;) =0,
1——400

or la proposition 4.1.4 établit 1’égalité

Voo (B(Moo,r)) = 4li£rn vi(B(mi,r)), (4.7)
d’ou
Voo (B(Meg,T)) ~ i ui(B(mi,r))'
Wy ™ i—+00 Wy ™

Par ailleurs, il existe un entier i(r) suffisamment grand tel que pour i > i(r), r; <
r, ce qui, par le théoreme de Bishop-Gromov implique

vi(B(mi,r)) < vi(B(mi,ri)) Va,s(r)
wpT" = Vo (i) wnr™

Vi >i(r)

9

d’ou, en utilisant que m; € S;

v; (B(mi,r)) Vs (rwpr?
— — 7 (1= S L AL
wpT™ (I = ro) Vs (1i)wpr™

En passant successivement a la limite sur ¢ tendant vers 4+oo, puis sur r tendant
vers 0, compte tenu de la définition de la densité de v,

0" (Moo,Voo) = liminf M

<1 — Kg-
r—0 W™ = 0

Ainsi en tout point de S, la densité est inférieure & 1 — kg, d’olt S C Soo d’apres
le lemme 4.1.15.
— Mesure de S

La mesure v, est de Radon (voir la proposition 4.1.4), Sy, est compact donc pour
tout > 0, par régularité de la mesure, il existe € > 0 tel que

Voo (Sc) = oo ((Sc). ) = 11> o ((6)..) = 7 (4.8)

(voisinage ouvert pour le premier et fermé pour le second car le résultat de recou-
vrement D.1.2 est énoncé pour des voisinages fermés). Par ailleurs, par définition
de v, pour tout point z de M, la fonction

Voo (B(z,r))
Vn,é(r)

T/

est décroissante sur ]|0,diam(Mo,ds)] de sorte que nous pouvons appliquer la pro-
position D.1.2 (nous supposons donc de plus que € < %diam(Moo,doo)). Ainsi, il
existe un entier N(e,n,n,d,v,d), un réel r(e,nn,d,v,§) > 0 et une famille de boules

ouvertes (B(zp,rp))p:1 _ centrées dans (Soo)6 tels que
- N< N(emn,n,d,w,o),

- Vp=1,... ,N , r(enndwd) <rp <e,
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— les boules ouvertes (B(zp,?“p))p:1 _§ recouvrent S, et

N
3 veo(Blzpory)) < (14 n)yoo((soo)a). (4.9)
p=1

Observons maintenant que si dy désigne la distance de Hausdorff dans (My,dw),

on peut associer au recouvrement de S, par la famille (B (zp,rp))pzl N> unrecou-
vrement de S; par une famille (B(z;,rp—kei))p:l _ youe; =2dcn ((Mi,gi),(Moo,doo))—i-

dg (Sw7i,5m) + %, si bien que

N
D vi(B(zhrp + i) = vi(Si) = 70 (4.10)
p=1

Or, la propriété caractéristique de v, (voir la proposition 4.1.4) et le fait que la
suite (g;);en tende vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0o donnent

lim v (B(Z;,,T’p + Ei) = Voo (B(Zp7rp))7

i——+00
d’ot, en passant a la limite dans (4.10) puis en injectant dans (4.9),

70
147

Voo (Soo) = I/OO((SOO)a) —-n = 7.

Ainsi, en reportant dans (4.8) et en passant a la limite sur 7,
Voo (Soo) > 719> 0.
Quant a la seconde affirmation du théoreme 4.1.18, elle est immédiate car le théoreme
de Bishop-Gromov permet d’écrire pour tout point m d’une variété (M,g) de M(n,d,v,9),

vVp.5(7)
Vn,é(d) '

WV

vol(az,g) (B(m,r))

En effet, il suffit alors de poser

27V,,.5(d) )%

r1(7],n,dv,0) = (m

ou

C(n,0,d) = inf M,
r€l0,d] wpr™

pour pouvoir affirmer que sur toute variété (M,g) de M(n,d,v,d) toute boule de rayon
r1 rencontre ’ensemble

{m . M|V01(M,g)(B(m,To)) S1- H}

WnTy

de mesure supérieure & 1 — 7 car sinon

inf voly/ g (B(m,r1)) >,

vol(pr,g) ({m € M| Jof

vol(arg) (B£m7T0)) 1 ﬁ}) S
WnT§



4.1. Etude de I’adhérence de M(n,d,v,0) pour la distance de
Gromov-Hausdorff 149

d’ol une contradiction avec le résultat obtenu précédemment.
Od
Le théoreme suivant exprime qu’uniformément sur M(n,d,v,6), si deux variétés sont
suffisamment proches et si un point de I’'une et un point de ’autre sont également trés
proches, alors pour tout rayon pas trop petit, les boules de 'une et de 'autre centrées
en ces points et de méme rayon sont elles aussi proches. La preuve repose exclusivement
sur un argument de compacité appliqué a I’ensemble M(n,d,v,d), ce qui rend ce résultat
beaucoup plus accessible que le théoreme 4.1.18.

Théoréme 4.1.19 Soient r > 0 et ¢ > 0 fixés. Alors, il existe {(g,r|n,d,v,0) > 0 tel que
si (M,g) et (M'.g") sont deuz variétés de M(n,d,v,d) satisfaisant

dGH((M7g)7(M,>g/)) < 57

sim € M, m' € M' et s’il existe une distance compatible d sur ['union disjointe de M
et M’ telle que d(m,m’) < £ alors, pour tout T > r

deu (B(m,7),B(m' 7)) < e.

Démonstration. Raisonnons par 'absurde et montrons que la fonction h(€) définie
par

h(§) == sup {dGH(B(mi),B(mlf))|(m7m/) €M x M > 7‘7(*)}
(.90 6 ) eM(n.d.,6)2

dGH((MxQ)y(M',Q')) <¢

tend vers 0 lorsque £ tend vers 0, ou (*) est la condition qu’il existe une distance com-
patible d sur 'union disjointe de M et M’ telle que d(m,m’) < €.

En effet, si ce résultat est faux, il existe g9 > 0, une suite de réels (r;);en telle que
pour tout i € N r < r; < d, deux suites de variétés (M;,g;)ien et (M/,g})ien dans
M(n,dw,d) telles que

. 1
VieN | dau((Mi,g),(Mj.g)) < 7

et deux suites de points (m;);en et (m})en tels que pour tout 4, il existe une distance
compatible d; sur 'union disjointe de M; et M/ telle que d;(m;,m}) < % et

dan (B(mi,ri),B(mi,r))) > €. (4.11)

Par précompacité de ’ensemble M (n,d,v,6), nous pouvons supposer, quitte a extraire,
que la suite (M;,g;);en converge vers un espace métrique limite compact (My,d). Par
conséquent, la suite (M/);en converge elle aussi vers la méme limite, et toujours quitte
a re-extraire, nous pouvons supposer que la suite (7;);eny qui est & valeur dans [r,d]
converge Vers ro, € [r,d] et que les suites (m;);en et (m});en convergent vers un méme
point my, de My,. Mais alors

dim dgr(B(mi,ri),B(Mee,rec)) = 0= lim dau(B(mj,r;),B(MscT))

1——400 1——+00

ce qui, avec I'inégalité triangulaire, contredit la minoration (4.11). O
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4.2 Convergence du profil isopérimétrique

Au premier abord, il semble assez naturel d’envisager I’étude de la convergence des
profils isopérimétriques en recherchant une convergence des hypersurfaces minimisantes
et de leurs volumes (n — 1)-dimensionnels. Cependant, un résultat de ce type ne parait
pas du tout facile a obtenir, d’autant que la preuve de la convergence des volumes n-
dimensionnels des boules géodésiques, a priori plus simple que celle de volumes (n — 1)-
dimensionnels d’hypersurfaces, met en oeuvre, a elle seule, des techniques sophistiquées
(voir [C3]). C’est pourquoi, nous allons développer une approche différente que suggerent
les résultats établis dans les deux lemmes du paragraphe suivant. Le lemme 4.2.1 montre
tout d’abord que la valeur en un point du profil isopérimétrique peut étre approchée
par le taux d’accroissement des voisinages tubulaires des domaines isopérimétriques de
volume correspondant. Ainsi nait I'idée de faire converger des différences discretes de
volumes n-dimensionnels, plutét que des volumes (n — 1)-dimensionnels. Ce point de vue
semble plus opportun que le précédent et nous permet d’utiliser les résultats obtenus
par T. H. Colding dans [C3]. Afin de mettre en place cette stratégie, nous nous efforgons
d’établir, dans le lemme 4.2.2, que lorsque deux variétés sont proches, il est possible
de construire sur I'une et 'autre des domaines de volumes proches dont les voisinages
tubulaires ont aussi des volumes proches. Apres ces lemmes techniques dont nous avons
essayé de privilégier I'interprétation géométrique, nous abordons I’étude de la continuité
du profil isopérimétrique lors de la convergence d’une suite de variétés de M (n,d,v,0) vers
une variété de M(n,d,v,0). Dans un premier temps, & l'aide des arguments techniques
déployés précédemment, nous montrons que la suite des rapports des profils converge
vers 1, uniformément sur tout compact de ]0,1[ (théoreme 4.2.4). Ensuite, nous obser-
vons que la régularité inhérente aux propriétés de concavité des profils isopérimétriques
améliore cette convergence en une convergence uniforme en rapport sur |0,1[ (théoréme
4.2.7). Nous terminons en proposant quelques réflexions et conjectures pour appréhender
I’étude du probleme analogue lorsque 'espace limite possede des singularités.

4.2.1 Préliminaires techniques sur les profils des variétés de M (n,d,v,J)

Approximation du profil isopérimétrique par des taux d’accroissement de
voisinages tubulaires de domaines isopérimétriques

Lemme 4.2.1 Soit (5 6]0,%[. Il existe une constante Cr,(n,d,v,0,00) > 0 telle que pour
toute variété (M,g) de M(n,dv,5), Cr(n,d,w,0,00) majore la constante de Lipschitz du
profil hn,g) restreint a lintervalle [Bo,1 — Bo].

De plus, pour tout € > 0, il existe n(e|n,d,v,6,6p) > 0 tel que pour tout 5 € [ﬁo,%], st
Q est un domaine isopérimétrique de volume relatif 3, pour tout n €]0,n(¢|n,d,v,0,50)],

1 vol(£2,) — vol(£2)
vol(M,qg) n

(1 —&)h(nr,g)(B) < < (L +2)harg (8),
et
vol(€2) < vol(€2,) < (14 ¢)vol(£2).

Démonstration.
La premiere affirmation est une conséquence immédiate de la régularité des profils
h(rt,g) €6 Y(ar,g) énoncée dans la proposition G.3.6, de la relation

n—1 Y, ), (B)
h,g)y(B) = e
h(M,g) (6) n-l

)
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de la majoration de la constante de Lipschitz des profils renormalisés uniforme sur
M(n,d,v,0) (corollaire 2.3.4) et de la minoration du profil uniforme sur M(n,d,v,0) (car
la constante isopérimétrique de Cheeger est minorée, voir le théoréme 1.4.4).

Quant a la seconde partie du lemme, la majoration est fournie par 'inégalité de
Heintze-Karcher? dans laquelle la courbure moyenne du domaine isopérimétrique est
controlee par le majorant de la constante de Lipschitz du profil sur [Gy,1 — fo] (voir la
remarque 2.3.2) :

vol(€2,) — vol(£2)
vol(M,qg)

1

n
< haarg) (B) /0 (es(w) + Cr(n.dv.0,00)[s5(w)])" " du,

d’ou l'existence dun réel strictement positif 7 (e|n,d,v,6,5p) tel que pour tout n < ny,

vol(£2,) — vol(£2)
nvol(M,g)

< (1 +¢e)hrg)(B).

Par ailleurs, toujours a partir de 'inégalité de Heintze-Karcher, en utilisant la majora-
tion du profil obtenue au théoreme 2.4.12 et celle du volume de la variété donnée par le
théoreme de Bishop,

1

77 J—
VOI(QU) < VOI(Q) + Vn,&(d)hn,é,Ro(n,é,v) (5) /0 (C&(’LL) + CL(TL,d,U,(S,ﬁ()”S(g(U)Dn ldu7

d’ou l'existence d’un réel strictement positif 72 (e|n,d,v,6,5p) tel que pour tout n < 72,
vol(€2,) < (14 ¢)vol(92).

Enfin, la minoration vient de 'estimation (1.22) établie dans le lemme 1.7.8 et de la
régularité du profil sur profil sur [Gy,1 — Fo]:

vol(£2,,) — vol(£2 . -
o)) L
nvo g BLBLB+N(A+e)h(11,g) (B)
> h(M,g) (ﬁ) - 77(1 + E)h(M,g) (B)CL (nydyvyéaﬁO)

> (1 —n(1+ E)CL(nydyv75750)>h(M,g) (B),

soit
vol(€2,) — vol(§2)

= (1 - E)h(M,g) (ﬁ)

nvol(M,g)
des que 7 est choisi inférieur a n3(e|n,d,v,6,5y) = IL%CL(n,d,v,é,Bo)_l.
Ainsi, n(e|n,d,v,0,00) := min (771,7]2,7]3) satisfait les conditions requises par ’énoncé.
Od

Construction de domaines de volumes proches sur des variétés proches

Apres avoir approché la valeur du profil isopérimétrique par le taux d’accroissement
des volumes des voisinages tubulaires des domaines isopérimétriques (lemme 4.2.1), nous
allons, dans le résultat suivant, montrer comment, lorsque deux variétés de M(n,d,v,d)
sont suffisamment proches, en considérant un compact de volume pas trop petit sur
I'une, il est possible de définir un compact ayant presque le méme volume sur 'autre.

2. En dépit d’éventuelles singularités sur 052, I'inégalité de Heintze-Karcher peut étre utilisée car la
propriété de minimisation de 92 impose & ’ensemble des pieds des géodésiques minimisantes reliant les
points de M \ 9Q & 9Q d’étre inclus dans la partie réguliere de 9Q (voir la proposition 1.5 de [G1]).
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De plus, nous observons que cette propriété de proximité des volumes concerne aussi les
voisinages tubulaires de ces compacts. Enfin, nous appliquons ce lemme pour donner une
preuve de la continuité uniforme de la fonctionnelle volume sur M(n,d,v,0). Ce résultat
est énoncé par J. Cheeger et T. H. Colding dans le théoréme 5.4 de [ChC1] et la preuve
qu’ils évoquent fait appel aux mémes arguments techniques.

Lemme 4.2.2 Pour tout v > 0 et [y 6]0,%[, il existe y(v|n,d,v,0,00) > 0 tel que pour
tout couple ((M,g),(M’,g’)) de variétés de M(n,dw,0) satisfaisant

0 :=dau((M,9),(M',q")) <,

si K est un compact de M de volume relatif minoré par By, alors il existe un compact
K' de M’ tel que

(1 —v)vol(K) < vol(K') < (1 + v)vol(Kay+4,)
et pour tout n > 4p,

vol (K, 4,) < (1+v)vol(Ky1as44p) €t vol(Ky,,,) > (1 —v)vol(K,).

Démonstration.
Montrons tout d’abord comment construire X’ et minorer son volume. Soit v > 0
fixé tel que v < % Notons # le plus grand réel de ]0,v] tel que

1_~n+3 1 ~
(1—-7) ot RIS

1- < ~ ~ X
g 1+ (1 —p)nts

et posons By 1= (1— I/)ﬁom. Appliquons le théoreme 4.1.12 et notons £o(7|n,d) et

po(7|n,0) les deux constantes qui apparaissent. Appliquons également le théoreme 4.1.14
et notons k1 (min(3e9,7)|n,8) et p1 (min(3e0,)|n,8) les deux constantes qui apparaissent.
Définissons alors ri(7|n,d) > 0 tel que

Vr €]0,r1] , max (1 —v,(1— /11)%) <

ou p est déterminé par 1’égalité

1—k1\p
=1 — K.
(14—/@1) &

Pour toute variété (M,g) de M(n,d,v,d), pour tous k €]0,1] et r > 0, notons

‘VOI(M,g) (B(m,r)) 51— %}‘

wWpr™

M, , = {m eM

Appliquons le théoréeme 4.1.18 pour k €]0,1[ et T > 0 fixés de sorte qu’il existe ry =
ro(k,7|n,d,v,0) tel que
VOl(My)(M \ M'iﬂ“o) § T.

Choisissons 7 = vy, puis fixons ko := ko (v|n,d,v,d,0y) sous les conditions
11—k >2V1—K

et
~ 1
7'0("127197)50|n7d7v75) < min (,01(min(55075)‘7175)7P0(’7|n75)77°1 (D|n75))
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Posons 1y := 7o (k2,008|n,d,v,0) et considérons 'ensemble compact K défini par
K := KN Mgy,
qui vérifie
(1 — #)vol(K) < vol(K) — 7 < vol(K) < vol(K). (4.12)

N

Utlhsons le lemme de recouvrement D.1.4 appliqué a K pour ¢ = E(V|n~,d,v,(5,ﬂ~0) =
2 min (1/ 1"2) et n = 0. Ainsi, il existe r(v|n,dv,8,3) > 0, Ne(v,n,d,v,0,60) € N, une
famille (B(mi,si))i:17...7N
et centrées dans K telles que

- N<N,,

-Vi=1,... N, r. <s; <¢,

de boules ouvertes deux a deux disjointes, incluses dans K,

N
> vol(B(mj,si)) = (1 — v)vol(K). (4.13)
i=1
Le théoreme de Bishop permet d’obtenir, comme ro < rq, pour tout i =1,... ,N

vol(B(m;,si)) < Vis(si) < (14 D)wpsy,

d’ou, & partir de (4.13),

Vol(f() < 0+ PJwn Zs . (4.14)

—v
=1

L’appartenance de m; a M,, ,, permet d’écrire, avec 'aide du théoreme de Bishop-

Gromov et comme ro < 71, pour tout ¢ = 1,... ,N, pour tout r < ro,
r)
1(B(m; > Yusl)
Vo ( (’I’)’LZ,T)) = Vn,6(7'2)vo ( (mlvr2))
1

1 —ky)Pwpr™
( l)l " (1 — ko)wpry
(14 K1) rwpry

Cette minoration du volume des petites boules, ajoutée au fait que r5 < p1(min(ieo,7)[n,0)
nous place dans les conditions d’application du théoreme 4.1.14:
. eor
Vi=1,...,N , Vr<ry , dGH(B(mi,r),Bo(r)) < -

Soit (M',g") une variété de M(n,d,v,0) a distance de Gromov-Haudorff o > 0 de
(M,g). Considérons alors une distance compatible notée d(.,.) sur 'union disjointe de M
et M’ de sorte que la distance de Hausdorff dans (M [[ M',d) entre ips (M) et ipp (M)
est majorée par 20 (ips et iy sont les injections canoniques de M et M’ dans I'union
disjointe M [ M'). Notons K’ le compact associé & K, défini par

K’ =y (i (K)20),
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ou my et mpp désignent les projections canoniques de M [[ M’ sur M et M'. Soit
(m})i=1,... n une famille de points de K’ telle que pour tout i = 1,... ,N d(m;,m}) < 2p.
Nous observons que sous la condition

les boules ouvertes (B (m] 2@)) N incluses dans K/ sont deux a deux disjointes.
Par ailleurs, le théoreme 4 1 19 montre que si 'on impose

Te 3eore 1
< B L o)),
¢S mm(82£( )
alors pour tout ¢t =1,... ,N, s; —20 > %rc et

deu (B(m;,SZ - 29)7B0(3i - 29)) < d(;H(B(m;,SZ' - 2@),3(7’)’%,82‘ - 29))
+dgu (B(m,s; — 20),Bo(s; — 20))
3eore i — 2
eor, N eo(s 0)

<
S8 2
< eo(si — 20).
Comme par ailleurs nous avons choisi, pour tout i = 1,... ,N, s; < po(?|n,0), le théoreme

4.1.12 donne
Vi=1,....,N , vol(B(mj,s;—20)) = (1 — )wn(s; — 20)",

si bien qu’en imposant de plus la condition ¢ < min (%urc,’g,%5(%,%rc|n,d,v,5)) de
sorte que pour tout i =1,... N, s; — 20 > (1 — D)s;,

Vi=1,...,N , vol(B(mls; —20)) > (1—0)"w,s

2

Ainsi,
N
vol(KL) = (1 — )" Mwysy,
i=1
d’ou, en utilisant (4.14) puis (4.12)
1 ~\n+2 N 1 = p)nt3
vol(KY.) > ( 1 V)D vol(K) > %VOI(K),

soit
vol(Kl) = (1 — v)vol(K).

Observons maintenant que toutes les bornes imposées sur les parametres sont uniformes
sur M(n,d,v,0) et ne dépendent ni de (M,g), ni de (M’,g') mais seulement de v, n, d, v,
é et By. Ainsi, en reproduisant le raisonnement ci-dessus et en échangeant les roles joués
par (M,g) et (M’',g'), en remplagant K par K., dont le volume relatif est minoré par Bo
(c’est la raison de l'introduction de 50 au lieu de ), nous obtenons un compact K" de
M défini par

K" .= mp (i (KL)20),

satisfaisant
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Par ailleurs, K" C K.44, d'ou

1+v

(1 —v)vol(K) < vol(KY.) < 1—p)nts

VOI(K25+4Q) < (1+ I/)VOI(K25+4Q).

De méme, pour tout 1 > 0, nous pouvons reproduire le méme raisonnement pour le
n-voisinage de K et affirmer que si Q' désigne le compact de M’ défini par

Q= m (iM(Kn)29)7
alors,
(1= w)vol(Ky) < vol(QL) < (1 + v)vol(Koyaaeta,).

Or Q. C K} 1y, (car Q' C K7 ,,) ce qui donne

V01(K,’7+€+49) > (1 —v)vol(Ky),

et K/

nte—t0 C Q. (car K7’7_4g C Q') ce qui donne

VOI( 7,7+E—4g) < (1 + V)VOI(KU+2E+4Q)~

Ainsi, en renommant K’ le compact noté jusqu’ici K/, en remarquant que ¢ < v d’apres
la définition de e(v|n,d,v,6,0p), et en posant

Ure e 1

2 7§7§§(

30T e
8 2

~v(v|n,d,v,0,00) := min ( \n,d,v,é)),
nous obtenons le résultat annoncé.
O

Nous allons donner une premiere application de ce lemme technique. Dans le cas
particulier ou le compact K n’est autre que la variété M elle-méme, la construction
proposée dans la preuve montre que K’ correspond & la variété M’ si bien que le lemme
4.2.2 établit la continuité uniforme de la fonction volume sur M(n,d,v,0).
Théoréme 4.2.3 Pour tout € > 0, il existe ((¢|n,d,v,0) > 0 tel que pour tout couple de
variétés ((M,g),(M’,g’)) de M(n,dw,0) satisfaisant

dGH((M7g)7(M,>g/)) < (¢

leurs volumes vérifient
vol(M,qg)
l—-e< ——F-<1+e.
vol(M’,g") *

4.2.2 Résultats de continuité du profil isopérimétrique
4.2.3 Convergence uniforme en rapport sur les compacts de |0,1]

Théoréme 4.2.4 Pour tout ¢ > 0 et [ E]O,%[, il existe A(e|n,d,w,0,00) > 0 tel que si
(M,g) et (M',g") sont deuz variétés de M(n,d,v,0) vérifiant

dGH ((Mag)a(Mlag,)) < A(E‘n7d70757/80)7

alors

h(n,g) (B)

y 1-0] , 1-e<
[CRS [50 BO] £s h(Mgg’)(ﬁ)

<1l+e
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Démonstration.

Commencons par donner les idées et le plan de la preuve. Dans un premier temps,
pour [ fixé dans [ﬁo,%], en considérant une variété (M,g) de M(n,d,v,0), nous mon-
trons que l'existence d’un domaine isopérimétrique K permet d’approcher la valeur du
profil isopérimétrique en 3 par un taux d’accroissement des voisinages tubulaires du
domaine isopérimétrique (étape 1 et lemme 4.2.1). Ensuite, dés qu’une autre variété
(M',g") de M(n,d,v,0) est suffisamment proche de (M,g), nous pouvons lui associer,
d’apres le lemme 4.2.2, un domaine K’ dont le taux d’accroissement des voisinages tu-
bulaires est arbitrairement proche de celui du domaine isopérimétrique considéré sur M,
et par conséquent, arbitrairement proche de la valeur du profil de M pour un volume
proche de (8 (début de I'étape 2). Enfin, le lemme 1.7.8 permet par ailleurs de minorer
le taux d’accroissement des voisinages tubulaires du domaine de M’ ainsi construit par
le profil de M’ et la comparaison des profils se déduit alors (étape 3) d’une minoration
du profil (lemme 1.4.4) et de son caractere lipschitzien sur [Gy,1 — Go] (lemme 4.2.1),
les deux estimées correspondantes étant uniformes sur M(n,d,v,0). Enfin, le résultat
annoncé s’obtient en remarquant que le caractére uniforme sur M(n,d,v,0) de toutes les
estimations utilisées permet d’échanger les roles jouées par (M,g) et (M’',g") (étape 4).

— Etape 1: description du cadre.
Soit (M,g) une variété de M(n,d,v,0), € E]O,%] et Gy E]O,%[ fixés. Considérons (3 €
[ﬁo,%] et K un domaine isopérimétrique associée a la valeur 8 pour M. Le lemme
4.2.1 nous dit qu’il existe n(e|n,d,v,0,00) tel que pour tout n €]0,n(¢|n,d,v,d,50)|,
d’une part

1 vol(K,) — vol(K)
vol(M,qg) n

< (L+e)harg) (8), (4.15)

et d’autre part
vol(K) < vol(K,) < (14 ¢)vol(K).
Pour la suite, fixons n = n(e|n,d,v,0,05).
— Etape 2: construction de domaines de volume proche et comparaison
des taux d’accroissement des volumes des voisinages tubulaires.
Appliquons le théoreme 4.2.3 qui établit la continuité uniforme de la fonction vo-

lume sur M(n,d,v,0) pour affirmer qu’il existe {(¢|n,d,v,6) > 0 tel que pour toute
variété (M'.g") de M(n,d,v,d) telle que

0= dGH((Mvg)v(Mlvgl)) <,

alors

| o ¢ Yol(M.g)

< <1 . 4.1
wl(Mg) S'TE (4.16)

Appliquons également le lemme 4.2.2 pour le compact K, pour v = min(%sn,s)
et notons y(e|n,d,v,8,8y) la constante qui apparait. Soit (M’,g") une variété de
M(n,dv,0) telle que

1
0= dGH((M,g),(M,,g,)) < min (C(E|n,d,v,5),’y(E\n,d,v,&Bo),1—6€n(5|n,d,v,5,ﬁo))4.17)
Le lemme 4.2.2 nous permet alors de construire un compact K’ dans M’ tel que

vol(K') > (1 — v)vol(K), (4.18)



4.2. Convergence du profil isopérimétrique 157

et dont le (n — 8¢ — 2v)-voisinage satisfait

vol(K; g, 9,) < (1+ v)vol(Ky). (4.19)
Apres avoir observé que les choix de v et de p permettent d’écrire n — 2v — 8o >
(1 — ¢)n, majorons, en utilisant les inégalités (4.18) et (4.19), le taux d’accroisse-
ment du volume des voisinages tubulaires de K’ par celui des volumes des voisi-
nages tubulaires de K.

vol(K o, _g,) — VOl(K') _ 1te(@+y)vol(Ky) — (1 = v)vol(K)
(n—2v—8g)vol(M',g') ~ 1-—¢ nvol(M.,g)

- 1+e¢ <V01(K,7) —vol(K) 2_1/)

S ol-¢ nvol(M,g) n/’

soit, comme v < %775,

vol(K3_g,_s,) — VOl(K') - 1+e¢ (vol(Kn) — vol(K) n f)
(n —2v —8o)vol(M',g/) ~ 1—¢ nvol(M,g) 2/’

d’ot1, compte tenu de (4.15),

vol(K

77—21/—89) — vol(K') . 1+¢ €
< 1 h = . 4.2
(n —2v — 8p)vol(M',g") l—¢ <( g (B) + 2) (4.20)
— Etape 3: comparaison des profils.
Le lemme 1.7.8 donne
vol(K' — vol(K' ~
(B 25, () > inf ho gy (B). (4.21)

(”7 - 21/ - SQ)VOI(M/LQI) g vol(K’) 2 VOI(K’:]*BQ*2V)

vol(]VI’,g’)gﬁ< vol(M’,g")

Or, jointes & la proximité des volumes exprimée par les inégalités (4.16), les esti-
mations (4.18) et (4.19) donnent

vol(K") 5 Vvol(K)

vol(r7g) = T Salarg) 7 2

et, en utilisant aussi que € < 1,

vol(K} g, 9,) o Vol(Kp) 5
—olorg) S arg S (1 +T0

Ainsi, la minoration (4.21) devient

vol(K7 o, _g,) — VOl(K') .
> inf hive o 5
(n — 2v — 8o)vol(M',g) (1-2¢)B<B<L(1+7€)8 (7.9 ()

d’ou, en utilisant ’estimation sur les constantes de Lipschitz des profils, uniforme
sur [Bo,1 — Bo] et sur M(n,d,v,0)3,

vol(K} o, _g,) — VOl(K')

1
> 7 o — —= . .
(7] — oy _ SQ)VOI(M,,QI) = h(M g )(5) 7550[,(71,(1,7),5, 250) (4 22)

3. Nous utilisons ici également la condition € < £ qui donne [(1 —2¢)80,(14 7¢)30] C [3/0,(1 — 3) o).
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En regroupant (4.20) et (4.22),

(1+4¢)? e(l+e) 1
h g (8) < ﬁh(M,g)(ﬁ) + 2(i—e) + 7€5CL(nadava57§50)7
soit
hongr o 2
sup (M’,g )(ﬁ) < (1 + E) - 1 ~ |:€(1 + E) +4ECL(n,d,U,5,lﬁ0):|
gelpo,d] MMg) () 1-e¢ inf5e 5,1 A(a ) (3) 120 =) 2

d’otli, compte tenu de la minoration de la constante isopérimétrique de Cheeger,
uniforme sur les variétés de M(n,d,v,0) et établie par S. Gallot dans [G1] (voir
théoréme 1.4.4),

’ o 2
sup harr.g) () < (1+¢) 1 [5(14—
Belfo. ] M) (P) 1—¢ ' BoH(n,d)p)

E) 1
2(1—2) + 4sCL(n,d,v,5,§ﬁo)]<4.23)

— Etape 4: conclusion.
Nous pouvons conclure en choisissant ¢ suffisamment petit, en utilisant la symétrie
du profil pour obtenir I'inégalité (4.23) pour 5 € [By,1 — (o], puis en échangeant les
roles joués par (M,g) et (M',g’) apreés avoir observé que l'inégalité (4.23) est uni-
forme sur M(n,d,v,0) sous la condition (4.17) de proximité des variétés considérées.

O
Ce théoreme 4.2.4 peut étre reformulé d’un point de vue séquentiel

Corollaire 4.2.5 Soit (M,g) une variété de M(n,dv,0) et (M;,g;)ien une suite de

variétés de M(n,d,v,0) qui converge vers (M,g) pour la distance de Gromov-Hausdorff.
h(Mivgi)

Alors, la suite des rapports des profils isopérimétriques ( Rt o, )ieN
59

converge vers 1,
uniformément sur tout compact de ]0,1][.

Remarque 4.2.6 La convergence uniforme sur [0,1] de la suite (h(yy, 4,))ien vers b, g)
est immédiate a partir de la convergence des rapports vers 1, uniformément sur tout com-
pact de ]0,1[. En effet, puique les profils sont uniformément majorés par une fonction

hn.s.r (voir la proposition 2.3.3 ou le théoreme 2.4.12) continue nulle en 0, il suffit, pour
tout € > 0 fixé, de choisir 5 €]0,1] tel que

Vﬁ € [Ovﬁl] ) hn,ﬁ,R(ﬁ) < g,

puis de choisir ¢; suffisamment grand tel que

. h(at; g0 (B) £
Vi>id o, sup ——— 1| <
pelpri-a] ! Mg (B) ‘ SuPge(o,1) Aa,g) (B)
pour obtenir
Vizin o, swp b (8) — hang (9)] < e
B€[0,1]

Dans le cas particulier d’une suite de variétés de M(n,d,v,0) qui converge vers une
variété de M(n,d,v,0), nous disposons, d’apres le théoreme 2.2.1, d’une information
supplémentaire : tous les profils mis en jeu sont concaves. Nous remarquons alors, sur
un dessin par exemple, que la concavité des fonctions considérées semble montrer que
la convergence uniforme en rapport sur tout compact de |0,1[ implique la convergence
uniforme en rapport sur ]0,1[. Cette intuition est exacte et nous allons la prouver au
paragraphe suivant.
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4.2.4 Convergence uniforme en rapport sur ]0,1]

Théoreme 4.2.7 Soit (M;,g;)icn une suite de variétés de M(n,d,v,0) qui converge vers
la variété (M,g) de M(n,d,v,5). Alors,

h(Mmgz‘) (ﬁ

lim sup ) — 1‘ =0.

i=+o0 gejo,i | hoarg) ()

Démonstration.

Comme le profil isopérimétrique des variétés de M(n,d,v,0) est uniformément ma-
joré (voir la proposition 2.3.3 ou le théoreme 2.4.12) et minoré (voir le théoreme 1.4.4),
la convergence en rapport des profils, uniformément sur un intervalle, est équivalente
a celle des profils renormalisés. Par conséquent, la convergence uniforme en rapport
sur tout compact de ]0,1[ des profils renormalisés est une conséquence du théoréme
4.2.4. La convergence uniforme des rapports des profils renormalisés vers 1 sur ]0,%] est
alors donnée par le lemme technique B.3.4. Ce lemme peut en effet etre appliqué car le
théoreme de continuité des volumes se traduit par la convergence de la suite des dérivées
initiales

i yo64(0) = Y(ar)4(0)
tandis que la minoration des constantes isopérimétriques de Cheeger, uniforme sur
M(n,dw,§) permet d’établir (voir la proposition 2.3.3) la concavité des fonctions

2-=n __n_
y(Ml,gl)(ﬁ) - (’I’L - 1)2|5|H(n7d75) n—1 ﬁTHl 5

a condition de choisir § strictement négatif, ce qui n’est pas restrictif. Cette convergence
uniforme en rapport des profils renormalisés s'étend a |0,1[ par symétrie des profils et
donne le méme type de convergence pour les profils isopérimétriques, comme nous 1’avons
dit au début de la preuve. O

Le théoreme 4.2.7 permet d’établir la continuité des constantes isopérimétriques sui-
vantes :

Corollaire 4.2.8 En restriction aux ensembles M(n,d,v,0), les fonctionnelles ho(-),
ha(-) et Z(-) sont continues pour la distance de Gromov-Haudorff.

Prenons un peu de distance vis-a-vis de la technique et revenons aux raisons qui
ont motivé cette étude, a savoir la généralisation du résultat de convergence des pro-
fils lorsque les variétés convergent vers la shere canonique. Nous pouvons désormais
affirmer que la convergence des profils est une conséquence de celle des variétés, sous
réserve d’une minoration uniforme de la courbure de Ricci. Ainsi, ce résultat n’est pas
caractéristique de la sphere. Cependant, au voisinage de la sphere, le phénomeéne qui se
produit est plus fort (voir le corollaire 2.6.7) : la convergence vers 1 uniformément sur
]0,1[ du rapport des profils, la convergence des volumes et la convergence des variétés
en distance de Gromov-Hausdorff sont équivalentes. Dans le cadre plus général ou nous
nous sommes placés dans ce chapitre, les équivalences rappelées précédemment ne se
généralise pas. Plus précisément, en exhibant deux variétés de méme profil isopérimétri-
que non isométriques dans [BC], I. Benjamini et J. Cao illustrent que la convergence des
profils n’implique pas, en général, la convergence des variétés en distance de Gromov-
Hausdorff. Leur exemple faisant appel a des variétés de courbure négative, nous laissons
toutefois ouverte la question suivante : dans I’ensemble M (n,d,v,d) pour § > 0, la conver-
gence des profils implique-t-elle celle des volumes? Par ailleurs, il est évident que dans
M(n,dw,d), la seule convergence des volumes est insuffisante pour imposer la conver-
gence des profils isopérimétriques des que § < 0 (considérer par exemple des tores plats
de dimension n de méme volume non isométriques).
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4.3 Approche fonctionnelle de la convergence des fonc-
tions profils isopérimétriques

Si (M,g) est une variété de M(n,d,v,9), alors d’apres le théoreme 2.2.1, son profil
renormalisé satisfait I'inéquation différentielle (2.7):

2—n

Vﬁ 6]071[ ) ﬁy(M,g) (ﬁ) < _ndy(M,g)(ﬁ)T

Cette propriété différentielle permet, en ayant recours a la minoration de la constante
isopérimétrique de Cheeger uniforme sur M(n,d,v,d) (rappelée au théoreme 1.4.4 et due
a S. Gallot), de montrer que Y(n,g) est une fonction lipschitzienne dont il est possible de
majorer la constante de Lipschitz uniformément sur M(n,d,v,d) (voir le corollaire 2.3.4).
Ainsi, le théoreme d’Ascoli permet d’affirmer que la famille des profils renormalisés des
variétés de M(n,d,v,5) constitue une partie précompacte de (C°([0,1,R),|| - [oo), I'es-
pace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0,1] muni de la norme uniforme. Ce
résultat de précompacité apparait comme une version fonctionnelle de la précompacité
de l'ensemble M(n,d,v,d) (théoréeme 5.3 de [GLP]).

Considérons (M;,g;)ien une suite de variétés de M(n,d,v,0) et (y;)ien la suite de
leurs profils renormalisés. D’apres les deux résultats de précompacité de M(n,d,v,d) et
de I’ensemble des profils correspondants, quitte a extraire, nous pouvons supposer qu’il
existe un espace métrique compact (Mso,ds) et une fonction yo, dans C°([0,1],R) tels
que

lim dGH((Mi,gi),(Moo,doo)) =0

1——400
et
12— 400

Il serait trés intéressant de pouvoir préciser les liens qui existent entre (My,ds) €t
Yoo- Plus précisrhent, nous suggérons la conjecture suivante:

Conjecture 4.3.1 La fonction ys coincide avec le profil isopérimétrique renormalisé
de l'espace métrique mesuré (Meyo,doo,H™) (voir définition 3.1.1), ¢’est-a-dire

VB e01] | yool8) = (Mrtduarn ()
o, H" désigne la mesure n-dimensionnelle de Hausdorff.

Remarques 4.3.2

— Le choix de la mesure de Hausdorff sur ’espace limite n’est pas fortuit. En effet,
d’une part la mesure n-dimensionnelle de Hausdorff coincide avec la mesure rie-
mannienne canonique sur une variété et d’autre part elle apparait naturellement
comme “la” mesure limite des mesures riemanniennes lors de la convergence d’une
suite de variétés de M(n,d,v,0) (voir le théoreme 4.1.17).

— Le théoreme 4.2.7 montre que si I'espace limite appartient & M(n,d,v,0), alors la
conjecture est vraie. De plus, il prouve, sous cette hypothése, que la convergence
est plus forte qu'une convergence uniforme, ce sont les rapports des profils qui
convergent vers 1, uniformément sur ]0,1[.

Ainsi, faute d’avoir pu résoudre la conjecture 4.3.1, nous avons rassemblé dans la
proposition suivante les propriétés que la fonction limite yo, a hérité de la suite (y;)ien.
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Proposition 4.3.3 En reprenant le contexte et les notations du début du paragraphe
4.3, la fonction yo est symétrique par rapport a %, lipschitzienne, nulle en O et en 1.
De plus, la suite (y;)ic, converge en rapport vers Yoo sur tout compact de 0,1 et la
fonction yoo vérifie linéquation différentielle (2.7) :

2—n

VB €01 , D2yso(f) < —ndyse(B) 7 . (4.24)

Démonstration.

Les premiéres propriétés annoncées sont des conséquences immédiates de la conver-
gence uniforme. La converge en rapport de la suite (y;)ic, Vers yso sur tout compact de
10,1] vient de la minoration des profils, uniforme sur M(n,d,v,d) (voir le théoreme 1.4.4)

Ve 0,1 , w(8) = H(ndd)" T min(8,1 - g)71
qui passe a la limite en

VBe0,1] , yeolf) = H(n,d,8)"1 min(8,1 — )71,
d’ou le résultat en observant que pour tout Sy 6]0,5[4,

vel®) 1 H(na )7 g

sup
B€[Bo,1—Po]

Enfin, le fait que la fonction limite satisfasse la méme inéquation différentielle que
les termes de la suite vient de ’application du lemme B.3.11.
O

Remarque 4.3.4 Laremarque B.3.5 précise que si nous retirons ’hypothéese de conver-
gence des dérivées initiales, la convergence uniforme impose

timinf £,4(0) > f4(0)

ce qui donne ici

n

n—1
lim inf %—1 > limsup Yoo (5)
t=F00 VOl(]\fi,gi)m B—0 B

Or en utilisant le résultat de convergence des volumes di a J. Cheeger et T. H. Colding
(théoreme 5.9 de [ChC1]), nous obtenons

=
lim sup Yoo (B) < Tn

5-0 B My (Maoydoo) ™ T

Il est alors naturel de se demander si cette inégalité n’est pas une égalité, ce qui revient a
savoir si la convergence en rapport, sur tout compact de |0,1[, ne se prolonge pas, comme
dans la preuve du théoréme 4.2.7, en une convergence en rapport, uniforme sur |0,1].
Nous allons exposer deux arguments qui laissent penser que ce n’est pas le cas. D’une
part, si la conjecture 4.3.1 est vraie, alors il sera clair que la convergence en rapport n’est
pas vraie sur |0,1]. En effet, considérons une suite de surfaces convexes régulieres de R3
qui convergent vers le bord du cube unité. La connaissance exacte du profil du cube

4. En fait nous avons uniquement besoin de savoir que yoo est strictement positive sur ]0,1[ car une
convergence uniforme sur [0,1] se transforme en une convergence uniforme en rapport sur tout compact
inclus dans un ouvert sur lequel la fonction limite ne s’annule pas.
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(voir [CFGTSY]) et la connaissance de 1'équivalent du profil des surfaces considérées
(voir la proposition 1.5.2) montre que le rapport des profils ne converge pas vers 1 au
voisinage de 0 mais vers 2\3/5. Ceci peut s’interpréter comme le fait que ’apparition
d’une singularité conique d’angle inférieur a 27 abaisse le profil isopérimétrique et mo-
difie ’équivalent donné par la proposition 1.5.2. D’autre part, I’argument technique qui
permet de passer, dans le théoreme 4.2.7, d’une convergence uniforme sur tout compact
de ]0,1[, & une convergence uniforme sur ]0,1[, en 'occurrence le lemme B.3.4, nécessite
la convergence des dérivées initiales et la remarque B.3.5 qui le suit montre que cette
hypothese est indispensable. Or la convergence des dérivées initiales correspond a une
convergence des équivalents des profils au voisinage de 0 et I’exemple précédent montre
que lorsque ’espace limite est singulier, les équivalents ne convergent pas. Pour ces deux
raisons, nous pensons que la convergence vers 1, uniformément sur ]0,1[, des rapports
des profils d’une suite de variétés de M(n,d,v,d) au profil de 'espace limite pourrait
caractériser I'appartenance de 'espace limite & M(n,d,v,0).
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Annexe A

Capacité d’un ensemble de
grande codimension de Hausdorft

La recherche d’une inéquation différentielle vérifiée par le profil isopérimétrique d’une
variété riemannienne fermée a été entreprise par C. Bavard et P. Pansu dans [BP]. A par-
tir d’une hypersurface minimisante dont ’existence est assurée par la théorie géométrique
de la mesure (voir [M2]), ils considérent une famille d’hypersurfaces paralleles auxquelles
ils appliquent les formules de variations premieres et secondes des aires et des volumes.
Cette méthode convient en petite dimension car les hypersurfaces minimisantes sont
régulieres, mais en dimension supérieure ou égale & 8 (voir la proposition 2.2.5), elle
se heurte aux éventuelles singularités du bord des domaines isopérimétriques. Le but
de cette annexe est de montrer qu’en dépit des singularités de I'’hypersurface minimi-
sante considérée, il est possible de construire des déformations “presque paralleles”, a
savoir des variations qui laissent fixe la partie singuliere et qui déplacent parallelement
le complémentaire d’un voisinage des singularités tout en introduisant dans la tech-
nique variationnelle précédente des perturbations arbitrairement petites. Ce résultat,
dont I’hypothese essentielle porte sur la codimension de Hausdorff de la partie singuliere
dans ’hypersurface minimisante, est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition A.0.5 Soient (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n
(n > 2), B un réel de ]0,%] et Q un domaine isopérimétriqgue pour la fonction profil
isopérimétrique de M au point 3. Notons 02 I’hypersurface minimisante associée a 2,
qui s’écrit comme 'union disjointe de points réguliers 0S), et de points singuliers 0€).

Soit S une partie compacte de OS2 contenant 0y telle que
dimpgS <n— 3,

ot dimp désigne la dimension de Hausdorff dans (M,g).
Alors, pour tout v > 0, il existe une fonction ¥ dans C*°(09,,[0,1]), a support
compact dans 05, telle que :

Hy 1(09) — v < /a ()P (m) < Mo (09,

Hp1(09) — v < /a . U(m)?dH,—1(m) < Hn_1(09),

et
faQ ||V?,LQ\IJ||2dHn_1(m)

Joq ¥(m)2dH,—1(m)
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En considérant les conditions techniques imposées a ces déformations “presque pa-
ralleles” afin de rendre arbitrairement faibles les perturbations introduites dans les for-
mules de variations, nous pouvons formuler ce probleme d’un point de vue plus concep-
tuel. En effet, la proposition A.0.5 consiste simplement & montrer que la capacité new-
tonienne d’une partie compacte S telle que 9Q; C S C 012, définie par

Cap(S) = ;lg%lnf { /89 ||V\II||2dyg‘anT|\Ij € Lipc(aQ7[071])7\II|S = 17\Il|8§2\85 = 0}7 (Al)

(ou Lip.(0€,]0,1]) désigne ’ensemble des fonctions lipschitziennes & valeurs dans [0,1]
et & support compact dans 92) est nulle dés que la codimension de Hausdorff de S
dans ’hypersurface minimisante est strictement supérieure a 2. Bien qu’en théorie de la
capacité, il semble communément admis (voir [RT] et [Co]) que les parties compactes
de codimension strictement supérieure a 2 soient de capacité nulle, nous n’avons pas
trouvé, dans la littérature, des énoncés permettant de conclure rapidement a la nullité
de la capacité de la partie singuliére d’une hypersurface minimisante. Ainsi, de ce point
de vue, la proposition A.0.5 établit la nullité de la capacité d’une partie compacte S de
codimension de Hausdorff strictement supérieure a 2 dans une hypersurface minimisante
en approchant explicitement le potentiel d’équilibre, c’est-a-dire la fonction ¥ qui réalise
le cas d’égalité dans (A.1).

L’argument technique demontré dans la proposition A.0.5 a tout d’abord été établi
par P. Sternberg et K. Zumbrun dans [SZ] pour les hypersurfaces minimisantes & 1'inté-
rieur d’un compact convexe de R"™. F. Morgan, M. Ritoré et D. L. Johnson (voir [MJ] et
[MR]) ont ensuite démontré ce résultat dans le cadre des variétés riemanniennes fermées.
A défaut d’avoir eu connaissance de ces papiers suffisamment tot dans 1’élaboration de
cette these, nous donnons nous aussi une preuve de ce résultat, obtenue indépendamment
des auteurs cités précédemment. La construction proposée ici est extrémement proche
de celle de [SZ] et [MR]. Elle consiste, dans un premier temps, a isoler ’ensemble singu-
lier a l'intérieur d’une union finie de petites boules (lemme A.1.1). En considérant alors,
pour chaque boule, une fonction réguliere ¥; nulle a I'intérieur de la boule et égale a 1 a
Pextérieur de la boule de rayon double, il reste alors & montrer que la fonction ¥ := [[ ¥;
convient. Deux points nécessitent une attention toute particuliere. Le recouvrement pro-
posé dans le lemme A.1.1 doit étre choisi de fagon a controler les auto-intersections
apparaissant lors du doublement du rayon des boules afin de maitriser l'intégrale du
gradient de la fonction W. Ensuite, en estimant les intégrales de ¥ et de son gradient,
nous sommes amenés a majorer, uniformément sur M, le volume (n — 1)-dimensionnel
de l'intersection de 0f) avec une boule géodésique de rayon r par un terme du type
C(M,g)r"~1. Ce résultat fait 'objet du lemme A.1.2 et différencie la preuve proposée
ici de celles évoquées précédemment. En effet, nous montrons que le caractere minimi-
sant de I’hypersurface J€) implique cette majoration alors que les auteurs précédents
la déduisent d’une formule générale de monotonie pour les hypersurfaces minimisantes
(proposition 2.3 de [SZ]). Enfin, précisons que la preuve donnée dans [SZ], qui considére
la fonction ¥ := min ¥; au lieu de considérer le produit, s’avere un peu plus simple bien
qu’elle nécessite ultérieurement le recours & une technique de régularisation.

Remarque A.0.6 Dans [MR], F. Morgan et M. Ritoré montrent qu’en intégrant de
maniere plus judicieuse vers la fin de la preuve, I’hypothése dimpg0Qs < n — 3 peut étre
affaiblie en H,—3(0Qs) = 0 (voir aussi [SZ]).
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A.1 Démonstration de la proposition A.0.5

A.1.1 Lemmes préparatoires

Commencons par énoncer deux lemmes qui seront utilisés dans la preuve de la pro-
position A.0.5 et dont les démonstrations sont proposées dans la suite. Le premier per-
met de préciser la technique d’isolation des singularités de I’hypersurface minimisante
en maitrisant les auto-intersections du recouvrement choisi, tandis que le second, plus
géométrique, illustre le fait que le volume de la partie de '’hypersurface contenue dans
une petite boule de la variété est majoré par le volume du bord de cette boule.

Lemme A.1.1 Soit (E.d,u) un espace de longueur muni d’une mesure borélienne telle
que :
3(,C1(B,d,p),Co(E,d,p)) € (RT)* |
VmeE , Vrel0diam(E.d)] , Ci(Edu)r* < u(B(m,r)) < Co(E,d,u)r*.
Soit S un sous-ensemble compact de E dont la mesure p-dimensionnelle de Hausdorff
est nulle. Alors,

Ve>0 , Vp>0 , 3INeEN et I(myr)iei.n € (M xRN |

-Vi=1...N , r<e e 0O0<ry<ry_1<...<rg<r,
_Zij\ilrfgn:

- S c UL, Blmar),

-Vi<i<j<N |, B(mi,%)ﬂB(mj,%)zg,
~Vie{l,... N} , VYme B(m2r),

CQ(Eadnu‘) 111(]. + 7“%)
Ol(Eadnu‘) In2

Card{j € {1,... ,i}|m € B(m;2r;) et r; > r;} <3.32%

Lemme A.1.2 Soit (M,g) une variété riemannienne fermée de dimension n (n > 2).
Soient B un réel de ]0,%] et Q un domaine isopérimétrique pour la fonction profil iso-
périmétrique de M au point (3. Alors il existe un réel r(Q2,M,q) > 0 et une constante
C(M,g) > 0 ne dépendant que de (M,q) tels que :

vr€lo,r(Q,M,9)] , VmeM | Hn_1(8Q N B(m,r)) < C’(M,g)r”_l.

A.1.2 Preuve de la proposition A.0.5

Désignons par inj(M,g) le rayon d’injectivité de (M,g) et §(M,g) la borne inférieure
des courbures sectionnelles de tous les 2-plans tangents a la variété M. Par compacité
de M, il existe C1(M,g) et Co(M,g) deux constantes strictement positives telles que:

YmeM , ¥V 0<r<inj(M,g) , Ci(Mg)r" <volayg(B(m,r)) < Ca(M,g)r".

Fixons une valeur quelconque de ¢ telle que 0 < & < inj(M,g).
L’hypotheése dimpgS < n — 3 permet d’écrire :

Vy>0 | n—3—~>dimy(S) , H"3(S)=0.

Par conséquent, nous pouvons, pour toute valeur de v telle que n—3—~ > dimg(.5),
appliquer le lemme A.1.1 avec p =n — 3 — 7y et écrire:

V 0<e<inj(M,g) , Y>>0 , 3INEN et I(mir)iz1.n € (M xRN |

- (1) Vi=1...N , rn<e e 0<ry<ry-1<...<ry<r,



A. CAPACITE D’UN ENSEMBLE DE GRANDE CODIMENSION DE
172 HAUSDORFF

.. N _3_
i) > 7"? T<n,

(
(i) 99 c UN, B(mg,ri),
Rt

(

iv) Vi<i<j<N , B(m3)N B(mj,%) =g,
~(v) Vie{l,... N} | Vme B(m;2r;),

si & ={m; , je{l,... i} telsque me B(m;2r;)} , alors
Ci(M,g) In2
Choisissons des fonctions (¥;);—1,.. n, de classe C*°, telles que:
Vp € B(mg,r;) v,;(p) =0,
Vp € B(mZ,QTZ) — B(mi,n) 0< \Ill(p) <1let va\IIiHTpM < 7"%-’
Vpe M — B(mz,Zn) \I’Z(p) =1

Cardé; < 3.32"

et posons ¥ = Hf\il v,.

La propriété de recouvrement (iii) exprime que la fonction ¥ est & support compact
dans M \ 0€, c’est-a-dire dans I’ensemble des points réguliers. Définissons les ensembles
suivants :

N
Eyn = B(my.2ry),En-1 = B(my_1,2ry_1)\EN, ... ,E; = B(m;,2r;)\ | ] B(mg.2rg),. ..
k=i+1
N
By = B(my,2m) |\ U B(my,2ry).
k=2
Remarquons que
N N
U B(mk,Zrk) = ]_[E‘Z
k=1 i=1

Ces ensembles (FE;);=1..n sont introduits car ce sont les ensembles pertinents compte
tenu du type de controle des intersections dont on dispose. En effet, cette construction
garantit que si un point de F; (donc un point de B(m;,2r;) car E; C B(m;,2r;)) appar-
tient a une autre boule B(m;,2r;) alors cette boule & un rayon r; supérieur a r;. Par
conséquent, 'hypothese (v) sert ici & majorer le nombre de fonctions ¥; qui ne sont pas
constantes sur F;. Plus précisément,

VmeM , V¥ = Y V.U [[¥0m)

VmeE; , méeBmi2r) . |Vm¥lnu < > IVa¥lln.m

1<g<e
mEB(m]- ,2Tj)ﬁE,L-

2
g —
2
1<y<i
meB(m; 2r;)NE;
Co(M.g) In(1+ = 1
< 6.32" 2(M9) ( “) max «—

Ci(M,9) In2  wmeBm, 2 1

1<5<i
1 In(1+ £
_ L Ce(Mg I+ )
T3 Cl(M,g) In2

(A.2)
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Dans la suite, nous désignerons par A(M,g,e) le produit suivant :

A(Mg) = 6.32" Cy(M,g)

n2 Cy(M,g)
Notons Wyq la restriction de la fonction ¥ au bord 02 de 2. Le résultat concernant
la majoration du gradient de ¥ dans la variété ambiante permet également de controler

le gradient de sa restriction a 992 car ¥ est a support compact dans I’ensemble ouvert
des points réguliers

N
00 C | B(mi,r:).
i=1
Ainsi,
In(1+ %)
Vm e E;NnoQ , [[Vim¥aallr,00 < IV ¥l1,m < A(M,Q)TZ
de sorte que
&Y
Vy>0 , YmeE NI , |[VinVoallr,o0 < C()AM,9) 1
r

2

ou C(7) est une constante strictement positive.
Par ailleurs, fixons ¢ < r(€2,M,g), de sorte que le lemme A.1.2 permet d’écrire:

Hp1(02 N E;) < Hyo1(0Q N B(my,2r;)) < C(M,g)r L.

Ainsi,
N
/ IV Paallf,ondH" ™ (m) = Z/ IV CoallF, o0dH" " (m)
o0 — Joone,

N 2
3 _
< CONPAMG)? DY S (02N Ey)

=1 "1

N
C(MJQ)C(V)QA(M7Q)2€2'Y Z rin—3—2'y

<
=1

< C(Mg)C(y)2A(M.g)%e"n

< C(M,g)C(y)*A(M,g)*nj(M,g)7n, (A.3)

/ \I/aQ (m)zd'Hn_l(m) = dHn_l(m)
o0

/ag—uf\il B(m;,2r;)NoQ

N
> Hp1(0Q) — Hoo1 (020 | B(my2r7))
=1
N
> Hno1(0Q) =Y Hy1(0Q2 0 B(m;,2r;)
=1
N
> Hp1(0Q) — C(Mg) Y it
=1
> Hy-1(09) — C(M,g)ne" P
> Hn—l(aQ) - C(Mvg)nlnj (M’g)n—p—l‘ (A4)
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Ainsi, en regroupant les estimations (A.3) et (A.4), on a:

Joo IVm®aall?, sqdHn—1(m) - C(M,g)C ()2 A(M,g)%nj(M,g)"n ‘
Joq Yoo (m)2dH,—1(m)  ~ H1(09) — C(M,g)ninj(M,g)"—P~1

En choisissant alors n suffisamment petit, on obtient :

/ U0 (m)?dH,_1(m) > max (%Hn_l(m),u _ V)Hn_l(asz)>,
o0

1
| IV ol andHs(m) < 5H,a (00
d’ou )
oo |V Wonl ppdHaa(m) _
faQ Uoqa(m)2dH,—1(m) h
et

/ U0 (m)?dHp_1(m) > Ho1(09Q) — v,
o0

La fonction ¥ étant & valeurs dans [0,1], on observe d’une part que tout minorant
de lintégrale de ¥? est également un minorant de U'intégrale de U, et d’autre part que
ces deux quantités sont trivialement majorées par la mesure (n — 1)-dimensionnelle de
Hausdorff de 02, ce qui permet d’obtenir les estimations annoncées.

A.2 Preuve du lemme A.1.1

La nullité de la mesure p-dimensionnelle de Hausdorff du compact S implique que
pour tout € > 0 et pour tout n > 0

Ny
N1 €N et I(yi,di)i=1..N, € (E X R+*> tels que:

N1 Nl
1 1
0<dN<dN—1<---<d2<d1<§€ ; Eldf<§77 et SCUIB(yz',di)
1= 1=

Par conséquent, la famille des boules ouvertes B(y;,d;)i=1...n, recouvre le compact S, de
sorte que I'on peut choisir (technique inspirée du théoréme 1 page 30 de [Maz|) un entier
N < Ny, une famille de points (m;);=1..n et une injection croissante ¢ de {1,... ,N}
dans {1,... ,Ny} tels que:

-V 1<i<j<N B(mz,d¢(l)) N B(mjadgo(j)) =,

-V 1<i< 7 < N d(mi,mj) > 2max(d¢(i),d¢(j)),

— S C Uiy B(my,2dy).

En posant alors r; = 2d;), on obtient que la famille de boules ouvertes (B(m;,r;))i=1..n
vérifie les quatre premieres propriétés recherchées.

Passons au controle des intersections. Soit ¢ un entier de {1,... ,N} et m un point de
B(m;,2r;). Nous cherchons & majorer le nombre de boules P(mj,%j) de rayon r; > 1;
qui contiennent m. Un majorant est le nombre de boules E(mj,er) de rayon r; > r; qui
rencontrent B(m;,2r;). Pour majorer cet ensemble, remarquons que ’ensemble & des
centres de ces boules est I'union, lorsque ’entier k augmente, de ceux qui se trouvent
dans la couronne B(m;,281r;) — B(m;,2%r;) et qui constituent 'ensemble £F. Précisons
tout d’abord le domaine dans lequel varie lentier k. Le caractere disjoint des boules
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de rayon moitié nous assure qu’aucun centre d’une boule de rayon supérieur ne peut
se trouver dans B(m;,r;), donc k > 0. Par ailleurs, un tel centre ne peut pas étre a
une distance de m; supérieure a 2e + 2r;, ce qui donne que k;,q. est le plus petit k
satisfaisant :

okmaztly > 9¢ 4 op; |
soit

In(1+ £) In(1+4 £) In(1+ £)

b = By ) P LS T IS

Remarquons ensuite que les estimations uniformes sur le volume des boules en fonc-
tion de leur rayon permettent de majorer le nombre des centres considérés qui se situent
dans ces couronnes, plus précisément :

< C'1 (Eadnu‘)
b OQ(E,d,,U)

< Cl (E7d7li)
= Co(BEdyp)

Cardé&? ™

Card&} 16“

De manieére plus générale,

Vk=1,... kmaw , CardEF< 32¢

Cl(Evdnu) < 42k+1 —1 >a < CI(E7dnu)
02(E7dnu) %(2k_1 - 1) h 02(E7dnu)

Ainsi, Vi € {1,... ,N} , Vm € B(m;2r;)

. . oYY 1o} CQ(Evdnu) ln(l + Ti)
275 < ‘
Card{j € {1,...,i} | m € B(m;2r;)} 32 ACEN 2— "+l

02(E7dnu) 111(1 + 7“%)

< 3.32¢
Cl (E7dnu) In2

A.3 Démonstration du lemme A.1.2

Au cours de la preuve nous verrons que la constante C'(M,g) dépend en fait d’'un
minorant de la courbure de Ricci, du rayon d’injectivité, du volume et du diametre de
la variété (M,g).

Nous allons utiliser que €2 est minimisant de la maniére suivante: si la portion du
bord de Q contenue dans une boule suffisamment petite n’est pas maitrisée par la puis-
sance (n — 1)-ieme du rayon de la boule, alors il est possible d’exhiber un domaine de
méme volume que € dont le volume du bord est strictement inférieur.

Soient (n —1)d un minorant des courbures sectionnelles sur (M,g), inj(M,g) le rayon
d’injectivité de la variété (M,g) et diam(M,g) son diametre. M \ Q étant un ouvert, il
existe un point mq dans M \ Q et un réel rq dans ]0,inj(M,g)] tels que:

E(mQ,T’Q) cM \ﬁ
Le théoreme de Bishop-Gromov nous permet alors de minorer le volume de cette boule
que 'on vient de choisir dans le complémentaire de €2,

vol(M,g)

VOln (E(mQ,TQ)) Z Vn’é(rﬂ) v, g (dlam(M g)) |

Remarquons alors que ’application
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[0ra]  — [0,Vas(ro)]
t — Vis(t)
est continue et strictement croissante de [0,rq| dans I'intervalle [0,V}, 5(rq)] qui contient

l'intervalle [0,V}, 5(rq) vol(M.g) | puisque le théoréme de comparaison de Bishop
: Vii.s (diam(M,g))

donne:
vol(M,g) < V, 5(diam(M,g)).

Ainsi, nous pouvons définir le réel 7(2,M,g) dans [0,ro] de maniére unique par I’équation :

vol(M,g)
Vs (diam(M,Q)) .

Vas(r(Q,M.9))) = Vas(ra)

Observons alors que r(Q,M,g) < rq < inj(M,g).
Soit m un point quelconque de M et r un réel de ]0,r(Q2,M,g)]. Considérons alors
'ouvert 2 défini par
Q= QnB(m,r)".

Nous pouvons écrire €2 = QHQ N B(m,r), d’otl1, avec le théoréme de comparaison de
Bishop et la croissance de la fonction V;, s,

0 < vol,, () — vol, () < vol,(B(m,r)) < Vis(r) < Vis (r(QLM,g)).

Or Papplication
0,rq] — R*
t —  vol, (B(mq,t))
est continue et strictement croissante de [0,rq] dans un intervalle contenant [0,V;, 5 (r(€2,M,g))],
de sorte qu’il existe un réel 7 dans [0,rq] tel que

vol,, (B(mgq,T)) = vol,(Q) — vol,,(€2),

ce qui revient A dire que les ouverts Q et QU B (mg,7) ont méme volume. Nous pouvons
donc utiliser la propriété minimisante de {2 pour affirmer:

Ho-1(99) < Haot (0(QU B(ma7)). (A.5)
Le caractere disjoint de Q et B(mgq,7) donne:
Hoos (a((z U B(mg,f))) = My 1(0Q) + M1 (DB (mo,i))

et en utilisant le lemme A.3.1 suivant,

Lemme A.3.1 Soit (E,d) un espace métrique, Q1 et Qo deuz ouverts de E. Définissons
alors ouvert Q) par :
Q=0N0"
Alors,
0 C <ale N U 892>
ot la notation DA désigne la fontiére de ’ensemble A c’est-a-dire A\ int(A).

nous obtenons

M1 (9Q) < Ho1 (a(Q N E(m,r)C)) + M1 (0B(ma.i)),
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nous obtenons apres report dans (A.5)
Hp—1(092) < Hy1 (8(Q2 N B(m,r)°)) + Hi—1(0B(m,r)) + Hp—1(0B(mq,F)),

or
Mo 1(09) = Hy 1 (02 N B(m,r)®) + Ha1 (02 N B(m,r)),

d’ou
Hp—1(09) < Hp—1(02) — Hn_l(afl N E(m,r)) + Hn-1 (8B(mQ,F)),
et par conséquent,

Ho—1 (8(2 N E(m,r)) < Hu-1 (8B(mQ,F)) + Hp-1 (8B(m,r)).

Remarquons alors que le théoreme de comparaison de Bishop, donne pour tout point
m de M et tout t < inj(M,g):

Hn—1(0B(m,t)) <V, 5(1).
En particulier, ici, comme r(Q,M,g) < inj(M,g), en posant

/ r n—l
Cl (M7g) = sup _n,5n(_) = sup an_lS(Sn(r) )
r€l0,inj(M,g)] T r€]0,inj(M,g)] r

on obtient , pour tout r dans |0,7(2,M,g)], pour tout m dans M,
Hp1 (89 N E(m,r)) < Ha-t (8B(mg,f)) 4+ Hp-1 (aB(m,r))
< Vos(P) +V, 5(r)
< Cl (M7g)7:n_l + Ol(Mvg)Tn_l‘

Par ailleurs, le théoréme de comparaison de Bishop-Gromov et la définition de 7
donnent :

B vol(M,g) r
< < S
V5 (7) TAETETIT vol, (B(mgq,7)) < vol,(B(mq,r)) < Vys(r),
d’oli, en posant
o . Vi 5(T)
C2(d,inj(M,g)) =  inf :
2(0,inj(M,g)) rel0,inj(M,g)] 7"
ot Vs (1)
. . n T
Ca(dinj(Mg) = sup 2L

reloin(Mg)] "
(ces constantes sont strictement positives car la fonction dont on prend les extrema est
continue et se prolonge par continuité en 0 par une valeur non nulle )

vol(M,qg)
Vn,5 (dlam(M7g))

02 (5,1HJ (M7g))":n < 03(57inj (M7g))rn7

soit
n

1 (cgw,inj<M,g>>vn,5<diam<M,g>>)nlrn_l
h 02(57inj (Mmg))VOl(Mag) .

Cs (67inj(M7g))Vn,5 (diam(M7g))
Cs (évinj (Mvg))VOI(M’g)

n—1
Ainsi, en posant C(M,g) = C1(M,g) [( )T + 1], nous pouvons

conclure:

V 0<r<r(QMyg) ., VmeM , H,1(0QNB(mr)) < C(M,g)r" .
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Annexe B

Fonctions concaves

Nous rappelons dans cette annexe quelques résultats concernant les fonctions concaves
et nous les énongons dans leur version la plus proche de celle que nous utilisons. De plus,
nous complétons ces rappels élémentaires par des lemmes techniques qui apparaissent
peu ou pas dans la littérature et dans lesquels 'hypothese de concavité joue un role
prépondérant.

B.1 Définition et propriétés élémentaires liées a la conca-
vité

Définition B.1.1 Une fonction f, définie sur un intervalle I C R est concave sur I si

pour tout couple (z,y) € I x I, pour tout réel t de [0,1],

fltz+ 1 —=t)y) = tf(x)+ (1 —1)f(y)

D’un point de vue géométrique, ceci s’interprete en disant que la courbe est au-dessus
de ses cordes.
Enoncons maintenant quelques propriétés élémentaires des fonctions concaves.

Lemme B.1.2 Soit f une fonction concave définie sur un intervalle réel I. Alors, en
tout point x de l'intérieur de I, f est continue, f admet une dérivée a gauche, notée
fo(x), une dérivée a droite, notée fj(x) et elles sont reliées par l'inégalité

fo(@) = fal).
Ainsi f est dérivable sur I privé d’un ensemble au plus dénombrable.

Lemme B.1.3 Soit f une fonction concave, continue et positive ou nulle sur [0,1], telle
que f(0) =0 et
Ve e[0,1] , f(z)=f(1-2x).
Alors,
— la dérivée a droite au point x € [0,1], est reliée a la dérivée a gauche au point
1—w et f(z) = —falx),

- la symétrie impose

: 1
— f est croissante sur [0,5].
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Lemme B.1.4 Soit f une fonction concave, continue sur [0,1] et nulle en 0. Alors pour
tout couple (w1,r2) €]0,1[2 tel que x1 + 29 < 1,

flx1 4+ x2) < fx1) + f(x2).

De plus, s’il existe un couple (x1,v2) €]0,1[% tel que x1 + 22 < 1 et f(w + x2) =
f(z1) + f(x2), alors f est linéaire sur [0,21 + x2].

Démonstration. Par concavité, la décroissance des pentes donne, comme 0 < xg <
xr1+ 2 et 0 <z < x1 + 9, pour tout = € [0,x1] et tout y € [zo,z1 + T2,

flan @) = f(an) _ [l +22) = (&) _ f(y) = f(0) <f(l“z)—!)"(o)

r1+xy—21 0 xi4+xe—2x o y—0 29 — 0

d’ott le résultat. Quant au cas d’égalité, s’il existe un couple (x1,22) €]0,1[* tel que
x1+ 19 < 1let f(xy + x2) = f(x1) + f(x2), alors la suite des inégalités précédentes
devient une suite d’égalités et pour tout y € [x2,x1 + 23],

Ainsi, comme f(0) = 0, la concavité de la fonction f impose la linéarité sur [0,x1 + 2].
O

Lemme B.1.5 Soit f une fonction concave définie et continue sur [a,b], (a,b) € RZ
a < b. Si max (|fc’l(a)|,|fé(b)|) < 400, alors f est lipschitzienne et

Lip(f) = max (|f3(a)l,|£5(®)] )

Lemme B.1.6 Soit f une fonction concave définie sur l'intervalle [a,b] (a < b), conti-
nue sur [a,b] et telle que f(a) = f(b) = 0. Alors, [ est positive ou nulle sur [a,b]. De plus,
si f prend au moins une valeur strictement positive sur |a,b], alors f est strictement
positive sur ]a,b,
fala) >0 et fi(b) <O.
Démonstration.
Notons z¢ un point de Ja,b[ tel que f(zg) > 0. Alors, par concavité de f,

voclago| , {DZLW S 02T,

d’ou, en passant a la limite pour x tendant vers a par valeurs supérieures,

f@) = fa) _ f(o) ~ Fla)

> > 0.
r—a To—a

fala) >

Le caractere strictement négatif de fé(b) se prouve de la méme fagon.
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B.2 La concavité d’un point de vue différentiel

Une fonction réelle de classe C? est concave si et seulement si sa dérivée seconde
est négative ou nulle. Nous proposons de rappeler comment cette caractérisation se
généralise a toutes les fonctions concaves.

Proposition B.2.1 Les trois assertions suivantes concernant la fonction f, définie sur
un intervalle I de R, continue et a valeurs réelles, sont équivalentes :

(i) la fonction f est concave sur I,

(ii) en tout point [ de lintérieur de I, pour tout u > 0 tel que +u et  — u appar-
tiennent a I, nous avons:

fB—u)+ f(B—u)—2f(B)

u2

<0,

(iii) en tout point B de lintérieur de I, nous avons :
D*f(8) <0.

Remarquons que 'hypothese de continuité de f peut étre affaiblie en une hypothese
de semi-continuité inférieure (cf Bourbaki, chapitre fonctions convexes). Par ailleurs,
il est intéressant de remarquer que nous pourrions rajouter a cette liste d’assertions
équivalentes l'affirmation suivante :

(#4') en tout point 3 de l'intérieur de I, nous avons: D2f(3) < 0.

B.3 La concavité: une hypothese intéressante

Nous allons illustrer sur quelques exemples I'idée que la concavité est une information
particulierement riche qui permet d’aboutir a des conclusions assez fortes concernant la
régularité ou les propriétés différentielles d’une fonction concave.

B.3.1 Régularité des solutions d’une inéquation différentielle

La proposition suivante est un résultat de régularité concernant les solutions d’iné-
quations différentielles satisfaites au sens des différences finies.

Proposition B.3.1 Soient a € R’} et
— g une fonction continue définie sur un intervalle réel I,

— f une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que f(]0,a]) C I, et qui
satisfait linéquation différentielle :

VB eloal . D2f(B) < g(f(9)-

Alors, pour tout intervalle [B1,02] inclus dans ]0,a], il existe une constante C(f1,52) telle
que la fonction

F(B) = C(B1,62)

soit concave sur [[31,02]. Par conséquent, f admet en tout point 3 de |0,a[ une dérivée
droite et une dérivée a gauche telles que

Fi(B) < fL(B).

(ceci peut s’interpréter en disant que si la fonction est convexe au voisinage d’un point
alors elle est dérivable en ce point). Ainsi, [ est absolument continue sur 0,a] et est
dérivable en tout point de ]0,a] privé d’un ensemble au plus dénombrable.
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Démonstration.
Posons, pour tout intervalle [31,52] inclus dans |0,a],

C(61,62) == sup g(f(B))
B€[B1,62]

et calculons

D*f(B) — C(B1,52)

9(f(B)) — C(B1,52)
0.

D2(118) - 5000

NN

Ainsi, d’apres 'implication (i4i) = (¢) du lemme B.2.1, la fonction

£(8) = 5T (o)

est concave, de sorte que les propriétés de régularité de f viennent de celles des fonctions
concaves rappelées dans le lemme B.1.2. O

Remarquons que la preuve de la proposition B.3.1 nous permet d’exhiber le lemme
suivant, qui est intéressant en lui-méme.

Lemme B.3.2 Soient a € R et
— g une fonction continue définie sur un intervalle réel I,

— [ une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que f(]0,a[) C I, et qui
satisfait linéquation différentielle :

VB €loal , D*f(8) < g(f(8)).

Alors,
V6o €]0,a] , V6 €]0,min(fy,a — Fo)] et Vu €]By — 0,00 + I,
f(Bo+u)+ f(Bo—u) —2f(Bo) < sup 9(F()).
u? BE[Bo—3,60+0]
Démonstration.
En posant

L(Bo,0) :=  sup  g(f(8)),
B€[Bo—0,B0+9]

un calcul déja détaillé dans la preuve de la proposition B.3.1 montre que la fonction

£(8) = 5T (o)

est concave sur |Gy — 0,00 + d] de sorte que I'implication (iii) = (i) du lemme B.2.1
donne

J(Bo+u)+ f(Bo—u) —2f(Fo)

V'LL E]/80 - 5750 + 5[ ) 'LL2

- P(5075) < 07

d’ou le résultat. O
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B.3.2 Controéle des variations d’une fonction concave

Le lemme suivant est utilisé pour estimer la courbure moyenne des domaines iso-
périmétriques. Bien que la quantification de cette grandeur géométrique puisse étre
obtenue a partir d’arguments géométriques (inégalité de Heintze-Karcher entre autres),
il est particulierement intéressant de développer cette technique analytique fondée sur
les propriétés de concavité du profil dans 'optique d’une généralisation des résultats
a un cadre dans lequel nous ne disposons pas d’une inégalité du type Heintze-Karcher
(isopérimétrie a l'intérieur d’un compact convexe ou sur un mm-espace dont le profil
satisfait une inéquation différentielle du type (2.7) par exemple).

Lemme B.3.3 Soit f une fonction définie sur [0,a] (a > 0), nulle en 0 et telle que
— f est dérivable a droite en 0 de dérivée strictement positive,
— il existe ¢ > 0 tel que pour tout x dans [0,a], f(z) = cx,
— il existe a > 0 et C' > 0 tels que la fonction ¥ — f(z) — Cx'T* est concave sur
[0,a].
Alors, en posant

et

f est strictement croissante sur [0,z9] et

o — T

Vo € [0,20] , fi@) = (1+a)Cz™+ fC’l(O)aEl —

En particulier, il ezxiste I' :== I'(a,c,C) > 0 et z(, := x((a,c,C) €]0,a] tels que
Vo € [0zp] ,  fa(z) =T fq(0).

Démonstration.
La fonction concave z —— f(z) — Co'T® est minorée par z —— cx — Cx qui est

également concave sur [0,a], strictement positive sur |0,z2[ et qui atteint son maximum
atl
M(a,c,C) = —2¢* — en z = x1. La concavité de la fonction z — f(z) — Calt®
Co(l+a) o
impose alors a cette fonction d’étre croissante tant qu’elle n’a pas atteint le maximum

de son minorant. Comme par ailleurs, la concavité impose

14+«

Vo €[0,a] , flz)—Cz'™ < £(0)x, (B.1)
nous pouvons affirmer que f est croissante sur [0,z¢], ou xo est défini par 1’égalité
M = f(0)xo.
Enfin, toujours par concavité,

[f(@1) = Cay ™)) — [f (=) — Ca'*]

Vo € [0,z0] , (f(z)-— C’acHo‘)ii > pr——
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d’otl, en utilisant la majoration (B.1) et f(x1) — Czit™ > M = f/(0)xo,

To— T
Vi€ [0w] L file) > (L+a)Ca® + f3(0)——.
| —
En posant alors par exemple zj(a,c,C) := %xo et ['(a,c,C) := 25'3701, nous obtenons la
minoration annoncée. O

B.3.3 Convergence en rapport a partir d’une convergence uniforme

Montrons comment une hypothese de concavité permet d’améliorer une convergence
uniforme sur tout compact de ]0,a] en une convergence uniforme sur |0,a].

Lemme B.3.4 Soient a > 0 et

— [ une fonction définie sur [0,a], continue sur [0,a], strictement positive sur |0,a],
nulle en 0 et dérivable a droite en 0 de dérivée f}(0) strictement positive,

— (fi)ien une suite de fonctions définies sur [0,a], continues sur [0,a], nulles en 0
et dérivables a droite en 0, pour lesquelles il existe C € Ry et a > 0 tels que les
fonctions ¥ — f;(z) — Cx'T* sont concaves sur [0,a].

Si la suite (%)ieN converge uniformément vers 1 sur tout compact de ]0,a] et si la suite

( Z-’d(O))ZEN tend vers f5(0), alors la suite (%)ieN converge uniformément vers 1 sur
10,a].

Remarque B.3.5 Sans I'hypothese sur la “presque-concavité” ! des f;, le résultat
serait faux. En effet, définissons la fonction continue, affine par morceaux, h : R — R
par
x si x €] — 00,1] U [3, + oo,
VeeR , h(x)=4¢ 1 six € [1,2],
2(x —2)+1 sixze[2,3].

Alors la suite de fonctions h;(z) := 1h(iz) converge uniformément vers la premiere
bissectrice sur [0,1] tandis que le rapport h;(2/7)/(2/i) est constant et égal a 1/2. De
méme, sans 'hypothése sur la convergence des dérivées initiales, le résultat serait faux.
Définissons la suite de fonctions (g;)ien sur [0,1] par

2x siz €[0,1],
Ve € R ) gz(l‘) =

- 1 1 o 1
z(fL'—z)—i—z Sle[z,l].
Alors cette suite de fonctions concaves converge uniformément vers la premiere bissec-
trice bien que la suite des dérivées initiales soit constante égale a 2. Par ailleurs, si nous
retirons 'hypothese de convergence des dérivées initiales, nous observons, en adaptant
la preuve du lemme B.3.4 exposée ci-dessous, que la convergence uniforme et I’hypothese
de “presque concavité” imposent
. . ! !
liminf f;43(0) > f4(0).
1——+400
Démonstration.
Considérons tout d’abord le cas particulier C' = 0, ce qui revient a supposer que les f;
sont des fonctions concaves, et montrons que le résultat se prouve alors assez simplement
a l’aide d’un dessin.

1. Une fonction = — f(z) possede la propriété de “presque concavité” si au voisinage de tout point,
elle est concave modulo ’addition d’un multiple de la fonction x — z” ot v > 1.
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Soit v > 0, il existe z, €]0,a] tel que

x
veeom] (-0 < <o)
La convergence uniforme sur le compact [z,,a] du rapport des fonctions et la conver-
gence des dérivées en 0 vers une limite non nulle assurent I'existence d’un entier 7, tel

que

a(0) fi(z)
Vizi, , 1-v<2 214y et Veelr,a , 1—-v<Z <1l4v
g 74(0) o (@)
Ainsi, d’une part la convergence des dérivées et la concavité donnent
S / , 1+v
Vi P w Vo € [07:1:1/] ) fl(m) < fzd(o)x < (1 + I/)fd(O)fL’ < 1 — I/f(x)7

et d’autre part la concavité et la convergence en rapport au point x,, donnent

@) =50 (1=v)i@)

Vizi, , Veelaw) , filz)= fi(0)+ - > .
> (1= )20

(1-v
> S ),

d’ott la convergence uniforme du rapport sur |0,a).
Considérons désormais le cas C > 0 et raisonnons par I'absurde en supposant que

la suite (%)Z cny D€ converge pas uniformément vers 1 sur 10,a]. 11 existe donc g9 > 0 tel
que pour tout i € N, il existe x; €]0,a] tel que
filxi) Lo fi(zi) Lo
“——=>1+¢p (situation1l]) ou =—— <1—¢gy (situation 2).
Fon) ( ) Fon) ( )
Soit v > 0 tel que v < min(eg,a). Par définition de f}(0), il existe =, €]0,v] tel que
f(x)

veelle] o (1-0fi0) < T2 < 1+ 0)150)
et par convergence des dérivées en 0, il existe i, € N tel que

10
S T0)

De plus, la convergence uniforme sur le compact [z,,a] du rapport des fonctions assure
lexistence d’un entier i), > i, tel que

Vizid, , 1

<1l+v

S~

i(z)
(z)

Dans la situation 1, apreés avoir remarqué que x; < z, (i = i,) puisque v < &g,
considérons pour i > i,

Vi>i, , Vze€lrya , 1—-v< <1+

fi(w;) (1 +e0)f(xi)
L -0+ fi0) (B.2)

WV
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Or, par concavité de f;(z) — Cx'T®, d’une part
Vu€l0,z] , fig(u) < fig(0) + (1 +a)Cu® < (1 +v)f3(0) + (1 + ) Cu?,

et d’autre part (absolue continuité)
fiai) = Cat*e = [7 (1) — 1+ @) du
0

d’ou

fi(w;)

T

< (1+v)f50) + (14 a)Cv®

et donc une contradiction avec la minoration (B.2) précédente deés que v est choisi assez
petit devant €g. Par conséquent la situation 1 est impossible.

Dans la situation 2, apres avoir remarqué que x; < z, (i > 1i,) puisque v < &y,
observons qu’il existe #; €]0,z;] tel que

Fla(@) < (1 —e0)(1 4 v)£3(0)
car sinon 1’égalité

filwi) = /Ozi fig(u)du
donne
filzi) = (1 —e0)(1 +v) f(0)z;
ce qui est incompatible avec ’hypothéese
filzi) < (1 —e0)f(z:) < (1 —e0)(1 + v)f(0):.
Par conséquent, en utilisant une nouvelle fois la concavité,

Vo € [Zi,20] , flg(T) — (14 a)Cz® > fly(x) — (1 4+ a)Cz®,

soit
Ve € ez, fl(@) < (1—20)(1+ 1) f0) + (1 + a)Co

d’out
fe) = f@)+ [ futwde

(1 —e0)f(x) + (1 —e0)(1 + v)f5(0)(zy — ;) + (1 + @)Cv*(x), — ;)

<
< (L—eo)(L+v)fi(0)zy + (1 + a)Cr*H,

ce qui est contradictoire, pour v suffisamment petit devant g, avec

filwy) > (L= v)f(2) = (L =) fy(0)zy,

d’ou I'absurdité de la situation 2.
Ainsi le lemme est prouvé.
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B.3.4 Une convergence L> i partir d’une convergence L!

Nous allons montrer que la concavité permet de tranformer une convergence L' en
une convergence L.

Lemme B.3.6 Soit h une fonction définie, concave et continue sur [0,a] (a € R ). Soit

(fn)nen une suite de fonctions définies, concaves et continues sur [0,a], de méme valeur
en 0 que h et telles que:

VneN | Vze0,a , hx)< fulz).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) )
lim (fu(z) — h(z))dz =0,
n—oo 0
(ii)
lim sup (fn(a;) — h(m)) =0.
00 1€[0,a)

Démonstration.

Remarquons que ce lemme peut se démontrer par I’absurde. Nous proposons ici une

fagon directe de le prouver. Elle consiste a expliciter un minorant de I’écart de la norme
L' entre deux fonctions concaves dépendant de la norme infinie de leur différence. Pour
cela montrons le lemme suivant :
Lemme B.3.7 Soit h une fonction définie et continue sur [0,a] (a € RY ), concave et
nulle en 0. Alors, il existe une fonction Ay : Ry — Ry, nulle en 0, continue, croissante
sur Ry et strictement positive sur RY_ | telle que pour toute fonction f, définie, continue
et concave sur [0,a] vérifiant

Ve [0,a] , h(z)< flx),

/a (f(z) — h(z))dz > Ah( sup (f(z)— h(m)))
0

z€[a,b)
Démonstration.
Un dessin s’impose.
Définissons la fonction Ap(g), pour tout € > 0. Pour, cela considérons les fonctions
Ly : Ry x[0,a — R

(Evy) — Ld(€7y)
et
L, : Ryx]0,a] — R

(ey)  — Ly(ey)
définies par

Ly(e,y) := inf {L € R‘Vw € y,al,h(y) +e+ Lz —y) > h(a:)}
et
Ly(e,y) := inf {L € R‘Vm € la,yl,h(y) +e+ Lz —y) > h(a:)}

Ces définitions ont un sens, en effet les ensembles sur lequel les infima sont pris sont non
vides et minorés, par concavité de h sur [0,a]. Ces fonctions nous permettent de définir,
pour tout y dans [0,a], la fonction mg, : [0,a] — R par

ey ) hy) e+ Ly(ey)(z—y) size 0y,
ve € 0al -, my(e) = { h(y) + e+ La(e,y)(x —y) six € [y,al.
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et posons
Ap(e) :=inf {/0 (mg(z) — h(:c))dx‘y € [O,a]}.

La quantité foa (my(:r) —h(aj)) dx étant continue en y, par continuité des fonctions Ly(e,-)
et Ly(e, ), et strictement positive pour tout y dans [0,a] des que € > 0, Ay, est stritement
positive sur R% . De plus Aj, est continue croissante sur R et trivialement nulle en O car
La(0,-) = hjy() et Ly(0,-) = hy(+). La continuité de Ap, en 0 peut se voir en remarquant
que

Ane) < /0 (h(z) + £ — h(z))dz = ca.

Ainsi, nous observons que si f est une fonction définie, continue, concave sur [0,a]
verifiant
Vo el , hiz) < f(x)

et

. (f(z) = h(z)) =& = f(xy) — hlxp),
alors,

Ve €[0,a] , h(z) <mg (z) < fla).

Par conséquent,

|
Ce lemme B.3.8 permet alors de démontrer le résultat (i) = (i7) du lemme B.3.6.
En effet il donne, sous ’hypothese (i),

g 0 0) -
d’ou
lim  sup (fu(z)—h(z)) =0,

n—+0 2¢[0,a]

par continuité et stricte monotonie de la fonction Ay,.
Quant a I'implication réciproque, (ii) = (i), elle est immédiate a partir de I'inégalité

/Oa (fu(z) = h(z))dz < a sup (fu(z)— h(z)).

z€0,a]
Od
Remarque, nous pouvons énocer le lemme B.3.8 différemment :

Lemme B.3.8 Soit h une fonction définie et continue sur [0,a] (a € RY ), concave et
nulle en 0. Alors, pour tout € > 0, il existe n := n(h,e) tel que pour toute fonction f,
définie, continue et concave sur [0,a] vérifiant

Ve e [0a] -, h(z) < f(2),

et

alors
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Le lemme suivant figure ici bien qu’il ne contienne pas explicitement d’hypothese
de concavité. Il apparait en fait comme un analogue possible du lemme B.3.6 précédent
lorsque ’hypotheése de concavité n’est plus satisfaite. En effet, lorsque nous ’appliquons,
pour prouver le théoreme 2.6.1, le caractere lipschitzien de la puissance "5 du profil
isopérimétrique est issu de l'intégration de I'inéquation différentielle (2.7). Il n’est donc
pas érronné d’attribuer aux propriétés de concavité des profils isopérimétriques le fait

qu’'une convergence L' des profils implique leur convergence L> .

Lemme B.3.9 Soient a € RY, h une fonction continue positive définie sur [0,a] et f
définie sur [0,a], minorée par h et telle que f est lipshitzienne de constante inférieure
ou égale a L > 0 (a € RY ). Pour tout € > 0, il existe n := n(h,o,L,e) tel que si

[ o= nonas < aate)

alors

sup (£(8) - h(B)) <.

BE0,a]

Démonstration.
Supposons que le point d’abscisse fy € [0,a] réalise supgepo q f(8) — h(B) =€ > 0.
Alors, le caractére lipschitzien de f¢ donne pour tout S € [0,a],

—L[B = Bol + f*(Bo) < f*(B) < LIB = Bol + f*(Bo),
d’ot, en utilisant que f(Gy) — h(By) = ¢,

V3 0a] \ £(5)~ h(8) > max (0.[(ah) +)° = L9~ o]~ 13)).
Posons
I(h,a,Le,fy) := /Oa max (0, [(R(Bo) 4+ €)* — Lju — Bo|] . h(u)) du.

Cette fonction est continue en la variable 3y et strictement positive sur [0,a]. Nous
pouvons donc définir
n(h,o,Le) := inf I(h,a,Le,00) >0
Bo€[0,a]
de sorte que, si une fonction f satisfaisant les conditions de I’énoncé vérifie SUPge(0,a] ( f(B)—
h(ﬂ)) > ¢ > 0, alors, d’apres ce qui précede,

/oa (f(8) = h(B))dB > n(h,a.L.e).

Ainsi, le résultat s’obtient en contraposant 1’assertion précédente. O

Remarque B.3.10 Les deux lemmes B.3.6 et B.3.9 apparaissent complémentaires I’'un
de 'autre dans la preuve du théoreme 2.6.1. Cependant, le premier ne nécessite pas de
supposer un controle uniforme des constantes de Lipschitz des fonctions (f,,)nen. Cette
hypothese semble correspondre a la contrepartie a imposer dans le lemme B.3.9 pour
garder la méme conclusion que le lemme B.3.6, en I’absence de la propriété de concavité
des fonctions considérées. Cette différence explique pourquoi, dans le théoréeme 2.6.1,
par rapport au cadre Ricci > 0, nous devons imposer une minoration du volume pour
établir que la presque maximalité du diameétre impose la presque minimalité du profil
lorsque le minorant de la courbure de Ricci est strictement négatif.
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B.3.5 Passage a la limite dans une inéquation différentielle

Lemme B.3.11 Soient I un intervalle réel et
— [ une fonction définie et continue sur [0,1], a valeurs dans I C R,

— (9i)ien une suite de fonctions définies et continues sur I qui converge uniformément
sur tout compact de I vers une fonction g, définie et continue sur I,

— (fi)ien une suite de fonctions définies et continues sur [0,1], a valeurs dans I C R,
telles que
VieN | Vxelol] , D%fi(x)<g (fl(m))

S’il existe xg €]0,1] et 6 €]0, min(zg,1 — zo)] tels que

lim sup |f(x) — fi(z)] =0,

=400 1 [zo—6,x0+4)

alors
Vo €lzg — w0 + [, D2f(x) < g(f(z)).

Démonstration.

Supposons, dans un premier temps, que la suite (g;);en est constante et égale a g.
Il suffit donc de démontrer que I'inéquation différentielle est satisfaite pour x = x( car,
pour tout y de |zg — d,x9 + J[, en reproduisant le méme raisonnement sur l'intervalle
centré en y d’amplitude min(|zg — y|,0 — |xo — y|), nous démontrerons que l'inéquation
différentielle est satisfaite au point y.

Par continuité de f, f([zg — 0,29 + 0]) est un compact de I et par convergence uni-
forme des f;, 'adhérence de I'union des f;([xg—d,z9+0]) est un compact de I. Appelons
K C I I'union de ces deux compacts. Dans la suite, wy et w, désigneront les modules de
continuité uniforme de f sur [0,1] et de g restreinte au compact K.

Soit d; €]0,4],

sup  |g(f(x0) —g(fil@)] < wi(  sw |f(@o) = filw)])

x€[xo—01,20+01] x€[ro—01,20+01]

< wpws@)+ s [f@) - fila)])

x€[xo—01,x0+01]

Ainsi, pour tout € > 0, par continuité de g, il existe 1. > 0 tel que

wg (778) < E7
par continuité de f, il existe d. €]0,d] tel que

1

wf((sa) < 57767

et par convergence uniforme de la suite (f;);en, il existe i. € N tel que

L 1
Vizi , sw o |f(@)- Al < gne
x€[zo—08,x0+3]
De méme, pour tout € > 0, il existe d. €]0,0] et i. € N tel que
Vizie sup  [g(f(z0)) — g(fi(2))| <e.

xE[r0—55,$0+55]
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Par conséquent, pour tout i > i., la fonction

1

filw) = 5 (9(F(x0)) +¢) (@ = o)

est concave sur [xg — d.,x¢ + 0-|. Elle converge simplement (c’est-a-dire point par point)
sur cet intervalle vers la fonction

qui est donc concave elle aussi d’ou
Vx €]zg — deyxo + 0] ﬁf(a:) < g(f(xo)) +e.

Le résultat dans le cas particulier ol (g;);en est une suite constante égale a g s’ob-
tient alors en passant a la limite pour € tendant vers 0 dans I'inéquation précédente
particularisée en x = x.

Si la suite (g;)ien n’est plus constante, il suffit de considérer pour € > 0 fixé, i suf-
fisamment grand tel que, par convergence uniforme de (g;);en vers g sur le compact
K cCl,

sup |9(y) — gi(y)| < e.
yeK

Nous pouvons alors appliquer le raisonnement précédent a la suite constante £+ g(-) qui
apparait en majorant g;(f;(z)) par g(f;(z)) + ¢, d’out

Vr €|xg — d,x0 + 0] ﬁf(a:)<g(f(x))+5.

Le résultat final s’obtient alors par passage a la limite pour ¢ tendant vers 0. O
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Annexe C

Intégration d’inéquations
différentielles

Cette annexe a pour but de permettre 'intégration d’inéquations différentielles por-
tant sur des fonctions dont la régularité est insuffisante pour utiliser les techniques clas-
siques d’intégration. Dans un premier temps, nous allons montrer comment intégrer deux
inéquation différentielles du premier ordre: I'une est une minoration presque partout la
dérivée d’une fonction continue croissante, ’autre est une minoration partout la dérivée
a droite d’une fonction continue. Dans une deuxiéme partie, nous nous intéressons a des
inéquations différentielles du second ordre pour lesquelles la dérivée seconde est obtenue
comme limite supérieure de dérivées secondes discrétes. Les résultats de comparaison
obtenus coincident avec les théoremes classiques dans le cas régulier.

Les preuves sont assez techniques et nous ne sommes pas parvenus a les présenter de
maniere plus simple, d’autant que nous avons préféré énoncer les résultats dans la plus
grande généralité possible. Ce choix correspond a la fois au souci de mettre en avant les
points essentiels sur lesquels reposent les preuves et a I’idée que ces techniques ne servent
pas uniquement & étudier l'inéquation différentielle (2.7) qui orchestre le chapitre 2, mais
également a exploiter d’autres inéquations différentielles comme par exemple 'inégalité
(3.20), qui apparait avec le profil gaussien au chapitre 3.

C.1 Inéquations du premier ordre

Nous proposons deux lemmes d’intégration qui conduisent a des estimations simi-
laires mais dont les hypotheses sont différentes. Le premier concerne les fonctions mono-
tones tandis que le second suppose une minoration uniforme des limites inférieures des
taux d’accroissement a gauche (ou a droite) sur un intervalle.

Commencons par rappeler le lemme suivant, qui concerne les fonctions croissantes
et dont nous reprenons la preuve proposée dans [Ti] page 361.

Lemme C.1.1 Soit f une fonction continue croissante définie sur lintervalle [a,b]
qui admet par conséquent une dérivée & droite presque partout notée f). Alors, f} est
intégrable et vérifie :

b
/ Fiwdu < £(b) - f(a):

Démonstration. Soient ¢ > 0 et N € N* tels que € < b — a et Ne > 1. Posons,

_ fHDH)—F) . o
pour tout n > N et pour tout ¢ € [a,b—¢], gn(t) = ——=———. La fonction définie ponc-

tuellement sur [a,b — €] comme la limite inférieure de la suite (gn)n>N, est mesurable et
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coincide presque partout avec la fonction f}. Le lemme de Fatou, appliqué & la suite de
fonctions positives g, (c’est la qu’intervient la croissance de f) donne alors:

n—-+o0o

b—e b—e
fh)dt = / lim inf g, (t)d¢

b—e
< limJirnf/ gn(t)dt
1 b—a—i—% 1 a+%
< liminf |— t)dt — — t)dt|.
AE&{mAf swa— [ ﬂ>}

La continuité de f en a, en b — &, puis en b permet alors de conclure en passant a la
limite lorsque € tend vers 0.
Od
Donnons un énoncé dont la conclusion est analogue mais pour lequel I’hypothese de
monotonie est remplacée par une minoration des dérivées a gauche partout.

Lemme C.1.2 Soient f et g deux fonctions continues de [a,b] dans R telles que :

Vz €lab] limi(lJaf f@) = fle—u) > g(x).
w0 u
Alors,
Yy
Vew) elat? L o<y o [ a®d < f@) - ).
Démonstration.

Ce lemme est énoncé dans [MHH] (lemme 2.3 page 4893), prouvé et suivi d’une
discussion concernant un affaiblissement possible des hypothéses de continuité de f et
g. Nous donnons ici une autre rédaction de la preuve, sans revendiquer une grande
différence.

Nous allons ramener le probleme a une question de connexité. En effet, introduisons
pour tout réel ¢ > 0 et pour tout y € [a,b], le sous-ensemble de [a,y] noté I, , et défini
par:

Ly={v€lay] telque Vtel[zy]  hy)—h(t)=—ely—1)},
oll nous avons posé h(z) = f(z) — [ g(t)dt. Remarquons que I'ensemble I., est non
vide puisque y lui appartient. Par ailleurs, la continuité de f et g entrainent celle de h si

bien que I, , est fermé. Montrons maintenant qu’il est ouvert. Soit xg dans I ,. D'une
part, par définition de I. ,, I'intervalle [z¢,y] est dans I.. D’autre part, par hypothese,

h(xo) — h(xo — u)

lim ig1f =0

u>0

donc il existe n > 0 tel que
Vu €]0,m] , h(zo) — h(zg —u) = —cu.
Par conséquent, nous pouvons vérifier que
Vt e [zo—my] , hly) —h(t) > —ely 1)

donc xg — 1 appartient a I, ,.
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Ainsi, 'ensemble I, ,, ouvert et fermé non vide du connexe [a,y], est égal a [a,y].
Nous obtenons alors

Ve>0 , Vyelab] , Vteay] h(y)—h(t) > —cly—1t)

d’ou la croissance de h, par passage a la limite sur € tendant vers 0, ce qui prouve le
résultat annoncé. O

Remarquons que nous disposons d’un lemme analogue en changeant I’hypothese sur
la dérivée a gauche en une hypothese sur la dérivée a droite:

Lemme C.1.3 Soient f et g deux fonctions continues de [a,b] dans R telles que :

flz+u) - f(z)

u

Vo €lab] , lim inf > g(z).

Alors, y
V) € a2, r<y | / g()dt < f(y) — f(x).

C.2 Inéquations différentielles du second ordre: D2y < ¢(y).

Cette partie est consacrée a 1’étude des inéquations différentielles du type
D%y < g(y).

Nous avons préféré énoncer les résultats et les techniques dans le cadre le plus général
possible, d’une part parce que les techniques d’analyse sont essentiellement les mémes
et qu’il semblait opportun de montrer que les théoréemes de comparaison ne sont pas
I’apanage d’une inéquation différentielle spécifique, d’autre part parce que nous avons
été confrontés a d’autres inéquations différentielles -en particulier celle satisfaite par le
profil gaussien (voir le paragraphe 3.2.2)- dont le traitement est analogue.

C.2.1 Cas ou g est croissante
Théoréme de comparaison

Voici un lemme fondamental sur lequel repose la preuve du théoréme de comparaison
C.2.2, qui établit un pincement d’une solution de I'inéquation différentielle entre deux
solutions exactes de I’équation différentielle associée.

Lemme C.2.1 Soient a € RY et

— g une fonction continue croissante (pas forcément strictement) définie sur un in-
tervalle I,

— [ une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que f(]0,a[) C I, qui
satisfait linéquation différentielle :

VB €lo,al . DAF(B) < g(f(B)),

— y une fonction continue définie sur l’intervalle [0,a], telle que y(]0,a]) C I, et
solution du probléme :

VB €l0,al , D*y(B) =g(y(B)) et y(0) = f(0).



196 C. INTEGRATION D’INEQUATIONS DIFFERENTIELLES

S’il existe By dans |0,a[ tel que y(5o) > f(Bo), alors

Vi € Boal , y(B) > f(B).

Démonstration.
Définissons les réels 5_ et Gy :

o =mf{Bel0f] / VuelBml . y)>f)},

B. = sup {ﬁ € [Bo,al / Yue B, , ylu)> f(u)}

La continuité des fonctions y et f impose d’une part 0 < f- < By < B+ < a et d’autre

part y(B-) = f(B-) puisque y(0) = f(0).
Supposons que Gy < a. Alors y(34) = f(B+) par continuité des fonctions. Etudions
la fonction f — y sur Uintervalle [5_,54]:

— elle est nulle aux extrémités,

— elle prend une valeur strictement négative en 3y €|5_,04[, ailleurs elle est négative
ou nulle,

— en observant que la limite inférieure d’une différence est majorée par la différence
des limites inférieures, sa dérivée seconde vérifie :

VB EB-Bel . DAf—y)(B) < D2f(B) - D(y)(B)
< 9(f(8) —9(y(B))
< 0 (g croissante).

Ainsi, d’apres la proposition B.2.1, la fonction continue f — y est concave sur |5_,54 .
Or elle est nulle aux extrémités, ce qui permet d’affirmer, par I'intermédiaire du lemme
B.1.6 que la fonction f—y est positive ou nulle sur [3_,3], d’ott une contradiction avec
la valeur prise en (y. Ainsi, 34 = a. Si nous supposons que f(a) = y(a), exactement le
méme raisonnement que ci-dessus permet d’aboutir & une contradiction analogue. Par
conséquent, By = a et f(a) < y(a), le résultat annoncé se déduit alors de la définition

de /8+.
O

Théoreme C.2.2 Soient a € RY et
— g une fonction continue croissante définie sur un intervalle réel I,

— [ une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que f(]0,a]) C I, qui
satisfait linéquation différentielle :

VB €l0,al , D*f(8) < g(f(B))

et la condition [ f,(0)] < +oo,
- y4+ une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que y4(]0,a]) C I, et
solution du probleme :

vA€l0,al . D(B)=g(y(B) . yi(0)=F(0) et Fy(0) <y (0) < +oo,

— y— une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que y_(]0,a]) C I, et
solution du probleme :

vBelal , DXy(B)=g(y(B) . y-(0)=f(0) et y-(a)< fla)
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Alors,
Vﬁ € [0,(1] 9 y—(ﬁ) < f(ﬁ) < y+(ﬁ)

Démonstration.

— Preuve de la minoration

S’il existe [y dans ]0,a[ tel que y_(5o) > f(0o), alors le lemme C.2.1 impose
y—(a) > f(a), ce qui est faux, d’ou:

VB e0a , y-(B) <f(B)

Remarquons que pour obtenir cette minoration, nous n’avons par utilisé I'hy-
. —/
pothese de finitude de f4(0).

~ Preuve de la majoration dans le cas fy(0) < y+/,(0) < +oo
Par définition des dérivées, nous pouvons écrire :

Ve e R™ | 36 €]0,a] tel que

Vi3 €]0,0]
L'inégalité y./ (0) > 7:1(0) permet d’obtenir, en prenant e < %(y_Jr;(O) - ?;(0)),

VB €05 L F(B) — f(0) < Ful0)B+ B < yq(0)8 — B < y+(B) — y+(0).

Ainsi, comme y4(0) = f(0), il existe une suite (3;);en de réelsde ]0,1[ qui tend vers
0 et telle que:

VieN |, yi(6i)> f(Bs)

Le lemme C.2.1 permet alors d’écrire :

VieN |, VBeBal , y(B)> f(B),

d’oti, sachant que y4(0) = f(0) et lim; 400 B; =0,

VB e0al , yi(B) = f(0),

ce qui donne le résultat attendu.

Remarques C.2.3

— L’interprétation géométrique de ce théoreme de comparaison est que toute so-
lution de l'inéquation différentielle est localisée entre deux solutions exactes de
I’équation différentielle associée. D’une part elle est majorée par toute solution
qui a “presque” mémes conditions initiales (méme valeur initiale et vitesse initiale
strictement supérieure ), d’autre part elle est minorée par la solution qui prend
les mémes valeurs aux extrémités du segment [0,a]. Observons par ailleurs que
lapplication de ce théoreme nécessite 'existence (et la connaissance) des solutions
exactes de I’équation différentielle correspondante.
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— Ce théoreme de comparaison est optimal dans la minoration puisque le minorant
d’une fonction qui satisfait 'inéquation différentielle est une solution de I’équation
différentielle associée et vérifie elle-aussi I'inéquation différentielle. En revanche, il
ne parait pas évident; a priori, que la majoration soit optimale en toute généralité.
Cependant, si nous considérons une situation dans laquelle il y a continuité des
solutions en les conditions initiales au point considéré (f (O)j:j(O)), alors toute
solution de I'inéquation différentielle est majorée par la solution de ’équation dif-
férentielle ayant les mémes conditions initiales et cette majoration est optimale
pour la méme raison que l'optimalité de la minoration (un exemple est donné par
le corollaire C.2.4).

— Nous n’avons pas abordé, dans 1’énoncé du théoreme C.2.2, ’étude des cas d’égalité.
En fait, la condition sur les dérivées & l'origine montre que le cas d’égalité avec
le majorant ne se produit qu’en 0. Néanmoins, comme le laisse sous-entendre la
remarque précédente, le “bon majorant” ne sera pas souvent celui proposé dans le
théoreme C.2.2 mais la solution exacte qui a les mémes conditions initiales que f
et c’est I'étude du cas d’égalité avec ce majorant la qui nous intéressera alors. Si
nous notons 4 ce majorant, un calcul analogue a celui effectué dans la preuve du
lemme C.2.1 montre que f — g4 est une fonction concave, négative ou nulle sur
[0,a]. Par conséquent, s’il existe By €]0,a[ tel que f(5y) = 9+(06o), nous pouvons
conclure que f et g4 coincide sur [0,5p]. L’étude des cas d’égalité sera toujours
proposée dans les applications, elle sera détaillée et fera essentiellement appel au
lemme fondamental C.2.1. Les résultats qu’il semble raisonnable d’espérer sont les
suivants: s'il existe [y dans ]0,a[ tel que f coincide en [y avec la solution exacte
de l'inéquation différentielle qui a mémes conditions initiales (resp. mémes valeurs
en 0 et en a), alors elles coincident sur [0,8y] (resp. [5o,a]). Nous renvoyons au
corollaire C.2.4 ol nous étudions “a la main” les cas d’égalité.

— Dans le cas ou g est la fonction identiquement nulle, nous retrouvons ainsi ’enca-
drement classique d’une fonction concave : elle est minorée par sa corde et majorée
par sa tangente a 'origine.

Application au cas particulier ou g est constante

Donnons une application du théoreme C.2.2 dans une situation précise pour laquelle
nous connaissons explicitement des familles de solutions particulieres y; et y_, car la
fonction g est supposée constante.

Corollaire C.2.4 Soient a € R et
— ¢ une constante réelle quelconque,
— f une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a] qui satisfait l’inéquation dif-
férentielle :

VB €)0,a] , D f(B) <c et la condition 75(0)] < +o0.

Alors, pour tout  dans [0,a],

568+ = [£(a) = £(0) = Sea?] 8+ F(0) < F(5) < 568 + Tul0)B + F(0),

Par ailleurs, s’il existe By €]0,a] tel que f(Bo) est égal a son majorant (resp. a son mi-
norant), alors f coincide avec son majorant (resp. son minorant) sur [0,50] (resp. sur

[0,a]).
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Enfin, la fonction f est lipschitzienne et plus précisément,

(i) sic <0,
Lip(f) < max (|£5(0)],|£:(a)]),
(ii) sic >0,
Lip(f) < 2ca + 2£4(0) — f}(a).
Démonstration.

Nous allons appliquer le théoreme C.2.2 pour g(3) = c¢. Remarquons alors que dans
ce cas, pour tout € > 0,

1 —
Y+e(B) = 5052 + (fa(0) + )8+ f(0)
est une fonction continue sur [0,a], de classe C? sur ]0,a| et solution du probleme :

Veloal . vl B)=c , yee(0)=f(0) ety (0)=F0)+e> Fy0).

Ainsi, le théoreme C.2.2 s’applique et donne:

Ve e R™ | VBe[0,a , f(B)<ys+B),

soit, en passant a la limite pour € tendant vers 0,

VB eal L F(B) < 5B+ Fal0)8 + FO0)

ce qui démontre la majoration de f. Quant a la minoration, elle est aussi donnée par le
théoreme C.2.2 apres avoir remarqué que la fonction

y-(8) i= 5o + = [ (@) = J(0) = 3ea®| 3+ £(0)

est continue sur [0,a], de classe C? sur ]0,a[ et solution du probléme:

VB eoal , yi(B)=c , y-(0)=f(0) et y-(a)=f(a)

De plus, si ¢ < 0, la fonction f est concave de sorte qu’en appliquant le lemme B.1.5,
nous obtenons (i) (remarquer que dans I’énoncé du lemme, nous ne précisons plus f:i(O)
car, par concavité de f, il s’agit de f;;(0), de méme f;(a) a un sens). Si ¢ > 0, appliquons
le lemme B.1.5 & la fonction positive y; . — f, continue sur [0,a], convexe et de dérivée
positive en 0 (et donc positive en a), pour obtenir

Lip(y4 e — f) < max (&,(y1.c — )g(a)) < e+(yt.0)y(a) = fy(a) = etca+ f3(0) +e— fo(a),
d’ott
Lip(f) < Lip(y+.¢) + ca + f3(0) — fy(a) + 2¢.

C’est parce que y4 . — f et y; . sont dérivables a gauche en a et a droite en 0 que f le
devient. En remarquant que y . est une parabole et qu’elle est convexe croissante sur
[0,a], le lemme B.1.5 donne

Lip(y+.e) = (y+.c) (a) = ca+ f4(0) + ¢,

d’ou
Lip(f) < 2ca +2£3(0) — fy(a) + 3e,
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puis en passant a la limite sur €,

Lip(f) < 2ca +2£3(0) — fy(a),

ce qui acheve la preuve de (7).

Les cas d’égalité se traitent avec le lemme B.1.6 car la fonction f —y; (resp. f—y_)
est concave sur [0,a], négative ou nulle sur [0,a] (resp. positive ou nulle sur [0,a]), nulle
en 0 (resp. nulle en 0 et en a). Ainsi, s'il existe fy €]0,a] tel que f(5o) = y+(Bo) (resp.
f(Bo) = y—(0o)), alors nous pouvons conclure que f et y; (resp. y_) coincident sur

[0,50] (resp. sur [0,a]).
|

Remarques C.2.5
— Ces résultats de comparaison sont optimaux dans la mesure ou le majorant et le
minorant exhibés satisfont les hypothese requises sur la fonction f.
— Nous avons traité le cas d’égalité a la main dans le corollaire C.2.4 car la simplicité
de g permet d’obtenir des contraintes plus fortes que celles qu’il est raisonnable
d’espérer en toute généralité et qui sont évoquées au cours des remarques C.2.3.

C.2.2 Cas ou g est décroissante

A défaut de pouvoir citer et prouver un résultat analogue au théoreme C.2.2, nous
allons donner un lemme qui apparait comme le pendant du lemme C.2.1 lorsque la
fonction g devient décroissante.

Lemme C.2.6 Soient a € RY et

— g une fonction continue décroissante (pas forcément strictement) définie sur un
intervalle 1,

— f une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que f(]0,a]) C I et qui
satisfait inéquation différentielle :

VB eloal , D*f(B) < g(f(8)),

— y une fonction définie sur lintervalle [0,a], telle que y(]0,a]) C I et solution du
probleme :

VB €l0,al , Dy(B)>g(y(B)) et y(0) = f(0).
S’il existe By dans |0,a[ tel que y(Go) < f(Bo), alors pour tout couple (B—,B+) tel que
-0< - <P <Pt <a,
- VBe[B-.B+] . y(B) < f(B),
- f(B=) = y(B-),
nous obtenons:

v, (8-) < f1(8-)
et si f(B+) =y(B+), nous avons de plus :

70 (61) > Fo(B)-

Des réels B4 et B_ possibles peuvent étre obtenus en posant par exemple :

o=t {Bef] / VuelBh] . v <)

Br=sw{Beldal / Vuelddl . )< S}
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Démonstration.

La continuité des fonctions y et f impose 0 < f_ < [y < B+ < a et ajoutée au
fait que y(0) = f(0), elle assure ’égalité y(8_) = f(5-). Etudions la fonction f —y sur
I'intervalle [3_,04]:

— elle est nulle en 3_,

— elle prend une valeur strictement positive en 3y €]5_,5,[, ailleurs elle est positive

ou nulle par définition de 5_ et [,

— en observant que la limite inférieure d’une différence est majorée par la différence

des limites inférieures, sa dérivée seconde vérifie :

Vo €l6-.6e[ . DAf-y)(B) < D f(B) - D’y(p)
< g(f(®) - ( (8))
< 0 (g décroissante).

Ainsi, d’apres la proposition B.2.1, la fonction continue f — y est concave sur [5_,54],
nulle en 5_ et strictement positive sur |3_,34[. Par conséquent, le lemme B.1.6 permet
d’affirmer que

(f—y)y(Bo) >0 don fi(B-) > yh(B-).

De plus si f(8+) = y(B+), nous avons de méme

(f - y) (By) >0 don  fi(By) >y (By),

ce qui termine la preuve du lemme.
O

Lemme C.2.7 Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue définie
sur Uintervalle [—a,a]. S’il existe une constante C telle que f(3) + %062 est une fonc-
tion concave sur [—a,a] et si f(0) > 0, alors la fonction f est strictement croissante

sur ] — min (|—é‘fl;(0),a) , min (‘—é'f(’i(O),a) [.

Démonstration.
Par concavité de f(3) + %C’BQ, nous obtenons, pour tout h € [0,a],

fa(=h) = Ch = f3(0) = f3(h) + Ch,
soit
fa(=h) = f3(0) + Ch et fa(h) > fq(0) —
de sorte que nous pouvons affirmer que pour tout 5 €]—min (ﬁfc’l(O), ) min (|C‘ f&(O),a) [,

9

fi(B) > 0. Si fn’est pas strictement croissante sur | —min (|—afé(0),a) , min ( o f5(0),a)
alors il existe un couple (z1,r2) dans cet intervalle tel que z1 < x9 et f(x1) = f(z2)).
L’absolue continuité de la fonction concave 3 — f(5) + %C’ﬁ2 donne alors,

0< / " BB = f(a2) — flan) <O,

d’ott une contradiction. Par conséquent, f est strictement croissante sur l'intervalle | —

min (ﬁf&(O),a) ,min (ﬁfé(()),a) [. O

Remarque C.2.8 Il existe des versions analogues en supposant f3(0) < 0 ou en consi-
dérant les dérivées a gauche et non a droite.
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Voici un lemme général qui donne une version intégrée des inéquations différentielles
du second ordre qui nous intéressent.

Lemme C.2.9 Soient a € R™ et
— g une fonction continue définie sur un intervalle I,

— [ une fonction continue définie sur l’intervalle [0,a], telle que f(]0,a]) C I, qui
satisfait linéquation différentielle :

VB eloal . D2f(B) < g(f(9)-

Alors, pour tout couple (f1,02) €]0,a[x]0,a] (81 < (B2) tel que f est croissante sur un
voisinage ouvert de [(1,52),

1.
id

1

(B2) — 314 (B1) < G(f(B2)) —G(f(B1)),

ot G est une primitive de g.

Remarque C.2.10 Ce lemme est trés général puisqu’il n’impose aucune d’hypothése
de signe ni de monotonie concernant la fonction g.

Démonstration.

Fixons (831,032) dans ]0,a[? tels que 31 < (2 et v > 0 tel que f est croissante sur
[1 — v,B2 + v]. Un simple calcul montre que pour tout u €]0, min(G1,a — Fa2,v)[, les
expressions

/:2 LI = J@)y (LD = 1B w7,

. 2u U U

et
P2 f(B+w) + f(8—w) = 2f(8) f(B+u) — f(B—u)

5 u? 2u

dg

sont égales. La technique consiste alors a passer a la limite sur cette égalité lorsque u
tend vers 0.

— Considérons tout d’abord le premier terme de cette égalité :

/52 1 Kf(ﬂJru) - f(ﬁ))2 - (f(ﬂ) — (B~ “>)2}dﬂ.

2u u u

1
En observant que

PfB) = fB-unN2. (PB4 u) = F(8))2
[ Yare [ (L)

1 U 1—u

il se simplifie en

Lo (f(ﬁ+u)—f(ﬁ)>2dﬁ_i/ﬁl QDR

2u Jg,—u 2u Jg,—u U

2
) 8.
L’application du lemme B.3.1 donne que la fonction

W) = F(8) — 5C (B, Bow) 5



C.2. Inéquations différentielles du second ordre: D2y < g(y). 203

ot C(B1,02,v) = SUPae (8, —v,8s+v] g(f(a)) est concave sur [ — v,02 + v], de sorte

que
el - | MEER ) M) ZhE) ME) = )
En explicitant h, nous obtenons, Vj € [81 — u,01],

_ 2 _ 2
f(Bi+u) — f(B) 0(51762,V)QU51 tut fB+u) = f(B) 0(5175271/)2%5 +u

U 2u U 2u
2
< f(B) = f(Br—u) C(ﬁlﬁ%y)%ﬁl il
U 2u

soit

fBL+u) = f(B) f(B+u)— F(B)

- 0(617/827V)(51 - 5) <

<

F(B1) — i(ﬂl —W (BB (B — ),

puis apres avoir élevé au carré et intégré en (3 sur [; — u,(31], Pexpression

l/;iu(f(ﬁJrU)—f(ﬂ))Qdﬂ

u u

est minorée par

(L0 IOV (1B = S)

u

1
ﬁlvﬁ%y)u2 + 30(6176271/)2,&2
et majorée par

(f(ﬁl) — f(B1 —u)

u

)2 n (f(ﬁl +U,L)L - f(ﬁl))C(ﬁl,ﬁg,u)uz + éc(ﬁlaﬁ2ay)2u2-

Par conséquent,

1. 1 B1 _ 5
§fd2(51) < lilgljglf2—/ﬁl_u (f(ﬁ—i—u) f(ﬁ)) 43

u u

e L [ ({0 = F(B)?
< g [ (R 0
1.
< §fg2(ﬁl)-

Nous montrons de la méme maniere que

1. 1 B2 _ 9
§fd2(52) < liminf—/ﬁQ_u (f(ﬁ—I—u) f(ﬁ)) 43

u—0 2u u
u>0

: L% f(B4u) - ()2
< g [ (R 0
1.
< ifgz(ﬁQ)’

En conclusion,

B2 w) — _ _
/ﬁ 1{<f(ﬁ+) f(ﬁ))2_<f(ﬁ) f(B

2u U U

P

lim sup
u—0
u>0

(B1)-

1
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— Quant au membre de droite, il se décompose en la somme des deux termes suivants :

9(f(8)) 5

[ st Lt e g,
B

1

et

ds.

u? 2u

/52 (f(5+U)+f(5—U)—2f(5) _g(f(ﬁ)))f(ﬂJrU)—f(ﬁ—U)

En appliquant le lemme B.3.2 qui permet d’écrire, pour tous (3,u) appartenant a

[81,62] x]0, min(B1,a — B2)],

u? a€[f—u,B+u]

et en utilisant la monotonie de f sur [3;—v,B2+v], qui donne f(8 +u) — f(5 —u) =0,
le second terme est majoré par

/ ﬁ [ae[;’_‘i}?ﬁw (a(r(@) - a(r(3)) )| L2 u>2—uf<5 =M

lui-méme inférieur &

1 Ba+u B1+u
[ﬁ[;[:pg]] 9(£(@) = 9(F@)|| 3= ( /ﬁ @ [ ras).

Cette derniere quantité est majorée par le produit du module de continuité uni-
forme de g(f) sur [81 — v,B2 + v] évalué en u, qui tend vers 0 lorsque u tend vers

0, et de - e
(] s [ ras)

2u 2—U Br—u
qui tend , lorsque u tend vers 0, par continuité de f, vers

f(B2) = f(B).

Par conséquent, lors du passage a la limite pour u tendant vers 0, le second terme a
une limite supérieure négative ou nulle. Le premier terme, quant a lui, se décompose

f2 u) — B2 B —u
UL S R PR LS (R

de sorte que lorsque u tend vers 0, il est majoré par

G(f(B)) — G(f(B2))

B2 w) — B2
i [~ o(ro) D=5 [ (710) 15005 < G (0)~G7(52)
et

B2 w) — B2
i [~ (o) D5 [ g(79)1ia18 < G1150) 6152

(le passage a la limite se fait en appliquant le théoreme de convergence dominée
car f est lipschitzienne sur tout fermé de ]0,a[, toujours par concavité locale, tandis
que la majoration vient du lemme C.1.2)
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Ainsi, nous obtenons le résultat annoncé.
O
Nous donnons maintenant un théoreme qui généralise la majoration obtenue au
théoreme C.2.2 au cas ou g est décroissante et positive. Cependant, & la différence des
lemmes C.2.1 et C.2.6, les techniques utilisées ne refletent plus autant le role fondamental
des propriétés de concavité.

Théoréme C.2.11 Soient a € R} et

— g une fonction continue positive décroissante (pas nécessairement strictement)
définie sur un intervalle réel I,

— [ une fonction continue définie sur l'intervalle [0,a], telle que f(]0,a]) C I, qui
satisfait l'inéquation différentielle :

VB eloal , D2f(B) < g(f(B))

et la condition [ f,(0)] < +oo,

~ y4 une fonction définie sur lintervalle [0,a], de classe C! sur ]0,a] telle que
y+(]0,a[) C I, et solution du probléme :

VB €l0al , D(B) =g(y(B)  y+(0)=f(0) , y/(0)>0

pour fy(0) < y+,(0) < +o0.
Alors,
Vﬁ € [0,(1] ) f(ﬁ) < y+(ﬁ)

Démonstration.

Remarquons tout d’abord que les propriétés de régularité, démontrées dans la propo-
sition B.3.1 et liées au tpe de I'inéquation différentielle, permettent de remplacer y_+;(0)
et F4(0) par y14(0) et £7(0).

Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe un point 5y €]0,a] tel que f(Gy) >
y+(Bo). Définissons alors le point F2 de la maniére suivante

By = int {8 € [0,50]I¥ € [3.50].F(1) > 4 (1) }.

(2 est bien défini car, par continuité de f — yy, ensemble sur lequel nous prenons
Iinfimum est non vide. De plus, toujours par continuité de f — y; et compte tenu de
I'hypothese sur les dérivées a origine, y4+(82) = f(B2) et 0 < B2 < [y < a. Enfin, la
comparaison des taux d’accroissement au voisinage de (3o donne

fa(B2) = v (B2) = y+/,(0) > 0, (C.1)

(la derniere inégalité vient de la convexité de y; qui est une conséquence de la positivité
de g)
Définissons maintenant le point (3; par

B = inf {B € [0,82]|f est croissante sur [6,52]}.

Comme f satisfait une inéquation différentielle particuliere, la proposition B.3.1 s’ap-
plique et permet, apres avoir observé que f, ;(ﬂg) > (, d’utiliser le lemme C.2.7 pour
affirmer que (31 est bien défini.
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Nous pouvons alors affirmer que f est croissante sur [(;,02] car sinon il existe
(z1,22) € [B1,B2)? tels que 71 < a9 et f(x1) > f(x2) et par le théoréme des va-
leurs intermédiaires, il existe z €|xy,z2[ (en particulier, z €]31,02]) tel que f(z) =
2(f(@1) + f(x2)) > f(x2) donc f n’est pas croissante sur [z,3;] ce qui est contradictoire
avec la définition de (.

Appliquons le résultat du lemme C.2.9 & la fonction f croissante sur un voisinage

ouvert de [3,32] ou B €]51,52],
SIUBY — 2107 < GI(B) ~ CF(9) < G (%), (©2)

ou nous avons fait le choix de la primitive de g qui s’annule en f(0) (par positivité
de g, G est croissante). Pour la fonction réguliere et convexe y,, nous obtenons par
multiplication par y’ et intégration entre 3 et (5

1 1

s¥+a(B2)" = 5y14(8)* = G(y+(B2)) = G(y+(8))- (C.3)

Deux cas se présentent alors :

— si /1 > 0, nous pouvons montrer que, fé(ﬁl) = 0. La proposition B.3.1 donne
en effet f,(B1) > f;(B1) et la monotonie de f sur [B1,82] donne fj(31) = 0 donc
f3(B1) = 0. Par ailleurs, si f;(81) > 0, le lemme C.2.7 permet de voir que I'on peut
accroitre I'intervalle de croissance de f en deca de 31 ce qui est contradictoire avec
la définition de 3. Par conséquent, fé(ﬂl) = 0. De plus, ’application de la propo-
sition B.3.1 permet de montrer, par concavité locale autour de (3 et croissance de

f que
0< lim fo(B) < fy(B) =0
5551

d’ou,

lim f/(3)% =0.

Jim f4(B)” =0

B8>p1
Par conséquent, le passage a la limite sur 5 qui tend vers [3; dans 'inégalité (C.2)

devient

IR < GI(B) + (A1) < G(I(8)

tandis que la manipulation anlogue pour (3 tendant vers 0 dans (C.3) donne, comme
y+(0) = f(0),

Susi() — 3 (0 = Gy (5).

B>0

Or par convexité de y, pour tout 3 €]0,al,

Y1p(B8)? = y44(0)

d’ou
1 1

§y+:1(52)2 - §y+:1(0)2 > G(y+(52)).

Ainsi, comme f(f2) = y4(052), nous obtenons

1

1
(B2) < §y+&(52)2 - §y+2(0)27

1
id

ce qui est en contradiction avec 'inégalité (C.1).
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— si #1 = 0, passons a la limite pour (3 tendant vers 0 dans I'inégalité (C.2) qui donne

LI < GI() + 5 lminf £5(5)%

B>0

et dans I’égalité (C.3) qui devient, en utilisant comme précédemment la convexité

de Y+, 1

§y+:1(52)2 Z G(y+(62)) +

Nous obtenons alors, comme y, (2) = f(82),

1
§y+éz(0)2'

LI (3) < gua(o) — 5 (40 — liminf 5(5)2).

B>0

Cependant, comme y, majore f sur un voisinage de 0 car ¥, ,(0) > f7(0), pour
tout € > 0 assez petit, il existe 3. €]0,e[ tel que 0 < f;(8:) < ¥y ,4(6:) (en effet, si-
non (y4 — f); < 0) sur |0,¢[ d’ott une contradiction en appliquant le lemme C.1.1).
Par conséquent,

liminf f,(8)* < limsupy,,(8)? = lim y4,(8)? = y44(0)%,

5—0 JE B—0

B8>0 550 B8>0
ol nous avons utilisé que la limite des dérivées a gauche, lorsque 3 tend vers 0 par
valeurs positives en 0, est égale a la dérivée a droite en 0 (la convexité donne la
croissance de la fonction dérivée a gauche et ce résultat peut étre établi a partir
de la relation y, (3) — y+(0) = foﬁ Yoy (w)du).
Ainsi,

1
—fd(52) y+d(52) ;

et compte tenu I'inégalité (C.1), nous pouvons affirmer que

Fa(B2) = s a(B2),

d’olt une contradiction avec le lemme C.2.6 appliqué pour f_ = (3.
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Annexe D

Lemmes de recouvrements

Nous exposons ici deux lemmes de recouvrement uniformes sur les ensembles M (n,d,v,0),
qualifiés de classiques dans [ChC1], mais dont nous n’avons trouvé aucune preuve ni au-
cun énoncé précis dans la littérature. Aprés avoir donné les lemmes D.1.1 et D.1.4 dans
le cadre des variétés riemanniennes de M (n,d,v,d), nous proposons une preuve de ces
résultats dans un cadre plus général. En effet, les propositions D.1.2 et D.1.5 peuvent
en particulier s’appliquer aux éléments de 'adhérence de M(n,d,v,0) munis de la me-
sure n-dimensionnelle de Hausdorff qui satisfait alors I’hypothése requise pour V =1V, 5
d’apres le théoreme 4.1.17. Nous avons effectivement recours a une technique utilisant
ce résultat pour prouver le théoreme 4.1.18.

D’une maniere générale, ces lemmes consistent a encadrer le volume d’une partie
compacte (ou de 'un de ses voisinages tubulaires) par la somme des volumes des boules
associées & un recouvrement ou bien a un remplissage du compact (ou de I'un de ses voi-
sinages tubulaires). C’est la construction de ces judicieux recouvrements et remplissages
que nous explicitons en guise de preuve. L’apport essentiel de ces résultats réside dans
la minoration explicite et uniforme sur M(n,d,v,d) des rayons des boules impliquées sa-
tisfaisant les conditions des énoncés. En effet, lorsque deux variétés de M(n,d,v,d) sont
a une distance de Gromov-Hausdorff tres petite devant le minorant précédent, il sera
possible de passer d'un recouvrement (resp. remplissage) de 'une & un recouvrement
(resp. remplissage) de lautre. Il s’agit 1a d’un argument essentiel de la preuve de la
continuité uniforme de la fonctionnelle volume sur M(n,d,v,0).

D.1 Enoncés des lemmes de recouvrement

D.1.1 Recouvrement et remplissage par des boules centrées dans un
voisinage tubulaire de ’ensemble considéré

Le lemme suivant est utilisé dans la preuve de la proposition 4.1.4.

Lemme D.1.1 Considérons l’ensemble M(n,dv,0), n > 0 et ¢ > 0 tel que ¢ < %d.
Alors, pour toute variété riemannienne (M,g) de M(n,d,v,0) et pour tout compact K de
M, il existe deux entiers N = N(g,n,n,d,v,0) et N, un réel r = r(e,n|n,d,v,0) > 0, une
famille (m;) x de points de K. et deuz familles de réels, (r:);_; 5 et (r)i—y . 5
tels que

- N <N,
~Vi=1,...,N , r<

i=1,...,

ri <7l <1 <e,

=
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— les boules ouvertes (B(mi,rz-)). recouvrent K et

z:l,...,N
N
ZVOI(B(’I’)’LZ',TZ')) < (14 n)vol(K.),
i=1
— les boules ouvertes (B(mi,rg))izl _§ sont deux a deuz disjointes, incluses dans

K, et

Zvol (msry)) = (1 —n)vol(K.).

Ce résultat est en fait une conséquence du résultat de recouvrement plus général
suivant.

Proposition D.1.2 Soient d > 0, V' une fonction définie sur [0,d], croissante, nulle
en 0, strictement positive sur |0,d[ et (E,d,u) un espace de longueur muni d’une mesure
borélienne telle que pour tout m € E et tout r €]0,d], la fonction

(m,r) —

est décroissante en r, minorée par Cy(d,u,V) > 0 et majorée par Ca(d,u,V') > 0, uni-
formément sur Ex]0,d].

Supposons de plus que

V(A+XNr)=V(1-XNr)

C3(d,V) :== sup < 400,
relo, 2d] AV (r)
2€)0,3]
V(=X
Cy(d,V) := inf M > 0,
relo,1d) V(3T‘)
2€]0,4]
V(r) =V ((1=Xr)
C5(d,V) :== sup < 400,
relo, §d] AV (r)
A€]0,3]

et

2
Cs(d,V) :== sup “//( r) < 400
r€l0,1d] (r)

Soit K une partie compacte de E dont le e-voisinage fermé

K.={m € E|ldim,K) < &}

est de mesure finie. Alors, pour tous n > 0 et € > 0 tel que ¢ < %d, il existe r =
7“(5,77|d,u(K5),01,02,V) >0, N = N(s,n,d,,u(Ke),C’l,Cg,V) € N, N € N, une famille

(mi)izl,...,N de points de K. et deux familles de réels, (ri)l-:17___7~ et (r}),_ 1,.. N tels
que

-~ N <N,

~Vi=1,...,.N , r<im<ri<r<e,
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~ les boules ouvertes (B(mg,r;)) recouvrent K et

i=1,...,N
N
D u(B(mir)) < (14 n)u(Ke),
i=1
— les boules ouvertes (B(mi,r;))izl 5 sont deux a deuz disjointes, incluses dans
K, et
N
M(IIBOWJD)>(1—UN4KJ-
i=1

Remarque D.1.3 Les dépendances en les constantes Cs, Cy, Cs et Cg des paramétres
N et r sont en fait cachées dans les dépendances en le réel d et en la fonction V.

D.1.2 Remplissage d’un compact par des boules centrées sur ce com-
pact

Nous avons besoin, dans la preuve du lemme 4.2.2 d’un lemme de recouvrement si-
milaire au lemme D.1.1, mais avec une contrainte supplémentaire : les boules disjointes
dont la somme des volumes approche le volume de K doivent étre centrées sur K au lieu
de K.. Ce probleme technique est résolu par la proposition D.1.5 dont la preuve est une
adaptation de celle de la proposition D.1.2. Observons cependant qu’il faut désormais
supposer une minoration du volume relatif du compact K afin d’obtenir un résultat
analogue a celui du lemme 4.2.2.

Lemme D.1.4 Considérons l’ensemble M(n,dv,0), n > 0 et ¢ > 0 tel que ¢ < %d.
Alors, pour toute variété riemannienne (M,g) de M(n,d,v,0) et pour tout compact K de
M dont le volume relatif est minoré par By (Bo €]~O,1]), c’est-a-dire vol(K') > Bovol(M,g),

il existe deux entiers N = N(g,n,n,d,v,0,00) et N, un réel r = r(eg,n|n,d,v,0,00) > 0, une
famille (m;),_, 5 de points de K et une famille de réels, (r;),_, g, tels que

- N<N,
~Vi=1,...,N , r<r<e,
— les boules ouvertes (B(mi,ri))i:17...ﬂ sont deuzr a deux disjointes, centrées dans
K, incluses dans K, et
N
ZVOI(B(mi,m)) > (1—n)vol(K).
i=1

Ce lemme D.1.4 se déduit du résultat plus général établi par la proposition suivante.

Proposition D.1.5 Soient d > 0, V' une fonction définie sur [0,d], croissante, nulle
en 0, strictement positive sur |0,d[ et (E,d,u) un espace de longueur muni d’une mesure
borélienne telle que pour tout m € E et tout r €]0,d], la fonction

est décroissante en r, minorée par C1(d,u,V) > 0 et majorée par Cao(d,u,V') > 0, uni-
formément sur Ex]0,d].
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Supposons de plus que

V((l + )x)r) — V((l — )\)7“)

Cs3(d,V) := sup < +00
( ) relo,1d] AV (r)
2€]0,4]
et
V{(I1l—A
Cy(d,V) = inf M > 0.
relo,1d) V(3T‘)

A€o, 3]

Soit K une partie compacte de E dont le e-voisinage fermé
K.={m € E|ld(m,K) <&}

est de mesure finie. Alors, pour tous n > 0 et € > 0 tel que € < %d, il existe r =
7“(5,77|d,u(K5),01,02,V) >0, N = N(s,n,d,,u(Ke),C’l,Cg,V) € N, N € N, une famille

(mi);=y . x de points de K et une famille de réels, (r;),_, tels que
- N <N,
~Vi=1,..., N , r<r<e,
— les boules ouvertes (B mi’ri))izl,...,]v sont deuzx a deux disjointes, incluses dans
K, et

M(ﬁB(miﬂ’i)) > p(K) —n.
i=1

Remarque D.1.6 Les dépendances en les constantes Cy et Cy des paramétres N et r
sont en fait cachées dans les dépendances en le réel d et en la fonction V.

D.2 Lemmes préparatoires

Voici deux lemmes préparatoires, le second utilise le premier et représentera le mo-
teur essentiel de la technique itérative développée pour démontrer les propositions D.1.2
et D.1.5. Ces premiers lemmes possedent différents énoncés qu’il est possible de trouver
dans [KP], [Si] , [Maz], [Mat]...

Lemme D.2.1 Soiente > 0 et (E,d,uu) un espace métrique muni d’une mesure borélienne
telle que
vmeE , Vrel03] , Vi(r)<p(B(mr)) < Va(r)

ou Vi et Vo sont deux fonctions croissantes définies sur [0,3¢], strictement positives sur
10,€].
Soit K une partie fermée de E dont le e-voisinage fermé

K. ={m € Eld(m,K) < ¢}

est de mesure finie. Alors il existe un entier N et une famille (m;)i=1,... N de points de
K telle que

(i) les boules ouvertes (B(mi,s))i:1

(i) les boules ouvertes (B(m;,2€))
recouvrent K.,

N Sont deuz a deux disjointes,

i—1,.. v recouvrent K et les boules ouvertes (B(m;,3¢))

i=1,...
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(iii)

Démonstration.

Nous allons choisir dans K un e-réseau maximal. Considérons ’ensemble des familles
finies e-séparantes de K, c’est-a-dire toutes les familles finies de points (m;);=1,... v telles
que

V(,j) | 1<i<j<N , d(mijmj) > 2e.

En particulier, si (m;)i=1,.. n est une famille e-séparante finie, les boules ouvertes
(B(mz-,s))i:1 v sont deux a deux disjointes de sorte que

p(K:)
Vi(e)

Ainsi, le nombre d’éléments d’une famille e-séparante finie de K est uniformément borné
et nous pouvons donc choisir une de ces familles finies, maximale au sens de I'inclusion,
que nous notons (m;);=1,... . Comme nous I’avons remarqué précédemment, les boules
ouvertes (B(m;e)) sont deux a deux disjointes et

N <

i=1,...,N

M(Ke)
SVE”

ce qui prouve (i) et la majoration dans (iii). Observons que ce qui reste a prouver est
une conséquence de la maximalité de la famille. En effet, s’il existe un point m de K
a distance supérieure ou égale a 2¢ de tous les m; pour ¢ = 1,... ,N, alors la famille
(m;)i=1,... N peut étre raffinée (en lui adjoignant m) en une famille e-séparante finie qui
la contient strictement ce qui est exclu par maximalité. Ainsi,

N
K c | B(m,2e),
=1

d’ou le résultat ii), puis en remarquant qu’il implique

N
K. c | B(mi,3e),
=1

on obtient
1(K:) < NVa(3¢)

d’out la minoration de N dans 7).
|

Lemme D.2.2 Soient d > 0, V une fonction définie sur [0,d], croissante, nulle en
0, strictement positive sur 10,d] et (E,d,u) un espace de longueur muni d’une mesure
borélienne telle que pour tout m € E et tout r €]0,d], la fonction

pu(B(m,r))
V(r)

(m,r) —

est décroissante en r, minorée par C1(d,u,V) > 0 et majorée par Co(d,u,V') > 0, uni-
formément sur Ex]0,d].
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Soient A €]0,1] et € > 0 tel que € < %d. Considérons K, une partie compacte de E,
dont le e-voisinage fermé

K.={m € E|ld(m,K) < &}
est de mesure finie. Alors il existe un entier N et une famille (m;)i=1,.. N de points de
K telle que
(i) les boules ouvertes (B(m;,e))

vertes (B(m;,2€))
couvrent K.,

i1 N Sont deuzx a deux disjointes, les boules ou-

recouvrent K, les boules ouvertes (B(m;,3¢)) re-

i=1,...,N i=1,...,N

(it)
p(K:) <N < p(K:)

CoV(3e) ~ 7 T O1V(e)’

(iii) en notant U et W les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

N

N
U=][[B(mi,(1-Ne) , W=]][Bmie) |,
; =1

nous obtenons

(iv) en posant

nous avons 1

1

w((KAD) K < 240 <V<<1 +N)e) — V(- A>E)>.

Démonstration.
Le lemme D.2.1 donne I’existence d’un entier N et d’une famille de points (m;)i=1,... N
tels que

— les boules ouvertes (B (mi,e)) sont deux a deux disjointes,

i=1,...,N
— les boules ouvertes (B(m;,2¢))
recouvrent K,

i—1,.. v recouvrent K et les boules ouvertes (B(mi’3€))i=1,... N

p(Ke) p(Ke)
ovee SN S aver

Ainsi, nous disposons de ’encadrement sur N et du caractere disjoint de la famille
des boules ouvertes (B (mi,e))i ce qui prouve (i) et (i).

. :17 7N’
Par ailleurs,

N _
u(Ka\i];[lB(mi,(l—)\)s)) < pu(K) = NGV ((1-Xe) < (1—%@3)5))#(&)’

d’otr (iii).

1. Si K est vide, nous poserons par convention que ses voisinages tubulaires sont vides.



D.2. Lemmes préparatoires 215

Observons maintenant que l'inclusion
Ry C (K \ U) (D.1)

est immédiate de sorte qu’il ne reste plus & montrer que la majoration de (iv). Montrons
pour cela que

N
K.\ Kye C | B(ma,(1 4 Ne). (D.2)
=1

Soit m € K, \Uf\il B(mi,(l —I—)\)z—:), soit p un point de K tel que d(p,m) < e (possible car
m € K. et la partie K est compacte) et 4 un chemin minimisant reliant m a p. Soit ¢ un
point de v tel que d(q,m) = Ad(m,p). Alors pour tout ¢ = 1,... ,N, d(q,m;) > & (car si-
non d(m,m;) < (14+X)e d’ott une contradiction) et d(¢,K) = d(q,p) = d(p,m)—d(m,q) <
(1 — A)e de sorte que ¢ € K donc m € (f( ) ). Alnsi on a prouvé l'inclusion annoncée si
bien que

(KA\U)\ B = (K \ K ) \U G (B (mi(1 4+ 2)2) \ B(man(1 - X)e) ).

i=1
d’out
) N
u((K\U)\ Ko < u( U (Bmi(1+2)2) \ B(mi,(1 - A)z—:))).
i=1
La décroissance du rapport des volumes des boules donne pour tout ¢ =1,... N,
u(B(ma.(1+ X)) \ B(mi,(1 - Ne) ) _ V(L 0e) - V(- 0e)
M(B(mz’,(l —I—)\)E)) h V((1+Xe)
d’out
V(1+Ne) - V(1 - A)5)>
B my, 1 )\ B my;, 1-— )\ X
"(i:l( e Bt )E)>> ) ( V(I 0e)
N
X Z ,u(B (mi,(1+ )\)5))
i=1
V((1=Ne
< NGV ((1+ Ne) (1 - m)

w(K)Co (V((L+Ae) = V((1—Ne)

S T a ( V(o)

ce qui fournit la majoration souhaitée.
O

Remarque D.2.3 L’hypothese concernant la structure d’espace de longueur de E est
utile pour justifier I'inclusion (D.2).

)
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D.3 Preuve de la proposition D.1.2 et du lemme D.1.1

D.3.1 Preuve de la propositionD.1.2

Démonstration.
Considérons une suite réelle décroissante (\;);en telle que A\g = 1 et pour tout ¢ > 1,
A E]O,%[. Posons K7 = K et notons, pour tout entier j,

J
w; = H )\k'
k=0

Appliquons une premiere fois le lemme D.2.2 pour K = Kj, € = Age et A = Aq: il
existe un entier N7 et une famille (mzl)zzl N, de points de K tels que

— 1) les boules ouvertes (B(m},\oe)) sont deux a deux disjointes, les boules
ouvertes (B(m},2A¢))
recouvrent K.,

~ i)

i=1,...,N;

i—1,...N, Fecouvrent K, les boules ouvertes (B(m%,3)\oz—:))

/L(K)\oa) < < M(K)\OE)
CQV(3)\0€) SOLS 01V()\0€)7

— iii) en notant U; et WW; les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,
N1 Nl
Uy = [ B(mi,(1 = M)xoe) , Wi=]]B(miNe),
i=1 i=1

p(Eee \ Un) < (1 B OIVC(’Q(Il/(_Zi))\\;zz))\OE)>M(KAO€) S (1 O )N(KAOE)a

— iv) en posant
Ky = (K1) a-anee \ Wi,

alors
(K2)>\1>\08 = (KAOE \ Ul) , d'ou M((K2))\1)\05) S <1 o Cé§4>N(K>\oe)
et
K)e)C
i((Boge \ U\ (K2), ) 7’8(1VA(AZE)2 (V(@+Ah2) = V(1= 2)ree) )
< a R (KAOCE,ECQC?’.

Appliquons alors une seconde fois ce lemme D.2.2 en remplacant K par Ks, € par
A1Age et A par Ao : il existe un entier Ny et une famille (m?)¢:17,,,7N2 de points de K>y
tels que

— 1) les boules ouvertes (B(mz27)‘1)‘05))z’:1,..

ouvertes (B(m1272)\1)\0€))i:1,...,N2
recouvrent (Kg) Aage? €0 particulier,

No sont deux & deux disjointes, les boules

— les boules ouvertes de Uy et Us forment une famille de boules deux a deux
disjointes incluses dans K.,

i=1,...,

recouvrent Ks, les boules ouvertes (B(m?,3A1 X)),

soe N2
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— 'union de W; et des boules ouvertes (B(m2272)\1)\05))2-:1 ...\, recouvre Ky et
W1 donc K,

— i)

CQV(3)\1)\05) SZS 01‘/()\1)\05) ’

— iii) en notant Uy et W5 les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

No
]_[B (L= X)Midee) . Wo=]]B(mi Ae) |
=1

CiV((1 = Xo)A1 A
M<(K2))\1)\OE\U2> S <1_ 102(‘(/(3)\2)2\3)\;€;)€))'u((Kz))‘l)‘OE)

< (1= GGn(0),0,)

d’oli, comme (KQ))\I)\()E C (Kxe \ Uh),

“((K2),\1,\oe \ U2) < (1 -

— iv) en posant

K3 = (K2)(1_A2)A1A05 \ Wa,
alors
(K3),\2>\1>\05 = ((K2)>\1>\oa \ U2)’
d’ou ChCn 2
1 ((B5) rine) < (1= 75) 1(Eoe)
et

K C
() V09, 00) € B ()

—V (1= 22)h1 o)

N((K2),\1A05)C2C3
2 o
CyC ciC
Az é13<1_ é24>H(K)‘O€)'

N

N

Observons d’une part que

M(W1 N W2) <Y u(B(mlroe) \ B(m} (1 - A)Aoe))

V((l — )\1))\06)
Z n(B(m; Aoe) (1 B V(Aoe) >
V()\()E) — V((l — )\1))\05)
V()\()E)

N

N

N1C2V (Aoe)

A C2C5M(K)\0€)
e

N
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et d’autre part que

(B0 \ (U ]T12) < (B \U)\ (K2, ) + (52 3 0 \ U2)

CyC C104\2
élsu([goa)+<1_ é24) 11(K \e)-

< M

Appliquons alors une troisieme fois ce lemme D.2.2 en remplacant K par K3, € par
woe et \ par Ag: il existe un entier N3 et une famille (mf)zzl N5 de points de K3 tels
que

— i) les boules ouvertes (B(mj ws¢)) sont deux a deux disjointes, les boules

i=1,...,N3

3
i—1... N, Fecouvrent (3, les boules ouvertes (B(m},3wze))

recouvrent (K3)WQ57 en particulier,

ouvertes (B(m3,2wse))

— les boules ouvertes de Uy, Us et Us forment une famille de boules deux a deux
disjointes incluses dans K.,

— 'union de Wy, Wy et des boules ouvertes (B(m?,ZWQE))Z.:l N
K (en effet, W5 et des boules ouvertes (B(m?,ZwQs))izl .., Tecouvrent
K3 U Wy = (K2)(1—>\2)w15 qui contient Ko donc en rajoutant Wy, K est

recouvre

intégralement recouvert),
— i)
/L((Kg)wza) /L((Kg)w2€>
— 2 { N3 ———~

CQV(3(JJ25) SA8S 01V(WQ€) ’

— iii) en notant Us et W3 les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

N3 N3
U3 = HB(mf’,(l - )\3)w25) s W3 = HB(m?,wgs) s
i=1 =1

(i) < (1 A ().,
< (1= u(0)...)

C ((K2)w18 \ U2)7

d’ot1, comme (Kg)wz€

N((K3)WQE\U3> < (1 e )SN(KAOE)v

— iv) en posant

Ky = (K3)(1—A3)w25 \ Ws,
alors
(K1) e © ((K)uwne \ Us),
d’ou
u((Ka),,,.) < (1- le‘*)%(fgog)

i=1,...,N3
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et
< )‘3M((K3)2216)0203
< N (T HE)
Observons que
M(Wl N Wg) < ZM m} X oe) \ B(m},(1 — A1) Aog))
< Z'u )\05 <1 _ V((l ‘;())\\202;))\05))
< NGV (Aoe) Videe) = ‘I//((()\l();) A2A1)Aoe)
< AgAlm‘%(fﬁof)
et
No
M<W2 N W3) < ZH(B(TR?,)Q)\()E) \ B(mzl’(l — )\2))\1)\05))
i=1
Na
< D n(BOmEAree)) <1 - V((lv‘(;lZ‘A)OA;)AOE))
i=1
< NyCV (g hge) A1) - (VAE(;O;) A2)A1 Aoe)
< AQ%(IKW),

Par ailleurs,

(0 GTTRTTE) < (R \ 0 (Ko, )

+ u(((Kz)mog \U2) \ (Kg)hmoa) + u((Kg)MMOE \ Ug)

@18 @18 C,C
< g o (1 uE)

(K)\Oe) + Ao

Apres avoir appliqué j fois successivement le lemme D.2.2 en remplacant K par K,
€ par wp_1€ et A par A\, (1 < p < j), nous I'appliquons une (j + 1)-ieme fois en rem-
placant K par Kj,1, € par wje et X par A\ji;: il existe un entier N;y; et une famille
j+1),

i=1,.

(m;

de points de K1 tels que

. 1 X -
— 1) les boules ouvertes (B(m]-Jr wje)) . sont deux a deux disjointes, les
7 L) 1 1,...,Nj+1 ’

j+1
boules ouvertes (B(m] ,2wj€))2.:1’m’Nj+1

]+1

recouvrent K1, les boules ouvertes
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(B(m*! 3w;e))

— les boules ouvertes de I'union des U, pour p = 1,--- ,j+1 forment une famille
de boules deux a deux disjointes incluses dans K.,

i1, Nyt recouvrent (Kj+1)wje’ en particulier,

— T'union des ensembles W, pour p = 1, --- ,j et des boules ouvertes (B(mg’H,ijE))i:lw N1

recouvre K,
~ i)
p((Kis)ye) o e((on),,)
CoV(Buwe) TS T O (we)

— iii) en notant Uj;1 et Wj 1 les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

Nji1 ' Njt1 '
Ui = [ BmI™ (1= Ny)wje) Wi = [ Bm! ™ wje)
i=1 i=1

M((Kﬁl)wja \ UJ+1) s (1 N ClV(c(‘glv_(;Z;))ij))“((Kj“)%f)’
d’oli, comme (Kj.l,—]_)wjg C ((Kj))\j—la \ Uj)v

H((Kjﬂ)wjg \ Uj+1> < (1 - 0(1134)#1”(}(%6)7

— iv) en posant

Kjva = (Kjt1) s e \ Wit

alors
(Kj+2)wj+16 - (Kj+1)wj5 \ Uj+1’
d’ou OO i1
104 J+
“((KJ+2)wj+1E> < <1 O ) H(Kxe)
et
p(Ejn),,.)Co

u(((KjJrl)wja \Uj1) \ (Kjy2) [V((l + Ajr1)wje)

<
7’““’7'5) h C1V (wje)

—V((l — )\j+1)w]'5):|

(! C1COyN\I
< Ajt1 é13<1— é;) 1 (Kxe)-

Observons alors que

j+1

p(Bre\ TI0) < n((ne VO (R2),, ) (oo VU2 (K5),0)
e u(((Kj)wj_16 \Uj) \ (Kj+1)wj€) + H((Kj—i-l)wje \ Uj+1)

CoCs [ < 1O\ k-1 OO J+1
(el ) ot + - S22 "t

2
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En utilisant alors la décroissance de la suite (A;)ken et en majorant la somme des j
premiers termes d’une suite géométrique réelle positive par la somme de tous les termes,
on obtient

g c3c C1 0y i+
N(KA(JE\k];IlUk) < (Alcj%*i n (1_ 524)1 )N(KW).

Ainsi, les boules ouvertes de 1'union des U, pour p = 1,--- ,j + 1 forment une fa-
mille de boules ouvertes deux a deux disjointes, incluses dans K., dont les rayons sont
majorés par (1 — Ai)Aoe et minorés par (1 — Ajy1)wje. De plus,

§+1 Ny ) '
N ) R e (R A L

Observons par ailleurs que K est recouvert par la famille des boules ouvertes

Njt1 ' J
U B(m! ™ 2wje) U U Wi,
k=1

=1

soit
J Ng Njp1
k j+1
( U U B(m; ,wk_ls)) U ( U B(m! ,2sz)),
k=11i=1 i=1
qui sont toutes incluses dans K, et dont les rayons sont majorés par A\oe et minorés
par wje. Cherchons a majorer la quantité

J Nk Nj+1 J Nj+1

. .
Z M(B(mf,wk_le)) + Z ,u(B(mZJr ,2sz)) = ZM(Wk) + ,u(B(ngr ,2wj5)).
k=1 i=1 i=1 k=1 i=1

D’une part, en utilisant I'inégalité

o U ) > iumk) - > w(an4,),
k=1 k=1 1 j

nous pouvons écrire
J J

ZM<Wk) < u( U Wk) + Y M(mewq).
k=1 k=1 1<p<q<y

En utilisant que pour tout 1 < p < q < 7,

CQC5M(K)\()8)
Cy

C2C5

q-p

(W W) < Adpia Ay 1(Knoe),

nous obtenons

zj:u(wk) < u(Ke) <1+Cé,c5 3 )\g—P>

k=1 U igp<g

(7 — 1) C2C
< M(K)\OE)<1+)\I%é—15>
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,u(B(m r))

D’autre part, la décroissance des fonctions r — Ve donne

i 1 Nina i1 V(ZWE)
+ + J
Njt1

< 062 m! ™ wje))
< CGM(WJ‘H),

or Wjiq1 C (KjH)wja, donc

C1CyN\J
p(Wi1) < p(Kxe) (1 - é,24)
de sorte que
Njy1
C1CyN\I
3 u(Bmit 2uje)) < CGN(KAO€)< (1}24)
i=1
Ainsi,
Ng, Njy1 CyCs

p(BmEwrae)) + Y (BT 2wie)) < p(Kae) <1+m'(j—1) s

k=11=1 i=1
+Cs(1 - O(f‘)j)

Ainsi, pour tous € > 0 et n > 0, fixons tout d’abord j(n,d,C1,C2,V) de sorte que
0104>j < 1
Co

06(1— 5"

puis A(n,d,C1,C2,V) E]O,%] suffisamment proche de 0 pour que

277

0205) < 1

C3Cs .
Amax (et d (i) — 1) =F

et choisissons la suite (\;);en en posant pour tout i > 1, \; = A(n).

Considérons alors les points (mf) i=1...k qui appartiennent a K.. Leur nombre est
k=1, ,j+1

majoré par
j+1 ) Jj+1 1
N, =N d,u(K.),C1,Co,V

On peut ainsi conclure que la famille des boules ouvertes disjointes incluses dans K,

(B(ml,(1 =N e)) s

k=1, ,j+1

vérifie
j+1 Ny

SO u(BmE 1= 2X1e)) > (1 - nu(Ke)

k=11i=1
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tandis que la famille de boules ouvertes incluses dans K,

Njt1 J

UB ml T 2\ e) UUUBm Ne—1g

k=11i=1

recouvre K et satisfait

J Nk Njt1
SN u(BOmENTIE)) + Y (BT 2Ve)) < (1 4+ mu(K).
k=1 1i=1 i=1

Toutes les boules considérées ont un rayon minoré par
'I"(E,’I’]|d,01,02,V) = (1 - )\))\JE

et comme A E]O,%[, le rayon de la boule de centre mf dans la famille disjointe est
supérieur au quart du rayon de la boule de méme centre qui est dans la famille qui
recouvre (il est en fait supérieur & la moitié si k < j, mais les rayons sont doublés pour
k=74 1...), ce qui finit la preuve.

Od

D.3.2 Preuve du lemme D.1.1

La minoration de la courbure de Ricci donne, en appliquant le théoreme de Bishop
Yme M , Vrel0diam(M,g)] , Vu(B(mr)) < V,s(r).

De plus, les hypotheses de majoration du diametre et de minoration du volume per-
mettent de minorer également le volume de toutes les boules grace au théoreme de
Bishop-Gromov : pour tout m € M, pour tout r € [0,diam(M,g)],

vol(M,qg) v
Vo (diam(M.g)) na(r) = Vs (d)

Vi (B(m,r)) > Vins(r).

Ainsi, en faisant les choix de V' =V}, s dans la proposition D.1.2, nous obtenons

v
C’l(n,d,v,5) = vV 5(d)’
Cy = 1,
Vn(;((l + )\)7“) - Vn(;((l - )\)7“)
Cs(n,d,0) = sup . : < 400,
3 ) r€]o,d] )‘Vn,é(r)
A€j0,4]
V, 1—AX
Cy(n,d,0) = inf (( ) ) > 0,
relo,ddl Vn75(37’)
2€]0,3]
Va —Vaus((1 =X
Cs(n,d,0) = sup ( ) ’6(( )T) < 400,
r€]0, 1 d] )‘Vn,é(r)
xejo,d]
.5 (2
Colnds) = sup 20

r€]0,3d| Vas(r)

d’ou le résultat en observant aussi que la dépendance en p(K.) s’'insere dans la depen-
dance en (n,d,0) car pu(K.) <V, 5(d)
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D.4 Preuves de la proposition D.1.5 et du lemme D.1.4

D.4.1 Preuve de la proposition D.1.5

Fixons A E]O,%[ et posons K1 = K. Appliquons une premiere fois le lemme D.2.2
pour K, € et \: il existe un entier N7 et une famille (mz-l)izl,...7]v1 de points de K tels
que

— les boules ouvertes (B (mz-l,s))izl sont deux a deux disjointes,

e NY

p(Ke) p(Ke)
ovie) SM S aver

— en notant Uy et W les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

N1 Nl
Uy =[[B(mi,(1=Xe) ., Wi=]][B(m]e
i=1 =1

(K A\ Un) < (1- %&?E))M(Ka) <(1- 0534)M(K5),
— en posant
Ky = K1 \ Wh,
alors

(K2),. CKA\UL , do p(K2),,) < (1- Clcf‘*)u(Ka).

Appliquons alors une seconde fois ce lemme D.2.2 en remplacant K par Ks, € par
A€ et en conservant \: il existe un entier No et une famille (mf)zzl N, de points de
K5 (donc de K) tels que

— les boules ouvertes (B (m?,)\z—:)) sont deux & deux disjointes, incluses dans

i=1,...,N2
(K3)xe de sorte que les boules ouvertes de Uy et Uy forment une famille de boules
deux a deux disjointes, centrées sur K et incluses dans K-,

N((K2),\g) < No < “((K2),\a)

CV(Bre) S 2T Ov(de)

— en notant Uy et Wy les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

HB Xe) . HBm)\E :

u((2), \02) < (1—Cl‘gg(‘i(;)\);)))\e))u((Kz)Ae)

< (155 (),

CKa\Ul,

p((K2), \ 1) < (1= S5 (),

d’ol1, comme (KQ))\E




D.4. Preuves de la proposition D.1.5 et du lemme D.1.4 225

— en posant
K3 = Ky \ W,
alors
(K5) oo © (K2), \ U2,
d’ol

C1Cy\2
n((Ka)e,) < (1= 75, ) wli).
Par ailleurs, nous remarquons que
K ¢ (Kxum)

d’ou
K. C ((K2))\a U (Wl))\e)-

Par conséquent,

K\ (huls) C ((Kz)xa \ U2) U ((Wl))\a \ U1)-

si bien que
H(K,\a \ (U1 U U2)> < N((KQ))\e \ Uz) + N((WI))\E \ Ul)-
Or N
u((Wr\U1) < 3 (n(BOmd(1+ X)) = u(Blmd,(1 = N)e) ),
=1

d’ou, compte tenu de I’hypothese sur la mesure des boules,

CoCsp(Ke)

p(Wi)ae \ U1) < AC2C3N1V (g) < A z,

Ainsi,

a0\ (i 00)) < (1= B2+ 222 ().

Appliquons alors une troisieme fois ce lemme D.2.2 en remplagant K par K3, € par
A2e et en conservant \: il existe un entier N3 et une famille (mf’)zzl .N; de points de
K3 tels que

— les boules ouvertes (B (m3 N2 ))Z 1N, Sont deux a deux disjointes et les boules
ouvertes de Uy, Us et U3 forment une famille de boules deux & deux disjointes
incluses dans K.,

p((E)e) o n((0€9) )

LV (3X2%) S v (\%)

— en notant Us et W3 les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

N3
Us = [ B(mi.(1—\X\e) , Ws= HB m3 M) |
=1
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s 0) < (1= ALV, () )

d’ot1, comme (Kg))\28 C (Kg))\a \ Us,

(K)o \ 1) < (1= S5 (),
— en posant
Ky = K3\ Ws,
alors
(K1) oo © ((Ks) o, \ Us),
d’ou

(1)) < (1= S nl).

Par ailleurs, nous remarquons que

K C (K3 UW,UWy),

d’ou
Ko © ((Ka)yee U (Wa)yoe U (Wi ).

Par conséquent,

(K \ (100U L)) € (((K?,)Azg \Us) U (Wa)yee \ Uz) U (W) \ m)) .
si bien que

M(Kva \ (h vl U U3)) < M((K:a)va \ U3) + M((Wz)m \ U2) + M((Wl)va \ Ul)-
Or

Ny

p(Wahee \ U2) < D (n(Bm?,(1 4 N)Ae)) = p(Blm?. (1= X)2)) ).

i=1

d’ou, compte tenu de I’hypothese sur la mesure des boules,

,LL((WQ))\% \ Ug) < )\CQC;),NQV()\E) < A

De plus,
p(Wi)xee \Ur) < p((Wiae \U1) <A

de sorte que

M(K,\% \ (LhuUU U3)) < ((1 -
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Apres avoir appliqué j fois successivement le lemme D.2.2 en remplacant, pour
p=1,....,5, K par K, € par AP~ le et en conservant ), nous I'appliquons une (j + 1)-
ieme fois en remplacant K par K, € par Me et en conservant \: il existe un entier

Nj41 et une famille (m{“)i:l,,,,71\/].+1 de points de K11 tels que

J+L 4

~ les boules ouvertes (B(m] ,)\95—:))1.:17“.7]\,],+1

boules ouvertes de 'union des U, pour p = 1,... ,j + 1 forment une famille de
boules deux a deux disjointes, centrées sur K et incluses dans K,

sont deux a deux disjointes et les

N((Kj-i-l))\ja) N </’L<(Kj+l))\j€>
Co,V(3Me) SIS T v(Ve)

— en notant Uj;q et Wj ;1 les unions de boules ouvertes disjointes suivantes,

Njy1 Nj+1

Uj+1 = HB TLA=MNe) , Wi = HB mitt Ne)

() \U) < (1= GG D50,

d’ot1, comme (Kj+1)Aje C (Kj))\j,16 \ Uj,

((0) e\ i) < (1= G5 "t
— en posant
Kjio = Kji1 \ Wjy1,
alors
(K542)yenz © (K)o \ Ui,
d’ou

n((K2) o, ) < (1- i« )mu(KE)'
Observons alors que '
J
C (Kj—i—lU (U sz));
i=1
d’ou '
J
K)\ja - ((Kj-i-l))\ja U ( U (Wi))\ja)> .
i=1
Par conséquent,
((Kme\ (Om-)) c (((Kjﬂ)m \Uj1) U 0 (W U))
=1 =1
si bien que
J J

UZ)) < ,LL((Kj.:,.l))\jg \ Uj) + ZH((WZ')AJE \ Ui)‘

1 =1

Jz (K)\ja \ (

2
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Or, pour tout i = 1,... ,7,

N;
(W \U:) < i(W)ie\Us) < 3 ((Bmi, 0N 1e)) (B (i, (1= AN 1)) ),

k=1

d’ou, compte tenu de ’hypothese sur la mesure des boules,

1((Wi)aie \ Ui) < AC2C3N;V (X' e) < A%M(KE).
1
De plus, nous avons deja obtenu
C1Cy\ 71
M((Kj-i-l))\ja \ Uj+1) < (1 _ 324) M(Ka)

de sorte que

N(K,\je\ (LleUZ>> < ((1 - 0334)j+1 +j)\Oé?3>N(Ka)'

Ainsi, pour tous € > 0 et n > 0 fixés, choisissons? tout d’abord j(n,d,u(KS),Cl,Cg,V)

tel que
C1Cy N\ i+ 1
1— ) K.) < =n,
( &) nK) <5

puis A(7,d,(Kz),C1,C2.V) tel que

CyCs
Cy

j(nadaﬂ(K€)7017027V))‘ n.

DN =

n(K:) <

Des lors, la famille des boules ouvertes deux a deux disjointes (B(m};,)\"_ls)) i=1,... 41
k= N,
centrées sur K, dont les rayons sont majorés par € et minorés par

T(E’n7d7u(KE)7Cl7C27V) = )\jE7

dont le nombre est majoré par

jtl j+1 N(KE)
Z NZ < Z m = N(E7T/7daluf(KE)7017027V)a
=1 =1

et dont la somme des volumes satisfait

Jj+1 N; J
S u(BlmA ) = u(um>
=1

1=1 k=1

o ()
= N(K)\ja)_n
> p(K) =,

convient.

2. Nous ne précisons pas explicitement les dépendances en les constantes Cs et Cs qui sont cachées
dans les dépendances en d et V.
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D.4.2 Preuve du lemme D.1.4

Il s’agit d’une application de la proposition D.1.5 avec les mémes observations que
celles précisées lors du passage de la proposition D.1.2 au lemme D.1.1. De plus, la mi-
noration du volume relatif de K permet de passer d’une minoration en vol (K ) —1n aune
minoration en (1 — n)vol(K).
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Annexe E

Théoremes de comparaison sous
une hypothese de
courbure-dimension

Nous proposons une approche un peu différente de celle adoptée par Z. Qian dans
[Q], afin de généraliser les théoremes de Myers, de Bishop-Gromov et de Heintze-Karcher
sous une hypothese de courbure-dimension. En effet, Z. Qian choisit de travailler sur la
fonction distance a un point, dont le laplacien coincide avec la dérivée logarithmique
de la densité riemannienne. Ici, nous généralisons une inéquation différentielle linéaire
du second ordre “classique”, faisant intervenir le tenseur de courbure de Ricci et sa-
tisfaite par une puissance de la densité riemannienne, en une inéquation différentielle
linéaire du second ordre faisant intervenir la courbure de Ricci généralisée et satis-
faite par une puissance de la densité non riemannienne. Ainsi, cette preuve s’inscrit
parfaitement dans l’esprit des résultats de comparaison géométriques du chapitre 2
de cette these: ils proviennent de comparaisons analytiques concernant les solutions
d’inéquations différentielles dont les espaces modeles “fournissent” des solutions exactes.

Nous déduisons, de I’extension de ces théorémes de comparaison, la généralisation de
majorations du trou spectral, de minorations de la constante isopérimétrique de Cheeger
et nous observons que les arguments donnés par M. Gromov dans [Grl] restent valides
dans ce nouveau contexte, donnant ainsi une “autre” preuve de l'inégalité de Lévy-
Gromov généralisée (3.49), obtenue au théoreme 3.4.18 par intégration de l'inéquation
différentielle généralisée (3.45).

E.1 Propriétés différentielles de la densité non rieman-
nienne le long d’une géodésique

Considérons une variété riemannienne (M,g), de classe C°°, complete, non nécessai-
rement compacte, sans bord, de dimension n (n > 2), sur laquelle nous disposons de la
densité non riemannienne ¥ = exp(1) ou v € C%(M,R). Fixons un point p de M et no-
tons 7 la géodésique 7y : s — exp,,(su) ol u est un vecteur unitaire de 7), M. Enfin, c(p,u)
désigne le premier point a partir duquel la géodésique v n’ést plus minimisante. Dans
[G1], S. Gallot démontre que sil b(p,s) désigne la densité riemannienne au point y(s),

alors la fonction a : s +— b(p,s)7—1 définie sur [0,c(p,u)] et de classe C°° sur 0,c(p,u)[?,

1. En effet, la fonction s — b(p,s) est de classe C* sur]0,c(p,u)[ et ne s’annule pas, d’ou la régularité
de a.
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vérifie la relation différentielle suivante? :

: (_8)1 Ricci(ar,g) (7(s)7(s)) <0. (E.1)

Nous allons démontrer que cette relation différentielle se généralise au cadre des
densités non riemanniennes.

Vs €]0,e(pu)| , a"(s)+

n—1_ ¥((s))
Proposition E.1.1 Pour tout ¢ € R, la fonction ay : s — a(s)"Fa-Tenta-1, définie

sur [0,¢(p,u)] posséde la propriété différentielle suivante :

ay(s)

Vs €]0,c(pu)| , ay(s) + ——— 1Ricci(M7g)1qb("y(s),"y(s)) <0. (E.2)

Démonstration.

Afin de comprendre pourquoi, si nous choisissons de faire apparaitre le tenseur
) no1_ ()
c’est le choix de la fonction ay : s — a(s)nfa-Tenta=1 qui permet une

RiCCi(M,g)?/p
généralisation pertinente de la relation (E.1), posons, pour (v,a) € R} x RY,

Vs € [0.c(pa)]  ap(s) = a(s) e (1)
Calculons, pour tout s €]0,¢(p,u)], la dérivée seconde de la fonction ay:
d(s) = a(s)®V 20O (1 1ua(s)a”(s)
+(n—v((n —1v —1)d(s)* +2(n — vaa(s)a’(s)di (5(s))
+aa(s) Hessy (3(s)4(s)) + a’a(s) v (3(s))* . (E.3)
En utilisant I'inégalité (E.1), nous obtenons, pour tout s €]0,¢(p,u)],
dj(s) < ay(s)| - vRiccig) (3(5)3(s)) + aHessip (1(s),3(5)) + a2dv (3(s)) ]

—i—a(s)(”_l)”_%aw(%s)) [(n —Dr((n—1)v —1)d(s)?

+2(n — 1)1/aa(s)a’(s)d1[)("y(s))]. (E.4)

Compte tenu de I’hypothese de courbure dimension C ((n +qg—1)on + q) (inégalité du
type (3.43)) que nous souhaitons exploiter dans la suite et qui repose sur la minoration
suivante

Ricci(yg o) () — Hessth(-,") — édzp @ dd() > (n+g—1)0g() , (5.g) € Rx]0, + oo,

posons pour la suite v = « et faisons apparaitre le coefficient % devant le terme

di/J(f'y(s))z. Ainsi, pour tout (a,q) € R x R%, pour tout s €]0,c(p,u)],
4(s) < aay(s)| = Riccur (1(5)3(5)) + Hoss(3(6)1(5) + v (3())”
—l—a(s)(”_l)o‘_%aw(ws)) {(n —Da((n—1)a— 1)a'(s)2

+2(n — 1)a?a(s)d'(s)dy (§(s)) + a<a - é)a(sﬁdw(’y(s)f] . (E.5)

2. Dans [G1], S. Gallot attribue ce résultat & M. Gage et cite [Ga].
3. Cette fonction est de classe C? sur ]0,¢(p,u)[ car la fonction a est strictement positive sur ]0,c(p,u)[
et la fonction 1 appartient & C%(M,R).
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Utilisons la majoration suivante (inégalité arithmético-géométrique)

2<(”‘1)“2 a'(s))><udw(w<s>) a<s>> < <(”_1)0‘2 a'(s))>2+<udw(w<s>) a<s>>2,

U a(s U a(s

ou u est un réel strictement positif, pour majorer le terme

(n—Da((n—1)v —1)d(s)* + 2(n — 1)aa(s)d’ (s)dy (¥(s)) + a<a — %) a(s)2d1/1("y(s))2

par la somme des quantités

[(n — 1)a<1 - Z—i) — 1] (n —1)ad(s)*

[oz <a — 3) + u2] dq[)(ﬁ(s))ﬂ .

L’intérét de ces manipulations réside dans l’observation que ces deux quantités sont
nulles si nous choisissons de fixer

et

1 " vn—1
_ ot u=
n+qg—1 (n+q—1)\/q

Ainsi, la relation différentielle (E.5) devient, pour tout s €]0,c(p,u)],

aly(s) + #q(_)l [Ricci(ag) (7(5),3(5)) — Hessts (4(s),4(5)) gdw(ws)f] <0,

d’ou le résultat.

E.2 Extension des théoremes de comparaison de Myers,
de Bishop-Gromov et Heintze-Karcher

E.2.1 Théoreme de Bishop généralisé

Théoréeme E.2.1 Soit (M,g,)) une variété riemannienne compléte a densité, de di-
mension n (n > 2) telle que

Ricci(M,g)i >(n+qg—-1)0g , (0,9) e RxRY.

Alors,
(i) si 6 >0, la variété (M,g) est compacte et

7T
diam(M,g) < —,
(M.g) 7

(ii) pour tout p € M, pour tout r € [0,diam(M,g)] et R € [r,diam(M,g)],

Vg’w(B(p,T‘)) . fOT (Sé(u))nﬂ_ldu'
vyu(B(p.R)) ~ I (ss(w)" ™" 'du
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Démonstration.
La fonction a,, satisfait, d’apres la proposition E.1.1, la relation différentielle

Vs €]0,c(pu)| 5 ay(s) +day(s) < 0.

De plus, elle est strictement positive sur ]0,c¢(p,u)[, nulle en 0 et sa dérivée tend vers
400 lorsque s tend vers 0. Un ar%ument classique dit de “Sturm-Liouville” 4 permet de
montrer que la fonction s — 2% est croissante sur [O,min(%,c(p,u))] (sa limite en 0

ay(s)
est nulle). Lorsque § > 0, nous en déduisons que c(p,u) < % 5 d’on®
diam(M,g) < —
lam g rE
~ \/g
d’ou la généralisation du théoreme de Myers. De plus, par croissance de s — ji—((ss)), nous
disposons de I'inégalité
(l, (8) S/ S
Vs €]0,c(pyu)| < 5( )7
ap(s) ~ ss(s)
dont nous pouvons déduire un résultat du type Bishop-Gromov en reproduisant une
technique désormais classique (voir [C1] par exemple), aprés avoir observé que le cut
locus est de v, y-mesure nulle puisqu’il est de v4-mesure nulle. O

(E.6)

E.2.2 Inégalité de Heintze-Karcher généralisée

En reprenant la preuve et les arguments de ’extension du théoréeme de Bishop-
Gromov, nous parvenons, d’une maniere analogue, & obtenir un résultat similaire a
I'inégalité géométrique de Heintze-Karcher (voir [HK]).

Théoreme E.2.2 Soit (M,g,)) une variété riemannienne compléte a densité, de di-
mension n (n > 2) telle que

Riccigarg)? > (n+q—1)dg , (0,q) € RxRY.

q
P
Considérons un ouvert €2 dont le bord est une hypersurface réguliére dont v et n désignent
respectivement un champ de vecteur normal sortant unitaire et la courbure moyenne.

Alors, pour tout r € Ry,

vy n(@Q\Q) < / ) ( /0 " max (0.05(u) 4+ (n(m)-+ () 55

7]

n+q—1 m
dr) e )dl/g‘(952 (m).

E.3 Conséquences de ces généralisations

En fait, tous les résultats basés sur I’hypothese Ricci > n —1)d, dont les preuves re-
posent essentiellement sur les inégalités du type Bishop-Gromov et Heintze-Karcher, sont
susceptibles de s’étendre aux variétés a densité sous I’hypothese Riccifb > (n+q—1)d,
avec comme seule modification, la substitution de n par n + q.

4. Plus précisément, & partir de la relation différentielle (E.2) nous montrons que la fonction
s — ss(s)ay(s) — ss(s)ay,(0) a une dérivée positive ou nulle sur [0, min(%p(p,u))], ce qui la rend

. - . _ ) g
croissante. Sa limite étant nulle en 0 (utiliser I’équivalent ay(s) ~ niqilenﬂfls nFa=1) nous en
s5(s)

déduisons qu’elle est positive ou nulle sur [0, min(%,c(p,u))], d’otl la croissance de s +— R
s5(s)

5. En effet, sinon s — O tend vers 0 lorsque s tend vers %, ce qui est incompatible avec sa

propriété de monotonie.
6. Nous montrons en fait que le long de toute géodésique, un point conjugué apparait nécessairement
avant la longueur %.
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E.3.1 Majoration des valeurs propres de ’opérateur a poids associé

Donnons une extension du théoreme de comparaison sur la premiere valeur propre
des boules géodésiques, établi par S. Y. Cheng dans [Che| & partir d’une borne inférieure
sur le tenseur de courbure de Ricci.

Théoréme E.3.1 Soit (M,g) une variété riemannienne compléte de dimension n (n >
2), munie de la densité ¥ := expyp (p € C*(M)) et satisfaisant

Ricci(M,g);Z’ > (n+q—1)5g (d,q9) € Rx]0, + oo].
Alors, pour tout point m de M et pour tout r > 0,
A (B(m,r)) < AP (rdm + ),

ot )\P(T,é,n—kq) désigne la premiére valeur propre du Laplacien d poids sur Uouvert [0,r[

du mm-espace
<15,| : |,</0;3 (55(u))”+q_1du> _1(55(x))"+q_1da;).

Démonstration.

Il suffit de reprendre la preuve donnée par S. Y. Cheng et de remplacer 1'utilisa-
tion de I'inégalité de Bishop-Gromov par sa version généralisée (E.6) obtenue lors de la
preuve du théoreme E.2.1. O

Remarques E.3.2

— Donnons la définition de la premiere valeur propre du Laplacien a poids sur un
ouvert  relativement compact sur (M,g,1)), avec condition de bord de Dirichlet :

AP (Q) = inf {/ IV fIIPdvy.y(p)|f € Lip(M,d%/ F(p)?dvg(p) = 1,fiang = 0}-
Q Q

— Lorsque q est entier, ce théoreéme se relit comme une majoration de la premiere va-
leur propre du Laplacien a poids pour la condition au bord de Dirichlet sur toute
boule de rayon r, par la premiere valeur propre du Laplacien riemannien pour
la cJ(r)ndition au bord de Dirichlet sur une boule de rayon r dans ’espace modele
M

E.3.2 Minoration de la constante isopérimétrique de Cheeger et géné-
ralisation de I’inégalité de Lévy-Gromov

En reprenant la preuve de 'extension aux variétés riemanniennes fermées satisfaisant
Ricci > (n—1), de I'inégalité isopérimétrique de Paul Lévy donnée par M. Gromov dans
[Grl], nous observons qu’elle repose essentiellement sur 'inégalité de Heintze-Karcher.
Par conséquent, la méme démonstration, en remplacant n par n + ¢ permet de proposer
une nouvelle preuve de la généralisation de I'inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov
déja obtenue au chapitre 3 par intégration de I'inéquation différentielle généralisée (3.45)
(voir le théoreme 3.4.18)

Théoréeme E.3.3 Soit (M,g,)) une variété riemannienne compléte a densité, de di-
mension n (n > 2) telle que

Ricci(My)Z} > (n+q—1)5g , (6,9) € RL xRL.
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Alors,

h(Mvgvai) Z h(S?"'q ,can)”

Par ailleurs, la minoration de la constante isopérimétrique de Cheeger donnée par
S. Gallot dans le théoreme 6.15 de [G1] et rappelée dans le théoreme 1.4.4 se généralise
elle aussi:

Théoréme E.3.4 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne compléte a densité, de di-
mension n (n > 2) telle que

Ricci(M,g)i > (n+q—1)g , (6,9) €e RxRL.

Alors,
1
ho(M.9%) 2 —gmorg

Jo S eyt du

Lors de l'intégration de l'inéquation différentielle généralisée (3.50), dans l'esprit

du théoreme de comparaison 2.4.12, nous observons que seule la minoration du profil
n+qg—1

persiste puisque la fonction h A’?q a une dérivée infinie en 0 (cette perturbation est
imputable & I’hypothese de courbure-dimension qui suggere la comparaison avec un es-
pace modele de dimension n+ ¢). Ainsi, la minoration (2.44) du corollaire 2.4.14 s’étend
sous I’hypothese C(n + ¢ — 1,n + ¢) et donne

1
ho(M,gp) |\ ™ < hat,g,w)(B)
ho (S can) = h(S'nJrq’can) B)

vp €lo1] <

En particulier, cette minoration permet d’affiner 'inégalité de trou spectral du corol-
laire 3.4.20 et d’étendre l'inégalité (2.48) du théoréme 2.5.2 en donnant

ho(S™4,can

M(Mg) > (n+ ) (M) o

E.3.3 Majoration du \(M,g,7)) en fonction de la constante isopérimé-
trique de Cheeger

Nous pouvons généraliser le théoreme 1.2 de [B] ou P. Buser obtient une majoration
du trou spectral en fonction de la constante isopérimétrique de Cheeger, d’un minorant
uniforme de la courbure de Ricci et de la dimension de la variété.

Théoreme E.3.5 Soit (M,g,1)) une variété riemannienne fermée a densité, de dimen-
sionn (n > 2) telle que

Riccipgy? = (n+q—1)0g , (d,9) € Rx RL.

q
P
Alors

A1 (M7ng) <a (n) (5hC(M7ng) + hC(M7ng)2)>

ot c1(n) est une constante qui ne dépend que de la dimension n de la variété.
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Annexe F

Symmetrization of Warped
Products

Let (M",g) be a closed n-dimensional (n > 2) Riemannian manifold. In order to
study the isoperimetric properties of (M,g), one defines the isoperimetric profile h(at,g)
of (M,g) in the following way: fix h(ysq)(0) = h(ar,g)(1) = 0 and for all 8 €]0,1],

voln_l((?Q)

o g) /% C Movol(@) = 5vol(M,g)}

hang) (8) = inf {
where the infimun is taken over domains {2 with smooth boundary. An open set €2 such
that vol(Q2) = Bvol(M,g) and %ﬁ = h(u,9)(B) is called an isoperimetric domain.

In [Ro], A. Ros develops a symmetrization technique that makes it possible to get a
lower bound of the profile of a product of m-m-spaces in terms of lower bounds of the
profile of these m-m-spaces. In this note I want to generalize this symmetrization device
so as to succeed in giving a lower bound of the profile of warped products.

Let (M,g™) and (P,g") be two closed Riemannian manifolds, and let ¢ be a function
in CO(M JR% ). We are interested in considering the warped product of these manifolds
denoted by M x, P. Let dys, dp and d, respectively stand for the Riemannian distances
on M, P and M x, P. Let uy and pp denote the canonical Riemannian probability

measures on M and P.
™  Mx,P — M

(mp) = m

and
mp : Mx,P — P

(mp) — p
are the canonical projections onto M and P.

Lemma F.0.6 For any € > 0, there exists n = n(e,p) such that on the one hand, for
any couple (my,msz) in M? and any couple (p1,p2) in P2, if d(mi,mz) < n, then

dw((ml,pl)a(m27p2))2 < dar(ma,ma)® + (¢(m1) + E)QdP(p17p2)2>

and on the other hand, for any couple (mi,mz) in M? and any couple (p1,p2) in P?, if
dg&((mlapl)a(m27p2)) < n, then

dy ((m1,p1),(ma,p2))” = dar(my,ma)? + (p(my) — €)dp(p1,pa)?.

Demonstration. From uniform continuity of ¢ on the compact manifold M, for
any £ > 0, there is 7 > 0 such that d(my,m2) < n entails |p(m1) — @(msa)| < . As a
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consequence, on any subset B(m,n) x P of M x P, the warped product metric is pinched
between two product metrics:

2 2
V(m';p) € Bmm)x P, ghi+(e(m)—¢e) gl < ghi+o(m)2gl < g+ (p(m)+e) gy .

The upper bound on distances arises from the upper bound on the metric. As to the lo-
wer bound, it comes from the fact that if d¢((m1,p1),(m2 ,pg)) < n, then dpr(my,me) <
so that along a minimizing way joining a point in Bw((ml,pl),n) to (m1,p1), we remain
in B(mi,n) x P and we can therefore use the preceding lower bound on the metric of
the warped product to claim that

dw((ml,pl)a(m27p2))2 > dM(m1>m2)2 + (@(ml) - E)QdP(p17p2)2-

Theorem F.0.1 If we suppose that

h(P,gP) = h(S",can)a

then
harx,p 2 harssn-

Demonstration.
Let © be an open set in M x, P. Set, for any m € M,

Qm) i= mp (1 732 ({m}).
Fix s € S” and define the symmetrized set 2* C M x,S" as
= H {m} x Q(m)*
meM

with
Q(m)* = B(s,r(,up (Q(m)))) cs”
where the function r(3) is the radius of a spherical cap on (S",can) whose Riemannian
probability measure is 3.
Then it is quite easy to see that € and 2* have the same probability measure.

We are then interested in comparing their outer Minkowski content. With this aim
in view, we study closed tubular neighbourhoods.

Lemma F.0.7 For any € > 0, there exists n. > 0 such that
< * *.
< ({m)xam)) o [(tm)x am) |

Demonstration.
The use of Lemma F.0.6 gives 1. > 0 such that for any couple (mq,ms) in M? and
any couple (py,p2) in P2, if dy, ((ma,p1),(m2,p2)) < 7., then

dM(m1,m2)2+(w(m1)—€)2dp(p1>p2)2 < d¢((m1,p1),(m2,p2))2 < dM(m1,m2)2+(@(m1)+5)2dp(p17p2)2-

From this, we obtain that if m’ € M satisfies dps(m,m’) =t < n, then

(Q(m)) Jom—= C TP (w;/[l(m') N ({m} X Q(m))n) (F.1)

p(m)+e
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Because of the assumption on the profile of P, we have

pp((20m)) yrr ) = on ((20m)°) e ). (F2)

p(m)+e p(m)+e

Set

— e su p(m)
oe) = mEII\)4 w(m) + 5)27

and
=nyv1-46()

then observe that

A e A

R R
hence
(Q(m)*)m c (Q(m)*)m. (F.3)

p(m)—e p(m)+e

Moreover, using Lemma F.0.7, we observe that if m’ € M satisfies dp;(m,m’) =t <
7, then

g (W;V}(m’) N ({m} X Q(m)*)ﬁ) c (Q(m)*) Yoo (F.4)

Putting (F.1), (F.2), (F.3) and (F.4) together, if m' € M satisfies dps(m,m’) =t <
7, we get

fisn |:7T§n (71';41 (m')n ({m} X Q(m)*)ﬁ)} < pp |:7TP (ﬂ;j(m') N ({m} X Q(m))n)

)

[ —

which therefore entails
({m} X Q(m)*)ﬁ C [({m} X Q(m))n}ak

and makes the lema true.
O
From Lemma F.0.7, it becomes obvious that for any € > 0, there exists 7. such that

men (), ()

and then
Wi p(00) > (1= )pfp_gn(07),

which gives the isoperimetric estimate when ¢ tends to zero. O

One would wonder what can be said in a non compact setting, for cones for instance.
If the domain €2 doesn’t contain the vertex the same symmetrization argument works
and shows that its perimeter is higher than that of its symmetric. If the domain contains
the vertex, approximate it by domains that don’t contain the vertex with almost the
same volume and perimeter and use a limit argument. Indeed, problems appear when
the infimum of ¢ on m3;(Q2) is zero. We can therefore say that, if we suppose that

h(P,gP) > h(S”,can)a
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then,

vol(M,g) vol(S",can)
VWERL | Irux,p(V) 2 —— b, s (| — 2V ),
eRy , Ir,x,p(V) vol(S" can) Ry XS < vol(M,g)

which yields, if p(r) =r

vol(M, vol(S™,can
WER, |, In o p(V)> (M.g) vol(S",can) >

vol(S™,can) gt can) < vol(M,g)

This result immediately shows the minimizing property of balls centered in the vertex
on cones, a conclusion shown differently and previously by F. Morgan and M. Ritoré in
[MR].

The result of Theorem F.0.1 can be generalized with the same proof for weighted
isoperimetric problem on smooth manifolds:
Theorem F.0.2 Let (P,g”1)p) be and (M,gM aprr) be mm-spaces i. e. Riemannian ma-
nifolds with smooth positive densities. If we suppose

h(P,gP,wp) > h(S",can)>

then
Mo Pparpp) 2 P 87 goar) -
Moreover, the comparison space can be different from (S™,can), the only thing we
must know is that it satisfies the conditions given by A. Ros in [Ro], when he defines a

large family of model spaces (see also the definition 3.1.4), and it must also be endowed
with a Riemannian structure in order to give sense to the warped product.



Annexe G

Isoperimetric comparison
theorems for convex bodies

by Vincent BAYLE and César ROSALES.

We prove that the isoperimetric profile of a convex domain 2 with compact clo-
sure in a Riemannian manifold (M"*!,g) satisfies a second order differential inequality
which only depends on the dimension of the manifold and on a lower bound on the
Ricci curvature of 2. Regularity properties of the profile and topological consequences
on isoperimetric regions arise naturally from this differential point of view.

Moreover, by integrating the differential inequality we obtain sharp comparison theo-
rems: not only can we derive an inequality which should be compared with Lévy-Gromov
Inequality but we also show that if Ricci > nd on €2, then the profile of €2 is bounded
from above by the profile of the half-space HELH in the simply connected space form
with constant sectional curvature J. As consequence of isoperimetric comparisons we
obtain geometric estimations for the volume and the diameter of €2, and for the first
non-zero Neumann eigenvalue for the Laplace operator on (2.

G.1 Introduction

Let €2 be a domain (connected open set) with non-empty boundary of a Riemannian
manifold (M™*!,g). The so-called partitioning problem in € consists on finding, for a
given V' < vol(€2), a minimum of the perimeter functional P(-,Q2) in the class of sets in
Q) that enclose volume V. Here vol(E) is the (n + 1)-dimensional Hausdorff measure of
aset E C M and P(E Q) denotes the perimeter of E relative to €2, which essentially
measures the area of 0E N (see Section G.2 for a precise definition). Solutions to the
partitioning problem are called isoperimetric regions or minimizers in ) of volume V.

The partitioning problem is object of an intensive study. The first questions taken
into consideration were related to the existence and regularity of minimizers. In the light
of standard results in Geometric Measure Theory [M1], inside a smooth domain  with
compact closure, minimizers do exist for any given volume and their boundaries are
smooth, up to a closed set of singularities with high Hausdorff codimension, (see Pro-
position G.2.3 for a precise statement). Recently, geometric and topological properties
of minimizers have been studied by A. Ros and E. Vergasta [RV] and P. Sternberg and
K. Zumbrun [SZ2] inside a Euclidean convex body, and by M. Ritoré and C. Rosales
[RR] inside Euclidean cones. However, in spite of the last advances, the complete des-
cription of isoperimetric regions has been achieved only for certain convex domains such
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as half-spaces in the simply connected space forms, Euclidean balls, Euclidean slabs,
and Euclidean convex cones, among others. A beautiful survey containing most of the
results above, including recent progress and open questions is the one by A. Ros [Ro].

Much of the information concerning the partitioning problem is contained in the
isoperimetric profile of : the function Io(V) which assigns to V the least-perimeter
separation of volume V in €. In this paper, assuming that € is a convex domain with
compact closure in (M™*!,g), we prove regularity properties of the profile, connectivity
results for minimizers and for their boundaries, and above all, we obtain sharp lower and
upper bounds for the isoperimetric profile involving the infimum of the Ricci curvature
of Q.

We begin this work with a preliminary section where we introduce the notation and
give some basic results. For example, Proposition G.2.1 is an adaptation to the partitio-
ning problem of a result by P. Bérard and D. Meyer [BM] in which it is shown that the
isoperimetric profile I approaches asymptotically the profile of the half-space in R?+!
for small volumes. We also summarize existence and regularity results for isoperimetric
regions in Proposition G.2.3, and state an analytic comparison result for the solutions
of a differential inequality (Theorem G.2.5) that will be useful in Section G.4.

In Section G.3, inspired by previous results by C. Bavard and P. Pansu [BP],
P. Sternberg and K. Zumbrun [SZ2], F. Morgan and D. Johnson [MJ], and V. Bayle
[Ba2], we prove (Theorem G.3.1) that the renormalized isoperimetric profile Yo =
Ig()nﬂ)/ " of a smooth convex domain € with compact closure satisfies a second order
differential inequality of the type

Yg/{ < CYél—n)/(l—i—n)’ (Gl)

where C' is a constant depending on the dimension of the ambient manifold and on a
lower bound on the Ricci curvature over 2.

The idea of the proof of (G.1) relies on a local comparison of Y with the renorma-
lized profile P(V)*+1)/" associated to the deformation of a minimizer E -which exists
by the compactness of Q- given by equidistant hypersurfaces to OF N €. Some techni-
cal difficulties arise due to the possible presence in high dimensions of singularities in
OFE N Q. These difficulties are solved by an approximation argument consisting in the
construction of “almost parallel variations” (Lemma G.3.1). This scheme of proof was
previously used in [MJ] and [Ba2]| to get a differential inequality for the isoperimetric
profile of a closed Riemannian manifold, and in [RR] to characterize isoperimetric re-
gions in smooth convex cones. As in [RR], our proof differs from those of [MJ] and
[Ba2] in the presence of a boundary term involving the second fundamental form of 9
which can be controlled by using the convexity of €.

From the differential inequality (G.1), that yields concavity of the profile under the
assumption of non-negative Ricci curvature on € (Theorem G.3.4), we derive regula-
rity properties of the profile (Proposition G.3.6) and topological consequences related to
the connectivity of minimizers and isoperimetric hypersurfaces (Propositions G.3.10 and
G.3.8). Similar previous results for closed Riemannian manifolds and for convex bodies
in the Euclidean setting were established in [BP], [MJ], [SZ2], [K] and [Ba2].

In Section G.4 we use analytic arguments to obtain geometric comparison theorems.
As a matter of fact, integration of the differential inequality (G.1) makes possible to
compare the isoperimetric profile of a smooth convex domain  with compact closure
and Ricci > nd, with an exact solution of the differential equation associated to (G.1)
that satisfies either the same initial conditions or the same boundary conditions. On the
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one hand we prove in Theorem G.4.1 the isoperimetric inequality
In(V) < IHZH(V), V € [0,vol(2)], (G.2)

where HELH is a half-space in the simply connected space form with constant sectional
curvature d. In Remark G.4.5 we indicate that the geometric arguments employed by
F. Morgan and D. Johnson in [MJ, Theorem 3.5] can be adapted to prove that (G.2) is
also valid for unbounded convex domains. In Theorem G.4.6 we show that equality in
(G.2) for some Vj € (0,vol(£2)] implies that OS2 is a totally geodesic hypersurface and 2
has constant sectional curvature § in a neighborhood of 9f).

On the other hand, in Corollary G.4.9 we deduce a lower bound for the profile that
should be compared with Lévy—Gromov inequality [Gr]. In precise terms, we prove that
any Borel set F contained in a smooth convex body € with Ricci > nd > 0, satisfies

P(ESQ) _ P(E"H;)
vol(Q) = vol(HPHT)

(G.3)

where E* C H} ™ is a half-ball centered at 9H} ! with vol(E) /vol(€2) = vol(E*)/vol(H} ™).
Moreover, inequality (G.3) is sharp since equality for a proper set E C € implies that
Q is isometric to H?H.

Our isoperimetric inequalities in Section G.4 can be used, as in [Ga] and [Ba2], to
derive comparison theorems for convex bodies involving geometric quantities such as
the volume or the diameter, see Theorem G.2.7, Remark G.4.2 and Theorem G.4.12.
Furthermore, by reproducing the symmetrization arguments in [BM, Théoréme 5] we
prove in Theorem G.4.14 that if Ricci > nd > 0 on €2, then the lowest non-zero eigenva-
lue for the Laplace operator in €2 with Neumann boundary condition is bounded from
below by the one of the half-sphere H?H of radius 1/ V6, with equality if and only if Q
is isometric to H?H.

Finally, we have added in a last section as an appendix a geometric proof of inequality
(G.2) for the case of a smooth convex body Q in R"*1,

As mentioned in [SZ2], in addition to the geometric interest of this work, we remark
that the partitioning problem can be linked with a well-studied variational question
related to phase transitions (see also [SZ1]).

Acknowledgements. The idea of this work was conceived while V. Bayle was visiting
the University of Granada in the spring of 2003. The first author was supported by the
Marie Curie Research Training Networks “EDGE”, HPRN-CT-2000-00101. The second
author was supported by MCyT-Feder research project BEFM2001-3489. Both authors
express their deep thanks to Manuel Ritoré for his encouragement and helpful comments
during the preparation of these notes.

G.2 Preliminaries

G.2.1 The isoperimetric profile

Let 2 be a smooth domain (connected open set) with compact closure € contained
in a Riemannian manifold (M"*!g). The (n + 1)-dimensional and the k-dimensional
Hausdorff measures of a Borel set E C M will be denoted by vol(E) and Hy(E) res-
pectively. For any measurable set £ C M, let P(E,Q2) be the De Giorgi perimeter of E
relative to €2, defined as

P(E,Q) = sup {/ divY dH,41: g(Y)Y) < 1} ,
E
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where Y is a smooth vector field over M with compact support contained in 2, and
divY is the divergence of Y [Ch2, p. 140]. If, for instance, £ has C? boundary, then
P(E,Q) = H,(O0E N Q) by the Gauss—Green theorem.

A set E C M is said to be of finite perimeter in Q if P(E Q) < oo. We refer to the
reader to [Gi], [Z] and [Ch3]| for background about perimeter, sets of finite perimeter,
and their use in the context of the Geometric Measure Theory.

The isoperimetric profile of Q is the function I : [0,vol(Q)] — RT U {0} given by

Io(V) =inf {P(E,Q) : E C Q, vol(E) =V},

where the infimum is taken over sets of finite perimeter in 2. We define the renormalized

isoperimetric profile of Q as the function Yq = Isgn+1)/n.

Through this paper we shall use the following basic properties of the isoperimetric
profile

o I is a non-negative function which only vanishes at V' =0 and V' = vol(Q).

o Ig(V)=Iq(vol(Q)—V), V €]0,vol(Q2)].

e [ is a lower semicontinuous function [Gi, Theorems 1.9 and 1.19].

The following proposition is an adaptation of a result by P. Bérard and D. Meyer
[BM, App. C], in which the cited authors show that the isoperimetric profile of a closed
manifold (M"*!,g) (i.e., a compact Riemannian manifold without boundary) asympto-
tically approaches the profile of R?*! for small volumes.

Proposition G.2.1 Let QQ be a smooth domain with compact closure and non-empty
boundary in a Riemannian manifold (M™*!,g). Denote by H""! the half-space {x,i1 >
0} in R" L. Then, the asymptotic behaviour of the isoperimetric profile of ) at the origin
18
Io(V) ~ Igna (V) = 2~ V/(HD) o L Y/ (D)
V>0

where Y1 = Hn(S™) /Hpg1 (B(1)™ ") stands for the (n + 1)-dimensional Euclidean
isoperimetric constant.

As a consequence, the right derivative of the renormalized profile at the origin is
given by

(Vo). (0) = 27 1/myma/m,

Proof. The only change with respect to the proof by P. Bérard and D. Meyer that
must be taken into account consists in proving a localization lemma as in [BM, p. 531]
for any small geodesic ball B centered at 0 and intersected with 2. In precise terms,
we need to show that inside B N the isoperimetric inequality for the relative perimeter
infinitesimally behaves as in H"*!. This property comes from the fact that B N € is
almost isometric to a half-ball in H"*! centered at OH"*!. Finally, a compactness argu-
ment as in [BM] allows us to pass from the localization lemmae to a global isoperimetric
inequality. O

Remark G.2.2 The asymptotic behaviour in the proposition above provides upper and

lower bounds on the profile for small volumes. In fact, for any € > 0, there exists
V(Q,e) > 0 such that

(1—¢e)Ign1 (V) <Io(V) < (1+4¢e) Ign+1(V), whenever V< (Q,e).

The last inequality and the one given in BM, App. C] imply that a set E in Q such
that P(E,Q) = Iq(V) for a small volume V', must touch the boundary of 2.
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Now, we introduce another notion of isoperimetric profile (see [Gr], [Ga] and [Ba2]),
which is sometimes more relevant in order to obtain comparison theorems. It is given
by the function hg : [0,1] — R U {0}, defined for all 3 in [0,1] by

i - )

(G.4)
This point of view, which somehow corresponds to the choice of a probability measure
on 2, will be considered in the proof of a Lévy-Gromov type inequality (Theorem G.4.8).

G.2.2 Isoperimetric regions: existence and regularity

Let © be a smooth domain of a Riemannian manifold (M"*!,g). An isoperimetric
region -or simply a minimizer- in § for volume V' € (0,vol(12)) is a set E C €2 such that
vol(E) =V and P(E,Q) = Io(V).

In the following proposition we summarize some results from Geometric Measure
Theory concerning the existence and regularity of isoperimetric regions in €.

Proposition G.2.3 ([Gi], [GMT], [G1], [M2], [Bo]) LetQ be a smooth domain with
compact closure in a Riemannian manifold (M1 g). For any V € (0,vol(§2)) there is
an open set E C ) which minimizes the perimeter relative to Q for volume V. The
boundary A = OE N can be written as a disjoint union XU g, where X is the reqular
part of A and X9 = A — X is the set of singularities. Precisely, we have

1. ¥ N Q is a smooth, embedded hypersurface with constant mean curvature.

2. If p e N0, then X is a smooth, embedded hypersurface with boundary contained
in 02 in a neighborhood of p; in this neighborhood 3 has constant mean curvature
and meets OS2 orthogonally.

3. Yo s a closed set of Hausdorff dimension less than or equal to n — 7.

4. At every point q € Xg there is a tangent minimal cone C C T,M different from a
hyperplane. The square sum |o|? = k:% + ...+ k2 of the principal curvatures of ¥
tends to oo when we approach q from X.

In the preceding proposition the regular set 3 is defined as follows: for p € ¥ there is
a neighborhood W of p in ¥ such that W is a smooth, embedded hypersurface without
boundary or with boundary contained in Jf2. Note that a consequence of the proposition
above is the absence of interior points in ¥ meeting 02 tangentially, see [G2].

Remark G.2.4 The reqular hypersurface ¥ associated to a minimizer in 2 need not
meet the boundary of Q. An example illustrating this situation can be found at the end
of Section 2 in RR/].

G.2.3 An analytic comparison result

Let f: I — R be a function defined on an open interval. For any xy € I we denote
by D?f(x¢) the upper second derivative of f at xq, defined by

D—2f($o) = lim sup flzo+h) + f(ajg —h) —2f(x0)
h—0 h

. (G.5)

The main tool that we shall employ in Section G.4 to derive comparison theorems
from differential inequalities is the following technical result. A detailed development is
included in [Bal] and will appear in a forthcoming paper.
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Theorem G.2.5 Let f,g : [0,a] — R be continuous functions with positive values on
(0,a). Let H : Rt — R be the function H(z) = —adz>=/* where § € R and o > 2.
Suppose that f satisfies the second order differential inequality

D2f(x) < H[f(z)], =€ (0a),
while g is a C?-function that satisfies the differential equation

g"(z) = Hlg(x)], =€ (0,a).

Then, we have
(i) If f(0) = g(0) and f(a) = g(a), then f = g on [0,a]. Moreover, if f(xo) = g(xo)
for some zo € (0,a), then f =g on [0,a].
(i1) If f(0) = g(0) and the right derivatives at the origin verify f1(0) < ¢.(0) < +o0,
then f < g on [0,a]. Moreover, if f(x¢) = g(zo) for some xog € (0,a], then f =g
on [0,z0].

The theorem above can be seen as a generalization of the fact that a concave func-
tion f on [0,a] is pinched between any tangent line and the secant line passing through

(0,£(0)) and (a,f(a)).

G.2.4 Convex domains in Riemannian manifolds

The term “convex domain” is used in different non-equivalent ways in the literature.
We adopt the following definition:

Let Q be a domain of a Riemannian manifold (M"*! g). We say that Q is convex if
any two points p,q € € can be joined by a minimizing geodesic of M which is contained
in Q. A convex domain 2 with compact closure in M will be called a convex body.

The convexity of a smooth domain 2 implies the local convexity of 02, which means
that all the geodesics in M tangent to OS2 are locally outside of 2. As R. Bishop proved
([Bi]), the local convexity of 02 is equivalent to an analytic condition (the so-called in-
finitesimal converity) involving the second fundamental form of 9. As a consequence,
we have

“A smooth convex domain 0 of a Riemannian manifold (M™+!.g) satis-
fies that the second fundamental form 1L, of OS2 with respect to the normal
pointing into € is positive semidefinite at any p € 0"

Remark G.2.6 Most of the results of the paper in which the convexity of € is assumed
are also valid under the weaker condition that II, is positive semidefinite at any p € 0€).

The following result is an application to the setting of convex bodies of two well-
known comparison theorems in Riemannian Geometry. It will be useful in order to show
that our isoperimetric inequalities in Section G.4 are sharp.

Theorem G.2.7 Let Q be a smooth convex domain of a complete Riemannian mani-
fold (M™+1,
g). Denote by HgLH the (n + 1)-dimensional half-sphere of radius 1/v/5. If the Ricci
curvature of M satisfies Ricci = nd > 0 on (Q, then
(i) Q is compact and diam(Q) < 7/v/8 (Bonnet-Myers Theorem).
(ii) If 99 # O then vol() < vol(H} ) and equality implies that 05 is totally geodesic
in M and Q is isometric to HgLH (Bishop’s Theorem).
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Proof. Assertion (i) is a consequence of the Bonnet-Myers theorem ([Ch2, Theorem
2.12]). Now we give an outline of the proof of (ii) which follows the arguments in [Ch2,
Theorem 3.9]. Fix p € 9Q and call v to the unit normal vector to 9 at p pointing into
Q. Denote vt = {n € T,M : go(n,n) =1, gp(n,v) > 0}. For any n € vt let ~, be the
unique geodesic in M such that ,(0) = p and ;,(0) = 7. Let also denote

e(n) = sup {t > 0 : dist(p.y, (1)) = t},
d(n) = sup{t > 0 : 7,((0.4]) € 2J.

Let C(p) be the cut locus of p in M. By the convexity of 2 we have

Q\C(p) = {m(t) :nev™, t € (0.mn))},

where m(n) = min{c(n),d(n)} is continuous as function of n € v*. Call J(t,n) to the Ja-
cobian determinant of the map (¢,n7) € (0,00) X v* +— ~,(t). By using the integration
formula for polar geodesic coordinates around p and Bishop’s Theorem [Ch2, Theorem
3.8], we get

vol(Q) = / ) ( /0 " ) dt) dn < / ) ( /0 " o dt> d (G.6)

/8
< / / Ss(t)™dt | dn = vol(Hy ),
vt 0

where S5(t) = sin(v/0t)/v/§ and we have used (i) to write m(n) < 7/V/3.

If equality holds in (G.6), then m(n) = 7/V§ for all n € v+ and Q\ C(p) has
constant sectional curvature § with respect to any plane containing a tangent vec-
tor to a geodesic ,. As consequence, Q \ C(p) is a geodesic half-ball B centered at
p with radius 7/ V6 and we deduce, as in the local Cartan’s theorem [Ch2, Exercise
3.1], that B is isometric to H?H. From this, it is easy to see that QN C(p) = () and

OQ = {y,(t) : m € T,(0Q), t € [0,7/V3]}. O

Remark G.2.8 In the theorem above we assume Ricci = nd > 0 only in Q. In Section
G.4 we shall see that the two geometric inequalities in Theorem G.2.7 can be obtained
by using isoperimetric comparisons. In Theorem G.4.12 we characterize the half-spheres
as the only convexr domains for which equality in Theorem G.2.7 (i) holds.

G.3 The differential inequality

Let Q be a smooth convex body of a Riemannian manifold (M"*!,g). Our main goal
in this section is to prove that the renormalized isoperimetric profile Yq satisfies a diffe-
rential inequality as that as in (G.1). We shall then derive some immediate consequences
related to the regularity of the profile and the connectivity of isoperimetric regions in
Q.

Let us start with the proof of the differential inequality. As we pointed out in Section
G.1, the idea of the proof consists in a local comparison of Y with the relative profiles
associated to “almost parallel variations” of a minimizer E in € for a fixed volume Vj.
These variations will be constructed by using the following lemma

Lemma G.3.1 Let E be an isoperimetric region inside a smooth domain €0 with com-
pact closure in a Riemannian manifold (M™"1,g). Denote by ¥ the reqular part of
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A = OENQ. Then, there is a sequence {@. : ¥ — R}.sq of smooth functions with
compact support in X, such that

(i) 0< . <1, £>0.

(ii) {p:} — 1 in the Sobolev space H'(X), that is

e—0

lim [ ¢?dH, = P(EQ), lim / V. |*dH, =0,
b =0 Jy

where V. is the gradient of . relative to X.
(i) lime—o p=(p) =1, p€ .

A complete proof of the lemma above when 2 is a Euclidean domain can be found
in [SZ2, Lemma 2.4]. The general case is treated in a similar way, see [MR| and [Ba2,
Proposition 1.1] for further details. In [MR, Lemma 3.1] it was shown that the existence
of {©e}es0 is guaranteed for a bounded, constant mean curvature hypersurface ¥ with a
closed singular set ¥y = ¥ — ¥ such that H,,_2(3X¢) = 0 or consisting of isolated points.

Now, we can prove the main result of this section. Recall that D2 f(zg) denotes the
upper second derivative of a function f at z, as defined in (G.5).

Theorem G.3.1 Let 2 be a smooth convex body of a Riemannian manifold (M"* ! g).
Suppose that the Ricci curvature of M satisfies Ricci = nd on Q. Then, the renormalized

isoperimetric profile Yo = IgLH)/n verifies
D2Yo (V) < —(n+1) 8 Yo(V)I=/0+0) -y e (0,vol(Q)). (G.7)

If equality holds for some Vi € (0,vol(Q2)) then the boundary A = OE N of any
minimizer E in  of volume V{ is a smooth, totally umbilical hypersurface such that

Ric(N,N)=nd on A and II(N,N)=0 on AN,

where N is the unit normal to A which points into E, and 11 is the second fundamental
form of 02 with respect to the inner normal.

Moreover, if Q coincides with the half-space H?H in the simply connected space form
with constant sectional curvature §, then equality holds in (G.7) for any V € (0,vol(£2)).

Proof. Fix Vi € (0,vol(Q2)). By Proposition G.2.3 there is a minimizer E in Q of
volume V;. By the same result, the regular part 3 of A = 0E N is a smooth, embedded
hypersurface which meets 092 orthogonally. The mean curvature of ¥ with respect to
the unit normal N pointing into F is a constant Hy. The boundary ¥ N 92 could be
empty, see Remark G.2.4. In this case, we adopt the convention that the integrals over
X NN are all equal to 0.

Consider a sequence of functions {p. }.~¢ as obtained in Lemma G.3.1. Fix ¢ > 0 and
take a smooth vector field X, with compact support over M, such that X.(q) € T;(09)
whenever ¢ € 92 and X, = ¢.N in X. The flow of diffeomorphisms {¢;};c(—,4) of Xc
in © induces a variation {E; = ¢;(E)}; of E through sets of finite perimeter contained
in Q. Call P.(t) = P(E.,2) and V.(t) = vol(Ey). By the first variation for perimeter and
volume

P0) = /Z divs X. dH, = — /Z nHo oo dH,, (G.8)

V/(0) :/EdivXE dHpi1 = —/Z% dH,, (G.9)



G.3. The differential inequality 249

where divy, is the divergence relative to X. As V/(0) < 0, we can write ¢ as a function of
the volume V = V() for V close to Vp; hence, we can define P.(V) = P.[t(V)].

Now, consider the function g.(V) = P.(V)™*+1/" defined on a neighborhood of V5.
By using the definition of isoperimetric profile and the fact that F is a minimizer, it is
clear that

Yo(V) < g:(V), Yo(Vo) = g:(Va),

from which we deduce

n+1
n

DR () < D3 () = () vt/ {1 pLva)? puva) + P2V

(G.10)

Now, we shall compute the derivatives PL(Vy) and P/ (Vp). The first one is calculated
by using (G.8) and (G.9). We get

PL(Vh) = PLO) V/(0)"" = nH,. (G.11)

On the other hand, the calculation of P”(V}) requires second variation of perimeter
and volume. By following the proof of [SZ2, Theorem 2.5] (in fact, the only change is
that a new term involving the Ricci curvature appears), it is obtained

P(Vo) = (/E e dHn> - (G.12)

x [ / (IVeel? — (Riccl(N.N) + [o]?) ) dHu — [ TI(N.N) & dHn_l] ,
>

>Nox2
where |o|? is the squared sum of the principal curvatures of ¥ with respect to N, and
II is the second fundamental form of 92 with respect to the inner normal.

Now, if we take lim sup in the equality above when ¢ — 0 and we use Lemma G.3.1
together with Fatou’s Lemma, we have

limsup P (Vo) < —P(EQ)~> U (Ric(N,N) + |o|*) dH,, +/
)

II(N,N) dHn_l}
e—0 XNoN

(G.13)
< -n(6+HS)PEQ),
where in the last inequality we have used the assumption on the Ricci curvature, the
well-known inequality |o|?> > nHZ, and the convexity of (2.

Thus, if we pass to the limit in (G.10) and we use (G.11) together with (G.13), we
deduce

n+1
n

D2Yo(Vp) < ( ) P(EQ)Y" {an P(E,Q)~! + limsup 73;’(1/0)} (G.14)

e—0

<—(n+1)6PEQITI/M = _(n4+1)8 Yo (V) —/0Fn)

and (G.7) is proved. Moreover, if equality holds in (G.14) then we also have equality in
(G.13), and so ¥ is totally umbilical, Ricci(N,N) = nd on X, and II(N,N) =0 on XN
0. Furthermore, the singular set 3y = A — ¥ is empty by Proposition G.2.3 (iv) since
lo|? is bounded.

Finally, suppose that Q = H?H. By reflecting with respect to 8H§‘+1 we get that any
minimizer in H?H is obtained by intersecting a geodesic ball B centered at 8H§+1 with
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H?H. As OB is a totally umbilical hypersurface and OHQH is totally geodesic, we have
equality in (G.13). On the other hand, equality holds in the first inequality of (G.14)
since YH}“ equals the renormalized profile P(V)("+1)/ " given by parallel hypersurfaces

to 0B N Hg“. O
Remark G.3.2 By using the profile hq defined in (G.4) we easily see that Theorem
G.3.1 is also valid for the renormalized profile yq = thH)/n. In particular,

D2yq(B) < —(n+1)dyo(B)—/UH) 1 5e(0,1), (G.15)

with equality for all 3 € (0,1) when Q coincides with Hytt (§ > 0).

Remark G.3.3 Let M be a closed Riemannian manifold with Ricci > nd. Then, M
can be seen as a convex body Q with 9Q = 0, and the proof of (G.7) remains valid with
the only change that the terms involving 3 N 0Q vanish. With a similar proof, V. Bayle
[Ba2, Theorem 1.1] proved that (G.7) holds for the renormalized profile yp = hg\Trl)/n.
Another type of differential inequality for the isoperimetric profile In; was previously
established by F. Morgan and D. Johnson [MJ, Proposition 3.3].

The remainder of this section is devoted to deduce some immediate consequences of
Theorem G.3.1.

One of the easiest and most obvious applications of the differential inequality (G.7)
is the following theorem. The proof only uses the fact that a lower semicontinuous func-
tion on an interval f : I — R such that D—Qf < 0 in the interior of I must be concave
([Bal]).

Theorem G.3.4 Let Q2 be a smooth convex body of a Riemannian manifold (M™! g)
with non-negative Ricci curvature. Then, the renormalized profile of ) is concave. As
consequence, the isoperimetric profile I is concave and, therefore, increasing on [0,vol(£2)/2].

Remark G.3.5 The concavity of the profile of a smooth convex body Q C R™! was
obtained by P. Sternberg and K. Zumbrun [SZ2, Theorem 2.8]. The observation that, in
fact, the renormalized profile of Q C R"™! is concave is due to E. Kuwert [K].

Now, we generalize to the setting of convex bodies the regularity properties obtained
for the isoperimetric profile of a closed Riemannian manifold (see [BP], [MJ] and [Ba2]).
As an analytic outcome of Theorem G.3.4 we have that, under non-negative Ricci curva-
ture, the isoperimetric profile of 2 has the regularity properties of concave functions. In
the following proposition we show that no assumption on the Ricci curvature is needed.

Proposition G.3.6 Let Q be a smooth convez body of a Riemannian manifold (M"™+!,g).
Then the renormalized isoperimetric profile Yo has left and right derivatives satisfying

(Yo)i (V) = (Ya),(V), V € (0,vol(Q)).

As a consequence, (Yqo);(vol(2)/2) is non-negative. Moreover, Yq is differentiable on the
interval (0,vol(Q2)) except on an at most countable set.
As to the isoperimetric profile Iq, it has left and right derivatives for every V in
(0,vol(R)), such that
(Ie)i(V) 2 nHg > (Ia).(V),

where Hg is the inward mean curvature associated to a minimizer E in Q of volume V.
As a consequence, (Iq);(vol(R2)/2) is non-negative. Furthermore, Iq is differentiable on
(0,vol(R2)) except on an at most countable set.
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Proof. The regularity properties and the inequality between the side derivatives come
from the differential inequality (G.7), which implies that locally around Vp € (0,vol(2))
the renormalized profile Y, is concave, up to the addition of a constant times (V — V{)2.
Now fix Vj € (0,vol(£2)) and take a minimizer E in  of volume V. Let P(V') be the rela-
tive profile associated to an almost parallel variation of E as constructed in the proof of
Theorem G.3.1. It is obvious that Io(V) < P(V) for V close to Vp, and Io(Vy) = P(Vh).
As P' (Vo) = nHpg (see (G.11)) we deduce that (Io);(Vo) = nHg > (Ia),. (Vo). O

Remark G.3.7 The asymptotic behaviour of the profile given in Proposition G.2.1 al-
lows us to deduce the following consequences from Proposition G.3.6

(i) Iq is continuous on [0,vol(2)].
(ii) limv_>0 (IQ);.(V) = +00.
(iii) The inward mean curvature associated to a minimizer in Q explodes when the
enclosed volume tends to zero.

We finish this section by showing some topological restrictions related to the connec-
tivity of minimizers inside a convex body. We derive them by using a well-known argu-
ment (see [SZ2] and [MJ]), which relies on the second variation formula of perimeter

(G.12).

Proposition G.3.8 Let ) be a smooth convex body of a Riemannian manifold (M™!,g)
such that Ricci = nd on 2. Denote by 11 the second fundamental form of 02 with respect
to the inner normal. Let E be an isoperimetric region in €, 3 the regular part of OE N €,
and N the normal to 3 pointing into E. Then

(i) If § > 0, then X is connected.

(ii) If § = 0 and 3 consists of more than one component, then ¥ is totally geodesic and
we have Ricci(N,N) =0 in ¥ and II(N,N) = 0 in X NIN. As consequence, if X is
non-connected, and Q is strictly convex in the sense that 11 > 0, then X N O = ().

(iii) If 6 < 0, then there exists Vi € (0,vol(Q2)) such that ¥ is connected if vol(E) < V3.

Proof. Call Vj = vol(E) and denote by Hy the mean curvature of ¥ with respect to
N. Let ¥’ be a component of ¥ and {p.} C C§°(¥’) a sequence as in Lemma G.3.1. By
following the proof of Theorem G.3.1 we consider almost parallel variations of £ and
the associated perimeter functions P.(V'). Call a(Vp) = limsup,_,o P/ (Vo). From (G.13)
we know that

(*) a(Vo) < —n (6 + H3) P(E,Q)~1,
due to the hypothesis on the Ricci curvature, the convexity of Q2 and the inequality
lo|? > nHE.

We assert that a(Vp) < 0 implies that ¥ is connected. Otherwise, we would use
almost parallel variations with € ~ 0 to expand one component Y1 and shrink another
one Yo so that the resulting variation preserves volume while reducing perimeter, see
[SZ2, Theorem 2.6] for details; this would give us a contradiction with the minimality
of E.

Now we distinguish two cases. If 6 > 0, then a(Vp) < 0 and an easy discussion of
equality cases in (*) proves the claim. If § < 0, then the explosion of the mean curva-
ture for small volumes (Remark G.3.7 (iii)) yields the existence of V; such that a(V') < 0
for V e [0,1]. 0

Remark G.3.9 Topological restrictions on isoperimetric hypersurfaces inside a Eucli-
dean convez body were obtained by A. Ros and E. Vergasta [RV ] and by P. Sternberg and
K. Zumbrun [SZ2]. On the one hand, statement (ii) in the proposition above is proved
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in [SZ2, Theorem 2.6] for a convex body Q C R™ L. Furthermore, it is shown that strict
convexity of Q implies that ¥ is connected. We must point out that, in general, this
cannot be achieved when € is not a Fuclidean domain since ¥ N 02 could be empty, see
Remark G.2.4. On the other hand, in [RV, Theorem 5] some conditions on the genus g
and the number r of boundary components of ¥ are obtained when Q C R3. In precise
terms, they proved that the only possible values for g and r are

(i) g=0 and r =12 or 3;

(i) g=2 or3 and r =1.
It has been recently conjectured that an isoperimetric hypersurface inside a strictly convex
body of R® must be homeomorphic to a disk ([Ro]).

Let Q be a smooth convex body of a Riemannian manifold and let nd be a lower
bound on the Ricci curvature of 2. By Proposition G.3.8 we have that a minimizer F
in  is connected when ¢ > 0, or when § < 0 and vol(E) is small enough. At first, the
second variation of perimeter is not sufficient, in the case § < 0, to discard a minimizer
with finitely many components bounded by totally geodesic hypersurfaces. However, by
using that the profile is concave when § = 0 we can prove

Proposition G.3.10 Let Q) be a smooth convex body of a Riemannian manifold with
non-negative Ricci curvature. Then, isoperimetric regions in €0 are connected.

Proof. Suppose that E is a minimizer of volume Vj € (0,vol(£2)) and that F; is a
connected component of ¥ with volume V; < V. By the definition of isoperimetric pro-
file and the fact that the set of singularities in OF N € does not contribute to perimeter,
we get

In(Vh) =P(EQ) =P(E1,Q) +P(E — E1,Q) = Io(Vh) + Ia(Vo — V7).
On the other hand, the concavity of Y (Theorem G.3.4) gives us
Yo (Vo) < Yo(V1) + Yo(Vo — V1),

and so, as Ig(Vy) and Iq(Vp — V1) are positive, and since the function x —— AT s
strictly concave, we deduce

In(Vo) < In(V1) + Io(Vo — V1),

which leads us to a contradiction. This proves that V; = V), and FE is therefore connected.
O

G.4 Comparison theorems

In this section, we shall integrate the differential inequality (G.7) in order to prove
comparison theorems for the isoperimetric profile of a smooth convex body €2 in a Rie-
mannian manifold (M"*!,g). The underlying philosophy of these results consists in using
the analytic Theorem G.2.5 to compare a profile f, which can be Y or the function
yqo defined in Remark G.3.2, with a solution g of the differential equation associated to
(G.7) having the same initial conditions or the same boundary values as f. In the first
case we shall obtain an upper bound for the profile I, while in the second one, we shall
deduce a lower bound for hq that can be interpreted as a Lévy-Gromov type inequality.
We must remark that both comparisons are quite different although they arise from the
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same differential inequality. A detailed analysis of equality cases will allow us to deduce
global geometric consequences on §2.

Through this section we also illustrate how to use our isoperimetric inequalities to
deduce other geometric an analytic comparisons. In this way, we give alternative proofs
of the inequalities in Theorem G.2.7, and we characterize the half-spheres as the only
convex domains for which equality in Theorem G.2.7 (i) holds. Finally, we prove a com-
parison result for the first non-zero Neumann eigenvalue of the Laplace operator on 2
that can be seen as a generalization of the Obata—Lichnerowicz theorem [Ch, Theorem
9, p. 82].

G.4.1 Upper bounds on the isoperimetric profile

Theorem G.4.1 Let Q be a smooth convexr body with non-empty boundary of a com-
plete Riemannian manifold (M™1 g). Suppose that the Ricci curvature of M satisfies
Ricci = nd on Q. Then

Io(V) < L (V), V€ [0,v0l(2)], (G.16)

where H?H is a half-space in the (n + 1)-dimensional simply connected space form with
constant sectional curvature §.
If equality holds in (G.16) for some Vp € (0,vol(Q)], then I = IH?+1 on [0,Vp],

and the boundary OE N Q of any minimizer E in Q of volume V € (0,Vy) is a smooth,
totally umbilical hypersurface. Moreover, if Vi = vol(Q2) (which implies § > 0) then  is
isometric to HELH.

Proof. The comparison arises from the fact that a continuous solution of the diffe-
rential inequality (G.7) is bounded from above by a solution of the differential equation

= —(n+1)6 fA-m/04n) (G.17)

with the same initial conditions (Theorem G.2.5). Then, by using that the renormali-
zed profile of H} ™! satisfies (G.17) (see Theorem G.3.1) and taking into account the
asymptotic behaviour of the renormalized profile Y at the origin (Proposition G.2.1),
we obtain

Yo(V) < Ypn(V), Ve [0, min{vol(2),vol (H*1)}]. (G.18)

From the inequality above we get (G.16) once we show that vol(€) < vol(H} ™). This
volume comparison is trivial if § < 0 while in the case § > 0, the opposite inequality
would allow us to deduce from (G.18) that YQ(VOI(H(?H)) < 0, which is a contradiction
since the profile is positive in (0,vol(£2)).

Finally, if both profiles coincide at Vj € (0,vol(€2)] then they must coincide in [0,V})]
by Theorem G.2.5. The umbilicality of a minimizer of volume V < V; follows from
the discussion, given in Theorem G.3.1, of equality cases in (G.7). If V = vol(Q2) then
vol(2) = vol(H}*!) and  is isometric to Hy ™' by Theorem G.2.7 (ii). O

Remark G.4.2 Note that we have given another proof of the volume comparison vol(2) <
vol(HJ*Y) of Theorem G.2.7 (i) by using the isoperimetric inequality (G.18).

Remark G.4.3 When n = 1 the differential inequality (G.7) turns out to be linear
and Theorem G.16 follows since the function E(V) = Yo(V) — YH?(V) is concave on
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[0,v0l(Q2)] and the tangent line at the origin coincides with the x-azis. After an explicit
calculation of Yz, inequality (G.16) reads

RBV)SV@2r-56V), Velovol(Q)].

Remark G.4.4 For a closed Riemannian manifold M with Ricci > nd the integration
of the differential inequality (G.7) would give us the comparison

Ly < Lypes V€ [0vol(M)), (G.19)

where MgLH stands for the (n+1)-dimensional simply connected space form with constant
sectional curvature §. This result was previously proved by F. Morgan and D. Johnson
MJ, Theorem 3.4).

Remark G.4.5 Inequality (G.16) is also valid for a smooth, unbounded, convex domain
Q with non-empty boundary and Ricci > nd. This can be proved by showing, as was done
in [MJ, Theorem 3.5] for closed Riemannian manifolds, that the perimeter in  of a
“half-ball” B = QN B(p,r) centered at a point p € Y is less than or equal to the area of

the geodesic half-ball B in H?H of the same volume, with equality only if B is isometric
to B and 89 is geodesic at p. The arguments in the proof by F. Morgan and D. Johnson
rely on comparison theorems involving the volume of metric balls ([Ch2, Theorem 3.9])
and the area of metric spheres ([Ch2, Proposition 3.3]). These theorems do not use the
compactness of the ambient manifold and can be generalized to our setting by following
the scheme in the proof of Theorem G.2.7.

This alternative proof of (G.16) also allows us to deduce geometric consequences on
Q when we have equality in (G.16). We summarize them in the next result

Theorem G.4.6 Let Q) be a smooth convex domain with Ricci > nd in a complete
Riemannian manifold (M™*,g). Then
(i) If Q has non-empty boundary then (G.16) holds, and equality for some Vi €
(0,vol(2)] implies that O is totally geodesic in M and Q2 has constant sectional
curvature § in a neighborhood of Of).
(it) If 92 = 0 then (G.19) holds, and equality for some Vy € (0,vol(Q2)] implies that M
s 1sometric to a quotient of the simply connected space form M?H with constant
sectional curvature §.

Remark G.4.7 In general, we cannot improve statement (i) in the theorem above to
the stronger conclusion that equality in (G.16) for some Vi implies that Q has constant
sectional curvature §. For example, denote by Q) the domain obtained from attaching the
half-sphere of S? centered at the north pole to the compact cylinder St x [—1,0] through
the circle St x {0}. It is clear that I = IH(Q) for small values; however, Q is not a flat
domain.

G.4.2 A Lévy-Gromov type inequality for convex bodies

Let (M™*! g) be a closed Riemannian manifold with Ricci > né > 0. Denote by hyy
the profile of M as defined in (G.4). Lévy-Gromov inequality [Gr] states that

where M} is an (n+ 1)-dimensional sphere of radius 1/v/3. Moreover, if equality holds
in (G.20) for some 3 € (0,1), then M is isometric to M ™.
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Inequality (G.20) can be obtained by integrating a differential inequality similar to
(G.7), see [Bal]. With a similar technique, we generalize (G.20) to the setting of convex
bodies.

Theorem G.4.8 Let 2 be a smooth convex body of a Riemannian manifold (M"* 1 g).
Suppose that the Ricci curvature of M over  satisfies Ricci > nd > 0. Then,

ha () = hgre1(6), B €[0.1], (G.21)

where H?H is an (n + 1)-dimensional half-sphere of radius 1/v/5.
Moreover, if Q@ has non-empty boundary then equality holds in (G.21) for some
Bo € (0,1) if and only if Q is isometric to HELH.

Proof. The inequality follows from the fact, given in Theorem G.2.5 (i), that any
function satisfying the differential inequality (G.15) is bounded from below by an exact
solution of the corresponding differential equation with the same boundary values. Fur-
thermore, if we have equality for some [y € (0,1) then hg = hH?+1 on [0,1], and
by the asymptotic behaviour of hq at the origin (Proposition G.2.1) we deduce that
vol(Q) = vol(H} ). From statement (ii) in Theorem G.2.7 we conclude that § is iso-
metric to H?H. O

The preceding result can be given in the following alternative form

Corollary G.4.9 Let ) be a smooth convex body of a Riemannian manifold (M™*!,g).
Suppose that the Ricci curvature of M over Q) satisfies Ricci = né > 0. Then, for any
Borel set E C Q, we have

P(ES) _ P(E*H;)
vol(Q) = vol(Hp*!)

where E* C H?H s a geodesic half-ball centered at 8Hg‘+l such that

vol(E))  vol(E™)
vol(Q) vol (HZ+1)

Moreover, if €0 has non-empty boundary and equality holds for some set E C €
with vol(E) € (0,vol(2)), then Q is isometric to an (n + 1)-dimensional half-sphere of
radius 1/\/5

Remark G.4.10 Let h¢(S2) be the Cheeger isoperimetric constant of a smooth convex
body Q of a Riemannian manifold (M™*.g), defined by

hc(€) = inf {min {VOIZDE(S;ZI)(Q VB :vol(E) € (O,vol(Q))}.
Note that
hco(2) = inf{#(f)_ﬂ} RS (0,1)},

and so, if the Ricci curvature of M is non-negative on ), we deduce by the concavity of
the profile (Theorem G.5.4)

he(2) = 2ha(1/2),
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which yields ho(Q) = ho(HF ) when Ricei > nd > 0 in Q by (G.21).
Now, by reproducing the arguments in [Ba2] (see also Bal]), we can refine Theorem
G.4.8, so as to get, under the same assumption on the Ricci curvature,

1
ho(©) |+t
ha(B) = [WW hHgH(ﬁ), B € [0,1]. (G.22)
Moreover, if there is By € (0,1) such that (G.22) is an equality, then Q is isometric to
Hp+
G.4.3 Some consequences of Theorem G.4.8

We first show how to use Theorem G.4.8 to give a characterization of equality cases
in Theorem G.2.7 (i). We need a previous result (see [Ga] for closed Riemannian mani-
folds), linking the diameter of a domain 2 and the profile hq.

Lemma G.4.1 The diameter of a smooth domain Q) of a complete Riemannian mani-
fold (M™+1.g) satisfies

_dB
ha(B)’

with equality when Q coincides with an (n + 1)-dimensional half-sphere.

1
diam(Q2) < /
0

Proof.

Suppose that vol(2) < oo (in other case hg = 0). If © is unbounded then choose
any point py € . If Q is bounded, fix a point pg € Q such that dist(pg,p;) = diam()
for some p; € Q. Denote by S; and B; the metric sphere and the metric open ball in
M centered at py with radius ¢t > 0. By the coarea formula [Ch3, Corollary 1.3.1], the
volume of a set £ C M can be computed as

+o0o
vol(FE) = H,(ENS)dt,
0
and so the function §(r) = vol(©2 N B,)/vol(?) is absolutely continuous on [0,diam(€2)]
and satisfies

Ha(205,) _ P20 B,.0)

gy = vol() 7 vol(Q)

> ha(B(r)). (G.23)
for almost all r € [0,diam(Q2)], with equality when  coincides with a half-sphere. The
proof finishes by integrating in (G.23). O

Remark G.4.11 The asymptotic behaviour of hg at the origin (Proposition G.2.1) en-
sures that the upper bound on the diameter given in the lemma above is finite when )
s bounded.

As a consequence of Lemma G.4.1 and Theorem G.4.8 we can prove for convex bodies
the analogous of the well-known Topogonov—Cheng theorem [Ch2, Theorem 3.11] for
closed Riemannian manifolds. Note that the following result is not a direct consequence
of the aforementioned one for closed manifolds since we are assuming that Ricci > nd > 0
only in Q.
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Theorem G.4.12 Let ) be a smooth convexr body with non-empty boundary of a Rie-
mannian manifold (M™*1.g). If the Ricci curvature of M satisfies Ricci > nd > 0 on Q,
then

T
’\/37
and equality holds if and only if € is isometric to a half-sphere of radius 1/\/5

diam(2) <

Remark G.4.13 By following the arguments in [Ba2, Theorems 3.2 and 3.3] we could
say that, for a smooth convex body ) with non-empty boundary and Ricci = nd > 0,
having a diameter close to m/\/3 (resp. a volume close to vol(HE™)) is equivalent to the
fact that hg — th;“ is uniformly close to 0 on [0,1] (resp. hQ/hHgl+l s uniformly close

to1 on (0,1)). This means that almost mazimality of the diameter or almost mazimality
of the volume both entail, in certain sense, almost minimality of the profile.

We finish this section with an eigenvalues comparison theorem. The application of
an isoperimetric inequality to obtain eigenvalues estimates (see [Ch, Theorem 2, p. 87])
was first given by G. B. Faber and E. Krahn for smooth Euclidean domains with com-
pact closure. In [BM] and [BBG] it is shown how the ideas of G. B. Faber and E.
Krahn, together with Lévy—Gromov inequality (G.20), lead to sharp estimates for the
first eigenvalue of the Laplace operator with Dirichlet boundary condition on a smooth,
bounded domain of a complete Riemannian manifold (M"™*! g) with Ricci > nd > 0.
Other estimates for Dirichlet eigenvalues obtained in a similar way can be found in [Gal]
and [Ba2|.

In the setting of a smooth convex domain €2 with 99 # (), the fact that isoperimetric
hypersurfaces in the model Hg“ intersect the boundary orthogonally, seems to indicate
that the Neumann boundary condition on 92 is more appropriated if we want to derive
an eigenvalues comparison from inequality (G.21). In fact, we can prove

Theorem G.4.14 Let  be a smooth convex body with non-empty boundary of a com-
plete Riemannian manifold (M™',g). If the Ricci curvature of M satisfies Ricci > né >
0 on 2, then

A(Q) = A\ M) = (n+1) 4, (G.24)

where the notation )\{V(Q) stands for the lowest non-zero eigenvalue of the Laplace ope-
rator on Q with Neumann boundary condition on 02. Moreover, if (G.24) is an equality,
then Q is isometric to a half-sphere H?H of radius 1/~/5.

Proof. We give a brief desciption of the proof, which follows the symmetrization
argument in [BM, Théoréeme 5]. For any non-trivial function v € C*°(2), denote by
Rq(u) the Rayleigh quotient of u, given by

Rq(u) = </Q\Vu|2dHn+1> </Qu2 dHnH)_l.

Due to the variational characterization of Neumann eigenvalues there exists a smooth,
mean zero function u on  such that Rq(u) = AY(Q) and du/dv = 0 on 99, where v
is the inward normal vector to 0f). Suppose that u has finitely many non-degenerate
critical points (condition (ND)). The symmetrization technique allows us to construct,
by using a suitable family of concentric half-balls in H?H centered at a fix boundary
point, a function u* defined on HgLH such that

(i) w* is a non-trivial Sobolev function on H} .
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(ii) u* has mean zero over H} .
(iii) Ra(u) > RHELH (u*) with equality if and only if Q is isometric to H} ™ (here is the
point where Theorem (G.4.8) is used).
By using statement (iii) and the variational characterization of Neumann eigenvalues,
the proof of the theorem follows.

If u does not satisfy condition (ND), then we get (G.24) by approximation since
)\{V (Q) is the limit of a sequence {Rq(uy)}nen, where each u, has mean zero and sa-
tisfies condition (ND). In this situation, the discussion of the equality case is not so
obvious; we appeal to [BM, p. 520]. O

Remark G.4.15 By using inequality (G.22) instead of (G.21) in the proof of Theo-
rem G.4.14, we obtain

ho(2)

2
n+1
)\N (Hn+l),
hc(HSLH)} P

@ > |
with equality if and only if Q) is isometric to HgLH.

G.5 Appendix: an alternative proof of inequality (G.16) in
the euclidean case

Here we give a geometric proof of the fact that the isoperimetric profile of a convex
body ©Q C R"! is bounded from above by the profile of the half-space H"*! = {z,,,1 >
0}. The proof relies on the fact that the local convexity of a domain € around a boundary
point implies I < Ign+1 for small volumes.

Proposition G.5.1 Let Q be a smooth domain in R™L. If Q has a local supporting
hyperplane at a point x € 0N2, then there exists Vo > 0 such that Io(V) < Ignt1(V),
whenever V € [0,Vp].

Proof. We follow the proof in [RR, Proposition 3.6]. Denote by P(r) and V(r)
respectively the perimeter in {2 and the volume of the ball B, of radius r > 0 centered
at x intersected with €. Let ‘7(r) be the volume of the cone subtended by 0B, N} and
vertex at . We have the relation

P(r) = (n+1) L0,

On the one hand, since Q is locally convex around z, we have V(r) > V(r) for r
small, so that

V(r)

<(n+1) fo).

P(r)y=(n+1)

On the other hand, if P.(r) and V.(r) respectively are the area and the volume of a
half-ball in H"*! of radius r > 0, we have

Pe(r) n+1

Vo(ry  r
and so

P(r) _ Pe(r)
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Since V(r) < Ve(r) due to the local convexity of 2 around z, we finally get

P(r) P(r) " Pe(r) . P.(r)
Ty = v VO < g e = ey = o

where d,, is the constant that appears in the expression of the isoperimetric profile of
the half-space Ign+1 (V) = d, V"™ (41,

Hence, for small r, we obtain the relation P(r) < Ign+1(V(r)), which proves the
claim. O
Proof of inequality (G.16): Let Q be a smooth convex body in R""!. As the renormalized
profile Yjgn+1 is linear as function of V, and Yy, is concave (Theorem G.3.4), the proof
trivially follows from Proposition G.5.1.

Remark G.5.2 Though we have succeed in comparing the profiles for small volumes
with geometric arguments, the global comparison has required global analytic properties
of the profile.
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