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Résumé

Nous considérons des systemes d’équations différentielles stochastiques faisant intervenir
deux échelles de temps bien distinctes. Nous commencons par établir, dans un cadre
général, des propriétés de concentration des trajectoires au voisinage des variétés lentes du
systeme déterministe correspondant. Nous étudions ensuite la dynamique au voisinage de
points de bifurcation de la variété lente, en particulier dans le cas d’une bifurcation noeud-
col et d’une bifurcation fourche. Les phénomenes apparentés de la résonance stochastique
et de I'hystérésis dynamique sont également étudiés en détail. Finalement, nous dérivons
la loi des temps de passage & travers une orbite périodique instable, pour une famille
d’équations qui ne sont pas limitées au cas d’échelles de temps distinctes.

Abstract

We consider systems of stochastic differential equations involving two well-separated time
scales. We start by establishing, in a general setting, concentration properties of sample
paths in a neighbourhood of the slow manifolds of the system’s deterministic counterpart.
We then study the dynamics in the neighbourhood of a bifurcation point of the slow
manifold, in particular in the cases of a saddle node and of a pitchfork bifurcation. The
related phenomena of stochastic resonance and dynamical hysteresis are also studied in
detail. Finally, we derive the law of first-passage times through an unstable periodic orbit,
for a family of equations which are not limited to the case of well-separated time scales.
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1 Introduction

Il arrive fréquemment qu’un systéme dynamique, décrit par une équation différentielle
ordinaire (EDQ), fasse intervenir plusieurs échelles de temps caractéristiques. Lorsque
deux échelles de temps tres différentes sont présentes, le systeme est appelé rapide lent,
et peut étre étudié & l'aide de la théorie des perturbations singulieres. Les cas les plus
simples pouvant se présenter sont les suivants:

e Si le systeme rapide lent admet une variété lente asymptotiquement stable, toutes les
solutions voisines de cette variété sont rapidement attirées par elle, et le systéme peut
étre décrit par un systéme réduit, ne faisant intervenir que des variables lentes.

e Si la variété lente admet des points de bifurcation, ou elle cesse d’étre asymptotique-
ment stable, des phénomeénes nouveaux peuvent apparaitre: le systeme peut avoir a
choisir parmi plusieurs variétés stables nouvellement formées, ou au contraire, effectuer
une transition rapide vers une autre région de I’espace de phase, donnant lieu & des
oscillations de relaxation ou a des cycles d’hystérésis.

Si 'on veut comprendre l'effet d’un bruit sur ces systémes, on est amené a étudier des
équations différentielles stochastiques (EDS) singulierement perturbées.

1.1 Echelles de temps

Une EDS singulierement perturbée fait intervenir au moins trois échelles de temps:

e le temps de relaxation du systéeme rapide;

e le temps caractéristique du systéme lent;

e le temps de vie métastable du systéeme rapide, c’est-a-dire le temps moyen entre tran-
sitions dues au bruit entre les variétés stables du systéme déterministe (aussi appelé
temps de Kramers).

Le choix de la méthode utilisée pour décrire la dynamique de ’'EDS devra tenir compte de
ces échelles de temps. Ainsi, la plupart des méthodes existantes s’appliquent & des échelles
de temps grandes par rapport au temps de vie métastable:

e une analyse de la densité de probabilité du processus a temps fixé est surtout relevante
lorsque le systeme a le temps d’atteindre un état stationnaire, qu’il pourra suivre
adiabatiquement (si un tel état existe) [Tal99, JHI1];

e le concept d’attracteur aléatoire [Arn98, Sch89] décrit les propriétés plus fines du
systeme dans un état stationnaire;

e les techniques de grandes déviations, telles que celles développées dans [FW98], peu-
vent étre étendues & des systéemes dépendant lentement du temps si le temps car-
actéristique du systéme lent est grand par rapport au temps de Kramers [Fre00, Fre01];

Nous nous intéressons ici & des situations ou le temps caractéristique du systeme lent
est bien plus court que le temps de vie métastable. Ce travail se veut une contribution
a une étude systématique de tels systemes dans le régime métastable. Nous accordons
une attention particuliere aux propriétés de concentration des trajectoires, ainsi qu’aux
probabilités de transition entre variétés lentes.

1.2 Plan du travail

e Section 2: Dans un bref survol de résultats connus sur les EDO rapides—lentes
déterministes, nous rappelons d’abord le théoréme de Tihonov [Tih52] et celui de
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Fenichel [Fen79] sur la dynamique au voisinage de variétés lentes; puis nous discutons
la notion de bifurcation dynamique, en particulier les cas de la bifurcation noeud—col
et de la bifurcation fourche.

e Section 3: Nous commencons par établir un résultat général sur la concentration des
trajectoires au voisinage d’une variété lente stable d’'une EDS rapide—lente. Ensuite,
nous examinons la précision d’une approximation de la dynamique par sa projection
sur la variété lente. Les résultats présentés ont été publiés dans 'article [BG03a].

e Section 4: Nous dicutons, d’abord dans un cadre général, la dynamique d’une EDS
rapide lente au voisinage d’un point de bifurcation de la variété lente [BG03a]. En-
suite, nous donnons une description détaillée de 'effet du bruit sur une bifurcation
noeud col dynamique [BG02b], puis d’une bifurcation fourche dynamique [BG02d].

e Section 5: Nous décrivons le phénomene de la résonance stochastique, qui peut se
produire si le systéme déterministe admet des points de bifurcations évitées, et si la
dynamique lente est périodique. Les techniques de la section précédente sont étendues
afin d’estimer les probabilités de transition entre variétés stables, en fonction des
petits parametre en jeu. Les résultats ont été publiés dans I'article [BG02e].

e Section 6: Nous discutons le phénomene de I’hystérésis dynamique, fréquent dans les
EDO rapides—lentes. Apres un bref rappel des résultats déterministes, nous décrivons
I'effet du bruit sur les propriétés des cycles d’hystérésis, en particulier leur aire. Les
résultats ont été publiés dans 'article [BG02b].

e Section 7: Dans cette derniere partie, nous généralisons certains résultats des sec-
tions précédentes, sur les transitions aléatoires a travers une orbite périodique insta-
ble, & des situations ou le systéme n’est pas nécessairement rapide—lent. Il ressort de
cette étude que la loi des transitions a une dépendance non triviale de I'intensité du
bruit, et est gouvernée par une fonction universelle [BG04, BGO3b].

1.3 Perspectives

Les résultats obtenus dans ce travail sont succeptibles d’étre étendus dans plusieurs direc-
tions.

¢ Dimensions supérieures: Aprés le premier pas franchi dans [BG03a], une étude
plus détaillée de I'effet d’un bruit sur les systemes rapides—lents multidimensionnels
s’impose. Nous pensons en particulier & la dynamique prés d’une famille d’orbites
périodiques du systéme lent (étudiée dans [PR60] dans le cas déterministe) et leur
lien avec les phases géométriques, et a la bifurcation de Hopf dynamique [Shi73,
Nei87, Nei88|.

e Systémes étendus: Une généralisation a des systemes de dimension infinie, en
particulier & des réseaux d’oscillateurs couplés, est désirable puisqu’on s’attend &
ce que le bruit produise des effets nouveaux tels que des transitions entre régimes
synchronisés et désordonnés (voir par exemple [PRKO01]).

e Bruits plus généraux: Le bruit n’étant qu’un modeéle de l'effet d’un réservoir
extérieur, trop compliqué pour étre décrit de maniere déterministe, il serait utile de
pouvoir étendre les résultats obtenus & des bruits autres que le bruit blanc (bruit
coloré, voire non-markovien).
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e Théorie du contrdle: Les résultats de [BG03a] ont fait apparaitre des liens entre les
propriétés de concentration des trajectoires et les ensembles de controle (c.f. [CKO00]),
qu’il serait intéressant d’étudier plus en détail.

e Applications: Quelques applications de la théorie & des modeles de physique du
solide et de climatologie ont déja été étudiées [BG02a, BG02c], mais il reste de
nombreux autres domaines ou les EDS rapides—lentes jouent un réle, notament en
biologie moléculaire [SHDO1].

2 Systemes singulierement perturbés déterministes

La théorie des perturbations singuliéres s’applique en particulier a des systéemes d’équations
différentielles ordinaires rapides lentes de la forme

(2.1)

ou ¢ est un petit parametre (les membres de droite peuvent éventuellement dépendre d’e).
Le qualificatif “singulier” se réfere au fait que lorsque € tend vers 0, le systeme (2.1) se
réduit au systeme algébrique—différentiel

0= f(z,y),

¥ =g(z,y). (2.2)

Les solutions de ce systéme sont concentrées sur les variétés lentes {(z,y): f(z,y) = 0},
mais il n’est pas immédiatement clair s’il existe un lien entre ces solutions et celles de (2.1)
pour € petit mais positif. Une autre maniére de considérer le systéme rapide—lent (2.1) est
de rééchelonner le temps d’un facteur € pour obtenir

z' = f(xay)a

y' = eg(z,y). (23)

Ce systeme peut étre interprété comme une perturbation du systéme associé ' = f(z,)),
dans laquelle le parametre A serait lentement variable. Les variétés lentes correspondent a
des points d’équilibre du systeme associé.

Exemple 2.1 (Mouvement suramorti dans un potentiel). Le mouvement d’une
particule dans un potentiel U et soumise a un frottement visqueux est décrit par I’équation

4= —vq—VU(q), (2.4)

qui devient, avec y = g, x = ¢ et en frottement fort v = 1/e,

et = —x —eVU(y),

. (2.5)
Y=

La variété lente est donnée par x = —eVU(y), et la dynamique sur cette variété est
gouvernée par ’équation y = —eVU(y) (appelée loi d’Aristote).
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Exemple 2.2 (Oscillateur de van der Pol). L’équation de oscillateur de van der Pol
i+ a@®—-1)i+z=0, (2.6)

est équivalente, pour a = 1/e, a

3
ET=y+r— —
Y 3 (2.7)
y=-—x
La variété lente est la courbe d’équation y = —z + 23/3, sur laquelle la dynamique peut
étre décrite par 'équation réduite & = —z/(z? — 1) (qui devient singuliere en z = +1).

2.1 Variétés lentes

Nous considérons I'équation (2.1) pour des fonctions f : D — R™ et g : D — R™ de classe
Ck. k > 2, dans un ouvert D de R™ x R™.

Définition 2.3. Supposons qu’il existe un domaine Dy C R™ et une fonction continue
x*: Dy — R"™ telle que (z*(y),y) € D et

f(z*(y),y) =0 (2.8)

pour tout y € Dy. Alors Uensemble M = {(x,y) € D: z = 2*(y)} est une variété lente du
systéme. Dénotons par A(y) = 0pf(x*(y),y) la matrice jacobienne de x — f(x,y), et par
a;i(y), i =1,...,n, ses valeurs propres. Nous dirons que M est

e hyperbolique si Rea;(y) #0 (i = 1,...,n) pour tout y € Dy;

e uniformément hyperbolique s’il ezxiste ag > 0 t.q. |[Rea;(y)| = ag > 0 uniformément
en y;

e asymptotiquement stable si Rea;(y) < 0 pour tout y € Dy;

e uniformément asymptotiquement stable si Rea;(y) < —ag < 0 uniformément en y.

On remarquera que ’hyperbolicité implique, via le théoreme des fonctions implicites,
que 7*(y) est de classe CF.

Dans 'exemple 2.1, A(y) = —1, et la variété lente est uniformément asymptotiquement
stable. Par contre, dans I'exemple 2.2, A(y) =1 — 2*(y)? et la variété lente se décompose
en trois parties, dont deux stables (pour z > 1 et z < —1).

Nous mentionnerons deux résultats décrivant la dynamique au voisinage d’une variété
lente. Le premier, plus ancien, décrit la convergence exponentiellement rapide de solutions
vers un e-voisinage d’une variété lente uniformément asymptotiquement stable.

Théoréme 2.4 (Tihonov [Tih52], Gradstein [Gra53]). Si M est une variété lente
uniformément asymptotiquement stable de (2.1), et si Opy f est uniformément bornée dans
un voisinage de M, alors il existe des constantes cg,c1, K > 0 telles que pour € suffisament
petit et toute condition initiale (xg,yo) satisfaisant ||zg — z*(yo)|| < co, on ait

—Kt/e

lze — 2" (yo)ll < llwo — 2™ (yo) | e +eie. (2.9)

Le second résultat (que nous n’énongons que dans sa version la plus simple), montre
que certaines solutions vivent en fait sur une variété invariante, proche de la variété lente.
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Théoréme 2.5 (Fenichel [FenT79]). Si M est une variété lente uniformément hy-
perbolique et € est suffisament petit, il existe une variété localement invariante M, =
{(z,y): = = 2(y,e)} telle que Z(y,e) = z*(y) + O(e). (Localement invariant signifie que
si xg = Z(yo,€), alors x; = x(ys, €) tant que y; € Dy).

La dynamique sur la variété invariante, que nous appellerons également variété adia-
batique, est décrite par 1’équation réduite

y=9g(z(y,€),y), (2.10)

qui peut étre traitée par des méthodes de théorie des perturbations réguliéres.

2.2 Bifurcations dynamiques

L’hyperbolicité d’une variété lente est violée la ou elle approche un point de bifurcation,
c’est-a-dire un point (z,9) tel que f(z,9) = 0 et 0, f(Z,9) admette ¢ > 1 valeurs propres
sur ’axe imaginaire.

Supposons que (0,0) est un point de bifurcation, avec 1 < g < n, les n — g autres
valeurs propres ayant une partie réelle négative. On peut alors trouver des coordonnées
(x_,zg,y) € RT x R™"7 x R™ dans lesquelles le systéme s’écrit, sur I'échelle de temps ¢,
comme

.’,EL - ff(fﬂ—,-'Ean)
zy = folz—, 70, y)

y' = eg(z—,20,y)
e =0,

(2.11)

avec une linéarisation autour de 0 diagonale par blocs. En d’autres termes, les valeurs
propres de la matrice 0, f_(0,0,0) ont partie réelle négative, celles de 9y, fo(0,0,0) ont
partie réelle nulle, alors que 0y, f-(0,0,0) = 0 et 9, fy(0,0,0) = 0. L’origine est donc
un point d’équilibre de (2.11), dont la linéarisation admet g + m + 1 valeurs propres sur
I'axe imaginaire. Le théoreme de la variété centrale (voir par exemple [Car81]) montre
alors I'existence, au voisinage du point de bifurcation, d’une variété invariante localement
attractive d’équation z_ = z_(zg,y,¢). La dynamique sur cette variété est décrite par
I’équation réduite

’7({’;03:‘/36)’7’:03?/) :5F(.’I}0,y,€)
7('7"01.1/’6)3'7"0’.1/) = G(.’I}U,y,é').

exo = fo

: (2.12)
v =g(

€T
Dans la suite, nous laisserons tomber I'indice de zg et la dépendance de F' et G en €. Le
comportement des orbites prés du point de bifurcation dépend du type de bifurcation.
Nous discutons ici deux cas apparaissant lorsque ¢ = 1, et sur lesquels nous reviendrons
en détail dans le cas stochastique.

Bifurcation noeud—col

Cette bifurcation correspond & un pli dans la variété lente. Considérons pour simplifier le
cas m = 1. Outre les conditions de bifurcation F(0,0) = 0,F(0,0) = 0, nous supposons
que

05 F(0,0) <0,  8,F(0,0) <0,  G(0,0) > 0. (2.13)
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Fiaure 1. (a) Deux solutions des équations de Van der Pol (2.6) (courbes fines) pour la
méme condition initiale (1,0.5), pour @ = 5 et @ = 20. La courbe en gras est la variété
lente y = 32 — z. (b) Le graphe de z(t) (@ = 20) montre des oscillations de relaxation,
c’est-a-dire une alternance de phases rapides et lentes.

C’est le cas, & un renversement des axes pres, aux points £(1, —2/3) dans exemple 2.2.
La situation est alors qualitativement la méme que pour le systéme

ek = —y — x°,

i (2.14)

De fait, pour y < 0, il existe une variété lente stable d’équation x = z*(y), se comportant
comme |y|'/? lorsque y — 0—, et une variété lente instable, se comportant comme — |y|'/?
lorsque y — 0—. Les trajectoires partant pres de la branche stable pour y < 0 sont attirées
par un e-voisinage de celle-ci, mais lorsque y s’approche de 0, 'attraction est de plus en
plus faible, alors que dyz*(y) diverge. Lorsque y devient positif, plus rien n’empéche les
trajectoires de s’échapper du voisinage de l'origine dans la direction des = négatifs, ce qui
arrive aprés un léger retard (Figure 2a).

Ce phénomene de saut peut conduire, comme dans le cas de loscillateur de Van der
Pol, & des oscillations de relazation (Figure 1, voir [PR60] et [Hab79], ainsi que [MR80]).
La dépendance en € des solutions a été examinée en particulier dans [JGRM90] et [BK99].
Nous résumons les propriétés essentielles de la maniere suivante.

Notation 2.6. Nous indiquons par z(t,e) < y(t,e) 'existence de deuz constantes positives
Ci,C_, indépendantes de t et e, telles que c_y(t,e) < x(t,e) < c1y(t,€) pour € suffisament
petit et t dans un intervalle donné par le contexte.

Proposition 2.7. 1l existe des constantes L,c1,co > 0, telles que toute solution de con-
dition initiale (zo,yo) avec yo < —1 et g — x*(yo) < € satisfasse, dans un voisinage N de

(0,0),

€
zy — 2 (y) < m pour y; < —e?/3,
7 = e'/? pour %3 g yr < c1e2/3 (2.15)
zy < —L pour yz > 0252/3.

Bifurcation fourche

Une autre situation intéressante se présente lorsque F' est impaire en z. Une bifurcation
fourche surcritique, symétrique, a lieu si le champ de vecteurs au voisinage de l'origine est
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(a) x (b) z

FI1GURE 2. (a) Comportement d’une solution (trait fin) de (2.14) prés du point de bifur-
cation noeud col. La courbe en trait plein est la variété lente stable, celle en traitillés la
variété instable. La trajectoire fait un saut apres un retard d’ordre £2/3. (b) Comporte-
ment d’une solution (trait fin) de (2.16) pres du point de bifurcation fourche. La solution
ne saute sur la variété instable qu’apres un temps de retard macroscopique.

qualitativement équivalent a

: 3
€T =yr — 1°,
=Y (2.16)
y=1.
Plus généralement, si nous supposons que F € C3, F(z,y) = —F(—z,y) et
OpaaF(0,0) <0, 8,y F(0,0) >0,  G(0,0) >0, (2.17)

alors il existe un voisinage A" de (0,0) dans lequel
o G(z,y) > 0;
e a(y) = 0, F(0,y) a le méme signe que y;
e il existe une fonction 2*(y), y > 0, se comportant comme ,/y lorsque y — 0+, et telle
que F(z,y) = 0 si et seulement si soit x = 0, soit y > 0 et = £x*(y).

Le systeéme admet donc trois variétés lentes stables {z = 0,y < 0}, {z = £2*(y),y > 0},
et une variété instable {z = 0,y > 0} (Figure 2b).

Une trajectoire de condition initiale (zg,yg) avec 25 > 0 et yg < 0 va d’abord étre
attirée par la variété stable {x = 0,y < 0}. Lorsque celle-ci devient instable en y = 0,
la trajectoire est si proche de x = 0 qu’elle ne s’écarte de l'origine qu’apres un temps de
retard d’ordre 1. Celui-ci est défini, pour gy < 0 suffisament proche de 0, par

T(yo) = inf{yl >0: /: q((]é”i) dy > 0}. (2.18)

Par exemple, dans le cas (2.16), I'intégrale vaut y7 —y3, et donc I(yg) = —yo. Dans le cas
général, on a

Proposition 2.8. [l existe des constantes cy,c1 > 0 et des nombres

Y1 =yo + Olellog e])
Yy = (Y1) = (yo) — Olelloge]) (2.19)
Y3 = Il(yo) + Ofelloge)
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tels que, si 0 < zg < ¢ et (z4,9) €N,

yr < Yo

V. (2.20)

0<zy < e pour Y] <
>

71 — 2" (ye)| < c1e pour y;

Des résultats similaires, mais plus robustes, existent pour la bifurcation de Hopf [Shi73,
Nei87, Nei88]. Il existe encore bien d’autres résultats sur les bifurcations dynamiques, par
exemple sur les bifurcations transcritique [LS75] et fourche asymétrique [LS77], et d’autres
bifurcations de codimension plus élevée [Ber00], que nous ne considérons pas ici.

3 Effet du bruit au voisinage de variétés stables

Nous considérons, dans cette section et les suivantes, des perturbations stochastiques de
I'EDO rapide lente (2.1), de la forme

1 o
dzy = — f(x dt + —F(x dw,
Tt Ef(Ttayt) + NG (71, y¢) dW3, (3.1)

dy; = gz, y;) At + o' G (x4, yy) AW,

Les réels o et o' sont de petits paramétres pouvant dépendre d’e, pourvu que le rapport
p = o' /o soit borné supérieurement lorsque € — 0. Ils mesurent le rapport entre taux de
diffusion et de dérive, respectivement, pour la variable rapide z et lente y.

En outre, nous supposerons dans toute la suite que:

e les coefficients de dérive f € C?(D,R") et g € C2(D,R™), et les coefficients de diffusion
F ¢ CY(D,R™F) et G € C'(D,R™**) sont uniformément bornés, ainsi que leurs
dérivées, dans un ouvert D C R"™ x R™;

e {W;}i>0 est un processus de Wiener k-dimensionnel standard dans un espace proba-
bilisé (2, F,P), et les intégrales stochastiques sont définies dans le sens d’Ito;

e les coefficients de dérive satisfont les conditions usuelles de croissance garantissant
I'existence d’une unique solution forte (z¢,y:)i>4, de (3.1), admettant une version
continue.

Pour (z¢,yo) € D, nous dénotons par [Ptos(*0:%0) 13 loi du processus de Markov homogene
(%4, Yt) 110, de condition initiale (x4, vs,) = (%0, ¥0), et par Eto:(z0:%0) Jeg espérances rela-
tivement & [Pfo:(7o.y0)

Dans cette section, nous supposons de plus que

Hypothese 3.1. Pour 0 = ¢’ = 0, le systéme (3.1) admet une variété lente uniformément
asymptotiquement stable M = {(z,y) € D: z = 2*(y),y € Dy}.

3.1 Concentration des trajectoires

Soit M. = {(z,y) € D: z = Z(y,e),y € Do} la variété invariante dont P'existence est
assurée par le théoreme de Fenichel. Notre but est de montrer que les trajectoires partant
pres de M, restent concentrées dans son voisinage sur des échelles de temps exponentielle-
ment longues (pour autant que la dynamique de y le permette).

L’idée de départ est de montrer que la déviation & = xy — Z(y, €) est bien approximée
par le processus £, solution de 1’équation linéaire

1 o
ded = ZA(ydet 2)e0 dt + — Fy(y3®t, e) dW,
& c (yt )ft \/5 O(yt ) t (3.2)

Ay = g(z(y, e), y") dt.
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Ici A(y,e) est la matrice obtenue en linéarisant I'équation pour £ en £ = 0, en particulier
elle satisfait A(y,0) = 9,f(x*(y),y). De méme, Fy(y,e) est le coefficient de diffusion en
& =0, et satisfait Fy(y,0) = F(z*(y),y)-

La solution de (3.2) est un processus Gaussien, centré, donc entierement caractérisé
par sa covariance Cov(£2). Il s’avere que X; = o~ 2 Cov(£)) satisfait le systéme rapide-lent

EX = A(y7 8)X + XA(yu E)T + FU (ya E)FU (y7 8)T7

g =g(Z(y,e).y). (33)

Le théoreme de Fenichel peut étre aBpliqué, et nous fournit l’existe_nce d’une variété in-
variante attractive d’équation X = X(y,¢), (y € Dy), ou X*(y) = X(y,0) est la solution
de

A (y) X* (y) + X* () A*(»)" + Fo(y,0)Fo(y,0)" = 0. (3.4)

Une telle matrice existe en vertu de I'hyperbolicité [Bel60], et des résultats bien connus en
théorie du controle assurent qu’elle est non-singuliere si le couple (A*, Fy) est controlable,
i.e. la matrice

[Fo(y,0) A*(y)Fo(y,0) ... A*(y)" 'Fo(y,0)] € R™ (3.5)
est de rang n. Il est donc permis de supposer

Hypothése 3.2. Les normes (au sens des opérateurs) || X (y, )| et || X (y,e) || sont uni-
formément bornées pour y € Dy.

Comme X (y, ) décrit la covariance asymptotique de &0, il parait raisonnable que les
solutions du systéme original (3.1) soient concentrées dans un ensemble de la forme

B(h) = {(z.9): y € Do, {(z — 2(3,0)), X(y.) (2 2(y.)) <h?}.  (3.6)

Cet ensemble est une réunion d’ellipsoides (pleins) centrés sur la variété adiabatique M..
Nous fixons une condition initiale (déterministe) (zg,y9) € M., et introduisons les
temps de premiere sortie

TB(h) = mf{

Tp, = inf{t

: (1) € B(h)}, (3.7)
3.8

>0
> 0:y; & Do}

(Remarquons que ce sont des temps d’arrét par rapport a la filtration canonique engendrée
par le processus de Wiener, et que la propriété de Markov forte s’applique pour de tels
temps).

Notre résultat principal dit que P{75(;) < t} se comporte comme (t?/e) e ~h?/20° lorsque
€, o et h tendent vers zéro. Plus prem%ement,

Théoréme 3.3 ([BG03a, Théoréme 2.4]). I existe £9, Ao, hg > 0 tels que pour e < &g,
A < Ag, h < hy, et tout 0 <y < 1/2, on ait

h2
I[DU 0,90) {TB <tA TDO} < C:mv A( )(1 + ) 7K+h2/a— (39)

PO00) {5y <t} > Cp At e by o) e W (3.10)
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FIGURE 3. Mouvement prés d’une variété lente stable z = z*(y) dans un cas unidimen-
sionnel (n = m = 1). Dans cet exemple, la condition initiale ne se trouve pas sur la
variété adiabatique, mais la solution déterministe (z{°t, y{®*) s’en approche exponentielle-
ment vite. Dans ce cas, on peut montrer que la trajectoire stochastique (z,y;) reste, avec
forte probabilité, dans un tube B(h) centré autour de (zdet, ydet).

Les exposants k* sont donnés par

—const/e
K _7[1_(9”’) — 0(A) = O(mep?) —O<e172)]7 (3.11)
-2y
1
R=3 [1 +O(h) + O (e mst (tAto)/s)}, (3.12)
ou tg est d’ordre 1. Quant auz préfacteurs, ils sont de la forme
1+1)2
Cormya(t:€) = const% (1= 29) 77 e/ 4 em/], (3.13)
em/4 . )
C.altie ho) = const[l — <e”/4—|—A—> e f h/20 ] (3.14)
Y €

Il est & noter que les termes d’erreur dans les exposants sont uniformes en t (pour
t > ty dans le cas de k_). En choisissant par exemple v = 1/2 — O(e), A = O(e) et
o0 < h < 1, on obtient k™ proches de 1/2. Les préfacteurs C™ sont loins d’étre optimaux,
mais il est naturel que CT croisse au cours du temps, reflétant le fait qu’il devient plus
probable avec le temps d’avoir observé une excursion occasionnelle.

Les principales étapes de la démonstration sont les suivantes:

e pour l'approximation linéaire, des estimations légerement meilleures que (3.9), (3.10)
s’obtiennent & partir de I'inégalité de Doob et quelques intégrales Gaussiennes;

e le résultat est étendu & l'équation originale sur des échelles de temps d’ordre 1, en
traitant les termes non-linéaires comme de petites perturbations;

e l'extension a des échelles de temps plus longues s’obtient en redémarrant le processus
a tous les temps kT, k > 1, a I'aide de la propriété de Markov et d’une intégration par
parties par rapport a (&x7, X (yrr, )~ 'érr).

Le théoreme 3.2 de [BG03a] fournit des informations supplémentaires sur la dynamique,
montrant que sur des échelles de temps d’ordre 1 au moins, les trajectoires restent con-
centrées autour de leur pendant déterministe. Ainsi 7p, sera typiquement tres grand si Dy
est un ensemble invariant par la dynamique déterministe.

Pour une condition initiale voisine de la variété invariante, on obtient une convergence
exponentiellement rapide vers B(h). De fagon équivalente, on montre que la trajectoire a
de fortes chances de rester dans un tube centré sur la solution déterministe (Figure 3).
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3.2 Réduction de la dynamique

Le théoréme 3.3 ayant montré que les trajectoires sont concentrées au voisinage de la
variété adiabatique M., il est tentant d’approximer la dynamique du systéme original (3.1)
par sa “projection” sur M.,:

dy = g(z(y},€).y!) dt + o' G(z(y} €), y)) AW, (3.15)

On est en droit de se demander si les trajectoires de (3.15) sont proches de celles du
systeme original. Pour quantifier cet écart, introduisons la matrice

B(y,e) = 0:9(z(y,€),y)0yZ(y,€) + 9y9(z(y,€),y), (3.16)

ui correspond a la linéarisation en 0 de 1’équation gouvernant la dynamique de =
) t

yr — y$et. Dénotons par V (¢, s) la solution fondamentale de /) = B(y{*!, £) et introduisons

X(t) = sup /0( sup ||V(s,v)||2) du. (3.17)

0<s<t . uLv<s

Cette fonction est une mesure de l'instabilité linéaire des orbites de I’équation réduite
déterministe. On peut alors estimer (c.f. [BG03a, Remarque 2.7])

IP’O’(O’O){ sup Hy — yOH > h} < c(l + E) em/4 exp{— il }
0<s<IATE (1) s € [(0")2h? + o] (1 + x(t)) |’

(3.18)
ce qui montre que la déviation typique entre y, et 40 est d’ordre ov/2(1+x(t)'/?). D’autre
part,

K9 h%

N L e e R O e s

0<s<EATD

et donc la déviation typique entre 30 et 4yt est d’ordre o' (14 x(t)'/?). Ainsi pour ¢'/o >
Ve, 'équation réduite (3.15) donne une meilleure approximation de la dynamique originale

que I'équation déterministe 2.10.

4 Effet du bruit sur les bifurcations dynamiques

Nous considérons toujours le systeme rapide—lent stochastique (3.1), mais cette fois nous
supposons que le dynamique lente ameéne les trajectoires au voisinage d’un point de bifur-
cation.

Concretement, supposons que f(0,0) = 0 et que 9, f(0,0) admet g valeurs propres sur
I’axe imaginaire, les autres n — ¢ valeurs propres ayant partie réelle négative. Nous pouvons
alors introduire des coordonnées (7, z) € R? x R™? dans lesquelles le systéme s’écrit

B 1. o ., _
dmt = gf ('Tt aztayt) dt + _8F ('Tt aztayt) tha

NG

1 _ o _
dzt = gfo(mf aztayt) dt + %Fo(mt aztayt) tha (41)

dyt = g(fE;, Zt, yt) dt + U,G(‘/E;u Zt, yt) th7
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ou les valeurs propres de la matrice d,- f~(0,0,0) ont partie réelle négative, celles de
9.£°(0,0,0) ont partie réelle nulle, alors que d,f(0,0,0) = 0 et d,- f°(0,0,0) = 0. Nous
avons vu que ce systeme admettait, dans un voisinage de l’origine, une variété invariante
d’équation = =z (2,y,¢), (z,y) € N.

Nous allons commencer par dériver des résultats similaires (bien qu'un peu plus faibles)
a ceux de la section précédente sur la concentration des trajectoires au voisinage de la
variété invariante, ainsi que sur l'approximation par un systéme réduit. Ensuite nous
discuterons la dynamique réduite dans deux cas particuliers avec ¢ = 1: la bifurcation
noeud-—col et la bifurcation fourche.

4.1 Réduction de la dynamique

Notre but est de montrer que la déviation &, = x, — T~ (24, Y1, €) reste concentrée dans
un voisinage de (0. En parfaite analogie avec le cas stable, nous définissons I’ensemble

B~ (h)={(z",zy): (z,y) €N,

_ 4.2
<x7 -z (2,y,6), X (z,y,¢) Yz~ — if(z,y,a))> < hQ}, (4.2)

ot X (z,y,€) est définie & partir de la linéarisation A~ (z,y,¢) en ¢~ = 0 de 1’équation
satisfaite par £, , de la méme maniére que X (y,e) dans (3.3) et (3.4). Considérons alors,
pour une condition initiale fixée (z, , 29, yo) sur la variété invariante, les temps d’arrét

(ze.y1) € B~ (h)}, (4.3)
(Ztayt) ¢N}. 4.4

TB*(h) = 1nf{t 2 0:
v = inf{t > 0:

Sous I’hypothese que || X~ (z,y,€)| et || X (z,y,e) )| soient uniformément bornées dans
N, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 4.1 ([BG03a, Théoréme 2.8]). Il existe des constantes hy > 0, Ag > 0 et
v € (0,1] telles que pour tout h < hg, tout A < Ag et tout 0 <y < 1/2,

PO (%o ’ZO’yO){TBf(h) <tATN} < Comgy.al(t,€) <1 + p) e*nh,2/g2’ (4.5)

a condition que ellog(h(1 — 2v))| < 1. Ici
5=y [1— O(A) — O (1 — 29)' " log(h(1 — 2))]. (46)

t t
Cnmgy.alt e) = const(l + A_) (1 + —) [(1 — 2y) (1m0 e/ em/t L ea/t| (4.7)
€ €

Ces propriétés de concentration suggerent d’approximer la dynamique de (4.1) par
I’équation réduite

1
dz) = =

_ g __
fO(T (z?,y?,g),z?,y?)df—l——gFo('r (ZP,’(/?,E),Z?,’UP)(‘]WM

VE (4.8)

dy) = g(z (20,97 €), 20, y)) dt + o' G(2 (27, yi ), 24,y ) AW,

qui a I’avantage de ne faire intervenir que les modes bifurcants parmi les variables rapides.
On peut alors montrer (c.f. [BG03a, Théoréme 2.9]) que la déviation entre solutions de
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I’équation réduite et celles du systéme original satisfait

- 0,0
PO (o :Zn:yn){0< Silp H(zs,ys) — (zg,yg)H > h}
SSKEATAS
t h? 1
< const(l + —) elm+a)/4 exp{ﬁo—
€

, (4.9)
o 2 (#) + hx () + h2x @ (#) }

pour(fc)out h < ho[xM(t) ng)(t)]*l, ol kg est une constante positive. Les fonctions x(*) ()
(2

et X () mesurent a nouveau l'instabilité des orbites du systeme réduit. La déviation
typique croit comme oxg) (t)'/2 + UQX((;)(t). Malheureusement, les y croissent en général
trop rapidement pour que l'estimation (4.9) suffise & justifer I’étude du seul systeéme réduit.

C’est néanmoins ce que nous allons faire dans la suite.

4.2 Bifurcation noeud—col

Nous considérons ici un systéme réduit dans le cas d’une bifurcation noeud col a 'origine
(en particulier ¢ = 1). Pour simplifier, nous discutons le cas ou m = 1, et ou la dynamique
lente est triviale:

1 o
dz; = — dt + — dW;
Tt 8f(xta yt) + \/g ts (410)

Nous pouvons donc admettre que y; = ¢ (avec ¢y pas nécessairement nul), et considérer le
t 0 )
processus inhomogene {z;};>,. Une bifurcation noeud col (indirecte) a lieu en (0,0) si

f(oa 0) = Oa an(Oa 0) = Oa 8yf(0a 0) < 07 aTTf(O’ 0) < 0. (411)

Dans ce cas, la variété lente est formée d’une branche stable {z = z*(y),y < 0}, avec
2*(y) < |y|*/?, et une branche instable {z = z* (y),y < 0}, avec z* (y) =< —|y|"/2.

Les résultats présentés ici sont un cas particulier de ceux de [BG02b]. Nous fixons une
condition initiale déterministe (xg,yo) = (zo,to) avec tg < 0 et xg dans un e-voisinage de
2*(yp). Le comportement de la solution déterministe m?et, obtenue avec la méme condition
initiale et o = 0, est décrite dans la proposition 2.7 (c.f. Figure 2a). En particulier, x?"t
effectue une transition rapide vers les x négatifs aprés un retard d’ordre g2/3,

Tant que y; = t ne s’approche pas de 0, le théoréeme 3.3 s’applique et montre que les
trajectoires sont concentrées dans un ensemble B(h), centré en z$°'. Dans ce cas particuler,
il prend la forme d’une bande

r — pdety2
(: C(fg ) < hQ}, (4.12)

o ((t) est analogue de la matrice X (¢) du cas général. Un peu d’analyse montre qu’ici,

B(h) = {(m,t):

1 1
TOuf ()] T2 v el

¢(t) (4.13)

2/3

pour t < ¢1e?/°. Une preuve analogue a celle du théoreme 3.3, mais plus simple, nous

donne alors
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FIGURE 4. Trajectoires déterministes et stochastiques prés d’un point de bifurcation
noeud col, (a) pour o < /&, (b) pour ¢ > /. L’ensemble B(h) (ici h = 3) est in-
diqué en ombré. Selon l'intensité du bruit, le saut a typiquement lieu avant ou apres le
point de bifurcation.

Théoréme 4.2 ([BG02b, Proposition 4.2]). Soit ((t) = supy, <5<t G(8)- 1l existe une

constante hq telle que pour h < hof(t)’3/2 et t <t = c12/3,

t—t 2 o
PO Ly < £} < const( 0 1) e Y, (4.14)
9

avec k=1 — O(e) — O(hL(1)?/?).

Ainsi, tant que CA@(t):”/2 & 1/o, les trajectoires sont concentrées dans un voisinage
d’ordre o1/C(t) de la solution déterministe z{®. Comme ¢(¢;) ~ e /3, il y a deux cas &
considérer:

1. Si o < 4/e, alors (4.14) est appliquable jusqu’au temps #; et montre qu’en #; les tra-

jectoires sont concentrées dans un voisinage d’ordre oe /6 < £!/3 de f[;?ft (Figure 4a).

2. Si 0 > /e, alors (4.14) n’est utile que pour ((t) < o 2/3, i.e. les trajectoires sont
concentrées autour de z% tant que ¢ < —o*/3 (Figure 4b).

Une maniere de décrire la dynamique aux temps ultérieurs est de considérer le temps de

premier passage en z = —L (L > 0 étant une constante fixée telle que (—L,t) € N pour

les temps considérés):
70 = inf{t > tg: z; < —L}. (4.15)

En effet, une fois le niveau — L atteint, le processus a toutes les chances de quitter
immédiatement le voisinage N dans la direction des 2 négatifs. L’estimation (4.14) im-
plique

t—1 F
plorof 70 < ¢} const( o ° + 1) e R/’ (4.16)

pour ¢ < t; dans le premier cas, et + < —o*3 dans le second cas. Le résultat suivant
montre que les trajectoires ont de fortes chances de s’échapper par la suite:

Théoréme 4.3 ([BGO02b, Propositions 5.1 et 6.1]). Il existe une constante £ > 0
telle que si 0 < \/e, alors

Ploao {70 5 4} < 3exp{—i<M 1)} (4.17)

o2 \e?3|loge|
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pour t1 <t <ty + O(1). D’autre part, si o > /e, alors

(4.18)

2/3 4/3
I[Dto,.’ltg{,ro > t} < gexp{l{o— (t+ o )} _'_ef.‘ﬁ‘,/(T2

ellogo|
pour —o*3 4+ O(e) <t < ty.

Ainsi,
1. si 0 < y/e, la grande majorité des trajectoires aura quitté le voisinage du point de bi-

furcation dés que t—t; > £2/3
saute (Figure 4a);

llog e, c’est-a-dire peu aprés que la solution déterministe

2. si 0 > 4/e, alors la plupart des trajectoires se seront échappées vers le bas dés que
t+0*3 > ellogo| /0?3, cest-a-dire avant que la bifurcation ait eu lieu (Figure 4b).

Le second cas est un phénomene nouveau, entierement dii & la présence du bruit. Il est
intéressant de noter que plusieurs quantités, comme le temps typique du saut et 'exposant
dans (4.18), ont des dépendances en lois de puissance non triviales de o et £. Cet ex-
posant s’obtient en comptabilisant le nombre d’excursions que le processus a le temps
d’entreprendre afin de franchir la variété instable (c.f. [BG02e, Section 4.2] et [BG02a,
Section 3.2]).

4.3 Bifurcation fourche

Considérons maintenant la dynamique du systéme

1 o
dz; = — dt + — dW;
Tt 8f(xta yt) + \/g ts (419)

dyt = la

pour ¢ = m = 1, dans le cas d’une bifurcation fourche surcritique symétrique. C’est-a-dire
que nous supposons f(z,y) = — f(—=,y) pour tous les (z,y) dans un voisinage N de (0, 0),
et

0. f(0,0) =0, Ozy f(0,0) > 0, Oz f(0,0) < 0. (4.20)

Dans ce cas la variété lente se compose d’'une branche en xz = 0, stable pour y < 0, et de
deux branches stables z = +2*(y) pour y > 0, ot 2*(y) =< /y. Nous fixons une solution
déterministe (2, yfet), avec .7:?0‘at > 0 et ygft < 0, et identifions & nouveau y; avec t.

Introduisons
¢
a(t) = 0, f(0,1), a(t,s) = / a(u) du. (4.21)
S
Nous pouvons supposer que a(t) a le méme signe que ¢. La proposition 2.8 affirme que z{¢*
reste proche de 0 pour tous les temps # tels que tg + O(elloge|) < t < II(tg) — O(e|logel),
ou I1(ty) est défini comme le premier temps positif auquel «a(t,ty) = 0 (c.f. Figure 2b).
Comme dans le cas de la bifurcation noeud col, le mouvement jusqu’au point de bi-
furcation (et un peu au-deld) peut étre décrit en étendant le domaine de validité du
théoréme 3.3. Définissons, comme auparavant,

(Gt h?}. (4.22)

B(h) = {(m, 0
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(to, To)

FIGURE 5. Bifurcation fourche stochastique. La solution déterministe z3¢ ne quitte la

branche instable qu’apres un temps de retard. La solution stochastique reste, avec grande
probabilité, dans une bande B(h) jusqu’a un temps /€ apres le point de bifurcation. Elle
quitte I’ensemble D(k) & un instant aléatoire 7p, puis reste & nouveau confinée dans un
voisinage de la solution déterministe partant en méme temps du bord de D(k).

Dans le cas présent, ((¢) est monotone croissante, et son comportement est donné par
_ 1
TtV Ve

pour t < /. Le théoréme 4.2 admet un analogue:

¢(#) (4.23)

Théoréme 4.4 ([BGO02d, Théoreéme 2.10]). Il existe une constante hgy telle que pour
h < hove et t < Ve,
IP)tO,CL’O{TB(h) < t} < C(t, E) e*l{hz/QUZ’ (424)

avec k =1 — O(y/2) — O(h?/e), et un préfacteur C(t,e) = (|a(t, to)| + O(e))/e2.

Ainsi pour o < /e, les trajectoires sont concentrées dans un voisinage de largeur
d’ordre o /([t|'/? ve'/*) de la solution déterministe (en fait, si 0 > /€, cela reste vrai pour
t < —0).

Lorsque t > /e, la trajectoire se trouve dans une région instable qu’on s’imagine la
voir quitter rapidement. La situation est compliquée par le fait que pres de z = 0, le terme
de dérive f est négligeable, et c’est le bruit seul qui doit faire le travail de pousser z; vers
un coté de I'axe ou l'autre. L’étude de ce cas nécessite un controle précis de la probabilité
que x; quitte un voisinage de (0 ou le bruit domine la dynamique, et de la loi des retours
de z; en 0.

Pour formuler le résultat, nous introduisons ’ensemble

D) = {(m,0): 1 > VB L f(.1) > mal) }, (4.25)

ol k est un parametre dans (0,1). Les bords de D se comportent en ++/¢ (Figure 5). Le
résultat est
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Théoréme 4.5 ([BG02d, Théoréme 2.11]). Si x € (0,2/3) et ollogo|?? = O(Ve),
alors pour toute condition initiale (xg,ty) € D(k), on a

(4.26)

1 (t, ¢ ,—ra(tito)/e
Pl {rp (e > 1} < consttm(l 1ol 0)) ‘ .
o € \/1 _ e—2ra(tto)/e

Ce résultat montre que le processus z; a une forte probabilité de quitter D(k) dés
que a(t, tg) > ellogo|/k, c’est-a-dire pour t ~ y/e|log o|. Finalement, un résultat similaire
au théoreme 4.4 [BG02d, Théoréme 2.12] montre que pour ¢ > 7p, les solutions sont &
nouveau confinées dans un tube approchant +z*(t) (Figure 5).

En résumé, il y a trois régimes selon I'intensité du bruit:

1. Sio < e /¢, le temps de retard est macroscopique comme dans le cas déterministe.

2. Sie V" <o < Ve, p < 1, la transition a lieu aprés un temps de retard microscopique
d’ordre /e[log o] < e(1-P)/2,

3. Si o > /e, les trajectoires sont délocalisées & partir d’'un temps d’ordre o avant la
bifurcation.

5 Reésonance stochastique

Nous avons vu dans la section précédente que le bruit pouvait occasionner des transi-
tions entre variétés lentes, avec probabilité non-négligeable, avant qu’'un point de bifur-
cation ne soit atteint. En fait, il n’est méme pas nécessaire qu’il y ait un point de bifur-
cation, l'existence d’une bifurcation évitée, dans laquelle plusieurs parties de la variété
lente s’approchent sans se toucher, peut étre suffisante a4 rendre des transitions probables.
Lorsqu’il est accompagné d’une dynamique lente périodique, ce mécanisme peut donner
lieu au phénomene de résonance stochastique.

5.1 Quelques résultats antérieurs

Le phénomene de résonance stochastique a été initialement introduit dans [BSV81] (voir
aussi [BPSV83]) dans le but de proposer une explication de apparence réguliere d’épo-
ques glaciaires (c.f. [BG02c] pour une description de leur modele). Depuis, la résonance
stochastique a été observée dans de nombreux systemes physiques et biologiques, voir par
exemple [MW95, WM95, GHIM98].

Pour étre concrets, considérons ’équation

1 o
Aoy = ~ [z — 2% — A dt + -2 aw,
Tt c [xt Ty COS(yt)] + \/g ts (51)

Elle décrit le mouvement suramorti d’une particule dans un potentiel V(z,y) = —%x2 +
%.7;4 + Acos(y)z, ou le dernier terme agit comme une force déterministe périodique. Si
A < A.:=2/(3V/3), alors la variété lente, d’équation 2 — 23 = Acosy, comporte deux
branches stables, que nous noterons z* (y) < % (y), séparées par une branche instable
z5(y). Soit H = V(0,7/2) — V(1,7/2) = 1/4 la hauteur de la barriere de potentiel pour
cosy = 0. Les cas suivants peuvent se présenter:

l.sio=0et 0 < A < A, les trajectoires restent toujours voisines de I'une des variétés
stables (c’est-a-dire I'un des puits de potentiel), sans jamais visiter l'autre variété
stable;
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FIGURE 6. Une trajectoire (trait fin) de I’équation (5.1) présentant le phénomene de
résonance stochastique. La trajectoire saute presque périodiquement d’une variété stable
a Pautre (courbes en gras) en passant par dessus la barriére de potentiel (en traitillé).

2.8t 0 > 0et A =0, on a affaire au probléeme bien connu du passage stochastique
par-dessus une barriére de potentiel: les transitions ont lieu & des temps aléatoires,
dont la loi converge, pour o — 0, vers la loi exponentielle [Day83], d’espérance d’ordre

2 . . . Lo .

gefl/o (ceci reste vrai pour des potentiels multidimensionnels);

3.sic>0et 0 < A< A la loi des transitions aléatoires sera influencée par le terme
périodique — A cos(y)z, qui rend ces transitions plus probables & certains instants qu’a
d’autres; c’est cette trace du caractere périodique du forcage dans le comportement
de z; que 'on dénomme résonance stochastique (Figure 6).

Les premieres approches mathématiques a ce probleme se sont concentrées sur des
versions simplifiées de 1’équation (5.1). En particulier, le cas ou le potentiel V (z,y) est
une fonction constante par morceaux de y a été considéré dans [BSV81], et plus récemment
dans [IP02]. Le cas d’une variable z discrete, i.e. d’'une chaine de Markov, a été étudié
dans [ET82, MW89], puis dans [HI02]. Enfin, les physiciens ont passablement étudié les
propriétés spectrales du générateur de (5.1) et la densité de probabilité [Fox89, JH89]. Ces
différentes approches montrent en particulier que le phénomeéne de résonance est le plus
prononcé pour une période 1/e proche du temps de Kramers e2H/0?

Une description du comportement des trajectoires a été donnée pour la premiere fois
par Freidlin dans [Fre00], en utilisant la théorie des grandes déviations. Ses résultats
montrent que les trajectoires convergent en probabilité, au sens de la norme L, vers une
fonction périodique P(t):

T
lim IP’{/ 2 — P(t)[" dt > 5} =0 (5.2)
a—0 Jo

5:e*2H1 /‘72

pour Hy > H, tous 6,7 > 0 fixés et p > 1. La fonction P(¢) suit le fond d’un puits de
potentiel, en changeant de puits deux fois par période. Ce résultat s’applique & une classe
de systémes tres générale, en revanche il ne donne pas d’informations sur la vitesse de
convergence, ni sur sa dépendance de § et p.

5.2 Description des trajectoires

Nous considérons ici le cas ou ag = A. — A est un petit parametre, ce qui a pour effet
de rendre probables les transitions sur des échelles de temps sous-exponentielles. Pour
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(a)

FI1GURE 7. Trajectoires pres d’une bifurcation noeud—col évitée. (a) Pour o < ag/4 ved/t
les trajectoires restent confinées, avec grande probabilité, dans un voisinage B(h) de la
solution détermiste z{*t. (b) Pour o > ag/4 V e3/4 les trajectoires ont toutes les chances
de franchir la barriere de potentiel en z3(t) durant Uintervalle [-¢2/3 5%/3].

simplifier la présentation, nous nous concentrons sur I’équation (5.1), bien que les résultats
de [BG02e] s’appliquent & des équations plus générales.

Si ag est petit mais positif, on est dans une situation de bifurcation noeud—col évitée
(Figure 7). Lorsque cosy = —1, la variété stable z7 (y) et la variété instable xj(y)
s’a/pprochent a une distance d’ordre y/ag, et la barriere de potentiel a une hauteur d’ordre
ag *. Nous choisissons Porigine du temps de maniere que cosy; = —1 en ¢ = (.

Dans le cas déterministe o = 0, une généralisation de la proposition 2.7 donne (c.f.
[BG02e, Théoreme 2.5])

€
m pour y; < —co(y/ag V Ve),
t

23 g = Jag Ve pour |y;| < eo(v/ag V Ve) (5.3)

E
mgm — 2 () < *m pour y; > co(v/ao V Ve),

ot — 2 () <

our une constante ¢ ol L. = est le “centre” de la bifurcation évitée. Nous
tante ¢ > 0, c 1/v/3 est le “centre” de la bif t tée. N
pouvons donc essayer d’imiter le théoréme 4.2 en définissant & nouveau

T — mdet 2
B(h) = {(m,t): % < h?}, (5.4)
avec ici, . .

¢(#)

= = . 5.5
D D] TV s v (5:5)

On obtient alors, comme au théoreme 4.2,

Théoréme 5.1 ([BG02e, Théoréme 2.6]). Il existe une constante hg telle que pour
h < holltP/2 v ad!" v edl4] et t < co(y/ao V V),

t—1t
P gy < 1} < const( 52 4 1) o2, (56)

avec k=1 - 0(e) ~ O(h/[1P* v ag v 1)),
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FIGURE 8. Mémes régimes que sur la figure 7, représentés sur plusieurs périodes. Nos
résultats montrent qu’avec grande probabilité, les trajectoires restent confinées dans les
domaines ombrés, qui suivent toujours la méme variété stable en bruit faible, et sautent
d’une variété a 'autre en bruit fort.

Comme précédemment, nous avons donc deux cas a considérer:

1. sio < ag/ tyed/ 4 alors les trajectoires restent concentrées dans un voisinage d’ordre
o+4/((t) de la solution déterministe, et des transitions vers 'autre variété stable sont
peu probables (Figure 7a et Figure 8a);

2. sio0 > ag/4 v e3/4 alors le résultat ne s’applique que pour t < —g%/3 (Figure 7b).

Il suit du théoréme 5.1 que le temps de premier passage 7°, disons, en z = 0, satisfait
plo-to {70 < ¢} < const(—t _2t0 + 1) o Kl(—t)va/*ved/2]o? (5.7)
€

pour tous les ¢t dans un voisinage de 0 dans le premier cas, et pour ¢ < —0%/3 dans le second
cas. Le comportement pour ¢ > —c2/3 dans le second cas est alors décrit par I’analogue
suivant du théoreme 4.3.

Théoréme 5.2 ([BG02e, Théoréme 2.7]). Si o > ag/4 v &34, alors il existe une
constante k > 0 telle que

52/3(4 4+ 52/3
Pto,mo{TO > t} < §exp _w +e7“/”2 (58)
2 ellogo|

pour —a?/3 + O(e) <t < o?/3.

. N T —kod/3
Par conséquent, le systéme a une probabilité d’ordre 1 — e 457" /2087l Qeffectuer une

transition dans Pintervalle de temps —o?/3 < t < 0?/3. Une fois le niveau 0 atteint, le



Equations différentielles stochastiques singuliérement perturbées 21

FI1GURE 9. Trajectoire typique de I’équation symétrique (5.9). En bruit fort, la trajectoire
change de puits a chaque bifurcation fourche évitée avec probabilité proche de 1/2.

processus a une forte probabilité d’atteindre rapidement la variété lente en z* (), qu’il
suit pendant une demi-période jusqu’a la transition suivante (Figure 8b).

Il est a relever que le seuil ag/4 V e3/% de Iintensité du bruit rendant des transitions
probables ne tend pas vers 0 avec le parametre ag controlant la hauteur minimale de la
barriere de potentiel. Ceci est un effet purement dynamique, da au fait que méme si la
barriére de potentiel disparait, elle le fait durant un intervalle de temps trop court pour
augmenter la probabilité de transition.

Remarquons finalement que des résultats analogues peuvent étre obtenus dans le cas
d’un potentiel symétrique, dont la barriére est modulée périodiquement, comme dans le
cas

1 o
dzy = = 1- — 2} dt + —=dW,
Tt - [(ao + COs yt)$t xt] + \/g ts (59)

Le petit parametre ag correspond a nouveau a la hauteur minimale de la barriere de
potentiel. Les instants ¢ tels que cosy; = 1 correspondent & une bifurcation fourche évitée.
Les résultats sont similaires aux précédents, avec d’autres exposants. Ainsi,

1. sio < 0. = ag Ve2/3, les trajectoires restent concentrées dans un voisinage d’ordre
a/(|t| V y/oc) de la solution déterministe, et des transitions vers autre variété stable
sont exponentiellement peu probables;

2. si 0 > o, les trajectoires peuvent passer d’un puits de potentiel & 'autre durant
l'intervalle de temps [—+/0,/0]; aprés cet intervalle de transition, elles suivront &
nouveau l'une des branches stables, et auront changé de branche avec probabilité
exponentiellement proche de 1/2 (Figure 9).

6 Hystérésis dynamique

L’hystérésis est un phénoméne de mémoire pouvant apparaitre lorsqu’on tente d’approxi-
mer la dynamique d’un systéeme rapide lent par sa restriction a la variété lente. Dans la
limite adiabatique, I'hystérésis apparait comme un phénoméne purement statique, sou-
vent modélisé par un opérateur intégral [May91, MNZ93]. Pourtant, la maniere dont les
cycles d’hystérésis changent avec le parameétre adiabatique, et en particulier leur aire (qui
mesure la dissipation d’énergie dans de nombreuses applications), peut étre non triviale.
Différentes études, d’abord surtout numériques [RKP90, JGRMY0], ont en effet révélé
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Z b
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r2g(A)
L A A

F1GURE 10. Régimes d’hystérésis dans le cas déterministe. (a) Si A < Ac + Y&, les trajec-
toires sont attirées par un cycle d’aire A(e) < Ae. (b) Si A > A + 7€, les solutions sont
attirées par un cycle dont I'aire satisfait A(g) — Ag < e2/3(4 — \.)/3.

que cette aire avait une dépendance en loi de puissance du parametre adiabatique. Il
est alors important de comprendre ’effet d’un bruit sur ces lois d’échelle, d’autant plus
que le bruit est présent dans de nombreuses applications ou ’hystérésis joue un roéle: fer-
roaimants [Mar77], lasers [JGRM90, ME84], courants marins [Ces94, Mon02, THSTO03].

6.1 Cas déterministe

Afin de simplifier la présentation, nous limiterons la discussion a 'exemple

- 3
et =x —x° + A\t) (6.1)
A(t) = Acost.
Le terme A(f) peut étre considéré soit comme une force extérieure périodique, soit comme
une solution périodique d’'une EDO lente. Nous dirons que les solutions de (6.1) ont un
comportement d’hystérésis si, dans la limite ¢ — 0, ; ne dépend pas que de la valeur
instantanée A(¢), mais également de I'histoire {A(s)},<;-

Le systeme (6.1) admet une variété lente d’équation z3 —z = A(t), composée de deux
branches stables % (\) et d’une branche instable z()\), se rencontrant en deux points de
bifurcation noeud-col +(z¢, —A¢) ot z. = 1/v/3 et A\c = 2/(3v/3) (Figure 10).

On peut alors montrer (c.f. [BK99] et [BG02b, Théreme 2.2]) qu’il existe des constantes
v1 > vo0 > 0 telles que

1. Si A < A¢+70¢, presque toute solution de (6.1) est attirée par une solution périodique
2P (g), satisfaisant
lim 2P () = % (A(1)), (6.2)
e—0

ou le signe £+ dépend de la condition initiale. Selon notre définition, il n’y a donc pas

d’hystérésis. Les solutions périodiques x; er’i(a), projetées dans le plan (X, z), sont des

cycles renfermant une surface d’ordre Ae (Figure 10a).
2. Si A > A+ i€, toute solution de (6.1) est attirée par une solution périodique =" (¢),

satisfaisant
lim 2% (&) = o (A(t)) siA(t) > Ac ousi A(t) > —Ac et N(t) <O, (6.3)
e=0 7 x* (A(t)) autrement.
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FI1GURE 11. Régimes d’hystérésis dans le cas stochastique. (a) Régime d’amplitude faible,
(b) régime d’amplitude forte, (c) régime de bruit fort.

Dans ce cas, il y a donc un comportement d’hystérésis. La projection sur le plan (X, z)
de 2P (e) renferme une surface A(e) satisfaisant A(e) — Ag =< €2/3(A — A\)'/3, ot
Ap = 3/2 est laire d’hystérésis statique (Figure 10b).

6.2 Cas stochastique

Considérons maintenant 'EDS

1 o
dzy = — [z — 2} + M(#)] dt + — dW, 6.4
o= 2lr a4 ] dt+ Taw, (64
avec de nouveau A(t) = Acost. Nous posons A = A. + ag, ou le parametre ag peut étre
positif ou négatif. Nous nous intéressons en particulier a I'aire aléatoire

m
Ale,ap,0)(w) = — / z(w) N (t) dt. (6.5)
oJ =T

Les résultats de la section précédente montrent que si A < A, le comportement des
trajectoires est qualitativement différent selon la valeur relative de o et ag/ YV e3/4, Les
résultats sur la bifurcation noeud col montrent par ailleurs qu’une transition similaire a
lieu pour A > A..

Nous épargnons ici au lecteur les détails, assez techniques, des résultats de [BG02b], et
nous contenterons de les résumer de la maniere suivante. On peut distinguer trois régimes
principaux:

1. Régime d’amplitude faible: ay < e et o < ag/4 Vv %/* [BG02b, Théoréme 2.3].
Les trajectoires restent concentrées pres de I'une des branches stables avec probabilité
exponentiellement proche de 1 (Figure 11a). Le comportement de laire differe selon
les deux sous-cas suivants:

(a) siag = —e ou o < +/e/|loglagl], 1a loi de A(e,ag, o) est proche d’une loi normale,
de variance d’ordre o%¢, et d’espérance d’ordre Ae;

(b) siag < —eet o > +/e/|loglagl, laloi de I'aire n’est pas nécessairement proche d’une
Gaussienne; elle a une espérance et un écart-type d’ordre o|log|ag|| au plus, et les
queues de la distribution décroissent exponentiellement avec parameétre o2|log|ag]|.

2. Régime d’amplitude forte: ag > yie et o < (61/(1,0)]/2 [BG02b, Théoreme 2.4].

La distribution de A(e, ag, o) est localisée autour de la valeur déterministe, qui est
d’ordre Ag + (ey/ag)?/? (Figure 11b). De plus,
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(a) si ¢ < (e/an)®®, nous obtenons que la loi de A(e,ag,0) est proche d'une loi
normale de variance d’ordre 02(5\/%)1/3, et d’espérance d’ordre Ay + (5\/%)2/3;

(b) si (ey/@0)*% < ¢ < (ey/an)'/?, nous savons seulement montrer que la distribu-
tion de A(e, ag, o) est concentrée dans un intervalle de taille (¢,/ag)?/? autour de
A(e, ag,0).

3. Régime de bruit fort: ag < e et 0 > (Jag| Ve)¥*, ouag > € et 0 > (ey/ap)"/?

[BG02b, Théoreme 2.5].

La distribution de l'aire est concentrée autour d’une valeur de référence déterministe

A, satisfaisant A — Ay < —o%/3 (Figure 11c). En outre,

(a) siag < e ouo > ag/4, les queues P{|A(e,ag,0) — A| > H} décroissent comme

—const H3/? /2 —const H/ (02 Ve)

vers la droite, et comme e log ol vers la gauche;

(b)sia0>6eta<ag/

légérement différent pour la décroissance vers la gauche.

[§]

4 C .
, le comportement est similaire, mais avec un exposant

Le point remarquable est que dans le régime de bruit fort, la surface typique des
cycles d’hystérésis ne dépend que du bruit, indépendemment de 'amplitude et de la
fréquence de la force extérieure, et est plus petite que l'aire d’hystérésis statique Ag. Ceci
est évidemment da au fait que prés d’un point de bifurcation, le bruit peut occasionner
des transitions avec probabilité non négligeable, sans ou avant que les variétés lentes ne se
touchent.

7 Passage a travers une orbite périodique instable

Les sections précédentes ont fait apparaitre 'importance de la transition diffusive, sous
leffet du bruit, a travers une variété adiabatique instable. Dans cette derniére section, nous
examinons ce phénomene de maniere plus détaillée, dans le cas particulier ou les variables
rapide et lente sont toutes deux unidimensionnelles, et oi1 la variété instable est une orbite
périodique, comme c’est le cas, par exemple, dans I'équation 5.1. Par contre, nous ne
nous restreignons pas au seul régime adiabatique: notre but est plutot de comprendre la
dépendance de la densité des temps de passage de la période de l'orbite instable, pour
toutes les valeurs possibles de cette période.

7.1 Le probleme de sortie pour une diffusion

Le probleme qui nous occupe ici est un cas particulier du probléme de sortie d’une diffusion
d’un domaine D. Considérons une EDS de la forme

Supposons D positivement invariant par le flot déterministe. Pour une condition initiale
fixée g € D, le probléeme consiste & déterminer la distribution du temps de premiére sortie

T =inf{t > 0: z; ¢ D}, (7.2)

ainsi que celle du lieu de premiére sortie z, € JD. La théorie des grandes déviations
permet d’obtenir des informations sur 'asymptotique exponentielle, sous des hypotheses
assez faibles sur f et g [FW98]. Des résultats typiques sont I’existence d’'un nombre V' tel

que
lim o?logR{7} =V (7.3)
o—0
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et
lim P{eV-0/7" < 7 < VHI/7*Y —q (7.4)
o—0
pour toute constante § > 0. Le nombre V est la solution d’un principe variationnel, c’est
la valeur minimale du quasipotentiel sur le bord dD. Si ce minimum est atteint en un
point unique xz* € 9D, la distribution de z, est concentrée autour de z*, c’est-a-dire
lim, o P{||z; —2*|| > 6} = 0.

Le résultat (7.4) peut donner & penser que la distribution de 7 est concentrée au
voisinage de eV/”Q, mais en fait, rien n’est moins certain, puisque ¢ ne doit pas dépendre
de o, ce qui autorise en fait une distribution tres étalée de 7/E{7}.

Sous des hypothéses supplémentaires, des résultats plus précis sont connus. Supposons
par exemple que f(z) = —VU(x) dérive d’un potentiel U(x), et que g(x) = 1. Prenons pour
D un domaine (connexe) contenant un minimum non-dégénéré de U comme unique point
critique, situé en zy € D°. Soit Uy = U(xg) et Uy > Uy la valeur minimale du potentiel
sur le bord 9D. Alors le minimum du quasipotentiel est donné par V = 2(U; — Up).
Day [Day83] a montré que la loi de 7 tend vers une exponentielle:

lim P{r > sE{7}} =e *. (7.5)

o—0

Par ailleurs, ’espérance de 7 s’écrit
E{r} = c(0)e¥/?" . (7.6)

Divers développements asymptotiques pour le préfacteur ont été construits (c.f. par ex-
emple [Aze85, F.J92]).

Le cas ot le domaine D contient un point selle z* du potentiel comme second point
critique est déja beaucoup plus difficile a étudier. L’expression (7.6) reste vraie, tou-
jours avec V = 2(U; — Up) ou Uy = U(z*), mais avec un préfacteur c(o) différent. Sa
valeur était connue depuis longtemps dans le cas unidimensionnel [Eyr35, Kra40] (elle
dépend de la courbure de U en z( et z*). Pour des dimensions supérieures, bien que la
valeur de lim,_,( ¢(0) était conjecturée depuis longtemps, et des arguments perturbatifs
ont été avancés (c.f. par exemple [MS97]), une preuve rigoureuse n’en a été donnée que
récemment [BEGK02, BGK02].

La situation ot gD est une orbite périodique instable, qui nous intéresse ici, est moins
bien comprise. Dans ce cas, le quasipotentiel est constant sur 0D, et par conséquent la
loi de z, est uniforme dans I’asymptotique exponentielle. Day a découvert un phénomene
surprenant [Day92, Day96]: lorsque o tend vers 0, la densité de z, tourne autour du bord
de D, proportionnellement a |logo|. Maier et Stein [MS96] ont obtenu une dépendance
périodique de |log o| pour le taux de sortie d;P{z; € D}, a l'aide d’approximations WKB.
Leur approche est basée sur I'intuition que dans la limite ¢ — 0, les trajectoires, condi-
tionnées sur le fait de quitter D, se concentrent pres de certaines courbes déterministes, qui
spiralent géométriquement vers 9D. Une transition devient possible une fois un o-voisinage
de 0D atteint, ce qui arrive en un temps dépendant périodiquement de |log o|.

7.2 Modéle i deux niveaux

Notre objectif est de mieux comprendre et d’affiner le résultat de Day, dans le cadre d’un
modele simplifié [BG04]. Une extension au cas général est en cours de réalisation [BG0O3b)].
Nous supposons que D° contient une orbite périodique stable, comme c’est le cas pour la
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FiGure 12. Définition du processus stochastique y;. Le processus alterne entre les pro-
cessus Gaussiens uft chaque fois qu’un niveau 1 — d; ou 1 — & est atteint.

résonance stochastique, mais aussi pour certains modeles de synchronisation. Le point de
départ est fourni par deux EDS linéaires

dy, = —a(t)(y, +1)dt+og(t)dWy,

dyi” = a(t)(y — 1) dt + og(t) AW, (7.7)

o a(t) et g(t) sont des fonctions T-périodiques, bornées inférieurement par une constante
ap > 0. Le temps modulo T est identifié avec une variable angulaire. Pour ¢ = 0, la
premiere équation admet une orbite périodique stable en y= = —1, et la seconde une
orbite instable en y™ = +1.

Dénotons par yf(to,yg) les processus de condition initiale ytio = gg. Fixons des con-
stantes 0 < §; < d2 < 1. Nous construisons un processus stochastique {y;};>0 de la
maniére suivante: y; = y, (0, —1) jusqu’au temps 7; de premier passage en y = 1 — J;.
Puis, y; = y;7 (1 — 61, 71) jusqu’a ce qu’on atteigne le niveau 1 — do (Figure 12), et ainsi de
suite:

y, (0,-1) pour 0<¢t< 7 =inf{t >0:y, (0,—-1) >1—-4},
- y (m1,1 —61) pour 7 <t < mp=inf{t > 7y (r,1—01) <1}, (78)
o= y; (12,1 —=382) pour 7 <t <y =inf{t > m:y, (10,1 —3d2) >1 -6}, )

Notre but est de calculer la densité p, (t) du temps de premier passage 71 en +1 (qui
détermine immédiatement le lieu de premier passage).
Sous certaines hypotheses détaillées dans [BG04], on obtient alors que p;(t) s’écrit
sous la forme
pi(t) = ct,0) e /27, (7.9)

ot R est une constante indépendante de ¢ et o (c’est la valeur du quasipotentiel sur le
bord). Le préfacteur c(¢,0) dépend de la valeur de a(t) = fota(s) ds, et de I'exposant de
Lyapunov A = a(T")/T (Figure 13):
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%c(t,a)
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t

FiGUure 13. Comportement du préfacteur de la densité de premier passage en +1, pour
différentes valeurs de o. Apres une phase transitoire de durée 2[log o|/A, celui-ci est proche
d’une fonction périodique durant un long régime métastable.

1. Si 0 < a(t) < 2|logo|, on est dans un régime transitoire dans lequel

1 Le o)
c(t,0) < const— exp{%}, (7.10)
o o

pour une constante L > 0.
2. Pour 2[logo| < a(t) < e®nst/o”,

c(t,0) = aooe'(t)P<w> [1+7(0)], (7.11)

ou
e () est une constante (connue explicitement);
e 7(0) est un reste d’ordre o + e ) /o2
e 0(t) est une fonction connue, monotone croissante, telle que (¢t + T') = 6(t) + AT,
qui décrit I'angle de rotation de p; (¢) autour de 9D en fonction de |log o|;

e P(x) = Pyp(z) est une fonction universelle, ne dépendant que de \T' = «(T),
donnée par

Pa(s) = Y AGT(C—2),  avec A(x):%e*%exp{—%e*%}. (7.12)

l=—00

Nous trouvons donc que le phénomeéne décrit par Day s’applique ici au temps de sortie
également, du moins sur des échelles de temps métastables. En fait, nous conjecturons que
pour des temps arbitraires, (7.9) se généralise en

pi(t) = e(t, o) e /20 exp{—H(t) o /207 } (7.13)

en analogie avec (7.5).
La forme particuliere de la fonction P(z) provient du fait suivant. Pour une valeur

fixée de 6(t), disons 6(t) = 0, et |¢t/T] = n, le £-iéme terme de la somme (7.12) s’explicite
comme

1 1 _
ﬁe QKATQXP{—EQ QKAT}. (714)

Ce terme provient des trajectoires effectuant n — ¢ tours avant d’atteindre 1 — §;, puis ¢
tours avant d’atteindre —+1.
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AT =1

FIGURE 14. Le profil universel P(z), représenté sur trois périodes, pour différentes valeurs
du parametre AT'.

La fonction P(z) approche la valeur constante 1/2\T" lorsque 7' — 0, et devient forte-
ment piquée en k —log2/2, k € Z, dans la limite adiabatique T — oo (Figure 14), en
conséquence du fait qu’alors un seul terme contribue a la somme.

Nous pouvons maintenant faire le lien avec la résonance stochastique étudiée dans la
section 5. Commencons par effectuer la transformation du temps s = 0(¢)/T dans (7.13),
ce qui donne une nouvelle densité

1 T — _R2 /952
P(s) =~ UCOR\T(%)T(%RQ/Q”Q o sTe 2 (7.15)

La figure 13 montre une situation ou T' < eRZ/Q”Q, et donc les oscillations de py ont une
amplitude presque constante. La résonance stochastique, par contre, est la plus prononcée
pour T ~ eRQ/QUZ, et dans ce cas (7.15) décrit une exponentielle décroissante, modulée par
le profil Pyp qui est fortement piqué dans ce régime. Par conséquent, la grande majorité
des trajectoires atteindront 'orbite instable dans un intervalle de temps court relativement
a T, durant la premiere période.
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