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1. Introdu
tion

La dé
ouverte de la supra
ondu
tivité à haute température 
ritique en 1986 [?℄, a

été à l'origine d'un e�ort de re
her
he 
onsidérable, dans le domaine expérimental ainsi

que dans 
elui théorique. En 
e qui 
on
erne la re
her
he fondamentale, 
e phénomène

promettait une vraie révolution, 
ar la physique en jeu était très di�érente de 
elle

des métaux et, pour en 
omprendre les mé
anismes, toute une nouvelle théorie restait

à inventer. En même temps, dans le domaine de l'appli
ation, la possibilité d'obtenir

la supra
ondu
tivité en refroidissant en-dessous de la température de l'azote liquide

au lieu de 
elle de l'hélium permettait d'imaginer une vaste 
ommer
ialisation des

dispositifs basés sur 
es nouveaux matériaux supra
ondu
teurs. Plus de quinze ans

après 
ette dé
ouverte, 
e phénomène reste un dé� pour les physi
iens et une sour
e

de propositions de nouveaux 
on
epts en physique du solide. Les supra
ondu
teurs à

haute température 
ritique (HTSC) ont trouvé une large appli
ation dans les domaines

de la te
hnologie avan
ée. Les �ltres à mi
ro-ondes basés sur les HTSC sont largement

utilisés dans les stations d'émission pour la téléphonie mobile [?℄ et les multiplexeurs

semblent être très indiqués dans le domaine spatial grâ
e à leurs poids et volume

réduits [?℄. Dans le domaine de l'imagerie médi
ale, les supra
ondu
teurs en général

et le SQUID en parti
ulier, améliorent de façon 
onsidérable les performan
es des

instruments et sont souvent aujourd'hui jugés indispensables. Les 
ir
uits numériques

basés sur la RSFQ-logi
 (rapid single �ux quantum logi
) ont déjà démontré au niveau

expérimental la possibilité d'obtenir des 
ir
uits logiques fon
tionnant à 100 GHz,


'est-à-dire presque 100 fois plus rapidement que leur 
ontrepartie sur sili
ium [?℄.

Les HTSC ont tous une stru
ture similaire formée par des parties diéle
triques

séparées par des plans de 
uivre et d'oxygène 
ara
térisés par une physique largement

bi-dimensionnelle à 
ause du faible 
ouplage existant entre 
es plans. Le diagramme

de phase s
hématique des supra
ondu
teurs à haute température 
ritique (�gure 1.1)

montre la grande variété de 
omportement que manifestent 
es matériaux. Pour de

basses valeurs de dopage et de température, les plans CuO2 sont dans un état isolant

7
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Fig. 1.1. � Diagramme de phase des supra
ondu
teurs à haute température 
ritique
(HTSC). La température T � ne représente pas une transition de phase, mais plut�t
un 
ross-over.

antiferromagnétique à 
ause de l'intera
tion d'é
hange entre les éle
trons sur des sites

de 
uivre pro
hes voisins (région I). En augmentant le dopage, on passe à un état 
a-

ra
térisé par un pseudogap (une diminution de la densité d'états autour du potentiel


himique) et par des propriétés qui se distinguent nettement de 
elles d'un liquide de

Fermi ; la température 
ara
téristique T � indique le passage graduel de 
et état (région

II) à un état où le pseudogap est absent mais où les propriétés restent di�érentes de


elle du liquide de Fermi (région III). La partie où le matériau est supra
ondu
teur

est délimitée par une transition de phase à la température T
 (région IV). En�n, pour

des dopages très élevés le système semble devenir un liquide de Fermi standard (région

V). Nous pouvons re
onnaître un dopage optimal où la température 
ritique T
 est

maximale ; en-dessous on parle de sous-dopage et au-dessus de sur-dopage. Ce dia-

gramme de phase est très di�érent de 
elui des supra
ondu
teurs à basse température


ritique (LTSC) pour plusieurs raisons. Dans les LTSC, la température 
ritique T


sépare la phase supra
ondu
tri
e, 
ara
térisée par l'expulsion du 
hamp magnétique

(e�et Meissner) et par l'ouverture d'un gap dans la densité d'états (DOS), d'une phase

où le matériau se 
omporte 
omme un liquide de Fermi. De plus, la température T


varie très peu ave
 la 
on
entration des porteurs à 
ause du fait qu'elle est déterminée
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par la DOS au niveau de Fermi qui, en général, ne 
hange pas trop ave
 le dopage.

Aujourd'hui il semble 
lair que le mé
anisme BCS n'est pas su�sant pour expliquer


ette énorme di�éren
e de 
omportement et de plus, le pseudogap devient la 
lé de la


ompréhension de la physique sous-ja
ente.

Le fait que le diagramme de phase ait 
lairement montré un état antiferromagné-

tique et isolant pro
he d'un état supra
ondu
teur 
ara
térisé par des températures


ritiques très élevées, a suggéré l'idée, sur laquelle une grande partie de la re
her
he

théorique s'est ensuite 
on
entrée, que les 
orrélations magnétiques ou, plus générale-

ment, les 
orrélations éle
troniques sont à la base du mé
anisme mi
ros
opique de la

phase supra
ondu
tri
e. Le dé� pour les 
her
heurs était prin
ipalement de dé
ouvrir

un mé
anisme d'appariement éle
tronique dans un système où il y a une répulsion

intrinsèque entre les porteurs de 
harge. Les résultats les plus populaires de 
es e�orts

théoriques sont le s
énario RVB [?℄ et le modèle t-J (pour une revue voir [?℄). Ces tra-

vaux étaient motivés par l'observation expérimentale, par NMR [?, ?℄ et par di�usion

de neutrons [?℄, de 
e qu'on a ensuite appelé le spin gap. En 1996, la résolution des

te
hniques de photo-émission résolues en angle a été su�sante pour véri�er l'existen
e

d'un pseudogap de 
harge dans la stru
ture éle
tronique de la phase normale au-dessus

de T
 [?, ?℄. Ces véri�
ations expérimentales du phénomène du pseudogap de 
harge,

prévu sur une base purement théorique auparavant [?℄, ont 
hangé de façon importante

la dire
tion des re
her
hes, en déplaçant l'attention vers une expli
ation du pseudogap

au-dessus de la température 
ritique basée sur un appariement éle
tronique pré
ur-

seur de la phase super�uide. Le phénomène du pseudogap dans la phase dite normale

de 
es matériaux pose un problème théorique qui va bien au-delà de la question des

HTSC et 
on
erne un nouvel état métallique qui n'est pas 
ara
térisé par les proprié-

tés du liquide de Fermi standard. Plusieurs tentatives ont été réalisées pour expliquer

mi
ros
opiquement 
e type d'appariement sur la base d'un point 
ritique quantique,

vu 
omme l'extrémité d'une ligne 
ritique d'une instabilité thermodynamique liée à

un ordre 
a
hé lié à son tour aux inhomogénéités du système et en 
ompétition ave


l'ordre supra
ondu
teur [?℄. Des propositions très dis
utées de 
et ordre sont 
elles

d'ordre dynamique de spin à 
ourte portée [?℄ et 
elle d'ordre de 
harge 
ombiné ave


des déformations du réseau [?℄, éventuellement induits par une transition topologique

éle
tronique impliquant des 
hangements qualitatifs dans la surfa
e de Fermi [?℄.

Ré
emment, une proposition 
on
rète d'une expérien
e pour véri�er l'une des théo-

ries qui appartient à 
e groupe a été faite [?℄. À la base de 
ette théorie (dite du liquide

marginal de Fermi [?℄) se trouve l'hypothèse selon laquelle la self-énergie de la fon
tion

de Green G(k; !) est presque indépendante de l'impulsion k et est proportionnelle à la
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quantité la plus grande entre la température T et le module de la fréquen
e j!j. Cette
simple hypothèse permet d'expliquer plusieurs propriétés de la région III et prévoit

que, près du point 
ritique quantique, la maille élémentaire dans les plans ab se divise

en quatre plaquettes où 
ir
ulent des 
ourants en dire
tions alternativement opposées.

Pour 
on�rmer 
ette idée, l'utilisation de la te
hnique de photo-émission ARPES ave


de la lumière polarisée 
ir
ulairement est envisagée.

À part 
ette tentative semi-phénoménologique pour 
omprendre le phénomène des

HTSC et les s
énarios purement mi
ros
opiques mentionnés plus haut (RVB, t-J), il

y avait aussi, dès que les 
uprates ont été dé
ouverts, plusieurs des
riptions phénomé-

nologiques de la phase pseudogap en termes d'un appariement pré
urseur lié, dans le


adre de 
es théories, à un 
ross-over entre un état BCS de paires de Cooper et un

état super�uide de paires éle
troniques préformées.

Essentiellement deux modèles phénoménologiques liés à 
es théories ont été étudiés

en détail :

� le modèle de Hubbard attra
tif, où l'appariement éle
tronique est induit par

une intera
tion lo
ale attra
tive d'origine indé�nie dans le régime d'un 
ouplage

intermédiaire ou fort (pour une revue voir [?℄)

� le modèle Boson-Fermion (BFM), où l'appariement éle
tronique est induit par le


ouplage des éle
trons ave
 des déformations lo
ales du réseau. La proposition du

modèle [?℄ dé
oule dire
tement du 
on
ept de supra
ondu
tivité bipolaronique

proposé auparavant [?℄ qui s'applique dans le régime anti-adiabatique ave
 
ou-

plage très fort mais qui, jusqu'à présent, n'a pas été véri�é expérimentalement

et n'est sûrement pas appliquable dans le 
as des HTSC [?℄.

La 
omplexité d'un s
énario où des états résonants à deux parti
ules sont les pré
ur-

seurs d'un ordre de phase à basse température (
omme la phase supra
ondu
tri
e dans

les HTSC), réside dans la transition vers 
et état qui implique une interféren
e mutuelle

entre la formation lo
ale de paires, qui 
ara
térise l'état pseudogap et l'appariement

délo
alisé sous la forme de paires de Cooper qui 
ara
térise la phase supra
ondu
tri
e.

Plusieurs études expérimentales montrent 
lairement 
ette interféren
e qui présente

une 
ompétition entre �u
tuation de phase et d'amplitude du paramètre d'ordre :

� la 
ondu
tivité optique à fréquen
es de l'ordre du THz montre, à des tempéra-

tures plus élevées de quelques dizaines de degrés que T
, qu'une expulsion du


hamp magnétique est en
ore évidente sous la forme d'un e�et Meissner transi-

toire [?℄. Ce phénomène a été 
onsideré 
omme la manifestation de �u
tuations

diamagnétiques qui ont été attribuées à leur tour autant à la présen
e de vor-

tex di�usifs ave
 des temps de vie longs [?℄, qu'à des régions diamagnétiques
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dé-
orrélées en phase qui anti
ipent le vrai e�et Meissner présent en-dessous de

T
 [?℄. D'autres expérien
es, qui montrent une augmentation de la 
ondu
tan
e

tunnel dans la phase pseudogap et qui s'appuient sur la théorie des re�éxions

d'Andreev, indiquent la possible existen
e d'un appariement dé-
orrélé en phase

au-dessus de T
 [?, ?℄.

� l'appariement éle
tronique lo
al, présent dans la phase pseudogap et mis en

éviden
e par des mesures de réponse optique le long de l'axe 
 (orthogonal aux

plans CuO2 dits aussi plans ab), est en
ore visible dans la phase supra
ondu
tri
e

[?℄. De même, en rentrant dans la phase supra
ondu
tri
e, la 
omposante le long

de l'axe 
 de l'énergie 
inétique est réduite si l'état normal montre un pseudogap

[?℄. Le fait que la dépendan
e en dopage de la longueur de pénétration le long

de l'axe 
 est qualitativement similaire à 
elle dans les plans ab suggère que

toute les deux sont fortement in�uen
ées par les 
ara
téristiques du pseudogap

de la phase normale [?℄. Des mesures tunnels indiquent aussi qu'un résidu du

pseudogap 
oexiste ave
 le gap supra
ondu
teur en-dessous de la température

T
 [?℄.

Ces résultats suggèrent l'hypothèse séduisante, mais à l'origine d'un long débat en
ore

en 
ours, que le pseudogap et le gap sont deux manifestations di�érentes d'un même

mé
anisme d'appariement [?, ?℄.

Pour toutes les raisons données jusqu'i
i, dans les di�érentes théories des HTSC

on a essayé d'extraire les 
ara
téristiques des �u
tuations de phase dans des systèmes

fermioniques ave
 de fortes résonan
es à deux parti
ules. Le point de départ usuel

pour 
e type d'étude est de dé
rire 
ette situation par un hamiltonien dé
rivant les

�u
tuations de phase d'un super�uide en utilisant une formulation hydrodynamique

pour les variations de la phase et de la densité super�uide ns. L'hamiltonien e�e
tif

est [?, ?℄ :

H =
1

2
D� (r�)2 + 1

2�n2s
(Æns)

2

où D� = ~
ns
ms

est la rigidité de la phase super�uide, � la 
ompressibilité et ms la

masse des porteurs de 
harges super�uides. La température qui 
ontr�le l'ordre de la

phase dans un tel système est donnée par kBT� ' D�a, ave
 a égal à la longueur de


ohéren
e � dans les systèmes tridimensionnels ou égal à la distan
e entre les plans

dans les HTSC. Comme nous l'avons déjà dit 
i-dessus, le s
énario des �u
tuations de

phase est souvent dis
uté dans le 
adre d'un 
ross-over BCS-BEC [?℄, où, en fon
tion de
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l'attra
tion entre parti
ules, on passe d'un état de type BCS pour de faibles attra
tions

à une 
ondensation de Bose-Einstein (BEC) des parti
ules liées pour des attra
tions

fortes. Ce type de physique a été largement étudié dans le 
adre du modèle de Hubbard

attra
tif sur réseau dont l'hamiltonien est :

H = �t
X
i;j;�


+i�
i� + h:
:� jU j
X
i

ni#ni" + �
X
i;�

ni�: (1.1)

t représente le terme de saut éle
tronique entre sites pro
hes voisins et jU j l'attra
tion
sur site. En introduisant ad ho
 la variation du paramètre U , on peut obtenir un

diagramme de phase (voir la �gure 1.2) similaire à 
elui des supra
ondu
teurs à haute

température 
ritique ave
, pour de faibles 
ouplages, la température T � de formation

de paires qui augmente en fon
tion de jU j [?℄ ; dans la limite jU j =t � 1 la physique

est essentiellement 
elle dé
rite par le modèle BCS et la température de 
réation des

paires T � est égale à la température T
 où la phase est bloquée. Dans la limite opposée

jU j =t� 1 par 
ontre, l'état fondamental est un 
ondensat de bosons de 
oeur dur qui,

à températures plus grandes que T
, se transforme en liquide de Bose normal formé

par des paires fortement liées. À la température beau
oup plus élevée T � seulement,


es paires se disso
ieront. Des études de type Monte Carlo quantique appliquées à

l'hamiltonien 1.1 dans le domaine de 
ouplage intermédiaire [?, ?, ?℄, ont permis non

seulement d'analyser la phase pseudogap, mais aussi de véri�er le 
omportement de

non-liquide de Fermi de 
ertaines quantités physiques telles que la sus
eptibilité de spin

et le taux de relaxation NMR. D'autres études [?, ?℄ montrent que, 
ontrairement à 
e

qui arrive dans le diagramme de phase en fon
tion du 
ouplage, les températures T
 et

T � varient dans la même dire
tion en fon
tion du dopage. Cette situation, 
lairement

opposée à 
elle de la réalité expérimentale des HTSC, ne peut pas être 
orrigée par

d'éventuels 
hangements de dimensionnalité liés au passage de matériaux sous-dopés à

d'autres sur-dopés, 
ar la T � est essentiellement déterminée par la physique au niveau

lo
al et elle est don
 indépendante de tout aspe
t dimensionnel. Par ailleurs, en 
e qui


on
erne T
, même en imaginant un passage, dans le domaine de sous-dopage, à une

physique de type Kosterlitz-Thouless ave
 une température de transition T
 � TKT ,

le 
omportement de 
ette dernière suivrait quand même 
elui de T �[?, ?℄. De là, on

déduit que les e�ets de 
orrélation sont indispensables pour déterminer la dépendan
e

en dopage des deux températures T � et T
.

Nous explorerons tout au long de la thèse 
es e�ets des 
orrélations, sur la base du

modèle boson-fermion (BFM) qui dé
rit un s
énario de paires éle
troniques lo
alisées
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T

BEC regime
Bose liquid phase

BCS
regime

Tc phase ordering temperature

pairing temperature

Fig. 1.2. � Diagramme de phase du modèle de Hubbard attra
tif (�gure adaptée de
réf. [?℄)

en intera
tion d'é
hange ave
 des éle
trons libres. Grâ
e à 
ette intera
tion, les paires

lo
alisées, qui ont une nature de boson de 
oeur dur, deviennent itinérantes et induisent

un appariement dans le sous-système éle
tronique 
orrespondant à la formation de


ooperons. Ces paires de Cooper ave
 impulsion �nie ainsi formées ont la possibilité, en

étant bosons, de 
ondenser et de former une phase supra
ondu
tri
e 
ontr�lée (
omme

on le verra) par le spe
tre d'ex
itation des 
ooperons itinérants plus que par leur

disso
iation.

Le BFM a des similitudes ave
 le modèle de Hubbard attra
tif dans le sens qu'il

peut être vu 
omme un système à deux �uides de paires pré-formées et d'éle
trons non-

appariés [?℄. Les états des paires pré-formées ont des 
ara
téristiques qui rappellent


elles des états résonnants des impuretés qu'on voit dans les HTSC en remplaçant les

atomes de Cu ave
 des atomes non magnétiques tels que Zn.

Dans le 
hapitre suivant, nous dé
rirons plus en détails le modèle Boson-Fermion,

en résumant les prin
ipaux résultats qu'il a permis d'obtenir. Nous dis
uterons pré-


isément (en partie dans le texte prin
ipal et en partie dans les appendi
es) la te
h-

nique de développement en diagrammes de Feynman qui nous a permis d'étudier le

BFM en fon
tion du dopage. Ce dernier point était l'obje
tif 
entral de la thèse 
ar,

par rapport aux études pré
édentes, il nous permettait de véri�er l'importan
e des


orrélations de 
oeur dur des paires pré-formées. En appliquant la te
hnique diagram-

matique nous avons déterminé les équations auto-
ohérentes qui gèrent le système de

bosons et fermions en intera
tion. Les résultats de la solution numérique des équations

sont reportées dans le 
hapitre 3 où nous 
omparons le 
omportement du BFM aux
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résultats obtenus par des études pré
édant la n�tre. Les résultats présentés dans le


hapitre 4 ont pour but d'é
lair
ir le mé
anisme mi
ros
opique à la base de la phase

pseudogap. Nous avons pu déterminer le diagramme de phase qui s'est révélé être en

bon a

ord ave
 la réalité expérimentale des HTSC. Le s
énario des �u
tuations de

phase est invoqué, mais nous lui apportons une justi�
ation nouvelle par rapport à


elle déjà proposée dans la littérature.



2. Le modèle Boson-Fermion :

généralités

Dans 
e 
hapitre nous introduisons le modèle Boson-Fermion (BFM) et la te
hnique

utilisée pour l'étudier.

Avant d'illustrer l'hamiltonien du système, nous expliquons le 
on
ept de bipolaron

qui, historiquement, a joué un r�le essentiel pour le développement de l'idée qui est à

la base de 
e modèle.

Pour dé
rire le 
ontexte dans lequel notre étude évolue, nous résumons ensuite

brièvement les résultats les plus importants que le BFM a permis d'obtenir. À partir

de 
eux-
i, nous montrons pourquoi notre étude, basée sur une te
hnique de dévelop-

pement des fon
tions de Green assez di�érente de 
elle traditionnelle utilisée pour les

bosons et les fermions, était né
essaire et 
omment elle pouvait enri
hir l'ensemble des

résultats déjà obtenus.

Dans la dernière partie du 
hapitre, nous exposons les lignes générales de la mé-

thode de développement en question en laissant les détails plus te
hniques pour l'ap-

pendi
e.

2.1. Polarons et bipolarons

Un polaron est une quasi-parti
ule 
onstituée par un éle
tron et par la déformation

du réseau qui l'entoure due à l'intera
tion éle
tron-phonon. Selon le type de solide ou,

plus pré
isément, selon la nature de l'intera
tion, nous distinguons deux types de 
es

quasi-parti
ules : les polarons de Fröhli
h, dans le 
as d'intera
tion à longue portée et

les petits polarons dans le 
as d'intera
tion à 
ourte portée.

Un polaron de Fröhli
h est aussi dit grand polaron 
ar la déformation est étendue

à plusieurs sites du réseau. Cela a permis à Fröhli
h de formuler un hamiltonien HFr

pour les polarons, qui néglige la stru
ture atomique du solide. De nombreuses études

15
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e�e
tuées à partir des années 
inquante ont permis de déterminer, grâ
e à HFr, l'éner-

gie de l'état fondamental et la masse e�
a
e des grands polarons en fon
tion de la


onstante de Fröhli
h � (voir [?℄ pour un résumé de 
es résultats).

Les petits polarons sont par 
ontre 
onstitués d'une déformation lo
ale du réseau

limitée à une seule ou à un très petit nombre de mailles élémentaires. Dans 
es 
as

d'intera
tion faible à 
ourte portée, les 
on�gurations 
orrespondant aux polarons

lo
alisés ne sont plus stables et se re
ouvrent ave
 des états d'éle
trons itinérants et

sans intera
tion ave
 le réseau. Ces entités de 
harge sont piégées par la barrière de

potentiel due à la déformation du réseau et peuvent se libérer par a
tivation thermique

ou par e�et tunnel en générant d'amples os
illations du réseau autour d'eux. Les

éle
trons ainsi devenus libres peuvent se propager dans le solide tant qu'ils ne sont pas

à nouveau piégés.

D'un point de vue expérimental, la présen
e de polarons semble être bien véri�ée

dans plusieurs matériaux 
omme KCl, LiF, NiO, MnO et d'autres en
ore. En parti-


ulier, dans le 
omposé WO3�x, une transition de phase entre un état à bas dopage,


ara
térisé par une 
ondu
tivité a
tivée thermiquement (hopping 
ondu
tivity), et un

autre état, à dopage élevé, 
ara
térisé par une 
ondu
tivité métallique, a été imputée

à la nature polaronique du solide en question. Pour de basses densités des porteurs de


harges, on a la formation de petits polarons qui peuvent 
ontribuer à la 
ondu
tivité

grâ
e aux pro
essus de saut uniquement ; 
ependant, en augmentant la densité, quand

tous les sites où des polarons peuvent être formés sont o

upés, une augmentation

ultérieure du dopage génère un autre type de porteur de 
harge. En e�et, quand le

nombre de polarons est su�samment élevé, la déformation du réseau qui 
onstitue un

polaron dans un site va se superposer à la déformation du réseau du polaron dans

un site voisin en 
réant ainsi des polarons de Fröhli
h qui sont 
ara
térisés par une


ondu
tivité métallique [?, ?℄.

Une des
ription théorique, devenue ensuite une appro
he standard des petits po-

larons, a été développée par Holstein en 1959 [?℄. L'hamiltonien du système est le

suivant :

H = (D � �)
X
i�

ni� � t
X
i6=j;�

(
+i�
j� + h:
:) + U
X
i

ni"ni#

� �~!0
X
i;�

ni�(ai + a+i ) +
X
i

~!0

�
a+i ai +

1

2

�

où 
(+)i� indique l'opérateur fermionique d'annihilation (
réation) d'un éle
tron de spin
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� dans le site i. Ce dernier doit être vu 
omme un site e�e
tif qui peut être 
onstitué

par un ensemble d'atomes ou de molé
ules. ni� = 
+i�
i� est l'opérateur de densité

des éle
trons et a(+)
i indique l'opérateur d'annihilation (
réation) des phonons, lié à

la déformation lo
ale du réseau Xi =
(ai+a

+
i )p

2M!0~�1
où M indique la masse atomique

e�e
tive du site i et !0 la fréquen
e des déformations lo
ales. t représente l'intégrale

de saut et, en indiquant ave
 z le nombre de pro
hes voisins du site i dans le réseau,

D = tz est la moitié de la bande éle
tronique. L'intera
tion entre les éle
trons et les

phonons est � alors que U est la répulsion 
oulombienne e�e
tive entre les éle
trons

dans les sites e�e
tifs. � est le potentiel 
himique. Comme 
ela l'a déjà été mentionné,

les 
harges dé
rites par 
et hamiltonien peuvent être libres ou piégées. Dans 
e dernier


as, la partie lo
ale de H peut être transformée par une redé�nition des opérateurs

bosoniques : a(+)
i ! a

(+)
i + � (ni" + ni#) et devenir :

Hlo
 = (D � �� "p)
X
i�

ni� � (2"p � U)
X
i

ni"ni# +
X
i

~!0

�
a+i ai +

1

2

�
(2.1)

où "p = �2~!0 représente l'énergie gagnée par le système en formant un polaron.

Cette forme de l'hamiltonien est parti
ulièrement intéressante 
ar elle nous permet de

mettre en éviden
e la possibilité que les polarons ont de former des paires spatialement

pro
hes. En e�et, si l'intera
tion éle
tron-phonon � est su�samment élevée par rapport

à l'intera
tion 
oulombienne tel que (2"p � U) > 0, le système peut en
ore gagner

de l'énergie par rapport à l'état polaronique en formant des bipolarons, des quasi-

parti
ules dé
rites par l'opérateur :

�+i X
+
i � 
+i"


+
i#e

�2�(ai�a
+
i )

et formées par deux éle
trons plus la déformation du réseau qui les entoure et les piège.

Plus généralement, les deux éle
trons peuvent être piégés sur deux sites di�érents et

former un état triplet ou singulet. Les bipolarons dé
rits par 
ette formulation où

l'intera
tion éle
tron-phonon est lo
ale sont de petits bipolarons, mais on a spé
ulé

aussi sur l'existen
e de bipolarons de Fröhli
h dé
rits par un hamiltonien dans la limite


ontinue. En e�et, les grandes 
onstantes de 
ouplage éle
tron-phonon né
essaires pour

la formation de bipolarons de Fröhli
h rendent plut�t di�
ile la présen
e de 
es quasi-

parti
ules dans des matériaux réels, même si dans une stru
ture bidimensionnelle des


onstantes moins élevées su�raient [?℄. Par 
ontre, l'existen
e de petits bipolarons est
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bien établie d'un point de vue expérimental dans les systèmes T i4O7 [?℄, NaxV2O5 [?℄,

WO3�x [?℄ déjà 
ité et les semi-
ondu
teurs amorphes.

C'est sur la base de 
es 
on�rmations expérimentales que, au début des années

quatre-vingt, Alexandrov et Ranninger ont imaginé la possibilité que 
es paires éle
-

troniques, étant de nature bosonique, puissent être responsables d'une phase supra-


ondu
tri
e [?℄. L'idée de base derrière 
ette supra
ondu
tivité bipolaronique est la

suivante.

Quand la formation de bipolarons est possible et que 
es derniers se trouvent à un

niveau énergétique en-dessous de la bande des éle
trons libres du système, il est possible

que les quasi-parti
ules a
quièrent une itinéran
e 
ar elles peuvent être virtuellement

ex
itées dans les états de la bande nue des éle
trons et ensuite se retransformer en

bipolarons dans un autre site. En négligeant les pro
essus phononiques générés durant

le transfert de la 
harge d'un site à un autre, on peut 
al
uler analytiquement par une

transformation de Lang-Firsov le terme de saut e�e
tif t��des bipolarons [?, ?℄. Les

parti
ules itinérantes ainsi obtenues peuvent 
ondenser à basse température dans un

état super�uide. Pour que 
ette situation soit réalisable dans des solides, il est né
es-

saire que la 
onstante de 
ouplage éle
tron-phonon soit assez élevée [?℄. Cette 
ondition

est jugée improbable dans la réalité expérimentale et ave
 d'autres 
ontraintes [?℄, elle


onstitue un sérieux problème pour 
ette proposition.

2.2. L'hamiltonien du modèle

Pour résoudre les problèmes mentionnés à la �n du paragraphe pré
édent, J.

Ranninger, en 
ollaboration ave
 S. Robaszkiewi
z, a proposé le modèle Boson-Fermion

(BFM) où on 
onsidère une intera
tion éle
tron-phonon intermédiaire. Dans 
e 
as,

les bipolarons, qui dans l'idée originelle des auteurs étaient 
onsidérés plus 
omme des

états résonnants que 
omme des états lo
alisés, ont un niveau énergétique qui se trouve

à l'intérieur de la bande des éle
trons du solide restés itinérants et non 
ouplés au ré-

seau. La situation est illustrée dans la �gure 2.1 ; le niveau de remplissage de la bande

fermionique dépend du potentiel 
himique � : si � est beau
oup plus bas que le niveau

des bipolarons �B
2
, alors les éle
trons peuvent être virtuellement ex
ités dans les états

bipolaroniques et former, à basse température, une phase supra
ondu
tri
e de type

BCS. Si par 
ontre � > �B
2
, 
e sont les bipolarons qui peuvent être virtuellement ex
i-

tés et a
quérir de l'itinéran
e. Comme pour la supra
ondu
tivité bipolaronique, 
ette

itinéran
e permet une 
ondensation de Bose-Einstein. Entre 
es deux 
as extrêmes se

trouve la physique la plus intéressante du BFM. Selon l'hypothèse de Ranninger et
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Robaszkiewi
z, dans le 
as où le potentiel 
himique � est légèrement en-dessous du

niveau bipolaronique, la superposition des états fermioniques et bosoniques peut être

dé
rite par un terme d'é
hange qui a la forme suivante :

v
X
i

�
�+i X

+
i 
i#
i" + ��i X

�
i 


+
i"


+
i#

�
où v est une 
onstante qui détermine l'importan
e de l'é
hange et où on suppose que

les opérateurs bipolaroniques �+i X
+
i 
ommutent ave
 les opérateurs fermioniques. Les

opérateurs ��i ont des relations de 
ommutation de type spin-1
2
:�

��i ; �
+
i

�
= 2�zi�

��i ; �
+
j

	
= Æij

Sur la base de 
ette hypothèse et en partant de l'hamiltonien de Holstein, les auteurs

ont don
 proposé un hamiltonien apte à dé
rire 
es systèmes où l'intera
tion éle
tron-

phonon rend stable la formation de bipolarons tout en permettant à 
ertains éle
trons

de rester libres. En laissant de 
�té pour le moment la partie 
inétique des éle
trons

libres, 
et hamiltonien a la forme :

Hat = v
X
i

�
�+i X

+
i 
i#
i" + ��i X

�
i 


+
i"


+
i#

�
+
X
i

~!0

�
a+i ai +

1

2

�
+

+ (�4"p + U � 2�)
X
i

�
�zi +

1

2

�

qui peut être réé
rite par une transformation inverse de Lang-Firsov Hat ! D+HatD

ave
 D = e2�(ai�a+i )(�
z
i+

1
2
), 
e qui donne (en rajoutant la partie d'énergie 
inétique pour

les fermions) :

H = (�B � 2�)
X
i

�
�zi +

1

2

�
+ v

X
i

�
�+i 
i#
i" + ��i 


+
i"


+
i#

�
+

� ~!0�
X
i

�
�zi +

1

2

��
ai + a+i

�
+
X
i

~!0

�
a+i ai +

1

2

�
+ (2.2)

+ (D � �)
X
i�

ni� � t
X
i6=j;�

(
+i�
j� + h:
:)

où nous avons posé �B = U pour indiquer le niveau énergétique des bipolarons et

� = 2�. L'expression 2.2 est l'hamiltonien le plus général du BFM.
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ξκ

µ2D
∆Β /2

k
Fig. 2.1. � Dispersion des fermions et niveau énergétique des bipolarons. Ce dernier
se trouve au milieu de la bande des éle
trons libres ; � indique le remplissage de la
bande.

Pour notre étude, nous ne nous intéressons pas à la partie phononique de l'ha-

miltonien 
ar nous nous 
on
entrons sur l'intera
tion entre la 
harge des bipolarons,

représentée par l'opérateur ��i , et les éle
trons. Pour 
ette raison, nous supposons

que le nuage de phonons (lié à l'opérateur X�
i ) qui forme le bipolaron suit sa 
harge

éle
trique de façon rigide et don
 peut être négligé 
ar il n'a�e
te pas dire
tement le


omportement du système.

Avant de présenter l'hamiltonien dans 
ette approximation, en vue de l'appli
ation

de la te
hnique de développement en diagrammes de Feynman, nous introduisons les

opérateurs de pseudo-spin dé�nis de la façon suivante :

S�i =
1p
2
��i

Sz
i = �z

i�
S�i ; S

+
i

�
= Sz

Ce 
hoix nous permettra d'avoir une algèbre plus simple tout au long de la thèse et

ne 
ompliquera pas la 
onfrontation de nos résultats ave
 
eux déjà présents dans la

littérature. Ave
 
es nouveaux opérateurs, notre hamiltonien devient :
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H = (D � �)
X
i�

ni� � t
X
i6=j;�

(
+i�
j� + h:
:) +

+ (�B � 2�)
X
i

�
Sz
i +

1

2

�
+ v

X
i

�
S+i 
i#
i" + S�i 


+
i"

+
i#

�
(2.3)

où on a posé v =
p
2v. Il est important de remarquer que 
et hamiltonien, bien

que dérivé de l'expression 2.2 qui représente un gaz de fermions et bipolarons en

intera
tion, peut être 
onsidéré dans un 
ontexte plus large. En e�et, les relations de


ommutation des opérateurs de pseudo-spin S� nous disent que le gaz en intera
tion

ave
 les fermions libres est, de manière tout à fait générale, un gaz de bosons de 
oeur

dur (paires éle
troniques liées). Pour 
ette raison, un modèle du type BFM peut être

utilisé pour étudier des problèmes qui ne sont pas dire
tement liés aux bipolarons ou

à la supra
ondu
tivité. En e�et, des hamiltoniens similaires à (2.3) ont été formulés

ou étudiés en physique nu
léaire [?℄, pour dé
rire l'intera
tion d'é
hange entre les

spinons et les holons dans un système RVB [?℄, et également pour dé
rire le problème

d'appariement d'un trou et d'un éle
tron dans un semi
ondu
teur [?℄. Très ré
emment

le BFM a aussi été appliqué aux 
ondensats de Bose-Einstein de gaz dilués d'atomes

piégés [?℄.

En 
e qui 
on
erne notre but originel, nous étudierons un mélange de fermions et de

paires éle
troniques pré-formées, sans rentrer dans le détail de la nature exa
te de 
es

dernières ou du mé
anisme qui porte à leur formation dans les 
uprates (sauf quand

nous dé
rivons le mé
anisme de dopage dans les solides supra
ondu
teurs). Certes,

la proposition selon laquelle 
es paires sont de nature bipolaronique reste séduisante,

bien qu'elle ne soit pas en
ore 
on�rmée expérimentalement1.

Dans notre étude, nous 
hoisirons les paramètres du modèle qui nous permettent de

dé
rire une physique pro
he de 
elle de la réalité expérimentale des 
uprates ; les di�é-

rentes quantités seront normalisées en fon
tion de la largeur de la bande éle
tronique

2D et nous 
hoisirons : (i) �B = 1 pour le niveau énergétique des bosons à 
oeur dur.

Cela nous permet de travailler pro
he de la situation ave
 bande éle
tronique demi

pleine où le modèle a, 
omme on le verra dans les 
hapitres suivants, le 
omportement

le plus intéressant, (ii) v = 0:1
p
2 
ar 
ette 
onstante donne des valeurs qui sont de

l'ordre de 100 K pour la température d'ouverture du pseudogap T �. Nous rappelons

1Nous rappelons néanmoins que des mesures de ré�e
tivité ont mis en éviden
e dans les 
uprates
l'existen
e de 
harges itinérantes (responsables d'un pi
 de Drude) et de 
harges lo
alisées (res-
ponsables d'un pi
 dans le régime de l'infrarouge lointain) [?℄.
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qu'il y a un fa
teur de
p
2 entre la 
onstante de 
ouplage v de l'hamiltonien (2.3)

que nous utilisons dans 
e travail et l'hamiltonien du BFM utilisé habituellement dans

la littérature à 
ause de la dé�nition de pseudospin que nous 
onsidérons. En 
e qui


on
erne le potentiel 
himique, sa valeur exa
te sera �xée pour garantir la 
onservation

de la 
harge totale ou pour étudier le système en fon
tion du remplissage. Nous nous

intéressons prin
ipalement au régime ave
 � pro
he et inférieur à �B
2
.

2.3. Résumé des prin
ipaux résultats dûs au BFM

Le BFM est un modèle phénoménologique relativement simple qui permet d'analy-

ser 
ertains aspe
ts fondamentaux de la physique des supra
ondu
teurs à haute tem-

pérature 
ritique. Dans les années qui ont suivi son introdu
tion, une série de travaux

a permis de 
al
uler un ensemble de 
ara
téristiques physiques intéressantes et surtout

de prévoir l'existen
e du pseudogap dans les 
uprates [?℄.

Ce dernier phénomène est 
onsidéré, aujourd'hui, 
omme un point 
lé dans la 
om-

préhension de la physique des supra
ondu
teurs à haute température 
ritique. Comme


ela l'a déjà été mentionné dans l'introdu
tion, on peut véri�er expérimentalement

que dans les HTSC, au 
ontraire des LTSC, la phase supra
ondu
tri
e est pré
édée,

quand on baisse progressivement la température, d'une région délimitée par la tem-

pérature de 
ross-over T � où les éle
trons 
ommen
ent à s'apparier pour former des

îlots de supra
ondu
tivité dé-
orrélés en phase entre eux. C'est dans 
ette région que

le pseudogap se manifeste 
omme une diminution du poids spe
tral des ex
itations

éle
troniques autour du potentiel 
himique. Les te
hniques de spe
tros
opie par photo-

émission résolues en angle (ARPES) [?, ?℄ ont permis, ave
 d'autres te
hniques 
omme

la spe
tros
opie tunnel [?℄, d'étudier expérimentalement en détail 
e phénomène (pour

une revue générale voir [?℄). Aujourd'hui, même s'il n'y a pas en
ore de 
onsensus sur

l'origine du pseudogap, 
ertains faits sont bien établis : le pseudogap est présent dans

tous les HTSC et il y a un a

ord général sur la gamme de dopage et de température

où il apparaît ; la phase supra
ondu
tri
e et le pseudogap ont en 
ommun une symé-

trie de type d du paramètre d'ordre. On remarque aussi que l'e�et que le pseudogap

a sur toutes les quantités physiques du système, 
omme la 
haleur spé
i�que ou les

propriétés de transport, indique une forte déviation des propriétés de liquide de Fermi

dans la phase dite �phase de pseudogap� des HTSC.

L'idée de mettre en relation le BFM ave
 les HTSC est née au milieu des années

quatre-vingt dix [?℄ et depuis 
e moment, la phase supra
ondu
tri
e et surtout la phase

pseudogap de 
e modèle ont été étudiées de façon détaillée à l'aide de nombreuses
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te
hniques :

� la méthode des fon
tions de Green standard a été utilisée [?, ?℄ pour étudier

le 
omportement de la phase pseudogap en fon
tion de la température et du


ouplage v entre bosons et fermions. Cette te
hnique ne pouvait pas tenir 
ompte

de la nature de 
oeur dur des bosons et l'étude était don
 limitée à un dopage

assez bas où la forte dilution des bosons permettait de négliger la répulsion à


ourte portée de 
es parti
ules. Dans une autre étude utilisant les équations

obtenues ave
 
ette même te
hnique diagrammatique [?℄, on 
onsidère plus en

détail la transition vers la phase supra
ondu
tri
e et on met en éviden
e la

di�éren
e entre la température T �, en-dessous de laquelle les paires sont formées,

et la température T �
B, en-dessous de laquelle 
es paires a
quièrent de l'itinéran
e

et sont responsables d'un e�et Meissner transitoire et d'une 
ondu
tivité optique

du type de Drude. Dans 
e même arti
le les auteurs étudient en plus la variation

de T � en fon
tion de l'anisotropie � du système par rapport à la variation de la

température T
 
al
ulée grâ
e au théorème de Hugenholtz-Pines. Ils trouvent une

variation opposée de 
es deux quantités et, en remarquant une similitude entre


ette situation et le diagramme de phase expérimental des HTSC, ils supposent

un lien entre l'anisotropie et le dopage.

� la relation dire
te entre pseudogap et formation de bosons dans le BFM peut

être mise en éviden
e ave
 un 
al
ul dans la limite atomique [?℄. Dans 
e 
as,

on suppose nul le terme de saut éle
tronique t, 
e qui rend le modèle dire
te-

ment diagonalisable. Le résultat montre une fon
tion spe
trale pour les éle
trons


ara
térisée par trois p�les dé
rivant un 
omportement non-bonding ainsi que

bonding et anti-bonding. En baissant la température, le poids spe
tral 
orres-

pondant aux ex
itations non-bonding se réduit, tandis que 
elui 
omportant des


ara
tères bonding et anti-bonding augmente.

� la méthode de 
hamps moyen dynamique, utilisée dans le 
as d'un nombre in�ni

de dimensions, a permis d'étudier la transition métal-isolant dans le BFM [?℄.

Cette te
hnique permet de prendre en 
ompte la forte répulsion à 
ourte portée

des bosons (
oeur dur), mais elle ne permet pas de traiter l'itinéran
e de 
es

parti
ules, en laissant ainsi de 
�té une partie importante de la dynamique du

système.

� la brisure des propriétés de liquide de Fermi de la phase pseudogap est bien mon-

trée par le BFM [?℄. Même si les expérien
es ARPES suggèrent que les propriétés

du liquide de Fermi sont seulement partiellement e�a
ées dans 
ette phase, en

indiquant 
omme plus appropriée une vision de liquide de Fermi marginale plus
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qu'une vision de vrai non-liquide de Fermi, il faut dire que le BFM montre déjà,

sans 
ontenir au
une information spé
i�que sur la stru
ture 
ristalline des maté-

riaux réels, des détails que le modèle de Hubbard attra
tif, auquel il est souvent


omparé, ne 
ontient pas [?℄.

� la phase supra
ondu
tri
e du modèle a aussi été analysée. Grâ
e à la te
hnique de


hamp moyen le BFM a été utilisé pour tester l'hypothèse selon laquelle la phase

supra
ondu
tri
e peut induire un état ma
ros
opique quantique 
ohérent dans

le sous-système phononique [?℄. Cette idée, supportée par des expérien
es de ion


hanneling [?℄ a été ultérieurement analysée et a

ompagnée par des suggestions

pour la véri�er expérimentalement [?℄.

Dans toutes les études que nous venons de 
iter, la nature de 
oeur dur des bosons

n'était pas prise en 
onsidération ou, si elle l'était, 
ela impliquait de renon
er à in-


lure l'itinéran
e des bosons. Pourtant, 
es deux e�ets sont d'importan
e 
apitale pour

déduire le vrai diagramme de phase du modèle. Comme nous l'avons vu, une tentative

pour trouver 
e diagramme a été faite [?℄ en essayant de mettre en relation la varia-

tion de T
 et T � en fon
tion du degré d'anisotropie du système ave
 la variation de


es mêmes quantités en fon
tion du dopage. Néanmoins, le résultat a été peu probant,


ar la variation relative de T � par rapport à T
 était trop petite pour justi�er une


omparaison ave
 le vrai diagramme de phase des HTSC.

Le but de 
ette thèse est d'étudier l'hamiltonien du BFM (2.3) ave
 une te
hnique

qui permet de tenir 
ompte de la nature de 
oeur dur des bipolarons et de leur itiné-

ran
e. Comme nous le verrons, les fortes 
orrélations entre parti
ules sont responsables

d'un diagramme de phase du BFM très similaire à 
elui expérimental des HTSC ave


une variation de T � opposée par rapport à 
elle de T
.

2.4. Étude du BFM par la te
hnique des fon
tions

de Green ave
 des opérateurs de pseudospin

Pour étudier le BFM en tenant 
ompte de la nature de 
oeur dur des bosons, nous

avons utilisé une te
hnique diagrammatique développée dans les années soixante par

Larkin, Vaks et Pikin [?, ?℄ pour étudier les systèmes de spin. Plus tard, 
ette te
hnique

a été étendue et simpli�ée par Izyumov et Skryabin[?℄. Nous résumons i
i les points

fondamentaux de 
ette te
hnique et de son appli
ation au BFM, en laissant les détails

pour l'appendi
e A.
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2.4.1. Cal
ul des équations du système

Le point de départ sont les deux fon
tions de Green pour les fermions et les bosons

que nous voulons 
al
uler :

Gus (� ; �
0) = � 
Te
u�(�)e
+s�(� 0)�

Kus(� ; �
0) =

D
TfSu

�
(�)eS+s (� 0)

E
où les opérateurs sont 
eux déjà introduits dans les paragraphes pré
édents, mais

ils sont i
i exprimés en notation de Heisenberg. Suivant la te
hnique standard nous

pouvons exprimer tous les opérateurs en notation d'intera
tion :

Gus (� ; �
0) =

n
� 
T
u"(�)
+s"(� 0)�(�)�0o


Kus (� ; �
0) =

�

TS�u (�)S+s (� 0)�(�)

�
0

	



où l'index 
 nous rappelle que seuls les diagrammes 
onne
tés doivent être pris en


onsidération. La fon
tion � est :

�(�) =
1X
n=0

(�1)n

n!

Z �

0

� � �
Z �

0

d�1 : : : d�nT fHint(�1) : : :Hint(�n)g :

Nous avons ainsi exprimé les deux fon
tions de Green 
omme une somme de termes


omposés par un produit mixte d'opérateurs fermioniques et de spin. Grâ
e à l'hy-

pothèse que 
es deux types d'opérateur 
ommutent, nous pouvons traiter séparément

la moyenne des opérateurs de spin et la moyenne des opérateurs fermioniques. Cette

dernière peut être réduite en produit de moyennes plus simples grâ
e au théorème

de Wi
k standard. Pour étudier les moyennes des opérateurs de spin, par 
ontre, une

version alternative du théorème a été développée [?℄ 
ar sa forme standard n'est pas

valable à 
ause des relations de 
ommutations des opérateurs de spin mêmes. Un terme

de la série peut s'é
rire, grâ
e à 
e nouvel outil, de la manière suivante :
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T
�
S�1
1 (�1)S

�
0 (�)S

�2
2 (�2) : : : S

�n
n (�n)

��
0

= Y10(� � �1) < T
n�

S�1
1 ; S�

0

�
�1
S�2
2 : : : S�n

n

o
>0

+ Y20(� � �2) < T
n
S�1
1

�
S�2
2 ; S�

0

�
�2
: : : S�n

n

o
>0

+ : : :+

+ Yn0(� � �n) < T
n
S�1
1 S�2

2 : : :
�
S�n
n ; S�

0

�
�n

o
>0

ave
 :

Yi0(� � �i) = Æi0e
�E0(���i)

(
(1 + ny) � < �i

ny � > �i

ny =
1

e�y � 1
y = �E0:

En utilisant 
ette relation ré
ursivement nous pouvons réduire 
haque terme de la

série en une somme de produits de fon
tions de Green libres et de moyennes du type

hSz
1 : : : S

z
ni0 à évaluer par rapport à l'hamiltonien non perturbé (�B � 2�)

P
i

�
Sz
i +

1
2

�
.

À leur tour 
es moyennes peuvent être exprimées par des 
umulants selon la règle

suivante :

hSz
i i0 = b(y) = nB � 1

2

Sz
i S

z
j

�
0

= b2 + b0Æij; b2 + b0 =
1

4

Sz
i S

z
jS

z
k

�
0

= b3 + b0b(Æij + Æjk + Æik) + b00ÆijÆjk; b3 + 3bb0 + b00 =
1

4
b

...

Nous obtenons ainsi pour la fon
tion de Green fermionique et bosonique une série de

termes qui peuvent être transformés (selon des règles di�érentes de 
elles standard


ar il faut aussi prendre en 
ompte les 
umulants) en diagrammes de Feynman. À

l'aide du tableau des 
orrespondan
es A.1, nous obtenons les diagrammes qui sont

reportés en détails dans les �gures A.4 et A.5 (seuls les termes aux ordres les plus

bas sont reportés). Resommer 
es diagrammes en tenant 
ompte des 
umulants à tous

les ordres s'est révélé être une tâ
he impossible. Nous nous sommes don
 limités à

resommer seulement les diagrammes ave
 les 
umulants b et b0: Les équations ainsi
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obtenues (reportées dans l'appendi
e A) peuvent être ultérieurement simpli�ées en

ignorant les termes proportionnels à b0. Cette opération est justi�ée par deux points :

(i) la 
ara
téristique de 
oeur dur est qualitativement déjà prise en 
ompte de façon


orre
te dans la fon
tion de Green bosonique nue grâ
e au 
umulant b. (ii) Nous

avons résolu les équations in
luant b et b0 pour plusieurs remplissages et températures,


onstatant toujours une 
orrespondan
e quantitative a

eptable entre 
es solutions et

les solutions des équations in
luant seulement b.

Les équations �nales sur lesquelles nous nous sommes 
on
entrés sont don
 :

G(k; !n) =
1

i!n � "k � �(k; !n)

K(q; !m) =
b

i!m � E0 � b�(q; !m)

�(k; !n) = � v2

�N

X
q;m

G(q � k; !m � !n)K(q; !m) (2.4)

�(q; !m) =
v2

�N

X
k;n

G(q � k; !m � !n)G(k; !n)

Le niveau énergétique des bosons est mesuré à partir du potentiel 
himique E0 =

�B � 2� et la relation de dispersion nue pour les fermions est :

"k = D � D

Nz

X
<ri 6=rj>

eik(ri�rj);

N est le nombre de sites du réseau et z est le nombre de pro
hes voisins d'un site. Les

fon
tions de Green et leurs self-énergies sont exprimées dans l'espa
e de Fourier et de

Matsubara et sont liées aux fon
tions dans l'espa
e réel par les relations :

Gus(�; �
0) = �hT [
u�(�)
+s�(� 0)℄i

=
1

N�

X
k;n

eik(ru�rs)�i!n(���
0)G(k; !n);

Ku;s(�; �
0) =



T
�
��u (�)�

+
s (�

0)
��

=
1

N�

X
q;m

eiq(ru�rs)�i!m(��� 0)K(q; !m): (2.5)

où !n = �
�
(2n + 1) et !m = �

�
2m ave
 n;m 2 Z. L'ensemble d'équations ave
 b et

b0, reporté dans l'appendi
e A, a aussi été résolu, mais 
omme i
i nous nous sommes
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intéressés seulement aux propriétés physiques robustes, nous n'avons pas 
her
hé à

rentrer dans une analyse quantitative trop poussée. Nous avons simplement résolu 
es

équations pour 
ertains 
as pré
is a�n de 
on�rmer qu'il n'y a pas de 
hangements

qualitatifs dans les résultats obtenus ave
 les équations (2.4).

2.4.2. Solutions des équations

Pour résoudre numériquement les équations (2.4), nous 
hoisissons de travailler

ave
 une zone de Brillouin unidimensionnelle. Cela nous o�re un gros avantage 
ar la


omplexité des 
al
uls est 
onsidérablement réduite. Physiquement, 
e 
hoix n'est pas

trop 
ontraignant, vu que nous nous sommes surtout intéressés aux 
ara
téristiques

générales des propriétés spe
trales des éle
trons et des paires d'éle
trons. Naturelle-

ment, quand nous voulons 
omparer nos 
al
uls à la physique des HTSC, nous devons

le faire seulement dans les régions de la zone de Brillouin où le pseudogap est le plus

marqué, 
'est-à-dire autour des points M (hot spots). Dans 
es régions, nos résultats

sont 
omparables aux fon
tions spe
trales ARPES ave
 un ve
teur d'onde parallèle à

la dire
tion [0,0℄-[0,�℄ et aux mesures de transport dans la même dire
tion ou dans la

dire
tion perpendi
ulaire aux plans ab; vu que dans 
es 
as la mobilité est 
ontr�lée

par le pseudogap dans les points M de la zone de Brillouin.

Les fon
tions de Green et les self-énergies seront é
hantillonnées aux points k = 2�
N
�

ave
 � 2 [�N
2
; :::; N

2
� 1℄ (de même pour q), !n = �

�
(2n + 1) et !m = �

�
2m ave


n;m 2 Z. Les entiers �; n et m serviront à indexer les tableaux bidimensionnels où

nous sto
kerons les é
hantillons ; pour 
e faire, nous devrons limiter le nombre de

fréquen
es de Matsubara à prendre en 
onsidération : nous avons 
hoisi un nombre

2Mf = 200 qui s'est révélé satisfaisant pour la gamme de température que nous avons

étudiée. Naturellement, plus la température 1
�
diminue, plus le maillage en fréquen
e

devient serré et étendu à un domaine réduit. Cependant, le support des fon
tions à


al
uler se réduit aussi, de façon à 
e que le nombre de points que nous avons 
hoisi

reste su�sant (pour 
ertains taux de remplissage) jusqu'à une température � = 400D

(où D est la moitié de la bande éle
tronique). Le nombre de points dans la zone de

Brillouin sera N = 196. Ave
 
e 
hoix du maillage, nous avons obtenu les résultats

ave
 la pré
ision voulue en maintenant le temps de 
al
ul raisonnablement bas.

Le 
al
ul des self-énergies né
essite la somme sur les fréquen
es !m et !n pour

m;n = �1 : : :1: Pour l'e�e
tuer, les fon
tions de Green ont été approximées en

dehors de la fenêtre �Mf : : :Mf ave
 les fon
tions nues G0 et K0 et leur 
ontribution

a été 
al
ulée analytiquement (pour plus de détails sur 
e 
al
ul et sur le 
hoix du

maillage voir l'appendi
e B)
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L'algorithme de solution 
onsiste tout d'abord à approximer les fon
tions de Green

G et K ave
 les fon
tions de Green nues G0 et K0, puis à 
al
uler les self-énergies. Ces

dernières nous permettent de 
al
uler une approximation plus pré
ise des fon
tions G

et K qui sera à nouveau utilisée pour le 
al
ul des self-énergies. Le pro
essus s'arrête

quand on obtient la 
onvergen
e, 
'est-à-dire quand l'erreur ainsi dé�nie :

� =

P
�;n jGstep i(�; n)�Gstep i�1(�; n)jP
�;n jGstep i(�; n) +Gstep i�1(�; n)j

est inférieure à un seuil qui dans nos 
al
uls varie, selon les 
as, de 10�9 à 10�11. La

solution ainsi obtenue pour un potentiel 
himique � �xé au début du 
al
ul, nous

permet de déterminer le taux de remplissage du système :

ntot = 2nF + 2nB;

où les nombres de bosons et de fermions sont respe
tivement :

nF =
1

2
+

1

�N

X
�;n

G(�; n)

nB =
2

�N

X
�;m

e�i!m0�K(�;m):

En 
hangeant le potentiel 
himique �, nous pouvons modi�er le nombre total de par-

ti
ules ntot de 1 à 2, 
e qui 
orrespond, dans la physique des HTSC, à une large

variation du dopage. Par analogie ave
 les études des supra
ondu
teurs à haute tem-

pérature 
ritique, nous parlerons de région de sous-dopage pour n0 � ntot � 2 et de

région de dopage optimal ou sur-dopage pour 1 � ntot � no ave
 n0 ' 1:1 pour notre


hoix de paramètres. Nous remarquons que la quantité 1 � nF , liée au dopage par

trous, diminue lorsqu'on a une augmentation du remplissage ntot.

Les solutions obtenues pour G(�; n) et K(�;m) doivent être 
ontinuées analytique-

ment pour qu'il soit possible de 
al
uler les propriétés physiques du système. Formel-

lement il s'agit de 
al
uler la limite suivante :



30 Chapitre 2. Le modèle Boson-Fermion : généralités

Gret(k; !) = lim
i!n!!+i0�

G(k; i!n)

Kret(q; !) = lim
i!m!!+i0�

K(k; i!m):

Pour 
e faire, étant donné que nous ne 
onnaissons pas la forme analytique des solutions

des équations, il faut auparavant trouver une approximation des fon
tions sur tout le

plan 
omplexe grâ
e à une 
ontinuation analytique, et après 
al
uler la valeur de 
es


ontinuations sur une ligne parallèle et pro
he de l'axe réel (dans l'appendi
e B nous

dis
utons de 
ombien 
ette ligne doit se rappro
her de l'axe). Pour reproduire de façon

satisfaisante le 
omportement des fon
tions sur l'axe de Matsubara et pour trouver une

approximation analytique �able sur tout le plan 
omplexe, la te
hnique de Padé a été

utilisée. Il s'agit d'une approximation par fra
tions 
ontinues, largement utilisée dans le

domaine de la physique du problème à N 
orps, qui nous a permis, sous la 
ontrainte

que les solutions des équations 2.4 soient déterminées ave
 une pré
ision élevée, de

reproduire �dèlement la stru
ture des fon
tions spe
trales et du pseudogap.

Solutions des équations standard

Dans les 
hapitres suivants, nous serons plusieurs fois amenés à 
omparer les résul-

tats obtenus en résolvant les équations pré
édentes ave
 les résultats liés au problème

du BFM sans 
oeur dur. De 
ette manière, nous pourrons évaluer l'importan
e des

fortes répulsions à 
ourte portée des bosons et leur e�et sur le 
omportement du

système. Pour 
e faire, nous avons résolu les équations obtenues en appliquant la te
h-

nique standard des diagrammes de Feynman à l'hamiltonien du BFM ; les opérateurs

S� sont dans 
e 
as 
onsidérés 
omme des opérateurs bosoniques standard et don
 il

peuvent être traités à l'aide du théorème de Wi
k traditionnel. Les équations �nales

ainsi obtenues sont similaires aux équations 2.4 si on impose, dans 
es dernières, la


ondition b = 1. Cela simpli�e l'algorithme de solution 
ar dans 
e 
as nous n'avons

pas besoin de nous sou
ier de la renormalisation de b et éventuellement du fait que,

entre une itération et une autre, b peut 
hanger de signe ou s'appro
her trop de zéro.

Pour déterminer le potentiel 
himique, il faut utiliser les formules pour la densité des

bosons nB 
al
ulée à partir de la fon
tion de Green pour les bosons sans 
oeur dur.
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2.4.3. Le modèle XY sur deux sites

Nous remarquons que la physique d'un gaz de bosons de 
oeur dur et sa transi-

tion vers une phase super�uide est déjà 
ontenue dans un modèle de type XY [?℄.

L'hamiltonien sur deux sites :

H = �2J
�
S+
1 S

�
2 + S+

2 S
�
1

�
+ E0 (S

z
1 + Sz

2) ;

résoluble analytiquement, est su�sant pour avoir une idée générale de la physique

sous-ja
ente au problème que nous étudierons. Les opérateurs sont les opérateurs de

pseudo-spin S dé�nis dans le paragraphe 2.2, E0 est le niveau d'énergie des bosons et

J est le 
oe�
ient d'é
hange. Dans l'appendi
e C nous reportons les résultats de la

diagonalisation de la matri
e asso
iée à H, nous 
al
ulons la fon
tion spe
trale AB
ij(!) :

AB
ij(!) =

2�

Z

X
n;m

�
e��Em � e��En

�
S�1nmS

+
2mnÆ(! � Em + En)

et sa transformée dans l'espa
e ré
iproque eAkl(!) :

eA11(!) = 2AB
11(!)� 2AB

12(!)eA22(!) = 2AB
11(!) + 2AB

12(!)eA12(!) = eA21(!) = 0

La densité d'états est :

�(!) =
X
lk

eAlk = 2 eA11 =

=
2�

Z
f[sinh(�J)� sinh(�E0)℄ Æ(! + J � E0)+

� [sinh(�J) + sinh(�E0)℄ Æ(! � E0 � J)g

Nous traçons l'évolution de 
ette fon
tion généralisée, 
onstituée par deux deltas de

Dira
, en fon
tion de E0 et pour un 
oe�
ient d'é
hange J �xé à 0:1 (�gure 2.2 et 2.3).

Pour E0 > J , les deux pi
s se trouvent à deux fréquen
es positives et, en diminuant la

valeur de E0, ils s'appro
hent de zéro ; leur hauteur reste plus ou moins 
onstante, sauf

dans une petite région autour de zéro, où elle dé
roît rapidement quand on diminue

E0 jusqu'à la disparition totale de l'un des deux pi
s dans le 
as E0 = J (�gure 2.3).
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Fig. 2.2. � Densité d'états �(!) pour le 
as J=0.1 et pour trois valeurs di�érentes de
E0.

Pour E0 < J , l'un de deux deltas de la fon
tion spe
trale se trouve à une fréquen
e

négative et a un signe opposé par rapport à l'autre. Dans le 
as E0 = 0, on a une

situation antisymétrique.

2.5. Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons tout d'abord introduit les 
on
epts de polaron et de

bipolaron, autour desquels, historiquement, le modèle Boson-Fermion a été formulé.

Ensuite nous avons introduit l'hamiltonien du modèle et le 
hoix des paramètres qui

a été fait. Le bref résumé des prin
ipaux résultats du BFM nous a montré la né
essité

d'une étude qui tient 
ompte de la nature de 
oeur dur des bosons, 
e qui nous a

amené à employer une te
hnique appropriée pour résoudre le problème à traiter.



2.5. Con
lusion 33

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
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Fig. 2.3. � Densité d'états �(!) pour le 
as J=0.1 et pour trois valeurs di�érentes de
E0 ; nous remarquons que pour E0 = J , l'un des deux pi
s de la fon
tion spe
trale est

entré sur zéro et a une hauteur nulle.
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3. E�et de 
oeur dur dans le BFM

La nature de 
oeur dur des paires bosoniques préformées 
omporte des di�éren
es

importantes dans le modèle boson-fermion par rapport au 
as où les parti
ules en

question sont 
onsidérées 
omme des bosons standard. Les grandeurs a�e
tées les plus

importantes sont la température T � d'ouverture du pseudogap, la variation ave
 la

température du nombre de bosons nB et 
elle de la densité des états éle
troniques.

Dans 
e 
hapitre nous présenterons les résultats obtenus en résolvant les équations


ouplées dont nous avons parlé dans le 
hapitre pré
édent, qui tiennent 
ompte de l'ef-

fet de 
oeur dur, et nous ferons une 
omparaison ave
 le 
as où 
et e�et est négligé. De

plus, nous montrerons la di�éren
e entre nos résultats et 
eux dans la limite atomique,

où l'e�et de l'itinéran
e des éle
trons est supprimé. Partout où 
ela est possible, les

di�érentes grandeurs sont étudiées en fon
tion de la température T et du remplissage

ntot. La température peut être dire
tement 
hoisie ave
 la plus grande pré
ision, par


ontre le remplissage est à déterminer en adaptant en 
onséquen
e le potentiel 
hi-

mique � au début du 
al
ul numérique. Nous nous sommes toujours assurés que, dans

les résultats qui suivent, la pré
ision 
hoisie pour �xer ntot ( � 10�3 ) est su�sante pour

que les e�ets de la température et du remplissage puissent être 
lairement distingués.

3.1. La symétrie parti
ule-trou

Prendre en 
ompte l'e�et de 
oeur dur des bosons nous permet d'introduire une

des
ription par trous �bosoniques� du système, étant donné que le nombre par site des

paires préformées est limité à 1. En transformant l'hamiltonien du BFM H("k; E0; v)

par une transformation parti
ule-trou :


+k� $ 
k�

�+i $ ��i

35
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et en e�e
tuant la transformée de Fourier nous obtenons l'hamiltonien du système

dé
rit par les opérateurs des trous :

H t =
X
k�

(�"k)
+k�
k� + E0
X
i

�
1

2
� Sz

i

�
� v

X
i

�
S+i 
i#
i" + S�

i 

+
i"


+
i#

�
où les E0; v; D ont la signi�
ation donnée dans le 
hapitre pré
edent. L'hamiltonien

dans le formalisme des trous est identique à 
elui dans la représentation des parti
ules

si on pose :

Et
0 = �E0
"tk = �"k
vt = �v

Fixons �B
2

= D et imaginons que l'on ait résolu notre problème en utilisant l'hamil-

tonien H("k; E0; v) pour un � �xé tel que � < �B
2
. Dans 
e 
as, nous sommes dans

la situation dé
rite par la partie a de la �gure 3.1 et ave
 E0 = �B � 2� > 0 et

"k = jD � �j+D 
os(k). On 
omprend alors que, si nous sommes intéressés au 
as sy-

métrique au pré
édent dé
rit par la partie b de la �gure 3.1, ave
 �0 = �B
2
+
�
�B
2
� �

�
,

E0 = � j�B � 2�j < 0 et "k = � jD � �j �D 
os(k), au lieu de résoudre le problème

à nouveau nous pouvons utiliser l'hamiltonien des trous, pour lequel maintenant nous

avons :

Et
0 = �E0 = �B � 2� > 0

"tk = jD � �j+D 
os(k) (3.1)

vt = �v

Si maintenant on pose1 k ! kt + �, on a "tk = jD � �j � D 
os(k) et l'hamiltonien

des trous est don
 identique à 
elui qu'on avait pour le 
as de la �gure 3.1a sauf pour

le signe de l'intera
tion qui, en intervenant toujours au 
arré, n'aura pas d'e�et. La

1Cette transformation revient à travailler ave
 une zone de Brillouin dé
alée par rapport à 
elle
standard. Cela n'a�e
te pas les résultats physiques à 
ause de la périodi
ité en k.
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ξκξκ

µ2D

b

2D
µ

∆Β /2∆Β /2

a k k

Fig. 3.1. � Dispersion des fermions et niveaux d'énergie dans les BFM. La 
ourbe
en gras représente la dispersion des fermions mesurée à partir du bas de la bande
éle
tronique (dans le 
as sans intera
tion v = 0 on a �k = D�D 
os(k)). �B

2
représente

le niveau d'énergie par éle
tron des bosons.
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solution du problème est don
 déjà trouvée en termes des trous et il su�t de se rappeler

les relations :

ntF (k) = 1� nF (k)

ntB =
1

2
� < Sz >= 1� nB

qui lient la densité des parti
ules ave
 la densité des trous pour ré
upérer les résultats

en termes des parti
ules. On remarque que tout 
ela est vrai seulement si �B
2

= D,


'est-à-dire quand le niveau des bosons est au 
entre de la bande éle
tronique 
ar dans

le 
as 
ontraire la symétrie parti
ule-trou n'est plus respe
tée.

D'un point de vue intuitif, la 
ompréhension de 
e 
omportement symétrique est

immédiate si on se souvient que notre système est équivalent à un système de spins

orientés dans la dire
tion z d'un 
hamp magnétique E0. La relation nB = Sz + 1
2
nous

dit qu'un spin �up� 
orrespond à la présen
e d'une parti
ule et un spin �down� à son

absen
e ; une fois la dire
tion du 
hamp �xée, les spins tendent à s'aligner ave
 lui

pour minimiser l'énergie du système E0

�
Sz + 1

2

�
. En 
as de basse densité, nous avons,

par exemple, la situation de la �gure 3.2a ave
 � < �B
2

et don
 E0 = �B�2� > 0. Par


ontre, dans le 
as symétrique à haute densité, le 
as de la �gure 3.2b s'applique ave


� > �B
2

et don
 E0 = �B � 2� < 0. Dans les deux 
as, la physique est uniquement

déterminée par la dire
tion du 
hamp magnétique de module E0 par rapport à la

dire
tion des spins et don
 les deux 
as symétriques de �gure 3.2 doivent se 
omporter

de façon identique.

3.2. Densité d'états fermioniques du BFM

Une fois les équations 
ouplées du modèle résolues numériquement, nous avons à

notre disposition la fon
tion de Green G pour les fermions, d'où on peut extraire les

di�érentes propriétés physiques liées à 
e système. Nous nous intéressons i
i première-

ment à la densité d'états qui est dé�nie de la façon suivante [?℄ :

�(!) = � 1

�N
=m

(
lim

i!n!!+iÆ

X
q

G(q; !n)

)

et qui nous renseigne sur la distribution des états. Numériquement, �(!) est 
al
ulé

par une 
ontinuation analytique de Padé [?℄. Dans la �gure 3.3, on voit qu'elle pré-

sente, par rapport à la stru
ture générale de la densité d'états d'un système d'éle
trons
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|E0 |

|E0 |

(a)

(b)

-

Fig. 3.2. � Système simpli�é similaire à 
elui du BFM. Le spin �up� indique la présen
e
d'une parti
ule et le spin �down� représente son absen
e. Nous montrons un 
as de basse
densité (a) et un 
as de haute densité (b) en bosons qui ont les potentiels 
himiques
se situant de façon symétrique respe
tivement au-dessus et en-dessous de la moitié de
la bande éle
tronique.
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Fig. 3.3. � Densité d'états fermioniques. Sa stru
ture générale est similaire à 
elle de
la densité d'un système d'éle
trons libres en 1D. La di�éren
e prin
ipale est l'ouver-
ture d'un 
reux au niveau du potentiel 
himique (! = 0). Les déformations au bord
de la bande sont dues aux singularités de Van-Hove, di�
ilement reprodu
tibles par
l'approximation de Padé. La 
on
entration de bosons nB est reportée pour en donner
l'ordre de grandeur. Naturellement, si on �xe ntot, nB varie ave
 la température et
il sera di�érent pour les trois 
ourbes i
i reportées. Même remarque pour les �gures
suivantes.
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Fig. 3.4. � Détail de la densité d'états fermioniques autour du potentiel 
himique pour
trois 
on
entrations di�érentes. Le pseudogap devient de plus en plus évident quand
on baisse la température et qu'on augmente la densité totale de parti
ules ntot (liée au
nombre de bosons nB).

libres en 1D, un pseudogap autour du potentiel 
himique qui est de l'ordre du 
ou-

plage éle
tron-boson 2 . Cette diminution d'états fermioniques disponibles est montrée

plus 
lairement dans la �gure 3.4 où son évolution en fon
tion de la température est

reportée pour trois 
on
entrations ntot di�érentes. Pour ntot = 1:65 et ntot = 1:20, on

remarque l'augmentation de la taille du pseudogap quand on baisse la température.

On remarque aussi l'existen
e d'une température 
ritique T � au-dessus de laquelle la

densité d'états est essentiellement non renormalisée. Pour T < T �, les états fermio-

niques disparaissent près du potentiel 
himique pour se redistribuer sur les 
�tés et,

plus la densité des bosons nB est élevée, plus l'e�et du pseudogap est évident. Cette

redistribution d'états est le signe de la formation de 
ooperons [?℄, 
'est-à-dire des

paires de Cooper dotées d'un moment qui, pour des températures plus basses qu'une


ertaine température 
ritique T
, entrent dans une phase super�uide, responsable des

propriétés supra
ondu
tri
es du système.

Pour mieux étudier les 
ara
téristiques du pseudogap, nous avons tra
é en ligne


ontinue dans la �gure 3.5 la quantité �min (qui représente le minimum lo
al de �(!) au


entre de la bande) en fon
tion de la densité ntot et pour des températures di�érentes.

Pour des températures assez élevées, la quantité �min est pratiquement 
onstante et

2L'énergie ! est mesurée par rapport au potentiel 
himique �.
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Fig. 3.5. � Variation du minimum de la densité d'états autour du potentiel 
himique.
Le résultat du 
al
ul ave
 bosons de 
oeur dur (en ligne 
ontinue) est 
omparé au
résultat sans 
oeur dur(en tirets). Dans 
e dernier 
as, pour plus de 
larté, seulement
trois 
ourbes sont reportées. En haut à droite, on a les températures 
orrespondant
aux 
ourbes en ligne 
ontinue.



3.2. Densité d'états fermioniques du BFM 43

0 0.1 0.2 0.3 0.4n
B

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

ρ
m

in

T=0.00667

T=0.01000

T=0.02000

T=0.01333

T=0.03333

Fig. 3.6. � Variation du minimum de la densité d'états autour du potentiel 
himique
en fon
tion de la densité des bosons nB. On remarque que, pour de faibles densités,
les 
ourbes ne se 
roisent pas 
ontrairement à 
e qui arrive dans la �gure 3.5

indique l'absen
e d'un 
reux dans la densité d'états. Quand on baisse la température,

l'e�et de l'augmentation de ntot devient plus évident ave
, pour les faibles 
on
entra-

tions, une ouverture rapide qui devient de plus en plus saturée quand on appro
he la

limite ntot = 2 et nB = 0:5. Dans la même �gure, nous montrons en tirets �min 
al
ulé

dans le 
as où l'e�et de 
oeur dur est absent. Naturellement, pour des nB petits les


ourbes à température égale sont très pro
hes dans les deux 
as, 
ar pour de faibles


on
entrations, les intera
tions à 
ourte portée des bosons sont négligeables. Néan-

moins, en augmentant nB, les deux 
as se montrent très di�érents. �min sans 
oeur dur

dé
roît sans qu'il ne sature près de ntot = 2.

Dans la �gure 3.6, nous illustrons �min en fon
tion de nB. Comme on peut le

remarquer, pour nB très bas les 
ourbes ne se 
roisent pas, 
e qui est 
ontraire au


omportement de �min en fon
tion de ntot (�gure 3.5). Ce
i montre bien que, au moins

pour les basses 
on
entrations, le pseudogap dépend de façon subtile de la température

et de la 
on
entration. Dans �gure 3.7, nous montrons la liaison entre nB et ntot

pour di�érentes températures. Quand on �xe ntot (voir la ligne verti
ale en tirets),

à température plus basse 
orrespond un nB plus petit ; au 
ontraire, quand on �xe

nB (voir ligne horizontale), à température plus élevée 
orrespond un ntot plus petit.

En étudiant don
 les 
ourbes �min(nB) pour un nB �xé, il est naturel qu'elles ne se
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Fig. 3.7. � Densité des bosons en fon
tion de la densité totale de parti
ules. La relation
entre les deux est : ntot = 2nB + 2nF .


roisent pas, 
ar le nombre de parti
ules et la température agissent dans le même sens

sur �min : plus T est petit, plus ntot sera grand et don
 plus �min sera petit, 
e qui

implique un pseudogap plus marqué. Au 
ontraire, dans les 
ourbes �min(ntot) pour

un ntot �xé, quand la température baisse, nB baisse aussi. Le résultat sera la somme

de 
es deux 
hangements opposés et les 
ourbes peuvent don
 parfois se 
roiser.

Dans la même �gure, on peut voir en
ore que pour une 
on
entration plus élevée,

la variation relative de nB ave
 la température pour un ntot �xé sera petite (à 
ause des


orrélations à 
ourte portée qui deviennent de plus en plus importantes) et elle aura

don
 très peu d'in�uen
e sur l'ouverture du pseudogap par rapport à la température.

3.2.1. Comparaison ave
 la limite atomique

Si dans l'hamiltonien du modèle boson-fermion nous imposons que le terme de

saut t des éle
trons soit nul, nous obtenons la limite atomique du modèle. Dans 
e 
as

on peut fa
ilement diagonaliser exa
tement le problème tout en prenant en 
ompte

la nature de 
oeur dur des bosons qui, en étant maintenant lo
alisés, se 
omportent


omme des fermions. Cette limite est intéressante en général 
ar l'absen
e d'itinéran
e

des éle
trons élimine pour le système toute possibilité de rentrer dans une phase su-

pra
ondu
tri
e et don
 permet de 
omprendre s'il y a une relation ou non entre 
ette
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phase et le pseudogap. En étudiant 
ette limite [?℄ on remarque l'existen
e de trois

états : le non-bonding, dans lequel les bosons et les éle
trons ne sont pas hybridés ; le

bonding et le anti-bonding qui sont respe
tivement :

jB� > = U j "#> j0)� V j0 > j1)
jB+ > = V j "#> j0) + U j0 > j1)

où U et V sont des 
onstantes qui dépendent des paramètres du système et où on voit

qu'il y a un mélange entre l'état ave
 deux éle
trons j "#> j0) et l'état ave
 un boson

0 > j1). En 
al
ulant la fon
tion de Green à l'aide des équations du mouvement [?℄ on

voit que 
elle-
i est 
omposée de trois p�les 
orrespondant aux trois états en question

qui génèrent la densité :

�(!) = ZF Æ(! � "0) + (1� ZF )
�
V 2Æ(! � "+) + U2Æ(! � "�)

�
L'étude de 
ette fon
tion montre 
lairement que le pi
 ZF Æ(! � "0) 
orrespondant

à l'état non-bonding est intimement lié à l'ouverture du pseudogap 
ar son poids

dé
roît ave
 la température au pro�t de deux autres états. Il peut être 
onsidéré,

don
, 
omme l'équivalent du �min étudié auparavant dans 
e 
hapitre. Dans la �gure

3.8 (a), on observe la variation du pi
 ZF (maintenant appelé �min par analogie ave


la dis
ussion du paragraphe pré
édent) en fon
tion de ntot pour des températures

di�érentes. Comme pour la �gure 3.5, la dépendan
e en température est plus grande

dans le 
as de bande à moitié pleine (ntot = 2) mais i
i, même à très haute température,

la densité spe
trale semble fortement dépendre du remplissage. En plus, dans le 
as

de la limite atomique, la dépendan
e en température est plus marquée que dans le 
as

où les éle
trons sont itinérants (�gure 3.5), où le pseudogap n'est pas 
omplètement

ouvert pour T = 0:0067 et semble plut�t saturer en s'appro
hant du 
as ave
 bande à

moitié pleine. Cela est dû au fait que l'itinéran
e réduit le temps de vie des 
ooperons

et don
 réduit l'é
hange bosons-éle
trons qui est à l'origine du pseudogap. Dans la

partie (b), on voit une 
omparaison de �rel entre le 
as que nous avons résolu de façon

auto-
ohérente et le 
as dans la limite atomique. Les deux 
ourbes ont été normalisées

pour mettre en éviden
e les aspe
ts essentiels ; en parti
ulier pour 
haque 
ourbe on

a :

�rel =
�min(T1)� �min(T = 0:0067)

�min(T1)
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Fig. 3.8. � Variation du poids spe
tral de l'état non-bonding (a) et 
omparaison ave

le 
al
ul auto-
ohérent (b). Dans le 
as du 
al
ul auto-
ohérent, le point pour ntot = 2
a été ajouté par interpolation.
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où T1 est la température pour laquelle �min sature : nous avons utilisé T = 0:2 dans

le 
as de la limite atomique et T = 0:0333 dans le 
as du 
al
ul auto-
ohérent. On

déduit de la �gure que prendre en 
ompte l'itinéran
e des éle
trons modi�e visible-

ment les propriétés de la densité d'états fermioniques, bien que l'on remarque toujours

l'ouverture d'un pseudogap.

3.3. Densité des parti
ules

Dans 
e paragraphe nous étudions la densité des bosons de 
oeur dur et des éle
-

trons. Les densités en fon
tion du ve
teur d'onde (ou nombre d'o

upation) sont don-

nées par :

nFk = < 
+k 
k >

nBq = < b+q bq >

et sont déterminées à partir des fon
tions de Green 
omme expliqué dans l'appendi
e

B ; les densités éle
troniques et bosoniques par site sont la somme normalisée sur tous

les ve
teurs d'onde de nFk et nBq respe
tivement.

3.3.1. Densité par site

Dans la �gure 3.9, nous montrons la dépendan
e de nB en fon
tion de � pour des

températures di�érentes. Même si on ne peut pas 
al
uler les points dans une région

trop pro
he de � = 0:5 pour des raisons numériques, la symétrie parti
ule-trou nous

assure que toutes les 
ourbes doivent passer par nB = 0:5 pour � = 0:5. Ce point a

don
 été ajouté à la main pour présenter le diagramme 
omplet de nB(�). Comme on

peut le 
onstater, la méthode de développement utilisée garantit le 
omportement de


oeur dur des bosons, ave
 une saturation de nB vers la valeur 1 pour des � élevés.

Dans la même �gure, on voit la 
omparaison ave
 nB(�) 
al
ulé sans e�et de 
oeur

dur pour T = 0:01 et, 
omme prévu, le nombre de bosons par site n'est pas limité.

Dans la �gure 3.10, nous avons tra
é en tirets la densité par site dans le 
as d'un

gaz de bosons de 
oeur dur sans intera
tion ave
 les fermions. En absen
e d'itinéran
e

de fermions, les bosons sont lo
alisés, 
'est-à-dire que leur dispersion est indépendante

de q et que, don
, leur densité par site, 
al
ulable à partir de la fon
tion de Green

libre K = b0
i!m�E0

, est : 1
e�(�B�2�)+1

qui re�ète la 
ara
téristique de 
oeur dur et qui

est en a

ord ave
 le fait que les bosons lo
alisés se 
omportent 
omme des fermions.
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Fig. 3.9. � Variation de la densité par site des bosons en fon
tion de � pour des
températures di�érentes (en lignes 
ontinues). La saturation vers 1 est une 
onséquen
e
dire
te de la nature de 
oeur dur des bosons. En tirets on voit la densité des bosons
dans le 
as où l'e�et de 
oeur dur est négligé (T=0.010).
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Fig. 3.10. � Les tirets montrent la densité de bosons par site dans le 
as d'un gaz de
bosons de 
oeur dur lo
alisés (v = 0). La ligne 
ontinue montre 
omment 
ette densité

hange quand un gaz de fermions induit une itinéran
e dans 
e gaz de bosons grâ
e à
une intera
tion d'é
hange 
omme 
elle dé
rite par le BFM .
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En 
omparant 
es 
ourbes ave
 les 
ourbes en 
ontinu, obtenues en tenant 
ompte

des fermions, nous pouvons montrer l'e�et que 
es derniers ont en fon
tion de la

température sur le gaz bosonique. Plus la température est basse, plus 
et e�et est

marqué, 
'est-à-dire que les 
ourbes en 
ontinu et en traits di�èrent. Cela est en a

ord

ave
 le 
omportement du sous-système fermionique qui a une densité d'états de plus en

plus renormalisée quand on baisse la température. Sur la même �gure nous reportons,

dans l'é
helle de droite, la valeur moyenne de l'opérateur de spin < Sz > liée à la

densité des bosons par la relation b =< Sz >= nB � 1
2
. Cette 
ourbe nous permet

de 
omprendre pourquoi l'algorithme numérique pour résoudre les équations 
ouplées


onverge plus di�
ilement près du point nB = 0:5 ; en e�et, pendant les di�érents pas

du 
al
ul, la quantité b os
ille légèrement avant de 
onverger. Cette os
illation, sans


onséquen
e pour des � bas , devient 
ritique pour le 
as de bande moitié pleine, où

de très petites variations du potentiel 
himique impliquent de grandes variations de

nB et, éventuellement, un trop grand rappro
hement de b vers zéro qui implique à son

tour des singularités dans les équations. Nous remarquons en�n le fait que, dans les

di�érentes �gures, pour � très bas le nombre de nB semble être 
onstant au lieu de

tendre fran
hement vers zéro. Cela est la 
onséquen
e du fait que la température n'est

pas nulle et don
 qu'un 
ertain nombre de bosons est toujours virtuellement ex
ité. En

baissant � au-delà d'une 
ertaine limite, don
, on baisse plut�t le nombre de fermions

nF 
omme on peut le voir dans la �gure 3.11 où on 
ompare aussi, pour T = 0:0067,

la densité par site des fermions dans les 
as ave
 et sans intera
tion ave
 les bosons.

La �gure 3.12 montre le mé
anisme de remplissage d'un système régit par l'hamil-

tonien du modèle Boson-Fermion. En augmentant la valeur du potentiel 
himique �

dans la limite de remplissages très bas, le nombre de fermions 
roît rapidement et les

bosons sont presque absents, ex
epté une petite quantité virtuellement ex
itée. Quand

le potentiel 
himique s'appro
he de la valeur �B
2


orrespondant grosso modo à l'énergie

par parti
ule des bosons, 
es derniers 
ommen
ent aussi à être réellement ex
ités et

leur nombre grandit brusquement aux dépens du nombre de fermions qui reste pra-

tiquement bloqué aux environs de 0:5. La raison à 
ela est que jusqu'à 
e que tous

les états bosoniques ne sont pas o

upés, ils restent favorables, au niveau énergétique,

par rapport à 
eux fermioniques. Ce phénomène est 
lairement visible dans la �gure

3.12b, où on voit, pour ntot < 1, le nombre d'éle
trons augmenter rapidement alors

que 
elui des bosons est très bas. Au-delà d'un 
ertain seuil de ntot qui dépend de

la température, on voit le nombre de bosons augmenter alors que 
elui des fermions

sature. Dans un système sans 
oeur dur, augmenter en
ore ntot très au-delà de 
e seuil,

n'aurait presque pas d'e�et sur les éle
trons, et le nombre des bosons 
roîtrait sans
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Fig. 3.11. � En ligne 
ontinue nous représentons la densité par site des fermions pour
deux températures di�érentes. En tirets nous avons reporté la densité 
al
ulée pour
T = 0:0067 et pour le 
as où l'intera
tion ave
 les bosons est supprimée (propagateur
fermionique nu et don
 nF = 1

e�"k+1
)
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Fig. 3.12. � Comparaison entre la variation de nF (en ligne 
ontinue) et nB (en tirets)
en fon
tion de ntot. Dans la partie (b) nous montrons un agrandissement pour plusieurs
températures. Nous remarquons la non linéarité de nB(ntot) pour des 
on
entrations
inférieures à 1.
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Fig. 3.13. � Variation du potentiel 
himique en fon
tion du remplissage.

limite. Néanmoins, dans notre 
as, l'e�et de 
oeur dur bloque le nombre de bosons du

réseau à un par site et don
, une fois les états bosoniques disponibles saturés, aug-

menter en
ore � provoque une nouvelle augmentation rapide de nF 
omme on peut


ommen
er à le per
evoir près de ntot = 3 dans la partie (a) de la �gure en question.

Pour �nir, nous montrons aussi la variation de � en fon
tion du remplissage (�gure

3.13) et nous mettons en éviden
e 
e blo
age du potentiel 
himique, plus ou moins

important selon la température, dû aux bosons et présent dans une large région autour

de ntot = 2. Plus la température est basse, plus la 
ourbe de � tend à s'aplatir autour

du milieu de la bande (ntot = 2) 
ar la largeur de la densité d'états bosonique se réduit

progressivement ave
 la température.

3.3.2. Nombres d'o

upation

Comme toute autre grandeur de notre système, nFk et nBq varient en fon
tion de la

température et du remplissage. La partie (a) de la �gure 3.14 montre le 
omportement

de nFk pour di�érentes températures. Cette �gure nous permet aussi de déterminer le

ve
teur de Fermi kF 
ar, en admettant une symétrie parti
ule-trou pour les éle
trons

valable pour de basses énergies d'ex
itation ! du système, on peut démontrer [?℄ que
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Fig. 3.14. � Nombre d'o

upation fermionique en fon
tion de la température pour un
remplissage �xé (a) et en fon
tion du remplissage pour une température �xée (b).
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Fig. 3.15. � Nombre d'o

upation des bosons en fon
tion de la température (a) et du
remplissage (b).

�nFkF
(T )

�T
= 0 ( dans le 
as où 
ette symétrie est valable pour toutes les ! nous aurions

nFk (kF ) = 0:5 ). Dans la partie (b) de la �gure, nous montrons les 
hangements pour

une température �xée et des remplissages di�érents. La 
on�guration est la même

pour la �gure 3.15 où, 
ette fois, on montre le 
omportement de nBq . Dans la �gure

3.14(a) on peut voir que les trois 
ourbes deviennent de plus en plus raides autour

du ve
teur de Fermi kF quand on baisse la température, 
omme l'on s'y attend. La

�gure 3.15 nous permet également de mettre en éviden
e le rappro
hement de la phase

super�uide. Comme on peut le remarquer, dans la partie (a) le mode q = 0 est de plus

en plus peuplé si on baisse la température 
e qui indique une 
ondensation des bosons

(auxquels les 
ooperons, dont on a parlé auparavant, sont intimement liés). Dans la

partie (b) nous observons que la partie des bosons 
ondensés augmente lorsque l'on

appro
he un remplissage (ou dopage) plus élevé.



56 Chapitre 3. E�et de 
oeur dur dans le BFM

0 0.01 0.02 0.03

T

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

ρ
m

in
(T

)/
ρ

m
in
(T

=
0

.0
3

3
3

) n
tot

=1.0
1.025

1.05

1.10

1.15

1.2

1.3

1.4
1.5

1.656

Seuil 1

Seuil 2

Fig. 3.16. � Les points d'interse
tion des 
ourbes ave
 l'un des deux seuils représentent
les valeurs de T � en fon
tion de ntot.

3.4. Température d'ouverture du pseudogap T
�

La température d'ouverture du pseudogap est une grandeur très dis
utée 
ar,


omme on l'a déjà mentionné, elle représente la température pour laquelle on 
om-

men
e à avoir l'appariement d'éle
trons né
essaire pour la 
réation d'une phase super-

�uide. Sa détermination présente le sérieux problème de dé�nir ave
 un 
ritère obje
tif

la transition entre deux états qui ne sont pas séparés par une transition de phase. Une

solution possible est 
elle d'étudier, à partir du diagramme de la �gure 3.5, l'évolution

de �min en fon
tion de la température pour plusieurs ntot �xés. On obtient ainsi la

�gure 3.16 où �min est représenté normalisé par rapport à sa valeur à T = 0:0333

qui est la plus haute température étudiée. L'interse
tion entre les 
ourbes et le seuil

horizontal 1 arbitrairement �xé est notre dé�nition de T � et son évolution en fon
tion

de ntot est reportée en ligne 
ontinue dans la �gure 3.17. Les points pour ntot > 2

de 
ette dernière ont été retrouvés en utilisant la symétrie parti
ule-trou dont nous

avons parlé au début du 
hapitre. Le 
hoix du seuil, bien que raisonnable, ne peut être

qu'arbitraire à 
ause du fait qu'il n'y a pas i
i une vraie transition entre l'état ave


pseudogap et l'état sans, 
e qui fait qu'au
un paramètre ne montrera une variation
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Fig. 3.17. � Température T � d'ouverture du pseudogap en fon
tion de la 
on
entration
totale de parti
ules. Les 
ourbes représentent le T � 
al
ulé en tenant en 
ompte l'e�et
de 
oeur dur. Les 
arrés se réfèrent par 
ontre au 
as sans 
oeur dur. On remarque le
fait que dans 
e dernier 
as, T � peut augmenter sans limite.

brusque 
ara
térisant la température qui délimite les deux états. Néanmoins, 
hanger


e seuil ne 
hange pas qualitativement le résultat 
omme on peut le voir dans la �gure

3.17 où la ligne en tirets a été tra
ée grâ
e au seuil 2 de la �gure 3.16. Toujours dans


ette �gure, on peut remarquer la grandeur T � 
al
ulée pour le BFM où l'e�et de


oeur dur est négligé : on voit bien que la T �
nor ne tend pas à saturer et l'absen
e de

symétrie parti
ule-trou lui permet d'augmenter au-delà de ntot = 2 où, par 
ontre, le

T �déterminé dans le 
as de 
oeur dur 
ommen
e à redes
endre.

3.5. Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons 
ommen
é à explorer les résultats obtenus en étudiant

le modèle Boson-Fermion en prenant en 
ompte l'e�et de 
oeur dur des bosons. Cela

nous a permis d'étudier pour la première fois le 
omportement du modèle en fon
tion

du remplissage et d'en véri�er les 
onséquen
es sur le pseudogap en parti
ulier. Même

si l'intera
tion à 
ourte portée des bosons en réduit l'ouverture, 
elui-
i est présent
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omme dans le 
as où l'e�et de 
oeur dur est négligé [?℄. Nous avons dé�ni un 
ritère

qui nous permet de déterminer de façon �obje
tive� l'ouverture du pseudogap T � et

nous avons tra
é son évolution en fon
tion du remplissage ntot. Cette dernière 
ourbe

représente une partie du diagramme de phase de 
e modèle que nous 
ompléterons

dans le 
hapitre suivant.



4. Étude des Propriétés Spe
trales

Dans 
e 
hapitre nous étudions les propriétés spe
trales du modèle Boson-Fermion

en fon
tion de la température et du remplissage. Après avoir expliqué le mé
anisme

de dopage nous 
al
ulons, grâ
e aux fon
tions spe
trales, la masse des porteurs de


harges super�uides du système. Comme nous le verrons, elle joue un r�le essentiel

dans la détermination du diagramme de phase. Ce dernier nous permet d'étudier le


omportement du modèle et de mettre en éviden
e les deux mé
anismes di�érents qui

régissent la transition entre la phase normale et 
elle supra
ondu
tri
e dans les 
as

sous-dopé et sur-dopé.

4.1. Mé
anisme de dopage

Doper un système dé
rit par le modèle Boson-Fermion signi�e 
hanger le nombre

de parti
ules totales ntot, 
'est-à-dire 
hanger à la fois le nombre des paires pré-formées

(nB) et le nombre d'éle
trons itinérants (nF ). Ce mé
anisme de dopage qui a�e
te les

deux sous-systèmes éle
tronique et bosonique est assez pro
he de la réalité expérimen-

tale des supra
ondu
teurs à haut T
. Par exemple, d'un point de vue 
himique, pour

l' YBCO, doper implique l'ajout d'un atome d'oxygène dans les 
ou
hes diéle
triques

du matériau 
omme montré dans la �gure 4.1. Pour que la nouvelle 
on�guration


réée soit stable, deux éle
trons doivent être 
édés à l'atome dopant par les atomes

environnants. Dans le 
as de faible dopage, des expérien
es XPS, qui montrent que

le 
hangement du nombre d'ions Cu(1)++ est proportionnel à 2x dans le 
omposé

Y Ba2Cu3O6+x [?℄, indiquent 
lairement que 
e sont les deux ions de 
uivre voisins qui


èdent l'un de leurs éle
trons en se transformant de Cu(1)+ en Cu(1)++. Néanmoins,

en augmentant la 
on
entration d'atomes dopants au-delà d'un 
ertain seuil (x > 0:25

pour Y Ba2Cu3O6+x par exemple), tous les ions Cu(1)+ des plans diéle
triques seront

devenus Cu(1)++ et ils ne pourrons plus 
éder d'autres éle
trons 
ar l'état Cu(1)3+

n'est pas énergétiquement favorable. Ce seront les plans métalliques qui devront 
éder

59



60 Chapitre 4. Étude des Propriétés Spe
trales
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CuO Metallic plane2
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Fig. 4.1. � Stru
ture s
hématique du matériau YBaCuO. À partir de la 
on�guration
isolante Y Ba2Cu3O6+x ave
 x = 0, en oxydant le matériau, on peut ajouter des atomes
d'oxygène O(1) en faisant ainsi varier x entre 0 et 1. Pour x � 0:25 le 
omposé est
supra
ondu
teur à basse température. En même temps, on �oxyde� les ions de 
uivre
Cu(1)+ ! Cu(1)++. En 
hau�ant Y Ba2Cu3O7 en absen
e d'oxygène on peut obtenir
le pro
essus inverse ave
 �rédu
tion� des ions de 
uivre : Cu(1)++ ! Cu(1)+.
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des éle
trons en 
réant ainsi des trous dans la mer de Fermi des plans CuO2. D'autres

expérien
es qui mesurent la taille de la surfa
e de Fermi [?℄, montrent que la 
ourbe de

T
 en fon
tion du dopage est dé
alée par rapport à 
elle qu'on observerait si le dopage

impliquait le 
hangement de 
on
entration d'un seul type de 
harge du système. De

même, des études XAFS [?℄ montrent que pour que la phase supra
ondu
tri
e puisse

exister, le dopage doit mettre en jeu des trous aussi en-dehors des plans métalliques

CuO2.

Dans les paragraphes suivants, nous présentons nos résultats en fon
tion du rem-

plissage ntot et du dopage 1� 2nF . Nous remarquons que, vue la relation entre nF et

ntot (voir �gure 3.12), le remplissage et le taux de dopage 1 � 2nF varient de façon

opposée.

4.2. Fon
tions spe
trales

La fon
tion spe
trale que nous avons utilisée est [?℄ :

AF;B(q; !) = �2Im
�
Bret(q; !)

	
où Bret(q; !) = G(q; i!n ! ! + iÆ) ou Bret(q; !) = K(q; i!m ! !+ iÆ) est la fon
tion

de Green retardée asso
iée respe
tivement aux fermions et bosons dont on veut 
al
uler

les propriétés spe
trales. L'intérêt de 
e type de fon
tion réside dans le fait qu'elle nous

donne des informations dire
tes sur le système : la largeur à mi-hauteur de A(q; !) est

dire
tement liée au temps de vie des quasi-parti
ules et, dans le 
as où 
es quasi-

parti
ules sont bien dé�nies, de ses p�les on peut re
onstruire la relation de dispersion

qui lie le ve
teur d'onde q et l'énergie !.

La fon
tion spe
trale des fermions peut être mesurée expérimentalement ave
 la

photo-émission résolue en angle (ARPES). Il s'agit d'une te
hnique qui a ré
emment

donné des résultats importants pour la 
ompréhension du pseudogap et qui 
onsiste à

envoyer des photons sur un é
hantillon et à mesurer le 
ourant éle
trique généré par leur

absorption. Dans une 
ertaine approximation qu'on peut véri�er expérimentalement

[?℄, le 
ourant I mesuré peut être lié à la fon
tion spe
trale ave
 la formule suivante :

I(k; !) = I0(k)f(!)AF (k; !)

où f est la fon
tion de Fermi, I0(k) un fa
teur indépendant de la température et

de l'énergie !, et AF la fon
tion spe
trale 
al
ulée à partir de la fon
tion de Green
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des fermions G. Même si les éléments de matri
e I0(k) restent di�
iles à déterminer,

on peut quand même obtenir des informations [?℄ sur le poids spe
tral A�F (k; !) =

f(!)A(k; !) né
essaire pour extraire une parti
ule de l'é
hantillon.

Comme nous l'avons démontré dans l'appendi
e A, la dé�nition de fon
tion spe
-

trale adoptée implique, dans le 
as bosonique, la normalisation suivante :Z 1
�1

d!

2�
AB(q; !) =< Sz >= b

Dans le régime de remplissage 0 < ntot < 2 que nous prenons en 
onsidération le 
oe�-


ient b est négatif. On pourrait 
hanger fa
ilement la dé�nition de la fon
tion spe
trale

pour avoir une normalisation unitaire, mais 
ela né
essite l'utilisation d'une dé�nition

di�érente de 
elle standard ave
 le risque de 
onfusion. Nous avons don
 préféré utili-

ser la dé�nition usuelle et pré
iser que nos fon
tions spe
trales sont présentées ave
 le

signe 
hangé. Mêmes 
onsidérations pour la densité d'états (DOS) dé�nie de la façon

suivante :

�(!) =
1

2N�

X
q

AF (q; !)

où N est le nombre de ve
teurs de la zone de Brillouin sur lesquels on e�e
tue la

somme.

4.2.1. Étude des fon
tions spe
trales bosoniques

Bosons à 
oeur dur

Nous avons analysé le sous-système bosonique pour trois 
on
entrations et trois

températures di�érentes de façon à mettre en éviden
e son 
omportement pour toute la

gamme de ses paramètres. Les fon
tions spe
trales dépendant du ve
teur d'onde, nous

avons dé
idé de ne les tra
er que pour les premiers ve
teurs d'onde 
ar 
e sont 
eux qui


orrespondent aux états ex
ités dans la gamme de température qui nous intéresse. En


omparant les trois �gures 4.2, 4.3 et 4.4, on s'aperçoit que, en augmentant la densité

ntot , 
'est-à-dire en baissant le dopage par trous, les fon
tions spe
trales des bosons

deviennent de plus en plus pointues et étroites, montrant ainsi un temps de vie de plus

en plus grand (remarquer la di�éren
e dans les é
helles pour les trois 
as de dopage).

En prenant en 
onsidération une 
on
entration parti
ulière, on voit que le même e�et

est obtenu en baissant la température, 
e qui montre que les bosons deviennent de
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Fig. 4.2. � Fon
tions spe
trales bosoniques pour trois températures di�érentes. Cas
sur-dopé en terme de trous.

bonnes quasi-parti
ules. Ce résultat est en a

ord ave
 
e qu'on retrouve dans le 
as

où l'e�et de 
oeur dur est absent (voir paragraphe suivant) et il montre que sur 
e

point, tenir 
ompte de la nature de 
oeur dur des bipolarons ne 
hange pas la physique

sous-ja
ente.

Bosons standard

Nous reportons i
i et dans les paragraphes qui suivent, des résultats obtenus en

résolvant les équations du BFM sans e�et de 
oeur dur (voir paragraphe 2.4.2). Dans

la �gure 4.5, nous montrons les fon
tions spe
trales bosoniques 
al
ulées pour une

température �xée et pour deux densités di�érentes. Comme dans le 
as ave
 
oeur

dur, les parti
ules a
quièrent un temps de vie de plus en plus long en augmentant le

remplissage ntot.

4.2.2. Masse e�e
tive des bosons

Bosons à 
oeur dur

À partir de la fon
tion de Green K des paires pré-formées, on peut déterminer les

relations de dispersion pour les bosons et ainsi pour les 
ooperons. Il s'agit de résoudre
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Fig. 4.5. � Fon
tions spe
trales pour les bosons sans 
oeur dur.

l'équation :

!Bq = E0 + b<e��(q; !Bq + iÆ)
	

ave
 Æ ! 0 ou, plus simplement, d'étudier la variation du maximum de la fon
tion

spe
trale bosonique. Le résultat est montré dans les �gures 4.6 et 4.7 pour des 
on
en-

trations et des températures di�érentes.

Pour 
al
uler la masse e�e
tive des parti
ules, nous pro
édons de la façon suivante :

pour de bas ve
teurs d'onde q, on peut approximer la relation de dispersion d'un gaz

de bosons sur réseau ave
 la relation :

!Bq = Mq2 =
~2

2m�
B

q2 (4.1)

où la quantité m�
B est la masse e�e
tive que nous voulons déterminer. Pour 
e faire,

nous 
al
ulons M = ~
2

2m�

B
en approximant les dispersions des �gures 4.6 et 4.7 ave
 une


ourbe quadratique Mq2. Nous normalisons la masse m�
B ainsi obtenue par rapport à

la masse d'un éle
tron itinérant sur le réseau dé
rit par le modèle que nous étudions :
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T np m�
B = mp nF ntot

0.00667 9:59 10�3 2:23 0:995
0.0100 7:86 10�3 2:63 0:994 1.64
0.0200 6:46 10�3 5:81 0:990

0.00667 7:30 10�3 0:71 0:988
0.0100 6:42 10�3 1:00 0:984 1.20
0.0200 5:56 10�3 2:91 0:971

Tab. 4.1. � Variation de la masse e�
a
e mp des bosons et du nombre de 
ooperons
np en fon
tion de la température et pour deux remplissages, ntot = 1:20 et ntot = 1:64.

�q = D �D 
os q ' D

2
q2 =

~
2

2m�
el

q2 (4.2)

où, dans le dernier passage, nous avons fait paraître la masse e�e
tive de l'éle
tron sur

le réseau. En e�e
tuant la division entre les deux équations 4.2 et 4.1 nous trouvons

en�n :

m�
B

m�
el

=
0:25

M

qui nous permet de trouver les valeurs résumées dans le tableau 4.1. Ce tableau montre

que la mobilité des bosons augmente grâ
e à la rédu
tion de la masse quand on ap-

pro
he la phase supra
ondu
tri
e. Dans le même tableau, nous reportons aussi une

autre quantité physique (np) dont nous parlerons dans les paragraphes suivants.

Bosons standard

En partant de la fon
tion de Green bosonique sans 
oeur dur et ave
 une pro
édure

tout à fait similaire à 
elle dé
rite 
i-dessus, nous pouvons déterminer la masse des

bosons dans le modèle BFM sans 
oeur dur. Dans la �gure 4.8, nous montrons la

variation de la dispersion des bosons pour une température �xée et pour plusieurs

remplissages. Les masses e�e
tives 
al
ulées sont reportées dans le tableau 4.5.

4.3. Propagateur des 
ooperons

Dans notre système, de type fortement 
orrélé, nous avons trois sortes d'ex
itation :

� les éle
trons libres qui, dans l'analogie ave
 les supra
ondu
teurs à haute tem-

pérature 
ritique, sont à identi�er ave
 les éle
trons des plans CuO2



4.3. Propagateur des 
ooperons 69

0 5 10 15 20 25
ν

q

0

0.01

0.02

ω
q

B

T=0.00667
q=π/100ν

q

n
tot

1.07

1.18

1.55

1.96

Fig. 4.8. � Dispersion des bosons standard pour plusieurs remplissages di�érents

� les paires pré-formées, qui peuvent être 
onsidérées 
omme des paires d'éle
trons

existant dans les plans diéle
triques du matériau. Elles peuvent être formées

dans plusieurs 
omposés grâ
e à di�érents mé
anismes, dont 
elui dû à la forte

intera
tion éle
tron-phonon dis
uté en détail dans la littérature (voir par exemple

[?℄) et qui donne naissan
e aux bipolarons.

� les 
ooperons, qui sont les éle
trons appariés grâ
e à l'intera
tion d'é
hange entre

les éle
trons libres et les paires pré-formées.

Nous avons jusqu'i
i introduit le propagateur G pour les éle
trons et le propagateur

K pour les paires pré-formées dont nous avons dis
uté les propriétés spe
trales. Main-

tenant, nous introduisons également le propagateur des 
ooperons :

Cij(�) =< T
�

+i"(�)


+
i#(�)
j#(0)
j"(0)

�
> :

En développant 
ette expression ave
 le théorème de Wi
k et en passant dans l'espa
e

de Fourier, nous obtenons la relation suivante qui lie 
e propagateur à la fon
tion

K(q; !m) :
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C(q; !m) =
1

v2
�(q; !m) +

1

v2
�2(q; !m)K(q; !m)

Ce propagateur prend en 
ompte toutes les paires éle
troniques : 
elles 
orrélées dont

la formation est dire
tement liée à l'é
hange ave
 les bosons pré-formés et 
elles dé-


orrélées. En e�et, déjà dans le gaz de fermions sans intera
tion sur réseau, 
haque

éle
tron peut se trouver dans trois états possibles : (1) éle
tron ave
 spin �up� dans le

site i (2) éle
tron ave
 spin �down� dans le site i (3) paire dé-
orrélée d'éle
trons ave


spin �up� et �down� sur le même site i.

En ajoutant l'é
hange éle
tron-boson, on ajoute aux paires dé-
orrélées, formées à


ause de la statistique du système, les paires 
orrélées induites. C'est 
e type de paire

qui est responsable de la super-�uidité et qui est appelé 
ooperon.

La masse mp de 
e dernier est identique à la masse des bosons m�
B 
al
ulée dans le

paragraphe 4.2.2, 
ar la position des p�les de C(q; !m) est déterminée par la fon
tion

K étant donné que la self-énergie des fermions �(q; !m) n'a pas de p�les. Pour la même

raison, les propriétés spe
trales des paires pré-formées que nous avons étudiées dans le

paragraphe 4.2.1, sont aussi dire
tement liées aux propriétés spe
trales des 
ooperons.

Les �gures 4.2, 4.3 et 4.4 montrent don
 que pour de hautes températures, l'apparition

de 
es paires 
orrélées est a

ompagnée d'un mode di�usif qui, très vite, implique

l'annihilation des 
es ex
itations à deux parti
ules. Néanmoins, à basse température,

le mouvement devient 
ohérent et le temps de vie plus long. Comme pour les bosons

pré-formés, selon le niveau de dopage, les parti
ules sont dé�nies de façon plus ou

moins bonne.

Le nombre np de 
harges super�uides est généralement lié au rapport np
mp

mesuré par

la longueur de pénétration ou, approximativement, à la densité des porteurs de 
harges

libres dans l'état normal dédu
tible de la 
ontribution de Drude dans la 
ondu
tivité

optique [?℄. Dans le modèle étudié, 
e pi
 de Drude est la 
onséquen
e d'un terme de

type Aslamazov-Larkin dans la 
ondu
tivité optique des éle
trons itinérants [?℄ qui

est liée au propagateur des 
ooperons. Nous supposons i
i que le nombre de porteurs

de 
harges super�uides peut être estimé grâ
e à la deuxième partie du propagateur

C(q; !m), 
ar la première est simplement liée aux paires dé-
orrélées dont on vient de

parler. En 
on
lusion nous avons :

np =
1

N�

X
q;!m

1

v2
�2(q; !m)K(q; !m)
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Dans la table 4.1, nous résumons la variation du nombre de porteurs de 
harges np

en fon
tion de la température et pour deux 
on
entrations di�érentes pour lesquelles

les bosons sont des quasi-parti
ules bien dé�nies. np 
hange très peu ave
 le dopage


ontrairement à la masse mp qui diminue rapidement quand le remplissage total ntot

est réduit.

4.3.1. Flu
tuation de phase et d'amplitude

Le propagateur des 
ooperons a déjà été utilisé dans le passé dans une optique

similaire à la n�tre, 
'est-à-dire pour étudier la formation de paires d'éle
trons res-

ponsables de la phase supra
ondu
tri
e. Le formalisme de 
hamp moyen BCS a été

généralisé pour étendre sa validité à la phase normale [?℄ et en parti
ulier, le propa-

gateur des 
ooperons a été introduit à la pla
e du paramètre d'ordre pour être étudié

de la même manière que le propagateur à un éle
tron. Ce formalisme, développé avant

la dé
ouverte des supra
ondu
teurs à haute température 
ritique, a aussi été appliqué

par la suite pour analyser l'état pseudogap en introduisant un gap e�e
tif au-dessus

de T
 pour tenir 
ompte de l'intera
tion ré
iproque des propriétés à une parti
ule et à

deux parti
ules [?℄.

Une appro
he phénoménologique [?℄ propose d'é
rire le propagateur des 
ooperons


omme la somme de deux 
ontributions de la façon suivante :

C(r; t) = Cae
� r

r0 + C� < ei�(r;t)e��(0;0) > (4.3)

La première partie, qui est indépendante du temps, représente l'amplitude lo
ale des

paires. La deuxième partie représente les 
orrélations de phase qui peuvent être ex-

primées d'une façon approximée dans la limite de basse fréquen
e (qui 
ara
térise une

réponse hydrodynamique) 
omme C�e
� r

�(T ) . Dans 
e 
as, nous obtenons :

lim
t!1

C(r; t) = Cae
� r

r0 + C�e
� r

�(T ) (4.4)

où �(T ) est la longueur de 
ohéren
e dépendante de la température. Si on suppose

que le deuxième terme de C(r; t) est une 
onséquen
e du fait que le système dans

l'état pseudogap se 
omporte 
omme un système dé
rit par un modèle XY à deux

dimensions au-dessus de la température 
ritique de Kosterlitz-Thouless TKT ; on peut

établir un lien ave
 le s
énario des �u
tuations de phase. En parti
ulier, en étudiant
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Fig. 4.9. � Évolution du propagateur des 
ooperons pour deux 
on
entrations di�é-
rentes en fon
tion de la température .

le rapport Ca
C�

et les deux longueurs r0 et �(T ) pour di�érents dopages, on peut véri�er

que les supra
ondu
teurs à haute température 
ritique sont 
ara
térisés par un régime

sous-dopé où la supra
ondu
tivité est 
ontr�lée par des �u
tuations de phase, et un

régime sur-dopé où la phase pseudogap disparaît quand on augmente le dopage et la

supra
ondu
tivité devient de plus en plus 
ontr�lée par les 
orrélations d'amplitude.

Dans 
ette optique, nous avons tra
é le propagateur des 
ooperons pour di�érentes

températures et di�érents dopages. En parti
ulier, dans la �gure 4.9 nous montrons

le propagateur 
al
ulé dans un 
as bien sous-dopé (ntot = 1:6564) et un autre 
as

moins bien sous-dopé (ntot = 1:2012) dans la limite de basse fréquen
e pour mettre

en éviden
e l'e�et du dopage et de la température. Dans la �gure 4.10, nous traçons

C(R; ! ! 0) qui, approximé par l'expression 4.3, nous permet de 
al
uler les di�érents

paramètres Ca; C�; r0; �(T ). De façon similaire, on peut aussi 
al
uler les paramètres

pour la 
on
entration ntot = 1:02. Les résultats sont résumés dans le tableau 4.2.

Nous remarquons que le poids Ca des 
orrélations d'amplitude lo
ales dé-
orrélées

en phase dé
roît dans tout le régime de dopage quand on appro
he la température

d'ouverture du pseudogap T � par en-dessous. Dans le régime sous-dopé, en diminuant

la température, le poids C� des 
orrélations de phase des paires éle
troniques 
roît
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Fig. 4.10. � Dépendan
e spatiale du propagateur pour les 
ooperons pour deux 
on
en-
trations di�érentes.
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T Ca C� r0 �(T ) ntot

0.00667 1.31 1.06 0.91 13.75
0.01000 1.13 0.61 0.72 7.59 1.65
0.02000 0.88 0.42 0.53 3.58

0.00667 1.23 0.66 0.83 11.76
0.01000 1.06 0.45 0.67 6.90 1.20
0.02000 0.86 0.37 0.52 3.51

0.00667 1.08 0.33 0.71 9.07
0.01000 0.98 0.32 0.62 6.18 1.02
0.02000 0.83 0.32 0.51 3.45

Tab. 4.2. � Paramètres 
ara
téristiques du propagateur des 
ooperons, approximé par
la formule 4.4, 
al
ulés pour trois remplissages di�érents 
ara
térisant une situation
sous-dopée (ntot = 1:65), à dopage optimal (ntot = 1:20) et sur-dopée (ntot = 1:02).
Les longueurs � et r0 sont en unité de la maille du réseau a.

rapidement ave
 la longueur de 
ohéren
e � qui est typiquement un ordre de grandeur

plus grand que la longueur des 
orrélations d'amplitude à 
ourte portée r0. Dans le

régime à dopage optimal ou sur-dopé, � a le même 
omportement, en fon
tion de

la température, que dans le 
as sous-dopé alors que C� reste presque 
onstant. Nous

remarquons aussi la faible dépendan
e de r0 et � du dopage. En e�et, en 
e qui 
on
erne

la longueur de 
ohéren
e, 
e résultat est en a

ord ave
 une étude expérimentale sur

les supra
ondu
teurs à haute température 
ritique [?℄. Dans 
e travail, des mesures de

résistivité le long de l'axe 
 du 
omposé BSCCO dans un 
hamp magnétique permettent

de déterminer le 
hamp 
ritiqueHs
 qui est 
onsidéré 
omme une bonne approximation

du 
hamp 
ritique H
2. Celui-
i, inversement proportionnel à la longueur de 
ohéren
e

sur le plan ab, est presque 
onstant dans une large gamme de dopage.

Pour mettre en éviden
e la transition entre une supra
ondu
tivité 
ontr�lée par les

�u
tuations de phase et une supra
ondu
tivité 
ontr�lée par les �u
tuations d'ampli-

tude, nous avons 
al
ulé le rapport Ca
C�

à la température T � pour les trois 
on
entrations

du tableau 4.2. On obtient le résultat résumé dans le tableau 4.3 qui montre 
omment

le poids des �u
tuations d'amplitude devient de plus en plus important quand on

s'appro
he de la phase sous-dopée.

4.4. Détermination du diagramme de phase

Dans 
e paragraphe, nous montrons que la nature de 
oeur dur des bosons joue

un r�le déterminant dans la physique du modèle Boson-Fermion, 
ar elle nous permet
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ntot
C�
Ca

T �

1.64 0.71 0.016
1.20 0.45 0.014
1.02 0.31 0.005

Tab. 4.3. � Le rapport C�
Ca

est 
al
ulé pour trois 
on
entrations di�érentes et aux trois
températures T �(ntot) respe
tives.

de montrer que le diagramme de phase d'un système dé
rit par un tel modèle est très

similaire au diagramme de phase des supra
ondu
teurs à haut T
.

4.4.1. Rigidité de phase

Après avoir montré l'existen
e de deux mé
anismes di�érents à la base de la su-

pra
ondu
tivité dans le modèle Boson-Fermion, nous essayons i
i de reproduire son

diagramme de phase en mettant en éviden
e ses similitudes ave
 
elui des supra
on-

du
teurs à haute température 
ritique.

Nous avons déjà tra
é dans le paragraphe 3.4 la variation de la température d'ou-

verture du pseudogap T � en fon
tion du remplissage. Cette température indique le

seuil en-dessous duquel les éle
trons 
ommen
ent à s'apparier pour 
réer 
e qu'on ap-

pelle les 
ooperons, des paires de Cooper ave
 moment �ni. Comme notre étude des

fon
tions spe
trales dans les paragraphes pré
édents de 
e 
hapitre l'indiquent, 
es


ooperons qui se forment dans des positions aléatoires à l'intérieur du matériau, ont

un temps de vie qui devient de plus en plus long quand on baisse la température. Pour

des taux de remplissage élevés, 
es ex
itations à deux parti
ules sont si bien dé�nies

qu'on peut parler de vrais îlots de supra
ondu
tivité à l'intérieur du système, sans pour

autant être dans une vraie phase supra
ondu
tri
e. Pour rentrer dans la vraie phase

supra
ondu
tri
e, la formation de 
es îlots doit né
essairement être a

ompagnée par

un blo
age à longue é
helle de la phase des 
ooperons. La température T� à laquelle


ette phase est ma
ros
opiquement bloquée est typiquement estimée [?, ?℄ grâ
e à la

formule qui représente l'é
helle d'énergie de la rigidité de la phase :

kBT� ' ~a
np
mp

(4.5)

où np est la densité des porteurs de 
harges super�uides et mp leur masse e�e
tive.

La 
onstante a est de l'ordre de la longueur de 
ohéren
e ou de la distan
e entre les

plans du réseau selon le degré d'anisotropie du système. Dans notre 
as, les sites du

réseau sont des sites e�e
tifs qui ne 
orrespondent pas à un seul atome, mais plut�t à
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ntot nB nF
m�

B

m�

el
np 10

3 T�

1.651 0.328 0.498 2.27 9.60 0.0042
1.614 0.309 0.498 2.14 9.49 0.0044
1.494 0.251 0.497 1.56 9.04 0.0058
1.376 0.192 0.496 1.14 8.44 0.0074
1.204 0.108 0.494 0.714 7.30 0.0102
1.156 0.085 0.493 0.625 6.91 0.0111
1.051 0.035 0.490 0.454 5.88 0.0124

Tab. 4.4. � Variation de la masse e�
a
e et de la densité des 
ooperons en fon
tion
du remplissage pour une température T = 0:00667.

un ensemble d'atomes dont la distan
e est normalisée à un. Nous supposons que a est

égal à 
ette distan
e e�e
tive entre sites.

Le nombre de porteurs de 
harges super�uides np est déterminé, 
omme on l'a

vu dans les paragraphes pré
édents, en 
al
ulant le nombre de 
ooperons. Comme

on l'a mentionné dans le paragraphe 4.3, la masse mp de 
es dernières est égale à la

masse des bosons pré-formés m�
B déjà évaluée auparavant. L'estimation de T� pour

di�érentes 
on
entrations et à température T = 0:00667 est reportée dans le tableau

4.4. Ce dernier montre que les parti
ules a
quièrent une masse 
roissante quand on

s'appro
he du 
as de bande moitié pleine.

Dans la �gure 4.11, nous reportons le diagramme de phase ainsi obtenu pour le

modèle Boson-Fermion (
ourbes T� et T �). Sa forme générale est très similaire à la

forme du diagramme de phase typique des supra
ondu
teurs à haute température 
ri-

tique. Le remplissage ntot varie de 0:9 à 2, alors que le dopage par trous 1�2nF 
hange

très peu (de 0:003 à 0:022). Cette variation très petite par rapport à la variation du

remplissage total est due au fait que nous avons étudié le 
as en une dimension. En

e�et, si on imagine un système en deux dimensions ave
 une intera
tion d'é
hange ani-

sotrope entre les paires pré-formées et les éle
trons libres, on trouverait un pseudogap

anisotrope similaire à 
elui des supra
ondu
teurs à haute température 
ritique. Dans


e 
as, le dopage par trous a�e
terait de façon presque égale toutes les parties de la

surfa
e de Fermi et don
, seulement une petite fra
tion de dopants serait attribuée

aux régions de la zone de Brillouin où le pseudogap est réellement formé, 
'est-à-dire

autour des points M et le long des lignes parallèles à [0,0℄-[0,�℄ et leurs équivalentes.

Dans le 
as sous-dopé (2 > ntot > n0 �= 1:1), la température de formation de

paire T � est plus élevée que la température de blo
age de la phase T� et 
'est don



ette dernière qui 
ontr�le la supra
ondu
tivité. Au 
ontraire, dans le 
as sur-dopé

(1:1 > ntot) ou ave
 dopage optimal (ntot �= 1:1), la température T � devient plus petite
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Fig. 4.11. � Diagramme de phase (
ourbes T� et T �) du modèle Boson-Fermion en
fon
tion du remplissage ntot et du dopage par trous 1 � 2nF . Pour 
omparer nous
traçons : (i) la température 
ritique TMF


 obtenue par 
al
ul de 
hamp moyen ; (ii) la
température d'ouverture du pseudogap T �

NB 
al
ulée dans le 
as sans 
oeur dur (en
traits) et (iii) la température qui indique la transition supra
ondu
tri
e TNB

� , toujours

al
ulée dans le 
as sans 
oeur dur.
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que T� et 
ette dernière n'a don
 plus de sens étant donné qu'on ne peut pas parler

de blo
age de phase des paires qui ne se sont pas en
ore formées. Dans 
ette région,

la supra
ondu
tivité est par 
onséquent 
ontr�lée par la formation même des paires et

le mé
anisme est tout à fait similaire à 
elui BCS.

Cette transition d'une supra
ondu
tivité 
ontr�lée par la phase à une supra
on-

du
tivité déterminée par l'amplitude du paramètre d'ordre, a déjà été proposée dans

la littérature par Emery et Kivelson [?℄. Dans leur étude, la dépendan
e de la rigidité

de la phase du dopage a été attribuée à la densité des 
harges super�uides. Dans notre


as, par 
ontre, les 
al
uls basés sur le modèle Boson-Fermion indiquent que 
ette

dépendan
e doit être plut�t attribuée à la masse des 
harges.

Bosons standard

Pour faire la 
omparaison, nous 
al
ulons la température de transition T� dans le


as où la nature de 
oeur dur des bosons est négligée. Le propagateur des 
ooperons

dans 
e 
as sera :

CNB(q; !m) = � 1

v2
�(q; !m)� 1

v2
�2(q; !m)GB(q; !m):

D'i
i nous pouvons don
 estimer le nombre de paires super�uides :

nNBp = � 1

N�

X
q;!m

1

v2
�2(q; !m)GB(q; !m);

où, nous le rappelons, GB est la fon
tion de Green pour les bosons standard et v = 0:1

est le 
oe�
ient d'é
hange dans le BFM sans 
oeur dur. La température de transition

de phase peut être estimée, 
omme auparavant, par la formule 4.5.

Les résultats de 
es 
al
uls sont reportés dans le tableau 4.5, ave
 la masse des

bosons normaux déterminée dans le paragraphe 4.2.2. Dans la �gure 4.11, nous repor-

tons la 
omparaison entre les températures relatives au 
as ave
 
oeur dur (T � et T�)

et 
elles relatives au 
as sans 
oeur dur (T �
NB et TNB

� ). Comme on peut le remarquer,

l'e�et de 
oeur dur a�e
te la variation de la température 
ritique en augmentant la

pente de la 
ourbe T�. Cela montre 
lairement l'importan
e des 
orrélations à 
ourte

portée pour obtenir une température 
ritique ave
 une variation pro
he de 
elle des

expérien
es liées aux HTSC.
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m�
NB = mNB

p 103 nNB
p TNB

� ntot T

0.460 6.65 0.0145 1.07
0.583 8.34 0.0143 1.18 0.0067
1.136 13.64 0.0120 1.55
1.761 18.8 0.0106 1.96

Tab. 4.5. � Variation de la masse e�
a
e des bosons standard, de la densité des

ooperons (dans le 
as sans 
oeur dur) et de la température de transition de phase
TNB
� en fon
tion du remplissage et pour une température �xée.

4.4.2. Cal
ul de 
hamp moyen

Il est utile de 
omparer la température de �u
tuation de phase T� ave
 la tem-

pérature TMF

 qui délimite la phase supra
ondu
tri
e déterminée par les �u
tuations

d'amplitude. Nous pouvons étudier le modèle Boson-Fermion dans sa phase supra
on-

du
tri
e par 
al
ul de 
hamp moyen en introduisant les deux paramètres d'ordre :

x =
1

N

X
i

< 
+i"

+
i# >; � =

1

N

X
i

< S+i + S�i >

qui sont liés respe
tivement aux opérateurs éle
troniques et aux opérateurs des bosons

de 
oeur dur. Dans l'hypothèse de 
hamp moyen, les produits des opérateurs S�i et


�i"#

�
i#" de l'hamiltonien du modèle Boson-Fermion peuvent être exprimés de la façon

suivante :

S�i 

�
i#"


�
i"# =< 
�i#"


�
i"# > S�i + < S�i > 
�i#"


�
i"#� < 
�i#"


�
i"# >< S�i >

et le terme de �u
tuation
�

�i#"


�
i"#� < 
�i#"


�
i"# >

� �
S�i � < S�i >

�
est négligé. Cette

approximation nous permet de transformer l'hamiltonien 
omme suit :

HMF = HF +HB +N(
E0

2
� v�x)

HF = (D � �)
X
i;�


+i�
i� � t
X

<i6=j>;�


+i�
j� +

+
v�

2

X
i

(
+i"

+
i# + 
i#
i")

HB = E0

X
i

Sz
i + vx

X
i

(S+i + S�i )
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La partie bosonique est dire
tement diagonalisable, alors que pour la partie fermionique

il est utile de faire une transformation de Bogoliubov en introduisant les opérateurs

des bogolons � et � ; nous obtenons :

HF =
X
k

!k
�
�+k �k + �+k �k

�
HB = N

�
!+
B j+ih+j + !�B j�ih�j

�
: (4.6)

Les ve
teurs propres bosoniques sont :

j�i =
�
(!�B + E0=2)j�z = 1

2
i+ vxj�z = �1

2
i�p

2!�B(!
�
B + E0=2)

; (4.7)

alors que les valeurs propres fermioniques et bosoniques sont respe
tivement :

!k =

r
"k +

(v�)2

4

!�B = �
s�

E0

2

�2

+ (vx)2

D'i
i, nous pouvons obtenir les équations auto-
ohérentes suivantes pour déterminer

la température 
ritique TMF

 = kB

�

:

x = � v�

4N

X
k

1

!k
tanh

�
!k
2

�!+
B = �vx tanh(�
!+

B)

nF =
1

N

X
k�

h
+k�
k�i = (4.8)

=
1

N

X
k

�
1� ("k + �)

!k
tanh

�
!k
2

�
nB =

1

2
� E0

4!+
B

tanh(�
!
+
B): (4.9)

Dans la �gure 4.11, nous reportons la 
ourbe TMF

 obtenue en résolvant 
e sys-

tème numériquement. Comme nous l'avons déjà vu dans le paragraphe pré
édant, la

température TMF

 ne représente pas en général le seuil de transition vers la phase

supra
ondu
tri
e 
ar, pour de faibles dopages, elle est plut�t déterminée par les �u
-

tuations de phase et pas par 
elles d'amplitude. Ce
i n'est pas vrai dans le 
as sur-dopé
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où les �u
tuations d' amplitude deviennent importantes et TMF

 s'appro
he de la tem-

pérature T � de formation de paires.

4.4.3. E�et du pseudogap sur la température T
MF



Les équations de 
hamp moyen du BFM sont valables dans sa phase supra
on-

du
tri
e jusqu'à la transition ave
 la phase normale. Une te
hnique pour résoudre 
es

équations est 
elle d'introduire la densité d'états du système �("; �
; �; ntot) et de trans-

former les sommes sur le ve
teur d'onde en intégrales sur l'énergie. De 
ette manière

nous obtenons l'équation self-
ohérente suivante :

v2

2 (�B � 2�)
tanh

�
�B � 2�

2T


�Z 0:5

�0:5

d"
tanh

�
0:5�"��

2

�
0:5� "� �

�("; T
; �; ntot) = 1 (4.10)

qui est 
ouplée ave
 les équations pour le nombre de parti
ules. Une solution de 
e type

a été obtenue en utilisant une densité d'états elliptique en 3D [?℄. Cette pro
édure, qui

donne des résultats tout à fait raisonnables, ne tient pas 
ompte du fait que, près de

la transition supra
ondu
tri
e, la densité d'états du BFM est très di�érente de 
elle

d'un gaz d'éle
trons libres à 
ause de la présen
e du pseudogap.

Pour mettre en éviden
e l'e�et que 
e dernier a sur TMF

 et véri�er l'existen
e

d'une éventuelle diminution de la température 
ritique ave
 le remplissage, on pourrait

imaginer d'utiliser la densité d'états (DOS) obtenue en résolvant les équations self-


ohérentes du BFM dans la phase normale. Malheureusement, pour mettre en pratique


ette idée, il faudrait avoir à disposition la version analytique de �("; T
; �; ntot) alors

que nous ne disposons que des valeurs de 
ette fon
tion pour un petit ensemble dis
ret

de ses paramètres T
; �; ntot. Naturellement, il serait envisageable d'utiliser les densités

que nous 
onnaissons pour 
onstruire une interpolation linéaire multidimensionelle de

la fon
tion en plusieurs variables �("; T
; �; ntot) et d'utiliser 
ette dernière dans la

re
her
he de la solution de l'équation 4.10. Néanmoins, 
ela né
essiterait un grand

nombre de données de départ, très di�
ile à obtenir à 
ause des équations du BFM dans

la phase normale, dont la solution requiert beau
oup de temps de 
al
ul. Il faut aussi

rappeler que nous ne pouvons pas déterminer la �("; T
; �; ntot) pour des températures

trop basses et don
 une opération d'extrapolation (beau
oup plus risquée que 
elle

d'interpolation) pourrait être né
essaire.

Ces problèmes purement te
hniques résolus, l'estimation de T
 resterait très mau-

vaise 
ar la � que nous utilisons ne tient pas 
ompte de la transition de phase à T
.

Pour 
es raisons, nous n'avons pas poursuivi 
es 
al
uls.
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4.5. Densité d'états bosonique

Dans l'hamiltonien du BFM, le niveau énergétique des bipolarons est la 
onstante

�B. Cela implique que les bipolarons, en absen
e d'é
hange ave
 les fermions (v =

0), sont lo
alisés et que leur fon
tion spe
trale est indépendante du ve
teur d'onde

q. Elle est 
onstituée par un delta de Dira
 
entré autour de E0 = �B � 2� qui


omporte une densité d'états de la même forme. Quand nous a
tivons l'intera
tion

ave
 les fermions (v 6= 0), les bipolarons a
quièrent l'itinéran
e et la densité d'états

est dé
alée et élargie. Dans les �gures 4.12 et 4.13, nous montrons 
e phénomène en

fon
tion de la température et du dopage. Dans les deux �gures, les di�érentes 
ourbes

montrent deux pi
s. Celui à haute énergie n'est pas peuplé aux températures prises

en 
onsidération ; l'autre, étant à basse énergie, est le plus intéressant pour étudier la

physique du système. On peut remarquer le fait qu'il devient de plus en plus pointu

quand on baisse la température où quand on s'appro
he de la phase sous-dopée.

Comme nous l'avons démontré dans l'appendi
e A, notre DOS est normalisée à

b =< SZ > qui est négatif dans 
ette région du dopage. Les 
ourbes sont présentées

ave
 le signe inversé pour plus de 
larté (nous avons fait de même pour les fon
tions

spe
trales) mais nous ne les avons pas normalisées à un. Néanmoins, en sa
hant d'après

la �gure 3.7 que, pour un 
ertain ntot �xé, en baissant la température, b = nB � 1
2

se réduit en module, nous pouvons a�rmer que la relation entre les temps de vie ne


hange pas, même en normalisant les fon
tions spe
trales à 1.

Nous remarquons que la stru
ture à deux pi
s de la DOS est très similaire à la

stru
ture de la DOS du modèle XY étudié dans le 
hapitre 1. Des deux �gures 4.12 et

4.13, on déduit aussi qu'en réduisant E0 (
'est-à-dire en augmentant � et le nombre

des parti
ules), les deux pi
s s'appro
hent de ! � E0 � b�(0; 0) = 0. Une di�éren
e

importante ave
 le modèle XY réside dans la variation de la hauteur des pi
s près de

!�E0 � b�(0; 0) = 0 
ar, dans 
e 
as, les 
orrélations font que les pi
s deviennent de

plus en plus grands en augmentant le nombre de parti
ules.

4.6. Chaleur spé
i�que et entropie

D'un point de vue expérimental [?℄, l'apparition d'un pseudogap dans la densité

d'états des supra
ondu
teurs à haute température 
ritique est a

ompagnée par une

bosse dans la quantité CV (T )
T

(où CV (T ) est la 
haleur spé
i�que) et par un 
hangement

de pente dans l'entropie S(T ). Une étude théorique [?℄ basée sur un s
énario 
lassique

de �u
tuation de paires [?℄ a ré
emment attribué 
ette bosse au fait que, en plus
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Fig. 4.12. � Densité d'états bosonique dans le 
as sous-dopé. L'en
adré nous montre
un grossissement de la partie à basse fréquen
e.
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de la 
ontribution des parti
ules non appariées, il existe aussi une 
ontribution des


orrélations d'appariement à la 
haleur spé
i�que.

Dans 
e paragraphe, nous présentons une étude similaire en 
al
ulant la 
haleur

spé
i�que et l'entropie. Pour 
e faire, nous déterminons l'énergie interne donnée par

la relation :

U(T ) = EF
kin(T ) + EB

kin(T ) + EBF
int (T )

EF
kin(T ) =

2

N

X
k

("k + �)nFk (T )

EB
kin(T ) = �BnB(T )

EBF
int (T ) = v

X
i

h(S+i 
i#
i" + S�
i 


+
i"


+
i#)iT

= � 2

N�

X
q;!m

�(q; !m)K(q; !m): (4.11)

À partir de 
ette quantité nous pouvons 
al
uler �nalement (voir appendi
e B pour

les détails) :

CV =
dU(T )

dT

S(T ) =

Z T

0

CV (T
0)

T 0
dT 0

Le nombre d'o

upation fermionique nFk (T ), la densité des bosons nB(T ) ainsi que les

moyennes dans l'expression de l'énergie d'intera
tion doivent être 
al
ulés par rapport à

l'hamiltonien 
omplet du BFM. Dans la �gure 4.14, nous montrons la 
haleur spé
i�que

pour deux 
on
entrations di�érentes 
omparées à une 
on
entration très basse où

l'intera
tion v entre bosons et fermions est absente1. Comme on peut le voir pour les

deux 
on
entrations ntot = 1:44 et ntot = 1:20, le 
omportement de CV (T ) pour des

températures assez élevées est linéaire ave
 une pente qui augmente quand on baisse la


on
entration totale jusqu'à saturer à la valeur 
orrespondant à la 
on
entration très

basse ntot = 1:02 où l'intera
tion éle
tron-boson est absente. Cela est en a

ord ave
 le

fait que, en baissant le remplissage, la densité d'états fermionique du système autour

de l'énergie de Fermi augmente jusqu'à saturer à sa valeur dans le 
as sans intera
tion

et don
 sans pseudogap ( voir la �gure 3.4). L'e�et du pseudogap est une augmentation

1Pour des 
on
entrations ntot assez basses, le nombre de bosons nB est négligeable et l'intera
tion
boson-fermion n'apporte pas de 
hangement par rapport au 
as sans intera
tion. Dans 
e dernier

as, le 
al
ul des quantités en jeu i
i est beau
oup plus rapide.
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Fig. 4.14. � Chaleur spé
i�que en fon
tion de la température et pour trois 
on
en-
trations. Pour ntot � 1:02, le 
al
ul est fait pour un gaz d'éle
trons et bosons sans
intera
tions ( v = 0 ).

de CV en-dessous de la température T �. Dans le 
as de basses 
on
entrations (
omme

par exemple ntot = 1:02 dans la �gure 4.14), l'absen
e de pseudogap implique don


une variation linéaire de CV jusqu'à de très basses températures.

Dans la �gure 4.15, nous montrons la variation d'entropie pour les trois 
on
entra-

tions étudiées. Les données numériques que nous avons obtenues nous permettent de


al
uler la variation d'entropie :

�S(T ) =

Z T

T0

CV (T
0)

T 0
dT 0

où T0 = 0:005 est la plus basse température à notre disposition. Dans le 
as des deux


on
entrations ntot = 1:44 et ntot = 1:20, nous remarquons, par rapport au 
as où

ntot = 1:02, une augmentation de la pente de la 
ourbe �S(T ) pour T < T � signe

de la présen
e dans l'état du pseudogap d'un ordre lo
al qui disparaît graduellement

quand la température est augmentée au-delà de T �.
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remplissages di�érents.
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4.7. Con
lusion

Dans 
e 
hapitre nous avons étudié les propriétés spe
trales des ex
itations élémen-

taires du modèle Boson-Fermion. La te
hnique diagrammatique utilisée nous a permis

d'étudier le 
omportement du système en fon
tion du dopage et de re
onstruire son

diagramme de phase. Nous avons obtenu une variation de T � opposée à 
elle de T
 où

la température 
ritique est estimée grâ
e à la rigidité de la phase. En augmentant le

dopage, les deux 
ourbes T
 et T � se 
roisent révélant ainsi un 
hangement dans le mé-


anisme qui induit la supra
ondu
tivité. Les fon
tions spe
trales des bosons indiquent

que dans la phase sous-dopée, les quasi-parti
ules sont bien dé�nies et on peut parler

de gouttelettes de supra
ondu
tivité dans le système. La vraie phase supra
ondu
tri
e

est don
 
ontr�lée par les �u
tuations de phase. À l'inverse, dans le 
as sur-dopé, les

quasi-parti
ules sont sur-amorties et nous ne pouvons plus parler de paires d'éle
trons

en tant que quasi-parti
ules. Ces sont les �u
tuations d'amplitude qui 
ontr�lent la

phase supra
ondu
tri
e 
omme dans le 
as de la théorie BCS.

Le diagramme de phase résultant rappelle 
elui dérivé pour le s
énario de �u
tua-

tion de phase introduit par Kivelson et Emery [?℄ pour étudier les supra
ondu
teurs

à haute température 
ritique, mais dans notre 
as 
'est la mobilité des 
harges super-

�uides et non leur 
on
entration qui détermine la dépendan
e en dopage de la rigidité

de la phase et don
 de T
.

Nous remarquons que la dépendan
e en dopage des di�érentes quantités est in-

trinsèque au modèle que nous traitons, 
ontrairement à 
e qui arrive dans d'autres

modèles utilisés pour dé
rire le s
énario d'appariement pré
urseur (pre
ursor pairing).

Par exemple, dans le 
as du modèle de Hubbard à U négatif ou des hamiltoniens e�e
-

tifs BCS, on introduit parfois ad ho
 l'e�et du dopage dans l'attra
tion des éle
trons

ou dans le terme de saut pour simuler l'appro
he d'une transition de Mott. Cela n'est

pas né
essaire dans le BFM où on 
onsidère un mélange de bosons et fermions au

lieu d'un système à une seule 
omposante fermionique. La statistique di�érente des

deux types de parti
ules en jeu et la nature de 
oeur dur des bosons qui introduit de

nouveaux e�ets de 
orrélation, permettent d'obtenir, sans suppositions faites ad ho
,

une variation opposée de T � et T
 exa
tement 
omme dans le vrai diagramme de phase

des supra
ondu
teurs à haute température 
ritique.



5. Con
lusion générale

Dans 
e travail nous avons étudié le modèle Boson-Fermion dans le but de tra
er,

pour la première fois, son diagramme de phase et de mettre en éviden
e les similitudes

de 
elui-
i ave
 le vrai diagramme de phase des 
uprates. Ce modèle, appartenant à

la 
lasse des modèles dits d'appariement pré
urseur, dé
rit un mélange de fermions et

de bosons de 
oeur dur ave
 une intera
tion d'é
hange entre eux. Les fermions sont

des éle
trons libres et les bosons de 
oeur dur sont des paires éle
troniques lo
alisées

préformées dé
rites par des opérateurs ave
 une statistique de type spin-1
2
. Le 
ouplage

boson-fermion permet aux bosons de devenir itinérants grâ
e à la formation de paires

éle
troniques (dites 
ooperons) dans le sous-système fermionique.

En utilisant une te
hnique perturbative basée sur des diagrammes de Feynman

opportunément modi�és pour prendre en 
ompte la nature de 
oeur dur des bosons,

nous avons pu déduire les équations auto-
ohérentes qui gèrent le système. Nous avons

résolu numériquement 
es équations sur l'axe de Matsubara et, en prolongeant ana-

lytiquement la solution sur l'axe réel par la te
hnique de Padé, nous avons déterminé

le 
omportement du système en fon
tion du nombre total de parti
ules ntot et du do-

page par trous 1 � 2nF . Cela nous a permis d'étudier l'e�et des fortes 
orrélations

à 
ourte portée des parti
ules en fon
tion du dopage et de tra
er le diagramme de

phase 
onstitué par la température T � d'ouverture du pseudogap et la température

T� de transition vers l'état supra
ondu
teur. La première indique un passage graduel

de la phase normale à la phase pseudogap et elle est estimée en étudiant l'ouverture

du pseudogap dans la densité d'états éle
tronique. La température 
ritique est liée

par 
ontre à l'é
helle d'énergie de la rigidité de la phase et elle est estimée 
omme le

rapport entre le nombre np de porteurs de 
harges super�uides et leur masse mp. Cette

dernière est 
al
ulée à partir de la relation de dispersion des bosons, alors que np est

obtenu par le propagateur des 
ooperons. L'étude de 
e dernier montre aussi que la su-

pra
ondu
tivité, déterminée pour des dopages élevés par les �u
tuations d'amplitude,

devient de plus en plus 
ontr�lée par les �u
tuations de phase pour de faibles dopages.
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La signature de 
e 
ross-over est visible tant par la variation des poids des 
orrélations

d'amplitude à 
ourte portée et des 
orrélations de phase à longue portée que par le


roisement, pour des dopages élevés, des deux températures T � et T�. Dans le régime

sous-dopé nous avons T � > T�, la formation de paires pré
ède don
 la phase supra
on-

du
tri
e liée à un ordre de phase à longue portée. Dans le régime sur-dopé nous avons

T � < T�, par 
onséquent 
'est la formation de paires qui guide la 
réation d'une phase

supra
ondu
tri
e ave
 une physique de type BCS. Les fon
tions spe
trales bosoniques


on�rment 
e s
énario en montrant 
lairement pour les ex
itations des temps de vie

qui sont long dans le régime sous-dopé et qui deviennent de plus en plus 
ourts quand

on augmente le dopage. Le mé
anisme que nous évoquons est similaire au mé
anisme

de �u
tuation de phase déjà étudié dans la littérature [?℄, mais nous lui apportons

i
i une justi�
ation di�érente, attribuant la variation de T� ave
 le dopage non pas

au 
hangement de la densité des porteurs de 
harges super�uides, mais plut�t à la

variation de la masse de 
es porteurs.

Pour mettre en éviden
e l'importan
e des 
orrélations éle
troniques à 
ourte portée

dans 
e type de physique, nous avons aussi étudié le modèle BFM en négligeant la na-

ture de 
oeur dur des bosons, 
'est-à-dire en approximant les opérateurs de pseudospin

ave
 des opérateurs bosoniques standard. L'ouverture du pseudogap est présente dans

les deux 
as qui di�èrent quantitativement surtout à 
ause du fait que, dans le 
as

ave
 
oeur dur, la symétrie parti
ule-trou empê
he à la température T � d'augmenter

de façon monotone ave
 le dopage. En 
e qui 
on
erne la température 
ritique la dif-

féren
e est par 
ontre qualitativement importante 
ar la nature de 
oeur dur implique

une augmentation de T� ave
 le dopage beau
oup plus a

entuée que dans le 
as de

bosons standard.

L'e�et du pseudogap est aussi visible sur la 
haleur spé
i�que CV du système sous

la forme d'une augmentation de 
ette dernière pour des températures plus basses que

T �. Un brusque 
hangement de pente dans la variation d'entropie montre en�n la

présen
e d'une sorte d'ordre qui se met en pla
e lorsqu'on baisse la température dans

la phase pseudogap.

Ces résultats 
on�rment 
lairement que le modèle boson-fermion dé
rit, même sans

tenir 
ompte de la stru
ture éle
tronique détaillée, une physique qui est très pro
he de


elle des 
uprates. En partant de 
es résultats et en généralisant le formalisme utilisé

des fon
tions de Green pour tenir 
ompte des �u
tuations supra
ondu
tri
es, on peut

envisager dans le futur d'étudier 
omment la transition entre la phase pseudogap et la

phase supra
ondu
tri
e se déroule.



A. Développement en 
umulants

des fon
tions de Green

La te
hnique de développement en 
umulants ave
 les opérateurs de spin a été

introduite dans les années soixante par Vaks, Larkin et Pikin [?, ?℄ pour résoudre les

problèmes magnétiques et elle a été ensuite développée par Izyumov et Skryabin[?℄ qui

l'ont étendue aussi aux opérateurs de Hubbard.

La di�
ulté de 
ette méthode et la pauvreté de littérature existante à 
e sujet

rendent i
i né
essaire une exposition de ses prin
ipales lignes. Dans la première partie

de 
et appendi
e, nous introduirons le prin
ipe général de la te
hnique en question ;

dans la deuxième partie, nous l'appliquerons pour la première fois à un système mé-

langé de bosons de 
oeur dur et de fermions.

A.1. Méthode de développement en 
umulants :

généralités

D'un point de vue stri
tement te
hnique, le but des développements de Feynman

est de 
al
uler des fon
tions du type :

G(x �; x0 � 0) = � 

Tea(x; �)ea+(x0; � 0)

�
(A.1)

où les opérateurs ea sont des opérateurs fermioniques ou bosoniques en représentation

de Heisenberg et la moyenne est 
al
ulée par rapport à un hamiltonien du type H =

H0 +Hint, où Hint est une petite perturbation par rapport à H0.

Pour le problème que nous voulons résoudre et pour les problèmes magnétiques en

général, il serait utile de pouvoir 
al
uler des fon
tions du type :
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Kll0 =
D
T eSl

�
(�)eS+l0 (� 0)E (A.2)

où les opérateurs sont des opérateurs de spin (ou pseudo-spin) en représentation de

Heisenberg ave
 les relations de 
ommutation suivantes :

�
Sz
i ; S

+
j

�
= ÆijS

+
i ;

�
Sz
i ; S

�
j

�
= �ÆijS�i ;

�
S+i ; S

�
j

�
= ÆijS

z
i

et pour lesquels on a 
ette dé�nition :

S� =
1p
2
(Sx � iSy)

qui implique les relations :

Sz j�i = �1

2
j�i

S+ j+i = 0

S+ j�i =
1p
2
j�i (A.3)

S� j+i =
1p
2
j�i

S� j�i = 0

Si on 
her
he à pro
éder au 
al
ul de la fon
tion A.2 
omme on fait pour les fon
tions

du type A.1, on a :

Kll0(� � � 0) =



TS�l (�)S

+
l0 (�

0)�(�)
�
0

h�(�)i0
(A.4)

où :

�(�) =
1X
n=0

(�1)n

n!

Z �

0

� � �
Z �

0

d�1 : : : d�nT fHint(�1) : : :Hint(�n)g ; (A.5)
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ave
 les opérateurs en représentation d'intera
tion :

S�(�) = eH0�S�e�H0�

Hint(�) = eH0�Hinte
�H0�

et ave
 la moyenne 
al
ulée par rapport à l'opérateur H0 seulement au lieu de H =

H0 +Hint 
omme dans la formule A.2. Jusqu'i
i le 
al
ul est tout à fait identique au


as d'opérateurs bosoniques ou fermioniques traditionnels. La di�éren
e fondamentale

arrive au moment de 
al
uler l'expression A.4 : le théorème de Wi
k appli
able dans le


as traditionnel n'est plus valable, à 
ause des relations de 
ommutation des opérateurs

de spin1. Pour pro
éder au 
al
ul, il est don
 né
essaire de redémontrer une sorte de

nouveau théorème de Wi
k valable pour des opérateurs de spin.

A.1.1. Le théorème de Wi
k pour les opérateurs de spin

La démonstration du théorème de Wi
k modi�é utilisé dans la méthode de dé-

veloppement en 
umulants est reportée dans un papier de 1968 par Vaks, Larkin et

Pikin[?℄. Néanmoins, elle n'est pas exposée entièrement, de plus la notation utilisée

et l'hamiltonien de départ sont di�érents de 
eux de notre étude, don
 nous préférons

reporter i
i la démonstration 
omplète.

Nous posons :

B = S�2
2 (�2) � � �S�i�1

i�1 (�i�1) �j = +;�; z
C = S

�i+1
i+1 (�i+1) � � �S�n�1

n�1 (�n�1)

et nous allons pro
éder par étapes : avant tout, nous démontrerons 
omment on peut


al
uler des moyennes d'opérateurs du type


S�0 S

�1
1 BS�i

i

�
0
où l'opérateur S�0 est au

début du produit. Par la suite, on montrera 
omment traiter des moyennes du type

S�1
1 BS�0 CS

�n
n

�
0
où l'opérateur S�0 o

upe n'importe quelle position dans le produit

et �nalement on tiendra aussi 
ompte de l'opérateur d'ordre 
hronologique.

Nous 
ommençons par 
al
uler :

1En e�et, à la base de la démonstration du théorème de Wi
k pour les opérateurs bosoniques ou
fermioniques traditionnels a on a la relation de 
ommutation [a ; a+℄� = 1. Dans le 
as des spins,
le 
ommutateur [S+; S�℄ est Sz qui est un opérateur di�érent de l'opérateur unité.
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�
S�0 (�); S

�1
1 (�1)BS

�i

i (�i)
��

0
=


S�0 S

�1
1 BS�i

i

�
0
� 


S�11 BS�i

i S
�
0

�
0

(A.6)

Dans le deuxième membre et dans la suite, la dépendan
e �temporelle� est sous-

entendue. En appliquant les règles de 
ommutation :

[X; Y Z℄ = [X; Y ℄Z + Y [X;Z℄

nous avons aussi :


�
S�0 (�); S

�1
1 (�1)BS

�i

i (�i)
��

0
=


�
S�0 ; S

�1
1

�
BS�i

i

�
0
+


S�11

�
S�0 ; B

�
S�i

i

�
0
+

+


S�11 B

�
S�0 ; S

�i

i

��
0

(A.7)

Nous prenons maintenant en 
onsidération :



S�11 (�1)BS

�i

i (�i)S
�
0 (�)

�
0

=
Tr

�
�0S

�1
1 (�1)BS

�i

i (�i)S
�
0 (�)

�
Tr [�0℄

=

=
Tr

�
S�0 (�)�0S

�1
1 (�1)BS

�i

i (�i)
�

Tr [�0℄

où �0 = e��H0 et où on a utilisé la propriété de la tra
e qui permet de dé
aler les

opérateurs. Pour 
ontinuer le 
al
ul, il faut maintenant expli
iter la forme de l'hamil-

tonien H0 pris en 
onsidération. En vue de l'appli
ation au BFM, nous 
hoisissons i
i

pour H0 la partie de pseudo-spin de l'hamiltonien H0 du BFM (on prend seulement

en 
ompte la partie de pseudo-spin 
ar les opérateurs de pseudo-spin et éle
troniques


ommutent) :

H0 = E0

X
i

�
Szi +

1

2

�

nous avons S�i (�i)�0 = �0S
�
i (�i)e

��E0 obtenue en utilisant la formule :

eABe�A = B + [A;B℄ +
1

2!
[A; [A;B℄℄ + � � � (A.8)
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et A(�) = eH0�A(0)e�H0� . Par 
onséquent on a :



S�1
1 (�1)BS

�i
i (�i)S

�
0 (�)

�
0
=

e��E0Tr
�
�0S

�
0 S

�1
1 BS�i

i

�
Tr [�0℄

= e��E0


S�0 S

�1
1 BS�i

i

�
0

Des équations A.6 et A.7, on peut don
 
on
lure :

�
1� e��E0

� 

S�0 S

�1
1 BS�i

i

�
0

=

�
S�0 ; S

�1
1

�
BS�i

i

�
0
+



S�1
1

�
S�0 ; B

�
S�i
i

�
0
+

+


S�1
1 B

�
S�0 ; S

�i
i

��
0

et �nalement :

S�0 S

�1
1 BS�i

i

�
0

= �ny
�
�

S�0 ; S
�1
1

�
BS�i

i

�
0
+



S�1
1

�
S�0 ; B

�
S�i
i

�
0
+

+


S�1
1 B

�
S�0 ; S

�i
i

��
0

	
(A.9)

= ny
�
�

S�1
1 ; S�0

�
BS�i

i

�
0
+



S�1
1

�
B; S�0

�
S�i
i

�
0
+ (A.10)

+


S�1
1 B

�
S�i
i ; S�0

��
0

	
(A.11)

ny =
1

e�y � 1
y = �E0

Grâ
e à 
ette formule, les moyennes du type


S�1
1 BS�0 CS

�n
n

�
0
peuvent être 
al
u-

lées :


�
S�1
1 B; S�0 CS

�n
n

��
0
=



S�1
1 BS�0 CS

�n
n

�
0
� 


S�0 CS
�n
n S�1

1 B
�
0

Par ailleurs, en utilisant les propriétés des 
ommutateurs nous obtenons :


�
S�1
1 B; S�0 CS

�n
n

��
0

=

�
S�1
1 B; S�0

�
CS�n

n

�
0
+



S�0 [S�1

1 B;CS�n
n ℄

�
=

=

�
S�1
1 ; S�0

�
BCS�n

n

�
0
+



S�1
1

�
B; S�0

�
CS�n

n

�
0
+

+


S�0 S

�1
1 BCS�n

n

�
0
� 


S�0 CS
�n
n S�1

1 B
�
0

D'i
i nous déduisons :
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S�1
1 BS�0 CS

�n
n

�
0

=

�
S�1
1 ; S�0

�
BCS�n

n

�
0
+



S�1
1

�
B; S�0

�
CS�n

n

�
0
+

+


S�0 S

�1
1 BCS�n

n

�
0

et, en exploitant la formule A.9, nous obtenons :

S�1
1 BS�0 CS

�n
n

�
= (1 + ny)


�
S�1
1 ; S�0

�
BCS�n

n

�
0
+

+(1 + ny)


S�1
1

�
B; S�0

�
CS�n

n

�
0
+ (A.12)

+ny


S�1
1 B

�
C; S�0

�
S�n
n

�
0
+ ny



S�1
1 BC

�
S�n
n ; S�0

��
0

On peut remarquer que, dans l'équation A.12, lorsque S�0 est apparié ave
 un opérateur

qui, dans le produit originel, était à sa gau
he, le 
oe�
ient est (1+ny) ; s'il est apparié

ave
 un opérateur qui était à sa droite, le 
oe�
ient est ny: D'i
i, il est fa
ile de


omprendre 
omment traiter le 
as où l'opérateur d'ordre 
hronologique est présent.

Nous rappelons que :

T
�
S�i

i (�i)S
�j

j (�j)
�
= �(�i � �j)S

�i

i (�i)S
�j

j (�j) + �(�j � �i)S
�j

j (�j)S
�i

i (�i)

En appliquant 
ette formule à


TS�1

1 BS�0 CS
�n
n

�
, on a une somme de termes du type


S�1
1 BS�0 CS

�n
n

�
que nous pouvons 
al
uler par la formule A.12. De là, nous 
ompre-

nons le r�le de l'opérateur T : il joue sur la position des opérateurs S dans les produits

et don
 sur les 
oe�
ients ny et (1 + ny).

Il faut en
ore traiter les di�érents 
ommutateurs qui apparaissent dans les di�érents

termes du développement. Il s'agit de 
ommutateurs d'opérateurs de spin pour des

temps di�érents. En 
onnaissant l'hamiltonien H0 nous avons :

Sz(�) = Sz(0) = Sz

S�(�) = S�e��E0


al
ulées grâ
e à la formule A.8 et don
 :
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�
S+
i (�i); S

�
0 (�)

�
= e(�i��)E0

�
S+
i ; S

�
0

�
= e(�i��)E0Sz

i Æi0 = e�(���i)E0Sz
i (�i)Æi0�

Sz
i (�i); S

�
0 (�)

�
= e�E0�

�
Sz
i ; S

�
0

�
= �e�(���i)E0S�

i (�i)Æi0

En 
on
lusion le nouveau théorème de Wi
k est :

T
�
S�1
1 (�1)S

�
0 (�)S

�2
2 (�2) : : : S

�n
n (�n)

��
0

= Y10(� � �1) < T
n�
S�1
1 ; S�

0

�
�1
S�2
2 (�2) : : : S

�n
n (�n)

o
>0

+ Y20(� � �2) < T
n
S�1
1 (�1)

�
S�2
2 ; S�

0

�
�2
: : : S�n

n (�n)
o
>0

+ : : :+

+ Yn0(� � �n)

< T
n
S�1
1 (�1)S

�2
2 (�2) : : :

�
S�n
n ; S�

0

�
�n

o
>0 (A.13)

Yi0(� � �i) = Æi0e
�E0(���i)

(
(1 + ny) � < �i

ny � > �i

ny =
1

e�y � 1
(A.14)

y = �E0 (A.15)

A.1.2. Représentation graphique

Imaginons maintenant de vouloir 
al
uler la fon
tion A.4 ; elle peut être transformée

en utilisant la formule A.5 en :

Kll0(� � � 0) =
1

h�(�)i0

�

TS�

l (�)S
+
l0 (�)

�
0
�
Z �

0

d�1


TS�

l S
+
l0 Hint(�1)

�
0
+

+
1

2

Z �

0

Z �

0

d�1d�2


TS�

l S
+
l0 Hint(�1)Hint(�2)

�
0
+ : : :

�
L'expression exa
te de 
haque terme dépendra de la forme exa
te de Hint, mais en

général nous pouvons dire que 
haque terme de la somme sera du type hTS�1
1 : : : S�n

n i.
En appliquant ré
ursivement la formule A.14 du théorème de Wi
k, on peut transfor-

mer le terme en question en une somme de produits de fon
tions 
omme Yij(�i� �j) et

de moyennes du type : hSz
i : : : S

z
ni0 . Ces dernières sont ensuite 
al
ulables grâ
e aux

formules :
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ij

j i

τ ’ τ

ij

i j

i j kjk

i j

b

b’ δ
ij

b’b δ

b’’ δ δ

Y (
ij

τ−τ ’)

Fig. A.1. � Équivalen
e entre les termes de l'expansion en 
umulants aux ordres les
plus bas et leur représentation graphique.

hSz
i i0 = b(y)


Sz
i S

z
j

�
0

= b2 + b0Æij

Sz
i S

z
jS

z
k

�
0

= b3 + b0b(Æij + Æjk + Æik) + b00ÆijÆjk
...

où b(y) sera un paramètre, 
al
ulable à partir de l'hamiltonienH0 du système en étude

et les termes b0(y), b00(y)... sont les dérivées de la fon
tion b(y) par rapport à y [?℄.

La forme exa
te de b(y) sera donnée dans les paragraphes suivants pour le modèle

boson fermion. On peut asso
ier à 
haque élément de la série un diagramme qui nous

permet de mieux maîtriser la physique sous-ja
ente. Dans 
e 
as, 
es asso
iations sont

montrées dans la �gure A.1.

En 
on
lusion, don
, en appliquant le théorème de Wi
k au terme hTS�
u S

+
s S

+
n S

�
mi

par exemple, on obtient :



TS�

u S
+
s S

+
n S

�
m

�
= YusYmn hSz

sS
z
ni0 � YusYmsYsn hSz

ni0 � YmnYunYns hSz
s i0 + : : : =

= YusYmn

�
b2 + b0Æsn

�� YusYmsYsnb� YmnYunYnsb + : : :
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u ns m
+

s u n m

n u

s

m

n us

m

+ ...

+

--

Fig. A.2. � Exemple de résultat obtenu en appliquant le théorème de Wi
k.

et, graphiquement le résultat est montré dans la �gure A.2

A.2. Méthode de développement en 
umulants :

appli
ation au BFM

Dans 
e paragraphe nous appliquons la te
hnique exposée 
i-dessus au modèle

Boson-Fermion. Pour 
ela, nous rappelons que l'hamiltonien du BFM dans l'espa
e

réel est :

H = H0 +Hint

H0 = (D � �)
X
i�


+i�
i� + (�B � 2�)
X
i

�
Sz
i +

1

2

�
+ (A.16)

� t
X

<i6=j>;�

�

+i�
j� + 
+j�
i�

�
Hint = v

X
i

�
S+i 
i#
i" + S�

i 

+
i"


+
i#

�
et le développement sera fait en v.

A.2.1. Cal
ul de la fon
tion de Green fermionique

La fon
tion de Green fermionique à 
al
uler est :

G"" (u; � ; s; �
0) = � 
Te
u"(�)e
+s"(� 0)�
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et 
e
i est équivalent à [?℄ :

G"" (u; � ; s; �
0) =

n
� 
T
u"(�)
+s"(� 0)�(�)�0o


où l'indi
e 
 signi�e que seuls les diagrammes 
onne
tés doivent être pris en 
ompte.

En utilisant la formule A.5 pour �(�), on obtient une série de termes qui peuvent

être 
al
ulés à l'aide du théorème de Wi
k modi�é. Naturellement, tous les termes ave


un nombre d'opérateurs de 
réation fermioniques di�érent du nombre des opérateurs

d'annihilation (
-à-d. les termes ave
 v élevé à une puissan
e impaire) vaudront zéro.

Pour montrer le 
al
ul des termes de l'expansion, nous détaillons le 
as des termes à

l'ordre zéro et à l'ordre deux :

G"" (u; � ; s; �
0) = G(0) +G(2) +G(4) + : : :

G(0) = � 
T
u"(�)
+s"(� 0)�0
G(2) = � 1

2!

Z �

0

d�2d�3


T
u"(�)


+
s"(�

0)Hint(�2)Hint(�3)
�
0
=

= � 1

2!

Z �

0

d�2d�3

*
T
u"(�)


+
s"(�

0)v
X
i

�
S+
i 
i#
i" + S�

i 

+
i"


+
i#

�
v
X
j

�
S+
j 
j#
j" + S�

j 

+
j"


+
j#

�+
=

= �v2

2!

X
ij

Z �

0

d�2d�3


T
u"(�)


+
s"(�

0)
�
S+
i S

�
j 
i#
i"


+
j"


+
j# + S�

i S
+
j 


+
i"


+
i#
j#
j"

��
où la dépendan
e temporelle est sous-entendue. Le terme G(0) est dire
tement repré-

sentable 
omme une ligne qui va de s à u (voir �gure A.3 a) ). Le terme G(2) est plus


ompliqué et il mérite d'être expliqué.

Les parties bosonique et fermionique peuvent être traitées séparément 
ar les opé-

rateurs, dans notre approximation, 
ommutent. Nous avons don
 :
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��
��
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��
��
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��
��
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��
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��
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��
��
��

  v 4

  v 4 

i j us
b)

c)

d)

s u
a)

Fig. A.3. � Exemple de diagrammes de Feynman obtenus ave
 le théorème de Wi
k
modi�é. Le diagramme d) prend en 
ompte le terme b0 .



TS+

i (�2)S
�
j (�3)

�
= Yji(�3 � �2) hSz

i i =
= Yji(�3 � �2)b


T
u"

+
s"
i#
i"


+
j"


+
j#

�
= G0

""(i; s)G
0
##(i; j)G

0
""(u; j) + � � �


TS�
i (�2)S

+
j (�3)

�
= Yij(�2 � �3)b


T
u"

+
s"


+
i"


+
i#
j#
j"

�
= G0

""(u; i)G
0
##(j; i)G

0
""(j; s) + � � �

La somme de 
es deux termes (identiques) nous donne le résultat de la �gure A.3 b).

On peut remarquer que le fa
teur 1
2!

présent dans le terme G(2) est éliminé grâ
e

au fait que les deux diagrammes issus de la 
ontra
tion de Wi
k des opérateurs en

G(2) sont topologiquement équivalents. En général le fa
teur 1
n!

du n-ième terme est

éliminé pour la même raison.

A partir du terme G(4) on a des diagrammes qui font intervenir le 
oe�
ient b0, par

exemple :
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TS+

i S
+
j S

�
k S

�
l

�
= YkjYli



Sz
jS

z
i

�
=

= YkjYli

�
b2 + b0Æij

�

T
u"


+
s"
i#
i"
j#
j"


+
k"


+
k#


+
l"


+
l#

�
= �G0

""(u; k)G
0
""(i; s)G

0
##(i; l)G

0
##(j; k)G

0
""(j; l)

qui sont représentés graphiquement dans la �gure A.3 
) et d). En développant la série

jusqu'au huitième ordre, on dé
ouvre sa stru
ture générale et grâ
e à la formule :

G(u� s; � � � 0) =
1

�N

X
k!n

eik(u�s)�i!n(��� 0)G(k; !n)

où � = 1
T
, T = température, N = nombre de sites du réseau, !n = �

�
(2n + 1) =

fréquen
e de Matsubara pour les fermions, k = 2�
N
�k ave
 �k = �N : : :N � 1 et

n = �1 : : :1, on peut passer dans l'espa
e de Fourier et simpli�er les formules en

transformant les intégrales en simples produits. On peut introduire de la même façon

la fon
tion de self-énergie :

�0(k; !) = � v

N�

X
q;!0

G0(q � k; !0 � !)bK0(q; !0)

et avoir ainsi :

G(k; !) = G0(k; !) + bG0(k; !)�0(k; !)G0(k; !) +

+ b2G0(k; !)�0(k; !)G0(k; !)�0(k; !)G0(k; !) +

+ b0G0(k; !)�0(k; !)G0(k; !)
X
q

V (q; !)

N
+ (A.17)

+ bb0G0(k; !)�0(k; !)G0(k; !)
X
q

V 2(q; !)

N
+ : : :

où V (q; !) = G0(q; !)�0(q; !) et où nous avons indiqué !n ave
 ! pour simpli�er.

Dans la �gure A.4 nous avons reporté les di�érents diagrammes aux ordres les plus

bas qui nous ont permis de dé
eler la stru
ture des équations pour G ; leur expression

analytique dans l'espa
e de Fourier est reporté dans le tableau A.1.
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3)

5)

4)

2)

1)

6)

7) et 7’)

8)

9)

10) et 10’)

11)

12)

13)

14), 14’), 14")

Fig. A.4. � Diagrammes aux ordres les plus bas obtenus pour G en appliquant le
développement en 
umulants au BFM. Leur expression analytique est donnée dans le
tableau A.1.
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1) G0(k; !)
2) bG0(k; !)�0(k; !)G0(k; !)
3) b2G0�0G0�0G0

4) b0G0�0
P

q

V (q;!)
N

G0

5) b3(G0)4(�0)3

6) bb0G0�0
P

q

V 2(q;!)
N

G0

7) et 7') bb0G0�0G0�0
P

q
V (q;!)

N
G0

8) b4(G0)5(�0)4

9) (b0)2
hP

q

V (q;!)
N

i2
G0�0G0�0G0

10) et 10') b2b0G0�0G0�0
P

q
V 2(q;!)

N
G0

11) b2b0G0�0
P

q
V 3(q;!)

N
G0

12) (b0)2G0�0
P

qa

V 2(qa;!)
N

P
q


V (q
;!)
N

G0

13) (b0)2G0�0
P

qa

V 2(qa+k;!)
N

P
q


V (qa+k+q
;!)
N

V (k + q
)G
0

14), 14') et 14�) b2b0G0�0G0�0
P

q

V (q;!)
N

G0�0G0

Tab. A.1. � Expression analytique des di�érents termes de la série qui 
ompose G.
Leur expression graphique est donnée dans la �gure A.4.

A.2.2. Cal
ul de la fon
tion de Green bosonique

La fon
tion de Green bosonique est donnée par l'équation A.2 et peut être déve-

loppée dans la forme donnée par l'équation A.4. Ainsi, dans 
e 
as bosonique nous

pouvons é
rire :

Kll0 =
�

TS�

l (�)S
+
l0 (�

0)�(�)
�
0

	



En utilisant la formule A.5 et en pro
édant de la même façon que 
elle utilisée dans

le 
as fermionique nous arrivons à :

K(q; !m) = bY (q; !m) + b2Y (q; !m)�
0(q; !m)Y (q; !m) +

+
b0

N

X
qa

V (qa; !m)Y (k; !m) + (A.18)

+b3Y (q; !m)�
0(q; !m)Y (q; !m)�

0(q; !m)Y (q; !m) + � � �

où nous avons aussi utilisé la formule :

Kll0(� � � 0) =
1

�N

X
q!m

eiq(l�l0)�i!n(��� 0)K(q; !m)
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1) bY (q; !m)
2) b2Y (q; !m)�

0(q; !m)Y (q; !m)

3) b0

N

P
q0 V (q0; !m)Y (q; !m)

4) b3Y�0Y�0Y

5) et 5') b0

N

P
q0 V (q0; !m)Y�0Y b

6) b0

N

P
q0 V 2(q0; !m)Y b

7) b4Y�0Y�0Y �0Y

8),8') et 8�) b2 b
0

N

P
q0 V (q0; !m)Y�0Y�0Y

9) et 9') b2 b
0

N

P
q0 V 2(q0; !m)Y�0Y

10)
�
b0

N

�2P
q0 V (q0; !m)

P
q00 V 2(q00; !m)

11)
�
b0

N

�2P
q0q00 V (q0; !m)V (q0 + q00; !m)V (q00; !m)Y (q; !m)

Tab. A.2. � Expression analytique des di�érents termes de la série qui 
ompose K.
Leur expression graphique se trouve dans la �gure A.5.

ave
 � = 1
T
, T = température, N = nombre de sites du réseau, !m = �

�
2m = fréquen
e

de Matsubara pour les bosons2, q = 2�
N
�q ave
 �q = �N : : :N � 1 et m = �1 : : :1.

Dans le tableau A.2 nous reportons les termes aux ordres les plus bas ; leur représen-

tation graphique 
orrespondante se trouve dans la �gure A.5.

A.2.3. Resommation des diagrammes

A�n de rendre le 
al
ul des fon
tions de Green G et K auto
ohérent, nous 
onsi-

dérons une 
lasse de diagrammes qui résulte des 
ritères des lois de 
onservation du

type ���derivable� [?℄ et qui a été généralisée pour des systèmes de spin tout ré
em-

ment [?℄. Ainsi, en gardant des diagrammes qui ont 
omme fa
teur le terme b[n℄ (ave


n = 0; 1 ) dans l'équation de G et les termes b[n℄ (ave
 n = 0; 1; 2 ) dans l'équation de

K, nous arrivons à une série de diagrammes représentée graphiquement dans la �gure

A.6 qui donne :

K(q; !m) = [b + V (!m)℄Y + [b+ V (!m)℄Y�K(q; !m)

) K(q; !m) =
b + V (!m)

(Y (q; !m))
�1 � [b + V (!m)℄ �0(q; !m)

où V (!m) est représentée par la �gure A.7 et s'é
rit alors :

2Le 
ara
tère bosonique de K est démontré dans le paragraphe suivant.
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2)
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8’’)

9)

Fig. A.5. � Diagrammes aux ordres les plus bas obtenus pour K en appliquant le
développement en 
umulants pour le problème traité i
i. Leur expression analytique
est donnée dans le tableau A.2.
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Fig. A.6. � Équation graphique self-
onsistante pour la fon
tion de Green K.
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Fig. A.7. � Équation graphique pour la fon
tion V (!n).

V (!m) = V 0(!m) +
b0

N

X
q

�0(q; !m)Y (q; !m)�
0(q; !m)Y (q; !m)V

0 + : : :

= V 0(!m) +
b0

N

X
q

�0(q; !m)Y (q; !m)�
0(q; !m)K(q; !m)

ave
 :

V 0(!m) =
b0

N

X
q

�0(q; !m)Y (q; !m)

De façon analogue, nous avons pour G :

G1 = G0 + bG0�G

�(k; !n) =
�v2
�Nb

X
q;m

G(q � k; !m � !n)K(q; !m)

�(q; !m) =
v2

�N

X
k;n

G(q � k; !m � !n)G(k; !n)
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��
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�
�
�

��
��
��
��

Fig. A.8. � Diagrammes pris en 
onsidération par l'habillage de � et de la partie
bosonique de �0.

D'où �nalement, en rendant la self énergie auto-
ohérente nous obtenons :

G(k; !n) =
1

(G0)�1 � b�(k; !n)

K(q; !m) =
b+ V (!m)

(Y (q; !m))
�1 � [b + V (!m)℄ �(q; !m)

V (!m) =
b0

N

X
q

�(q; !m)Y (q; !m) [1 + �(q; !m)K(q; !m)℄ :

Ce
i, ave
 les équations pour � et �, 
onstitue un ensemble d'équations 
ouplées à

résoudre numériquement. Rendre les self-énergies auto-
ohérentes nous permet de tenir


ompte d'autres diagrammes qui ne sont pas représentés dans les �gures pré
édentes

mais qui sont bien présentes dans les développements de G et K aux ordres supérieurs


omme, par exemple, les diagrammes du type illustré dans la �gure A.8.

A.2.4. Fon
tion spe
trale pour les bosons de 
oeur dur

La fon
tion spe
trale et la densité d'états des bosons à 
oeur dur sont di�érentes du


as des bosons standard. I
i, nous reportons le 
al
ul 
omplet qui démontre l'expression

analytique de 
es quantités que nous avons utilisées prin
ipalement dans le 
hapitre 4.
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Fon
tion spe
trale

Pour 
al
uler la fon
tion spe
trale, nous utilisons la représentation de Lehmann

pour la fon
tion de Green des bosons :

K12(�1; �2) = < T eS�1 (�1)eS+
2 (�2) >=

=

(
1
Z
Tr
�
e��HeH�1S�1 e

�H�1eH�2S+
2 e
�H�2

�
�1 > �2

1
Z
Tr
�
e��HeH�2S+

2 e
�H�2eH�1S�1 e

�H�1
�

�1 < �2
=

=

(
1
Z
Tr
�
e��HeH(�1��2)S�1 e

�H(�1��2)S+
2

�
�1 > �2

1
Z
Tr
�
e��HeH(�2��1)S+

2 e
�H(�2��1)S�1

�
�1 < �2

où Z = Tr
�
e��H

	
et où nous avons utilisé la propriété de l'opérateur de Tra
e :

Tr(ABC) = Tr(CAB). En utilisant la base jn > de l'opérateur H, tel que Hjn >=

Enjn > nous avons ( en posant � = �1 � �2 ) :

K12(�) =

(
1
Z

P
n;m e

��Ene�EnS�1nme
�Em�S+

2mn � > 0
1
Z

P
n;m e

��Ene�EnS+
2nme

�Em�S�1mn � < 0

ave
 I =
P

m jm >< mj. En posant !nm = En � Em et en inter
hangeant les indi
es

n et m dans la somme nous obtenons :

K12(�) =
1

Z

X
n;m

e��EnS�1nmS
+
2mn

(
e!nm� � > 0

e!nm(�+�) � < 0

et en 
onséquen
e :

K12(� < 0) = K12(� + �)


e qui montre le 
ara
tère bosonique de la fon
tion K que nous pouvons développer

par transformée de Fourier de la façon suivante [?, ?℄ :

K12(!l) =

Z �

0

d�K12(�)e
i!l� !l =

�

�
2l

d'où :
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K12(!l) =

Z �

0

d�
1

Z

X
n;m

e��EnS�1nmS
+
2mne

!nm�+i!l� =

=
1

Z

X
n;m

e��EnS�1nmS
+
2mn

e�!nm � 1

i!l + En � Em


e
i donne :

K12(!l) =
1

2�

Z 1

�1

d!
AB
12(!)

i!l � !
(A.19)

AB
12(!) =

2�

Z

X
n;m

�
e��Em � e��En

�
S�1nmS

+
2mnÆ(! � Em + En) (A.20)

où AB
12(!) est la fon
tion spe
trale ave
 la propriété de normalisation :

1

2�

Z 1

�1

d!AB
12(!) =

1

Z

X
n;m

e��EmS+
2mnS

�
1nm � e��EnS�1nmS

+
2mn =

=
1

Z

 X
m

< mje��HS+
2 S

�
1 jm > �

X
n

< nje��HS�1 S+
2 jn >

!
=

= < S+
2 S

�
1 > � < S�1 S

+
2 >=<

�
S+
2 ; S

�
1

�
>=

= Æ12 < Sz >= Æ12b (A.21)

Densité des parti
ules

La densité des parti
ules nHC
B se 
al
ule à partir de la fon
tion spe
trale ; pour

démontrer 
ela on é
rit ainsi la densité3 :

nHC
B = 2 < S+

q S
�
q >=

=
2

Z

X
n;m

< mje��HS+
q jn >< njS�q jm >=

=
2

Z

X
n;m

e��Em
��< njS�q jm >

��2
3Nous rappelons que le 2 dans la formule de nHCB vient de notre dé�nition des opérateurs de spin :
S� = 1p

2
(Sx � iSy)
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En utilisant :

AB(q; !) =
2�

Z

X
n;m

�
e��Em � e��En

�
< mjS+q jn >< njS�q jm > Æ(! � Em + En)

=
2�

Z

X
n;m

e��Em
�
1� e�!

� ��< njS�q jm >
��2 Æ(! � Em + En)

nous obtenons ainsi :

nHCB =
2

Z

X
n;m

e��Em
��< njS�q jm >

��2
=

Z 1

�1

2
d!

2�

1

1� e�!
AB(q; !) =

= �2
Z 1

�1

d!

2�
fB(!)A

B(q; !)

le signe ��� devant la formule résulte de notre dé�nition de la fon
tion de Green des

bosons de 
oeur dur qui a un signe opposé par rapport à la dé�nition habituelle des

fon
tions de Green pour les bosons standard.

Appli
ation à un gaz de bosons de 
oeur dur sans intera
tion

Dans les 
as d'un gaz sans intera
tion, la fon
tion de Green est (voir formule B.1) :

K0 =
b0

i!m�E0
, d'où la fon
tion spe
trale : AB

0 (!) = �2Im(Kret

0 ) = 2�b0Æ(! � E0) ave


la 
ondition de normalisation :

Z 1

�1

d!

2�
AB
0 (q; !) = b0


e qui est en parfait a

ord ave
 la formule générale A.21 donnée plus haut.

Nous obtenons ainsi l'expression pour la densité :

nHCB0 = �2
Z 1

�1

d!

2�
fB(!)A

B
0 (!) =

= � 2b0
e�E0 � 1

= �1

2
tanh(

�E0

2
) +

1

2
=

1

e�E0 + 1
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qui est une densité de type fermionique, 
omme l'on pouvait s'y attendre pour un

ensemble de parti
ules à 
oeur dur lo
alisées.

A.3. Cal
ul du propagateur des Cooperons

Le propagateur des Cooperons dans l'espa
e réel est :

Cus(�; �
0) = < T

�

+u"(�)


+
u#(�)
s#(�

0)
s"(�
0)S

�
>


S = 1�
Z �

0

Hint(�1)d�1 +
1

2

Z �

0

d�1d�2Hint(�1)Hint(�2)� � � �

où nous avons déjà exprimé tous les opérateurs en représentation d'intera
tion. La


ontribution au premier ordre en v est nulle 
ar elle a 
omme fa
teur des termes du

type < T
u#
u" > qui sont manifestement égaux à zéro. Don
 �nalement nous avons :

Cus(� � � 0) = < T
+u"(�)

+
u#(�)
s#(�

0)
s"(�
0) > +

+
v2

2

Z �

0

d�1d�2
X
nm

< T
�

+u"(�)


+
u#(�)
s#(�

0)
s"(�
0)
�
S+
n 
n#
n" + S�

n 

+
n"


+
n#

�
�
S+
m
m#
m" + S�

m

+
m"


+
m#

��
:

Le terme à l'ordre zéro est (une seule 
ontra
tion est possible) :

< T
+u"(�)

+
u#(�)
s#(�

0)
s"(�
0) >= G0

""(s; u; �
0; �)G0

##(s; u; �
0; �)

À l'ordre v2 seulement deux termes donnent une 
ontribution �nie :

v2

2
< T
+u"(�)


+
u#(�)
s#(�

0)
s"(�
0)
n#
n"


+
m"


+
m#S

�
n S

�
m >) =

=
v2

2
G0

nu#G
0
nu"G

0
sm"G

0
sm#bYmn

En développant aux termes su

essifs et en passant dans l'espa
e de Fourier 
omme

nous l'avons déjà fait pour les fon
tion de Green des bosons préformés et des éle
trons

nous obtenons l'expression de la �gure A.9, qui en termes analytiques 
orrespond à

l'expression :
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C(q, ω  )m = + v 2

Fig. A.9. � Expression en termes de diagrammes de Feynman du propagateur pour
les Cooperons.

C(q; !m) =
1

v2
�(q; !m) +

1

v2
�(q; !m)K(q; !m)�(q; !m)
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B. Cal
uls Numériques

Dans 
et appendi
e nous reportons les démar
hes essentielles à suivre pour résoudre

les équations intégrales 
ouplées qui dé
rivent notre système. Nous nous 
on
entrons

sur les équations 
ontenant seulement le terme en b.

B.1. Solution des équations intégrales du BFM

B.1.1. Des
ription de l'algorithme

En exploitant les résultats de l'appendi
e A nous pouvons reporter i
i l'ensemble


omplet des équations qui dé
rivent notre système dans le 
as où les termes propor-

tionnels à b0 sont négligés :

G(k; !n) =
1

(G0)�1 � �(k; !n)

K(q; !m) =
b

(K0(q; !m))
�1 � b�(q; !m)

�(k; !n) =
�v2
�N

X
q;m

G(q � k; !m � !n)K(q; !m)

�(q; !m) =
v2

�N

X
k;n

G(q � k; !m � !n)G(k; !n)

les variables k = 2�
N
�k et q = 2�

N
�q ave
 � 2 Z et � 2 [�N

2
; :::; N

2
� 1℄ sont dis
rètes

et limitées dans la zone de Brillouin [��; �℄: Elles ne posent don
 au
un problème et

peuvent être représentées dans l'ordinateur par les nombres entiers �k et �q 
orrespon-

dant. Les variables !m = �
�
2m et !n = �

�
(2n+ 1), ave
 n et m des entiers 2 [�1;1℄,

sont elles aussi dis
rètes, mais elles ne sont pas limitées et il est don
 impossible de

toutes les représenter dans l'ordinateur. Néanmoins, en sa
hant que les fon
tions de

115
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Green dé
roissent assez rapidement en !n [?℄, nous pouvons nous limiter à 
onsidérer

un nombre �ni de 
es valeurs en imposant m 2 [�Mf ;Mf ℄ et n 2 [�Mf;Mf � 1℄.

Le 
hoix asymétrique pour les fermions vient du fait que, la fon
tion de Green a la

partie réelle paire et la partie imaginaire impaire. Pour s'assurer que la propriété de

symétrie :

1X
n=�1

ImfG(k; !n)℄ = 0

1X
n=�1

RefG(k; !n)℄ = 2
1X
n=0

RefG(k; !n)℄

est maintenue dans le 
as où n est borné, il faut avoir le même nombre de points dans

le semi-axe positif et dans le semi-axe négatif.

Le 
hoix de Mf et N est di
té par un 
ompromis entre la rapidité de 
al
ul et la

pré
ision né
essaire pour mettre en éviden
e tous les phénomènes qui nous intéressent

(un grand N est utile quand on essaye, par exemple, de déterminer la masse e�e
tive

des parti
ules) sans pour autant 
hoisir une valeur trop grande qui rendrait le 
al
ul

ex
essivement long. Un test 
ru
ial que nous avons fait est de véri�er la stabilité des

résultats au 
hangement de Mf ou N . Après di�érents essais, nous avons 
onstaté que

nos résultats étaient stables et satisfaisants pour Mf = 100 et N = 196. Une fois les

variables 
hoisies, on peut utiliser des tableaux 
omplexes pour sto
ker les grandeurs

G;K;�;� dans l'ordinateur.1

L'algorithme de solution est le suivant :

1. Fixer un potentiel 
himique

2. Cal
uler les fon
tion de Green à l'ordre zéro, G0 et K0 (voir les formules dé
rites

par la suite)

3. Cal
uler � et �

4. Cal
uler nB, nF , ntot et b

5. Cal
uler les nouvelles fon
tions G et K et l'erreur relative

1Dans la plupart des langages (
omme le C) l'indi
e des tableaux ne peut être négatif et dans 
e

as il faut faire une transformation linéaire pour passer de la variable q (ou k; !n; !m) à son vrai
indi
e dans le tableau. Cela est énormément 
oûteux en terme de temps dans un problème déjà
lourd. Une solution est d'utiliser les pointeurs pour 
hanger la façon ave
 laquelle le programme
a

ède aux tableaux [?℄ ou utiliser Fortran 90 qui autorise dire
tement dans ses spé
i�
ations les
indi
es négatifs dans les tableaux.
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6. Retourner à l'étape 3 jusqu'à obtenir la 
onvergen
e (erreur relative � 10�9 �
10�11 )

Une fois la 
onvergen
e obtenue, on véri�e si le nombre total de parti
ules est 
elui

désiré, sinon on re
ommen
e ave
 un nouveau potentiel 
himique de départ. On re-

marque que la 
onvergen
e devient parti
ulièrement di�
ile quand b s'appro
he de

zéro (bande moitié pleine). Dans 
e 
as il peut être utile de démarrer le 
al
ul non pas

par G0 et K0, mais plut�t par des G et K 
al
ulés pour des 
as où la 
onvergen
e est

plus fa
ilement atteinte.

La grande pré
ision numérique est importante pour pouvoir faire ensuite une ap-

proximation de Padé des résultats satisfaisante.

B.1.2. Cal
ul des self-énergies

La di�
ulté du 
al
ul de � et � réside dans le fait que, dans leurs expressions,

la somme sur n ou m va de �1 à 1 et pour la 
al
uler on ne peut pas la borner

tout simplement à une fenêtre ave
 n;m 2 [�Mf ;Mf ℄ 
ar l'erreur induite serait trop

grande et la 
onvergen
e ne serait pas atteinte. La solution 
onsiste à approximer � et

� en dehors de la fenêtre [�Mf ;Mf ℄ par les self-énergies 
al
ulées analytiquement au

premier ordre (
'est-à-dire en utilisant les G0 et K0). Les formules 
omplètes à utiliser

pour � et � sont don
 :

�(k; !n) = � v2

�N

X
q

24 MfX
m=�Mf

�
G(q � k; !m � !n)K(q; !m)� bG0K0

�
+

1X
m=�1

bG0K0

35
= � v2

�N

X
q

24 MfX
m=�Mf

�
G(q � k; !m � !n)K(q; !m)� bG0K0

�
+

+ b�
nF ("q�k) + nB(E0)

i!n + "q�k � E0

�

�(q; !m) =
v2

�N

X
k

24 Mf�1X
n=�Mf

�
G(q � k; !m � !n)G(k; !n)� bG0G0

�
+

� �
1� nF ("q�k)� nF ("k)

i!m � "q�k � "k

�
où les sommes

P1

n=�1 bG0K0 et
P1

m=�1G0G0 sont 
al
ulées analytiquement ave
 les

te
hniques d'analyse 
omplexe usuelles [?℄. Dans le 
as où q�k est en-dehors de la zone
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de Brillouin il peut y être ramené grâ
e à la propriété de périodi
ité. L'opération est

e�e
tuée par un pré-
al
ul de toutes les possibles valeurs de q � k qui seront sto
kées

dans un ve
teur nommé period de façon telle que l'indi
e des tableaux sera period [q�k℄
au lieu de q � k . Même si 
ette opération nous oblige à allonger le temps de 
al
ul

à 
ause du temps d'a

ès à la 
ase mémoire du ve
teur, elle est de toute façon très

rentable par rapport à l'appel d'une fon
tion ou pire par l'insertion d'une expression

if dans la pro
édure de 
al
ul.

Dans le 
as de la somme !m � !n également, pour 
ertaines valeurs de n et m 
e

terme peut être en-dehors de la dimension de nos tableaux, mais 
ette fois on ne peut

pas utiliser la périodi
ité 
ar elle est absente sur l'axe de Matsubara. Pour résoudre le

problème nous avons deux possibilités : soit on augmente la taille de nos tableaux en

remplissant les nouvelles 
ases ave
 les valeurs de G0 et K0, a�n de prévoir toutes les

possibles valeurs de !m � !n ; soit on 
hange les limites des sommes dans les formules

de � et � de façon à empê
her l'indi
e !m � !n de sortir de la taille des tableaux.

La première solution 
omporte la gestion de tableaux quatre fois plus larges que 
e

qu'il faut ave
 la deuxième solution, et 
ela se traduit par de sérieux problèmes dans

la gestion de la mémoire et la vitesse d'exé
ution. La deuxième solution 
omporte une

erreur qui reste toujours négligeable dans nos 
al
uls.

Pour augmenter en
ore la vitesse d'exé
ution, nous avons aussi utilisé le fait que

dans les self-énergies, la partie réelle est paire et la partie imaginaire est impaire sur

l'axe de Matsubara et toutes les fon
tions sont symétriques dans la zone de Brillouin.

De 
ette façon, nous pouvons 
al
uler seulement un quart de 
haque tableau et retrou-

ver le reste par symétrie.

B.1.3. Cal
ul des fon
tions non habillées et des densités des

parti
ules

Cal
ul de G0

L'expression de G0(k; !n) peut être obtenue à partir de la transformée de Fourier

(dans le temps et l'espa
e) de la dé�nition :

G (u; � ; s; � 0) = � 

Te
u(�)e
+s (� 0)

�
0

où la moyenne est prise sur l'hamiltonien H0 (formule A.16). Le résultat est naturel-

lement la fon
tion de Green pour un gaz de fermions libres [?℄ :
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G0(k; !n) =
1

i!n � "k

où "k = D � D 
os(k) � � . Dans la suite, on utilisera "k normalisée en termes de la

bande éle
tronique 2D et don
 on aura :

"k = 0:5� 0:5 
os(k)� �

où � est le potentiel 
himique normalisé en termes de 2D.

Cal
ul de Y

On peut 
al
uler Y à partir de sa dé�nition :

Y (� � � 0) =



TS�i (�)S

+
i (�

0)
�
0

hSz
i i0

où la moyenne est 
al
ulée sur l'hamiltonien H0 de la formule A.16. La partie éle
tro-

nique et la 
onstante 1
2

ommutent ave
 la partie de spin, l'unique terme de H0 qui

rentre dans le 
al
ul est don
 :

(�B � 2�)
X
i

Sz
i = E0

X
i

Sz
i :

en développant les 
al
uls on a :

Y (� � � 0) =
1

hSz
i i0

�

S�i (�)S

+
i (�

0)
�
0
�(� � � 0) +



S+
i (�

0)S�i (�)
�
0
�(� 0 � �)

�
=

e�E0(��� 0)

hSz
i i0

�

S�i (0)S

+
i (0)

�
0
�(� � � 0) +



S+
i (0)S

�
i (0)

�
0
�(� 0 � �)

�
où on a utilisé la formule S�i (�) = S�i (0)e

�E0� qu'on peut déduire de l'expression A.8 :
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S+
i (�) = eE0S

z
i �S+

i (0)e
�E0S

z
i � = S+

i (0) + E0�
�
Sz
i ; S

+
i (0)

�
+ : : : =

= S+
i (0)e

E0�

et de façon analogue pour S�
i (�). D'i
i, on peut fa
ilement obtenir l'expression de K0

en 
al
ulant 
haque terme :

Z =

 X
n1

hn1j e��E0S
z
1 jn1i

!N



S�
i (0)S

+
i (0)

�
0

=

P
n1n2:::

hn1n2 : : : j e��E0
P

j S
z
j S�

i S
+
i jn1n2 : : : i

Z
=

=
e
�
2
E0

e�
�
2
E0 + e

�
2
E0

hSz
i i0 =

P
n1n2:::

hn1n2 : : : j e��E0
P

j S
z
j Sz

i jn1n2 : : : i
Z

=

=
1

2

e�
�
2
E0 � e

�
2
E0

e�
�
2
E0 + e

�
2
E0


S+
i (0)S

�
i (0)

�
0

= hSz
i i0 +



S�
i (0)S

+
i (0)

�
0

où on a utilisé, on le rappelle, les équations A.3. De là, on a �nalement :

Y (� � � 0) = e�E0(��� 0)ny�(� � � 0) + e�E0(��� 0)(ny + 1)�(� 0 � �)

y = �E0

ny =
1

e�y � 1

Pour �nir nous 
al
ulons la transformée de Fourier [?℄ :

Y (q; !m) =

Z �

0

d(� � � 0)K0(� � � 0)ei!m(��� 0) =
1

i!m � E0
(B.1)

où !m = �
�
2m m 2 Z: Nous rappelons que, à l'ordre zéro, nous avons pour la fon
tion

de Green bosonique : K0 = b0Y .
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Cal
ul de b0(y)

Il nous reste maintenant à 
al
uler le paramètre b(y). Si jusqu'à présent on a iden-

ti�é hSzi0 ave
 b pour s'uniformiser à la notation standard, il est en général judi
ieux

de faire une distin
tion entre le b0(y) = hSzi0 et le b(y) = hSzi. On a :

b0(y) = hSzi0 = �1

2
tanh

�y
2

�
= �� 1

2
tanh

�
�E0

2

�
En 
e qui 
on
erne le b0(y) renormalisé, 
'est-à-dire b(y), on peut le 
al
uler à partir

de l'expression

b(y) = hSzi = 2


S+S�

�� 1

2
= nB � 1

2

où nB est la densité des bosons que l'on peut 
al
uler dire
tement à partir de K.

Cal
ul de la densité des bosons nB

nBq est la densité des bosons ave
 une impulsion q. En rappelant les dé�nitions A.3

nous obtenons ave
 K(q; �) =


TS�q (�)S

+
q (0)

�
:

nBq = 2


S+q (0)S

�
q (0)

�
K(q; 0�) =



S+q (0)S

�
q (0

�)
�
=

nBq
2

Et �nalement :

nBq = 2


S+q (0)S

�
q (0)

�
= 2 lim

�!0�



TS�q (�)S

+
q (0)

�
=

= 2 lim
�!0�

1

�

+1X
!m=�1

e�i�!mK(q; !m)

A�n de 
al
uler 
ette quantité numériquement, il faut approximerK ave
 K0 en-dehors

d'une 
ertaine fréquen
e !Mf
= 2�

�
Mf 
omme déjà dis
uté pour les self-énergies. L'ap-

proximation est justi�ée par le fait que K � 1
!m

(voir [?℄) pour les hautes fréquen
es.

Numériquement, !Mf
sera 
hoisie de telle façon que 
hanger 
ette limite n'in�uen
era
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pas les résultats obtenus. On a don
 :

nBq = 2 lim
�!0�

1

�

MfX
m=�Mf

e�i�!m
�
K(q; !m)� bK0(q; !m)

�
+

+
2b

�
lim
�!0�

+1X
m=�1

e�i�!m
1

i!m � E0

où m 2 Z. Pour �nir il nous reste à 
al
uler la somme sur m. Pour 
ela, on dé�nit

l'intégrale suivante :

Z
R!1

dz
e�z0

�

z � E0

1

e�z � 1

qui est identiquement nulle, vu que :

(
si <(z)!1 =) 1

e(�+0�)z�ez0
�
! 0

si <(z)! �1 =) e�z0
�

e�z�1
! 0

Néanmoins, par le théorème des résidus on a :

0 =

Z
R!1

dz
e�z0

�

z � E0

1

e�z � 1
=

1

�
lim
�!0�

1X
m=�1

e�i�!m

i!m � E0

+
eE00�

e�E0 � 1

d'où :

1

�
lim
�!0�

1X
m=�1

e�i�!m

i!m � E0
= � 1

e�E0 � 1

Cal
ul de la densité des fermions nF

Nous pouvons é
rire la fon
tion de Fermi de la façon suivante :
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fF ("k) =
1

e�"k + 1
=

1

2
� 1

2
tanh(

�"k
2

) =

=
1

2
+

1

�

1X
n=�1

1

i�
�
(2n+ 1)� "k


ar :

1

�

1X
n=�1

1

i�
�
(2n+ 1)� "k

=
1X
n=0

1

i�(2n + 1)� �"k
+

1

i�(�2n� 1)� �"k

=
1X
n=0

�2�"k
�2(2n+ 1)2 + (�"k)2

= �1

2
tanh(

�"k
2

)

où, pour le dernier passage, on peut utiliser [?℄ ou Mathemati
a [?℄. D'i
i, en utilisant

la formule standard pour la densité des fermions [?℄, nous avons :

nFk =< 
+k 
k > =

Z 1
�1

d"k
2�

fF ("k)AF (k; "k) =

=
1

2
+

1

�

1X
n=�1

G(k; i!n)

où AF est la fon
tion spe
trale des fermions et où nous avons utilisé les relations [?℄ :

Z 1
�1

d"k
2�

AF (k; "k) = 1Z 1
�1

d"k
2�

AF (k; "k)

i!n � "k
= G(k; "k)

Pour 
al
uler numériquement nFk il faut, 
omme pour les bosons, approximer la fon
tion

habillée par la fon
tion nue en-dehors de la fenêtre !n 2 [!�Mf
; !Mf�1℄ et don
 nous

avons :



124 Annexe B. Cal
uls Numériques

nFk =
1

2
+

1

�

Mf�1X
n=�Mf

�
G(k; !n)�G0(k; !n)

�
+

1

�

1X
n=�1

G0(k; !n) =

= fF ("k) +
1

�

Mf�1X
n=�Mf

�
G(k; !n)�G0(k; !n)

�

Cal
ul de la densité totale ntot

La densité totale des parti
ules sera don
 : ntot = 2nF + 2nB , 
ar il faut 
ompter

les états de spin pour les fermions et se rappeler qu'un boson à 
oeur dur est formé

par deux éle
trons.

B.1.4. Continuations analytiques

Après avoir résolu les équations en travaillant sur l'axe de Matsubara, nous 
onnais-

sons les fon
tions de Green et les self-énergies dans un ensemble de points dis
rets et

nous devons alors re
ourir à une 
ontinuation analytique pour retourner sur l'axe réel,

a�n d'obtenir des propriétés physiques.

On dé�nit la 
ontinuation analytique d'une fon
tion G donnée sur un ensemble

A � C , par la fon
tion G qui 
orrespond à G sur l'ensemble A et qui est analytique

sur un domaine qui 
ontient A.
Le théorème de Mermin et Baym [?℄ nous assure que, dans notre 
as, où toutes les

fon
tions de 
orrélations qui nous intéressent dé
roissent 
omme 1
z
pour jzj ! 1, la


ontinuation analytique existe et est unique. La pro
édure la plus utilisée et la plus

simple pour obtenir une telle 
ontinuation est l'approximation de Padé2[?℄ qui 
onsiste

à é
rire la fon
tion G 
omme une fra
tion 
ontinue du type :

G(z) =
a1

1 + a2(z�z1)

1+
a3(z�z2)

1+
a4(z�z3)

1+...1+aN (z�zN�1)

et trouver les di�érents 
oe�
ients en imposant :

2La stru
ture de l'approximation de Padé, 
onstituée par une fon
tion rationnelle nous permet de
traiter aussi des fon
tions qui 
ontiennent des p�les et qui seraient di�
ilement traitables ave

d'autres te
hniques.
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G(i!n) = G(i!n)

Une fois les 
oe�
ients déterminés, on peut évaluer G sur l'ensemble des points !+ iÆ

pour obtenir la fon
tion de Green retardée ou la fon
tion spe
trale.

Les algorithmes utilisés pour obtenir l'approximation de Padé sont aujourd'hui

très répandus et ont été appliqués ave
 su

ès pour la première fois il y a longtemps à

des 
as bien plus 
omplexes et problématiques que le n�tre [?℄. Néanmoins, l'opération

reste déli
ate d'un point de vue numérique et la pré
ision des données en entrée 
omme

le nombre de points sur l'axe de Matsubara restent des paramètres importants pour

que la pro
édure soit satisfaisante. Dans un problème tel que la solution des équations

d'Eliashberg où la stru
ture des fon
tions sur l'axe réel reste 
ompliquée, une pré
ision

de 10�17 est né
essaire et le nombre des points sur l'axe de Matsubara doit être 
hoisi

ave
 beau
oup de pré
aution. Certains algorithmes modernes [?℄ vont même plus loin

et se basent sur des langages de programmation qui permettent une implémentation

logi
ielle de la pré
ision numérique, qui peut être exploitée pour avoir un nombre arbi-

traire de 
hi�res signi�
atifs. Nous n'avons pas utilisé 
es algorithmes 
ar ils apportent

une réelle amélioration seulement si on peut travailler ave
 des données d'une pré
ision

de plus de 120 
hi�res et 
ela reste largement hors de la portée des langages de pro-

grammation traditionnels tel que C et Fortran. D'autre part, les langages interprétés

tels que Maple ou Mathemati
a qui permettent une pré
ision arbitraire ne sont pas

en
ore assez rapides pour résoudre des problèmes numériques 
omplexes.

Pour notre problème, 
ette méthode de Padé est su�samment pré
ise pour que

nous puissions obtenir des renseignements sur la modi�
ation de la DOS montrant

l'ouverture du pseudogap en utilisant une pré
ision de 10�9 � 10�12 dans les données

de départ et en véri�ant qu'une pré
ision plus élevée n'apportait pas de di�éren
e.

Il est important aussi de remarquer qu'ajouter des points sur l'axe de Matsubara ne

peut augmenter la qualité du résultat et peut même la dégrader [?℄. Le nombre de

points né
essaires 
hange naturellement ave
 la température. En parti
ulier, quand


ette dernière est assez basse, il faut s'assurer que les points !m sont assez nombreux

pour 
ouvrir toute la zone où la fon
tion est signi�
ativement di�érente de zéro. Notre


hoix os
ille entre 20 et 80 points selon la température et le fa
teur de remplissage

de la bande. Le 
hoix du Æ dans les points au-dessus de l'axe réel ! + iÆ où 
al
uler

la 
ontinuation analytique est à 
hoisir de façon à 
e que de petits 
hangements de

sa valeur n'en induisent pas de gros dans la fon
tion spe
trale. Un 
ritère utile est de

toujours véri�er la normalisation des fon
tions 
ontinuées et en tout 
as de 
ontr�ler si
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<H   >=int

Fig. B.1. � Diagramme de la moyenne du terme d'intera
tion intervenant dans le

al
ul de la 
haleur spé
i�que.

l'approximation sur l'axe imaginaire, où nous 
onnaissons exa
tement les fon
tions à

approximer, est de bonne qualité. Dans notre 
as, la normalisation atteignait souvent

des pré
isions de 10�5.

B.2. Cal
ul de la 
haleur spé
i�que

Pour déterminer la formule opérationnelle de la 
haleur spé
i�que pour un système

de bosons et d'éle
trons en intera
tion, nous partons de l'énergie interne U exprimée


omme la moyenne de l'hamiltonien du BFM dans l'espa
e de Fourier H = H0+Hint.

Nous avons :

U(T ) =< H > =
2

N

X
k

�k < 
+k 
k > +
�B

N

X
q

< Sz
q +

1

2
> +

+ v < TF

(X
i

S+i 
i#
i" + S�i 

+
i"


+
i#

)
>=

=
2

N

X
k

�kn
F
k +�BnB � 2

�N

X
q;!m

�(q; !m)K(q; !m)

Pour obtenir la moyenne < Hint >, le terme d'intera
tion dans l'espa
e réel a été, avant

tout, développé en diagrammes de Feynman et sa transformée de Fourier a ensuite été

e�e
tuée. Le résultat sous forme de diagramme est montré dans la �gure B.1.

Le 
al
ul des 
ontributions 
inétiques de U est immédiat 
ar la solution des équa-

tions intégrales du BFM nous permet d'évaluer les nombres d'o

upation fermioniques

et bosoniques. En 
e qui 
on
erne le terme d'é
hange, notre 
onnaissan
e de la self-

énergie � et de la fon
tion de Green K étant limitée à un nombre de fréquen
es �ni,

il faut trouver une façon approximée de 
al
uler la somme sur !m de �1 à +1.

Même si nous savons déjà que la 
ontribution des termes à fréquen
e élevée ne sera

pas très importante 
ar le produit �(q; !m)K(q; !m) dé
roît rapidement, le fait que la

détermination de la 
haleur spé
i�que implique le 
al
ul, plut�t déli
at, d'une dérivée
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numérique, nous in
ite à ne pas prendre de risques en négligeant une partie que nous

ne savons pas estimer a priori. Nous suivons don
 la même stratégie que 
elle utilisée

dans le 
al
ul des self-énergies et nous approximons le produit �(q; !m)K(q; !m) par

�0(q; !m)K
0(q; !m) en dehors de la fenêtre m 2 [�Mf ;Mf ℄. D'i
i nous avons :

< Hint > = � 2

�N

X
q

8<:
MfX

!m=�Mf

�
�(q; !m)K(q; !m)� b�0(q; !m)K

0(q; !m)
�
+

� v2

N

X
k

1X
m=�1

1� nF ("q�k)� nF ("k)

i!m � "q�k � "k

b

i!m � E0

)

En 
al
ulant analytiquement la somme sur m, nous obtenons �nalement :

< Hint > = � 2

�N

X
q

8<:
MfX

!m=�Mf

�
�(q; !m)K(q; !m)� b�0(q; !m)K

0(q; !m)
�
+

� v2

N

X
k

�bz(q; k)�
2 [E0 + w(q; k)℄

�

oth

�
�E0

2

�
+ 
oth

�
�w

2

��
où nous avons :

z(q; k) = 1� nF ("q�k)� nF ("k)

w(q; k) = �"q�k � "k:

Pour 
ertaines valeurs de q et k, la quantité E0+w(q; k) tend vers zéro et il faut don


gérer 
es 
as de façon à éliminer analytiquement 
ette singularité grâ
e au numérateur.

En e�et, en 
al
ulant la limite, nous obtenons :

lim
E0+w(q;k)!0

z

E0 + w

2
�
e�(E0+w) � 1

�
1� e�w � e�E0 + e�(E0+w)

=
2z�

2� e�w � e�E0

où z et w sont les valeurs de z et w 
al
ulées pour les k et q pour lesquels E0+w(q; k)!
0.

Notre 
onnaissan
e de l'énergie interne ainsi 
al
ulée est limitée à 
ertaines valeurs

de la température. Le 
al
ul de la 
haleur spé
i�que :
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CV (T ) =
dU(T )

dT

doit don
 être e�e
tué sur une interpolation polynomiale de l'énergie.

B.2.1. Cal
ul de CV pour un gaz de bosons et fermions sans

intera
tion

Par 
omparaison ave
 le 
as pré
édant, nous 
al
ulons aussi la 
haleur spé
i�que

d'un gaz de bosons de 
oeur dur et de fermions libres sans intera
tion d'é
hange entre

eux.

Pour les fermions nous avons :

EF
kin =

2

N

X
k

�k
1

e�"k + 1

"k = �k � � = 0:5� 0:5 
os(k)� �

où "k est la relation de dispersion pour des éle
trons sur un réseau 1D, normalisée à

la valeur de la bande éle
tronique . Pour les bosons de 
oeur dur nous avons :

EB
kin =

1

N

X
q

�B

1

e�E0 � 1

Le potentiel 
himique � est 
hoisi de telle manière que

ntot = 2nF + 2nB =
2

N

X
k

1

e�"k + 1
+

2

e�E0 � 1

soit 
elui imposé. La 
haleur spé
i�que est naturellement :

CV (T ) =
dU(T )

dT
=

d

dT

�
EF
kin(T ) + EB

kin(T )
�
:



C. Le modèle XY sur deux sites

L'hamiltonien à étudier est :

H = �2J �
S+
1 S

�
2 + S+

2 S
�
1

�
+ E0 (S

z
1 + Sz

2)

où les opérateurs sont les opérateurs de spin S dé�nis dans le paragraphe 2.2. Pour les

ve
teurs d'états nous utilisons la notation :

j+ >= j "> j� >= j #> :

Les ve
teurs et valeurs propres, 
al
ulables en diagonalisant la matri
e asso
iée à H

dans la base jf�g > 
jf�g >, sont les suivants :

jx > = j� > 
j� >= j � � >

jz > = j++ >

ju > =
1p
2
(j+� > �j � + >)

jv > =
1p
2
(j+� > �j � + >)

�x = �E0

�z = E0

�u = �J
�v = J:

D'i
i, en utilisant la dé�nition de fon
tion spe
trale donnée dans l'équation A.20, nous

129



130 Annexe C. Le modèle XY sur deux sites

pouvons 
al
uler :

AB
12(!) =

2�

Z

X
nm

�
e��Em � e��En

�
��1nm�

+
2mnÆ(! � Em + En)

=
2�

Z

�
e�J + e��J � e�E0 � e��E0

2Z
Æ(! + J � E0)+

� e�J + e��J � e�E0 � e��E0

2Z
Æ(! � J � E0)

�
où Z =

P4
n=1 e

��En = e�E0 + e�J + e��J + e��E0. La formule de normalisation A.21

est respe
tée 
ar (dans le 
al
ul pré
édent nous avons imposé que le site 1 et 2 soient

di�érents) : Z +1

�1

d!

2�
AB
12(!) = 0:

Nous 
al
ulons aussi la fon
tion spe
trale A11(!) :

AB
11(!) =

2�

Z

X
nm

�
e��Em � e��En

�
��1nm�

+
1mnÆ(! � Em + En) =

=
2�

2Z
f[sinh(�J)� sinh(�E0)℄ Æ(! + J � E0)+

� [sinh(�J) + sinh(�E0)℄ Æ(! � E0 � J)g

d'où : Z +1

�1

d!

2�
AB
11(!) = � sinh(�E0)

2 
osh(�E0) + 2 
osh(�J)
:

Nous remarquons que, aussi dans 
e 
as, la 
ondition A.21 est satisfaite 
ar :

< Sz1 >=
1

Z

4X
n=1

e��En < njSzi jn >= � sinh(�E0)

2 
osh(�E0) + 2 
osh(�J)
:

On peut aussi véri�er que :

AB
22 = AB

11

AB
21 = AB

12

En utilisant l'ensemble de fon
tions orthogonales
n
eikm

2�
N

o
où N = 2 et k 2 f1; 2g

nous 
al
ulons la fon
tion spe
trale dans l'espa
e ré
iproque :
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eAkl =
X
mn

AB
mne

�i(mk+nl)�

d'où :

eA11 = 2AB
11 � 2AB

12

=
2�

Z

��
e��E0 � e��J

�
Æ(! + J � E0) +

�
e��J � e�E0

�
Æ(! � J � E0)

�
eA22 = 2AB

11 + 2AB
12

=
2�

Z

��
e��E0 � e�J

�
Æ(! � J � E0) +

�
e�J � e�E0

�
Æ(! + J � E0)

�
eA12 = eA21 = 0
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Dans cette thèse nous étudions le phénomène de la supraconductivité à haute
température critique sur la base d'un modèle d'un gaz de bosons et d'électrons en
interaction. Les bosons sont des paires électroniques localisées avec une forte répulsion
à courte portée (coeur dur) alors que les fermions sont des électrons itinérants. En
utilisant un développement en diagrammes de Feynman qui tient compte des fortes
corrélations entre bosons, nous étudions le comportement du système en fonction du
dopage. Nous traçons en particulier le diagramme de phase en mettant en évidence ses
similitudes avec celui des supraconducteurs à haute température critique. La
température d'ouverture du pseudogap T*, déterminée par l'apparition d'un creux dans la
densité d'états électronique, varie en fonction du dopage (donné par la concentration
totale des bosons plus les fermions) de façon opposée par rapport à la température
critique T∅ . Cette dernière est estimée par l'échelle d'énergie de la rigidité de la phase
liée à son tour au rapport entre le nombre de porteurs de charges superfluides et leur
masse. L'importante variation de la masse à cause des corrélations électroniques qui
deviennent de plus en plus importantes lorsque la concentration des bosons augmente,
est responsable de l'augmentation de la température critique avec le dopage. Nous
analysons dans ce contexte la transition graduelle entre un mécanisme de fluctuations de
phase qui contrôle la supraconductivité pour des faibles dopages et un mécanisme de
fluctuations d'amplitude qui détermine la transition vers la phase supraconductrice pour
des dopages élevés.

ON PHASE AND AMPLITUDE FLUCTUATIONS IN PRECURSOR
PAIRING SUPERCONDUCTORS

In this thesis we study the high temperature superconductivity phenomenon on the basis
of a mixture of interacting bosons and fermions. The bosons are localized electrons
pairs with strong on site repulsion (hard core) and the fermions are constituted by
itinerant electrons. Using a diagrammatic approach taking into account the hard core
nature of the bosons, we can examine the behavior of the system as a function of
doping. We focus on the phase diagram showing its connection with the experimental
phase diagram of the high temperature superconductors. The pseudogap opening
temperature T*, determined from the appearance of a dip in the électronique density of
states, has an opposite variation as a function of doping (given by the total concentration
of fermions plus bosons) as compared with the superconducting critical temperature
T∅ . We determine that latter from the energy scale of the phase stiffness connected
with the ratio of the charge carriers density and their mass. In this scenario, the
increasing of T∅  with doping is related to the variation of the mass rather then to the
variation of the superfluid charge carriers density. We analyze in this context the
change-over from the phase- to amplitude-fluctuation driven superconductivity going
from low to high doping.

Discipline : Physique.

Mots-clés : Supraconductivité à haute température critique. Pseudogap. Fluctuations de
phase. Appariement précurseur. Systèmes électroniques fortement corrélés.


