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1. Introduction

La découverte de la supraconductivité & haute température critique en 1986 [?], a
été a l'origine d’un effort de recherche considérable, dans le domaine expérimental ainsi
que dans celui théorique. En ce qui concerne la recherche fondamentale, ce phénomeéne
promettait une vraie révolution, car la physique en jeu était trés différente de celle
des métaux et, pour en comprendre les mécanismes, toute une nouvelle théorie restait
a inventer. En méme temps, dans le domaine de I'application, la possibilité d’obtenir
la supraconductivité en refroidissant en-dessous de la température de ’azote liquide
au lieu de celle de I’hélium permettait d’imaginer une vaste commercialisation des
dispositifs basés sur ces nouveaux matériaux supraconducteurs. Plus de quinze ans
aprés cette découverte, ce phénomeéne reste un défi pour les physiciens et une source
de propositions de nouveaux concepts en physique du solide. Les supraconducteurs a
haute température critique (HTSC) ont trouvé une large application dans les domaines
de la technologie avancée. Les filtres & micro-ondes basés sur les HTSC sont largement
utilisés dans les stations d’émission pour la téléphonie mobile |?] et les multiplexeurs
semblent étre trés indiqués dans le domaine spatial grace a leurs poids et volume
réduits [?]. Dans le domaine de 'imagerie médicale, les supraconducteurs en général
et le SQUID en particulier, améliorent de facon considérable les performances des
instruments et sont souvent aujourd’hui jugés indispensables. Les circuits numériques
basés sur la RSFQ-logic (rapid single flux quantum logic) ont déja démontré au niveau
expérimental la possibilité d’obtenir des circuits logiques fonctionnant a 100 GHz,

c’est-a-dire presque 100 fois plus rapidement que leur contrepartie sur silicium |[?].

Les HTSC ont tous une structure similaire formée par des parties diélectriques
séparées par des plans de cuivre et d’oxygéne caractérisés par une physique largement
bi-dimensionnelle & cause du faible couplage existant entre ces plans. Le diagramme
de phase schématique des supraconducteurs a haute température critique (figure 1.1)
montre la grande variété de comportement que manifestent ces matériaux. Pour de

basses valeurs de dopage et de température, les plans CuO, sont dans un état isolant



o Chnapitre 1. Introduction

non-Fermi liquid

Q

§ pseudogap

S Il

]

S

o _ AT
E Te Fermi liquid
‘% Superconducti v

\Y

.>
doping
underdoped optimally dopedverdoped

F1G. 1.1. — Diagramme de phase des supraconducteurs a haute température critique
(HTSC). La température 7" ne représente pas une transition de phase, mais plutot
un cross-over.

antiferromagnétique a cause de l'interaction d’échange entre les électrons sur des sites
de cuivre proches voisins (région I). En augmentant le dopage, on passe a un état ca-
ractérisé par un pseudogap (une diminution de la densité d’états autour du potentiel
chimique) et par des propriétés qui se distinguent nettement de celles d’un liquide de
Fermi; la température caractéristique 7 indique le passage graduel de cet état (région
IT) & un état ou le pseudogap est absent mais ou les propriétés restent différentes de
celle du liquide de Fermi (région III). La partie ou le matériau est supraconducteur
est délimitée par une transition de phase a la température T, (région IV). Enfin, pour
des dopages trés élevés le systéme semble devenir un liquide de Fermi standard (région
V). Nous pouvons reconnaitre un dopage optimal ot la température critique 7, est
maximale ; en-dessous on parle de sous-dopage et au-dessus de sur-dopage. Ce dia-
gramme de phase est trés différent de celui des supraconducteurs a basse température
critique (LTSC) pour plusieurs raisons. Dans les LTSC, la température critique 7T,
sépare la phase supraconductrice, caractérisée par I’expulsion du champ magnétique
(effet Meissner) et par I'ouverture d’un gap dans la densité d’états (DOS), d’une phase
ou le matériau se comporte comme un liquide de Fermi. De plus, la température 7.

varie trés peu avec la concentration des porteurs a cause du fait qu’elle est déterminée



par la DOS au niveau de Fermi qui, en général, ne change pas trop avec le dopage.
Aujourd’hui il semble clair que le mécanisme BCS n’est pas suffisant pour expliquer
cette énorme différence de comportement et de plus, le pseudogap devient la clé de la

compréhension de la physique sous-jacente.

Le fait que le diagramme de phase ait clairement montré un état antiferromagné-
tique et isolant proche d’un état supraconducteur caractérisé par des températures
critiques trés élevées, a suggéré 1'idée, sur laquelle une grande partie de la recherche
théorique s’est ensuite concentrée, que les corrélations magnétiques ou, plus générale-
ment, les corrélations électroniques sont & la base du mécanisme microscopique de la
phase supraconductrice. Le défi pour les chercheurs était principalement de découvrir
un mécanisme d’appariement électronique dans un systéme ot il y a une répulsion
intrinséque entre les porteurs de charge. Les résultats les plus populaires de ces efforts
théoriques sont le scénario RVB [?] et le modéle t-J (pour une revue voir [?]). Ces tra-
vaux étaient motivés par I’observation expérimentale, par NMR, [?, ?| et par diffusion
de neutrons [?]|, de ce qu'on a ensuite appelé le spin gap. En 1996, la résolution des
techniques de photo-émission résolues en angle a été suffisante pour vérifier ’existence
d’un pseudogap de charge dans la structure électronique de la phase normale au-dessus
de T, [?, ?]. Ces vérifications expérimentales du phénoméne du pseudogap de charge,
prévu sur une base purement théorique auparavant [?], ont changé de facon importante
la direction des recherches, en déplagant ’attention vers une explication du pseudogap
au-dessus de la température critique basée sur un appariement électronique précur-
seur de la phase superfluide. L.e phénoméne du pseudogap dans la phase dite normale
de ces matériaux pose un probléme théorique qui va bien au-dela de la question des
HTSC et concerne un nouvel état métallique qui n’est pas caractérisé par les proprié-
tés du liquide de Fermi standard. Plusieurs tentatives ont été réalisées pour expliquer
microscopiquement ce type d’appariement sur la base d’un point critique quantique,
vu comme 'extrémité d’une ligne critique d’une instabilité thermodynamique liée a
un ordre caché lié a son tour aux inhomogénéités du systéme et en compétition avec
l'ordre supraconducteur [?|. Des propositions trés discutées de cet ordre sont celles
d’ordre dynamique de spin a courte portée [?] et celle d’ordre de charge combiné avec
des déformations du réseau |?], éventuellement induits par une transition topologique

électronique impliquant des changements qualitatifs dans la surface de Fermi [?|.

Récemment, une proposition concréte d’une expérience pour vérifier I’'une des théo-
ries qui appartient & ce groupe a été faite [?]. A la base de cette théorie (dite du liquide
marginal de Fermi |?]) se trouve ’hypothése selon laquelle la self-énergie de la fonction

de Green G(k,w) est presque indépendante de I'impulsion & et est proportionnelle a la
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quantité la plus grande entre la température T et le module de la fréquence |w|. Cette
simple hypothése permet d’expliquer plusieurs propriétés de la région III et prévoit
que, pres du point critique quantique, la maille élémentaire dans les plans ab se divise
en quatre plaquettes ou circulent des courants en directions alternativement opposées.
Pour confirmer cette idée, 1'utilisation de la technique de photo-émission ARPES avec

de la lumiére polarisée circulairement est envisagée.

A part cette tentative semi-phénoménologique pour comprendre le phénoméne des
HTSC et les scénarios purement microscopiques mentionnés plus haut (RVB, t-J), il
y avait aussi, dés que les cuprates ont été découverts, plusieurs descriptions phénomé-
nologiques de la phase pseudogap en termes d’un appariement précurseur lié, dans le
cadre de ces théories, & un cross-over entre un état BCS de paires de Cooper et un

état superfluide de paires électroniques préformées.

Essentiellement deux modéles phénoménologiques liés a ces théories ont été étudiés

en détail :

— le modeéle de Hubbard attractif, ou 'appariement électronique est induit par
une interaction locale attractive d’origine indéfinie dans le régime d'un couplage
intermédiaire ou fort (pour une revue voir |?|)

— le modéle Boson-Fermion (BFM), ou I’appariement électronique est induit par le
couplage des électrons avec des déformations locales du réseau. La proposition du
modéle [?| découle directement du concept de supraconductivité bipolaronique
proposé auparavant |[?]| qui s’applique dans le régime anti-adiabatique avec cou-
plage trés fort mais qui, jusqu’a présent, n’a pas été vérifié expérimentalement
et n’est sirement pas appliquable dans le cas des HTSC |?|.

La complexité d’un scénario ou des états résonants a deux particules sont les précur-
seurs d’un ordre de phase a basse température (comme la phase supraconductrice dans
les HTSC), réside dans la transition vers cet état qui implique une interférence mutuelle
entre la formation locale de paires, qui caractérise I’état pseudogap et 'appariement
délocalisé sous la forme de paires de Cooper qui caractérise la phase supraconductrice.
Plusieurs études expérimentales montrent clairement cette interférence qui présente

une compétition entre fluctuation de phase et d’amplitude du paramétre d’ordre :

— la conductivité optique a fréquences de 'ordre du THz montre, & des tempéra-
tures plus élevées de quelques dizaines de degrés que 1., qu’une expulsion du
champ magnétique est encore évidente sous la forme d’un effet Meissner transi-
toire |?|. Ce phénoméne a été consideré comme la manifestation de fluctuations
diamagnétiques qui ont été attribuées a leur tour autant a la présence de vor-

tex diffusifs avec des temps de vie longs [?], qu’a des régions diamagnétiques



dé-corrélées en phase qui anticipent le vrai effet Meissner présent en-dessous de
T. |?]. D’autres expériences, qui montrent une augmentation de la conductance
tunnel dans la phase pseudogap et qui s’appuient sur la théorie des refléxions
d’Andreev, indiquent la possible existence d’un appariement dé-corrélé en phase
au-dessus de T, |7, ?].

— l'appariement électronique local, présent dans la phase pseudogap et mis en
évidence par des mesures de réponse optique le long de I'axe ¢ (orthogonal aux
plans CuO; dits aussi plans ab), est encore visible dans la phase supraconductrice
[?]. De méme, en rentrant dans la phase supraconductrice, la composante le long
de I'axe ¢ de I’énergie cinétique est réduite si I’état normal montre un pseudogap
[?]. Le fait que la dépendance en dopage de la longueur de pénétration le long
de l'axe c est qualitativement similaire a celle dans les plans ab suggére que
toute les deux sont fortement influencées par les caractéristiques du pseudogap
de la phase normale [?]|. Des mesures tunnels indiquent aussi qu’un résidu du

pseudogap coexiste avec le gap supraconducteur en-dessous de la température
T. ?].

Ces résultats suggérent 'hypothése séduisante, mais a I’origine d’un long débat encore
en cours, que le pseudogap et le gap sont deux manifestations différentes d’un méme

mécanisme d’appariement |7, 7.

Pour toutes les raisons données jusqu’ici, dans les différentes théories des HTSC
on a essayé d’extraire les caractéristiques des fluctuations de phase dans des systémes
fermioniques avec de fortes résonances a deux particules. Le point de départ usuel
pour ce type d’étude est de décrire cette situation par un hamiltonien décrivant les
fluctuations de phase d’'un superfluide en utilisant une formulation hydrodynamique
pour les variations de la phase et de la densité superfluide n,. L’hamiltonien effectif
est [7, 7] :

(5n3)2

H= %D¢ (Vo) + o
ou Dy = h:l— est la rigidité de la phase superfluide, y la compressibilité et m, la
masse des porteurs de charges superfluides. La température qui controle 'ordre de la
phase dans un tel systéme est donnée par kgTy ~ Dgya, avec a égal a la longueur de
cohérence £ dans les systémes tridimensionnels ou égal a la distance entre les plans
dans les HT'SC. Comme nous ’avons déja dit ci-dessus, le scénario des fluctuations de

phase est souvent discuté dans le cadre d’un cross-over BCS-BEC [?], ot, en fonction de
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I’attraction entre particules, on passe d’un état de type BCS pour de faibles attractions
a une condensation de Bose-Einstein (BEC) des particules liées pour des attractions
fortes. Ce type de physique a été largement étudié dans le cadre du modéle de Hubbard

attractif sur réseau dont ’hamiltonien est :

H= —th;cquh.c. — |U|an¢nn+u2nw. (1.1)

%,J;0

t représente le terme de saut électronique entre sites proches voisins et |U| Iattraction
sur site. En introduisant ad hoc la variation du paramétre U, on peut obtenir un
diagramme de phase (voir la figure 1.2) similaire a celui des supraconducteurs a haute
température critique avec, pour de faibles couplages, la température 7" de formation
de paires qui augmente en fonction de |U| [?]; dans la limite |U| /t < 1 la physique
est essentiellement celle décrite par le modéle BCS et la température de création des
paires T™ est égale a la température T, ou la phase est bloquée. Dans la limite opposée
|U| /t > 1 par contre, I’état fondamental est un condensat de bosons de coeur dur qui,
a températures plus grandes que 7T,, se transforme en liquide de Bose normal formé
par des paires fortement lices. A la température beaucoup plus élevée T* seulement,
ces paires se dissocieront. Des études de type Monte Carlo quantique appliquées a
I’hamiltonien 1.1 dans le domaine de couplage intermédiaire [?, ?, 7|, ont permis non
seulement d’analyser la phase pseudogap, mais aussi de vérifier le comportement de
non-liquide de Fermi de certaines quantités physiques telles que la susceptibilité de spin
et le taux de relaxation NMR. D’autres études |?, 7| montrent que, contrairement a ce
qui arrive dans le diagramme de phase en fonction du couplage, les températures 7, et
T* varient dans la méme direction en fonction du dopage. Cette situation, clairement
opposée a celle de la réalité expérimentale des HTSC, ne peut pas étre corrigée par
d’éventuels changements de dimensionnalité liés au passage de matériaux sous-dopés a
d’autres sur-dopés, car la T™ est essentiellement déterminée par la physique au niveau
local et elle est donc indépendante de tout aspect dimensionnel. Par ailleurs, en ce qui
concerne T,, méme en imaginant un passage, dans le domaine de sous-dopage, a une
physique de type Kosterlitz-Thouless avec une température de transition 7, ~ Tk,
le comportement de cette derniére suivrait quand méme celui de 7*%(?, ?|. De 14, on
déduit que les effets de corrélation sont indispensables pour déterminer la dépendance

en dopage des deux températures T et T,.

Nous explorerons tout au long de la thése ces effets des corrélations, sur la base du

modéle boson-fermion (BFM) qui décrit un scénario de paires électroniques localisées
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F1G. 1.2. — Diagramme de phase du modéle de Hubbard attractif (figure adaptée de
réf. [?])

en interaction d’échange avec des électrons libres. Grace a cette interaction, les paires
localisées, qui ont une nature de boson de coeur dur, deviennent itinérantes et induisent
un appariement dans le sous-systéme électronique correspondant & la formation de
cooperons. Ces paires de Cooper avec impulsion finie ainsi formées ont la possibilité, en
étant bosons, de condenser et de former une phase supraconductrice contrdlée (comme
on le verra) par le spectre d’excitation des cooperons itinérants plus que par leur
dissociation.

Le BFM a des similitudes avec le modéle de Hubbard attractif dans le sens qu’il
peut étre vu comme un systéme & deux fluides de paires pré-formeées et d’électrons non-
appariés [?]. Les états des paires pré-formées ont des caractéristiques qui rappellent
celles des états résonnants des impuretés qu’on voit dans les HT'SC en remplacant les
atomes de C'u avec des atomes non magnétiques tels que Zn.

Dans le chapitre suivant, nous décrirons plus en détails le modéle Boson-Fermion,
en résumant les principaux résultats qu’il a permis d’obtenir. Nous discuterons pré-
cisément (en partie dans le texte principal et en partie dans les appendices) la tech-
nique de développement en diagrammes de Feynman qui nous a permis d’étudier le
BFM en fonction du dopage. Ce dernier point était 'objectif central de la thése car,
par rapport aux études précédentes, il nous permettait de vérifier I'importance des
corrélations de coeur dur des paires pré-formées. En appliquant la technique diagram-
matique nous avons déterminé les équations auto-cohérentes qui gérent le systéme de
bosons et fermions en interaction. Les résultats de la solution numérique des équations

sont reportées dans le chapitre 3 ot nous comparons le comportement du BFM aux
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résultats obtenus par des études précédant la notre. Les résultats présentés dans le
chapitre 4 ont pour but d’éclaircir le mécanisme microscopique a la base de la phase
pseudogap. Nous avons pu déterminer le diagramme de phase qui s’est révélé étre en
bon accord avec la réalité expérimentale des HTSC. Le scénario des fluctuations de
phase est invoqué, mais nous lui apportons une justification nouvelle par rapport a

celle déja proposée dans la littérature.



2. Le modele Boson-Fermion :

généralités

Dans ce chapitre nous introduisons le modéle Boson-Fermion (BFM) et la technique
utilisée pour I’étudier.

Avant d’illustrer 'hamiltonien du systéme, nous expliquons le concept de bipolaron
qui, historiquement, a joué un role essentiel pour le développement de I'idée qui est a
la base de ce modéle.

Pour décrire le contexte dans lequel notre étude évolue, nous résumons ensuite
briévement les résultats les plus importants que le BFM a permis d’obtenir. A partir
de ceux-ci, nous montrons pourquoi notre étude, basée sur une technique de dévelop-
pement des fonctions de Green assez différente de celle traditionnelle utilisée pour les
bosons et les fermions, était nécessaire et comment elle pouvait enrichir ’ensemble des
résultats déja obtenus.

Dans la derniére partie du chapitre, nous exposons les lignes générales de la mé-
thode de développement en question en laissant les détails plus techniques pour ’ap-

pendice.

2.1. Polarons et bipolarons

Un polaron est une quasi-particule constituée par un électron et par la déformation
du réseau qui ’entoure due a I'interaction électron-phonon. Selon le type de solide ou,
plus précisément, selon la nature de I'interaction, nous distinguons deux types de ces
quasi-particules : les polarons de Fréhlich, dans le cas d’interaction a longue portée et
les petits polarons dans le cas d’interaction a courte portée.

Un polaron de Frohlich est aussi dit grand polaron car la déformation est étendue
a plusieurs sites du réseau. Cela a permis a Frohlich de formuler un hamiltonien Hp,

pour les polarons, qui néglige la structure atomique du solide. De nombreuses études
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effectuées a partir des années cinquante ont permis de déterminer, grace & Hp,, I’éner-
gie de I’état fondamental et la masse efficace des grands polarons en fonction de la
constante de Frohlich « (voir [?] pour un résumé de ces résultats).

Les petits polarons sont par contre constitués d’une déformation locale du réseau
limitée a une seule ou a un trés petit nombre de mailles élémentaires. Dans ces cas
d’interaction faible & courte portée, les configurations correspondant aux polarons
localisés ne sont plus stables et se recouvrent avec des états d’électrons itinérants et
sans interaction avec le réseau. Ces entités de charge sont piégées par la barriére de
potentiel due a la déformation du réseau et peuvent se libérer par activation thermique
ou par effet tunnel en générant d’amples oscillations du réseau autour d’eux. Les
électrons ainsi devenus libres peuvent se propager dans le solide tant qu’ils ne sont pas
a nouveau piégés.

D’un point de vue expérimental, la présence de polarons semble étre bien vérifiée
dans plusieurs matériaux comme KCI, LiF, NiO, MnO et d’autres encore. En parti-
culier, dans le composé W0s;_,, une transition de phase entre un état a bas dopage,
caractérisé par une conductivité activée thermiquement (hopping conductivity), et un
autre état, a dopage élevé, caractérisé par une conductivité métallique, a été imputée
a la nature polaronique du solide en question. Pour de basses densités des porteurs de
charges, on a la formation de petits polarons qui peuvent contribuer a la conductivité
grace aux processus de saut uniquement ; cependant, en augmentant la densité, quand
tous les sites ot des polarons peuvent étre formés sont occupés, une augmentation
ultérieure du dopage génére un autre type de porteur de charge. En effet, quand le
nombre de polarons est suffisamment élevé, la déformation du réseau qui constitue un
polaron dans un site va se superposer a la déformation du réseau du polaron dans
un site voisin en créant ainsi des polarons de Frohlich qui sont caractérisés par une
conductivité métallique [?, ?|.

Une description théorique, devenue ensuite une approche standard des petits po-

larons, a été développée par Holstein en 1959 [?]. L’hamiltonien du systéme est le

suivant :
H = (D — /L) Znig —1 Z (C;;ng —+ hC) + Uan-Tnu
io i#5,0 i
_ 1
— ahwy Znig(ai +al) + Z fiwg (a;rai + 5)
ol cgj) indique Popérateur fermionique d’annihilation (création) d’un électron de spin
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o dans le site 7. Ce dernier doit étre vu comme un site effectif qui peut étre constitué

par un ensemble d’atomes ou de molécules. n;, = c;;ci(, est I'opérateur de densité
(+
i

la déformation locale du réseau X; =

des électrons et a'’ indique l'opérateur d’annihilation (création) des phonons, lié a
(aita))
\/QMUJOHTI

effective du site ¢ et wy la fréquence des déformations locales. ¢ représente 'intégrale

ou M indique la masse atomique

de saut et, en indiquant avec z le nombre de proches voisins du site ¢ dans le réseau,
D = tz est la moitié de la bande électronique. L’interaction entre les électrons et les
phonons est @ alors que U est la répulsion coulombienne effective entre les électrons
dans les sites effectifs. y est le potentiel chimique. Comme cela I’a déja été mentionné,
les charges décrites par cet hamiltonien peuvent étre libres ou piégées. Dans ce dernier
cas, la partie locale de H peut étre transformée par une redéfinition des opérateurs

() ()

bosoniques : a;"’ — a;’ + @ (ns + n,y) et devenir :

1
Hloc = (D — K= 61)) Zni(r - (2619 - U) Z Nty + Z th (a;rai + 5) (21)

olt g, = @’hwy représente I’énergie gagnée par le systéme en formant un polaron.
Cette forme de ’hamiltonien est particuliérement intéressante car elle nous permet de
mettre en évidence la possibilité que les polarons ont de former des paires spatialement
proches. En effet, si I'interaction électron-phonon @ est suffisamment élevée par rapport
a l'interaction coulombienne tel que (25, —U) > 0, le systéme peut encore gagner
de I’énergie par rapport a 1’état polaronique en formant des bipolarons, des quasi-

particules décrites par 'opérateur :

pi X = ci‘;czﬂle—m(“i_“j)
et formées par deux électrons plus la déformation du réseau qui les entoure et les piége.
Plus généralement, les deux électrons peuvent étre piégés sur deux sites différents et
former un état triplet ou singulet. Les bipolarons décrits par cette formulation ou
I'interaction électron-phonon est locale sont de petits bipolarons, mais on a spéculé
aussi sur ’existence de bipolarons de Frohlich décrits par un hamiltonien dans la limite
continue. En effet, les grandes constantes de couplage électron-phonon nécessaires pour
la formation de bipolarons de Frohlich rendent plutot difficile la présence de ces quasi-
particules dans des matériaux réels, méme si dans une structure bidimensionnelle des

constantes moins élevées suffiraient [?]. Par contre, I’existence de petits bipolarons est
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bien établie d’un point de vue expérimental dans les systémes T7'i4O7 [?], Na, V205 [?],
WO;_, |?] déja cité et les semi-conducteurs amorphes.

C’est sur la base de ces confirmations expérimentales que, au début des années
quatre-vingt, Alexandrov et Ranninger ont imaginé la possibilité que ces paires élec-
troniques, étant de nature bosonique, puissent étre responsables d’une phase supra-
conductrice [?]. L’idée de base derriére cette supraconductivité bipolaronique est la
suivante.

Quand la formation de bipolarons est possible et que ces derniers se trouvent & un
niveau énergétique en-dessous de la bande des électrons libres du systéme, il est possible
que les quasi-particules acquiérent une itinérance car elles peuvent étre virtuellement
excitées dans les états de la bande nue des électrons et ensuite se retransformer en
bipolarons dans un autre site. En négligeant les processus phononiques générés durant
le transfert de la charge d’un site a un autre, on peut calculer analytiquement par une
transformation de Lang-Firsov le terme de saut effectif t**des bipolarons [?, ?]. Les
particules itinérantes ainsi obtenues peuvent condenser a basse température dans un
état superfluide. Pour que cette situation soit réalisable dans des solides, il est néces-
saire que la constante de couplage électron-phonon soit assez élevée [?]. Cette condition
est jugée improbable dans la réalité expérimentale et avec d’autres contraintes |?], elle

constitue un sérieux probléme pour cette proposition.

2.2. L’hamiltonien du modéle

Pour résoudre les problémes mentionnés a la fin du paragraphe précédent, J.
Ranninger, en collaboration avec S. Robaszkiewicz, a proposé le modéle Boson-Fermion
(BFM) ot on considére une interaction électron-phonon intermédiaire. Dans ce cas,
les bipolarons, qui dans I’idée originelle des auteurs étaient considérés plus comme des
états résonnants que comme des états localisés, ont un niveau énergétique qui se trouve
a I'intérieur de la bande des électrons du solide restés itinérants et non couplés au ré-
seau. La situation est illustrée dans la figure 2.1; le niveau de remplissage de la bande
fermionique dépend du potentiel chimique p : si p est beaucoup plus bas que le niveau
des bipolarons %, alors les électrons peuvent étre virtuellement excités dans les états
bipolaroniques et former, & basse température, une phase supraconductrice de type
BCS. Si par contre p > %, ce sont les bipolarons qui peuvent étre virtuellement exci-
tés et acquérir de l'itinérance. Comme pour la supraconductivité bipolaronique, cette
itinérance permet une condensation de Bose-Einstein. Entre ces deux cas extrémes se

trouve la physique la plus intéressante du BFM. Selon I’hypothése de Ranninger et
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Robaszkiewicz, dans le cas ou le potentiel chimique p est légérement en-dessous du
niveau bipolaronique, la superposition des états fermioniques et bosoniques peut étre

décrite par un terme d’échange qui a la forme suivante :
EZ (pf XiFeieir + p; X, clicf)
i

ol ¥ est une constante qui détermine I'importance de I’échange et ot on suppose que
les opérateurs bipolaroniques p;” X commutent avec les opérateurs fermioniques. Les

opérateurs pii ont des relations de commutation de type spin—% :

i pi] = 20}
{oiriy = 4y

Sur la base de cette hypothése et en partant de 'hamiltonien de Holstein, les auteurs
ont donc proposé un hamiltonien apte a décrire ces systémes ou l'interaction électron-
phonon rend stable la formation de bipolarons tout en permettant a certains électrons
de rester libres. En laissant de c6té pour le moment la partie cinétique des électrons

libres, cet hamiltonien a la forme :

_ v 1
Hy, = v Z (ij;rcuciT +pi X c;%c;i) + Z Ty (a;"ai + 5) +
i

3

+ (—4g,+U - 2M)Z (,of + %)

2

qui peut étre réécrite par une transformation inverse de Lang-Firsov H, — Dt H D
—( .+ z 1 . . . L, . e .
avec D = *(@i=a)(pi+3)  ce qui donne (en rajoutant la partie d’énergie cinétique pour

les fermions) :

|
H = (Ap—2p)) (pf + 5) +0)  (preien + i clel) +

2

1 1
_ hwgazi: <pf + 5) (az- + a;“) + z; hewg (a;“az- + 5) + (2.2)
+ (D—p) an —t Z (cicjo + h.c.)

i#,0

ol nous avons posé Ag = U pour indiquer le niveau énergétique des bipolarons et

a = 2a. L’expression 2.2 est 'hamiltonien le plus général du BFM.
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F1G. 2.1. — Dispersion des fermions et niveau énergétique des bipolarons. Ce dernier
se trouve au milieu de la bande des électrons libres; u indique le remplissage de la
bande.

Pour notre étude, nous ne nous intéressons pas a la partie phononique de I’ha-
miltonien car nous nous concentrons sur l’interaction entre la charge des bipolarons,
représentée par l'opérateur pii, et les électrons. Pour cette raison, nous supposons
que le nuage de phonons (lié & 'opérateur Xf) qui forme le bipolaron suit sa charge
électrique de fagon rigide et donc peut étre négligé car il n’affecte pas directement le

comportement du systéme.

Avant de présenter ’hamiltonien dans cette approximation, en vue de 'application
de la technique de développement en diagrammes de Feynman, nous introduisons les

opérateurs de pseudo-spin définis de la facon suivante :

1
St = _—_,F
1 \/§pl
Si = i

S, 8] = 5

Ce choix nous permettra d’avoir une algébre plus simple tout au long de la thése et
ne compliquera pas la confrontation de nos résultats avec ceux déja présents dans la

littérature. Avec ces nouveaux opérateurs, notre hamiltonien devient :
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H = (D—M)an—tZ(c;cjngh.c.)—|—

i1#£j,0
1 _
+ (Ap—2)) (s; + 5) +0 Y (Sfeyen + Siched) (2.3)
i i
oll on a posé v = v/20. Il est important de remarquer que cet hamiltonien, bien

que dérivé de l'expression 2.2 qui représente un gaz de fermions et bipolarons en
interaction, peut étre considéré dans un contexte plus large. En effet, les relations de
commutation des opérateurs de pseudo-spin S* nous disent que le gaz en interaction
avec les fermions libres est, de maniére tout a fait générale, un gaz de bosons de coeur
dur (paires électroniques liées). Pour cette raison, un modéle du type BEM peut étre
utilisé pour étudier des problémes qui ne sont pas directement liés aux bipolarons ou
a la supraconductivité. En effet, des hamiltoniens similaires & (2.3) ont été formulés
ou étudiés en physique nucléaire [?], pour décrire I'interaction d’échange entre les
spinons et les holons dans un systéme RVB [?], et également pour décrire le probléme
d’appariement d’un trou et d’un électron dans un semiconducteur |?]|. Trés récemment
le BEFM a aussi été appliqué aux condensats de Bose-Einstein de gaz dilués d’atomes
piéges [?].

En ce qui concerne notre but originel, nous étudierons un mélange de fermions et de
paires électroniques pré-formées, sans rentrer dans le détail de la nature exacte de ces
derniéres ou du mécanisme qui porte a leur formation dans les cuprates (sauf quand
nous décrivons le mécanisme de dopage dans les solides supraconducteurs). Certes,
la proposition selon laquelle ces paires sont de nature bipolaronique reste séduisante,

bien qu’elle ne soit pas encore confirmée expérimentalement!.

Dans notre étude, nous choisirons les paramétres du modeéle qui nous permettent de
décrire une physique proche de celle de la réalité expérimentale des cuprates ; les diffé-
rentes quantités seront normalisées en fonction de la largeur de la bande électronique
2D et nous choisirons : (i) Ag = 1 pour le niveau énergétique des bosons a coeur dur.
Cela nous permet de travailler proche de la situation avec bande électronique demi
pleine ou le modéle a, comme on le verra dans les chapitres suivants, le comportement
le plus intéressant, (ii) v = 0.1v/2 car cette constante donne des valeurs qui sont de

I’ordre de 100 K pour la température d’ouverture du pseudogap 7. Nous rappelons

!Nous rappelons néanmoins que des mesures de réflectivité ont mis en évidence dans les cuprates
Pexistence de charges itinérantes (responsables d’un pic de Drude) et de charges localisées (res-
ponsables d’un pic dans le régime de linfrarouge lointain) [?].
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qu’il y a un facteur de v/2 entre la constante de couplage v de I’hamiltonien (2.3)
que nous utilisons dans ce travail et 'hamiltonien du BEM utilisé habituellement dans
la littérature & cause de la définition de pseudospin que nous considérons. En ce qui
concerne le potentiel chimique, sa valeur exacte sera fixée pour garantir la conservation
de la charge totale ou pour étudier le systéme en fonction du remplissage. Nous nous

intéressons principalement au régime avec p proche et inférieur a AT.

2.3. Résumeé des principaux résultats diis au BFM

Le BFM est un modele phénoménologique relativement simple qui permet d’analy-
ser certains aspects fondamentaux de la physique des supraconducteurs a haute tem-
pérature critique. Dans les années qui ont suivi son introduction, une série de travaux
a permis de calculer un ensemble de caractéristiques physiques intéressantes et surtout
de prévoir I'existence du pseudogap dans les cuprates |?].

Ce dernier phénomeéne est considéré, aujourd’hui, comme un point clé dans la com-
préhension de la physique des supraconducteurs a haute température critique. Comme
cela ’a déja été mentionné dans l'introduction, on peut vérifier expérimentalement
que dans les HT'SC, au contraire des LTSC, la phase supraconductrice est précédée,
quand on baisse progressivement la température, d’une région délimitée par la tem-
pérature de cross-over T oul les électrons commencent & s’apparier pour former des
ilots de supraconductivité dé-corrélés en phase entre eux. C’est dans cette région que
le pseudogap se manifeste comme une diminution du poids spectral des excitations
électroniques autour du potentiel chimique. Les techniques de spectroscopie par photo-
émission résolues en angle (ARPES) [?, 7| ont permis, avec d’autres techniques comme
la spectroscopie tunnel |?], d’étudier expérimentalement en détail ce phénoméne (pour
une revue générale voir |?]|). Aujourd’hui, méme s'il n’y a pas encore de consensus sur
I’origine du pseudogap, certains faits sont bien établis : le pseudogap est présent dans
tous les HTSC et il y a un accord général sur la gamme de dopage et de température
ou il apparait ; la phase supraconductrice et le pseudogap ont en commun une symé-
trie de type d du paramétre d’ordre. On remarque aussi que 'effet que le pseudogap
a sur toutes les quantités physiques du systéme, comme la chaleur spécifique ou les
propriétés de transport, indique une forte déviation des propriétés de liquide de Fermi
dans la phase dite “phase de pseudogap” des HTSC.

L’idée de mettre en relation le BEFM avec les HT'SC est née au milieu des années
quatre-vingt dix [?] et depuis ce moment, la phase supraconductrice et surtout la phase

pseudogap de ce modéle ont été étudiées de facon détaillée a I’aide de nombreuses
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techniques :

— la méthode des fonctions de Green standard a été utilisée [?, ?] pour étudier
le comportement de la phase pseudogap en fonction de la température et du
couplage v entre bosons et fermions. Cette technique ne pouvait pas tenir compte
de la nature de coeur dur des bosons et I'étude était donc limitée a un dopage
assez bas ou la forte dilution des bosons permettait de négliger la répulsion a
courte portée de ces particules. Dans une autre étude utilisant les équations
obtenues avec cette méme technique diagrammatique |?], on considére plus en
détail la transition vers la phase supraconductrice et on met en évidence la
différence entre la température 7™, en-dessous de laquelle les paires sont formées,
et la température 77, en-dessous de laquelle ces paires acquiérent de l'itinérance
et sont responsables d’un effet Meissner transitoire et d’une conductivité optique
du type de Drude. Dans ce méme article les auteurs étudient en plus la variation
de T* en fonction de I’anisotropie av du systéme par rapport a la variation de la
température 7, calculée grace au théoréme de Hugenholtz-Pines. Ils trouvent une
variation opposée de ces deux quantités et, en remarquant une similitude entre
cette situation et le diagramme de phase expérimental des HTSC, ils supposent
un lien entre ’anisotropie et le dopage.

— la relation directe entre pseudogap et formation de bosons dans le BEFM peut
étre mise en évidence avec un calcul dans la limite atomique [?]. Dans ce cas,
on suppose nul le terme de saut électronique ¢, ce qui rend le modéle directe-
ment diagonalisable. Le résultat montre une fonction spectrale pour les électrons
caractérisée par trois poles décrivant un comportement non-bonding ainsi que
bonding et anti-bonding. En baissant la température, le poids spectral corres-
pondant aux excitations non-bonding se réduit, tandis que celui comportant des
caractéres bonding et anti-bonding augmente.

— la méthode de champs moyen dynamique, utilisée dans le cas d’un nombre infini
de dimensions, a permis d’étudier la transition métal-isolant dans le BFM [?].
Cette technique permet de prendre en compte la forte répulsion a courte portée
des bosons (coeur dur), mais elle ne permet pas de traiter I'itinérance de ces
particules, en laissant ainsi de c6té une partie importante de la dynamique du
systeme.

— la brisure des propriétés de liquide de Fermi de la phase pseudogap est bien mon-
trée par le BEM [?|. Méme si les expériences ARPES suggérent que les propriétés
du liquide de Fermi sont seulement partiellement effacées dans cette phase, en

indiquant comme plus appropriée une vision de liquide de Fermi marginale plus
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qu’une vision de vrai non-liquide de Fermi, il faut dire que le BEM montre déja,
sans contenir aucune information spécifique sur la structure cristalline des maté-
riaux réels, des détails que le modéle de Hubbard attractif, auquel il est souvent
comparé, ne contient pas |?|.

— la phase supraconductrice du modéle a aussi été analysée. Grace a la technique de
champ moyen le BEFM a été utilisé pour tester 'hypotheése selon laquelle la phase
supraconductrice peut induire un état macroscopique quantique cohérent dans
le sous-systéme phononique [?]. Cette idée, supportée par des expériences de ion
channeling [?] a été ultérieurement analysée et accompagnée par des suggestions

pour la vérifier expérimentalement [?].

Dans toutes les études que nous venons de citer, la nature de coeur dur des bosons
n’était pas prise en considération ou, si elle I’était, cela impliquait de renoncer a in-
clure I'itinérance des bosons. Pourtant, ces deux effets sont d’importance capitale pour
déduire le vrai diagramme de phase du modéle. Comme nous ’avons vu, une tentative
pour trouver ce diagramme a été faite [?] en essayant de mettre en relation la varia-
tion de T, et T™* en fonction du degré d’anisotropie du systéme avec la variation de
ces mémes quantités en fonction du dopage. Néanmoins, le résultat a été peu probant,
car la variation relative de T™ par rapport a T, était trop petite pour justifier une

comparaison avec le vrai diagramme de phase des HTSC.

Le but de cette theése est d’étudier ’hamiltonien du BFM (2.3) avec une technique
qui permet de tenir compte de la nature de coeur dur des bipolarons et de leur itiné-
rance. Comme nous le verrons, les fortes corrélations entre particules sont responsables
d’un diagramme de phase du BFM trés similaire a celui expérimental des HTSC avec

une variation de 1™ opposée par rapport a celle de T..

2.4. Etude du BFM par la technique des fonctions

de Green avec des opérateurs de pseudospin

Pour étudier le BFM en tenant compte de la nature de coeur dur des bosons, nous
avons utilisé une technique diagrammatique développée dans les années soixante par
Larkin, Vaks et Pikin [?, ?| pour étudier les systémes de spin. Plus tard, cette technique
a été étendue et simplifiée par Izyumov et Skryabin|?]. Nous résumons ici les points
fondamentaux de cette technique et de son application au BFM, en laissant les détails

pour 'appendice A.
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2.4.1. Calcul des équations du systéme

Le point de départ sont les deux fonctions de Green pour les fermions et les bosons

que nous voulons calculer :

Gus (T;T,) = _<nua(7)gja(71)>
Ku(rir) = (TS, ()3:())
ou les opérateurs sont ceux déja introduits dans les paragraphes précédents, mais

ils sont ici exprimés en notation de Heisenberg. Suivant la technique standard nous

pouvons exprimer tous les opérateurs en notation d’interaction :

Gus (7)) = {- <Tcm<f>c+ (r'>a<5>>0}c
K, (r;7) = {(TS,(r )7 ()},

ou l'index ¢ nous rappelle que seuls les diagrammes connectés doivent étre pris en

considération. La fonction o est :

i —~ / /dﬁ A7, T {Hins(71) . . . Hiny(70)} -

n=0

Nous avons ainsi exprimé les deux fonctions de Green comme une somme de termes
composés par un produit mixte d’opérateurs fermioniques et de spin. Grace a I'hy-
pothése que ces deux types d’opérateur commutent, nous pouvons traiter séparément
la moyenne des opérateurs de spin et la moyenne des opérateurs fermioniques. Cette
derniére peut étre réduite en produit de moyennes plus simples grace au théoréme
de Wick standard. Pour étudier les moyennes des opérateurs de spin, par contre, une
version alternative du théoréme a été développée |?] car sa forme standard n’est pas
valable a cause des relations de commutations des opérateurs de spin mémes. Un terme

de la série peut s’écrire, grace a ce nouvel outil, de la maniére suivante :
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(T[S (11) Sy (1)852 () . ..

avec !

Yio(T — )

Ty

Y

Sﬁ"(Tn)DO = Yo
+ Yo
+
+ Yoo

— 62'06_]30(7—_”) {
B 1

eV —1

- BEU

.+

(r—m) <T{[SP, 557, 85758} >0
(r—m) <T{SP [85%,87],, .. San b >0
(r—m) <T{srsy ... [Se, 5], b >0
(1+n,) 7<m
Ny T>T;

En utilisant cette relation récursivement nous pouvons réduire chaque terme de la

série en une somme de produits de fonctions de Green libres et de moyennes du type

(S7...S2), aévaluer par rapport & I’hamiltonien non perturbé (Ap — 2u) 3. (S7 +1).

A leur tour ces moyennes peuvent étre exprimées par des cumulants selon la régle

suivante :
; 1
<Si>0 = b(y) =np — )
1
(S787), = U+ oy 0 4b =
<SfS]ZSz>O b3 + b,b(5m + 5jk + 5Zk) + b”éijéjk;

b3+ 300 + b = ib

Nous obtenons ainsi pour la fonction de Green fermionique et bosonique une série de

termes qui peuvent étre transformés (selon des régles différentes de celles standard

car il faut aussi prendre en compte les cumulants) en diagrammes de Feynman. A

I’aide du tableau des correspondances A.l, nous obtenons les diagrammes qui sont

reportés en détails dans les figures A.4 et A.5 (seuls les termes aux ordres les plus

bas sont reportés). Resommer ces diagrammes en tenant compte des cumulants a tous

les ordres s’est révélé étre une tache impossible. Nous nous sommes donc limités a

resommer seulement les diagrammes avec les cumulants b et o’. Les équations ainsi
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obtenues (reportées dans l'appendice A) peuvent étre ultérieurement simplifiées en
ignorant les termes proportionnels & b'. Cette opération est justifiée par deux points :
(i) la caractéristique de coeur dur est qualitativement déja prise en compte de fagon
correcte dans la fonction de Green bosonique nue grace au cumulant b. (ii) Nous
avons résolu les équations incluant b et &’ pour plusieurs remplissages et températures,
constatant toujours une correspondance quantitative acceptable entre ces solutions et
les solutions des équations incluant seulement b.

Les équations finales sur lesquelles nous nous sommes concentrés sont donc :

1
Glk,wn) = iwp, — e — Sk, wy)
b
K =
(4, wm) 1w — By — bI1(q, wi)
2
v
Y(k,w,) = “GN ZG(q — k,wy — wn) K (g, wm) (2.4)
q,m
2
v
(g, wn) = AN ZG(q — kW — wy)G(k,wy)
k,n

Le niveau énergétique des bosons est mesuré a partir du potentiel chimique Fy =

Ap — 2u et la relation de dispersion nue pour les fermions est :
D ik(ri—rj)
Er = D — N—Z Z e J ,
<riFEr;>

N est le nombre de sites du réseau et z est le nombre de proches voisins d’'un site. Les
fonctions de Green et leurs self-énergies sont exprimées dans I'espace de Fourier et de

Matsubara et sont liées aux fonctions dans 1’espace réel par les relations :

Glus (T7 7-,) = - <T[Cua (T) s (TI)]>

SO

1 (ru—rs) it (r—7")
_ tk(ry—rs)—twn (T—T Gk ),
N/Bkgn:e ( ,W)

Kus(r,7') = (T [p, (T)ps(7)])

1 1q(ry —rs)—twm (T—7'
= N—ﬁzequ )= K (4, wm). (2.5)
q,m

ol w, = %(Qn +1) et wy, = 52m avec n,m € Z. L’ensemble d’équations avec b et

b', reporté dans 'appendice A, a aussi été résolu, mais comme ici nous nous sommes
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intéressés seulement aux propriétés physiques robustes, nous n’avons pas cherché a
rentrer dans une analyse quantitative trop poussée. Nous avons simplement résolu ces
équations pour certains cas précis afin de confirmer qu’il n’y a pas de changements

qualitatifs dans les résultats obtenus avec les équations (2.4).

2.4.2. Solutions des équations

Pour résoudre numériquement les équations (2.4), nous choisissons de travailler
avec une zone de Brillouin unidimensionnelle. Cela nous offre un gros avantage car la
complexité des calculs est considérablement réduite. Physiquement, ce choix n’est pas
trop contraignant, vu que nous nous sommes surtout intéressés aux caractéristiques
générales des propriétés spectrales des électrons et des paires d’électrons. Naturelle-
ment, quand nous voulons comparer nos calculs a la physique des HTSC, nous devons
le faire seulement dans les régions de la zone de Brillouin ou le pseudogap est le plus
marqué, c¢’est-a-dire autour des points M (hot spots). Dans ces régions, nos résultats
sont comparables aux fonctions spectrales ARPES avec un vecteur d’onde paralléle a
la direction [0,0]-[0,7| et aux mesures de transport dans la méme direction ou dans la
direction perpendiculaire aux plans ab, vu que dans ces cas la mobilité est controlée

par le pseudogap dans les points M de la zone de Brillouin.

Les fonctions de Green et les self-énergies seront échantillonnées aux points k£ = %TV
avec v € -5, & — 1] (de méme pour ¢), w, = 5(2n + 1) et wy, = F2m avec

n,m € Z. Les entiers v, n et m serviront a indexer les tableaux bidimensionnels ou
nous stockerons les échantillons; pour ce faire, nous devrons limiter le nombre de
fréquences de Matsubara & prendre en considération : nous avons choisi un nombre
2M; = 200 qui s’est révélé satisfaisant pour la gamme de température que nous avons
étudiée. Naturellement, plus la température % diminue, plus le maillage en fréquence
devient serré et étendu & un domaine réduit. Cependant, le support des fonctions a
calculer se réduit aussi, de facon a ce que le nombre de points que nous avons choisi
reste suffisant (pour certains taux de remplissage) jusqu’a une température 5 = 400D
(ot D est la moitié de la bande électronique). Le nombre de points dans la zone de
Brillouin sera N = 196. Avec ce choix du maillage, nous avons obtenu les résultats
avec la précision voulue en maintenant le temps de calcul raisonnablement bas.

Le calcul des self-énergies nécessite la somme sur les fréquences w,, et w, pour
m,n = —oo...00. Pour l'effectuer, les fonctions de Green ont été approximées en
dehors de la fenétre —M; ... My avec les fonctions nues G° et K et leur contribution
a été calculée analytiquement (pour plus de détails sur ce calcul et sur le choix du

maillage voir 'appendice B)
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L’algorithme de solution consiste tout d’abord & approximer les fonctions de Green
G et K avec les fonctions de Green nues G et K°, puis a calculer les self-énergies. Ces
derniéres nous permettent de calculer une approximation plus précise des fonctions G
et K qui sera & nouveau utilisée pour le calcul des self-énergies. Le processus s’arréte

quand on obtient la convergence, c’est-a-dire quand ’erreur ainsi définie :

Zy’n |Gstep i(y, 77,) _ Gstep i—1 (V, 77,)|
= an |Gstep i(l/, n) + Gstep i*l(]j, n)|

est inférieure a un seuil qui dans nos calculs varie, selon les cas, de 107 a 107!, La
solution ainsi obtenue pour un potentiel chimique p fixé au début du calcul, nous

permet de déterminer le taux de remplissage du systéme :

Niot = 277,}7 + 277,3,

ou les nombres de bosons et de fermions sont respectivement :

1 1
ng = §+5—N;G(V,n)

2 o
ng = B—NZe_“"mO K(v,m).

v,m

En changeant le potentiel chimique p, nous pouvons modifier le nombre total de par-
ticules ng; de 1 & 2, ce qui correspond, dans la physique des HTSC, a une large
variation du dopage. Par analogie avec les études des supraconducteurs a haute tem-
pérature critique, nous parlerons de région de sous-dopage pour ng < n;y < 2 et de
région de dopage optimal ou sur-dopage pour 1 < ng < n, avec ng =~ 1.1 pour notre
choix de parameétres. Nous remarquons que la quantité 1 — ng, liée au dopage par

trous, diminue lorsqu’on a une augmentation du remplissage 1.

Les solutions obtenues pour G(v,n) et K (v, m) doivent étre continuées analytique-
ment pour qu’il soit possible de calculer les propriétés physiques du systéme. Formel-

lement il s’agit de calculer la limite suivante :
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G (k,w) = lim  G(k,iw,)
tWn —>w+10~

K™ (qw) = lim  K(k,iwn).
W —w—+10~

Pour ce faire, étant donné que nous ne connaissons pas la forme analytique des solutions
des équations, il faut auparavant trouver une approximation des fonctions sur tout le
plan complexe grace a une continuation analytique, et aprés calculer la valeur de ces
continuations sur une ligne paralléle et proche de I’axe réel (dans 'appendice B nous
discutons de combien cette ligne doit se rapprocher de 1’axe). Pour reproduire de fagon
satisfaisante le comportement des fonctions sur ’axe de Matsubara et pour trouver une
approximation analytique fiable sur tout le plan complexe, la technique de Padé a été
utilisée. Il s’agit d'une approximation par fractions continues, largement utilisée dans le
domaine de la physique du probléme a N corps, qui nous a permis, sous la contrainte
que les solutions des équations 2.4 soient déterminées avec une précision élevée, de

reproduire fidélement la structure des fonctions spectrales et du pseudogap.

Solutions des équations standard

Dans les chapitres suivants, nous serons plusieurs fois amenés & comparer les résul-
tats obtenus en résolvant les équations précédentes avec les résultats liés au probléme
du BFM sans coeur dur. De cette maniére, nous pourrons évaluer I'importance des
fortes répulsions a courte portée des bosons et leur effet sur le comportement du
systéme. Pour ce faire, nous avons résolu les équations obtenues en appliquant la tech-
nique standard des diagrammes de Feynman & 'hamiltonien du BFM ; les opérateurs
S* sont dans ce cas considérés comme des opérateurs bosoniques standard et donc il
peuvent étre traités a I’aide du théoréme de Wick traditionnel. Les équations finales
ainsi obtenues sont similaires aux équations 2.4 si on impose, dans ces derniéres, la
condition b = 1. Cela simplifie 'algorithme de solution car dans ce cas nous n’avons
pas besoin de nous soucier de la renormalisation de b et éventuellement du fait que,
entre une itération et une autre, b peut changer de signe ou s’approcher trop de zéro.
Pour déterminer le potentiel chimique, il faut utiliser les formules pour la densité des

bosons np calculée a partir de la fonction de Green pour les bosons sans coeur dur.
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2.4.3. Le modéle XY sur deux sites

Nous remarquons que la physique d’un gaz de bosons de coeur dur et sa transi-
tion vers une phase superfluide est déja contenue dans un modéle de type XY [?].

L’hamiltonien sur deux sites :

H=-2J(SFS; +S557) + Eo (S;+53),

résoluble analytiquement, est suffisant pour avoir une idée générale de la physique
sous-jacente au probléme que nous étudierons. Les opérateurs sont les opérateurs de
pseudo-spin S définis dans le paragraphe 2.2, Ej est le niveau d’énergie des bosons et
J est le coefficient d’échange. Dans ’appendice C nous reportons les résultats de la

diagonalisation de la matrice associée a H, nous calculons la fonction spectrale A7 (w) :

2
AB(w) = 37 (7 = ) S S0 = B + Ea)

n,m
et sa transformée dans 'espace réciproque Ay (w) :

Ap(w) = 248 (w) — 248 (w)
Agp(w) = 247 (w) + 248 (w)
Ap(w) = Ay(w)=0

La densité d’états est :
P(W) = Zglk = 21111 =
Ik

- 27” ([sinh(8.) — sinh(BEy)] d(w + J — Ey)+
— [sinh(5J) + sinh(BEy)| d(w — Ey — J)}

Nous tracons I’évolution de cette fonction généralisée, constituée par deux deltas de
Dirac, en fonction de Ej et pour un coefficient d’échange J fixé a 0.1 (figure 2.2 et 2.3).
Pour Ey > J, les deux pics se trouvent a deux fréquences positives et, en diminuant la
valeur de Ej, ils s’approchent de zéro ; leur hauteur reste plus ou moins constante, sauf
dans une petite région autour de zéro, ou elle décroit rapidement quand on diminue

Ey jusqu’a la disparition totale de I'un des deux pics dans le cas Fy = J (figure 2.3).
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p(w) [arbitrary units]
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F1G. 2.2. — Densité d’états p(w) pour le cas J=0.1 et pour trois valeurs différentes de
Ej.

Pour Fy < J, I'un de deux deltas de la fonction spectrale se trouve a une fréquence
négative et a un signe opposé par rapport a 'autre. Dans le cas Ey = 0, on a une

situation antisymétrique.

2.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord introduit les concepts de polaron et de
bipolaron, autour desquels, historiquement, le modéle Boson-Fermion a été formulé.
Ensuite nous avons introduit I’hamiltonien du modéle et le choix des parameétres qui
a été fait. Le bref résumé des principaux résultats du BFM nous a montré la nécessité
d’une étude qui tient compte de la nature de coeur dur des bosons, ce qui nous a

amené a employer une technique appropriée pour résoudre le probléme a traiter.
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F1G. 2.3. — Densité d’états p(w) pour le cas J=0.1 et pour trois valeurs différentes de
Ey ; nous remarquons que pour Ey = J, I'un des deux pics de la fonction spectrale est
centré sur zéro et a une hauteur nulle.
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3. Effet de coeur dur dans le BFM

La nature de coeur dur des paires bosoniques préformées comporte des différences
importantes dans le modéle boson-fermion par rapport au cas ou les particules en
question sont considérées comme des bosons standard. Les grandeurs affectées les plus
importantes sont la température 7% d’ouverture du pseudogap, la variation avec la
température du nombre de bosons ng et celle de la densité des états électroniques.

Dans ce chapitre nous présenterons les résultats obtenus en résolvant les équations
couplées dont nous avons parlé dans le chapitre précédent, qui tiennent compte de 1’ef-
fet de coeur dur, et nous ferons une comparaison avec le cas ot cet effet est négligé. De
plus, nous montrerons la différence entre nos résultats et ceux dans la limite atomique,
ou l'effet de l'itinérance des électrons est supprimé. Partout ou cela est possible, les
différentes grandeurs sont étudiées en fonction de la température 7" et du remplissage
Ny La température peut étre directement choisie avec la plus grande précision, par
contre le remplissage est & déterminer en adaptant en conséquence le potentiel chi-
mique g au début du calcul numérique. Nous nous sommes toujours assurés que, dans
les résultats qui suivent, la précision choisie pour fixer ng,; ( ~ 107 ) est suffisante pour

que les effets de la température et du remplissage puissent étre clairement distingués.

3.1. La symétrie particule-trou

Prendre en compte 'effet de coeur dur des bosons nous permet d’introduire une
description par trous “bosoniques” du systéme, étant donné que le nombre par site des
paires préformées est limité a 1. En transformant ’hamiltonien du BEM H (e, Ey, v)

par une transformation particule-trou :

C;:U <~ Cko
+ —
Py P

35
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et en effectuant la transformée de Fourier nous obtenons I'hamiltonien du systéme

décrit par les opérateurs des trous :

H' = Z(—%)Cﬁcka + Ey Z (% - 55)

ko i
- v Z (SiFeipein + Si_ci#cit)
i
ou les Ey,v, D ont la signification donnée dans le chapitre précedent. L’hamiltonien
dans le formalisme des trous est identique a celui dans la représentation des particules

si on pose :

E% == '—fk
gl = —egy
vt = —w

Fixons % = D et imaginons que 'on ait résolu notre probléme en utilisant ’hamil-

tonien H (g, Ey, v) pour un g fixé tel que p < %. Dans ce cas, nous sommes dans
la situation décrite par la partie a de la figure 3.1 et avec Ey = A — 2u > 0 et
e = |D — p|+ D cos(k). On comprend alors que, si nous sommes intéressés au cas sy-
métrique au précédent décrit par la partie b de la figure 3.1, avec ' = % + (% — u),
Ey=—]Ap—2u| <0et ey =—|D — p| — Dcos(k), au lieu de résoudre le probléme
a nouveau nous pouvons utiliser I’hamiltonien des trous, pour lequel maintenant nous

avons :

E% = '—lﬂ)::Z&B —'2M >0
er = |D—p|l+ Dcos(k) (3.1)

v = —0

Si maintenant on pose' k — k' + 7, on a e, = |D — pu| — Dcos(k) et I'hamiltonien
des trous est donc identique a celui qu’on avait pour le cas de la figure 3.1a sauf pour

le signe de l'interaction qui, en intervenant toujours au carré, n’aura pas d’effet. La

LCette transformation revient & travailler avec une zone de Brillouin décalée par rapport a celle
standard. Cela n’affecte pas les résultats physiques a cause de la périodicité en k.
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Fic. 3.1. — Dispersion des fermions et niveaux d’énergie dans les BFM. La courbe
en gras représente la dispersion des fermions mesurée a partir du bas de la bande
Ap

électronique (dans le cas sans interaction v = 0 on a & = D — D cos(k)). 52 représente
le niveau d’énergie par électron des bosons.
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solution du probléme est donc déja trouvée en termes des trous et il suffit de se rappeler
les relations :

np(k) = 1-np(k)

1
ng = §—<Sz>:1—n3

qui lient la densité des particules avec la densité des trous pour récupérer les résultats
en termes des particules. On remarque que tout cela est vrai seulement si % =D,
c’est-a-dire quand le niveau des bosons est au centre de la bande électronique car dans
le cas contraire la symétrie particule-trou n’est plus respectée.

D’un point de vue intuitif, la compréhension de ce comportement symétrique est
immeédiate si on se souvient que notre systéme est équivalent & un systéme de spins
orientés dans la direction z d’'un champ magnétique Fy. La relation ng = S* + % nous
dit qu’un spin “up” correspond a la présence d’une particule et un spin “down” a son
absence; une fois la direction du champ fixée, les spins tendent & s’aligner avec lui
pour minimiser I’énergie du systéme Ej (SZ + %) En cas de basse densité, nous avons,
par exemple, la situation de la figure 3.2a avec pu < % et donc Ey = Ag—2u > 0. Par
contre, dans le cas symétrique a haute densité, le cas de la figure 3.2b s’applique avec
w > % et donc Fy = Ap — 2u < 0. Dans les deux cas, la physique est uniquement
déterminée par la direction du champ magnétique de module Fy par rapport a la
direction des spins et donc les deux cas symétriques de figure 3.2 doivent se comporter

de fagon identique.

3.2. Densité d’états fermioniques du BFM

Une fois les équations couplées du modéle résolues numériquement, nous avons a
notre disposition la fonction de Green GG pour les fermions, d’oti on peut extraire les
différentes propriétés physiques liées a ce systéme. Nous nous intéressons ici premiére-

ment a la densité d’états qui est définie de la fagon suivante [?] :

p(w) = —WLN%m{ lim G(q,wn)}

Wy —w-+1i0
q

et qui nous renseigne sur la distribution des états. Numériquement, p(w) est calculé
par une continuation analytique de Padé |?|. Dans la figure 3.3, on voit qu’elle pré-

sente, par rapport a la structure générale de la densité d’états d’un systéme d’électrons
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Bol
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F1G. 3.2. — Systéme simplifié similaire a celui du BEM. Le spin “up” indique la présence
d’une particule et le spin “down” représente son absence. Nous montrons un cas de basse
densité (a) et un cas de haute densité (b) en bosons qui ont les potentiels chimiques
se situant de fagon symétrique respectivement au-dessus et en-dessous de la moitié de
la bande électronique.
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Fia. 3.3. — Densité d’états fermioniques. Sa structure générale est similaire a celle de
la densité d’'un systéme d’électrons libres en 1D. La différence principale est 1'ouver-
ture d’un creux au niveau du potentiel chimique (w = 0). Les déformations au bord
de la bande sont dues aux singularités de Van-Hove, difficilement reproductibles par
I’approximation de Padé. La concentration de bosons np est reportée pour en donner
I'ordre de grandeur. Naturellement, si on fixe n,,;, np varie avec la température et
il sera différent pour les trois courbes ici reportées. Méme remarque pour les figures
suivantes.
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F1G. 3.4. — Détail de la densité d’états fermioniques autour du potentiel chimique pour
trois concentrations différentes. Le pseudogap devient de plus en plus évident quand
on baisse la température et qu'on augmente la densité totale de particules n;, (liée au
nombre de bosons np).

libres en 1D, un pseudogap autour du potentiel chimique qui est de 'ordre du cou-
plage électron-boson ? . Cette diminution d’états fermioniques disponibles est montrée
plus clairement dans la figure 3.4 ol son évolution en fonction de la température est
reportée pour trois concentrations ng, différentes. Pour n,,; = 1.65 et n;; = 1.20, on
remarque 'augmentation de la taille du pseudogap quand on baisse la température.
On remarque aussi ’existence d’une température critique 7 au-dessus de laquelle la
densité d’états est essentiellement non renormalisée. Pour 1" < T™, les états fermio-
niques disparaissent prés du potentiel chimique pour se redistribuer sur les cotés et,
plus la densité des bosons ng est élevée, plus 'effet du pseudogap est évident. Cette
redistribution d’états est le signe de la formation de cooperons [?], c’est-a-dire des
paires de Cooper dotées d’'un moment qui, pour des températures plus basses qu’'une
certaine température critique 7,, entrent dans une phase superfluide, responsable des

propriétés supraconductrices du systéme.

Pour mieux étudier les caractéristiques du pseudogap, nous avons tracé en ligne
continue dans la figure 3.5 la quantité py,, (qui représente le minimum local de p(w) au
centre de la bande) en fonction de la densité ny,; et pour des températures différentes.

Pour des températures assez élevées, la quantité p,,;, est pratiquement constante et

2L’énergie w est mesurée par rapport au potentiel chimique pu.
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F1G. 3.5. — Variation du minimum de la densité d’états autour du potentiel chimique.
Le résultat du calcul avec bosons de coeur dur (en ligne continue) est comparé au
résultat sans coeur dur(en tirets). Dans ce dernier cas, pour plus de clarté, seulement
trois courbes sont reportées. En haut a droite, on a les températures correspondant
aux courbes en ligne continue.



J.4. pDensite d-etats rermioniques du pbr ivi

0.65 ‘ ‘
— o o, 1003333
© 720.02000
0.6F .
c T=0.01333
o
055 T=0.01000 = |
0.5- .
T=0.00667
0.45- .
| | |
0 0.1 02 n 0.3 0.4

F1G. 3.6. — Variation du minimum de la densité d’états autour du potentiel chimique
en fonction de la densité des bosons ng. On remarque que, pour de faibles densités,
les courbes ne se croisent pas contrairement a ce qui arrive dans la figure 3.5

indique ’absence d’un creux dans la densité d’états. Quand on baisse la température,
I’effet de 'augmentation de n;, devient plus évident avec, pour les faibles concentra-
tions, une ouverture rapide qui devient de plus en plus saturée quand on approche la
limite n;,; = 2 et ng = 0.5. Dans la méme figure, nous montrons en tirets p,,;, calculé
dans le cas ou l'effet de coeur dur est absent. Naturellement, pour des np petits les
courbes a température égale sont trés proches dans les deux cas, car pour de faibles
concentrations, les interactions a courte portée des bosons sont négligeables. Néan-
moins, en augmentant ng, les deux cas se montrent trés différents. p,,;, sans coeur dur
décroit sans qu’il ne sature prés de n;,; = 2.

Dans la figure 3.6, nous illustrons p,,;, en fonction de ng. Comme on peut le
remarquer, pour ng trés bas les courbes ne se croisent pas, ce qui est contraire au
comportement de p,,;, en fonction de n,; (figure 3.5). Ceci montre bien que, au moins
pour les basses concentrations, le pseudogap dépend de fagon subtile de la température
et de la concentration. Dans figure 3.7, nous montrons la liaison entre ng et nuy
pour différentes températures. Quand on fixe nyy (voir la ligne verticale en tirets),
a température plus basse correspond un np plus petit; au contraire, quand on fixe
np (voir ligne horizontale), & température plus élevée correspond un ngy plus petit.

En étudiant donc les courbes ppin(ng) pour un ng fixé, il est naturel qu’elles ne se
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F1G. 3.7. — Densité des bosons en fonction de la densité totale de particules. La relation
entre les deux est : ny; = 2ng + 2np.

croisent pas, car le nombre de particules et la température agissent dans le méme sens
SUr Pmin : plus T' est petit, plus ngy sera grand et donc plus p,., sera petit, ce qui
implique un pseudogap plus marqué. Au contraire, dans les courbes p,in(nir) pour
un ny4, fixé, quand la température baisse, np baisse aussi. Le résultat sera la somme
de ces deux changements opposés et les courbes peuvent donc parfois se croiser.
Dans la méme figure, on peut voir encore que pour une concentration plus élevée,
la variation relative de np avec la température pour un ny, fixé sera petite (a cause des
corrélations a courte portée qui deviennent de plus en plus importantes) et elle aura

donc trés peu d’influence sur 'ouverture du pseudogap par rapport a la température.

3.2.1. Comparaison avec la limite atomique

Si dans I'hamiltonien du modéle boson-fermion nous imposons que le terme de
saut ¢t des électrons soit nul, nous obtenons la limite atomique du modéle. Dans ce cas
on peut facilement diagonaliser exactement le probléme tout en prenant en compte
la nature de coeur dur des bosons qui, en étant maintenant localisés, se comportent
comme des fermions. Cette limite est intéressante en général car ’absence d’itinérance
des électrons élimine pour le systéme toute possibilité de rentrer dans une phase su-

praconductrice et donc permet de comprendre s’il y a une relation ou non entre cette
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phase et le pseudogap. En étudiant cette limite [?| on remarque existence de trois
états : le non-bonding, dans lequel les bosons et les électrons ne sont pas hybridés; le

bonding et le anti-bonding qui sont respectivement :

B> = U[1>]0)-VI]0>]1)
BT > = V|1{>[0)+U|0>|1)

ou U et V sont des constantes qui dépendent des paramétres du systéme et ot on voit
qu’il y a un mélange entre ’état avec deux électrons | 11> |0) et I’état avec un boson
0 > |1). En calculant la fonction de Green a 'aide des équations du mouvement [?| on
voit que celle-ci est composée de trois poles correspondant aux trois états en question

qui géneérent la densité :
p(w)=2"6(w—eo) + (1 —2Z") [V?§(w —e4) + U0 (w — £_)]

L’é¢tude de cette fonction montre clairement que le pic Z¥§(w — &y) correspondant
a 1’état non-bonding est intimement lié & I'ouverture du pseudogap car son poids
décroit avec la température au profit de deux autres états. Il peut étre considéré,
donc, comme 'équivalent du p,,;, étudié auparavant dans ce chapitre. Dans la figure
3.8 (a), on observe la variation du pic Z¥ (maintenant appelé p,:, par analogie avec
la discussion du paragraphe précédent) en fonction de ny,; pour des températures
différentes. Comme pour la figure 3.5, la dépendance en température est plus grande
dans le cas de bande & moitié pleine (n;,; = 2) mais ici, méme a trés haute température,
la densité spectrale semble fortement dépendre du remplissage. En plus, dans le cas
de la limite atomique, la dépendance en température est plus marquée que dans le cas
ou les électrons sont itinérants (figure 3.5), ou le pseudogap n’est pas complétement
ouvert pour 7' = 0.0067 et semble plutot saturer en s’approchant du cas avec bande a
moitié pleine. Cela est dii au fait que l'itinérance réduit le temps de vie des cooperons
et donc réduit I’échange bosons-électrons qui est a l'origine du pseudogap. Dans la
partie (b), on voit une comparaison de p,.; entre le cas que nous avons résolu de fagon
auto-cohérente et le cas dans la limite atomique. Les deux courbes ont été normalisées
pour mettre en évidence les aspects essentiels; en particulier pour chaque courbe on
a:

Pmin(Tso) = pmin(T = 0.0067)
Prel =
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F1G. 3.8. — Variation du poids spectral de I’état non-bonding (a) et comparaison avec
le calcul auto-cohérent (b). Dans le cas du calcul auto-cohérent, le point pour n;, = 2
a été ajouté par interpolation.
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ou T, est la température pour laquelle p,,;, sature : nous avons utilisé 7" = 0.2 dans
le cas de la limite atomique et 7" = 0.0333 dans le cas du calcul auto-cohérent. On
déduit de la figure que prendre en compte l'itinérance des électrons modifie visible-
ment les propriétés de la densité d’états fermioniques, bien que I’on remarque toujours

I’ouverture d’un pseudogap.

3.3. Densité des particules

Dans ce paragraphe nous étudions la densité des bosons de coeur dur et des élec-
trons. Les densités en fonction du vecteur d’onde (ou nombre d’occupation) sont don-

nées par :

ng = <cfep>
B _ +
n, = <bjb;>

et sont déterminées & partir des fonctions de Green comme expliqué dans ’appendice
B ; les densités électroniques et bosoniques par site sont la somme normalisée sur tous

les vecteurs d’onde de nj et nl respectivement.

3.3.1. Densité par site

Dans la figure 3.9, nous montrons la dépendance de ng en fonction de p pour des
températures différentes. Méme si on ne peut pas calculer les points dans une région
trop proche de p = 0.5 pour des raisons numériques, la symétrie particule-trou nous
assure que toutes les courbes doivent passer par ng = 0.5 pour u = 0.5. Ce point a
donc été ajouté a la main pour présenter le diagramme complet de ng(p). Comme on
peut le constater, la méthode de développement utilisée garantit le comportement de
coeur dur des bosons, avec une saturation de ng vers la valeur 1 pour des p élevés.
Dans la méme figure, on voit la comparaison avec npg(u) calculé sans effet de coeur
dur pour 7= 0.01 et, comme prévu, le nombre de bosons par site n’est pas limité.

Dans la figure 3.10, nous avons tracé en tirets la densité par site dans le cas d’'un
gaz de bosons de coeur dur sans interaction avec les fermions. En absence d’itinérance
de fermions, les bosons sont localisés, c’est-a-dire que leur dispersion est indépendante

de g et que, donc, leur densité par site, calculable a partir de la fonction de Green

. o bo . 1 . R L. . .
libre K = o U Bapea g qui refléte la caractéristique de coeur dur et qui

est en accord avec le fait que les bosons localisés se comportent comme des fermions.
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FiG. 3.9. — Variation de la densité par site des bosons en fonction de p pour des
températures différentes (en lignes continues). La saturation vers 1 est une conséquence
directe de la nature de coeur dur des bosons. En tirets on voit la densité des bosons
dans le cas ou leffet de coeur dur est négligé (T=0.010).
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F1G. 3.10. — Les tirets montrent la densité de bosons par site dans le cas d’'un gaz de
bosons de coeur dur localisés (v = 0). La ligne continue montre comment cette densité
change quand un gaz de fermions induit une itinérance dans ce gaz de bosons grace a
une interaction d’échange comme celle décrite par le BEM .
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En comparant ces courbes avec les courbes en continu, obtenues en tenant compte
des fermions, nous pouvons montrer l'effet que ces derniers ont en fonction de la
température sur le gaz bosonique. Plus la température est basse, plus cet effet est
marqué, c¢’est-a-dire que les courbes en continu et en traits différent. Cela est en accord
avec le comportement du sous-systéme fermionique qui a une densité d’états de plus en
plus renormalisée quand on baisse la température. Sur la méme figure nous reportons,
dans I’échelle de droite, la valeur moyenne de I'opérateur de spin < S% > liée a la
densité des bosons par la relation b =< S% >= ng — % Cette courbe nous permet
de comprendre pourquoi I'algorithme numérique pour résoudre les équations couplées
converge plus difficilement prés du point ng = 0.5; en effet, pendant les différents pas
du calcul, la quantité b oscille 1égérement avant de converger. Cette oscillation, sans
conséquence pour des p bas , devient critique pour le cas de bande moitié pleine, ou
de trés petites variations du potentiel chimique impliquent de grandes variations de
np et, éventuellement, un trop grand rapprochement de b vers zéro qui implique a son
tour des singularités dans les équations. Nous remarquons enfin le fait que, dans les
différentes figures, pour p trés bas le nombre de ng semble étre constant au lieu de
tendre franchement vers zéro. Cela est la conséquence du fait que la température n’est
pas nulle et donc qu’un certain nombre de bosons est toujours virtuellement excité. En
baissant p au-dela d’une certaine limite, donc, on baisse plutot le nombre de fermions
nr comme on peut le voir dans la figure 3.11 ot on compare aussi, pour 7" = 0.0067,

la densité par site des fermions dans les cas avec et sans interaction avec les bosons.

La figure 3.12 montre le mécanisme de remplissage d’un systéme régit par 'hamil-
tonien du modéle Boson-Fermion. En augmentant la valeur du potentiel chimique p
dans la limite de remplissages trés bas, le nombre de fermions croit rapidement et les
bosons sont presque absents, excepté une petite quantité virtuellement excitée. Quand
le potentiel chimique s’approche de la valeur % correspondant grosso modo a I'énergie
par particule des bosons, ces derniers commencent aussi & étre réellement excités et
leur nombre grandit brusquement aux dépens du nombre de fermions qui reste pra-
tiquement bloqué aux environs de 0.5. La raison a cela est que jusqu’a ce que tous
les états bosoniques ne sont pas occupés, ils restent favorables, au niveau énergétique,
par rapport a ceux fermioniques. Ce phénomeéne est clairement visible dans la figure
3.12b, ou on voit, pour ny; < 1, le nombre d’électrons augmenter rapidement alors
que celui des bosons est trés bas. Au-deld d'un certain seuil de n;,; qui dépend de
la température, on voit le nombre de bosons augmenter alors que celui des fermions
sature. Dans un systéme sans coeur dur, augmenter encore n,,; trés au-dela de ce seuil,

n’aurait presque pas d’effet sur les électrons, et le nombre des bosons croitrait sans
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Fic. 3.11. — En ligne continue nous représentons la densité par site des fermions pour
deux températures différentes. En tirets nous avons reporté la densité calculée pour
T = 0.0067 et pour le cas ou I'interaction avec les bosons est supprimée (propagateur
fermionique nu et donc np = eﬁ—i-i-l)
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F1aG. 3.12. — Comparaison entre la variation de np (en ligne continue) et np (en tirets)
en fonction de ngy. Dans la partie (b) nous montrons un agrandissement pour plusieurs
températures. Nous remarquons la non linéarité de ng(ng;) pour des concentrations
inférieures a 1.
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F1G. 3.13. — Variation du potentiel chimique en fonction du remplissage.

limite. Néanmoins, dans notre cas, I'effet de coeur dur bloque le nombre de bosons du
réseau a un par site et donc, une fois les états bosoniques disponibles saturés, aug-
menter encore y provoque une nouvelle augmentation rapide de np comme on peut
commencer a le percevoir prés de n;,; = 3 dans la partie (a) de la figure en question.
Pour finir, nous montrons aussi la variation de p en fonction du remplissage (figure
3.13) et nous mettons en évidence ce blocage du potentiel chimique, plus ou moins
important selon la température, dii aux bosons et présent dans une large région autour
de n4r = 2. Plus la température est basse, plus la courbe de i tend a s’aplatir autour
du milieu de la bande (n;,; = 2) car la largeur de la densité d’états bosonique se réduit

progressivement avec la température.

3.3.2. Nombres d'occupation

Comme toute autre grandeur de notre systéme, ng et n} varient en fonction de la
température et du remplissage. La partie (a) de la figure 3.14 montre le comportement
de nj pour différentes températures. Cette figure nous permet aussi de déterminer le
vecteur de Fermi kp car, en admettant une symétrie particule-trou pour les électrons

valable pour de basses énergies d’excitation w du systéme, on peut démontrer [?]| que
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F1G. 3.14. — Nombre d’occupation fermionique en fonction de la température pour un
remplissage fixé (a) et en fonction du remplissage pour une température fixée (b).
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F1G. 3.15. — Nombre d’occupation des bosons en fonction de la température (a) et du
remplissage (b).

BnkFF (T)

= 0 ( dans le cas ou cette symétrie est valable pour toutes les w nous aurions
nk (kp) = 0.5 ). Dans la partie (b) de la figure, nous montrons les changements pour
une température fixée et des remplissages différents. La conﬁguration est la méme
pour la figure 3.15 ou, cette fois, on montre le comportement de n . Dans la figure
3.14(a) on peut voir que les trois courbes deviennent de plus en plus raides autour
du vecteur de Fermi kr quand on baisse la température, comme 1’on s’y attend. La
figure 3.15 nous permet également de mettre en évidence le rapprochement de la phase
superfluide. Comme on peut le remarquer, dans la partie (a) le mode ¢ = 0 est de plus
en plus peuplé si on baisse la température ce qui indique une condensation des bosons
(auxquels les cooperons, dont on a parlé auparavant, sont intimement liés). Dans la
partie (b) nous observons que la partie des bosons condensés augmente lorsque ’on

approche un remplissage (ou dopage) plus élevé.
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F1G. 3.16. — Les points d’intersection des courbes avec I'un des deux seuils représentent
les valeurs de T™ en fonction de ny.

3.4. Température d'ouverture du pseudogap T*

La température d’ouverture du pseudogap est une grandeur trés discutée car,
comme on ’a déja mentionné, elle représente la température pour laquelle on com-
mence a avoir I’appariement d’électrons nécessaire pour la création d’une phase super-
fluide. Sa détermination présente le sérieux probléme de définir avec un critére objectif
la transition entre deux états qui ne sont pas séparés par une transition de phase. Une
solution possible est celle d’étudier, a partir du diagramme de la figure 3.5, ’évolution
de ppmin en fonction de la température pour plusieurs n;,; fixés. On obtient ainsi la
figure 3.16 ol p,,;, est représenté normalisé par rapport a sa valeur a T = 0.0333
qui est la plus haute température étudiée. L’intersection entre les courbes et le seuil
horizontal 1 arbitrairement fixé est notre définition de 7™ et son évolution en fonction
de ny est reportée en ligne continue dans la figure 3.17. Les points pour ng; > 2
de cette derniére ont été retrouvés en utilisant la symétrie particule-trou dont nous
avons parlé au début du chapitre. Le choix du seuil, bien que raisonnable, ne peut étre
qu’arbitraire a cause du fait qu’il n’y a pas ici une vraie transition entre 1’état avec

pseudogap et 1’état sans, ce qui fait qu’aucun parameétre ne montrera une variation
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FiaG. 3.17. — Température T d’ouverture du pseudogap en fonction de la concentration
totale de particules. Les courbes représentent le T calculé en tenant en compte ’effet
de coeur dur. Les carrés se référent par contre au cas sans coeur dur. On remarque le
fait que dans ce dernier cas, T peut augmenter sans limite.

brusque caractérisant la température qui délimite les deux états. Néanmoins, changer
ce seuil ne change pas qualitativement le résultat comme on peut le voir dans la figure
3.17 ou la ligne en tirets a été tracée grace au seuil 2 de la figure 3.16. Toujours dans
cette figure, on peut remarquer la grandeur 7™ calculée pour le BFM ou effet de
coeur dur est négligé : on voit bien que la 7, ne tend pas a saturer et ’absence de

symétrie particule-trou lui permet d’augmenter au-dela de ny,; = 2 ou, par contre, le

T*déterminé dans le cas de coeur dur commence & redescendre.

3.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé a explorer les résultats obtenus en étudiant
le modéle Boson-Fermion en prenant en compte ’effet de coeur dur des bosons. Cela
nous a permis d’étudier pour la premiére fois le comportement du modéle en fonction
du remplissage et d’en vérifier les conséquences sur le pseudogap en particulier. Méme

si l'interaction a courte portée des bosons en réduit ’ouverture, celui-ci est présent
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comme dans le cas ou leffet de coeur dur est négligé [?]. Nous avons défini un critére
qui nous permet de déterminer de facon “objective” 'ouverture du pseudogap T* et
nous avons tracé son évolution en fonction du remplissage n;,. Cette derniére courbe
représente une partie du diagramme de phase de ce modéle que nous compléterons

dans le chapitre suivant.



4. Etude des Propriétés Spectrales

Dans ce chapitre nous étudions les propriétés spectrales du modéle Boson-Fermion
en fonction de la température et du remplissage. Aprés avoir expliqué le mécanisme
de dopage nous calculons, grace aux fonctions spectrales, la masse des porteurs de
charges superfluides du systéme. Comme nous le verrons, elle joue un role essentiel
dans la détermination du diagramme de phase. Ce dernier nous permet d’étudier le
comportement du modéle et de mettre en évidence les deux mécanismes différents qui
régissent, la transition entre la phase normale et celle supraconductrice dans les cas

sous-dopé et sur-dopé.

4.1. Meécanisme de dopage

Doper un systéme décrit par le modéle Boson-Fermion signifie changer le nombre
de particules totales n;, ¢’est-a-dire changer a la fois le nombre des paires pré-formées
(np) et le nombre d’électrons itinérants (np). Ce mécanisme de dopage qui affecte les
deux sous-systémes électronique et bosonique est assez proche de la réalité expérimen-
tale des supraconducteurs a haut 7,. Par exemple, d’un point de vue chimique, pour
I’ YBCO, doper implique ’ajout d'un atome d’oxygéne dans les couches diélectriques
du matériau comme montré dans la figure 4.1. Pour que la nouvelle configuration
créée soit stable, deux électrons doivent étre cédés a ’atome dopant par les atomes
environnants. Dans le cas de faible dopage, des expériences XPS, qui montrent que
le changement du nombre d’ions Cu(1)™ est proportionnel & 2z dans le composé
Y BayCu3Og., |?], indiquent clairement que ce sont les deux ions de cuivre voisins qui
cédent I'un de leurs électrons en se transformant de C'u(1)™ en Cu(1)**. Néanmoins,
en augmentant la concentration d’atomes dopants au-dela d’un certain seuil (z > 0.25
pour Y BayCuzOg, par exemple), tous les ions Cu(1)* des plans diélectriques seront
devenus Cu(1)*" et ils ne pourrons plus céder d’autres électrons car 1'état Cu(1)>"

n’est pas énergétiquement favorable. Ce seront les plans métalliques qui devront céder
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F1G. 4.1. — Structure schématique du matériau YBaCuO. A partir de la configuration
isolante Y BasCu3zOgy, avec x = 0, en oxydant le matériau, on peut ajouter des atomes
d’oxygeéne O(1) en faisant ainsi varier x entre 0 et 1. Pour z > 0.25 le composé est
supraconducteur a basse température. En méme temps, on “oxyde” les ions de cuivre
Cu(1)* — Cu(1)**. En chauffant Y Ba;CuzO; en absence d’oxygéne on peut obtenir
le processus inverse avec “réduction” des ions de cuivre : Cu(1)*" — Cu(1)™".
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des électrons en créant ainsi des trous dans la mer de Fermi des plans CuQO,. D’autres
expériences qui mesurent la taille de la surface de Fermi [?], montrent que la courbe de
T, en fonction du dopage est décalée par rapport a celle qu’on observerait si le dopage
impliquait le changement de concentration d’un seul type de charge du systéme. De
méme, des études XAFS [?| montrent que pour que la phase supraconductrice puisse
exister, le dopage doit mettre en jeu des trous aussi en-dehors des plans métalliques
CuQs.

Dans les paragraphes suivants, nous présentons nos résultats en fonction du rem-
plissage ns; et du dopage 1 — 2npr. Nous remarquons que, vue la relation entre ng et
niot (voir figure 3.12), le remplissage et le taux de dopage 1 — 2np varient de fagon

opposée.

4.2. Fonctions spectrales

La fonction spectrale que nous avons utilisée est |?] :

App(q,w) = —2Im {B’"et(q, w)}

ou B"(q,w) = G(q,iw, — w+id) ou B™(q,w) = K(q,iw,, — w+1d) est la fonction
de Green retardée associée respectivement aux fermions et bosons dont on veut calculer
les propriétés spectrales. L’intérét de ce type de fonction réside dans le fait qu’elle nous
donne des informations directes sur le systéme : la largeur a mi-hauteur de A(q,w) est
directement liée au temps de vie des quasi-particules et, dans le cas ou ces quasi-
particules sont bien définies, de ses poles on peut reconstruire la relation de dispersion
qui lie le vecteur d’onde q et I’énergie w.

La fonction spectrale des fermions peut étre mesurée expérimentalement avec la
photo-émission résolue en angle (ARPES). Il s’agit d’une technique qui a récemment
donné des résultats importants pour la compréhension du pseudogap et qui consiste a
envoyer des photons sur un échantillon et & mesurer le courant électrique généré par leur
absorption. Dans une certaine approximation qu’on peut vérifier expérimentalement

[?], le courant I mesuré peut étre lié & la fonction spectrale avec la formule suivante :
[(ka w) = [O(k)f(w)AF(ka w)

ou f est la fonction de Fermi, [y(k) un facteur indépendant de la température et

de I'énergie w, et Ap la fonction spectrale calculée a partir de la fonction de Green
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des fermions G. Méme si les éléments de matrice Ip(k) restent difficiles a déterminer,
on peut quand méme obtenir des informations [?] sur le poids spectral A% (k,w) =
f(w)A(k,w) nécessaire pour extraire une particule de ’échantillon.

Comme nous ’avons démontré dans 'appendice A, la définition de fonction spec-

trale adoptée implique, dans le cas bosonique, la normalisation suivante :

0
/_oo ;Z—:;AB(q,w) =< 5" >=b
Dans le régime de remplissage 0 < n4; < 2 que nous prenons en considération le coeffi-
cient b est négatif. On pourrait changer facilement la définition de la fonction spectrale
pour avoir une normalisation unitaire, mais cela nécessite 'utilisation d’une définition
différente de celle standard avec le risque de confusion. Nous avons donc préféré utili-
ser la définition usuelle et préciser que nos fonctions spectrales sont présentées avec le
signe changé. Mémes considérations pour la densité d’états (DOS) définie de la fagon

suivante :

) = = S Arlaw)

ou N est le nombre de vecteurs de la zone de Brillouin sur lesquels on effectue la

somme.

4.2.1. Etude des fonctions spectrales bosoniques
Bosons a coeur dur

Nous avons analysé le sous-systéme bosonique pour trois concentrations et trois
températures différentes de facon a mettre en évidence son comportement pour toute la
gamme de ses paramétres. Les fonctions spectrales dépendant du vecteur d’onde, nous
avons décidé de ne les tracer que pour les premiers vecteurs d’onde car ce sont ceux qui
correspondent, aux états excités dans la gamme de température qui nous intéresse. En
comparant les trois figures 4.2, 4.3 et 4.4, on s’apercoit que, en augmentant la densité
Nyot , €'est-a-dire en baissant le dopage par trous, les fonctions spectrales des bosons
deviennent de plus en plus pointues et étroites, montrant ainsi un temps de vie de plus
en plus grand (remarquer la différence dans les échelles pour les trois cas de dopage).
En prenant en considération une concentration particuliére, on voit que le méme effet

est obtenu en baissant la température, ce qui montre que les bosons deviennent de
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F1G. 4.2. — Fonctions spectrales bosoniques pour trois températures différentes. Cas
sur-dopé en terme de trous.

bonnes quasi-particules. Ce résultat est en accord avec ce qu’on retrouve dans le cas
ou leffet de coeur dur est absent (voir paragraphe suivant) et il montre que sur ce
point, tenir compte de la nature de coeur dur des bipolarons ne change pas la physique

sous-jacente.

Bosons standard

Nous reportons ici et dans les paragraphes qui suivent, des résultats obtenus en
résolvant les équations du BFM sans effet de coeur dur (voir paragraphe 2.4.2). Dans
la figure 4.5, nous montrons les fonctions spectrales bosoniques calculées pour une
température fixée et pour deux densités différentes. Comme dans le cas avec coeur
dur, les particules acquiérent un temps de vie de plus en plus long en augmentant le

remplissage 1;.;.

4.2.2. Masse effective des bosons
Bosons a coeur dur

A partir de la fonction de Green K des paires pré-formées, on peut déterminer les

relations de dispersion pour les bosons et ainsi pour les cooperons. Il s’agit de résoudre
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F1G. 4.5. — Fonctions spectrales pour les bosons sans coeur dur.

I’équation :
wy = Ey + bRe {11(q,w) +i6)}

avec 0 — 0 ou, plus simplement, d’étudier la variation du maximum de la fonction
spectrale bosonique. Le résultat est montré dans les figures 4.6 et 4.7 pour des concen-
trations et des températures différentes.

Pour calculer la masse effective des particules, nous procédons de la facon suivante :
pour de bas vecteurs d’onde ¢, on peut approximer la relation de dispersion d’'un gaz

de bosons sur réseau avec la relation :

2
" (4.1)

B 2
w, = Mq~ =
¢ =T o

ou la quantité mj est la masse effective que nous voulons déterminer. Pour ce faire,
h2

2my
courbe quadratique M¢q?. Nous normalisons la masse m’ ainsi obtenue par rapport a

nous calculons M = en approximant les dispersions des figures 4.6 et 4.7 avec une

la masse d’un électron itinérant sur le réseau décrit par le modéle que nous étudions :
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FiG. 4.6. — Dispersion des bosons de coeur dur pour trois remplissages différents a
température 7' = 0.010.
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FiG. 4.7. — Dispersion des bosons de coeur dur pour deux remplissages différents a
température 7' = 0.00667.
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LT [ m [mp=mp| nr [ ne]
0.00667 | 95910 ° | 223 | 0.99
0.0100 | 7.86107 | 2.63 | 0.994 | 1.64
0.0200 | 6.4610% | 581 | 0.990

0.00667 | 7.301073 0.71 0.988

0.0100 | 6.4210°° 1.00 0.984 | 1.20
0.0200 | 5.5610° 291 0.971

TAB. 4.1. — Variation de la masse efficace m, des bosons et du nombre de cooperons
n, en fonction de la température et pour deux remplissages, 14, = 1.20 et n;,, = 1.64.

D, n? 2
—q° = 4.2
2 1 Qleq ( )

&g =D —Dcosq~
ol, dans le dernier passage, nous avons fait paraitre la masse effective de 1’électron sur
le réseau. En effectuant la division entre les deux équations 4.2 et 4.1 nous trouvons

enfin :

myp  0.25
ms M

el

qui nous permet de trouver les valeurs résumées dans le tableau 4.1. Ce tableau montre
que la mobilité des bosons augmente grace a la réduction de la masse quand on ap-
proche la phase supraconductrice. Dans le méme tableau, nous reportons aussi une

autre quantité physique (n,) dont nous parlerons dans les paragraphes suivants.

Bosons standard

En partant de la fonction de Green bosonique sans coeur dur et avec une procédure
tout a fait similaire a celle décrite ci-dessus, nous pouvons déterminer la masse des
bosons dans le modéle BFM sans coeur dur. Dans la figure 4.8, nous montrons la
variation de la dispersion des bosons pour une température fixée et pour plusieurs

remplissages. Les masses effectives calculées sont reportées dans le tableau 4.5.

4.3. Propagateur des cooperons

Dans notre systéme, de type fortement corrélé, nous avons trois sortes d’excitation :
— les électrons libres qui, dans l'analogie avec les supraconducteurs a haute tem-

pérature critique, sont a identifier avec les électrons des plans CuQOy
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F1G. 4.8. — Dispersion des bosons standard pour plusieurs remplissages différents

— les paires pré-formées, qui peuvent étre considérées comme des paires d’électrons
existant dans les plans diélectriques du matériau. Elles peuvent étre formeées
dans plusieurs composés grace a différents mécanismes, dont celui da a la forte
interaction électron-phonon discuté en détail dans la littérature (voir par exemple
[?]) et qui donne naissance aux bipolarons.

— les cooperons, qui sont les électrons appariés grace a l'interaction d’échange entre

les électrons libres et les paires pré-formées.

Nous avons jusqu’ici introduit le propagateur G' pour les électrons et le propagateur
K pour les paires pré-formées dont nous avons discuté les propriétés spectrales. Main-

tenant, nous introduisons également le propagateur des cooperons :

Cij(r) =< T [c}(1) ¢ (1)¢ju(0)ejp(0)] >

En développant cette expression avec le théoréme de Wick et en passant dans ’espace

de Fourier, nous obtenons la relation suivante qui lie ce propagateur a la fonction
K(q,wn) :
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1 1

Ce propagateur prend en compte toutes les paires électroniques : celles corrélées dont
la formation est directement liée & 1’échange avec les bosons pré-formés et celles dé-
corrélées. En effet, déja dans le gaz de fermions sans interaction sur réseau, chaque
électron peut se trouver dans trois états possibles : (1) électron avec spin “up” dans le
site i (2) électron avec spin “down” dans le site ¢ (3) paire dé-corrélée d’électrons avec

spin “up” et “down” sur le méme site 1.

En ajoutant I’échange électron-boson, on ajoute aux paires dé-corrélées, formées a
cause de la statistique du systéme, les paires corrélées induites. C’est ce type de paire

qui est responsable de la super-fluidité et qui est appelé cooperon.

La masse m,, de ce dernier est identique a la masse des bosons m7 calculée dans le
paragraphe 4.2.2, car la position des poles de C(q, w,,) est déterminée par la fonction
K étant donné que la self-énergie des fermions I1(q, w,,) n’a pas de poles. Pour la méme
raison, les propriétés spectrales des paires pré-formées que nous avons étudiées dans le
paragraphe 4.2.1, sont aussi directement liées aux propriétés spectrales des cooperons.
Les figures 4.2, 4.3 et 4.4 montrent donc que pour de hautes températures, I’apparition
de ces paires corrélées est accompagnée d’un mode diffusif qui, trés vite, implique
I’annihilation des ces excitations & deux particules. Néanmoins, a basse température,
le mouvement devient cohérent et le temps de vie plus long. Comme pour les bosons
pré-formés, selon le niveau de dopage, les particules sont définies de fagon plus ou

moins bonne.

Le nombre n, de charges superfluides est généralement lié¢ au rapport :l—i mesuré par
la longueur de pénétration ou, approximativement, a la densité des porteurs de charges
libres dans I’état normal déductible de la contribution de Drude dans la conductivité
optique [?]. Dans le modéle étudié, ce pic de Drude est la conséquence d’un terme de
type Aslamazov-Larkin dans la conductivité optique des électrons itinérants [?| qui
est liée au propagateur des cooperons. Nous supposons ici que le nombre de porteurs
de charges superfluides peut étre estimé grace a la deuxiéme partie du propagateur
C(q,wn), car la premiére est simplement liée aux paires dé-corrélées dont on vient de

parler. En conclusion nous avons :

1 1
ny = N—B Z EH2(qawm)K(qawm)

q;Wm
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Dans la table 4.1, nous résumons la variation du nombre de porteurs de charges n,
en fonction de la température et pour deux concentrations différentes pour lesquelles
les bosons sont des quasi-particules bien définies. n, change trés peu avec le dopage
contrairement & la masse m, qui diminue rapidement quand le remplissage total 1y

est réduit.

4.3.1. Fluctuation de phase et d’amplitude

Le propagateur des cooperons a déja été utilisé dans le passé dans une optique
similaire & la notre, c’est-a-dire pour étudier la formation de paires d’électrons res-
ponsables de la phase supraconductrice. Le formalisme de champ moyen BCS a été
généralisé pour étendre sa validité a la phase normale |?]| et en particulier, le propa-
gateur des cooperons a été introduit a la place du parameétre d’ordre pour étre étudié
de la méme maniére que le propagateur a un électron. Ce formalisme, développé avant
la découverte des supraconducteurs a haute température critique, a aussi été appliqué
par la suite pour analyser I'état pseudogap en introduisant un gap effectif au-dessus
de T, pour tenir compte de I'interaction réciproque des propriétés a une particule et a
deux particules [?].

Une approche phénoménologique |?| propose d’écrire le propagateur des cooperons

comme la somme de deux contributions de la fagon suivante :

C(r,t) = Coe 70 + Cy < 9D e=000) (4.3)

La premiére partie, qui est indépendante du temps, représente 'amplitude locale des
paires. La deuxiéme partie représente les corrélations de phase qui peuvent étre ex-
primées d’une fagon approximée dans la limite de basse fréquence (qui caractérise une

__r
réponse hydrodynamique) comme Cye €™ . Dans ce cas, nous obtenons :

I t) = Cpe 7o —Em 44
tg(r)loC(r, ) = Cge "0+ Cye (4.4)
ou &(T) est la longueur de cohérence dépendante de la température. Si on suppose
que le deuxiéme terme de C(r,t) est une conséquence du fait que le systéme dans
I’état pseudogap se comporte comme un systéme décrit par un modele XY a deux
dimensions au-dessus de la température critique de Kosterlitz-Thouless Tx7, on peut

établir un lien avec le scénario des fluctuations de phase. En particulier, en étudiant
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FIG. 4.9. — Evolution du propagateur des cooperons pour deux concentrations diffé-
rentes en fonction de la température .
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le rapport g—g et les deux longueurs rq et £(7T') pour différents dopages, on peut vérifier
que les supraconducteurs a haute température critique sont caractérisés par un régime
sous-dopé ou la supraconductivité est controlée par des fluctuations de phase, et un
régime sur-dopé ou la phase pseudogap disparait quand on augmente le dopage et la
supraconductivité devient de plus en plus controlée par les corrélations d’amplitude.
Dans cette optique, nous avons tracé le propagateur des cooperons pour différentes
températures et différents dopages. En particulier, dans la figure 4.9 nous montrons
le propagateur calculé dans un cas bien sous-dopé (ny; = 1.6564) et un autre cas
moins bien sous-dopé (ng; = 1.2012) dans la limite de basse fréquence pour mettre
en évidence l'effet du dopage et de la température. Dans la figure 4.10, nous tracons
C(R,w — 0) qui, approximé par I’expression 4.3, nous permet de calculer les différents
paramétres C,, Cy, 19, £(T"). De facon similaire, on peut aussi calculer les parameétres
pour la concentration n,,; = 1.02. Les résultats sont résumés dans le tableau 4.2.
Nous remarquons que le poids C, des corrélations d’amplitude locales dé-corrélées
en phase décroit dans tout le régime de dopage quand on approche la température
d’ouverture du pseudogap 7™ par en-dessous. Dans le régime sous-dopé, en diminuant

la température, le poids C, des corrélations de phase des paires électroniques croit
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F1G. 4.10. — Dépendance spatiale du propagateur pour les cooperons pour deux concen-

trations différentes.
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| T 1GC [ Cs ] ro [E&D) ] mue |
0.00667 [ 1.31 [ 1.06 | 0.91 [ 13.75
0.01000 | 1.13 [ 0.61 | 0.72 | 7.59 | 1.65
0.02000 | 0.88 [ 0.42 | 0.53 | 3.58

0.00667 | 1.23 | 0.66 | 0.83 | 11.76
0.01000 | 1.06 | 0.45 | 0.67 | 6.90 | 1.20
0.02000 | 0.86 | 0.37 | 0.52 | 3.51
0.00667 | 1.08 | 0.33 | 0.71 | 9.07
0.01000 | 0.98 | 0.32 | 0.62 | 6.18 | 1.02
0.02000 | 0.83 | 0.32 | 0.51 | 3.45

TAB. 4.2. — Paramétres caractéristiques du propagateur des cooperons, approximé par
la formule 4.4, calculés pour trois remplissages différents caractérisant une situation
sous-dopée (ng; = 1.65), a dopage optimal (n;,; = 1.20) et sur-dopée (ng,; = 1.02).
Les longueurs £ et ry sont en unité de la maille du réseau a.

rapidement avec la longueur de cohérence & qui est typiquement un ordre de grandeur
plus grand que la longueur des corrélations d’amplitude a courte portée ry. Dans le
régime a dopage optimal ou sur-dopé, £ a le méme comportement, en fonction de
la température, que dans le cas sous-dopé alors que Cy reste presque constant. Nous
remarquons aussi la faible dépendance de r et & du dopage. En effet, en ce qui concerne
la longueur de cohérence, ce résultat est en accord avec une étude expérimentale sur
les supraconducteurs a haute température critique [?]. Dans ce travail, des mesures de
résistivité le long de ’axe ¢ du composé BSCCO dans un champ magnétique permettent
de déterminer le champ critique H,. qui est considéré comme une bonne approximation
du champ critique H.y. Celui-ci, inversement proportionnel a la longueur de cohérence
sur le plan ab, est presque constant dans une large gamme de dopage.

Pour mettre en évidence la transition entre une supraconductivité controlée par les
fluctuations de phase et une supraconductivité controlée par les fluctuations d’ampli-
tude, nous avons calculé le rapport g—z a la température T pour les trois concentrations
du tableau 4.2. On obtient le résultat résumé dans le tableau 4.3 qui montre comment
le poids des fluctuations d’amplitude devient de plus en plus important quand on

s’approche de la phase sous-dopée.

4.4. Deétermination du diagramme de phase

Dans ce paragraphe, nous montrons que la nature de coeur dur des bosons joue

un role déterminant dans la physique du modéle Boson-Fermion, car elle nous permet
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Nyot g—f T
1.64 | 0.71 | 0.016
1.20 | 0.45 | 0.014

1.02 | 0.31 | 0.005

TAB. 4.3. — Le rapport % est calculé pour trois concentrations différentes et aux trois
températures T*(n,;) respectives.

de montrer que le diagramme de phase d'un systéme décrit par un tel modéle est trés

similaire au diagramme de phase des supraconducteurs a haut 7.

4.4.1. Rigidité de phase

Aprés avoir montré I'existence de deux mécanismes différents a la base de la su-
praconductivité dans le modéle Boson-Fermion, nous essayons ici de reproduire son
diagramme de phase en mettant en évidence ses similitudes avec celui des supracon-
ducteurs a haute température critique.

Nous avons déja tracé dans le paragraphe 3.4 la variation de la température d’ou-
verture du pseudogap 7™ en fonction du remplissage. Cette température indique le
seuil en-dessous duquel les électrons commencent a s’apparier pour créer ce qu’on ap-
pelle les cooperons, des paires de Cooper avec moment fini. Comme notre étude des
fonctions spectrales dans les paragraphes précédents de ce chapitre 'indiquent, ces
cooperons qui se forment dans des positions aléatoires a l'intérieur du matériau, ont
un temps de vie qui devient de plus en plus long quand on baisse la température. Pour
des taux de remplissage élevés, ces excitations a deux particules sont si bien définies
qu’on peut parler de vrais ilots de supraconductivité a I'intérieur du systéme, sans pour
autant étre dans une vraie phase supraconductrice. Pour rentrer dans la vraie phase
supraconductrice, la formation de ces ilots doit nécessairement étre accompagnée par
un blocage a longue échelle de la phase des cooperons. La température Ty a laquelle
cette phase est macroscopiquement bloquée est typiquement estimée |?, ?| grace a la

formule qui représente ’échelle d’énergie de la rigidité de la phase :

n
kBT¢ ~ h(l—p (45)

My
ou n, est la densité des porteurs de charges superfluides et m, leur masse effective.
La constante a est de 'ordre de la longueur de cohérence ou de la distance entre les
plans du réseau selon le degré d’anisotropie du systéme. Dans notre cas, les sites du

réseau sont des sites effectifs qui ne correspondent pas a un seul atome, mais plutot a
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Niot ng ng m? ny 103 Ty
1.651 | 0.328 | 0.498 | 2.27 | 9.60 | 0.0042
1.614 | 0.309 | 0.498 | 2.14 | 9.49 | 0.0044
1.494 | 0.251 | 0.497 | 1.56 | 9.04 | 0.0058
1.376 | 0.192 | 0.496 | 1.14 | 8.44 | 0.0074
1.204 | 0.108 | 0.494 | 0.714 | 7.30 | 0.0102
1.156 | 0.085 | 0.493 | 0.625 | 6.91 | 0.0111
1.051 | 0.035 | 0.490 | 0.454 | 5.88 | 0.0124

TAB. 4.4. — Variation de la masse efficace et de la densité des cooperons en fonction
du remplissage pour une température 7' = 0.00667.

un ensemble d’atomes dont la distance est normalisée a un. Nous supposons que a est
égal & cette distance effective entre sites.

Le nombre de porteurs de charges superfluides n, est déterminé, comme on I'a
vu dans les paragraphes précédents, en calculant le nombre de cooperons. Comme
on ’a mentionné dans le paragraphe 4.3, la masse m, de ces derniéres est égale a la
masse des bosons pré-formés mj déja évaluée auparavant. L’estimation de Ty pour
différentes concentrations et & température 7" = 0.00667 est reportée dans le tableau
4.4. Ce dernier montre que les particules acquiérent une masse croissante quand on
s’approche du cas de bande moitié pleine.

Dans la figure 4.11, nous reportons le diagramme de phase ainsi obtenu pour le
modele Boson-Fermion (courbes Ty et 7). Sa forme générale est trés similaire a la
forme du diagramme de phase typique des supraconducteurs a haute température cri-
tique. Le remplissage ny,; varie de 0.9 a 2, alors que le dopage par trous 1 —2np change
trés peu (de 0.003 a 0.022). Cette variation trés petite par rapport a la variation du
remplissage total est due au fait que nous avons étudié le cas en une dimension. En
effet, si on imagine un systéme en deux dimensions avec une interaction d’échange ani-
sotrope entre les paires pré-formées et les électrons libres, on trouverait un pseudogap
anisotrope similaire a celui des supraconducteurs a haute température critique. Dans
ce cas, le dopage par trous affecterait de facon presque égale toutes les parties de la
surface de Fermi et donc, seulement une petite fraction de dopants serait attribuée
aux régions de la zone de Brillouin ou le pseudogap est réellement formé, c’est-a-dire
autour des points M et le long des lignes paralléles a [0,0]-[0,7] et leurs équivalentes.

Dans le cas sous-dopé (2 > ng > ng = 1.1), la température de formation de
paire 7™ est plus élevée que la température de blocage de la phase Tj, et c’est donc
cette derniére qui controle la supraconductivité. Au contraire, dans le cas sur-dopé

(1.1 > nyy) ou avec dopage optimal (n,; =2 1.1), la température T* devient plus petite
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F1G. 4.11. — Diagramme de phase (courbes Ty et 7*) du modéle Boson-Fermion en
fonction du remplissage n;, et du dopage par trous 1 — 2np. Pour comparer nous
tragons : (i) la température critique TMobtenue par calcul de champ moyen ; (ii) la
température d’ouverture du pseudogap Txp calculée dans le cas sans coeur dur (en
traits) et (iii) la température qui indique la transition supraconductrice 7", toujours
calculée dans le cas sans coeur dur.
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que Ty et cette derniére n’a donc plus de sens étant donné qu’on ne peut pas parler
de blocage de phase des paires qui ne se sont pas encore formées. Dans cette région,
la supraconductivité est par conséquent controlée par la formation méme des paires et

le mécanisme est tout a fait similaire & celui BCS.

Cette transition d’une supraconductivité controlée par la phase & une supracon-
ductivité déterminée par I'amplitude du paramétre d’ordre, a déja été proposée dans
la littérature par Emery et Kivelson |?]|. Dans leur étude, la dépendance de la rigidité
de la phase du dopage a été attribuée a la densité des charges superfluides. Dans notre
cas, par contre, les calculs basés sur le modéle Boson-Fermion indiquent que cette

dépendance doit étre plutot attribuée a la masse des charges.

Bosons standard

Pour faire la comparaison, nous calculons la température de transition Ty dans le
cas ol la nature de coeur dur des bosons est négligée. Le propagateur des cooperons

dans ce cas sera :

1 1
ONB (Q7 wm) = _?H(CL Wm) - ?H2(Q7 Wm)GB((L Wm)-

D’ici nous pouvons donc estimer le nombre de paires superfluides :

1 1
ny " = “NB > =10, wm) Gi(g, wm),

q,Wm

ol, nous le rappelons, G'g est la fonction de Green pour les bosons standard et 7 = 0.1
est le coefficient d’échange dans le BFM sans coeur dur. La température de transition

de phase peut étre estimée, comme auparavant, par la formule 4.5.

Les résultats de ces calculs sont reportés dans le tableau 4.5, avec la masse des
bosons normaux déterminée dans le paragraphe 4.2.2. Dans la figure 4.11, nous repor-
tons la comparaison entre les températures relatives au cas avec coeur dur (T et T})
et celles relatives au cas sans coeur dur (T et TqﬁVB). Comme on peut le remarquer,
Ieffet de coeur dur affecte la variation de la température critique en augmentant la
pente de la courbe T},. Cela montre clairement I'importance des corrélations & courte
portée pour obtenir une température critique avec une variation proche de celle des

expériences liées aux HTSC.
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Mmyp = m;,VB 103 n;)VB TéVB Niot T
0.460 6.65 0.0145 | 1.07
0.583 8.34 | 0.0143 | 1.18 | 0.0067
1.136 13.64 | 0.0120 | 1.55
1.761 18.8 0.0106 | 1.96

TAB. 4.5. — Variation de la masse efficace des bosons standard, de la densité des
cooperons (dans le cas sans coeur dur) et de la température de transition de phase
T,Y% en fonction du remplissage et pour une température fixée.

4.4.2. Calcul de champ moyen

Il est utile de comparer la température de fluctuation de phase Ty avec la tem-
pérature T qui délimite la phase supraconductrice déterminée par les fluctuations
d’amplitude. Nous pouvons étudier le modéle Boson-Fermion dans sa phase supracon-

ductrice par calcul de champ moyen en introduisant les deux paramétres d’ordre :
i i

qui sont liés respectivement aux opérateurs électroniques et aux opérateurs des bosons
de coeur dur. Dans I’hypothése de champ moyen, les produits des opérateurs Sii et
cfhciT de ’hamiltonien du modéle Boson-Fermion peuvent étre exprimés de la facon

suivante :

+ _ + + +
Syelch, =< il > Si+ < Si > el — <l >< ST >

)

et le terme de fluctuation (¢ ¢k — < ¢l el >) (SF— < S >) est négligé. Cette

approximation nous permet de transformer ’hamiltonien comme suit :

E

Hp = (D—M)Zc;;cig—t Z i cjo +
1,0

<i#£j>,0
vp Z
+ ? (C;%C?i + CilCiT)

Hy = Ey» Si+wvz) (SF+57)
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La partie bosonique est directement diagonalisable, alors que pour la partie fermionique
il est utile de faire une transformation de Bogoliubov en introduisant les opérateurs

des bogolons « et 3 ; nous obtenons :
Hp = Zwk (Oé;:ak + B/jﬁk)
Kk
Hp = N [wi|+)(+] + wpl=)(-1]. (4.6)
Les vecteurs propres bosoniques sont :

((W?B: + E0/2)|p2 = %> + vx|pz = _%>)

) = V2wE (W + Eo/2)

, (4.7)

alors que les valeurs propres fermioniques et bosoniques sont respectivement :

(vp)?
1

wE = i\/(%)Q—l—(vx)Z

D’ici, nous pouvons obtenir les équations auto-cohérentes suivantes pour déterminer

W = Er +

la température critique TM" = k& .

= b
r = —% wikta hﬁcgk
pws = —vztanh(B.wy)
e = %Z<> - (4.5)
- %Xk: <1 - (6‘:; #) tanh BC;“)
ny = %— i—%tanh(ﬁcwg). (4.9)

Dans la figure 4.11, nous reportons la courbe TME obtenue en résolvant ce sys-
téme numériquement. Comme nous ’avons déja vu dans le paragraphe précédant, la
température TV ne représente pas en général le seuil de transition vers la phase
supraconductrice car, pour de faibles dopages, elle est plutot déterminée par les fluc-

tuations de phase et pas par celles d’amplitude. Ceci n’est pas vrai dans le cas sur-dopé
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ot les fluctuations d’ amplitude deviennent importantes et M s’approche de la tem-
pérature T de formation de paires.
4.4.3. Effet du pseudogap sur la température 717

Les équations de champ moyen du BFM sont valables dans sa phase supracon-
ductrice jusqu’a la transition avec la phase normale. Une technique pour résoudre ces
équations est celle d’introduire la densité d’états du systéme p(e, B, i, nior) et de trans-

former les sommes sur le vecteur d’onde en intégrales sur I'énergie. De cette maniére

nous obtenons 1’équation self-cohérente suivante :

2 Ar—2 05  tanh (L2=t—s
— 7 _tanh <37“> / daMﬁ(a,Tc,u,ntot) =1 (4.10)
—0.5 05—¢— 12

qui est couplée avec les équations pour le nombre de particules. Une solution de ce type
a été obtenue en utilisant une densité d’états elliptique en 3D [?]. Cette procédure, qui
donne des résultats tout a fait raisonnables, ne tient pas compte du fait que, prés de
la transition supraconductrice, la densité d’états du BFM est trés différente de celle
d’un gaz d’électrons libres a cause de la présence du pseudogap.

Pour mettre en évidence leffet que ce dernier a sur TM¥ et vérifier existence
d’une éventuelle diminution de la température critique avec le remplissage, on pourrait
imaginer d’utiliser la densité d’états (DOS) obtenue en résolvant les équations self-
cohérentes du BFM dans la phase normale. Malheureusement, pour mettre en pratique
cette idée, il faudrait avoir a disposition la version analytique de p(e, T, u1, n40¢) alors
que nous ne disposons que des valeurs de cette fonction pour un petit ensemble discret
de ses paramétres Ty, 1, nyr. Naturellement, il serait envisageable d’utiliser les densités
que nous connaissons pour construire une interpolation linéaire multidimensionelle de
la fonction en plusieurs variables p(e, T, i1, nyo) et d’utiliser cette derniére dans la
recherche de la solution de I’équation 4.10. Néanmoins, cela nécessiterait un grand
nombre de données de départ, trés difficile & obtenir & cause des équations du BFM dans
la phase normale, dont la solution requiert beaucoup de temps de calcul. Il faut aussi
rappeler que nous ne pouvons pas déterminer la p(e, Te, i1, nyor) pour des températures
trop basses et donc une opération d’extrapolation (beaucoup plus risquée que celle
d’interpolation) pourrait étre nécessaire.

Ces problémes purement techniques résolus, I'estimation de 7, resterait trés mau-
vaise car la p que nous utilisons ne tient pas compte de la transition de phase a T..

Pour ces raisons, nous n’avons pas poursuivi ces calculs.



Lhnapitre 4. Ltude des rroprietes spectrales

4.5. Densité d’'états bosonique

Dans I’hamiltonien du BFM, le niveau énergétique des bipolarons est la constante
Ap. Cela implique que les bipolarons, en absence d’échange avec les fermions (v =
0), sont localisés et que leur fonction spectrale est indépendante du vecteur d’onde
q. Elle est constituée par un delta de Dirac centré autour de Ey = Ap — 2u qui
comporte une densité d’états de la méme forme. Quand nous activons l'interaction
avec les fermions (v # 0), les bipolarons acquiérent Iitinérance et la densité d’états
est décalée et élargie. Dans les figures 4.12 et 4.13, nous montrons ce phénomeéne en
fonction de la température et du dopage. Dans les deux figures, les différentes courbes
montrent deux pics. Celui & haute énergie n’est pas peuplé aux températures prises
en considération ; l'autre, étant a basse énergie, est le plus intéressant pour étudier la
physique du systéme. On peut remarquer le fait qu’il devient de plus en plus pointu
quand on baisse la température ot quand on s’approche de la phase sous-dopée.

Comme nous ’avons démontré dans ’appendice A, notre DOS est normalisée a
b =< S% > qui est négatif dans cette région du dopage. Les courbes sont présentées
avec le signe inversé pour plus de clarté (nous avons fait de méme pour les fonctions
spectrales) mais nous ne les avons pas normalisées & un. Néanmoins, en sachant d’aprés

la figure 3.7 que, pour un certain n,y; fixé, en baissant la température, b = ng — %

2
se réduit en module, nous pouvons affirmer que la relation entre les temps de vie ne
change pas, méme en normalisant les fonctions spectrales a 1.

Nous remarquons que la structure a deux pics de la DOS est trés similaire a la
structure de la DOS du modele XY étudié dans le chapitre 1. Des deux figures 4.12 et
4.13, on déduit aussi qu’en réduisant Ej (c’est-a-dire en augmentant u et le nombre
des particules), les deux pics s’approchent de w — Ey — bI1(0,0) = 0. Une différence
importante avec le modéle XY réside dans la variation de la hauteur des pics prés de
w — Eq — bI1(0,0) = 0 car, dans ce cas, les corrélations font que les pics deviennent de

plus en plus grands en augmentant le nombre de particules.

4.6. Chaleur spécifique et entropie

D’un point de vue expérimental [?], Papparition d’un pseudogap dans la densité
d’états des supraconducteurs a haute température critique est accompagnée par une
bosse dans la quantité CVT(T)

de pente dans I’entropie S(7'). Une étude théorique [?] basée sur un scénario classique

(ot Cy(T) est la chaleur spécifique) et par un changement

de fluctuation de paires [?] a récemment attribué cette bosse au fait que, en plus
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F1G. 4.12. — Densité d’états bosonique dans le cas sous-dopé. L’encadré nous montre
un grossissement de la partie a basse fréquence.
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F1G. 4.13. — Densité d’états bosonique dans le cas trés dopé. L’encadré nous montre
un grossissement de la partie a basse fréquence.
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de la contribution des particules non appariées, il existe aussi une contribution des
corrélations d’appariement a la chaleur spécifique.

Dans ce paragraphe, nous présentons une étude similaire en calculant la chaleur
spécifique et I’entropie. Pour ce faire, nous déterminons 1’énergie interne donnée par

la relation :

U(T) = B, (T)+ EE.(T) + B3 (T)
FL(T) = =3 (et mnf(T)
Eio(T) = AB:B(T)

ERV(T) = 0> ((Sfeyen + Sychel))r

= _Nlﬁ Z (g, wm) K (q, wn)- (4.11)

Wm

A partir de cette quantité nous pouvons calculer finalement (voir appendice B pour
les détails) :

_dU(T)
Cvo= =g
S(T) = / %dT’

Le nombre d’occupation fermionique nj (T), la densité des bosons np(T) ainsi que les
moyennes dans I’expression de I'énergie d’interaction doivent étre calculés par rapport a
I’hamiltonien complet du BEM. Dans la figure 4.14, nous montrons la chaleur spécifique
pour deux concentrations différentes comparées a une concentration trés basse ou
I'interaction v entre bosons et fermions est absente!. Comme on peut le voir pour les
deux concentrations ng; = 1.44 et ngy = 1.20, le comportement de Cy (7)) pour des
températures assez élevées est linéaire avec une pente qui augmente quand on baisse la
concentration totale jusqu’a saturer a la valeur correspondant a la concentration trés
basse ny,: = 1.02 ol U'interaction électron-boson est absente. Cela est en accord avec le
fait que, en baissant le remplissage, la densité d’états fermionique du systéme autour
de I’énergie de Fermi augmente jusqu’a saturer a sa valeur dans le cas sans interaction

et donc sans pseudogap ( voir la figure 3.4). L’effet du pseudogap est une augmentation

!Pour des concentrations n.; assez basses, le nombre de bosons np est négligeable et 'interaction
boson-fermion n’apporte pas de changement par rapport au cas sans interaction. Dans ce dernier
cas, le calcul des quantités en jeu ici est beaucoup plus rapide.
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Fic. 4.14. — Chaleur spécifique en fonction de la température et pour trois concen-
trations. Pour ny,,; ~ 1.02, le calcul est fait pour un gaz d’électrons et bosons sans
interactions (v =0 ).

de Cy en-dessous de la température 7*. Dans le cas de basses concentrations (comme
par exemple ng,; = 1.02 dans la figure 4.14), 'absence de pseudogap implique donc

une variation linéaire de Cy jusqu’a de trés basses températures.

Dans la figure 4.15, nous montrons la variation d’entropie pour les trois concentra-
tions étudiées. Les données numériques que nous avons obtenues nous permettent de

calculer la variation d’entropie :

T li
AS(T) = / %dzﬂ
To

ou Ty = 0.005 est la plus basse température a notre disposition. Dans le cas des deux
concentrations n;,; = 1.44 et ny; = 1.20, nous remarquons, par rapport au cas ou
Nt = 1.02, une augmentation de la pente de la courbe AS(T) pour T < T* signe
de la présence dans ’é¢tat du pseudogap d’un ordre local qui disparait graduellement

quand la température est augmentée au-dela de 7.
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F1G. 4.15. — Variation de I’entropie par rapport a la température 7, = 0.005 pour trois
remplissages différents.
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4.7. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les propriétés spectrales des excitations élémen-
taires du modéle Boson-Fermion. La technique diagrammatique utilisée nous a permis
d’étudier le comportement du systéme en fonction du dopage et de reconstruire son
diagramme de phase. Nous avons obtenu une variation de 7™ opposée a celle de T, ou
la température critique est estimée grace a la rigidité de la phase. En augmentant le
dopage, les deux courbes T, et T se croisent révélant ainsi un changement dans le mé-
canisme qui induit la supraconductivité. Les fonctions spectrales des bosons indiquent
que dans la phase sous-dopée, les quasi-particules sont bien définies et on peut parler
de gouttelettes de supraconductivité dans le systéme. La vraie phase supraconductrice
est donc controlée par les fluctuations de phase. A l'inverse, dans le cas sur-dopé, les
quasi-particules sont sur-amorties et nous ne pouvons plus parler de paires d’électrons
en tant que quasi-particules. Ces sont les fluctuations d’amplitude qui controlent la
phase supraconductrice comme dans le cas de la théorie BCS.

Le diagramme de phase résultant rappelle celui dérivé pour le scénario de fluctua-
tion de phase introduit par Kivelson et Emery |?| pour étudier les supraconducteurs
a haute température critique, mais dans notre cas c’est la mobilité des charges super-
fluides et non leur concentration qui détermine la dépendance en dopage de la rigidité
de la phase et donc de T..

Nous remarquons que la dépendance en dopage des différentes quantités est in-
trinséque au modéle que nous traitons, contrairement a ce qui arrive dans d’autres
modéles utilisés pour décrire le scénario d’appariement précurseur (precursor pairing).
Par exemple, dans le cas du modéle de Hubbard & U négatif ou des hamiltoniens effec-
tifs BCS, on introduit parfois ad hoc 1'effet du dopage dans ’attraction des électrons
ou dans le terme de saut pour simuler ’approche d’une transition de Mott. Cela n’est
pas nécessaire dans le BFM ou on considére un meélange de bosons et fermions au
lieu d’un systéme a une seule composante fermionique. La statistique différente des
deux types de particules en jeu et la nature de coeur dur des bosons qui introduit de
nouveaux effets de corrélation, permettent d’obtenir, sans suppositions faites ad hoc,
une variation opposée de T* et T, exactement comme dans le vrai diagramme de phase

des supraconducteurs a haute température critique.



5. Conclusion générale

Dans ce travail nous avons étudié le modéle Boson-Fermion dans le but de tracer,
pour la premiére fois, son diagramme de phase et de mettre en évidence les similitudes
de celui-ci avec le vrai diagramme de phase des cuprates. Ce modéle, appartenant a
la classe des modéles dits d’appariement précurseur, décrit un mélange de fermions et
de bosons de coeur dur avec une interaction d’échange entre eux. Les fermions sont
des électrons libres et les bosons de coeur dur sont des paires électroniques localisées
préformées décrites par des opérateurs avec une statistique de type spin—%. Le couplage
boson-fermion permet aux bosons de devenir itinérants grace a la formation de paires

électroniques (dites cooperons) dans le sous-systéme fermionique.

En utilisant une technique perturbative basée sur des diagrammes de Feynman
opportunément modifiés pour prendre en compte la nature de coeur dur des bosons,
nous avons pu déduire les équations auto-cohérentes qui gerent le systéeme. Nous avons
résolu numériquement ces équations sur 'axe de Matsubara et, en prolongeant ana-
lytiquement la solution sur ’axe réel par la technique de Padé, nous avons déterminé
le comportement du systéme en fonction du nombre total de particules n;y, et du do-
page par trous 1 — 2np. Cela nous a permis d’étudier 'effet des fortes corrélations
a courte portée des particules en fonction du dopage et de tracer le diagramme de
phase constitué par la température 7" d’ouverture du pseudogap et la température
T, de transition vers I’état supraconducteur. La premiére indique un passage graduel
de la phase normale & la phase pseudogap et elle est estimée en étudiant ’ouverture
du pseudogap dans la densité d’états électronique. La température critique est liée
par contre a l'échelle d’énergie de la rigidité de la phase et elle est estimée comme le
rapport entre le nombre n, de porteurs de charges superfluides et leur masse m,. Cette
derniére est calculée a partir de la relation de dispersion des bosons, alors que 7, est
obtenu par le propagateur des cooperons. L’étude de ce dernier montre aussi que la su-
praconductivité, déterminée pour des dopages élevés par les fluctuations d’amplitude,

devient de plus en plus controlée par les fluctuations de phase pour de faibles dopages.
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La signature de ce cross-over est visible tant par la variation des poids des corrélations
d’amplitude & courte portée et des corrélations de phase a longue portée que par le
croisement, pour des dopages élevés, des deux températures 7" et T,. Dans le régime
sous-dopé nous avons 7™ > T, la formation de paires précéde donc la phase supracon-
ductrice liée a un ordre de phase a longue portée. Dans le régime sur-dopé nous avons
T* < Ty, par conséquent c’est la formation de paires qui guide la création d’une phase
supraconductrice avec une physique de type BCS. Les fonctions spectrales bosoniques
confirment ce scénario en montrant clairement pour les excitations des temps de vie
qui sont long dans le régime sous-dopé et qui deviennent de plus en plus courts quand
on augmente le dopage. Le mécanisme que nous évoquons est similaire au mécanisme
de fluctuation de phase déja étudié dans la littérature [?], mais nous lui apportons
ici une justification différente, attribuant la variation de Ty avec le dopage non pas
au changement de la densité des porteurs de charges superfluides, mais plutot a la
variation de la masse de ces porteurs.

Pour mettre en évidence 'importance des corrélations électroniques a courte portée
dans ce type de physique, nous avons aussi étudié le modele BFM en négligeant la na-
ture de coeur dur des bosons, c’est-a-dire en approximant les opérateurs de pseudospin
avec des opérateurs bosoniques standard. L’ouverture du pseudogap est présente dans
les deux cas qui différent quantitativement surtout a cause du fait que, dans le cas
avec coeur dur, la symétrie particule-trou empéche a la température 7 d’augmenter
de facon monotone avec le dopage. En ce qui concerne la température critique la dif-
férence est par contre qualitativement importante car la nature de coeur dur implique
une augmentation de 7T}, avec le dopage beaucoup plus accentuée que dans le cas de
bosons standard.

L’effet du pseudogap est aussi visible sur la chaleur spécifique Cy du systéme sous
la forme d’une augmentation de cette derniére pour des températures plus basses que
T*. Un brusque changement de pente dans la variation d’entropie montre enfin la
présence d’une sorte d’ordre qui se met en place lorsqu’on baisse la température dans
la phase pseudogap.

Ces résultats confirment clairement que le modéle boson-fermion décrit, méme sans
tenir compte de la structure électronique détaillée, une physique qui est trés proche de
celle des cuprates. En partant de ces résultats et en généralisant le formalisme utilisé
des fonctions de Green pour tenir compte des fluctuations supraconductrices, on peut
envisager dans le futur d’étudier comment la transition entre la phase pseudogap et la

phase supraconductrice se déroule.



A. Développement en cumulants

des fonctions de Green

La technique de développement en cumulants avec les opérateurs de spin a été
introduite dans les années soixante par Vaks, Larkin et Pikin [?, 7| pour résoudre les
problémes magnétiques et elle a été ensuite développée par Izyumov et Skryabin|?| qui
I’ont étendue aussi aux opérateurs de Hubbard.

La difficulté de cette méthode et la pauvreté de littérature existante a ce sujet
rendent ici nécessaire une exposition de ses principales lignes. Dans la premiére partie
de cet appendice, nous introduirons le principe général de la technique en question;
dans la deuxiéme partie, nous ’appliquerons pour la premiére fois & un systéme mé-

langé de bosons de coeur dur et de fermions.

A.1. Meéthode de développement en cumulants :
généralités

D’un point de vue strictement technique, le but des développements de Feynman

est de calculer des fonctions du type :

G(zr,a'7") = —(Ta(z, T)a" (a', 7)) (A.1)

ol les opérateurs a sont des opérateurs fermioniques ou bosoniques en représentation
de Heisenberg et la moyenne est calculée par rapport a un hamiltonien du type H =
Hy, + H;,;, ou H;,; est une petite perturbation par rapport a H,.

Pour le probléme que nous voulons résoudre et pour les problémes magnétiques en

général, il serait utile de pouvoir calculer des fonctions du type :
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Ko = (T8 (1S ()

(A.2)

ou les opérateurs sont des opérateurs de spin (ou pseudo-spin) en représentation de

Heisenberg avec les relations de commutation suivantes :

(87,87 ] = a8, [S,87] =

Rl 1 Mg

et pour lesquels on a cette définition :

gt =

S

2

qui implique les relations :

S%|+) =
ST+ =
5*-) =
ST+ =
57I-) =

0557, S, S7] =657

i Mg

(8% +iSY)

1
+5 %)
2

—) (A.3)

0
1
V2
1
51
0

Si on cherche & procéder au calcul de la fonction A.2 comme on fait pour les fonctions

du type A.1, on a :

Kll’(T — ’/'J) ==

(TS (7)Sy (o (B)),

ou :

n!

o () :i (=1)" /Oﬂ---/oﬂ dry ... dr, T {Hy(71) ..

n=0

(a(8))
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avec les opérateurs en représentation d’interaction :

Sa (7_) — eHoTsaefHOT

Hint (7—) - eHOTHinte_HOT

et avec la moyenne calculée par rapport a 'opérateur Hy seulement au lieu de H =
Hy + H;,; comme dans la formule A.2. Jusqu’ici le calcul est tout & fait identique au
cas d’opérateurs bosoniques ou fermioniques traditionnels. La différence fondamentale
arrive au moment de calculer 'expression A.4 : le théoréme de Wick applicable dans le
cas traditionnel n’est plus valable, a cause des relations de commutation des opérateurs
de spin'. Pour procéder au calcul, il est donc nécessaire de redémontrer une sorte de

nouveau théoréme de Wick valable pour des opérateurs de spin.

A.1.1. Le théoréme de Wick pour les opérateurs de spin

La démonstration du théoréme de Wick modifié utilisé dans la méthode de dé-
veloppement en cumulants est reportée dans un papier de 1968 par Vaks, Larkin et
Pikin[?]. Néanmoins, elle n’est pas exposée entiérement, de plus la notation utilisée
et I’hamiltonien de départ sont différents de ceux de notre étude, donc nous préférons

reporter ici la démonstration compléte.

Nous posons :

B = S$%(m)--- S (mi)  aj=4 -2
C = S{T (Tia) -+ Sy (Tacn)

et nous allons procéder par étapes : avant tout, nous démontrerons comment on peut
calculer des moyennes d’opérateurs du type <5551°“BS§”>0 ou l'opérateur S est au
début du produit. Par la suite, on montrera comment traiter des moyennes du type
<Sf‘lBS§C’Sf{">0 ou l'opérateur S, occupe n’importe quelle position dans le produit
et finalement on tiendra aussi compte de 'opérateur d’ordre chronologique.

Nous commencons par calculer :

IEn effet, & la base de la démonstration du théoréme de Wick pour les opérateurs bosoniques ou
fermioniques traditionnels a on a la relation de commutation [a,a™],_ = 1. Dans le cas des spins,
le commutateur [S*,S™] est S* qui est un opérateur différent de I'opérateur unité.
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([Sy (1), 7 (1) BS; (13)] >0 = <SO_Sf”BSi°‘i>0 - (Sf‘lBSf‘iSo_>0 (A.6)

Dans le deuxiéme membre et dans la suite, la dépendance “temporelle” est sous-

entendue. En appliquant les régles de commutation :

[X,YZ]=[X,Y]Z+Y X, Z]

nous avons aussi :

(S (7). ST EBST (], = ([S5.50] BS), + (si [55.B) S0, +
(818 [55.50T), (A7)

Nous prenons maintenant en considération :

(s rBs)sy (), = TS OBR S O]
Tr [Sy (7)poSy (1) BS{ (3)]

Tr [po]

ot pg = e PHo et ol on a utilisé la propriété de la trace qui permet de décaler les
opérateurs. Pour continuer le calcul, il faut maintenant expliciter la forme de I’hamil-
tonien Hj pris en considération. En vue de I’application au BFM, nous choisissons ici
pour Hy la partie de pseudo-spin de I’hamiltonien Hy du BFM (on prend seulement
en compte la partie de pseudo-spin car les opérateurs de pseudo-spin et électroniques

commutent) :

H0:E02<Sf+%>

i

nous avons S; (7;)po = poS; (7;)e PEo obtenue en utilisant la formule :

e*Be = B+ [A,B] + % [A,[A, B]] +- - (A.8)
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et A(1) = el A(0)e o7, Par conséquent on a :

Qg a; — eiﬁEOT’r pOS_SalBSiai — — Qa1 Q;
(ST (1) BS{ (1) S5 (7)) = EM [poo] ! ] = e 0 (S7SPBSY,

Des équations A.6 et A.7, on peut donc conclure :

(1—eP0) (SyspBSy, = ([Sy, St BSf), + (S{ [Sy . B] Sy, +
+(SM'B [Sy, Sf‘]>0

et finalement :

(SyST'BS), = —ny {([Sy, 57| BS{"), + (ST [Sy, B] S7*), +
+(SI"B S5, 5"]),} (A.9)
= n, {([S7". 8y ] BS{), + (S0 [B, Sy ] S7),+  (A.10)
+(ST B[S, 55 1)} (A.11)
My = eyl—l
y = BEg

Grace a cette formule, les moyennes du type <S?1BS§CS;‘;”>Opeuvent étre calcu-
lées :

<[51°“B, S(;CS,?”] >0 = <51°‘IBS§C’S,°{">U — <55C5§”Sf‘13>0
Par ailleurs, en utilisant les propriétés des commutateurs nous obtenons :
<[Sf‘lB, SO_CS,?”DO = <[Sf‘lB, SO_] C’S,Ol‘">0 + <SU_ [Sf‘lB,C’Sﬁ‘"D =
= <[Sf‘1, S[;] BC’S,OZ‘">0 + <Sf‘1 [B, S(;] C’Sf{">0 +
+ <SO_SIO“BCSZ‘”>O — <SO_C’S£‘"SIO‘1B>0

D’ici nous déduisons :
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(S BSyCSemy, = ([, S5] BOSam), + (57 [B,S;] €Sy, +
+(S, S{TBCSy),

et, en exploitant la formule A.9, nous obtenons :

(S{BSyCSemy = (1+mn,) ([S{,Sy] BCSS™), +
+(1+mny) (SP [B, Sy | CSgm), + (A.12)
+ny (ST B [C, S5 S3m) 4 my (ST BC [, S5 ]),

On peut remarquer que, dans I’équation A.12, lorsque S; est apparié avec un opérateur
qui, dans le produit originel, était a sa gauche, le coefficient est (1+n,) ; s’il est apparié
avec un opérateur qui était a sa droite, le coefficient est n,. D’ici, il est facile de

comprendre comment traiter le cas ot 'opérateur d’ordre chronologique est présent.

Nous rappelons que :

T [S7(7:) S5 (15)] = 07 — 75) 57 (7:) S5 (15) + 0(75 — 1) S5 (75) 577 (73)

J J J

En appliquant cette formule a <TSIO‘1BSJCSTOL‘">, on a une somme de termes du type
(S{*BS, C'S2) que nous pouvons calculer par la formule A.12. De 14, nous compre-
nons le role de 'opérateur 7' : il joue sur la position des opérateurs S dans les produits
et donc sur les coefficients n, et (1 +n,).

Il faut encore traiter les différents commutateurs qui apparaissent dans les différents
termes du développement. Il s’agit de commutateurs d’opérateurs de spin pour des

temps différents. En connaissant I’hamiltonien H, nous avons :

§i(r) = S*(0) =57

S:I: (7_) — S:I:e:l:TEo

calculées grace a la formule A.8 et donc :



1. lvietnnode dae daeveioppermment en cumulants : generaites Il

i \Ti), 0_ = " ° i+7 0_
[S5(r), S5 (1)] = e [s7, 57
= eliMbgzs, = e~ (TmTE0 G2 (1) 5y

[S7(7), Sy (1)] = e ™7 [S7, 5, = —e TTIRS(7)650
En conclusion le nouveau théoréme de Wick est :

<T [Slal (11)S, (1)S5%(12) ... Sy (Tn)] >0 = Yi(r—m)<T { [5’10‘1, Sa]ﬁ S9* (1) .. Sp (1) ¢ >0

J
— ) <T{SP(n) [S5%,S5],, - 5o (m) } >0
+ Yaolr — )
<T {531(71)532 (2) ... [Se, s(;]m} >0 (A.13)

(1+ny) T T
Ny T>T

Yo(r—m) = 61’06_E0(T_Ti){

1
ey —1
y = Pk (A.15)

A.1.2. Représentation graphique

Imaginons maintenant de vouloir calculer la fonction A.4; elle peut étre transformée

en utilisant la formule A.5 en :

’—71 _T+T—ﬂT St H;p (T
Kll’(T_T) - <O’(5)>0 {<TSZ ( )Sl’( )>0 /0 d 1<TSZ Sl’ Hmt( 1)>0+

1 (8 B
+ 5/ / dTldTQ <TSZ_S;_Hmt(7—1)Hmt(7—2)>O+ }
0 0

L’expression exacte de chaque terme dépendra de la forme exacte de H,,;, mais en
général nous pouvons dire que chaque terme de la somme sera du type (T'S7" ... S%").
En appliquant récursivement la formule A.14 du théoréme de Wick, on peut transfor-
mer le terme en question en une somme de produits de fonctions comme Yj;(7; —7;) et
de moyennes du type : (S7...S?), . Ces derniéres sont ensuite calculables grace aux

formules :



Annexe A. peveloppement en cumulants des ronctions de rreen

b
b5 i
I

°®
I
b’b 6ij it j
b” 6ij 6jk il il ok

YiJ(T—T ) by 0

F1G. A.1. — Equivalence entre les termes de l’expansion en cumulants aux ordres les
plus bas et leur représentation graphique.

(S57) = b(y)
<SZZS;>0 — b2 + b,(sij
(SPSiSE), = b*+b(0i; + 6k + Gir) + 0"0i;01

ou b(y) sera un paramétre, calculable a partir de ’hamiltonien Hy du systéme en étude
et les termes 0'(y), 0"(y)... sont les dérivées de la fonction b(y) par rapport a y [?].
La forme exacte de b(y) sera donnée dans les paragraphes suivants pour le modéle
boson fermion. On peut associer a chaque élément de la série un diagramme qui nous
permet de mieux maitriser la physique sous-jacente. Dans ce cas, ces associations sont

montrées dans la figure A.1.

En conclusion, donc, en appliquant le théoréme de Wick au terme (7'S, S SS, )

par exemple, on obtient :

(TS, S555S,) = YV (SiSi)g — VausYmsYen (S2)g — YounYunYas (S3)g + - . =
= Yustn [b2 + blésn] - Yusts}/snb - YmnYunYnsb +..
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o - » - ®o-» - + - - [~ -
S u n m u S m n
S S n u
- @ - - ®-» - —--p»---- +
n 1 u 1
Y Y
m m

Fic. A.2. — Exemple de résultat obtenu en appliquant le théoréme de Wick.

et, graphiquement le résultat est montré dans la figure A.2

A.2. Meéthode de développement en cumulants :

application au BFM

Dans ce paragraphe nous appliquons la technique exposée ci-dessus au modele
Boson-Fermion. Pour cela, nous rappelons que 'hamiltonien du BFM dans I’espace

réel est :

H = H() + Hint
1
Hy = D K Zczacw AB - 2:“’) Z (Szz + 5) + (A16)
— t Z cwc]g + cjacw)

<i#£j>,0

Hiuuw = v (SFeyci + 57 ched)

[
et le développement sera fait en v.
A.2.1. Calcul de la fonction de Green fermionique

La fonction de Green fermionique a calculer est :

Gy (u, 75 5,7') = = (Teur (1) (7))

+
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et ceci est équivalent a [?] :

G (u,758,7") { (Tew(r) ST(T,)U(B»O}

c

ou l'indice c signifie que seuls les diagrammes connectés doivent étre pris en compte.

En utilisant la formule A.5 pour o(f), on obtient une série de termes qui peuvent
étre calculés a 'aide du théoréeme de Wick modifié. Naturellement, tous les termes avec
un nombre d’opérateurs de création fermioniques différent du nombre des opérateurs
d’annihilation (c-a-d. les termes avec v élevé a une puissance impaire) vaudront zéro.
Pour montrer le calcul des termes de ’expansion, nous détaillons le cas des termes a

l'ordre zéro et & I'ordre deux :

Gu (u,758,7) = GO+ GO +GW

GO = —<TCUT(7')C:T(7J)>O
1 [F .

G? = —5r drodTs <TcuT(7')c;"T(7')Hmt(Tz)Hmt(Tg,)>0:
“Jo

1 [f N
= 3 drydrs <Tcm(r)cj¢(7’)vz (Si"eiven + 8; ciied))

UZ (S)ejpeir + S5 cnc”)> =
= Z/ drodrs (Tew(T)ch (') (S7S) cienclicl, + S; SFeficf ciier))

ott la dépendance temporelle est sous-entendue. Le terme G est directement repré-
sentable comme une ligne qui va de s a u (voir figure A.3 a) ). Le terme G® est plus

compliqué et il mérite d’étre expliqué.

Les parties bosonique et fermionique peuvent étre traitées séparément car les opé-

rateurs, dans notre approximation, commutent. Nous avons donc :
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a) S
S u
/>\\
2 // \\
-V > & —— >
b) s i j u
/’\\ />\\
R
> -

d) V4 —»—T/—<—*—>—?—<—\\—>—

Fic. A.3. — Exemple de diagrammes de Feynman obtenus avec le théoréme de Wick
modifié. Le diagramme d) prend en compte le terme b’ .

(TS} (12)7 (r3)) = Yylrs — ) (S7) =

J

= Yji(r3 — )b
<TcuTc:}ci¢ciTc;rTcﬁ> = G%(i, S)Ggi(i,j)G%(u,j) +---
(TS; (12)S] (13)) = Yiy(ro —73)b
(Temciichcicieir) = Ghlu,i)GY(5,9)GY(j,8) + -+

La somme de ces deux termes (identiques) nous donne le résultat de la figure A.3 b).

On peut remarquer que le facteur % présent dans le terme G® est éliminé grace
au fait que les deux diagrammes issus de la contraction de Wick des opérateurs en
G® sont topologiquement équivalents. En général le facteur # du n-iéme terme est

éliminé pour la méme raison.

A partir du terme G on a des diagrammes qui font intervenir le coefficient o', par

exemple :
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(TSFS;SyST) = Yig¥u(Sisi) =
= ViV (0% +V'6y)

(Tewchecncicpchonahel) = —GL(u, k)G (i, 5)GY, (1, )G, (7, k) GL1(4,1)

qui sont représentés graphiquement dans la figure A.3 c) et d). En développant la série

jusqu’au huitiéme ordre, on découvre sa structure générale et grace a la formule :

1 N
Glu—s,7—7)= N Zelk(“ §)—iwn (T -7 )G(k,wn)
kwn,
ou f = %, T = température, N = nombre de sites du réseau, w, = %(Qn +1) =
fréequence de Matsubara pour les fermions, £ = 2W”z/k avec vy = —N...N — 1 et
n = —oo...00, on peut passer dans l'espace de Fourier et simplifier les formules en

transformant les intégrales en simples produits. On peut introduire de la méme fagon

la fonction de self-énergie :

Y (k,w) = — Z G%(q — k,w' — w)bK°(q,w")

q,w'

v
Nj

et avoir ainsi :

Gk,w) = G(k,w) +bG(k,w)X’(k,w)G(k,w) +
b’ GO (k, w)X (k, w)G°(k,w) X0 (k, w)G° (k,w) +
VGO (k,w)S (k, w)GO(k,w) Y w +

2
+GO (k,w) S (k, w) GOk, w) W +
q

+ o+

(A.17)

ot V(g,w) = G%q,w)X%q,w) et ot nous avons indiqué w, avec w pour simplifier.
Dans la figure A.4 nous avons reporté les différents diagrammes aux ordres les plus
bas qui nous ont permis de déceler la structure des équations pour G ; leur expression

analytique dans ’espace de Fourier est reporté dans le tableau A.1.
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. . , . . . , N
/ \ , \ , \ , .
- o - - - - - ¢ -
\d \d
14), 14), 147 - - - —
, . / . , . / \
, . , N , . , N
- - - - - ¢ - ¢ = -
Ad Ad
= - o -
. / . . /
, \ , v , \ , v
> ¢ - ¢ = - - - - -
- Ad Ad

Fic. A.4. — Diagrammes aux ordres les plus bas obtenus pour G en appliquant

le

développement en cumulants au BEM. Leur expression analytique est donnée dans le

tableau A.1.
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1) GOk, w)
2) bG (k, w)X° (k, w)G°(k,w)
3) VGURIGIRYGY
4) b GO0 Zq V(]‘i;w) GO
5) b?’(GO)4(EO)3
6) by GRS el o
7)et 7)) by GOXOGOR0 Yo TULl o
8) b4(G0)5(20)4
2 V(3:0) ] 052071052070
9) ) 1>, —x—| GXGYG
10) et 107) P GOSOGOR0 ST ) Go
11) RGOy el GO
12) (V)2 GOS0 S V‘(]qvmw)z V(%,w)Go
Ja gc
13) (b/)ZGOEO an V‘(‘I?\;i'k,w) ch V(qa—i_]];—i_qc’w)‘/(k + qc)GO
14), 14’) et 147 PYGOSOGOSY Y T GOy G0

TAB. A.1. — Expression analytique des différents termes de la série qui compose G.
Leur expression graphique est donnée dans la figure A.4.

A.2.2. Calcul de la fonction de Green bosonique

La fonction de Green bosonique est donnée par I’équation A.2 et peut étre déve-
loppée dans la forme donnée par 1’équation A.4. Ainsi, dans ce cas bosonique nous

pouvons écrire :

Ki = {(TS7 () (7)o (8)),},

En utilisant la formule A.5 et en procédant de la méme facon que celle utilisée dans

le cas fermionique nous arrivons a :

K(g,wm) = bY(q,wn) + Y (q,wn) (¢, wm)Y (¢, wm) +

bl
+ ; V (qas wim)Y (K wim) + (A.18)
+b3Y(q7 WM)HO(qa wm)Y(CL wm)HO(qa wm)Y((L wm) +ee
oll nous avons aussi utilisé la formule :

qWm

1

K”/(T —TI) = 5—]\7
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1) bY (g, win)
2) b*Y (¢, W) I (¢, win )Y (¢, Win)
3) bﬁl Zq’ V(qla wm)Y((L wm)
4) PYTI'YTI'Y
5) et 57) 2>y V(g wn)YTI'Y D

6) bﬁl Doy V2(q, wm)Yb
7) VYTIOVIIPYIIOY

8),8") et 8 LY V(G wn) Y'YV

) et 97) P53 VA we) YTI'Y

10) (%) V(g wm) g V(4" wm)
11) ()" Sy V(' wn) V(g + " wn)V (0", wim)Y (g, )

TAB. A.2. — Expression analytique des différents termes de la série qui compose K.
Leur expression graphique se trouve dans la figure A.5.

avec J = %, T = température, N = nombre de sites du réseau, w,, = %2m = fréquence

de Matsubara pour les bosons?, ¢ = %l/q avec Vg = —N...N —1et m= —o00...00.
Dans le tableau A.2 nous reportons les termes aux ordres les plus bas; leur représen-

tation graphique correspondante se trouve dans la figure A.5.

A.2.3. Resommation des diagrammes

Afin de rendre le calcul des fonctions de Green G et K autocohérent, nous consi-
dérons une classe de diagrammes qui résulte des critéres des lois de conservation du
type “p—derivable” [?] et qui a été généralisée pour des systémes de spin tout récem-
ment [?]. Ainsi, en gardant des diagrammes qui ont comme facteur le terme b (avec
n = 0,1 ) dans I'équation de G et les termes b (avec n = 0,1,2 ) dans I'équation de
K, nous arrivons a une série de diagrammes représentée graphiquement dans la figure

A.6 qui donne :

K(g,wmn) = [b+V(wn)]Y 4+ [b+ V(w,) YIIK (¢, wn)
b+ V(wm)
(Y(q,wm)) ™ = b+ V(wm)] TI(g, wm)

= K(q,wn) =

ot V(wy,) est représentée par la figure A.7 et s’écrit alors :

2Le caractére bosonique de K est démontré dans le paragraphe suivant.
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1) o - — -

2) - - — - - - ——

3
4) .**>*7<:>.77»77 — — —— -
5)et5) =y - o — Oy

6) |»<:>> e

D oem e m e (e
8 [ oy e~ o

) o Doy e
) & om e Oy
9) o»Q»@.»Q»
) = CDw e Ty CDem

10 = CDpm oy Ty

11) IVQ»Q’CD(’

Fic. A.5. — Diagrammes aux ordres les plus bas obtenus pour K en appliquant le
développement en cumulants pour le probléme traité ici. Leur expression analytique
est donnée dans le tableau A.2.
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Il = @& - L - o ---- +

b e e e T e e e
e R R

FiG. A.6. — Equation graphique self-consistante pour la fonction de Green K.

I e e e et
T

F1G. A.7. — Equation graphique pour la fonction V (w,,).

bl
Viwn) = Vo(wn) + 5 D T(g,w0m)Y (¢ 0m) (¢, 0m)Y (¢, w0m) VO +
q
bl
— 0 0 0
=V (wm) + N Xq: II (Qa Wm)y(qa Wm)H (‘L wm)K(Qa Wm)
avec :

b/
q

De fagon analogue, nous avons pour G :

G' = Go—i—bGOEG

Y(kywy) = BNbZG — k,wp — wn) K (q,wn)

M(q,wm) = BNZG — ey Wy, — wi) G (K, w,)
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Fic. A.8. — Diagrammes pris en considération par ’habillage de II et de la partie
bosonique de X°.

D’ou finalement, en rendant la self énergie auto-cohérente nous obtenons :

1
(GO — b (k, wy)

b+ V(wm)
(Y (g, wm)) ™" = [b+ V(wm)] (g, wn,)

Viam) = 3 T (4, 0) 14T, ) K g, )]

Ceci, avec les équations pour X et II, constitue un ensemble d’équations couplées a
résoudre numériquement. Rendre les self-énergies auto-cohérentes nous permet de tenir
compte d’autres diagrammes qui ne sont pas représentés dans les figures précédentes
mais qui sont bien présentes dans les développements de G et K aux ordres supérieurs

comme, par exemple, les diagrammes du type illustré dans la figure A.8.

A.2.4. Fonction spectrale pour les bosons de coeur dur

La fonction spectrale et la densité d’états des bosons a coeur dur sont différentes du
cas des bosons standard. Ici, nous reportons le calcul complet qui démontre I’expression

analytique de ces quantités que nous avons utilisées principalement dans le chapitre 4.
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Fonction spectrale

Pour calculer la fonction spectrale, nous utilisons la représentation de Lehmann

pour la fonction de Green des bosons :

Kiy(11, 1) = <TS (7 )S (12) >=
_ LTr (e PHelm S e mellnSfe=tm) 1 > 1
1Tr

,BHeHTQS+€—HTQeHT1 S*e—HTl) T < Ty
~Tr
1Tr

ou Z =1Tr {e*ﬁH} et ot nous avons utilisé la propriété de 'opérateur de Trace :
Tr(ABC) = Tr(CAB). En utilisant la base |n > de l'opérateur H, tel que H|n >=

E,|n > nous avons ( en posant 7 =71, — 7y ) :

e~ HeH(Tl [p) S e—H(Tl [p) S+) > Ty

—BH oH(ra—71 5’; —H(m2— 71)5’1) < T

1 z ¢ PEnerEn gt o—EmT g™ T<0

7 1mn

2nm

7 e PEneTEnGr e BnT St T >0
Kip(1) = { 7 Znm :

avec I =Y |m >< m|. En posant wy,, = E, — E,, et en interchangeant les indices

n et m dans la somme nous obtenons :

WnmT
o e T>0
KIZ E € SlnmSZmn{ ewnm(T‘i‘/B) 7<0
n,m

et en conséquence :

KIQ(T < O) = Klg(’f +B)

ce qui montre le caractére bosonique de la fonction K que nous pouvons développer

par transformée de Fourier de la fagon suivante |7, ?] :

B :
Klg(wl) = / dTKu(T)@WIT wp; = %2[
0

d’ou :
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KIQ Wl / dT Ze ﬂEnSlnmS;mn WnmT T =
ﬂwnm _ 1
= =N et S —
Z Inm anlwl —|—E E
ceci donne :

1 [~ AB(w)

K = — dw—2"" Al

12(wl) 2 J_ o wiwl —w ( 9)

2

AB(w) = 7” (e Fm — e PEn) S, St §(w— Bm+E,)  (A.20)

ot AB(w) est la fonction spectrale avec la propriété de normalisation :

1 o _ _
% delB? (w) = Z pm San inm — Fln SlnmS2mn -

1
= (Z < mle PHSFS |Im > —Z < nle PSS |n >> =
= <S55 >— <8855 >=<[S],57] >=
= 612 < 5% >= 612() (A21)

Densité des particules
La densité des particules nil¢ se calcule a partir de la fonction spectrale; pour

démontrer cela on écrit ainsi la densité?

np¢ = 2<SfS; >=

2 _ _
= EZ <mle”P"SHn >< n|S; |m >=

n,m

— %Ze‘ﬂE’” |< nlS, Im >‘2

n,m

3Nous rappelons que le 2 dans la formule de n& ¢

S:t = —2 (Sz + ZSy)

vient de notre définition des opérateurs de spin :
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En utilisant :

2
AP(q,w) = % (e PFm —e PP) <m|SHn >< n|S, |m > §(w— En + E,)
2
= % e PPm (1 —e™) |< n|Sy|m >‘25(w—Em+En)

nous obtenons ainsi :

2 _ _
ni¢ = gnzn;e ﬂEm‘<n|5q |m>‘2

)

= [ A -

o0

le signe “—" devant la formule résulte de notre définition de la fonction de Green des
bosons de coeur dur qui a un signe opposé par rapport a la définition habituelle des

fonctions de Green pour les bosons standard.

Application a un gaz de bosons de coeur dur sans interaction

Dans les cas d’'un gaz sans interaction, la fonction de Green est (voir formule B.1) :
Ky = —t— d’oi la fonction spectrale : AP (w) = —2Im(K}") = 2rbyd(w — Ey) avec

twm —FEo?

la condition de normalisation :

© dw
/ 9 45 (g, 0) = by

oo 2T

ce qui est en parfait accord avec la formule générale A.21 donnée plus haut.

Nous obtenons ainsi I'expression pour la densité :

© dw
= -2 [ Sl an)Alw) =
B 2y 1 BEy, 1 1
= —ogm_1 - (5 g = g
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qui est une densité de type fermionique, comme 'on pouvait s’y attendre pour un

ensemble de particules & coeur dur localisées.

A.3. Calcul du propagateur des Cooperons

Le propagateur des Cooperons dans I’espace réel est :

Cus(t,7) = <T [CZT(T)CL(T)CS¢(T')05T(T')S] >,

B 1 B
S = 1- / Hipy(m)dm + 5/ dr1droHint(T1) Hig(12) — - - -
0 0

ol nous avons déja exprimé tous les opérateurs en représentation d’interaction. La
contribution au premier ordre en v est nulle car elle a comme facteur des termes du

type < T'c, ¢y > qui sont manifestement égaux a zéro. Donc finalement nous avons :

Cus(T=7') = < Ty (r)ey (T)es (T)ea(r") > +
v? [P _
+ 5/0 dridry Z < T [ef(r)et (T)es (T e (T) (S, enyeny + Sy clict)
(S;memT + S,;c;Tc:w)] .

Le terme a 'ordre zéro est (une seule contraction est possible) :

< T (r)ey (T)esy (1) esy (1) >= G?T(s, u; T’,T)G?/L(S, w; T, T)

A Vordre v? seulement deux termes donnent une contribution finie :

2
v e
9 < TCZT(7')011(7')CS¢(7',)CST(T,)CnichC;TC:uSn Sm>) =

2
v
= 5 GguLGguTGSmTGgmeYmn

En développant aux termes successifs et en passant dans ’espace de Fourier comme
nous I'avons déja fait pour les fonction de Green des bosons préformés et des électrons
nous obtenons ’expression de la figure A.9, qui en termes analytiques correspond a

I’expression :
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C(q,mm):Q +<:>____<:>V2

Fic. A.9. — Expression en termes de diagrammes de Feynman du propagateur pour
les Cooperons.

1 1
C(qa wm) - ﬁn(qa wm) + EH(% wm)K(Q7 wm)H(qa wm)
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B. Calculs Numeériques

Dans cet appendice nous reportons les démarches essentielles a suivre pour résoudre
les équations intégrales couplées qui décrivent notre systéme. Nous nous concentrons

sur les équations contenant seulement le terme en b.

B.1. Solution des équations intégrales du BFM

B.1.1. Description de I'algorithme

En exploitant les résultats de I’appendice A nous pouvons reporter ici I’ensemble
complet des équations qui décrivent notre systéme dans le cas ou les termes propor-

tionnels & b' sont négligés :

1
(GO — S (k, wy)
b
(KO((L wm))il - bH(Q: wm)

2
E(kawn) - B—E)VZG(q_kﬂwm_w")K(q’Wm)

Gk,w,) =

K(q,wn) =

2
(g, wn) = ;—NZG(q—k,wm—wn)G(kz,wn)
k,n

les variables k£ = %l/k et ¢ = 2W”l/q avec v € Z et v € [—g,...,g -1

et limitées dans la zone de Brillouin [—7, 7]. Elles ne posent donc aucun probléme et

| sont discrétes

peuvent étre représentées dans ’ordinateur par les nombres entiers v, et v, correspon-
dant. Les variables wy, = 32m et w, = Z(2n + 1), avec n et m des entiers € [—00, o0},
sont elles aussi discrétes, mais elles ne sont pas limitées et il est donc impossible de

toutes les représenter dans l'ordinateur. Néanmoins, en sachant que les fonctions de

115
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Green décroissent assez rapidement en w,, [?|, nous pouvons nous limiter & considérer
un nombre fini de ces valeurs en imposant m € [—My, M¢] et n € [—M;M; — 1].
Le choix asymétrique pour les fermions vient du fait que, la fonction de Green a la
partie réelle paire et la partie imaginaire impaire. Pour s’assurer que la propriété de

symétrie :

> Im{G(k,w,)] = 0

> Re{G(k,w,)] = 2 Re{G(k,w,)]

est maintenue dans le cas ot n est borné, il faut avoir le méme nombre de points dans
le semi-axe positif et dans le semi-axe négatif.

Le choix de My et N est dicté par un compromis entre la rapidité de calcul et la
précision nécessaire pour mettre en évidence tous les phénomeénes qui nous intéressent
(un grand N est utile quand on essaye, par exemple, de déterminer la masse effective
des particules) sans pour autant choisir une valeur trop grande qui rendrait le calcul
excessivement long. Un test crucial que nous avons fait est de vérifier la stabilité des
résultats au changement de M; ou N. Aprés différents essais, nous avons constaté que
nos résultats étaient stables et satisfaisants pour M; = 100 et N = 196. Une fois les
variables choisies, on peut utiliser des tableaux complexes pour stocker les grandeurs

G, K, 11, ¥ dans l'ordinateur.!

L’algorithme de solution est le suivant :

1. Fixer un potentiel chimique

2. Calculer les fonction de Green a 'ordre zéro, G° et K (voir les formules décrites

par la suite)
3. Calculer ¥ et 11
4. Calculer ng, ng, Ny et b

5. Calculer les nouvelles fonctions G et K et ’erreur relative

!Dans la plupart des langages (comme le C) l'indice des tableaux ne peut étre négatif et dans ce
cas il faut faire une transformation linéaire pour passer de la variable ¢ (ou k,wy,,wy,) & son vrai
indice dans le tableau. Cela est énormément coiiteux en terme de temps dans un probléme déja
lourd. Une solution est d’utiliser les pointeurs pour changer la facon avec laquelle le programme
accéde aux tableaux [?] ou utiliser Fortran 90 qui autorise directement dans ses spécifications les
indices négatifs dans les tableaux.
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6. Retourner & I’étape 3 jusqu’a obtenir la convergence (erreur relative ~ 1079 —
10711 )

Une fois la convergence obtenue, on vérifie si le nombre total de particules est celui
désiré, sinon on recommence avec un nouveau potentiel chimique de départ. On re-
marque que la convergence devient particuliérement difficile quand b s’approche de
zéro (bande moitié pleine). Dans ce cas il peut étre utile de démarrer le calcul non pas
par G° et K° mais plutot par des G et K calculés pour des cas oil la convergence est
plus facilement atteinte.

La grande précision numérique est importante pour pouvoir faire ensuite une ap-

proximation de Padé des résultats satisfaisante.

B.1.2. Calcul des self-énergies

La difficulté du calcul de X et II réside dans le fait que, dans leurs expressions,
la somme sur n ou m va de —oo a oo et pour la calculer on ne peut pas la borner
tout simplement & une fenétre avec n, m € [—Mj, My] car I'erreur induite serait trop
grande et la convergence ne serait pas atteinte. La solution consiste a approximer X et
IT en dehors de la fenétre [—M, M| par les self-énergies calculées analytiquement au
premier ordre (c’est-a-dire en utilisant les G° et K). Les formules complétes a utiliser
pour X et II sont donc :

2 [ My 0o
Y(kyw,) = _BU—N Z Z [G(q — k, wm — wn) K (q,wn) — bG°K°] + Z bGOKO-I
q _m:—Mf m=—00
v? [
= _B—NZ Z [G(q — k, wm — wn) K (q,wn) — bG°K°] +
q _m:—Mf
nr(gq—r) + np(Eo)
+ b5 iwy, +€4-k — Eo
2 My—1
(g, wm) = N Z Z (Glg — kywp — wn)G(k,wy) — bG°GP) +
k n:—Mf

- B

1 —np(eg—k) — nr(er)
W, — Eq—k — Ek

o les sommes Y 0 bG K% et >0 G°GY sont calculées analytiquement avec les

techniques d’analyse complexe usuelles [?]. Dans le cas ot ¢—k est en-dehors de la zone
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de Brillouin il peut y étre ramené grace a la propriété de périodicité. L’opération est
effectuée par un pré-calcul de toutes les possibles valeurs de ¢ — k qui seront stockées
dans un vecteur nommé period de fagon telle que l'indice des tableaux sera period|q— k]|
au lieu de ¢ — k£ . Méme si cette opération nous oblige a allonger le temps de calcul
a cause du temps d’accés a la case mémoire du vecteur, elle est de toute facon tres
rentable par rapport a ’appel d’une fonction ou pire par I'insertion d’une expression
if dans la procédure de calcul.

Dans le cas de la somme w,, — w, également, pour certaines valeurs de n et m ce
terme peut étre en-dehors de la dimension de nos tableaux, mais cette fois on ne peut
pas utiliser la périodicité car elle est absente sur I'axe de Matsubara. Pour résoudre le
probléme nous avons deux possibilités : soit on augmente la taille de nos tableaux en
remplissant les nouvelles cases avec les valeurs de G° et K°, afin de prévoir toutes les
possibles valeurs de w,, — w,, ; soit on change les limites des sommes dans les formules
de ¥ et II de facon a empécher I'indice w,, — w, de sortir de la taille des tableaux.
La premiére solution comporte la gestion de tableaux quatre fois plus larges que ce
qu’il faut avec la deuxiéme solution, et cela se traduit par de sérieux problémes dans
la gestion de la mémoire et la vitesse d’exécution. La deuxiéme solution comporte une
erreur qui reste toujours négligeable dans nos calculs.

Pour augmenter encore la vitesse d’exécution, nous avons aussi utilisé le fait que
dans les self-énergies, la partie réelle est paire et la partie imaginaire est impaire sur
I’axe de Matsubara et toutes les fonctions sont symétriques dans la zone de Brillouin.
De cette facon, nous pouvons calculer seulement un quart de chaque tableau et retrou-

ver le reste par symétrie.

B.1.3. Calcul des fonctions non habillées et des densités des

particules

Calcul de G°

L’expression de G°(k,w,) peut étre obtenue a partir de la transformée de Fourier

(dans le temps et ’espace) de la définition :
G (u,1;5,7") = = (Teu(r)er (7)),

ou la moyenne est prise sur I’hamiltonien H, (formule A.16). Le résultat est naturel-

lement la fonction de Green pour un gaz de fermions libres [?] :
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1

iwn — &k

GOk, wp) =

ou ¢, = D — Dcos(k) — po . Dans la suite, on utilisera £;, normalisée en termes de la

bande électronique 2D et donc on aura :

e = 0.5 —0.5cos(k) — p

ou u est le potentiel chimique normalisé en termes de 2D.

Calcul de YV

On peut calculer Y a partir de sa définition :

(TS ()SH()
(53,

ol la moyenne est calculée sur 'hamiltonien Hy de la formule A.16. La partie électro-

nique et la constante % commutent avec la partie de spin, 'unique terme de H, qui

rentre dans le calcul est donc :

0

Y(r—7")

(Ap—2u)) S;=Ey Y S

en développant les calculs on a :

e = ﬁ [(S7()SF (7)), 07 = 7') + (S ()57 (7)), 007" = 7)]
e—EO(T—T’)
= . LSTOST (000 =) + (57 (057 (0)), 6" —7)]

ot on a utilisé la formule S(7) = SF(0)e*#0™ qu’on peut déduire de 'expression A.8 :
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SH(r) = e"%TSH0)e 5% = SH(0) + Eor [S7,S(0)] + ...
= S (0)efor

)

et de fagon analogue pour S; (7). D’ici, on peut facilement obtenir 'expression de K°

en calculant chaque terme :

T (Ej@ﬂe”%“h“g

ni

zmnz... <7L17L2 s | e_ﬂEO Zj S]ZSZ_S;_ |7L17L2 .. >

(S; (0)S7(0)), = Z _
e’ o
B e_gEO _|_ e%EO
<Sz> = znl’l’bz... <7L17L2 te | e_ﬂEO Zj S]ZSZZ |n1n2 s > —
1 /0 Z
1 e_gEO e%EO
- §€_§E0 _|_6§E0

(S(0)5;7(0)), = (SP)o +(S; (0)S7(0)),

ol on a utilisé, on le rappelle, les équations A.3. De 1a, on a finalement :

Y(r—1) = e P0="n 0(r — ') + e P (n, + 1)0(r' — 1)

y = BE
1

ey —1

ny ==

Pour finir nous calculons la transformée de Fourier [?] :

B , 1
Y ) wm = d - ! KO - ! elwm(TiT’) = Bl
(@) = [ dlr =) =) 5 (B
ol W, = %Qm m € Z. Nous rappelons que, a ’ordre zéro, nous avons pour la fonction
de Green bosonique : K° = byY.
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Calcul de by(y)

Il nous reste maintenant a calculer le paramétre b(y). Si jusqu’a présent on a iden-
tifié (S*), avec b pour s’uniformiser a la notation standard, il est en général judicieux
de faire une distinction entre le by(y) = (5%), et le b(y) = (S%). On a :

b =570 =g 3] = o (32)

En ce qui concerne le by(y) renormalisé, c’est-a-dire b(y), on peut le calculer & partir

de I'expression
; b 1 1
ou np est la densité des bosons que I’'on peut calculer directement a partir de K.

Calcul de la densité des bosons ng

nB est la densité des bosons avec une impulsion ¢q. En rappelant les définitions A.3
nous obtenons avec K(q,7) = (TS, (1)5(0)) :

n? = 2<S;(0)S;(0)>
K(q,07) = (S;(0)s >_7q

Et finalement :

nl =2(55(0)S,(0)) = 2 lim (TS, (1)SF(0)) =

70"

= 2 lim B Z eilTme(q,wm)

T—0~

Afin de calculer cette quantité numériquement, il faut approximer K avec K° en-dehors
d’une certaine fréquence wys, = 2%]\/[f comme déja discuté pour les self-énergies. L’ap-
proximation est justifiée par le fait que K ~ - (voir [?]) pour les hautes fréquences.

Numériquement, wyy, sera choisie de telle fagon que changer cette limite n’influencera
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pas les résultats obtenus. On a donc :

1
B - E : —ITWm o 0
nq - 2 TILI[I)I_ € [K(Q7 wm) bK (Q7 wm)] +

m=—Mpy

2b < 1

i | —iTWm

+ B TLI(I),I— Z ¢ Wy — Eg

m=—00

ou m € Z. Pour finir il nous reste a calculer la somme sur m. Pour cela, on définit

I'intégrale suivante :

e=%0 1
d
/IV{HOO ZZ—E()eﬁZ—l

qui est identiquement nulle, vu que :

- 1
SZ%(Z)—)OO:> m%()
si R(z) - —00 = %%O

Néanmoins, par le théoréme des résidus on a :

0 e—iﬂum Ep0~

0 / PR S 3 +—
= Z = — l1m
R 2—Epefr—1  [Bro0- e iwy — By eBEo — 1

Calcul de la densité des fermions ny

Nous pouvons écrire la fonction de Fermi de la fagon suivante :
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1 1 1 Bek
el = Gagy = 33t
11 S 1
= —+ — p-
2 p n;oo i52n+1) — &

car .

1 & 1 o 1
E ;OO 2%(27’& +1) —eg Z im(2n + 1 ﬁgk im(—2n — 1) — Bey,

=0

S

. > -—2B6k . 1 ng
_Zﬂ2(2n+1)2+(55k)2 T2 tanh(== 2 )

ou, pour le dernier passage, on peut utiliser [?] ou Mathematica [?]. D’ici, en utilisant

la formule standard pour la densité des fermions [?]|, nous avons :

2m

—00

= —+—Zszwn

n_—oo

< de
ny =< cfep> = / L frer) Ar(k,ep) =

ou Ap est la fonction spectrale des fermions et ol nous avons utilisé les relations |?] :

2m
[ R - Gk

0o 2T Wy — €k

/ Crpulh e = 1

Pour calculer numériquement n} il faut, comme pour les bosons, approximer la fonction

habillée par la fonction nue en-dehors de la fenétre w, € [w,Mf,wa,l] et donc nous

avons :
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My—1 0
= 3G D [Glhn) — Gk + 5 D k) =
n:—Mf n=-—oo
| My
= fF(sk)—l—B Z [G(k,wn)—GO(k,wn)]
n:—Mf

Calcul de la densité totale n;,

La densité totale des particules sera donc : n;; = 2np + 2np , car il faut compter
les états de spin pour les fermions et se rappeler qu’un boson & coeur dur est formé

par deux électrons.

B.1.4. Continuations analytiques

Apreés avoir résolu les équations en travaillant sur ’axe de Matsubara, nous connais-
sons les fonctions de Green et les self-énergies dans un ensemble de points discrets et
nous devons alors recourir a une continuation analytique pour retourner sur I’axe réel,
afin d’obtenir des propriétés physiques.

On définit la continuation analytique d’une fonction G donnée sur un ensemble
A C C, par la fonction G qui correspond a G sur 'ensemble A et qui est analytique
sur un domaine qui contient A.

Le théoréme de Mermin et Baym [?] nous assure que, dans notre cas, ou toutes les

fonctions de corrélations qui nous intéressent décroissent comme 1 pour |z| — oo, la
continuation analytique existe et est unique. La procédure la plus utilisée et la plus
simple pour obtenir une telle continuation est ’approximation de Padé?|?] qui consiste

a écrire la fonction G' comme une fraction continue du type :

— al
G(Z) = 1 + LLQ(Z—Zl)
1+ ag(z—22)

P =)

Teltapn(z—zy_1)

et trouver les différents coefficients en imposant :

2La structure de I’approximation de Padé, constituée par une fonction rationnelle nous permet de
traiter aussi des fonctions qui contiennent des poles et qui seraient difficilement traitables avec
d’autres techniques.
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G(iw,) = G(iwy)

Une fois les coefficients déterminés, on peut évaluer G sur I’ensemble des points w + 8
pour obtenir la fonction de Green retardée ou la fonction spectrale.

Les algorithmes utilisés pour obtenir ’approximation de Padé sont aujourd’hui
trés répandus et ont été appliqués avec succes pour la premiére fois il y a longtemps a
des cas bien plus complexes et problématiques que le notre [?]. Néanmoins, ’opération
reste délicate d’un point de vue numérique et la précision des données en entrée comme
le nombre de points sur ’axe de Matsubara restent des paramétres importants pour
que la procédure soit satisfaisante. Dans un probléme tel que la solution des équations
d’Eliashberg ot la structure des fonctions sur I’axe réel reste compliquée, une précision
de 107'7 est nécessaire et le nombre des points sur ’axe de Matsubara doit étre choisi
avec beaucoup de précaution. Certains algorithmes modernes |?] vont méme plus loin
et se basent sur des langages de programmation qui permettent une implémentation
logicielle de la précision numérique, qui peut étre exploitée pour avoir un nombre arbi-
traire de chiffres significatifs. Nous n’avons pas utilisé ces algorithmes car ils apportent
une réelle amélioration seulement si on peut travailler avec des données d’une précision
de plus de 120 chiffres et cela reste largement hors de la portée des langages de pro-
grammation traditionnels tel que C et Fortran. D’autre part, les langages interprétés
tels que Maple ou Mathematica qui permettent une précision arbitraire ne sont pas
encore assez rapides pour résoudre des problémes numériques complexes.

Pour notre probléme, cette méthode de Padé est suffisamment précise pour que
nous puissions obtenir des renseignements sur la modification de la DOS montrant
I'ouverture du pseudogap en utilisant une précision de 1072 <+ 107!? dans les données
de départ et en vérifiant qu'une précision plus élevée n’apportait pas de différence.
Il est important aussi de remarquer qu’ajouter des points sur I'axe de Matsubara ne
peut augmenter la qualité du résultat et peut méme la dégrader |?|. Le nombre de
points nécessaires change naturellement avec la température. En particulier, quand
cette derniére est assez basse, il faut s’assurer que les points w,, sont assez nombreux
pour couvrir toute la zone ou la fonction est significativement différente de zéro. Notre
choix oscille entre 20 et 80 points selon la température et le facteur de remplissage
de la bande. Le choix du § dans les points au-dessus de 'axe réel w + id ou calculer
la continuation analytique est & choisir de facon a ce que de petits changements de
sa valeur n’en induisent pas de gros dans la fonction spectrale. Un critére utile est de

toujours vérifier la normalisation des fonctions continuées et en tout cas de controler si
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<H >=
Int

F1Gg. B.1. — Diagramme de la moyenne du terme d’interaction intervenant dans le
calcul de la chaleur spécifique.

I’approximation sur ’axe imaginaire, oll nous connaissons exactement les fonctions a
approximer, est de bonne qualité. Dans notre cas, la normalisation atteignait souvent

des précisions de 107°.

B.2. Calcul de la chaleur spécifique

Pour déterminer la formule opérationnelle de la chaleur spécifique pour un systéme
de bosons et d’électrons en interaction, nous partons de 1’énergie interne U exprimée
comme la moyenne de ’hamiltonien du BFM dans I’espace de Fourier H = Hy + H;p,.

Nous avons :

2 Ap 1
— — + z
UT)=<H> = N% &k < dfop >+ §q <SiHg >+

+ v<TF {Z Steiein + Sicﬁcﬁ} >=

2 2
= X STLF—FA np — x> H(meK(me
Nzk:kk BNB BNZ (¢, wim) K (q, wim)

q;Wm

Pour obtenir la moyenne < H;,,; >, le terme d’interaction dans ’espace réel a été, avant
tout, développé en diagrammes de Feynman et sa transformée de Fourier a ensuite été
effectuée. Le résultat sous forme de diagramme est montré dans la figure B.1.

Le calcul des contributions cinétiques de U est immédiat car la solution des équa-
tions intégrales du BFM nous permet d’évaluer les nombres d’occupation fermioniques
et bosoniques. En ce qui concerne le terme d’échange, notre connaissance de la self-
énergie II et de la fonction de Green K étant limitée & un nombre de fréquences fini,
il faut trouver une facon approximée de calculer la somme sur w,, de —oo a +oo.
Méme si nous savons déja que la contribution des termes a fréquence élevée ne sera
pas trés importante car le produit I1(q, w,,) K (q, w,) décroit rapidement, le fait que la

détermination de la chaleur spécifique implique le calcul, plutot délicat, d’une dérivée
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numérique, nous incite a ne pas prendre de risques en négligeant une partie que nous
ne savons pas estimer a priori. Nous suivons donc la méme stratégie que celle utilisée
dans le calcul des self-énergies et nous approximons le produit I1(q, w,,) K (g, w,) par
1°(q, wy) K°(q, wm) en dehors de la fenétre m € [— My, M;]. D’ici nous avons :

<S> = =55 28 3 (M) K (00m) = T (0, 0) K (g, 0)) +

wmszf

_ _Z i 1_”F5q k) —np(er) b
m — Eq—k — €k wy, — By

k m=—o0

En calculant analytiquement la somme sur m, nous obtenons finalement :

My

<Hp> = —%NZ S (11, wm) K (0, ) — BT (q, ) KO (g 0)] +
wmszf
- Z Eo+wq,k>1 { th( 2 )*C th( 2 )]
ou nous avons :
2(q,k) = 1—np(eg—k) — nr(ck)
w(g, k) = —e4p — €k

Pour certaines valeurs de ¢ et k, la quantité Ey+ w(q, k) tend vers zéro et il faut donc
gérer ces cas de fagon a éliminer analytiquement cette singularité grace au numérateur.

En effet, en calculant la limite, nous obtenons :

I z 2 (efFotw) — 1) B 2z
Fo+w(ghk)—=0 By + w 1 — €8 — eBEo 4 eBEo+w) — 9 — oBw — ko

ol Z et w sont les valeurs de z et w calculées pour les k et ¢ pour lesquels Fy+w(q, k) —
0.

Notre connaissance de I’énergie interne ainsi calculée est limitée a certaines valeurs

de la température. Le calcul de la chaleur spécifique :
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dU(T)

Ov(T) = — "

doit donc étre effectué sur une interpolation polynomiale de 1’énergie.

B.2.1. Calcul de Cy pour un gaz de bosons et fermions sans

interaction

Par comparaison avec le cas précédant, nous calculons aussi la chaleur spécifique
d’un gaz de bosons de coeur dur et de fermions libres sans interaction d’échange entre
eux.

Pour les fermions nous avons :

2 1
oo _ 2 -
Bin - = Nzk Shgpr 1

e, = & —pn=05—-0.5cos(k) —p

ou ¢ est la relation de dispersion pour des électrons sur un réseau 1D, normalisée a

la valeur de la bande électronique . Pour les bosons de coeur dur nous avons :

1 1
B _ - -
Ein = NZABeﬁEO 1

q

Le potentiel chimique p est choisi de telle maniére que

B 2 1 2
ntot—2nF+2nB—NZeﬁgk+l+66E0_1
k

soit celui imposé. La chaleur spécifique est naturellement :

CV(T):dLm d rgr

T dT [ (1) + EY (T)] :

kin



C. Le modele XY sur deux sites

L’hamiltonien & étudier est :

H=-2J(S}S; +S5S7) + Eo (5] + 53)

ol les opérateurs sont les opérateurs de spin S définis dans le paragraphe 2.2. Pour les

vecteurs d’états nous utilisons la notation :

+>=11> |=>=]]>.

Les vecteurs et valeurs propres, calculables en diagonalisant la matrice associée a H
dans la base [{£} > ®|{£} >, sont les suivants :

> = [->Q->=|-—->

2> = [++>

> L4 =>—j—+>)

u = — - > —| -
V2

v > L s —+>)

v = — - > —| -
V2

)\x - _EO

)\z - EO

A, = —J

A, = J

D’ici, en utilisant la définition de fonction spectrale donnée dans I’équation A.20, nous
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pouvons calculer :

2m _ _ _
AIBQ (w) = 7 (6 BEm _ € ﬁEn) plnmp;rmn(s(w - Em + En)
2m [€P? + e=P) — ePFo — g=FEo
= — J — E
7 |: 57 ((.d +J 0)+
BJ —BJ _ oBEo _ o—BEo
e +te e e 5(w— J — Ep)

2Z

o Z =S4 e = BP0y o8I 4 =BT 4 ¢=FF0 [ formule de normalisation A.21
est respectée car (dans le calcul précédent nous avons imposé que le site 1 et 2 soient
différents) :

o0 dw

o0

Nous calculons aussi la fonction spectrale Ay (w) :

27 _ _ _
AB(w) = 7 (e7BFn — e=BFEnY oo ot §(w — B + By) =
27 . .
= oF [sinh(5.J) — sinh(BEy)] d(w + J — Ep)+

— [sinh(5J) + sinh(BEy)| d(w — Ey — J)}

d’ou :

T duw B sinh(SEy)
/OO %Aﬁ(w) ~ 2cosh(BEy) + 2cosh(BJ)

Nous remarquons que, aussi dans ce cas, la condition A.21 est satisfaite car :

4

1
<Sf>=— D e < n|Sfn >= —

n=1

sinh (3 Ey)
2 cosh(BEy) + 2cosh(BJ)

On peut aussi vérifier que :

B B
A22 All
B _ B
A21 - AIZ

En utilisant I’ensemble de fonctions orthogonales {eikm%ﬂ} ou N =2et ke {12}

nous calculons la fonction spectrale dans 1’espace réciproque :



1ol

Akl — E Agme—z(mk-i-nl)ﬂ'
mn
d’ou :

All - 214?1 - 214?2

- %{@%%_e%ﬂaw+J—E@+@*J—J%MM—J—EM

2T

= ?{@”%—Jﬂaw—J—Eﬁ+@W—J%W@+J—Em

A12 - A21 =0
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Dans cette thése nous étudions le phénoméne de la supraconductivité a haute
température critique sur la base d'un modéle d'un gaz de bosons et d'électrons en
interaction. Les bosons sont des paires électroniques localisées avec une forte répulsion
a courte portée (coeur dur) alors que les fermions sont des électrons itinérants. En
utilisant un développement en diagrammes de Feynman qui tient compte des fortes
corrélations entre bosons, nous étudions le comportement du systeme en fonction du
dopage. Nous tracons en particulier le diagramme de phase en mettant en évidence ses
similitudes avec celui des supraconducteurs a haute température critique. La
température d'ouverture du pseudogap T*, déterminée par l'apparition d'un creux dans la
densité d'états électronique, varie en fonction du dopage (donné par la concentration
totale des bosons plus les fermions) de facon opposée par rapport a la température
critique T. Cette derniére est estimée par I'échelle d'énergie de la rigidité de la phase
liée a son tour au rapport entre le nombre de porteurs de charges superfluides et leur
masse. L'importante variation de la masse a cause des corrélations électroniques qui
deviennent de plus en plus importantes lorsque la concentration des bosons augmente,
est responsable de l'augmentation de la température critique avec le dopage. Nous
analysons dans ce contexte la transition graduelle entre un mécanisme de fluctuations de
phase qui contrdle la supraconductivité pour des faibles dopages et un mécanisme de
fluctuations d'amplitude qui détermine la transition vers la phase supraconductrice pour
des dopages élevés.

ON PHASE AND AMPLITUDE FLUCTUATIONS IN PRECURSOR
PAIRING SUPERCONDUCTORS

In this thesis we study the high temperature superconductivity phenomenon on the basis
of a mixture of interacting bosons and fermions. The bosons are localexttbns

pairs with strong on site repulsion (hard core) and the fermions are constituted by
itinerant electrons. Using a diagrammatic approach taking into account the hard core
nature of the bosons, we can examine the behavior of the system as a function of
doping. We focus on the phase diagram showing its connection with the experimental
phase diagram of the high temperature superconductors. The pseudogap opening
temperature T*, determined from the appearance of a dip in the électronique density of
states, has an opposite variation as a function of doping (given by the total concentration
of fermions plus bosons) as compared with the superconducting critical temperature
TO. We determine that latter from the energy scale of the phase stiimesscted

with the ratio of the charge carriers density and their mass. In this scenario, the
increasing of T! with doping is related to the variation of the mass rather then to the
variation of the superfluid charge carriers density. We analyze in this context the
change-over from the phase- to amplitude-fluctuation driven superconduguuiy

from low to high doping.

Discipline : Physique.

Mots-clés: Supraconductivité a haute température critique. Pseudogap. Fluctuations de
phase. Appariement précurseur. Systéemes électroniques fortement corrélés.



