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Cadredu travall

Cetravail derechercheluridisciplinaireentredansle cadredu projetMathématiquegpour
ADéMo (Acquisition et Décisionconduitespar le Modele) de la région Rhdne-Alpeset de
I'A ClI “Modélisationmathematique mécaniquest numériqguedu myocarde”,sousla direction
de Denis Calillerie (laboratoire3S) et Annie Raoult (laboratoireLMC). Il estréali€ en col-
laborationavec|' équipeRFMQ (ReconnaissanagesFormeset MicroscopieQuantitatve) du
laboratoireTIMC et I'unit & fonctionnelleBiologie du Développementt Gérétique Clinique
du CHU de Grenoble(Pierre-SimonJouk, Yves Ussonet Gabrielle Michalowicz) ainsi que
I' équipede géontetriedu laboratoireLMC (Luc Biard et NicolasSzafran).

Le pointde départétaitla recherchel'une meilleureconnaissancdel'architecture breuse
du myocarde Plusieursmockelesde la structuremyocardiqueont ét€ propo€sdurantles cent
derneresanrées: modelesenrubans,modelesentrois couches..Le mocele le plus complet
estcelui de Streete(1979)qui proposeuneorganisatiordes bres engéocesiquesie surfaces
embaotées.

La premerepartiedenotretravail étaitconsaceeauneveéri cation partielledecetteconjec-
ture et a reconstruirdes bres et les surfacessur lesquellescourentles bres. En effet, nous

disposonsle donréesexpérimentalesurl'orientation des bres obtenuegarl' équipeRFMQ
gracea unetechniquade microscopieguantitatve enlumierepolarise.

Dansla partiemécaniquenousavons établiunenouwelle loi de comportemeniacrosco-
pigue du myocardepar une techniqued’homogeréisationdiscrete a partir de la description
microscopiquede I'arrangementdescellulescardiaqueset de leur comportementnécanique
individuel. Cetteloi de comportemenprenden comptela structure breuse. De plus, nous
avons utilisé notre techniqued’homogergisationpour mockliserle comportemenmécanique
desnanotubesie carbone.

Mots clés: myocarde,bre, géodesique surface,loi de comportementélasticié nonlinéaire,
grandesdéformations,homogeréisationdiscrete, treillis quasiggriodique,nanotubesle car
bone.






Intr oduction generale

Chaqueanree,il ndat enFrance 6500a8000enfantsatteintsparunemalformationdu cceur
La plupartde cescardiopathiezongenitalessontmaintenanturables Cependantgdans20 %
descas,les solutionsthérapeutiquesonduisenta desrésultatstres variables.Presqueoutes
les formesde cardiopathieslterentla topographieventriculaire,et ceschangementslansia
con guration ventriculairepeuwent produiredesdysfonctionnementdansle cycle cardiaque.
Le comportemeninécaniquedu myocardeestfortementli € asonarchitecturebreuse qu'il est
indispensablele prendreencomptedanstoutemocélisationmécaniqueou numériquedu caeur
Une descriptionde I'or ganisationgéongtrique des bres myocardiqueset une mocklisation
mécaniquedu myocardedevraientpermettrede mieuxenappghendete fonctionnemenetles
dysfonctionnementsn particulier les anomaliesde croissancenenanta desmalformations.
De plus,ellespourraientapporterdesvaleursprédictivesde performanceventriculaire.

Le point de départestla recherchead'une meilleureconnaissancede I'architecture breuse
du myocarde.Le myocardeestun muscledifferentdesmusclessquelettiquesD'une part, il
n'estattacte aaucunos,d'autrepart,les bres n'y sontpasaussiclairementidenti ables.Leur
dispositiontres particuliereesten effet dif cile a obtenirparlestechniqueslassiquesle dis-
sectionou de pelagequi consistent arrachelles bres pourfaire apparére leur organisation.
Cestechniguese sontpas ables car le gestechirurgical induit la directiona priori incon-
nue.L'équipeRFMQ avecqui nouscollaboronsal'excluswité d'une techniquede microscopie
guantitatve enlumierepolarig€equi fournit I'orientationdes bres decoeurdoetaux Jouketal.
[46], Jouketal.[47].

Plusieursmockelesde la structuremyocardiqueont éte propo®s durantles centderneres
anrees: Krehl [50], Robbet Robb[75], Torrent-Guasg93], Streete85], Chadwick[20], Le
Griceetal. [53], Jouketal. [46] ... Le modelele pluscompletestcelui de Streete85], qui re-
prend88 ansplustarddesobsenationsde Krehl (1891),etqui proposeen1979,pourles bres
du ventriculegaucheuneorganisationen géocesiquesie surfacestoro'dalesembdtéesdontil
véri e expérimentalemenla validité surla partielibre équatorialedu ventricule.Notonsque
I'hnypothesegéodesiquea ét€ étudieed'un point de vue théoriquepar Peskinqui a examing sa
validité surdesmodelessimpli ésdeslois decomportementCetteinformationsurl'or ganisa-
tion géonetriqguedes bres pourraitpermettred'améliorernosconnaissancesurlesproprietes
biomécanique®tla propagatiordel'activationélectriguedansle myocarde.
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La premerepartiedenotretravail aéte consaceeauneveéri cation partielledecetteconjec-
ture. En effet, nousdisposongie donréesexpérimentalessur I'orientation des bres obtenues
parJouketal.[47]. Nousavonspu,aumoinssurle ventriculegauchegracea un criterequanti-
tatif simplesurlesgéodesiquegiessurfacesderéwlution, véri er la concidenceentrenappes
de bres et nappedde geocesiquesDe plus, nousavonsdéwveloppe un algorithmede suivi de

bres quenousavonsgéerérali€ enun algorithmede reconstructiorde surfaces.Un travail en
coursde développemenestdestire a validerunedescriptionsimilaire pourle ventriculedroit.

D'un point de vue mécanique)'expérimentationest dif cile et le processusl'activation
rajoute une complité a la mocelisation. Plusieurslois de comportementiu myocardeont
ete propoges.Les premiersmocdelesdu myocardeétaienttres simples,les étudesétaientli-
mitéesa trouver dessolutionsanalytiquesa desproblemessimpli ésou le VG était mocklisé
parun cylindre ou unesplereet ou le musclecardiaquettait suppog avoir un comportement
linéaire, élastique,isotrope et homogene (Gould et al. [35], Sandleret Dodge [80], Wong
et Rautoharju[100]). Grace a desnou\wlles donréesphysiologiqueset obsenations anato-
miques(Chadwick[20], Jouk et al. [46], Jouk et al. [47], Le Grice et al. [52], Le Grice et
al.[53], Sanchez-Quintanetal. [79], Streeteletal. [84], Streete85]), unenou\elle classade
modelisationestapparuecelledesmockelesanisotropeprenantencomptela structure breuse
etI'h éterogeréité du muscle.Les premierstravaux étaientdansle cadrede ' élasticig linéaire
enpetitesdéformationg Chadwick[20], Ohayonet Chadwick[69]). Desmodelesnonlinéaires
tenantcomptedela structure breuse etdel'anisotropieontéte ensuitedéveloppgesdande cadre
degrandesiéformationgvoir parexempleBogen[9], Fung[33], Hunteretal. [43], McCulloch
[60], Smaill et Hunter[83]). Parmi les nouwelleslois de comportementiu myocardeon peut
distinguerdeuxclasses leslois de comportemenisotropestrans\ersegCai [16], Humphrey
etal. [41], Lin etYin [57], Taberet Perucchig90]), et les lois de comportemenbrthotropes
(Nashet Hunter[63], Usyk et al. [97]). La plupartde ceslois de comportementeposesurle
postulatquele tenseurde contraintesde Cauchys estla sommes pl Tt t spdun
tenseudecontraintesactvesTt t out désignde vecteurunitairedirecteurdela bre etT est
latensionactive,d'un tenseudecontraintegpassvess p, etd'un termedi al'incompressibilie.

Nousproposonglesuivre uneapprochalifféerenteet nouservisageonsle construireuneloi
decomportementacroscopiqudumyocardeapartirdemodelesmécaniquesnicroscopiques.
Nousdésignongpar échellemicroscopiqud' échelled'une cellule cardiaquelLes cellulescar
diaquespu cardiomyogtes,sontdespetitesstructurexylindriguesde 60-100um de longueur
Elles sontattacteesbout a bout par desanastomosegui formentdesjonctionsenY ouenl|
et fournissentes bres myocardiquesNotre mocelisationestbagesurla petitessalu rapport
delalongueurd'un cardiomyogte surla taille du myocarde gt surl'arrangementépétitif des
cardiomyogtes.Unetelle procédureappartienau domainedestechniquegl’homogeréisation
dontunedescriptiongéréralepeutétretrouveéedansBensoussapt al. [5], Cioranesclet Saint
JearPaulin[23], Sanchez-&lencig78]. Cettetechniqugpermetderemplaceunmodelediscret
del' équilibredu myocardequi devrait entouterigueurprendreen comptesépaémenttousles
cardiomyogtesparun mocdkele de milieu continu.Notonsqued'un point de vue expérimental



5 INTRODUCTION

desdonreesmécaniquesurdescellulesisoleessontaujourd'huidisponiblesyoir parexemple
Zile etal. [111]], Zile etal. [112]. Les méthodesd'homogereisationont ét€ appligLeesa plu-

sieursproblemesphysiques,commeles magriaux compositeset les treillis. Plusieurstech-

niquespourdémontreresrésultatde convergenceont éte aussidéveloppees Dansnotreétude
noussuivonsuneapprocheal’homogeréisationdiscretedéveloppeedansTollenaereet Caillerie

[92], etdansMoreauet Caillerie [61]. Cetteapprocheestbienadapéeauxstructuregdiscretes.
MentionnongqueBriane[15] étaitle premier anotreconnaissancejui a utilisé lestechniques
d'homocgeréisationpourmockliserle tissucardiagueDanssontravail, I' @chellemicroscopique
étaitcelled'une bre, etsoncadreétaitl' élasticiglinéaire.

Commenotretechniqued’homogeréisationconsistearemplacemuntreillis discretdebarres
elastiquegpar un mocele de milieu continu, on constateque cette méthodepeuts'appliquer
aux nanotubesle carbone Ce sontdesmacro-moéculesde carboneaux proprietes physiques
remarquablegjui peuventétrevuescommeunefeuille de graphiteenroukesurelle-memeen
un cylindre fermé par unedemi-splerea chaqueextremité. Une feuille de graphiteestformée
d'atomesde carbondiéspardesliaisonsatomiquesielongueur0.14nm enun réseathexago-
nal.

A causede leur taille de quelguesnanonetres,une mesuredirectedesproprieétes desna-
notubegde carboneestextrémementlif cile. Unemodelisationmécaniqueestdoncessentielle
et danscettedirection, repsenterun nanotubede carbonepar un modele de milieu continu
apparé etreuneapprocheviable. Nousmocklisonsle réseaude lisaisonsde carbonedansles
feuilles de graphitepar un treillis bidimensionnepériodiquede barresélastiquediéesentre
ellesparleursextrémitesatomiquesLesinteractionsarbone-carbonsontmockliseespardes
tension€lastique®tla variationangulaireentredeuxliaisonspartageanta mémeextrémité est
modeliseepardesmomentsDansle casparticulierdespetitsdéplacementsjousobtenonda
solutionanalytiqueainsiquelesexpressionslu moduled'Y ounget du coefcient de Poisson.






Chapitre 1

Physiologiedu coeurhumain

1.1 Anatomie-Histologie

1.1.1 Mor phologiecardiaque

Le cceurestun muscleactif formé de deux partiesprincipales,le cceurgaucheet le cceur
droit, sepaéespar un mur musculaire Je septum.Chaquepartie contientune oreillette et un
ventricule Le ventriculegaucheestplusépaisguele ventriculedroit. Le sangyvenantdesveines
cavessuperieureetinférieure entredand'oreillette droite,puisdande ventriculedroit atravers
la valvetricuspide,|l estensuitepropul$ dand'arterepulmonaireatraversla valve pulmonaire
pour aller s'oxygénerau contactdespoumonsLe sang,riche en oxygene,estconduitparles
veinespulmonairegusqu'a l'oreillette gauchell passeadansla valve mitrale et atteintainsile
ventriculegaucheEn n, le sangestreje€ dansl'aorte atraversla valve aortiquepourapporter
lesnutrimentsauxcellulesdesorganesiu corps.Lesvalvesmitraleettricuspidesontrattaclees
ala paroiventriculairepardespiliers musculairesVoir Figure1.1.

La paroi descavitésinternesdesventriculesestrecouerte par un tissu qui s'appellel'endo-
carde.La paroiexterneestrecouerteparunemembrandissulaire ' épicardegt nalementle
cceurestcontenudansunsac breux, le péricarde permettanaumyocardelerésisterauxaug-
mentationgapidesde taille du musclecardiaqueDansle cceurgauchel n'y a pasde muscles
entrela valve mitrale et la valve aortique cesdeuxvalvessontsépagespardu tissuconjonctif.
Par contredansle coeurdroit, la valve tricuspideet la valve pulmonairesontsépagespar une
régionmusculaireappeéela créetesupraentriculaire.

Le ventricule gauchea une forme géonetriquerelatvementsimple, proched'une partie
d'ellipso'de. On consicere qu'il a une forme de réwlution. Le ventriculedroit a une forme
géonetriquepluscompliqlee,il ressembl@untubeenU collé auventriculegauche.

7
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FIG. 1.1- Dessindu cceurfaisantapparére lesquatrecavités,lesquatrevalveset |’ épaisseur

1.1.2 Description al' échellemicroscopique

Lescellulesmyocardiquespu cardiomyogtes,sontcylindriqueset tres petites,10-20 um
dediametreet 60-100um delongueur Chaquecardiomyogte estformé pardesunitéscontrac-
tiles, les sarconeres(1,6-2,5um de longueur)qui sontles élementsbasiquesesponsablede
la contractioncardiaquela structured'un sarconere consisteenun arrangemenparalkele de

laments d'actine et de myosine,Figure 1.2. Un sarconere sedécomposen unestrie Z, une
demi-bandd, unebandeA qui contientunezoneH, unedemi-bandd etunestrieZ. La bande
A estsombre biréfringenteet compogede laments mincesd'actine et de laments épaisde
myosine.La zoneH estégalemensombre biréfringenteet contientde la myosine.La bandel
estclaire, monogfringenteet contientdel'actine.

Lesmyo lamentssontcapablesle produireuneforce dansla directionparalkelealeur lon-
gueur L'énepgie chimique pour la géerérationde force estcontdlée par la concentratiordu
calcium,[C& ]. Lalibérationde calciumC& estactivée par'excitation électriquedescel-
lules myocardiquesLe calciumagit surles sarconeresa n de formerdes“ponts” d'actine et
demyosine et produitle glissemenentrecesmyo lamentsce qui conduita la contraction.

Lescardiomyogtessontattactesboutaboutpardesanastomosegui formentdesjonctions
enY ouenl. Localemenunedirectionprivil égieéepeutétredétermiree,la directiondela bre.
De plus,on obsere quesurunepartiedeleur parcoursgdes bres voisinesrestentparalkleset
formentunemémecouche voir plusloin. Pourles musclespapillairesqui relientles valvesa
la surfaceendocardiquéa déterminationdesdirectionsprincipalesdes bres ne poseaucune
dif cult &,les bres sonttoutesparalkleslesunesauxautresPar contre les bres duventricule



9 1.1. ANATOMIE-HISTOLOGIE

Sarcomere
/ \
Z Z
7 CH | \
Myosine Actine
l A l I l

FIG. 1.2— Structured'un sarconere: les seggmentsverticauxen grassontles striesZ séparant
deuxsarconeres,les sggmentshorizontauxcorresponderdaux laments de myosineengraset
aux laments d'actine.

gauchesuiventdestrajectoiresqui sontcirculairesou presquecirculairesau niveauéquatorial

du milieu del' épaisseuet ellesdeviennentprogressiementinclinéeslorsquel'on sedéplace
versl' épicardeoul'endocardeavecdesorientationoppoges Figurel.3.

Les bres myocardiquedaignentdansune matriceextracellulairede collageneet d'élas-
tine qui lesproteged'élongationsexcessveset sertatransérerla forceactive atraversle tissu,
Figurel.4.

FIG. 1.3— A gauchedescoupesbtenuesuniveauéquatorialelela partielibre du ventricule
gauchede ' épicarde(a) a l'endocarde(e), (Younget al. [104]). A droite, un dessinmontrant
I'organisatiordes bres duventriculegaucheensurfacesembdtéeset leur orientation (Feneis
[31]).
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FIG. 1.4—-Un cardiomyogte entouké et conneck a d'autrescardiomyogtespar des bres de
collagene(Robinsoretal. [76]).

1.1.3 Orientation des br es

Plusieursetudesont ét consaceesa decrirel'or ganisatiorgeomnretriquedes bres myocar
diques,Krehl [50], Robbet Robb[75], Torrent-Guasg93], Feneis[31], Robinsonet al. [76],
Streeteretal. [84], Streete[85], Chadwick[20], Le Griceetal. [53], Jouketal. [46]. Leslimi-
tationsdesmodelesbagssurla techniquede dissectioront et prouveesrécemment.

Krehl (1891)[50] estle premieraavoir obsererqueles bres duventriculegauchdorment
desspires uneméme bre estsousépicardiquesurunepartiedesonparcoursetsous-endocardique
sur une autre partie. Elle passede I' épicardea I'endocardepar I'apex et de I'endocardea
I' épicardeau niveaude l'ori ce mitro-aortique.L'apex doit &tre compriscommeun point de
passagale bres, mais non commeun ori ce biologique.Cettedescriptiona éte validée et
précige 88 ansplus tard par Streeter(1979) [84] qui a introduit un mocele topologiquedu
ventriculegaucheou les bres courentcommedesgéocesiquessur un ensemblele surfaces
torodalesembdtées c'est-a-direqu'ellessuiventdespluscourtscheminsLe modelede Stree-
teraété étendypar Sanchez-Quintanetal. [79] qui ontconsicere queles bres étaientrangges
entrois couches super cielle (sousépicardique)moyenne et profonde(sous-endocardique).
Les couchessuper cielle et profondesont présenteslansles deux ventriculestandisque la
couchemoyenneesttrouvéeseulementansle ventriculegaucheet elle estconstitieede bres
circulaires.La distinctionentreles trois couchesttait bage surle changemenprogressifdes
directionsdes bres.
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LesnouwellesmesurembtenueparlLe Griceetal. [53] sontcohérentesveccellesde Stree-
ter, maiscettefois-ci unedescriptionglobalede la microstructurecardiaqueestpropo£e.En
effet, leursétudesont montié quecroisant'or ganisatiorencouchesiéjaévoquee,il existeune
structureen feuilles, voir Figure 1.5. Cesfeuilles ont en moyennequatrecellulesd'épaisseyr
les feuilles voisinessontliéesles unesaux autreset elles sontentouéespar une matricede
collagene La natureetl'arrangementiesbranchementgarientselonla positiondansle muscle
cardiaquelL'orientationdesfeuilles esten géréral perpendiculair@ux surfacesventriculaires.
Cettestructurdaminairefait apparére desespacesntrelesdifferentecouchest parsuitedes
plansdeclivagepeuentétreobsenes.

FIG. 1.5—ModeledelLe Griceetal. [53].

Plusrécemment,Jouket al. [47] ont étendule mockle de Streetera I'ensembledu myo-
cardeselonla repesentatiorsuivante,Figure 1.6. lls ont par ailleursdéveloppe unetechnique
sophistig@ede mesuredel'orientation des bres quenousdécrivonsen Annexe A.

1.2 Contraction musculaire

Lesquatrepompesardiaquegdeuxoreillettesetdeuxventriculessedilatentetsecontractent
defagon synchronegjuandle cceurbat.La mémequantie du sangpassedanschaqueventricule
pendanta contraction Pourplusde détails,voir Katz [48] et Swynghedauw87].
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FIG. 1.6—ModeledeJouketal. [47].

1.2.1 Préchamgeet postchamge

Deux conceptdres importantsinterviennentdansle mécanismedu musclecardiaqueon
parlede la préchage et la postchage. La préechage peutétre vue commeun poids étirantle
muscleavantqu'il soitstimulépoursecontracterLa postchagejouele rbled'un poidsaccrocle
aumusclesansin uencer sonétirement(parexemple,l'on imagineun poidssupporé parune
table,voir Figure1.7), etil n'entreen jeu qu'apresquele musclecommencea se contracter
Pourle musclecardiaquele retourveineuxpendantla diastoleconstituela prechage parce
gu'il dilate les ventriculesen étatde reposélectrique tandisque le sangsouspressiondans
les grandsvaisseauxl'aorte et I'artere pulmonaire)repsentda postchage qui n'intervient
gu'apresqueles ventriculesdéveloppentune pressionsigni cative pour la contractionet que
lesvalvesaortiqueet pulmonairesoientouvertes,ce qui fait doncquela postchage s'opposea
I' éjectiondu sangparlesventricules.

1.2.2 La courbe charge-vitesse

Apresétrepréétire aunecertaindongueurl (longueutinitiale imposequi peutétreobtenue
enaccrochantinepréchage a un échantillondu musclea I' étatpassif),unechage P jouantle
role d'une postchage estaccroclée a un échantillondu musclequi estensuitestimulée élec-

z

triqguementL' échantillonsecontractedoncavecunecertainevitessequ'on mesureaudehut de
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Précharge
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FiG. 1.7 — Différenceentrepréchage et postchage. La préchage allongele muscleaurepos,
alorsquela postchage estsupporéede fagon qu'elle n'est pasressentigoar le muscleavant
gu'il secontractgKatz[48]).

la contraction Plusla postchage estélevée,plusla vitessederaccourcissemermstlente. A la

limite, pourunechage Py importantele musclene secontracterglus. En revanchela vitesse
de raccourcissemergeramaximalepour une chage presquenulle. Ceci fait que la courbe
chage-vitessaleraccourcissemerguneformehyperboliqueyoir Figure1.8.Hill apu établir
a partir d'expérienced'expressiorreliantla chage P etla vitessederaccourcissemen, d'ou

la fameusequationdite I' equationde Hill [40] :

P av b Po ab (1.2)

ou a estuneconstantecaracéristiquedu musclequi dé nit la quantié de chaleurlib&rée pour
chaquecentimetrede raccourcissemeniy, estuneconstantale proportionnalié.

EnprenantP 0 dansl' équationde Hill on obtientVax gPo qui estun paranetretres
important,caracéristiqued'un muscledonre, caril estindépendante la chage P. En effet,
pouruneautrelongueurinitiale, c'est-a-direpouruneautrepréchage, etenstimulantle muscle
electriguemenpnretrouwe la mémevaleurVmay, Katz[48]. Donc,pourun muscledonrg,toutes
lescourbeschage-vitessgourdelongueursnitialesdifferenteserecoupenaumémeendroit
surl'axe desvitessesyoir Figure1.8.

La vitesseVimax dépendde capaciés intrinseques géerétiguemenidétermireesdu muscle.
Elle dependausside la vitessea laquelleles mouvementsntracellulairesdu calciumsontef-
fectues.Onpeutlamodi er pardesagentsnotropescommeescagécholaminesuladigitaline,
gui agissensurla transitionintracellulaireencalcium.

1.2.3 Lescourbeslongueur-tension

Commetouteautrestructureélastiquegenl’ étiranta I' étatpassif,le muscledéveloppeune
tensionqu'on appelletensionpassve. La courbelongueurtensionpassve metenévidencdes
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vitesse de raccourcissement
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FIG. 1.8— La courbechage-vitesseonstruitepour differentedongueursnitiales obtenuesn
préétirantla bre adeslongueursroissantet; Lo L3 (Swynghedauv87]).

proprietespassvesdu muscle La difféerenceentrelestissusmusculaire®tlestissusindustriels
élastiquegésidedansla forme de la courbelongueurtension.Pourles tissusmusculaireda
tensioncrot de fagon exponentielleavec la longueur alors que dansla plupartdesmocdeles
elastiqueslassique®lle estpolynomiale,voir Figure 1.9 a gaucheLa rigidité tissulaired'un
muscledépendde satexture et entout premierlieu de saconcentratiorencollagene.

Tension passive Tension active
4 myocarde 4

myocarde
muscle squelettique
muscle squelettique
T > ‘ >
Lmax Lmax
Longueur en % Lmax Longueur en % Lmax

FIG. 1.9 - Les courbeslongueurtensionpassve a gaucheet longueurtensionactive a droite
pourlesmusclessquelettiquest cardiaqug Swynghedauw87]).

Pourunelongueurinitiale obtenueen lui accrochantune certainepréchage, et en le sti-
mulantélectriguementle musclese contracteet developpeune certainetensiondite tension



15 1.3. LA POMPECARDIAQUE

active. Plusle muscleestétiré avant stimulation,plus la tensiondéveloppe apres stimulation
estgrande.

Les courbedongueurtensionactive obtenuesontdansles casdesmuclessquelettiquest
cardiaquedifféerentesDansle casdu musclesquelettiquela courbelongueurtensionactive
a une forme de cloche,la tensionest maximalepour une longueurintermédiairedu muscle,
notte Lmax. La relationlongueurtensionactive du musclepapillaire estparticuliere et differe
decelledu muscled'origine squelettiqueElle esten effet beaucoupplus pentue et sursapor-
tion ascendantéa tensioncrot beaucouplus rapidemengue ce n'est le casdansle muscle
squelettiqueCette propriete permetau myocardede se mettreen tension,de développerune
tensionmaximaletresrapidemenpourdeschangementeelatvementmineursdelongueurini-
tiale, voir Figurel.9 a droite. Unelongueuroptimaledu sarconerede 2,2 um erviron appara
guandla force développeeestmaximale c'estla positionou la superpositiordesmyo laments
estmaximale.La relationlongueurtensiondu sarconere joue un role tresimportantdansla
régularisatiorde la gérérationde force par le musclecardiaquela longueurdessarconeres
estdétermireeparla préchage qui elle aussiestin uencéeparle volumedu sangretournant
pendanta diastoleet celui restantdanslesventriculesapresla systoleprécedente Cecipermet
alarelationlongueurtensiondejouerunréle majeurenajustant'abilit € du coeurde compenser
les changementdu retourveineuxet du volumerésidueldu sanget d'équilibrerle volumedu
sangsortantdesdeuxventricules.

1.3 La pompecardiaque

1.3.1 Cyclecardiaque

Pendante cycle cardiaqueon distinguequatrephasegprincipales remplissagegontraction
isovolumique,&jectionet relaxationisovolumique.A la n duremplissagela téleédiastole)es
deuxventriculessontremplisde sang les quatrevalves(mitrale,aortique tricuspideet pulmo-
naire)sontfermées.A cetinstantet apressonpassagea traversle nceudauriculo-\entriculaire,
l'onde électriquearrive aux branchesdu tissu de conductiondansla partie ventriculaireet
la contractiondesventriculesse déclencheavec les valves fermées,donc a volume de sang
constantd'ou le nomdecontractionsovolumique(presqueés0 msecdansle cceuradulte).Pen-
dantcettephasda pressiordansla cavité ventriculairegauchgresp.droite) augmentgusqu'a
cequ'elle atteignda pressiordel'aorte (resp.a pressiordel'arterepulmonaire) cequi conduit
a l'ouverturede la valve aortique(resp.pulmonaire)et le sangestainsi propul€ dansl'aorte
(resp.l'artere pulmonaire),on parle doncde la phased'éjection.Les deux valves se ferment
erviron 300 msecapresleur ouverture,on estaumaximumd'activation, la télesystoleComme
la pressiondansl'artere pulmonaireest plus petite que celle de l'aorte, la valve pulmonaire
s'ouvreenfait avantet sefermeapresla valve aortique Ensuite Jesquatrevalvessontfermées,
lesventriculesserelachentc'estla phasede la relaxationisovolumiquequi dure presquel00
msec.Pendantcette phaseles ventriculessontencoreactivés, la pressionventriculairechute
jusqu'aatteindrda pressiorauriculaired'ou I'ouv erturedesvalvesmitrale ettricuspideetdonc
le remplissagalesventricules.On peutdecomposecettephaseen deuxparties: un remplis-
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sagerapidependantiequel presquer0% du volumetotal du sangentrantdansles ventricules
prendplacedansles cavitéset unremplissagdéent pendantequelle restedu sangoccupantes
oreillettesestpropuls verslesventriculesLe remplissageapideestdi a l'aspirationdu sang
par les ventriculesa causede la difféerencede pression.Pendante remplissagdent la partie
ventriculaireestdansun étatpassif.Apresle remplissagalesventriculesqui dureerviron 300
msec,le gradientde pressionestrernvers®, d'ou la fermeturedesvalves mitrale et tricuspide.
Cettefermeturene peutpasétrecompktemenpassve carles cotésauriculairesdesvalvesmi-
traleettricuspide contrairemenauxvalvesaortigueet pulmonaire sontcoupksélectriqguement
aveclesoreillettes Et ainsile cycle serépete,voir Figuresl.10et1.11.

120
FE Ejection

100+ DE

80

60| RI Cl

Pression (mmHg)

40

204 DR Remplissage FR

0 \ \ \
100 120 140 160 180

Volume ventriculaire (ml)

FIG. 1.10- La courbepression-elume pendantun cycle cardiaque Avec les notationssui-
vantesPDR : début duremplissagel-R: n duremplissageCl : contractionsovolumique,DE :

z

déehut del' éjection,FE: n del éjection,etRlI : relaxationisovolumique(Cai[16]).

Pendanta contraction /' épaisseudu musclecardiaqueaugmentede presquet0% de son
épaisseun |' étatpassifet I'axe longitudinalseraccourcitde presque20%. La plupartdeslois
mécaniquepropoesdansla littératurepour le myocardesontconsicereesincompressibles.
La fraction d'éjectionestdé nie commeétantle rapportentrele volume éjece et le volume

telediastoliguePourun coeumormalla fractiond'éjectionestégalea peupresa 50%.

1.3.2 Courbe pression-wlume

Les paranetresmécaniquedes plus basiquesdécrivant la performancede la pompecar
diaquesontla pressiondu sangdansles cavités ventriculaireset son volume. Les relations
pression-elume pendante cycle cardiaguedesdeuxventriculesont la mémeforme maisla
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pressiondu ventriculegaucheestpresqueb fois plus grandequecelle du ventriculedroit. Les
phasessovolumiquesdu cycle cardiaquecorrespondenaux deux sggmentsverticauxde la
bouclepression-velume,alorsquela partieinférieurerepresentde remplissageentriculaireet
la partie superieurerepiesentda phased'éjection.La differencesurl'axe horizontalentreles
deuxsegmentsverticauxcorrespondcuvolumedu sangéjece.

FIG. 1.11- Les differentesphaseddu cycle cardiaque Cl : Contractionisovolumique,FAo :
Fermetureaortique FM : Fermeturamitrale,OAo : Ouwertureaortique OM : Ouverturemitrale,
PAo : Pressionaortique,POG: Pressiorde l'oreillette gauche PVG : Pressiornventriculaire
gaucheRI : Relaxationisovolumique,RV : Remplissageentriculairelent, RVR : Remplissage
ventriculairerapide,SA : Systoleauriculaire(Denis[27]).

En sebasantsur desexpériencedaitessurun cceurisolé de grenouille,Frank (1895) s'est
apera quelesaugmentationdglu volumetélédiastoliquest de la pressiorsystoliquesontli ées.
Sonexpérienceconsistea étudierla pressionintraventriculaired'un cceurde grenouilleclampe
al'aorte maisdontle remplissagerentriculairepersiste Denis[27]. Dansdesconditionsplus
prochesde la réalite, Starling (1914) a étudi sur le coeurisolé de chien I'in uence de la
préchage. Il a mis au point la préparationcceurpoumonsqui consistea laisserle circuit pul-
monaireintact, et a brancherentrel'origine de I'aorte et la terminaisondesveinescaves, un
circuit syseémiquearti ciel, Denis[27]. Il estpossible enagissansurle calibred'une portion
du circuit syseémique,de faire varier les résistances I' écoulementlu sang il estde méme
possiblede faire varier la pressionde remplissagealu cceurdroit, enintercalanta la terminai-
sondu circuit, un réseroir de hauteurréglable la pressionde remplissageestd'autantplus
élevéequele réserwir estplace plus hautparrapportaucoeur Il aremarq@ qu'en dehorsde
toute innenation le coeurva éjectersponta@mentautantdu sangqu'il enregit. Cetterela-
tion porteun nom particulieren physiologiecardiaque c'estla loi de Starling. En effet, une
augmentatiorde la pressionde remplissagec'est-a-dire la pressionveineuse conduita une
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augmentatiou volumetélédiastoliquest ainsia unedilatationdela cavité ventriculaire Ceci
revientaaugmenteparétirementia longueurinitiale alaquellele musclevasecontracteet par
suitela force de contractiondevient plus importanteselonla relationlongueurtensiondécrite
préecedemmentlLe volumequi seraensuitegjece a chaquebattementugmentergproportion-
nellementuvolumetélédiastoliqueLesexpériencesle Starling(etdeFrank)ontaussiconsisé
a faire I'expérienceinverse,c'est-a-direa montrerquele volumetélédiastoliqueaugmenteen
réponsea une €lévation de la pressiond' €jectionou du volume éjece. Pourdespressionou
desvolumestélediastolique£levés,la relationdevient inverse et la pressiond' éjection,aussi
bien quele volume éjece diminuent.Danscesconditions,le myocardeatteintrapidemenun
etatd'instabilité et de défaillance.

200/

Pression (mmHg)

TDPV

T T
0 100 200
Volume ventriculaire (ml)
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FiG. 1.12— Plusieursbouclespression-elumeobtenuesn variantla préchage tout en main-
tenantla pressiontélésystolique.La courbe TDPV repsentela relation pression-elume
telediastoligugSwynghedauw87]).

Les changementsle la pressionde remplissaged'un ventricule (préchage) déeplacentle
point téleédiastoliqude long d'une courbeappeée la relation pressionvolumetélédiastolique
etnotee(TDPV), voir Figure1.12.Cettecourberepésentde remplissaggassifdeschambres
qui estdétermire par la forme géonetriquedu muscleet de soncomportemengélastiquenon
linéaire.De méme,si le postchage du ventriculegaucheaugmentele volumeégjeceé diminue.
Le pointtélesystoliquevarie surunecourbeappeéela relationpression-elumetéléesystolique
etnotéepar(TSPV),voir Figure1.13.

La courbe(TSVP) serta déterminere degré d'insuf sance cardiaqueen clinique. Elle est
analoguea celle de la relationlongueurtensionactive illustréedansFigure 1.9 a droite et elle
comporteune partieascendantet unepartiedescendantd.a courbe(TDPV) correspond la
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FiG. 1.13 — Plusieursbouclespression-velume obtenuesen variant la postchage tout en
maintenante volumetélédiastoliquelLa courbeTSPV repesentda relationpression-elume
telesystoliqug Swynghedauw87)).

courbetensionpassve Figure 1.9 a gaucheet donneuneidéedu degré de rigidité du ventri-

cule.Cesdeuxcomparaisonpeuwentétreexpliquéesparle fait quel'augmentationdu volume
cavitaire (télédiastoliqueou télesystolique)conduita I' étirementdu muscle,et donca l'aug-

mentationdela longueurdescardiomyogtes.Et commele muscleétiré développeunecertaine
tensionqui augmentevec!' étirementsaufdansle casd' étirementsexcessifsou la tensionac-
tive décroit,alorscettetensionin ue surla pressiorventriculaire(télediastoliqueou systolique)
gui augmenteguandla tensionaugmenteet diminue quandla tensiondiminue,doncelle varie

dela mémefagn quela tensionenfonctiondu volumetélédiastolique.

1.4 L'activiteeélectrique

L'activationélectriquedu cceurestiniti éesponta@mentet périodiquemenau noceudsinusal
situé a cdté dela jonctionentrela veinecave sugerieureetl'oreillette droite. Ce nceudconsiste
enunrassemblemerntte cellulesappeéescellules‘pacemaler”. Lessignauxdedépolarisation,
aussidits les potentielsd'action, sontgéréresparle nceudsinusala unefréquencele 60 a 100
par minute. De ce nceudle potentield'action se propaged'une cellule a une autrea travers
l'oreillette droite et puis l'oreillette gaucheavec une vitessede conductionde 1 m.s 1 jus-
gu'acequ'il atteignele nceudauriculo-\entriculaire.Celui-ci estformé de cellulespacemakr
similairesacellesdunceudsinusal maisbattantsponta@mentaunevitessepluslente,approxi-
mativement40 a 50 battementparminute.Elles sontgouwerréesparla propagatiorvenantdu
nceudsinusal.
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FIG. 1.14— Sysemede conductiondu cceur(Sandg81]).

La conductiona traversle nceudauriculo-\entriculairese fait a une frequenceplus lente
(0,05m.s 1 erviron) laissante tempsauxoreillettesde secontracteret pompere sangversles
ventriculesavantquele potentield'action arrive aux ventriculeset declenchdeur contraction.
Ce nceudestla seuleconneion électriqueentreles oreilletteset les ventricules.La propaga-
tion électriqueentreensuitedansle faisceaude His qui estla partie sugerieuredu sysemede
conductionventriculaireet qui descengbresdu coté droit du septumLe faisceatsedecompose
ensuiteendeuxbranchesdroite et gaucheLa branchedroite continueversle basdu cdté droit
du septum tandisquela branchegauchese déecomposesn deux branchegrincipalesdansle
coté gauchedu septum.Toutescesbranchesontinuenta sesubdviserenun réseawcomplece
de bres appeéesles bres de Purkinje qui se propagenta traversl'endocardeet les régions
sous-endocardiquekesdeuxventricules C'estdansle faisceaude His etle réseawde Purkinje
quela conductionestla plusrapide,elle estapproximatvementa 2 m.s 1 ce qui fait quel'en-
docardeestexcité tout entierpresquesimultarementVoir Figure1.14.

Dansla partieventriculaire le septumestactivé en premieretil pousseversle ventricule
gaucheLes musclespapillairessontaussiactivestot et ainsiils empechenties valvesmitrale
et tricuspidede s'ouvrir pendantle systole.L'excitation se propagea I'e xtérieura traversle
muscleventriculaireavec unevitessede0,3a0,4m.s 1, etla premierepartiequi s'excite dans
I' épicardeestla portion ne duventiculedroit. Lesrégionsbasalesonthabituellemenactivées
endernier
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Potentiel d'action (mV)
A

plateau

+20_|

— dépolarisation

potentiel

repolarisation
de repos

80 _|

90 ‘ ‘ ‘ ‘ » Temps (msec

0 100 200 300

FIG. 1.15— Potentield'action cardiaqugSwynghedauvj87]).

Principe : Au repos)a celluleestpolarieetelle auncertainpotentielappet “potentielde
repos”’dontlesmodi cationsformentce qu'on appellele potentield'action qui consisteenune
commandetlectriquetransmisepar un messagecellulaire,le calcium.Le potentield'action
dureun peuplus de 300 msecet comportecing phaseglifferentes La phase0 estunebrutale
dépolarisatioraugmentania perneabilitt dela membraneusodiumNa . Ensuite Ja phasel,
pour unecourtedurée,estunerepolarisatiorduea la fermeturedescanauxde sodium,suvie
parla phase2 qui consisteen un plateauqui estmaintenupar un courantentrantde calcium.
Cettephasepeutdurer100 msecerviron et elle appard seulementiansles bres de Purkinje
etles cardiomyogtes.Le plateauestresponsablée la longueduréedu potentield'action. La
repolarisationphase3, estdue a de plusieurscourantssortantde potassiumet elle remetle
potentield'actiona sonétatderepos,a phaset. Voir Figure1.15.
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Intr oduction

La premiere partie de notretravail estconsacee a testera partir de donreesanatomiques
la conjecturede Streeterselonlaquelleles bres courentcommedesgéocdesiquessur dessur
facesembdtées,et a reconstruirdes bres et les surfacessur lesquelleselles courent.Nous
dé nissonsles bres commedescourbegangentegnchaquepointaun champdonre devec-
teursetnouscherchons'il existedessurfacesdontces bres seraientdesgéocesiques.

Dansle premier chapitre,nous présentonaune introductiona la géonétrie des courbes
et dessurfaceset nousnousintéressongn particuliera I' etudedesgéocesiquespériodiques
dessurfacesde réwlution. Ensuite,nousconstruisonsin mocdele abstraitdu ventriculegauche
qui consisteen dessurfacestoro’dalesembadtéesrecouertespar desréseauxde géocesiques
périodiguesCemockeleestutilisé pourvaliderlesalgorithmeswumériqguesdereconstructiorde
courbesetdesurfaces.

Pourla mocelisationdu ventriculedroit dontla stuctureestplus complexe, nousutilisons
desoutils de conceptiongéonetriqueassisée par ordinateuy plus préci€ment,les courbeset
surfacesB-splines.Cesmodelessontprésengsdansl'annexe B.

Dansle deuxiemechapitre pnpasseutraitementdedonreesexpérimentalesNousprésentons
guelquesnéthodesunmeriquesgui sontutiliseescommealgorithmesde suivi de bres pouren
reconstruirdes trajectoires Ensuite,nousvéri ons la conjecturede Streetersur le ventricule
gaucheenutilisantl'in variancede la quantié de Clairautle long desgéodesiquesdessurfaces
deréwlution. Finalementnousproposonsain algorithmedereconstructiorde surfaces.
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Chapitre 1

Geometrie descourbeset dessurfaces

Nousprésentonglansce chapitredesnotionsde basepourla géonetrie descourbeset des
surfaces pourplusde détailsvoir Lelong-Ferrandet Arnaudies[54], Braemer{12], Do Carmo
[29], Bemer et Gostiaux[6], Klingenbeg [49] et Schwartz [82]. Ensuite,nousobtenonsun
résultatsurlesgéodesiquegpériodiguesdessurfacestorodales.

1.1 Courbesparamétrees

1.1.1 Représentationparameéetrique

Dé nition 1.1 : On appellecourbeparangtrée de 3 une application continuef :t |
ft 3,1 étantunintervallede

Une courbeparangétréeef estdeclasseC' (r entier 1) sif posededesdériveessuccessies
jusqual'ordre r, continuesdangl'int érieurdel .

Deux courbesparanetreesf : | 3ety :J 3 sontdites équivalentess'il existe une
bijectionq:l Jtellequef y g.Onremarquajuedeuxcourbegaranetreeséquivalentes
ontla mémeimagedans 2, maisla réciproquen‘est pasvraie. Consiceronspar exempleles
courbegaranétéessuivantes f :t 0 2p cos sint 0 ety :t 0 4p cos sint O .

Cesdeuxcourbesont la mémeimagequi estle cercledu plan Oxy, de centrel'origine O etde
rayonl, pourtantcesdeuxcourbese sontpaséquivalentes.

Dé nition 1.2 : Une courbegéonétriquede 2 estune classeG de courbesparamétrées
equivalentes.

Une courbeparangtréef dela classeG estdite unerepiésentatiorparangétriquede G. La va-
riableréellet qui parcourt’ensemblel estdite un paranetredeG.

Dansla suitede ce chapitre,on désigneraunerepesentatiorparanetriquef d'une courbe
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Gparle couple Gf .

Silareptéesentatioparangtriquef d'unecourbeGestinjective,onditque Gf estunecourbe
paramétreesimple Dansl'hypothesecontraireun pointM deGtel quef 1 M contienneplus
d'un élémentestun point multiple de la courbeparangétrée Gf dontla multiplicité estle
cardinaldef 1 M .

Dé nition 1.3 : Soit Gf unecourbeparamétréetelle quef estdé nie surunintervallefermé
ab.Sif a f b,onditquela courbeG estfermee Si, enoutre, la courbeparamétrée
Gf 4p estsimple GestappebeunecourbedeJordan

Dé nition 1.4 : Soit Gf unecourbeparamétréetelle quel'intervalle de dé nition def est
. La courbeGestdite périodiquesi f estunefonctionpériodique

SoitT  Olapériodedef,f o1 estunerep®sentatiorparanétriquede G qui estunecourbe

fermée.Si, deplus, Gf estdeclasseC',alors:f 0 T f 0 f T fro
frT7.

1.1.2 Longueur d'une courbe- Abscissecurviligne

Dé nition 1.5 : Une courbeparamétree Gf de classeC! estdite réguliere si pour tout t
danslint érieurdel ona f t 0.

Dansla suiteon consiceredescourbesparangtréesrégulieresaumoinsde classeC?.

Dé nition 1.6 : Soit Gf unecourbeparamétréeet a etb appartenanta |. On appellelon-
gueurde Gf deaab,lintégrale b f ¢ dt

a

Onveéri e directementjuesif : | Sety :J 3 sontdeuxrepésentationparanetriques
équivalenteddeclasseC! d'unecourbeG,alors | f t dt  ; y t dt.

Dé nition 1.7 : Si Gf estunecourbeparanmétrég on dé nit I'abscissecurviligne de G a
partir d'un pointty appartenant | par:

t
t | st f u du
to

Le pointf tg deGestl'origine del'abscissecurvilignes.

Il estclairquest estlalongueurde Gf detgat.
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Pourquele paranetret co'ncide,auneconstantadditive pres,aveclalongueurdela courbe
entreun point de paranetretp et le pointde paranetret, il fautetil suft que,pourtoutt |1,
ft 1.Danscecas,s t tp.Onditalorsquel'on aparanétré parl'abscissecurviligne.

Si Gestunecourbegéonétriqueetf uneparangtrisationde G parI'abscissecurviligne s qui
appartienta l'intervalle a b, alorsy dénie sur b a pary u f u estuneautre
parangtrisationde G par I'abscissecurviligne, maiselle estdécrite dansla directionoppoge
decelledef. Ondit que Gf et Gy sontdeuxcourbesparangtéesqui differentparle
changemend'orientation.Ici, l'intervalle a b peutétrefermé, ouvertou biensemi-ouert.

Proposition1.1 : Toute courbegéonetrique G de 2 admetdesparamétrisationspar I'abs-
cissecurviligne Sif enestune touteautreestdelaformes f s a ous f s a,avec
aréelquelconque

Démonstration. voir Bergeret Gostiaux[6].

La propositionsuivantedécouleimmédiatementiela dé nition dela longueur

Proposition1.2 : Soit Gf une courbeparamétrée par I'abscissecurviligne Si Gf est
periodiquedepériodeT 0, alorsT estla longueurdela courbedeOaT.

1.1.3 Tangenteet normale a une courbe

Soit Gf unecourbeparanétréeede classeC?. La tangentea GaupointM  f t estla
droitepassanparM etdevecteurdirecteurf t . Le vecteurunitairetangent Gestdoncdé ni
par

ft

ft

Commet t estdenormel,ona t I,tt t t 0.

tt

Pardé nition, lacourtureent estdonréepark t t t ,etlerayondecourture(éventuellement
inni) parRt Kkt 1 Entoutpointoulacourtureestnonnulle,ondé nit la normaleprin-
cipaleunitairen t etle vecteurbinormaleb t par

tt nt et bt tt nt
Rt

1.2 Surfacesparameétrées

On supposalanscequi suit 3 rapporé a un répereorthonorné qu'on noteOxyz.

Dé nition 1.8 : unesurfaceparamétréeede 2 estuneapplicationcontinueS: uv w
Suv 3 weétantunouvertconneede 2.
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UnesurfaceparanetreeSde 3 estdite declasseC' lorsqu'ellepos®dedesdérivéespartielles
successiesjusqu'al'ordre r, continuedansl'int érieurdew. On pose:

S S
S — et WS —
Tu U v v
Commedansle casde courbesparangtrees,deux surfacesparanétréesS; : wi 3 et

S Wy 3 sontditeséquialentess'il existeunebijectiong:w;  wotellequeS; S Q.
On remarqueaussique deux surfacesparanétréeséquivalentesont la mémeimagedans 3,
maisla réciproquen'est pasvraie.

Dé nition 1.9 : Une surface géonetriquede 3 estune classeS de surfacesparamétrees
equivalentes.

Une surfaceparanétrée S : w 3 dela classeS estdite une repesentatiorparanétrique
de S. Dansla suite,on désigneraune surfacegéeonetriqueS parle couple S S ou S estune
repesentatiorparanetriquede S.

Dé nition 1.10 : Unesurfacegéonetrique S S de 2 estdite surfacerégulieresila differentielle
de S enchaquepointdew estuneapplicationlinéaire derang2.

Proposition 1.3 : Une surfacegéonétrique S S de 2 estréguliere si et seulemensi pour
tout uv w, lesvecteus ;S et fyS sontlinéairementsndépendants.

Le plantangentpy a S au point M estle plan engende par 1S et ,S. Le produit vectoriel
TS 1S estdifferentde zéro et estnormala py, on dit qu'il estnormala S. On dé nit le
vecteumormaleunitairen par:

WS WS

WS WS

On constateaisfmentquepy etn sontindependantslela parangtrisation.

Surfacesderéwlution Unesurfacederéwlution S d'axe Oz declasseC? dans 2 peutétre
dé nie paranétriquemenpar:

Suv fvcosufvsinugv (1.2)

ou f et g sontdeux fonctionsréellesde classeC?. Cette surface est obtenuepar rotation
autourde l'axe Oz d'une courbeplane méridienneCy dont I' équationdansle plan xOz est
dé nie parangétriguemenparv f v gv .OnsupposauelacourbeCy estréguliere,i.e.

v f2v g?v 0, etquelafonction f nes'annulepas.Elle gardedoncun signeconstant,
par exemplepositif. Le paranetre u estl'angle de rotationautourde I'axe Oz et f v estla
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distancedespointsde S al'axe Oz. Les vecteursangentsaux lignesde courbesenu etenv
sontrespectrement

1S fvsinufvcosu0O et S f vcosuf vsinug v (1.2)

Onremarquelansce casquecesdeuxvecteursontorthogonauxDe plus,avecleshypotteses
faitessur f etg, cesdeuxvecteurssontnonnulset sontdonchienlinéairementndépendants.

Surfacestoro'dales ConsiceronsunecourbeméridienneCy du planxOz périodiquedepériode
p etrégulierederepiesentatiorparangtrique f v g v . Onsupposeajuetout couple vy Vo
telque f vi gwv1 fvw gvw véeriev vi p ,cequisignie quelacourbeCy est
simple.En n, commeci-dessuson supposeaqueCy ne rencontrepasl'axe Oz, et quela fonc-
tion f eststrictementpositive. Nousdisonsquela surfacede réwlution engendee parCy est
torodale.

Exemplad'une surfacetoro'dale: Le tore.SoitCy le cercledu planxOz derayonr etdecentre
X Rz 0,ouR r 0.Cecerclepeutétredé nie parf v R rcosvetgv rsinv.
La surfaceengendeeparla rotationde Cy autourdel'axe Oz estappeéetore.

1.3 Courbe traceesur une surfacede réwolution

Soit S une surfacede réwlution et soit Gf une courbeparanetreetracce sur S. Cette
courbepeutétredé nie paranétriquemenpar:

t ft Sut vt

Un simplecalculpermetd'obtenirle résultatsuivant:

Lemme 1.1 : Une paramétrisationf d'une courbesur unesurfacede révolutionestunepa-
rametrisationpar l'abscissecurviligne si et seulemensi

f2 g2V fa? 1 (1.3)

Intéressons-noumaintenantwux courbedermeestraccessurdessurfacesorodales.

Lemme 1.2 : Dansle casou S estunesurfacetoro’dale, siGestfermég | a b lintervalle
dedé nition def, il existedeuxentiesk etk telsque:ub ua 2kpetvb va kp.
Démonstration. CommeG estfermée,alorsSu a v a Sub vb .Del équation(1.1)
etdel'hypothesef v 0,ontired'abordf v a fvb etgva gVvb ,puiscosu a
cosub etsinua sinu b . D'apresla dé nition dessurfacestorodales,il existedonc
deuxentiersk etk telsqueub ua 2kpetvb va Kkp.
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Proposition 1.4 : Soit G une courbepériodiquede périodeT 0 et de classeC?! tracce sur
unesurfacetoro'dale. Alorsil existedeuxentieisk etk telsquepourtoutt

ut T ut 2kp vt T vt Kkp (1.4)

Démonstration. Le fait queGestpériodiqueentrdne qu'elle estferméesurl'intervalle t t
T pourtoutt . D'apresle lemmeprécdent,il existe deuxentierskt etk t telsque
ut T ut 2ktpetvt T vt kt p.Montronsmaintenantjuepourtoutt,

ut ut T vt vt T (1.5)

CommeGestpériodiquedeclasseC!, onaf | f I T .Or pourtoutt nousavons:
ft fuSut 9Svt .Enutilisantlesexpressionslef,Setf,Sdonreesparl équation(1.2)
nousobtenons

vt f vt cosut ut fvt sinut
ft vt f vt sinut ut f vt cosut
vtg vt

Enécrivantf t f t T ,nousdistinguongddeuxcas:
l.g vt 0:danscecasontrouvefacilementgjueut ut T etvt vt T.

2.g vt O:dufaitque f v g v 0 O pourtoutv , ondéduitquef vt 0
etparsuiteonobtientanouveauut ut T etvt vt T.

Enintégrante syseme(1.5) onobtientquek etk sontindépendantslet.

1.4 Geodesiquesd'une surface

1.4.1 Cadregéneral

Soit S S unesurfacerégulierede 3.

Dé nition 1.11 : On appellegéocesiquede la surfaceS toutecourbeparamétree Gf deS
dontentoutpointM f t levecteuf t estorthogonalauplanpy tangentenM ala surface

Remarque : Lorsquela normaleprincipalea unegéodesiqueexiste,alorselle concideavecla
normaleala surface.

Donnonsmaintenanteséquationglifferentiellesd’'une géocesique.

Proposition 1.5 : Soit Gf unecourbetracéesur unesurfaceS. C'estunegéocesiquesi et
seulementsi, elle estsolutiondu sysemed' équationdifféerentielles(1.6).
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Ei FV TS 15,50 21,8 125w 1S 12,9 0
(1.6)
Fii GV TS 13,5¢* 21,S 3,Sw 1S 1292 0

ouEuv TS %2Fuv 1S fSetGuv 1S 2

Démonstration. Pourtraduirele fait queGestunegéocesiquec'est-a-direquele vecteurf  t
estorthogonalau planpy tangentenM ala surface,il suft d'écrirequece vecteurestortho-
gonala deuxvecteurdinéairementndépendantsie ce plance qui estle casdesdeuxvecteurs
fTuSety,S

Enécrivantleséquationg,S f t Oety,Sf t 0Oonobtientle syseme(1.6).

Cesysemepeuts'écriresousforme matricielle:

2

E F S 'HﬁuS luS ﬂavs TS ﬂ\z,VS u
F G v 2w 0 (1.7)
WS &S WS 1S WS s 2

D'apres|'ind épendancelesvecteurstangentda matricequi appard devantles dérivéesse-
condegdeu etv estderang2. Une géocesiqgueestdoncsolutiond'un sysemenonlinéairede
deuxéquationglifférentiellesordinairesdu seconcdordre.

De cettecaracérisationdesgeodesiquespntire unrésultatd'existencelocal.

Théoremel.l : Pour tout point M de S, il existeune 0 tel quepourtoutt de py etde
normel, il existeunegéodesiquede S de vecteurvitessenitiale égalat et qui estdé nie au
moinssur l'intervalle e e. Lorsquet parcourtI'ensemblede cesvecteus unitairesde pp,
lesgéoesiquesassoceesG remplissenexactementa boulemétriqueouverteB M e formée
despointsde S dontla distancea M estinférieure a e. En outre, pourtout0 e e lares-
triction deG a 0 e estl'unique pluscourtcheminde S qui joint sesextrémiges.
Démonstration. voir Bergeret Gostiaux[6].

Dansle casdessurfacedermeesqui estcelui qui nousintéressalansla suite,on disposede
résultatgglobaux.

Proposition 1.6 : SoitS unesurfacefermée Alors,toutegéocesiqudocale peutétre prolongee
enunegeocesiquede nie sur toutentier De plus,deuxpointsdeS peuventoujoursétrejoints
par au moinsunegéocesiquedonnantie minimumdela longueur

Démonstration. voir Schwartz[82].
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Proposition 1.7 : Toute paramétrisationd'une geocesique G f estproportionnellea I'abs-
cissecurviligne

Démonstration. Le vecteurf t estorthogonalau planpy doncil estorthogonalauvecteur
f t,cesta-direquef t f t Oetparsuite f t C ou c estuneconstantePosons
s ctetys ft.Onay s 1, c'estuneparanetrisationparl'abscissecurviligne.

1.4.2 Casdessurfacesde réwlution
Soit S unesurfacederéwlution dé nie commeonl'a vu auparagraphd.2par:
Suv f vcosufvsinugv

ou f etg sontdeuxfonctionsréellesassezégulieres(aumoinsde classeC?).

D'apresleséquationg1.2) donnantf|,S et {,S pourlessurfacesderéwlutionona:
Euv f2v Fuv 0 Guv f?v g?v (1.8)

Soit Gf unecourbeparanétreetraccesurS,
t ft fvt cosut fvt sinut gvt

ou u etv sontdeuxfois differentiables.

Proposition 1.8 : Leséquationgd'une geocesiqued'une surfacederévolutions'écrivent:

f24 2ffuv O

f2 g2v ffu ff gg vV O (1.9)

Démonstration. Le syseme(1.9) s'obtientfacilementa partir du syseme(1.6).

Corollaire 1.1 Propriété de Clairaut : Le long d'une géodesique il existe une constanteC
telle que:
t f2vt ut C (1.10)

Démonstration. La premeereéquationdu systame(l.Q)s'ecnta f2vt ut 0. Il existe

doncuneconstanteC, telle quepourtouttonafé vt ut C.

Consiceronsmaintenantesparanetrisationd parl'abscissecurviligne.Alors C dé nie par
(1.10) estappeée constantade Clairaut. Donnonsl'interprétationgéonetriquede la propriete
deClairautdanscecas.Soit0 g p 2l'angle quefait la geocesiqueavecle paralkle quila
coupeenunpointdonre.Ona

S f

fu
TS

cosq
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Sir désignela distancedu point consiceré a I'axe deréwlution,r  f, on obtientla relation
suivante:

rcosq C (1.12)

C=r cosx

FIG. 1.1- Géockesiquesurunesurfacederéwlution.

D'apresl' équation(1.10),la fonctionu gardeun signeconstantjui correspona I'orienta-
tion dela géocesique Nouschoisissongourl'orientation desgéocesiquede senddirectdero-
tationautourde Oz.Cechoixcorrespondprendreu s  OetparsuiteC 0.LesgéodEsiques
correspondardC 0 sontlesméridiensvoir la propositionl.9 ci-dessousLa relation(1.11)
devientC rcosqetonpeutremarquequeC mingf vs .

Donnonsmaintenantieuxcasparticuliers.

Proposition1.9 : Lesméridiensf s S up vs sontdesgeocesiquesieS.
Démonstration. La premiere équationdu syseme(1.9) esttrivialementvéri €e.D'autre part
I'équation(1.3) devient: f2 g2 Vv2 1. Par dérivation par rapporta s nousobtenonsa
deuxiemeéquationdu syseme(1.9).

Proposition1.10 : Unparallelef s S us vy estunegéocesiquesietseulemersi f vo
0.
Démonstration. Commev 0, I' équation(1.3)fournit

s f2vs s 1

cequi prouwe enparticulierque
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D'apres sacontinuit, u gardeen fait une valeur constantegt donct 0. Ainsi, I' équation
(1.9) estvéri ée.L'équation(1.9) devientéquivalenteaf v 0.

Corollaire 1.2 : Unecourbeconcidantsur unintervalleavecun parallele correspondana vp
estunegéocesiquesi etseulemensi f vp O etsielleconcidepartoutavecle parallele
Démonstration. Il suft d'utiliser le fait quesi deuxgéodesiquesconcidentsurun intervalle
ellesco'ncidentpartout.

La propositionsuivantecaracériselesgéocesiquesa I'exceptiondesparalkles.

Proposition 1.11 : Toutecourbegéocesiqueparanetréepar I'abscissecurviligne véri e

f2 g2v fa? 1

1.12
C f2vu C (1.12)

Réciproguementtoutecourbeparametréevéri ant (1.12)etnecao’ncidantsuraucunintervalle
avecun paralleleestunegéocesique
Démonstration. Le sensdirectestévident.
Réciproquemensupposonsgueleséquationg1.12)sontsatishites.Alors I' @quation(1.9); est
trivialementsatishite.Intéressons-nousl’ équation1.9),. Pardérivationdel' équation(1.12),
ona

foui ffuv f2 g2w ff gg V¥ O

guel'on peutécrireaussi
f2u 2ffuvu 2 g?v ffuy ff gg Vv O
Commeon adéjavu que(1.9) estsatishite,onadonc
f2 g?v ffu ff gg Vv O

Entoutpointtelquev s  0,I' équation(1.9) estdoncsatishite.Etenunpointtelquev s 0,
commepar hypotresev n'est pasidentiquemennulle suraucunsous-interalle ouvert conte-
nants, I' équation(1.9), estaussisatishite parcontinuit.

L'int éret deséquationg(1.12) par rapportau syseme(1.9) estqu'elles sontd'ordre 1 et
gu'elles permettentle calculeren un point donreé et pour uneconstantade Clairautdonréela
tangentdnitiale a la géocesique Voyonsmaintenantenquoi ellespermettentie construireles
géocksiguesautresqueles paralkeles.Nousavonsdéja vu quela constantele Clairautvéri e
0 C minsf vs ,etqu'elle estnulle pourlesméridiens.Par ailleurs,la constantele Clai-
rautd'une géocesiqueparalkele outangentea un paralkele,correspondara vp vaut f vg .

Proposition1.12 : SoitMg S up Vo un point dela surfacederévolutionet soit C véri ant
0 C f v .ll existeexactementleuxgéocesiquepassanpar Mg ayantC commeconstante
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deClairaut. Ellessontsynétriquespar rapportau plan méridienpassanpar M.
Démonstration. PuisqueC  f vp , une géodesiquepassanpar Mg ne peutpasétre un pa-
ralleleetnouspouwonsutiliser la propositionprécedentel.11.Leséquationg1.12)prisesensy
I'abscissecurvilignede Mg fournissent

1 2yl s

et Vs v 97

U So

f2 Vo

Onvoit doncquedeuxdirectionsde départpeuventétrepriseset qu'ellessontsymétriquespar
rapportauplanmeéridien.ll suft ensuited'appliquerle theoremed'existenced'une geéoesique.

1.4.3 Geodesiquespéeriodiques

Dé nition 1.12 : Unegéodesiqueestdite périodiquesi elle estunecourbepériodique

Dansle casd'unesurfacequelconquel, e xistenced'unegéodesiquepériodiquen’estpasévidente.
Pourtantjl y ale résultatsuvantsurun casparticulierde surfaces

Théoremel.2 : SoitS une surfacecompkte homeéomorphea un plan, un cylindre ou a une
bandede Mobius.Si S a uneaire nie, alorsil existeunein nit & de geodesiquegériodiques
surS.

Démonstration. voir Bangert4].

Larecherchelesgéocesiquepériodiquesurdessurfacegorodalesestrelatvementsimple.
Dansla suiteS désigneunesurfacetorodaleet Gf unegéocdesiquepériodiquede périodeT
parangtréeparl'abscissecurviligne.On avu dansla propositionl1.4 qu'il existedeuxentiersk
etk telsquepourtouts:

us T us 2kp
vs T vs kp (1.13)
Remarque-Deé nition : onpeutfacilementinterpieterk commele nombre (positif ou nul) de
tours autour del'axe deréwlution. Eneffet, d'apresla propriete de Clairaut,eéquation(1.10),

— oubien,pourtouts,us 0,i.e., lafonctions us estconstanteLa géocesiqueest
un méridien: elle n'effectueaucuntour autourde I'axe. Par ailleurs,k dé ni par(1.13)
esttrivialementnul.

— ou bien, pourtout s, u s eststrictementpositif. L'angle polaire estune fonction stric-
tementcroissantade s, on endéduitquek 0. Commeu estcontinue,l'angle polaire
prenddefagon bijectivetouteslesvaleurscompriseentreu 0 etu T  u0 k2p:la
géockesiqueeffectuek toursautourdel'axe deréwolution.
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Intéressons-noumaintenant l'interprétationdu nombrek. Donnonsun lemmedéduitde
la propositionl.11.Dansla suitenousnoteronamle minimumdela fonction f sur 0 p . C'est
aussisonminimumsur . Commef estde classeCl, si m estatteintenvg, alorsf vg 0.
Nousnoterongry le minimumdes f v s lelongd'unegéocesiquepériodique Gf . Au-
trementdit, ceminimumestprisindifferemmensur O T ousur . Simy estatteintensy, alors
f vsg v 0.Pourlacompgéhensiorgéonetriquedesrésultatqui suivent,il estutile de
rappelerque f v désignea distanceal'axe deréwlution detout pointdeparanetres u v de
la surface.

Lemme 1.3 : S'il existesytelquev s 0, alorsny estatteintensy, etla constantede Clai-

rautCverieC fvyg .

Démonstration. D'apres les équations(1.12),en 5 tel quev g 0, on a immédiatement
fvs C ou C estla constantede Clairaut assocge a la géocesique.On a déja vu que,
d'apressoninterpretationgéonetrique,C minsf vs .Ainsi,C f v g minsf v s

.

Proposition 1.13 -Dé nition : Sik 0, oubienla géodesiquesstun parallele oubienil existe
un parallele gu'elle nerenconte pas.On dit qu'elle n'effectueaucunespire autour dela sur-
face

Démonstration.Commek O,vT v O etilexistesy 0T telquevsy 0.Lagéocksique
esttangenteenf sy auparalkelepassanparf s .

-oubien,f vg 0 etla géocesiqueconcideavecceparalkle.

-oubien, f v g 0 et m ne peutétreatteintenv 5o . Cependantd'apresle lemmel1.3,
My estatteinten sp. Ainsi, myg  m. Autrementdit, la distancea |'axe surla géodesiquereste
strictemensuperieurea savaleurminimalesurun méridienou surla surface.ll existedoncau
moinsun paralkle quela géodesiquenerencontrepas.

Passonsucask O.

Proposition 1.14 : Le nombe k estnonnul si et seulemensi la fonctions v s eststricte-
mentmonotone

Démonstration. - Supposon& 0. Remarquonsoutd'abordquecommelafonctions v s
estcontinuesur , elle estsurjectvesur v0O v T vO vO kp.Commek 0,onen
déduitquelafonctions f v s estsurjectvede surlmf.Ainsim .

Supposons nonstrictemenmonotonell existedoncsytelquev s 0.D'apresle lemmel.3,
me estatteintensg. Commeny m,v  f v atteintsonminimumenv s etnécessairement
f vy 0. La géockesiqueconcide doncavec le paralele passanparf s . Il estévident
gu'alorsk 0, ce qui estencontradictionavec 'hypothese.Par suitev eststrictementmono-
tone.

- Si v eststrictementmonotone par exemplestrictementroissanteil estévidentquev T
vO,doncvO kp vO,douk O.
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Remarque-Dé nition : Sik 0,lafonctions v s étantstrictemenimonotoneet continue
estbijectvede O T surv0 v T v0O vO kp.Surlintervalle O T , ellecroisek fois
chaqueparalkle. On dit qu'elle effectuek spiresautourde la surface.On peutnoterquedeux
géocksiguesymetriquesparrapporta un méridienontdesnombresie spiresoppoes.

Pourswons|' étudedesgéocesiquedellesquek estnonnul. Dé nissonsj :¢c 0 m
j € par
12

p 2 2
j C hcvdv ou hcv ¢ f7v_g7v

0 2p f2v f2v 2 (1.14)

Théoremel.3 : Sila géodesique Gf estpériodigue et fait au moinsune spire, alors sa
constantede Clairaut C eststrictemeninferieure a m et elle estlieeau nombe detoursk et
au nombe de spiresk par la relation

jC (1.15)

Démonstration. Commela géocesique G f fait au moinsune spire,alorselle croisek fois
chaqueparaleleetonam m.OrC my doncC m.SiC  m,doncC my, alorsil existe
s telqueC f vg . Dapresleséquationg1.12),vs 0, parsuitela fonctionv n'est
passtrictemenimonotonece qui esten contradictionavecla propositionl.14.Par congquent,
C m

D'autre part,d'apresleséquationg1.12),et commev gardeun signeconstaniui estcelui
dek, ona, pourtouts,

C f2vs C2 12

us et vs sgnk
f2vs g f2vs f2vs g2vs

Integrantia premereéquationentre0 et T, et effectuante changementdevariablev v s qui
estpossiblequeparcequev eststrictementmonotonenousobtenons

T VT 2y 2y 12
2k p i signk C g dv
o f2vs v O 5 512
fv fev C
(1.16)
p f2y g2v 1?2
sign k kC > dv
0 fv f2v (2
d'apresla périodicitt de f etg.
Autrementdit,
. k k
J signk k  k (1.17)

Donnonsmaintenantineréciproqueaurésultatprécedent.
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Théoremel.4 : SiC 0 m esttellequej C , alors les géoesiquesayantC comme
constantede Clairaut sontpériodiques.
Démonstration. Posong C qaavecq etq premierentreeux.

Remarquongout d'abordquev s eststrictementmonotone parcequesinon, il existe 5y tel
gquevsy 0. Or dapresle lemmel.3 aisfmentétenduaux géocesiguesquelconquespn
obtientC f v minsf v s m, ce qui constitueune contradiction.Noussupposons
désormaispour x erlesidéesy s strictementroissante.

Démontrongjuev s n'estpasborrée.Nousdistinguonsideuxcas.

u s n'estpasborrée: alorsu s ¥ quands ¥. Soientn ets; unevaleur

positive del'abscissecurviligne,alorsil existeT; Otellequeus; Ti  us  2ngpdonc
s 1
us ds 2nqp. Entenantcomptedeséquationg1.12)et enfaisantle changementie

S
variablesy v s, nousobtenons

vsy T1
hCvdv ng
V §1
, . o} . . P ng . , .
D'autrepart,dej C a noustironsaussi h C v dv g Maish C estdepériodep,
0
donc
Vs ngp p
hCvdv ng hCvdv nqg
VS 0
Vs ngp vs T1 Vs ngp
D'ou, hC v dv h C v dv parsuite, hC v dv 0.Cerésultat
Vs Vs vs Tp

n'estvraiquesivsy Ti  vs  ngp.
Donc,pours; x ée,pourtoutentiern, il existeTy Otelquevs; T1  vs  ngp. Alors
Vv s n'estpasborrée.

us estbornée: doncil existe uy telle queu s Uy quands ¥. Raisonnons
par absurde Supposongju'il existe vy tellequevs  w quands ¥ . Doncquand
S ¥,Sus vs convemge versle point S uy vy . D'autre part, d'apres les équations

(1.12)nousobtenonsjueu s  C f2 w quands ¥ etquev s corvergeversunecer
tainevaleurquenousnotonsvy quands ¥ . Parcongquentje pointS uy vy estunpoint
limite dela géodesiqueG dontla tangenteence point estporteeparle vecteur

wf w cosuy uxf w Sinuy
ty wf w sinug uxf w coSuy
Ve g Vy
Or, il existe unegéocesiquequi n'estautrequela suitede G, ayantle pointS uy v comme
origine et ty commetangente.Par suite le point S uy w n'est pasun point limite de la
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géocksiqueGcequi estabsurde.

Finalementy s n'estpasborrée.Soit 5 unevaleurquelconquelel'abscissecurviligne, il
existedoncTp Otelquevs To VvS  gp.

p
Ona:j C qa c'esta-dire hCv dv qa Mais f et g sontpériodiquesde période
0

Vs gp
p, alors hCv dv q. Enfaisantle changemente variablesv v s, etente-
Vs
’ - &) TO
nant comptedeséquations(1.12) nous obtenons. usds 2qp,doncusy Top

S
us, 29p.

De plus,enutilisantle faitquevsy Tp Vv S gpleséquationg1.12) nousdonnent
us To Uus etvsg Top Vv S . Aveccesrésultatsiousvéri ons facilemenuelesvec-
teurstangentsala géocesiqueens spetens sy Tp sontconfondusAinsi la géodesique
enguestionestpériodique.

Proposition1.15 : Lafonctionj :¢c Om | c eststrictementroissante
Démonstration. Il estévidentquej estunefonctioncontinuesur 0 m et dérivablesur 0 m
etl'on a:

Pehcv fhcv 1 f2vy f2y g2y 12
dv avec —
o Tc 1c 2pf2v 2 f2v f2v 2

fhcv

(1.18)

Comme estpositive pourtoutc 0 m alorsil enestdemémepourj c . Parsuitela
fonctionj eststrictementroissante.

Proposition 1.16 : Sila fonction f estdeclasseC! etdérivabledeuxfois, alors

C|Immj C ¥ (1.19)

12

P f2v g?v dv

o f2v f2v ¢2
Commef etg sontcontinuessur , p-périodiqueset f2 g2 0, alorsil existeg O tel

Démonstration. Posond ¢

quef? g2 ¢ Dautrepartf estcontinuesur et p-périodique,alorsil existe M tel que
0 m fv Mpourtoutv .Onendéduit:
g P 1
c Om Ic = ——dv 1.20
Mo f2v c2 (1.20)
P 1

s . L 1
Etudionsmaintenant] ¢ sdv. Il suft delétudierpourc;  n? ~ Nous

o f2v ¢
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avonsdonc:
P 1
J ¢y dv
0 f2y m i
. . 1 . i
Il estclair quela suiten estcroissanteenn (av x €).DoncJ ¢, estune
f2v. m 1
suitenumérique(positive) croissanteOn endéduitdeuxpossibilies:
. . 1 o P 1
— oubienJ ¢, estmajoee.Alorsy v. ——————— estintégrablestJ c, —_—
f2v. m o f2v
guandn ¥,
— oubiend ¢, ¥ quandn ¥,

Montronsque le premiercasne peutpasse produire.Soitvyg 0 p tel que f atteigneson
minimumenvp, onsaitquef vy  0.Commef estdeclasseC! etdeuxfois dérivable,alors:

fv fvw fwv vw hv ae h Cld¢hv kiv w?

Doncf2v m 2mhv h?v m HRAv,avecO Rv ksv Vg2 Parsuiteona:

1 1 1
2y m hAvi2 k%zv Vo

qui estnonintégrableauvoisinagede v

Onadoncl ¢ ¥etj c ¥ quandc m.

Corollairel.3:Imj j Om 0 ¥.
Démonstration. Il suft deremarquequej estcontinue,croissantej 0O Oetgimmj c

¥,

Proposition 1.17 : Lesentiersk etk del' équation(1.13)sontpremies entre eux.
Démonstration. Remarquongout d'abord que dansl' équation(1.13), T estla périodede la
géocksique Gf , etquek estdemémesignequev qu'on supposeositif.

. : , k . .
Soientg etq deuxentlersprem|ersentreeuxtelsqueE qa Onadonc:j C qa Ceci
entrdne d'apresle théoremel.4 qu'il existeTy Otelque:

us T4 us 2gp (1.21)

vs T1 Vvs qp

On peutfacilementvérier quef s T, f s, parsuiteon endéduitqu'il existe un entier
ntelqueT; nT. En utilisantmaintenantes équationg1.13)et (1.21),on obtientq nk et
g nk.Orqgetg sontpremiersentreeux,ceciimpliguequen 1, etparcongquentk etk
sontpremiersentreeux.

dv
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Enrésung, le problemed'existenced'une geoesiquepériodiquefaisantaumoinsunespire
sur une surfacetorodale revient donc au problemede trouver une valeur de la constantede
ClairautC tellequej C . Commelm;j 0 ¥ ,alorsil existeunein nit &devaleursde
C dontlesimagesparj sontdans . Par conequentsurunesurfacetoradale,il existe une
in nit édegéodesiquegpériodiquedaisantaumoinsunespire.De plus,le nombredetoursetle
nombredespires( 0) quedoit faireunegéodesiquepériodiquesontpremiersentreeux.

Algorithme

Donneru 0 ,v 0, ketk

Calculerla constantele Clairautdel’ équation(1.15)‘

Calculeru 0 etv O enutilisantle syseme(1.12)

Résoudrde syseme(1.9) pourobtenirleséquationgela géooésique*

Validation : Pourtracerune geocesiquepériodiqueil suft de x erlesvaleursinitialesu 0
etv 0, etde choisirle nombrede toursautourde I'axe de réwolution et le nombrede spires
guedoit fairela géodesique La constantale Clairautestobtenueparla résolutiondel' @équation
(1.15) ce qui permettrad'obtenir, en utilisant le syseme(1.12), les valeursinitialesu 0 et
v 0 . Par suite, les équationsde la géocesiquesont obtenuesen résohant le syseme(1.9).
Dansles exemplesque nousprésentongiansce chapitre,nousavonsrésolule syseme(1.9)
numeriqguemengvecle logiciel MAPLE.

FiG. 1.2—Desgéocesiquegpériodiquedracessuruntore.Ellescorrespondentespectrement
ak 6k 1,k 13k 1letk 13k 5.
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FIG. 1.3— Desgéodesiquegériodiquesraccessur unesurfacetora'dale mocklisantla forme
géonetriquedu ventriculegaucheElles correspondentespectiementa k 1k 1, k
2k letk 1k 2.

1.5 Construction d'un modeleabstrait pour le ventricule gauche

A n deveéri er queles bres myocardiquesontorganigesen surfacesdontellessontles
géocksiquesil estutile dedisposed'un mocdeleabstraitpourvaliderlesdifférentsalgorithmes
guenousdéwveloppongdansle chapitresuivant.

D'apresles obsenationsanatomiquesle ventriculegauchepourraitétre modelisé parune
formetoro'dale.Nousavonsdoncconstruitunmodelederéwlutionformé desurfacegorodales
embadtéesyoir Figurel.4.Cessurfacessontgéréreesparlarotationautourdel'axe deréwlution
de courbeaméridiennesenforme de croissantLa courbeméridiennede la surfacela plus ex-
terneestune courbeB-spline de classeC? polynomialede degré 3 obtenueavec cing points
de contdle, voir annee B. La distancede cettecourbea I'axe de réwlution estprochede 0,
maisn'est paségalea 0. Elle estminimaleau niveaude I'apex ou les bres peuwentpassede
I'épicardeal'endocardeLes courbesméridiennesiesautressurfacessontdeduitesde cellede
la surfacela plus externeenlui appliguantunehomottetiederapportl ,0 | 1 etdecentre
choiside fagon a ce queles courbesobtenuese se croisentpas.Donc a chaquevaleurdel
correspondinesurfacequ'on note§ .

Nous avons construit sur chacunedes surfacesainsi dé nies un réseaude géocesiques
périodiquesqui se deduisenti'une de l'autre par rotation autourde I'axe de réwolution. Par
conequentlesgéocesiquesiechaqueaéseawntunemémeconstanteleClairaut.Lesgéodsiques
sontchoisiesde fagon a effectuerun seultour autourde I'axe de réwolution et, unespire pour
lessurfacesnonprofondestdeuxspirespourlessurfacesprofondegc'est-a-direpour| petit).

La structuredu ventriculedroit estassezomplexe. Les outils classiquesie géontetrie ne
semblentpastres puissantgour en construireun mocele. La disponibilite de nouwelles ma-
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FIG. 1.4 — Le mocele abstraitdu ventricule gauche.A gauche,des courbesméridiennes
embadtéesqui gérerentdessurfacesembdtées(aucentre)enlesfaisanttournerautourdel'axe

deréwlution. A droitedesgéocesiquegpériodiquesyjui sedéduisent'une del'autre parrotation

autourdel'axe deréwlution.

chinesetdenouweauxoutils permetla repesentatiomeformes3D a partirdecourbestdesur
facesparanetrées Nousprésentonslang'annexe B desmodelespourlesformesgéontetriques
desdeux ventriculesa l'aide dessurfacesB-splinessur lesquellesnous pouwons tracerdes
géocksiquesen utilisantun algorithmedéweloppe par Valérie Pham-Tong[73] pourtracerdes
pluscourtscheminssurcetype desurfaces.
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Chapitre 2

Outils numeriques- Application au
myocarde

2.1 Intr oduction

SelonStreetef85], les bres myocardiquesontorgani€esensurfacegoro’dalesembdtées
dontellessontles geéotesiquesPartantde donreesexpérimentalespbtenuegar la technique
de microscopieen lumiere polarisee développee par Jouket al. [47], nousvoulonsd'un coté
reconstruirdes bres et les surfacessur lesquellescourentles bres, et d'un autre coté ten-
ter de véri er la conjecturede StreeterLa techniqueexpérimentalemesurepour un nombre
de pointssetrouvantdansdessectionsdifferentesdansle myocardedeuxanglesa partir des-
guelsl'orientationdela bre peutétredéduite. Autrementdit, le travail expérimentalfournit un
champdiscrettridimensionnebesdirectionsdes bres.

Dansnotretravail noussupposongjuele ventriculegauchea une structurede réwolution.
Plus précigment,nous voyons sa surface externe gérérée par rotation autourd'un axe de
réwolution d'une courbeméridiennequi a la forme d'un croissant.Ce mocdele simpli & nous
permetd'utiliser I'in variancede la constantade Clairautle long desgéodesiquesdessurfaces
deréwlution. La propriéte de Clairauta d'ailleurs ét€ utiliseepar Streeteiqui disposaitde me-
suresdansla partieéquatorialdibre du ventriculegauche.

Dansce chapitre,nousprésentongout d'abordle cadremattematiquedanslequelsesitue
notre problemeainsi que quelquesméthodesnumériquesqui sontutiliséesdansla suite pour
déwelopperdesalgorithmesde suivi de bres et de reconstructiorde surfaces.Ensuite,nous
construisongdes mocdeles abstraitspour les formes geoneétriquesdes deux ventriculespour
pouwir validerlesdifferentsalgorithmesquenousavonsdéveloppes.

A n devéri er la conjecturede Streeternouscalculonsentout point du ventriculegauche
la quantieé de Clairautet noustragonssesisovaleursdansdessectionshorizontalestverticales.
De plus, nousutilisonsl'algorithme de suivi de bres pourobteniruneinformationsurchaque

47
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bre sepaément.Nousremarquongjuele longd'une bre donréela quantié de Clairautreste
invariante En n, nousutilisonsl'algorithmedesuwi de bres pourvisualisedessurfacesd'iso-
valeursdunombredeClairaut.Lessurfacesobtenuesnontrentclairementa structuretoro dale
du ventriculegaucheetla formehélico'daledestrajectoiresdes bres.

La structurerelatvementsimple du ventricule gauchen'est plus valable pour le ventri-
culedroit, les algorithmesde reconstructiorde surfacess'averentsensiblesa la précisiondes
donréesanatomiquegout celaalimit & nosrésultatsau ventriculegaucheuniquement.

2.2 Donnéesanatomiques

L' équipeRFMQ dulaboratoireTIMC adéwveloppe unetechniquedemicroscopieenlumiere
polari€e, pour déterminerl'orientation des bres dansdes coeursfoetaux. Une description
completedu protocoleestdonréedansl'annexe A.

FIG. 2.1— Cartesangulaires agauche'angle d'azimutqui variede 0 ap, etadroite,l'angle
d'élévationquivariedeOap 2.

Lesrésultatssontconstitles de cartesangulairedourniespour descoupesdisciétistesen
voxels,voir Figure2.1. Danschaquevoxel uneinformationmoyenneestcollecée,deuxangles
sont mesues, I'angle d'élévation ou latitude q et I'angle d'azimut ou longitudej . L'angle
d'élevation estl'angle quefait la bre avecle plan de coupeet I'angle d'azimut estl'angle
guefait la projectiondela bre surle plande coupeavec unedirection x e de ce plan, voir
Figure2.2.

Pour déterminerla positiond'un vecteurdansl'espace,l'angle j varie entre0 et 2p, et
l'angle g entre § et}. Parcontre,dansle casd'unedroite,il suft deconnétrej entre0etp
etgentre 5 eth pourdéterminersadirection.Par congquentuneconnaissanctcaledeces
deuxanglescomprisentre0 etp pourj et & et§ pourq déterminecompketementa direction
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(2.1)

cosgcos

tx
cosgsinj

t oty
t; sing

t dela bre :
Latechniquautiliseenepermetpasdedistinguerentreq et . Lesvaleursfourniespourg sont

doncmesugéesdanslintervalle 0 § .
D'un point de vue matlematique,on peutdire qu'on a un champde vecteursdiscietise
répartidans|’ épaisseudu musclecardiaqueet les bres sontconsicereescommedescourbes

Axe longitudinal

A

tangentegnchaquepointa cechamptridimensionnel.

N | X
q j//i,/’
§@
$

A

FIG. 2.2— Repgsentatiorscrematiquedesanglesd’ élevationet d'azimut.

2.3 Reconstructionnumerique descourbes
3, il s'agit de reconstruiredescourbesquiy
X t . Autrement
t xt

Etantdonré un champde vecteurst : W
soienttangentegntout point. Nousles cherchonsousforme paranetreet
dit, nouscherchonx solutiondel' équationdifféerentielledu premierordrex t

2.3.1 Formulation mathematiquedu probleme
Rappelonsgci quelguesésultat€lémentairesurleséquationglifféerentiellesyoir parexemple

Cartan[19] et Demailly [26].
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R N R /

e N

FIG. 2.3—Un exempled'une courbetangentea un champde vecteurgdonre.

SoitU unouwertde Metf:U M uneapplicationcontinue Onconsicerel’ équation
differentielle
x ftx tx U (2.2)
Dé nition 2.1 : Unesolutionde(2.2)surunintervallel estunefonctiondérivablex : |

Mtelleque: t I, txt U,etx t ftxt

Dé nition 2.2 (Problemede Cauchy) : Etantdonreunpoint tg Xo U, le problemedeCau-
chy consistea trouverunesolutionx : | M de(2.2)surunintervallel contenanty dansson
intérieur, tellequex to  Xop.

Dé nition 2.3 : Une courbeintégralede (2.2) estune courbedifferentiableG qui a pour tan-
genteenchaquepointM  tp Xxg  Gla droite Dy d'équation:

X Xo t tof tgXo

DanslecaslD (m 1), f tg Xo estdoncla pentedelatangentea GaupointM, etdansle cas
géréral, f tg Xo estle vecteurdirecteurdela tangenteenM aG

Revenonsau problemede départ.On sedonneun champde vecteurs, on lui associeune
equationdifferentielleautonomex t t xt etonsupposd assezégulierpourguecette
equationdifférentielleadmetteune solution uniguequandune valeurinitiale estdonrée.Les
courbesgui sonttangente®n tout point a ce champne sontautresqueles courbesintégrales
de cetteéquationdifférentielle.Trouver cescourbesc'estdoncrésoudreun problemede Cau-
chy. Obtenirune solutionexacte (analytique)du problemede Cauchyn'est pasgéeréralement
possiblemémelorsquef estdonréesousformeanalytiqueetil existedenombreuseméthodes
de résolutionnumériguepar disciétisation.Dansnotre cas,le secondmembret n'est connu
gue sousforme d'une carteau départdiscrete gue nousétendonsen une cartecontinue.Ces
méthodesontdoncbienadapéesa notreétude.
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Nousrappelondgci quelquesnéthodeausuellesPourl' étudede la stabilite, la consistance,
la cornvergenceet I'ordre d'approximationnousrenvoyonsaux ouvragesd'analysenumérique
elémentaireCitonsparexempleCrouzeixet Mignot [25], Dieudonre [28], Demailly [26].

2.3.2 Résolutionnumerique du problemede Cauchy

Notre problemearésoudres'écritdonc:

X t X

Xty Xo (2.3)

Soittg t1 tv  to T unesubdvisionde toptg T . Il s'agit de déterminer
desvaleursapprocleéesxgp X1 XN desvaleursx t, prisespar la solution exacte x. Soit
h th1 tn O n N 1lepasal étapen, onle prendengéréralconstant.

On distinguedeux typesde méthodes. méthodesa un paset méthodesa plusieurspas.
Une méthodea un paspermetde calculerx,, 1 a partir de la seulevaleurangérieurex,. Une
méthodear pasutilise lesr valeursangérieuresx, Xn r 1 an decalculerx, 1.La partie
initialisationd'une méthodea deuxpas,c'est-a-direle calculdex, peuts'effectuerenutilisant
uneméthodea un pas.

Méthoded'Euler explicite: C'estuneméthodeaunpasd'ordrel.

Xn 1 Xn hnt Xn (24)

M éthodedu point milieu : Elle estd'ordre 2 etaun pas.

M éthodedu point milieu modi é: C'estuneméthodeadeuxpasd'ordre2. Elle sedistingue
delaméthodedupointmilieu parle calculdupointintermédiairex , 1 ouaulieud'utilisert x,

2
dontle calculestcolteuxon utiliset x, 1 qui estdéja calcuk aupasprécedent.
hn
Xp 1 Xn —Pn1
2 2
pn t Xn 1 (26)

2
Xn 1 Xn  hnpPn

Examinonaun aspechumériquequenousa sembé intéressantiansle trace descourbesgen
particuliersdangl'utilisation denosalgorithmegarnoscolleguesdebiologie-medecineC'est



CHAPITRE2. OUTILS NUMERIQUES- APPLICATION AU MY OCARDE 52

celuidutrace d'une courbedansles“deux sens”.

Soit Gx la courbeparangétreeou x:t totg T X t estla solutiondu probleme
(2.3).Posonxt x tp T .Faisongmaintenantinchangementeparanetresdet en t.Pour
t to T top,onnotext x t.DoncXetxsontdeuxparangtrisation®quialentesle
G Deplusx estsur ty T tp,lasolutionduproblemesuivant:

X t X

X to T Xt (2.7)

Maintenantdu point de vue numérigue,on sedemandesi les valeursapprocleesxg XN de
X obtenuegar la résolutionnumériquede (2.3) avec la conditioninitiale X tg  Xg sontles
mémesque les valeursapprocleéesde X obtenuegarla résolutionnumériquede (2.7) avecla
conditioninitialeX tg T Xo Xn.Autrementdit, onconstruittoutd'abordenpartantde
Xo hotresuite( nie) depointsxg XN, etensuiteenutilisantla valeurobtenuexy onconstruit
enpartantde xy la suiteXo Xn. La questionestdonc,lesdeuxsuitesde pointssont-elledes
mémes? Silaréponsestnégative,ondit quela méthodenumériqueutiliséen'estpasréversible.

La méthoded'Euler explicite, la méthodedu point milieu et la méthodedu point milieu
modi énesontpasréwversibles.

Méthodede Nystrom: C'estuneméthoded'ordre 2, adeuxpas.Sonsclemaestle suivant:

Xn 1 Xn 1 2ht Xn
tn 1 tn h

Montronsquecetteméthodeestréwersible.En effet, soientxg X1 XN construitegarla
méthodede Nystrom sur

(2.8)

Xt txt to t to T

xto  Xo (2.9)

Consiceronsmaintenant

~

t t Xt to T t to
o T XN

Xt X

(2.10)

PosonXp Xy etchoisissong&; xn 1. Laméthodede Nystromsurle syseme(2.10)fournit

Xo XN X1 XN 1

%1 S%p1 20 t% 1 p N 1 (2.11)

Montronsque,pourtout0  p N,X, Xy p.C'estvraipourp Oetp 1parconstruction.
Supposonsgjuec'estvrai jusqu'a p. Alors deséquations

et
XN p1 XN pi1 2ht)~(Np

ontireXp 1 XN p 1. D'oulerésultatannoneé.
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Validation numérique

Lesméthodegrésenéesci-dessumnt été teskessurplusieursexemplesde champsievec-
teursplansainsiquevolumiques.

1- Cercle plan : On consiceredansle plan (Oxy) le champde vecteursdé ni parl' équation
suivante:

X %

2 \2
<Y (2.12)
y X2 y2
La solutionde (2.12) pour la conditioninitiale x0 Ryy 0 0 estdonréepar x s
Rocos % ys Rgsin % . Sacourbeintégraleestle cerclede centrel'origine etderayon

Ro:x? y?> R3.Soit X, Yo le pointobtenualit érationn, onnoteR, x2 y2. L'erreura

Ry Ro Rn Ro -

T —— ————, C'est-a-dire,l'erreur
Ro Ro

cetteitérationestégalea etl'erreur globaleestmax;,

L¥ relative.

2- Courbe plane en forme de croissant: Cetexemplecorrespondaux courbesmeéridiennes
embatéesutiliséesdansla mocelisationabstraitedu ventriculegauchedansla partie1.5. Dans
le plan (Oxz), chacunede ces courbesméridiennesest obtenuea partir de la plus externe
entreellespar unehomottetiederapportl 0 1 et sonéquationparangétriguedansce plan
est x s z s .Siunpoint x z estalintérieurde la courbela plus externe,alorsil ap-
partienta une courbequi est compktementdé nie par unevaleurréellel 01, soit G
cettecourbe.Le champde vecteursen ce point correspondau vecteurunitairetangenta G ,
t xz tx X z t; x z . Entermed'équationdifférentielle cetexemples'écrit :

X tyXz

2 t,xz (2.13)

La courbeintégralede (2.13)pourla conditioninitiale x0 x z0 2z ,0u % 2 G,

estla courbeG ;. A [t érationn, on obtientle point x, z, auquelcorrespondune valeur
. i o o I
I » 0 1.Nouschoisissoneommemeésuredel'erreur a cetteitérationla quantlénio

et
l o

I'erreur globaleestmaxq%.

3- Géodesiquesdu modele abstrait du ventricule gauche: C'estle modele construitdans
la partie1.5. 1l s'agit d'un ensemblale surfacestoro’'dalesembadtéessurlesquelleson a trace

desréseauxde géodesiquespériodiques.Chaquepoint x y z du domaineappartienta une

surface dé nie par un nombreréel | 01, notte S, etil setrouve surune géodesique
périodiquedontla constantele ClairautestnoteeC, . Ondé nit le champdevecteursenunpoint

X y z dudomainecommeétantle vecteurunitairetangentncepointala géocesiquepassant
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parcepoint,t Xy z txXyz tyxyz t;xyz .Entermed équationdifféerentielle cet
exemples'écrit:

X tyXyz
y tyxyz (2.14)
zZ tyxyz

Pouruneconditioninitiale x0 xy0 yoz0 2z ,0u XYo2 S, correspond
commecourbeintégralede (2.14) la géoesiquetracéesur § | et qui passepar xg Yo Zo . A
I'it érationn, on obtientle point x, yn z, aquicorrespondinevaleurl , 0 1.L'erreurme-
Suleeacetteitérationestégalea % etl'erreur globaleestmaxq%.

4- Champ de vecteurssousforme discrétisee: Pourserapprocheru casde donréesana-
tomiques,le champde vecteurscorrespondanau modele du ventriculegaucheconsiceré ci-
dessusestalorsconsicere sousforme discietisee.Ensuite nousavonsreconstruitun champde
vecteursié ni entoutpointdudomaineparinterpolationgrilin éairesdesvaleursdu champdis-
cretaux pointsvoisinsdu point consiceré. Avec ce nouveauchampde vecteursnoussommes
dansle mémecasqueceluidel'exempleprécadent.

FIG. 2.4— Cette gure corresponala méthodede Nystrom.Onvoit clairementesoscillations
dangl'allure du polygoneM; 1MiM; 1M; oM s.

Donnonsmaintenaninos conclusions Bien que nousayonsau départretenula méthode
de Nystrom poursaréversibilité, nousavonsconstag quele trace de trajectoiregprésentaites
oscillationsyoir Figure2.6.Cephénoneneestexpliqué surla Figure2.4.Dansle casduchamp
devecteurdliscretJa méthodedu pointmilieu estla meilleureentermedeprécisionvoir Figure
2.5.Pourcela,la méthodedu point milieu a et utiliseedansla suitepourla reconstructiorde

bres myocardiques.
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FiG. 2.5— L'erreur L¥ relative esttracge en fonction du pash. En haut,a gauchele casdu
cercleplanetadroitele casde courbeanéridienneembdtées En basle modele du ventricule
gauchea gauchde champdetangentesié ni entout pointdu modele et adroitele champde

tangentesliscret.
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FIG. 2.6 — Unetrajectoired'une bre obtenueparla méthodede Nystrom. On remarquedes
oscillationsquefait cettetrajectoire.

2.3.3 Algorithme desuivi de br es

A n dereconstruirdestrajectoiresles bres myocardiques partirdedonréeesanatomiques,
nousavonsdéweloppe desalgorithmesbha$s sur les méthodesnumériquesprésenéesdansla
partie2.3.2,permettant partir decesdonréesde suivre chaquebre pointparpointle longde
satrajectoire.

Formulation du probleme:

Nousdisposongl'un champdiscretde vecteuraunitairestangentsaux bres. Lespointsou
ce champestdé ni sontles nceudsd'un maillagetridimensionelparalElipipédiqueuniforme.
Pourobtenirun champde vecteursunitairesdé ni enun point quelconqueM du muscle,nous
interpolonsavecpourcoefcients deponcerationlescoordon@esharycentriquedesdirections
des bres aux pointsvoisins M; du maillageet puis nousnormalisonde vecteurobtenu.La
formuled'interpolationpeutétreécritesousla forme suivante:

t 1 g 1 b 1 at; at b 1 aty atsg

gl b 1 ats atg¢ b 1 atg aty (2.15)
t

t -
t

avect; tM; i 1 8ett t M .Lesvaleursa betg 0 1 etellessontlescoordoniees
barycentriqueslu point M, voir Figure2.7.
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Mg M.
M. M
| M

M M
g

b
M M,
a

FIG. 2.7 — Les points M; sontles sommetsdu paralElipipede du maillage contenantM et
a betg 0 1 sontlescoordoneesbarycentriquesiu point M.

Si on cherchdestrajectoiresdes bres commedescourbesparangétreesparl'abscissecur-
viligne, cescourbessontalorslescourbedntégralesdel' équationdifferentielle(2.16)

X tx (2.16)

Pour résoudrel’ équation(2.16), nousavons selectionreé parmi les méthodesnumériques
présenéesdansla section2.3.2,celledu point milieu. Désignongart; le vecteurt x; etparh
un pasconstantL'algorithme de suivi de br esestdonc:

h
Xp 3 Xn o (2.17)
Xn 1 Xn htn %

2.4 Conjecturede Streetersur le ventricule gauche

En 1979, Streeter [85] a obtenudes mesurespartiellesde I'orientation des bres myo-
cardiqueset il a exprimé I'hypothesequeles bres courentcommedesgéocesiquessur un
ensemblele surfacesembdtées.ll a véri é cettehypothesesurla partielibre équatorialedu
ventriculegaucheensesenantdela propriéte de Clairaut.

Pourpouwir utiliser lesdonreesanatomiquesjui nousfournissenenun échantillonde points
du muscleles composantesles vecteursunitairestangentsaux bres, nousavons exprimé
r cosg en fonction de cesdonrees.En effet, soit x y z les trois coordoniesd'un point et
t ty ty t; le vecteurunitairetangenta la bre en ce point. Le vecteurunitaire tangent
au paralkle en ce point a pour composantes ¥ ¥ 0 (oul'axe desz du réperecarésien
consiceré estsuppog étrel'axe deréwlution), ce qui fait que:

rcosg rtt xty yty (2.18)
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FIG. 2.8 — Des trajectoiresobtenuespar l'algorithme de suivi de bres, deux positions
differentesdu coeur

Si la conjecturede Streeterestvraie pour le ventriculegauchetout entier, c'est-a-direqueles

bres sontlesgéocesiquesd'un ensemblale surfacestoro’'dalesembadtées alorspourtousles
pointsd'une bre donréenousdevonstrouver la mémevaleurde la quantié de Clairaut.De
plus, si pour une surfacedonreeles bres recouvrenttoute la surface,et queles bres sont
déduitesl'une de l'autre par rotation autourde I'axe de réwlution ce qui estune hypotlese
naturelle alorsla quantié de Clairautdoit &treconstantesurla surface.

FIG. 2.9 - Isovaleursde C obtenussur dessectionscoronalesA gauchechaquecouleurcor
responda unevaleurdeC dontlestracessontdescerclesconcentriquesA droite,deuxcercles
qui corresponderd la mémevaleurdeC.
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Notreidéeestd'évaluerla quantié de ClairautC aux pointsdel' €chantillonde donreesen
utilisantla formule préedente(2.18) et ensuitede tracerles isovaleursde cettequantié dans
desplansde sectionscoronalegperpendiculairea I'ax e deréwlution du ventriculegauche ket
dansdesplansverticauxpassanparl'axe du ventriculegauche]'un paralkle et I'autre ortho-
gonalauseptumnommneéssagittalet trans\ersalrespectrement.

Commec'étaitpréevu, pourdesvaleursdifferentesle C, les courbedd'isovaleursdansunesec-
tion coronaledonrée sont des cerclesconcentriquesyoir Figure 2.9. De plus, a une valeur
donréede C correspondentieuxcerclesconcentriquese qui “prouve” queles bres courent
sur dessurfacestoro’dalesen effectuantau moinsune spire et qu'elles sont, sur chacunedes
surfacesjnvariantegarrotationautourdel'axe deréwlution. En paralkle,ensuvantles bres

point parpoint pourfaire apparére leurstrajectoirespn constatequ'une bre donréetraverse
lescerclesd'isovaleursqui corresponderd unemémevaleurdeC, cequi con rme quele long

dela bre la quantié C estconstanteyoir Figure2.10.Lesisovaleursde C dansdessections
verticalessontdescourbegméridienneembdtéesayantla formedecroissantyoir Figure2.11.

Par congquentpon peutdire queles bres setrouventsurdessurfacesembatées.

FIG. 2.10- Destrajectoiresobtenuegar l'algorithme de suivi de bres. Ellestraversentdans
coupedifférentedescerclesqui corresponderd la mémevaleurdeC.

Reconstructionde nappesde br es Nousavonstract lestrajectoiresdes bres issuesd'un

cercled'isovaleur de la constantede Clairaut C. Nous avons remarqé& que cestrajectoires
formentune nappede bres qui restentparalklesles unesaux autres.Cettenappede bres

traversebien dansles autressectionsdu cceurles cerclesde la mémevaleurde C que celle
du cercledespoints de départdes bres, voir Figure 2.12. Cesnappesmontrentla structure
toro'daledu ventriculegaucheet la forme hélica'dalequesuit chacuneles bres.

Pourcon rmer queles nappesainsi construitescorrespondenien aux surfacestoro’dales
embaotéeset qued'autresnappesjui necorrespondentasa dessurfacesembadtéesne peuvent
pasexister, nousavonstrace lestrajectoiresdes bres issuesd'un ensemblale pointsqui n'‘ont
pasnécessairemera mémevaleurdeC. Le résultatobtenumontrebienqueces bres neres-
tentplus paralkelesles unesaux autres.Par exempledansle casou les pointssontchoisissur
un sggmentde I' épicardea I'endocardetraversantl’ €paisseudu ventriculegauchejes bres
s'enfoncenta desniveauxdifféerentsdansle musclepour nir pars'éloigner voire diverger, les
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FIG. 2.11 - Tracesd'isovaleursde C dansdessectionslongitudinales: paralele (gauche)et
orthogonalddroite) auseptuminterventriculaire.

FIG. 2.12— Deux posistiondifféerentesd'une imagede nappede bres sontissuesde points
setrouvantsurun cercled'isovaleursdeC.

unesdesautresyoir Figure2.13.

L' étudeduventriculedroit estpluscompligueeparcequ'il neposedepasuneformegéoneétrique
simpleetil n'existepasdequantiéstellesquela constantele Clairautqui facilitentlavéri cation
dela conjecture Pourcelanoussommesobligésde revenir a la dé nition d'une géocesique:
“c'estunecourbedontla normaleprincipale entout point concide avecla normalea la sur-
face”. L'id éeestdereconstruirdes surfaces si ellesexistent,surlesquellesourentles bres,
de déterminemumériquemenentout pointd'une bre la normaleprincipaleet véri er si elle
concideavecla normaleala surfacequi estelle aussidétermireenumériquement.
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FIG. 2.13— Destrajectoiresde bres issuesde pointssetrouvantsurun seggmentdel’ épicarde
al'endocardeet n'ayantpasla mémevaleurdeC.

2.5 Reconstructionde surfaces

Il s'agitdeconstruiredessurfacesgangentesiunchampdevecteurdridimensionnet. Nous
n‘aborderongasici I' étuded'existencede tellessurfaces Ce problemeappartient la théorie
dessysemedlifférentielscompletementntégrablepourlesquelslesrésultatghéoriqguesxistent
(parexemplele theoremede Frobenius).

2.5.1 Principe de l'algorithme

Dansnotrecas,les surfacesquenouscherchonsontdessurfaces(nappesie bres. Donc
nous cherchonsdes surfacesengendéespar des courbestangentesau champt. Ceci nous
ramenea développerdesalgorithmesspéci ques a cetype de problemebasssurl'algorithme
desuwi de bres quenousavonsdéwveloppe dansla section2.3.2.

Notre idée estla suvante: partantd'un point donré du domaine,il seraappeé point de
départ,nousconstruisonsil'aide del'algorithmedesuivi de bres la courbetangenteauchamp
t. Nouspouwnsensuitecalculer(numériquement)a normaleprincipalen etle vecteurbinor-
maleb a cettecourbe Ceciveutdire qu'on peutdé nir unchampdevecteurdinormalesé ni
danstout le domaine Ensuite,a partir du point de départ,nouspouvonsconstruirea l'aide de
l'algorithme de suivi de bres la ligne tangenteau champdesbinormales Si maintenannous
supposonsgjuecetteligne estunecourbedela surfacerechercke,alorsla surfaceseraobtenue
entracantlescourbedangenteat ets'appuyansurlalignetangenteauchampdesbinormales.
Desvariantesde cetteméthodesontpossiblesgllesconsistent tracerles courbesangentes
t ets'appuyantsuruneligned'un champt pb, ou pestunefonctionscalaire.
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Construirela surfacerevient donc a déterminerune ligne de champdesbinormales.La
guestionqu'on sepose: commentcalculerla binormale? Pourrépondrea cettequestionnous
avonsdéwveloppe deux méthodegpour determinera normaleprincipalen et la binormaleb a
unecourbe.

2.5.2 Calcul dela normale principale et dela binormale

(a) Premereméthode Consiceronsunecourbes f s parangtréeparl'abscissecurviligne,
ets t s (resp.n s, b s) sestangentesnitaires(resp.normalesprincipales,binormales).
Onapourtout 5 5 1

fsi1 fs s1 sts f’ts 051 §°2
etdonc )
S1 S
fsi1 fs ts 1fts ts 0§31 §?2
ns .
Ort —,arste
S e Parsu
2
S1 S°bs 2
fsq f t
s1 fs S 5 Re 0918

Ceciconduitadé nir unevaleurapprocleeb; deb s par
fsi1 fs ts
fsi1 fs ts

Pourunecourbeobtenuenumériqguemenparl‘algorithme desuii de bres apartird'un champ
t, etM;, M; 1 deuxpointssuccessifglela courbenousposons

o]

M; M; t;
b Bhhk WA T et nj b t
MiMi 1 ti
outj, nj etb; désignentespectiemente vecteurtangentja normaleprincipaleapprocleeetla
binormaleapprocleeenM;. Cetteméthodeestrepesentéegraphiquemergurla Figure2.14(a).

(b) Deuxiememéthode Cetteméthodeconsistearemplaceentretrois pointssuccessifsyl; 1,
Mi, M; 1, unecourbeobtenuenumériguemenparl'algorithme de suwvi de bres a partird'un
champt, parunecourbeparangtriqguepolynomialeG passanparcestrois pointsetqui soittan-
genteen chacunde cespointsau champt. Pourcelanouscherchongd' équationparangtrique
dela courbeG et ensuitenouscalculonssanormaleprincipalen; au point M; et sabinormale
bi t; nj.NousapprochongnM; lanormaleprinicpaledela courbeobtenueparl'algorithme
desuwi de bres parn; etsabinormaleparb;. Voir Figure2.14(b).
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(b)

FIG. 2.14— Lesrepsentationgraphiqueslesméthodegle calculde la normaleprincipaleet
la binormalea unecourbe.

Validation Nous avons validé cesalgorithmessur le mocele abstraitdu ventricule gauche
préseng dansla section1.5. Le mockle consisteen un ensemblede surfacesembadtéessur
chacunedesquellesourtun réseaude courbesgéocesiquesNoussavons,d'apresla dé nition
d'unegéocksiqguequelanormaleala surfaceestégaleala normaleprincipaleala geoesiqueet
guele plantangent la surfaceestle plancontenanta tangenteala géoesiqueet sabinormale.
Doncl'hypothesequela ligne tangenteau champdesbinormalessoit sur la surfaceestsatis-
faite. L'initialisation desalgorithmesconsistea donnerles coordonieesd'un point de départ
du domaineétudi, et I'on obtientensuiteun ensemblede courbesdu réseaude géoEsiques
appartenana la surfacesur laquellesetrouve le point de depart.La Figure2.15 montretrois
surfacesobtenuesen validantles differentesméthodesde calcul desvecteursn et b (dessins
de gaucheet au centre),ainsi qu'une variantede I'algorithme s'agissantde tracerles courbes
tangentesuchampt ets'appuyantsurlaligneduchampt pb dontla composantenz (axe
deréwlution Oz) estnulle (dessindedroite).

Application aux donnéesanatomiques L'algorithme de reconstructiorde surfacesn'a pas
fonctionré correctementors de son applicationaux donréesanatomiquesCeci est d au
problemede la sensibilie de I'algorithme a la précisiondesdonréesanatomiqueskn effet,
d'un codté la précisiondesdonreesanatomiquesctuellesn'est passuf sante pour pouwoir ap-
pliquercetalgorithmeetd'un autrecdtél'algorithmenécessitée calculdelanormaleprincipale
etla binormalece qui nousramenea approximeifa déeriveesecondealu vecteurpositionx.
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Fic. 2.15— Dessurfacesobtenuesn validantles méthodesde reconstructiorde surfacessur
un mockeleabstraitde réwolution du ventriculegauche.

2.6 Calcul dedivt

Peskin[72] introduit la notion de “tubesde bres”, c'est-a-dire de surfacestubulairesa
I'int érieurdesquellegt surla surfacelatéraledesquellesourentes bres. De plus,unesurface
tubulaireestsuppogepos£derdessectionrthogonalesux bres. Notonsquel'existencede
telstubesde bres pourun champde vecteursarbitrairen'est pasassuée,puisqu'ellerequiert
la conditionde FrobeniusToutefoissi I'e xistencedetelsvoisinageestvraieentout point, il est
ais2 demontrerquesi, deplus,lessectionrthogonalesontde mémeaire,alorsla divergence
duchampdevecteurd estnulle. Peskinsupposalansla suitedesonanalysequedivt 0.

Il estintéressantl'examinercettehypotheseal'aide de donréesanatomiques.

Utilisantleurspropresdonrees,Geertset al. ontrecemmentait de tels calculs,voir Geerts
etal. [34]. Dansleursrésultats)a quantieé divt sembleétreinférieurea 0,07 mm 1 atravers
le myocarde saufdansles sitesde fusionentrele ventriculegaucheet le ventriculedroit etles
sitesd'insertiondesmusclegapillairesou savaleurpeutétreélevée.

Nous avons souhaié effectuerun nouweau calcul de cette quantié a partir desdonrees

anatomiqueslontnousdisposonsL'expressiorde la divergenceestdonreeparl' équationdiv
tx Tty 1t

™ Iy Tz

nies.

Nous avons approxineé cette quantie par une méthodede differences

Nous constatongjue les valeurscalcukesde la divergencedu champd'orientation des
bres, qui devraientétre prochesde zéro selonPeskin[72], ne sont pasexactementproches
de zéro. Par exemple,pour unesectionau niveauéquatorialdu myocardeou la divergenceest
calcubeauxsommetsd'un maillagecar€, nousavonstrouvé queseulemen4%decesvaleurs
sontpluspetitesquel mm * etque2,3%pluspetitesque0,1mm 1, voir Figure2.16.
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FiG. 2.16— Histogrammeslela divergence: divt mesuéeenpum ! enabscisseetle pourcen-
tagedu nombrede pointsdanschaqueclasseen ordonrée.Ceshistogrammesorrespondena
unesectionéquatorialedu myocarde la largeurd'une classeestde1 mm ! agaucheetde0,1
mm 1 adroite.






Conclusion

Dansun premiertemps,nousavonsétudé quelquegpropriétesdescourbesraccessurune
surface. Nous nous sommesintéresgs en particulier aux geodesiquespériodiquesdes sur
facestoro'dales.Dans cettedirection, nousavons trouve une relation qui doit étre satishite
par la constantede Clairaut et les nombresde tours et de spiresque doit faire la géocesique
péeriodique.En sebasantsur ce résultat,nousavons construitun mocdele abstraitpour le ven-
tricule gauche.Ce mockle consisteen dessurfacestora'dalesembdétéesrecourertespar des
réseawde geodesiquegpeériodiques.

La géonetriederéwlution du ventriculegauchenousa permisd'utiliser I'in variancede la
constantele Clairautle long desgéocesiquesiessurfacesderéwolution pourvéri er la conjec-
ture de Streetersur ce ventriculetout entier Notonsquela quantie de Clairautestfacilement
calculablea partir desdonréesanatomiques.

En paralkle,nousavonsdéveloppe un algorithmede suivi de bres ba$ surdesméthodes
numeriquespour la résolutiondu problemede Cauchy En tracant les trajectoiresdes bres
issuesde tracesd'isovaleursde la constantede Clairautdansdessectionshorizontalespous
avonsremarq@ queces bres formentdesnappege etantla structuretoro’dale du ventricule
gauche Ensuite,nous avons gérérali€ I'algorithme de suivi de bres en un algorithmede
reconstructiorde surfacesqui a ét€ validé surle modele abstraitquenousavonsconstruitpour
le ventriculegaucheLors desonapplicationauxdonreesanatomiques| appara qu'il diverge
rapidementgceci pourraitétredd a la sensibile de I'algorithme aux donréesanatomiquesjui
contiennentleserreurs.
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Deuxiemepartie

Modelisation M ecanique
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Intr oduction

Le premierchapitrede la partie mécaniqueconsistea présentelles élementsnécessaires
pour toute mocklisationen mécaniquedesmilieux continuset ensuitenousexposonsdeslois
decomportementiu myocardepropoesdansla litt érature.

Dansle deuxemechapitrenousdévelopponainetechniqued’homogereisationdiscretedes
milieux périodiquesCettetechniqueconsistearemplaceun mocdelediscretdetreillis debarres
élastigueparunmocdeledemilieu continuensebasansurla petitesselurapportdelalongueur
d'unebarresurlartaille dutreillis, et surla repétitivité dutreillis. Elle permetd'obtenirala fois
I' équilibre du milieu continuéquialentet saloi de comportementmacroscopiquela loi de
comportemens'obtientpar l'intermédiairede la résolutiond'un sysemed'auto-€quilibrenon
linéaireécritsurunecellulederéférencedela structurediscrete.Nousdémontronsaussiguela
loi decomportementiumocelelimite esthypeglastiquegetobjective souscertainesonditions.

A n d'obtenir uneloi de comportementiu myocarde nhousprésentonglansle troisieme
chapitrel'application de la techniqued’homogergisationen utilisant de donreesmécaniques
expérimentale®btenuesurdescellulescardiaquessolees Nouscomparongnsuitenosrésultats
surla loi macroscopiquevec deslois de comportementlu myocardea I' état passiftrouvees
dansla littérature.

Une autreapplicationde la techniqued'homoggréisationest présenkée dansle quatreme

chapitre Elle consisteamockliserun nanotubeale carbonegarunmilieu continu.Nousétudions
lesdeuxaspects grandest petitesdéformations.
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Chapitre 1

Elasticite non lineaire - Lois de
comportementdu myocarde

Cechapitreestcompo dedeuxparties.

La premekere partie contientles basesde la mécaniquedesmilieux continus.Apresintro-
duction desoutils de descriptiondesdifférentstenseurgpouvant décrire les deformations -
nies d'un milieu continu, on décrit les efforts intérieurset extérieursa n de dé nir les ten-
seurgdecontraintesetd'obtenirleséquationgd' équilibrea partir du principefondamentatiela
mécaniquel.a suiteestle véritablebut decechapitre: uneintroductionsurleslois decomporte-
ment.Ceslois de comportemengxprimentla relationentreles contraintest les déformations.
Apres quelquesdé nitions fondamentalegobjectvité, homogeréité, parite,...),on établit les
équationggéréralesde I' élasticié tridimensionnellenon linéairedesmilieux hypeglastiques
isotropeset isotropestrans\erses,compressible®u non. Ensuite,on donnel'expressiondu
tenseurde contraintesdansun sysemede coordont@escurvilignesgéréralies.Pourplus de
détails sur cettepartie,on fait réferencea (Washizu[98], Truesdell[95], Gurtin [38], Ciarlet
[22], Le Tallec[56], Ogden[67]).

Dansla deuxiemepartienousprésentonsleslois de comportementiu myocardepropoges
dansla littérature.

1.1 Elasticiténon linéaire- Grandesdéformations

1.1.1 Cinématique

Le cadreappropré ala mocklisationmécaniquede la plupartdesorganegels quele myo-
cardeestceluidela mécaniquadesmilieux continus Enraisondescaracéristiguesnécaniques
desorganes'mous” et dessollicitationsauxquellesls sontsoumis,|'approximationdite “des
petitesdéformations”de la mécaniquedesmilieux continusn'est pasadapée.Pourmockliser
mécaniquementesorganesjl estnécessairele mettreenceuvrdesoutils dela mécaniquedes
milieux continusdansleur complkete géréralité et de se placerdansle cadredit “des grandes
déformations”.
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z

L'objet dela mécaniqueestl' étudedel' évaluationdesdistance®ntredespointsmagriels,
pour celail estindispensablal'identi er cespoints.En mécaniquedesmilieux continus,les
pointsmatrielsoccupentdesensemblesonneesde I'espacephysique mocelise commepar
un espaceeuclidiende dimension3, doncpouridenti er les pointsmaérielson a besoind'un
sysemede 3 nombregéels,cesysemeconstitudesvariabledagrangiennedumilieu continu.
L'espaceétantrapporé a un repere, par exempleorthonorng, il esttresfrequentd'identi er
les points matriels du milieu continu par les coordonesdansce repere de leurs positions
dansune con guration particuliere dite de réference . C'est ce sysemequi estutilisé dansla
présentatiorgui suit. D'autressysemesd'identi cation despoints magrielspeuwent étre uti-
lisés.Pourlesbesoingdel' étuded’homogeréisationdu chapitre2, la mocelisationdesmilieux
continusdansun sysemede coordonmeescurvilignesestpréesenéeauparagraphd.l1.4.

L'espacectantrapporéaunrepereorthonorne,onnoteW 3 lacon gurationderéference
du milieu continu, W estl'adhérencede W ouvert borré connexe de 3, G désignela frontiere
de W suppoge suf sammentréguliere.Un point matriel P du milieu continuestdonciden-
ti éparlescoordon@esx! X2 X2 desapositiondanscettecon guration.OnnoteX le triplet

X1 X2 X3 de 3. De fagn équivalentele point mariel peutétreidenti & par le vecteur
X Xig oue e e3sontlestrois vecteursdebasedu repereutilisé.

On appelledéformationde la con guration deréferenceuneapplicationj : W 3 suf-
sammentégulierequi soitinjective surWettelle que:

defNyxj O surwW (1.1)

ou Nxj estle gradientpar rapporta X de la déformation; etil seranotégansla Suite par
F. L'ensemble] W estappeé con guration déformée.On supposequej W estencoreun
domainecompactde 2 etque:

W JW W W intfW jw (1.2)

Ondésignedansla suite: . . .
W jw G W (1.3)
Soitx X g lapositiondansa con gurationdéforméedu pointmaérielidenti éparP dans
la con guration de réference.Les coordonigesx  x! x2 x3 sontobtenuespar I' @quation
X j X .Le champde déplacementissoce a la deformationj estla fonctionu : W
dé nie par:

ux x X (1.4)
Le gradientde déplacemeniyu satishit la relationsuivante:
Nxu Nxj Id (1.5)

avecld le tenseuidentite.
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Physiquemente gradientdedéformationpermetde décrirecommenta distanceentredeux
pointsmatrielsvoisinsP etP changeapresquele maeériausoitdeforme. DésignongpardX
dX'g etdx dx'g lesvecteurdiant P aP avantetapresdéformationrespectrement.lis sont
reliesparleséquationsuivantes

dx ﬂ—Xika doncdx  FdX (1.6)
Xk '
Ensuite Ja distanceentreles pointsmatrielsapresdéformationc'est-a-direla longueurd'arc
ds du segmentdéformé dx, peutétremesueepar

d® dxXdX dx"dx FdX "FdX dXTF'FdX dX'cdX (1.7)

ouC F'F estle tenseurde deformationde Cauchya droite. On dé nit égalemente tenseur
de déformationde Cauchya gaucheparB  FFT. Commel'objet dela mécaniqueest!' étude
del' éwlution desdistance®ntreles pointsmagriels,la notionimportanteen cinématiquedes
milieux continusestle tenseurC.

Décompositionpolaire Le tenseumgradientde déformationF peutétredécompogé defagon
uniqueendeuxparties. unerotationetunedéeformationpure.Cettedécompositiorpolairepeut
etrerepesenée mattematiquemengn consicerantle tenseurgradientde déformationcomme
etantle produit: F  RU, ou R estuntenseurotationorthogonaktU estuntenseusymétrique
dé ni positif dit tenseurde déformationpurea droite. De la mémefagon on peutécrireF sous
laforme: F VR avecV estuntenseursymétriquedé ni positif dit tenseurde déformation
pureagauche.

Onalarelationsuivante:
C FFF RUTRU UR'TRU UTU U? (1.8)

NotonsqueC est,commelU, untenseusymétriquedé ni positif, cequifait qu'il atroisvaleurs
propresstrictementpositives,on lesdésignepar Ii2 C 123

Unequantié scalairef fonctiond'un tenseutA de 3 estdite uninvariantde A si etseule-
mentsi, pourtoutQ Os,onaf QAQT fA.

En 3D le tenseude déformationC pos®detrois invariantsprincipauxdonréspar:

I, C tr C
I, C 7 rc 2 wrc? trcCofC (1.9)
I3 C detC detF 2 J2

ou tr désignela traced'une matriceet Cof C estla matricedescofacteursde C, (Cof C );;
detAjj, avecAj; estla matriceobtenueapartirdeC enéliminantlaiemeligne etlajemecolone.
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On peutaussiexprimer cesinvariantsenfonctiondesvaleurspropresde C :

2 2 2
e | % 2| 2 2|§ 212

Soitdsy la longueurd'arc du segmentqui joint deuxpointsmatrielsP etP dansl' étatnon
déeformeé. La differenceentrelescariésdeslongueurdd'arc ds et dsy estd'apres(1.7):

d$® d$ G dij dx'dx! (1.12)
Le tenseulE dé ni par:
E %c Id (1.12)

estappeé tenseurdesdéformationsde Green.Si nécessairele tenseurE peutétreexprimé en
fonctiondu champde déplacementi mesué parrapportala con gurationderéferencéN par:
1 . - . T
E Eu 3 Nu™ Nu RNuNu (1.13)
Un élementdevolumedX dela con gurationderéferencesetransformeapresdéformation
enun élementde volumedx dela con guration déformee:

dx detF dX JdX (1.14)

De la mémefagn, soit N le vecteurunitaire normal a un élémentde surface dA de la
con guration de référence et n le vecteurunitaire normalau mémeélementde surface mais
consiceré ala con gurationdéforméequ'on noteda. LesquantiesN dA etnda sontrelieespar
I' équationsuivante:

nda detF F TNdA CofF NdA (1.15)

1.1.2 Tenseursde contraintes - Equationsd' équilibre

En mécaniqualesmilieux continus,un corpssolidedanssonétatactuel(doncdéforme) est
soumisatrois typesdeforces:

— forcesvolumiques fi : W 3 oufl estunedensiédeforcesdevolumeparunitéde
volumedela con guration déformée.
— forcessurfaciques ¢ : G 3 oug estunedensiédeforcesdesurfaceparunité de

surfacedela con guration déforméedé nie surla frontiereG .

— forcesdecontact: t! : W & 3outl x n darepesentda force exerceeparune
partieB W du solidesurl'autre partieautraversla surfacenda. L'ensembleS? estla
sprereunitt > v 3; v 1 etpourx 9B, ndésignde vecteumunitairenormale
afBenx. Le vecteurt! s'appellele vecteurde contraintesle Cauchy Il mesuredoncla
forceparunité desurfacedéforméeagissansurun élémentde surfacedela con guration

deformee.
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A I'équilibre,lesvecteurs! , g ettl véri ent le principefondamental(voir parexemple
Ciarlet[22] et Gurtin[38]), etl'on ale theoremesuivantdit le theoremede Cauchy:

Théoremel.1 : Soud'hypothesederégularitesurf , g ettl , il existeunefonctions : W~
3 tellequepourtoutx W ettoutn SPona:

tt xn sxn

S X estsymétrique (1.16)

Deplusonaal' équilibre:

divs x flx x W

S XN X g x x G (1.17)

L'opérateur div estla divergencepar rapport a la variable euleriennex. Les équationsdu
syseme(1.17)s'appellentles équationsd’ équilibre du solidedanssa con guration defornée
L'application s s'appellele tenseurde contraintesde Caudy.

La formulationvariationnelleassocteau syseme(1.17)s'obtienten le multipliant parun
champdevitessewirtuellesv! : W 3 etpuisenintégrantsurle domaineW . En utilisant
la formulede Greenon obtient:

s:Nvdx  fl Vdx ¢ Vida (1.18)
W Wi a
ou Ny estle gradientparrapportala variableeuleriennex, et: désignentesproduitsscalaires
usuelsdesvecteurset destenseurgespectrement.L' équation(1.18) estla formulationfaible
ou formulationenpuissancesirtuellesdesequationgd' équilibre(1.17).

Commela fonctionj estl'inconnue du problemedoncla con guration deformeeestelle-
mémeinconnuepnadoncintérétaexprimerleséquationsd'équilibredansla con gurationde
réferencequi estconnue.Pourcela,on fait dansl' équation(1.18) le changementle variables
X ] X pourobtenirle principedestravauxvirtuelsdansla con gurationderéférence

T : NxvdX f vdX g vdA (1.19)
W W G
avec,
T X sj X FTX defF X
f X flj X detF X
- da (1.20)

9xX eI X g
v X vij X

Le tenseurT s'appellele premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhof. Il repésentdes
forcesagissansurun élementde surfacede la con guration déformée maismesué par unité
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de surfacenondéformeée.ll estsouwentutilisé pendanies expériencesou la force estmesuee

dansl' étatdeformé maisla surfacesurlaquelleelle agit estmesuéedans!’ étatnondéfornmeé.

Les equationsd'équilibre en termedu premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhof
s'écrivent:

DivT f dansw

TN g surG (1.21)

L'opérateuDiv estla divergenceparrapporta la variablelagrangiennex.

Il estsouhaitabled'introduire un tenseurde contraintessymétriquedé ni surla con gu-
ration de référence.C'est pour celaqu'on dé nit le secondtenseurde contraintesde Piola-
Kirchhoff parla relation:

SX FIXTX (1.22)

Le tenseurS repiesentdes forcesmesugespar unité de surfacenon deformeeagissansurun
elementde surfacedela con guration nondéformée.C'estun tenseursymeétrique.Le principe
destravauxvirtuelsdansla con gurationderéferences'écritentermesdutenseurS:

1 - 3
= S: F'Ryxv RNyv'F dX f vdX g vdA (1.23)
2w w G

Onaenrésunt lesrelationssuivantesentrelestrois tenseursle contraintes

T FS detFsF T
S FIT detfFF sF T (1.24)

s detr ITFT  detF 1FSF'

1.1.3 Lois de comportement

Du point de vue mathematiqueainsi que du point de vue physiquele probleme aborde
dansles sectionsprécédentesestincomplet.En effet, les équationsd’ équilibred'une partont
plusd'inconnueg(les contrainteset les deformations)qued' équationgeliantcesinconnueset
d'autre part elles ne prennentpasen compteles proprietes mécaniquesiu magriau étudi et
ellessontvalablespour plusieursmatériaux.Doncil fautcompkterceséquationgarde nou-
velleséquationssoulignantes proprietesmécaniquesiu magriauconsiceré etenmémetemps
reliantlesinconnuesiu problemeentreelles.Unetelle relationestappeéela relationconstitu-
tive ou bienla loi decomportementlu magriau.Elle estétabliea partir d'expériencesDansla
suiteon nes'intéressau'aux magriauxelastiguegton exposelesnotionscommel'objectivité
etlesparitesdansce cadreseulement.



79 1.1. ELASTICITE NON LIN EAIRE - GRANDESDEFORMATIONS

Dé nition 1.1 (Elasticité) : Un matriau estdit élastiquesi et seulemensi en tout point
matériel P X letenseurdecontraintess estunefonctionde X etdugradientdela déformation
F mesuea partir dela con gurationderéference s XF.

Dé nition 1.2 (Homogénéité) : Le matriau estdit homaenesi sadensié de masseet saloi
decomportemergontindependantedela particuleP X . Danscecasle tenseuidecontraintes
s'écrits F.

Proposition 1.1 (Principe de l'indiff érencematérielle) : La loi de comportemente dépend
pasdu réferentiel danslequelles déformationssontobsenees.Par congequentle tenseurde
contraintesde Caudy véri e la relationsuivante

XQF Q XFQT Q O3F 38

Changementdecon guration deréférence Danslaloi decomportemenglastiqueconsicerée,
F estle gradientde déformationdu milieu par rapporta la con guration de réference,l est
doncévidentquela forme de la loi de comportementlonrée par la fonction dépendde la
con guration de réferencechoisie.Pour étudierles propriétes d'isotropie d'un matriau, qui
traduisendesinvariancegarchangemente con gurationderéférencejl estindispensablele
déterminele changementdeformedela loi decomportementlansun changemente con gu-
rationderéférence.

SoientW; et W, deuxcon gurationsde réferenced'un mémematriauet, F; et F, leurs
gradientsde deformationenW respectiement.Désignonar 1 et » leslois de comporte-
mentdu magériauparrapporta\W; etWs respectrement.SoitG le gradientdela transformation
deW, enW,. OnalarelationF;  F»G.SiX; W etXs W, sontles coordoni@esd'un
mémepoint matriel danslescon gurationsW; etW, alors,ona 1 X; Fy 2 Xo F> , soit

1 X]_ FzG 2 X2 Fz .

Dé nition 1.3 (Points matérielsisomorphes): DeuxpointsmatrielsP; etP, sontisomorphes
s'il existedeuxcon gurationsderéferenceW, etW, tellesque 1 X; F 2 Xo F pourtout

F 3,0u 1et ,sontleslois decomportementiu maériau par rapporta W, et\W, respec-
tivemenket,X; Wi etX, W, sontlescoordonréeesdeP; et P, respectivementir Truesdell

[95].

Les propriétes d'isotropie traduisent!'in variancede la loi de comportementianscertains
changemendecon gurationderéferencecesontdespropriéteslocaledi éesaunpointmariel.
Soit P X un point matriel du maériau, on consicere un changementle con guration de
réferenceaissantX invariantet correspondaribcalementa uneisométriede matriceG ~ Os.
La matriceG estunesymétrie maérielle du magriauen X si les contraintess résultantde la
mémedéformationF relative auxdeuxcon gurationsderéférenceconsicereessontlesmeémes.
Cequi comptetenudela relationdechangementle con gurationderéférencesetraduitpar
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Dé nition 1.4 (Symétrie matérielle) : UntenseurG Oz estunesynétrie maérielleenX si
pourtoutF 3 ona
X F X FG (1.25)

Proposition 1.2 L'ensemble G Os G estunesynétriematrielle estunsous-goupe
de O3. Voir Gurtin [38].

Dé nition 1.5 (Orthotr opie) : Par dé nition, un matriau estorthotropelorsqu'il a au moins
deuxplansdesynetriemagérielle orthogonauxpu lespropriétesmagériellessontindépendantes
desdirectionsdanschaqueplan.

Dé nition 1.6 (Isotropie transverse): Une classespéciale des magriaux orthotropessont
ceuxqui ont les mémespropriétes matrielles dansun plan et differentespropriétesdansla
directionnormalea ce plan, leurs proprietessontdoncinvariantespour touterotation locale
du corpsautourcettedirectionprivil égiee De telsmatriauxsontdits isotropestransveses.

Dé nition 1.7 (Isotropie): Le matriau estdit isotropelorsquesespropriéttsmatriellessont
indépendantedetoutedesdirections ellessontinvariantespourtouterotationlocaledu corps.
En particulier, I' équation(1.25)estveri éepourtouterotationG  SOs.

Une caracéristiquetresimportantedestissusbiologiqguesmousestl'anisotropiedansleurs
proprietesmécaniquesCettecaracéristiqueestassodeeala variationdel'orientationdes bres
etal'existencedes bres decollagenequi sontdistribueesdande matriauetinduisentcertaines
proprietesdansdesdirectionsprivil égiees.Dansle casdu musclecardiaquel existeunedirec-
tion privil égiéequi estcelledes bres myocardiques.

Dé nition 1.8 (Etat neutre) : Nousappelepbnsétatneute du magriau, s'il existeuntenseur
FN 3telque X Fy O.

Dé nition 1.9 (Hyperélasticité) : Un matriau élastiqueestdit hypeglastiques'il existeune
fonctionréelleW W X F dénie surW 3, dérivablepar rapporta la variable F telle
guele premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhof soit la dériveede W par rapporta
F, T MF La fonctionW estappekeénegie de déformation,elle estmesuée par unitée de
vqumeJeIa con gurationderéference

Un matériauhypeglastiqguea un comportemeniécaniqueéversible,c'est-a-direquetout
cycle dechagemenin’engendreaucunedissipation.

Le principe de l'indif ferencemagrielle en hypeglasticié setraduit par le fait qu'aucune
rotationQ du réferentieldanslequelles deformationssontobseneesne doit affecterla valeur
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del' énegie dedéformationw :
WXQF WXF Q SOs F 3 (1.26)

Par congquent,et en utilisant la décompositiorpolaire du gradientde déformationF  RU,
on peutvoir W commeétantunefonction du tenseurde deformationpureU. En effet, pourle
choixQ RT, I'équation(1.26)donne: W X F W X U . A partir deséquationg1.8) et
(1.12)on peutécrireW enfonctiondu tenseurde déformationde Cauchya droite C ou bienen
fonctiondutenseurde déformationde GreenE. On supposejueW W X C .

Pourunmatériauhypeglastiquesandiaisonsinternescommel’incompressibilig, le tenseur
decontraintesle Cauchys estobtenueparla relationsuivante:

w
1C
L' équationd'équilibre en formulation variationnelle(1.23) peut étre obtenueen minimisant
I'énegie potentielleglobaledu syseme:

s 2detF F—F' (1.27)

Y v WX Cv dX f vdX g VdA (1.28)
W w G

. : - 3 Y
En effet, si cettefonctionnelleestminimalepourle champde déplacement alors'ljn—V u 0.

Or, v:W 3ona:

1Y W oo T
— uv —: Nv'F F'Nv dX f vdX vdA 1.29
v wiC w Gg (1.29)
' . . 'z iy . ﬂW . . 1 ﬂW T
Onretrouvedoncl' équatiord'équilibre(1.23)etlarelationS Zﬂ—C' ainsiques 2 detF F‘n—CF .
Dansle casd'un magriauhypeglastiqudasotrope ' énepgie de déformationW satishit :
WXQ'CQ WXC Q S03 (1.30)

Proposition 1.3 : L'énegie de déformationW d'un magriau hypeglastiqueisotropeestune
fonctiondestroisinvariantsprincipaux,ly |2, etls, dé nis dansl' équation(1.9):

W Wil l3 (1.312)

L'expressiordu tenseude contraintesle Cauchys peutétreobtenuecommecongquencealu
théoremede Rivlin-Eriksen.Pourun magriauhypeglastiqguasotropecompressiblele tenseur
s estdonre par(Ogden[67]) :

s 2detF liwsld W4 MW B WeB2  avec W W Tl i 123 (1.32)

Soitt le champdevecteursunitairesdela directionprivil égieed'un magriauhypeglastique
isotropetrans\ersea |' étatde réference Un tel mag€riaupeutétrecaracérise parunefonction
énegie de déformationqui dépenddu gradientde déformationet du vecteurt :

W WCt (1.33)
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Proposition 1.4 : L'isotropietransvesefait depende la fonctionW destrois invariantsprin-
cipauxdé nis dansl' équation(1.9),11 I, etls, etdesinvariantsmixtesde C etdet, appeks
impropremeninvariantsadditionnelsl4 etl5 dependantiet etdé nis par:

s, t Ct et ls t C% (1.34)
ou C estle tenseurde déformationde Caudy a droite. EtI'on a:
W Wililalzlals (1.35)

Notonsquel'in variantmixte |4 repesentd’ elongationle long dela directiont.

Quande matriauesthypeglastiquasotropetrans\erseetcompressiblde tenseudecontraintes
deCauchys estexprimé dela fagon suvante(Ogden[67]) :

s 2detF 1 Iwald W, LW B WB2 Wy Ft T Ft T

(1.36)
W BFt T FtT F T BFtT

avecW W Tl i 1 5. PourunmatriauisotropelestermesenW, et\WWs sontsupprines.

Dé nition 1.10 (Incompressibil) : un magriau estincompessiblequand son volumene
change paspendantia déformation.Cecisetraduit par écrire unecontrainte cinematiquesur
le champde déformation:

J detF 423 1 Cc'esta-direls 1 (2.37)
Pour un matériau hypeglastiqueincompressiblde tenseurde contraintesde Cauchys est
donré par(Ogden[67]) :

s  pld ZFﬂMCFT detF 1 (1.38)
ou p estle multiplicateurde lagrangeassoct a la contrainted'incompressibili, il estappeé

“pressionhydrostatique”.

Si de plus le matriau estisotrope,l'e xpressionéquivalentedu tenseurde contraintess
s'écrit(Ogden[67]) :

s pld 2W, ;W B 2WB?2  detF 1 (1.39)

ouW estlafonctionénegie dedéformatiorécriteenfonctionde 11 I, etW W I, i 1 2.

Dansle casisotropetrans\erseincompressiblele tenseurde contraintess sesimplie en
(Ogden[67]) :

s pid 2W, 10 B 2WB2 20 Ft T Rt T

W BFtT FtT FT BFtT (1.40)

qvecde}F 1. La fonctionW estl' énegie de deformationécriteenfonctionde 11 15 14 15 et
W W1l i 1245,
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1.1.4 Sysemede coordonneescurvilignes

Commeonl'a vudandasection(1.1.1),danda con gurationderéférenceun pointmatériel
P estrepéré par les coordoneescarésiennesX X1 X2 X3 W et son vecteurposition
danscettecon guration estdé ni parX X'g ou les vecteurse formentles vecteursuni-
tairesde basedu sysemede coordon@escarésiennesDe la mémefagn, dansla con gu-
ration deformée, la position du point matriel P estdonrée par les coordoneescargésiennes
x xtx2x3 W etlevecteurpositiondeP estdé ni parx xg.

Soitl 111213 wWdescoordon@escurvilignesgérérali€esidenti ant le pointP. La
positionx du point P estdonrée par unefonction vectoriellex y 111213 Lesvecteurs
de basecovariantsekI du sysemede coordoneescurvilignessontdé nis commeétantles
deriveesdela fonctiony parrapportauxcoordontees! K :

X ,
e %a dx &' dl (1.41)

Lesvecteurgdebasecontravariantsdu systemedecoordonréeescurvilignesekI sontdé nis
parlesrelationssuivantes

] J (1.42)

ou dij estle symbolede Kronecler.
A n d'obtenirl'expressiondu tenseurde contraintesdansle sysemede coordonigescur-

vilignes géréraliges,on fait dansl' équation(1.18) du principe destravaux virtuels dansla
con gurationdéeformeele changementlevariablesx x|

Eneffet, soitg le jacobiendecettetransformationgdx  gdl , etsoitvl : W~ 3 unchamp
devitessegirtuelles.Ona: j
Ry 1% g, (1.43)
etle premiertermedel' équation(1.18)devient:
L i . . i
s Ny dx S: ‘”L e, gd s€, ‘”L.gdl (1.44)
W w 1“ : w 1“ :

D'ou, la dé nition desvecteursde contraintesdansle syseme de coordonmescurvilignes
gérerali®es: . .
S gs€, i 123 (1.45)
On peutaussiexprimer le tenseurde containtesle Cauchys enfonctiondescontraintesS
ecritesdansle sysemede coordoneescurvilignesgeréraliges:

s és’ g (1.46)

Dansle chapitre2, nousallonsutiliserla formule (1.46)pourdé nir le tenseudecontaintes
de Cauchyencoordonreescarésiennesisuelles.
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1.2 Lois de comportementdu myocarde

Lespremieranocelesdu myocardectaienttressimples lesétudesetaientimit éesatrouver
dessolutionsanalytiquesde problemessimpli ésou le ventriculegaucheestmodelisé pardes
cylindres ou dessphereset le musclecardiaqueest suppog avoir un comportementinéaire,
elastiquejsotropeet homogene(Sandleret Dodge[80], Wong et al. [100], Gould et al. [35]).
Cesmockelesn'ont paspu décrire correctemente processugl'éjection (voir [68]). Gracea
desnou\ellesdonréesphysiologique®t obsenationsanatomiquegStreeteetal. [84], Streeter
[85], Chadwick[20], Robinsor[76], Le Griceetal.[52], Le Griceetal. [53], Sanchez-Quintana
etal. [79], Jouket al. [46], Jouket al. [47]), unenouwelle classede mocelisationestapparue,
les mocelesanisotropegprenanten comptela structure breuse et I'h éterogeréité du muscle.
Cesétudesttaientdansle cadredel’ élasticig linéaireen petitesdeformationg Chadwick[20],
Ohayonet Chadwick[69]). Desmocdelesnonlinéairestenantcomptede la structure breuse et
del'anisotropieont ét développesdande cadredegrandesiéformationgvoir parexempleOg-
den[66], McCulloch[60], Bogen[9], Fung[33], Hunteret Smaill [43], Smaill et Hunter[83]).
De nouwelleslois de comportementlu myocardeprenanten comptel'anisotropie du muscle
ont éte propoges: deslois de comportemenisotropedrans\ersegHumphre etal. [41], Lin
etYin [57], Cai[16], Taberet Perucchid90]), et deslois de comportemenbrthotropegNash
etHunter[63], Usyketal. [97]).

Enrésung,laplupartdeslois decomportementesplusrécentepropoesdandallitt érature
sontdeslois hypeglastiquesncompressibleanisotropesisotropegrans\erseuorthotropes).
Cescaracéristiques glasticie, incompressibilié et anisotropie semblenten effet essentielles
dansle comportementlu myocardeDeseffetsvisqueuxont éte signabsmaisengéréralils ont
ete négligés.Enraisondela présenceal'eaudanda plupartdestissus Jesmusclesnparticulier
ceux-cisontincompressiblest cettecaracéristiqueestun aspecimportantdu comportement.
De méme,l'or ganisatiorspatialedescardiomyogteset leur rdle dansla contractiondu myo-
cardeentrdnentnécessairemenineanisotropiemarqueedu comportementiu myocardeCette
anisotropieetantauminimumuneisotropietrans\erse.On peutremarquerju'enraisondesva-
riationsd'un pointal'autre del'orientation descardiomyogtes,lesdirectionscaracéristiques
de I'anisotropievarientégalementce qui fait quela loi de comportementu myocarden'est
pashomogneausensdé ni enDé nition 1.2.

La contractili® du myocardeestintroduitede differenteagnsdansles differentedois de
comportemeninaison constatde plussouwentquecelarevientaconsicereruneloi dependant
d'un paranetre(scalaireou éventuellementensoriel)modi ant le comportementlu muscleen
fonctiondel'activationélectrique.
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1.2.1 Lois de comportementisotropestransverses
Modelede Humphr ey-Strumpf-Yin

Humphre et al. ont suppog le myocardepassifhypeglastique jsotropetrans\erseet in-
compressiblells ont determire la loi de comportementlu myocardeentermesd'une fonction
d'énegie de déformationdont la forme estbage sur la théorie et les expériencesde traction
biaxiale,voir Humphre etal. [41] et [42]. Cesseuleshypothesese sontpassufsantespour
obteniruneloi decomportementridimensionnelleLesauteursontchoisidenefairedépendre
le potentielélastiqueW quede |, et I4 enignorantla dependancen |, et ls. Dansce casle
tenseurde contraintegle Cauchys'écrit:

s pld 2WB 2W;Ft tFT (1.47)

ouW, %etwél %

Cetteloi decomportemenh'est pashomogneenraisondela présencealet.

La dépendancedeW vis-a-visdel, permetauxauteursiedéterminele potentieMW al'aide
d'expériencede tractionsimple et de cisaillement.L'identi cation deslois de comportement
sefait enlaboratoireal'aide d'expériencesiomogenesgc'est-a-direou I'on s'efforcederéaliser
desessaiou lesdéformationsetlescontraintessonthomognesdansl' échantillon.

L'expérienceest réali€e de fagpon a ce que le premiertenseurde contraintesde Piola-
Kirchhoff soitdela forme

T11 0 O
T 0 T O (1.48)
0O 0 O

Onsupposeyuele gradientde déformationF estconstanetdela forme

i1 mp O
F b 12 O (1.49)
0 0 Is3

cequi correspona la fonctionplacement
X1 11X wmXe X2 12X wXp X3 13X3 (1.50)

ou X; etx; sontlescoordon@esd'uneparticuledandescon gurationsnondéeformeeetdéeformee
respectrementLes| ; corresponderd desélongationsimplesdansles 3 directionsde baseet
1 et adescisaillementslanslesdirectionsl et 2.

Onendeéduit
12 13 1 1ap mpe? 1 13 (1.51)
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Deplus,siladirectionl estcelledes bres, c'esta-diret 100 ,o0na
o 1§ 18 (1.52)
Le muscleétantincompressiblepnadetF=1 etd'apres(1.24)

1Tz pTaa O
S WmT2 12T2 O (1.53)
0 0 0

Commes estsymétrique,il fautquepeTi1z  HiTo2 Soit satishite. La mesurede T permetla
déterminatiorde s et parsuitel'identi cation delaloi. Eneffet, d'apres(1.47)ona

S11 2WiXgs 2WgXeo  Soo 2Wixs 2WaXxg (1.54)
avec
X1 Ii T E;
1.55
oo 128 1 .
X4 H%

Le syseme(1.54),dontles inconnuessontles W, et W,, peutétre résoluexplicitementpour
obtenir:

Wi X4S11 X2S22  X1X4 X2X3

(1.56)
W X1S22 X3S11 X1X4 X2X3

Notonsqueles secondanembresdeséquationsdu syseme(1.56) contiennenseulementles
guantiésqu'on peutdéterminerexpérimentalementiinsi on peutdéterminetdesfonctionsW

etW, directement partir de protocolesxpérimentauxdanslesquelsun invariantestmaintenu
constanpendaniguel'autre varie, et vice-versace qui permetd'obtenirla fonction énegie de
déformationw.

Lesrésultatexpérimentawont monte queW, crot presqudinéairementvec!s, maisdécrot
presqudinéairementnl ¢ Ii % De plus,W; crot nonlinéairementmaisnonexponentielle-
ment,quandl ; crot et décrdt presqudinéairementjuandl; crot. Seloncesobsenationset
enrespectantuelquesontraintessur la fonction énegie de déformationW, Humphrey et al.
[41] ontpropo% unenouwelle forme polynomialedeW contenanseulementing paranetres:

W cils 12 ¢l 12 c3li 3 cly 315 1 c5lp 32 (1.57)
Onendeéduit

1
Wi ¢ ¢c&lf 1 2517 3 Wy TC4|1 3 20l 1 3cpl+ 12
f

(1.58)

Pourobtenirles contraintes| suft deremplace etW, dansl' équation(1.47)parleurs
expressiongdonréespar I' équation(1.58). On remarqueque les contraintess'annulentpour
un gradientde déformationégalea l'identité F  1d. Ceciveutdire quela con guration de

réferenceconsiceréecorrespondienal étatneutre.
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ModeledeLin etYin

Une nouwelle étudede Mulieri et al. [62] a mont®é que le 2,3-tutanedione2-monoxime
(2,3BDM) protegele tissumyocardiquele “trauma” mécaniquesCe résultata rendupossible
I'activation d'échantillonsdu myocardependantde longuesdurées.En utilisant ce résultatet
enappliquantia méthodedécritedansHumphrey etal. [41] pourle tissual' étatpassif,Lin et
Yin ont propo% desnou\elleslois de comportemeninultiaxialespourle myocardepassifetle
myocardeactif, voir Lin et Yin [57]. Dansles deuxétatspassifet actif du myocardegcertaines
hypothesesnt été faites,commel’hyperélasticig, 'incompressibili€ et I'isotropie trans\erse,
la directionprivil egiéeétantla directionpredominanteles bres myocardiquesDe pluslafonc-
tion énepie de déformationestsuppogedépendantelesdeuxinvariantsde deformationl; et
l4. Lesdéformationsdesdeuxétatspassifet actif du myocardesontmesueesparrapporta un
mémeétatderéférencequi estle myocardegpassifaureposlls ontnote qu'il y adescontraintes
signi cativesdéwveloppeesdansla directiontrans\erseaux bres. Cecimontrel'effet important
db aux bres decollagenequi protegentle muscled' étirementexcessif.

Pourle myocardepassif,ils ont choisiunefonction exponentielleplutdt que polynomiale
pourexprimerl’ énegie de déformationentermesdesinvariantsly etly :

Whas C1 €9 1 aec, Q Cply 32 C3ly 31 1 Cglg 12 (159

A | étatactif, leursdonréesont montie quelesréponsesiescontraintesontpluslinéaires
guecellesal'etat passif.Cecisuggerequelesmyocardepassifetactif sontdeuxtypesdifférents
dematriauxet gu'ils ont desfonctionsénegie de déformationdifferentesiécrivantleurspro-
prietesrhéologiqueslls ontdoncpropo® unefonctionpolynomialepourl’ énegie dedéformation
du myocardeactif dontl'e xpressiorestla suivante:

Wag Co Cili 3 1a 1 Coly 32 C3la 12 C4ly 3 GCsla 1 (1.60)

Danslesdeuxexpressionslelafonctionénepgie dedéformation)esparanetresrhéologiques
C; doiventsatishire certainesonditions.Pourplusde détailsvoir Lin et Yin [57].

Onconstateuelescontrainteslumyocardepassifs'annulenipourungradiendedéformation
égaleal'identitéF Id cequin'estpasle caspourle myocardeactif. Lin etYin reportentcette
différenceaufait quele muscleseraccourcitquandil estactiveé etlesdéeformationsqui appa-
raissenpendant'activationsontmesugesparrapportal' étatpassifsanschagement.

Modelede Cai

Cai[16] proposeun nouveaumocklebas surlesétudesanérieuresde Taber[88] et [89] et
de Oddouet Ohayon[64] et c'est uneextensionenthéoriedesgrandesiéformationsde la loi
decomportemenéactive écriteenélasticit linéairepar Ohayonet Chadwick[69].

Il consiceretrois étatsdifferentsdu muscle:
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— L'étatpassif,note Wp, repesentda con guration ou le muscleestnon activé et ou les
contraintesinterneset le chagementsont nuls. Cet état corresponda I' état neutredu
muscle.

— L'étatactif sanschagement,note Wi t , repiesenteune con guration ou le muscleest
activé,leschagementsontnulsetlescontraintesnternespeuwentexister.

— L'étatactuelavecchagementhote We t |, repiesentaunecon gurationpassve ou actve
du musclequi estcettefois-ci soumisa deschagementgoncil estdansunecon gura-
tion déformée.

Le comportementlu myocardeestsuppog isotropetrans\erseet incompressibleL'activation
electriqueestrepresenéeen deuxparties: unepartieestconsicereeenajoutantun termedans
I'expressiordel' énepgie dedéformationglobaleetl'autre partieapparé directementand'e x-

pressiordu tenseurde contraintesle Cauchy

Il autiliséle mémetype de fonctionsd'énegie queproposeTaberdans[88]. Si Cpc désignde
tenseurde déformationde Cauchyadroitedel' étatWe al' étatWe t , I' €nepgie de déformation
totale, W Cpc exprimée par unité de volume du seul état de réferenceWp, estconsickree

commeeétantla sommedetroistermes:

W Cpc WAt Wihs bt W
avec
wmat g 3 g
2 1.61
W g @ L bl ey
W o T

ou les termest”;fg1t ngs et W,2, sontdls respectiementa la présencede la matricede col-
lagene,descomposantepassvesetdescomposanteactivesdes bres myocardiquesLa quan-
tité I1p estle premierinvariantdutenseudedéformationde CauchyadroiteCpc (I1p  trCpc),
etl tp  Fpctp estl' €longatiordandadirectiondes bres musculairesnesueeparrapporta
I' étatWp ou t p estle vecteurdirecteurunitairedela bre al' étatWe. La fonctionb t mocélise
I'activationdu musclecardiaqueelle estcompriseentreOet1,oub 0entélédiastoleeth 1
entéléesystoleLesconstantes b a; bs ¢ df sontlesparanetresmatérielsdu myocarde.

L'expressiondu tenseurde contraintesde Cauchysc aun étatWe t  du muscleestsuppoge
avoir la forme suivante:

sc  peld 2FPCMFI,C bt Totc tc (1.62)

1Crc
ou Fpc estle tenseumgradientde la transformatiorpourle passagelel’ étatWe al' étatWe t
pc estun multiplicateurde lagrangeassoce a la contrainted'incompressibilé du myocarde,
To estla tensionmaximaleque peutdélivrerla bre a sonzérod'élongationtc estle vecteur
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directeurunitairedela bre al' étatWe t .

To |

Proposition1.5 : SoitW t | uneprimitive par rapportal dela fonctionb t ——, c'est-a-
direqueW t | bt T°|' . Onal' égalite suivante:
ZFWMFEC bt Tol tc tc (1.63)
1Crc

Démonstration. Noussavonsquel %P Fectp 2 tp Cpctp , parsuite,endérivantpar
rapporta Cpc on obtient

1l tp
1Crc

2 tp tp tp

donc

T
bt Toltptc tc bt

Fpctp Fpctp

Toltp
bt 2 Fpc tp tPFIT’C

(1.64)

2FpcW t | tp

F
Cpc

W T
2Fpc— t | F
PCﬂCPC fP Fpc

Par congquentsi ondésigneparWgae W W qu'on appellela fonctionénegie totale
dedéformation/'e xpressiordutenseudecontraintesle Cauchy(1.62) peutétrealorsobtenue
delafagn suivante:
ﬂ\MotaIe

1Crc
Celamontrequela loi decomportementléveloppeepar Cai estuneloi hypeglastiquejncom-
pressiblejsotropetrans\erse dépendant'un paranetrescalaireb t qui permetde moceliser
la contractiondu myocarde.

Fhc (1.65)

Sc pc|d 2Fpc

Modelede Taber et Perucchio

Taberet Perucchig90] proposenuneloi de comportemenincluanta la fois les effets de
croissanceet de la contractionactive pour les coeursd'embryonsde poulets.Cesdeux effets
sontmocklisés a partir deschangementsle la con guration a contraintesnulles. Dansnotre
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etude nousprésentonseur mockele sanda croissance.

A linstantt 0 le muscleestdansun état sanschagementet sanscontraintesnoté W.
Ensuite,on imagineque W estdécoupe en élémentsin niment petits pour obtenirl' étatpas-
sif sanscontraintes\Wp. L'étatWp estactivé pour former I' état actif sanscontraintes\Wao t .
Lesélementsde Wpo t sontrasseml#@spour obtenirla con guration W t . Cetteprocedure
conduita unedéformationqui produitdescontraintegésiduellesFinalementdeschagements
sontappliguessurWa t pourobtenirla con guration nale dutissu\e t .

Soit F, le tenseugradientde deformationd ala contractionactive, passagele We aWpo t .
De plus,on désignepar Fp et Fa lestenseurgradientsde déformationrelatifs aux étatspassif
etactif sanscontraintegespectiementc'est-a-direle passageleWp aWe t etceluideWpg t

aWte t . SoitaussiF le tenseurgradientde déformationde |’ étatinitial Wal' état nal We t .
Onalesrelationssuivantes

F Fp FaFa (1.66)

Laloi decomportemengstexpriméeentermesdeCp F,EFp etCa F,T\FA. Laformegérérale
dela fonction énepie de deformationestsuppogecompo£ede deuxpartiessepagées: partie
passve Wp Cp exprimée par unité de volume de I' état de réferenceWp t et partie active
Wa Ca expriméeparunité devolumedel' étatderéferencélyg t . Dansce casle tenseurde
contraintegle Cauchys'écrit:

ﬂVVP T ﬂWA

s pd 2JP1Fpﬂ—CPFP 2JA1FAﬂ—CAFI\ (1.67)

ou p estun multiplicateurdelagrangeDansle casincompressibl®na:
Jb detFp 1 et Jy detFp 1

etdansle cascompressiblep 0.

Pourlesfonctions\We etWp, Taberproposdes expressionsuivantes

We gebQP 1 ﬂebflfp 12 4
b bs
ct Cit dit ds t

N (1.68)
a1 A at lia 1ia 2

Wa

oul ¢p etl 5 sontlesrapportsd’élongationpassve et active, respectrement,dansla direction
des bres. Enplus,a b c d etas bs cs ds sontlesparanetresdu magériau,etQ estlafonction
suiante: L 9

Q I, 3 I n I, n 1 2n
avec,l; etls sontlesinvariantsdu tenseurde déformationde Cauchya droite correpondantn
estuneconstanteetQp Q Cp etQa Q Ca .

1 (1.69)
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Enreprenante termedel' équation(1.67)qui correspondala con gurationWjyg t , parun
changementle con gurationsde réference on peutexprimerla loi de comportemena partir
d'une seulecon gurationderéferencal.

Eneffet, soitC F'F FICaFaetJ detF det FaFa  JaJa. SoitWa I'énepgie de
déformationactive expriméeparunité de volumede ' étatde réferencew et écriteen fonction
dutenseulC : Wy C  Wj Ca . Onpeutdémontrerfacilementgue:

Ma  _ Wa_7
Lk LAY S 1.70
ﬂCA aﬂC a ( )
etl'on a:
w, ™w, ™w,
J 1F—ﬂCAFT 3,13, FaFa Fal—ﬂciFaT FIFA 3t JAlFA—ﬂciFI\ (1.71)
SoitWa Wa C  JWa Ca , onadonc:
ﬂWA T 1 ﬂWA T
J1 Fae ™ Ja'Fage Fi (1.72)

Finalementgsoit I' énepie totale de déformationWgge € Wp C Wa C dé nie a partir
d'une seulecon guration de réferenceW. La loi de comportemen{1.67) peutétre donc ex-
priméedela fagon suivante:

ﬂWotale

1C
Dansle casincompressible vautl, etencompressiblgg 0. Onendéduitquelaloi decom-
portemenpropogepar Taberet Perucchid90] estuneloi hypeglastiquejsotropetrans\erse,
dépendant'un paranetreF; mocklisantla contractionactive du myocarde.

s pd 2) FF—2ECET (1.73)

1.2.2 Lois de comportementorthotr opes

L'int érét de I'hypothesed'isotropie transerseest que dansce casla forme fonctionnelle
del' énepgie de déformationsedéduitdirectement partir de donréesexpérimentalesMais le
problemeestqueplusieursdonréesexpérimentalesontredisentettehypothese Par exemple,
desétudesanatomiguesnontrentque le myocardeest constitle de plusieurscouchesplans
declivage,voir Le Griceetal. [53]. Cescouchessontforméespardes bres myocardique®t
ellesse connectenentreellespar des bres de collagenequi sontorthogonalesux plansde
cescouchesCetype destructurecorrespond desstructuresorthotropesL'orthotropiene de-
mandepasseulementineformulationpluscompliqueequecelle del'isotropie trans\ersemais
enplusdesmesuregxpérimentaleslescontrainteset desdéformationsdansla troisiemedirec-
tion pourfournir desdonreesexpérimentalesuf santespermettantie déduireunetelle loi de
comportementL'architecturelaminairedu myocardea motivé le développementiesmockeles
décrivantla variationdumuscleventriculairedandestrois directionssuivantes I'axedes bres,
I'axe trans\erseaux bres ettangentauxcouchesontenantes bres etl'axe orthogonak ces
couchesCesaxessontappeéslesaxesmatrielsdu myocarde.
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Modelede Nashet Hunter

Nash et Hunter [63] proposentune loi de comportemenbrthotropebase sur destests
biaxiauxin vitro et sur desobsenationsde la microstructurecardiaque Cetteloi estutilisée
pourdécrirelesproprietescontraintes-éformationsdu tissumyocardiquelLesparanetresdela
relationconstitutive sontestimésenutilisantunecombinaisordetestscontraintes-é8formations
biaxiauxsur deséchantillonsmincesdu tissumyocardiqueet de champsde déformations3D
dérivesd'imagesiRM non-irvasves.A I' étatpassif,le myocardesstsuppog hypeglastiquece
qui fait quela relationentreles contrainteset les deformationsdérive d'un potentiel.La forme
fonctionnellechoisiepour!’ énegie de déformationdu myocardea ' étatpassifestla suivante:

2 2 2
Wpas K f i kss Ess Knn En
ars Egf 21 dss [Egsdss ann Epp@m
2 2 (1.74)
E E2 E
K1 kg——SN kp——
ars Efs?fs asn Egn@sn arn  Egn @M
Par suite,le tenseude contraintegppassvesestobtenuparl' équationsuivante
Spas  pld MWoasg (1.75)

1F

Les six termesqui apparaissendansl'expressionde |' énegie de deformationcorrespondent
aux six composantesndépendanteslu tenseurde déformationde GreenE dansle syseme
des axes matriels du myocarde,c'esta-dire, f, s et n désignent,dansla con guration de
réferencela directionde la bre, la tangentea la bre dansla couchede bres et la nor
male a la couchede bres respectrement.Chagquecomposanteontribue independamment
dansl' énepie de déformationtotaledu tissu.La fonction énegie de déformationWjas estdite
avoir uneforme“pdle-zero”et c'estunerelationempirique. Plusieurscaracéristiguessontim-
plicites danscetterelation. Tout d'abord les comportementse long desaxes magriels sont
assezdifférentset le comportemente long d'un axe particulier est presqueindependantdu
degré d'élongationle long desautresdeux axes. En plus les contraintesaxialessonttres pe-
tites pour desdéformationsaxialestres petites,mais elles deviennenttres grandesgquandles
déformationgdeviennentprocheslecertainevaleurslimites appeées‘poles”. Lespoles,notés
gji j fsn ,sontleslimitesélastiquesAu deladeceslimites, il apparé desdéformations
irréparablesiu tissuduesa unesuretensiondela matricede collagene.

D'autre part,ils ontsuppog qu'apresstimulationles bres cardiaquegérerentuneforceactive
dansla directionde leursaxeslongitudinauxuniguementDonca n democeliserle comporte-
mentactif du myocardepn seultermea été ajoui autenseude contraintegpassves:

W—F‘*“SFT TFt Ft (1.76)

ouT Ttl; C& ; estlatensionactive geréreeparune bre auninstantt, | 1 déesigne
le rapportd'extensiondela bre, et C& ; estla concentratiordu calciumintracellulairequi

S pld
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estconsicerée pour caracériserle niveaud'activation d'un myocyte. Le vecteurt désignele
vecteurunitairedela bre dansl' étatpassif.

La fonction T estsuppoge varier linéairementen fonctionde | ; avec une pente‘é—lT 145

kPa ou unepenteadimensionnell® %?j—IT | 1 145.Aureposjalongueurd'un sarconere

estconsicereeégaleal 9um (cecascorresponal ; 1 sangensionpassve),latensionactive

Le tenseurde contraintesde Cauchydonre par|' équation(1.76) peutétre obtenua partir
d'une fonction énegie de déformationtotale contenanun termepour I' étatpassifet un autre
termepourl' étatactif.

Dansla suitede ce paragraph@ousallonsomettrela dependanceeT ent et C& .

Proposition 1.6 : SoitW uneprimitive par rapportal dela fonctionl T | , c'est-a-dire que
W ITI .Onal éegalite suivante:

A=
—F TFt Ft 1.77
F (1.77)
Démonstration.Toutd'abordona:W—F W R—L I T 111—::
La quantie | désignel' élongationde la bre, c'esta-direl2 1, t Ct Ft 2. En
q

dérivantparrapport F on obtient: 2| T 2Ft t. Parsuite,ladérivedel parrapportaF est

|1 .
égalea‘lq—F l—Ft t. D'oul' équation(1.77).

ParcongquentsoitWqae W W, c'estlafonctionénepietotalededéformationl'ex-
pressiordutenseudecontraintesle Cauchy(1.76)peutétrealorsobtenuelelafagon suvante:

Motale
TF

Commepourles modelesprecedents)’ equation(1.78) montrequela loi de comportementle
Nashet Hunterestaussiuneloi hypeglastiqueprthotrope dépendantie deuxparanetrest et
C& ; mocelisantla contractiondu myocarde.

s pd Fr (1.78)

Modelede Usyk-Mazhari-McCulloch

Onreprendesnotationd, s, n, F, ... dumodelede Nashet Huntet

Usyk etal. [97] ont étudi les effetsde I'orthotropie dansle ventriculegauchedeschiensa
la n deladiastoleetala n delasystolells ontutilisé pourle ventriculegaucheal' étatpassif
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unerelationdecomportemendié nie parunefonctionénepie dedéformationexponentiellé/V,
correspondard un comportemenhonlinéaire,orthotropeet presquencompressible

W Ce® 1 Ceonmprdind J 1
Q  beEfr bsEL bmnEf, (1.79)
bts E%s Eszf btn E%n Er%f bns El%s Es?n

ou Ejj sontles composantesiu tenseurde déformationde GreenE dansle sysemed'axes
matriels f sn . Le termelJ estle determinantdu tenseurgradientde déformationF et les
constantesnagriellessontles suvantes: C  088kPa; bsgs 60;bss 70; by, 30;
bts 120;bfn 3 0;bys 3 0;etCeompr 100 O kPa.

La quasi-incompressibiitestobtenuepar pénalisationEn effet, le termeCeonpr JINJ J 1

estintroduit avec un coefcient Ceompr assezgrandce qui obligela quantie JInJ J 1la
étretres petite,voire égalea 0, pour quele produitCeonpr JINJ  J 1 soitde mémegran-
deurqueletermeC €9 1 .Parcon®quent/avaleurdeJ vaétreforcéed' étretresprochedel.

La contractionventriculairea étt mocélisée en dé nissantle tenseurde contraintesde Cau-
chy s commeétantla sommedu tenseurde contraintepassvess P qui dérive dela fonction
énepie dedéformationet du tenseurde contraintesactivess 2 :

s sP g@ (1.80)

Lescomposantesifl dutenseudecontraintesctivesdériventdu tenseudecontraintesliago-
nal s agive réferé aux coordoneesmatrielles X Xs X, enutilisantla matricerotationq qui
dé nit la relationentrele sysemedescoordonesutilisé et le sysemelocal de coordonees
magrielles:

s?  q'sadived (1.81)

Les composantedu tenseurs aqive SONtdesfonctionsde la concentratiordu calciumintracel-
lulaireCa t etdeslongueursdessarconeres.

t

Cat Ca Canax Ca t—el ttca (1.82)
Ca

ou Cg désignda concentratiomu calciumintracellulaireaureposet Canax estla valeurmaxi-

male que peutatteindreCa t alinstantt tca lls ont choisi pour les paranetresqui ap-

paraissentlansl'expressionrde Ca t lesvaleurssuivantes. Cagy 0 O1puM Canpax 1HuM et

tca 60ms

1.2.3 Autre
Modelede Bestel-CEment-Sorine

Besteletal. ontélabog un modeledu musclecardiaqueavec pourpoint de départla struc-
ture microscopiquanockliséepar A.F. Huxley [44], sousle nomdethéoriedes laments glis-
sants,voir Bestel[7] et Bestelet al. [8]. Sousl'in uence dela concentratiorde Calcium,des
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“ponts” élastiquesecreententreles laments d'actineetdemyosine Jesfaisantglisserlesuns
par rapportaux autrescréantainsile mouvement.Le mocele du lament glissantde Huxley
donneune descriptionstatistiqguede ce phénonene,permettantde passerde |' échellede ces
ponts(quelqueddizainesde nanonetres)a celle du sarconere. Pour passera I' échelled'une
bre, cemocele estintégie dansun modelede Hill atrois elementsce qui permetde moceliser
lescontractioretrelaxationisométriquesetle comportemendu muscleal' étatpassif.En effet,

lessarconeressontrassemléset appeésélementcontractileEC qui estmocelise parun “res-

sortnonlinéairecommané@”. Ensuiteun secondessortESestplace ensérieavecEC pourtenir
comptedu fait quele musclepeutétreactive, doncdéwvelopperuneforce, sansquesalongueur
totale change(contractionisométrique: la longueurde chacundesdeux ressortspeutvarier
tout en maintenantia longueurtotale constante)L' elementES mocelise un degré de liberté
internepourla déformationdela bre. FinalementuntroisiemeressortEP estintroduit, soiten
paralele de EC (mockle de Hill-V oigt), soit en paralkele du montagesérie EC-ES(mocele de
Hill-Maxwell). CeressortEP mocelisele fait quele musclene peutpasétreétiré sandimite (la
forcederappelcrééeparcetélementdevient nonnégligeablea partir d'une certaindongueur).
Cestrois elementseC, ES, et EP sontsuppogs avoir le mémecomportementhéologique:

comportemenglasto-plastiqueDansla suite,c'estle modelede Hill-Maxwell qui a éte choisi.
Danscecasla contraintedansESestégaleacelledanseEC:s. ss. Lacontraintetotaleestla
sommedescontrainteslansEC etdansEP:s s¢ sp.

z

A I' échelledu coeurentier chaqueventriculeestmaintenanmocglisé parun assemblag&C,

ES

AN

J commande chimique

EP
Fic. 1.1—ModeledeHill-Maxwell.

ES, EP larelationcontrainte-&formationdevenant

S Sp Sc Sc Ss
(1.83)
e e e &

ousSyete,avecx c,s,p désignenta contraintedansl' élementx et sadéformationrespec-
tivement.Silg, Is et désignentieslongueursde I' elémentcontractileEC, I' eléementsérie ES
etdela bre entiererespectiement,etlq, Iy etlp leurslongueursrespectiesdansl’ étatde

réferencealorsly Iy 1 € pourx=c,s,.
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SoitK t laraideurrésultantéotaledansunsarconereetkc t K t i, ousp et odésignent

: . i e 0
la longueuret l'aire dela sectiond'un sarconeredans!' étatderéférence.

En exprimantla raideuret la contrainterésultantde I'ensembledespontsactine-myosineun
modeledifférentieldel' elémentcontractileestobtenu:

Ke u e k ku
(1.84)

Sc U e Sc ke sou
La fonctionu t estla commandegui contdle le cycle d'attachement-étachementiesponts
actine-myosine elle estrelieea l'activité chimiquede la myosine,donca la concentratiordu
. — S . .
calcium. Les grandeurskg ik et Spo > sontles valeurslimites en contractionde la
0

raideuret la contrainterespectrementk ets sontla raideurmaximaleet la contraintelagran-
giennemaximaledansun sarconererespecttementDanscemocelek; ets. sontlesvariables
d'étatet I'entréeestle couple e; u . Pourl'instant, la déformatione; estsuppogeconnuell
restea moceliserlesressortpassifsESet EP

L' elementESestsuppog secomportedinéairementvecuneraideurks : S5 ksés. Le montage
sérieimposela relationsuivanteentreles differentegléformations

I
e e Pe (1.85)
ainsiquel' égali€ descontrainteddanseC etdansES:

ke Do (1.86)

lo
Sc  ke—e
lso

lso

Silalongueurtotaledela bre lpe estconnuepon obtientle syseme nal suivant:
ke u e k ku
Sc U € Sc ke& Spu (1.87)

I@S c ksl Coec ksl Oe

Pourle ressortparalkele EP, Bestelet al. sesontréférésalla litt ératurepourenchoisirunerela-
tion contrainte-&formationdetypeexponentielou la contrainteestnulle pourunedéformation
nulle:

K
sp = dme g (1.88)
p2



Chapitre 2

Du micro au macro : Technigue
d'homogeneisation

Nous avons vu au chapitrel que les modelisationsmécaniquesdiu myocardese situent
dansle cadredes milieux continuset que les lois de comportemen{relations contraintes-
déformationsykontdétermireesapartird'expériencesnacroscopiquegui masquentparcongquent,
I'existencedescardiomyogtes.Unealternatve a cetteapprochenacroscopiquestde deduire
la loi de comportementu myocardedu comportementnécaniquedescardiomyogteset de
leur organisatiorgéonetrique,c'est-a-dired’'homogeréiserle reseaude cardiomyogtes.Cette
démarchad’'homogeréisationestdéveloppeedansce chapitreet le suivant.

Le point de départde I'homogéréisationestla mocelisationmécaniquedu milieu étudie
au niveaumicroscopiqueici le réseaude cardiomyogtes.Nousavonschoiside moceliserle
réseawcommeun treillis de barrestravaillant en traction-compressiogt interagissanpar des
couplesje cadreestcelui desgrandedransformationsLa mocelisationmécaniquecorrespon-
danteestdécrite et justi éedansla section2.1. Pourhomogereiserle réseaude cardiomyo-
cytes, nousavons adapak, a la mocelisationchoisie,la méthoded'homogeréisationdiscrete
déweloppeedansTollenaereet Caillerie [92]. Le principede la méthodeet sonapplicationau
réseauwle cardiomyogtessontdéveloppesdansla section2.2. La section2.3 estconsacee a
descompEmentssurl'objectivité etle caracerehypeglastiquedela loi de comportemenma-
croscopiquebtenuegparhomogereisationet dansla section2.4 nousdécrivonsl'applicationde
la méthodede Newton au problemedetreillis permettantle determinercetteloi.

2.1 Modelisation mécaniquedu réseaude cardiomyocytes

Commenousl'avonsvu aupremierchapitrede la these lescardiomyogtessontdespetits
batonnetallongésreliesentreeuxparlesanastomosesesquelqueessaignécaniquesBrady
[10], Zile etal. [111], meréessur descardiomyogtesisolésont porte surleur comportement
entraction-compressiolongitudinale Le cardiomyogte estvu alorscommeun ressoriou une
barreélastiquenonlinéairedontla loi decomportementeliantla tensionala longueurdepend

97
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de l'activation du cardiomyogte. Le comportemengen traction-compressiodes cardiomyo-
cytesrend bien comptede I' €lasticieé du myocardedansle sensdes bres mais ne peutpas
rendrecomptedel’ élasticieétrans\erseaux bres. Cetteélasticie trans\erseestdueenpartiea
la matriceextracellulaire en particulieraux bres de collagenemaiselle résulteaussidesliai-

sonsdescardiomyogtespardesanastomosasonterminales|'assemblag@escardiomyogtes

estun véritablerésealpouvantétreassimib aun grillage, voir Figure?2.1.

FIG. 2.1—- A gauchedescardiomyogtesliéspardesanastomosesonterminalesA droite,un
réseaue barresmocelisantun échantillonde cardiomyogtes.

Pourprendreen compteles liaisonspar les anastomosemtermédiaires,nousmocelisons
chaquesegmentde cardiomyogte par une barrerestantrectiligne dontle comportementn
traction-compressioestconnu.Les barresne sontliéesentreelles qu'a leurs extrémites ce
qui fait de leur assemblagein treillis. De plus, desbarresadjacentesc¢'est-a-dire liéespar
une extrémité, interagissenpar desmomentsdépendante I'angle entreles barres.L'image
mécaniquda plussimplede cesinteractionsestcelle desressortspiraux.

La connaissancdespositionsdesnceudsd'une telle structuredéeterminecompketementsa
géonetrie, elle permeten effet de calculerles longueursdesbarreset les anglesentrebarres.
Il seraitpossibled'envisagerune modelisationplus sophistiq@&edu réseawde cardiomyogtes
en assimilantchaquecardiomyogte a une poutreélastiquepouvant travailler, non seulement
en traction-compressionnais aussien e xion et torsion. La mise en ceuvrede la méthode
d'homocgeréisationauraitamere a étendreau casnonlinéairelestravauxde Pradel[74]. Nous
avonschoisiunmoceleplussimplecarlesdonreesexpérimentalesctuellementisponiblese
permettenpasde caracériserle comportemenen e xion et torsiondescardiomyogtes,une
modelisationplus complee nécessitantinetelle caracérisationne sejusti e, parcongquent,
pas.
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2.1.1 Descriptiondu treillis

Onappellgreillis unassemblagdebarreqoudepoutres)i éesentreelle parleursextréemites.
Lespointsdeliaisondesbarregoudespoutres)sontappeéslesnoeudsiu treillis. Dansla suite
nousutiliseronsle termebarrecarla e xion n'intervient pasdansla mocélisationdescardio-
myogytes.

Appliquer le principefondamentable la dynamique(PFD) a un milieu ou a une structure
mécaniqueevient al'appliquer a chacunalespartiesdu milieu ou dela structure Dansle cas
dutreillis lesélémentssontlesbarresetlesnceudsl'application du PFD autreillis seramenea
sonapplicationa chagueelément.

Au préalablejl estnécessairel'identi er lesélémentgdutreillis, pourcelaon numéroteles
noeudglu treillis pardesii qui peusentétredesentiersou tout autresysemed'indexation, on
note  I'ensembledesnceudsi du treillis. De mémeon numéroteles barrespar desb et on
note I'ensembledesbarresdutreillis.

Pourl' écrituredeséquationsdu mouvementdu treillis, il estutile d'orienterles barresce
qui, dansles deuxnceudsauxquelsestliéela barreb, dé nit un nceudorigine note O b etun
noeudextrémite note E b ou O et E sontdesfonctionsdé nies de ~ dans . Lesensembles
O 'n etE ! fA désignenrespectiement'ensembledesbarresdontfi estl'origine et celui
dontf estl'extrémité. L'orientationdesbarresestarbitraire.

Notre mocklisationdu réseaude cardiomyogtesfait intervenir desinteractionsentreles
barrespardesmomentsLescouplesdebarresninteractionsontnotes€ avecé . Deméme,
quepourlesbarresjl estutile d'orientercescouplespnnoteP € etD € lesbarresducouple
¢ ou P et D sontdesfonctionsde ~ dans ,P *b etD ! b désignentrespectiement,
I'ensembledescouplesde barreseninteractiondontb estla premierebarre,respectrementla
dernere.

2.1.2 Geéometrie et cinématiquedu treillis

L'objectif de I' @tudemécaniqued'un treillis estde determinerson mouvementdansl'es-
pace,c'est-a-direl' éwlution de sagéonetrie au coursdu temps.Dansnotre mocelisationdu
réseauwde cardiomyogtes,les barressontsuppogesresterrectilignes,la geéonetrie du treillis
estdonccomplktementdétermiree par la donreedespositionsdesnceudsOn noteR fit la
positiondu nceudi al'instantt. La cinématiquede la structure c'est-a-direl'ensembledesvi-
tessegsle cespointsmagriels,est,parcongquentdétermireecompktemenparla donreedes

vitesseR fi t de—[” desnceudglu treillis.

OnnoteB b le vecteur
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lalongueurdela barrel? estdonc

> Bb
On noteeE’ le vecteurunitairedela barreb avecla mémeorientation,ona
- Bb
Endérivantparrapportat ona o
Bb I[P [P

Onposew® €& €. 0na

carcommeef’ estunitaire,e’a eE’ 0.

Onendéduitdonc N S
Bb P 1°Pw ¢
cequi montrequeWB estle vecteurrotationinstantan@edela barreb.

Onad'autrepart
donc

Par congquent,

~ . 1 ~ ~ ~
® REb RObD €& e wW =& REbD ROD

2.1.3 Meécaniquedu treillis
Efforts intérieurs et efforts extérieurs

Le treillis estun sysememécaniquequi consisteen desnceudset desbarres.Les nceuds
sontdespoints.Doncils peuwentétre soumisuniquement desforces.Noussupposonsgju'ils
interagissenaveclesbarresauxquellesls sontli és.Consiceronsunebarreb avecuneextremite
. Nous d(’—:-signonspga\rfb ﬁNIa force exercéepar b sur fi. Donc, en vertu du principe d'action-
reaction,la forcef1®  fP i estexercéeparle nceud surla barreb. Quantaux couplesde
barres b b ayantuneextrémite communenoussupposonsju‘ellesinteragissenpardesmo-
ments.Soit M? ? |e momentexerce pa}rB surb aleur extremite communedoncle principe

d'action-reactiondonnem?P P MbP D

Nous supposonsjue les seulsefforts extérieursagissansur le treillis sontles forcesfe f
exerceesauxneceuds.
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Equations d'équilibre

Nous limitons notre étudeau cadrestatique,c'est-a-dire que nousnégligeonsles termes
d'inertie. L' équilibredutreillis résultedel' €quilibrede chaqueelémentdu sysememécanique.

z

Consiceronstoutd'abord!' équilibredesnceudsPourtoutf, il s'écrit

foii gef g (2.1)

Eld

bot!

= QYo

L' équilibre de chaquebarreb resultede I' equilibre desforceset de I' equilibre desmoments

z

auxquelslle estsoumisel' équilibredesforcess'écrit

fOb b fEb b 0 (22)

Posons pour chagquebarre b, Tb ED 5, nousremarquons’mmédiatemenquefoE’ b
TP, Insérantcetterelationdans(2.1) et utilisantle principe d'action-reactiondesforces, les
équationg2.1)-(2.2)sesimpli ent en
A8 TP Z TP i g (2.3)
botlh bE?IA
L' equilibredesmomentsexercespartoutesles barresinteragissanévec b peutétreexpriméen
toutpointde 3. Nouschoisissonslel'exprimerenO b . Soit,pourchaques, M¢ MP ¢ P ¢
utilisantle principed'action-reactiondesmoments|' équilibredesmomentss'écrit
b~ & ME § wME PP TP g (2.4)
1p ED11b

Leséquationg2.3)-(2.4)sontlaformulationforte deséquationsl' équilibre.Pouruneutilisation
faciledela techniqued’homoggeréisation|l estpréférabledelesréécriredansleur formulation
faible, appeéeauss'rformuIationdespuissancesirtuelles Cetteformulationfaible estobtenue
enmultipliant (2. 3)pardestranslatlonevlrtuellesv A enmultlpllant(z 4)pardesvitesses
derotationvirtuellesw b 3 etenfaisantia sommesurii eth. Un changementie sommation
qui peutétrevu commeuneintégrationpar partiesdiscreteconduitau sysemesuivant

~ ~ ~

(AR 3 4T vob VED é e"va O (2.5)
b~ i
W 3 4M® wPE wDE armre 1™ wb o (2.6)
¢ b~

Nousdécomposonseffort Then sescomposanteaxiale (ou normale)et trans\ersalepar
rapporta e® o o
TP NPP TP avec TP & 0O (2.7)
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L'additionde(2.5)et(2.6)donndaformulationenpuissancesirtuellessuivantedel’ équilibre
dutreillis
v oo 3 W 3
o) b ~ ~ o) & ~ ~
aN vOb VvED amM®* wPEé wbDZE¢€
= ; (2.8)

AT wvob wED
a

ouvi Ob etvw Eb sontles composantesrans\ersesde v sur b, Cetteformulation est
éguialenteauxéquationg2.5) et (2.6).

Lesvecteursv b sontlesvitessewirtuellesderotationdesbarresOn avu dansla section
2.1.2queles vitessesréellesde rotation desbarressontliéesaux vitessesdesnoeuds Si on
imposeuneconditionidentiqueauxvitessewirtuellesc'est-a-diresi on pose

wb 1 vED vOb (2.9)

Onalbwb & VvED vOb VEb vOb é&¢& wEb wOb,

etla formulation(2.8)devient: v

aNe& vob VED amMé wPe wDE afivia 0 (2.10)
i : a

¢ fi
On voit queles composantesrans\ersesTP ont été éliminéesde la formulation en puis-

sancesvirtuelles. Celamontrequeles TP sontles multiplicateursde Lagrangeassodés a la
conditioncinematique(2.9).

Les T{?’ etantdesmultiplicateursde Lagrangejls ne peuwent pasfaire I'objet d'une loi de
comportemenet nousverronsparla suitequ'il estpossibledeformulerle problemedu treillis
enleséliminant.ll estcependanpossiblede determineres efforts trans\ersesT P a partir des
momentsMI ¢, eneffet, enmultipliant (2.4) vectoriellemenpar€?, il vient
a M& § Mm¢ ¢ (2.11)
D1lb ¢Plb

b~ TP

o

Cc

Lois de comportement- Indiff erencematérielle

Commenousl'avons au paragraphqaréo’edent,seulsNE’ et M¢ sontl'objet d'une loi de
comportementNous supposonsgjue la tensionaxiale de chaquebarre NP ne dependque de
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la positionde la barreBP et queles momentsM¢ entrebarresne dependentjue desvecteurs
unitairesdesbarreseninteraction:

NP NP gb (2.12)
ME MEePE PE (2.13)

Proposition2.1 : Le principedel'indif ferencematrielle (ou principed'objectivite) qui s'écrit
pour NP etM¢

XB %etQ O° N°X QB N°B (2.14)
et 3 €l € letQ 00 MEQe' Qe detQQMEel &  (2.15)

impquuequeN_E’ etM¢ sontdela forme

NP BP bib oyb  gb (2.16)

ME P E P € PE PE qupt P PE (2.17)
Déemonstration. Commenonspar la tensionnormale.ChoisissonslorsunerotationQ qui

transformee vecteure? en un vecteurunitairequelconquee;, par exemplele vecteurunitaire
del'axe desabscissedDanscecas,la tensions'écrit :

NP BP NP QB NP IPQ NP, DD
D'autre part,encequi concernde momentM¢, nousdistinguongdeuxcas:

— Les vecteur§ep ¢ etNeD ¢ sontindépendants on consicere la seuleisométrie Q qui
consere € ¢ eteP € | c'est-a-direla symétrie par rapportau plan contenanicesdeux
vecteursCetteisométrieestdoncdé nie par

QeP ¢ eP ¢ QeD ¢ eD ¢ Q eP ¢ eD ¢ eP ¢ eD ¢

OnadetQ letMEé P C P¢ QME P ¢ P ¢ quipeutetredecompoé de
la fagon suivante

ME PE Pt uleP ¢ 2P ¢ Pt e PE D
parsuiteQM¢ ? ¢ P& lgP € 2PE & PE PE PE PE
La conditionM¢ e” ¢ P ¢ QME P ¢ P ¢ entraingu! Oetp? Oet

ME P E Pt St PE e PE D
Par con€quent]'objectivité desmomentss'écrit sousla forme

Q o3 _6ere QeDe _eepe b ¢
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Maintenantnousdecomposong® ¢ en: P ¢ ¢ P € P L guP ¢ est
un vecteur qui n'est pasnécessairementnitaire,de normea, orthogonala € ¢ . Nous
avonsa® 1 p°2oup® € ¢ €P ¢ ConsickronsarotationQ quitransformeeP ©

ene; et e’ ¢ en ae ou e; et e sontdeuxvecteursunitairesorthogonauxquelconques
(consiceronsparexempleunebaseorthonormalge; e e3)). Danscecas

QeP¢ @ Q¢ ple ae
parsuite € &P ¢ eP¢ T EQePC QP e Cpfe ae e € pt .
— Lesvecteure” ¢ eteP ¢ sontlinéairementiépendantsti'on ae”¢ _ €P ¢ :onprend
unerotationQ laissaninvariante” ¢ , alorse® ¢ estinvariant,etlon aM® "¢ P ¢
QM¢ e ¢ €P ¢ Ceciveutdire queM°® estinvariantpour toute rotation laissante” ©
invariantce qui impliquequeM¢ estparaleleae” ¢ :

Mc P ¢ eD(”: (”:eP(”: eD(”: eP(”:

OnconsiceremaintenantinesymétrieSlaissaninvariante” ¢ | parexempleunesymétrie

parrapportaun plancontenant® ¢ | alorsonadet S let
¢ PE D& Pt Pt DE gePE CPE P& Pt

etparcongquent €&’ ¢ ¢ 0.

Enconclusionpna o i o i
McePc eDc cpc ePc eDc

oupt €&°¢ &P ¢ Onpeutfacilementéri er quecetteexpressiorestobjective.

Problemede déformation du tr eillis

Quandil estsoumisa desforcesextérieureset a desconditionsde placementde certains
nceudsle treillis sedéforme.Le problemede déformationdu treillis revient a determineres
positionsR i desnceudgjui ne sontpassoumisa desconditionsde placementCespositions
sontlesinconnuegprimalesdu problemequi estconstitle deséquationgd'équilibredu treillis
(2.10)etdeslois decomportemenf2.12)et (2.13).

En supposante problemebien po et résolu,il estpossiblede déterminerles tensions
axialesNP par(2.12),lesmomentsM¢ par(2.13)ainsiqueles efforts trans\ersauxT £ qui sont
desmultiplicateursde Lagrangepar(2.11).

2.2 Homogéneisationd'un treillis repetitif

La mocklisationdu réseaude cardiomyogtes par un treillis de barresayantété décrite
aux paragraphedela sectionprécdente nousallonsmaintenantléveloppera méthoded'ho-
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mogenreéisationdiscrete,[92], pour cettemocelisationparticuliere.

L'homogéreéisationdiscrete estune méthodepour déterminerie milieu continuéquivalent
d'une structurediscreterépétitive obtenueparla répétition d'un grandnombrede motif ou cel-
lule élementaireElle estinspireede I'homogénrgisationdesmilieux continuspériodiqueqBa-
khvalov et Panasend& [3], Panasen& [71], SancheZ78]). L'homogénréisationdiscrete,comme
celledesmilieux continuspériodiquesestbagesurdescorvergence®usurdesdéveloppements
asymptotiquesis-a-visd'un petit paranetree qui esttypiquemente rapportd'unelongueurca-
raceristiqgued'une cellule elementairesur unelongueurcaracéristiquede la structureétudiee,
ici nousutilisons les développementasymptotiquesPourqueles développementasympto-
tiguesaientun sensjl estnécessairée consicererquele paranetree tendvers0, cequi signi-

e gu'on n'étudiepasunestructureparticuliere,maisunesuitede structuregaranétréepare.
Il faut, parcongquentdécrirecompktementa dépendanceesstructureservisaggesenfonc-
tion du paranetree. Celaconcerneevidemment'aspectgéonetriquedesstructuresnaisaussi
I'aspectmécaniquegen particulieril fautpréciserla dependanceis-a-visde e deslois decom-
portemenimpliqguéesdansla descriptionmécaniquedesstructurestudées.Le choix de cette
dépendancen ue defagnimportantesurle modelehomogeréist obtenu.

Danscettesection,nousallonsdécrireun sysemede numérotationdesnceudst desbarres
qui traduitla repetitivité du treillis et qui facilite la miseen ceuvredesdéveloppementasymp-
totiques.Puis,nousallonsdéduiredesdéveloppementasymptotiquetes équationsd' équilibre
etla loi decomportementiu milieu continuéquwalent.

2.2.1 Description d'un treillis répétitif et numérotation

Décrivonstoutd'aborduntreillis in ni. Nousconsiceronsdestreillis dontlescon gurations
deréférencgensembledenombreglansnotremocélisation)sontobtenueparla répétition sur
3 d'une cellule élementairgun ensembleni denombresdansnotremodélisation),quenous
appelongellulederéférenceCettecellulecontientdes‘nceuds’etdes*barres”.Leursnuméros
appartiennent des sous-ensemblesis et de .Atoutn nln?nd 3 on
associda cellulen quicontientCard  nceudstCard barresDonclesnceudstlesbarres
du treillis in ni tout entier sontmaintenannuméroés par desquadrupletsi  n n n? n3

dans b bnln?nd dans 3. Ceciveutdire quele noeud(respectiement
barre)refere par i (respecttementb) estle nceud(respectiementbarre)ayantle numéron
(respectiementb) dansla cellulen. Soient ¥ Set ¥ 3, nousdisonsque

¥ (respectifement~¥) estl'ensembledesnceudgrespectrementbarres)utreillis in ni.

b by by bs bg bs
Or b N N2 N N3 N3
ErRb |[np np n3 ng ng
ddb |0 1 0 0 1
b |0 0 0 1 1
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FIG. 2.2 — En gras, une cellule élementairea trois nceudscoloriés en rouge et cing
barres: ni N2 N3 , b1 bp bz bg bs . Il y a douze interactions:
C1 C2 C3 C4 C5 Cg C7 Cg Cg C10 C11 C12 -

Tableaul : Numérotationdesbarres.

C CL C C C GC C C7 C C Cip Ci1 Ci2
Prc | by by b bz b3 bs by by by by by by
Dr C bz b3 b3 b4 b5 b5 bz b4 b5 b4 b5 b5
g¢¢c |O O O 0 0 0 -1 0 -1 1 0O -1
#c|0O O O O 0 0 O -1 -1 -1 -1 0

Tableaw? : Numérotationdesinteractionsntrebarres.

Nousallonsmaintenanexpliquercommeniesnceudseconnectenéntreeux. Toutd'abord

noussupposonsjue chaquebarrede ¥ joint deuxnceudsA chaquebarreb nousassocions
un nceudorigine O b etunnceudextremite E b . D'apresnotredescriptionci-dessuschaque
nceudO b etchaquenceucE b peutétreécritsousla formed'un quadrupletNoussupposons
quele noeudorigineO b delabarreb b n! n? n3 assodkealacellule n! n? n® appar
tientacettecellule.Donc,il existeunentierntelqueO b n! n? n3 n n! n? n® . Deplus,
a n d'exprimerla répeétitivité dutreillis, nousimposongjuel'entier n dependuniquementieb.
Il coincideavecle numérodu nceudorigine dela barreb dansla cellule de réferenceetil peut
etredeésigre parOr b . Au contraire,le nceudextrémite E b qu'on peutécriresousla forme
m it P2 p® n'appartientpasnécessairemertla mémecellule queb. Danstouslescas,il ap-
partientaunecellulequi peutétrenumérogepar nt d' n? d?n® d® ,ou dt ? &® S,
A nouweau,commele treillis estrépétitif, m, d*, d® et d® dependenuniquementde b et ils
peuentétredesigresparEg b , d1?, d® etd*°. Autrementdit,

O bntn?nd Orb Ntn?2n® E bntnZnd Erb nt d®n?2 d®nd o

Un exempled'unetelle numérotationpourl'exemplebidimensionnetiela Figure2.2 estdonré
dansle Tableaul.
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Remarquonguenouspourrionsdécrirele treillis dela fagon équivalentesuivante Considerons

deuxsous-ensemblesis et de , appeésrespectrementl'ensembledesnceudsde
réferenceet 'ensembledesbarresde réference ChoisissonsleuxapplicationsOr Eg:
etuneapplicationd : 3 tellesquepourtoutb , Orb O ErRb db et
tellesquel'applicationOr  Er d soitinjective. Ensuite 'ensembledesnceudgrespectie-
mentbarres)du treillis assock estdé ni par ¥ S A nn:n n 3
(respectiement ¥ 3 b bn:b n 3).Toutn 3estsuppogdeé nir
unecellulen dontl'ensembledesnceudgrespectrementbarres)estdonrépar nn ;n
(respecttement b n ;b ). LesapplicationgglobalesO E : ¥ ¥ sontdé nies par

b bn ¥ O bn Orb n E bn Erb n db

Quandunebarreappartienta une cellule numérog parn, sonorigine appartienta cetteméme
cellule.

Avec les numérotationsdesnceudset desbarresci-dessuspune con guration de référence
d'un treillis in ni estbien dé nie. Introduisonsmaintenanunefagn de numéroterles inter-
actionsentreles barres.Une telle numérotationpeut naturellemengtre écrite en termesdes
dé nitions préccdentesnaisa n d'avoir desrotationspluslégeres,nousla dé nissonsdirecte-
ment.Noussupposonslansla suitequedeuxbarrespartageantin nceudcommuninteragissent
mécaniquement partir dela repetitivité dela con gurationderéferencechaquebarre b n
de ¥ interagitavecun nombre ni de barresetce nombrene dépendpasden. Il dépendde
b uniquementDe plus, si unebarre b n interagitavec b n , alorspourtoutpde 3, b p
interagitavec b 1 n n . Parcongquent)'ensembleglobaldetouteslesinteractionsentre
lesbarresconneckespeutétrede ni par

¥ cn;c n
ou chaquec réfereal'interaction entredesbarresqui peuventétreécrites b ¢ n

et b ¢ n gc .Dansunetelle numérotation,nousprenonsgardea ne pastenir compte
d'une interactionglobale deuxfois. Pourcela,il estcorvenablede consicererque toutesles
interactionst dansle treillis apparaissergntreunepremerebarreP € etunedeuxemebarre
D € . Uneinteractionrépetee réferée par c fonctionneentreune premerebarre PR ¢ n et
unedeuxiemebarre Dr ¢ n gc .Enrésung,touteslesinteractionsc ¢ n s'écrivent

¢ PC DC avec
P& PrcntnPn® DE Drcnt ¢g®n® gn® ¢

Un exemple d'une telle numérotationest donreé dansle Tableau2. Remarquongjue notre
méthodes'étendfacilementa d'autrescas.Par exemple,nouspourrionssupposeguequelques
connectionentrebarressontactivéeset d'autresne le sontpas.Dansla mesureou ce mocele
estrépetitif, il peutétrefacilementnclusdansla dé nition del'ensemble etlesappli-
cationsPg DR : etg: 3,
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FIG. 2.3 - Un exemplede trois structurespériodiquesobtenuesa partir d'une mémecellule
deréférenceavec un nombredifférentde périodestlémentairesDe gauchea droite, structures
avec10,50 et 150cellulesélementairesespectiement.

Nousretournonsnaintenantaucasdestreillis nis quenousconsiceronsdansle restedece
travail. Suivantla techniqued’homogeréisationgérérale,nousintroduisonsunesuitede con -
gurationgderéferenceparanétréepare. Soitw undomainede 3. Pourtoute, nousdé nissons
unsous-ensemblg® de 2 par

Z2 n nnn®  3Zen w (2.18)

Cecideé nit lescellulesd'un réseauni. Nousdé nissonsunecon guration de réferenceas-

sociéea e parl'ensemblede sesnceuds € Z¢ et parl'ensemblede sesbarres €
b bn Z&E b € . Lesinteractiongylobalessontalorsdécritespar € €
cn Z%D ¢ € . Remarquongjueles cellules“prochesde la frontiere” de w ne

sontpasunerépgtition exactede la cellule de réference Quelquesharreset quelquesnterac-
tionssontignorées.Cecin'a pasde congquencssurle processusl'homogergisationqui traite
lescellulesintérieureset netient pascomptedesconditionsauxbords.

Dansla suite, nousutiliseronsla notationl ¢ ent er? er? . Les cellulesd'un e-treillis
sont,selonla terminologiede Truesdell[95], désigreesparn  Z® ouparl ¢ w. Donc,n ou
| € jouentle role de variableslagrangiennesliscretes.La con guration lagrangiennelu milieu
continuqu'il fautdé nir seraw etsavariablelagrangienneeral 11123,

LaFigure2.4montreunexempled'un treillis obtenuparlarépétitiond'unecelluleélementaire.
Cemockle correspondh dessurfacestoro'dalesembdtées.Le dessina gaucherepiésenteune
surfacetoro'dalerecou\erte parun reseaude barresou unedirectionprivilégieepeutétredis-
tinguée,c'estcellequi correspondux bres. Doncune bre estrepésenkéeparunarrangement
de cellulesélementairesuivant une certainedirection. A droite, on repesentetrois surfaces
embdtéessurchacunal'ellesonatracé uneseule bre. Les bres sontchoisiesdefagonacou-
rir commedesgéocesiquegériodiqueset a avoir unevariationprogressie de leursdirections
enpassant'une coucheauneautre.
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FIG. 2.4— Modeled'un treillis debarresrepiesentantdessurfacestoro dalesembdtées.

2.2.2 Deéweloppementsasymptotiques
Déweloppementsasymptotiquesdespositionsdesnoeuds

Commeil estexpliqué dansl'introduction, nous utilisons la séparationd'échellespour
modceliserlestreillis de barrespar un milieu continu. Nous avons déja introduit la procadure
d'homogeréisationqui consistea consicererunesuitedetreillis parangtriseepare et aidenti-
er lesinconnueset, surtout,le mocele queleurstermesdominantssatisfontparle moyendes
développementasymptotiques.

Nousrappelongjuew estle domainede 3, etque,pourtoute 0,Z°et ©sontdé nis
parzZ® n nln?nd Sen w et ¢© Z®. En les utilisant pour un e-treillis,
leséquationsd' équilibreet leséquationgle comportementjuenousavonsdonréesdans(2.5),
(2.6), (2.16) et (2.17) serontappekes 25., 26, 216 et 217, . Noussupposongue
dansn'importequelétatdefornmg, lestreillis restenquasiggriodiquesLa méthoded'homogeréisation
discrete estbagesurl'Ansatz que, pour tout n , il existe desfonctionsvectoriellesR?,

R" R"  dé nies surwtellesque,pourtoute 0 etpourtoutfi e lespositionsactuelles
desnceudgeuentétredéveloppeesen

REA RYI® eRM|® ¢&R™|® (2.19)

oufi nn etl® en

Remarquonsjue noussupposonsgjue R ne dependpasde n. Ceciveutdire quele terme
dominantestle mémepourtouslesnceudgsiela cellulenumérogeparn. Donc,il localisela po-
sition actuelledela cellule,et parcongquenterainterpete commela fonctionde déformation
dumilieu continuéquivalent.LestermessuivantsR™, R du développemenasymptotique
dépendende n, ils donnentpour desordresdifféerentsla positiondu nceudn de la cellule n
relatvementaRC | € .
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Proposition 2.2 : En ajoutantquelqueshypotresesde régularite sur RO, le developpemerdu
vecteuB® REEDb REOb s'écrit

e b "eBP eBM|e 2pPlje (2.20)

ouB®:w 3 estdeé nie par

| wB®| RERPL1| ROrRDI %djb (2.21)
Démonstration. Eneffet, a partirde (2.19),nousavonssimultarement
REOb RO1® eROrRDLje ROrRDZ e (2.22)
et
REEDb ROI® e eRERPL|E e ERERPZ2|C e (2.23)

En utilisantle développementie Taylor de R°

ROle .
ROI® e ROI® e'”ﬂleb (2.24)
il suitque i
e b ©B® eBM|e Bbtge (2.25)

ou B :w 3 estdé nie parl' équation(2.21)

Ceciconduitimmédiatemenauxdéveloppementasymptotitquedel &b geh Plusprécigment,

e b Ted g0je 2plje et e® e fl|e (2.26)

o BP0
ou 0 w eteé®:w  3sontdé niesparl® B | ete® 0

Déweloppementsasymptotiquesdestensionset desmoments

Lesdéveloppementdel & ete® quenousavonsobtenusianda sectionpréceédenteonduisent
aux déweloppementslesefforts par l'intermédiairedeséquationgde comportement2 16. et
2 17, . Neanmoinsnousdevonsindiquer commentles lois de comportement ® et €
dépendente e. En particulier il estnécessairele préciserles ordresde grandeurdestensions
etdesmomentsvis-a-visde e. Le choix relatif determinele modele homogereise parcontrele
choixabsolunefait quedécaledesordresdegrandeuyil nemodi e pasle modelehomogeréise.
De mémela dépendancene desforcesextérieures® fi doit étreprécie.



111 2.2. HOMOGENEISATION D'UN TREILLIS REPETITIF

Pour justi er les choix faits, nous commenons par décrire la méthodeque nous utili-
sonsdansla section2.2.3 pour déterminerles contraintesequivalentesdu milieu continuho-
mogereis enfonctiondestensionset momentdu milieu discret.

Pouravoir uneidéesurcesordresdegrandeuene, nousallonsdécomposeendeuxchacune
dessommationslel' équation(2.10),c'est-a-dire,nousutilisons
[o] o o [] [] [] [] o
a a a a a da a a a
i e n Zen b "e nl zeb g "e n zec

z

Par suitel' équation(2.10)devient

8 A NP ve0b vVED § & ME wePE WweDE

ni Z¢€ b ni Zec
a af®"ivia o (2.27)
ni Zén

~

Soitv:w 3 unchampdevitessewirtuellesmacroscopiqueet, pourtoute, pourtout i €

nouschoisissons® i v | € . Un déweloppementle Taylor conduita:

v

eﬂ—inib (2.28)

vOb VED vI® vI® ed
Cecimontrequeve O b Ve E b estd'ordrelene,

Larelationde compatibili€ (2.9) etle developpementle Taylor precedent(2.28)entrainent
quew® P& wef D¢ estdordreOene,

D'autre partnousavonsle résultatsuivant

Lemme 2.1 : Pour toute fonctionassezréguliere g, la quanti©e e3&,; ,eg enl peutétre in-
terprettecommeunesommeleRiemanrd'uneintégralesurw. Elle tendvers ,g | dl ,quand
etendvers0. En2D, nousavonse?a ; g en w9 ! dl quande 0.

Donc,pourpassedans|' eéquation(2.27)d'une sommediscretea uneintégrale etentenant
comptedesordresdegrandeuenedev® O b VED ,weP& weDE etveii,nous
devonschoisir la tensionnormaleN® d'ordre 2, le momentM € d'ordre 3 et I'effort extérieur
fe fi d'ordre 3. D'une fagon équivalente nouspourrionsparexemplechoisirla tensionnormale
d'ordre O, le momentd'ordre 1 et I'effort extérieurd'ordre 1, ce qui reviendraita multiplier
I' équation(2.27) par €.

Parcongquentle choixdel'ordre degrandeuene delatensionnormalepeutétreun choix
arbitrairemaisil fautchoisirle momentetl'effort extérieurd'ordre superieurde 1 deceluidela
tensionnormale Nousremarquonsjuesi la rigidité desmomentsesttresfaible parrapportala
rigidité delatensionalorslesmomenta'apparaisserpasdanse mocdelecontinu,et, si deplus
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le treillis n'est pastrianguke, le modele continuéquivalentestsinguliera causedesmécanismes
internes.Au contraire,si la rigidité desmomentsesttresgrande,alorsle modele continune
prendpasencomptedestensiondesbarres.

Dansla suitede ce chapitre noussupposonsgue,pourtout b , laloi decomportement

e estd'ordre 2 ene. Plusprécimentnoussupposongu'il existe 0: telle
que o

e b "¢ Dy @ bOyb0e 3 (2.29)

A n d'obtenir, avec ce choix de la tensionnormale,le modele continule plusriche incor
poranta la fois les tensionset les momentsil faut chosirun ordre de grandeurde 3 pour les
momentsAutrementdit, noussupposongu'il existe €©: 11 telleque

e & '°© € p& g Dpdje g (2.30)
OupcO ePRcO eDRcO pCO:W

Lesindicesbetcdans et % permettent'avoir deslois différentegpourchacunales
barresou chacundescouplesde barresde la cellule de répetitivité. La variationd'une cellule
al'autre pour deuxbarresou deuxcoupleshomologuesstdécriteparla dependancee | et
p% vis-a-visdel €.

Finalementnousprenong® f d'ordre 3 ettelle que

~

e A & =0 genge (2.31)

Examinonsles congquencesleschoix (2.29) et (2.30), et desdéveloppementaisympto-
tiguesobtenusdansla section2.2.2,surles ordresde grandeurgiestensionset desmoments.
De (2.26)et(2.29)nousobtenongjue

e b e NP g2 bOpoje hoje 3 (2.32)
Utilisant (2.26)et (2.30),nousobtenons
e & eME & Dpoje greOje DrcOje o (2.33)

Rappelongque, commec'est expliqué préecedemmentdansla section2.1.3,les forcesde

cisaillementpeuentétreéliminéeset sontdonréesparl’ équation(2.11). Cecimontrequ'elles
ontle mémeordredegrandeurene quelestensionsN®e® et nouspouwonsdoncécrire

e b TeT® PrOje &3 (2.34)
Finalementsoient

T NPOO Ty 3 et MD 0 p0 recO gDrelO.yy 3 (2.35)
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ou NP0 b0 B0 'nharsuitenousobtenondes développementsjuenousavonsvisés

e b e g e TeB 2T e &3 ME &SmO e
(2.36)

Dansla suitede ce chapitre,a n de simpli er les notations,Jes exposantsPr ¢ etDgr C
serontrempla@&sparP etD respectiement.

2.2.3 Tenseurdecontraintesde Cauchy et eéquationsd' équilibre du milieu
continu

Les efforts intérieursdansles treillis sontles tensionset les moments.Dans un milieu
continu, tousles efforts sontdécrits par un champde tenseurgie contraintesqui estune ap-
plication dé nie surunecon guration de réféerence(ou bien sur une con guration deformee)
avaleursdans 2 3 (ou biendansl'ensemble 3 desmatricesréelles3 3). Cettesection
estconsacee a dé nir un tenseurde contraintesa partir d'ensemblegliscretsde tensionsde
barreset de moments.En mémetemps,nous dérivons les équationsaux dériveespartielles
de I' équilibre véri éespar les contraintes.Tout d'abord, nousobtenondes efforts intérieurs
du milieu continu et seséquationsd'équilibre dansla repsentatiorcurviligne lagrangienne
donréeparlavariable | 1 12 1 3 | voir chapitrel. Ensuite nousécrivonsnosrésultatsdansla
repiesentatiorusuelleenespaceCargesien.

Représentationcurviligne lagrangienne

Equation d'équilibre L'équationd'équilibredu milieu continuestobtenueenfaisanttendre
e vers0 dansla formulationdespuissancesirtuelles 2 5¢ - 2 6¢ del' équilibre destreillis.
Elle apporterda dé nition deseffortsintérieurscontinus.

z

Proposition 2.3 : La formulationdespuissancesirtuellesdel' équationd'équilibre du milieu
continuéquivalents'écrit

viw  3vgy O WS'O %dl Wf vdl 0 (2.37)

ouf &, feN et,pourtouti 123 levecteurS®:w 3 estdé ni par

S0 J Thogb (2.38)

b
Démonstration. Choisissonslans 2 5. desvitessesvirtuellesv® fi concidantaveclesva-
leursenl € d'un champrégulierde vitessesvirtuelles macroscopique®lus préciement,soit

v:w 3 unchampdevitessewirtuellesmacroscopiquégala0 surfw, et, pourtoute, pour
tout fi € soitve i v | €. Undéweloppemente Taylor conduita:

vOb VED viI® viI® ed e%ledib (2.39)
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Insérantdans 2 5 , il apparé dessommesd . -. (resp.aj ~.) surl'ensemblede tousles
nceudqresp.barres)estreillis, dontle cardinaltendversl'in ni quande tendverszéro.Pour
réglerce probleme,nousdécomposonsessommesndeuxsommesuccessiesa j zedp
(resp.d, zedp ) surtouteslescellulesettouslesnceudgresp.barresydechaquecellule.

Utilisonsle lemme2.1, et faisonstendree vers0, nousobtenonda formulationdespuissances
virtuellesdel' équationd’ équilibredu milieu continuéquialentdonréeparl’ équation(2.37).

Lestrois vecteursS? doivent@treinterpretes commeles vecteursde contraintesdécrivant
les efforts internesd'un milieu continudanssareptéesentatiorparangtriquelagrangienneyoir
Washizu[98]. L' équation(2.38)donneleur dé nition entermesdesforcesinternesdela struc-
turediscrete.Pourplusdedétailssurcettedé nition, voir Caillerieet Cambou[18].

Les vecteursde contraintesS® i 1 2 3, ont ét dé nis par I' équation(2.38), ou tout
T p , estdonre par I' équation(2.35). Cette équationcontientles termesT® qui ne
suiventpasuneloi decomportementet qui serontenfait desinconnuesiu problemedu treillis
sur une cellule de réference voir 2.2.4. Ecrivons une autreexpressionde S° i 1 2 3, qui
n'utilise pascestermes.

Proposition2.4 : Lesvecteus decontraintesS° i 1 2 3, peuvenetre exprimésdela fagon
suivante
a0 &0

o bé NDOOGe g M WdiD Wdip (2.40)
C

Démonstration. Soit V' : w 3 123 trois champsde vecteursmacroscopiquest
choisissongnaintenantlans 2 6 lesvitesseslerotationvirtuellesw® b tellesque,pourtout
e pourtoutb b nln?nd,

we b eI%eE’ Vv en d® (2.41)
Noussavonsa partir de (2.26)quew® b sedéweloppeen
we b %Oebo vidt |e (2.42)
Donc,lesdeuxtermesde 2 6, sedéweloppentn

M€ wePE weD & eSM @

(2.43)

S om0 Cogp €0
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et
e T° webh ed 0 T g0 \igh

3 O Tho O i
(2.44)
g3 ThO b0 b0 O b

e3-|-PO Vi dib

Faisonsla sommesur € et €, et utilisonsla convergencedessommesde Riemannversdes
intégralesievolume,nousobtenonda relationprévueentrelestermesdominantsiesmoments
etdesforcesde cisaillementPluspréciement, V' :w 3i 123

0 . 0 : :
a M« %d"’ %dm a TOd® vidl 0 (2.45)
Wo¢ b
ou biendefagon équialente,
o . o 0 PO
bEi 'TPOdm Ei hACO Tﬁa(fp TBE(TD (2.46)
C

La dé nition (2.38)deS°, qui peutétreécritecommeS®  § NP T d° devient
b
PO

0
LA (2.47)

0 & aPOBOgD & nqcO
S0 § NWOgb  J Mm° 50 7

b c

Représentationen espaceet tenseurde contraintes de Cauchy

Dansla proccdured’homoggereisation)Jesvariablediscreted ¢ enn Z€ deviennentdes
variablescontinues | 1 1 2 | 3 qui désignentes pointsmatérielsdu milieu continuéquivalent.
D'apres(2.19),nouspouwonsvoir quela positiondansl'espacephysiqued'un point magriel
desigrepar 1112123 estR? 1123, etquelacon guration deforméedu milieu continu
estW RO? w .LescoordonesCarésienneslans'espaceusueldela con gurationdéformée
W serontnotéespar x, (x R | ). La descriptionde basedesefforts internesd'un milieu
continuestdonrée par le tenseurde contraintesde Cauchyqui estdé ni en chaquepoint de
la con guration en espaceadéformée et, en chaquepoint, estun opérateurinéairede I'espace
physique Expliquonscommentle tenseurde contraintesde Cauchys : W L 2 dumilieu
continuéquivalentpeutétreexprimé entermesdesvecteursS%: w i 123.Soit§ |
ﬂBE ﬂRO ﬂRO

R A le produitmixte desdériveespartiellesdeR% et, g x gl g R® 1x.
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Proposition2.5 : La formulation des puissancewirtuelles de I' équilibre du milieu continu
ecritesurla con guration deformeedansl'espaceusuelestdonreepar

v:iWw  3vey O s : Nyvdx }f vdx O (2.48)
w wd

ou s estle tenseurde contraintesde Caudy dé ni par
lgo IR
g L
Démonstration. Il suft d'utiliser R® commeun changemendle variablesentrela con gura-
tion parangtriquelagrangiennav etla con gurationdéformeeWw R® w . A toutv:w 3,
nouspouwnsassociev R 1:W 3. Gardonda mémenotationpourles deuxchamps
vetv RO 1 etdésignonspar Ny le tenseurgradientde v par rapporta x. Nous avons
évidemment

(2.49)

v ~ IR
i NXVW (2.50)
La formulationdespuissancesirtuelles(2.37)devient:
o TRO . 1 1
viw 3y 0 SO Ngv=dx fv-dx O 251
w w g NV Vg (2.51)

ou : désignele produit scalairede deuxtenseursDonc, le tenseurde contraintesde Cauchys
estdonre par (2.49)etvéri e la formulationdespuissancesirtuellesdel’ équilibredu milieu
continu(2.48).

Symétrie du tenseurde contraintes de Cauchy

En mécaniqueadesmilieux continus'existenced'un tenseurde contraintesle Cauchyetle
fait qu'il estsymétriquedériventdesprincipesfondamentauxci, nousavonsobtenuuntenseur
decontraintesle Cauchyapartirdetensionsetmomentsiela structurediscrete.Véri ons qu'il
estsynetrique.

Proposition2.6 : L'application&d, B TP:w 3 estidentiquememulle. Démonstration. Nous
traitons 2 6. delamémefagnque 2 5. lorsdel'obtentiondel' équationd'équilibredu mi-
lieu continu. Soitw :w 3 un champmacroscopiquele vitessesde rotation et, pour tout
e pourtoutb b n € soitw® b wl€.Donc,ladifferencen® P& wf D € est
d'ordrel et,de(2.36),M* weP & weD €& estdordre4.D'ou, le développementle

2 6. donnedansl'ensembledesapplicationgdew dans 2, l'identité

a B® 1% o (2.52)
b

DésignongarL” la partieantisyrétriqued'un endomorphisme.
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Lemme 2.2 : Pourtoutaetb dans 2, nousavons
ab 0 b a® 0
Démonstration. Letenseum bestdéeni par: a bc ¢ b apourtoutcdans 3. Or,
ab c acbh bca b ac a bc 2b a’c

D'oulerésultata b 0 b a” 0.

Théoreme2.1 : Le tenseurde contraintesde Caucy s estégal a %éb T BP0 etest
synetrique

Démonstration. SoitA :w 3 unchamprégulierdetenseursle secondrdreet choisis-
sonsvii  Al®R™[® dans 25 .Ledéweloppementle 25, conduita

4 T RERD1 RORDL . aq (2.53)

)
ou bien,defagn équivalente,

o

a T RERPL RORPL g (2.54)
b

Lesdé nitions (2.49)et (2.38)des etS9, etl' équation(2.21),donnent

- a TbO BbO RER b1l ROR b1l (255)

qui par(2.54)conduitas

D'apresle lemmeprécdentet la propositionprecedente| équation(2.52) estéequialentea

a B® TOA o (2.56)

D'oulasymétriedes.

2.2.4 Equationsd'autoéquilibre - Loi de comportementmacroscopique

Pour compEterle modele continu équivalentdu treillis, il restea determinerla relation
contraintes-@formationsdu milieu continu.Dansle cadredel' élasticie quenousconsicerons,
ceciveutdire guenouscherchonsineloi decomportement

| 6 G'g?2g® w 3% |G 33
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telle que,pourtoutedéformationR? : w 3, lesvecteursde contraintesS?,i 1 2 3, sont
donrés,entoutl  w, par

10| 20 0 20, IR 1R® R
SH I = I B ! gzl g

Nous avons déja donreé dans(2.38) et (2.47) les expressiongle S°. Nousrappelonsque les
termesdumembrededroitedeceséquationsontiennenalafois IR? otlesdifference®RER b 1

0l
ROrD1 , voir (2.21),(2.35).Donc nousdevonsaller un pasplus loin et &trecapables
d'exprimerRErRP1 ROrRD1 , enfonctionde%.

Commec'est usuelen homogeréisationdes milieux périodiques(voir Sanchez-&lencia
[78], par exemple),ceci esteffectle par la résolutiond'un problememécanique‘a I' échelle
d'unecelluleélémentaire” Ce problemeestconstitie desrelationsde comportementlesbarres
etcouplesdebarregjuenousavonsobtenueslanda section2.2.2 etdeséquationsl'autoéquilibre
d'une cellulederéference Nouscommenonspar établirceséquationsd’ équilibre.

Equations d'autoéquilibre

Par un choix corvenablede fonctionstest, les équationsd'autoequilibre d'une cellule de
réferencedériventdesequationgl' équilibredutreillis. Plusprécig€mentpourtoutn , Soit
vhdans 3, etpourtoutb ,soitwP dans 3.Dans 25¢ - 2 6. ,prenons/® i eql € v"
etwe b eh | ® wP ouqeth sontdeschampsscalaireséguliersdé nis surw. Donc,

e b "¢vvOb VED eql®v®P gl ed vFRP (2.57)
et, parun développementie Taylor,
e b v ODb VEED eql® vORD ERD (2.58)
De la mémefagon, nousavons:
e & ew'PE& wDE ehl®w wh (2.59)

Déweloppons 2 5¢ - 2 6¢ , hous obtenonspar identi cation destermesdominantsles deux
éguationsuiantes

ql § TO1 vO&Rb BB g 0 (2.60)

w b

(2.61)
hl & MP1 w? wP & B 1901 wbk dl
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Ellessonttrivialementequialentesaauxidentittssuivantesdand'espacedesfonctionsscalaires
dé nies surw:

V' 3 g T OB VERD (2.62)
b
et,
wb 3b a MO wP wP g B T wh o (2.63)
c b

Leséquationg2.62)et (2.63)sontsimilairesauxéquationsl' équilibredutreillis (2.5)-(2.6)
aveclesquellesiousavonscommené. Au lieu d'avoir dessommessurl'ensembledetoutesies
barres” © ou biensurl'ensemble” © tout entier, ellesutilisentseulementesensembles et

qui sontassodesa unecellulederéféerenceEnplus,ellesne contiennenaiucunchagement
extérieur d'ou le termed'équationgi‘autoequilibre.

Elimination desforcesde cisaillement

LesvecteurglecisaillementT® peuwentétreéliminésdu syseme(2.62)-(2.63)et nousob-
tenonsun problemedontlesinconnuessontlesvecteursR™, n

An desimpli er lesnotationsnousdésignonsiansla suitevErR ' vOrR b parpyb.

Proposition2.7 : Le syseme(2.62)-(2.63)peutétreréduita V" 3 n

1 1
a N o 3 MO S P g MO S DP oo (2.64)
b c | c I
Démonstration. Soit v" 3n un champde translationsvirtuelles, et choisissons
wP b dela fagn suivante:
1
wb = 0 Erb o\ OrD (2.65)

Pourcechoixdew®, nousavons

B0 wP B0 IibebO DI &0 &0 pP
(2.66)
O DO O Opl g0 PO gpP

Il suit
TP B wb TP BY w TP DL D

ebO D\Ib -I-tbO ebO -I-tbO DVb -I-tbO D\Ib

(2.67)
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Additionnonsleséquationg2.62)et (2.63)

v 3 8 N0 (Erb - \Orb 2 MO wWDowP 0 (2.68)
b c
Or,
MO wP wP M iDeD DvP ipep Dv”
IeD ' P (2.69)
MCO I_D DVD MCO I_p DVP

D'ou I' équationd'autcéquilibre nale (2.64).

Le problemed'une cellule deréférence.Loi de comportement

Le problemecompletd'une cellule deréferenceestconstitie del' équationd‘autoéquilibre
(2.64) et deséquationde comportementlansl'espacedesfonctionsscalairesou vectorielles
dé nies surw

N0 | b0 |0 | M | Op0 1 P (2.70)
ou pour tout b , B RErRD1 ROrD1 ’%—??dib, |0 BP0 gt 0 ?Tti?, et pour
tout c , p© € €P. Dansl' équationd'autoequilibre (2.64), la variable d'espaceagit

commeun paranetre. En effet, pour tout | dansw, les quantiesN® | | M | et B |
véri ent I' équation(2.64)consicereeenl . Uneremarquesimilaire s'appliquequand!’ équation
(2.70) estajoute.Pourun | donré et pour unevaleurde ‘1}—'?? I i 12 3,l'ensembledes
equationsdéetermine,a condition d'étre bien pos, les quantiés que nous pouvons appeées
B |  NPO| b MO ¢ ,quialeurtourdéterminentSt0 | S0 S30
Comme‘%—'ff3 | i 12 3,peutétrenimportequel G! G2 G2 dans 2 3, ceciconstruiten
fait uneapplicationdew 3 3dans 2 3. Cetteapplicationn'estautrequela loi de com-

portement.

Résumonda constructionde la loi de comportementSoit | dansw, et soit G le triplet

Gl G2 G3 dans 2 3. TrouerR™ 3 n , telsque,posantpourtoutb ,BP
b

o B .
RErRDP1 ROrD1 gGigib |b Bb et l—b,etdénlssanthOetMCOpar

NbO b0 |b MCO c0 eP eD eP eD (271)

alorsl' équationsuivantesoit satishite

1
Vn 3 é NbOeb [)Vb é M c0 I_DeD [)VD é M c0
b c c

e D 0 (2.72)

o
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Ensuite dé nir S° par

i 1238%° § N%PdP J mM® %diD gdip (2.73)
b c

Nousavonsun problemedontlesinconnuesontlesvecteurR™, n .1l estclairqu'une
solutionne peutpasétreuniqueparcequecesvecteursapparaisseniniquement traversleurs
differenceREr P ROrR b1 |5 peuent,aumieux, treuniquementétermirésa un vecteur
additif pres.Autressingulariéset un manqued'unicité ou d'existencepeuentapparétre, liés,
parexemple,au ambementdela cellulederéféerence.

L'ensembledestrois dernereséquationsassociaatout | G G!G2G2 w 33
trois vecteursS® | G dans 3. Il dé nit la relationde comportementiu milieu continu, qui
estcommeprévu élastique La variablel entreen jeu a traversla longueurau reposet peut
rendrela loi decomportemenhonhomogene.

Dansla section2.3.2il estdemonté que,gracea I'objectivité deséquationsde comporte-
ment(2.16),(2.17)desbarresetdescouplesdebarres)aloi decomportemendumilieu continu
éguialentvéri e aussi'indif ferencemagérielle.Cetteproprieté peutaussitreunecongquence
del'indif féerencematrielledel' énepie potentielleélastiquedétermireedansla section2.3.1.

2.3 Complementssur la loi de comportement

2.3.1 Hyperélasticite

Nous démontronsdanscette sectionque le milieu continu équivalentest hypeglastique,
c'esta-dire,quela loi de comportementiérive d'un potentiel,voir, parexemple,Ciarlet[22],
Gurtin[38].

Les équationsde comportementesbarreset descouplesde barresont éte dé nies dans
(2.29) et dans(2.30) commedesapplicationsl 0 | de dans etp D p de

1 1 dans . Quandlesdéweloppementaisymptotique®nt ét écrits,nousavonsdéja sup-
po< quecesapplicationssontcontinuesce qui estunehypothesemécaniquementaisonnable.
Elles sontdoncévidemmentes dériveesde certainesonctionsrégulieres.Dé nissonsles po-
tentielswP  etWC® par

dwb dwe
b0 c0
I — | p 11 p ap

ou nousomettonsa dependancen | et en pS. Commenousl'avons mentionré dansla sec-
tion 2.2.4,I'ensembledeséquationg2.71)-(2.72)qui dé nit la loi de comportementassocie
(aconditionqu'il soitbienpo®)atoutG  G! G2 G2 3 3 un ensemblale vecteurs
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B® G RErRP1 ROrb1 GidiP oub . Aveclesmémesotations)eséquationg2.72)-
(2.71)dé nissentpourtoutb etpourtoutc lesapplications
G IPGetG p°G €6 6 (2.74)

Il estbienconnuquedansun sysememécaniqudesénegiessontadditives.Cecinousconduit
apréwir qu'uneénepgie pourle milieu continuestdonréepar
WG'G?G® g whiPele?c®  § weptala?ad (2.75)
b c

cequela propositionsuivantedémontre.

Proposition 2.8 : L'application W a, WP P 8. WCp¢ déniesur 33
etavaleurdans estuneénegie du milieu équivalent.

Démonstration. Nousdevonsdémontrerque,pourtout G dans 2 3, etpourtouti 1 2 3,
S0 G T G ou S0 estdé ni par les equations(2.72)-(2.71)-(2.73)Dans (2.75), nous
devonsdériver P et p¢ parrapportaG',i 1 2 3. Nousutilisonsdesnotationsincrementales.
Pourtoutb g, soitUP? RErRDP1 ROrD1etde nissonsdUP, pourtoutb g, par

duP UGl delG? de?Gcd ded U clg?gs

Desdeé nitions analogues'appliquentadB®, dI®, de®’, b g, etadp®, c  r. A partirdes
dé nitions detouteslesapplicationsnousobtenongoutd'abord

dB® duP dG'd® di® & dBP (2.76)

cequi fournit o
di® & dub €& dG'dP (2.77)

Puis,nousobtenons

de” Iideb dBP & & dp® € de® de” &P (2.78)

apartirduguelnouspouwonsécrireque

dp° e &L de® e &L dB”
|D |P
dBP dBP
P D P D
¢ & & 5 @ 5
P D . (2.79)
eP eD |_deP I_DdID dGI
& duP & duP
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ou nousavonsutilisé (2.76)danda dernereidentite. DérivonsmaintenanV. Enutilisant(2.77)
et(2.79),nousobtenons

dwP PP & gaidP & duP (2.80)
dwe c0 pC eP eD idip gdiD dGI
|P |D
&P . D A (2.81)
P du D du
SoientN® b0 b gt 0 p¢ e &P, nouspouvonsconclureque

o

dw a dwP  J dwe
b c

_ L P _
2 b0 ib ] c0 iD iP i
ba NePd Ca M® 5dP d” dG (2.82)
a N2 du® § m® % duP [i; duP
b c

D'apres (2.47), la deuxiemeligne dans(2.82) coincideavec S° dG'. On demontreque la
troisiemeestégalea 0 enchoisissant”  dR™ dansla formulationdespuissancesirtuelles
del'autoéquilibredela cellule de réference(2.64). Donc, nousavonsdémonté que, pour tout

i 0 W glg2gs
i 123,8° &G G°G

2.3.2 Indiff erencemateérielle

Danscettesectionnousallonsdémontrerquegraceal'objectivité deslois de comportement
destensionsnormaleset desmomentsja loi de comportemeniacroscopiquestelle-méme
objective, c'est-a-direquepourtouterotationQ etpourtoutG ~ G! G2 G2 | lesvecteursS'?,
S0 sPverient S° QG QS°G,i 12 3,0uQG estletriplet QG! QG? QG3 .

Théoreme2.2 : Souda conditionquele probleme(2.71)-(2.72)soit bienpo<, la loi decom-
portemenmacioscopiqueadu milieu continuéquivalentvéri e l'indif ferencematrielle.
Démonstration. On saitquepour G~ G! G? G2, la résolutiondu syseme (2.71)-(2.72)
fournit, a une translationpres, les vecteursR™ ou n R, C'est-a-dire nousobtenonspour
toutebarreb  rl'expressiordeRER P 1 RORr D1 defagnuniquecequi permetdede nir les
vecteursB? G RErRP1 ROrRD1 Gigb DesignongparU? RErRP1 ROrD1gtpRIL
ub <> Nouspouwnsdoncdé nir uneapplication : G DR, ou DR? G estla
solutiondu syseme(2.71)-(2.72)correspondantautenseulG.
Rappelonsousquela tensionN™ estunefonctiondela longueur B etle moment <

estunefonctiondu produitscalairep® € €P. Nousallonsprocederendeuxétapes.
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Etapel: Soit DR  UP, G etB"G U° GidP b g Démontronstout

R

d'abord que pour toute rotation Q, QDR? QG , c'est-a-dire, QDR! estla solution de
I' équation(2.72)correspondantautenseuiQG ou QDR?  QUP ,, "

CommeQ estunerotation,alors

QBP B° Q" QP € 0Qf Q6 QP Q& &L &P

Par congquent,
N QB? Q& Dv» N® BP & Q'D/P (2.83)
D
MP Q&P Q&P SSD DP° MO P P % QTDVP (2.84)
MP Q&P QP g;:, DPP  MP PP % Q'DVP (2.85)
Parsuite v" n ,
o nbO b o D° 8 0 AP AD QeP D
a N© 0OB® Q2 Dv® § MP Qe Qe = Dv
b c QB
) Qe’ p
a MCO er QeD 5 [)V
QB
C
° ° 2.86
A N0 B QD § MPOPEP % Q' D/ ( )
b c
4 MO P g’: Q'DVP

Cc

Donc QDR? estla solution de I' équation(2.72) correspondantau tenseurQG, c'est-a-dire
QDR! QG . Parcon®quentB? QG QBP G et QG Q& G .

Etape2 : Démontronsmaintenant'objectivité de la loi de comportementPour cela, il faut
demontrequeS® QG QS° G ,i 1 2 3.Eneffet, d'apres!' équation(2.73) nousavons,
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i 123

S°Q0G 4§ N® B QG € QG dP

0 e QG | € QG .
c0 D iD iP
CaM e QG €° QG 850G d 5P 0G d
a N® QB°G Q& G dP
b
PG | Qe G
2 MO o G OL G Qe oD dP (2.87)
Ca Qe Q QBP G QBP G
Q 4 N0 B°G €& GdP
b
R I G
2 c0 P D iD iP
Qa M~ e G e G B0 G d BP G d

c
Qs° G

2.4 Deétermination numérique dela loi de comportement

La nonlinéarié estprésentede deuxfagpnsdansle probleme(2.72)-(2.71).Tout d'abord,
la loi decomportemenéstnonlinéaire.Deuxiement,commenoustravaillonsdansle cadrede
grandesdéformations,nousn'avons paslinéari®e dansnotre mocelisationles termescomme
M@ 5eP, oubienlP. Lesinconnuesdu problemesontlesR™ ou B> RErP1 ROrbP1

GidiP 1P BP  eteP ?—f. Lesdonréessontles deformationsmacroscopiques; est-a-dire

lesGl. Ceproblemenonlinéairepeutétrerésoluparuneméthodeitérative. Nousavonsmis en
ceuvresarésolutionparla méthodede Newton.

2.4.1 La méthodede Newton

LaméthodedeNewtonpermetderésoudranumeériquementeséquationglelaformeF x
0.
— Casscalairef x  0:
Pourle distinguerd'autresindiceséventuels,le numéro desitérationsestindiqué entre
parentlesesOn supposeajue f estdérivableet a chaquetération,on remplacef x par
' equatiordelatangentaugraphede f aupointx K , c'est-a-direqu'onrésout’ équation

fxk fxk x xX o0 (2.88)
k
f xk

k

dontla solutionx X dé nit xk 1 pourlit érationsuivante.
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La méthodede Newton estuneméthodede point x e, la solutionvéri e I' @quation:

f x
X X T (2.89)

Ennotantdx kK  xk 1 xk |'équation(2.88)s'écrit:
fxk fxKdxk o (2.90)

dontle termede gaucheestle developpemenasymptotique l'ordre 1de f x*  dx ¥
k -
enx < :
fxk ax fxk f xX dxk 0 (2.91)

— CasvectorielF x; xNn 0,1 1 N :
Cetteéquationestrésolueenla rempla@nta chaqudtérationpar:

i FXx xNk a g X xNk dxjk 0 (2.92)

p . k . . . . .. .
Ceséquationsen dxj formentun sysemecar® qui estrésolublesi, a chaquetération,

. : TR I
la matricede coefcients o estréguliere.
i

2.4.2 Reésolutiondu problemepar la méthodede Newton

A n defaciliter les calculsdansle développementel' équation(2.72) par la méthodede
Newton, nousdonnonduneautreexpressiorequialentea cetteéquation.

Proposition2.9 : SoitAP & & Id, NP0 NP0 |b p et M0 0 pe |PID |
c . L'équation(2.72)estéquivalentea
Vi3 4 NPBPD®  § M® APBPDV® APBPDWY 0 (2.93)
b c
Démonstration. Tout d'abord nousavonsM < 0 pt e P MPOBP BP. Pourétablir

I' équivalenceentre(2.72)et (2.93),il suft deremarquegue

e - e’ .
MCO |_D MCOADBP et MCO I_p MCOAPBD

Maintenantjl s'agitdoncderésoudrd' équation(2.93)parla méthodede Newton.
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A I'it érationk dela méthodede Newton nousconnaissontesR™ K et, parcongquentjes
Bok |bk gtehk -

b k

- B
Bbk RErRb1k ROrRb1k pgjgib bk  gbk Pk — (2.94)

De plus, nousconnaissonfestensionsormalesdesbarresN®@ kNP0 [bk  etlesmoments
entrebarresM®@k MO pck

OncherchdesR™ k 1 sousla forme:
Rnl k 1 Rnl k anl k (295)

oulesdR™ K véri ent I' equationsuivante: v" 3 n

é dNbOkak NbOkdek DVb é NbOkak DVb
b b

é dMCOkAPkBDk MCOdePkBDk [)VP
Cc

(2.96)
é dMCOKADkBPk MCOdeDkBPk [)VD

(o}

é MCOkAPkBDk [)VP é MCOKADkBPk [)VD 0

c c

ExplicitonsmaintenantestermesdN®™ k BPk etdM@k Ab k Bb k' Nousavons:

- dNPOK
dNbO k leb k d|b k de k eb k de k dRER b1lk dROR b1k (297)
Nousavons,

) 0 k 1 dRPok
gRPO k gb deBbk dhk ghk Ib—kddl Bbk gbk ggPk  (2.0g)

D'autre part,

dMCOk d Ok 1 c0 k 1

d Ok
|[Pk|DKk d|Pk|Dk |[Pk|DKk dp

dp® K (2.99)

Pourcalculerdp® ¥ , nousdifférentiond' équationp®  e” k&P k etnousobtenons

dptk dePk Pk Pk gePk (2.100)
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or,
deP d?:—: lbikde" %Bbk lbikAb"de"
d'ou:
dpe ¢ IpikAPkdBPk Pk Pk IDikADkdBDk
1

Pk gD k Pk Dk pP k D k
WA B dB A-"B dB

Le termedp®AP B® s'écrit nalementsousla forme suivante:

ck pb k gbk 1

b k pbk Pk pD k P k
dp Frjpe A”KBPK APKBPK dB

Akabk ADkBPk dBDk

De la mémefagon, nousobtenondes expressionsuivantes

1 b K ob k Abk Bbk BPk P k
d |Pk|Dk A B [Pk |Dk |Pk? ds
Bbk BDk
IDk2 dBDk
dAb kak 1 Bbk Bbk Id Bbk Bbk Ab kdek

|b2k

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)
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3

z

En utilisanttouscescalculs,' équation(2.96)devient: v"

o 1 dNPok
B0k I

b

BD k BD k dBD " DVP

Qo
¢!
o)
~
>
U
~

|Pk2 |Dk2

BP k BD k dBD K DVD

Qo
b=
1)
>
O

|Pk2 |Dk2

APBP APBP gBP APBP APBP dBP DV

Qo

IPID 2 dp

1 c0 k
IPlD 2d dp ADBP APBD dBP ADBP ADBP dBD [)VD (2106)

Qo

|\7|c0k

Qo

|P? k

|\7|c0k

Qo

|D? k
MCOkAPkdBDk [)VP é MCOkADkdBPk DVD

C C
MCOkAPkBDk [)VP é MCOkADkBPk [)VD 0

Cc Cc

Qo Qo

Commele problemea unesolutiona unetranslationpres,nous xons un nceudde la structure
parpénalisation.

Conclusion

Nous avons demonté qu'un treillis de barresélastiquesinteragissanpar des moments
elastiquesestéquivalenta un milieu continuquandle nombrede sescellulesélementairegst
grand.Nous avons obtenuune dé nition descontraintesdu milieu équivalenten termesdes
tensionsdesbarreset desmomentsentrecouplesde barres et nousavonsdétermire la loi de
comportementlu milieu équivalent.Cetteloi estobtenuepar la résolutiond'un problemede
treillis surunecellule élementaireDe plus, nousavonsdémontg quela loi estobjective, hy-
petlastiquegetfacilea calculer
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Chapitre 3

Application au myocarde: nouvelleloi de
comportement

Au chapitreprécddentnousavons décrit la mocdelisationmécaniquedu réseaude cardio-
myocytespar un treillis de barresen interactionet nousavons déweloppe une méthoded'ho-
mogereisationpermettantle determinera loi de comportementiu milieu continuéquivalent
auntreillis répétitif. Nousallonsmaintenantappliquercesrésultatsa un treillis particulieren
utilisant desdonréesexpérimentalessur le comportementlescardiomyogteset nousallons
comparelesrésultatobtenusauxlois de comportemenphénonénologiguesnacroscopiques
construitesa partir d'essaissur deséchantillonsde myocarde La comparaisorestnumérique
carla constructiordela loi de comportemenparhomogenreéisationnécessitda résolutiond'un
problemesur une cellule de périodicité du treillis ce qui estfait numériquementen utilisant
uneméthodede Newton. Préalablemena cescalculs,il fautdé nir la cellule deréepgtitivité et
exposeresrésultatexpérimentauxsurles cardiomyogtesdela litt érature.

3.1 Cellule derepetitivite

Les cellulescardiaquespu cardiomyogtes,sontdespetitesstructurescylindriques,de 60
a 100 um de longueur Elles sontattacleesbout a bout par desanastomosegqui formentdes
jonctionsenY ouenl etfournissentes bres myocardiquesyoir Figure3.1.

Saufmentioncontraire,nousdésignerongarle mot “cellule” une périodeéléementairedu
treillis danssonsensclassiqualansle cadredela théoried’homogeréisationll n'y aurapasde
confusionaveclescellulescardiaguegjuenousappeloncardiomyogtes.

Conformementauparagraph@.2.1duchapitreprecedent pourdécrirela cellulederépétitivité
(ou cellule élementaire)jl fautdé nir I'ensembledesnceudsn de la cellule, I'ensembledes
barresb en précisantle nceudorigine Og b , le noeudextrémité Eg b et les paranetresd™®,
d?®, d% donnantla positionrelative de la cellule du noeudextrémite. De mémeil fautdé nir
I'ensembledescouplesc de barreseninteractionavecla donreede la premerebarrePr ¢ et

131



CHAPITRE3. APPLICATION AU MYOCARDE: NOUVELLE LOI DE COMPORTEMENT 132

FIG. 3.1 — Des cardiomyogtes connecés par anastomoseg gauche)ou une direction pri-
vilégiee peut étre détermiree (au centre).A droite un exempled'une cellule élémentairede
barrestlastiquesnocelisantl'arrangementescardiomyogtes.

dela dernierebarreDg ¢ ; les paranetresg!®, o, g de positionde la cellule de la derniere
barresontinutiles carils n'interviennentpasdansla déterminationde la loi de comportement
du paragraph@.2.4.

Pourla miseen ceuvrede I'hnomogéreisationeffectuée dansce chapitre nousavonschoisi,
a partir d'obsenationsd'imagesmicroscopiquesle I'arrangementescardiomyogtes(Figure
3.1 a gauche)unecellule relatvementsimple de la forme donréepar la Figure 3.1 a droite.
C'estunecellulea 3 nceudsiuméroescommeindiqué. Elle comported barreset 48 couplesde
barres.Les numérosdesbarreset descouplesde barressontdonrésdansles tableauxl et 2.
D'autresdéveloppementsvecdescellulespluscomplexesnenécessiteraiergueplusdetemps
decalculmaisnousverronsala n decechapitrequela cellulechoisiepermetdéjaderetrouver
asseadienleslois decomportemeninacroscopiquedela litt érature.

b [1]2[3]4]5][6]7[8]9
Orb [1]2]2]2]2|3[3[3|3
Erb [2|21|2]2|3[21]1]1]1
db [o[1[1]oo]0[1[1]0
b [ojof[1]l1]0[0|0[1]1
d®b [0]0]0]O]O[1|1|1]|1

Tableaul : Numérotationdesbarres.
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c 11234 |5]6|7|8|9]10(11,12|13|14|15]| 16
PRc |1 |11 |1}2|2|2|]3|3|4,5|5]|]5|5|6]6
Drc |2 | 3|4 5|34 |5|4|5|5|6|78]9|7]|S8

c 17118|19|20(21|22|23|24|25|26|27|28|29|30|31|32
PRc |6 778111111122 |2|2]|2
Drc | 918|992 | 3|46 |7|8|9,3[4|6|7]38

c 333435363738 39|40|41|42|43|44|45|46|47| 48
PrRc | 23333 |3|4|4,4/4|6,6|6|7|7]|8
Drc |9 | 4|6 |7 8|96 |7 |8]9]7|8|9]8|9]|9

Tableaw2 : Numérotationdescouplesdebarres.

3.2 Donneesexperimentalessur descellulesisolees

Plusieurgechniquegl'essaismécaniquesur descardiomyogtesisoléssontdécritesdans
la litt érature Chaqueméthodefournit desinformationssurles proprietesconstitutvesdescar
diomyog/tes mais présentedeslimitations qui perturbentia déterminationdu comportement.
Par exemple,Brady [10] a attacte les cardiomyogtesa un capteurde force ou de longueur
unelimitation importantede cetteméthodeestquele cardiomyogte estextrémemensensible
al'effort applique. Une varianteconsistea maintenirdescardiomyogtesentredeuxmicropi-
pettesconcentriquesBrady [11]. Les forcesutiliséespour attacherle cardiomyogte aux mi-
cropipettepeuentétresuf santespour changeies propriétesmécaniquesll existe uneautre
techniquequi consistea attachere cardiomyogte a desaiguillesde verre, Sweitzeret Moss
[86], GranzieretIrving [37]. Cependantaumoins75%descardiomyogtesattaclesenutilisant
cetteméthodesontde mauwisequalite, ou bienils sontendommags pendant'attachement.
Zile etal., [111], [112], ont mesue les proprietesde comportementiescardiomyogtesenles
plongeantdansun gel et enutilisant uneméthoded' étirementdu gel. Cettetechniquen'exige
pasl'attachementirectdu cardiomyogte a un capteurde force ou de longueur et la force est
appligieesurlalongueurentieredu cardiomyogte. RecemmentyYasudaetal. [102] ontattacle
les cardiomyogtesa des bres de carbone Cetteméthode,qui a été aussiutilisée par Fish et
al. [32], exige un processusle préparationqui peutchangeres proprietes de comportement
visccélastiguedescardiomyogtes.

Dansnotre étude,nousutilisonsles résultatsde Zile et al., [111], [112], surle comporte-
mentélastiquedu cardiomyogte passifobtenugparla méthoded' étirementugel. Lesdonrées
expérimentalesnesuéespar cetteméthodesontles contraintesdu gel et les déformationsdu
cardiomyogte. Les contraintesdu gel ne sont pasles mémesque cellesdu cardiomyogte
plongé dansle gel. Zile et al. ont calcuk les contraintesdu cardiomyogte entrois étapes(1)
Toutd'abordils ontdé ni laloi decomportementlugela partird'essaignécaniquesletraction
compressiomlu gel, (2) ensuitdls ontutilise uneméthoded' élémentsnis pourdécrirelaloi de
comportementiu cardiomyogte. En effet, ils supposentuele cardiomyogte estplonge dans
un cylindre de gel delongueurin nie et quele sysemegel-cardiomyogte estaxisynetrique.
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Deplus,ils supposenguele gel etle cardiomyogte sontdesmatériauxhypeglastiquesncom-
pressibleslls choisissenta forme de la loi de comportementu cardiomyogte, par exemple
s Ca Cra? oua repesentde rapportd'extensiondu cardiomyogte, a ',% | désigne
la longueurdu cardiomyogte déeforme et lg salongueuraurepos.lis initialisentles constantes
C; etCy enutilisantlescontrainteslu gel etlesdéformationsdu cardiomyogte obtenuegparla
méthodad' étirementdu gel. Maintenantesvaleursdesdéformationdongitudinaleetradialedu
cardiomyogte obtenuegparla méthoded' élementsnis, sontcompaéesaveccellesobsenees
expérimentalementgtlesconstante€,; etCy sontajuséesenutilisantuneméthodedemoindres
cariés. Cetteprocdureestitéreejusqu'a ce que les deformationscalcukescollent au mieux
aveclesdéformationbsenees.Unefois cetteprocdureitératve compktee,lesdernieresva-
leursdeC; etC, sontutiliséespourdé nir laloi decomportementiu cardiomyogte. (3) Fina-
lement,ils ontobtenulescontrainteslu cardiomyogte a partir desdonréesexpérimentalesur
lesdéformationsdu cardiomyogte enutilisantla loi de comportemenbbtenugoarla méthode
d'élémentsnis.

Quatretypesde fonctionsont éte propogs pour la relation contraintes-dformationsd'un

cardiomyogte. Cesfonctionssontrésunéesdansle tableausuivant.Les graphegde cesfonc-
tionssontrepésenéssurla Figure3.2. LescontraintesontmesuéesenkN.m 2.

Polynomiale ExponentielleEql ExponentielleEq2 ExponentielleEq3

s 300 102m? s 075%™ s 145e¥%™ 1 5 23 HR

FIG. 3.2—Lesgraphegslesdifferentedois decomportemendu cardiomyogte passifpropoges
parZile etal.[112].

Nous remarquongjue les graphesde la forme polynomialeet la deuxieme forme expo-
nentielleEq2 sonttresproches'un de l'autre, alors que les graphesdesdeux autresformes
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exponentielle€ql et Eq3sonttreséloignesdesdeuxpremiersNousn'avonspastrouve d'ex-
plicationsde cettedifferencedanslesarticlesde Zile etal.,[111], [112].

3.3 Loi decomportementmacroscopique

Ladéterminatiordelaloi decomportementnacroscopiqudumyocardgparhomogereisation
passepar la résolutiond'un problemed'élasticie non linéairesur une cellule de réepétitivité
(voir paragraph®.2.4).Celanécessitale dé nir leslois de comportemen(2.71)du probleme
enquestion.Dansl'application au myocardejes lois (2.71) sontdétermireesa partir deslois
decomportementlescardiomyogtespardeschangementd'échellesNousavonsdonchesoin
dedé nir leslois (2.16)et(2.17)écritessousla forme

NP (3.1)

eb | b
Meé e peé eePé eeD € (32)

Laloi (3.1) portantsurla tensionnormaledansles cardiomyogtesestdétermireéea partir
deslois propogesdansZile etal. [111]. Pourla loi en moment,nousne disposong'aucune
donrée expérimentaleet cetteloi estchoisiele plus simplementpossiblec'est-a-direlinéaire
parrapportal'angle quefont lesdeuxbarreseninteraction.

3.3.1 Loi entraction compressiondescardiomyocytes

Leslois propogespar Zile etal. [111] pourle comportemenentractioncompressiordes
cardiomyogtessontdeslois scalairesencontrainteslela forme

S Sa

ou a estle rapportd'extensiondu cardiomyogte et s estune contrainte.Cetteloi n'est pas
uneloi tensorielleet, bien que ce ne soit pasprécis dansl'article, s esttresprobablementa
contraintenormalea unesectionde cardiomyogte moyenréesurcettesection.

Pourobtenirl'effort normaldansle cardiomyogte, il fautmulitplier s parunesurface,en
touterigueurla surfacede la sectiondu cardiomyogte déeformé. Nous avons choisi de multi-
plier par la surfacede la sectiondu cardiomyogte non déformeé. Ce choix donneuneloi de
comportemenplus simple a utiliser que celui consistanta multiplier parla surfacedéformée
qui sembleplus rigoureux, il estjusti & parle manquede précisionsur la démarcheutilisée
par Zile et al. En effet, Zile et al. font un calcul par élements nis pour déterminerleur loi
maisla loi de comportementridimensionnelledu cardiomyogte utiliséedansce calcul n'est
pascompktementpréciee, seuleuneloi scalaireestdonrée.On peutaussijusti er le choix
simpli & fait enremarquantjuele calcul par élémentsnis de Zile et al. estfait surun seul
cardiomyogte mocele qui estcylindrique et que,pourdéterminen’ énegie de déformationdes
cardiomyogtes,ils utilisentunesectionmoyenne.



CHAPITRE3. APPLICATION AU MYOCARDE: NOUVELLE LOI DE COMPORTEMENT 136

Laloi decomportemenéntractioncompressiomesbarresutiliséeparla suiteest

b athg geb a® 0 (3.3)

Le termeASb ala dimensiond'une surfaceet s estl'une deslois propogespar Zile et al. Or,
nous pouwons écrireAgb I\ieg ou V€ désignele volume d'un cardiomyogte qu'on suppose
0

independantle b, ce qui veutdire quetousles cardiomyogtesont le mémevolume.De plus,
Zile etal. ontsuppog quele cardiomyogte estincompressibledoncV® nechangegpaspendant

la deformation.Donc nousfaisonsdépendrd’ équationde comportemente NEb explicitement
d'un paranetrelgb. Ceparanetreestla longueuraureposdeb etil esttelque & |gb 0.

Dansle processud'homogeréisationdu chapitre2, e estunpetitparanetreliéalataille des
cardiomyogtes,typiqguement'estle rapportdela longueurd'un cardiomyogte surla taille du
myocardell estdonclogiquede consicrerquele volumed'un cardiomyogte estd'ordre €3
ets'écritVe  e3\j. Par suitel'expressiordela tensionnormaleest

~ ~ V ~
e &b B30 Heb (3.4)
I5°

Il estlogique égalemente supposeique la Iongueurneutrelgb desbarresestd'ordre e. De
plus, noussupposongjue cettelongueurneutreadmetun développementnaloguea celui de

|0 donre parl' équation(2.26) )
| g0 e (3.5)
1 dbie (3.6)
Laloi decomportemensedéwveloppeenfonctiondeeen
U V |b0 |b
€ |eb ez—k?s a ou a® —20 (3.7)
lo lo
Laloi (2.71)intervenantdansle problemed'élasticie dela cellule derépétitivité estalors
Y/
NP0 B0 B0 Bg g0 (3.8)
lo
3.3.2 Loi decomportementdesmoments

La loi de comportementiesmomentsentrebarres(2.17) ne peut pasétre bage sur des
donréesexpérimentaleguisqu'il n'y ena pasde disponiblesNousl'avons choisiede fagon
acequ'elle corresponda celle d'un ressortspiral, c'est-a-direquel'amplitude de M surle
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vecteure® ¢ ¢®° ¢ estproportionnellea la différenceentrelangle g* e ¢ eP ¢ et
I'angle dereposqg’, appeé aussiangleneutre.La loi decomportemen(2.17)s'écritdonc

M & kgﬁiqeé qsﬁ et be¢ (3.9)
sing& '
ou g Arccos p* avecp® e®¢ &P |l estclair quecetteloi n'estdé nie quesi
p& 1. )
DoncM® dépendxplicitementd'un paranetrepy’. Ceparanetreestle produitscalairedes
vecteurs” ¢ eteP ¢ aurepos,pd cosq, etil esttelque € p¥ 0.

Pourrespectetordre de grandeurvis-a-vis de e entreles tensionset les moments,nous
prendronskgC d'ordre €2, kqec e3kq De plus,commepourla longueumeutredesbarres nous
supposonsjuel'angle neutreqy® sedéveloppeen

a5 !° (3.10)
Doncpg cosq sedéveloppeen
i oupj cosqs (3.11)
D'apres(2.26), p& sedéveloppeen
o= pP e oup® PReO Preo (3.12)
Soitg®®  Arccos p® . Parsuitel'angle g% sedéveloppeen

et

g qP1¢ (3.13)

La loi de comportemente (2.71) intervenantdansle problemed'élasticié de la cellule de
périodicite du paragraph@.2.4estalors

Arccos p®  Arccos p§

MCO c0 pco ePRCO eDRcO ou c0 pco —
1 p°

(3.14)

Cetterelationdevient singulieresi p*° 1 ce qui estévitéesi lesdéformationsde la cellule
nesontpastrop grandes.

3.3.3 Problemesur la cellule de répétitivité - Loi de comportement ma-
croscopique

Ainsi qu'il estdécritauparagraph.2.4,la loi de comportementnacroscopiquéelu myo-
cardes'obtienten résohantun problemed'élasticie nonlinéairesur la cellule de périodicité.
Ceproblemeestconstitie deséquationgd' équilibre(2.72) et deslois de comportemeng3.8) et
(3.14),il s'écritdansle casétudgici :
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Etantdonrés 3 vecteursGl, G2, G3 repésentanta sollicitation macroscopiquetrouver
Rl R?l R3!telsqueleséquationsl'équilibre

Vn 3 é Nboeb [)Vb é MCO eDR Cc [)VDR C

b c |Dr €
2 g0 1 e DRe o (3.15)
&7 e
ou b ,Dv®  VvErRD  \Orb etles|ois decomportement
N VoG by kq# Arccosp® q§ eRC¢ ePrC (3.16)
b T p2 P |

soientsatisfites,ou
o Bb
Bb RERbl RORbl G]d]b Ib Bb eb -
|b |g
|b
0

Ce problemeétantrésolu,la loi de comportemenmacroscopiquestobtenueen calculant
toutd'abordlesvecteursie contraintesnacroscopiqueS© par

: . RC . c .
i 1238%° § N¥PgP J m® TETO"DRC |pTcd'PRC (3.17)
b c

pc ePRC eDRc ab

et ensuiteencalculantle tenseurde contraintesie Cauchydé ni par
lio ai
s =-S° G (3.18)
g
oug G! G2 G2 estle produitmixte deG?t, G2, G3.

3.3.4 Loi decomportementmacroscopiqueinverse- état neutre

On peutdétermineria loi macroscopiquénverseen se donnantles contraintesnacrosco-
piquesou, defagon équivalente les S de (3.17)etencherchanR!!, R?1, R3! et G1, G?, G3
telsquetoutesles équationglu problemesoientsatishitent.

Cettedernerefagond'envisageialoi decomportementnacroscopiqupermetdedéterminer
I' étatneutredelaloi dé nie auchapitrel. Quandonutilise descoordoneescurvilignescomme
c'estle casici, I' étatneutreestle triplet G G? G3 tel queles vecteursS!? 20 S30 spjent
nuls. Il estclair quel' étatneutredela loi homogereiseedéependdela “topologie” dela cellule
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derépetitivite, c'est-a-diredu nombrede nceudsde barresde couplesde barreset desconnec-
tivitésentrecesélémentanaisaussideslois de comportementet enparticulierdansnotrecas,
deslongueurset anglesneutresi‘g etqg. Le changemende cesvaleursmodi e leslois decom-
portementdestensionsetdesmomentset parcongquent' étatneutredela loi macroscopique.
Le choix de longueurset anglesneutresdépendante la variablelagrangiennd permetde
décrirelesvariationsdela loi decomportementiu myocarded'un pointal'autre duesauchan-

gementd'orientationlocaledescardiomyogtes.

Pourcompareta loi decomportemenbbtenugparhomogeréisationavecleslois macrosco-
piquesdeLin etYin [57], il faututiliserunemémecon gurationderéférencequi, dande casde
Lin etYin, correspona |’ étatneutredu myocardepassif,voir chapitrel. La comparaisomntre
les lois nécessitedonc de déterminerl’ état neutrede la loi de comportemenhomogréise.
Pourcefaire,il estpossiblede procedercommeindiqué precedemmentOn peutaussisedon-
nerdesvecteursRE, R3, R3! et GL, G&, G2, ce qui determinela positiondesnceudsl, 2 et
3 dela cellule deréférenceet de sesvoisines,en deduireleslongueursdesbarreset lesangles
entrebarrescorrespondantst prendrecesvaleurscommelongueurset anglesneutresdansles
lois de comportementCeschoix assurentjuelestensionset les momentscorrespondanta la
géonmetriedé nie sontnulsetdoncl' étatmacroscopiqueé ni parGk, G4 et GS estneutre.

3.3.5 Con guration deréference

Il a été souligré au chapitrel quel'expressiond'une loi de comportementépendde la
con gurationderéferenceutiliseepourdéterminede tenseude déformationde CauchyC, voir
paragraphel.1.3.Dansla littérature la con guration de réferenceutilisee pour formuler les
lois de comportementiu myocardeest!' étatneutredu myocardepassif,c'estla con guration
adopéeparLin etYin [57]. Pourpouwir menerdescomparaisonavecdeslois macroscopigues
phénoneénologiguesnousdevonsexprimerla loi de comportemenhomogréiseeenfonction
del'application linéairetangentd- entrel’ étatneutredé nissantla con guration de réference
etla con gurationdéformeedu milieu continuéquialent.

Soitj lafonctiondonnantia positiondansla con gurationdéforméed'un point magriel P
depositionX dansla con gurationderéférenceyoir paragraphd.1.1.0Onrappelleque

F o Nxj
Au chapitre2, nousavonsutilisé desvariabledagrangiennesurvilignesl 11213 et
la positiond'un point maériel dansune con guration quelconqueestdonréeparR° | , voir
paragraphe.2.2.La positiond'un point magériel dansla con guration correspondana I' état
neutrepour ce point estnotée R% | . Quandla con guration de réferencecorrespond I' état
neutrepourle pointconsiceré, on a pourtoutecon gurationdéformée
ROT  j R&I

et pardeérivationon obtient _ _ _
G' Nxj Gk FGk
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i IR mrei TRR
ouG' gretGg R0 123

Pourobtenirla loi homogereissecommefonctiondeF, il suft donc,unefois I' étatneutre
delaloi détermirée,de résoudrde problemedu paragraphe.3.3avec commedonrée G'
FGRri 123.

3.3.6 Energie de deformation élastique

Au paragraphe2.3.1 du chapitre2, nous avons montté que la loi de comportemento-
mogereisge esthypeglastique c'est-a-direqu'elle dérive d'une fonction W qui estla densié
d'énegie de déformationélastiqueen coordonieescurvilignes! . Pourun milieu continuhy-
petlastigueJa donreede W dé nit compktementia loi de comportementC'est souscette
forme queLin et Yin donnentleurslois de comportementmacroscopiquest c'est souscette
forme quenouscomparongeurslois avecla loi homogeréise.

Les énegiesde déformationdesbarreset descouplesde barresdu paragraphe&.3.1sont
dé nies par

b
| dw?, bo | (3.19)
dl
dwe
11 c0 3.20
p ap P p (3.20)
Pourlaloi polynomiales a  kja ka2 propogeparZile etal., on obtientdonc
k k |18
b 1.2 2.3 0
WPl Ea §a ou a ? (3.21)
etpourlaloi decomportementiesmomenty3.14)ona
W° p kq g 952 ougq Arccosp etq Arccos p§ (3.22)

2
La densit d'énegie de déformationélastiqueW estdoncdansce casd'apres|' équation
(2.75),
WG'G2G®2 § whIPGtG?Ge a We p°GtGg?2 G2 (3.23)
b c

qui s'écritdoncdansce cas

ke 1P 182 Kk 1D I
Wi é Vo — bO bO
. 2 b T

3 o
RN R R %)

C

ou les|® et sontdesfonctionsde G, G2, G3 parl'intermédiairede R11, R21, R3L



141 3.3. LOI DE COMPORTEMENT MACROSCOPIQIE

Pour menerla comparaisoravec la densié d'énegie de deformationélastiquepropoge
par Lin et Yin [57], il fautrameneW qui estla densié d'énegie par unité de volume en
coordoniéescurvilignesl aunedensieW parunité devolumedela con gurationderéference
correspondanti al' étatneutrecommeexpligué auparagraph@&.3.3.0na

W W Gk G3G3

ou G} G G2 estle produitmixte de Gk, G, G2 dé nis auparagraph@.3.4.

3.3.7 Incompressibilite

Leslois decomportementiu myocardepropo€esdansla litt eraturesonttoutesincompres-
sibles.L'incompressibilie estduea la matriceextracellulaireessentiellemerdcompoged'eau.
Dansle mocele de réseaude cardiomyogtes décrit au chapitre2, nousn'avons paspris en
comptecettematriceextracellulaireetla loi homogreissequenousavonsobtenuen'a aucune
raisond'étreincompressibleNousallonsmaintenanintroduirede fagon simpli éela matrice
extracellulairedansle modele pour obteniruneloi de comportemenincompressiblePource
faire,nousnousbasonsurdesrésultatobtenugparhomogereisationpourdesproblemesana-
logues,Caillerie[17].

Noussupposonsgjuele réseaude cardiomyogtesbaignedansun liquide visqueuxincom-
pressiblell estpeuraisonnablegu'aucoursdescyclesdesystolestdiastolesdumyocardese
produiseun ecoulemensigni catif duliquide extracellulairerelatvementauxcardiomyogtes,
celarevient a supposeen quelquesortequele liquide suit le reseaude cardiomyogtesdans
sonmouvementNoussupposonguelesvitessesle déformationdansle liquide restentfaibles
etquelescontraintess| s'y resument unecompressiomniforme:

S| pl

L'action du liquide extracellulairesur les cardiomyogtes se limite dansce casa desforces
de pressionjes forcesduesa la viscosie du liquide sontnégligees.Commeles cardiomyo-
cytessonteux-neémesincompressiblesjouspouvonssupposequela pressionexercee parle

liquide ne changepasleur comportementlastique d'ailleurs notre mocélisationdescardio-
myogytespar desbatonnetsansepaisseuexclut la priseen compted'une pressionuide sur
cesbatonnetsLes hypothesesprécedenteentranentquele seulcouplagemécaniquesxistant
entrele réseawecardiomyogtesetle liquide extracellulaireestl'absencede mouvementelatif

entrecesdeuxconstituantslu modele mécaniqueCelasigni e enparticulierquele probleme
de déformationdu réseaude cardiomyogtes peutétrerésolucommes'il n'y avait pasde li-

guide.Danscesconditions,le réle du liquide selimite a deuxaspectsD'une partinterdireles
déformationsmacroscopiqueavec le changementle volume et celaen tous pointsdu milieu

continu équivalentpuisqu'il n'y a pasd'écoulementu liquide relatvementaux cardiomyo-
cytes.D'autre part ajouteraux contraintesmacroscopiqueduesau réseaule cardiomyogtes
unepressioruniforme pl, p étantle multiplicateurde Lagrangeassoct a l'incompressibilie.
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Transpoé a la cellule de repétitivité, le rdle du liquide serésumeaussiaux deux aspects
ewguesci-dessusPar congguentja loi de comportemenincompressibldhomognreiseeque
nous utilisons pour menerdescomparaisonsvec la loi de Lin et Yin se décrit de la fagon
suivante: Les contrainteanacroscopiques sedécomposenénla sommedescontraintesde
compressiorsimpleduesauliquide s| etdescontraintes ,, duesauréseaule cardiomyogtes

S pl  Sm

Seuls y, faitvéeritablementobjet d'uneloi decomportemenqui estobtenugparlarésolution
du probleme(3.15)-(3.16)ou pourrespectet'incompressibili€ macroscopiquéa sollicitation
(G! G2 G®) doit correspondre unedéformationconserantle volume,c'est-a-diretelle que

GlG?G® GLG2GE

3.4 Donnéesexpérimentalesmacroscopiques

Lin et Yin ont propo% deslois de comportemenpour le myocardepassifet le myocarde
actif, voir [57]. Ceslois sontdécritesdansle chapitrel. Dansles deuxétatspassifet actif du
myocarde certaineshypothesesont et faites,commel’hyperélasticig, I'incompressibilie et
I'isotropie trans\erseou la directionprivilégieeestla directionprédominantedes bres myo-
cardiquesLa loi de comportemengestdonree par l'intermédiairede la fonction énepie de
déformation.Lin et Yin ont suppog quecettefonctionne dépendquedel'in variantl; etdela
guantie l4, voir chapitrel.

Pourle myocardepassif,ils ont choisiunefonctionexponentielle
Whas C1 €9 1  aec, Q Cyly 32 Czly 31 1 Cylg 12 (3.25

Lesexpéerienceont éte mereessurplusieursspecimensle myocardedelapin. Dansleurarticle
Lin etYin fournissentesconstantepour7 specimendifféerents(S1,S2,S3,54,S5,S6,S7):

Specimen | S1 | S2 | S3 | S4 | S5 | S6 | S7
Ci(gcm 2 | 1,01 | 2,42 | 9,86] 2,92 | 2,62 | 1,67 | 6,85
C,(g.cm 2) | 3,05 | 12,13| 4,62 3,21 | 2,40 | 1,70 2,88
Cs (g.cm 2) | -2,24| 0,63 | 2,37 -2,60] -0,89| 1,90 -0,76
Ca(g.cm ) | 1,92 1,05 | 0,09| 2,01 | 2,01 | 0,38] 0,38

Casdu myocardepassif.

Lesunitésutiliséesfont queW s'exprimeengf.cm 2 ou gf signi e gramme-forceg'estla force
subiepar1 grammede matieredansle champde pesanteuterrestre.

Pour pouwir compareria fonction densié d'énegie de deformationW N.m 2 obtenue
parla méthoded'homogeréisationavecles donreesexpérimentalesnacroscopiquede Lin et
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Yin, nousavonscorvertienN.m 2 lesfonctionsd'énegie propogesparLin etYin etqui sont
expriméesengf.cm 2 enutilisantla corversion:

1gfcm? 102 98IN.cm? 10 9 8IN.m?

Sur la Figure 3.3, on trace les énegies de déformationdes 7 spécimens,expriméesen

N.m 2, en fonction du rapportd'extensionde la bre | ¢ Ij 2, On constatesur la Figure
3.3quelesénepgiesdedéformationsontassedifferentesd’'un specimenal'autre.

FIG. 3.3—LescourbesdesénegiespassvespropogesparLin etYin, [57].

3.5 Resultatsnumeériques

La cellule de répetitivité choisiepos®deune direction privil égiée mocelisantla direction
d'une bre cardiaqueyoir Figure3.4.A n decomparemnotreloi decomportemenbbtenuepar
homogeréisationavec desrésultatsexpérimentauxnousavonsfait desessaisnumeriquesde
tractionuniaxialele long dela directionprivil égiéede la cellule elémentairequi repiesentda
directiondela bre cardiaqueOn désigneparl| ¢ le rapportd'extensiondansla directionde
la bre, | ¢ le rapportd'extensiondansla directiontrans\ersea celledela bre etsetrouvant
dansla couchecontenanta bre, etl ¢ le rapportd'extensiondansla directionorthogonalea
la couchecontenanta bre.

Nousavonsmere desessaisiumériquespourlesformespolynomiale(s  300a 102 ?)
etexponentielleEq2(s 14 5 e**% 1) delaloi decomportementlescardiomyogtespro-
poseparZile etal. [111].

Le choix de la rigidité desmomentsétantarbitraire,nousavons étude les difféerentedois de
comportemenbbtenuegpour unegammede valeursde cetterigidité a n de trouver celle qui
concidele plusaveclesrésultatsxpérimentaux.
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FIG. 3.4 — La direction predominanted'une cellule de répétitivité mocelise celle d'une bre
cardiaque.

Les tractionsuniaxialesque nous avons faites sont en incompressible¢'est-a-dire, nous
avonsfait varier| ¢ etprisl ¢t |nf 1 [ cequicorrespond tenir un volumeconstant
pendanta traction. Voir paragraphe.3.7.Les graphesqui apparaissendansla suite corres-
pondental' énegie dedéformationenfonctiondu rapportd'extensiondela bre | . La courbe
enligne continuerepesentde résultatde la méthoded'homogeréisation,et les symbolescor
respondenauxdonréesexpérimentales.

3.6 Inter prétation desrésultats

Pourune mémevaleurde la rigidité desmomentsJes lois homogereisesobtenuegpour
lesdeuxformespolynomialeetexponentielleEg2dela loi decomportemendlu cardiomyogte
sontpeudifférentesCe résultatestattenduparceque au niveaudu cardiomyogte, cesdeux
formessontaussipeudifféerentesyoir Figure3.2.D'autre part,onremarqueguepourdeschoix
différentsdela rigidité desmomentsousavonspu approchetesdonreesmacroscopiguedes

z

difféerentsechantillongdifféerentsspecimensyl' étatpassif.

Pour menerune comparaisoravec les lois phénorénologiquegpropogespar Lin et Yin
pourle muscleal' étatactif, il faudraitdisposededonréesexpérimentalesurle comportement
entractioncompressiore cardiomyogtesisolesactivés.Enl'abscencede cesdonrees,il se-
rait ervisageablal'essayedemoceliserl'activationdescardiomyogtesenmodi ant leurslon-
gueursneutregoutengardantaforme(3.8)delaloi entractioncompressioet,éventuellement,
enchangeankesraideursdesmoments.
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Chapitre4

Application aux nanotubesde carbone

Intr oduction

Les nanotubesle carbone gue nousdésignerongpar NTC, sontdesmacromoéculescy-
lindriquesde carbonequi peuwent présenterune ou plusieurscouchesd'atomes,ils sontdits
monofeuilletsou multifeuillets. En raisonde leurs proprietes physiquesemarquablesant au
plan électroniquethermiqueque mécaniquejes nanotubegle carbonesontl'objet d'une re-
cherchamportante.

Un NTC monofeuilletpeutétrevu commeunefeuille degraphite ou graprene enroubesur
elle-mémeenun cylindre fermé parunedemi-spkerea chaqueextrémite, voir Figure4.1.Une
feuille degraphiteestforméed'atomesde carbondi éspardesliaisonsatomiquestarrangsde
mankereaformerun réseawd'anneauxhexagonauxQuandunefeuille de graphiteestenrouke
sur elle-méme,l'arrangementde carbonedevient tresrigide, de hauterésistanceaxiale et de
forte exibilit é. La littératurefait mentionde moduledYoungde I'ordre de 1 TPa pour des
NTC monofeuillets.

Depuisleurpremeredécouserteen1991parljima [45], denombreuxravauxtantexpérimen-
taux quethéoriquesont éte développespour déterminera structuredesNTC, pour mesureret
pour calculerleurs proprietes physiquesLes mesuresontrenduedres délicatespar la faible
taille desnanotubesDes mesuresxpérimentalesont été réali€esa partir de la frequenceade
vibration thermiquedansun microscopetlectroniquesn transmissionyoir Treaq et al. [94],
Krishnanet al. [51]. D'autresmesurent été obtenuesa I'aide d'un microscopea force ato-
mique,voir parexempleWongetal. [100], Yu etal. [105], [106].

Quantauxétudeghéoriquesla dynamiquemoléculairea &t utiliséeavecdifferentegormes
du potentielinteratomiqueyoir Robertsoretal. [77], Yakobsonetal. [101], Cornwellet Wille
[24]. D'autre part, Tu et Ou-Yang[96] ont obtenul'e xpressioncompktedel’ énegie d'un na-
notubedéformeé a partir du mockle d'approximationde la densi€ locale propo£ par Lenosky
et al. [55], et ils ont ensuiteexprimé cette énegie en élasticié classigue RecemmentZhou

151
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FIG. 4.1—Un morceauwd'un nanotubdaisantapparére un cylindre fermé parunedemi-splere
al'une desesextrémités.

etal. [110] ont mere une étudethéoriquebase surla combinaisoriinéairedesorbitalesato-
miqueset du faisceauworbital moléculaire.ll y a, cependantires peud'étudesen mécanique
desmilieux continusdesNTC parcequ'on pensegéréralementuelesthéoriesde mécanique
desmilieux continusne sont pasapplicablesa I' échelleatomiqueou a celle du nanonetre.
Dansce cadre les proprietesélastiquesiesNTC monofeuilletset multifeuillets sontobtenues
en géréral en couplantla mécaniqueguantiqueet la théorie élastiqueclassiquela variation
desénegiesélectroniquesnicroscopiqueprovoqueespar les déformationsde la structureest
d'abord calcuke, ensuite |' énegie de déformationcorrespondanten théorie élastiqueclas-
sigueestécritea n d'obtenirles constante€lastiquegellesquele coefcient de Poissoretle
moduled'Young. Dansles étudesen mécaniquedesmilieux continus,un NTC estmocelisé
soit par une coquecylindrique (par exemple,Yakobsonet al. [101]), soit par une poutre(Liu
et al. [58]), soit parun treillis (Odegardet al. [65]). Une étudede Zhou et al. [109] bagesur
I' €lasticié desmilieux continusa permisde calculerl' €énegie de déformationd'un NTC mo-
nofeuilletdirectement partir dela structurede bandeélectroniquedesatomessansintroduire
de potentielempirique.L' épaisseudu nanotubeest calcuke de la bandedesélectronset le
moduled'Y oungestobtenuen consiceranta la fois I' €negie de répulsionentrelesions et la
dépendanceel' énegie électroniqueenla longueurde liaison.RécemmentZhangetal. [107]
ont propo£ un mocdele de milieu continua I' échelledu nanonetreincorporantdirectemente
potentielinteratomiquedansle mockle. lls ont déduitla densié d'énegie de deformationdu
milieu continude ' énegie stockeedansles liaisonsatomiguesen moyennantsur les orienta-
tions et la distribution desliaisons.lls se sontbasssur les potentielsinteratomiquegour le
carbonade Tersof [91] et Brenner[13]. Ensuite Zhangetal. [108] ont gérérali€ cettethéorie
demilieu continual’ échelledu nanonetresandaired'hypothesessurle potentield'interaction
etsurla fonctiondensié deliaisons.

Desquestionssesontposessurl'applicabilité de la theéoriedesmilieux continuspourin-
terpiéterles reponsesnécaniquesiesnanotubesGovindjee et Sackman36] ont examirg la
validité del'utilisation desmodkelesde coquesetdepoutrestlastiqueslls ontmontré que,pour
gu'un mocele de poutreen e xion soit valide, il fautquele nanotubeait un grandnombrede
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couches n desupposeguela sectionestun milieu continu.RécemmentHarik etal. [39] ont
identi é quatreclassegourlesmodelesdesNTC : les mocdelesde coqueminceet épaissele
mocdkeledecoqueavecun rapportd'aspectresgrand(le rapportde la longueurdu nanotubesur
sonrayon),etle moceledepoutre.

Nous avons abord une étudethéoriquedespropriétes elastiqueslesNTC en utilisant la
techniqued’homogeréisationque nous avons déweloppee dansle cadrede la mocelisation
cardiaque En effet, nousavons mocklisé le réeseaude lisaisonsde carbonedansles feuilles
de graphitepar un treillis bidimensionnepériodiquede barresélastiquedi éesentreelles par
leursextrémitesatomiquesLesinteractionscarbone-carbonsontmockliséespar destensions
elastique®tla variationangulaireentredeuxliaisonspartagearnta mémeextrémite estmodelisée
par desmoments.Tout d'abord nousavons étudi le modele en grandesdéformationset puis
nous nous sommesintéresgs aux déformationsen petits déplacementsDans la deuxieme
modelisation,nousavons obtenula solution analytiguedu sysemed'autoéquilibre ainsi que
lesexpressiongxplicitesdu moduled'Y ounget du coefcient de Poissorenfonctiondesrigi-
ditésdestensionsetdesmomentsget dela longueurde liaisonatomique.

Il esta soulignerque notre méthoden'est paslimitée aux NTC monofeuillets,elle peut
aussiétre appliglee a d'autresnanostructuresnefois connusle potentielinteratomiqueet la
structureatomiquedu magriau.

4.1 Description geomeétrique et mecaniqued'un graphene

4.1.1 Geéometrie du grapheneet con guration dereférence

La structuredont nouscherchonsin mocele continuéquialentn'est pasun nanotubede
carbone,c'est la structurebidimensionnelleappeée graplene consicerée par Odegard et al.
[65] dontla con guration neutre(con guration d'équilibre en I'abscencede chagement)est
un plan.Dansla con guration neutre,quenousprendrongarla suitecommecon gurationde
réference)es atomesde carbonesontsituésaux nceudsd'un réseathexagonaldont les cotes
mesuren,14nm. Surla Figure4.2,on peutvoir quele résealthexagonalpeutétregénréré par
la répetition périodiquesuivantles vecteursy® ety? d'une cellule éléementaireconstitieede 2
atomesde carbone En adoptanta numérotationdesatomesde carbonefi  n n! n? décrite
dansla section2.2.1ou n' n? numérotelescellulesélementaire®tn I'atome dansla cellule,
nousvoyonsquela positiondesatomesdansl' étatneutredu graptenesontdonréespar

Refi  nly! n?%? RR (4.1)
Lesvecteurglebasei! eti? étantceuxdela Figure4.2, nousavonsy'  rY' avec
- 3, 3
vyt 3t et Y2 St Gi? 4.2
RL 0 et R3 r it L (4.3)

2 2
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FIG. 4.2 — Treillis mocelisantun graprene. La période élementairegérerantle treillis est
repiesenéeengras.Elle consisteendeuxnceudstrois barreset six couplesde barres.

our 0 14nm.

4.1.2 Modelemeécaniquedu graphene

Nousutilisonsdesdonreesduesa Allinger et al. [1] surla rigidité desliaisonsatomiques
et sur la rigidité de la variation angulaireentre deux lisaisonspartageanun méme atome.
Cesdonreesont éte utiliseespar Odegard et al. [65] qui ont mocklisé la feuille de graphite,
commenousl'avonsfait, par un treillis de barresélastiquesDansleur mocele, la variation
angulaireentredeuxliaisonsatomiqueartageantin mémeatomen'a pasété mocklisée par
desmoments.Pourcela,ils ont introduit dansle treillis de nouwellesbarresqui ont despro-
prietesmécaniqueslifferenteslecellesmocelisantlesliaisonsatomiquesNotreméthoded'ho-
mogereisationpermetde prendreencomptesande modi er le modeledeAllinger etal. [1].

Dansle modele mécaniquepropo% parAllinger etal. [1], la tensionN d'une liaisoninter-
atomigueestdonreeenfonctiondela distancanteratomique par

N 6521 r (4.4)
etl'intensité du coupleentredeuxliaisonspartageantin mémeatomeest
1 2
M 876 10 = Arccosp P (4.5)
1 p? 3

ou p estle produitscalairedesvecteuraunitairesdesdeuxliaisons.
LesforcessontmesugesenNewton, leslongueurseenmetre,lesmomentsenN.m.

Avecle choixdelaloi decomportementilu momenti-dessusij estexclu d'avoir decouples
formésdedeuxbarresalignées(p 1). Cechoixn'estpasrestrictifdansle casdesnanotubes
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parcequ'il semblephysiquemenimpossibled'atteindreunetelle situation,c'est-a-dired'ali-
gnertrois atomesde carbonedi ésentreeux pardeuxliaisonsatomiques.

4.1.3 Description et numeérotation desélementsdu graphene

Comptetenude la mocklisationmécaniquedu graprenedécrite dansla section4.1.2,les
elementsdu graprene sont les atomesde carboneet les liaisons entre carbone,ce sontles
mémesélémentsque ceux pris en compteau chapitre2. Pour mettre en ceuvrela méthode
d'’homogereéisationde ce chapitre,nousdevons décrire la cellule éléementaire(ou cellule de
répétitivité) du grapreneconformémentau sysemedécritdansla section2.2.1.

La cellule n'est pasun hexagone elle rassembldes éléementsqui, par répétition spatiale,
gérérentla structurede la feuille de graphite,voir Figure4.2. Dansnotre étude,nouschoisis-
sonsla cellule élementairedé nie surla Figure4.2. Cettecellule contientdeux nceudstrois
barresetsix couplesde barresdontlesnumérossontdonrésdanslestableauxsuivants:

Tableaul Tableaw?

b 1123 C 1/2(3(4|5]|6
Orb |11 |1 PrRc (23|12 |31
ErRb |2 2] 2 Drc 3|12 3|1|2
ddb [0][-1]0 gbc |[0]0[0[-1]01
*b [0]0]-1 dc [o]|ojo[1]-1]0
Numérotationdesbarres. Numérotationdescouplesde barres.

Voir chapitre2 pourlesnotationsetla fagon dedécrirela “topologie” d'une cellule elementaire.
Nousavonsdonc:

12 123 123456

4.1.4 Application de'homogénéisationau graphene

Ainsi qu'il estexpligué au chapitre2, la techniquedesdéveloppementasymptotiquesie
I'hnomogéreisationsupposeaju’'on etudieunesuitede structuregparanetréepare.

Il estnécessairenparticulierde préciserla dependanceis-a-vis de e deslois de compor
tementpour lestensionset lesmomentsde la suitede structuregque nousconsiceronsdansle
processus'homogenrgisation.

En reprenanendimension2 I'argumentdéweloppe dansla section2.2.2,nouschoisissons
la loi decomportementestensionsdefagonacequ'elle soitd'ordree:

@] Kl el (4.6)
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ou L estunelongueurderéference.

De méme, pour respectetes ordresde grandeurrelatifs entretensionset momentsnous
choisissons

€p ek 117;)2 Arccos p 2—5 (4.7)
Lesdéwveloppement$2.32)et(2.33)deviennent
b gy 0 | @2 (4.8)
5 ok 1 2p
e€ e c0 3
p ezkpljpc02 Arccosp® - e (4.9)

Leslois de comportemen(2.71)intervenantdansle problemesurla cellule de répetitivité
dela section2.2.4sontdonc
PO Kl L (4.10)
1 2p
c0
kp,——— Arccos — 4.11

p P 2 Y 3 ( )
Par coherenceavec les ordresde grandeurchoisispour les tensionset les momentsnous

choisissonslesefforts extérieursd'ordre 2 parrapportae:

fei gfene (4.12)

4.2 Modéelisation engrandestransformations

4.2.1 Loi decomportementdu milieu homogeneise

La loi de comportemenestobtenueen résohantle problemesur unecellule élémentaire
décritdansla section2.2.4.Nousrappelonsci I' équation(2.64): v" 3 n

1 1
a NP pP 3 Mm@ |_DeD D § M® I—Pep DV 0 (4.13)
b c c

avecDV® VvERP  \Orb D2 pyRC etDvP DvPRC,

D'apresles Tableauxl et 2, on remarquequeDv®  DvP DVvP  v2 V1. Parsuite,la
formulationfaible (4.13)del’ équilibreserameneal’ équation

é NbOebO é MCO
b c

|

p 1

e IF,eF’ 0 (4.14)

@)
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Comptetenude la descriptionde la cellule élementairedu graprenedécrite dansles Ta-
bleauxl et 2, lesvecteursB™ dé nis par(2.21),ona

RO RO
gl0 R2 RIl g2 g2 Rl 111“_1 g0 R2 Rl 111“_2 (4.15)

On constategquelesvecteursR!! et R?! n'interviennentdansles vecteursB™ queparU
R?1 R!1 Nousavonsaussi

MlO M4O 10 p10 e20 e30
M 20 M 20 20 p20 e30 elO (4.16)
M 30 M 60 30 p30 elO eZO

La loi decomportemenimacroscopiguestobtenuesnrésohantle problemesuiant:
EtantdonrésG?, G2, trouver U tel que

e &0

2 nbOho 10 20 30
ba N2 2 M % @ M o @ M % (10 0
NPO | [P0
M kpii1 ! — Arccos p® 2—?? gre0 PreO (4.17)
IbO BbO ebO BTt:;) pCO ePRCO eDRCO
|

BlO U BZO U Gl BSO U GZ

Unefois détermire U, on calculelesvecteurdde contraintesst et S20 par(2.47) qui s'écrit
dansle casdu grapteneétudi

SlO N20e20 I%) MlO M3O e20 SZO NSOe3O Ié) MZO MlO eSO (4.18)

Onpeutaussicalculerle tenseudecontraintesle Cauchyequialentpar(2.49)cequi s'écrit

s éslo G! 2 G2 ou g G! G? (4.19)
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4.2.2 Deéependancedela loi macroscopiquevis-a-visde L

Proposition4.1 La solutionU du probleme(4.17)pourla sollicitatonG LG~ LG LG?
estU LU ou U estsolutiondu probleme

o QOO o 710
& NP2 W o m @ O
NP | P01
M@ k—giil Arccos p® 2D Prc0 Prco (4.20)
L 1 pc02 3
Bb0

B0 gbo B™ 0  _kcO DrcoO
I B o L ePr
Bl J B2 (O &l BH (J &2
De plusla réponse S0 S a la sollicitation G~ G! G2 estegalea LS' LS ou

S10 §20 estla reponsen la sollicitationG G G2 |, c'est-a-dire

élO NZOeZO 720 |\7|10 |\7|30 e20 éZO N30e30 TZO |\7|20 |\7|10 eSO (4.21)

Démonstration. Soit U la solutiondu probleme(4.20),on poseU LU, [0 b0, N®O
LN ML [ 2M%. Onaalors

BlO U BZO U Gl BSO U GZ

BbO
IbO BbO ebO |b0 pCO ePRCO eDRCO

2
N® 1P L MO ok, Arccosp® 2 Rc0 gPreO
1 pC02
et
030 20 o0 30 Q20 o
o \bOH0 10 20 30
ba N2 2 M % @ M o @ M % (10 0

Cequi montrequeU estsolutiondu probleme(4.17)pourla sollicitation G G2 .

LesvecteurscontraintesSt0 et $20 peuvents'écrire

glo N_20e20 iMlo M30 20 &0 N_weso iMzo M0 &30 (4.22)
L LI120 L LI30 '
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Soitencore

o 5P 4.23
— S — :
Corollaire4.1 La loi de comportementlonnantles contraintesde Caudy s en fonctionde
G G! G? estinvariantepar le changement'édellesurG donreparG'  LG'.
Démonstration. D'apresla demonstratiomlela proposition(4. 1)Iesvecteurs:ontralntess10 320
et S0 S0 correspondarduxsollicitationsG G G2 etG LG LG! LG? verient
S0 LS%i 12

Le tenseude contraintes

§ -&0 gL ¥ g g &l &2
s'écritaussi

§ ]6'810 Gl SZO GZ g Gl GZ
cequi montreques  S.

4.2.3 Etat neutredela loi de comportementmacroscopique

L' étatneutred'uneloi decomportementlie milieu continuélastiquea éte dé ni dansla sec-
tion 1.1.3.C'est, dansle casd'une repésentatiofagrangienneurviligne, lesvecteursay,, G,Z\l
donnantdescontraintesulles,soitS% S0 0.

Lemme4.1 Les vecteus G} et G dénis par Gy LY, i 12 oulesY' sontdé nis
par(4.2)formentun étatneute dela loi decomportemenmacioscopique

Démonstration. En posantUy L 23|1 3i2 onveérie facilementgueleslongueurs P et
lesanglesArccos p&o correspondantsontégauxa L et%Q. Par congquent)estensionset mo-
mentsNE° et M correspondantsontnulsainsiquelesvecteurscontraintesS0, i 1 2. Cela
montreque G, et GZ formentun étatneutredela loi macroscopique.

4.2.4 Con guration deréference

Il estpossibled'exprimerla loi decomportemeniacroscopiquendonnaniescontraintes
de Cauchys enfonctiondu gradientF dela déformationdu milieu continuparrapporta une
con gurationderéferenceSi la con guration deréférenceestdonréeen repesentatiorcurvi-
ligne parl R% | etlacon gurationétudieeparl RO | , nousavonsdonc

iR _TIRY .
q F q i 12 (4.24)

En prenantune con guration de référencecorrespondantocalementa un état neutredu
milieu, la loi de comportemenvis-a-vis de la con guration de réféerenceau point consiceré
s'obtientenrésohantle probleme(4.17)pourla sollicitationG'  FGL,i 1 2.
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4.2.5 Energiede déformation

Maintenannhousallonsexprimerexplicitement' énegie dedéformatior’V dumilieu continu
eguialent. Nous avons demonté dansle chapitre2 que la loi de comportementdu milieu
continuéquivalentesthypeglastique et nousavonsobtenul'e xpressiordeW a l'aide despri-
mitivesde 0| et < p parrapportal eta p respecttementyoir section2.3.1.

D'apres!' équation(2.75),I' énegie de déformationmacroscopiqu&V G! G? estdonrée
par
W ad wiI® g w,p® (4.25)
b c

ou |0 et p® dependente G! G2 parlintermédiairede U solutiondu probleme(4.17).

LesfonctionsW etW, sontdesprimitivesparrapportal et p de b0 | et < p,(4.10)
et(4.11),soit:
ki
[ =
W 2
Soit g®  Arccos p® , I'expressionde la fonction énegie de déformationW est donc
donréepar

k 2
L2 W, p EpArccosp sz

ko 2 2 Ko 0o 20>
w g =1"0 L . 4.26
L' énegie de déformationW estunefonction de G et G2, |a proposition4.1 nouspermet

d'énoncer.
Proposition4.2 OnaW LG! LG?2 LAV G! G2, ou

N mq s k 2p

Wetg: g M g2 08 Koo 2o 4.27
ou ™ etq® dépendentle G* G2 par l'intermédiaire de U solutiondu probleme(4.20) pour
la sollicitation G G? .
Démonstration. D'apresla dé nition dei™ du probleme(4.20)onal® LI*, onobtientdonc
(4.27)enmettantL? enfacteur

4.2.6 Calcul numeérique

Pourdéterminerla loi de comportementiu milieu continu équivalentau graptene décrit
dansla section4.1.1,il fautdéterminerles valeursdee, L kj, kp correspondana cettestruc-
ture. Pour cela, nous commenons par faire concider les positionsdes atomesde carbone
du graprenedansla con guration neutreavec cellesdesnceudsdu treillis donréespar les
déweloppementasymptotiques partir dela con guration neutredu milieu continuéquialent.



161 4.2. MODELISATION EN GRANDESTRANSFORMATIONS

PourL indépendantel |112I'étatneutre G}, G§ dé ni dansla section4.2.3lui
aussindépendantle! etil estfaciledeveéri er qu'unecon guration neutredu milieu continu,
c'est-a-dire une con guration correspondané un chagementnul, est donrée par Rﬁ I
I 1GY |2G3, nousavonseneffet, %—Fft,Ni i 12

Les positionsdesnceuddle la structureparanétrée par e (e assezetit) sontdoncdonrees
par(voir (2.19))

RY A enGy eRY} (4.28)
ouRZ RY{ Un L St i,

Nousvoyonsqu'il estpossiblede faire concidera l'ordre 1 cespositionsavec cellesdes
atomesdegraptenedonréesdansla section4.1.1enprenantRit Oetel r 0 14nm.

En comparanteslois decomportemenéne, (4.8)et(4.9)dela sectiord.1.4aveccellesdu
graprenedonreesdansla section4.1.2nousvoyonsqu'il fautprendre

19
ko 652N.m 1 et kp %N.m

kp 876 1019

o > 44 7N.m 1,

soit

Pour étudierla loi de comportementlu milieu continu équialentau graptene,nousap-
pliguonsun gradientde déformationF a la con guration neutredu graprenequi estchoisie
commecon guration de réference Le tenseurde contraintescorrespondanéstobtenupar la
résolutiondu probleme(4.17) pourla sollicitationG ~ FG, FGﬁ, et parlesrelations(4.19).
L'étatneutreGy ~ G§ GZ estégalaL Y! Y2 doncG L FY! FYZ,

D'apresla propositiord.1etle corollaire4.1onobtientla loi decomportemengnrésohant
le probleme(4.20)avecenparticulier
Kp

~ ~ 1 2p
b0 (b0 c0 c0 PrcO rRCO
N k| 1 et M 2 7176502 Arccos p 3 e e®

La fonctionW G! G2 dela section4.2.5 estune densié d'énegie par rapportaux va-
riablesl 1,1 2. Commelaloi decomportemengéstdonreecommefonctiondeF, il estpréférable
d'utiliser commeénepie de deformationla densié d'énegie parrapporta la con guration de
réferencecommefonctiondeF.

Soit\W la densié d'énegie parrapportala con gurationderéference SoitdS!' élementde
surfacedansla con gurationderéferencedé nie par

R IT12 iyl 12Ly2
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Nousavonsdonc
1RY 9qRC 3 3L2
ds R TR gilg2 12yl y2glg2 == dlqg1?
1L q2 2
Nousavonsparcongquent
W 2_ W
3 3L2

Nousavonsvu quela relationentreF et G est
G LFY!FY?

d'ou 5
WF —2 WLFY!LFY?
3 312

cequis'écritd'apresla proposition4.2 dela section4.2.5

A 2
WF —Z_W FY!Fy?
3 3

Supposonsgjuele tenseude déformationF estdonre par

= Fii Fo2
F1 P22

Les essaisnumériquesque nous avons meres correspondena destractionsuniaxialesdans
la directiondu vecteuri?, c'est-a-dire enfaisantvarier le coefcient F»» du tenseurF tout en
maintenantnvariantle coefcient F;; etenconsicerantdescisaillementquls,Fi, F1 0.

Surla Figure4.3 nousavonstrac la densié d'énegie W ainsiqueles contraintesde Cauchy
S11, S12 etsyo enfonctionde R, pourdifférentesraleursde F1 1.

4.3 Modéelisation en petits deplacements

Danscettesectionlestermegportant'indice 0 corresponderdla con gurationderéference.
Deplus,siv estunvecteurdu plan il i? , ondé nit sonvecteurtrans\ersedansle mémeplan
parv  i® v,ou ili2i® estunebaseorthonornéedirecte.

A la con guration de réferencele treillis est exactementpériodique,par congequent,le
vecteurunitaired'une barreb b n ne dépendpasdu numéron de la cellule contenanta
barreni du petit paranetre e; il dépenduniquementdu numéro b de la barredansune cel-
lule de réference Nousavonsdoncel® €5 etlon apourb 123:¢f 3 3t i2,
e 1 3! i2,etg i Deplus,lacon guration deréferenceestplaneet suppoge
setrouvantdansle plan it i? , parsuiteles vecteursunitairesqui sonttrans\ersesaux barres

dansle plandutreilissont: e} 3 it 32, 1 it 3% et il
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FIG. 4.3— A gauchelescontraintesen fonction du coefcient F», du tenseurde déformation,
adroitela densié d'énegie enfonctionde F»». EnhautF; 1, aucentreF;; 12 etenbas
Fii 14.
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Soitu® i le champded(’—:‘placemencﬂesnoeudsaleIastructureetUeB UED ueOb

Pourles mémesraisonsque dansle cadredesgrandesdéformationsnousconsickeronsles
deuxlois decomportemensuivantes

NP (4.29)

eb | b
M €€ &€ p& gPC D¢ (4.30)

Nousnousplagnsdansle cadredespetitsdéplacements;'est-a-dire que noussupposons
gueles forcesexerceessur la structuressontpetiteset qu'elles entranent par congquentdes
déplacementpetits.Lathéoriedespetitsdeplacementsonsisteadévelopperal'ordre 1 parrap-
port aux deplacementtes équationgd'équilibrede la structure La linéarisationrdeséquations
d'équilibre par rapportaux déplacementsiousramenea écrire les équationsd' équilibre sur
la con guration de réferencemaisavec commelois de comportementes partieslinéairesdes
déweloppementparrapportauxdéeplacementdeslois decomportemendonreesparleséquations
(4.29)-(4.30).

4.3.1 Linéarisation par rapport aux deplacements

Notation : La partielinéaireparrapportaux déplacementsd'une quanti€ scalaire(ou vec-
torielle) seranotéepar etonécrit o d ou gdésigndavaleurde dans
la con gurationderéféerence.

Noussavonsquepour chaquebarreb, le vecteurB® estdonre par
B  REED R°OD
ouR® fi désignela positiondu nceudd dansla con guration actuelle Soit BSB R E b
REOb .
B® BS U®

Onconstatejuele vecteurB® estlin éaireparrapportauxdéplacementstl'on a

B BR dB (4.31)
a\/ecd!?;eB lgef’. Orlet:’ Bed gzte~ Bed IeB, oNnendéduitparunsimplecalculquedleB )
& UPetde® U UL 1 UP & Parsuite lespartieslinéairesdel®

etdeeeB sont

19 &y (4.32)
S B ldud & (4.33)
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Quantala tensionnormaleNeB, sapartielinéaireparrapportauxdéeplacements'écrit:
NED eb |eb e, 4 b,
o d - (4.34)

& p i dl®

; . , . eb C e, . .
Deplusona € r 0. Siondésignepar dT r k7, la partielinéairede la tension
normaleN® devient

N® kel U (4.35)
D'une fagon similaire, la linéarisatiordumoment % p* donne
. < d € «
* p* * 15 “do_ 6 dp™ (4.36)
Y
ou
dp¥  dePt ePC T gf° gR° deP
%eOPRC UPe re e ke Dre
sin qg gRe yPe Pre ywe 3 (4.37)
sings  pre UeP ¢ e([))RC UeD ¢

Le termeq&désignel'angle quefait eoF>R ¢ ete('?R c.or € p; 0, alorsla partielinéairedu

momentM * s'écritsousla forme

sing§ d c & DR C & ¢ _DrecC

- 0 dp pg eOPR UeP Cc eOR UeD C eOPR eOR (438)
Onvaconsicererdanscettemocklisationla loi decomportemendumomentqu'on autilisee

dansla mocklisationengrandesiéformationsetinspireedestravauxd'Allinger etal. [1] :

2p

1
e
p kpjpz Arccos p 3

Me(:

8,

Dansce caspatrticulier la partielinéairedu momentpar rapportaux déplacementgstdonree

par:
« ke « «
M&: Tp egRC UeDc eOPRC UePc |3 (439)

4.3.2 Equationsd'équilibre

Commenousl'avons cité precedemment]a linéarisationdeséquationsd'équilibre (2.3)
et (2.4) revient a les écrire sur la con guration de référence.Par con€quent,les équations
d'équilibrelinéarigess'écrivent
i 4 TP fefi (4.40)
E

1d

fi a TP
b O1p

b

b
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et

4 M¢& 8 ME o TP O (4.41)
EPlb ED b

~

b

L' étapesuivanteconsisteadéveloppelestermegjui apparaissertandeséquationsl' équilibre
linéarigesensériesdee.

4.3.3 Déweloppementsnsériedee

Nous supposongju'apresdéformation,le treillis restequasiggriodique.Ceciva nousper
mettrede supposerjuele développementiu champde déplacementsi® s'écrit de la manere
suivante:

e x 0 | €

i u eu™ | © (4.42)

orLu® wEB u0b .En ajoutantdeshypotresesde regularie surle champu®,
on endéduitle developpemenensériede e duchampU®® :

UH  eubl o yERD1 Orb1 Mdib (4.43)
! '
D'autre part,on supposejuela rigidité destensionsnormalesk® estd'ordre 0 ene etcelle

desmomentskf, estd'ordre 2. Onreprendesnotationautiliseesdanda mocelisationengrandes
déformations

Kk kS ekp (4.44)
Par congquentja tensionnormaleestd'ordre 1 ene etle momentestd'ordre 2, etl'on a:
N®  eNDO ME  MD;3 (4.45)
avec,
NP kel uPt M %e@’“ ubrel gRS Yol (4.46)

D'apres les equationsd'équilibre linéariges,on trouve que les tensionstrans\ersessont de
mémeordreene quelestensionsormalesij.e. ellessontd'ordre 1 :

T® T avec TP T,0e (4.47)

Nousrappelongque T b , sontdesinconnuesdu probleme.Soit T N™e T et
M®P  MD;3,

Quantaux efforts extérieurs,nousles choisissonslansce casaussiaveclesmémesaisons
guedansle casdesgrandesiéformationsd'ordre 2 ene

fen gen e (4.48)
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SoitU u?! ull Enrésung,ona:

0 0
vt u u? u % Ul U % (4.49)
0 0
N ke U N2 k& U % N¥ ke U % (4.50)
10 w0 K3 3 '"_UO '”_UO

M20 M50 T|0 & & U & % (4.51)
30 60 @ ‘IT_UO
M0 M 3 & e U & o

4.3.4 Autoéquilibre et résolutionanalytique

En suivantle processusl’homogeréisationdécrit dansle chapitre2, on obtientle syseme
d'autcéquilibreécrit surunecellulederéference

V' n a T VOrRbP \ErD 0 (4.52)
b
wP b a MO wke ybre | & B TR0 @b 0 (4.53)
c b
L'équation(4.52)s'écrit :
vivi 3 TI0 I 2 720 2 T80 T 2 (4.54)
cequi estéquialenta

T 720 7% 0 (4.55)

D'autre part,|' équation(4.53)s'écrit:
wiw2wd 2 MO w2 W M2 wd ow! M3 owl ow?
M40 w2 wd M0 w3 owl MO0 wl ow? (4.56)
L'I't10i3 Wl Lthoi3 W2 |_Tt30i3 W3 0
cequi conduitauxtrois équationscalairesuiantes

M#* M0 M M LT o (4.57)
M30 MlO M60 M40 L-l-tZO (4.58)
MP M2 M M0 LT o (4.59)

o
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On obtientl' équation nale enéliminantlestensiongrans\ersedel' équation(4.55)eten
utilisantlesrelations(4.57)-(4.58)-(4.59)

N0l N2 N
% VR VE MO M0 2 MO0 M2 &3 0
Enutilisantlesexpressionslonréesdansleséquationg4.50)et (4.51),o0n obtientuneéquation

L, . . \ . . 0 0
linéaireenU. Cecinousconduitdirectementl'e xpressiorde U enfonction de% et% ;

(4.60)

212 6Kp fue 3 3 6kpg 5 O
Umh‘%‘%ﬁ‘% e%m kleoeopeo eom

(4.61)

En reportantl'expressionde U dansles équationg4.50) et (4.51), nousobtenondes ex-

pressionglestensionsiormalestdesmomentsPar congquentnousdéterminongesvecteurs

de contraintesdé nis dansla descriptionlagrangiennesn utilisantI' équationsuivantequi est

I' équivalentenpetitsdéplacementdel’ équation(2.47): pouri 1 2
0 8 pbObgb & a0 L Drc gbrc  PRC PR
SO 4 N¥hdP 3 wm C & d &< d (4.62)
b c

Apressimpli cation, lesexpressionsie S'° et S?° sont

sl NG %Mlo MO & 0 NOG %Mzo MO & (4.63)

Le tenseurde contraintesde Cauchypeutétre obtenupar le changementle variablesx
RS | etl'on a:

g0 TRR 1 g0 TRR o TRR (4.64)
g 1“ i g ﬂ| 1 ﬂ| 2 ’
ou g estle jacobiende cechangemendle variables.
D'autre part,del' équation(4.1)onaR% | 11LY! 1 2LY2 parsuiteon obtientlesvec-
0 0
teursy®  LYletT® LYZ

o . , . 0 q0
De plus, ce mémechangementle variablesdonnel'e xpressionde % % entermesde
0 0 . , . ., ., , . Oi
it 1% etparsuiteentermesdu tenseurde déformationlinéari# dé ni par: e; 3 I
0 L. . , . .
%,— ij 12,0uu® % u%2 . Cecinouspermetd'exprimerle tenseurde contraintesde
Cauchyentermesdu tenseude déformationlinéari.

Finalementapresun long calcul,on obtientl'expressiorhabituelleen élasticie linéairedu
tenseurde contraintesie Cauchy:.

sij | enn exdj 2fg; 1 12 (4.65)



169 4.3. MODELISATION EN PETITSDEPLACEMENTS

oul etfisontlescoefcients deLamé dumilieu élastiquebidimensionnetjui sontdonréspar
lesformulesanalytiquesuivantes

~ 1k 3kL? 6kp . 2k 3
|2 S 1 4.
6 KLZ 6kg " KLZ 6k (4.66)
Soitaussi ’ ’
. 6 p _ ke
| 1 kK kFLf L2 3‘<17szp (4.67)
23 K 69 k 69

Cesexpressionpermettentecalculerles modulesr’aqu'valentsl~ etfipourle grapleneal'aide
desvaleursnumériquesdek et% rappeéesdansla sectiord.2.6.

Eninversant' équation(4.65)en

1 f
&j —g Sij

S11 S22dij i 12 (4.68)

My =

on déduitlesmodulesd'Y oungE etcoefcient de Poissorfi bidimensionnels

3

e ML o5 T (4.69)
I 20 I 20
cequi, enfonctionde (4.67),donne
a1 K K
- 83k . k63
E — g N (4.70)
ko 1875 ko 187%

Module d'Y ounget coef cient de Poissontridimensionnels Plusieursarticlesdelalittérature
fontmentiondemoduled'Y oungetcoefcient dePoissorridimensionnelglesmodulesd'Y oung
sontenfait mesuésen Pa) pourles graplenesBien quece ne soit pasexplicite, il sembleque
la déterminationde cescoefcients soit bage suruneanalogieavec les coefcients de mem-
braned'une structurdinéairemengélastiquanince.ll fautnoterquele passagelescoefcients
d'élasticie a ceuxde la membranenécessitale connétre I' €paisseude la structuremince et
guecetteépaisseusembledif cile adé nir d'un pointdevuephysiqueg'estpeutétrela raison
dela disparie desépaisseurpropofesdansla litt ératureyoir Tableau3.

Rappelonsprievement,la determinationdescoefcients de membraneequivalentsd'une
structureminced'épaisseuh.

Soientl et lescoefcients deLameé d'un milieu élastiqueridimensionnelpna

Sij | eln e» eadj 2ue; ij 123 (4.71)
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L'hypothesepour passerau modele de membranaevient a supposequel’ étatde contraintes
estplan,c'est-a-direquesis S»3 S33 0Oenparticuliercelaentrane:

| enn &2 | 2ues O
et
1 I 2u
€11 € €33 €11 €x» I 2u I 2u €11 €x»
Onendéduitalors
2l u
Sab Well €20y U8y ab 12 (4.72)

Par intégrationsur |’ épaisseunousen déduisonensupposang,,, a b 1 2, constantglans
I' épaisseur
2l

hS ap ﬁh &1 endy 2uhey, ab 12 (4.73)

les hs,, sontles contraintesmembranairesCette approcherapidea été justi ée depuisles
anrees80 pardestechniquesle convergence.

Sionassimilela feuille degrapfeneaunemembranemince,onadoncencomparant4.73)
a(4.65)
~ 2l u
| ——h {1 uh
I 2u H M
dou 3 2 I
M ~
h
H Il : 21
SoientE etn le moduled'Younget le coefcient de Poissontridimensionnelsnousavons
pardé nition decescoefcients :

E

1 n n o
&j = Sij Esll S22 S33dj 1] 123 (4.74)
dou 3 2 I
9}
E

Il 21
Cequi montreque

E Eh n n (4.75)

4.3.5 Application numérique

Danscettepartie nousutilisonsles mémesdonrees,duesa Allinger etal. [1], quedansle
casdesgrandesdéformationsNous avonsvu dansla section4.2.6 qu'il corvient de prendre
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kk 652N.m 1 et% 44 7N.m 1 pourl'applicationdel'homogéréisationaugraprene.
En utilisantlesformules(4.70)nousobtenongourE et

E 278N.m?* f 026 (4.76)

Dansnotreétudenousavonsmodelisé |la feuille de graphiteparun milieu continubidimen-
sionnelplan.Doncnousn'avonspasintroduituneépaisseuA n decomparenosrésultatsavec
ceuxqui existentdansla litt érature nousavonscalcuk le rapportdu moduled'Youngqu'on a
trouvé surl' épaisseuen utilisantlesvaleursdel' épaisseupropogespar certainetudesno-
tamentles étudesde Yakobsonet al. [101], Lu [59], Zhou et al.[109], et Tu et Ou-Yang[96].
Nousrésumonglansle tableausuivantleursrésultats.

Tableau3

EenTPa| n hennm
Yakobsonetal.[10]] 55 0,19| 0,066

Lu [59] 0,97 |0,28| 0,34
Zhouetal.[109] 5 0,24| 0,07
Tu etOu-Yang[96] 4,7 0,34| 0,074

Quelquesésultatssurle moduled'Young,le coefcient
dePoissoret!' épaisseud'un nanotubede carbone.

Lesvaleursdu moduled"Y oungtridimensionneE quenousavonstrouvéesa partirdenotre
valeurde E sontprésenéesdansle tableausuivant:

Tableauwd

hennm | 0,066| 0,074| 0,34
EenTPa| 4,2 4 0,82

Lesrésultatedu rapportdu moduled'Y oung
surl' épaisseud'un nanotubelecarbone.

Par exemplepouruneépaisseude 0,34 nm nousavonstrouveé un moduled'Youngde 0,82
TPa alorsque Lu [59] a trouvg la valeur0,97 TPa. Et pour une épaisseude 0,066 nm nous
avonstrouve unmoduled'Youngde4,2 TPaalorsqueYakobsonetal.[101]onttrouve la valeur
5,5TPa.

Enrésung, lesvaleursdu moduled'Younget du coefcient de Poissorobtenuegparnotre
méthodad’homogergisationsontcohérentesveccellesobtenuepard'autresméthodesxpérimentales,
Lu [59], outhéoriques)yakobsonetal.[10]], Zhouetal.[109, Tu et Ou-Yang[96].
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4.4 Comparaisondesmodelesenpetiteset engrandesdéformations

A n de compareres résultatsobtenusen petiteset en grandesdéformationsnousavons
represeng les courbesde contraintesdesdeux modelessur une méme gure en fonction du
tenseurde déformationde GreenE;j;j qui estéquivalentau tenseurde déformationlinéaris
&j. On remarquegue pour des petitesdéformationsles courbesdes contraintesen grandes
déformationsetles contraintesiu mocdelelinéairesontconfonduesyoir Figure4.4 a gauche.

FIG. 4.4— A gauchees courbesdescontraintesobtenuegar les deuxmocdeles.A droite les
composantedu secondenseuide contraintesle Piola-Kirchhof.

De plusnousavonscalcuk le secondenseudecontraintesie Piola-Kirchhof, pourvéri er
sile mocele engrandesiéformationscorrespondi un milieu de Saint-\eénantKirchoff ou non,
c'est-a-dire si le secondtenseurde contraintesde Piola-Kirchhof estlinéaire par rapportau
tenseurde deformationde GreenE. Le résultatmontrequeles composantedu secondenseur
de contraintesie Piola-Kirchhof ne sontpaslinéairesenfonctiondescomposantede E, voir
Figure4.4adroite.



Conclusion

Une nouwelle approched’homoggréisationa été présenée. Cette méthodeconistea rem-
placerun mocelediscretdetreillis quasigriodiquede barresparun mocdele de milieu continu.
Au niveaumicroscopiqueg'est-a-direal'echelled'une barre deuxcomportementmécaniques
doiventétredé nis : la tensionnormaled'une barreet le momententredeuxbarresayantun
nceudcommun.La loi de comportemenimacroscopiquest obtenuepar la résolutionpar la
méthodede Newton d'un sysemed'auto-€quilibre faisantintervenir les barreset couplesde
barresd'une périodeélementairedu treillis. L'avantagede cetteméthodeestsasimplicité dans
la miseenceuvreet sonimplémentation.

A partir de donreesmécaniquesxpérimentalesgnicroscopique®btenuessur descardio-
myogytesisolés,nousavonsobtenuuneloi de comportemenmacroscopigue été construite.
Cesdonreesnous permettentde dé nir la tensionnormale,alors qu'il n'exsite pasdansla
litt eraturede donréessur les momentsqui existentau niveaudesanastomosepour lesquels
nous avons choisi une expressionfonction de la variation angulaireentreles directionsdes
deuxcardiomyogtes.Nousavonsremarq@ qu'il y aunelégerela difféerenceentrelesdonrées
mécaniques |I' étatpassifet cellesa I' étatactif, nousavons utilisé la mémeexpressionpour
la tensionnormaledansles deux étatspassifet actif descardiomyogtes.A n detrouver une
expressionrdesmomentsmocelisantau mieuxle comportementlescardiomyogtesau niveau
desanastomosesiousavonsfait desétudegpour desvaleursdifferentesle la rigidité desmo-
ments.En comparantnos résultatsaux donréesexpérimentalesmacroscopiquesjous nous
sommesaperas que la rigidité desmomentsjouentle role d'un paranetre mocelisantl'ac-
tivationélectriquedu coeur

Pourune autreapplicationde la techniqued’homogergisationaux nanotubegle carbone,
nousavonsobtenudeuxmodelesen grandeset en petitesdéformations Dansl’hypothesedes
petitsdéplacementsjousavonsobtenula solutionanalytiquedu sysemed'auto-equilibreetles
formulesexplicites du moduled'Younget du coefcient de PoissonLesrésultatsnumériques
guenousavonsobtenuesonttresprocheglesrésultatexpérimentawetdesrésultatghéoriques
propog€sdansla littérature.
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Conclusiongeéenerale

En se basantsur des méthodesnumeériquespour la résolutiondes sysemesd'équations
difféerentiellesnousavons déwveloppe desalgorithmespermettante suivre point par point les
trajectoiresdes bres myocardiques partir de donréesanatomiquesbtenuegarla technique
de microscopieenlumierepolariedéweloppeeparJouketal. [47], ainsiquedesalgorithmes
dereconstructiorde surfaces La forme géonétriquede réwolution du ventriculegauchenousa
permisd'utiliser I'in variancede la constantele Clairautle long desgéodesiquesdessurfaces
deréwlution pourvéri er la conjecturede Streeteisurce ventriculetout entier Desdif cult &s
ontéterencontéeslorsdela véri cation decetteconjecturesurle ventriculedroit acausedesa
forme géonetriquecompliqueeet du manquede précisiondesdonreesanatomiques.

D'un point de vue mécaniquenousproposong'utiliser une nouwelle approche une ap-
prochemicro-macro,pour déterminerune nouwelle loi de comportemeninacroscopiquelu
myocardegarhomogeréisationL'arrangementiescardiomyogtesestmocklisé parunsyseme
quasigeriodique(treillis) debarreslastiguesCetteméthodeestbagesurla descriptiorgéonetrique
microscopiquede I'arrangementdes cardiomyogtes et de leur comportementnécaniquen-
dividuel et elle permetde remplacerun modele discretde I' équilibre du treillis qui pourrait
prendreen comptesépaémenttoutesles barrespar un mocele de milieu continu. C'est une
adaptationaux milieux discretsde la méthodedes développementsasymptotiquesie I'ho-

mogenreisationdesmilieux périodiques.

De plus, nousavons appligLée la méthoded’homogereéisationaux nanotubesde carbone
en mocelisantle réseaude lisaisonsde carbonedansles feuilles de graphitepar un treillis
bidimensionnepériodiquede barrestlastiquedi éesentreellesparleursextrémitesatomiques.
Les interactionscarbone-carbonsont mockliseespar destensionsélastiqueset la variation
angulaireentredeux liaisons partageanta méme extrémite est mocelisee par desmoments.
Dansle caspatrticulierdespetitsdéeplacementsiousavonsobtenules expressionsanalytiques
dumoduled'Youngetdu coefcient dePoisson.
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AnnexeA

Techniquede microscopieenlumiere
polarisée

L'équipeRFMQ du laboratoireTIMC a déwelope une nouwelle technique Ja technique
de microscopieen lumiere polarie, pour determinerl'orientation des bres dansdescaeurs
foetaux,[46], [47].

FIG. A.1 — Cartesangulairesde I'angle d'élévation (a gauche)et I'angle d'azimut (a droite)
obtenuegpourplusieurscoupedsde la basegusqual'apex. L'angle d'élévation estmesue entre
0 et90, etl'angle d'azimutestmesugeentre0 et180 .
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Apressonprélevementla partieventriculaireestinseréedansunerésinetransparentelans
laguelleapres polymérisationles ventriculessontclairementvisibles. On effectuedescoupes
d'épaisseu500 um. Cescoupespeuent étre coronales(orthogonalesa I'axe du ventricule
gauche)sagittaleqparalelesau septum)ou trans\ersaleqorthogonalesu septum).La tech-
nique de mesurereposesur la propriete de biréfringencedes laments de myosine: la pro-
pagationde la lumiereestpluslentele long de la directionlongitudinaled'une cellule quele
long d'une directionradiale.Le collageneestfaiblementprésentdansles coeursfoetauxet ne
genepaslesmesuresNotonsquel'indice derefractiondela résinechoisieestprochede celui
du collagene.Pourle myocardepost-natadeslimitations apparaisserdu fait probablementle
'augmentationdela teneurencollagene.

Lesrésultatssontconstitiesde cartesangulairegourniessousformede coupediscretisses
envoxels.Danschagueroxel uneinformationmoyenneestcollecée; deuxanglessontmesugs,
I'angle d'élevation et I'angle d'azimut. L'angle d'élevation estl'angle quefait la bre avecle
plan de coupeet I'angle d'azimut estl'angle quefait la projectiondela bre surle plande
coupeavecunedirection x edeceplan.



AnnexeB

Modelisation par descourbeset surfaces
B-splines

Danscetteannee nousprésentonsineintroductiongéréralesurles courbesetlessurfaces
B-splinesobtenuesa partir de courbeset de surfacesde Bézier Pourune étudebien détaillee
surla théoriedesB-splinesvoir Farin [30]. Ensuite,on utilise cetypede surfacespour établir
desmocdklesgéonetriqguespourlesdeuxventriculessurlesquelon peuttracerdesgéodesiques
enutilisantun algorithmedéveloppe pourtracerdesplus courtscheminssurtellessurfaces.

B.1 NotionsdeBase

Soitn unentiernaturel.

Dé nition B.1 : Lespolyndmesde Bernsteinsontdé nis par :
Blt CK1 t" Kk

k n!
avecO k netCl oo
Les polyndmesde Bernsteinsontde degré n et dé nissent une basepour les polyndmesde
degré inférieurou égalan.

Dé nition B.2 : étantdonre n 1 pointsPy P; P,de 9 la courbede BézierG polyno-
mialededegrén de d assoceeauxpoints P« k o n, estla courbepolynomialeparanmétree
parf dé nie par:
n
ft QABIt t 01 (B.1)
k 0

Lespoints B x o n Sontappeéslespointsde contidle de la courbeG et le polygone
PoP1 P, estsonpolygonede contidle. La courbede Bézier G passepar les points Py et Py,
elle esttangenteen Py au segmentPyP; et en P, au segmentP, 1P,. En plus, elle a d'autres
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proprietesgeomnetriguescitonsparexemplel'in variancepartranslatioret rotation,l'in variance
partransformatioraf ne deparanetre,...

Les courbesde Béziersontun outil puissantpour tracerdescourbesmaisellesont quelques
limitations. Descourbesplus complexespeuentcependanétre mockliseesgraceaux courbes
polynomialegparmorceauxqui sontappeéeslessplines.

FIG. B.1—Un exempled'une courbede Bézierpolynomialede degré 3.

Dé nition B.3 : LesfonctionsB-splinesuniformesN;' de degré n sugerieur a 1 sontdé nies
par la relationderécurrence:

Lk
n

Kk n t ,

Ny t Ne 1t TNkllt

avecla B-splinededeggré 0

0 1 sik t k 1

N t 0 sinon

Dé nition B.4 : UnecourbeB-splinededegrende ¢ estunecourbedeclasseC” ! polyno-
mialepar morceauxdontla restrictiona chaguemorceauestunecourbede Bézierpolynomiale
dedeggrende 9. Lepolygoneobtenua partir despolygonesie Bézierdetouteslescourbesde
Bézierdeé nissantla B-spline estdit le polygoneB-splineou bienle polygonede De Boor.

Une courbeB-splineuniformeGdedegréen de 9 s'écrit sousforme paranétrée:

ft §DN't t 01 (B.2)
k

oulesDy 9 sontlespointsde De Boor.

L'avantagedescourbesB-splinessurleslescourbesle Bézierestle contrdle local. Enfait,
pourunecourbede Bézier un changemend'un despointsde contdle changetoutela courbe,
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c'estun changemenglobal,alorsqu'un changemend'un despointsde contdle d'une courbe
B-splinen'affectequequelquesegmentsde courbeauvoisinagedu pointmodi €.

A partir de courbesde Bézier et B-splines,on peut obtenir des surfacesparangtréesen
faisantle produittensorielde deuxfonctionsde baseen suivantdeuxdirectionsorthogonales.
On appellecessurfacesrespectiementles surfacesde Bézier et les surfacesB-splines.Par
exemplel' équationparangtriqued'une surfacede Béziers'écrit :

n m
Suv g amBiuB"v uv 0172 (B.3)
k 0l 0
etd'une surfaceB-spline:
Suv aabuNfuN™v uv 012 (B.4)

k |1

avec,les By sontlespointsdecontdle dela surfacedeBézieretles Dy sontlespointsde
De Boordela surfaceB-spline.

B.2 Application au myocarde

B.2.1 Modelesgeométrigues pour lesdeux ventricules

Danscettepartie,on utilise dessurfacesB-splinesde classeC? polynomialesparmorceaux
dedegré 3.

Modelepour le VG :

La surfaceexternedu VG estconsicereecommeunesurfacetorodale,elle ressembleaune
partied'ellipso’de.L'extrémité dela partieinférieureestconsiceré commeun petitori ce, voir
Figure 2.7. Cette surface peut étre obtenuepar rotation d'une courbeplanefermée, ayantla
forme d'un croissantautourd'un axe contenudansle mémeplan quela courbeet qui nela
coupepas.

Modelepour le VD :

Le moceleétablipourle VD résultedesobsenationsanatomiqueslassiquesToutd'abord,
on a construitun tore, puis on I'a allongé de mankre a obtenir une surface“cylindrique” a
paroieépaisseEnsuite onatordule cylindre pourobteniruneformedetubeenU et nalement
onamodi élagrandeudesori ces, voir Figure2.8.
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FiG. B.2—Le modceledu VG.

FiGc. B.3—Le moceleduVVD.
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B.2.2 Pluscourts cheminssur dessurfacesB-splines

Pourdéterminemunegéocesiqueon peutproccderdedeuxmanires soit x erunpointdela
géocksiqueetla tangenteencepoint, soit x erdeuxpointsdela géocesique Nousutilisonsun
algorithmequi a éte déwveloppe par[73] pourtracerdesgéodesiquesurdessurfacesB-splines.
Cetalgorithmepermetdetracerun pluscourtcheminentredeuxpointsdela surface.

Si on cherchea tracerdesgéocesiquespériodiqueson constataqueles geoesiquebte-
nuespar cetalgorithmesontbienferméesmaisellesne seraccordenpasde mankereréguliere,
voir Figure 2.9. Ce problemeestdu en principe au fait que la surface peut ne pasavoir de
géocksiqguegpériodiguegpassanparle point consicere.

FIG. B.4 — Desgéocesiquegsraccessur les modelesdesdeux ventriculesen utilisant I'algo-
rithme déweloppe par[73]. Onvoit despointsanguleuxauxpointsderaccord.



