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Chapitre 1

Introduction

La modélisation des bassins sédimentaires permet de retracer 1'histoire des hydrocarbu-
res depuis leur génése. Elle prend en compte de nombreux phénomenes physiques et
géologiques comme 1’érosion, la compaction, la formation des failles, le jeu tectonique
des plaques, les réactions chimiques, etc. Cette modélisation est primordiale en engi-
neering pétrolier car elle permet en particulier une sélection efficace des sites de forage.
D’autres domaines sont aussi couverts par cette modélisation comme 1’étude des nappes
phréatiques, des risques de pollution dans le sol par un ou plusieurs contaminants, des
recherches minieres...

Le but de cette these est I'étude de schémas numériques en temps pour la prise en
compte des phénomenes liés & un bassin sédimentaire et tout particulierement I’étude
des écoulements des fluides dans ce bassin depuis leur génése et jusqu’a leur piégeage dans
les roches magasins.

La difficulté dans ’étude des écoulements des fluides est la prise en compte de la thermody-
namique qui régit les échanges de constituants entre les phases. Cette thermodynamique
est trés coliteuse en temps de calcul du fait de la complexité des phénoménes simulés et
pénalise donc le reste de la simulation. On cherche donc a établir un schéma numérique qui
soit stable, robuste, peu couteux en temps calcul. Pour ce faire, on essayera de limiter au
maximum les appels & ce module thermodynamique. Afin de pouvoir satisfaire & toutes ces
contraintes, on reformule le systeme d’équations qui permet de simuler ces écoulements par
rapport & celui qui est usuellement utilisé pour la simulation des écoulements des fluides
dans les réservoirs.

Ayant présenté les objectifs de la theése, on présente maintenant le plan détaillé de chaque
chapitre de la these.

Dans le premier chapitre, on présente tout d’abord un bassin sédimentaire en exposant suc-
cinctement les principaux phénomenes et mécanismes que I’on va modéliser et étudier par
la suite. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on présente la modélisation mathématique
des phénomenes de compaction d’un bassin, du craquage primaire et du craquage sec-
ondaire (phénomeéne de génération des hydrocarbures) et enfin un modele de migra-



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

tion de ces hydrocarbures dans le bassin. Ce modele d’écoulement est directement issu
de la modélisation des écoulements dans un réservoir pétrolier. La différence entre la
modélisation d’un réservoir et celle d'un bassin est la loi de porosité, I’échelle de temps
(qui est de plusieurs millions d’années) et d’espace (des centaines de kilometres). Ce
modele est le point de départ des modeles étudiés par la suite.

Le deuxiéme chapitre présente les trois modélisations retenues pour 1’étude des écoule-
ments. La premiére modélisation est une formulation en masses-saturations. Cette formu-
lation permet de réduire le nombre d’inconnues par rapport a la modélisation utilisée pour
décrire les écoulements dans les réservoirs grace a l'introduction d’une nouvelle grandeur
thermodynamique appelée ceefficient de répartition. Cette grandeur thermodynamique,
que l'on note B, exprime la répartition (ou de fagon plus simple, le pourcentage) de la
masse du constituant au sein de toutes les phases présentes. Cette notion est différente de
celle des fractions massiques qui exprime la répartition (ou pourcentage) de tous les consti-
tuants présents dans une phase au sein de cette phase. Il existe toutefois une relation entre
ces deux quantités. Une fois exposée la modélisation du modéle en masses-saturations,
on le compare avec le modeéle compositionnel usuel de modélisation des écoulements dans
les réservoirs. Il ressort de cette comparaison, outre le fait d’un nombre moins important
d’inconnues comme on 1’a déja signalé, une plus grande facilité de la prise en compte des
changements de phase au sein du bassin. En effet, la modélisation en masses-saturations
ne change pas de type d’inconnue selon les états de phase des zones du domaine contraire-
ment au modéle compositionnel développé dans le milieu de la modélisation des réservoirs.
On présente ensuite un deuxiéme modele en masse de mélange qui permet de réduire en-
core le nombre d’inconnues par rapport au modéle en masses-saturations. On a pu, dans
cette formulation, éliminer les saturations de la modélisation comme inconnues principales.
Cependant, les saturations restent présentes dans la modélisation par I'intermédiaire des
perméabilités relatives. Le dernier modele, appelé modéle en masses de composés, garde le
méme nombre d’inconnues que le modéle en masse de mélange, mais permet de s’affranchir
de la loi de densité de mélange en écrivant de maniére différente la loi de conservation du
volume poreux. Enfin, pour terminer ce chapitre, on présente les hypothéses simplificatri-
ces appliquées a tous ces modeles: la négligence de la pression capillaire, pas de dissolution
des constituants hydrocarbures dans la phase eau et pas de dissolution du constituant eau
dans les phases hydrocarbures (ceci n’est pas une hypothése trés contraignante puisqu’elle
est observée de facon naturelle), deux phases hydrocarbures et deux constituants hydro-
carbures qui peuvent se répartir au sein des phases (cette hypothése tient plus du fait de
ne pas avoir de module thermodynamique prenant en compte plusieurs constituants et
plusieurs phases que de problémes techniques de mise en ceuvre), une température con-
stante au cours du temps (hypothése tres forte du fait du temps retenu pour la simulation),
une compaction simplifiée qui est incluse dans la loi de porosité et enfin une simulation
sur un domaine en deux dimensions.

Le troisiéme chapitre est consacré en premier lieu aux techniques de discrétisation en



temps et en espace que 'on a retenues pour 1’étude des différents modeles. La premiére
partie de ce chapitre est consacré a un rappel sur la méthode des volumes finis et son
application sur le cas du Laplacien. On ne s’étend pas sur cette méthode puisque ce
n’est pas le but de la these. Toutefois, le fait d’avoir retenu une méthode de volumes finis
différences finies cinq points, impose un maillage cartésien du domaine. En effet, comme le
montre I.Faille [31], les volumes finis différences finies cinq points (et neuf points) sont mal
adaptés pour des maillages déformés. La deuxieéme partie de ce chapitre est consacrée aux
techniques de discrétisation en temps des équations qui ont guidé cette these. On décrit,
d’abord la méthode de splitting du terme source, puis ensuite la méthode de résolution en
temps des équations avec la technique IMPES qui a inspiré nos méthodes de discrétisation.
Cette technique, dont le principe est de découpler les équations en prenant la pression en
implicite et les grandeurs intervenant dans les flux (qui dépendent essentiellement des
saturations) de fagon explicite, est présentée sur un cas simple d’écoulement diphasique
eau-huile, incompressible et immiscible dans un milieu homogene. Cette technique sera
adaptée a nos modeles, notamment en prenant de fagon explicite les termes de masses
et de saturations. On présente dans le paragraphe suivant la motivation principale de
cette thése, & savoir la prise en compte de facon explicite les coeflicients de répartition
nouvellement introduits. En effet, les autres grandeurs thermodynamiques intervenant
dans les modeles (densité, viscosité, fractions massiques...) dépendent de ces quantités.
Ces ceefficients de répartition sont donnés par un module thermodynamique qui peut
s’avérer coliteux en temps calcul lorsqu’il est complexe, d’ol1 la nécessité de les découpler
des équations de transport. Il ressort alors que cette prise en compte des ccefficients de
répartition de facon explicite est indépendante du choix de la méthode de résolution des
équations (on pourrait envisager de résoudre les équations en implicitant tous les termes
a Pexception des ccefficients de répartition). Répétons que le choix de la méthode IMPES
pour la résolution se jusitifie par le souci de rechercher un modeéle peu coliteux en temps
calcul. Enfin, on termine ce chapitre par la description de la méthode numérique utilisée
pour la prise en compte de la compaction & I’aide du calcul de la loi de porosité (modele
de compaction simplifié qui est un cas limite de modeéles plus complexes).

Le quatriéme chapitre est consacré a la discrétisation et aux résultats numériques de chacun
des modeles retenus. Lors des simulations se rapportant au modeéle en masses-saturations,
la simulation de 1’écoulement des hydrocarbures par la seule variation du gradient de
pression est impossible. En effet, lorsque la compaction (principal phénoméne moteur
dans les écoulements) et la génération des hydrocarbures disparaissent (cette situation se
produisant lorsque la roche mére est épuisée et qu’il y a un moment de calme -i.e. peu
de dépots de sédiments et jeu des plaques tectoniques inexistant- lors de la formation
des bassins sédimentaires. Ces phénomeénes peuvent durer quelques millions d’années); la
pression devient alors constante dans tout le bassin et prend la valeur imposée au toit du
bassin. Les écoulements cessent. Ce phénomeéne n’est pas tres physique et constitue une
limite de la modélisation. Pour le modéle en masse de mélange, une premieére difficulté
intervient avec le choix de la loi de mélange. On montre qu’avec la loi de mélange retenue
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laquelle est une moyenne des densités de phase pondérée par les saturations de ces mémes
phases, le modeéle en masse de mélange est une conséquence directe du modéle en masses-
saturations. La différence entre les deux modeles provient du schéma en temps qui est
plus implicite dans le cas du modele en masse de mélange que dans le modele en masses-
saturations (les densités des phases sont prises de fagon implicite dans le modéle en masse
de mélange). On montre également une limite du modele dans le cas de trés faibles densités
de phase ( cas des gaz trés volatils dans les réservoirs) puisque, en considérant des faibles
densités, les simulations numériques échouent (des pas de temps de 'ordre de la seconde
ne sont pas suffisants pour effectuer la simulation; en conséquance, on a donc conclu a
I’échec de la simulation). Pour terminer ce chapitre, on présente les résultats numériques
du modele en masses de composés. Ce modeéle permet de simuler les écoulements au travers
du bassin dans le cas de ’arrét de la compaction et de la génération des hydrocarbures,
ainsi que de faibles densités pour les hydrocarbures. Le modele en masses de composés
pallie donc aux limites des modeles précédents. C’est pourquoi on a retenu le modeéle en
masses de composés pour la suite de cette thése.

Le cinquiéme chapitre est consacré a 1’étude de I’approximation retenue sur les coefficients
de répartition. En effet, on a choisi de prendre en explicite, indépendamment de la méthode
utilisée pour la résolution des équations de transport, les ccefficients de répartition. Ce
choix suppose que 1’équation de conservation du volume poreux ne soit plus vérifiée. On
obtient deux types de volume, le volume issu de la porosité du domaine et le volume issu
de la thermodynamique. Il n’y a aucune raison apparente pour que ces deux volumes
coincident. En conséquence, 1’équilibre thermodynamique n’est donc pas vérifié. C’est
pourquoi on introduit une nouvelle équation afin de corriger ces méfaits. Celle-ci, ap-
pelée équation thermodynamique & masses et volume constants, recalcule de nouveaux
coefficients de répartition. Pour cela, les masses et le volume poreux sont fixés et issus
de la résolution des équations de transport; la pression,’inconnue de cette équation, est
modifiée. On présente alors deux formulations pour cette équation de thermodynamique
a masses et volume constants. La premiére formulation n’admet pas de solution réaliste
(masses nulles ou densités infinies) dans le cas ou les ceefficients de répartition ne sont pas
mis a jour apres le transport et est automatiquement vérifiée des que I'on met & jour les
ceefficients de répartition apres le transport. On conclut donc que I’étape de résolution
de ’équation thermodynamique & masses et volume constants afin de récupérer I’équilibre
thermodynamique n’est pas utile dans ce cas. L’inconvénient est qu’il faut mettre a
jour les ccefficients thermodynamiques. Pour éviter la mise & jour de ces ccefficients de
répartition, on introduit une nouvelle équation thermodynamique & masses et volume con-
stants. On montre dans le cas ou les densités de constituants ne dépendent pas des phases
dans lesquelles ils se situent, que cette équation de thermodynamique & masses et vol-
ume constants est identique & 1’équation de conservation du volume poreux, mais qu’elle
differe dans le cas ou les densités de constituants dépendent des phases dans lesquelles
ils se trouvent. Toutefois, le fait de la compatibilité de I’équation thermodynamique &
masses et volume constants suggere 'impossibilité de calculer de nouveaux ceefficients de



répartition. On montre cette situation dans le cas d’un constituant se répartissant au sein
de deux phases hydrocarbures. On passe ensuite aux résultats numériques. Il apparait
que le cas incompressible est trés difficile & simuler puisqu’il nécessite un pas de temps
inférieur & 'année pour pouvoir terminer la simulation. Cependant, la densité de consti-
tuants incompressible n’est pas tres réaliste ni physique. On peut quand méme noter que
Pordre de grandeur du pas de temps est comparable dans le cas de fluides trés faiblement
compressibles. Dans le cas de la simulation compressible, il apparait dans le drain des pics
de saturation. Ces pics sont liés & la modification locale de la pression. Ces pics n’ont pas
de réalité physique puisque, lorsque 'on raffine en temps et en espace, ils disparaissent.
De plus, pour pouvoir effectuer ces simulations, il a été nécessaire d’imposer un critére tres
restrictif sur les variations du pas de temps: en interdisant une trop grande variation entre
la pression issue de la résolution du transport et celle issue de la résolution de I’équation
thermodynamique & masses et volume constants. On a également programmé une méthode
de point fixe pour les deux modeéles afin d’augmenter le pas de temps et d’impliciter de
facon simple les coefficients de répartition. Dans les deux cas, la méthode de point fixe
donne les résultats obtenus par le modeéle en masses de composés ne tenant pas compte
de I’équation de thermodynamique & masses et volume constants et avec les coefficients
de répartition pris de fagon explicite. Pour terminer, on présente une simulation avec une
loi de densité tronquée & partir d’un certain seuil de pression. Cette simulation a pour
effet de prendre en compte une physique plus importante et plus difficile & simuler pour
les coefficients thermodynamiques, afin de comparer le comportement du modeéle tenant
compte de ’équation thermodynamique & masses et volume constants a celui du modele
ne tenant pas compte de cette équation thermodynamique. Les résultats de comparaison
sont identiques & ceux exposés précédemment.

Le sixiéme chapitre est consacré, dans un premier temps, aux résultats de stabilité numérique
du modele (différents raffinements en temps et en espace ont été opérés) et, dans un
deuxieme temps, a I’étude d’une gestion du pas de temps pour le modele en masses de
composés. La motivation d’une telle étude de gestion du pas de temps s’explique par des
variations importantes des phénoménes au cours du temps et selon le milieu rencontré.
Lorsqu’on effectue les simulations avec un pas de temps fixé, ce pas de temps doit étre
adapté au phénomene le plus restrictif au cours de la période simulée afin de pouvoir
garantir la fin de la simulation. La question du choix de la valeur de ce pas de temps
se pose alors. Faute de pouvoir déterminer & 1’avance cette valeur, plusieurs simulations
doivent étre effectuées au préalable afin d’en déterminer la grandeur. Cette valeur n’est
efficace que pour un jeu de données fixé. Sa détermination doit de nouveau étre effectuée
des que le jeu de données est modifié. De plus, en supposant que la valeur ”"optimale” soit
évaluée, il apparait un surcoit de calcul pour les phénomeénes précédents, qui auraient pu
étre calculés avec des pas de temps plus importants. Pour ces raisons, un pas de temps
adaptatif a été retenu. On commence par décrire la stratégie de pas de temps développée
dans le modéle TEMISCOMP (thése d’Isabelle Faille [31] et repris dans la thése de Sophie
Verdiere [56] pour le modele des réservoirs). Cette stratégie est dite ”empirique” au sens
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ou les valeurs de variation du pas de temps sont données par 'utilisateur et doivent étre
adaptées a chaque cas. De plus, cette stratégie de prédiction de pas de temps ne prend pas
en compte de fagon satisfaisante le passage du front de saturation lors des changements de
couche géologique. Enfin, cette méthode est basée sur les variations des saturations alors
que le modele étudié se formule en masses. On présente donc une nouvelle prédiction de
pas de temps basée sur les variations de masse au cours du temps, en tenant compte des
flux aux interfaces de chaque maille. Cette prédiction permet de mieux tenir compte du
passage du front de saturation entre les couches géologiques et minimise 'intervention de
l'utilisateur (il fixe uniquement le seuil de variation des masses). Néanmoins, une telle
stratégie nécessite de nombreuses annulations du pas de temps. En outre, la gestion du
pas de temps est globale; cela pénalise le temps d’exécution de la simulation (les calculs
pouvant étre effectués dans certaines zones avec des pas de temps plus importants). On
a donc développé une stratégie de pas adaptif local en repérant les zones nécessitant des
petits pas de temps. Ces zones peuvent varier au cours du temps. Une fois ces zones
identifiées, on y raffine le pas de temps en supposant qu’a l'extérieur de ces zones, la so-
lution calculée est acceptable. La difficulté est alors de déterminer la ”taille” de ces zones
a raffiner. On termine ce chapitre en présentant deux simulations. On compare alors le
gain de temps calcul apporté par la méthode de raffinement local du pas de temps a celui
donné par la méthode de gestion du pas de temps global.

Le dernier chapitre de cette these développe ’étude d’estimateurs a posteriori dans le cas
d’une équation elliptique linéaire et d’une équation d’évolution parabolique linéaire pour
le cas d’une discrétisation en Volumes Finis issue d’une formulation mixte primale-duale.
La motivation d’une telle étude théorique est issue du chapitre se rapportant sur 1’étude
d’une gestion du pas de temps. On avait alors introduit un raffinement local du pas de
temps en considérant des “zones” dans lesquelles la solution était correctement calculée et
des ”zones” dans lesquelles cette solution était considérée comme “mauvaise”. Il était alors
apparu des difficultés quant au choix de tels zones et 'on avait montré les limites de notre
méthode. Afin d’obtenir des critéres un peu moins empiriques, on s’est tout naturellement
orienté vers les estimateurs a posteriori. Dans un premier temps, on établit un estimateur
pour une équation linéaire elliptique: dans le cas ou la fonction du terme source est
constante par volume de discrétisation, on montre que l’estimateur est égal & l’erreur
exacte. Dans le cas ou cette fonction n’est plus constante, on établit une majoration de
Perreur par I'estimateur, puis une minoration de l’erreur par 1’estimateur. On confirme
ces résultats par des tests numériques. On passe ensuite au cas de 1’équation linéaire
parabolique. On propose deux approches pour le calcul des estimateurs. Le premier
estimateur s’appuit sur les travaux de Bergam et al.[12, 13, 14, 15]. Cet estimateur se
compose d’un estimateur en temps et d’un estimateur en espace que 1’on étudie séparément.
On montre, comme dans le cas elliptique, que cet estimateur majore et minore I’erreur
exacte. On constate également que ’on retrouve, pour I'estimateur en espace, ’estimateur
établit dans le cas elliptique. La deuxiéme approche s’appuie sur les travaux de Ericksson
et Jhonson [26] qui construisent un estimateur a la fois en temps et en espace. L’estimateur



obtenu est général et il est indépendant de la méthode numérique utilisée pour résoudre le
probleme. Cependant, il est nécessaire que les espaces discrets soient inclus dans les espaces
continus que l'on a définis. L’estimateur obtenu s’adapte bien aux formulations primales,
duales et primales-duales. On termine par une application du théoréme au cas étudié dans
la premiére partie du chapitre, et I’on constate que 1’on retrouve un estimateur semblable &
celui obtenu avec la méthode de Bergam. Enfin, on remarquera que les estimateurs obtenus
sont pour des erreurs globales et que 'on a aucune information quant a l'estimation de
Perreur sur chaque élément. Cependant, les essais numériques montrent, dans notre cas,
qu’ils donnent une bonne répartition des erreurs locales.
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Chapitre 2

Présentation et modélisation des
phénomenes impliqués dans un
bassin sédimentaire

Qu’est-ce qu'un bassin sédimentaire? Ce chapitre le présente comme un volume (le
plus souvent représenté par un parallélépipede de plusieurs dizaines de kilometres de
long et de large pour une profondeur de cing & dix kilometres) dans lequel différents
types de roches vont s’accumuler (sédimentation) et évoluer au cours du temps. Ces
phénomenes se déroulent sur plusieurs millions d’années. Les principales évolutions dans
un bassin sédimentaire sont la compaction, 1’érosion, la création de failles, ’enfouissement
et ’évolution des roches liée aux modifications thermiques du bassin. On peut alors
rencontrer des phénomenes de création d’hydrocarbures, de migration et de piégeage de
ceux-ci a l'intérieur d’un tel bassin. Tous ces phénomeénes sont décrits dans ce chapitre
ainsi que la modélisation mathématique pour certains d’entre eux.

2.1 Formation d’un bassin sédimentaire: les phénomenes
mis en jeu

2.1.1 Création d’un bassin

La formation d’un bassin sédimentaire trouve son origine dans le déplacement de la
lithosphere par rapport & I’asténosphére [25].

Lorsque 'on a des mouvements verticaux et divergents dans ’asténosphere, la lithosphere
s’étire et s’amincit. On observe alors des remontées de matériel chaud de 1'asténosphere.
Un affaissement topographique en surface de la lithospere (subsidence) apparait alors dont
la géométrie est controlée par des failles (subsidence tectonique). Cet affaissement s’appelle
un rift. Cet espace créé permet des dépots de sédiments qui formeront alors le bassin
sédimentaire. Ce phénoméne d’étirement peut se poursuivre et créer de nouveaux espaces
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pour l'augmentation du dépot de sédiments et ’enfouissement du bassin (on parle alors
d’extension du bassin) ou s’arréter. Lorsque ces phénomeénes de convection, de remontée
de matiere chaude de ’asténosphere et d’étirement de lithospheére cessent, la lithosphere se
refroidit. Ce refroidissement crée alors un affaissement plus lent de la surface lithosphérique
et géneére alors un nouvel espace pour du dépdt de sédiments. C’est le phénomeéne de
compaction thermique ou subsidence thermique. Les bassins ainsi formés sont dits formés
par extension. Une deuxiéme classe de bassin existe. Il s’agit de bassins flexuraux. Ces
bassins apparaissent aprés une phase de subduction (glissement d’une plaque océanique
sous une plaque continentale) lorsque deux plaques continentales s’opposent (mécanisme
de création des montagnes). Ce type de bassin est difficile & modéliser [45] car chacun
nécessite une connaissance détaillée de la région et des phénomenes impliqués.

Tous ces phénomenes permettent de créer de "I’espace” afin de générer des bassins sédi-
mentaires par dépot de sédiments. On va donc présenter, dans le paragraphe suivant, la
sédimentation.

ALTERATION DES .
MATERIAUX & EROSION

Fraction
1 terrigéne TRANSFORT
—

SEDIMENTATION

> > pré:_c'i pitation
chimigue
Fraction

: + Fraction
== 3llochimigue "
A ¥¥¥ orthochimigue

dép at

Figure 2.1: Processus de sédimentation
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2.1.2 La sédimentation

Un bassin sédimentaire est un milieu poreux de plusieurs kilometres de long et de large
(en général une centaine de kilometres) pour une profondeur de quelques kilomeétres (entre
5 et 10 kilometres) qui se forme, comme on 1’a vu au paragraphe précédent, par le dépot
et I’enfouissement de sédiments. C’est la sédimentation.

La sédimentation est un phénomene lent et complexe. Il a principalement deux origines:
une origine minérale avec I’érosion de la croiite terrestre des continents (en particulier
Pérosion des montagnes) et une origine organique provenant des coquillages et autres
organismes marins (cf. figure 2.1). La répartition de ces sédiments sur le toit du bassin
se fait de facon inégale; les sédiments grossiers sont peu transportés contrairement aux
sédiments les plus fins. La superposition des différents types de sédiments ainsi que leur
compaction (tassement) forment des couches inégales appelées couches stratigraphiques.
I’ensemble de ces couches stratigraphiques forme le bassin sédimentaire.

Un autre phénomene intervient lors de la sédimentation: 1’érosion. Ce dernier phénomeéne
concerne seulement les couches superficielles du bassin. Ainsi des couches peuvent étre
amenées & disparaitre partiellement, comme le montre le schéma de la figure (2.2). Des
phénomenes de remaniement des sédiments et des couches géologiques interviennent également
pendant la formation de ces dépdts ainsi que la création de failles. Ces phénoménes ne
seront pas abordés puisqu’ils sont difficiles & modéliser.

- peu perméable E perméabilité tres forte

I:| trés perméable I:| hydrocarbures
W//% perméabilité forte l:l mer

Figure 2.2: Représentation d’un bassin sédimentaire avec disparition de certaines couches
géologiques
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2.1.3 La compaction

Les couches géologiques, en se déposant, forment un milieu poreux dont les interstices sont
comblés par I’eau environnante. Ces interstices sont mesurés par une grandeur appelée
porosité qui représente le rapport du volume de fluide -ou vide- au volume total.

grain solide

@ D phase fluide Ve
b : @ phase solide Ve

volume total

_volume fluide Ve

~ volumetotal Vi

1—@ = volume solide Vg
¢= volume total Vi

Figure 2.3: représentation et définition de la porosité

Ce milieu poreux a tendance & se déformer par empilement des couches sus-jacentes et
par le mouvement des plaques comme décrit précédemment. Cela se traduit par une
diminution de la porosité en fonction de la profondeur. Principalement deux contraintes
engendrent le phénomeéne de compaction: une contrainte liée au “poids” de ’eau et une
autre liée au “poids” des solides (ou roches). Pour les décrire, on considére une colonne
de sédiments.

La contrainte solide, o, que I’on mesure en un point de cette colonne dépend de la hauteur
solide sus-jacent en ce point. La formulation s’écrit de la fagon suivante:

Og = Ps(l - @)QAZ,

- ps est la densité de la roche au point de mesure,
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- ® est la porosité de la couche au point de mesure,
- g estla constante de gravité,

- Az est la variation de la hauteur entre le point de mesure et le toit du bassin.

La deuxiéme contrainte, o,,, quantifie le “poids” de I’eau sus-jacente au point de mesure.
Elle se traduit par la formule:

ow = puPgAz,

pw €tant la densité de I’eau au point de mesure.
En sommant ces deux contraintes, on obtient une contrainte appelée par Terzaghi [52]
“contrainte totale”, notée or:

o7 = Og + Oy-

Ces contraintes ne sont pas suffisantes pour caractériser la compaction. Il faut ajouter une
contrainte de réaction du fluide sur la roche. Elle est représentée par la pression du pore,
notée P.

Pour tenir compte de ces deux phénoménes, on introduit une contrainte, appelée “effective”
et notée o, qui est la différence entre la contrainte totale et la pression du fluide. Elle
s’écrit comme suit [17][50]:

. = o — P.

2.1.4 La température

La température ou plus précisément le gradient géothermique, est un parameétre essentiel
dans D’évaluation de la maturité de la roche meére [44], roche qui permet la génération
des composés hydrocarbures solide (charbon), liquide (huile) ou vapeur (gaz). Ce gradient
géothermique est 1ié au comportement de la lithosphére (réchauffement ou refroidissement)
i.e. & la maniere dont se forme le bassin, mais également & la radioactivité des sédiments
qui constituent le bassin.

2.1.5 Le craquage et la migration des fluides

Lors de la phase de sédimentation, des matieres organiques sont emprisonnées et s’accumulent
dans les sédiments. Pendant I’enfouissement, on assiste a une dégradation de celles-ci par
des bactéries anaérobies. Le produit résultant est appelé kérogéne et est localisé dans une
roche appelée roche mere. Ce kérogéne commence 3 se dégrader, dans un premier temps,
a une profondeur de 1500 & 2000m et & une température de 60°C par ’action de bactéries.
Cette dégradation s’accélére avec I'augmentation de la température jusqu’ & 100°C (qui
correspond & une profondeur d’environ 3000m), et diminue pour des températures autour
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de 140°C (environ 4000m). A cette profondeur, on constate une dégradation naturelle
et bactériologique. Toutes ces étapes forment le craquage primaire. Le produit de cette
dégradation consiste en deux types, les hydrocarbures solides (coke) qui sont peu mobiles
et les hydrocarbures fluides (huile et gaz) mobiles. Plus précisemment, le craquage pri-
maire génére des constituants hydrocarbones qui vont se regrouper pour former des phases
hydrocarbures d’huile, de gaz et de coke. Ces constituants, ainsi générés, peuvent s’avérer
instables. Ils vont donc se dégrader en d’autres constituants (on supposera cependant
que les constituants ainsi générés sont de méme nature que ceux générés par le craquage
primaire). C’est le craquage secondaire. Ce phénomene se produit également pendant la
migration. Les phases ainsi formées, vont s’accumuler dans la roche mere et lorsqu’elles
auront atteint une concentration suffisante, migreront vers le toit du bassin. Cette migra-
tion est rendue possible grace a la différence de pression qui régne dans le bassin. Pour
retenir ces hydrocarbures, le bassin doit comporter des couches perméables au travers
desquelles les fluides vont migrer et des couches imperméables sus-jacentes qui empéchent
les fluides de se disperser et permettre leur accumulation. Ces couches imperméables sont
appelées couvertures. Ainsi, les hydrocarbures vont s’accumuler dans une cavité appelée
roche magasin. Le schéma de la figure (2.4) montre un exemple de roche magasin.

Sondage
—
f-'h-.- .
T —_—
=] : L (-]
o B . ClEaz i Bl
L. @ o a - &

Ezau

Fiége structural: anticlinal
Figure 2.4: Exemple de roche magasin
La migration des fluides tient compte de la nature des couches géologiques, caractérisées

par la porosité et la perméabilité absolue (ou intrinseque), de la compaction ainsi que des
interactions entre les fluides.
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On regarde maintenant l'influence de chacun de ces éléments sur les écoulements des
fluides:

- la cause principale de migration des hydrocarbures de la roche mere & la roche magasin
est la compaction des sédiments. En effet, la compaction traduit une diminution de la
porosité, ce qui expluse le surplus de fluide vers les pores voisins. La compaction induit
aussi 'augmentation de la pression dans les pores puisque leur volume diminue. Cette
augmentation de pression favorise la migration des hydrocarbures dans le bassin. Le
phénomene mécanique n’est pas seul responsable de la migration des hydrocarbures, la
géologie du bassin joue aussi un role important. Une roche ayant une faible porosité a
peu de chance de voir des hydrocarbures migrer en son sein. Il faut une porosité minimale
pour permettre un écoulement au travers de celle-ci. Mais cela n’est pas suffisant. En
effet, dans une roche trés poreuse mais dans laquelle les pores ne communiqueraient pas
entre eux, on constaterait qu’il n’y aurait pas de migration des fluides dans cette roche
(ou une migration tres faible et extrémement lente puisque rien ne peut étre considéré
comme imperméable & ’échelle géologique). Il faut donc introduire une grandeur qui
mesure aussi I'interconnectivité des pores du milieu (ou des couches). C’est ce que mesure
la perméabilité absolue. Elle est fonction de la porosité.

- I'interaction entre les fluides est aussi un parametre significatif dans les écoulements.
Elle est représentée par deux grandeurs:

* la perméabilité relative qui mesure I'influence que peut avoir une ou plusieurs phases
sur I’écoulement d’une phase (on verra plus loin I'allure de telles courbes),

* la pression capillaire qui mesure les forces aux interfaces des fluides en contact. Elle
est spécifiée pour chaque phase et dépend de la saturation de celle-ci.

On vient de décrire un certain nombre de phénomeénes impliqués dans la vie d’'un bassin
sédimentaire. On va maintenant les modéliser en vue de les simuler.
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2.2 Modélisation des phénomeénes d’un bassin

2.2.1 Modélisation de la compaction

La compaction joue un réle important lors des écoulements des fluides. Elle est prise en
compte au travers de la porosité qui s’exprime sous la forme:

b = P(o,),

ou @ suit une loi rhéologique vérifiant trois conditions:

o $(0) = Do,
ou ¥ est la valeur de porosité de dépot du sédiment (en général de l'ordre de 50-
60%).

e & tend vers une porosité résiduelle @, lorsque o, tend vers 'infini.

e ® est une fonction décroissante de la contrainte effective o,.

La loi que 'on considérera, est la suivante [33] [64]:

Oe¢ Oe

( )
Do) = D, + Pge Ta + Dpe b

ou @,, ¢,, Oy, g4, 0p sont des parametres donnés pour chaque lithologie.

Il est aussi nécessaire de tenir compte du “rebond” du bassin qui apparait lorsque 'on
simule le phénomeéne d’érosion (celui-ci se traduit par une vitesse de sédimentation négative).
Ce “rebond” correspond au gonflement des sédiments. Il ne faut pas que celui-ci soit trop
important. Comme la compaction est un phénomeéne irréversible, la porosité ne peut pas
suivre la courbe décrite par la compaction. On supposera qu’elle suit une forme linéaire.
Pour tenir compte de ce phénomeéne, Faille et al [32] proposent le modele élastoplastique
suivant:

(09 doe
= _B(®,0.) ==,
28 (%)
3, (=) B, (=
| B(®,0)=—e %a +—Le 0 Si 0c>0me (1),
Oq op
1 .
\ ﬁ(‘DaUe):Ee si 0c < Omazr (2)-

L’expression (1) est la partie plastique de la loi. Elle traduit la compaction des sédiments
(et donc du bassin). Ce comportement a lieu tant que la contrainte effective, o, est plus
grande que la contrainte effective maximale, 0,4, atteinte au cours de ’histoire géologique
du bassin. Si le seuil est atteint (cas de 1’érosion), on considére qu'’il y a un rebond et la
porosité suit alors une fonction linéaire. Le coefficient, E,, traduit 1’élasticité de la roche
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et donc le rebond. Plus ce ccefficient est grand, moins les sédiments (et donc la porosité)
sont élastiques. La plage des valeurs de E, est:

10°Pa < E, < 10'%Pa.

Le point (2) simule ce rebond.
Finalement, la loi de porosité retenue s’exprime sous la forme:

Te ge
O(0e) =D, + Pge Ta 4 Dpe b Sl Oe¢ > Omazs
1 .
O(oe) = Do + T e si 0e < Omaz-
e

2.2.2 Modélisation du craquage

On détaille et modélise maintenant chacune de ces deux étapes du craquage: le craquage
primaire et le craquage secondaire.

Le craquage primaire

Le craquage primaire s’obtient par dégradation du kérogene dans la roche mere. 11 produit
des composés hydrocarbures solides ou liquides. Chaque type de kérogeéne, z;, se dégrade
selon une loi cinétique du premier ordre. On suppose que l'on a L réactions en paralléle
qui produisent N, composés hydrocarbures notés m;.

Les réactions sont modélisées de la fagon suivante:

ki
Ty — aqpmi + ... + N, MN,, l=1,..,L,

ol ay; est la fraction de composé j produite par la réaction [ a partir du kérogene x; a la
vitesse k; .
Les potentiels z; vérifient de plus I’équation suivante:

d.Z‘l
dt
Deux relations doivent étre en plus vérifiées:

= _klwla l — ]_, ....,L.

e pour les potentiels initiaux que I'on note m?, l=1,..,L:

L
Zx? =1,
=1

e pour les fractions de composés:

N
ay=1, I=1,.,L
i=1
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La vitesse de la réaction ! est donnée par la loi d’Arrhénius [64] suivante:

(ﬂ)
k= Ae RT', 1=1,..,L,
ou
e R est la constante des gaz parfaits (R = 8.31441 J.mol L. K1),

T est la température en degrés Kelvin,

Ay est un ceefficient préexponentiel (s71),

E) est I'énergie d’activation (J.mol™1).

Le craquage secondaire

Certains composés formés par le craquage primaire peuvent étre instables. Les composés
instables vont se dégrader pour donner d’autres constituants stables ou instables. On
suppose que lorsque ces composés craquent, ils se dégradent en des constituants déja
présents, autres qu’eux-mémes. Comme le craquage primaire, le craquage secondaire est
modélisé par des lois cinétiques du premier ordre. On obtient les expressions suivantes:

k! .
m; — Biima —I—..—i—ﬁijmj..—i-ﬁiNcmNc, 1=1,...,Ng,

ol f;; est la fraction de produit j formée par la réaction i:

Ne
Z/Bz]:]- et /811:05 i:]-a"aNc’
=1

Bii = 0 traduit le fait que le composé ¢ ne peut pas se transformer en composé .
De méme que précédemment, la vitesse de la réaction ¢ est donnée par:

7

K= ae RT,  i=1,.N.

R est la constante des gaz parfaits (R = 8.31441 J.mol . K1),

T est la température en degrés Kelvin,

A] est un coefficient préexponentiel (s—1),

Ej est D'énergie d’activation (J.mol ™).
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Remarque 1. En regroupant le craquage primaire et le craquage secondaire, on obtient
le terme source de notre modéle. Il se formule de la facon suivante:

L N,
qj = To § ai; T + Zbijmia J=1,.,N,
=1 i=1

® a; = kayj,
/
o bjj = k; 3,

e 1o est un cefficient donné.

2.2.3 Modélisation des écoulements

Pour la modélisation des écoulements des fluides au travers du bassin, on se réféere au
modele mis en ceuvre & I'ILF.P. connu sous le nom de TEMISCOMP [64]. Ce modele est
un modele compositionnel triphasique que 1'on retrouve également dans la modélisation
des réservoirs. Le principe est décrit ci-dessous.

Le craquage génére des constituants qui vont s’accumuler dans la roche mere. Arrivés a
un certain seuil, ceux-ci vont migrer dans le bassin vers le toit.

Pour modéliser ce mouvement, on fait appel a trois principes:

1. conservation de la masse de chaque constituant,
2. loi de comportement des vitesses pour chaque phase,

3. loi d’équilibre thermodynamique pour la répartition des constituants dans chaque
phase.

On présente le modele dans le cas de N constituants j qui se répartissent en n, phases.
On ne distingue pas, pour exposer la modélisation, la phase eau des phases hydrocarbures.
On autorise donc des échanges de constituants entre les phases eau et hydrocarbures.
On a I’équation de conservation de la masse suivante:

0 x> N :
E(Z C]apasaq)) = —d‘l’U(Z CJ ana) + q5, J= 17 Sy Na
a=1 a=1

avec:

C7 fraction massique du constituant j dans la phase «,

po densité de la phase a,

ﬁa vitesse de la phase «,

gj terme source qui modélise le craquage.
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Comme on a N constituants, on obtient N équations.

On donne maintenant une interprétation plus physique, habituelle dans le monde pétrolier,
de ces équations [3] [41][49].

On introduit, pour cela, une variation en temps ¢t et un volume 6V

La loi de conservation s’exprime alors de la maniére suivante:

“la différence des flux massiques entrant dans la maille et des flux sortant de celle-ci
est égale a la variation de masse de cette maille pendant l'intervalle de temps considéré.”
La variation du constituant j pendant l’intervalle de temps considéré, dans le volume §V
s’exprime par:

6 &
E(Z C;'lpasaq))'
a=1
Le bilan des flux aux interfaces de ce volume 6V s’écrit:
295
[0}

Pour exprimer ) QF, on consideére le volume §V dans le cas & une dimension, comme le
montre la figure ci-dessous:

daT -—

'

+d
X dx X X

dV=dx*de

Figure 2.5: volume en 1D

Comme le constituant j est présent dans plusieurs phases, il se déplace & la vitesse de
ces phases. Sa vitesse est représentée par le vecteur Vjo‘ qui s’exprime sous la forme
Vja = CJ‘?‘ana.

Le bilan des flux aux interfaces du volume §V est la différence entre le flux entrant (V:Jb‘) z

et le flux sortant (Vj‘)‘)wJﬂ;x. De plus, le constituant j peut étre produit au sein du volume
0V. On note g; ce terme source. On obtient alors le bilan suivant:

V:"aw T aﬁaw
ZQ]&:(ZQ J)+5 (Z j) +q]

ox
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La loi de conservation de la masse j sur un volume 6V et sur un pas de temps dt s’écrit
alors:

(5 lo a (Za ‘/:j'a)-'E‘HsJU - (Za V;‘a)x
E(; Cj PaSa®) = — 5z + gj-

Si on considére une distance dz, et un temps §t infinitésimaux, en passant a la limite vers
zéro sur ces quantités, on obtient 1’équation de conservation de la masse du constituant j
déja citée, & savoir:

5 anpas ) = —div ZC pala) + 4j-

On voit apparaitre dans ces bilans les vitesses de phase Ua. Ces vitesses sont produites
par les différences de pression. Elles doivent aussi tenir compte du milieu poreux dans
lequel ces fluides évoluent, de la présence d’autres fluides ainsi que de la gravité. On utilise
pour cela la loi de Darcy, loi qui provient de mesures expérimentales faites pour des fluides
homogenes et monophasiques. Les expériences ont montré que I'on pouvait ’appliquer
aux écoulements polyphasiques en introduisant le concept de perméabilité relative. Cette
loi s’exprime de la maniere suivante:

Us = —K—=(VPa — pad),

ot 'on a noté K la perméabilité absolue (ou intrinseque), kr, la perméabilité relative de
la phase «, fonction qui dépend de la saturation S,. La densité, la viscosité et la pression
de la phase a sont notées respectivement pq, po, Po. § représente le vecteur accélération
de la pesanteur.

Cette loi étant valable pour chacune des n, phases, on obtient donc n, équations
supplémentaires.

Le troisiéme principe fournit la répartition de chaque constituant dans chacune des phases.
On utilise pour cela la notion de fraction massique que I'on note C7'. Elle represente la

proportion de masse du constituant j de la phase « (m]a) présent dans la phase « sur la
m

.
Meq
Les relations liant les fractions massiques s’écrivent (conséquence immédiate de la définition):

N
ZC]C-EZI a=1,...,n4.
j=1

On a donc n, équations supplémentaires.

masse de la phase a (mg). Ceci se traduit par I'expression C}' =
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De plus, on a les relations thermodynamiques suivantes:
soient o, € {1,...,n4} «a # [ deux phases dans lesquelles le constituant j apparait.
La relation traduisant la répartition de ce constituant dans les phases « et § s’exprime de
la maniére suivante:
cr =KPcy.

N
On obtient alors Z(naj — 1) équations, ol n,, représente le nombre de phases dans

j=1
lesquelles le constijtuant j est présent.
Avant de passer au bilan des inconnues du systéme, on remarque qu’en regroupant les
équations obtenues & partir des points 1 et 2, on élimine les vitesses.
Il reste alors N équations qui s’écrivent:

0 = (&, krg = .
a(z qupasaq)) — div (Z Cj paéu—(vpa - paQ)) = qj-
a=1 a=1 «

En résumé, on obtient apres application de ces trois principes,
N N

N +ng + Z(n%’ — 1) équations i.e. ng + Z na; équations.

j=1 j=1
Une derniére remarque concerne la pression P, de chaque phase. On peut la décomposer
en une pression P commune & toutes les phases et en une pression capillaire que ’on note
P,,,. On obtient la décomposition suivante:

Py,=P+P,,.

La pression P peut étre soit la pression d’une phase, soit une pression moyenne de toutes
les phases [23][36]. Les pressions capillaires P, ne sont pas des inconnues du probléme.
Elles peuvent s’exprimer comme fonction de la saturation. Cette fonction est établie de
facon expérimentale en mettant deux fluides en présence. Par exemple, si on prend deux
phases a et 3, on a la relation suivante:

P., — Pe, = P, (Sp).
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Les pressions capillaires se présentent sous la forme schématique suivante [41][43]:

Pcw A

Pcw max____

Saturation irreductible

Figure 2.6: allure de la pression capillaire
On dresse maintenant le bilan des inconnues du systéme. Elles sont les suivantes:

e la pression P: 1 inconnue,

N
e les fractions massiques (qu)jzl,...,N;azl,...,na : E Nq; inconnues,
=1
e les saturations (Sq)a=1,....n,: Mo inConnues.
N
Le bilan est alors de 1 4+ n, + E No; inconnues. Il manque donc une équation. Cette
Jj=1

équation sera introduite en considérant la conservation du volume poreux. Cette formule
traduit le fait que chaque volume élémentaire (ici représenté par la saturation des phases)
ne peut dépasser le volume total (ici 'espace de "vide” du bassin normalisé & 1).

On obtient la formule suivante:

Cette derniére équation permet de fermer le systéme.
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En résumé, le systéme d’équation & résoudre se formule comme suit:

q; :mOZaljml+Zbijmi, j=1,..,Ng,

9 "X o o kra -

—t(z C; PaSa®) — div Z O paK VP —pad) | = s
N a=1

Zquzl a=1,...,n4,

Jj=1

Na

35,1

a=1

(2.1)

\

Pour que le systéme soit complet, on considere des conditions initiales et aux limites. Les
conditions initiales portent sur la pression et les saturations tandis que les conditions aux
limites peuvent étre de deux types: soit sur la pression P (condition de Dirichlet), soit sur
les flux U,.7 avec 7 normale extérieure au domaine (condition de Neumann). Elles peuvent
étre appliquées soit sur le bord en entier, soit sur une partie du bord, une condition étant
sur le bord complémentaire de ’autre.

Remarque 2. On remarque que le nombre d’inconnues comptabilisées pour les fractions
N

massiques est de Znaj et non N X n, comme cela pourrait étre naturel.

Jj=1
N
Z Na; compte seulement le nombre de phases dans lesquelles les constituants sont présents
j=1
alors que N X n, suppose, dans son évaluation, que tous les constituants sont présents
dans toutes les phases, ce qui n’est pas forcément le cas a priori. Pour illustrer ce cas,
on prend ’exemple d’un cas diphasique eau-huile pour lequel il n’y a aucune miscibilité
des constituants entre les phases. Calculons maintenant les inconnues d retenir pour la
modélisation par les deur méthodes de calcul.

Znaj = Ny, + Mo, = 1+ 1 =2 inconnues (I'indice w, indique le constituant et la phase

eau et l'indice 1 celui du constituant hydrocarbure présent dans la phase huile représentée
par Uindice o). Avec lautre mode de calcul on obtient N X n, = 2 X 2 = 4 inconnues.
On ne tient pas compte dans ce calcul du fait que l’on n’a pas d’échange de constituants
entre les phases. On va devoir introduire de nouvelles équations pour prendre en compte
cet aspect de la modélisation.

On résume dans le tableau ci-dessous les équations nécessaires pour les deur modes de
calcul des inconnues.
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N
cas Z Na; N X ng
j=1
. . cY = co+0C?=1
. . o w w 1
relation découlant de la définition des Cj co=1 Yoy =1
. . Co =0
relations thermodynamiques >< w
Cl == O

On a donc introduit, dans ce cas simple pour le décompte des inconnues par la méthode

N X ng, deux équations supplémentaires.

Cet exemple simplifié illustre la difficulté du choiz des inconnues qui va grandissant avec
la complezité des problémes. On wverra dans le chapitre suivant les difficultés de ce choiz
lorque, dans le bassin, divers états thermodynamiques sont présents.
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Chapitre 3

Modeles d’écoulement de phases

3.1 Introduction

On présente les modeéles dans le cas de N constituants qui se répartissent en n, phases.
Comme dans la modélisation précédente, on suppose qu’il peut y avoir des échanges de con-
stituants entre les phases hydrocarbures et la phase eau. De plus, comme on 1’a remarqué
dans le chapitre précédent lors de la modélisation des écoulements, on peut décomposer
la pression de la phase a, notée P,, en une pression commune 3 toutes les phases plus
une pression capillaire, notée Pc,. Tenant compte de cette remarque, on ne tiendra plus
compte, pour la suite des exposés, de la pression capillaire et I'on ne considérera donc
qu’une pression commune & toutes les phases (ceci étant une hypothese faite dans notre
étude des modeles).

Pour modéliser les écoulements des fluides complexes, le modele physique présente un tres
grand nombre de grandeurs comme la pression, la température, les fractions massiques,
les coefficients de répartition, les vitesses de filtration, les masses des constituants, les
saturations ... Toutes ces grandeurs ne sont pas indépendantes et le choix que I'on fait pour
les inconnues du systeme conditionne les autres grandeurs physiques qui en dépendront
ainsi que les équations qui serviront & la modélisation. On présente donc, dans ce chapitre,
trois choix différents d’inconnues principales avec le systéme d’équations associées a ces
choix. La discussion sur la validité des modéles sera traité dans un chapitre ultérieur par le
biais de la simulation numérique. On rappelle (énoncé au paragraphe 2.2.3) les principes
qui régissent ce modele physique global:

1. conservation de la quantité de masse de chaque constituant,
2. loi de comportement des vitesses de filtrations pour chaque phase,

3. loi d’équilibre thermodynamique pour la répartition des constituants dans chaque
phase.

27
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Enfin, on rappelle I’expression commune & toutes les modélisations du terme source qui
traduit le craquage primaire et secondaire:

L N
gj =$ozalj$l+zbijmi j=1...,N,
=1 i=1

avec une valeur de g; = 0 pour le constituant eau.
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3.2

Grandeurs et dépendances

Dans ce paragraphe, on présente les expressions et les grandeurs des diverses quantités
physiques intervenant dans les modeles que 1’on étudie.

3.2.1 Présentation des grandeurs et de leur dépendance

L’indice @ désigne les phases et l'indice j désigne les constituants (eau et hydrocar-
bures).

P : pression en Pa.

® : porosité. Elle représente le pourcentage de ”vide” dans lequel les fluides pourront
évoluer. Grandeur sans dimension. Pour simuler la compaction et la sédimentation,
la porosité est une fonction de la pression P (cf. 3.6.3).

K : perméabilité absolue. Elle dépend de la porosité ®. C’est en général une fonction
analytique (cf. (3.18)). Grandeur s’exprimant en miliDarcy mD (Darcyx9, 869233 =
m?).

S, : saturation de la phase . Elle représente le pourcentage de volume occupé par
la phase dans le domaine. C’est une grandeur sans dimension.

S;-’ : saturation du constituant j dans la phase «. Elle représente le pourcentage
du volume occupé par le constituant j dans la phase a. C’est une grandeur sans
dimension.

po : densité ou masse volumique de la phase . Grandeur s’exprimant en kg.m 3.

Elle dépend de la pression P, de la température T', des masses m; et des fractions
massiques C7' (cf. 3.6.3).

p?‘ : densité ou masse volumique du constituant j dans la phase a. Grandeur

s’exprimant en kg.m 2. Elle ne dépend que de la pression P, de la température
T et de constantes physiques déterminées par la nature du constituant étudié et de

la phase dans laquelle il se situe(cf. 3.6.3).

pj : densité ou masse volumique du constituant j qui, contrairement a p;?‘ ne dépend
pas de la phase dans laquelle il se trouve. Grandeur s’exprimant en kg.m 3. Elle
ne dépend que de la pression P, de la température T et de constantes physiques
déterminées par la nature du constituant étudié (cf. 3.6.3).

p : densité de mélange. Grandeur s’exprimant en kg.m~3. C’est une grandeur

dépendant de la pression P, des masses m;j, des fractions massiques qu (ou des
coefficients de répartition ;). Elle est déterminée soit par une boite noire (pro-
gramme issu d’ expérimentations thermodynamiques complexes avec un ”calage”
des parametres sur des composantes particuliéres), soit par une moyenne (cf.(3.7)).
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fha : Viscosité de la phase a. Grandeur s’exprimant en cp (¢p x 1073 = Pa.s). Elle
dépend de la température T' et des fractions massiques CJ* (cf. 3.6.3).

krq : perméabilité relative. Grandeur sans dimension. C’est une grandeur qui ne
dépend que des saturations de phases S,. Elle peut étre soit analytique (ce qui est
le cas dans cette these -¢f. 3.6.3), soit établie & partir de tables de mesures.

m; : masse du constituant j dans la phase . C’est une grandeur dont I'unité est une

masse par unité de volume, mais par "abus” de langage on appelera cette quantité
”masse”

m; : masse du constituant j. Comme pour la masse m]Q‘, m; est une masse par unité
de volume, que 'on appelera dans la suite "masse” du constituant j.

meq: masse de la phase . Comme pour les masses précédentes, m,, est une masse
par unité de volume.

C]C-” : fraction massique du constituant j dans la phase a. Grandeur sans dimen-
sion. C’est le rapport entre la masse du constituant j présent dans la phase « sur
la masse de la phase a. Elle dépend de la pression P, de la température T', des
masses des constituants m; et éventuellement des ccefficients de répartition ﬂ;)‘ (cela
dépend du module thermodynamique utilisé). Elle peut étre calculée soit & partir
de lois analytiques (c¢f. 3.6.3) dans des cas simples comme le Black-Oil, soit donné
par une ”boite noire” (module établi selon des tables de mesures qui sont issues
d’expérimentations thermodynamiques complexes effectuées en laboratoire. Ce type
de module thermodynamique sont confidentiels et ils ne sont fournis que sous forme
de fichiers executables d’ou le nom de boite noire).

BJ@ : ceefficient de répartion. Grandeur sans dimension. Cette grandeur exprime
le rapport de la masse du constituant j présent dans la phase « sur la masse du
constituant j. Elle dépend de la pression P, de la température 7', des masses m;
et éventuellement des fractions massiques CJQ‘. Tout comme les fractions massiques,
les ceefficients de répartition sont donnés soit par & partir de lois analytiques , soit
a partir d’une boite noire.

3.2.2 Relations entre certaines grandeurs

On utilise les relations suivantes qui découlent des définitions physiques:

> Sa=1,
«
> 8= Sa,

J

o o QO
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o mj = fjm; = Cj'm,

J J

o« mj =23 CfpaSa,

o
omjzg mg,
o

® mqy = PpaSas
o_ M
° Cj = —
My
(6
L] E C] = ].,
J
o_ ™M
b /6] = T
mj

Y=t

Selon le type de module thermodynamique utilisé pour simuler les échanges multiphasiques,
le choix de la dépendance des parametres évoluent. En effet, si le module thermody-
namique calcule les fractions massiques CJC-“ (ce qui est le cas dans notre theése & l'aide
du modele Black-Oil), on évalue alors les ccefficients de répartition grice a la relation

C%my,
B = —_—_ Si, en revanche, le module thermodynamique évalue les coefficients de
mj
R . ) o Bimj \ . .
répartition, on utilise la relation €' = ——— pour évaluer les fractions massiques.

My
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3.3 Modeéle d’écoulement en Masses-Saturations

3.3.1 Modélisation mathématique

La modélisation des écoulements se fait, comme on vient de le rappeler dans I'introduction,
a partir des principes de conservation de la masse, des lois de comportement des vitesses
de phase et des équations traduisant les échanges ou la miscibilité des phases les unes par
rapport aux autres.

Pour le modele que 'on présente, on retient comme inconnues principales:

e la pression P: 1 inconnue,
e les masses (m;)j=1,..n: N inconnues,
e les saturations (Sy)a=1,...n,: Mo inconnues.

Le bilan est alors de 1 + N + n, inconnues.
On dresse maintenant le bilan des équations liées au choix de ces inconnues principales.
L’équation de conservation de la masse m; s’exprime de la maniére suivante:

om; - =
B—tj = —div() _ CFpala) + qj, (3.1)
a=1

avec:

CJ‘-" fraction massique du constituant j dans la phase «,

Po densité de la phase «,

U, vitesse de la phase «a,

e g; terme source qui modélise le craquage.

Comme on a N constituants, on obtient alors N équations.
Comme dans le chapitre précédent, la loi de Darcy généralisée & des écoulements multi-
phasiques modélise les vitesses de filtration de chaque phase Tj'a. Cette loi s’exprime de la
fagon suivante (en négligeant, comme signalé en introduction, la pression capillaire):

= kro = -

Ua = _é—(vp - pag)a (3'2)

Ha

ou l'on a noté K la perméabilité absolue (ou intrinseque), k, la perméabilité relative de
la phase «, fonction qui dépend de la saturation S,. La densité, la viscosité de la phase a
et la pression sont notées respectivement pq, po, P- § représente le vecteur accélération
de la pesanteur.
Cette loi étant valable pour chacune des n, phases, on obtient donc n, équations
supplémentaires.
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Enfin, comme pour la modélisation des écoulements présentés dans le chapitre précédent,
on doit définir une équation pour la répartition de chaque constituant dans chacune des
phases. On introduit pour cela le concept de ceefficient de répartition que I'on note S7.
A Tinverse des fractions massiques qui traduisent la quantité de masse du constituant j

N

présent dans la phase a par rapport & cette phase (on a donc Z Ci=1la=1,...,n4),les
j=1

ceefficients de répartition représentent la quantité de masse du constituant j présent dans la

Na
phase « par rapport & toutes les phases qui le contiennent (on a donc Z By =1j=1,...,N).

a=1
La relation qui lie les fractions massiques et les coefficients de répartition est la suivante:

[0 (6%
B%m; C%*m
'] (6]
i = 2 = B = -4,
Mg m;

De plus, on suppose que les fractions massiques (C]‘?‘)jzl,_",N a=1,...,nadépendent des in-
connues pression, masse et saturation (C]@(P, (mj)j=1,..N+ (Sa)azl,...,na)> et qulelles sont
données par un module thermodynamique. Par conséquent, on suppose que les coefficients

de répartition (ﬂ]a) j=1,.,N a=1,...n, e dépendent que des ccefficients de répartition et des

masses de constituants (ﬁa(( M) i=1,. N a=1,.na> (Mj)j=1,.. 7N)).
Les relations thermodynamlques se modélisent de la facon suivante:

N
DpaSa :Zﬁ;‘mj a=1,...,n4,

=1

o & est la porosité,
e p, est densité de la phase «,

e S, est saturation de la phase a.

Ces équations expriment la conservation de la masse de la phase a en fonction de la
quantité des constituants j présents dans cette phase. On obtient alors n, équations
supplémentaires.

Avant de dresser le bilan final du nombre d’équations obtenues & 1’aide des trois principes
exposés dans le chapitre précédent, on remarque qu’en regroupant les équations (3.1) et
(3.2), il reste alors N équations qui s’écrivent:

— —div (Z C“paK— VP - pag)) = gj-
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En résumé, on obtient N + n, équations issues des trois principes. Il manque donc une
équation. Cette équation traduit, comme dans le chapitre précédent, la conservation du
volume poreux.

On obtient la formule suivante:

Cette derniére équation permet la fermeture du systéme.
En résumé, le modele final, que 'on nomme ”"modeéle en masses-saturations”, s’écrit de
maniere suivante:

( Chercher P,(Sa)a=1,....n0s (Mj)j=1,..~ tel que

om,; (& kre = S .
a=1 a

N
(3.3)
DpySa = Zﬂ?mj a=1,...,nq,
j=1

g(]c:l

Pour que le systéme soit complet, on considere des conditions initiales et aux limites. Les
conditions initiales, comme pour le modeéle présenté au chapitre précédent, portent sur la
pression et les masses tandis que les conditions aux limites peuvent étre de deux types: soit
sur la pression P (condition de Dirichlet), soit sur les flux U,.7# avec i normale extérieure
au domaine (condition de Neumann). Elles peuvent étre appliquées soit sur le bord en
entier, soit sur une partie du bord, une condition étant sur le bord complémentaire de
I'autre.

Dans ce paragraphe, on vient de présenter une nouvelle approche de la modélisation des
écoulements des fluides dans un bassin sédimentaire. Il est naturel de comparer cette
modélisation en masses-saturations avec la modélisation compositionnelle présentée dans
le chapitre précédent. Ceci fait ’objet du second paragraphe.
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3.3.2 Comparaison du modele d’écoulement en masses-saturations avec
un modele classique d’écoulement compositionnel issu des milieux
de la modélisation des réservoirs

Le modele compositionnel a été présenté au paragraphe 2.2.3. On va présenter la principale
différence entre les deux modeles sur 'exemple du module de thermodynamique “Black-
0il”. Ce modéle comporte trois phases: une phase eau notée par l'indice w, une phase
huile notée par I'indice o et une phase gaz notée par 'indice g. Il se compose également
de trois constituants répartis de la facon suivante:

e le constituant eau, noté w, est présent seulement dans la phase eau, ce qui implique
Cl=1et CO=Cf=0.

e Le constituant huile ou lourd, noté 1, est présent seulement dans la phase huile , ce
qui implique C¥ = C{ = 0.

e Le constituant gaz ou léger, noté 2, est présent seulement dans les phases huile et
gaz, ce qui implique C¥ =0 et C§ = 1.

Les inconnues pour le modeéle d’écoulement compositionnel sont:
(] [
P7 Soa Sga SUJa CQa Cl'

On résout le probléme suivant:

,

0 . =
a(pwswé) + div (pwa> =0,

0 . =
E(CfpoSoé) + div (CfpoUo) =q,

a . - —
S a(cgﬂosoé + pgSy®) + div (CQOPOUO + ngg) = ¢o,

So + Sg + Sw = 1,
Co+09=1,
C3 = K29(P).

\

On écrit maintenant le systéme pour le modeéle en masses-saturations.
Comme précisé au paragraphe précédent, les inconnues considérées dans ce cas sont:

P’ Soa Sg, Swa myi, M2
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Le systéme d’ équations s’exprime comme suit:

([ O(pwSw®)
ot
om . =
B—tl + div (CfpoUo) — q,
om , - —»
¢ 8—152 + div (CgpoUo + ngg) = q9,

©p,S, = m1 + Bymea,
PpySy = ﬁgm%

L So+Sg+Sw:1-

+ div (pwﬁw) =0,

La différence réside dans la prise en compte de la thermodynamique qui est liée au choix des

inconnues principales. On suppose que ’eau est toujours présente. La difficulté apparait

dans les zones diphasiques huile (eau-huile) et triphasiques.

Commencons d’abord par les zones ou les trois phases sont présentes. L’équilibre thermo-

dynamique est présent.

Pour le modele compositionnel, on obtient que C§ = KJ9(P) i.e. que C§ est une fonction

connue de P. C§ n’est plus une inconnue. Le systeme comporte alors quatre inconnues

principales qui sont: P, S,, Sy, Sy.

Pour le modele en masse, (39 qui est évalué a I’aide d’un module thermodynamique donne la

répartition de la masse mgy dans les phases huile et gaz (car on a la relation 85+35 = 1). CY

0

se déduit facilement puisque ’on a la relation C§ = M Les inconnues principales
my + B9mo

qui restent inchangées sont:P, m1, ma, S, Sy, Sw

Dans le cas diphasique eau-huile (S, = 0), I’équilibre thermodynamique n’a plus lieu.

On le traduit, dans le modeéle compositionnel, par la relation C§ < K39(P). C§ devient

alors une inconnue du probleme. On a alors les quatre inconnues suivantes: P, S,, Sy, C3.

Le modéle en masse ne change pas d’inconnues et la thermodynamique devient trés simple

puisque 'on a la relation suivante:

Sg=0=p05=0=p5=1,

d’ou

Dp,S, = m1 + mo.

Au vu de cet exemple simple, on constate que le modele en masse est pratique & mettre
en ceuvre puisqu’il n’y a pas de changement d’inconnues au travers du domaine. De plus,
lorsque 1’on passe & des modeles avec miscibilité des constituants entre toutes les phases, le
modele en masses-saturations comporte moins d’inconnues que le modele compositionnel

33].
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3.4 Modele en masse de mélange

On présente dans ce paragraphe un modéle que l'on dénomme ”modele en masse de
mélange” qui a pour but de réduire le nombre d’inconnues par rapport au modele en
masses-saturations précédent. Pour cela, on élimine les inconnues en saturation qui ap-
paraissent comme des inconnues secondaires. Les inconnues principales retenues pour ce
modele sont au nombre de N + 1 et sont: P, (mj);=1,...n. A titre de comparaison, le
modele en masses-saturations comptait pour les mémes phénomeénes N + 1 + n, incon-
nues et équations. Cette nouvelle formulation permet donc un gain de n, équations et
inconnues. Il reste maintenant & établir les équations associées & ces inconnues principales.

La loi de conservation pour chaque constituant est la méme que pour le modeéle précédent.
Sachant que la vitesse de filtration est donnée par la loi de Darcy pour chaque phase, on
obtient les V équations de conservation de la masse du constituant 7 suivantes:

om kr ,
8 (cha—apa VP pag))ijjzl,...,N.

La différence par rapport au modeéle en masses-saturations vient de la prise en compte des
lois thermodynamiques. On remplace ’équation de conservation du volume poreux et les
équations de répartition des constituants dans les phases par une équation de conservation
de la masse totale présente dans le bassin. En d’autres termes, on ne considére dans notre
bassin qu’un seul fluide, avec plusieurs constituants, le constituant eau étant inclus dans
cette phase. La relation thermodynamique retenue pour modéliser ce phénomeéne est la
suivante:

N

po = "m;. (3.4)

=1
avec les notaions suivantes:
e p est la densité du mélange,
o ® est la porosité du domaine,

e m; est la masse du constituant j.

On obtient donc 1 équation supplémentaire. Le bilan des équations est alors de NV + 1
équations.
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La mise en équation du modele en masse de mélange devient la suivante:

[ Chercher P, (mj)j=1,.,n tel que
om; . ok ~ ,
— — div K Ca—pa(vp—pag') =495, J= 17"'aN7
! ot (—az::l 7 i ! (3.5)
N
p® = Z m;.
\ Jj=1

Les notations représentent les quantités suivantes:

o ® la porosité,

N le nombre de constituants,

nq le nombre total de phases,
® (Pa)a=1,..,~ la densité de la phase «,

. (Ha)azl,...,N la viscosité de la phase «,

(kra)a=1,..,n la perméabilité relative de la phase a,

K la perméabilité absolue,

(mj)j=1,..,~ la masse du constituant j,

p la densité du mélange,
e g la gravité,

(Cj‘?‘)jzl,___,N a=1,...ne 1a fraction massique du constituant j dans la phase «,
° (qj) j=1,..,N le craquage primaire et secondaire.
On précise que la densité de mélange p est une fonction de la pression P, des masses m;
et des ccefficients de répartition ﬁ;‘. Les coefficients de répartition ﬁ]‘-“ sont des fonctions
des masses m; et des fractions massiques CJ?‘, les fractions massiques C]‘?‘ étant donnés par
le module thermodynamique et dépendant de la pression P et des masses m;.
Lorsque ’on regarde les grandeurs intervenant dans le modeéle en masse de mélange (3.5),
on constate que les saturations de chacune des phases apparaissent par l'intermédiaire des
perméabilités relatives. Or, les saturations ne sont plus des inconnues du probléme. Il est
donc nécessaire d’introduire des équations secondaires pour pouvoir calculer ces quantités.
Ces équations sont reprises du modéle en masses-saturations.
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Elles sont les suivantes:

N
pa®Sa =Y Bfm; a=1,..,N. (3.6)
j=1

Une deuxiéme difficulté pour cette modélisation est la loi de densité de mélange p. Cette
loi, non analytique, devait étre fournie par un module thermodynamique. La difficulté a
développer un tel module thermodynamique nous a orienté vers un choix plus analytique.
La loi retenue pour ’étude s’exprime de la manieére suivante:

No
p= Z PaSa- (3.7)
a=1

On constate que cette loi tient compte de la phase eau. Ceci n’est pas génant puisque si
le module thermodynamique ne fournit qu'une densité de mélange hydrocarbure, il suffira
d’ajouter la quantité d’eau p,,S,, pour obtenir la formule (3.7).

Remarque 3. Au regard de la loi de mélange donnée par la formule 3.7, on peut s’étonner
de ne pas voir apparaitre sa dépendance en fonction des ceefficients de répartition et des
masses mais plutdt en fonction des saturations. En fait, la dépendance en fonction des
ceefficients de répartition et des masses vient justement au travers des saturations par la
formule rappelée en 3.6.

Enfin, pour terminer ’exposé du modele en masse de mélange, on présente les conditions
aux limites. On impose, comme pour le modele en masses-saturations, des conditions de
Neumann homogenes sur le fond et les bords latéraux du bassin, une condition de Dirichlet
non homogene au toit du bassin. Pour les conditions initiales, on se donne une pression
hydrostatique dans le bassin et des masses qui sont réparties dans le domaine.

Remarque 4. Le fait d’introduire I’équation (3.6) pour le calcul des saturations et d’avoir
retenu la loi (3.7) pour le calcul de la densité de mélange, on déduit que le modéle en
masse de mélange (3.5) est équivalent au modéle en masses-saturations (3.3). En effet,
les équations de conservation de la masse du modéle en masses-saturations sont identiques
a celles du modéle en masse de mélange. De plus, par un calcul simple et en utilisant le

N
fait que Z p; =1, on a:
a=1
Na
Y Sa=1
a=1

N
Do Sy = Zﬁ;-"mj a=1,...,n,
i=1

Na N
:><I>Zpa5a :ij-
a=1 j=1
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On obtient bien exactement la loi thermodynamique du modéle en masse de mélange (3.5).
No

Le modéle (3.3) implique bien le modéle (3.5) en supposant p = ZpaSa. La réciproque
a=1

Mo Na
est immédiate puisque les relations E ﬁj‘?‘ =1et E So = 1 sont conservées.
a=1 a=1
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3.5 Modele en masses de composés

3.5.1 modélisation mathématique

On présente la derniére formulation en masse que 'on nommera “modeéle en masses de
composés”. Cette nouvelle formulation se propose de lever la difficulté du choix de la
densité de mélange a laquelle on a été confronté dans le paragraphe précédent. De plus,
on a vu, dans le modele précédent, que les saturations des phases apparaissaient dans les
lois thermodynamiques alors qu’elles n’étaient pas présentes parmi les inconnues. On a
alors été obligé d’introduire des équations secondaires pour calculer ces saturations.

Le nouveau modéle essaye de limiter 1'utilisation des saturations dans le modéle en masse
(les saturations apparaissent dans les équations de conservation de la masse par I'inter-
médiaire des perméabilités relatives de chaque phase). On propose donc une nouvelle
formulation des équations de thermodynamique. La formule établie pour modéliser les
relations thermodynamiques entre les phases et constituants est la suivante:

On détaille maintenant ’obtention de cette formule.
On part de la conservation du volume poreux:

£ o
a=1

On sait que les saturations de phase sont des quantités sommables.
On pose alors S = CfS,. On a donc, de par la définition, la relation

D 8% =S (3.10)

En remplacant la saturation de phase S, par la relation (3.10) dans I’équation (3.9), on
obtient la relation suivante:

Na N

Y se=1. (3.11)

a=1j=1

De plus, la masse de constituant j présent dans la phase « s’écrit sous la forme:

mi = ®piSy j=1,...,Na=1,.,n,.. (3.12)
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En multipliant I’équation (3.11) par ® et en utilisant les relations (3.12) on obtient la
relation suivante:

Yy l-a (3.13)

Enfin, on utilise une derniére définition des masses de constituants dans une phase a savoir:

mi =Bim; j=1,..,Na=1,..nq. (3.14)
Cette relation exprime la répartition de la masse du constituant j dans la phase « con-
naissant la proportion de ce constituant contenu dans la phase et la quantité globale de
masse du constituant j. En reportant cette définition (3.14) de la masse dans la relation
(3.13), on trouve finalement la relation (3.8).

Ayant présenté les équations thermodynamiques, on présente le modele. Il est basé, comme
pour les deux modeles précédents, sur les équations de conservation des masses des con-
stituants et sur la loi de comportement de chaque phase. Ce modele a N + 1 inconnues
qui sont la pression P et les masses (m]) j=1,..,N comme le modele en masse de mélange.
L’équation thermodynamique et les N lois de conservation de chaque constituant forment
les N + 1 équations associées aux inconnues. Le probléeme se formule de la fagon suivante:

Chercher P, (m;);=1,..n tel que

amJ . o2 akra —d — .
) W — dw <£Z CJ U—apa(vp - Pag)> =45, J= ]-a "'7Na

= (3.15)
n N
o ﬁ‘;lmj
>y A e
\ a=1j=1 J

La dépendance des fractions massiques et des ccefficients de répartition est la suivante:

CF (P, (mj)j=1,..,N)
/3_;'1(Pa (qu)j:L...,N a:l,...,na)

Les conditions aux limites sont identiques aux modeéles précédents a savoir une condition
de Neumann homogeéne sur le fond et les c6tés du bassin, une condition de Dirichlet non
homogeéne sur le toit pour simuler la compaction ou I’érosion du bassin. On se donne
également une pression initiale hydrostatique et des masses réparties dans le domaine.

n N
. = X pom,

Remarque 5. En regardant le terme de conservation du volume poreux g E % = .
Pj
, - . . ) , . C]Q Mq
et la relation qui lie les fractions massiques et les ceefficients de répartition 3] = ,

oy

J

a=1j=1
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on pourrait exprimer [’équation de conservation du volume poreux uniquement en fonction

des fractions massiques (en reportant tout simplement la relation qui lie les fractions mas-

siques auz cefficients de répartition dans ’équation de conservation du volume poreut,
ne N com,

on obtient la relation ZZ J

(6%
o
a=1j=1 p-7

=®), les masses mq étant données par le module

thermodynamique.

Le choiz d’écriture de l’équation de conservation du volume poreuz en fonction des ceeffi-
cients de répartition prend tout son sens lors de la discrétisation temporelle. En effet, on
peut, grace auz cefficients de répartition, impliciter plus facilement [’équation a moindre
cott de calcul (on implicite seulement les masses et les densités) par rapport a l’expression
obtenue avec la formulation en fractions massiques (on est contraint d’utiliser une approz-
imation de la dérivée des fractions massiques qui nécessite des appels cotiteuxr au module
thermodynamique). Ceci est un des buts poursuivi tout au long de cette thése comme on
le verra par la suite.

Le paragraphe suivant va étre consacré & la comparaison succincte du modeéle en masses
de composés avec un modele compositionnel utilisé dans le milieu pétrolier comme dans
le cas du modele en masses-saurations.
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3.5.2 Comparaison du modeéle en masses de composés avec un modele
compositionnel issu de la modélisation des réservoirs

On présente une formulation d’un modeéle compositionnel développé dans le milieu pétrolier
par Chen et al. [24] et on la compare & la formulation en masses de composés retenue.

La formulation proposée par Chen et al. est un modele triphasique (phase eau, huile gaz
par exemple), multiconstituant, compressible et tenant compte de la pression capillaire. De
plus, la température est supposée constante et aucun échange de constituants n’intervient
entre la phase eau et les phases hydrocarbures. Ces hypothéses correspondent & celles
retenues pour notre formulation.

La modélisation des écoulements se fait de la méme maniére que pour les modeéles précédents;
on écrit donc le modele finalisé:

Chercher P, vy, ma,...,my tel que
0dm. . kry > o= = - ~
= — div £~—w£w(va - ng) = Qu;,
ot w

odm; . Y . 3.16

\ atj_dzv<£zCja,«—aga(vpa_pag)>:%' j=1...,N, ( )
a=oyg 27

~ N . ~

T LT Sl
\ £w j:]- g j:]- 60

avec les notations:

® la porosité,

N le nombre de constituants,

e 71, nombre total de moles par volume du constituant j,

N
® T = My + Zﬁzj nombre total de moles par volume de tous les fluides,
=1

. §~a densité molaire de la phase «,

® 1, nombre de moles par volume du constituant j dans la phase «,
. éj"‘ fraction molaire du constituant j dans la phase «,

® . densité massique de la phase a,

® [i, viscosité de la phase a,

e K perméabilité absolue,
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e kr, perméabilité relative,
e P, pression de la phase «,

e 7 vecteur accélération.

On rappelle la formulation du modéle en masses de composés pour faciliter la comparaison:

Chercher P, my,,m1,...,my tel que
om kr _,
a—tw — div (Ku—pw(VP pw9)> = qu,
0 k
4 _g“ —div (K Y caﬂpa VP, pa§)> =g, j=1,..,N, (3.17)
a=o,9
I N o
HE > b 2~ 3.
| Pe S0P 3Py

La formulation entre les deux modeles (3.16) et (3.17) est tres similaire, mais ne s’exprime
pas dans les mémes unités puisque pour le modeéle compositionnel (3.16), les constituants
sont des quantités molaires alors que dans le modeéle en masses de composés, les quantités
sont massiques.

Le modele compositionnel retient le nombre total de moles des fluides, mp, comme incon-
nue alors que la masse d’eau, m,,, est préférée dans le modele en masses de composés. Les
autres inconnues sont identiques et égales en nombre.

Les différences étant notées pour les inconnues, on concentre toute notre attention sur les
équations modélisant les écoulements et tout particulierement sur I’équation de conserva-
tion du volume poreux.

On rappelle que m$ = 7'm;. Il vient alors la relation de conservation du volume poreux

J
pour le modele en masses de composés suivante:

N g N 0
My m; m;
me S
wo =1 Pj j=1 Pj
Cette relation differe de celle énoncée dans le modele (3.16) par les points suivants:

e La porosité ® du domaine intervient dans la relation de conservation du volume
poreux du modeéle (3.17) ce qui n’est pas le cas pour autre modele. Cette différence
provient des définitions prises pour les constituants. Dans le cas du modeéle compo-
sitionnel (3.16), le nombre de moles est défini par /m; = Z é’ffaga, a contrario, la

masse du constituant j est définie par m; = @ Z C5'paSa pour le modele en masses

o
de composés (3.17). Cette approche explique aussi le fait que la variation temporelle
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. . 00y
du constituant j s’écrive
cas.

O
dans le cas du modele (3.16) et % dans I'autre

e Dans le modele en masses de composés, on introduit la densité du constituant 5 dans
la phase a, ﬁ?, tandis que le modeéle compositionnel utilise la densité molaire de la

phase a, &,.

Le dernier point qui différencie les deux modéles n’est pas lié & la modélisation, mais & la
méthode de calcul de m;“

Dans le cas du modele en masses de composés (3.17), on calcule mg par 'intermédiaire
des ceefficients de répartition ﬂ;-’ qui sont donnés par un module thermodynamique. On
n’est donc pas lié & une méthode particuliere d’évaluation. A contrario, le modele compo-
sitionnel utilise le potentiel chimique de Gibbs-Duhem pour calculer 772j,. Les propriétés
de ce potentiel sont essentielles pour la suite de la résolution de ce modéle.

On termine ce paragraphe sur deux remarques.

Remarque 6. La méthode numérique utilisée pour résoudre le modéle (3.16) est la méthode
d’éléments finis miztes pour obtenir une bonne précision sur les flux et la pression, et la
méthode ELLAM (Eulerian-Lagrangian Localized Adjoint Method) pour résoudre les
équations de transport qui sont de type hyperbolique. L’é€quation en pression est obtenue
en utilisant fortement les propriétés du potentiel chimique de Gibbs-Duhem. Ce schéma se
propose d’étre une alternative au schéma IMPES puisqu’il permet d’avoir de plus grands
pas de temps et une meilleure approrimation des flur et des constituants. Cette approche
implique donc un découplage des ceefficients thermodynamiques. Ce dernier point nous
ameéne a la seconde remarque.

Remarque 7. La méthode de résolution du modéle (3.16) conduit a découpler le calcul
des ceefficients thermodynamique des équations de transport. Cette approche est identique
a celle que nous poursuivons (cf. les chapitres 4 et 6). L’algorithme de résolution est le
suivant:

U enitialisation des données.

O calcul des cefficients thermodynamiques.
O calcul des flux et de la pression.

O Résolution des équations de transport.

O

Si nécessaire, point fixe (ou quelques itérations) sur le systéme constitué de [’équation
en pression, des équations de transport et du module de calcul des ceefficients ther-
modynamiques.

O Retour a l’étape 2.
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Comme on pourra le constater au chapitre 4, algorithme énoncé ci-dessus est semblable
a celui que l'on propose, a l’étape prés de mise a jour des ceefficients thermodynamiques
aprés le transport. Le chapitre 6, consacré a l’étude de la mise da jour des ceefficients
thermodynamiques apres le transport, permet de retrouver [’algorithme.

Bien que les algorithmes soient semblables, les méthodes utilisées de résolution de chacune
de ces étapes sont totalement différentes.
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3.6 Les hypothéses et parametres d’étude

3.6.1 Le domaine d’étude

Le but de notre travail étant ’étude d’un schéma en temps, on considére une géométrie
simple pour le bassin. On a retenu un domaine rectangulaire Q C R? de telle sorte que les
couches géologiques soient horizontales. On tiendra compte dans ces couches géologiques
de la présence d’un drain afin de pouvoir simuler ’accumulation des hydrocarbures dans
la roche magasin. On présente & la figure (3.1) le schéma du bassin qui servira lors des
simulations.

couches géologiques (argile....)

Drain (sable)

couches géologiques (argile,.... )

Bassin Sédimentaire

Figure 3.1: Schéma du bassin simulé
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Pour les simulations, on considére ce bassin  C R? dans le plan (Z, ), Z orienté vers le
bas et un intervalle de simulation [0, T'].

\j

Figure 3.2: Orientation du domaine de simulation

3.6.2 Les hypotheses d’étude

On présente dans ce paragraphe les hypotheéses d’étude que I'on a utilisées pour toutes
les simulations. On considére deux constituants hydrocarbures, notés mi et mo, qui
se répartissent entre deux phases hydrocarbures appelées phase huile et phase gaz et
représentées respectivement avec l'indice 0 et g. On ne tiendra pas compte des phases
hydrocarbures solides (coke). Les constituants hydrocarbures présents dans la phase eau,
indicée par w, seront supposés négligeables. On n’aura donc aucune miscibilité des phases
hydrocarbures dans la phase eau. On supposera, en outre, que cette phase eau sera toujours
présente dans le bassin. On suppose de plus que le constituant eau, représenté par 1’indice
w, ne se retrouve pas (ou de fagon négligeable) dans les phases hydrocarbures, ce qui nous
amene a identifier le constituant eau et la phase eau (on n’a donc pas de miscibilité de la
phase eau dans les phases hydrocarbures). Les grandeurs thermodynamiques intervenant
dans le modeéle n’ont pas toutes une expression analytique (ainsi en est-il pour le calcul
des fractions massiques et des ccefficients de répartition). Elles seront alors données par
un module thermodynamique. La modélisation de tels modules thermodynamiques étant
compliquée et difficile & obtenir, on a retenu pour I’étude un module thermodynamique
quasi analytique appelé ”Black-0il”. Ce module décrit la miscibilité de deux constituants
dans deux phases hydrocarbures. Il est capable de fournir, en tout point du domaine, le
nombre de phases hydrocarbures présentes et la répartition des constituants au sein de
ces phases. Les calculs de ces répartitions sont basés sur des fonctions analytiques. On
rappelle que le modéle ne tient pas compte des pressions capillaires, hypothese déja faite
lors de la présentation des différents modeles. On a donc une seule pression pour toutes
les phases.
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La porosité, que ’'on a présentée au premier chapitre, dépend de la contrainte effective o..
Cette derniére dépend de la contrainte totale or et de P. Cette porosité se caractérise
donc par les deux grandeurs ot et P, lesquelles sont inconnues. On simplifie le probléme de
I’évaluation de la porosité en considérant la contrainte totale comme une donnée évoluant
au cours du temps. Du fait de cette simplification, on perd une inconnue et donc une
équation: la conservation de la matiére solide (équation que ’on n’a pas, volontairement,
énoncée), i.e., de la roche du domaine. Par conséquent, dans toute la suite, la porosité
sera considérée uniquement comme une fonction de la pression.

Enfin, on suppose que la température évolue peu au cours du temps et que ses variations ont
peu d’influence sur les quantités thermodynamiques et les propriétés géologiques du bassin.
Ces hypotheses, assez fortes (¢f. 2.1.1, 2.1.4), nous aménent & considérer la température
comme constante au cours du temps avec une répartition spatiale dans le bassin définie
par un gradient géothermique. On a retenu un gradient de 30°C' par kilomeétre avec une
température de surface de 10°C. Cette relation se formule par:

3
T=—— 10.
100z+ 0

3.6.3 Les parameétres d’étude

Ayant exposé les hypothéses générales d’étude qui s’appliquent & tous les modeéles, on
présente les différentes lois retenues pour les parameétres de ces modéles.

La porosité

La porosité joue un role important dans le comportement des modeles puisque c’est au
travers de son comportement que I'on va simuler la compaction ou I’érosion du bassin.
La loi retenue (que I'on a développée au paragraphe 2.2.1) pour la porosité est donc la
suivante:

o o

Do) =D, +Pge Ta +Dpe 9 si 0¢ > Omazs
1 .

D(oe) = P9+ =0 si e < Omaz-
Ee

11 apparait une dépendance de la porosité en fonction de la contrainte effective o, dont on
a vu au premier chapitre qu’elle s’exprimait en fonction de la pression P et de la contrainte
totale o par la relation suivante:

0e = op — P.

Il ne reste donc plus qu’a évaluer la contrainte totale pour déterminer entiérement la
contrainte effective, et donc la porosité. On a retenu, pour la modélisation, une forme
simple de la contrainte totale qui se formule par la relation intégrale suivante:
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Zr
or = / (ps(1 = @) + pu®)gdz,
0

zr est la hauteur réelle du bassin, p, la densité de la roche, p,, la densité de ’eau.
D,., ®,, Py, 04, op sont des constantes liées a la géologie des couches.

La perméabilité absolue (ou intrinséque) K

—

Le tenseur de perméabilité absolue est supposé diagonal dans le repere (§,7) lié a la
géométrie de la couche. Il est, en outre, fonction de la porosité.

_ g As 0

e \;: ceefficient d’anisotropie strate,
e )\,: coefficient d’anisotropie verticale,

e K'(®) est donné par la loi de Koseny-Carman modifiée pour prendre en compte
leffet des faibles porosités [64]. Elle s’exprime de la fagon suivante:

293
02 a0,
K@)l 1
K@) =37 (3.18)
W sinon y

ou S, est la surface spécifique du sédiment, constante pour chaque lithologie. On a par
exemple:

e S, =10% m? pour le sable,

e S. = 10® m? pour largile.

Les perméabilités relatives

Les perméabilités relatives permettent de tenir compte de l'interaction des fluides entre
eux. Elles dépendent des saturations et de la lithologie. En générale, les perméabilités
relatives sont établies & partir de perméabilités diphasiques qui sont qualibrées de fagon
expérimentale.

La figure (3.3) représente 1’allure de la perméabilité diphasique kry,, pour le couple (krgy, k7y)-
C’est une fonction de la saturation en eau.

On obtient kr, par des formules d’interpolation & partir des couples (kTow, kT4) €t (krog, krg).
On présente les formules d’interpolation les plus usitées dans le milieu pétrolier [3][23].
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Y

Se R Sw

Figure 3.3: perméabilité relative eau-huile

e Formule de Stone I:

o 1=8,-8
kro(Sg, Sw) = -5, Sg)krow(Sw)krog(Sg).

e Formule de Stone II:
0 si Sy + 84 =1,

kry(Sy, Su) =
(552 5) &mmww+mmamw@ww+mu%»—wmww+mu%» sinon

Pour notre modele, on utilise une formule d’interpolation géométrique [64]. Elle se présente
sous la forme suivante:

soient o, 8, 0 € {o,g,w}, a# B #0,

{1 si Sy =1,
kro(Sq) = Ss S, _
Sﬁ Y kraﬁ(Sa) +

ou

avec
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e S;q saturation irréductible de la phase «,

e v ceefficient qui vaut en général 1, 2 ou 3.

Les parameétres thermodynamiques

e Pour le calcul des fractions massiques, on utilise les lois suivantes pour évaluer les
constantes d’équilibre:

K“’ﬁ(P):(aa+%+caP> e THE) a,B=o0,9 a#p.

avec (aq, ba, Cas day €a)a=o,g des constantes définies par I'utilisateur et 7" la température
définie en Celsius.

e Pour les densités de constituants, les lois sont les suivantes:

pi(P,T) = pe! (1 +al (PPl - el (T~ T]ref)) j=1,2,w.

(a;.ef ’ g;ef , p;.ef ) PJ?"ef , TJ’."ef )j=1,2,w sont des constantes définies par I'utilisateur.

e Pour les densités de constituants, les lois sont les suivantes:

p; (P, T) = p;.”ef (1 + a?’Tef(P — P].O"Tef — ﬁ;”ef(T — Tja“f)) j=1L2,wa=o0gw.

(a7 ﬂ;'l’refa P?’Tef ) Pf"ref ) T]f"’ref )j=1,2,w a=o,g,w sont des constantes définies par

I'utilisateur.

e Pour les densités de phases, on utilise les lois suivantes:

pa = L a=oy

=1 Pi

e Les viscosités de constituants sont évaluées & partir des expressions suivantes:
buj

pi(T) = avje ™ j=1,2,w,
ou a, b, v; sont des constantes définies par 1'utilisateur.

e Enfin, les viscosités des phases sont données par les expressions suivantes:
3

ce
po=[[())7 a=o,4g.
j=1

Ayant présenté les différents modeles d’écoulement, les hypothéses d’étude ainsi que les
lois ou formules utilisées pour les parametres de ces modeles, on s’intéresse maintenant au
choix et & la discrétisation de ces différents modéles.
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Chapitre 4

Techniques numériques utilisées

Dans ce chapitre, on présente la méthode de discrétisation en espace et le principe général
de la discrétisation en temps qui a été retenu pour I’étude des modeles.

Pour la discrétisation en espace, on a retenu un schéma de volumes finis différences finies
5 points sur un maillage cartésien. Le choix des volumes finis semble bien adapté a la
simulation des bassins, et on ne débattra pas ici de ce choix. On pourra se référer & I.
Faille [31] et R. Belmouhoub [17] pour une discussion plus précise dans le choix de la
méthode numérique entre les élements finis et les volumes finis. Le choix des volumes finis
a également été induit par le rattachement au projet VISCO 3D [33] développé a partir
de TEMISCOMP [64]. I. Faille signale dans sa these [31] le fait que les volumes finis 5
points sont mal adaptés aux maillages non réguliers (notamment lorsque le maillage est
constitué de trapézes). Pour cette raison,le choix d’un maillage cartésien a été retenu.

4.1 Présentation générale des Volumes Finis (VF)

La technique des volumes finis est utilisée afin de garder I’aspect conservatif des équations
de conservation sur chacune des mailles de discrétisation [30]. On présente, dans ce para-
graphe, les principes de cette technique en dimension deux qui se généralisent facilement
a la dimension trois et dont le détail se trouve dans le paragraphe suivant.

On commence par discrétiser le domaine en mailles rectangulaires. On repére les centres de
chacune des mailles qui serviront de nceuds de discrétisation. On intégre ensuite chacune
des équations de conservation sur chaque maille, puis en utilisant une formule de Green,
on se ramene 3 une intégrale de bord. Pour évaluer cette intégrale, on utilise un schéma
aux différences finies. Si le schéma ne fait appel qu’aux valeurs des mailles contigués a la
maille de discrétisation, il est connu sous le nom de “schéma 5 points”. On obtient alors
un systéme linéaire & résoudre. Dans notre cas, la matrice du systeme est une matrice
bande non symétrique.

Cette technique est connue sous le nom de Volumes Finis Différences Finies centrés sur
les mailles.

55
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Remarque 8. Les résultats de convergence sont difficiles a obtenir lorsque ce type de
maillage est déformé [31].

Une technique pour traiter les géométries complexes consiste a placer d’abord les neuds
de discrétisation, puis a construire les volumes a partir de ces neuds. L’intégrale sur le
bord de ce volume est alors évaluée par une technique d’éléments finis. La technique de
discrétisation est appelée Volumes Finis centrés sur les neuds, connue dans la littérature
sous Uappellation C.V.F.E. (Control Volume Finite Element). On renvoie le lecteur, pour
plus d’information sur les CVFE, auz références, non ezhaustives, suivantes: [34] [35]

[51].

4.2 Le schéma de discrétisation en espace (VF5)

Ce paragraphe est consacré & la description du maillage de notre domaine. Celui-ci est
construit dans ’optique de I'utilisation d’un schéma, volumes finis différences finies centrés
sur les mailles: le VF5 (Volumes Finis & 5 points).

4.2.1 Le maillage

On décrit dans ce paragraphe les conditions sur le maillage [17], [30] et[31].

On notera Nj le nombre de découpages en x et Ny le nombre de découpages en y.

On découpe le domaine en N; X Ny mailles. Soit €2, I’ensemble des mailles du domaine
discrétisé: Qp = {M;;,1 <i < Ny;1 < j < Np}. Les éléments de €, sont des rectangles
deux a deux disjoints et vérifiant

Q=M 1<i<N,1<j< N,
2
On supposera que les cotés des mailles sont paralleles aux axes de coordonnées. Elles
vérifient de plus les conditions suivantes:
soient M;;, My € Qp, on a:

0 ou,
M;; ﬂMkl = < un sommet commun ou

une arete commune.

On définit maintenant les centres des mailles qui représenteront les noeuds de discrétisation.
A cette fin, on introduit les notations & l’aide du graphique (4.1).
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AXj DX

+
AY]-

AY

DX AX

\/

Figure 4.1: notation pour la discrétisation en volumes finis
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Soit A;; un point du domaine. A;; a pour coordonnées (z;,y;). A;; est le centre d’une
maille si ses coordonnées vérifient 1’'une des quatre propriétés suivantes:

bl

Yj = Yj ’ Yj = Yj

T; = T; T; = T;
3 -5 (4 ;
(){ZUZyF1+Aﬂ- (){ZUZyﬂl—AYf
ou 'on a défini

e pour les mailles aux bords:

AX;
+
AXF = 5 -
Ay =A%
J 2
e pour les mailles & l'intérieur:
e
2
Axf::AEir+An
2

Remarque 9. On ne considére pas ici de raffinement local de maillage.

Maintenant que I’on a défini le maillage de notre domaine, on peut passer & la discrétisation
en espace. Dans le paragraphe suivant, on présente la méthode de discrétisation du VF5
sur ’exemple simple du Laplacien.
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4.2.2 TUn exemple de volumes finis: le VF5

On considére I'exemple suivant:

—AP=f dansQCR?
P
g_n =0 sur I'.

Q est un domaine rectangulaire de frontiere I'.  On suppose que les fonctions P et f
ont la régularité nécessaire pour donner un sens a toutes les opérations. De plus, f vérifie

f dx = 0 afin d’assurer I’existence d’une solution. L’unicité est obtenue a une constante

p?és. Ce modele permet de présenter, sur un modele simple, la méthode des volumes finis.
Par soucis de simplicité, on a retenu une condition de Neumann homogene pour ne pas
avoir 3 traiter les conditions de bord qui alourdissent la présentation.

On va maintenant résoudre ce systeme avec le schéma VF5. Tout d’abord, on introduit
une discrétisation du domaine. Le maillage est celui défini dans le paragraphe précédent.
Soit le maillage Q. Soit une maille My € Q). On notera, par la suite, 9My, le bord de la
maille, 0 une aréte de M}, et My, la maille contigué a M} ayant pour aréte commune 6.
L’intégration de I’équation —AP = f sur la maille My donne

—APdz = fdx.
My, Mj

En utilisant une formule de Green on obtient:

/ —VPido= | fdz,
OM;, My,

ou 71 est la normale unitaire le long de 0 M}, orientée vers I'extérieur de la maille.
Pour le calcul du flux on adopte la technique des différences finies.
On peut écrire I'intégrale de bord sous la forme:

—VP.iido = / —§P.Ti:5da,
L >

d€EOM;,

avec 715 la normale unitaire orientée vers ’extérieur du bord 6.
Sachant que P est constante par maille par hypothése, I'intégrale sur le bord § s’évalue
alors de la fagon suivante:

- PMk - PMk
—VPayy = ————2——— mesé, 4.1
A ’ d(ngaMk) ( )

e mesd est la longueur du coté ou 'aire de la face 4,

o d(Mj,, My) est la distance entre les deux centres des deux mailles contigués.
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Le flux se discrétise de la maniére suivante:

/ _VPii=—
AM;,

Comme on est en dimension deux (2D) et que les mailles de discrétisation sont des rect-
angles, la configuration de discrétisation autour d’une maille M; est la suivante:

5 Py, — Pug,

—9%  ——— mesd.
d(Mk(saMk)

S€OM;y

3
My
.P4 .Pl .PZ
M, g W,
.P5
M

Figure 4.2: configuration du schéma a 5 points

Si on suppose que le pas de discrétisation en z et en y est identique (ie Az = Ay), on
obtient que d(My,, M) = mesd = Az. Le flux discrétisé sur la maille M s’écrit alors:

/ —VPi#A=4P, — Py — Py — P, — Ps.
OMy

On obtient ainsi 5 points de discrétisation.
Cette méthode se généralise sans difficulté au cas de dimension trois (3D). Dans ce cas, le
schéma obtenu est un schéma a 7 points (VF7).
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4.3 Discrétisation en temps

4.3.1 Calcul de la porosité

Dans ce paragraphe, on présente la méthode numérique de calcul de la porosité, grandeur
qui permet de simuler la compaction ou I’érosion du domaine.
On rappelle tout d’abord, I'expression de la porosité (cf. 2.2.1 pour la relation exacte):

Oe Oe

~(=)
d=0d, +Dye Ta +Ppe Ob

ou o, représente la contrainte effective dont 1’expression est donnée par la formule suivante:
oe = o1 — P,

avec or la contrainte totale.
Dans cette formule, on voit apparaitre la pression P et la contrainte totale o qui a pour
expression:

or = / {pu® + ps(1 - ®)}gdz, (4.2)

zr hauteur réelle du bassin,

pw densité de 'eau,

ps densité de la roche,

® porosité.

Si on suppose que cette contrainte totale est connue, la porosité devient seulement fonction
de la pression. C’est ’hypothése retenue pour la suite.

On commence par calculer une contrainte totale initiale par l'intégrale (4.2). Pour cela,
on se donne une porosité ® de la forme:

® =az+b,

e 2z est la hauteur en tout point du bassin,
e a,b des coefficients donnés.

puis on évalue l'intégrale. Une fois la contrainte totale initiale calculée, on évalue o au
cours du temps par la formule suivante:

1
ottt = ol + Aor,
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ou la variation de la contrainte totale, or,est donnée par:

Ahsq)ref

Aor = Ahgplel g+ —" p,g,
1= Bpes

®,.f est une porosité de référence qui est en général supérieure & 50%,

Ahg = vg x At est la variation de la matiere solide au cours du temps,

vs la vitesse de sédimentation,

Te o, 7 707
Pw 7 une densité de référence de I'eau,

e L7 707
® g T une densité de référence de la roche,

e g =9.81m.s~! constante du vecteur accélération de la pesanteur.

Une fois la contrainte totale évaluée, on peut finalement calculer la contrainte effective o,
en effectuant le calcul suivant:

n+1 k
op~ — P".

kn+1 _
Ue’ =

ol l'indice k peut prendre les valeurs n ou n + 1 selon la méthode de résolution retenue
pour les modéles.

4.3.2 Splitting du terme source

Le systéme étudié peut étre représenté par I’écriture littérale suivante:

termes de transport + termes de craquage = 0.

Ce systéme a deux types de couplage, un premier couplage entre les termes de transport
et de craquage par l'intermédiaire des masses, et un second couplage entre les équations
par le biais de la thermodynamique qui est contenue dans le terme de transport.

Avant de passer aux techniques de découplage utilisées, on regarde avec plus d’attention
le comportement des phénomeénes physiques mis en jeu.

Lors de la formation d’un bassin, le kérogéne génére des masses hydrocarbones (craquage
primaire). Ces masses vont se répartir entre des phases (module thermodynamique) lors
de leur migration (transport) dans ce bassin. Dans le méme temps, si ces masses sont
instables, elles craquent en d’autres constituants (craquage secondaire). On constate que le
craquage primaire est un phénomeéne un peu isolé par rapport au transport, & la répartition
des constituants dans les phases et & la dégradation des composés instables; ces trois
derniers étant fortement couplés.

Au vu de ce comportement, une premiére approche est de commencer par évaluer les con-
stituants générés par craquage primaire et secondaire, puis de transporter les constituants
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au travers du bassin. Mathématiquement, cette méthode de découplage porte le nom de
splitting sur 'opérateur temps. On obtient alors deux équations & résoudre. La premiere
résout le craquage et s’écrit sous la forme:

Npe
Bm
] = iIjoz:algﬂjl + memu J=1,..., Npe,

ol Ny, représente le nombre de constituants hydrocarbures, le constituant eau étant exclu.
La seconde équation & résoudre, celle de transport, se formule comme suit:

0
m] deCapa VP pag)) =0, j=1,...,N.

avec
e N le nombre total de constituants (constituant eau inclus),
e n, le nombre total de phases (phase eau incluse).

Le principe de ce splitting en temps est de calculer une premiere valeur de la quantité
cherchée par la premiére équation, puis de “corriger” cette premiére approximation par la
seconde équation.

Dans le paragraphe suivant, on présente la technique générale, appliquée a tous les modeles,
de discrétisation des équations de transport (équations qui correspondent aux équations
de conservation de la masse de chaque constituant et aux équations de conservation du
volume poreux).

4.3.3 Schéma retenu pour le calcul des écoulements
Description de la technique IMPES

Dans ce paragraphe, on décrit le schéma IMPES (IMplicit Pressure Explicit Saturations)
dans le cas simple d’un écoulement diphasique afin de bien mettre en valeur la méthode
qui sera appliquée sur nos modeles. La méthode de discrétisation IMPES n’est pas la seule
possible. Des méthodes totalement implicites sont envisageables mais sont tres coliteuses
en temps de calcul et difficiles & mettre en ceuvre du fait de 'utilisation d’équations non
linéaires. Les méthodes de Newton sont alors utilisées pour les résoudre. Notre objectif
étant d’éviter de telles méthodes implicites, on s’est basé sur une approche de type IMPES
que 'on va maintenant décrire.

Le modele qui va servir de support pour décrire la méthode est un cas diphasique (eau-
huile par exemple), immiscible, incompressible, un seul constituant par phase dont les
inconnues sont la pression P et les saturations des phases eau et huile respectivement
Sw et Sp, dans un milieu homogéne (on peut ainsi normaliser la porosité). Le systéme
d’équations est le suivant:
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G A
{ 0S5, . kro = -\ (43)
— K— (VP — =
5 div (: i (V g)) 0,
| Su+8,=1.

On introduit une notation couramment utilisée dans le milieu pétrolier que 1’on appelle
transmissivité ou transmissibilité qui s’exprime sous la forme générale de la maniere suiv-
ante:

k
TJ@:Cfﬂpa]‘:1,...,Na:1,...,na.
fa

Dans notre exemple, du fait de la non miscibilité et de 'incompressibilité des phases et de
la présence d’un seul constituant par phase on obtient:

mw = Moo Ko,
Hw Mo
Le systéme (4.3) devient alors:
‘96% — div (KT2(VP - §)) =0,
95, _ . oSp_ ) — (4.4)
=2 — div (gTo (VP — g)) =0,
Su+ S, =1

Pour résoudre ce systéme, on prend la pression de fagon implicite pour des raisons de
stabilité numérique (c¢f. Lemmonier [41] par exemple). Les saturations et les flux (trans-
missibilité et perméabilité absolue) sont pris de fagon explicite, d’ou le nom de la méthode
IMPES. Le systéme discrétisé est le suivant:

AS, = At * div (K:n(:r;f)"(w"+1 . g)) , (4.5a)
AS, = At div (K:”(T;)n(ﬁzw+1 - g)) , (4.5b)
ASy + AS, = 0. (4.5¢)
lequel I notation (T2)" signifie (T2)" = "'& o —
pour lequel la notation (75)" signifie (T5) = a=o,w

et la notation AX = X1 — x7
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En reportant les équations (4.5a) et (4.5b) dans (4.5c), on obtient une équation dépendante
de la seule inconnue de pression P. Cette équation est appelée équation en pression et
s’exprime de la maniere suivante:

At  div (K:”{(Tg)“ + (T} (VP — g)) ~0. (4.6)

Une fois la pression P calculée & partir de I'équation (4.6), on calcule facilement les nou-
velles saturations a partir des équations (4.5a) et (4.5b).

Remarque 10. Pour évaluer les nouvelles saturations de phase, on peut remplacer l’équation
(4.5a) ou (4.5b) par I’équation (4.5¢).

Méthode générale du schéma IMPES appliquée a notre cas

Le systeme que I'on a résoudre est fortement couplé en masse, pression et saturation.
Comme on veut un schéma peu cotiteux en temps de calcul, on s’est donc orienté vers un
schéma de type IMPES. On a pris la pression en implicite pour des raisons de stabilité
numérique comme signalé précédemment, tandis que les saturations, les masses et les flux
sont pris en explicite. Ces approximations numériques en temps permettent également
de découpler les grandeurs thermodynamiques du transport & savoir fractions massiques,
viscosités et densités de chaque phase. Toutefois, ces approximations supposent qu’il n’y
ait pas une trop grande variation des flux entre deux pas de temps. On voit, par cette
hypothése, I'introduction d’une contrainte de type C.F.L. sur le pas de temps. On espéere
que celle-ci ne sera pas trop pénalisante.

4.3.4 Découplage Thermodynamique-Transport

Les fractions massiques, les densités et les viscosités de phases sont des grandeurs thermo-
dynamiques dépendantes de la pression, de la température, des masses et des coefficients de
répartition. Ces grandeurs ont, en général, des expressions analytiques. La difficulté dans
ces expressions consiste en ’évaluation des ccefficients de répartition qui sont usuellement
donnés par un module thermodynamique. Un nombre important d’appel & ce module ther-
modynamique peut s’avérer coiiteux en temps de calcul. Dans le paragraphe précédent,
la méthode IMPES a permis de découpler ces grandeurs thermodynamiques du transport.
Dans le cas d’une trop forte contrainte liée a I'explicitation des flux, on pourrait envisager
de les impliciter. Dans ces conditions, les fractions massiques, les densités et les viscosités
seraient prises en implicite et une méthode de Newton serait utilisée afin de résoudre ce
systeme non linéaire. Toutefois, et cette approche est importante & souligner, on garderait
les ceefficients de répartition en explicite afin d’éviter de trop nombreux appels au module
thermodynamique pendant les itérations de Newton.

En résumé, dans le concept énoncé sous le terme thermodynamique, on distingue deux
”thermodynamiques” qui seront traitées de facon différente par la suite. La ”premiére
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thermodynamique” possede une expression analytique des parameétres, comme pour les
densités, viscosités et les fractions massiques, la ”seconde thermodynamique” ne posséde
pas d’expression analytique comme pour les ccefficients de répartition. Le premier type
de thermodynamique peut étre implicité ou explicité, le second type de thermodynamique
sera gardé explicite quelque soit le schéma en temps retenu pour les autres grandeurs
thermodynamiques.

4.3.5 Résumé de la discrétisation en temps

Les différentes étapes de résolution que I'on a retenues pour la discrétisation temporelle
de nos modeles se synthétisent par le schéma, suivant:

— BOUCLE EN TEMPS

¢

CRAQUAGE

¢

THERMODYNAMIQUE

¢

TRANSPORT
|

Figure 4.3: étape de résolution d’un pas de temps

L’étape de craquage qui apparait dans le schéma fait référence au splitting du terme
source. L’étape de thermodynamique est le calcul des ceefficients de répartition que 'on a
décidé de traiter de facon explicite. Cependant, comme on utilise un schéma IMPES, on a
vu que les grandeurs thermodynamiques intervenant dans les flux étaient prises de fagon
explicite. On calculera donc, lors de cette étape, ces grandeurs thermodynamiques. Enfin,
I’étape de transport est la résolution des équations de conservation de la masse de chaque
constituant et des équations de conservation du volume poreux. De fagon plus précise, la
méthode de discrétisation temporelle étant un schéma IMPES, cette étape de transport
est constituée de la résolution de 1’équation en pression dans un premier temps, puis de
I’évaluation des masses et enfin du calcul des saturations.



Chapitre 5

Comparaison des trois modeles
d’écoulement

5.1

Introduction

Dans ce chapitre, on présente la discrétisation en temps et en espace de chacun des modeles
ainsi que les résultats numériques associés. On ne présente que les simulations finales
de validation des modéles ainsi que leurs limites ou inconvénients. Les schémas et le
code ont été écrits dans le cas multiphasique et multiconstituant & ’exception du module
thermodynamique qui est spécifique a chaque cas. A cette occasion, le code a été développé
de facon modulaire (afin de pouvoir adapter ou modifier des objets sans réécrire ’'ensemble
du code) en langage orienté objet C++ sous la plate forme de développement Diffpack.
Les étapes de validation du code, pour chacun des modeles, ont été les suivantes:

Simulations en monophasique eau avec une densité constante afin de valider la bonne
prise en compte du phénoméne de compaction.

Simulations en monophasique eau avec une densité compressible (une plage de valeur
a été simulée afin de commencer & observer le comportement du modeéle dans un cas
simple) qui valident la prise en compte de certains parametres thermodynamiques
(densités, viscosités).

Simulations en diphasique incompressible et immiscible afin de compléter la valida-
tion de la prise en compte des perméabilités relatives.

Simulations en diphasique compressible et immiscible afin de tester la robustesse du
code indépendamment des parametres thermodynamiques (fractions massiques et
ceefficients de répartition).

Simulations en triphasique incompressible/compressible et miscibilité entre la phase
huile et la phase gaz afin de valider et d’analyser le comportement des approximations
faites sur les coefficients thermodynamiques.

67
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Les résultats numériques présentés sont tirés du dernier cas de validation. On décrit ci-
dessous les conditions de simulation qui resteront identiques pour toutes les simulations
effectuées dans ce chapitre.

Les conditions de simulation

On simule des écoulements triphasiques (eau, huile, gaz) dans un bassin carré de dimen-
sions [0, 5000] x [0, —5000]. Le domaine posséde trois couches géologiques distinctes, deux
couches d’argile imperméables séparées par une couche de sable perméable qui sert de
drain. L’argile du toit du bassin est tres imperméable ce qui permet d’éviter une migra-
tion trop rapide des hydrocarbures vers le toit. Cette argile sert de couverture, élément
essentiel pour le piégeage des hydrocarbures. Le drain sert donc de roche magasin. La
génération des hydrocarbures s’effectue dans un coin au fond du bassin. La vitesse de
sédimentation est une fonction affine en espace et en temps. Enfin, on simule la migration
de trois constituants, le constituant eau et deux constituants hydrocarbures (un léger et un
lourd). Les deux constituants hydrocarbures se répartissent au sein des deux phases hy-
drocarbures: I'une liquide, appelée huile, et ’autre vapeur, appelée gaz. Cette répartition
se fait grace & un module thermodynamique ”Black-0il” qui prend en compte la gestion
de deux constituants au sein de deux phases hydrocarbures. La viscosité des constituants
ne dépend que de la température qui est constante au cours du temps. Par conséquent,
les viscosités des constituants sont également constantes au cours du temps, mais du fait
du gradient géothermique, elles évoluent en espace. Les viscosités de phase ne sont pas,
quant & elles, constantes au cours du temps puisqu’elles sont calculées comme une moyenne
pondérée par les fractions massiques qui évoluent au cours du temps. Les densités de con-
stituant sont incompressibles ou compressibles selon les cas. Dans le cas ou les densités de
constituant sont incompressibles (constantes en temps puisqu’elles ne dépendent plus de
la pression, mais pas en espace puisqu’elles dépendent de la température), les densités de
phase ne sont pas, comme pour les viscosités, constantes au cours du temps ni en espace.
En effet, ces dernieres dépendent des fractions massiques qui évoluent au cours du temps
en fonction de la pression et des masses. Enfin, le temps de simulation est de 20 Millions
d’années (Ma).

Remarque 11. Les résultats numériques que [’on présente ne tiennent pas compte du
craquage secondaire puisque son influence n’est pas déterminante sur le pas de temps.
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5.2 Le modeéle en Masses-Saturations

5.2.1 Discrétisation du modeéle

On présente tout d’abord le systéme discrétisé en temps et en espace a résoudre. Afin de
faciliter la lecture et la compréhension de ’exposé, on distingue le cas de la phase eau qui
n’est miscible avec aucune autre phase hydrocarbure et le cas des phases hydrocarbures.
On considére une maille V' de discrétisation. On note Vs une maille voisine ayant comme
cO6té commun . Afin de ne pas aloudir les notations, les quantités dépendantes de la
maille V' ne portent pas I'indice de cette maille. Le systéme s’écrit de la facon suivante:

L Npe
1 1 1 1 1
my 2 =ml Atz Y ay Pz 2+ ALY by tmi? j=1,..., N, (5.1a)
=1 =1
. At A
O pn S = @S+ S mesd KP{ (T8)F

Pw)§9(2vs — ) }

mesV £ d(V, Vs)
(5.1b)
At
mng = ;1+2 + Z mesd Ky
Mmesv scov 65,19
N _|_l Ac
{f( a)n,n+%P\2+1_Pn+1_(pa)? QQ(ZV(S_Z)} j_l N
J /é,amt = 4y NVhey
2 AR
Na
D ettt = ot (5.1d)
a=1
1 Jne )
1
prtigntl — (p—)”+§ S emit, a=1,...,Ne, (5.1¢)
o j:l

avec les notations suivantes:

Nj. nombre de constituants hydrocarbures,

Nc, nombre de phases hydrocarbures,

ne nombre total de phases,

OV nombre de faces (ou arétes) de la maille de discrétisation V,

T} la transmissivité du constituant j dans la phase a.



70 CHAPITRE 5. COMPARAISON DES TROIS MODELES D’ECOULEMENT

La discrétisation des termes de transmissivité est la suivante:

k krl 1
ey ="y @yt = e e i o Ny =1, Ne,
w 2
o

Lors de la discrétisation, on a introduit le décentrage amont pour le calcul du terme sur
les bords. Ce décentrage permet de prendre en compte les ondes de choc qui apparaissent
avec les équations hyperboliques sur les masses et saturations. Il se calcule, a chaque
interface de la maille V', de la maniére suivante:

(T®)y  siUyit <0
(T'a)éamt = { Ja . “ ’
(T}*)v;  sinon.
On a vu au chapitre précédent que pour la méthode IMPES, on écrivait une équation en

pression. En reportant les équations (5.1b), (5.1c) et (5.1e) dans ’équation (5.1d), on
obtient I’équation en pression recherchée suivante:

e n+ ey n+ P"le prtl — (Pa)?—%g(zw - z)
Z mesd K Z’YJ 2{2 ) 8,amt d(Vv, Vy) J
0€0V e
s Ly TE P (ulfgley —2)
O d,amt d(V, V;s)
mesV oo S nty  nty
g — (@4 (D2ynpr o tmy?
+ A { o ( + (BP) )+JZ::1'Y] m; }
mesV 0o
nPn+1 0
At op) ’
Nep po
1
en posant 7?4'2 = Z(ﬁ "t
a=1 Pa

Cette équation est linéaire en la variable P puisque le terme de porosité a été linéarisé.

Remarque 12. On constatera qu’il y a trois notations d’indice pour la discrétisation en
temps. L’indice n représente l'indice de temps du pas de temps précédent, l'indice n + 1
Uindice de fin de pas de temps et enfin Uindice n + % représente 'indice en début de pas
de temps. On a introduit la notation n + % pour distinguer les quantités qui sont issues
du pas de temps précédent de celles qui sont calculées aprés U’étape de craquage (splitting
en temps). Comme on le signalait dans le chapitre précédent, des masses sont calculées
en début de pas de temps. Ces masses vont influencer les quantités thermodynamiques.
Au liew de garder ces quantités issues directement du pas de temps précédent (par choiz
pour les ceefficients de répartition, liées au schéma de discrétisation IMPES pour les autres
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grandeurs thermodynamiques), on a décidé de les impliciter un peu plus en les réactualisant
apres le splitting. On notera que, dans le cas ou le craquage secondaire n’est pas pris en
compte, les grandeurs thermodynamiques sont identiques a celle du pas de temps précédent
a Uexception des mailles de roche mére, lieu ou le craquage primaire agit.

5.2.2 Résultats numériques

Pression au temps 1 Ma Pression au temps 10 Ma Pression au temps 20 Ma
—-25(

6.92e+07 6.92e+07 s 6.92e+07
6.51e+07 1 6.51e+07 B i, 6.51e+07
6.09e+07 ~1000 Nk [ 6.09e+07 N \ 6.09e+07
568407 0 N 5.680+07 N = 5.680+07
5.27e+07 ~ 5.27e+07 e = 5.27e+07
4.85e+07 - 4.85+07 4.85e+07
4.44e+07 ~2000 > : —me— 4.44e+07 S 4.44e+07
4026007 020407 020407
3.61e+07 3.61e+07 AN a N A N a N} A N AN a N 3.61e+07
3190407 3190407 3190407
2780407 2780007 2780007
2.36e+07 2.36e+07 2.36e+07
1.95e+07 = T — = 1.95e+07 1.95e+07

1.53e+07 _ 1.53e+07
1120007 1120407 1120407
7.056+06 7.050406 7.050+06

—4750 T T r r 2.9e+06 2.9e+06 2.9e+06
250 1000 2000 3000 4000 4750 1000 2000 4000 4750 1000 2000 4000 4750
(a) (b) (c)
Porosité au temps 1 Ma Porosité au temps 10 Ma Porosité au temps 20 Ma

50
1000 2000 3000 250 1000 2000 250 1000 2000

(d)

Figure 5.1: Pression et porosité pour un domaine & trois couches dans un cas triphasique
incompressible sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masses-saturations.
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Saturation de I'huile au temps 20 Ma
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Figure 5.2: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine 4 trois couches dans un cas
triphasique incompressible sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masses-saturations.
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Pression au temps 1 Ma Pression au temps 10 Ma Pression au temps 20 Ma
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Figure 5.3: Pression et porosité pour un domaine & trois couches dans un cas triphasique
compressible sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masses-saturations.
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Saturation de I'huile au temps 20 Ma
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Figure 5.4: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine & trois couches dans un
cas triphasique compressible sur un maillage 10 x 10 pour le modeéle en masses-saturations.
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On présente aux graphiques 5.1 et 5.2 les pressions, porosités et les saturations de la phase
huile et de la phase gaz pour le cas ou les densités de constituant sont incompressibles. Les
graphiques 5.3 et 5.4 présentent les mémes grandeurs mais dans le cas d’une simulation
ou les densités de constituant sont compressibles.

On constate, pour les deux simulations, un bon comportement de la migration des fluides
puisqu’ils migrent verticalement dans la zone argileuse depuis le fond du bassin vers le
drain. Une fois arrivés au niveau du sable, les hydrocarbures s’accumulent et migrent
latéralement du fait de la forte anisotropie introduite dans le drain et de la couverture
imperméable imposée (argile au dessus du drain). Les pressions étant plus importantes sur
le c6té gauche du bassin (compaction plus importante & ce niveau) que sur le c6té droit,
les fluides ont tendance & aller vers les faibles pressions. Les faibles pressions influencent
plus I’écoulement dans le cas incompressible que dans le cas compressible puisque 1'on
peut constater une migration plus rapide vers le toit du bassin dans le cas incompressible.
Ceci provient du fait que les densités sont plus importantes dans le cas compressible (ce
qui s’explique sachant que plus la pression est forte, plus le fluide est dense) que dans le
cas incompressible.

5.2.3 Limites du modeéle

Lors des tests de validation du code, un test particulier a permis de mettre en exergue les
limites du modeéle. En effet, lorsque I’on simule un cas diphasique (eau-huile par exemple),
la densité de la phase eau étant constante (ce qui est en général le cas dans la réalité),
sans compaction (ce qui signifie que la porosité est constante au cours du temps) et en
négligeant la gravité, lors de 'arrét de la génération des hydrocarbures (le terme source
devient nul et seul le phénomeéne de migration des hydrocarbures dans le bassin intervient),
on constate que la pression & 'intérieur du domaine devient constante au pas de temps
suivant Parrét du craquage (et prend donc la valeur de la pression au toit du bassin), ce
qui inhibe immédiatement la migration des hydrocarbures au travers du domaine. Cette
limitation provient du terme suivant:

— Nhpe
P! 09 n+3  n+i
Z—génsg — (" + (8—P)"Pn) + E 1 v, tmy R (5.2)
‘7:

P . . . .
En effet, lorsque la porosité est constante le terme (B—P)"P” disparait et le fait d’arréter le

.. n+i n+3 . s
craquage implique que m; = mj et donc que Y4 = ;- De plus, puisque la densité de
n—1
I’eau est constante, on a p‘”—nénsg = ®"S;,. On obtient alors comme nouvelle expression:
w

Npc
UG — "+ Y ypmy.
i=1
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Nhpe Nep
Or, d’apres 'équation (5.1e) sommée, on a I'égalité » yfm} = > @"S%. On en déduit
j=1 a=1
la valeur suivante pour l'expression (5.2):
Ncp
S+ Y S — " =" — 2" = 0.
a=1

Le second membre, dans ce cas est nul. De plus, comme on résout un systéme linéaire de
la forme:

AVP =0,

il vient que VP = 0 d'ott P = constante. Cette constante vaut la valeur de la pression
au toit (on rappelle que 'on a imposé sur le toit du bassin une condition de Dirichlet non
homogene).

On passe maintenant au modele en masse de mélange.
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5.3 Le modele en masse de mélange

Comme dans le cas du modeéle en masses-saturations, on distingue le cas du constituant
eau et celui des constituants hydrocarbures. On n’indique pas I'indice de maille pour les
quantités de la maille V' de discrétisation et I’on note Vs une maille voisine. Le systéme
entierement discrétisé s’écrit alors:

1
m?+2 = m; +At$02al+2 nts + At an+2 THQ j=1,...,Np (5.3a)
=1 i=1
At Pn+1 _ Pn+1 o —
ntl _ oon SK™(TY)™ L/ e — n2Vs _~ ) (5.3b
my;T =m; * + —— Z K§mesd
d€0V
i(Tq)n,m% (P"}& pn 4l )n—|— zvy — z) i=1..N,
~ J /é,amt d(V, VJ) ] d(V, V(S) ’ [ cs
n+1 ¢n+1 Z mn+1 (5.3d)

Comme dans le cas précédent, on cherche & obtenir une équation en pression. Pour cela,
on reporte les équations (5.3b) et (5.3c) dans 'équation (5.3d) pour obtenir I’équation

désirée suivante:

Npe Nep L1 P3+1 _ Pn-l—l
n an T w )
2 Famesd ) (3 S0’ + (0o )= 75—
mesV mesV [ <= 3
- pn—l—lq)n—l—l + Tt(zm;zﬂ -I-mﬁ)
=1
—z Npe NCP + _|_1
n,n nrsy
+ Z mesd K§' g 5o d V Vs) (ZZ 5amt2 a)5 ‘4 (T:J])g,amt(pw)g) =0
seav j=la=l

Cette équation en pression est non linéaire par les termes p"t!, ®"*+!. Pour la résoudre,
on utilise une méthode de Newton.
La discrétisation de la loi de densité de mélange est la suivante:

Na
=N patis. (5.4)

j=w,l
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Le calcul des saturations intervenant dans la formule ci-dessus (et dans les perméabilités
relatives) se fait avec la discrétisation temporelle suivante:

1 N L
Sa =z 2B m a=1,... nq,
O"pq ? j=1
PaN J (5'5)
St=1-— E Sy

J=1

oun— % indique que la grandeur thermodynamique est prise au début du pas de temps
précédent. On présente, au paragraphe suivant, les résultats numériques.
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5.3.1 Résultats numériques
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Figure 5.5: Pression et porosité pour un domaine & trois couches dans un cas triphasique
incompressible sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masse de mélange.
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Figure 5.6: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine 4 trois couches dans un cas
triphasique incompressible sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masse de mélange.
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Figure 5.7: Pression et porosité pour un domaine & trois couches dans un cas triphasique
compressible sur un maillage 10 x 10 pour le modeéle en masse de mélange.
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Figure 5.8: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine & trois couches dans un
cas triphasique compressible sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masse de mélange.
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On présente aux figures 5.5 et 5.6 les pressions, porosités et les saturations des phases
huile et gaz dans le cas incompressible et aux figures 5.7 et 5.8 les mémes grandeurs, mais
dans le cas compressible.

On constate une bonne migration des hydrocarbures dans le bassin avec le remplissage plus
rapide du drain par la phase gaz que par la phase huile lors des deux cas de simulation. La
progression des hydrocarbures est plus marquée dans le cas de la simulation incompressible
que dans le cas de la simulation compressible. Ceci provient du fait que les densités, dans
le cas compressible, sont plus importantes que dans le cas incompressible. De plus, la
simulation se déroule mieux dans le cas compressible que dans le cas incompressible, au
sens ou le pas de temps est légérement plus grand. En effet, puisque les densités sont
plus importantes dans le cas compressible que dans le cas incompressible, les vitesses de
déplacement des phases sont donc plus petites dans le cas compressible que dans le cas
incompressible. Les pas de temps peuvent donc étre plus grands dans le cas compressible
que dans le cas incompressible. Ce résultat est confirmé lorsque ’on prend, dans le cas
incompressible, des densités importantes (du méme ordre que dans le cas compressible),
on obtient également de grands pas de temps.

5.3.2 Limites du modele

En reprenant la discrétisation de la densité de mélange présentée en (5.4), et en rem-
placant les saturations S}, par leur valeur donnée par la discrétisation (5.5), on obtient la
discrétisation suivante de la densité de mélange:

Na n+1(ﬂa)n—%mn

N
pn+1 _ Z Z Pa J - J (56)

n_l
j=w,l a=w,1 Pa 2pn

Une telle discrétisation de la densité de mélange génere des instabilités. En effet, si
Pon consideére le cas diphasique (une phase hydrocarbure et la phase eau par exemple)
incompressible, un seul constituant par phase et le cas thermodynamique immiscible, on
montre numériquement que le schéma est instable. C’est le cas lorsque I’on considére une
densité de phase (par exemple celle de la phase hydrocarbure) de l'ordre de 200 kg.m =3
(la densité de la phase eau vaut, quant & elle, 1000 kg.m 3). Cette valeur de densité n’est
pas physiquement irréaliste, puisqu’elle modélise un gaz de gisement tres volatil.

Au vu de ces résultats, on peut vouloir impliciter les saturations i.e. impliciter la densité
No

n+i n+i e e .
par p"tl = Z P18, 2 avec pour S, ° la discrétisation suivante:

a=w,l ) 1 N )
n+3; 1 nts3
= LSt s,
Pa = j=1 (5.7)

n+1 l nt3
Sw > =1- § Sa ?
j=1

ou & = &(P", O'?«_H), valeur de ® au début du pas de temps.
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La discrétisation des saturations (5.7) est plus implicite que celle présentée en (5.5). En
effet, la discrétisation (5.7) s’effectue au début du nouveau pas de temps alors que la
discrétisation (5.5) est celle faite en fin de pas de temps avec des quantités (densités et
ceefficients de répartition) calculées au début du pas de temps précédent. La discrétisation
(5.5) a donc du "retard” pour le calcul des grandeurs. Malgré I'implicitation plus impor-
tante des saturations par la formule (5.7) (et donc de la densité p), la simulation présentée
précédemment échoue également. La seule solution qui reste est d’impliciter totalement
les saturations par le schéma suivant:

N
1
n+1 __ a\n+1, n+1 _
ST = 7@"*‘%3“ Z(ﬂj) m; a=1,...,nq,
j=1
N
n+1 _ n+1
Sptt=1->"5n
j=1

Cette solution n’a pas été envisagée puisque le but est justement d’éviter de tels algo-
rithmes implicites trop couteux en temps de calcul.

Remarque 13. Dans ce paragraphe, on montre simplement que la loi retenue pour la
densité de mélange n’est pas appropriée puisqu’elle génére des instabilités lorsqu’elle est
trop explicitée ou devient trop couteuse en temps calcul lorsqu’on implicite. On n’a pas
pu tester le cas de la densité de mélange dans le cas d’un module thermodynamique non
analytique, mais il pourrait étre intéressant de reprendre l’étude de ce modéle avec cette
hypothése.
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5.4 Le modeéle en masses de composés

5.4.1 Discrétisation spatio-temporelle

On présente dans ce paragraphe la discrétisation spatio-temporelle du dernier modele
d’écoulement. Comme pour les précédents modeéles, on note par V' la maille de discrétisation
et par V5 une maille voisine. Afin de ne pas alourdir les notations, on n’indique pas sur
le schéma les indices des quantités qui dépendent de la maille V. Le systéme entierement
discrétisé s’écrit alors:

1 1
m; 2 =m +AtwOZal+2 +2+Athn+2 " =1, N, (5.8a)
=1 =1
A prtl _ pntl o — &
n+l _  n KP 5 <—V5 — n Vs — < ) 5.8b
My, My, + mesV 6%/ §mes ( )Jamt d(V,V;;) g(pw)d d(‘/, V(j) 3 ( )
Nep Pn+1 Pn+1
Mg m;j mesV Jza:‘/ ymes Z Mmt d(VaV;S (5.8¢)
n+izy, — 2 .
_g(pa)d 2 d({s/ ‘/5))’ J = 17"'7th7
Ncp N, n+1
mntl P Vhe (ﬁ] )"+2 m; +1
:]-l—l + (pq)n+1 =o"T, (5.8d)
w a=1j=1 J

L’équation en pression s’obtient en reportant les masses des équations (5.8b) et (5.8¢c) dans
Iéquation (5.8d). Elle s’écrit alors de la maniére suivante:

N ng % n+1l _ pn+l
mesV n+ ) nn+i PV5 P
>3 e { M+ 3 mest k3 3 (e
oot n At v ( d(V, Vy)
nt+i 2y; — 2 mesV
— -2 )t ———— P =0.
9e)s " gy, Va))} ar© Y

en supposant que
e=p5=0 a=1,..,Ncp,
1 1
=BY =0 j =1, Nie, (CU)"FE = (CU)" = (B)™F = (BY)" = Let
(T)™+2 = (T)".
L’équation en pression que I'on vient d’obtenir est non linéaire. Pour la résoudre, comme

pour I’équation en pression issue du modele discret en masse de mélange, on utilise une
méthode de Newton.
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5.4.2 Résultats numériques

Dans ce paragraphe, on présente des simulations dans le cas de densités compressibles et
incompressibles mais pour des lois différentes. En effet, le modele en masses de composés
introduit une densité de constituant par phase alors que dans les modeles précédents,
la densité de constituant était indépendante de la phase. On présente donc le cas ou
la densité p§ = p; j =1,...,Npc @ = 1,...,Ngp (cas d’indépendance de la densité
de constituant par rapport & la phase, hypotheése identique & celle des modeéles simulés
précédemment), puis le cas oli ’on se donne une loi de densité de constituant par phase i.e.
I #pj j=1,...,Npca=1,...,N¢,. Ces deux cas sont simulés avec, dans un premier
temps une loi incompressible, puis dans un deuxiéme temps avec une loi compressible.

Remarque 14. Lorsque l'on se place dans le cas pj = p; j=1,... ,Npca=1,...,N¢p,
Péquation (5.8d) est modifiée et devient:

mnt1 Nhe pntl

w J _ &n+tl
n+1 n+l @ .
Pw j=1 Pj

Ncp
puisque, par définition des cefficients de répartition, on a Zﬁ;‘ =1.

a=1
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Figure 5.9: Pression et porosité pour un domaine & trois couches dans un cas triphasique
incompressible pour les densités p7 = p; sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masses
de composés.
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Figure 5.10: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine & trois couches dans un
cas triphasique incompressible pour les densités p5 = p; sur un maillage 10 x 10 pour le
modele en masses de composés.
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Figure 5.11: Pression et porosité pour un domaine 4 trois couches dans un cas triphasique
compressible pour les densités pj = p; sur un maillage 10 x 10 pour le modele en masses
de composés.
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Figure 5.12: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine a trois couches dans un
cas triphasique compressible pour les densités pf = p; sur un maillage 10 x 10 pour le
modele en masses de composés.
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On présente aux figures 5.9 et 5.10 les pressions, porosités et saturations de la phase huile et
de la phase gaz dans le cas incompressible, puis aux figures 5.11 et 5.12 les mémes grandeurs
mais pour le cas compressible. On constate, comme dans les simulations précédentes, le
bon comportement du simulateur puisque l'on a une migration verticale du fond du bassin
jusqu’au drain liée & la forte différence de pression, puis une migration latérale du fait
de la couverture trés imperméable au dessus du drain, de la forte anisotropie et de la
grande porosité présentes dans le drain. Enfin, on constate le remplissage du drain avec
une plus grande accumulation sur le c6té droit du bassin et une légére migration vers le
toit commence & apparaitre. On simule donc, par cette accumulation au bord du bassin,
le phénomene de piégeage dans la roche magasin.
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Figure 5.13: Pression et porosité pour un domaine a trois couches dans un cas triphasique
incompressible pour les densités p # p; sur un maillage 10 x 10 pour le modéle en masses
de composés.



5.4. LE MODELE EN MASSES DE COMPOSES 93

Saturation de I'huile au temps 1 Ma Saturation de I'huile au temps 10 Ma Saturation de I'huile au temps 20 Ma

0.768
0.72

0.672
0.624
0.576

0.768
072

0672 ~1000
0.624
0576

0.768
072

0672
0.624
0576

0.528 0528 0528
0.48 048 2000 048
0.432 0.432 0.432
0.384 0.384 0.384
0.336 0.336 0.336
0.288 0.288 300 0.288
0.24 0.24 0.24
0.192 0.192 0.192
0.144 0.144 ~4000 0.144
0.096 0.096 0.096
0.048 0.048 0.048
o 0 _a750 | o
1000 2000 3000 4000 4750 2000 3000 4000 4750 250 1000 2000 3000 4000 4750
(a) (b) (c)
Saturation du gaz au temps 1 Ma Saturation du gaz au temps 10 Ma Saturation du gaz au temps 20 Ma
=250
0.384 0.384
0.36 0.36
0336 —1000 0.336
0.312 0.312
0.288 0.288
0.264 0.264
024 ~200 0.24
0.216 0.216
0.192 0.192
0.168 0.168
0.144 3000 0.144
0.12 0.12
0.096 0.096
0.072 400 0.072
0.048 0.048
0.024 0.024
0 —4750% 0
1000 2000 3000 4000 4750 250 1000 2000 3000 4000 4750 25( 1000 2000 3000 4000 4750

(d) (e) (f)

Figure 5.14: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine & trois couches dans un
cas triphasique incompressible pour les densités p7 # pj sur un maillage 10 x 10 pour le
modele en masses de composés.
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Figure 5.15: Pression et porosité pour un domaine 4 trois couches dans un cas triphasique
compressible pour les densités pF # p; sur un maillage 10 x 10 pour le modeéle en masses
de composés.
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Figure 5.16: Saturations de phases huile et gaz pour un domaine & trois couches dans un
cas triphasique compressible pour les densités p7 # p; sur un maillage 10 x 10 pour le
modele en masse de mélange.
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On présente aux figures 5.13 et 5.14 les pressions, porosités et saturations de la phase
huile et de la phase gaz dans le cas incompressible, puis aux figures 5.15 et 5.16 les mémes
grandeurs mais pour le cas compressible. On peut constater qu’il n’y a pas une grande
différence entre les résultats obtenus avec le cas ou pj = p; et le cas présenté ici. En
revanche, du point de vu du temps de simulation, le cas p§ # p; est plus "difficile” &
simuler puisque le pas de temps est légérement plus petit (on a pris, pour le premier cas
un pas de temps de 0.004 Ma alors qu’il a fallu un pas de temps de 0.002 Ma pour le
second cas) ce qui signifie que la condition de C.F.L. est plus importante. Cette disparité
entre les deux modéles tient au fait que I’on ne simule pas exactement les mémes conditions
physiques : du fait de retenir des densités de constituant différentes par phase, celles-ci
sont plus petites dans le cas ol pf # p; que dans 'autre cas (on peut réussir & simuler des
cas équivalents avec une densité p5 = p; en prenant une grande disparité entre la densité
du constituant lourd et la densité du constituant léger). Toutefois, le cas de la densité de
constituant dépendante de la phase dans laquelle il se trouve est plus caractéristique d’un
phénomene physique. En effet, on peut prendre I'exemple de la densité de ’eau liquide
et de la densité du glagon ou de la vapeur d’eau. La densité de 1’eau est plus grande que
la densité du glagon ou que celle de la vapeur d’eau. La densité du constituant eau est
différente selon la phase dans laquelle il se trouve et la densité physique pour simuler ce
cas est bien celui de pf # p;.

5.4.3 Limites du modele

Pour connaitre le comportement du modele et afin de pouvoir le comparer aux deux autres,
on a repris les cas limites des deux modeles précédents. On constate que lorsque 1’on se
place dans le cas limite du modeéle en masses-saturations & savoir un écoulement diphasique
eau-huile avec une densité d’eau incompressible, sans compaction, sans gravité et apres
arrét du craquage, il y a une migration trés lente des hydrocarbures avec une diminution
progressive de la pression dans le bassin. On peut donc, avec ce dernier modele, simuler
la migration des fluides seulement induite par la différence de pression. De plus, on a
simulé des densités de constituant inférieures & 200 (on est descendu jusqu’a des densités
de fluides de 50 avec des viscosités de 10~% mais avec une restriction importante du pas de
temps: de I'ordre de 107> Ma i.e. des pas de temps de 10 ans) contrairement au modéle
en masse de mélange.

Nous n’avons pas réussi, avec les parametres retenus (et notamment avec le module ther-
modynamique ”Black-0il”), & trouver les limites du modéle en masses de composés. Toute-
fois, il faut signaler que des cas comme précédemment cités, ne sont pas tres acceptables
dans des simulations plus complexes (des contraintes supplémentaires liées a 1’évolution
du bassin viennent se greffer sur le pas de temps déja tres petit).
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5.5 Conclusion

Au travers de ce chapitre, on a présenté la discrétisation des divers modeles proposés. On
a mis en avant, grace a la simulation numérique, les limites de chacun des modeles. Il
apparait que le modeéle en masses de composés est le plus satisfaisant puisqu’il permet de
simuler des cas extrémes de densité et de viscosité ainsi que la migration des hydrocarbures
seulement induite par la différence de pression. De plus, ce dernier modele, comme on 1’a
déja signalé, comporte un nombre d’inconnues plus resteint. Pour ces raisons, le modele
en masses de composés a retenu notre attention pour la suite de 1’étude.

Dans le chapitre suivant, on se propose de regarder une approche de découplage des
grandeurs thermodynamiques (notamment le cas des coefficients de répartition

(ﬁ?)j:l,...,N a:l,...,na)-
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Chapitre 6

Une approche de découplage

6.1 Motivation et principe

Dans ce chapitre, on va développer le commentaire effectué au paragraphe 4.3.4.

Si 'on désire conserver I’équilibre thermodynamique du systéme en masses de composés, il
est nécessaire de résoudre les équations du systéme en prenant toutes les quantités de facon
implicite. Comme le systeme est non linéaire, on utilise pour cela une méthode de Newton.
Une telle méthode nécessite des appels au module thermodynamique pour actualiser les
ceefficients de répartition et les fractions massiques au cours de chaque itération. Si ce
module thermodynamique est complexe, le temps de calcul devient rédhibitoire. Le but
poursuivi est d’éviter 1'utilisation de telles méthodes. Pour cela, on décide de prendre de
facon explicite les ccefficients de répartition ﬂ;?‘ quelle que soit la discrétisation temporelle
retenue pour les autres grandeurs intervenant dans les équations. Cette approche implique
donc que les densités, les masses et la pression ne vérifient pas ’équation de conservation
du volume poreux. On a donc une différence entre le volume donné par la porosité du
domaine et le volume donné par le calcul des grandeurs thermodynamiques. On essaye de
corriger cette "erreur” d’approximation en introduisant une équation supplémentaire que
I'on appelle ”thermodynamique & masses et volume constants”. Cette équation calcule
de nouveaux coefficients de répartition (ainsi que tous les paramétres qui en dépendent),
et une nouvelle pression & partir des masses et de la porosité issues de la résolution des
équations de transport.

Dans les paragraphes suivants, on va détailler ’équation de thermodynamique & masses
et volume constants. On se limitera pour la suite de ’exposé & deux phases hydrocar-
bures, une phase huile, notée o et une phase gaz, notée g. Le nombre de constituants
hydrocarbures est noté Nh.. Cette limitation du nombre de phases provient du module
thermodynamique mis & notre disposition, & savoir un module thermodynamique ” Black-
0il”. On a toutefois généralisé le nombre de constituants.

99
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6.2 Une premiere approche de I’équation

6.2.1 Description du modele a résoudre

Dans ce paragraphe, on compléte les équations du modele en masses de composés par
I’équation de thermodynamique & masses et volume constants suivante:

Chercher P tel que
> my (6.1)
= (1 — Sy)-
prc(P, (mj)j=1,.,Nh.)

ol puc(P, (mj)=1,..,Nn,) est calculée par le module thermodynamique.

Le modele construit sera dénommé par la suite "modele tenant compte de la thermody-
namique & masses et volume constants”.

Comme cette équation ne s’écrit que pour les masses d’hydrocarbures, on pondeére la
porosité afin que celle-ci ne représente que le volume occupé par ces hydrocarbures.

A la convergence de cette équation, on obtiendra une nouvelle pression, les nouveaux
ccefficients de répartition (7, les nouvelles fractions massiques C7', les densités et les
viscosités de chaque phase. On pourra alors commencer le nouveau pas de temps avec ces
nouvelles quantités.

Les étapes de résolution du modele tenant compte de la thermodynamique & masses et
volume constants sont les suivantes:
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Y

Craquage

Y

Thermodynamique

Y

{ Solve Pression

Transport
Solve Masses

'

Thermodynamique

+
Solve Saturations

'

Correction Pression

par thermodynamique

Figure 6.1: Résolution d’un pas de temps du "modele tenant compte de la thermody-
namique & masses et volume constants”.
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6.2.2 Commentaires et remarques sur le nouveau schéma

On commence par rappeler ’équation de conservation du volume poreux qui intervient
dans le modeéle en masses de composés. Cette équation, adaptée & deux phases hydrocar-
bures, se formule de la maniere suivante:

o F > 2 praiais (6.2)
a=o,9 j=1 J

Une premiére différence entre la figure 4.3 et la figure 6.1 provient de la prise en compte du
transport. Dans ’algorithme de résolution du modele en masses de composés, le transport
comprenait les étapes de résolution de la pression, des masses et des saturations. Dans le
modele tenant compte de la thermodynamique & masses et volume constants, ce transport
ne prend en compte que les étapes de résolution de la pression et des masses. L’étape de
résolution des saturations vient apres la mise a jour des ccefficients thermodynamiques.
Cette étape est nécessaire avant I’appel au module de thermodynamique & masses et
volume constants (résolution de I’équation (6.1)). En effet, si cette étape est omise, le
phénomene d’apparition de phase dans une maille n’est pas pris en compte et 1’équation
thermodynamique & masses et volume constants admet deux solutions non acceptables.
On détaille ce processus ci-dessous.

Supposons que 'on ait une maille ne contenant que de I’eau, les ccefficients de répartition
sont alors nuls (ﬁ]‘" =0 j=1,...,Nh. @ = 0,g9). On résout alors 1’équation Mw _
dans cette maille (c’est sur la base de cette équation et des équations de conservaT‘é)ion de
la masse que ’on obtient une équation en pression). Lorsque 1’on résout les équations de
conservation de la masse avec cette nouvelle pression, des masses hydrocarbures apparais-

sent dans cette maille. Sans mettre les ccefficients de répartition & jour, on calcule les
nouvelles saturations par les relations suivantes:

1 Nh
Sa=—= > Bim; a=oyg
Pa® =

Sp=1—8,-5,

(6.3)

Comme les ccefficients de répartition sont nuls dans cette maille, on en déduit que les
saturations des phases hydrocarbures sont nulles, d’ou S,, = 1.

Lorsque I'on appelle le module thermodynamique & masses et volume constants, on résout
I’équation suivante:

Nh

=0.
puc(P, (m;j)j=1,.. Nh.)

Les seules solutions de cette équation sont des masses nulles, ou une densité de mélange
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hydrocarbure infinie. Les masses étant non nulles et fixées, seule la densité de mélange
hydrocarbure infinie est solution; ce qui n’est pas réaliste!

Au travers de cet exemple, on observe donc la nécessité d’introduire cette mise a jour des
ceefficients de répartition afin de prendre en compte les apparitions de phases dans les
mailles. On va maintenant analyser cette seconde situation.

Les coeefficients de répartition sont donc non nuls si des phases sont présentes dans la maille
et nuls si aucune phase (ni masse) hydrocarbure n’est présente. On se place dans le cas ou
les deux phases hydrocarbures et la phase eau sont présentes (le cas ou seulement une phase
hydrocarbure et la phase eau sont présentes se traite de la méme fagon). En résolvant les
équations (6.2) on obtient une pression, des masses et une porosité. On va maintenant
évaluer les nouveaux ceefficients de répartition (en calculant une nouvelle pression) & I'aide
du module thermodynamique & masses et volume constants. Dans ce module, le volume
et les masses sont fixés et issus de la résolution de I’équation (6.2). On va donc résoudre
le probleme suivant:

Chercher P tel que
e m;

puc(P, (mj)j=1,. .Nh.)

=3(1-S,) (6.1).

En remplacant ®(1 — S,,)) par sa valeur issue de la résolution de 1’équation (6.3) et apres
mise & jour des ceefficients thermodynamiques, on obtient le probléme & résoudre suivant:

Chercher P tel que
Sy my %h:m §+5_Jg) (6.4)
prc(P, (mj)j=1,. .Nh.) Po  Pg

=1

(le tilde représente les valeurs mises & jour apres le calcul de la pression P du transport).
Prenons comme pression initiale la pression P issue de la résolution de 1’équation de
conservation du volume poreux (6.2).
On sait que la loi pour le calcul de pyc est la suivante:
m m m
L =049 (6.5)
PuC Po Pg
Nh¢
ou mp = Z mj, m, et my sont les masses des phases huile et gaz respectivement.
=1
De plus, par définition, on a la relation suivante:

Nhe

Mgy = Zﬁ;‘m] a=o,g. (6.6)
j=1
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En reportant cette relation dans la relation (6.5), on obtient alors 1’expression suivante
pour la densité de mélange:

mr e By B
LN (B4, (6.7)
PuC =1 Po  Pg
En reportant cette relation dans (6.4), et en posant, par définition, que
Nhe
mrp = Z m; on obtient finalement que
=1

Nhe g B Nhe go (39

Som(L L) = my (S + L), (6.8)
= Po  Pg =

Pour résoudre cette équation, on prend comme condition initiale la pression issue de
la résolution de ’équation (6.2), les coefficients de répartition et les autres grandeurs
thermodynamiques mis & jour juste avant ’appel au module de thermodynamique & masses
et volume constants. On a donc, de maniére évidente, la pression issue du transport qui est
la solution du probléme (6.4) puisque les grandeurs mises & jour avant ’appel du module

de thermodynamique & masses et volume constants dépendent de cette pression.

Remarque 15. La pression issue de la résolution de I’équation (6.2) est donc la solution
du probléme (6.4) quelles que soient les hypothéses retenues sur les p?, les lois utilisées pour
le calcul des densités de po ainsi que la maniére de calculer les cefficients de répartition

8.

En conclusion, le module thermodynamique 4 masses et volume constants ne converge pas
si la thermodynamique n’est pas mise & jour avant le calcul des saturations, et la pression
issue de la résolution de I’équation (6.2) est la solution dés que le module thermodynamique
est mis & jour avant le calcul des saturations.

Remarque 16. Le probléme de non convergence de Newton dans le module de thermody-
namique a masses et volume constants peut intervenir méme lorsque la thermodynamique
est mise a jour avant le calcul des saturations. En effet, les modules thermodynamiques ne
“voient” les masses qu’a partir d’une certaine quantité epsilonesque fixée par DUutilisateur.
Lorsque les masses se trouvent en dessous de ce seuil, les ceefficients de répartition restent
nuls. Or, le module thermodynamique ¢ masses et volume constants tient compte de ces
masses. On se retrouve alors dans le cas du probléme précédent de la non prise en compte
de Dapparition des phases par la thermodynamique. Il faudra donc veiller a ce que les
masses utilisées par ce module thermodynamique a masses et volume constants remplis-
sent les mémes conditions que les masses du module thermodynamique qui sert a calculer
les ceefficients de répartition.
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Remarque 17. Dans ce paragraphe, on n’évoque pas la méthode utilisée pour la résolution
des équations de transport. Dans notre cas, on utilise une méthode IMPES pour les
résoudre. Toutefois, les remarques précédentes restent valables, méme lorsque 'on im-
plicite le transport mais que l'on garde de facon explicite les ceefficients de répartition.
En effet, lorsque l’on implicite les flur dans les équations de transport tout en gardant les
ceefficients de répartition explicites, on se retrouve dans le méme cas que précédemment a
savoir le probléme d’apparition de phases. Ces apparitions de phases n’étant pas prises en
compte lors des itérations de Newton, on n’est pas assuré de la convergence de celui-ci. Si
la convergence de Newton a €été obtenue, on appelle le module thermodynamique a masses
et volume constants afin de mettre les ceefficients de thermodynamique a I’équilibre, aprés
avoir mis a jour la thermodynamique et calculé les nouvelles saturations.

Pour étre assuré de la convergence des itérations de Newton pour les équations de trans-
port, on peut impliciter les cefficients de répartition. Ceci n’est pas le but recherché.
Une autre solution consisterait de mettre a jour les ceefficients de répartition au cours
des itérations de Newton, seulement lorsque l’on a une apparition de phase dans une
maille. On garderait alors ces ceefficients de répartition de fagon explicite pour le reste
des itérations de Newton. On devrait alors améliorer la convergence de la méthode de
Newton, sans toutefois impliciter totalement les ceefficients de répartition. Une fois la
convergence de la méthode de Newton obtenue, on met a jour les ceefficients de répartition
comme cela a €€ exposé au début de ce paragraphe.

Remarque 18. Sur la figure 6.1, on peut remarquer que l’on appelle le module thermo-
dynamique juste aprés le craquage. Le craquage génére des masses qui ne sont pas prises
en compte par la thermodynamique lorsque celle-ci est calculée en fin de pas de temps.
L’appel du module thermodynamique peut se faire uniquement sur les mailles contenant la
roche meére. Pour les autres mailles, calculer la thermodynamique en début ou en fin de pas
de temps est indifférent du fait que l’on ne tiend pas compte du craquage secondaire. La
seule différence parait dans le calcul des saturations de phase. Les saturations sont mieux
adaptées lorsque la thermodynamique est calculée en fin de pas de temps plutot qu’en
début (ceci provient de lutilisation du schéma IMPES pour la résolution des équations en
transport).

On passe maintenant aux résultats numériques pour ce modéle de thermodynamique a
masses et volume constants.
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6.2.3 Reésultats numériques
Un premier cas: le cas incompressible

Présentation de la simulation On se place dans le cas d’un écoulement triphasique
“Black-0il” avec des densités de constituant incompressibles. Le bassin est un domaine
carré constitué de trois couches géologiques, deux couches d’argile et une couche de sable
(drain) les séparant. La couche d’argile supérieure est plus imperméable que la couche
inférieure. La compaction est simulée par une pression qui évolue au cours du temps et le
long du toit du bassin.

Le but de cette simulation est de confirmer les résultats “théoriques” obtenus dans le para-
graphe précédent par la simulation numérique. Pour cela, on a effectué deux simulations,
I'une comportant le module thermodynamique de correction de la pression et 'autre ser-
vant de “solution de référence”. Elle permet également de comparer le comportement du
modele sans mise & jour de la thermodynamique avant le calcul des saturations et celui
avec mise & jour de la thermodynamique avant le calcul des saturations.

Les résultats numériques
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Figure 6.2: Pressions et porosités au temps 1Ma,12Ma et 20Ma; évolution du pas de
temps dans le cas incompressible du modeéle avec le module thermodynamique & masses
et volume constants.
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Figure 6.3: Saturations de I’huile et du gaz au temps 1Ma,12Ma et 20Ma dans le cas
incompressible du modele avec le module thermodynamique & masses et volume constants.
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Figure 6.4: Pressions et porosités au temps 1Ma,12Ma et 20Ma; évolution du pas de
temps dans le cas incompressible du modele sans le module thermodynamique & masses
et volume constants.
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Figure 6.5: Saturations de I’huile et du gaz au temps 1Ma,12Ma et 20Ma dans le cas
incompressible du modele sans le module thermodynamique & masses et volume constants.
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Résultats et commentaires Les résultats de la simulation du programme avec le mod-
ule thermodynamique & masses et volume constants sont présentés aux figures 6.2 et 6.3.
Les résultats de la solution de référence sont présentés aux figures 6.4 et 6.5.

Pour le programme simulant le module thermodynamique & masses et volume constants,
on a mis & jour les coefficients thermodynamiques avant le calcul des saturations. Si I'on
ne met pas a jour ces ccefficients, on constate que la méthode de Newton programmée
dans le module thermodynamique & masses et volume constants ne converge pas et qu’elle
génere donc des annulations de pas de temps de facon répétitive. Toutefois, dans cette
situation, la simulation parvient & son terme lorsque les critéres imposés sur la convergence
de Newton ne sont pas trop contraignants et que le pas de temps est suffisamment petit:
on a retenu par exemple 1079 comme critére pour la méthode de Newton utilisée dans
le module thermodynamique. On a observé que des critéres plus petits aboutissaient &
un échec de la simulation du fait d’un pas de temps trop petit, de 'ordre de 1013 Ma.
A titre de comparaison, le critére pour la convergence de la méthode de Newton pour
’équation en pression est de 10710, Le fait de relacher le critere pour la convergence de la
méthode de Newton utilisée pour la résolution de I’équation de thermodynamique & masses
et volume constants afin de permettre & la simulation d’atteindre son terme augmente
I’erreur commise sur la résolution de I’équation de thermodynamique & masses et volume
constants. Dans le cas de mise & jour des ccefficients thermodynamiques avant le calcul des
saturations, on constate que le module thermodynamique & masses et volume constants
n’effectue aucune itération de Newton lors de la résolution de I’équation thermodynamique
a masses et volume constants.

Comme on peut le constater sur les graphiques, aucune différence n’apparait. Le com-
portement du pas de temps est quasiment identique, ainsi que le temps de simulation et
le nombre d’appels au module de raffinement local du pas de temps. Ceci semble cohérent
en vertu des remarques faites dans le paragraphe précédent.

Comme les itérations de Newton ne sont pas effectuées dans le module thermodynamique a
masses et volume constants, les valeurs des grandeurs thermodynamiques et de la pression
ne sont pas modifiées, on peut donc comparer le modele de mise & jour de la thermo-
dynamique avant le calcul des saturations et le modéle sans mise a jour. On ne constate
aucune différence tant sur I’aspect graphique que sur le gain en nombre d’appels au module
de raffinement local du pas de temps.

On a présenté le comportement du modele tenant compte de la thermodynamique & masses
et volume constants dans le cas incompressible. On va maintenant analyser son comporte-
ment dans le cas compressible peu et fortement miscible. Ceci est ’objet des deux autres
paragraphes.
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Un cas compressible peu miscible

Description de la simulation Dans le paragraphe précédent, on a observé le com-
portement du modéle incluant le module thermodynamique & masses et volume constants
dans le cas de densités de constituant constantes. On va maintenant reprendre la simula-
tion dans un cas compressible, mais avec une faible miscibilité du constituant léger dans
la phase I’huile. Ceci suppose donc une faible variation des ccefficients de répartition.

La simulation se déroule dans un bassin sédimentaire carré composé de trois couches
géologiques, deux couches d’argile séparées par une couche de sable servant de drain. Les
argiles ont des perméabilités différentes, 1'argile supérieure étant la plus imperméable.
Les écoulements sont triphasiques (deux phases hydrocarbures et une phase eau) apres
génération des constituants dans le fond du bassin.

Résultats numériques
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Figure 6.6: Pressions et porosités au temps 2Ma,11Ma et 20Ma; évolution du pas de
temps dans le cas compressible et peu miscible du modele avec le module thermodynamique
a masses et volume constants.
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Saturation oil au temps 2 Ma
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Saturation oil au temps 11 Ma

Saturation oil au temps 20 Ma
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Figure 6.7: Saturations de I'huile et du gaz au temps 2Ma,11Ma et 20Ma dans le cas
compressible et peu miscible du modeéle avec le module thermodynamique & masses et
volume constants.
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Figure 6.8: Pressions et porosités au temps 2Ma,11Ma et 20Ma; évolution du pas de
temps dans le cas compressible et peu miscible du modele sans le module thermodynamique

a masses et volume constants.
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Saturation oil au temps 2 Ma
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Figure 6.9: Saturations de I’huile et

du gaz au temps 2Ma,11Ma et 20Ma dans le cas

compressible et peu miscible du modele sans le module thermodynamique & masses et

volume constants.
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Résultats et commentaires Les résultats de la simulation contenant le module ther-
modynamique & masses et volume constants sont présentés sur les figures 6.6 et 6.7. Ceux
de la simulation de référence sont présentés sur les graphiques 6.8 et 6.9.

On vérifie de nouveau avec cette simulation les remarques énoncées au début de ce chapitre.
Lorsque la mise a jour des ccefficients thermodynamiques n’est pas effectuée avant le calcul
des saturations, la méthode de Newton utilisée dans le module thermodynamique & masses
et volume constants ne converge pas, et il n’effectue aucune itération de Newton lorsque
les ceefficients thermodynamiques sont recalculés avant I’évaluation des saturations.
Enfin, comme le montrent les graphiques, ces deux simulations sont quasiment identiques:
I’évolution du pas de temps, le temps de simulation et le nombre d’appels au module de
raffinement local du pas de temps sont semblables.

Cette simulation montre également que le comportement entre le modeéle avec mise a
jour de la thermodynamique avant le calcul des saturations et celui sans mise & jour est
identique malgré une physique plus “raide”.

Pour terminer ce paragraphe, on présente une derniére simulation dans un cas compressible
fortement miscible.

Cas compressible fortement miscible

Dans les deux paragraphes précédents, on a vu que les résultats obtenus au début de ce
chapitre étaient vérifiés dans un cas incompressible et dans un cas compressible avec une
faible miscibilité du constituant léger dans la phase huile. On se propose, dans ce dernier
paragraphe, de simuler un cas incompressible avec une miscibilité importante du constitu-
ant léger dans la phase huile et d’analyser les résultats obtenus. Cette forte miscibilité a
pour but de faire varier de facon importante les ccefficients de répartition. Comme dans les
cas précédents, le bassin est un carré constitué de trois couches géologiques, deux couches
d’argile et une couche de sable les séparant. L’argile supérieure est plus imperméable que
I’argile du fond du bassin. Les hydrocarbures sont générés par craquage primaire au fond
du bassin, les écoulements qui en résultent sont triphasiques (deux phases hydrocarbures
et une phase eau).

Résultats numériques
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Figure 6.10: Pressions et porosités au temps 1Ma,10Ma et 20Ma; évolution du pas de
temps dans le cas compressible et fortement miscible du modeéle avec le module thermo-
dynamique & masses et volume constants.
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Figure 6.11: Saturations de I'huile et du gaz au temps 1Ma,10Ma et 20Ma dans le cas
compressible et fortement miscible du modeéle avec le module thermodynamique & masses
et volume constants.



120 CHAPITRE 6. UNE APPROCHE DE DECOUPLAGE
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Figure 6.12: Pressions et porosités au temps 1Ma,10Ma et 20Ma; évolution du pas de
temps dans le cas compressible et fortement miscible du modele sans le module thermo-
dynamique & masses et volume constants.
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Figure 6.13: Saturations de I'huile et du gaz au temps 1Ma,10Ma et 20Ma dans le cas
compressible et fortement miscible du modéle sans le module thermodynamique & masses
et volume constants.
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Résultats et commentaires Les résultats de cette simulation incluant le module ther-
modynamique & masses et volume constants sont présentés sur les figures 6.10 et 6.11.
Ceux de la simulation ne tenant pas compte de ce module et servant de référence, sont
présentés sur les figures 6.12 et 6.13.

Comme dans les cas précédents, lorsque I'on met a jour les ccefficients thermodynamiques
avant le calcul des saturations, le module thermodynamique & masses et volume constants
converge sans effectuer d’itération de Newton, alors que lorsque les ceefficients thermody-
namiques ne sont pas mis & jour avant le calcul des saturations, la méthode de Newton
utilisée par le module thermodynamique & masses et volume constants ne converge pas.
On confirme donc, par cet exemple, les résultats obtenus au début de ce chapitre.

La comparaison des graphiques entre les deux simulations ne montre quasiment aucune
différence. L’évolution du pas de temps est semblable, bien que celui-ci semble un peu
plus oscillant dans le cas de la simulation incluant le module thermodynamique & masses
et volume constants que lorsqu’il n’y est pas.

Comme dans les deux simulations précédentes, on ne met pas en valeur la performance de
la simulation avec mise & jour de la thermodynamique ou sans mise a jour. Un module
thermodynamique plus complexe pourrait peut-étre les différencier.
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6.3 Une seconde approche de I’équation

6.3.1 Nouvelle équation pour le module thermodynamique a masses et
volume constants

Dans le paragraphe précédent, on constate les limites du module thermodynamique de
correction de la pression dont on rappelle ’écriture ci-dessous:

Y m,

prc(P, (mj)j=1,. Nh.)
Cette équation n’admet de solution que si 'on met & jour la thermodynamique avant le
calcul des saturations et est vérifiée par la pression issue du transport.
On se propose de modifier le calcul des ceefficients de répartition B; afin de prendre en
compte les apparitions de phase pendant le transport et d’éviter I’appel du module ther-
modynamique avant le calcul des saturations. Une premiere approche est de considérer
que tous les constituants qui apparaissent dans une maille qui ne contenait que de I’eau
appartiennent & la phase huile (en d’autres termes, dés qu’une phase hydrocarbure ap-
parait, c’est une phase huile). On a donc les relations suivantes pour les ccefficients de
répartition:

=3(1-S5,). (6.1)

B; = j=1,...,Nh,
Bl=0 j=1,...,Nh
Ces relations sont valables uniquement dans le cas de mailles monophasiques eau. On

résout alors, dans ces mailles monophasiques eau, ’équation de fermeture du transport
suivante:

Nhe¢
Mw i _ g 6.9
Ly e, (6.9)
Pw j:lpj

Dans les autres mailles (dans lesquelles au moins une phase hydrocarbure est présente) on
résout ’équation suivante:

m Nhe Nep “m;

w

p—+§ > =2 (6.10)
W j=1a=1 Pj

Pour ne pas retomber dans le cas précédent de résolution de I’équation (6.1), on doit
modifier cette derniére. On résout alors I’équation thermodynamique & masses et volume
constants suivante:

Chercher P tel que

my S m; e (6.11)
pw  Puac(P,(mj)j=1,. Nh,) '

ou ® et les masses m; sont données par la résolution des équations de transport.
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Réécriture de ’équation (6.11) aprés avoir résolu 1’équation (6.9)

On se place dans le cas d’une maille monophasique eau avec une apparition de phase
(choisie arbitrairement, ici supposée étre de 1’huile) au cours du transport. La différence
par rapport au cas précédent est que ’on suppose que la densité du constituant dépend
de la phase dans laquelle il se trouve. On résout alors I’équation de fermeture suivante:

m mi
Yy =3, (6.9)
pw j*l p]

Cette équation donne un volume poreux, des masses et une pression. Cette pression va
étre corrigée par la résolution de I'équation (6.11).
En remplacant ® de 1’équation (6.11) par sa valeur donnée par ’équation (6.9), puis en

. . My . < .
simplifiant par —, on trouve la relation & résoudre suivante:
w

Chercher P tel que
> m; em (6.12)

pHC(P’ (m])_]zl,,th) a ‘72_:1 p.(; .

On prend alors comme pression initiale la valeur de la pression donnée par ’équation (6.9).
Z]_th M m m Nh¢

On sait que =17 = —2 + —4 Par définition, on a mqy = Z Bimy, ce

puc(P, (mj)j=1,..Nn.)  Po  Pg

qui finalement donne:

j=1

Nhe Nhe g
Lt e )
prc(P, (mj)j=1,. Nh.) pt " po " pg

En reportant cette relation dans la relation (6.12), on obtient la relation thermodynamique
a masses et volume constants suivante:

Nhe /80 /Bg Nh¢ .
E mj(—J-i-—J) = E —0]. (613)
= Po  Pg = pj

Comme cette équation n’est pas vérifiée directement par la pression issue du probléeme de
transport comme dans le cas du paragraphe précédent, on suppose qu’elle va corriger cette
pression et donner de nouveaux ccefficients de répartition. On peut alors se demander si
cette équation admet une solution. Dans le cas général, on ne sait pas répondre. En
revanche, on va analyser le comportement de I’équation (6.13) dans deux cas particuliers.
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6.3.2 Un cas particulier pour la nouvelle équation thermodynamique a
masses et volume constants

Cas particulier ol pf(P) = pj(P) a=1,...,N¢, j=1,=1,...,Nh

On se place dans le cas multiphasique et multiconstituant. Les seules hypotheses portent
sur les densités des constituants puisque 'on suppose que pi = p; (les densités des con-
stituants ne dépendent pas de la phase dans laquelle ils se trouvent) et sur le calcul des
densités de phase qui s’effectue comme suit:

Ne Ca
J

pat =Y+

i=1 Pi

L’hypothese d’indépendance des densités de constituant par rapport aux phases permet de
transformer ’équation de fermeture du transport (6.10). On part de ’équation générale:

m NhCNprnq
Y Y 4= (6.14)
pw j:1 a=1 p]

Or, m; = ﬁ;‘mj et par hypothese PF = P d’ou

Nhe NCp

+ > Z (6.15)

ji=1a=1

Ney
En utilisant le fait que Z ﬁ;-" =1, on obtient finalement la relation cherchée suivante:

a=1

m m;
—4+) =9 (6.16)
Une fois 1’équation (6.16) résolue, on corrige la pression avec I’équation thermodynamique

(6.11). On choisit la pression issue de la résolution de ’équation (6.16). En partant de la
définition de pyc suivante:

Ncp
puc L= Mrpa

Nh, Nhe e
oumyp = Z mj, puis en utilisant le fait que — = Z —L on obtient la formule suivante

— o ] Pj

j=1 j=1
pour la densité de mélange:

NQrth(ja

i I

a=1 j=1 Tﬂy
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Ncp Ncp Ncp
Or, comme E Cima = E mg = E Bj'mj = mj, on obtient finalement:
a=1 a=1 a=1

En reportant cette relation dans ’équation thermodynamique (6.11), on trouve ’équation
suivante a résoudre:

.. Nhe . Nh
w j
— 4> x> mj=9, (6.17)
Pw = mrp; =
i.e.

m e m
— 4>y =2 (6.18)
Pw = Pj

Si Pon compare ’équation thermodynamique & masses et volume constants (6.18) et
I’équation de fermeture du transport (6.16), on constate qu’elles sont identiques. Ceci
montre que ’équation thermodynamique & masses et volume constants est cohérente par
rapport au probléme, mais pose le probléme de la mise & jour des ccefficients de répartition
dans ce cas. De plus, le probléme d’initialisation (choix arbitraire d’une phase lors de
Papparition de constituants hydrocarbures dans une phase) semble important pour la
convergence du module thermodynamique & masses et volume constants puisqu’il impose
un pas de temps tres restrictif pour la convergence de ce module comme le montreront
les essais numériques. Enfin, le fait de ne modifier que la pression dans ce module ther-
modynamique a masses et volume constants pose la difficulté de la prise en compte des
hydrocarbures tres faiblement compressibles qui sont simulés, tres souvent, par le cas limite
des densités constantes. Comme le montreront les essais numériques, le module thermo-
dynamique & masses et volume constants ne converge que si I’on impose des variations de
pression tres trés faibles (on peut se poser alors la question de 'utilité d’effectuer alors
une telle étape).
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6.3.3 Résultats numériques
Cas des densités compressibles

Aspect général de la simulation Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas des den-
sités de constituants compressibles afin d’observer le comportement du modele avec une
thermodynamique & masses et volume constants lorsqu’il est soumis a une physique “diffi-
cile”. N’étant pas physiquement réaliste, le cas incompressible ne sera pas abordé. Toute-
fois, ce cas est trés difficile & simuler avec le modeéle tenant compte de la thermodynamique
A4 masses et volume constants puisqu’il nécessite des pas de temps de I'ordre de 10" Ma
(ce qui correspond & des pas de temps de moins d’une année) pour achever la simulation.
Il souléve également le probleme de la simulation des fluides dont les densités sont tres
faiblement compressibles (des pas de temps légérement plus grands sont & prévoir, mais
restent toujours de ’ordre de 'année). Ces deux types de simulation n’ont pas été effectués
devant I’ampleur du temps de calcul nécessaire.

Le domaine est un carré constitué de deux couches d’argile et d’une couche de sable servant
de drain entre ces deux couches. Les hydrocarbures sont générés par craquage au fond du
bassin. Les écoulements résultants sont de type “Black-oil”.

Le but de cette simulation est d’évaluer le gain apporté par le modele avec une thermo-
dynamique & masses et volume constants par rapport au modeéle qui n’y fait pas appel
(modele en masses de composés utilisé jusque 1a).

Résultats et conclusions On présente les résultats du modeéle prenant en compte
I’étape de calcul de ’équation thermodynamique & masses et volume constants apres le
transport sur les figures 6.14 et 6.15. Comme dans le paragraphe précédent, on compare
ces résultats aux résultats du modeéle n’incluant pas cette étape et jusqu’ici utilisé. Ces
résultats sont présentés sur les figures 6.16 et 6.17.

La premiere observation se rapporte a I’évolution du pas de temps. En effet, le pas de
temps issu du modele tenant en compte I’étape de calcul de I’équation thermodynamique
a masses et volume constants apres le transport a di étre fixé & la valeur maximale de
0.002Ma afin d’amener la simulation & son terme. On a fait varier cette valeur maximale,
et il semble qu’elle doive étre comprise entre 0.003Ma et 0.004Ma pour ce jeu de donné,
puisque le run échoue avec la valeur 0.004Ma. Lorsque l'on relache trop cette valeur
maximale le pas de temps se met & osciller et la méthode de Newton, utilisée pour la
résolution de I’équation en pression, ne converge plus, méme avec des pas de temps trés
petits (le pas de temps atteint la valeur minimale fixée & une seconde). Dans le cas de la
valeur maximale fixée a 0.002Ma, on observe quand méme des chutes de pas de temps,
mais moins importantes que précédemment. La condition de CFL est plus contraignante
dans ce cas que dans le cas de la simulation du modéle n’effectuant pas 1’étape de calcul
de I’équation thermodynamique & masses et volume consants, puisque, dans ce modéle,
elle semble se situer autour de 0.01Ma avec une croissance au cours du temps.

On cherche & mieux comprendre I'importante contrainte sur la condition CFL. On com-
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mence par présenter la numérotation des mailles du domaine sur la figure 6.18 afin de mieux
localiser les difficultés. La figure 6.19 présente I’évolution de la différence relative entre la
pression issue du transport et la pression issue du calcul de I’équation thermodynamique
a masses et volume constants. Les figures (6.20(a) jusqu’a (f)) présentent cette méme
différence mais sur tout le domaine & différents temps. Pour le besoin de cette simulation,
la pression issue du calcul de I’équation thermodynamique & masses et volume constants
n’influence pas la simulation puiqu’elle est calculée & part. Dans le cas de non-convergence
de la pression issue du calcul de I’équation thermodynamique & masses et volume constants
, on I'indique par la valeur de —5 dans la différence. Le pas de temps pour cette simulation
peut varier jusqu’a un pas de temps maximal de 0.2Ma. L’observation au vu des figures
6.19 et 6.20(a) jusqu’a (f) se focalise sur la différence de comportement de la pression
selon le milieu dans lequel elle se situe. En effet, la différence relative entre la pression
issue du transport et la pression issue du calcul de ’équation thermodynamique & masses
et volume constants est peu importante dans les mailles argileuses (mailles numérotées
de 1 jusqu’a 40) alors qu’elle est importante dans le drain (mailles 41 & 60). On observe
deux comportements de la différence relative de pression dans le drain: soit la méthode
de Newton permettant de calculer la pression de 1’équilibre thermodynamique ne converge
pas (fait caractérisé sur les graphiques par la valeur —5), soit ’écart entre la pression issue
du transport et celle issue du calcul de I’équation thermodynamique & masses et volume
constants est important. En général, la pression issue du calcul de I’équation thermo-
dynamique & masses et volume constants est inférieure dans un rapport de un a trois a
celle du transport puisque la différence entre les deux pressions est positive. Lorsque 'on
simule le modele tenant compte du calcul de ’équation thermodynamique & masses et vol-
ume constants apres le transport, le premier comportement n’est pas trés génant: il suffit
d’annuler le pas de temps et de recommencer en le divisant par deux autant de fois que
nécessaire pour que la simulation “passe”. Par contre, le deuxiéme comportement est plus
délicat pour la suite de la simulation. En effet, cette nouvelle pression, issue de I’équation
thermodynamique 4 masses et volume constants, est plus petite que la pression issue du
transport. Celle-ci crée des “trous” de pression puisqu’ elle est évaluée localement dans
chaque maille et n’est modifiée que dans les zones dans lesquelles les hydrocarbures sont
présents. On introduit donc ainsi des chocs de pression lors de I’évaluation de la pression
globale par le transport. Ceci explique le fait qu’au bout d’un certain temps, la méthode
de Newton utilisée pour le calcul de ’équation en pression du transport ne converge plus,
méme avec des pas de temps trés petits (la simulation s’arréte si I'on n’a pas convergé
avec des pas de temps de l'ordre de la seconde). Afin de mieux comprendre la cause de
la non convergence de la méthode de Newton utilisée dans la résolution de 1’équation en
pression du transport, on présente sur la figure 6.21 la différence relative entre la pression
issue du transport et celle issue du calcul de I’équation thermodynamique & masses et
volume constants dans le cas du modeéle tenant compte de ’équation thermodynamique &
masses et volume constants aprés le transport. Les simulations présentées sont effectuées
avec trois valeurs de variation maximale du pas de temps (i.e. le pas de temps ne peut
pas dépasser cette valeur). On a retenu des mailles dans la zone de craquage (maille 1),
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dans l'argile (maille 31) et dans le drain (maille 41) afin d’observer le comportement de
I’évolution de cette différence relative de pression suite aux résultats précédents. On con-
state que pour que la simulation arrive & son terme (cas de la variation maximale du pas
de temps de 0.002Ma, ce qui implique un pas de temps quasiment constant, cf. figure
6.14) il ne faut pas que les variations entre la pression issue du transport et que la pres-
sion issue du calcul de 1’équation thermodynamique & masses et volume constants soient
trop importantes (moins de 0.1% de variation). En effet, au vu des autres simulations,
lorsque la variation approche 1 (cas de la figure 6.21(f) 4.e. une variation de 93%) ou la
dépasse (figure 6.21(c)), la méthode de Newton utilisée pour la résolution de ’équation en
pression du transport ne converge pas et la simulation échoue, arrétée car la convergence
de la méthode de Newton n’est pas établie avec des pas de temps de I’ordre de la seconde.
Cet échec de la simulation avec de grandes variations de la pression entre le transport
et I'’équation thermodynamique & masses et volume constants peut provenir du caractere
elliptique de la pression. Lorsque 1’on résout I’équation de thermodynamique & masses et
volume constants, cette résolution se fait localement et de facon indépendante des autres
mailles. Or la pression ayant un caractere elliptique, toute modification de celle-ci en un
point se répercute immédiatement sur le reste du domaine. Cet effet est ignoré lors de la
résolution de 1’équation thermodynamique & masses et volume constants.

Enfin, lorsque ’on compare les résultats obtenus sur les saturations, on observe une “bulle”
de saturation des hydrocarbures (figure 6.15) lors du déplacement du front de saturation
avec le modele prenant en compte le calcul de I’'équation thermodynamique & masses
et volume constants aprés le transport alors que les saturations des hydrocarbures sont
plus homogenes dans le cas du modeéle sans cette étape. On peut alors se demander si
les saturations obtenues dans le cas du modele prenant en compte I’étape de calcul de
I’équation thermodynamique 4 masses et volume constants sont réalistes.

Résultats des simulations
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Figure 6.14: Pressions et porosités en différents temps pour le modéle prenant en compte
une thermodynamique & masses et volume constants avec évolution du pas de temps. Cas
des densités de constituants compressibles et d’une thermodynamique fortement miscible.
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Figure 6.15: Saturations des phases huile et gaz en différents temps pour le modele prenant
en compte une thermodynamique & masses et volume constants. Cas des densités de
constituants compressibles et d’une thermodynamique fortement miscible.
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Figure 6.16: Pressions et porosités en différents temps pour le modéle prenant en compte
une thermodynamique & masses et pression constantes avec évolution du pas de temps. Cas
des densités de constituants compressibles et d’une thermodynamique fortement miscible.
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Figure 6.17: Saturations des phases huile et gaz en différents temps pour le modele prenant
en compte une thermodynamique & masses et pression constantes. Cas des densités de
constituants compressibles et d’une thermodynamique fortement miscible.
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Figure 6.18: numérotation des mailles du domaine.



6.3. UNE SECONDE APPROCHE DE L’EQUATION 135

Evolution de la différence de pression Evolution de la différence de pression Evolution de la différence de pression

0.009
0.008]
0.004
0.006
0.005]
0.004

0.003

0.002]

0.004

-0.0054 T
10 20

T -0.01: T
0.001 10 20 0.001 10 20 0.001
(a) maille 2 (b) maille 12 (c) maille 32
Evolution de la différence de pression Evolution de la différence de pression Evolution de la différence de pression
39 T 3 4. T 1- T
. ] L
o},
.
o -]
ol WWU (THITTATION
EE -2
]
-3
-3
-4
-4q
-5 -9.; -5
0.001 10 20 0.001 10 20 0.001 10 20
(d) maille 41 (e) maille 42 (f) maille 51
Evolution de la différence de pression Evolution de la différence de pression Evolution de la différence de pression
0.0007] 0.0001:
1004 1 0.0006]
0.000H
2004 1 0.0005}
-3004 B 0.0004]
4004 1 0.0003]
5004 1 0.0002
~6004 E 0.0004
~7004 T — T
0.001 10 20 0.001 10 20 0.001 10 20
(g) maille 52 (h) maille 55 (i) maille 56

Figure 6.19: Evolution de la différence relative entre la pression issue du transport et
la pression issue de 1’équilibre thermodynamique dans différentes mailles du domaine.
La valeur —5 indique que la méthode de Newton de résolution de 1’équilibre thermody-
namique n’a pas convergé. Simulation sur le modeéle ne tenant pas compte du module
thermodynamique aprés le transport.
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Figure 6.20: Répartition par mailles de la différence relative de pression et de la porosité
en différents temps.
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Figure 6.21: Evolution de la différence relative entre la pression issue du transport et la
pression issue de ’équilibre thermodynamique dans les mailles 1, 31, 41 (dans cet ordre)
du domaine. La valeur —5 indique que la méthode de Newton de résolution de I’équilibre
thermodynamique n’a pas convergé. Simulation sur le modéle qui tient compte du module

thermodynamique aprés le transport.
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Raffinement du maillage et du pas de temps Le but de ces simulations est de
comprendre l'apparition des pics de saturation qui apparaissent avec le modeéle tenant
compte de la thermodynamique & masses et volume constants. Ce modeéle pourrait étre
considéré comme moins diffusif du fait des pics de saturation. Toutefois, il faut remarquer
que ces pics apparaissent dans le drain, lieu oli, physiquement, le transport est le plus
rapide puisque les ceefficients de perméabilité absolue sont les plus élevés. On va démontrer
numériquement que ces pics n’ont pas d’existence physique pour la modélisation retenue,
mais qu’ils sont générés par des baisses locales de la pression qui constituent des “puits”.
Ces puits concentrant la matiére, le schéma parait moins diffusif.

On a retenu trois tailles de maillage, 5 X 5, 7 X 7 et 10 x 10, pour les deux modeéles, I'un
tenant compte et I’autre ne tenant pas compte de la thermodynamique & masses et volume
constants. Les résultats présentés respectivement sur les figures 6.22, 6.23 et 6.24 et sur
les figures 6.29, 6.30 et 6.31.

On a ensuite repris les mémes maillages, mais en fixant le pas de temps suffisamment petit
pour observer la stabilité des schémas en temps. Les résultats sont présentés sur les figures
6.25, 6.26, 6.27,6.32, 6.33 et 6.34.

On va maintenant détailler les résultats obtenus. On s’attachera tout particulierement au
cas de la saturation de la phase gazeuse car les phénomenes y sont plus marqués que dans
le cas de la phase huile.

Lorsque 'on compare les graphiques présentés aux figures 6.22 et 6.29, on observe 'ap-
parition de pics de saturation avec le modéle tenant compte de la thermodynamique au
cours du temps. On note que les saturations des deux modeles sont treés semblables a la
fin du premier million d’années puis divergent par la suite. Ces pics sont localisés dans
le drain. Cette localisation est physiquement surprenante puisque, du fait des valeurs
élevées des coefficients de perméabilité absolue et de la porosité, le drain est un endroit
ol le transport est trés rapide. Au vu de ces résultats, le schéma pourrait sembler moins
dissipatif, & moins que la modification locale de la pression ne crée des “puits” ou la
matiere vient s’accumuler. On constate que ce phénomene tend & s’estomper lorsque ’on
raffine en espace. En effet, la simulation avec un maillage 20 x 20, dont les résultats sont
présentés & la figure 6.28, montre que les pics de saturation obtenus avec le modele tenant
compte de la thermodynamique ont disparu.

On s’est alors intéressé au raffinement en temps des modeles pour les trois maillages ini-
tiaux (le temps de calcul pour un maillage 20 x 20 est rédhibitoire car il pourrait durer
un mois). On constate que pour le modéle qui ne tient pas compte du module thermo-
dynamique a4 masses et volume constants, les résultats sont identiques pour un maillage
donné, alors que pour le modele tenant compte du module thermodynamique & masses et
volume constants, les pics de saturations ont disparu pour chacun des maillages. On notera
que les résultats entre les deux modeles different pour le maillage 10 x 10, avec des satura-
tions plus importantes pour le modeéle tenant compte de 1’équation de thermodynamique
a masses et volume constants que pour le modele sans ce module thermodynamique. On
peut alors se demander si le modeéle tenant compte de 1’équation thermodynamique a
masses et volume constants est stable en temps: le pas de temps utilisé pour la simulation
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sur le maillage 10 x 10 est de 10 5Ma, alors que le pas de temps utilisé pour obtenir les
graphiques 6.22 est de 0.001 M a. Le fait de raffiner en temps pour le modéle tenant compte
de I’équation thermodynamique & masses et volume constants implique une diminution de
I’écart entre la pression issue du transport et celle issue de ’équation thermodynamique a
masses et volume constants. Ces simulations confirment & nouveau I’hypothése que les pics
de saturation sont générés par une baisse locale de la pression liée au comportement local
du module thermodynamique et non par une modélisation physique de ces phénomeénes.
On a donc, pour le modele tenant compte du module thermodynamique & masses et volume
constants, imposé que la variation entre ces deux grandeurs ne soit pas trop “grande”, &
savoir une variation relative de 10~3 entre les deux pressions. On présente les résultats de
la simulation sur la figure 6.35. Cette simulation a été effectuée sur un maillage 10 x 10.
On observe que les saturations sont semblables & celles obtenues avec la simulation du
modele sans le module thermodynamique (¢f. 6.29): les pics de saturation ont disparu,
et la croissance de la valeur des saturations lors du raffinement en temps pour le modele
tenant compte du module thermodynamique s’est atténuée. Cette derniére simulation
confirme les résultats et remarques effectuées lors du raffinement en temps et en espace
du modéle tenant compte du module thermodynamique & masses et volume constants.
Enfin, on peut énoncer une derniére remarque liée au modeéle tenant compte de la ther-
modynamique & masses et volume constants.

Le temps de calcul requiert plusieurs jours de traitement, alors qu’il se compte en heures,
voire en minutes en ’abscence du module thermodynamique. De plus, au vu des résultats
liés au raffinement en temps et en espace (convergence du comportement de la solution du
modele tenant compte du module thermodynamique & masses et volume constants vers
la solution du modeéle n’en tenant pas compte), on peut s’interroger sur la justification
des temps de calcul nécessaires a la résolution du modeéle tenant compte de I’équation
thermodynamique & masses et volume constants.

En conclusion, ces essais numériques montrent que le modeéle tenant compte de la thermo-
dynamique & masses et volume constants fait apparaitre des pics de saturation de fagon
artificielle, liés & la détermination locale de la pression par le module thermodynamique.
Pour corriger 'approximation en temps effectuée sur les ccefficients de répartition, on se
propose d’étudier maintenant une méthode de point fixe.

Résolution des modeles avec une méthode de point fixe On présente les résultats
de la simulation du modeéle ne tenant pas compte du module thermodynamique & masses
et volume constants sur les figures 6.36 et 6.37 et ceux du modele tenant compte de ce
module thermodynamique sur les figures 6.38 et 6.39.

On constate que, graphiquement, les résultats sont semblables. De plus, le comportement
des différentes grandeurs physiques obtenues est identique a celui du modele qui ne tient
pas compte du module thermodynamique, résolu sans point fixe. Lorsque l'on compare
les densités de la phase gaz entre les deux modeles (figures 6.37 et 6.39), on observe qu’un
“trou” s’est formé qui correspond & une maille sans gaz, lors de la simulation du modele
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ne tenant pas compte de la thermodynamique, a contrario, aucun ”trou” n’est décelable
dans les résultats de la simulation tenant compte de ce module. Si I’on se focalise sur la
zone dans laquelle se produit ce trou, on constate que c’estla zone de début du drain, zone
trés pauvre en hydrocarbures. Il est possible que I'état de phase ne soit pas correct, du fait
des faibles masses et des fortes pressions. Toutefois, ceci n’influence pas I’écoulement car
les quantités concernées sont négligeables (saturations quasi-nulles d’apres les graphiques
6.36).

Pour conclure, ces essais numériques, ne permettent pas de statuer sur 'efficacité d’une
méthode de point fixe, mais ils confirment le comportement sans pic de saturation et
les résultats obtenus antérieurement avec le modele ne tenant pas compte de I’équation
thermodynamique & masses et volume constants. On va donc essayer de mettre en défaut
ce modele en changeant la loi de densité des constituants et les cceflicients de la loi de
calcul des fractions massiques. Ces travaux sont présentés dans le dernier paragraphe.

6.3.4 Loi de densité modifiée
Description de la loi et des parameétres de simulation

Dans les paragraphes précédents, la compressibilité des constituants dans chacune des
phases évoluait de facon linéaire et infinie en fonction de la pression. On va maintenant
limiter cette évolution en tronquant la loi de densité lorsque la pression atteint un certain
seuil: passé ce seuil, la densité du constituant devient constante, indépendamment de la
phase dans laquelle il se trouve.

Commentaires, remarques et conclusions

On présente les résultats de la simulation du modeéle tenant compte du module thermody-
namique a masses et volume contants sur les figures 6.40. Les graphiques 6.41 représentent
les simulations du modeéle ne tenant pas compte du module thermodynamique a masses
et volume contants.

Dans un premier temps, il a été nécessaire de lisser la loi de densité telle qu’elle a été
exposée au paragraphe précédent, afin de permettre la convergence de la méthode de
Newton utilisée pour résoudre I’équation de transport. En effet, lors de la résolution de
I’équation en pression, on utilise la dérivée de la loi de densité qui n’est pas continue car
on a un saut au niveau de la pression de seuil. Lorsque la pression se rapproche de la
pression critique, la méthode de Newton se met & osciller autour de cette pression seuil.
Elle ne peut converger du fait du saut de la dérivée, méme en diminuant le pas de temps.
On a donc interpolé la fonction densité au voisinage du point seuil afin de permettre la
convergence de la méthode de Newton en ce point (1’epsilon formant le voisinage est laissé
a la discrétion de D'utilisateur, mais il est de 'ordre de 10~3 en relatif par rapport aux
pressions). Cette difficulté liée au calcul numérique ayant été résolue, les simulations ont
été conduites & leur terme.
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Lorsque I'on compare les résultats, on observe I'apparition, comme dans les cas précédents,
de pics de saturation pour le modéle tenant compte du module thermodynamique & masses
et volume constants. Toutefois, on constate que ces pics tendent & disparaitre en fin de
simulation.

6.4 Conclusion

Lors du premier paragraphe, on a présenté une premiere expression de I’équation a résoudre.
Cette équation est non vérifiée si I'on ne met pas & jour les ceefficients de répartition et
est automatiquement vérifiée dés qu’ils sont mis & jour. On a donc modifié cette loi pour
contourner le probléeme. Cette seconde expression est identique & I’équation du volume
poreux dans le cas ”Black-Oil” que I'on considére. Lors des essais numériques, le modele
tenant compte de la thermodynamique & masses et volume constants fait apparaitre des
pics de saturation dans le drain qui disparaissent lorsque I’on raffine en temps et en espace,
lorsque I'on limite les variations de la pression entre celle issue du transport et celle issue
de cette étape de correction et lorsqu’on utilise un point fixe. On en conclut donc que
ces pics ne sont pas des phénomeénes physiques et sont liés & cette étape de correction.
L’idée sous-jacente de cette étape thermodynamique est de ”simuler” une étape de point
fixe afin d’impliciter un peu plus les ccefficients de thermodynamique & moindre cout sans
modifier le volume poreux et les masses. Ce dernier aspect est peut-étre une des raisons
pour lesquelles cette étape de thermodynamique & masses et volume constants n’est pas
aussi performante par rapport & nos attentes. De plus, devant le coit de calcul prohibitif
généré par cette méthode, on n’a pas poussé plus loin les investigations et I’on s’est ori-
enté vers une autre voie, celle du pas de temps adaptatif. Ce dernier point fait 'objet du
chapitre suivant.
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Figure 6.22: Saturations de la phase gaz pour différentes tailles de maillage pour le modele
tenant compte de la thermodynamique apres le transport.
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Figure 6.23: Saturations de la phase huile pour différentes tailles de maillage pour le
modele tenant compte de la thermodynamique apres le transport.
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Maillage 5x5 au temps 1 Ma Maillage 7x7 au temps 1 Ma Maillage 10x10 au temps 1 Ma
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Figure 6.24: Pressions pour différentes tailles de maillage pour le modéle tenant compte
de la thermodynamique apres le transport.
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Figure 6.25: Saturations de la phase gaz pour différentes tailles de maillage et un raffine-
ment en temps, pour le modéle tenant compte de la thermodynamique aprées le transport.
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Figure 6.26: Saturations de la phase huile pour différentes tailles de maillage et un raffine-
ment en temps, pour le modeéle tenant compte de la thermodynamique apres le transport.
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Figure 6.27: Pressions pour différentes tailles de maillage et un raffinement en temps, pour
le modele tenant compte de la thermodynamique aprés le transport.
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Figure 6.28: Pressions, saturations de la phase huile et gaz sur un maillage 20 x 20 pour
le modele tenant compte de la thermodynamique & masses et volume constants.
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Figure 6.29: Saturations de la phase gaz pour différentes tailles de maillage pour le modele
ne tenant pas compte de la thermodynamique aprées le transport.
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Figure 6.30: Saturations de la phase huile pour différentes tailles de maillage pour le
modele ne tenant pas compte de la thermodynamique aprés le transport.
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Figure 6.31: Pressions pour différentes tailles de maillage pour le modeéle ne tenant pas
compte de la thermodynamique apres le transport.
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Figure 6.32: Saturations de la phase gaz pour différentes tailles de maillage et un raf-
finement en temps pour le modéle ne tenant pas compte de la thermodynamique apres le
transport.
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Figure 6.33: Saturations de la phase huile pour différentes tailles de maillage et un raf-
finement en temps pour le modéle ne tenant pas compte de la thermodynamique apres le
transport.
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Figure 6.34: Pressions pour différentes tailles de maillage et un raffinement en temps pour
le modele ne tenant pas compte e la thermodynamique apres le transport.
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Figure 6.35: Pression, saturations de I’huile et du gaz sur un maillage 10x10 avec un critére
de controle sur la différence entre la pression issue du transport et celle issue du module
thermodynamique .
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Figure 6.36: Pression, saturations de la phase huile et de la phase gaz pour le modeéle ne
tenant pas compte du module thermodynamique 4 masses et volume constants. Résolution
sur un maillage 10 x 10 avec une méthode de point fixe.
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Figure 6.37: Densités de la phase huile et de la phase gaz pour le modéle ne tenant pas
compte du module thermodynamique & masses et volume constants. Résolution sur un
maillage 10 x 10 avec une méthode de point fixe.
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Figure 6.38: Pression, saturations de la phase huile et de la phase gaz pour le modele
tenant compte du module thermodynamique & masses et volume constants. Résolution
sur un maillage 10 x 10 avec une méthode de point fixe.
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Figure 6.39: Densités de la phase huile et de la phase gaz pour le modele tenant compte
du module thermodynamique & masses et volume constants. Résolution sur un maillage

10 x 10 avec une méthode de point fixe.



160 CHAPITRE 6. UNE APPROCHE DE DECOUPLAGE

Pression au temps 2 Ma Pression au temps 11 Ma Pression au temps 20 Ma

-250 -250
6.92e+07 6.92e+07 6.92e+07

6.51e+07 S 6.51e+07 6.51e+07
6.09e+07 ~1000] 6.09e+07 ~1000 6.09e+07
5.68e+07 5.68e+07 5.68e+07

5.27+07 5.27€+07 5.27€+07

4.85¢+07 4.85+07 4.85+07

~20004 B 4.44e+07 ~2000; 4.44e+07 ~2000 4.44e+07
4.02e+07 4.02e+07 4.02e+07
3.61e+07 3.61e+07 3.61e+07
3190407 310407 310407
-3000{ C | -3000{ -3000;
2780407 2780007 . — i : 2780007
2.36e+07 2.36e+07 - 3 - - 2.36e+07
1.95e+07 1.95e+07 1.95e+07
—4000] 1 1.53e+07 _ _ 1.53e+07
1.12e+07 = = = 1.12e+07 1.12e+07
7.05e+06 < 7.05e+06 7.05e+06
—4750 T T r r 2.9e+06 2.9e+06 2.9e+06
250 1000 2000 3000 4000 4750 2000 3000 4000 4750 1000 2000 3000 4000 4750
(a) (b) (c)
Saturation gaz au temps 2 Ma Saturation gaz au temps 11 Ma Saturation gaz au temps 20 Ma
0.384 0.384
0.36 0.36
0.336 —1000 0.336
0.312 0.312
0.288 0.288
0.264 - 0.264
024 2000 0.24
0.216 0.216
0.192 0.192
0.168 0.168
0.144 3000 0.144
0.12 0.12
0.096 0.096
0.072 _ 4000] 0.072
0.048 0.048
0.024 0.024
-4750 -4750 - 0 —4750 0
250 1000 2000 3000 4000 4750 250 1000 2000 3000 4000 4750 250 1000 2000 3000 4000 4750
(d) (e) ()
Saturation huile au temps 2 Ma Saturation huile au temps 11 Ma Saturation huile au temps 20 Ma
-250 -250
0.768 0.768
072 072
-1000 0672 —1000 0.672
0.624 0.624
0576 0576
0528 0528
=200 0.48 —2000 0.48
0.432 0.432
0.384 0.384
0.336 0.336
-3000 -3000
0.288 0.288
0.24 0.24
X 0.192 0.192
400! 0144 4000 0.144
0.096 0.096
0.048 0.048
-4750 o —4750 0
1000 2000 3000 4000 4750 250 1000 2000 3000 4000 4750 250 1000 2000 3000 4000 4750

(8) (h) (i

Figure 6.40: Pression, saturations de la phase huile et de la phase gaz pour le modele
tenant compte du module thermodynamique & masses et volume constants pour une loi
de densité tronquée et une forte miscibilité.
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Figure 6.41:

Pression, saturations de la phase huile et de la phase gaz pour le modeéle ne

tenant pas compte du module thermodynamique & masses et volume constants pour une
loi de densité tronquée et une forte miscibilité.
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Chapitre 7

Gestion du pas de temps

7.1 introduction

Dans le chapitre précédent, on a vu que la voie de correction des coefficients de thermo-
dynamique en introduisant une étape supplémentaire n’est pas satisfaisante et génére un
cotit calcul important. On se propose d’explorer une nouvelle voie dans ce chapitre. Pour
commencer, on va regarder la stabilité numérique su modele que I'on a retenu en raffinant
en temps et en espace. De cette étude, on propose une stratégie de gestion de pas de
temps dans le paragraphe suivant.

7.2 Raffinements en temps et en espace

Le choix pour effectuer ces simulations s’est porté sur un écoulement triphasique, com-
pressible et miscible avec deux constituants hydrocarbures. La gestion des répartitions
des deux constituants au sein des deux phases hydrocarbures s’effectue avec un module
thermodynamique de type ”Black-oil”.

7.2.1 Simulation sur un maillage 10 x 10 sans raffinement en temps
Description de la simulation

Dans ce premier paragraphe, on simule un écoulement triphasique, une phase eau et deux
phases hydrocarbures, avec compaction affine en temps et en espace. Le but, ici, est de
présenter une simulation qui va servir de référence pour 1’étude de la stabilité du schéma
lorsque 'on va raffiner en temps et en espace.

Le domaine est un carré [0, 5000m] x [0, —5000m], constitué de trois couches géologiques,
deux couches d’argile de perméabilités différentes et une couche de sable qui les sépare.
L’argile du fond du bassin est moins imperméable que ’argile du toit qui sert de couverture
au drain. Ce dernier sert donc de roche magasin. Les densités des phases hydrocarbures
sont compressibles. Le module thermodynamique qui régit les échanges entre les phases
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hydrocarbures est un ”Black-0il” simple puisque seul le constituant 1éger, présent dans la
phase gaz, se dissout dans la phase huile, le constituant lourd restant dans la seule phase
huile.

Résultats et observations

Les résultats de la simulation sur ce maillage sont présentés sur les graphiques 7.1 et
7.2. On ne fera la comparaison que sur les pressions, les porosités et les saturations
d’huile et de gaz puisque ces quantités permettent le calcul de toutes les autres grandeurs
thermodynamiques (viscosité, densité, fraction massique et coefficient de répartition).

On constate qu’une bulle de surpression (figure 7.1(c)) apparait dans I’argile imperméable
se situant au dessus du drain. Cette bulle de surpression est due & une vitesse de com-
paction un peu trop importante pour un domaine fixe comme on ’a supposé dans notre
cas. Ceci n’a qu’'une faible influence sur le comportement du modeéle, mais cela permet
d’augmenter la migration latérale dans le drain et dans la couche d’argile inférieure. Le
comportement de la porosité suit assez bien celui de la pression puisque 1’on retrouve des
porosités plus petites au niveau du pic de surpression par rapport au niveau des valeurs
des porosités voisines (figure 7.1(e)(f) ). Le comportement des phases hydrocarbures est
attendu puisqu’elles remplissent bien le drain et vont s’accumuler sur le bord du bassin
avant de migrer vers le toit (figure 7.2(a) a (f) ). Toutefois, on observe que la phase gaz
diffuse au travers de I'argile imperméable qui sert de “bouchon”.

On présente avec une échelle différente les mémes saturations d’huile sur les figures 7.2
(g)(h)(i) et 7.1(a)(b)(c). Cela permet de montrer I’étalement du front de saturation de
I’huile avec un maillage 10 x 10.

Enfin, le pas de temps pour cette simulation est assez oscillant puisqu’il a fallu 570 an-
nulations de pas de temps pour achever la simulation: le pas de temps est globalement
croissant jusqu’a 14 Ma, puis décroit jusqu’a la fin de la simulation. Ce phénomene est dii,
comme pour la bulle de pression, & une trop forte vitesse de sédimentation. Une réduction
de cette vitesse de sédimentation fait disparaitre la chute du pas de temps en seconde
partie de la simulation.

Le paragraphe suivant est consacré au raffinement en temps de cette simulation.
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7.2.2 Raffinement en temps sur un maillage 10 x 10
But de la simulation

Le raffinement en temps présenté dans ce paragraphe permet d’analyser la stabilité du pas
de temps adaptatif ou sa nuisance & propager des erreurs rendant par la suite le schéma
instable. Cette question vient naturellement lorsqu’on regarde les oscillations et le nombre
d’annulations du pas de temps au cours d’une simulation de 20 Ma. Pour cela, on a fixé
la valeur maximale du pas de temps afin de limiter les oscillations de ce dernier.

Résultats, observations et conclusions

Les graphiques présentés sur les figures 7.3 et 7.4 ont été obtenus avec un raffinement en
temps sur un maillage 10 x 10 en espace. Pour cela, on a fixé la valeur maximale du pas
de temps & 0,001 Ma, valeur choisie en considérant 1’évolution du pas de temps donnée
par le graphique 7.1(g), tout en retenant la plus grande valeur des chutes de pas de temps.
Le pas de temps obtenu pour cette simulation de raffinement est constant et s’établit &
sa valeur maximale. Aucune annulation de pas de temps n’a eu lieu. Si I’on compare les
graphiques des figures 7.3 et 7.4 avec les graphiques des figures 7.1 et 7.2, on constate qu’il
n’y a quasiment aucune différence entre ces graphiques bien que le front de saturation de la
phase huile soit un peu plus étalé dans le cas du raffinement en temps (cf. 7.4(a)(b)(c)) par
rapport & la simulation avec le pas de temps adaptatif (¢f.7.2(a)(b)(c)). Le changement
d’échelle pour la représentation des saturations (graphiques 7.2(g)(h)(i) et 7.4(g)(h)(i)),
montre que le front de saturation est mieux pris en compte lors du raffinement du pas de
temps puisque la diffusion latérale est moins importante. Ce constat justifie ’avancée plus
importante du front de saturation avec le raffinement du pas de temps.

Ce premier test de raffinement en temps sur un maillage 10 X 10 montre que le schéma est
stable en temps, pour cet exemple, et que le pas de temps adaptatif mis en ceuvre limite
les effets d’instabilité.

Enfin, on observe sur les graphiques que la migration des hydrocarbures s’effectue de fagon
verticale dans I’argile et horizontale dans le drain. On va donc naturellement raffiner dans
un premier temps verticalement puis ensuite horizontalement.
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7.2.3 Raffinement en temps sur un maillage 10x 20

On analyse le comportement du pas de temps et du schéma, lorsque 1’on raffine uniquement
selon la direction verticale privilégiée par les écoulements.

Résultats, observations et conclusions
Raffinement en espace

Dans ce paragraphe, on retient un maillage de 10 x 20, 10 en abscisse, 20 en ordonnée
pour cette simulation. La valeur du pas de temps est fixée & 0.2 Ma. Les figures 7.5 et 7.6
présentent les résultats de cette simulation.

Le premier constat que ’on peut faire par rapport a la simulation sur le maillage 10 x 10
est la chute du pas de temps. En effet, pour cette simulation (figure 7.5(g)) le pas de temps
atteint une valeur maximale de 0.01 Ma alors qu’il se situait autour de 0.03 Ma pour la
simulation précédente (figure 7.1(g)). De plus, le pas de temps de cette simulation est
beaucoup plus oscillant puisque 3640 annulations de pas de temps ont été comptabilisées
contre 570 précédemment. Cette chute de pas de temps est liée au raffinement retenu
puisque la thermodynamique est la méme que dans la simulation précédente. Le fait de
diminuer la hauteur des mailles, impose au pas de temps une diminution compte tenu de
la condition C.F.L. a respecter. De plus, le calcul de ce pas de temps dépend du volume
de la maille et il diminue donc avec le raffinement.

Si 'on compare les pressions obtenues (graphiques 7.5(a)(b)(c)) avec celles obtenues avec
la simulation de référence (graphiques 7.1(a)(b)(c)), on observe un écart minime de 1%
entre les valeurs. En revanche, les porosités sont en augmentation significative, notamment
sur le bord latéral droit du bassin. Cela provient de la méthode de calcul de la porosité
qui tient compte du nombre de mailles verticales du domaine puisque le calcul se fait de
proche en proche.

Les saturations, présentées aux figures 7.6, montrent un écart important par rapport a
celles présentées lors de la simulation avec un maillage 10 x 10 (figures 7.2). Les écarts sont
d’environ 40% pour les saturations de la phase huile. On peut supposer que ces écarts
proviennent des différences de porosité observées. On a donc repris la simulation avec
une porosité constante. Des écarts de méme ordre entre les saturations sont observés. Le
changement d’échelle pour la représentation graphique (figure 7.6(g)(h)(i) et 7.2(g)(h)(i))
permet de mieux comprendre cette différence. On observe que le front de saturation de
la phase huile est moins étalé avec le raffinement 10 x 20 qu’avec le raffinement 10 x 10.
On suit donc mieux I’évolution du front de saturation, ce qui explique I'augmentation de
la valeur des saturations (la diffusion numérique est moins importante dans le cas 10 x 20
que dans le cas 10 x 10).
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Raffinement en temps

Dans un deuxiéme temps, on a repris cette simulation, mais en raffinant en temps (en
fixant la valeur maximale du pas de temps & 2 10~*Ma). Les résultats sont présentés sur
les figures 7.7 et 7.8. Les pressions, les porosités et les saturations de gaz sont identiques,
seules les valeurs de saturation de la phase huile different. En effet, en comparant les
graphiques 7.8(c) et 7.6(c), on observe que la poche d’huile n’apparait plus entre 250m et
1000m (7.6(c)). Les saturations sont plus homogenes. Ce phénomeéne est lié aux effets de
maillage de la discrétisation en espace. En effet, on prévilégie, dans notre discrétisation,
deux directions, 'une verticale, I’autre horizontale (schéma VF5). Le raffinement opéré
demande une plus grande précision et donc une condition C.F.L plus restrictive. Le
raffinement en temps respecte mieux cette condition de C.F.L. que le pas adaptatif, d’ou
cet aspect plus homogéne des saturations dans le drain.

Dans le paragraphe suivant, on va observer le comportement du schéma, avec un raffinement
encore plus fin mais seulement dans la direction verticale.
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7.2.4 Raffinement en temps sur un maillage 10x40

Dans ce paragraphe, on se propose de raffiner le maillage afin d’analyser 'effet de maillage
constaté dans le paragraphe précédent.

Résultats, commentaires et conclusions
Raffinement en espace

Dans ce paragraphe, le raffinement est uniquement vertical avec un maillage 10 x 40. Les
résultats de cette simulation sont présentés aux figures 7.9 et 7.10.

Le pas de temps de cette simulation reste dans la méme plage de valeurs que celui de
la simulation en 10 x 20 (7.5(g)), mais légérement plus petit. Ceci est logique puisque
le pas de temps est basé sur les flux et les volumes des mailles. Comme ces derniéres
diminuent, cela implique une diminution du pas de temps. Ce pas de temps est également
plus oscillant puisque 7324 annulations de pas de temps ont été comptabilisées au cours
de la simulation contre 3641 pour la simulation en 10 x 20. Cette différence provient du
critere retenu pour les variations des masses qui semble moins adapté a ce raffinement que
précédemment. On est donc éloigné du pas de temps optimal du critére résultant de la
condition C.F.L. généré par les termes explicites du schéma numérique.

Le comportement des pressions (7.9(a)(b)(c)) reste similaire aux comportements observés
lors des simulations précédentes avec des variations inférieures & 2% par rapport a la
simulation avec un maillage 10 x 10 (7.1(a)(b)(c)). Par contre, le comportement de la
porosité est sensiblement différent par rapport & celui observé lors de la simulation de
référence. En effet, sur les figures 7.9(d)(e)(f), on observe une diminution de la porosité
dans l'argile au dessus du drain plus importante que dans les simulations précédentes
( 7.5(d)(e)(f)et 7.1(d)(e)(f)). Ce tassement est lié & la meilleure prise en compte de la
compaction qui dépend du nombre de mailles du domaine. Le méme phénoméne apparait
sur le bord latéral droit du domaine pour le gonflement de la porosité.

Enfin, le comportement des saturations, compte tenu de la remarque faite pour le raf-
finement en 10 x 20, est celui attendu puisque le raffinement en espace permet d’éviter
Pétalement du front de saturation, comme on peut I’observer sur les figures 7.10(g) (h)(i).
De plus, la diminution du volume des mailles augmente les valeurs des saturations. Par
conséquent, le front de saturation sera plus avancé lors de raffinement en espace (cf.
7.10,7.6 et 7.2 pour comparaison).

Raffinement en temps

On a repris cette simulation en fixant la valeur maximale du pas de temps & 5 1075 Ma.
Les résultats sont présentés aux figures 7.11 et 7.12. On ne constate quasiment aucune
différence tant pour les pressions que pour les porosités ou les saturations de ’huile et du
gaz. La réduction de la valeur de la saturation de I’huile lors du raffinement en temps sur
le maillage 10 x 20 ne s’observe plus: le volume des mailles est réduit et ’on a toujours la
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méme masse d’hydrocarbure. En conséquence, le remplissage des mailles est plus rapide
avec ces petites mailles et ’effet d’accumulation lié aux effets de maillage disparait.

Ayant raffiné verticalement, on va maintenant raffiner uniquement horizontalement et voir
les conséquences sur le schéma.
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7.2.5 Raffinement en temps sur un maillage 20x 10

Dans ce paragraphe, on s’intéresse & I'influence du raffinement horizontal sur les écoulements
et notamment sur ’étalement du front de saturation. On peut s’attendre toutefois a
des résultats beaucoup moins marqués puisque la migration latérale est plus faible (&
Iexception des écoulements dans le drain. Cependant, du fait des vitesses de filtration
rapides dans ce milieu, la diffusion latérale est peu importante).

Résultats, commentaires et conclusions
Raffinement en espace

Un maillage 20 x 10 est utilisé pour le raffinement. Les résultats sont présentés aux figures
7.13 et 7.14.

On remarque que 'allure de la courbe de pas de temps n’est pas tres différente de celle
obtenue lors de la simulation sur un maillage 10 x 10. Ce pas de temps est légérement
plus oscillant que celui de la simulation de référence puisque 831 annulations de pas de
temps ont été comptabilisées contre 570. On en déduit donc que le raffinement selon
I’axe des abscisses est moins influent sur le pas de temps que le raffinement selon 'axe
des ordonnées. Ceci paralt logique puisque les hydrocarbures migrent principalement
verticalement avec une légere migration horizontale (ceci est di & une plus forte variation
des pressions verticalement malgré une sédimentation affine au toit). La comparaison des
pressions et des porosités entre les deux simulations (figures 7.13 et 7.1) montre que les
valeurs sont semblables. En revanche, comme on I’a observé avec le raffinement 10 x 20, le
front de saturation des hydrocarbures est moins étalé horizontalement dans la simulation
avec un maillage 20 x 10 que dans celle avec un maillage 10 x 10 (figures 7.14 et 7.2).
L’étalement du front persiste verticalement puisque ’on n’a pas raffiné dans cette direction.
En conséquence, la valeur de saturation varie légerement, mais ces variations sont moins
marquées qu’avec le raffinement vertical.

Raffinement en temps

On s’est intéressé, comme dans les simulations précédentes, au raffinement en temps en
fixant la valeur maximale & 2 10~*Ma. Les résultats sont donnés aux graphiques 7.15 et
7.16. On peut constater que le raffinement en temps n’a pas modifié le comportement du
front de saturation, ni les valeurs des saturation, pression et porosité. Ceci provient du
fait que le mouvement général des hydrocarbures, pour notre exemple, est surtout vertical
plutot qu’horizontal.

Le paragraphe suivant présente les résultats avec un maillage 40 x 10.
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7.2.6 Raffinement en temps sur un maillage 40x 10

On raffine encore par rapport au paragraphe précédent. Le but est d’observer si, lorsque
l'on raffine uniquement horizontalement, on influence la migration verticale (les mailles
étant plus petites, elles se remplissent plus rapidement)

Résultats et commentaires
Raffinement en espace

On a pris un maillage 40 x 10. Les résultats sont présentés aux graphiques 7.17 et 7.18.
Ce raffinement de maillage ne modifie quasiment pas les valeurs des pression, porosité et
saturation comme on peut le remarquer en comparant les graphiques 7.1, 7.2, 7.13, 7.14,
7.17 et 7.18. Le front de saturation est mieux pris en compte que précédemment. On ne
constate pas de migration plus importante verticalement malgré le raffinement horizontal.
Le comportement du pas de temps de cette simulation peut paraitre surprenant. En effet,
il oscille moins que dans le cas du maillage 20 x 10 puisque 674 annulations de pas de temps
ont été comptabilisées contre 831 (figures 7.13(g) et 7.17(g)). Cette différence provient de
la fagon dont est calculé le pas de temps. Le pas de temps dépend du flux des hydrocarbures
au travers d’une maille, du volume de la maille et du critere sur les variations des masses
que l'on se fixe a priori. On montre que ce critére influence le nombre d’annulations du
pas de temps et le temps de calcul. Plus ce critére est petit, moins on a d’annulations de
pas de temps. Or, avec un tel critére, le pas de temps évolue moins vite, ce qui pénalise
le temps calcul qui croit. La difficulté est de trouver un "bon” compromis entre ces deux
facteurs qui varient selon le type de simulation. La valeur du critére retenue est 0.4 pour
I’ensemble des simulations. Cette valeur semble mieux adaptée pour la simulation avec un
maillage 40 x 10 que pour la simulation avec un maillage 20 x 10. De plus, on remarque
que le pas de temps de la simulation sur un maillage 40 x 10 est plus petit au début de la
simulation que dans le cas du maillage 20 x 10. Tout ceci explique la différence du nombre
d’annulations de pas de temps entre les deux simulations.

Raffinement en temps

Les graphiques 7.19 et 7.20 montrent les résultats numériques de la simulation avec un
maillage 40 x 10 obtenus avec une valeur de pas de temps maximale de 0.001. Le com-
portement et les valeurs sont semblables & ceux obtenus aux graphiques 7.17 et 7.18.

Ayant raffiné horizontalement et verticalement séparément, on présente dans les deux
derniers paragraphes les simulations avec le méme raffinement selon les deux axes.



172 CHAPITRE 7. GESTION DU PAS DE TEMPS

7.2.7 Raffinement en temps sur un maillage 20 x 20

Dans les paragraphes précédents, on a raffiné tout d’abord selon la direction privilégié
de migration des hydrocarbures, I’axe vertical, puis selon I’axe horizontal. On se propose
d’observer maintenant le comportement du schéma lorsque l'on raffine simultanément
horizontalement et verticalement et d’apprécier le cumul, I’amélioration ou la dégradation
des phénomeénes observés séparément.

Résultats, commentaires et conclusions
Raffinement en espace

Dans ce paragraphe, on a simulé les écoulements des hydrocarbures de notre bassin sur
un maillage 20 x 20. Les résultats sont présentés aux figures 7.21 et 7.22.

On observe que le pas de temps (figure 7.21(g)) est semblable & celui issu de la simulation
sur le maillage 10 x 20 (figure 7.5(g)). Ceci confirme que les phénomeénes les plus délicats
a prendre en compte se produisent lors de la migration verticale. La différence au niveau
des annulations de pas de temps vient du fait que I'on a raffiné dans les deux sens (on
cumule les problémes rencontrés lors des raffinements séparés).

En comparant les graphiques 7.21 et 7.22 avec ceux issus de la simulation avec le maillage
10 x 20 (figure 7.5 et 7.6), on constate qu’il n’y a que trés peu de différence entre les
résultats des deux simulations. Cette petite différence provient de la meilleure prise en
compte du déplacement latéral du front de saturation grice au raffinement sur 1’axe des
abscisses.

Raffinement en temps

On a également raffiné en temps en fixant la valeur maximale du pas de temps 8 5 10 °. Les
résultats sont donnés sur les figures 7.23 et 7.24. Les graphiques sont similaires: seule la
saturation de I’huile est plus homogene avec le raffinement en temps (figure 7.24(a)(b)(c))
qu’elle ne Vest avec le pas adaptatif (figure 7.22(a)(b)(c)). Ce phénomeéne avait été observé
avec le raffinement de maillage uniquement vertical.

Le dernier paragraphe est consacré a la simulation avec un maillage 40 x 40.
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7.2.8 Raffinement en temps sur un maillage 40x40

Pour terminer ce chapitre, on raffine le domaine avec un maillage 40 x 40 et ’on présente
les résultats aux figures 7.25 et 7.26.

Comme on I’a remarqué précédemment, le pas de temps de cette simulation est semblable
a celui de la simulation avec un maillage 10 x 40, seul le nombre d’annulations de pas de
temps differe. On constate que l'influence du critére de seuil sur les variations de masses
est important pour cette simulation comparée 4 celle exposée dans le paragraphe précédent
puisque 'on a presque le double d’annulations de pas de temps: 13216 pour la simulation
avec un maillage 40 x 40 contre 7324 pour la simulation avec le maillage 10 x 40.

On observe aussi que les valeurs de porosité, de pression et de saturation de I'huile et
du gaz sont sensiblement égales pour les simulations avec un maillage 40 x 40 et avec un
maillage 10 x 40 (graphiques 7.9, 7.10, 7.25 et 7.26 pour les comparaisons).

7.2.9 Conclusion

Dans ce paragraphe, on a montré les résultats obtenus pour différents types de raffinement
de maillage et de temps. On a montré 'intérét & raffiner verticalement sans nécessairement
raffiner horizontalement pour 1’exemple traité. Enfin, ces simulations ont montré que la
stratégie de pas de temps développée était stable pour le schéma numérique, et respectait
les différentes conditions de C.F.L. apparues au cours des exemples développés.
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Figure 7.1: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma et évolution du pas de
temps pour un domaine a trois couches dans un cas diphasique compressible sur un mail-
lage 10 x 10.
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Figure 7.2: Saturations de ’huile et du gaz aux temps 4 Ma, 12Ma, 20Ma pour un domaine
a trois couches dans un cas diphasique compressible sur un maillage 10 x 10.



176 CHAPITRE 7. GESTION DU PAS DE TEMPS
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Figure 7.3: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas d’un maillage
10 x 10 et d’un raffinement en temps.
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Figure 7.4: Saturations de I'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Maq dans le cas d’un
maillage 10 x 10 et d’un raffinement en temps.
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Figure 7.5: Pressions et porosités aux temps 4 Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas d’un maillage
10 x 20 sans raffinement en temps.
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Figure 7.6: Saturations de I'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Maq dans le cas d’un
maillage 10 x 20 sans raffinement en temps.
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Figure 7.7: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma et évolution du pas de
temps dans le cas d’un maillage 10 x 20 et raffinement en temps
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Figure 7.8: Saturations de I'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20 Maq dans le cas d’un
maillage 10 x 20 et raffinement en temps.
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Figure 7.9: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma et évolution du pas de
temps dans le cas d’un maillage 10 x 40 sans raffinement en temps.
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Figure 7.10: Saturations de I'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas
d’un maillage 10 x 40 sans raffinement en temps.
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Figure 7.11: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas d’un maillage
10 x 40 et raffinement en temps.
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Figure 7.12: Saturations de l'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas
d’un maillage 10 x 40 et raffinement en temps.
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Figure 7.13: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas d’un maillage
20 x 10 sans raffinement en temps.
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Figure 7.14: Saturations de l'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas
d’un maillage 20 x 10 sans raffinement en temps.
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Figure 7.15: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma et évolution du pas de
temps dans le cas d’un maillage 20 x 10 et raffinement en temps.
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Figure 7.16: Saturations de l'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas
d’un maillage 20 x 10 et raffinement en temps.
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Figure 7.17: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma et évolution du pas de
temps dans le cas d’un maillage 40 x 10 sans raffinement en temps.
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Figure 7.18: Saturations de l’huile et du gaz aux temps 4Ma,
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Figure 7.19: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma et évolution du pas de
temps dans le cas d’un maillage 40 x 10 et raffinement en temps.
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Figure 7.20: Saturations de 1'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas
d’un maillage 40 x 10 et raffinement en temps.
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Figure 7.21: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas d’un maillage
20 x 20 sans raffinement en temps.
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Figure 7.22: Saturations de I'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas

d’un maillage 20 x 20 sans

raffinement en temps.
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Figure 7.23: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma et évolution du pas de
temps dans le cas d’un maillage 20 x 20 et raffinement en temps.
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Figure 7.24: Saturations de I'huile et du gaz aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans
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Figure 7.25: Pressions et porosités aux temps 4Ma, 12Ma, 20Ma dans le cas d'un maillage
40 x 40 sans raffinement en temps.
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Figure 7.26: Saturations de 1’huile et du gaz aux temps 4Ma,
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7.3 Motivation

Lorsque 'on effectue des simulations avec un pas de temps constant sur de longues périodes
de temps, il apparait plusieurs inconvénients. Afin de conduire la simulation & son terme,
on est obligé de choisir un pas de temps de fagon a ce que tous les criteres physiques soient
respectés au cours de la simulation. Or, ces critéres varient d’un pas de temps a 'autre
et d'un moment de la simulation & l'autre. On peut avoir pendant une longue période
des écoulements lents (cas des écoulements dans largile au fond du bassin) qui peuvent
se simuler avec de ”"grands” pas de temps, ou des écoulements trés rapides (comme dans
le drain) qui nécessitent de petits pas de temps. Or, comme on veut exécuter toute la
simulation, le pas de temps & imposer est celui lié aux écoulements dans le drain. De ce
fait, on génére des calculs superflus pour simuler les écoulements dans I'argile avant leur
arrivée dans le drain. De plus, cette situation est réalisable si I'on connait & l'avance le
pas de temps nécessaire pour les écoulements dans le drain. Au vu de la complexité de la
physique rencontrée, il est illusoire de trouver le bon pas de temps du premier coup! (si
on le pouvait, le pas adaptatif serait idéal puisque 'on connaitrait celui-ci & tout instant.
Comme on le verra plus loin, ce n’est pas tout a fait le cas...). Tous ces phénomeénes
imposent donc que le pas de temps s’adapte au cours du temps afin d’éviter au maximum
les calculs superflus. On présente donc, dans ce chapitre, différentes techniques pour
réduire ces calculs.
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7.4 Mise en ceuvre d’un pas adaptatif

7.4.1 Une adaptation empirique

Dans ce paragraphe, on présente la méthode de pas de temps adaptatif utilisée dans le
simulateur TEMISCOMP, qui s’inspire de celle présentée dans la these d’Isabelle Faille
[31]. Cette stratégie de pas de temps est dite "empirique” au sens ou elle utilise des
criteres donnés et adaptés par 'utilisateur en fonction de la physique rencontrée. On
décrit ci-dessous l'algorithme mis en ceuvre pour le pas adaptatif.

Si la résolution de I’équation en pression par la méthode de Newton n’a pas convergé, on
annule 'itération en temps et on la recommence en divisant le pas de temps par deux. Dans
le cas de convergence de celui-ci, on calcule les nouvelles masses. Si celles-ci deviennent
négatives (en dessous d’'un seuil laissé & la discrétion de l'utilisateur) on divise le pas de
temps par deux et on recommence l'itération. Dans 'autre cas, on calcule les saturations
de chaque phase en vérifiant qu’elles sont bien comprises entre zéro et un, a epsilon prés
(sinon, on divise le pas de temps par deux et on recommence l'itéré en temps). Une
fois tous ces criteres vérifiés, on cherche & prédire le pas de temps suivant. Pour cela,
on regarde la valeur maximale des variations des saturations. Si celle-ci est plus grande
que la valeur seuil fixée par l'utilisateur, on estime que le flux au pas de temps suivant
sera, rapide, on divise le pas de temps par deux, sans recommencer celui-ci. Dans le cas
contraire, on multiplie le pas de temps par 1.2 afin de 'augmenter. Cette prédiction de
pas de temps se fait par phase. Le pas de temps que l'on retient est le plus petit de tous
ces pas de temps. Enfin, on contréle que le nouveau pas de temps prédit n’est ni trop
grand, ni trop petit en le comparant avec les pas de temps maximal et minimal fixés par
I'utilisateur. On schématise cette description ci-dessous.

Le calcul du nouveau pas de temps s’effectue de la maniére suivante:

At
Aty == 7 si ASy > ASseuil

Aty :=1.2% At sinon

puis At = min {At,}

a=1,...,nq
Cette prédiction de pas de temps s’inteégre au schéma global suivant:
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Figure 7.27: Algorithme du pas adaptatif
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7.4.2 Limites et inconvénients de ce pas de temps

La mise en ceuvre d’un tel pas de temps a permis un gain important en temps de calcul
par rapport a un pas de temps constant: il permet de diviser le temps d’attente par trois
environ. Ceci confirme 'intéret de ’étude d’une gestion du pas de temps. Cependant, des
remarques et inconvénients sont apparus avec ce type de pas de temps.

e Le critére de prédiction du pas de temps est basé sur les saturations alors que les
inconnues du modéle sont les masses (4 ’exception des perméabilités relatives qui
font intervenir les saturations).

e La deuxiéme remarque se rapporte a la piétre prise en compte du front de saturation
au niveau du drain: lors du passage de la zone argileuse & la zone sableuse et lors
de la migration verticale des hydrocarbures dans ce dernier. Ceci se visualise sur les
graphiques 7.28 par des chutes de pas de temps.

e La derniere remarque porte sur le choix des criteres de variation du pas de temps.
En effet, on divise par deux le pas de temps si les critéres physiques ne sont pas
respectés, on multiplie par un ceefficient ”qui marche” pour augmenter le pas de
temps ou on divise par deux (sans annulation du pas de temps) si on "estime” que
les vitesses de phase seront grandes au prochain pas de temps.

Ces trois points ont motivé la proposition d’une nouvelle stratégie de pas de temps qui est
présentée au paragraphe suivant.
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Figure 7.28: Représentation logarithmique du pas de temps (en noir) et de 1’évolution
de la saturation de I’huile dans la maille de roche mére (bleu), dans ’argile (bleu foncé),
dans le drain (orange et rose) sur 5Ma avec trois couches géologiques pour deux critéres
différents sur les variations de saturation dans la prédiction du pas de temps.
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7.5 Nouvelle stratégie de pas de temps

7.5.1 Origine

Le critere de pas adaptatif est basé sur les constatations théoriques des équations hyper-
boliques. Prenons par exemple 1’équation scalaire hyperbolique linéaire en dimension un
suivante:

ou ou
— —a—=0. (a>0 7.1
primre (a>0) (7.1)
On sait que la condition C.F.L. est At < aAzx, ce qui signifie que le pas de temps ne
peut pas étre plus grand que le pas d’espace multiplié par la vitesse de déplacement. Le
principe est le méme pour les dimensions supérieures puisque les critéres théoriques de
C.F.L. sont basés sur les fonctions de flux. Ces criteres sont difficiles & mettre en exergue

(cf.[38])-

7.5.2 Présentation de la stratégie

Comme dans le cas empirique, si la résolution de ’équation en pression par la méthode
?

de Newton ne converge pas ou que des masses négatives apparaissent, on divise le pas

de temps en deux et on recommence l'itération en temps. La différence vient dans la

prédiction du pas de temps pour l'itération suivante. On va définir un critére sur les

masses. On part de ’équation de conservation de la masse suivante:

om;
ot
On va chercher & imposer un critére sur les variations de masses, ce qui revient & imposer

le critére sur les flux. La variation de masses d’un pas de temps & un autre s’écrivant

|m§-”r1 — m?|, on obtient le critére suivant:

= div Fluz;.

At
max | */ Fluzy.ii| <,
vex mesV  Jay

- X représente le nombre total des mailles du bassin,
- € parameétre laissé & la discrétion de 1'utilisateur.

11 devient alors facile d’évaluer le nouveau pas de temps, il suffit de prendre comme valeur:

€ *x mesV . .
At; = max ————— puis At = min_At; par exemple.
Ve [o Fluz}.ii j=1,..N

On va maintenant détailler le flux Fluz?. Deux possibilités sont envisageables.
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Une premiére possibilité pour les flux (technique I)

Cette premiére possibilité consiste a reprendre les flux que 1’on a calculés lors de I’évaluation
des masses. Ces flux s’écrivent comme suit:
n a\n rn nkrg = pn+1 n =
Fluz} = Y  (CH"K"pa—2 (VP! —plg).

J = Ia ' n
a=0,g9,w Fa

ol l'indice n indique les quantités calculées lors de l'itération précédente ou au début du
pas de temps.

I’ avantage d’utiliser ce flux est qu’aucun calcul supplémentaire n’est nécessaire.

On présente maintenant la deuxieme méthode de calcul des flux, mais qui est plus conséquente
a mettre en ceuvre.

Une deuxiéme possibilité pour les flux (technique II)

Au lieu de reprendre les flux calculés lors de I’évaluation des masses, comme on connait
la valeur des saturations & la fin du pas de temps, I'idée est d’utiliser ces saturations pour
calculer les flux et ainsi déterminer un nouveau pas de temps. Ces flux s’écrivent alors:

Fluz} = Y (C9)"K" nhrs
! ! P n

WP"“ — pﬁﬁ) :

= (e
a=0,g9,w

L’inconvénient majeur de cette technique est la mise  jour des flux (kr,) et du décentrage
amont des pétroliers en fonction des quantités nouvellement évaluées. Une mise & jour des
coefficients thermodynamiques est possible s’ils ne dépendent que de la pression. Dans le
cas contraire, il faudra aussi tenir compte des masses qui sont issues du craquage primaire
au pas de temps suivant.



7.5. NOUVELLE STRATEGIE DE PAS DE TEMPS 207

7.5.3 Simulation
Descriptif succinct de la simulation

Pour cette simulation, on se place dans un cas diphasique eau-huile incompressible, avec
un seul constituant présent dans la phase hydocarbure. Le bassin est constitué de deux
couches d’argile séparées par une couche sableuse qui représente le drain. Le but de cette
simulation est de présenter ’amélioration, dans un cas simple, de la nouvelle stratégie
de prédiction du pas de temps par rapport & la prédiction empirique. La simulation se
déroule sur 5Ma.

Résultats, commentaires et conclusions

La figure 7.29 présente les trois techniques de pas de temps sur la méme simulation. On
voit que le pas de temps empirique (figure 7.29(a)) présente une chute de pas de temps que
ne présente pas les deux nouvelles techniques de prédiction de pas de temps (figure 7.29(b)
et 7.29(c)). On remarque aussi que les oscillations sont plus régulieres sur les nouveaux
pas de temps adaptatifs . A la vue des graphiques, on pourrait penser que le pas de temps
empirique, paraissant moins oscillant que les deux autres techniques, permet de terminer
la simulation plus rapidement. En fait, le temps de simulation de ces 5Ma pour le pas
de temps empirique est de 195 secondes contre 177 secondes pour le pas de temps calculé
par la technique I et 231 secondes pour le pas de temps calculé par la technique II. La
différence de temps vient du nombre de pas de temps recommencés. Il est de 104 pour le
pas de temps empirique, de 12 pour celui de la technique I et unique pour la technique II.
On montre par cet exemple que la nouvelle approche de prédiction du pas de temps est
plus efficace que celle empirique. Toutefois, la deuxiéme technique est pénalisée puisque
la structure du programmme n’a pas été prévue ni optimisée pour ce cas la.
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Figure 7.29: Représentations logarithmiques du pas de temps sur 5Ma dans un bassin
avec trois couches géologiques pour les différentes stratégies mises en ceuvre.
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7.6 Critique sur la mise en ceuvre

La discrétisation en espace de ce schéma est un schéma Volumes-Finis différences finies 5
points (VF5).

Le pas de temps développé dans le programme est adapatif, i.e. que si les conditions
de convergence de Newton pour la résolution de I’équation en pression, du principe du
maximum pour les saturations ou de positivité des masses ne sont pas respectées, on
annule le pas de temps et on le recommence en divisant la longueur du pas de temps
par deux. A contrario, on augmente le pas de temps a l'aide de la prédiction de pas de
temps que l'on vient de proposer. Lorsque 'on annule un pas de temps, on recommence
la simulation pour tout le domaine alors que seule une zone du domaine est en situation
critique, et que la solution calculée dans le reste du domaine est acceptable. C’est le cas,
par exemple, lorsque le front de saturation arrive au niveau des mailles du drain juste
aprés la couche argileuse. La différence des milieux induit une augmentation de la vitesse
de filtration de chaque phase qui a pour conséquence de générer des masses négatives. Des
annulations successives de pas de temps apparaissent qui se manifestent par des pics sur
les graphiques, comme on 1’a constaté & la simulation 7.29. Ces annulations deviennent
tres cotliteuses en temps de calcul lorsque I'on augmente le nombre de mailles du domaine.
Une solution est de ne recommencer les calculs que dans la zone critique du domaine, en
considérant que la solution obtenue dans ’autre partie du domaine est acceptable. Un
deuxieéme inconvénient pour la méthode du pas de temps adaptatif est que 'on a une
gestion globale de celui-ci. Une gestion locale de ce pas de temps diminuerait le temps
calcul. On rejoint alors I'idée proposée précédemment. On présente au paragraphe suivant
la solution retenue et mise en ceuvre.



210 CHAPITRE 7. GESTION DU PAS DE TEMPS

7.7 Schéma du raffinement local en temps

On introduit tout d’abord, les notations suivantes:

O € représente le domaine global de discrétisation,
0O € représente le domaine de raffinement local qui évolue au cours du temps,

O At est le pas de temps de discrétisation du domaine global,

At
O Aty = T (k € N* indice de raffinement) est le pas de temps pour le raffinement

local.

Le principe de ce raffinement local en temps est le suivant:

on commence par calculer la solution sur le maillage de discrétisation, puis on repére les
mailles qui "posent des problémes” (on a retenu ici comme critére le fait que les masses
soient négatives dans la maille). On définit ainsi un domaine que ’on va raffiner que I'on
note €y (c¢f. paragraphe suivant pour la stratégie de choix du domaine de raffinement).
Afin que le schéma reste conservatif, on impose les flux de chaque constituant sur les bords
du domaine ;. En effet, I’hypothése retenue pour ce raffinement local du pas de temps
est que la solution calculée en dehors du domaine ; soit physiquement acceptable et donc
que les flux aux interfaces de ces volumes sont acceptables. Ceci montre I'importance de
la stratégie du choix du domaine que 'on doit retenir “suffisamment grand” afin que la
solution soit acceptable a ’extérieur de cette zone, mais cependant point trop vaste pour
assurer une certaine efficacité & la méthode. Les flux imposés sont donc ceux calculés
avant I’appel au module de raffinement local du pas de temps.
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La discrétisaton temporelle du systéme sur les deux domaines €2; et Q \ €; s’énonce:

)
1
m?+2_m +AtxOZa’l+2 n+2 +an+2 n+2 j:]_’...,Nc
=1
m™ ! = m® + At div (g(T;,”)”(ﬁP"+ t— pw)),
sur '\ 244 N,
1 - 1
m;z+1 _ m;L-I-z + Atd’i’l}(gn Z(Tja)n,n-l-%(VPn+1 _ pZ"‘zg»)) j=1,...,N,
a=1
N 1
mZ_H N p Ne (ﬂjo_z)n—l—z m?“ B (I)n—H
+1 a\n+1 o ’
. p% a=1 j=1 (pJ )n
(pour I =1,...,k
n+ 2t nt+izt L n+ n+1 n+ .
my % =miE 4+ Atyz Y ay; %@ 240t +Zb *m; ? j=1,...,Ne
=1
i -1 - -1, =1
mhTE = MR LAt div(£"+lTl(T$)"+lTl(VPn+% — P §)),
nal nt 2=l Ny 2.1, o L n421
m; * =m; " +At2dzv(K"+ F Z(qu)n’n+w(vpn+z —pa !7)) J=1...
a=1
sur ; < z
"+% ﬁa n—|— 2k mn+z
J _ nti
n_|_l ZZ n—|— =0 k’
Pw a=1j=1 k
l—1 N n—l—b
(2 oy 48 (@ P - ) =
a=1
il 1, = n+i
(£“Z(7;Q)"v"+5(vpn+1—pa 2g’)).ﬁ j=1,...,N, sur %,
a=1
- =1 -
(K”+ (T2 5 (VP — e F g’)).ﬁ - (g(:rgg)"(vpn+1 —pF)) .7 sur 99
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Remarque 19. Pour faciliter l’écriture du schéma numérigue de décomposition spatio-
temporelle, on a supposé que le pas de temps du raffinement Aty était un découpage fixe
du pas de temps principal. Dans un premier temps, cette stratégie a €té utilisée, mais elle
s’est avérée trop coiteuse en temps de calcul puisque le découpage nécessaire du pas de
temps était trop important ( Aty pouvait étre jusqu’a 10 000 fois plus petit que At). Pour
résoudre ce probléme, on a utilisé la méme stratégie de pas de temps adaptatif pour le
pas de temps de la zone de raffinement que pour le pas de temps global. Cette prédiction
de pas de temps n’est basée que sur les flur de la zone raffinée, le pas de temps mazimal

autorisé étant Aty = T k € N*, k fizé et petit ( compris entre 2 et 5 en général).

7.7.1 Critére de choix des zones a raffiner

Pour appliquer le schéma numérique présenté dans le paragraphe précédent, il faut déter-
miner le moment et les zones de raffinement local du pas de temps. Pour cela, on décide
que, lors de la résolution de I’équation en pression, si la méthode de Newton ne converge
pas, on annule le pas de temps, on divise la longueur du pas de temps par deux et on
recommence globalement l'itération de pas de temps. Lorsque la méthode de Newton
converge, on calcule les masses et les saturations en gardant en mémoire les mailles qui ne
respectent pas les critéres physiques (masses négatives, saturations négatives ou supérieure
a l'unité). Le probléme est de choisir la taille de la zone pour raffiner le pas de temps
localement. Pour cela, on a découpé le domaine en zones (le nombre de zones est laissé
a la discrétion de l'utilisateur). On commence par déterminer les zones dans lesquelles se
situent les mailles & reprendre et on annule toutes les quantités calculées de cette zone.
Du fait de 'utilisation du VF5 pour la discrétisation en espace, on a pris les quatre zones
avoisinantes de la zone a raffiner selon le méme principe de discrétisation de la méthode
VF5. On suppose le domaine ainsi construit assez “vaste” pour le raffinement local, et hors
de celui-ci la solution correctement calculée. Le schéma 7.30 présente une telle situation.
Dans le paragraphe suivant, on présente 1’algorithme de mise en ceuvre du modele (7.2).
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X Maille défectueuse

Zone de raffinement du pas de temps

Maillage en zone du domaine

Maillage de discrétisation

Figure 7.30: Représentation du découpage du domaine en zones avec une maille de-
fectueuse présente et la zone associée pour le raffinement local du pas de temps.
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7.7.2 Algorithme du schéma numérique

-
-

Y

Craquage
i Annulation At
A
Thermodynamique
> Annulation
quantités
Y zone
Pression (Newton) *
i - Craquage I~
Masses Thermodynamique
Annulation At

2
A *

Y Pression (Newton)
Saturations *
Masses
Y = *
Test : o
Raffinement local?— )
Saturations
non
v v
L—1  Nouveau At - Fin
g Pasconvergence ou non physique *
p= Convergence ou physique Nouveau At 2 —

Figure 7.31: Algorithme de résolution d’un pas de temps dans le cas de raffinement local
du pas de temps.

Remarque 20.

Pour faciliter la compréhension de l’algorithme, on ne présente que les tests et critéres
significatifs. La couleur rouge indique que le test sur le critére de convergence ou de validité
de la grandeur physique a échoué et qu’il est nécéssaire d’annuler le pas de temps. Dans
le cas de la couleur verte, le test est valide et l’on passe a l’étape suivante.
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7.8 Résultats numériques

7.8.1 Un cas incompressible
Présentation de la simulation

Le but de cette simulation est de montrer le comportement satisfaisant du nouveau schéma,
numérique avec raffinement local en temps. On a retenu un cas incompressible afin
d’apprécier simplement le comportement du schéma numérique.

Les conditions de simulation s’énoncent: un bassin carré constitué de deux couches d’argile
séparées par du sable constituant le drain. L’argile au dessus du drain est fortement
imperméable et sert de “bouchon” aux hydrocarbures. On simule un “Black-oil” i.e.
que le constituant léger, présent dans la phase gaz, se dissout dans la phase huile et le
constituant lourd est seulement présent dans la phase huile. La phase huile est donc
composée de deux constituants alors que la phase gaz ne contient que le constituant léger.

Résultats, observations, conclusions
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Figure 7.32: Pressions, porosités et évolution du pas de temps avec annulation globale
pour un domaine & trois couches et dans un cas diphasique incompressible, sur un maillage
20 x 20.
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Figure 7.33: Saturations de la phase huile et de la phase gaz pour un domaine & trois
couches, dans un cas diphasique incompressible avec annulation globale du pas de temps,
sur un maillage 20 x 20.
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Figure 7.34: Pressions, porosités et évolution du pas de temps avec raffinement local en
temps pour un domaine & trois couches et dans un cas diphasique incompressible, sur un
maillage 20 x 20.



7.8. RESULTATS NUMERIQUES

Saturation oil au temps 1 Ma

-125

-125

125 1000 2000

(a)

Saturation gaz au temps 1 Ma

3000 4000 125 1000

0.159
0149
0.139
0.129
0.119
0.109
0.0994
0.0895
00795
0.0696
0.0597
0.0497
0.0398
00298
0.0199
0.00994
-4875 4 0
3000 4000 4875

(d)

2000 1000

Saturation oil au temps 10 Ma

0.549
0.515
0.481
0.446
0.412
0.378
0.343

0.300
0.275
0.24
0.206
0.172
0.137
0.103
0.0687
0.0343
o
4875

2000

(b)

3000 4000

Saturation gaz au temps 10 Ma

2000

(e)

3000 4000 4875

219

Saturation oil au temps 20 Ma

0.275
0.245
0214
0.184
0.153
0.122
0.0918
0.0612
0.0306
0
4875

2000

(c)

Saturation gaz au temps 20 Ma

3000 4000

-125

-4000

4875

125 1000 2000

(f)

3000 4000

Figure 7.35: Saturations de la phase huile et de la phase gaz pour un domaine & trois
couches, dans un cas diphasique incompressible avec raffinement local du pas de temps,

sur un maillage 20 x 20.
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Les figures 7.32 et 7.33 présentent les résultats de la simulation dans le cas d’un pas
de temps adaptatif avec annulation globale du pas de temps. Les figures 7.34 et 7.35
présentent les résultats de la simulation mais avec un raffinement local du pas de temps.
Lorsque 'on compare les pressions et les porosités ( 7.32(a)a (f) 7.34 (a)a (f)) issues des
deux simulations, on n’observe quasiment aucune différence graphique. En revanche, le
comportement du pas de temps parait meilleur avec la gestion du pas de temps local en
comparaison avec la gestion du pas de temps globale. En effet, le pas de temps sur le
graphique 7.34(g) est moins oscillant ( puisque le fait de raffiner localement ne fait pas
apparaitre la division du pas de temps comme dans le cas de annulation globale) et est
plus grand. Ceci se retrouve dans le temps de simulation: il a fallu 2h30mn pour effectuer
la simulation dans le cas de raffinement gobal du pas de temps contre 1h30mn dans le cas
du raffinement local du pas de temps. On note aussi qu’il y a eu 3097 annulations de pas
de temps dans le cas de raffinement global du pas de temps contre 940 appels au module
de raffinement local du pas de temps. On a donc une meilleure prise en compte de la
C.F.L. induite par le schéma dans le cas du raffinement local du pas de temps que dans le
cas du raffinement global. Ces observations expliquent le gain de temps calcul constaté.
La comparaison des saturations de gaz résultantes des deux simulations ne montre pas
une grande différence (graphiques 7.33(d)(e)(f) et 7.35(d)(e)(f)). Par contre, la différence
est plus marquée pour les saturations de I'huile. En effet, les saturations sont moins
importantes dans le cas de la simulation avec un raffinement local (fig.7.35(a)(b)(c)), le
front de saturation est plus avancé que dans lautre simulation (fig.7.33(a)(b)(c)). Ce
méme constat est fait lorsque 'on raffine en temps le schéma, avec raffinement global du
pas de temps (cf. chapitre 7.2).

Les résultats obtenus ci-dessus étant encourageants, on s’est alors penché sur la difficulté
de définition des zones lorsque les parametres physiques n’étaient pas respectés dans une
ou plusieurs mailles. La question est de déterminer la taille “optimale” souhaitable pour
raffiner localement le pas de temps et obtenir un gain maximal du temps calcul. Lors de
la simulation précédente, le domaine avait été “découpé” en 25 zones (5 horizontales et 5
verticales). On a donc repris la méme simulation, mais en augmentant le nombre de zones
a hauteur d’une centaine de zones (10 horizontales et 10 verticales), tout en gardant le
maillage [20 x 20].

La simulation a échoué.On a repris la simulation en fixant “4 la main” les zones (dans
notre cas, on connait les mailles qui posent des difficultés) de raffinement local du pas
de temps. La simulation est arrivée a terme. On déduit que notre stratégie de choix des
zones & raffiner n’est pas optimale.

Enfin, on a présenté dans ce paragraphe les simulations avec un maillage [20 x 20]. Ces
simulations avaient été effectuées au préalable sur un maillage [10 x 10], mais le gain de
temps obtenu par le raffinement local était non significatif par rapport au raffinement
global du pas de temps. On en déduit logiquement que le raffinement local du pas de
temps permet de gagner d’autant plus de temps que le nombre de mailles est grand.
Dans le paragraphe suivant, on présente une simulation avec des densités de constituants
compressibles.
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7.8.2 Un cas compressible
7.8.3 Description de la simulation

La simulation considérée dans ce paragraphe a pour objet de montrer I'intérét d’utiliser
un schéma, avec raffinement local du pas de temps dans le cas de fluides compressibles.
La simulation s’effectue toujours dans un bassin carré avec deux couches d’argile séparées
par une couche de sable servant de drain et de roche magasin pour les hydrocarbures. Le
modele thermodynamique de simulation des échanges de constituants entre les phases est
un “Black-oil”.

7.8.4 Résultats et conclusions

Les résultats de la simulation avec raffinement global du pas de temps sont présentés aux
figures 7.36 et 7.37. Ceux de la simulation issus du raffinement local du pas de temps sont
montrés sur les graphiques 7.38 et 7.39.

Comme dans la simulation incompressible, les pressions et les porosités sont sensiblement
les mémes. Le pas de temps est, tout comme précédemment, moins oscillant dans le cas
du raffinement local du pas de temps que dans le cas du raffinement global du pas de
temps. Le gain de temps calcul est moins significatif: il a fallu 6mn 30sec pour effectuer la
simulation dans le cas du raffinement global du pas de temps contre 5mn 25sec dans le cas
du raffinement local du pas de temps. Dans le cas du raffinement global, on a comptabilisé
548 annulations d’itération de temps alors que dans le cas du raffinement local, on a appelé
288 fois le module de raffinement local. On peut supposer que ’écart entre les deux types
de raffinement devrait se creuser dans le cas de modules thermodynamiques complexes.
Enfin, des phénomeénes semblales & ceux de la simulation incompressible apparaissent sur
les saturations. Le front de saturation est mieux pris en compte dans le cas du raffinement
local du pas de temps que dans le cas de raffinement global de pas de temps.

7.9 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté la stabilité en temps et en espace du schéma numérique.
On s’est ensuite attaché & définir une stratégie de pas de temps adaptatif qui soit plus
proche de notre modeéle. Il est apparu que ce pas de temps était souvent annulé par
des phénomeénes locaux (quelques mailles) ce qui pénalisait la simulation et augmentait
inutilement le colt de calcul. On s’est donc orienté vers une stratégie de raffinement
local en temps qui a prouvé son efficacité en réduisant significativement le temps calcul.
Toutefois, il est apparu des difficultés dans la définition de la taille de la zone & raffiner.
Ces difficultés sont dues au choix des zones qui est effectué de maniére empirique. Pour
réduire cet aspect d’empirisme dans le choix de la taille des zones, on peut utiliser les
estimateurs a posteriori. C’est le but du dernier chapitre de cette thése.
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Figure 7.36: Pressions, porosités et évolution du pas de temps avec annulation globale

pour un domaine & trois couches, dans un cas diphasique compressible et sur un maillage
20 x 20.
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Figure 7.37: Saturations de la phase huile et de la phase gaz pour un domaine & trois
couches, dans un cas diphasique compressible avec annulation globale du pas de temps et

sur un maillage 20 x 20.
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Figure 7.38: Pressions, porosités et évolution du pas de temps raffiné localement pour un
domaine & trois couches, dans un cas diphasique compressible, sur un maillage 20 x 20 et
un découpage en zone 5 X 5.



7.9. CONCLUSION 225

Saturation oil au temps 2 Ma Saturation oil au temps 11 Ma Saturation oil au temps 20 Ma
-250

0.388 0.461
0.364 0.432

-1000 0.34 0.404
0.316 0.375
0.291 0.346
0.267 0.317

-2000 0243 " 0.288
0.218 0.259
0.194 0.231
0.17 0.202

-30004"
0.146 0173
0.121 0.144
0.0971 0.115

4000 0.0728 _ 0.0865
0.0485 0.0577
0.0243 0.0288

-4750 ° o

1000 2000 3000 4000 4750 1000 2000 3000 4000 4750 1000 2000 3000 4000 4750
(a) (b) (c)
Saturation gaz au temps 2 Ma Saturation gaz au temps 11 Ma Saturation gaz au temps 20 Ma

0.184
0.172
0.161
0.149
0.138
0.126
0.115
0.103
0.092
0.0805
0.069
0.0575
0.046
0.0345
0.023
0.0115

0.167
0.157

0.147

0136
0.126
0.115
0.105
0.0942
0.0837

00733
00628
00523
00419
4000} “ 00314
00209
00105

-4750
250 1000 2000 3000 4000 4750

(d)

o -4750 — o
250 1000 3000 4000 4750 250 1000 2000 3000 4000 4750

(f)

Figure 7.39: Saturations de la phase huile et de la phase gaz pour un domaine & trois
couches, dans un cas diphasique compressible avec raffinement local du pas de temps, sur
un maillage 20 x 20 et un découpage en zone 5 X 5.
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Chapitre 8

Estimateurs a posteriori pour une
méthode de volumes finis

8.1 Introduction

Lors de la gestion locale du pas de temps introduite au chapitre 7, des difficultés sont
apparues au moment de la prise en compte de la zone 4 raffiner. Dans certains cas, la zone
a raffiner s’avérait ”trop vaste”, ce qui augmentait le nombre de mailles et donc le cotit de
calcul, a contrario, dans d’autres cas, cette zone était mal définie et ne permettait donc
pas la convergence de la méthode sur ce sous domaine. Le but a donc été de définir un
critere moins empirique pour le choix et la délimitation de la ou des zones a raffiner. On
s’est donc naturellement orienté vers les estimateurs a posteriori, outils performants dans
les techniques de raffinement de maillage. En effet, le but des estimateurs a posteriori est
d’encadrer I’erreur commise lors de la discrétisation avec des quantités que I'on appelle
indicateurs locaur d’erreur. Grace a ces estimateurs, on détermine les zones d’erreur
importante que I’on raffine par la suite.

On distingue trois types d’estimation a posteriori:

1. Estimation par résidu. L’indicateur associé & cette estimation est le résidu local
de I’équation considérée ( ce résidu local de 1'équation est I’équation considérée en
remplagant I'inconnue par son approximation). Ce type d’estimateur a été introduit
par Babuska et Rheinboldt [4, 5], pour les problémes elliptiques linéaires résolus par
une méthode d’éléments finis. L’estimation par résidu a été également développée
dans le cadre de 'approximation par éléments finis mixtes des problémes de Stokes
et Navier-Stokes par Verfirth [57, 60], de 'approximation par éléments finis mixtes
pour des probléemes elliptiques linéaires (formulation mixte duale) par Wohlmuth et
Hoppe [65]. Pour les problémes non linéaires approchés par des méthodes éléments
finis, on cite les travaux de Baranger et El-Amri [10], Verfirth [59] et Medina et al.
[46]. Enfin, les cas linéaires et non linéaires approchés par une méthode de Volumes

227



228 CHAPITRE 8. ESTIMATEURS A POSTERIORI. ..

Finis Eléments Finis sont abordés dans Bergam [15], Bergam et Mghazli [13] et Afif
et al. [2].

2. Estimation par la résolution de problémes locaux. Cette estimation est obtenue en
résolvant localement des problémes plus simples que le probleme initial. Les seconds
membres de ces équations sont les résidus de 1’équation principale et les estimateurs
sont les normes appropriées de ces solutions. Ce type d’estimation a été introduit
par Babuska et Rheinboldt [4] et Bernardi et al [19], analysé et généralisé par divers
auteurs notamment Bank et Weiser [7], Bank et Welfert [8, 9], Verfiirth [60], Hoppe
et Wohlmuth [39, 65]. Enfin, Verfirth [58] a montré, pour une équation linéaire
elliptique, 1’équivalence entre un estimateur obtenu par la méthode d’estimation
du résidu et deux estimateurs obtenus par la méthode de résolution de problémes
locaux (I'un, avec ’équation de Poisson avec condition de Neumann sur le bord,
Iautre avec également ’équation de Poisson, mais avec des conditions de Neumann
et de Dirichlet).

3. Estimation hiérarchique. Cette estimation est obtenue en calculant le résidu de
I’équation & 'aide d’éléments finis d’ordre plus élevé ou en considérant un maillage
plus fin. Cette méthode a été introduite par Bank et Weiser [7] pour des équations
elliptiques linéaires , généralisée dans Bank et Smith [6] au cas d’équations elliptiques
non linéaires et étendue a la méthode des éléments finis mixtes par Achchab et al.
[1], Wohlmuth et Hoppe [65].

Dans la suite de notre travail, on étudiera seulement la classe d’estimateurs a posteriori de
type résiduel. On étudiera cette classe d’estimateurs pour une équation elliptique linéaire
pour une méthode Volumes Finis (schéma 5 points ou 9 points) centrés sur les mailles
basée sur une formulation mixte primale-duale.

8.2 Construction du maillage

On se donne un domaine Q C R? rectangulaire.

On a vu au paragraphe 4.2.1 la facon de construire les volumes de discrétisation qui se
composent de rectangles sur le domaine 2. Ces volumes constituent un maillage régulier
que I'on note P, (maillage associé & I'inconnue pp). En prenant les médianes de chaque
rectangle et en prenant le centre de chaque rectangle comme sommet du nouveau maillage,
on obtient le maillage "dual” que I'on note U}, (ce maillage sera associé & I'inconnue up).
Les nceuds du maillage U}, sont ainsi définis:

e loin du bord de Q: les centres des volumes de Py,

e sur les bords de Q: les centres des faces (ou arétes) des volumes de P}, avec en plus
les coins de 2.

On appellera V les mailles de Py, V* les mailles de U}, .
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== Maillage I?]

Maillage Uh

Figure 8.1: Maillage Volumes Finis centré sur les volumes

8.3 Estimateurs a posterior: pour une équation elliptique

Soit © C R? un domaine rectangulaire.
On se propose d’établir des estimateurs d’erreur a posteriori pour des schémas Volumes
Finis 5 points (VF5) et 9 points (VF9) dans le cadre d’un probléme simple:

Trouver u solution de :
—Au=f dans Q, (8.1)

u=0 surl.

8.3.1 Discrétisation du probleme

Pour résoudre le probléme (8.1), on introduit une nouvelle inconnue p = Vu. Le probléeme
(8.1) se réécrit alors de la fagon suivante:

Trouver (p,u) solution de :
p = Vu dans 2
divp = —f dans Q

u=0 surl.

(8.2)

Pour la discrétisation, on introduit les espaces de dimension finie suivants:
Wy = {ph S H(d’i’l),Q);VV € Ph,ph|v c Pl,()(V) X P0,1(V)}.

My, = {up, € Hy(Q);YV* € Up, up|v+ € Q1(V*)},
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Les méthodes Volumes finis 5 points et 9 points peuvent s’interpréter comme la recherche
de p, € W}, vérifiant:

1
YV Py, divp,=— /fd:c.
mesV Jy

Du fait que pp|y € Pio(V) x Py,1(V), pp est entierement déterminé par la seule connais-
sance des valeurs aux faces des flux (p,.v),, ©=1,2,3,4, ol v est la normale le long des
faces du maillage. En fonction du schéma utilisé pour le calcul des flux, on obtient des
schémas Volumes Finis différents.

Dans le cas d’un maillage structuré comme celui que I'on considére en prenant pour
I’évaluation du flux la quantité suivante

Uitl,j — Wi
PhV)p1 ;= — o
( )Z+2,] d.TZ ?

avec dz; la distance entre les deux mailles (¢f. la figure (8.2) pour les notations) et
¥ =1+ %, j Vinterface passant par le milieu du segment [u; j, uiy1,;], on obtient le schéma
Volumes Finis 5 points.

D’autre part, le schéma Volumes Finis 9 points s’obtient en prenant pour le calcul des flux
la quantité ci-dessous

1 /3 1 1 3 1 1
(ph-’/)i+%,j = dz 7 Wit + g Wit1i+1 + gUitlj—1 = (Zui,j + g Uit + gui,j—l) .

On obtient des relations similaires pour les trois autres faces.

Uj-1 j+1 Uj j+1 Uj+1,j+1

o o
Ui Ui j Uit1,j
o o o

Ui-1j-90 Uij-1 | Uj+1j-1
o o o

Figure 8.2: Numérotation des nceuds sur un maillage structuré

Pour I’étude théorique de cette approche Volumes Finis Eléments finis mixtes et sa gé-
néralisation a des maillages moins structurés ou a la méthode volumes finis centrés sur
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les nceuds, on renvoie & Thomas et Trujillo [53]. On passe, dans le paragraphe suivant, &
I’étude des estimateurs a posteriori pour la méthode par estimation du résidu.
8.3.2 Estimateurs a posteriori

Dans cette section, on va établir un estimateur global de ’erreur. Cet estimateur mesure
exactement 1’erreur commise dans le cas ou la fonction f est constante sur chaque volume
V de Pp. Avant d’énoncer le résultat, on rappelle les notations qui seront utilisées tout
au long de ce chapitre.

Notation

On note:
Voe H'®), oo = [ [VoPds,
Q

ol 0 = /Q lof? de,

1]} o = [l]l5.0 + o[ -

Ces rappels étant faits, on énonce le théoréme suivant:

Théoréme 8.1. Supposons que [ soit constante sur chaque volume V de Py. Soit (p,u)
la solution du probléme continu (8.2) et soit (pp,up) la solution du probléme discrétisé par
les schémas 5 points ou 9 points décrits ci-dessus. On a

llp _th%,Q +|u — Uhﬁ,n =|lp _th%I(div,Q) + |u — Uhﬁ,ﬂ = |lpn — VUhH%,Q'

Preuve.

On a
llpr — Vunllg o = llpn —p + Vu — Vup|[§ o

2 ot lu— wpf2g + 2 /Q (p— pn).(V(u — up)) da.

= ||p — pa

Une intégration par parties nous donne

llpn — Vun|l5.0 = |Ip — pall§a + lu — unli g — 2/QCMU(p —pp)-(u — up) dz.

De plus, par hypothése, comme la fonction f est supposée étre constante sur tout volume
V de Py, on a

fo=— /Vfdw=f-

mesV
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divp = —f = div py,.
|

On considére maintenant le cas plus général ou f est une fonction quelconque de L?(£2). On
note f, la projection L?(2) de f dans 'ensemble Vj, = {v), € LX(Q);VV € Py oply € Py(V)}.

OnadoncVV € P, frly =

fdz. On obtient le théoréme suivant:
mes

Théoréme 8.2. Soit (p,u) la solution du probléme (8.2) et soit (pp,up) la solution du
probléme discrétisé par un schéma 5 points ou 9 points. On obtient alors les majorations
sutvantes

o llpn = Vunl o < {llon = 213 + v —unlZa}-
* |lpn — Vuh||(2),9 < c{llpn — p||§,n + fu— Uhl%,ﬂ +h2||f - fh”%,ﬂ}-
o llpn = pllsa + v —unlig < ¢ {llpn = Vunllg o + K 1If = fallf o}
ot ¢ est une constante dépendant seulement du domaine €.
Preuve.
On a, comme pour la démonstration précédente

|lpn — VUh»||(2),n =|lp _thg,Q + |u — Uh@,n - 2/ div(p — pp)-(u — up) d.
Q

Comme f n’est plus constante par volume, la quantité div(p — pp) = (f — fn) # 0. On
obtient alors la majoration suivante, en utilisant Cauchy-Schwarz,
lon = Vunlg.o < llp —pull§ o + lu— sl g + 2||div(p — pa)llosllu — unlloo
<lp = Pullis(ding) + 1u = unlli o-

La démonstration de la deuxiéme majoration a une approche similaire a celle de la
premiere. On a également

nm—vWﬁﬁzW—m%@+W—wmraLﬁm¢mwm—WMa (8.3)

La différence vient du traitement de [, div(p — pp).(u — up) dz.
On a que divp = —f et divp, = —fp, avec f, la projection L%(Q) de f sur Vj,. Cette
projection s’écrit

Von € Vi /Q(f ~ fp)onds =0,
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On en déduit donc que
Voe B [ divlp—p)vdo= [ (fu= Do~ ) da.
Q Q

En prenant v = u — uy, et vy, la projection L?(£2) de v sur V},, puis en utilisant 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a

/ div(p — pr)(u — up) dz < ch||f — fullo [u — unlio:
Q

En reportant cette inégalité dans (8.3), on obtient la majoration annoncée.
Etablissons la troisiéme inégalité.
On commence par introduire la solution @ du probléme suivant

jAﬂ = f;, dans Q, (8.4)
=0 surl.

et on pose p = V.
On a de facon évidente que ||p — p||o,0 = |u — @|1,0. On va chercher & majorer |u — @ .
On a, pour tout v € H} (),

AV(u—a).vudx:A(f—fh)udx.

De plus, comme f, est la projection L2(Q) de f sur V}, on a

Vop € Vp /(f — fr)vndz =0,
Q
don,
/ V(u—a).Vvdr = / (f — fn)(v — vy) d.
Q 0

En prenant v = u—1i, en prenant pour vy, la projection L?(Q) de v sur V},, puis en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

lu—alf o < If — falloallv —vnlloq < ch|lf — fallog lu — dl1a,

ou c¢ est une constante indépendante de u, 4, f, fp.
En outre, en appliquant le théoréeme (8.1) au probléme annexe (8.4), on obtient

15— pallg.o + 1% — unli o = llpn — V unll§ o
On obtient alors, en utilisant I'inégalité triangulaire,
1o = pallgo +lu—unlfo < 2 (Ilp = 5ll50 + IF —palld.o + lu—ali g + @ —unli o)
< 2(llp = pll5.0 + lu—aft o + llpn — Vunll5 o)
< c(B*|If = fullo o+ llpn — Vunlls ) -

On obtient bien la troisiéme majoration. |
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Remarque 21. O La quantité ||py, — V up||o,0 joue icile réle du terme ||[vs5.Vup)s||o,6
qui mesure le saut auzx interfaces de chaque élément de la dérivée normale de I’ap-
prozimation dans la méthode Eléments Finis conforme classique (cf. Verfirth [60]

par exemple) avec ||<P||(2),1“ = / |‘P|2d0-
r

O L’extension des théorémes (8.1) et (8.2) au cas de —div(K Vu) = f avec K tenseur
symétrique défini positif et en posant p = K Vu, ne comporte aucune difficulté ma-
jeure. Il suffit simplement de considérer des normes pondérées définies comme suit:

On introduit la matrice K2 telle que K = K3 K>,
Lorsque f est constante pour chaque volume V € Py, le résultat est le suivant:

1

1K2 (pn — K Vun)|lg.o = [1K~
= [|K™

=

1
(p = Pl Fr(aime) + 1K 2V (u—un)l5 0
1
(p = pu)llg o + |1 K2V (w — un)|l5 0-

=

Dans le cas ot f est quelconque et appartient a L?(S2), le résultat est le suivant:

1

o K75 (on = K Vun)lR g < o) {lIp = pnl iy + 1u— unliEa}-

1

o ||[K™2(pn — K Vun)l[§ o < e(K) {llpn —pll5.0 + [u—unli o + B f = fullg o}

_1
o llon = pl3a +lu—unZg < () {IK5(on — K Vun)|Bo+ B (1 — ful 3o}

8.3.3 Tests numériques

Le domaine de simulation pour les tests numériques est le carré unité [0,1] x [0,1]. La
fonction servant de référence pour les simulations est la suivante:

u(z,y) = z(l —z) +y(1 —y).

Les résultats numériques confirment les résultats théoriques obtenus précédemment. L’er-
reur globale ||p; — p||§{(div’9) + |u — uh|%,Q est obtenue de fagon exacte par I'estimateur
llpn — V up||o,n dans le cas ou la fonction f est constante sur chaque volume de discrétisa-
tion V i.e. f = fi. Ce qu’il est intéressant de vérifier est que I'estimateur peut également
étre utilisé comme estimateur local et fournir ainsi un critére pour la mise en ceuvre d’une
méthode adaptative de raffinement de maillage. On présente sur les graphiques (8.3) les
cartes d’erreurs locales exactes et estimées. On peut constater qu’elles sont semblables.
L’estimateur donne, dans ce cas précis, une bonne répartition de ’erreur spatiale.

On s’est également intéressé au cas ou la fonction f n’est pas constante par volume. On
a pris comme solution de référence, la fonction ci-dessous

u(z,y) = sin(wx)sin(ry).
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On présente sur le tableau (8.1) les erreurs données par l'estimateur ||p, — Vuh,||(2),9 et la
norme de D’erreur exacte globale ||pp, — p||%{(div7m + |u — uhﬁ,ﬂ, pour différents maillages.
On constate que lorsqu’on divise le maillage par 4, 'erreur est divisée par 4. On constate
également qu'elles sont quasiment identiques, ce qui prouve que lerreur h?||f — ful|? ¢
est ici négligeable. On présente sur les graphiques (8.4) la répartition locale des erreurs.
Dans le cas étudié ici, on constate que les répartitions des erreurs exactes et estimées sont
identiques.

Dans les deux cas étudiés, on constate que Pestimateur ||pp, — V upllo,o approche cor-
rectement I’erreur globale et donne également une bonne répartition des cartes d’erreurs
locales.

Maillage erreur \ eereur exacte \
llpn — Vun|loo | |lPr = PllE(givng) + 1 —unlia
10 x 10 0.0783844 0.0816978
40 x 40 5,06232103 5,07547103
100 x 100 | 8,1145910~% 8,11796 10~

Table 8.1: tableau d’erreur pour différents maillages
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Erreur p_h-grad u_h Erreur exacte

6.57e-05 6.57e-05
6.42e-05 6.42e-05
6.27e-05 6.27e-05
6.12e-05 6.12e-05
5.97e-05 5.97e-05
5.82e-05 5.82e-05
5.67e-05 5.67e-05
5.52e-05 5.52e-05
5.37e-05 5.37e-05
5.22e-05 5.22e-05
5.07e-05 5.07e-05
4.92e-05 4.92e-05
4.77e-05 4.77e-05
4.62e-05 4.62e-05
4.47e-05 4.47e-05
4.32e-05 4.32e-05
4.17e-05 0 4.17e-05

(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10
Erreur p_h—grad u_h Erreur exacte
1 T 1 T
4.1e-06 4.1e-06
4.01e-06 4.01e-06
3.92e-06 3.92e-06
3.82e-06 3.82e-06
3.73e-06 3.73e-06
3.64e-06 3.64e-06
3.54e-06 3.54e-06
3.45e-06 3.45e-06
1 11 13.35e-06 ] 11 13.35e-06
3.26e-06 3.26e-06
3.17e-06 3.17e-06
3.07e-06 3.07e-06
2.98e-06 2.98e-06
2.89e-06 2.89e-06
2.79e-06 2.79e-06
2.7e-06 2.7e-06
’ 2.6e-06 0 . 2.6e-06
0 1 0 1
(c) maillage 20 x 20 (d) maillage 20 x 20
Erreur p_h-grad u_h Erreur exacte
1- 1
1.6e-08 1.6e-08
1.57e-08 1.57e-08
1.53e-08 1.53e-08
1.49e-08 1.49e-08
1.46e-08 1.46e-08
1.42e-08 1.42e-08
1.38e-08 1.38e-08
1.35e-08 1.35e-08
1 131e-08 | 1.31e-08
1.27e-08 1.27e-08
1.24e-08 1.24e-08
1.2e-08 1.2e-08
1.16e-08 1.16e-08
1.13e-08 1.13e-08
1.09e-08 1.09e-08
1.05e-08 1.05e-08
0 - 1.02e-08 0 : 1.02e-08
0 1 0 1
(e) maillage 80 x 80 (f) maillage 80 x 80

Figure 8.3: Répartition de I'erreur estimée et de I'erreur exacte pour 3 maillages différents
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Erreur p_h-grad u_h

Jiiiii
0 1

(a) maillage 10 x 10

Erreur p_h-grad u_h

(c) maillage 40 x 40

Erreur p_h—grad u_h

(e) maillage 100 x 100

Figure 8.4: Répartition de l'erreur estimée et de 1’erreur exacte pour 3 maillages différents

Erreur exacte

1
0.00141
0.00133
0.00125
0.00117
0.00109
0.00101
0.000924
0.000843
0.000761
0.00068
0.000598
0.000517
0.000435
0.000354
0.000272
0.000191
0.000109 0

0 1

(b) maillage 10 x 10

Erreur exacte

6.05e-06
5.67e-06

5.3e-06
4.92e-06
4.55e-06

4.17e-06
3.79e-06
3.42e-06
3.04e-06
2.66e-06
2.29e-06
1.91e-06
1.53e-06
1.16e-06
7.82e-07
4.05e-07
2.92e-08 0

(d) maillage 40 x 40
Erreur exacte

1.56e-07
1.46e-07
1.36e-07
1.27e-07
1.17e-07
1.07e-07
9.74e-08
8.76e-08
7.79e-08
6.82e-08
5.85e-08
4.87e-08
3.9e-08
2.93e-08
1.96e-08
9.84e-09
1.2e-10 0

(f) maillage 100 x 100

0.00147
0.00139
0.00131
0.00122
0.00114
0.00106
0.000973
0.000889
0.000805
0.000722
0.000638
0.000555
0.000471
0.000387
0.000304
0.00022
0.000137

6.07e-06
5.69e-06
5.31e-06
4.94e-06
4.56e-06
4.18e-06
3.8e-06

3.43e-06
3.05e-06
2.67e-06
2.3e-06

1.92e-06
1.54e-06
1.17e-06
7.9e-07

4.13e-07
3.58e-08

1.56e-07
1.46e-07
1.36e-07
1.27e-07
1.17e-07
1.07e-07
9.74e-08
8.77e-08
7.8e-08

6.82e-08
5.85e-08
4.88e-08
3.91e-08
2.93e-08
1.96e-08
9.87e-09
1.47e-10
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8.4 Estimateurs a posteriori pour une équation parabolique

Soit € R? un domaine rectangulaire. Soit T un réel strictement positif fixé. On consideére
I'intervalle de temps [0,7]. Le probléeme qu’on se propose d’étudier est I’équation de la
chaleur qui se formule par

Trouver u tel que :

(8.5)
u=0 sur]0,T[xT,

u(0,.) = ug(.) dans Q.

ot f € L?(0,T; L?(Q?)). Le probléme (8.5) admet une unique solution u telle que
u € C°(0,T; L?(2)) N L2(0,T; Hy () (cf. Lions et Magenes ([42], chapitre 3 §4)).

8.4.1 Discrétisation du probleme

On introduit tout d’abord une partition de l'intervalle de temps [0, 7] en sous-intervalles

I, = (tp—1,tp) pourl <n< Navec0=ty<t; <...<ty =T. On note 7, = t,, — tp_1
N

le pas de discrétisation en temps tel que Z T, = T'. On introduit le parameétre o, défini

n=1
par:
Tn
o, = max .
2<n<N Tp—1

Pour toute fonction en escalier v € L?(0,T; H}(£2)), constante en temps sur chaque inter-
valle I, 1 < n < N, on définit la fonction v, de C°([0,T], Hi(2)) linéaire en temps sur
chaque intervalle I;, 1 < n < N de la facon suivante:

t—1p— tn—1

vy (t) = —2=L 4 L
Tn Tn

ou v" est la restrictionde v a I, 1 <n < N.
On discrétise en temps le probléme (8.5) par une méthode d’Euler implicite, de maniére
classique, on obtient le probléme semi-discrétisé suivant:
pour 1 <n <N,

u® — un—l

—Au" = f" dans Q,
Tn
u" =0 surT, (8.6)
u = ug dans Q.

Pour ce qui concerne la discrétisation, on reprend le maillage et les notations du paragraphe
8.2. On va chercher deux fonctions en escalier par rapport au temps: uy, € L2(0,T; My) et
pn € L?(0,T; W},) telles que uj et p} représentent la restriction & I,, de uy, et pp. Comme
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dans le cas elliptique, pp, est ici une approximation de p = Vu. Une méthode de Volumes
Finis pour le probléme ci-dessus peut étre obtenue de la maniére suivante:
pour 1 <n < N,VV € Py,

mesV/ uh—uh dV—'rndwph—Tnfh,

u) =ug dans V.

1
avec fply = mesV/vfn dzx.

On rappelle que up € M), = {u} € H}(Q;VV* € Uy, ull|y+ € Q1(V*)}. On observe que
I’on obtient un schéma 9 points, et ceci indépendamment du schéma retenu pour discrétiser
le terme div p}} (5 ou 9 points en espace). Dans les cas non linéaires, ce schéma n’est pas
trés stable et il est usuel d’utiliser une technique de "mass lumping” (ou condensation de
la masse) que 1'on décrit ci-dessous et qui, du reste, facilite la mise en ceuvre.

On introduit I'opérateur d’interpolation Ilyj qui associe a une fonction uj € Co%Q) la
fonction Ilg 5 (u}) constante sur chaque élément V' du maillage P}, et égale a la valeur de
uy au centre de cette maille. Avec ce nouvel opérateur, le schéma 9 points induit par la
discrétisation temporelle disparait. Le probléme (8.7) se simplifie alors en

pour 1 <n < N,VV € P,,

(8.8)

-1 .
Hop(upy —up ™) — o div pyy, = 7, fr,
u) =ug dans V.

Cependant, dans la suite, on établira des estimateurs a posteriori pour les deux problémes

(8.7) et (8.8).

® @  J
Ui
® L 4  J
® L L]
= Maillage Ph . Noeuds de discrétisation

— Maillage U j,

Figure 8.5: Représentation et notations de VN V*
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8.4.2 Tours d’horizon et rappels

On trouve dans la littérature concernant les estimateurs a posteriori pour les problémes
paraboliques trois types de résultats: d’une part les estimateurs pour des équations semi-
discrétisées, d’autre part des estimateurs dans le cas de discrétisation totale mais & un
temps fixé, enfin les estimateurs prenant totalement en compte ’aspect temps et espace.

Dans Johnson et al. [40], les auteurs ont établi une estimation a posteriori en temps pour
un probléme parabolique linéaire semi-discrétisé pour une méthode d’Euler implicite.
Nochetto et al. [47] ont obtenu des estimations a posteriori en temps, mais dans le cas de
probléme parabolique non linéaire semi-discrétisé par une méthode d’Euler implicite.
Dans Bieterman et Babiiska [20, 21], les auteurs ont obtenu une classe d’estimateurs en
espace pour un temps t,, dans le cas d’une discrétisation éléments finis pour une équation
parabolique & une dimension. Bernardi et Métivet [18] obtiennent également une classe
d’estimateurs en espace pour une méthode éléments finis, en deux ou trois dimensions, pour
I’équation de la chaleur discrétisée par une méthode d’Euler implicite. Enfin, on signale
les travaux de Bergam et al. [11] qui présentent également des classes d’estimateurs en
espace pour un temps donné pour une méthode éléments finis avec joints.

Des estimateurs en temps et espace pour des équations paraboliques linéaires et non
linéaires sont donnés dans Eriksson et Johnson [26, 27], pour une méthode de Galerkin.
Verfiirth [61, 62, 63] étudie ces estimateurs pour une méthode éléments finis pour des
équations paraboliques non linéaires. Bergam et al. [12] présentent des estimateurs en
temps et en espace pour une méthode éléments finis sur des équations paraboliques linéaires
et non linéaires. Contrairement aux travaux cités précédemment, ces estimateurs ont été
obtenus en étudiant d’une par la partie temps (||u — u"||, pour une norme en adéquation
avec le probleme) d’autre part la partie espace (||u™ — u}||).

Enfin, Bergam et al. [13, 14, 15] établissent, sur la méme méthodologie que dans [12], des
estimateurs en espace et en temps pour une méthode volumes finis éléments finis centrés
sur les nceuds, pour des équations paraboliques linéaires et non linéaires.

Nous développons des estimateurs a posteriori en temps et en espace pour une méthode
volumes finis (5 points ou 9 points) basée sur une formulation mixte primale-duale. La
méthode utilisée s’inspire de celles développées dans les articles de Bergam et al. [12, 14,
15, 16] et dans un deuxiéme temps, sur les méthodes développées par Eriksson et Johnson
[26, 27].

Nous utilisons dans 1’établissement de nos majorations d’erreurs a posteriori des outils
comme l'opérateur de Clément et les fonctions bulles associées aux éléments du maillage.
11 n’est donc pas inutile de rappeler les principes et les résultats auxquels nous ferons appel
par la suite.
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Notations
On introduit les normes suivantes:

e Vv eC%0,T; H (Q)), Vp € C°0,T; (L*(R))?), VYt € [0,T],
t
1w, p)DII* = [lv(®)][5 0 +/0 {lv(s) 0+ Ilp(s)[6.0} ds

e Vv e L*0,T; H}(Q)), Vp € L*(0,T, (L*(2))?) v,p fonctions étagées constantes en
temps sur tout intervalle (I,,)1<m<n, On note
m||2

o™ = ™[5, + Tmlv™ [} 0,

@™, 2™ = ™13 o + Tmlv™ [ 0 + Tl [P™ ][5 -

m m

ot v™ =v|r,,, P = pl1,,

n
ectVn=1....N, |lwpll="l5a+ D milv™Fa+Ip"50),

m=1

On note également h = sup hy, hy étant le diametre de V. En particulier, dans le cas
VePy,

d’un maillage uniforme (ce qui est notre cas dans nos exemples numériques) on a h = hy.

Propriétés et estimations

On définit 'interpolé de Clément Py, de H'(Q) & valeur dans M}, (cf. [29]).

Ce choix d’interpolé tient au fait qu’il s’applique & des fonctions non continues (dans
notre cas, la fonction est H'(Q)) contrairement aux opérateurs d’interpolation classiques
qui nécessitent des fonctions continues.

On a alors le résultat suivant:

Lemme 8.3. Pour v € HY(Q) il existe une constante c telle que:

[lv — Pyolfo,
|’U — Ph’U|1,Q

chlvliq,
C|U|1!Q.

IAINA

Pour pouvoir minorer ’erreur par ’estimateur, on utilise les techniques développées par
Verfiirth ( ¢f. [60] par exemple) basées sur l'utilisation de fonctions bulles. Pour cela,
on définit pour chaque volume de discrétisation V' (qui est, dans notre cas, un rectangle),
la fonction bulle, notée Wy,. Cette fonction est polynémiale et construite comme le pro-
duit des fonctions barycentriques de Q1(V) associées au volume V. Wy vérifie alors les
propriétés suivantes:

supp(¥y) C 'V,

\IleaV =0,

Uy € H(Q).
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VYV € Py, on considére Ey un ensemble quelconque de dimension finie tel que
Ey C L*°(V). En utilisant les techniques de passage a I’élément de référence, on obtient
alors le lemme suivant (cf. Verfurth [59]):

Lemme 8.4. Il existe deux constantes a1, a9 indépendantes de hy telles que, pour toute
fonction w € Ey, on a:

. ’LU\I/\/’Ud:L‘
1) ai|lwljo,y < sup Jywdyods

< [wllo,v,
very  |[vllov

1
i) |[¥rwllo,y <|lwllo,y < az [[Tgwllo,v-

On rappelle également la propriété de I'inégalité inverse démontrée dans Ciarlet [28].

Lemme 8.5. Soit T}, une famille de triangulation réguliére, il existe une constante c telle

que, pour toute fonction vy, polynémiale par morceauz, on ait:

C
VVET, |uiy < e [lvnllo,v-
v

On utilise également une estimation de la valeur moyenne d’une fonction. Pour toute
fonction wy, € My, on note wy, la fonction constante par volume V' définie par

_ 1 / d
Wy, = wp, de.
" mesV % h

Wy, est donc la projection L2(Q) de wy, sur V.
La valeur moyenne wy, vérifie le lemme suivant:

Lemme 8.6. Soit w, € My, et wy, sa valeur moyenne dans le volume V € Py, on a:

|lwn —Whlo,y < hy |wal,v-
Enfin, on présente une propriété d’équivalence entre les normes |||(-,-)||| et ||(:,")||n-

Lemme 8.7. Pour toutes fonctions v € L(0,T; H}(R?)), p € L%(0,T;(L?*(2))?) étagées,
constantes sur chagque intervalle (I,)1<m<n, on a

{@+onll@,p)l[7 + (0’0 +11p°lo0)} -

N =

i”(’U,p)”?L < |||(UT,p7)(tn)|||2 <

Preuve.

Par définition des normes ||(v,p)||n et |||(vr,pr)(tn)||], il suffit de comparer les quatre
quantités suivantes:

Aim = .[;::71 |’UT(t)|%,Q dt  Bim = Tm|vm|iﬂ’

tm
Agm = [,7 Ipr D50 dt Bom = ™15 0-
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On étudie séparément les quantités A1, et Aoy, puisqu’il suffit de les sommer pour obtenir
la norme.
Par définition de v, on écrit

bm 2 bm tm — 1 m—1 t—tm—1 m||2
A1 = - (t) |10 dt = |——Vu™ + ———Vv"|[§q dt,
t t

m—1 m—1 Tm Tm
= %’” (||vvm||3,Q +[Vo™ 5o +/ Vo™ - va_lda:> )
Q
(8.9)

2

En utilisant I'inégalité ab > —ia? — b2, on obtient

_| m—1

1
A2 22 (107 g + o = ™

1
%Q) = 4 Bim-
On obtient la minoration du terme cherché en sommant sur m.
En reprenant (8.9) et en utilisant 1'inégalité ab < 3(a® + b%), on a

T, _
A < 7m(|vm|%n ol G %Q)

En utilisant le fait que 7,,, < 0 Tjy—1, pour m > 1 on a

Tm—1 o |Um_1 iQ (8.10)

.
A < o™l +

Pour m =1, on a la majoration suivante:

.
Aim < Gl fa + Sor [ g (8.11)

En sommant sur m = 2,...,n 'inégalité (8.10) et en lui ajoutant I'inégalité (8.11), on
obtient le résultat suivant

ZAlm_ (1+07) Bim + 71 [°3 ) -

En reprenant la méme démarche pour la quantité As,,, on obtient les mémes encadrements
de Asy, par Boy, ce qui permet, en les ajoutant, de terminer la preuve. |

Les estimateurs obtenus sont décomposés en deux parties. En effet, en considérant la
solution u du probléme continu (8.5), up; ,ur, en posant p = Vu, p, = Vu,, en considérant
. . — b tm — 1 i
Py’ une approximation de Vuj® et en posant pp, = m_1 P+ = - ! on obtient,
Tm Tm

par inégalité triangulaire

(s p) () = (wnrs e ) )| < N1 ((w, ) = (ur, pr) (&)1 + 11 ((ur, pr) = (unr, Par)) (En)I]-
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On majore et minore alors chacune des erreurs |||((u,p) — (ur,pr))(E)||] et |||((wr,pr) —
(uhr,Dhr))(tn)]||- On obtient ainsi des estimateurs “optimaux” au sens de Bernardi et al.
[19].

On commence donc par estimation du terme |||((u,p) — (ur,p7))(tn)]||- Puisque ce terme
est indépendant de la méthode de discrétisation en espace utilisée, on se contente de donner
rapidement les étapes de cette étude. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer a
Bergam et al.[12, 15].
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8.4.3 Estimateur 7, pour le probleme semi-discrétisé
Borne supérieure

Pour chaque n, 1 <n < N, l'estimateur 7, est le suivant:

Tp\1 - -
= (52 (ui, —up " e + 1Pk =Py~ llog).
Soit 7, I'opérateur d’interpolation des fonctions de C°([0,T’]), dans I’espace des fonctions
L?([0,T]), constantes par morceaux. Plus précisemment on a:
pour toute fonction v € C°([0,T]), m,v est constante sur tout intervalle [t,_1,%,], 1 <n <
N et égale & v(t,). L'opérateur 7, vérifie le lemme suivant:

Lemme 8.8. Si la fonction v admet une dérivée continue dans [0, T, alors les estimations
suivantes sont satisfaites

!
|lv = 7ol 220, <c (églnaSXN Tm) ||| 22 0,17)
sup UV — T+U)S SC max T, sup 'UIS .
ossstnK 70)(s)] (1§m§N m)ossgtnl (s)]

L’estimation de [||((u,p) — (ur,pr))(tn)||| est donnée par la proposition suivante:

Proposition 8.9. Supposons que la donnée f soit dans C°(0,T; L*(Q)) et que la fonction
ug soit dans H&(Q) Alors, il existe une constante positive c, telle que

(e, p) = (ur, pr)) ()l <c ((1 1 02)1((ur,pr) — (e, i)t

- 1
SO SUALR TS ey
m=1
Preuve.

Soit v € H}(S2). En utilisant la définition de u., la formulation semi-discréte (8.6) s’écrit

ou,
q Ot

'ud:C—’,—/VumV'udx:/fmfuda:.
Q Q

En introduisant convenablement u., on obtient

ou,
q Ot

'de—i—/VuTVfudxz/fm'udx—i—/V(uT—um)Vvdx. (8.12)
Q Q Q

En soustrayant (8.12) au probléme continu (8.5), on obtient

/QWUCZQ:—I—/QVW—UT)VUCM:/Q(f—fm)vdm—F/QV(uT—um)Vvdm.
(8.13)
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Par définition de p et p,, on a

— 1
/Mvdm-l-l/V(u—uT)Vvdw-l-—
o Ot 2 /g

/ (b —pr).Vodo
2 /o

:/(f—fm)vd:v+/V(uT—um)Vvd:B.
Q Q

En prenant v = u — u;, en intégrant sur I,,, et en sommant sur m et en remarquant que
(u —up)(to) = 0, on aboutit & ’égalité,

: u,p) — (u 2 — M (u—wu;)dz
L) ~ ()t = (/ = deat

-|-/tmI/QV(UT—um)V(u—uT)d:z;dt).

On réécrit cette derniere égalité sous la forme:

1) = (urape) I = (/tml/f £ — ) do di

+ 3 /t / V(ur —u™)V(u — u;) drdt
+%/t / u—uT)d.Q:dt)

On étudie maintenant chacun des termes séparément.
On a par Cauchy-Schwarz, I'inégalité de Poincaré et la définition de =,

[ s ([ 0o ([ o)

Par sommation sur m, il vient

tm
Z/tm 1/ f=F")u—ur)dzdt < c||f — 7 fl[2(0,t0;020)) [ ) = (ur, pr) (En)]]]-
(8.14)

De méme,

1
tm 2 tm 2
/ / V(ur —u™)V(u—u;)dzdt < (/ lur — umﬁ’ﬂ dt) (/ lu — uT|iQ dt) .
tm—1 tm—1 tm—1

=
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t—tm— tm — 1
moLym g u™ 1, on obtient

Tm Tm

bm m|2 Tm\i m m—1
t lur —u™{qdt | = (?)ZW —u L0
m—1

Finalement, on a la majoration suivante

Puisque l'on a u, =

=

tm—l

n tm
T\ 1
< 3 — e (/ |u—uf|igdt)
m=1 tm—1

tm 9
1,0 / lu — “T|1,Q dt
tm—1

1
N Tl omel omed fm 2 ’
+ E (?)‘4“ — Uy 1,0 |U_UT|1,th .
m=1 tm—1

Zi:l/tm /QV(UT —u™)V(u —u;)dzdt

D=

N[=

n
T 1 _
+ () — !
m=1

tm

De méme on obtient pour / / (pr —Pp™)V(u — u;) dz dt la majoration suivante:
Q

tm—1

n tm
/ /(pT —p™)V(u —u,) drdt
tm—1J0Q

1
n tm 2
Tm 1
<> (5)21lP™ = Pi'llo0 (/ Iu—ufﬁ,ndt)

m=1

D=

n

tm
T 1 —
F 3 o ([ o)

m=1

n tm
T 1 _ _
+ 3 = o o (/t |u—uf|%,9dt)
m=1 m—1

1
2

En regroupant les deux derniéres majorations, on obtient:
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n tm
/ / V(ur —u™)V(u —u;) dz dt + / V(u—u;)dzdt
m=1 tm—1 J €2 tm—1
" T 1 tm %
< 3 (% (lu™ = oo+ 157~ o ( / u—urllg dt)
m=1 tm—1

n o 3
+ N (/ lu—url] g dt)
tm—1

m=1
1
Tm \ 1 1 —1 1 1 bm 2 ’
my = — m—
293l = a1 =5 o) [ =il de)
tm—l
En utilisant le fait que 7,,, < 0,7 —1, on trouve la majoration suivante

tm tm
Z/ /V —u"™)V(u —uy) d:vdt+/ / V(u—wu;)dzdt

< C{|||((u7,p,r) - (uhraphr))(tn”” + (Z 7772—,1) (8'15)
m=1
+ Voo [[[((ur, pr) — (uhraphr))(tn”H} [[[((w, p) = (ur,pr)) (En)]ll-

n

_l’_

m=1

En regroupant (8.14) et (8.15), on obtient la majoration voulue. [ |

Borne inférieure

On a la proposition suivante:

Proposition 8.10. Pour toutn, 1 <n < N, on a

1
i < e (115" = (uf, BRI+ 07 || ) = (L )|

IV (u —ur)ll L2ty tnsr2(2))
O(u —ur)
1= ezt s ms-1(02)

+1f - 7Trf||L2(tn,1,tn;L2(Q)))-

Preuve.
En introduisant convenablement 4™, u”~!, p™ et p"~! dans l'estimateur 7, et en utilisant



8.4. ESTIMATEURS A POSTERIORI POUR UNE EQUATION PARABOLIQUE 249

I'inégalité triangulaire, on a

Tn\l 1 _
< GO o (G s+ () e
Tn\1 _
+—”)2||P" P Moo + % ) 19" = Pillo + ) 12"~ = ph o
g — —
(\fn 1)~ ()l + 4 T ) — )
HEH — ).
3
I1 reste donc le terme (T") |u™ — u™" 11 o & évaluer. Pour cela, on prend v = u® — u"~!

dans (8.13) et on intégre entre t,_1 et .

tn
En remarquant que —/ / V(ur —u™)V(u" —u™ ) drdt = 5 | n gyl fQ, on ob-

tn 1
tient

T_"lun ™ I%Q_/tn / u_uT u™ ’U,n_l)d.’l,‘dt
2 tn 1
tn
+ / / V(u—u)V(u® —u™ ') dzdt
th—1 JQ
tn
-7 [ - dsar
th—1JQ

En utilisant Cauchy-Schwarz et Poincaré, on obtient la majoration suivante

Tn )

_ o(u
EW” — " 1|%,Q < C{HT

+ 11V (= )|zt >}m [ — "y 0.

L2t ,tus2@)) F 1 = Tr FllL2 (01 ta:22(0)

8.4.4 Estimateur 7,y pour le schéma sans concentration de masse

Considérons 'estimateur suivant:

n 1

Nn,v = hV||h77h + fi + divpyllo,v + |Iph — Vaupllo,v,

n

On va montrer que ’on peut obtenir un encadrement de l'erreur |||((ur, pr)—(unr, Prr) (tn)]]|
en fonction de 7, v .
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Borne supérieure

On a la proposition suivante:

Proposition 8.11. Si la fonction f est dans C°(0,T;L?(R)),si la fonction ug est dans
HY(Q) telle que ug = wug, alors, a chaque instant t,, 1 < n < N, on a Uestimation
suivante:

2

1((wr,pr) = (une, eVt < € | D0 7m D (WUIS™ = SPIIEy + 1)

m=1  VEP,

Preuve.
Soient m donné fixé et v € H}(Q2). En utilisant les formulations du probléme semi-
discrétisé (probléme (8.6)) et du probléme discrétisé (probléme (8.7)), on a

/(um—uhm)fudw—l—Tm/ V(u™ —up').Vodz =
Q Q
/(um—uhm)vda:—i—Tm/ V(W™ — ). Vo dz
Q Q
+Tm/divpmvda:+7m/fmvdw—/(um—uml)vd:v
Q Q Q

—Tm/ divphm'uhda:—Tm/ f,:”vhdx+/(u2"—uzn_1)vhdac,
Q Q Q

ol vy, est une fonction constante par volume V.
On obtient ensuite 1’égalité suivante:

/Q(um —up)vde + 7y /Q V(™ —up').Vvdz =
/(uml . u}rzn—l) vdr + Tm/ V(™ —up).Vodz
Q Q
tr [ dioto" — ) o+ [ (57 v s
Q Q

+/ (upt — u"™t — 1y div Pt — T f1) (vh — v) d.
Q
En intégrant par parties le terme 7, / div(p™ — p;') vdz, on obtient

Q

Tm/ div(p™ — p)vdr = —7p, / (p™ — pp').Vv dz puisque v € H&(Q)
Q Q

De plus, a I'aide de la relation p™ = Vu™, on a

Tm/ div(p™ —ppt)vdr = —1p, / (Vu™ — pi*).Vu dz.
Q Q
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En reportant cette derniére relation dans I’expression précédente, on obtient le résultat
final suivant:

/(um—uzn)vdx—kTm/ v(um—uh’”)-vvdwz/(um‘l —uy ) vds
Q Q “
+Tm/(P;zn—Vuhm).Vvdx+Tm/(fm—firzn)"’dx (8.16)
I Q

-I-/ (Tm div P + T fi* — (uf” — 1)) (v — vy) do.
Q

Comme cette relation est vraie pour tout v € H¢(£2), on prend en particulier v = u™ —up'.
De plus, on introduit @, 'interpolé de Clément de v sur le volume V et on choisit v, comme
étant la valeur moyenne de ¥}, sur le volume V. Avec tous ces choix, pour tout m, on
obtient la relation suivante:

[u™ — uf|[5.0 + Tmlu™ — up ] g = /Q(Um_1 —up ) (u" — uf) da
+ Tm / (pp' — Vup).V(@u™ —u}’) dx + 7 / (f™ = ") (v — op) dx
Q Q
+ Tm/(fm — fi") (o) dx +/ (Tm div pp' + T fr' — (U — uzn_l)) (v — op) dz.
Q Q

+ / (Tm div pp' + T 1" — (up — u;l”_l)) (Op, — vp) dz.
Q

De plus, comme f;" est la projection L?(Q2) de f™ sur I'espace V}, des fonctions constantes
par volume, on a

Ywy € Vi, /(fm—f;,,n)whdx:o.
Q
En particulier, en prenant dans cette relation wy, = vy, la relation précédente devient:
™ —u|* = /Q(um_1 —up ™) (W™ — uf) do+ T /Q(fm —fi) (v = on) da

+ T /Q(phm — Vui).V(u™ —ul')dz + 7 /Q(fm — fi") (Op, —vp) dx

um — L
-I-Tm/ divp + fit — 2—" | (v — ) da.
Q Tm
m—1

m_

+ Tm/ (di'upzn + fit - u) (Op, — vp) de.
(9] Tm

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, les propriétés de ’opérateur de Clément, celles
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pour la valeur moyenne et 1'inégalité de Poincaré, on aboutit a:

™ = up]|? < |Ju™ " = upt Mo l[u™ = uflog + ¢ [u™ = uf10 <||phm — Vui'llo,0
-1
B2 m_ rmi2 i B2 |l divp™ m_uzn_u;zn 2 1
+(Z vILE™ = falo,) +(Z v ||divpy" + f - 16,v)
VEP, VEP, m

En utilisant de nouveau Cauchy-Schwarz on obtient alors,

_ _ 1
= P < (I = 21+ e (1672~ Vuflln + (5 2 1™ = f10):
VePy,
1
. um_umil 1 2\ 2
O 0 aiopf? + 7 = I )2))
VePy, m

La relation finale s’écrit alors, pour tout m,

o 2 < p = B + e (17— Vo + 3 B 5™~ By
VePy,
m m—1

. upyt—u
+ > B |ldivpy? + fir — B[} ).
VeP, m

Comme cette relation est vraie pour tout m, il suffit de sommer sur m de 1 4 n, en
supposant que ug = ug, pour obtenir

n n
" —uplB o+ Y mmlu™ —ulBo < ¢ Y 1 > (BEI™ = B + nky)-
m=1 m=1 VEPh

n
11 reste & étudier le terme Z Tm|[P™ —pZ”H%,Q.
m=1
En utilisant I'inégalité triangulaire, on aboutit &

m m||2 m m|2 m m||2
Tml[P™ — P 0,0 < Tmlu™ —up'[{ o + TmllPh’ — Vup'llg o-
En sommant sur m, en utilisant ce qui précéde et le fait que
n n
E Tm ||IPR — Vuhm||§,9 < E Tm nfn,v, puis en ajoutant les deux dernieres inégalités ob-
m=1

= m=1
tenues et en utilisant 1'équivalence entre les normes [|(-,-)||» et |[|(:,)]||, on termine la

preuve. |
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Borne inférieure

Proposition 8.12. On suppose que la fonction f est dans C°(0,T; L%(R)), que la fonction
ug est dans H}(Q). Pour chaque indicateur n, v on a Uestimation locale suivante:

(v —uf) — (@ — )

Tn

My < ¢ (hv | low +1p" = pillo.v

+ [u" —up|iy +hy || " _fi?“(),V)'

Preuve.
La démonstration s’effectue en deux temps.
un—l )
On commence par majorer ||-2——" 4 I 4 divp}||o.v localement en utilisant la fonc-
T

n
tion bulle ¥y introduite selon l'idée de Verfiirth [59], pour se ramener & une quantité

définie localement, puis dans un deuxiéme temps, on majore ||py — Vuy||o,v.
u? Tl —
Majoration de ||[-2——" + £ + divp}||o.v-
T
! ul — gyt
On prend v, = 0 et v = (f + divp} — (—2—2—))Ty dans (8.16). On obtient alors,

n
aprés multiplication par 7,, !, Pexpression:

n—1_ ,n—1

n_ ,n
/uvdaH—/ V(u"—uﬁ).Vuda::/ %vdaH—/(pﬁ—VuZ).Vvdx
1% 1% 1% 1%

Tn Tn
n n—1 1

] u U 1
+ [ = oo+l + divaf - B w

n

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

u —uPl 1 (u® —u}) — (U™t — u”_l)
R I i ;

n Tn

[|(fy + divp) — llo,v[|vl0,v
+ [lph — Vuplloy|vly + (1™ = fRllovIvlloy + [u" — ugl1v|v],y-

De plus, d’aprés les propriétés du lemme (8.4), on a

, ul —u ! , u — !
1(fF + divpf; — =) Tylloy  <cllff +divph — —"— |y,
up —nuﬁ_l ulf — Zz_l 1
cllfy +divpy — S——loy  <|I(fi +divp = =—=)T] o
n n

En utilisant, en outre, I'inégalité inverse || Vo||o,v < chy'|[v|[o,v, on arrive & la majoration
suivante de la premiére partie de ’estimateur:
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hv||fr?+divpﬁ—h77h||o,vﬁ c .
n n

u —u ! (u™ — ul?) — (u™ ! — uz_l)
hv || [lo.v

+lph — Vuhlloy +hv [[f* = filloy + [u" = UZILV)-

Majoration de ||p;, — Vug||o,v-
Cet estimateur est simple & obtenir puisqu’il suffit d’utiliser la relation p" = Vu" et
I’inégalité triangulaire pour obtenir le résultat suivant:

Pk = Vupllo,y < [[p" = pillo,y + |u® = upliv-

En sommant cette derniére inégalité avec celle obtenue précédemment, on obtient le
résultat désiré. |

On présente maintenant les bornes supérieure et inférieure pour les estimateurs en espace
du probléme (8.8) c’est & dire dans le cas ou on utilise une technique de condensation de
la masse (ou “mass lumping”) dans la prise en compte de la dérivée en temps.
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8.4.5 Estimateur 7,y pour le probléme initial
On se donne I'estimateur suivant:
-1 -1
_ yHop(up —up™") — (up —up™)
n,v = ||
Tn

llo,v + |lpk — Vugllo,v-

Borne supérieure

On a la proposition suivante:

Proposition 8.13. Si la fonction f est dans C°(0,T; L%(Q)) et si la fonction ug est dans
HY(Q) avec ug = uyg, alors, a chaque instant t,, 1 <n < N, on a l’estimation suivante:

1

11((r,pr) = (s i) EDI < (D0 7 D 2™ = Fitl Ry + )

m=1  VEP,

Preuve.
Soient m € N* fixé et v € H(2). Comme précédemment, en utilisant les formulations du
probléme semi-descrétisé (8.6) et du probléme discrétisé (8.8), on a

/(um—u;ln)'udx+rm/ V(™ —up').Vodzr =
Q Q
/(um—uhm)vdw-l—'rm/V(um—u,T).Vvd:v
Q Q
-I-Tm/dz'vpmvdx—l-Tm/fmvd:v—/(um—um_l)'uda;
Q Q Q
—Tm/ divphmvhdx—Tm/ f[l”vhdme/ (Ho,h(uhm—uhmfl)) vp, d,
Q Q Q

ol vy, est une fonction constante par volume V.
En ajoutant les termes adéquats, on obtient:

u" —u)vdr+ 1, [ V" —ul').Vodzs =
Q " Q "
/(um_1 —up)vdz + Tm/ V(u™ —up').Vodz
Q Q
+Tm/ div(p™ —p;l”)'ud:v-l-'rm/(fm — fiY)vdx
Q Q
+ [ @onwf? = ™) = i div gy = 7 £7) (0n = ) do
Q

-I-/QHO,h(u;Ln — "N v da.
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Or, d’aprés (8.8), on a

HO,h(u;zn - uhmil) —Tm di'Uphm —Tm f]gn =0.

De plus, en reprenant ’argumentation précédente pour / div(p™ — pi') vdz, on obtient
Q

la relation finale suivante:

/ (u™ —upt)vdr + Tm/ V(™ —up).Vods =
Q Q
/(um_1 - uznfl) vdz + Tm/(fm — fiY)vdx
Q Q
+Tm / (py' — Vup').Vvdz
Q
+/ (Ho,h(uzn — ) — (Ut — uhm_l)) vdz.
Q
Comme cette relation est vraie pour tout v € H}(f2), on prend v = u™ — u}'. De plus, on
introduit 9, U'interpolé de Clément de v sur le volume V et on choisit v;, comme étant la

valeur moyenne de 9, sur le volume V. Avec tous ces choix, pour tout m, on obtient alors
la relation suivante:

™ = By + ™ = = [ 0 =" = o
+ Tm/Q(fm — fMvdz + Tm/ﬂ(phm — Vup').Vodz
+ /Q (Ton(us? = w ™) = (u? — ™)) vda.
De plus comme précédemment, on a
/Q(fm ™Y vy dz = 0.

d’ou

=P < [ @ ) = e+ [ (7= ) 0= ) do

-I-Tm/ﬂ(fm—fiT) (’5h—Uh)d$+Tm/Q(pZz—Vu2n).Vvdw

—i—/Q (Ho,h(uhm — U — (Ut — uhm_l)) vdz.
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, les propriétés de ’opérateur de Clément, celles
pour la valeur moyenne et 1'inégalité de Poincaré, on aboutit &:

™ — ul]? < [Ju™ = up o, [[u™ — uitllog + em A1 F™ — filllo0 ™ — uf'|10
+ Tmllph" — Vug'llo,o [u™ — up'l1,0
Ho,h(uh Uhm 1) (uh _uhm 1)

Tm

+ Tl llo,0 [u™ — up'|1,0-

En utilisant de nouveau Cauchy-Schwarz, on a alors la relation finale pour tout m,

i = Vup' 5o

™ — w2 < ™ — g+ T (fﬂ -

o, p (up — up'™ 1) (up —up 1) 2
I 10,0 )-

_l’_

Tm

Comme cette relation est vraie pour tout m, il suffit de sommer sur m de 1 & n, en
supposant que uO = ug , pour obtenir

||u" _uh||OQ+ZTm|u _uh|IQ<CZTm Z (BIf™ = FRMIG v + Min,v)-

m=1 VeP,

n
Il reste & étudier le terme Z Tm|[P™ —phm||%,g-

En utilisant I'inégalité triangulaire, on aboutit &

Tmllp™ — I3, < Tmlu™ — w1 o + Tl [ — VUG 0
En sommant sur m, en utlhsant ce qui précede et le fait que
Z Tm ||Pf — Vup ||0’Q < Z Tm nm’v, puis en ajoutant les deux dernieres inégalités ob-
m=1
tenues et en utilisant I’équivalence entre les normes ||(-,-)||, et |||(-,-)|||, on termine la
preuve. |

Comme pour I'estimateur précédent, on montre, dans le paragraphe suivant, que cet esti-
mateur minore l'erreur.
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Borne inférieure

On montre la proposition suivante:

Proposition 8.14. On suppose que la fonction f est dans C°(0,T; L%(Q)) et que la fonc-
tion ug est dans H&(Q) Pour chaque indicateur 0, v on a l’estimation locale suivante:

(un _ U’Z) _ (,ulnfl _ U'Z_l)

Tn

mny < e (]l low + llp" = phllo,v

+1ldiv (" — p)lloy + fu" = oy + 1" = FEllow ).

Preuve.

La démonstration s’effectue, comme dans le cas précédent, en deux temps. On commence
n n—1 n n—1
Mo p(up —uy ) — (up —up )

par majorer || [lo,v puis |[py — Vug]o,v-

Tn
Hop(u? —u?™ ) — (uf — u?!
Majoration de || on(uh =y ) = (4 = )||0,v
Tn
On a d’apres la forme discréte (8.8),
I p (uf — u ™t
o, (up —up™") = divp} + fJ. (8.17)

Tn

En multipliant par v € L*(Q) et en intégrant sur Q la relation (8.17), on obtient

Mo, (uf) — uf !
/ on(up — up )de:/vdivadmjL/f;?’de-
Q @ ?

Tn

En retranchant cette quantité a celle obtenue avec le probléme semi-discrétisé (8.6), on
aboutit a la relation ci-dessous

n—1 n—1
n __ 11 n __
/wvda:—/ G )vda::/’Udi’U(pn—p;f)dw+/(fn—f}?)“d$-
Q Q Q Q

Tn Tn
ul — !
En ajoutant et retranchant —~—"— on a
Tn
(u™ — uZﬁl) — (up — uﬁfl) up — uﬁfl — g p(up — uﬁfl)
vdxr+ vdr =
Q Tn Q Tn

/vdiv(p"—pg)dw—i—/(f"—f,’:)vda:.
Q Q

up —up = Tlop(ufy —up ™)

En prenant maintenant v = Ty dans ’expression précédente

Tn
et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
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n—1

Mo (ufy — up ™) — (ufy —up™) 3 (u" —up™") — (up —up™) .
I ™ ylloy < (II y llo,v + ldiv (8™ — p)lo,v
h D) = (uh )

Iy p(u? —u
17 = Fploy ) |2 E

Tn

En utilisant les propriétés du lemme 8.4, on termine la majoration de la premiere partie
de l'estimateur & savoir

o, (uf, — up ™) = (ufy —up ™) (" — ™) — (uf — ) .
Rt oy < e (|| o+ [ldiv (0" — p) o
n n
15" = fFllow )

Majoration de ||py — Vuy||o,v-
Cette deuxieéme partie de I'estimateur s’obtient par I'utilisation de ’inégalité triangulaire
et de la relation p" = Vu':

|lph = Vuplloy < p" = phlloy + |u" — upl1y-
En sommant ces deux majorations, on obtient la majoration annoncée. |

Dans le paragraphe suivant, on présente les tests numériques pour I’estimateur du probléme
(8.8).

8.4.6 Tests numériques

Le domaine que nous considérons dans les tests présentés ici est le carré unité 10, 1[x]0, 1.
Un premier test a été effectué avec pour solution exacte la fonction polynoémiale suivante:

u(t,z,y) =t2z(1—z)y (1 —y).

On présente sur les graphiques (8.6) I’évolution des erreurs globales ||(u,p) — (un,pn)l||n
au cours du temps pour deux estimateurs et la norme exacte de ’erreur. L’estimateur 1
représente la grandeur ||p, — Vuj |0, et Pestimateur 2 la grandeur Z 77,21,‘/, ceci afin de
VeP,
|5 « ER 211 o h(un_“nil)_(un_“nil)

mesurer I'influence du terme de “mass lumping” At* || = —b——h—h —||; q.

On constate que 1’évolution de Perreur globale de 'estimateur 1 est quasiment identique
a celle de l'erreur exacte alors que l'erreur globale de l'estimateur 2 lui est supérieure.
Dans les deux cas, le comportement global est similaire, ce qui montre que les estimateurs
prennent bien en compte le comportement de I'erreur exacte. Dans le cas présenté ici, on
observe que le fait de prendre en compte le terme de "mass lumping” dans ’estimateur
dégrade celui-ci par rapport & l'erreur exacte.
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On analyse maintenant le comportement local des estimateurs par rapport au comporte-
ment local de lerreur exacte. Ces résultats sont présentés aux figures (8.7), (8.8), (8.9).
On constate qu’au premier pas de temps (figure (8.7)) l'estimateur 1 ne donne pas une
bonne représentation locale de l'erreur exacte puisque les erreurs les plus importantes
se situent aux coins et les moins importantes au milieu de chaque coté, ce qui est ex-
actement le contraire pour ’erreur exacte. En revanche, I’estimateur 2 donne une bonne
représentation de l'erreur exacte locale. Cependant, ces constats peuvent étre difficile-
ment interprétables vu l'ordre de grandeur des erreurs locales («~ 107!). Au cours du
temps, on constate que ’estimateur 1 représente de facon plus fidéle ’erreur exacte que
Pestimateur 2 (figures (8.8) et (8.9)). Au temps final, les deux estimateurs donnent les
mémes cartes locales d’erreur que 'erreur exacte avec des valeurs trés voisines. Ce dernier
constat montre qu’au cours du temps, I'influence du terme de “mass lumping” diminue
devant le terme quantifiant ’erreur en espace alors qu’il était prépondérant au début de
la simulation.

On reprend 'analyse dans un cas non polynomial.

On prend pour solution dans le second test, la fonction sinusoidale suivante:

u(t,z,y) = sm(g t) sin(mz) sin(my).

On présente les résultats de ’évolution des erreurs exactes et estimées aux figures (8.10).
On constate un bon comportement des estimateurs 1 et 2 qui suivent bien le comporte-
ment de l'erreur exacte. On constate que 'estimateur 1 tend vers I’erreur globale lorsque
I’on raffine en espace et en temps, ce qui est moins visible avec I’estimateur 2. Dans ce cas
également, le comportement global de ’estimateur 1 est meilleur que celui de ’estimateur
2. On regarde maintenant le comportement local des estimateurs par rapport a ’erreur
exacte locale. Les résultats sont présentés aux figures (8.11), (8.12), (8.13), (8.14). Con-
trairement au cas précédent, ’estimateur 1 donne une bonne représentation de l’erreur
locale exacte, ce qui n’est pas le cas pour 'estimateur 2. Toutefois, I’estimateur 2 évolue
vers la méme représentation locale que I'estimateur 1. Ceci montre que l'influence du
terme de “mass lumping” diminue au cours du temps face aux erreurs en espace.

Finalement, les essais numériques montrent que les estimateurs trouvés sont de bons indi-
cateurs d’erreurs locales (bien qu’établis pour des normes globales) puisqu’ils reproduisent,
sur ces essais, le comportement de ’erreur exacte au cours du temps et localement en es-
pace. Il parait difficile de conclure sur l'efficacité plus importante de I'estimateur 1 par
rapport a estimateur 2 (dans le cas sinusoidal ’estimateur 1 est meilleur que I’estimateur
2, alors que dans le cas polynomial, I’estimateur 2 est meilleur en début de simulation et
tend vers l'estimateur 1 au cours du temps).

On présente un dernier test avec un terme source non régulier. Il s’agit du cas d’une
fonction f dont le support, & chaque instant, est une ellipse dont le centre se déplace
autour d’un cercle dans le carré unité.
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Soit (z¢(t),yc(t)) le centre de lellipse de rayons (a,b) et ¢ un paramétre variant sur
Iintervalle [0,1]. Le centre se déplace selon un cercle C de centre (%, %) et de rayon
r

On note (F;) ensemble qui décrit la surface de 'ellipse

2 2
) Ve e x 0., (T2 )y (V) oy,
La fonction f s’écrit alors

2 si (z,y) € Fy,

0 sinon.

W%MENHXMH,fmaw:{

On présente sur les graphiques (8.15) le résultat des cartes locales & chaque pas de temps
de I'estimateur en espace. On constate qu’il suit bien la solution puisque les plus grandes
erreurs se situent au niveau de I’ensemble F;. Ceci montre que l’estimateur est bien
adapté pour une stratégie de raffinement de maillage. Enfin, on peut constater une dif-
fusion numérique lorsque la fonction f est proche du bord du domaine. Ceci est dii au
schéma, Volumes Finis utilisé. En effet, la dérivée est approchée par une formule centrée
a l'intérieur du domaine et décentrée sur le bord. D’ou cette diffusion numérique.
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Figure 8.6: Evolution de lerreur globale pour les deux estimateurs et la norme exacte,

dans le cas polynomial.
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Estimateur 1 au temps=0.1 Estimateur 2 au temps=0.1 Erreur exacte au temps=0.1

1

1.68e-10 6.92e-10 8.56e-10
159e-10 6.57e-10 8.13e-10
15e-10 6.22e-10 7.71e-10
1.41e-10 5.87e-10 7.28e-10
1.33e-10 5.52e-10 6.86e-10
1.24e-10 5.17e-10 6.43e-10
1.15e-10 4.82e-10 6.01e-10
1.07e-10 4.46e-10 5.58e-10
9.81e-11 4.11e-10 5.16e-10
8.94e-11 3.76e-10 4.73e-10
8.07e-11 3.41e-10 4.3e-10

7.2e-11 3.06e-10 3.88e-10
6.34e-11 2.71e-10 3.45e-10
5.47e-11 2.36e-10 3.03e-10
4.6e-11 2.01e-10 2.6e-10

3.73e-11 1.65e-10 2.18e-10
2.87e-11 13e-10 | 1.75e-10

0 1

0
(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10 (c) maillage 10 x 10
Estimateur 1 au temps=0.1 Estimateur 2 au temps=0.1 Erreur exacte au temps=0.1

1
5.81e-12 4.43e-11 5.44e-11
5.49e-12 417e-11 5.13e-11
5.18e-12 | 3.9le-11 4.83e-11
4.86e-12 3.65e-11 a.52e-11
4.50e-12 3.39e-11 4.22e-11
4.23e-12 3.13e-11 3.9le-11
3.91e-12 f 2.87e-11 3.6le-11
3.6e-12 2.62e-11 3.3e-11
3.28e-12 2.36e-11 3e-11
2.97e-12 2.1e-11 2.69e-11
2.65e-12 1.84e-11 2.39e-11
2.34e-12 1.58e-11 2.08e-11
2.02e-12 0 £ 1.32e-11 1.78e-11
171e-12 1.06e-11 1.47e-11
1.39e-12 8.06e-12 117e-11
1.08e-12 5.47e-12 8.6e-12
7.6e-13 2.89e-12 5.55e-12
0 1

(d) maillage 20 x 20 (e) maillage 20 x 20 (f) maillage 20 x 20

Estimateur 1 au temps=0.1 Estimateur 2 au temps=0.1 Erreur exacte au temps=0.1
1

2.33e-13 2.72e-12 3.38e-12
2.2e-13 2.56e-12 3.18e-12
2.08e-13 2.3%-12 0 2.98e-12
1.95e-13 2.23e-12 2.78e-12
1.82e-13 2.06e-12 2.59e-12
1.69e-13 1.9e-12 2.39e-12
157e-13 1.73e-12 2.19e-12
1.44e-13 157e-12 2e-12

1.31e-13 1l.4e-12 1.8e-12
1.18e-13 1.24e-12 16e-12
1.06e-13 1.07e-12 1.4e-12
9.27e-14 9.09e-13 1.21e-12
8e-14 7.44e-13 1.01e-12
6.72e-14 5.79e-13 8.11e-13
5.44e-14 4.15e-13 I 6.14e-13
4.16e-14 2.5e-13 4.17e-13
2.89e-14 () 8.48e-14 I 2.19e-13

(g) maillage 40 x 40 (h) maillage 40 x 40 (i) maillage 40 x 40

Figure 8.7: Comparaison de la répartition de I’erreur estimée par deux estimateurs et de
Perreur exacte pour 3 maillages différents au méme temps, dans le cas polynémial.
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Estimateur 1 au temps=1 Estimateur 2 au temps=1 Erreur exacte au temps=1

1- 1

2.68e-06 2.74e-06 2.76e-06
2.55e-06 2.64e-06 2.62e-06
2.42e-06 2.53e-06 2.49e-06
2.20e-06 2.42e-06 2.35e-06
2.16e-06 2.31e-06 2.21e-06
2.02e-06 2.2e-06 2.07e-06
1.89e-06 2.09e-06 1.94e-06
1.76e-06 1.98e-06 1.8e-06

1.63e-06 1.87e-06 1.66e-06
1.5e-06 1.76e-06 1.52e-06
1.36e-06 1.65e-06 1.39e-06
1.23e-06 1.54e-06 1.25¢-06
1.1e-06 1.44e-06 1.11e-06
9.68e-07 1.33e-06 9.76e-07
8.36e-07 1.22¢-06 8.38e-07
7.04e-07 1.11e-06 7.01e-07
5.72e-07 9.99e-07 (5 5.64e-07

0 1 0 1

(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10 (c) maillage 10 x 10

Estimateur 1 au temps=1 Estimateur 2 au temps=1 Erreur exacte au temps=1

1- 1
1.85e-07 1.87e-07 1.87e-07
1.75e-07 1.79e-07 1.77e-07
1.66e-07 1.71e-07 1.67e-07
1.56e-07 1.63e-07 1.57e-07
1.46e-07 1.55e-07 1.48e-07
1.37e-07 1.46e-07 1.38e-07
1.27e-07 1.38e-07 1.28e-07
1.17e-07 1.3e-07 1.18e-07
1.08e-07 1.22e-07 1.08e-07
9.8e-08 1.14e-07 9.87e-08
8.83e-08 1.06e-07 8.89e-08
7.86e-08 9.77e-08 7.92e-08
6.89e-08 8.96e-08 6.94e-08
5.92e-08 8.14e-08 5.96e-08
4.95e-08 7.33e-08 4.99e-08
3.98e-08 6.52e-08 4.01e-08
3.01e-08 5.7e-08 3.03e-08
0 1 0 1

(d) maillage 20 x 20 (e) maillage 20 x 20 (f) maillage 20 x 20

Estimateur 1 au temps=1 Estimateur 2 au temps=1 Erreur exacte au temps=1

1- 1
1.21e-08 1.22e-08 1.21e-08
1.14e-08 1.16e-08 1.15e-08
1.08e-08 1.11e-08 1.08e-08
1.02e-08 1.05e-08 1.02e-08
9.51e-09 £ 9.98e-09 9.53e-09
8.86e-09 9.43e-09 8.88e-09
8.21e-09 8.88e-09 8.24e-09
7.56e-09 8.33e-09 7.59e-09
6.92e-09 7.78e-09 6.95e-09
6.27e-09 7.23e-09 6.3e-09
5.62e-09 6.68e-09 5.66e-09
4.98e-09 6.14e-09 5.01e-09
4.33e-09 5.59e-09 4.37e-09
3.68e-09 5.04e-09 3.72e-09
3.04e-09 4.49e-09 3.08e-09
2.39%e-09 3.94e-09 2.43e-09

0 L 1.74e-09 3.39e-09 1.79e-09

0 1 0 1 0

(g) maillage 40 x 40 (h) maillage 40 x 40 (i) maillage 40 x 40

Figure 8.8: Comparaison de la répartition de I’erreur estimée par deux estimateurs et de
Perreur exacte pour 3 maillages différents au méme temps, dans le cas polynémial.
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Estimateur 1 au temps=2 Estimateur 2 au temps=2 Erreur exacte au temps=2

1- 1 1

7.6e-05 7.65e-05 7.87e-05
7.23e-05 7.3e-05 7.48e-05
6.85-05 6.96e-05 7.09e-05
6.48e-05 6.61e-05 6.7e-05

6.11e-05 6.26e-05 6.31e-05
5.74e-05 5.91e-05 5.92e-05
5.36e-05 5.56e-05 5.53e-05
4.99e-05 5.21e-05 5.14e-05
4.62e-05 4.86-05 4.75e-05
4.2de-05 4.51e-05 4.36e-05
3.87e-05 4.16e-05 3.97e-05
3.5e-05 3.81e-05 3.58e-05
3.12e-05 3.46e-05 3.19e-05
2.75e-05 3.11e-05 2.8e-05

2.38e-05 2.76e-05 2.41e-05
2e-05 2.41e-05 2.02e-05
1.63e-05 2.06e-05 1.63e-05

0 1 0 1 0 1

(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10 (c) maillage 10 x 10
Estimateur 1 au temps=2 Estimateur 2 au temps=2 Erreur exacte au temps=2

1 1 1
5.56e-06 5.58e-06 5.62e-06
5.27e-06 531e-06 5.33e-06
4.98e-06 5.03e-06 5.03e-06
4.69e-06 4.76e-06 4.74e-06
4.4e-06 4.49e-06 4.44e-06
4.11e-06 421e-06 4.15e-06
3.82e-06 3.94e-06 3.85e-06
3.52e-06 3.67e-06 356e-06
3.23e-06 3.39e-06 3.26e-06
2.94e-06 3.12e-06 2.97e-06
2.65e-06 2.85e-06 267e-06
2.36e-06 258e-06 2.38e-06
2.07e-06 23e-06 2.08e-06
1.78¢-06 2.03e-06 1.79e-06
1.49e-06 1.76e-06 1.49e-06
1.2e-06 1.48e-06 1.2e-06

0 9.08e-07 g 121e-06 9.05e-07

o 1 0 1 0 1

(d) maillage 20 x 20 (e) maillage 20 x 20 (f) maillage 20 x 20
Estimateur 1 au temps=2 Estimateur 2 au temps=2 Erreur exacte au temps=2

1-
3.75e: 3.75e-07 3.76e-07
355 357e-07 3.56e-07
3.35e- 3.38e-07 o 3.36e-07
3.14e- 3.19e-07 3.15e-07
2.94e: 3e-07 2.95e-07
2.74e-07 281e-07 2.75e-07
2.54e-07 2.62e-07 2.565e-07
2.34e-07 2.43e-07 2.35e-07
2.14e-07 2.24e-07 2.15e-07
1.94e-07 2.06e-07 1.95e-07
1.74e-07 1.87e-07 1.75e-07
1.54e-07 1.68e-07 1.55e-07
1.34e-07 1.49-07 1.34e-07
1.14e-07 1.3e-07 1.14e-07
9.41e-08 1.11e-07 L L 9.42¢-08
7.41e-08 9.23e-08 7.41e-08

0 . & 5.4e-08

0 1

(g) maillage 40 x 40 (h) maillage 40 x 40 (i) maillage 40 x 40

Figure 8.9: Comparaison de la répartition de I’erreur estimée par deux estimateurs et de
Perreur exacte pour 3 maillages différents au méme temps, dans le cas polynémial.
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0.1746 4.5x102
erreur exacte erreur exacte
.. . .
| estimateur 1 4.0x102 estimateur 1
Cstimateur 2 Cstimateur 2
3.0x1024
0.1
2.0x102
1.0x10°%
0.000189 . 6.2x106 . : ‘ : ‘ : ‘
3 4 0.05 1 2 3 4
(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 20 x 20
1.1x102
erreur exacte
. .
— estimateur 1
1.0x1024 i
P
estimateur 2
1.9x10” T T T T T T T
0.025 1 2 3 4

(c) maillage 40 x 40

Figure 8.10: Evolution de ’erreur globale pour les deux estimateurs et la norme exacte,
dans le cas sinusoidal.
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Estimateur 1 au temps=0.1 Estimateur 2 au temps=0.1 Erreur exacte au temps=0.1

1 1

3.42e-06 1.77e-05 3.62e-06
3.22e-06 1.68e-05 3.42e-06
3.03e-06 1.6e-05 3.22e-06
2.83e-06 1.52e-05 3.02e-06
2.63e-06 1.44e-05 2.82e-06
2.43e-06 1.36e-05 2.62e-06
2.240-06 1.27e-05 2.42e-06
2.04e-06 1.19e-05 2.22e-06
1.84e-06 1.11e-05 2.02e-06
1.65e-06 1.03e-05 1.82e-06
1.45e-06 9.47e-06 1.62e-06
1.25e-06 8.65e-06 1.42e-06
1.05e-06 7.83e-06 1.22e-06
8.56e-07 7.01e-06 1.02e-06
6.59e-07 6.19e-06 8.2e-07

4.62e-07 5.37e-06 6.21e-07
2.65e-07 (3 4.55e-06 4.21e-07

0 1 0 1

(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10 (c) maillage 10 x 10

Estimateur 1 au temps=0.1 Estimateur2 au temps=0.1 Erreur exacte au temps=0.1
1.45e-07 1.18e-06 1.47e-07
1.36e-07 1.12e-06 1.38e-07
1.27e-07 1.05e-06 1.29e-07
1.18e-07 9.9e-07 1.2e-07
1.09e-07 X / 9.27e-07 1.12e-07
1e-07 S 8.64e-07 1.03e-07
9.16e-08 8e-07 9.38e-08
8.27e-08 7.37e-07 8.5e-08
7.38e-08 6.74e-07 7.61e-08
6.49e-08 ) 6.11e-07 6.72e-08
5.61e-08 5.47e-07 5.83e-08
4.72e-08 i 4.84e-07 4.95e-08
3.83e-08 4.21e-07 4.06e-08
2.94e-08 3.58e-07 3.17e-08
2.06e-08 2.94e-07 2.28e-08
1.17e-08 L 2.31e-07 ) 1.39e-08

2.8e-09 1.68e-07 5.07e-09

(d) maillage 20 x 20 (e) maillage 20 x 20 (f) maillage 20 x 20
Estimateur 1 au temps=0.1 Estimateur 2 au temps=0.1 Erreur exacte au temps=0.1

6.946-09 7.52e-08 7e-09
651e-09 7.09e-08 6.57e-09
6.08e-09 | : 6.67e-08 : 6.13e-09
5.65e-09 6.25e-08 (RN L1 5.7e-09

5.21e-09 5.62e-08 5.27e-09
4.78¢-00 A 5.40-08 1 } ) 4.840-09
4.350-0 4.98e-08 4.40-00

3.92¢-00 4.56e-08 3.97e-09
3.49e-09 4.13e-08 354009
3.06e-09 3.71e-08 3.11e-09
2.62e-09 y 3.29¢-08 u 2.67e-09
2.19e-09 280008 | 2.24e-09
1.766-09 2.44e-08 1.81e-09

N
1.33e-09 2.02e-08 1.38e-09

8.97e-10 1.6e-08 9.44e-10
4.65e-10 1.17e-08 " . 5.12e-10
3.35e-11 £ 75e-09 7.92e-11

(g) maillage 40 x 40 (h) maillage 40 x 40 (i) maillage 40 x 40

Figure 8.11: Comparaison de la répartition de ’erreur estimée par deux estimateurs et de
Perreur exacte pour 3 maillages différents au méme temps, dans le cas sinusoidal.
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Estimateur 1 au temps=2 Estimateur 2 au temps=2 Erreur exacte au temps=2

1 1
0.0014 0.00143 0.00148
0.00132 0.00136 0.0014
0.00123 0.00128 0.00132
0.00115 0.00121 0.00123
0.00107 0.00114 0.00115
0.000993 0.00107 0.00107
0.000913 0.001 0.00099
0.000832 0.000929 0.000908
0.000752 0.000858 0.000827
0.000671 0.000786 0.000745
0.000591 0.000715 0.000664
0.00051 0.000644 0.000582
0.00043 0.000573 0.000501
0.000349 0.000502 0.00042
0.000269 0.000431 0.000338
0.000188 0.000359 0.000257
0.000108 0.000288 | 0.000175
0 1 0 1

(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10 (c) maillage 10 x 10

Estimateur 1 au temps=2 Estimateur 2 au temps=2 Erreur exacte au temps=2

9.44-05 9.53e-05 9.61e-05
8.86e-05 9.02e-05 9.03e-05
8.29e-05 8.52e-05 8.46e-05
7.71e-05 8.01e-05 7.88e-05
7.13e-05 7.5¢-05 7.3e-05

6.55e-05 6.99e-05 6.73e-05
5.97e-05 6.49e-05 6.15e-05
5.39e-05 5.98e-05 5.57e-05
4.81e-05 5.47e-05 4.99e-05
4.23e-05 4.96e-05 4.42e-05
3.66e-05 4.46e-05 3.84-05
3.08e-05 3.95e-05 3.26e-05
2.5e-05 3.44e-05 2.69e-05
1.92e-05 2.93e-05 2.11e-05
1.34e-05 2.42e-05 1.53e-05
7.61e-06 1.92e-05 | 9.57e-06
1.82e-06 1.41e-05 3.8e-06

(d) maillage 20 x 20 (e) maillage 20 x 20 (f) maillage 20 x 20

Estimateur 1 au temps=2 Estimateur 2 au temps=2 Erreur exacte au temps=2

6.03e-06 6.07e-06 6.07e-06
5.660-06 5.74e-06 5.7e-06

5.280-06 : 5.41e-06 : 5.32¢-06
4.91e-06 (RN L1 5.08e-06 4.95e-06
4.53¢-06 4.76e-06 4.58e-06
4.16e-06 1 } ) 4.43¢-06 1 } ) 4.26-06

3.780-06 4.1e-06 3.83e-06
3.41e-06 3.77e-06 3.46e-06
3.03e-06 3.44e-06 3.08e-06
2.66e-06 3.11e-06 } 2.71e-06

2.28¢-06 2 2.78e-06 2 2.34-06

1.9e-06 v 2.46e-06 | 1.96e-06
1.53e-06 vy 2.13e-06 S 1.59e-06
1.15e-06 9 1.8e-06 9 1.22e-06
7.79e-07 1.47e-06 8.46e-07
4.04e-07 " . 1.14e-06 " . 4.73e-07
2.91e-08 8.14e-07 (3 9.97e-08

(g) maillage 40 x 40 (h) maillage 40 x 40 (i) maillage 40 x 40

Figure 8.12: Comparaison de la répartition de ’erreur estimée par deux estimateurs et de
Perreur exacte pour 3 maillages différents au méme temps, dans le cas sinusoidal.
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Estimateur 1 au temps=3 Estimateur 2 au temps=3 Erreur exacte au temps=3

1- 1 1
0.00216 0.00221 0.00229
0.00204 0.0021 0.00216
0.00191 0.00199 0.00204
0.00179 0.00188 0.00191
0.00166 0.00177 0.00179
0.00154 0.00166 0.00166
0.00141 0.00155 0.00153
0.00129 0.00143 0.00141
0.00117 0.00132 0.00128
0.00104 0.00121 0.00116
0.000916 0.0011 0.00103
0.000791 0.000992 0.000903
0.000666 0.000881 0.000776
0.000542 0.00077 0.00065
0.000417 0.000659 0.000524
0.000292 0.000549 0.000398
0.000167 0.000438 0.000272
0 1 0 1 0 1

(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10 (c) maillage 10 x 10
Estimateur 1 au temps=3 Estimateur 2 au temps=3 Erreur exacte au temps=3

0.000144 0.000145 0.000147
0.000135 0.000138 0.000138
0.000126 0.00013 0.000129
0.000118 0.000122 0.00012

0.000109 0.000114 0.000111
9.99e-05 0.000107 0.000103
9.11e-05 9.88e-05 9.37e-05
8.22e-05 9.1e-05 8.49e-05
7.34-05 8.33e-05 7.61e-05
6.46e-05 7.55e-05 6.73e-05
5.57e-05 6.77e-05 5.86e-05
4.69e-05 6e-05 4.98e-05
3.81e-05 5.22e-05 4.1e-05

2.93e-05 4.45e-05 3.22e-05
2.04e-05 3.67e-05 2.34e-05
1.16e-05 2.89e-05 | 1.46e-05
2.78e-06 2.12e-05 5.76e-06

(d) maillage 20 x 20 (e) maillage 20 x 20 (f) maillage 20 x 20

Estimateur 1 au temps=3 Estimateur 2 au temps=3 Erreur exacte au temps=3
9.12¢-06 9.18e-06 9.18e-06
8.56e-06 8.68e-06 8.61e-06
7.99-06 . 8.18e-06 . 8.05e-06
7.42e-06 7.69e-06 L1 7.49e-06
6.85e-06 7.19e-06 6.92e-06
6.29e-06 1 } ) 6.69¢-06 1 } ) 6.360-06
5.72e-06 6.2e-06 5.79e-06
5.15e-06 5.7e-06 5.23¢-06
4.58e-06 5.2e-06 4.66e-06
4.02e-06 4.7e-06 } 4.1e-06
3.45e-06 2 4.21e-06 2 3.54e-06
288e-06 | 371e-06 | 2.97e-06
2.31e-06 3.21e-06 2.41e-06
1.75e-06 9 2.71e-06 RN 1.84e-06
1.18e-06 2.22¢-06 1.28¢-06
6.11e-07 » £ 1.72e-06 » £ 7.13e-07
4.4e-08 1.22e-06 1.49e-07

(g) maillage 40 x 40 (h) maillage 40 x 40 (i) maillage 40 x 40

Figure 8.13: Comparaison de la répartition de ’erreur estimée par deux estimateurs et de
Perreur exacte pour 3 maillages différents au méme temps, dans le cas sinusoidal.
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Estimateur 1 au temps=4 Estimateur 2 au temps=4 Erreur exacte au temps=4

1- 1
0.00279 X 0.00296
0.00263 X 0.00279
0.00247 X 0.00263
0.00231 X 0.00247
0.00215 X 0.0023
0.00199 X 0.00214
0.00183 X 0.00198
0.00166 X 0.00182
0.0015 0.00165
0.00134 X 0.00149
0.00118 X 0.00133
0.00102 X 0.00116
0.00086 X 0.001
0.000699 X 0.000839
0.000538 X 0.000676
0.000377 X 0.000513
0.000216 X 0.000351

0 1 0 1

(a) maillage 10 x 10 (b) maillage 10 x 10 (c) maillage 10 x 10
Estimateur 1 au temps=4 Estimateur 2 au temps=4 Erreur exacte au temps=4

0.000189 0.000191 0.000192
0.000177 0.00018 0.000181
0.000166 0.00017 0.000169
0.000154 0.00016 0.000158

0.000143 0.00015 0.000146
0.000131 0.00014, 0.000135
0.000119 0.00013 0.000123
0.000108 0.00012 0.000111
9.63e-05 0.000109 9.99e-05

8.47e-05 9.93e-05 8.84e-05
7.31e-05 8.91e-05 7.68e-05
6.15e-05 7.9e-05 6.53e-05
4.99e-05 6.88e-05 5.37e-05
3.84e-05 5.86e-05 4.22e-05
2.68e-05 4.85e-05 3.07e-05
152e-05 3.83e-05 | 1.91e-05
3.64-06 2.82e-05 7.59e-06

(d) maillage 20 x 20 (e) maillage 20 x 20 (f) maillage 20 x 20
Estimateur 1 au temps=4 Estimateur 2 au temps=4 Erreur exacte au temps=4

121e-05 121e-05 121e-05
1.13e-05 1.15e-05 1.14e-05
1.06e-05 : 1.08e-05 : 1.06e-05
9.81e-06 NN 1.02¢-05 9.9¢-06

9.06e-06 9.51e-06 9.15¢-06
5.31e-06 1 } ) 8.850-06 1 } ) 8.416-06
7.56e-06 8.26-06 7.660-06
6.81e-06 7.540-06 6.91¢-06
6.06e-06 6.880-06 6.17¢-06
5.31e-06 6.23e-06 } 5.42e-06
4.56e-06 | 5.57e-06 | 4.68e-06
381e-06 | 491e-06 | 3.93¢-06

3.06e-06 vy 4.26e-06 3.18e-06
] ]

2.31e-06 3.6e-06 2.44e-06
1.56e-06 2.94e-06 1.69e-06
8.08e-07 ’ . 2.28e-06 ’ . 9.45e-07
5.82e-08 () 1.63e-06 1.99e-07

(g) maillage 40 x 40 (h) maillage 40 x 40 (i) maillage 40 x 40

Figure 8.14: Comparaison de la répartition de ’erreur estimée par deux estimateurs et de
Perreur exacte pour 3 maillages différents au méme temps, dans le cas sinusoidal.
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Erreur locale au temps=0.1 Erreur locale au temps=0.3 Erreur locale au temps=0.5

5.69e-09 5.94e-09 5.8e-09

5.34e-09 5.57e-09 5.44e-09
4.98e-09 5.2e-09 5.08e-09
4.63e-09 4.83e-09 iSSZSERSERRNSENENY 4.71e-09
4.27e-09 4.45e-09 4.35e-09
3.92e-09 4.08e-09 3.99e-09
3.56e-09 3.71e-09 3.63e-09
3.2e-09 3.34e-09 3.26e-09
2.85e-09 2.97e-09 2.9e-09

2.49e-09 2.6e-09 2.54e-09
2.14e-09 2.23e-09 2.18e-09
1.78e-09 1.86e-09 1.81e-09
1.42e-09 1.48e-09 1.45e-09
1.07e-09 1.11e-09 1.09e-09
7.12e-10 7.42e-10 7.25e-10
3.56e-10 3.71e-10 3.63e-10
1.65e-15 3.37e-15 1.75e-15

Erreur locale au temps=0.9 Erreur locale au temps=1.1

5.84e-09 5.61e-09 5.77e-09
5.47e-09 5.26e-09 5.41e-09
5.11e-09 4.91e-09 5.05e-09
4.74e-09 4.56e-09 4.69e-09
4.38e-09 4.21e-09 4.33e-09
4.01e-09 3.85e-09 3.97e-09
3.65e-09 X 3.5e-09 3.61e-09
3.28e-09 3.15e-09 3.25e-09
2.92e-09 2.8e-09 2.88e-09
2.55e-09 2.45e-09 2.52e-09
2.19e-09 2.1e-09 2.16e-09
1.82e-09 1.75e-09 1.8e-09

1.46e-09 1.4e-09 1.44e-09
1.09e-09 1.05e-09 1.08e-09
7.3e-10 7.01e-10 7.21e-10
3.65e-10 3.5e-10 3.61e-10
2.49e-15 3.8le-15 2.35e-15

Erreur locale au temps=1.3 Erreur locale au temps=1.5 Erreur locale au temps=1.9

5.94e-09 5.8e-09 5.61e-09
5.57e-09 5.44-09 5.26e-09
5.2e-09 5.07e-09 4.91e-09
4.83e-09 4.71e-09 4.56e-09
4.46e-09 4.35e-09 4.21e-09
4.08e-09 3.99e-09 3.85e-09
3.71e-09 3.62e-09 3.5e-09

3.34e-09 3.26e-09 3.15e-09
2.97e-09 2.9e-09 2.8e-09

2.6e-09 2.54e-09 2.45e-09
2.23e-09 2.17e-09 2.1e-09

1.86e-09 1.81e-09 1.75e-09
1.49e-09 1.45¢-09 1.4e-09

1.11e-09 1.09e-09 1.05e-09
7.43e-10 7.25e-10 7.01e-10

3.71e-10 3.62e-10 3.5e-10
3.63¢-15 1.75e-15 3.8le-15

Figure 8.15: Cartes des erreurs locales pour un terme source non régulier.
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8.4.7 Estimateurs a posteriori locaux en temps

Dans cette section, on établit un estimateur a posteriori par une méthode différente de celle
précédemment utilisée. L’idée développée par Eriksson et Johnson [26] est d’introduire un
probléme rétrograde ayant pour condition finale ’erreur & estimer. Ainsi, il n’est plus
nécessaire de découpler ’étude de D'erreur exacte en deux parties comme on 1’a décrit
précédemment.

Avant d’énoncer le résultat, on introduit les notations et estimations nécessaires a la
démonstration de ’estimateur.

Quelques rappels et notations

On utilise les notations introduites dans le paragraphe (8.4.2).
On rappelle ci-dessous la formulation variationnelle du probléme initial étudié (8.5).
Vf e L*(0,T; L* (%),

Trouver u € C°(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H} (Q)) telle que
(8.18)

9 T ou T
Vo € L2(0,T; HY (Q {E)t + (Vu, Vo) } dt = ; (f,v)dt

ou (v,w) = / v.wdz indique soit le produit scalaire usuel de L?*(Q), soit le crochet de
Q
dualité H=(Q), H ().

On introduit la forme bilinéaire suivante:

Vo €0, T; LQ(Q)) N L2(O T; HE (),

Vi € L*(0,T; Hy(Q) /T{ + (Ve, Vip) } dt.
Le probleme (8.18) s’écrit alors sous la forme suivante:

Trouver u € C°(0,T; L2(Q)) N L2(0,T; H (Q)) telle que

T (8.19)
Vo € OTSHN@) Bluw) = [ (fo)d
Pour la suite, on introduit le probleme “rétrograde” suivant:
0
8_i + Az = dans |0, T[x €,
z = sur |0, T[xT (8.20)

2(T,z) = e  dans Q.
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ot eV = u(N) — w(N) = u" —w" avec w € H'(0,T; H}(Q)).
La formulation variationnelle associée au probléme rétrograde est la suivante:

Yo € L*(0,T; H} (D / {(—- + (Vz,Vv)} dt = 0. (8.21)
On rappelle les estimations suivantes:

Lemme 8.15. Soit z la solution du probléme (8.20), on a les majorations suivantes
p.p-t €]0,T:

lz®llo.e < lle™lo0, (8.22a)

T
2 1 LT
z|Tadt)2 < —|le" ||o,a- (8.22b)
([ et dnt < o]l

T 0z T 5z
/t(%,z)ds:/t (=52, 2) ds +[|(1)

T 0z
2 [ (552 ds = [2®)lloa = " o
t S

En utilisant le probleme (8.20), on montre (8.22a).
A partir de expression ci-dessus, 'inégalité (8.22b) est immédiate.

Preuve. On a

0,0 — |le"

que 'on écrit

Majoration de ’erreur exacte
On a le théoréme suivant:

Théoréme 8.16. Vr € L?(0,T; H(div,Q)) et Vw € H(0,T; H}(Q)) telle que w® = uP,
en posant eV = ||[u —w"|jo0, VN € N* fizé, T =7y N on a

ow
lleMfo,0 < V3 IIT — Vullpag) +T sup [[— -+ f+divr]q).
t€[0,T7] t
Avant de passer & la démonstration du théoréme, on démontre le lemme suivant:

Lemme 8.17. Sous les hypothéses du théoréme (8.16), on a les inégalités suivantes:

T
/ (r — Vw, Vz) dt < \f||eN||OQ||r — V|20 (8.23a)

/ / +f+dwr z)dt < T sup || —a——}—f-{—derLz yl1eN
t€[0,T] ot

loo-  (8.23b)
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Preuwve.
En utilisant Cauchy-Schwarz dans L?(Q) puis le lemme (8.15), on obtient le résultat. W

On passe maintenant a la démonstration du théoréme (8.16).

Preuve.

En prenant v = z avec z solution du probléme rétrograde (8.20) dans 1’équation (8.19),
on obtient alors

T
Blu, 2) = /0 (f,2) dt (8.24)

De plus, par définition de la forme bilinéaire B, en utilisant une intégration par parties en
temps et en espace puis le modele (8.21), on a:

T ou T
B(u, 2) :/ (—,z)dt+/ (Vu,Vz)dt
o Ot 0

N /OT(_%’“) dt + (u(T), 2(T)) — (u(0), 2(0)) + /OT(vu, voya )
— (@™, e) — (u, 20).
D’oi1 en remplagant dans 'équation (8.24), on obtient:
T
(™, e) = (u®,2°) + /0 (f,2) dt (8.26)

En partant du probléme rétrograde (8.21) et en prenant dans cette formulation v = w on
obtient alors

T 9z T
/ (=55 w) dt—i—/ (Vz,Vw)dt = 0.
0 ot 0

En effectuant une intégration par parties, on trouve

(w®, 2%) — (w?,eN) + /OT(%—Z),z) dt + /OT(Vw, Vz)dt =0 (8.27)

En ajoutant les relations (8.26) et (8.27) on obtient:

T T T
(W™ —wN,eM) + (w?, 2%) +/ (%—?,z) dt—l—/ (Vw, Vz)dt = (u%, 2°) —I—/ (f,z)dt
0 0 0

0

Comme par hypothése w® = u°, I’expression finale s’écrit alors:

N _Ny _ N2 _ T 2 _ Ta_w _ T
@) == [ aa- [ (Graa- [(uvga 62
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En partant de la relation (8.28), et en introduisant de maniére adéquate r, on obtient:

ol

lle

T T 5w T T
gQ:/ (f,z)dt—/ (—,z)dt—/ (Vw—r,Vz)dt-l—/ (divr,z)dt
’ 0 o Ot 0 0

T aw T
=/ (——+f+divr,z)dt+/ (r — Vw, Vz) dt.
0 ot 0

En utilisant les majorations du lemme (8.17), on obtient la majoration suivante:

w

T 0 )
e .0 < \/ §||6N||0,Q||7" — Vul|r2g) + T lle¥]loo sup || — T [t divr|[2 -
t€[0,T]

d’ou le résultat. [ ]

L’estimateur que l'on vient d’établir permet de prendre en compte plusieurs types de
discrétisation du probléme (8.5) puisque I'on ne fait intervenir aucune technique de discrétisation
en espace et en temps. La seule contrainte est le respect, pour la discrétisation, de la
régularité Hg(Q) pour I'approximation de u et H(div,(2) pour celle de p = Vu. Cette
méthode s’applique donc aux schémas 5 points et 9 points décrits ici. De plus, en recon-
struisant la régularité nécessaire sur les inconnues par post-processing, on peut appliquer
Pestimateur aux formulations mixtes primales et duales. L’approximation primale-duale

a déja, par construction, la régularité nécessaire pour I'application du théoréme.

On va maintenant donner un exemple d’application du théoréme.

Exemple d’application

On applique le théoréme au probléme que I'on a étudié dans le paragraphe précédent.
On rappelle que la discrétisation en temps est une formulation d’Euler implicite et que la
discrétisation en espace est un schéma Volumes Finis 5 ou 9 points centrés sur les mailles,
issu d’une formulation mixte primale-duale. On note u} et pj la solution du probleme
sur 'intervalle de temps I,. On introduit la fonction wup, (resp. pp,;) appartenant a
C%(0,T; H}(S2)), valant uf (resp. p}) en I, telle que

t - tn_l n tn - t n—1
u = —U u
ht i h T h

avec une définition similaire pour py;.

En appliquant le théoréme (8.16) en prenant w = up, et 7 = pp, et en remarquant que
N N _

[u™ —wpzllo,0 = [[u —uplloq on a

T
[lu = uhllog <4/ 5 llPrr = Vunrllr2(q)
auhT
ot

+ T - + frr + divpnellp2@) + TIIf — frrlloa-
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En remarquant que wup, et pp, sont affines en temps et en utilisant une formule de Simpson,
on montre que

D=

Iphr = Veungllzz@) < (Do n =1Vallph = Vel o)

On remarque alors que ’on retrouve un estimateur semblable & celui établi au paragraphe
8.4.3, pour le cas du probleme semi-discrétisé.

8.5 Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, on propose un estimateur pour une équation
elliptique qui s’avere étre égal a l'erreur exacte dans le cas ou la fonction source est
constante par volume de discrétisation et qui majore et minore ’erreur exacte dans le
cas ou la fonction source n’est plus constante par volume de discrétisation. On confirme
ces résultats par des essais numériques. On remarque que I'estimateur obtenu mesure
une erreur globale (bien que ’on puisse le calculer localement) et 'on a, a priori, aucune
information quant & la qualité de I’estimation de I’erreur sur chaque élement. Cependant,
les essais numériques montrent que I’estimateur donne une bonne répartion de cette erreur
locale.

Dans la deuxiéme partie, on s’est intéressé & une équation parabolique linéaire. On établit
deux estimateurs d’erreurs par deux méthodes différentes. On montre, dans le premier
paragraphe, que cet estimateur majore et minore I’erreur exacte pour deux formulations
en temps différentes.Dans un second paragraphe, on établit un estimateur général pour
I’équation de la chaleur. L’estimateur construit est indépendant de la méthode numérique
pour I’évaluation de la solution discréte. Cet estimateur s’adapte particulierement bien aux
formulations mixtes primales, duales et primales-duales & condition que la discrétisation
respecte les espaces continus introduits. On présente alors un exemple d’application de
cet estimateur dans le cas parabolique étudié dans le premier paragraphe. On retrouve
alors un estimateur semblable.
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Conclusion et perspectives

Cette these avait pour objectif d’étudier le découplage des grandeurs thermodynamiques
des équations de transport et de proposer un schéma numérique peu coiiteux en temps
de calcul. Pour ce faire, trois modeles ont été proposés, chacun permettant de réduire le
nombre des inconnues par rapport aux formulations ”classiques” utilisées dans le milieu
de la modélisation des réservoirs et reprises pour la modélisation des écoulements dans
les bassins. Ces formulations ont permis également de s’affranchir de la difficulté du
choix des inconnues selon 1’état thermodynamique du domaine, difficulté rencontrée avec
la modélisation usuelle des écoulements dans les réservoirs.

Ces modélisations sont basées sur le concept des ccefficients de répartition qui exprime
la répartition (ou le pourcentage) de la quantité de masse du constituant au sein de
toutes les phases dans lesquelles il est présent. Ces ccefficients de répartition sont des
parametres de toutes les grandeurs thermodynamiques. Il existe notamment une relation
simple entre les ccefficients de répartition et les fractions massiques usuellement utilisées
dans les modélisations des écoulements multiphasiques multiconstituants. Ces ccefficients
de répartition sont évalués par des modules thermodynamiques complexes et cofliteux en
temps de calcul. Comme le but recherché consiste a découpler la thermodynamique des
équations de transport, on a considéré ces ccefficients de répartition de facon explicite.
Les autres grandeurs thermodynamiques pouvent étre prises en explicite ou en implicite
puisqu’elles ont des expressions analytiques dépendantes de la pression, de la température
et des coefficients de répartition.

Dans cette these, seule ’étude des grandeurs thermodynamiques prises en explicite a été
retenue au moyen d’un schéma, inspiré du schéma IMPES.

Les simulations numériques des trois modeles proposés ont mis plus particulierement en
valeur la formulation en masses de composés. En effet, la premiere modélisation proposée,
appelée modeéle en masses-saturations, ne pouvait pas simuler 1’écoulement des hydro-
carbures dans le bassin dans le cas de non compaction, de ’arrét du craquage et de la
négligence de la gravité. La deuxiéme formulation, appelée modele en masses de mélange,
devenait instable pour de faibles densités.
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Afin de diminuer le temps de calcul, on a proposé, dans un premier temps, une stratégie de
gestion globale du pas de temps liée aux variations de masse. Puis on s’est penché, dans
un deuxieme temps, sur une stratégie de gestion de pas de temps locale en ”découpant” le
domaine en zones. Ces zones ne sont pas a prioiri connues et évoluent au cours du temps.
On a donc développé une stratégie ”empirique” pour déterminer ces zones au cours du
temps. Pour palier aux limites de cette stratégie empirique, on s’est orienté vers 1’étude
des estimateurs a posteriori. On a commencé I’étude pour une équation elliptique linéaire
pour laquelle on a montré que l'estimateur était égal a lerreur exacte dans le cas ole
terme source est constant par volume, et qu’il majore et minore I’erreur exacte lorsque le
terme source n’est plus constant par volume de discrétisation. On s’est ensuite attaché a
I’étude d’une équation parabolique linéaire. On établit des estimateurs a posteriori par
deux méthodes différentes. Dans le premier cas, ’estimateur obtenu majore et minore
Perreur exacte. Dans le second cas, on obtient un estimateur général indépendant de la
méthode numérique utilisée pour calculer la solution du probleme. La seule contrainte est
le respect par les espaces d’approximation des espaces continus. Cet estimateur s’adapte
bien aux formulations mixtes primales, duales et primales-duales ainsi qu’aux méthodes
de Volumes Finis Eléments Finis basées sur ces formulations. On notera cependant que
tous ces estimateurs sont établis pour des normes globales et a priori on n’obtient aucune
information quant & la qualité de l’estimation de l'erreur locale. Cependant, les essais
numériques montrent que ces estimateurs donnent une bonne répartition de cette erreur
locale.

Enfin, une derniére facette se rapportant & ’approximation numérique effectuée en temps
sur les ccefficients de répartition a été développée.

Lorsque I'on considére les coefficients de répartition de fagon explicite, on introduit une
erreur sur les équations de conservation du volume poreux ainsi que sur ’équilibre thermo-
dynamique. On tente de corriger cela en introduisant une équation de thermodynamique
a masses et volume constants. On considere deux formulations de cette équation thermo-
dynamique & masses et volume constants. On montre que la premiére formulation donne
soit des masses nulles ou des densités infinies, soit qu’elle est automatiquemet vérifiée.
La seconde formulation de cette équation est plus délicate & apprécier du fait du défaut
d’une thermodynamique complexe et réaliste. Cependant, on montre dans deux cas sim-
ples que cete équation thermodynamique & masses et volume constants ne corrige pas les
ceefficients de répartition. De plus, les essais numériques montrent I’apparition de pics de
saturation artificiels ainsi qu’une contrainte importante sur le pas de temps. Enfin, les
essais numériques démontrent également que le modele tenant compte de I’équation ther-
modynamique & masses et volume constants converge vers la solution donnée par le modele
ne tenant pas compte de ’équation de thermodynamique & masses et volume constants
lorsque 'on raffine en temps et en espace.
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Quelques perspectives

00 Observer le comportement du modele en masses de composés avec un module ther-
modynamique plus complexe.

O Intégrer le modeéle dans un simulateur de bassin plus évolué (domaine en trois di-
mensions, intrégration des équations de compaction, prise en compte des failles, de
la température, de la tectonique des plaques).

0 Définir des perméabilités relatives en fonction des masses et non des saturations. En
effet, les perméabilités utilisées dans cette étude dépendent des saturations, ce qui
implique d’introduire des équations secondaires pour le calcul des saturations. Des
premiers résultats encourageants ont été obtenus avec le calcul des perméabilités
relatives suivantes:

N | B¥m; v

S am
pa® o

1— Sira

kro ((mj)j=1,...N) =

Toutefois, on note que cette expression n’est autre qu’une formulation en saturation
dans laquelle on a remplacé la saturation par sa définition en masse. Dans notre
cas, cette formulation est plus implicite que lorsque ’on utilise les saturations qui
sont calculées en fin de pas de temps précédent. Cette approche n’est pas tout & fait
satisfaisante.

00 Prendre en compte et étudier différentes approches de résolution pour la pression
capillaire.

[0 Etendre les résultats obtenus pour les estimateurs a posteriori dans le cas linéaire
au cas non linéaire en temps et en espace.

[0 Déterminer des estimateurs qui contrbleraient I’erreur exacte sur chaque élément.

O Appliquer les estimateurs obtenus au cas de notre bassin.
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Résumé :

Un bassin sédimentaire est un milieu poreux de grande dimension (plusieurs dizaines
de kilometres de long et de large pour une profondeur d’environ cing kilomeétres) qui
évolue au cours du temps par les effets de compaction et de sédimentation. Au cours de
cette évolution, des hydrocarbures vont se former et s’écouler dans le bassin. On établit
alors un modele permettant de simuler cette évolution de bassin ainsi que la création, la
migration et le piégeage des hydrocarbures dans des roches appelées roches magasins. Ces
phénomenes se déroulant sur des centaines de millions d’années, on s’est attaché & étudier
principalement une discrétisation temporelle de ces équations.

On a ainsi mis en avant un raffinement local du pas de temps dont le principe est de recal-
culer la solution sur une zone jugée "mauvaise”. A D'extérieure de cette zone, la solution
est admissible. La difficulté vient de la détermination de la zone qui doit-étre suffisam-
ment ”"grande” pour avoir une bonne qualité de la solution, mais suffisamment ”petite”
pour obtenir un gain calcul. Les estimateurs a posteriori permettent de contourner cette
difficulté.

On a donc entrepris une étude théorique de ces estimateurs a posteriori dans le cas
des équations linéaires elliptique et parabolique. Des simulations numériques montrent
I'efficacité de ces estimateurs dans des cas académiques.

Mots-Clés : Bassin sédimentaire, multiphasique, multiconstituant, milieu poreux, Vol-
umes Finis, Estimateurs a posteriori, Eléments Finis Mixtes, Pas adaptatif en temps et
en espace, maillage adaptatif, raffinement.

Abstract:

A sedimentary basin is a large porous medium (several hundred kilometers in length and
in width and five kilometers in depth) which evolve in the course of time with the sedi-
mentation and compaction effects. During this evolution, hydrocarbons appear and then
flow in this basin. We also establish a model which permits to simulate a sedimentary
basin evolution (compaction, sedimentation) and the hydrocarbon flows generation, mi-
gration and trapping. These phenomena occured during millions of years. Consequently,
we mainly study time discretisation of these equations.

We exhibit a time local refinement strategy. The main idea of this strategy consists to
distinguish the regions where the solution is well computed and those where an improve-
ment of the accuracy is necessary. In the latter, the accuracy is improved by means of
a time step refinement and a new computation of all the quantities. Nethertheless, the
distinction between good and bad areas constitues a very serious difficulty. We overcome
this issue using adequate a posteriori estimators for which we obtain several theorical and
numerical results in the case of linear parabolic equations.

Key-Words: Sedimentary basin, multiphase, multicomponent, porous medium, Finite
Volume, A posteriori estimators, Mixte Finite Element, Time and Space adaptative step,
adaptive mesh, refinement.



