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RAYONNEMENT DES ONDES D’INSTABILITES
DANS LES JETS SUPERSONIQUES

Christophe Millet

Résumé :

Cette thése est consacrée a I’étude du rayonnement acoustique des jets supersoniques,
dans le cadre de la théorie des instabilités linéaires. Le point de départ consiste & modéliser
les fluctuations observées dans les jets par des ondes d’instabilités qui s’apparentent aux
structures cohérentes de la turbulence.

Au niveau de description locale, une relation topologique entre les racines de la re-
lation de dispersion et ses coupures détermine le comportement asymptotique de la ré-
ponse impulsionnelle, qu’il est possible de ramener & deux configurations génériques. Ces
deux configurations conduisent & admettre qu'une approche locale (ou approximation
locale) n’est pas appropriée pour calculer le champ lointain, essentiellement parce que
I’approximation obtenue n’est pas uniformément valable. Le probléme principal vient de
ce que le comportement transversal d’une onde d’instabilités peut présenter une transition
exponentielle-algébrique et donc conduire le systéme vers un état dispersif, a ’origine des
ondes de Mach. Ces transitions sont totalement compatibles avec la structure du champ
proche et pourraient étre a l'origine d’'un mécanisme de sélection des fréquences.

Résumé en anglais:

The basic purpose of the present thesis is to examine the phenomenon of acoustic radiation
of supersonic jet flows by resorting to the linear instability theory. Thus, the downstream deve-
lopment of vortical structures is represented as a collection of spatially growing instability waves
of various frequencies.

At the local level description, it is shown that a simple topological relationship between roots
of the dispersion relation and branch cuts determines two generic configurations for the time-
asymptotic Green’s function, depending on control parameters. Both configurations leads to the
conclusion that a local analysis is not appropriate to describe the sound emission. In some cases,
the cross-stream behaviour of pressure fluctuations becomes dispersive and the cross-stream
decay of the amplitude changes from exponential to algebraic. Such a transition arises in regions
of physical space where noise is generated and depends to a large extent on the jet Mach number.
In this thesis, it is shown how algebraic decays are completely compatible with the features of the
near-field, in terms of a turning-point problem, and finally, a selection criterion for the occurence
of such a behaviour is given.






Avant-propos

Les écoulements cisaillés ouverts tels que les sillages et les jets chauds sont, sous cer-
taines conditions, le siége d’oscillations, qu’il est important de bien connaitre pour garantir
la fiabilité de certains processus industriels. Dans le domaine de I'aéronautique, les jets
se rencontrent aussi bien dans certains systémes de climatisation qu’a ’arriére des tur-
boréacteurs, ce qui explique en partie I'intérét que lui portent les aéroacousticiens depuis
les années soixante. Chacun a d’ailleurs en téte le débat soulevé aux Etats-Unis en 1976
par le probléme de 'atterrissage de Concorde a New-York. Alors que les avions subso-
niques étaient capables de respecter les niveaux de bruit publiés par 'OACI (Organisation
de I’Aviation Civile Internationale), Concorde, seul avion de transport supersonique du
monde occidental, se révélait plus bruyant que les plus anciens appareils a réaction. En
effet, les moteurs du supersonique, concus principalement pour minimiser la consomma-
tion en croisiére supersonique, sont & simple flux ou a taux de dilution trés faible, ce
qui implique un bruit de jet élevé. Récemment, 1’éventualité d’un successeur de 1’avion
supersonique (ATSF pour Avion de Transport Supersonique du Futur) a relancé certaines
études sur le bruit de jet. Méme si le sujet a déja fait couler beaucoup d’encre, les méca-
nismes physiques & l'origine du rayonnement acoustique restent encore mal compris; les
prévisions acoustiques sont essentiellement empiriques, souvent basées sur ’estimation du
rendement acoustique & partir de lois dimensionnelles.

Dans ce mémoire, j’expose les résultats de mes travaux de recherche sur la compré-
hension du rayonnement des ondes d’instabilités, en tant que modéle des oscillations des
jets supersoniques faiblement divergents, sous-entendant par ce bais I'existence d’un petit
paramétre canonique. Le parti pris est de replacer la dynamique de ces ondes dans le
cadre de la théorie de I'instabilité et dans la mesure du possible, de valider les concepts
théoriques en procédant & des comparaisons expérimentales et numériques. Le point de dé-
part consiste a reconnaitre que I’ordre dominant de I’approximation du champ de pression
n’est pas contraint de satisfaire les conditions limites du champ lointain, ce qui permet
d’étendre la notion d’analyse locale (le jet est divisé en "tranches" dans la direction prin-
cipale de 1’écoulement) a une classe de solutions dont le domaine d’holomorphie est une
surface de Riemann. Aprés un bref chapitre introductif, cette propriété sera discutée en
détails dans le chapitre 2. Mais admettre qu’il peut exister des ondes qui se propagent
dans les jets et dont la description locale autorise qu’elles ne vérifient pas les conditions a
I’infini ne leur confére pas une réalité physique. Cela ne justifie pas non plus qu’on ne s’y
intéresse pas. En fait, I’idée repose sur le constat général que les études de la turbulence et
des phénomeénes acoustiques font intervenir des échelles de temps, de longueur et d’énergie
trés différentes. Changer 1’échelle des variables d’espace revient a se placer & un niveau
différent de description des phénoménes physiques, niveau soit beaucoup plus petit, soit
beaucoup plus grand. Ceci se manifeste par des équations différentes, qu’il faut parfois
considérer simultanément et dans tout I’espace physique, comme le laissent entendre cer-
taines théories asymptotiques (théories WKB ou aux échelles multiples). On peut aussi



s’attendre a ce que certaines de ces équations conduisent a des solutions dont seule la res-
triction & une région de I’espace ait un sens physique, mais dont le comportement dépend
de conditions exprimées a ’extérieur de cette région, par 'intermédiaire de conditions de
raccords. Et puis, il ne faut pas oublier le cas ou ces deux effets se conjuguent, sous la
forme de transitions dissipatif-dispersif. Par exemple, lorsqu’une onde qui se propagent
dans la direction de I’écoulement porteur voit son taux d’amortissement dans la direction
transversale s’annuler (auquel cas, seule persiste une partie ondulatoire, caractérisique
d’un phénoméne dispersif). Aussi, I'argument qui consisterait a mettre de coté certaines
solutions du probléme local (pour une "tranche" d’écoulement) en prétextant qu’elles ne
vérifient pas les conditions limites n’est pas recevable et conduirait inévitablement & des
incohérences mathématiques insurmontables. Le rayonnement d’énergie comme processus
global sera au coeur du chapitre 3 qui sert de soubassement au chapitre 4 ol un critére de
sélection des fréquences du champ lointain sera donné en termes de transitions dissipatif-
dispersif. Ces transitions ne sont pas des événements exceptionnels et correspondent a
des transitions subsonique-supersonique de la vitesse de phase des ondes d’instabilités.
Le dernier chapitre pose les bases d'une théorie plus générale, incluant le cas des ondes
quasi-soniques et des jets faiblement supersoniques. Une réponse définitive aux questions
posées ne sera malheureusement pas donnée, mais je présenterai certains résultats qui nous
éclairent sur ce qu’on peut espérer trouver et en particulier sur les recouvrements pos-
sibles avec la théorie des modes globaux. Les chapitres 2 et 3 contiennent des remarques
non publiées dans les revues scientifiques, certaines parties ayant néanmoins fait ’objet
de présentations dans des congrés (voir par exemple les références [1] et [2]). Au moment
de la rédaction du mémoire, le chapitre 4 fait quant & lui 'objet d’une soumission a la
revue Furopean Journal of Mechanics B-Fluids.

Maintenant, qu’il me soit permis de remercier ceux qui, & un moment ou a un autre,
ont contribué & ma compréhension des instabilités, et en tout premier lieu Patrick Huerre
qui a accepté de présider le jury de cette thése. Il est de ces professeurs qui permettent de
garder & l'esprit qu’il est possible d’unifier rigueur, clarté et souci permanent de 1'utilité
de la chose. Comme cela s’était déja produit a deux ou trois reprises dans mon parcours,
je réalise quelle a été 'importance de son apport, sans doute & l'origine de cette thése.
Je pense également & Jean-Christophe Robinet, avec qui j’ai partagé mon bureau durant
les deux premiéres années de thése. Bien que nous ne soyons pas parvenu a donner corps
a notre travail, je n’oublie ni son intérét pour la physique théorique, ni le temps qu’il
m’a accordé. Je tiens également a remercier Stéphane Le Dizés et Patrick Huerre qui ont
accepté de se pencher sur mes problémes & des moments décisifs de la thése. J’y suis
d’autant plus sensible que tous deux n’avaient rien a y gagner et du temps a y perdre.

Je remercie tout particuliérement mon Directeur de thése, Grégoire Casalis, pour la
confiance qu’il m’a témoignée et pour nos discussions, parfois percues comme trop théo-
riques, ou trop "amont" pour reprendre un terme local, et au cours desquelles j’ai apprécié
son dynamisme. Je lui dois la liberté de mes recherches et la possibilité d’avoir travaillé
en dehors des contraintes de productivité du laboratoire, dans une optique de recherche a
laquelle il contribue beaucoup. Je remercie également les membres du jury qui ont accepté
de débattre sur un sujet réputé difficile et qui pose encore beaucoup de questions. Enfin



dans un systéme ou ’acquis est pérenne, je veux ici insister sur le fait que je n’oublie
pas 'institution qui a permis le financement de cette thése, ni les personnes qui ont eu la
gentillesse de m’accueillir dans leur équipe. Il s’agit de Jean Cousteix, directeur du dépar-
tement de Modélisation pour 1’ Aérodynamique et 'Energétique (DMAE) de ’'ONERA et
Daniel Arnal, chef de I'unité Transition et Instabilités (TRIN).

Pour finir dans la grande tradition des citations de thése, je citerai une petite réflexion
de Gian Carlo Rota: nous entendons souvent dire que les mathématiques consistent a
"orouver des théoremes”. Le travail d’un écrivain serait-il "d’écrire des phrases"? L’oeuvre
d’un mathématicien est surtout un enchevétrement de conjectures, d’analogies, de souhaits
et de frustrations; la démonstration, loin d’étre le noyau de la découverte, n’est souvent
que le moyen de s’assurer que notre esprit ne nous joue pas des tours.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

Chapitre 1

Introduction générale

De quelle maniére contribuent les ondes d’instabilités au bruit de jet supersonique?
Plus précisément, malgré tous les progres récents accomplis en théorie des instabilités,
sommes-nous dans la situation des chercheurs des années 50 qui s’interrogeaient sur la
signification physique des ondes de vitesse de phase supersonique ; oil bien possédons-nous
déja une formulation satisfaisante, permettant de rendre compte des caractéristiques du
bruit rayonné? Depuis I’émergence des techniques perturbatives, et leurs applications aux
écoulements de jets faiblement non-paralléles, des modéles ont été proposés, notamment
par Crighton et Gaster [3], Garg [4] ou encore Strange et Crighton [5]. Pour ces auteurs,
les équations de départ sont celles de I'approximation incompressible et seules les ondes
d’origine hydrodynamique, dites de Kelvin-Helmholtz, sont considérées. Fort du succés
remporté par ces modeéles, Tam et Morris [6] ont proposé d’étendre la méthode des échelles
multiples & la couche de mélange compressible afin d’en calculer le bruit rayonné. La
encore, ’analyse est limitée aux ondes de Kelvin-Helmholtz. Il faudra attendre les années
90 pour que des idées anciennes, dies & Landau [7], Miles [8], Fejer et Miles [9] et Lessen et
al. [10] fassent 'objet d’une réactualisation, a la lumiére des observations expérimentales
d’Oertel [11]. Si les travaux de Crow et Champagne [12] et Brown et Roshko [13] ont
bien mis en évidence l'importance des ondes de Kelvin-Helmholtz comme modéle des
structures cohérentes dans les écoulements turbulents, ceux d’Oertel soulévent 1’existence
d’autres types de structures dans les jets axisymétriques, dont l’origine semble liée aux
effets de compressibilité. Un nom a été proposé par Tam et Hu [14], [15], celui d’ondes
supersoniques. 11 s’agirait d’ondes d’instabilités animées d’une vitesse de phase dont I’écart
a la vitesse de I’écoulement porteur est plus grand que la célérité du son, aussi bien a
I’extérieur qu’a l'intérieur du jet. Encore une fois, ces observations soulévent la question
du rayonnement des ondes de vitesse de phase supersonique. Pourtant, leur contribution
au bruit de jet est réguliérement mise de coté et rarement replacée dans le cadre de la
théorie des instabilités.

Les efforts pour unifier ondes acoustiques et structures cohérentes dans un méme
formalisme ont amené & distinguer deux composantes dans le bruit de jet supersonique.
La premiére composante semble provenir des structures cohérentes, sous la forme de ce
qu’il est convenu d’appeler le bruit de mélange turbulent. Les expériences de Tanna [16] et
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F1G. 1.1 — Directivités mesurées par Seiner et al. [17] a différentes fréquences. Jet superso-
nique, de nombre de Mach M = 2.0 et a une température totale de 500 K. o : St = 0.067 ;
o:St=0.12; A: S5t=0.20; &0 St = 0.40.

Seiner et al. [17] fournissent des indications qui vont dans ce sens. La figure 1.1 constitue
un résultat typique montrant des mesures de directivité obtenues par Seiner et al. [17]
pour différentes fréquences normalisées St (le nombre de Strouhal est basé sur le diamétre
du jet). Il apparait clairement que la partie dominante du bruit est confinée a 'intérieur
d’un secteur angulaire qui, d’aprés les observations de Tanna [16] dépend essentiellement
de la température du jet. A 'extérieur de ce secteur angulaire, les caractéristiques du bruit
sont trés différentes et constituent la seconde composante. Il s’agirait du bruit associé aux
petites structures de la turbulence. En examinant une large gamme d’écoulements de jets,
Tam [18] a proposé d’étendre cette décomposition aux jets subsoniques. Mais ce dernier
point est encore trés discuté. Une des questions fondamentales encore non résolue est celle
posée par la validité de I’analogie de Lightill [19], & la base d’un grand nombre d’approches
aéroacoustiques et dont le point de départ consiste a faire apparaitre le bruit rayonné sous
la forme d’une solution d’une équation de propagation classique.

Lorsqu’un jet supersonique n’est pas parfaitement adapté (ce qui est souvent le cas),
on distingue d’autres composantes, dont 1’origine semble liée a I’existence d’un systéme
quasi-périodique d’ondes de chocs, confinées & I'intérieur du jet. Cela se manifeste par
I’émergence d’'une fréquence fondamentale (screech tone) dans le spectre mesuré en amont
du jet, comme le montre la figure 1.2, et par des oscillations de 1’écoulement (voir Seiner et
al. [20]). Cette fréquence est d’autant plus marquée que la température du jet est grande
(voir Massey et al. [21]) et est inévitablement associée & un bruit large bande (désigné par
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F1G. 1.2 — Niveau sonore (SPL pour Sound Pressure Level) relevé par un microphone
placé G un angle de 30 deg, mesuré depuis la direction amont (Seiner [23]) pour un jet
supersonique non adapté.

broadband shock noise sur la figure 1.2), dont un modéle a été proposé par Tam et al. [22].
Le modéle repose sur l'interaction (faible) des structures cohérentes et du systéme d’ondes
de chocs qu’il est possible de voir comme un ensemble d’ondes stationnaires. En faisant
I’hypotheése que les structures cohérentes n’ont pas d’échelle caractéristique de temps et
de longueur, Tam s’est ramené & une théorie semi-empirique a deux paramétres, donnant
ainsi une explication au bruit large bande. Mais ce modéle n’explique pas 1’émergence
d’une fréquence privilégiée en amont du jet.

Notons que parallélement aux travaux expérimentaux et théoriques sur le bruit de
jet supersonique, le développement de l'aéroacoustique numeérique (parfois désignée par
le sigle CAA pour Computational AeroAcoustics) permet aujourd’hui d’aborder des pro-
blémes de plus en plus complexes. L’approche la plus simple, au moins formellement,
consiste a procéder a un calcul de simulation directe (ou DNS pour Direct Numerical
Simulation), c¢’est-a-dire a résoudre les équations de Navier-Stokes dans tout I’espace phy-
sique. Il s’agit 1a d’une méthode ambitieuse, qui présente de nombreuses difficultés, en
particulier la nécessité de capter des échelles de longueur et d’énergie tres différentes. Une
alternative est donnée par la méthode de Kirchhoff ol on se sert du fait que les équa-
tions qui régissent 1’écoulement se raménent & une équation des ondes loin de la région
turbulente. Ainsi, a partir de la connaissance du champ aérodynamique sur une surface
qui englobe le jet, on peut théoriquement extrapoler le champ acoustique. Mais étant
donné la faible amplitude des fluctuations acoustiques, une telle méthode nécessite que

7



le calcul en champ proche soit extrément précis, éventuellement effectué par simulation
directe, et donc cher. Il reste 'utilisation d’une analogie aéroacoustique traditionnelle qui
nécessite un calcul incompressible du champ proche. En effet, il n’est pas indispensable
de représenter le champ proche acoustique, le champ lointain étant reconstruit a partir
du rayonnement d’un terme source, basé sur 1'utilisation des équations d’Euler linéarisées
simplement perturbées ou bien issu d’une modélisation stochastique de la turbulence.

Cette thése est limitée aux jets axisymétriques faiblement inhomogénes dans une direc-
tion de ’espace et émergeant d’'une tuyére, comme c’est le cas des jets de turboréacteurs.
Pour faire simple, les équations seront considérées dans un systéme de coordonnées cylin-
driques (z,r,0), centré sur ’axe de symétrie du jet, ou 'axe de la variable z pointe dans la
direction principale de I’écoulement. Le couple (r,0) se déduit du systéme de coordonnées
cartésiennes par les relations z = rcosf et y = rsinf.



CHAPITRE 2. INSTABILITES SUPERSONIQUES LOCALES

Chapitre 2

Instabilités supersoniques locales

Dans ce chapitre, on s’intéresse & la réponse impulsionnelle des écoulements super-
soniques et confinés dans une direction de ’espace. Le point de vue adopté est celui de
I’approximation localement paralléle. L’analyse des effets d’inhomogénéité spatiale fait
intervenir des coupures dans ’espace des nombres d’ondes, qu’on peut voir comme des
lignes au voisinage desquelles le probléme perd son caractére local. Cela se manifeste par
I’apparition d’ondes incompatibles avec les conditions limites et dont la description ne
peut se faire qu’en termes de fonctions définies sur des variétés connexes de dimension
deux (des surfaces de Riemann).

2.1 Probléme physique, approche locale

Supposons que le systéme physique puisse étre réduit a un modéle mathématique
simple dans lequel les effets de viscosité sont négligeables. Plus précisément, le nombre
de Reynolds Re est supposé prendre sa valeur limite ('infini) en tout point du domaine
2 occupé par le gaz. Pour simplifier un peu plus le probléme, on suppose que ce dernier
est parfait et de conductivité thermique nulle. Enfin, on suppose qu’il n’y a ni source de
chaleur, ni force de volume dans 2. Avec ces hypothéses, les équations du mouvement
peuvent se réduire a

ov o w (81} ) ov 10p

Ou  Ou wou  Ou 10p _

ot 'or 1o “oxr  por

ow ow w(aw ) ow 1 0dp
+u

E_}_UE_}_? %—FU ——|———:0, (23)

Op op wop Op (181}7‘ 10w 8u)
+p v =0,

0, (2.2)

o or TToe  as ror " ro0 " ar

ol p, p, u, v et w sont respectivement la pression, la masse volumique et les composantes de
la vitesse du fluide au point géométrique de coordonnées (x,r,0) a I'instant t. Le symbole

(2.4)
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2.1. Probléme physique, approche locale

v désigne la constante adiabatique, définie comme le rapport des chaleurs spécifiques a
pression et volume constants. Il faut bien se rendre compte que certaines approximations
faites pour écrire le systéme précédent se révélent par une perte d’information qui peut
remettre en cause la réalité physique de la solution. En particulier, la procédure qui
consiste & annuler la contribution de certains opérateurs différentiels en identifiant & zéro
le petit paramétre (1/Re = 0) conduit ici & une réduction de ’ordre des équations.

On se retrouve donc avec un systéeme de la forme F¢ = 0, ou ¢ désigne le vecteur
inconnu (dont les composantes sont la vitesse, la pression et la masse volumique) et F'
est un opérateur différentiel non linéaire du premier ordre. La forme adimensionnelle des
équations précédentes est obtenue en adoptant 7;, u; et p; pour échelles caractéristiques
de longueur, de vitesse et de masse volumique. On en déduit les échelles de pression pju?
et de temps 7;/u;. A ce stade, le choix des échelles caractéristiques n’est pas essentiel
puisqu’aucune configuration physique n’a été définie. Il ne s’agit ici que de définir ce
qu’on entend par grandeurs adimensionnées, grandeurs qui seront désormais utilisées en
tant qu’inconnues du probléme physique. Pour ne pas introduire de difficulté d’écriture
supplémentaire, on conserve les mémes notations que dans les équations (2.1) 4 (2.4) pour
désigner les variables et fonctions adimensionnées.

Nous concentrons maintenant notre attention sur ’évolution d’une perturbation infi-
nitésimale ¢ superposée a un écoulement de base, déterminé par ¢q, qui vérifie lui méme
les équations du mouvement (2.1) & (2.4). On se restreint ici auzx écoulements de base per-
manents, azisymétriques, paralléles & la direction x et confinés dans la direction radiale’.
Le champ des vitesses se réduit donc a une seule composante non nulle ug, fonction (a
support borné) de la variable . De plus, la pression py est supposée constante dans (2.
Pour déterminer les équations d’évolution de la perturbation, il est courant d’introduire
un parameétre € destiné & mesurer explicitement son amplitude. Insérant le changement
de variable ¢ — ¢y + €p, ol ¢ désigne désormais la perturbation, dans le systéme de
départ (2.1) a (2.4) et développant formellement en puissances de €, on obtient un sys-
téme d’équations dont on ne garde que les termes d’ordre €. Cette procédure génére un
probléme linéaire ol 'opérateur associé se présente comme la dérivée fonctionnelle de F'
par rapport a ¢ en ¢q. Par substitution des équations (2.1) a4 (2.3) dans (2.4), on obtient
a ordre € une équation différentielle linéaire pour la perturbation de pression p,

1 1 dpy O 2 duy 0%p
(A Fh P 2.
< )] poM? dr dzdr 0 (2:5)

qu’on écrit encore Lp = 0, ot L est un opérateur différentiel linéaire, D(uy) = 0/0t +
uo0/0z est I'analogue de la dérivée particulaire pour le champ de vitesses associé a I’écou-
lement de base et le symbole A désigne le Laplacien dans €2, identifié & ’espace euclidien
tridimensionnel R?. En termes de grandeurs adimensionnées, le nombre de Mach M est
défini par M? = 1/(ypo) et joue le role de paramétre de controle. Dans les régions de
Pespace ou ’écoulement est au repos (ug = 0 et py constant), ’équation (2.5) se simplifie

1. Par un changement de référentiel, les écoulements uniformes loin de ’axe r = 0 peuvent étre définis
par des fonctions nulles pour r — co. En général, ces fonctions sont une donnée du probléme.
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CHAPITRE 2. INSTABILITES SUPERSONIQUES LOCALES

en I’équation des ondes pour la fonction dp/0t, c’est-a-dire que L se réduit a

2
o P10
otz ot pgM? ot

ou la valeur que prend la masse volumique py est fixée par le choix de ’échelle carac-
téristique p;. Dans la suite, on notera cette valeur p,,. C’est notre second paramétre de
contrdle. Notons que 1'opérateur défini par (2.6) est hyperbolique et qu’une solution peut
trés bien étre discontinue, tandis que A est elliptique et que toute solution de Ap = 0 est
nécessairement ? "réguliére" (c’est-a-dire indéfiniment dérivable et analytique). D’un autre
coOté, on voit que le passage de I’équation des ondes a I’équation de Laplace s’obtient par
une procédure limite, en faisant tendre le nombre de Mach M vers zéro. D’un point de vue
physique, cela signifie qu’a un instant ¢ fixé, les effets de compressibilité ne se font sentir
qu’a Pextérieur d’un O(1)-voisinage de 1’écoulement. En effet, pour » > O(1) et M — 0,
I’équation des ondes est inchangée et s’obtient en effectuant un changement de variable
adapté a la description des grandes longueurs d’ondes. D’une maniére analogue, le double
passage a la limite M — 0 et t — 0 est certainement singulier au voisinage de t = 0. Il
faut alors renormaliser le temps de telle facon qu’il soit bien adapté au phénoméne ayant
lieu au voisinage de ¢t = 0.

L’analyse linéaire, reposant sur la version tronquée du systéme différentiel initial (2.1)
a (2.4) rend compte de la dynamique tangente en ¢o. Une propriété essentielle du pro-
bléme est de permettre une analyse de 1’évolution d’une perturbation quelconque ¢ par
superposition de composantes élémentaires obtenues par la décomposition sur une base
propre de L. En pratique, le probléme physique consiste & déterminer le comportement
des modes propres comme solutions d’un probléme aux limites, ot les conditions limites
doivent étre compatibles avec I’équation (2.6), pour un nombre de Mach donné, éventuel-
lement petit. Précisons ce qu’on entend par la et considérons le cas d'un jet immergé dans
un fluide au repos. De nombreux auteurs ont montré qu’en présence d’un tel écoulement,
certaines perturbations voient leur amplitude croitre dans le temps, que ce soit dans le
référentiel du laboratoire ou dans un référentiel animé d’une vitesse donnée (voir, par
exemple, Monkewitz et Sohn [24, 25]). Mais ce champ de perturbations n’est pas confiné
a l'intérieur du jet et par conséquent vérifie ’équation des ondes au voisinage et loin du
jet, conformément & 1’équation (2.6). Si on convient d’en chercher une solution sous la
forme d’une onde monochromatique de pulsation w, I’équation des ondes se transforme en
une équation elliptique, du type de celle d’Helmholtz, alors que 1’équation des ondes est
hyperbolique : c’est en général un probléme de "diffusion" d’ondes et, sous des conditions
aux limites et initiales adéquates, il admet une solution unique (voir a ce sujet le livre de
Wilcox [26]). Une étude systématique des solutions de I’équation d’Helmholtz en domaine
non borné conduit a les classer en "ondes divergentes" et "ondes convergentes". Des rai-
sons physiques autant que mathématiques font que, pour le probléme du rayonnement
d’ondes engendrées par les vibrations d’un obstacle, on ne doit accepter que les ondes
divergentes. Ajoutons qu’il est possible de montrer qu’avec cette condition, dite de rayon-
nement, le probléme de Neumann et le probléme de Dirichlet extérieur sont bien posés

0, (2.6)

2. Pour des conditions aux limites "réguliéres".
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2.1. Probléme physique, approche locale

(pour le théoréme d’unicité, le lecteur peut se reporter a 'ouvrage de Dautray et Lions
[27]). On arrive ainsi & une formulation intuitive de la condition limite & adopter loin du
jet: toute onde acoustique rayonnée par le jet doit se comporter a l'infini "comme” une
onde divergente. En ’absence d’écoulement, la condition de rayonnement prend le nom de
condition de Rellich (voir Zeytounian [28] et Euvrard [29]) et exprime le fait que les ondes
acoustiques se comportent asymptotiquement comme des ondes simples divergentes. Mais
tout ceci ne s’applique pas directement a 1’équation (2.5). En particulier, on peut se de-
mander si la présence d’instabilités dans un écoulement de jet est bien compatible avec
la condition de rayonnement énoncée ci-dessus et si ce résultat se prolonge au cas ou le
nombre de Mach est un petit paramétre. En effet, il ne faut pas perdre de vue qu’a la
limite M — 0, le probléme physique doit rendre compte des caractéristiques des ondes
de pression, aussi bien dans le voisinage de I’écoulement que loin de celui-ci. Ce dernier
point n’est pas assuré vu que dans les équations (2.5) et (2.6) la variable spatiale 7 est
supposée a priori indépendante du nombre de Mach.

Dans ce chapitre, la démarche retenue est inspirée des travaux de Huerre et Monkewitz
[30, 31] et Huerre et Rossi [32] sur la théorie des instabilités hydrodynamiques. Elle consiste
a déterminer la réponse de I’écoulement & un forcage connu. On procéde classiquement en
deux étapes: (i) la premiére consiste a rechercher des solutions élémentaires du probléme
linéarisé, c’est-a-dire des solutions vérifiant le systéme (2.5) auquel on ajoute une condition
initiale qui traduit mathématiquement que le systéme n’est perturbé qu’a 'instant t = 0
en un point donné de 2. D’un point de vue physique, il s’agit de déterminer le champ
d’ondes de pression généré par une impulsion localisée dans I'espace et le temps. Notons
qu’en ’absence d’écoulement, I’équation pour la perturbation de pression se simplifie en
I’équation des ondes qui posséde la propriété supplémentaire d’étre homogéne dans la
direction de la variable 7, et donc dans les trois directions de I’espace. On peut donc
en chercher une solution sous la forme d’une transformée de Fourier spatiale, ce qu’on
fait dans la section 2.2.1 en faisant tendre le support de wugy(r) vers zéro (dans le cas
d’un jet libre, cela revient a faire tendre le rayon du jet vers zéro). D’un point de vue
mathématique, le probléme est équivalent & imposer une condition initiale a I’équation
(2.5) sous la forme du produit é, ® d; au second membre, ol § est la distribution de
Dirac a l'origine et ® désigne le produit tensoriel de distributions. Une fois la réponse
impulsionnelle connue, on passe a la seconde étape (ii) : la solution associée a une source
placée a I'origine s’obtient par un produit de convolution en temps. De méme, la solution
associée a une condition initiale quelconque s’obtient par une convolution spatiale.

Pour uy = 0, on peut chercher a déterminer le comportement radial des ondes de pres-
sion générées par un forgage localisé sur I’axe, invariant par translation dans une direction
de l'espace, disons z, et de la forme exp(—iwt). Dans cette perspective, les instabilités sont
modélisées par une simple condition limite, au point 7 = 0 (y = 0 et z = 0). Mais il est
évident qu’une telle modélisation n’est pas transposable directement au cas ou la fonc-
tion uy n’est pas identiquement nulle et c’est pourquoi il est prévu de tenir compte de
la présence de 1’écoulement moyen dans une seconde partie (section 2.2.2). Notons par
ailleurs qu’ a défaut de connaitre explicitement le comportement radial de la solution de
(2.5) & un instant donné, il est courant de chercher a ’approcher asymptotiquement pour
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CHAPITRE 2. INSTABILITES SUPERSONIQUES LOCALES

des temps longs. Nous traiterons la variable r de la méme fagon, pour décrire le champ
de pression lointain, sous réserve que le passage a la limite r — oo ait un sens.

2.2 Fonction de Green locale

2.2.1 En ’absence d’écoulement

On se limite ici & une fonction de Green g = 0G/0t (ou éventuellement a une dis-
tribution de Green) & support dans le demi-espace ¢ > 0 de R?, tempérée en (y,z), a
t fixé et dont la transformée de Fourier en (y,z) est suffisamment "réguliére" en ¢ pour
t > 0. L’existence de solutions élémentaires est assurée par le théoréeme de Malgrange-
Ehrenpreis, mais GG n’est évidemment pas unique puisqu’on peut lui ajouter une solution
arbitraire de ’équation homogéne associée.

Pour toute fonction ¢ indéfiniment dérivable dont toutes les dérivées sont a décrois-
sance rapide, on définit la transformée de Fourier de g par (g,0) = (g,) (voir Schwartz
[33, 34]), avec

stk = [ [ el espl-ithyy + k) dy 2.7)

ou k, et k, sont les composantes du vecteur d’onde, de module k, dans les directions
données par y et z. Pour alléger les notations, on désigne par F¢ la transformée de
Fourier de la fonction ¢, définie par (2.7). Appliquons F a I’équation (2.6) ou le second
membre est remplacé par 6, ® 0, ® 6, et admettons qu’on puisse permuter les symboles
F et 0%/0t?. On arrive a une équation différentielle en ¢, dépendant du paramétre k, qui
s’écrit 2 2

g K4

0t pooM?
Vu que g est a support dans le demi-espace ¢t > 0, il en est évidemment de méme pour
g, ce qui impose de chercher une solution de la forme Y'(¢)gx(t), ou Y est la fonction de
Heaviside. L’équation différentielle au sens des distributions signifie que, (i) pour ¢ > 0,
elle est vérifiée au sens des fonctions et (ii) gx(0) = 0, §,(0) = 1, ces deux derniéres
conditions permettant de fixer les constantes d’intégration. D’ou finalement,

o(yt) = V(1) F! [@M sin ( \/p’%: M)} , (2.9)

ou F~! désigne la transformée inverse de F. La permutation non justifiée de F et de
0?/0t* peut mettre un doute quant a la justesse de la formule (2.9) et c’est pourquoi
il convient de considérer la démarche précédente comme essentiellement heuristique. Le
lecteur peut néanmoins vérifier que la formule obtenue est bien correcte, en reportant
(2.9) dans ’équation (2.6) et en se limitant & des fonctions-test ¢ indépendantes de 6
(avec z = rcosf et y = rsin §) puisque 'opérateur L est invariant par rotation autour de
’origine.

=5, (2.8)
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2.2. Fonction de Green locale

La fonction dont on cherche la transformée de Fourier inverse ne dépend que de k et
par conséquent sa transformée de Fourier inverse ne dépend que du rayon r et est donnée
par la transformée de Hankel d’ordre zéro (Schwartz [33]). D’ou

a t fixé, ou Jy est la fonction de Bessel d’ordre zéro. Tout aussi formellement, Gradshtein
et Ryzhik [35] donnent

) dk, (2.10)

1 ) sin kt _ Y (t — /P Mr)
o Jo(kr) <\/pToM) dk F T (2.11)

d’ou finalement
VP MY ()Y (t — \/Poc M)

2P M) =
On peut montrer que U'intégrale au membre de droite de (2.10) est bien semi-convergente,
sauf pour ¢ = /pooMr et représente bien la transformée inverse cherchée.

Considérons maintenant une source placée a l’origine et dont l'intensité, nulle pour

t < 0, est décrite par une fonction exponentielle exp(—iwt) pour ¢ > 0, ou la pulsation w
est un nombre complexe de partie imaginaire positive ou nulle, pour exprimer qu’il s’agit
d’un signal amplifié ou marginal. La perturbation qui en résulte s’obtient par convolution
en temps avec le forgage Y (t) exp(—iwt), c’est-a-dire qu’on a

Op
ot

g(T‘,t) =

(2.12)

—(r,t) = g(rt) % Y (t) exp(—iwt), (2.13)

qui implique que le support en ¢ de dp/0t, a r fixé, est contenu dans [,/pec M, +00[. Deux
conséquences a cela: la perturbation est nulle pour t < 0 et, & ¢ > 0 fixé, le support de
Op/0t dans Q) est contenu dans le cylindre r < ¢/(,/pscM). La perturbation créée a ¢ = 0
en r = 0 a parcouru la distance ¢/(,/pocM) a l'instant ¢, la célérité des ondes étant finie
et égale & 1/(,/pooM). Insérant (2.12) dans (2.13), on arrive &

=yt - ) VP M exp(iv(t —1) .,
5 () = Y (¢ = /P M) /\/_M\/#Q/p M?)—r2dt’ (2.14)

qui correspond au régime transitoire. A la limite ¢ — oo, on a

t exp(iwt’) % exp zkoru)
dt' — ,/pooM/ du, (2.15)
[ e T V=T

ou ko = y/peowM est le nombre d’onde associé & la pulsation w. Si w est un nombre réel
strictement positif, I’intégrale précédente peut étre évaluée en utilisant les représentations
intégrales de Mehler-Sonine [36]. Si u est un nombre complexe, il convient de considérer
I'intégrant de (2.15) non plus comme une fonction définie sur I'intervalle réel u > 1, mais
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comme une fonction complexe de u = u, + 2u; définie sur une surface de Riemann en
rapport avec la racine carrée au dénominateur (voir annexe A). Les zéros u = +1 de
Vu? — 1 apparaissent alors non plus comme des points singuliers isolés, mais comme des
points de branchement inclus dans le domaine de définition de la surface de Riemann.
La signification physique de ces points s’établit facilement, en considérant le changement
de variable u = t/(r\/pscM) : ce sont les points pour lesquels la vitesse /¢ s’identifie en
valeur absolue & la vitesse du son. La bande By du plan compleze, définie par —1 < u, < 1
correspond donc auxr ondes se propageant & une vitesse de phase supersonique.

Cherchons maintenant & exprimer l'intégrale impropre (2.15) en termes de fonctions
cylindriques (voir annexe B) pour une pulsation complexe w = w, + iw;, avec w; > 0. Pour
cela, on tient compte du résultat selon lequel toute fonction cylindrique peut se représenter
sous la forme d’une combinaison linéaire des fonctions de Bessel J, et de Weber W,,, cette
derniére se déduisant de la connaissance de J, et J_,. Avec cette remarque, on peut se
limiter aux fonctions J., dont la principale propriété est évidemment d’étre des solutions
de I’équation différentielle de Bessel, i. e. V, J., = 0, ou V,, désigne 'opérateur différentiel
de Bessel (voir annexe B). Pour des raisons qui seront clarifiées dans la suite, nous allons
nous intéresser aux intégrales de la forme

z”/(e}(pﬂdu, (2.16)

u? — 1)1/2-v

ou 7y est un chemin reliant deux points a priori quelconques a et b. Notons que pour
v — 0, on retrouve 'intégrale de (2.15) avec z = kor, dont le signe de la partie réelle est
celui de w,. L’intégrale (2.16) est solution de 1’équation de Bessel si le chemin v est tel

que I’équation
3 exp(izu) B exp(izu) 1’ B
vl [ @i o = [y, - 210

soit satisfaite. On peut donc choisir pour v un lacet de type y; qui soit tel que I'intégrant
retourne a sa valeur en a = b aprés que u ait parcouru le contour d’intégration dans le
sens indiqué sur la figure 2.1. On peut aussi choisir un chemin de type 5 pour lequel la
fonction s’annule aux deux extrémités, par exemple en 700 pour w, > 0. L’intégrale prise
le long du chemin v, ou 7, converge et 'intégrant peut s’exprimer sous la forme d’une
série de Laurent uniformément convergente3.

Considérons d’abord un chemin de type ;. On peut procéder au développement en
série de la fonction exponentielle dans (2.16), ce qui conduit a

m

v exp(izu) B % mv+m "
Z [ﬂ W du = Z m! [n (u2 — 1)1/2_U du. (2.18)

m=0

Le choix du contour v; est déterminant: si celui-ci est choisi symétrique par rapport a
lorigine, les intégrales de fonctions impaires (m = 2p + 1, p entier positif) s’annulent

3. C’est bien le cas pour le chemin v, si ce dernier est choisi & Pextérieur du cercle |u| = 1.
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2.2. Fonction de Green locale

F1G. 2.1 — Chemins 7, et vy, sur la surface de Riemann associée a lintégrant de (2.16).
(a): chemins avant déformation, (b): chemins aprés déformation.

deux a deux, et il ne reste plus qu'une somme d’intégrales de fonctions paires le long de la
restriction du chemin ~; au premier feuillet de Riemann, c’est a dire au demi-plan u, > 0.
Sous réserve que la partie réelle de v 4+ 1/2 soit strictement positive, on peut déformer la
partie de 7, restante jusqu’a la confondre avec le segment 0 < u, < 1 pris deux fois, en
sens inverse I’un de l'autre, la premiére partie étant située au-dessous de la coupure et la
seconde, au-dessus. Vu qu’on a arg(u — 1) = £7 si u; — 0%, l'intégrale prise le long de
~v1 se réduit & une intégrale prise le long du segment 0 < u, < 1. Ce qui sous-entend bien
stir que u est dans By. Il reste

. 00 _1\mvt+2m 1 p—1/2
z”/ (e}(pﬂdu = 2i cos(vm) Z (=1)" / ( “ du, (2.19)
gt 0

uZ — 1)1/2—1/ — (2m)! 1— u)1/2—u

ol l'intégrale du membre de droite peut s’exprimer sous la forme de fonctions Eulériennes
(voir Schwartz [33|). De la définition de la fonction de Bessel J, par une série entiére (voir
annexe B), on déduit I'égalité

explizu) 2 miL(1/2)],(2)
/71 (u2 — 1)1/2—» du = T2 - )z (2.20)

ou I' est la fonction gamma d’Euler. Ainsi, l'intégrale (2.16) peut s’exprimer sous la forme
du produit de la fonction de Bessel J, et d’un facteur multiplicatif indépendant de z.
En procédant d’une maniére similaire avec le chemin ~,, (cette fois-ci, on développe la
fonction (u? — 1)¥~1/2 en série de puissances descendantes), on arrive & la relation

[, PRI

w?— 02 T T2 = )

Notons que méme si la relation (2.19) n’a été prouvée que pour certaines valeurs de v, le
résultat est vrai pour tout v par la propriété du prolongement analytique.
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Des équations (2.20) et (2.21), on peut déduire toute fonction cylindrique comme une
combinaison linéaire des intégrales prises le long de 7, et s, et ceci pour n'importe quel
couple de nombres complexes (v,z) tels que la partie réelle de z soit positive et v n’annule
pas le caractére multiforme du dénominateur de l'intégrant (2v ne doit pas étre un entier
impair). En outre, la déformation des contours d’intégration 7, et o permet, sous certaines
conditions, d’exprimer les fonctions de Hankel sous la forme d’une seule intégrale. Pour
cela, faisons tendre I'image de ; vers celle de 79, comme lillustre la figure 2.1 (b). Si on
fait tendre le point d’intersection des deux chemins avec 1’axe imaginaire vers 'infini pour
annuler la contribution des intégrales le long de ’axe réel, et qu’on fait tendre les points
d’intersections avec ’axe réel vers les points de branchement (u, tend vers +1 selon que
u, est positif ou négatif), on voit qu’il ne reste plus que la contribution des intervalles
0 < wu; < o0, up = £1. Avec cette procédure, on déduit de la définition de la fonction de
Hankel HV de premiére espéce et d’ordre v,

_ J_,(2) = J,(2) exp(—vmi)

isin(vm)

, (2.22)

(la définition devant étre prise a la limite si v est un entier), la relation suivante:

H(l)(z):F(l/Q—V)z" {/11 exp(izu) du+/11+°°i( exp(izu) du}, (2.23)

v 2vmil’(1/2) tooi (U2 = 1)1/ w2 — 1)1/2-v

qu’on peut étendre a d’autres valeurs de z par la propriété du prolongement analytique
et la déformation du contour d’intégration. Ainsi, pour —7/2 < 1 < 37/2, on peut
remplacer la borne 1 + ioco dans (2.23) par ico exp(—in) sous réserve d’avoir I'inégalité
—m/2 +n < arg(z) < m/2 + n pour assurer la convergence absolue des intégrales. La
représentation intégrale de HY peut alors s’étendre aux valeurs de arg(z) comprises
entre —m et 2.

Revenons maintenant a 'intégrale (2.15) qui donne le comportement radial des ondes
acoustiques. Pour cela, on considére le cas v = 0 et n = 7/2 pour lequel on sait que
arg(z) est compris entre 0 et 7. Le contour d’intégration de (2.23) peut alors étre déformé
jusqu’a s’identifier a l'intervalle réel allant du point de branchement jusqu’a I'infini, pris
deux fois. Pour tout nombre complexe w tel que w; > 0, on déduit

op . PooM? /°° exp(ikoru — iwt) ,  pooM?
ot or u? — 1 N

pour ¢ — 00, oll kg est un nombre complexe de partie imaginaire positive. Le comporte-

ment des ondes loin de l'origine est donc compatible avec la condition de rayonnement

énoncée dans la section 2.1. En effet, pour r — oo et w; = 0, le développement asympto-
tique de la fonction de Hankel (Annexe B) conduit &

Hél)(kor) =4/ 71':07‘ exp [z <k07" - g)] +0(r3/?), (2.25)

qui correspond bien & une onde qui s’éloigne de I’origine avec la célérité w/ko = 1/(\/pPoc M),
Pamplitude étant décroissante en 1/4/r. D’un point de vue énergétique, on constate que

du iHD (kor)e™™t, (2.24)
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2.2. Fonction de Green locale

le flux d’énergie rayonnée vers l'extérieur d’un disque de rayon suffisamment grand est
fini, et ne dépend pas de r puisque la surface d’un cylindre entourant ’axe » = 0 varie en
1/r: londe simple divergente associée a (2.25) emporte, ou "rayonne" de I’énergie vers
I'infini. Pour w; > 0, le comportement asymptotique est toujours donné par (2.25), mais
la décroissance de I’amplitude de la perturbation, pour » — oo, est exponentielle. Dans
ce cas, le flux d’énergie rayonnée est une fonction erponentiellement décroissante de r
et l'onde divergente ne rayonne pas d’énergie vers l'infini. Ce résultat précise le lien qui
unit le comportement radial d’une perturbation au comportement temporel de sa source,
modélisant d’une certaine maniére la dynamique des ondes d’instabilités (amplifiées ou
non en 7 = 0) a 'extérieur d’un écoulement axisymétrique. Mais la modélisation adoptée
jusqu’ici n’est pas satisfaisante puisqu’elle ne fait pas intervenir le déplacement des ondes
d’instabilités au sein de I’écoulement, dans la direction principale de I’écoulement. C’est
I’'objet de la section 2.2.2.

Notons que pour w, < 0, 'expression (2.24) est toujours valable*, ainsi que les conclu-
sions énergétiques précédentes. Si w, est petit, disons w, = € avec ¢ — 0, le domaine de
validité du comportement donné par (2.25) se réduit a7 > O(1/¢). Sir = O(1), la variable
kor dans la fonction de Hankel est de ’ordre de grandeur de € et le comportement radial
des ondes est dominé par la singularité logarithmique de la fonction de Hankel d’ordre
zéro, c’est-a-dire qu’on a

HO (hyr) = 218007) 5y, (2.26)

™

qui, a l'ordre le plus bas, correspond & la fonction de Green du Laplacien (Schwartz [33]),
a un facteur multiplicatif prés. Ce résultat n’est pas modifié si au lieu de prendre w, petit,
on s’intéresse aux écoulements faiblement compressibles, i.e. M = e.

2.2.2 En présence d’un écoulement

On cherche a déterminer la fonction de Green G de 'opérateur défini par (2.5) et
satisfaisant & une condition de rayonnement. Rappelons que I’écoulement de base est
complétement défini par la connaissance des fonctions ug et pg, et que loin de 'axe de
symétrie, on a ug = 0 et pg = ps- Dans cette partie, on réduit ’analyse théorique au cas
des écoulements de base uniformes au voisinage de » = 0. Nous prendrons pour échelles
caractéristiques de vitesse et de masse volumique, les valeurs que prennent les fonctions
ug et po dans cette région. L’échelle caractéristique de longueur est fixée par le plus grand
rayon pour lequel I’écoulement est uniforme. Il en résulte que pour r < 1, la configuration
de base est définie par ug = py = 1 et par des fonctions, prises continiiment dérivables,
dans la zone de cisaillement. On exclut ainsi certains cas limites comme les écoulements
définis par morceaux, pour lesquels les dérivées sont & prendre au sens des distributions.

Conformément & ce qui a été dit dans la section 2.1, de tels écoulements de base
sont bien axisymétriques, permanents et paralléles & la direction x. Une conséquence est
que les coefficients de 1'équation (2.5) sont indépendants de z, 6 et t, ce qui entraine

4. On peut construire une représentation intégrale de la fonction de Hankel de deuxiéme espéce pour
—27 < arg(z) < 7 et montrer que Hél) (kor) = —Héz)(—kor) dans (2.24), pour w; > 0.
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CHAPITRE 2. INSTABILITES SUPERSONIQUES LOCALES

que 'opérateur L est homogéne dans les directions correspondantes. Pour simplifier le
probléme, exprimons G sous la forme d’une série de Fourier de distributions,

+oo
G(z,r0.t) = Z G (z,r,t) exp(ind), (2.27)

n=—0oo

supposée convergente pour tout triplet (z,r,t). Les coefficients de Fourier sont supposés
admettre une représentation intégrale sous la forme de transformées de Fourier-Laplace,

G (zt) = (271T)2 /F k / Gulkira) expifhe = )] do (2.28)

ol les contours d’intégration L, et Fj sont choisis de maniére a satisfaire le principe
de causalité et rendre les intégrales absolument convergentes, assurant ainsi que G et
sa transformée spatiale, sont & support dans le demi-espace ¢ > 0. D’un point de vue
géomeétrique, on constate que le mode azimutal n = 0 est un mode axisymétrique, alors
que les modes entiers non nuls sont des modes "hélicoidaux", associés & une structure
spatiale en exp(i(kz+n#)). Dans la suite, n sera considéré comme un parameétre, au méme
titre que le nombre de Mach ou la température moyenne de I’écoulement. La substitution
de (2.27) et (2.28) dans I’équation (2.5), ot le second membre est remplacé par le produit
tensoriel 6, ® d; ® 4y, conduit a (i) I’équation différentielle

10 ( G, 2k dug 1dp\ 0G, s N2\ 4
-9 _ 2 G - O - "a, = 2.2
ror (T or ) * (w —kuog dr  po dr) or <)\ N 72 Gn =0, (229)

a prendre au sens des fonctions pour r différent de rg, et (ii) aux relations de saut

Go(ry kw) — Gu(rd kw) =0, (2.30)

X 1 ) = o (17 ) =
qui, comme dans la section précédente, expriment que la discontinuité de la fonction de
Green au point ry apparait dans ses dérivées premiére et seconde sous forme de sommes
de distributions de Dirac d,, et d,,, dont le support 7 est localisé dans la zone de mélange.
Dans (2.29), la fonction \ est définie par la relation A = k% — pg M?(uok — w)?.

Les relations (2.30) et (2.31) forment un systéme d’équations linéaires permettant
de déterminer, avec les conditions de bord, les constantes d’intégration. Ces constantes
sont solutions d’'un systéme algébrique, qu’on obtient en remplacant G, par la solution
générale de (2.29) dans les équations (2.30) et (2.31). Mais pour que ce systéme admette
des solutions non triviales, il faut que son déterminant soit non nul, ce dernier étant une
fonction des nombres complexes k et w. Le déterminant induit ainsi une relation implicite
entre k et w, dite de dispersion, et qu’on représente formellement par D(k,w;r9) = 0 ou
D(kw) = 0. 11 est évident que la relation de dispersion dépend des conditions de bord,
par I'intermédiaire des solutions de (2.29) et c’est pourquoi il est important de spécifier

ipo(ro) M?

ug(ro)k — w’ (2:31)
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2.2. Fonction de Green locale

la correspondance entre k et w avant de procéder a I’évaluation de l'intégrale (2.28). On
trouve une observation analogue dans les travaux de Huerre et Monkewitz |30], [31], qui
soulignent la nécessité de prendre en considération la non-analycité de la transformée de
la fonction de Green, au voisinage de I’axe imaginaire k£, = 0. Son domaine de définition
consiste alors en une surface de Riemann & deux feuillets. Mais dans leurs calculs, Huerre
et Monkewitz ne tiennent pas compte des effets de compressibilité et réduisent I'analyse
aux nombres d’ondes positifs, excluant ainsi la contribution de la coupure, identifiée &
I’axe imaginaire. Nous allons adopter un point de vue complémentaire en cherchant a
isoler le role de la vitesse du son dans la structure du domaine d’holomorphie de G,,. La
coupure mise en avant par Huerre et Monkewitz pour M = 0 sera considérée comme un
cas limite.

Coupures et surfaces de Riemann

Dans (2.29), la variable A est définie par un polynéme irréductible, pour tout r fixé.
Dans les régions de ’espace 2 ol I’écoulement est uniforme, A ne dépend plus que du
nombre d’onde complexe k et de la pulsation w. De plus, I’équation (2.29) se simplifie
en une équation beaucoup plus simple qui peut se ramener a une équation de Bessel
d’ordre entier n pour presque tout couple de nombres complexes (k,w). Par exemple, pour
r suffisamment grand, la vitesse de ’écoulement s’identifie a zéro et la masse volumique
A Poo. 1l en résulte que 'équation (2.29) se réduit a

10 ( 3G, A

ou A est une fonction algébrique, dont toute branche holomorphe est solution de

Dy(\kw) = k2 — X2 — [ko(w)]> =0, (2.33)

ot ko(w) = y/PoowM est le nombre d’onde pour lequel la vitesse de phase égale celle du son
(voir section 2.2.1). La relation (2.33) peut étre interprétée comme une seconde relation
de dispersion, analogue a celle qu’on obtient en acoustique, lorsqu’on cherche a établir
le comportement du champ de pression dans un guide d’onde. Pour w fixé, les points
singuliers de I’équation algébrique sont donnés par k = +ky et £k = oo (voir annexe A).
Les deux premiers points kg sont des racines multiples de 1’équation (2.33), vue comme
un polynoéme en A, & w et k fixés. Ils annulent a la fois 'équation (2.33) et sa dérivée
par rapport a A. Les points de branchement & distance finie de 'origine correspondent
donc aux nombres d’ondes pour lesquels la fonction dw/dA s’annule, en vertu du théoréme
des fonctions implicites. Le dernier point k¥ = oo a une nature différente puisqu’il annule
le coefficient du plus haut degré du polynéme en K = 1/k. Pour le voir, il suffit de
remplacer k par 1/K et de considérer 'équation K2Dy(\,1/K,w) au voisinage de K = 0.
En dehors des points singuliers, on peut faire le changement de variable z = i\;r, ou
est une branche holomorphe de (2.33). L’équation (2.32) se simplifie alors en une équation
de Bessel pour la variable z, dont la solution générale peut s’écrire sous la forme d’une
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combinaison linéaire des fonctions de Hankel de premiére espéce H,(ll)(z) et de seconde
espéce H? (2). Les fonctions de Hankel d’ordre n déterminent donc le comportement
radial des ondes de pression, au méme titre que la fonction de Hankel d’ordre zéro, en
I’absence d’écoulement. Au voisinage des points de branchement +ky, le module de la
fonction algébrique tend vers zéro, et peut étre considéré comme un petit paramétre.
On en déduit que pour n = 0, le comportement de la fonction de Hankel est donné
par (2.26) pour r = O(1) et par (2.25) pour r > O(1/)\). Cette observation traduit
physiquement qu’au voisinage des points de branchement finis, I’évolution radiale de tout
mode axisymétrique est de nature hydrodynamique pour r = O(1). Pour k = +kg, on
pourrait reprendre ’équation (2.32), avec A = 0. Toutefois, A ne définit pas un probléme
de perturbation singuliére et on peut s’attendre a ce que le comportement des fonctions
de Hankel pour A — 0 constitue bien une approximation uniformément valable® sur la
surface de Riemann associée & )\, qu’on note désormais R).

Intéressons nous maintenant aux discontinuités des branches holomorphes A; ou j vaut
1 ou 2 selon qu’on s’intéresse au premier ou au second feuillet de R, lorsque la pulsation
décrit le chemin L,,. Ces discontinuités sont associées a des coupures (voir annexe A) qui
permettent de passer d’un feuillet & un autre. Ces lignes de discontinuité sont analogues a
celles qui interviennent en physique des plasmas, lorsqu’on cherche a établir la relation de
dispersion associée aux solutions des équations de Vlasov-Poisson (Weitzner [38], Derfler
[39]). Dans ce cas, les points de branchement finis correspondent aux nombres d’ondes
pour lesquels la vitesse des particules atteint la vitesse de la lumiére. Ici, le role de la
vitesse de la lumiére est joué par la vitesse du son, et les coupures sont choisies de telle
sorte que la condition de rayonnement soit vérifiée en tout point du premier feuillet de
R,. Considérant la premiére branche holomorphe, la condition précédente s’écrit

—7/2 <arg(M(kw)) < 7/2, (2.34)

pour w, > 0, et 'espace des solutions de (2.32) pour r > ry se réduit a un espace de
dimension 1, engendré par la fonction ®, qu’on normalise de fagon & avoir

®(r,kyw;ro) = HY (i (k,w)r), (2.35)

pour r — oo. L’égalité dans (2.34) signifie que lorsque la partie réelle de la branche
A; s’annule, la condition de rayonnement est vérifiée, puisque sa partie imaginaire est
négative. De méme, si w, < 0, I’égalité n’a plus lieu pour —7/2, mais pour 7/2. Ainsi
définies, les coupures ont une signification physique en étroite relation avec les conditions
de bord: elles désignent les points, communs aux deux feuillets de Ry, pour lesquels le
comportement asymptotique de la fonction de Hankel de premiére espéce correspond a
des ondes qui s’éloignent avec la célérité w/|A1;|, ou A;; désigne la partie imaginaire de
A1, amplitude étant décroissante en 1/4/r pour r — oo. Le voisinage des extrémités +kq
des coupures (on pourrait aussi parler d’'une seule coupure sur la sphére de Riemann)
répond & une structure plus complexe, que nous aborderons dans le chapitre 4. Une facon

5. Le point A = 0 est un point de régularité de I’équation de Bessel (annexe B), ce qui n’est pas le cas
du point & l'infini (voir, par exemple, Fuchs et Levin [37]).
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d’obtenir les équations des coupures consiste simplement & annuler la partie réelle de A
dans (2.33), ce qui est équivalent & rendre A\* négatif ou nul. D’aprés 1’équation (2.33), les
coupures sont définies par

k* — [ko(w)]?* <0, (2.36)

d’ou on tire les équations
koki = poo M wyw;, (2.37)
k? - kZQ < pooM2(w£ - w?)’ (238)

qui correspondent a des segments d’hyperboles délimités par les points de branchement
+kg, pour w fixé, ce qui signifie d’ailleurs que les coupures sont contenues dans le domaine
By des ondes de vitesse de phase supersonique. C’est un fait remarquable car cela indique
qu’une condition suffisante pour qu’une onde d’instabilités rayonne de ’énergie pour r —
oo est que sa vitesse de phase soit localement supersonique (relativement a celle du son
mesurée G l'extérieur de l’écoulement).

La figure 2.2 montre la configuration des coupures dans un cas ot w, est positif. Lorsque
w décrit le contour d’intégration L, les coupures se déforment en accord avec les équations
(2.37) et (2.38). Or, on sait que pour que le principe de causalité soit vérifié, il faut que
L, soit contenu dans le domaine de convergence absolue de la transformée temporelle, ce
qui implique que w; est positif. On en déduit qu’il existe une bande horizontale du plan
complexe de la variable k£ centrée sur ’axe réel et non concernée par la déformation des
coupures. Cette bande est d’autant plus large que la pulsation est de partie imaginaire
grande et tend vers zéro quand L, est déformé jusqu’a I'axe réel, sous réserve qu’une telle
déformation soit licite. Le contour d’intégration Fy, initialement confondu avec 1'axe réel
reste donc sur le méme feuillet de R) pour toute pulsation parcourant L. Il sépare les
solutions k(w;rg) de D(k,w;ro) = 0 en deux ensembles disjoints KT (w) et K~ (w), selon
que l'image de L, par la fonction complexe k : w — k(w;ry) (encore appelée branche
spatiale) est contenue dans la partie k; > 0 ou k; < 0 de la surface de Riemann, lorsque
L., est déplacé vers 'infini, w; — oo. On dit encore que KT et K~ forment une partition
de modes spatiaux généralisés (voir Huerre et Rossi [32]) et on désigne par k] et k; les
éléments des ensembles KT et K.

On peut procéder d’une fagon analogue pour r < 1, oil nous avons uy = 1 et pg = 1, et
chercher I'espace des solutions de (2.29) qui se réduit & une équation de la forme (2.32),
ol la fonction A est remplacée par u, définie par

D, (p,k,w) = k* — p* — M?*(k — w)* = 0. (2.39)

Comme précédemment, le changement de variable z = iu;r (j = 1,2) conduit & une équa-
tion de Bessel, dont la solution générale peut s’écrire sous la forme d’une combinaison
linéaire des fonctions de Bessel J,,(z) et de Weber W,,(z), en dehors des points singuliers
wM/(M £ 1) et co. Or la fonction W, (z) n’est pas bornée quand r tend vers zéro; la
constante d’intégration correspondante est donc nulle. Pour éviter d’introduire de nou-
velles notations, nous désignerons par la méme lettre ® la solution de I’équation (2.29) de
part et d’autre du rayon o, dont la normalisation est donnée par (2.35) et qui s’identifie
a Jn(iuir) sir < 1, a un facteur multiplicatif déterminé en imposant la continuité de ®.

22



CHAPITRE 2. INSTABILITES SUPERSONIQUES LOCALES

Puisque I’écoulement de base est supposé contintiment dérivable, les points singuliers
de I'équation (2.39) sont des prolongements analytiques de ceux de 'équation (2.33) et,
par un réarrangement des branches holomorphes, on note u; et ps les prolongements
analytiques de A et Ao. Dans la suite, nous désignerons par +kq(w; 00) les points singuliers

k; k;
BO N Zﬂo‘\
<--% [ -
Fy Fy b‘ —ko
- ]C,n > kr
0 0
—ky & - - = Bo,1 3072
(a) (b)

F1G. 2.2 — Coupures et domaines de vitesse de phase supersonique dans le plan des nombres
d’ondes, pour w fizé. (a) r — 00. (b) r — 0; By = By N Bys. Les chemins décrits par
+ko pour w, — 07 sont représentés en tirets.

jusqu’ici notés +ko(w) et par +ko(w;0) leurs prolongements analytiques, pour r — 0,
c’est-a-dire +ko(w;0) = wM /(M £ 1). Pour éviter d’alourdir inutilement les notations, la
référence au rayon ne sera précisée que lorsque ce sera indispensable.

On peut se donner une représentation physique des points de branchement, et cela pour
tout rayon r, en s’inspirant du raisonnement qui a été fait a ’extérieur de ’écoulement
et en changeant de référentiel. On constate ainsi que les points de branchement +kq(w;r)
délimitent une bande By(w;r) du plan complexe & l'intérieur de laquelle la vitesse de
phase w/k, des ondes d’instabilités, mesurée dans un référentiel animé de la vitesse de
I’écoulement au point r, est supersonique.

Transformées spatiale et temporelle inverses

Cherchons maintenant a calculer I'intégrale (2.28) pour r > rg. Compte tenu des
relations (2.30) et (2.31), la fonction G,, s’exprime sous la forme

ipo(ro) M? ®(rg,k,w)

G (rkwiry) =
(rkwio) = 3 o)k — @ D(hws 7o)

O (r,k,w), (2.40)

ou D(k,w; o) est la relation de dispersion qui s’identifie ici au Wronskien des solutions de
(2.29) pour r > rg et r < rg, quand r tend vers . Puisque la méme notation est utilisée
pour désigner les solutions de part et d’autre de rg, la relation de dispersion est donnée

23



2.2. Fonction de Green locale

par la limite du Wronskien, qu’on note formellement

D(k,w;ro) = @(ra,k,w)g—f(rj,k,w) — @(r{,k,w)g—f(ra,k,w). (2.41)
La détermination du comportement de la fonction ® dans la zone de cisaillement n’est
possible que si on se donne les fonctions uy et pg. Mais ’équation différentielle qu’il faut
alors résoudre n’est pas simple. Il faut en général "discrétiser" le probléme, c’est-a-dire le
remplacer par un probléme discret censé lui étre "proche" en un certain sens. Il est prévu
d’aborder 'opération de discrétisation dans la section 2.3.
Désignons par k] et k; les solutions de (2.41) pour w donné, et pour lesquelles Gn
s’écrit, au sens des distributions

iPo (T())M2(I);-t (To,w)q);-t (rw)

Gk ()i r0) = T V(@) — o] Dk @) i)’

(2.42)

ou la fonction @;-t(r,w) est associée au pole kji(w), c’est-a-dire a la fonction continue®

@(r,kjc (w),w). Cherchons a estimer le comportement asymptotique de G,, lorsque ¢ tend
vers l'infini. Pour r > ry, cela signifie qu’il faut calculer I'intégrale

_ 1 ipo (o) M2®(ro,k,w)®(rk,w)ek® omivt g,
uert)= s [ P e i Db O} @)

pour t — oco. Nous allons procéder en deux temps, en considérant d’abord l'intégrale
le long de Fy, puis l'intégrale le long de L,. L’application du lemme de Jordan et du
théoréme des résidus conduit a distinguer une contribution sous forme de somme discréte,

. _ 2 ot ’ ot ’ ikf(w)w—z’wt
Gn(z,mt) = M / i (row)®; (r Lg);) dw, (2.44)
7T X
J w [’LLO(T())]C;—(CU) — (.L)] %(k;'(w),w, 7'())

dans le demi-espace > 0 et 7 > 1y, et d’autres contributions associées & des coupures
dans le plan complexe. Pour arriver a ’équation (2.44), il faut que (i) Pinverse D~* de D
soit une fonction décroissante de k pour k — oo, plus rapidement que 1/k et (ii) que D!
soit uniforme et ne présente que des points singuliers isolés dans le plan coupé. Sous ces
conditions, pour x > 0, le chemin d’intégration Fj est fermé par le demi-cercle supérieur
C*, évitant la coupure attachée a ko(w;o0), comme l'illustre la figure 2.3. Le domaine
entouré par le lacet Fj, U CT est un domaine de C dont la frontiére est une réunion finie
de courbes de Jordan. L’intégrant est holomorphe sur ce domaine, sauf en un nombre
fini de poles simples k;’(w) associés aux branches spatiales de la relation de dispersion
D(k,w;rg) = 0. Il est aussi sur Fy U C*. Toutes les conditions sont donc réunies pour
appliquer le théoréme des résidus, ce qui conduit a la somme (2.44). En vertu du lemme

6. Il est important de remarquer que la continuité du comportement radial des ondes quand la pulsation
varie continiiment sous-entend que les branches spatiales sont dans Ry et que la fonction A dans (2.35)
n’est plus considérée comme une branche holomorphe, mais bien comme une fonction algébrique.
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ki

C+

F1G. 2.3 — Contours d’intégration Fy, C* et coupures (en traits épais) de la fonction X
dans le plan des nombres d’ondes, pour l'inversion de la transformée spatiale. (a): M > 0;
(b): M =0.

de Jordan, la contribution supplémentaire a 'intégrale le long de C*t se réduit a celle
de la coupure, qu’il faut retrancher du résultat. Mais on n’en tient pas compte et on ne
s'intéresse qu’a la partie "discréte" G,. Pour z < 0, le contour F est fermé avec C~ et
une démarche similaire permet d’exprimer la transformée spatiale inverse par une somme
de résidus aux poles k (w), la contribution de la coupure dans le demi-plan k; < 0 étant
l1a aussi mise de coté. On en déduit la contribution de chaque résidu sous la forme

- k> (w)z—iwt
27 i B uo(ro) by (w) — } g—lg(kj,(w),w;ro)
9 (2.45)
p 7"0 M Y (I)+ 7’-0’ )(b;‘(,,n’w)elkj (w)z—iwt
Z / + 8_D + dw’
w uo (ro)k; (w )—w] o —— (k] (w),w; o)
pour tout z, ou il ne faut pas perdre de vue le fait qu'on a
+ 1 - +
o (rw) — HT(L )(z/\(kj (w),w)r), T — o0, (2.46)

en dehors d’un voisinage des points singuliers +ky(w; 00). D’autre part, le dénominateur
de (2.43) s’annule aussi aux points critiques k. tels que k. = w/ug(ry), ou I'intégrant
présente, en général, une singularité logarithmique (voir Bender et Orszag [40]). Brown
et Stewartson [41]| ont montré que sous certaines conditions, la contribution des coupures
associées aux points critiques décroit en 1/t* aux temps ¢ grands. Dans la suite, on ne
cherchera pas a déterminer la réponse de I’écoulement & un instant quelconque ¢, mais
seulement & estimer son comportement asymptotique, pour ¢ — co. Invoquant le résultat
de Brown et Stewartson, on se limitera & une estimation asymptotique de (2.45).
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Si M — 0, alors les coupures tendent vers des demi-droites qui se rejoignent a 1’origine
pour se confondre avec I’axe imaginaire k, = 0, comme le montre la figure 2.3 (b). La
fonction \ est définie par A\ = k2 et son domaine d’holomorphie est toujours une surface
de Riemann & deux feuillets. Dans ce cas, il est possible de s’affranchir de la présence de la
coupure en revenant a la notion de fonction de Green réelle, comme l'indiquent Huerre et
Monkewitz [31]. Dans I’espace de la variable &, on exprime la fonction de Green complexe
a partir de la fonction de Green réelle en annulant la contribution des nombres d’onde
négatifs, k. < 0. Dans I’espace physique, cela revient a faire intervenir la transformée de
Hilbert de la fonction de Green réelle pour obtenir la partie imaginaire de la fonction
de Green complexe. La fonction de Green complexe se déduit alors de la fonction de
Green réelle par 'application de 'opérateur 1 + ¢ %, /(7z), ou *, désigne opérateur de
convolution selon z et 1/x est a prendre au sens de sa valeur principale de Cauchy. On
voit donc que la fonction de Green complexe ainsi construite se déduit de (2.40) par une
multiplication par 2Y (k,), ou Y est la fonction de Heaviside et le contour d’intégration F,
se réduit au demi-axe réel positif, comme indiqué sur la figure 2.3 (b). Le retour a I’espace
physique fait donc apparaitre une contribution supplémentaire, en k., = 0. Toutefois, la
quantité a ajouter au résultat est une fonction algébriquement décroissante en ¢, ou au
pire constante (voir Bender et Orszag [40]) pour ¢ — oo, si bien qu’il n’est pas essentiel
de la calculer.

Considérons maintenant le calcul des transformées temporelles inverses, pour t — oo.
Nous allons procéder & une estimation asymptotique de G,, par la méthode du col (voir
Fuchs et Levin [37]) dans un référentiel animé d’une vitesse v > 0 et dans la direction
de I’écoulement moyen. Ainsi, pour tout entier j, la contribution principale de I'intégrale
dans I’expression

~ (r F(ro.w )@*(T,w)ei(kﬂ‘*’)”’w)t
Gp(vt,rt) = —polro) M Z/ I 5D dw, (2.47)
¢ k+( ) — w} %(k;r(w)awﬂo)

est donnée par un voisinage du point de phase stationnaire wj, obtenu en annulant la
dérivée de k;L( w)v — w par rapport & w. D’ou on déduit I’équivalence asymptotique

~ M?2 O (r W T rwi ei(k;‘(wj’f)v—w]’f)t
Gn(vtarat) ~ pO(TO). Z J ( 0 J) J ( ])aD

AT Tug(ro) kT (w)) — ] Sk ()]

pour t — oo et r > ry. Pour se donner une représentation physique du point de phase
stationnaire, il est commode de déformer le contour d’intégration L, depuis sa position
initiale jusqu’a 1’axe réel. Les points de phase stationnaire sont alors donnés par

okt okt 1
Bt ) — BT =
S (w) =0 et —E(w) =, (2.49)

ou k; et k', sont les parties imaginaire et réelle de ;. Les pulsations w? sont donc celles
de Vltesse de groupe égale a la vitesse de deplacement de I'observateur et pour lesquelles
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le nombre d’onde observé est celui d’amplification maximale. Pour une branche spatiale
donnée, ce qui équivaut a fixer j, ce maximum est en général unique et observé dans une
gamme de fréquence ou k;“z est négatif. Pour le mode de Kelvin-Helmholtz, cette gamme
de fréquence est d’autant plus grande que I’épaisseur de la zone de cisaillement est petite
et tend méme vers I'infini lorsque cette épaisseur tend vers zéro. Réciproquement, il existe
une épaisseur critique au dela de laquelle k;’z est positif pour tout j et w > 0.

L’équation (2.48) ne représente la dynamique des ondes d’instabilités que si au cours
de la déformation du chemin L, 'ensemble K (w) N K~ (w) est vide pour toute pulsation
décrivant L,. Cette condition garantit qu’il n’existe pas de racine multiple de (2.41)
entre la position initiale de L, et I’axe réel. On dit encore que I’écoulement de base est
convectivement ” instable (voir Huerre et Rossi [32]). Physiquement, cela signifie que les
perturbations sont advectées par I’écoulement. Notons que ce n’est pas toujours le cas, en
particulier pour les jets subsoniques chauds. Les travaux de Monkewitz et Sohn [25, 24] ont
montré l'existence de perturbations amplifiées dans le référentiel du laboratoire (v = 0).
On parle alors d’écoulement absolument instable, et il n’est plus possible de déformer
contintiment le chemin d’intégration L, jusqu’a l’axe réel sans rencontrer un point de
branchement (qui annule la relation de dispersion et sa dérivée par rapport a k). Le
cas limite ol ce point est de partie imaginaire nulle a lui aussi fait 'objet d’un certain
nombre d’études (Cooper et Crighton 44|, Huerre et Monkewitz |30]). Mais la plupart de
ces études ne tiennent pas compte des effets de compressibilité, ou alors dans des modéles
simples (Crighton et Huerre [45]) qui ne s’étendent pas aux écoulements supersoniques.
Nous allons justement nous intéresser a cette classe d’écoulements.

Instabilité marginale, de vitesse de phase supersonique

Dans I’équation (2.48), interviennent les fonctions @, de maniére explicite au numéra-
teur, et de maniére implicite au dénominateur. D’aprés (2.35), ce sont des fonctions dont
les restrictions au champ lointain s’identifient a des fonctions de Hankel dont le domaine
d’holomorphie est contenu dans celui de la fonction algébrique A qui, rappelons le, est une
surface de Riemann & deux feuillets. D’autre part, pour appliquer la méthode du col, il
faut que l'intégrant soit une fonction holomorphe de w dans un domaine contenant L,
ce qui exclut de rester sur le premier feuillet de Riemann lorsque une branche spatiale
rencontre une coupure. Or, le prolongement analytique de la branche \; sur le second
feuillet est de partie réelle négative, ce qui signifie que le comportement asymptotique des
fonctions <I>;r est exponentiellement croissant pour 7 — oo, au vu de (2.25). On en déduit
que la représentation de la fonction de Green sous forme de paquet d’ondes (2.48) n’est
pas une approrimation uniformément valable dans €2, pour t — oo.

Toutefois, il existe tout un ensemble de situations pour lesquelles I’expression (2.48)
constitue une approximation compatible avec les conditions de bord. La situation la plus
simple est celle ol les branches spatiales restent sur le premier feuillet de Ry au cours de
la déformation de L. Pour w réel positif, cela revient a supposer que la vitesse de phase

7. D’aprés certains auteurs comme Tam et Hu [14] et Tam [42, 43], il semblerait que ce soit toujours
le cas du mode de Kelvin-Helmholtz dans les écoulements de jet supersoniques.
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F1G. 2.4 — Déformation des contours d’intégration Fy et L, pour la détermination de la
transformée temporelle inverse. La déformation des coupures et le déplacement des poles
(cercles) sur la figure (b) correspondent au déplacement de la pulsation w selon un segment
vertical représenté sur la figure (a). Le prolongement analytique sur le second feuillet de
la surface de Riemann est représenté en tirets.

des ondes marginales (k; = 0) est subsonique (k ¢ By). Ceci mérite quelques précisions:
pour w réel, les équations des coupures (2.37) et (2.38) se simplifient en k.k; = 0, et
k? — k? < k2, ou le nombre d’onde ky est réel. Il est immédiat que si k; = 0, alors
|k,| < ko, ce qui implique que la portion des coupures de partie réelle non nulle est
le segment —ky < k. < ko, correspondant aux ondes marginales de vitesse de phase
supersonique ou sonique. On en déduit qu’une condition suffisante pour qu’une branche
spatiale ne rencontre pas de coupure est que toute onde marginale soit de vitesse de phase
subsonique, ce qui est toujours le cas pour les écoulements subsoniques, d’aprés I’extension
du théoréme du demi-cercle de Howard aux écoulements compressibles (Chimonas [46]).
Dans ce cas, le comportement radial des perturbations est exponentiellement décroissant
pour 7 — oo et holomorphe le long de toute branche spatiale.

Cependant, le lecteur ne doit pas en conclure qu'un écoulement subsonique ne rayonne
pas d’énergie, et ceci pour plusieurs raisons. En particulier, la modélisation du présent
chapitre ne tient pas compte des effets non paralléles de I’écoulement moyen, qui feront
I’objet du chapitre suivant, et auxquels il semble important de consacrer de la réflexion
(voir Tam et Morris [6] et Crighton et Huerre [45]). A cela s’ajoute ’hypothése d’insta-
bilité convective, qui nous autorise & abaisser le chemin L, jusqu’a I’axe réel, légitimant
du méme coup une approche spatiale, ce qui, d’aprés Monkewitz et Sohn [25, 24| n’est
pas généralisable a tous les écoulements de jets subsoniques chauds. On peut aussi ci-
ter les travaux récents de Cooper et Crighton [44] sur les sources superdirectives, qui
semblent indiquer ’émergence d’une dynamique globale dans certains écoulements de jets
axisymétriques, rendant par la méme incontournable une approche non linéaire.
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Lorsque 1’écoulement porteur est supersonique, il peut exister des instabilités de vi-
tesse de phase supersonique, éventuellement marginales. Supposons que dans le schéma
précédent, w soit associé & un forcage de pulsation complexe. La réponse du systéme est
donnée par des résidus aux poles k] (w) et kj;(w) pour x > 0 et z < 0, respectivement
situés dans les parties k; > 0 et k; < 0 du plan complexe coupé, comme le montre la
figure 2.4. La réponse est donc exponentiellement décroissante de part et d’autre du for-
cage, en vertu du principe de causalité. Méme si un systéme peut supporter des ondes
amplifiées, sa réponse a une excitation qui croit suffisamment vite dans le temps conduit
a des ondes amorties dans la direction de 1’écoulement. Par contre, pour un méme taux
d’amortissement, rien ne s’oppose a ce qu’il existe plusieurs longueurs d’ondes associées
a des poles distincts. Rien ne s’oppose non plus a ce qu’un de ces poles soit situé sur une
coupure et soit, par conséquent, associé & un zéro de la partie réelle de \. Si une telle
situation se rencontre lorsque la partie imaginaire de w tend vers zéro, comme le montre
la figure 2.4, il est possible de déformer les coupures et le chemin d’intégration Fj, de telle
sorte que les poles restent sur le méme feuillet de Riemann. Ce type de procédure est mis
en oeuvre dans le cadre du probléme de Landau (voir Weitzner [38]), mais ne léve pas le
probléme de représentation physique a la limite r — oo. Notons d’autre part que pour
qu’une telle configuration se présente, il faut qu’au moins une branche spatiale se déforme
jusqu’a rencontrer un point singulier, lorsque 1’écoulement est progressivement accéléré
depuis un état de repos jusqu’a un régime supersonique (M > 1). Dans la suite, on va
justement s’intéresser au comportement des poles lorsque M varie, en utilisant le modéle
de la nappe tourbillonnaire, de fagon & obtenir une relation analogue a (2.41), mais dans
laquelle toutes les fonctions sont connues.

2.2.3 Instabilités subsoniques et supersoniques

Le modéle mathématique de la nappe tourbillonnaire temporelle a été étudié par Lan-
dau [7], Miles [8], Fejer et Miles, [9] puis repris par Tam [47] dans le cadre d’une approche
spatiale. La plupart de ces travaux théoriques portent sur la couche de mélange bidi-
mensionnelle qui constitue un exemple typique d’amplificateur de bruit : les perturbations
sont advectées par ’écoulement et forment de larges structures tourbillonnaires, caracté-
ristiques de 'instabilité de Kelvin-Helmholtz. Le role des effets de compressibilité dans
la dynamique des perturbations est plus difficile & mettre en évidence et bien moins réfé-
rencé. On trouve néanmoins un certain nombre de travaux expérimentaux, comme ceux
d’Oertel [11] et de Lowson et Ollerhead [48] sur les jets axisymétriques, qui mettent direc-
tement en jeu la compressibilité du fluide. En plus des instabilités de Kelvin-Helmholtz,
Oertel mentionne 'existence d’autres types de structures, dont une approche théorique
a été formulée par Tam et Hu [14, 15]. Le point de départ consiste & reconnaitre que le
confinement des perturbations acoustiques implique la création d’un systéme d’ondes de
Mach lorsque I’écoulement est suffisamment rapide. Si on se place dans un référentiel qui
se déplace & une vitesse subsonique et dans lequel la surface du jet est spatialement dé-
formée, le calcul montre qu’il est toujours possible de garantir I’équilibre des pressions de
part et d’autre de la surface, par un choix convenable de la longueur d’onde du systéme
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d’ondes de Mach. Un corollaire est qu'un écoulement supersonique peut supporter des
ondes marginales de vitesse de phase subsonique. Par contre, si le référentiel se déplace
a une vitesse supersonique, I’équilibre des pressions n’est plus possible. Dans certains
cas, on peut méme prouver que le déséquilibre de pressions est en phase avec le déplace-
ment vertical de la nappe tourbillonnaire. Cette observation suggére 1’existence d’ondes
amplifiées d’une nature fondamentalement différente de celles associées a 'instabilité de
Kelvin-Helmholtz. Ces ondes, dites supersoniques en référence a leur vitesse de phase, sont
interprétées comme des résonances de 1’écoulement par Gill [49] et font ’objet d’approches
temporelles dans le domaine de 1’astrophysique, en particulier lorsqu’on s’intéresse aux
jets radio émergeant des quasars (voir, par exemple, Zaninetti [50, 51]). Si P’existence des
ondes supersoniques est désormais bien établie, peu de travaux abordent leur contribution
acoustique et on peut s’interroger sur le mécanisme d’émergence de ces ondes. Dans la
suite, le point de vue adopté sera celui de la détermination de la réponse impulsionnelle
de I’écoulement et on considérera la pulsation w comme une variable d’intégration.

L’écoulement de base est défini par morceaux, uniforme a 'intérieur d’un jet de rayon
unité et nul a I'extérieur. La vitesse ug et la masse volumique p, se présentent comme des
fonctions discontinues de la forme

u(r) =Y (1 —r), (2.50)

po(r) =Y (L —r)+ pY (r — 1), (2.51)

dont les dérivées sont & prendre au sens des distributions. Le défaut majeur de cette
représentation est qu’elle ne fait pas intervenir I’épaisseur caractéristique de la zone de
cisaillement, ce qui affecte certaines conclusions qu’on peut espérer tirer du modéle. En
effet, I’absence d’échelle de longueur pour la dynamique des ondes de Kelvin-Helmholtz
rend le modéle non causal: pour w réel, le taux d’amplification ne présente pas de maxi-
mum. Il ne faut donc pas espérer obtenir une bonne description des petites longueurs
d’ondes, et encore moins s’attendre a ce que le mode de Kelvin-Helmholtz rencontre une
coupure, pour w > 0. Ceci étant, la continuité de la pression au point 7 = 1 implique

HY ik
R —W( ’w))Jn(iu(k,w)r), r <1,
Gn(rkw) =4  Jnlip(kw)) (2.52)
H (iA(kw)r), r>1,
et la continuité du déplacement de la nappe tourbillonnaire donne
T (ipa(k w)) . HY (i) (kw)) -
n PR HW — - VAV ! 2.
i Alk,w)Hy ' (iA(kw)) =) pkw)Jy (ip(kw)), (2.53)

ot le symbole ' désigne 1'opération de dérivation. Pour ne pas alourdir les notations, la
référence au nombre de Mach n’est pas indiquée. Cependant, le lecteur doit avoir & I’esprit
que le nombre de Mach intervient explicitement dans I’expression des points singuliers de
A et p, au méme titre que la température moyenne de I’écoulement.
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F1G. 2.5 — Modes propres du jet froid, M = 1.5, w, = 3.0 et n = 0. Le déplacement des
modes (cercles) est associé & la variation de w; depuis zéro jusqu’a 2.0, et représenté par
des lignes. Les autres lignes, en traits épais, représentent les coupures associées a A et L,
pour w; = 2.0.

[’égalité (2.53) n’a lieu que pour certains couples de nombres complexes (k,w), qu’il
s’agit de déterminer. Pour cela, on dispose d'un certain nombre de méthodes numériques,
comme celle de Newton-Raphson qui consiste a se donner une valeur initiale pour k&
et une suite complexe convergeant vers les solutions de (2.53). Pour w fixé, on peut
déterminer tous les zéros k]i (w) de la relation de dispersion, en faisant varier la valeur
initiale. Réciproquement, pour £ fixé, il est possible de calculer les modes temporels w;(k).
Pour compléter cette procédure, il faut tenir compte de la distance minimale séparant
deux modes, dont une estimation peut étre faite en considérant la surface des valeurs
absolues de I'écart d entre le membre de gauche et le membre de droite de (2.53). Les
lignes de niveau permettent alors de juger de la variation de la fonction d et de calculer les
directions de plus grande pente descendante (méthode du gradient). Cette facon de faire
s’avére particuliérement utile lorsque deux modes sont proches I'un de 'autre (figure 2.7
(b)), la méthode de Newton-Raphson ne donnant alors que le mode qui posséde le plus
grand bassin d’attraction.

Du mode de Kelvin-Helmholtz aux modes supersoniques

Pour l'instant, on va se limiter aux premiers feuillets des surfaces de Riemann R,
et R, associées a A et u, ce qui nous autorise a remplacer les fonctions algébriques par
les branches holomorphes \; et p; dans (2.53). En envisageant diverses valeurs de M,
Pso €t m, on obtient des ensembles de modes différents, comme le montrent les figures
2.5 et 2.6 pour n = 0. Avec ’équation d’état des gaz parfaits, on a Ty = 1/poo, 01 T
est la température ambiante (adimensionnée par la température au centre du jet). On
peut prendre n’importe quelle valeur pour p.,, ou alors utiliser I’équation de Saint-Venant
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(voir par exemple Huerre [52]) pour calculer py, & partir de la connaissance du nombre de
Mach. Le premier cas revient a chauffer le jet & une température p,, fois celle du milieu
ambiant, ce qui se traduit par un déplacement des points de branchement +kq(w; c0) dans
la direction déterminée par w. Dans le second cas, on convient de dire que le jet est froid,
et il ne reste plus qu’'un seul paramétre de contréle M dont dépendent les quatre points
de branchement +kgy(w; 00) et +ko(w;0).

Notons B lintersection de By(w;0) et By(w;o0) et considérons d’abord le cas de
la figure 2.5 (jet froid, M = 1.5) pour lequel nous avons ko(w;o0) > ko(w;0) > 0 et
—ko(w;0) > ko(w; 00). On en déduit immédiatement que B est non vide, c’est-a-dire qu’il
peut exister des modes propres pour lesquels le nombre de Mach convectif® est superso-
nique. En d’autres termes, la vitesse de 1’écoulement mesurée dans un référentiel animé
d’une vitesse w/k, telle que k € B, est supérieure a celle du son aussi bien a Iextérieur
qu’a 'intérieur du jet, ’écart des vitesses étant unitaire. Les figures 2.5 et 2.6 montrent
qu’il existe un nombre pair de modes propres qui présentent cette particularité, ce résultat
étant toujours vrai (tant que le nombre de Reynolds est infini) en raison des propriétés
de 'opérateur L. Pour k, < 0, ce nombre dépend de —kq(w;o0), c’est-a-dire du nombre
de Mach et de la température du jet. L’appartenance & K+ ou K~ est établie en faisant
varier la partie imaginaire de la pulsation depuis zéro jusqu’a w; > 0, ce qui revient a
déformer le chemin L, initialement confondu avec I’axe réel pour qu’il passe par la pul-
sation de partie imaginaire w;. La figure 2.5 (a) donne le comportement des modes de
partie réelle négative au cours de la déformation. A I'extérieur de la bande B, les modes
initialement marginaux se déplacent dans le demi-plan supérieur k; > 0 pour rester dans
un voisinage de la coupure attachée au point de branchement ky(w;0), au méme titre que
les modes contenus dans B et de partie imaginaire positive. Tous ces modes sont donc, par
définition, dans K et correspondent & des ondes amorties pour z > 0. Quant aux modes
complexes conjugués, ils suivent des chemins analogues sur le second feuillet de Riemann,
s’éloignant de ’axe réel quand w; augmente. Ce sont des modes de K, amortis pour
x < 0. Notons que dans un référentiel animé de la vitesse de phase d’une de ces ondes,
les vitesses de I’écoulement a 'extérieur et a 'intérieur du jet sont de méme signe ce qui,
au passage, montre qu’il n’est pas nécessaire que I’écoulement soit supersonique dans un
référentiel fixe pour assurer I'existence d’ondes supersoniques. Ces ondes supersoniques
ne sont pas référencées par Oertel [11] dans ses expériences de jets supersoniques. Elles
ne font pas non plus partie du classement d’ondes proposé par Tam et Hu [14], [15] qui
ignorent leur existence.

Pour w; > 0, on voit apparaitre d’autres modes de vitesse de phase supersonique dans
la partie k., > 0 de B, dont la signification physique échappe encore a I'auteur. Le calcul
montre que ces modes, initialement localisés au voisinage de la coupure associée a kq(w; 0),
tendent vers I’axe réel tout en restant dans le domaine B, lorsque w; tend vers zéro. Pour
w; = 0, ces modes semblent s’identifier & des points de I’'intersection des coupures associées
a ko(w;0) et ko(w; 00), mais le calcul n’a pas permis de déterminer leur position exacte
et c’est pourquoi ils n’ont été représentés que pour w; = 2.0 sur la figure 2.5 (b). Une

8. Le nombre de Mach convectif est le nombre de Mach de ’écoulement mesuré dans un référentiel qui
se déplace & la vitesse de phase de 'onde.
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F1G. 2.6 — Modes propres du jet chaud, po = 3.0, M = 2.2, w, = 1.4 et n = 0. Les
lignes donnent le comportement des modes de partie réelle positive lorsque w; croit depuis
zéro. Le domaine B' correspond & Uintersection des domaines By(w;00) et Bya(w;0) de
la figure 2.2.

analyse plus poussée consisterait a déterminer les zéros de la relation de dispersion sur
la réunion des surfaces de Riemann associées a A\ et p. Finalement, le seul mode qui
traverse I'axe réel est le mode de Kelvin-Helmholtz, de partie imaginaire négative lorsque
w; vaut zéro, comme le montre la figure 2.5 (b). C’est donc I'unique mode de ’ensemble
K™ correspondant & une onde amplifiée pour z > 0.

Passons maintenant au second cas (jet chaud, p,, = 3.0, M = 2.2), illustré par la
figure 2.6. On peut vérifier que les modes de partie réelle négative et de partie imaginaire
non nulle sont de méme nature que ceux qui sont représentés sur la figure 2.5, mais en
nombre différent. Comme il est possible de faire varier continiment les paramétres M,
Pso €t w, pour passer du cas représenté par la figure 2.5 au cas de la figure 2.6, cela
suggére l’existence d’un mécanisme de création de modes dans le plan coupé. D’autre
part, B est composé de deux parties disjointes, la partie supplémentaire B’ contenue
dans le demi-plan k, > 0 autorise I’existence d’ondes de vitesse de phase supersonique,
comme pour le cas précédent. Toutefois, les conclusions cinématiques sont différentes. En
suivant un raisonnement similaire a celui que nous avons tenu pour le domaine B de la
figure 2.5, on s’apercoit que les vitesses mesurées a ’extérieur et a 'intérieur du jet, dans
un référentiel de vitesse w/k,, sont de signes opposés. De plus, tous les modes de partie
imaginaire négative qui appartiennent a ce domaine correspondent a des ondes amplifiées
pour x > 0, avec des taux d’amplification si proches de celui du mode de Kelvin-Helmholtz
qu’il devient impossible de distinguer ce dernier. Tous ces modes forment une famille de
modes supersoniques de K+, qu’on peut rapprocher de celle qui a été observée par Oertel
[11] dans ses expériences de jet supersoniques. L’existence de ces modes est bien siir
conditionnée par la rencontre du domaine By(w;00) et de U'intersection de By(w;0) avec
I’ensemble des modes de partie réelle supérieure a w si w > 0 (et inférieure si w < 0). Pour
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w > 0, cela revient a exiger qu’on ait I'inégalité ko(w; 0o) > —ko(w; 0), soit
Tw < (M —1)%, M >1. (2.54)

On en déduit que pour M = 1.5, il suffit que la température du jet soit au moins quatre
fois plus grande que celle du milieu ambiant pour que la condition précédente soit satis-
faite. Pour un jet froid, 'inégalité précédente signifie que le seuil d’existence des ondes
supersoniques est donné par M =4/(3 — ) = 2.5.

Des modes subsoniques aux modes supersoniques

Pour en savoir un peu plus sur le mécanisme de création des modes de partie imaginaire
non nulle, on peut faire varier w, le long de L, depuis zéro et chercher a suivre les modes
dans le plan complexe coupé, comme le montre la figure 2.7 pour k£, < 0. En procédant

° 0.5 k+ 5 0.5
B X
ky 0k 0
-5 -3 -1 -4 X -1
-
@) ° 0f  (b) °© o
ki kz
o 0.5 ¢} 0.5
O
k, 0k 0
-5 -3 -1 -5 -3 -1
(6]
(c) © 0.8 (d) ) Y

F1G. 2.7 — Modes propres du jet froid, M = 1.5, n =0 et w; = 0. (a): w, = 2.200; (b):
wrp =2.480; (¢): w, =2.497; (d): w, = 2.600. Les lignes de la figure (b) représentent les
chemins décrits par les modes initialement subsoniques lorsque w; varie de zéro a 0.2.

de maniére systématique, on peut montrer numériquement que tant que la distance entre
un mode marginal de vitesse de phase subsonique et le point —kq(w; oc) est suffisamment
grande, la distribution de modes propres au voisinage de —kq(w; 00) est topologiquement
équivalente a celle de la figure 2.7 (a). On distingue ainsi les modes complexes conjugués
contenus dans B et correspondants a des ondes de vitesse de phase supersonique, des
modes extérieurs a B et pour lesquels le taux d’amplification est nul. Comme pour les
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cas précédents, les modes situés de part et d’autre de I'axe réel s’en éloignent lorsque w;
croit depuis zéro, et par conséquent, correspondent a des ondes amorties. Si la distance
entre le mode marginal de plus grande partie réelle sup{k;-L (w)}, pour w fixé, et le point de
branchement est plus petite qu’une valeur critique, on voit apparaitre un mode marginal
supplémentaire de partie réelle comprise entre sup{ls:;-L (w)} et —ko(w; 00), comme le montre
la figure 2.7 (b). Mais & la différence des autres modes marginaux extérieurs a B, ce
dernier se déplace dans le demi-plan k; < 0 lorsque w; croit depuis zéro, ce qui signifie
qu’il appartient a ’ensemble K. On voit donc qu’au voisinage du point de branchement
existent désormais deux modes de catégories différentes, qui se déplacent en sens opposés
sur l'axe réel. Ces deux modes se rencontrent pour une unique pulsation w, = 2.497,
comme le montre la figure 2.7 (c), et forment une paire de modes complexes conjugués
pour w, > 2.497. Ce scénario se répéte autant de fois qu’il y a de modes subsoniques
dans le demi-plan £, < 0, ce qui conduit a distinguer des intervalles disjoints de L, pour
lesquels existent des modes marginaux de vitesse de phase négative, proche de celle du
son et de la catégorie K.

Cherchons a déterminer les bornes inférieures de ces intervalles. Pour cela, on peut faire
tendre k vers —kq(w; 0c0) dans la relation de dispersion (2.53), qu’on multiplie par I'inverse
de la fonction de Hankel de premiére espéce. Cette opération est toujours possible puisque
deux fonctions cylindriques distinctes ne possédent pas de zéros communs, en vertu du
théoréme de Lommel (Watson [53]). Quand \; tend vers zéro, la fonction p; tend vers
une valeur finie non nulle, qu’on note iy ¢(w). Pour n =0, on a donc

Jo(ip) HE{(iA) + H "(iA) )2J6(i/~tl) =0. (2.55)

A
" 2o HO (i) (k—w

D’autre part, pour w > 0 et £ < —kg, on a A\; € R et 1u; € R, ce qui nous permet de
réécrire (2.55) sous la forme

Jo(ip) K1 (M) + K1 () p1
! onow2 KO()\I) (k - w)2

Ji(ipn) =0, (2.56)

ou K, est la fonction de Bessel modifiée (voir Watson [53]) et I'égalité J§(ip1) = —J1 (i)
a été utilisée. Il ne reste plus qu’a faire tendre \; vers zéro, et remplacer les fonctions K,
par leurs estimations asymptotiques. D’ol on tire I’égalité

o ol (k) V1= (M +1//p)?
koo 2 (@) kol (M2 + 1/1/po)?

Ji(ip10) = 0. (2.57)

En dehors du voisinage de w = 0 ot kg tend vers zéro, on déduit de (2.57) que 'expression

it = — kol /(M +1/y/p)? - 1, (2.58)

s’identifie aux zéros de la fonction de Bessel d’ordre 1, qu’on note —js € R, j, > 0 ou s est
un entier. Si w tend vers zéro, on peut montrer que (2.57) admet une solution particuliére,
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qui conduit & w; — 0 pour |k| — 0. Les pulsations non nulles pour lesquelles existent des
modes de K~ et de vitesse de phase proche de celle du son, peuvent donc s’exprimer sous
la forme .
_ Js

VM /(M +1/\/p)? =1’
et sont indexées par s € N, s > 1 puisqu’il existe une infinité de zéros réels j,, ce qui
prouve du méme coup que K~ est dénombrable. On note k; la valeur que prend la branche
spatiale au point ws. On peut remarquer que la relation (2.59) est vraie aussi bien pour
les jets supersoniques que pour les jets subsoniques.

Il est intéressant de confronter ce résultat aux observations expérimentales de Nosseir
et Ho [54, 55] et Umeda et al. [56] qui ont abordé le probléme de I’émission acoustique
des jets subsoniques impactants (limités par une paroi normale & ’écoulement, placée en
aval de la tuyére). Leurs travaux mentionnent la présence de perturbations acoustiques
qui se propagent depuis la paroi jusqu’a la sortie de la tuyére d’ott émerge le jet. Ces
perturbations peuvent étre vues comme étant générées par des ondes d’instabilités qui se
propagent depuis la sortie de la tuyére jusqu’a la paroi. Or, pour une configuration donnée,
les ondes d’instabilités ne sont amplifiées que si la pulsation est plus petite qu’une valeur
limite. Si on admet que les ondes acoustiques observées expérimentalement correspondent
bien aux modes de la catégorie K~ obtenus par le calcul, on peut s’attendre a ce que
seules les pulsations w, inférieures & ladite valeur limite ne soient observées au sein de
I’écoulement. Les ondes acoustiques jouent alors le réle de forgage pour les ondes d’in-
stabilités, conduisant ainsi le systéme vers une dynamique "globale" caractérisée par un
nombre fini de modes temporels. Si la paroi est placée loin de la sortie du jet, comme dans
I’expérience de Nosseir et Ho, la pulsation limite devient alors suffisamment petite pour
qu’on puisse se limiter aux premiers modes de K ~, ordonnés par 'indice s de la relation
(2.59), et donc aux premiéres valeurs de w,. Mais il faut apporter plusieurs corrections
au mécanisme de sélection de fréquences que nous évoquons. D’abord, il est important de
noter que l'existence d’un intervalle borné pour le taux d’amplification associé au mode
de Kelvin-Helmholtz n’est garantie que s’il existe une épaisseur non nulle de la zone de
mélange, ce qui exclut d’emblée le recours au modéle de la nappe tourbillonnaire pour en
calculer les caractéristiques. De plus, pour étre observable, il faut que le systéme que nous
avons décrit soit "stable", ce qui tend a privilégier les ondes acoustiques qui sont le moins
dispersives (voir Lighthill [57]), c’est-a-dire celles dont la dérivée de la vitesse de groupe
par rapport a k est proche de zéro. Un calcul rapide semble confirmer ce scénario, puisque
la pulsation w obtenue en minimisant d%w/dk?, pour n = 0° et M = 0.9 est d’environ 0.42,
alors que les mesures de Ho et Nosseir [55] donnent un Strouhal moyen d’environ 0.37.
Notons a cet égard que cette estimation numérique ne prétend pas prouver qu’il s’agit
bien 14 du mécanisme dont nous venons de faire état, ni méme ne prétend étre précis a la
deuxiéme décimale. Pour s’assurer du dernier point, il faudrait procéder a une étude de
la sensibilité de ’algorithme d’optimisation dans le voisinage des points de branchement.
Ce qu’il faut retenir, c’est le bon accord numérique et d’un point de vue plus conceptuel,

Ws

(2.59)

9. Le mode subsonique considéré pour ce calcul est celui dont la fonction propre présente le moins de
maximums locaux (ou "ventres").
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2.0 2.5 3.0
0.6
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F1G. 2.8 — Déformation des branches spatiales au voisinage de la pulsation w (ici s = 3
et j3 = 7.016) pour un jet froid, M = 1.5, n=0. (a) et (b):w; =0; (c) et (d): w; = 0.03.
Les cercles sur les figures (a) et (b) donnent la position du point de coordonnées (ks,ws).
La ligne que décrit le point de branchement —ko(w;00) lorsque w varie est représentée en
tirets.

I’existence de modes marginaux de la catégorie K ~, dont il s’agit maintenant de préciser
les propriétés.

Faisons le point : en plus du mode de Kelvin-Helmholtz et de son complexe conjugué,
tous deux dans KT, apparait un ensemble dénombrable K~ de modes dont une propriété
essentielle est d’étre marginalement stables ou stables, le passage d’un état & un autre se
faisant en annulant la vitesse de groupe comme l'illustrent les figures 2.7 et 2.8. Mathéma-
tiquement, cela signifie qu’il existe une infinité de pulsations réelles wy,, pour lesquelles la
relation de dispersion admet une racine double. Comme précédemment, on peut réduire
I’analyse a un voisinage d’une seule de ces pulsations et se contenter d’examiner le compor-
tement local des branches spatiales lorsque le chemin d’intégration L, est déformé dans
le demi-plan supérieur w; > 0. Pour cela, on considére & nouveau le cas du jet froid avec
M = 1.5 et n = 0 et on s’intéresse aux modes notés k™ et k= de la figure 2.7. La figure 2.8
montre que les restrictions des branches spatiales au premier feuillet de R, admettent un
point commun lorsque w; vaut zéro. Cela implique que les couples (k¥ (wo;),wos) annulent
a la fois D et sa dérivée par rapport a k, rendant ainsi singuliers les dénominateurs des
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intégrants dans (2.45). D’aprés la terminologie classique de la théorie des instabilités hy-
drodynamiques, on parle d’instabilités marginalement absolues (voir Huerre et Rossi [32]).
On peut les voir schématiquement comme étant pilotées par 'acoustique & I'extérieur de
I’écoulement. En effet, les restrictions des branches spatiales associées aux modes de K~
aux intervalles wy < w < wps, s € N sont de vitesse de groupe négative, tendant vers celle
du son lorsque w tend vers w; (indiqué par un cercle sur la figure 2.8 (a)). Vu qu’il en
est de méme de la vitesse de phase, on a dw/dk, — w/ky et w/k, — w/ky pour w — w,
ce qui signifie que les ondes se comportent quasiment comme des ondes acoustiques qui
se propageraient a I'extérieur du jet. A cela s’ajoute le fait qu’au voisinage des points de
branchement +ko(w;o0), le comportement radial des fonctions propres est logarithmique
(pour n = 0), ce qui suggére qu’une large partie de I'information se propage a l’extérieur
du jet. A ce titre, on peut signaler les observations expérimentales de Ho et Nosseir [55]
et Umeda et al. |56], qui indiquent que les ondes acoustiques qui remontent I’écoulement
se propagent a ’extérieur du jet.

On a un phénoméne analogue pour les nombres d’ondes positifs lorsqu’existent des
instabilités supersoniques amplifiées. Pour le voir, on peut considérer le cas du jet chaud
avec po = 3.0, M = 2.2 et n = 0 pour lequel la condition (2.54) est vérifiée. Comme
précédemment, on peut se limiter & 'examen d’un couple de modes complexes conjugués
au voisinage du point de branchement +kq(w;o00). Ces modes appartiennent au méme
ensemble KT, et c’est pourquoi on les note provisoirement k;" et k5. La figure 2.9 montre
le comportement des branches spatiales correspondantes lorsque le chemin d’intégration
L, est déformé. Toujours comme pour le couple de modes (k*,k7), on peut chercher a
calculer les pulsations pour lesquelles existent des modes de vitesse de phase proche de
celle du son, en faisant tendre k vers ko(w;o0). En dehors du voisinage de w = 0, la
branche holomorphe iu; peut prendre une infinité de valeurs limites quand k& tend vers
ko. Ces valeurs coincident avec les racines (réelles'®) —jy, i. e.

ilkoly/1 = (M = 1/v/px)?* = i, (2:60)

avec s’ € N, s’ > 1. De la condition nécessaire d’existence des modes supersoniques (2.54),
on déduit que la racine complexe dans (2.60) est imaginaire pure et que

_ js’
VM (M =1/ \/p)? — 1

vu qu'on a \/—k3 = iky sur le premier feuillet de R,. Des relations (2.59) et (2.61), on
voit que les pulsations wy et w, sont différentes. On peut les ordonner et les regrouper
sous la méme notation ws, avec s € N. Mais il ne s’agit 14 que des pulsations positives.
On obtient toutes les pulsations en cherchant le groupe d’invariance de la relation de
dispersion (2.53) pour w € R. Les transformations k — —k et w — —w laissent (2.53)

(2.61)

Wyt

10. D’une maniére générale, les racines de Ji(z) sont toutes réelles (voir Watson [53]). Un corollaire est
que pour w; > 0, les pulsations w,, définies par (2.59) sont complexes. Le nombre d’onde associé ks se
déplace sur la coupure joignant —ko(w;00) & —ioco, ce qui prouve qu’il appartient & K.
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F1G. 2.9 — Déformation des branches spatiales au voisinage de la pulsation wy (s' = 3)
pour un jet chaud, po = 3.0, M =2.2, n=0. (a) et (b):w; =0; (¢c) et (d): w; = 0.01.
Les cercles donnent la position du point de coordonnées (ki (wy),wy ).

invariant, ce qui implique que les pulsations manquantes sont données par —w; = w_g,
s € N. Aux pulsations données par ’équation (2.61) sont donc associés des modes de K
qui se comportent comme k5, c’est-a-dire dont la vitesse de groupe, positive, s’annule au
point ol se rencontrent k" et k; . Mais cette fois, 'interprétation physique est différente
puisque les branches sont de la méme catégorie. Comme 1’évoque Bers [58], la rencontre
de deux modes de Kt ou K~ ne conduit pas & une instabilité absolue, bien qu’annulant
le dénominateur de l'intégrant de (2.47).

Compte tenu de l'expression (2.52) qui donne le comportement radial des fluctuations
pour 7 > 1, il est immédiat que la fonction propre ®;, associée a ki va présenter un
changement de comportement au voisinage du point de branchement, c’est-a-dire lorsque
la vitesse de groupe tend vers celle du son. C’est d’ailleurs une propriété commune avec les
modes de K. La figure 2.10 rend compte de ce changement. On peut résumer ces résultats
sous la forme suivante : un jet supersonique peut supporter des instabilités marginalement
absolues, de vitesse de phase négative, subsonique et proche de celle du son. Ces instabilités
sont d’amplitude lentement décroissante dans la direction radiale et induites par ’existence
d’un champ de perturbations acoustiques au voisinage du jet.
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F1G. 2.10 — Module des fonctions propres associées auzr branches spatiales k;-L, j =12
de la figure 2.9. (a), (b) w = 1.4606; (c) w = 1.5069 (ki = k). Jet chaud, ps, = 3.0,
M=22,n=0etw; =0.

Les ensembles de modes K;C et KH

Plus généralement, pour une pulsation donnée, on peut distinguer trois classes de
modes qui s’ajoutent & celui de Kelvin-Helmholtz et de son complexe conjugué, la dis-
tinction pouvant se faire en fonction des propriétés de H,(ll)(i)\lr). La premiére classe est
constituée des modes subsoniques de K pour lesquels la distance aux points de branche-
ment +kqo(w; 00) est suffisamment grande pour que le module de la fonction de Hankel se
comporte comme une fonction rapidement décroissante de r, ce qui confine les perturba-
tions & un petit voisinage du jet (voir figures 2.11 (c) et (f)). C’est le cas d’une infinité de
modes, tous extérieurs & By(w; 00) et situés sur les coupures attachées aux points +kq(w; 0)
pour w; = 0. La seconde classe de modes est donnée par ceux de K ~, en nombre fini, et
leurs homologues de K™ comme le mode k, c’est-a-dire ceux dont la vitesse de groupe
tend vers celle du son en valeur absolue quand w tend vers une des valeurs w;, s € Z. Dans
ce cas, le comportement de la fonction de Hankel est dominé par une singularité logarith-
mique pour w — ws, ce qui rend son module lentement décroissant lorsque r est de 'ordre
de 1, comme le montre la figure 2.10 (b). Il reste les modes supersoniques, contenus dans
By(w; 00) et dont le comportement radial dépend fortement du taux d’amortissement ou
d’amplification k;. En effet, de la définition des coupures attachées a +kq(w; 00), on voit
que la partie réelle de A; tend vers zéro avec la partie imaginaire du nombre d’onde, si
bien que pour k; = 0 le comportement asymptotique du module de la fonction de Hankel,
pour r — oo, passe d’'une décroissance exponentielle & une décroissance algébrique. Dans
la suite, on parlera de transition exponentielle-algébrique.

L’analyse des propriétés radiales des fonctions propres a I'intérieur et au voisinage du
jet montre aussi qu’on peut ordonner ces modes en comptant le nombre de maximums
locaux du module. Ces modes sont alors caractérisés de maniére univoque par un couple
d’entiers (n,m) ol n est le nombre d’onde azimutal et m le nombre de maximums. Cette
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F1G. 2.11 — Module des fonctions propres associées a certains modes de la figure 2.6. Jet
chaud, poo =3.0, M =22, w=14 (w; =0) et n =0. (a) et (d): modes de plus grande
vitesse de phase; (b) et (e): modes supersoniques de plus petite vitesse de phase; (c) et
(f) : modes subsoniques de plus grande vitesse de phase. (a), (b) et (¢): k. > 0; (d), (e)
et (f): k. <O.

caractéristique souligne une fois de plus leur origine "acoustique" et suggére que seules les
ondes dont la longueur d’onde est suffisamment grande sont susceptibles d’étre observées
dans les écoulements turbulents et/ou visqueux . On peut regrouper tous ces modes en
quatre catégories K, C K~ et Kj C K*, 7 =0,1,2 selon qu’ils se comportent respecti-
vement comme k~, kT ou kj (j = 1,2), pour w > 0. Deux modes complexes conjugués se
détachent des autres par le fait que le module de la fonction propre (identique pour les
deux modes) atteint son maximum dans la zone de mélange (figure 2.11 (a)). En faisant
varier le nombre de Mach, on peut montrer que le mode situé dans le demi-plan k; < 0 est
celui de Kelvin-Helmholtz (voir les expériences de Lowson et Ollerhead [48| sur les jets
supersoniques). Dans la suite on notera KH C K™ I’ensemble de ces modes.

En I’absence d’effets visqueux, on a K; (w) = K (-w) et K (w) = K (—w). On en
déduit que les branches spatiales forment un réseau de courbes sur le premier feuillet de
Ry, certaines d’entre elles se prolongeant sur le second feuillet. La figure 2.12 en donne
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quelques exemples pour n = 0 et n = 1. Comme pour les figures 2.8 et 2.9, les cercles
donnent les points du plan complexe ou se rencontrent branches spatiales et coupures.
Seules les restrictions des branches spatiales au premier feuillet de Ry sont représentées.
Les parties complémentaires peuvent étre obtenues en considérant la seconde branche
holomorphe Ay au lieu de A; dans ’expression de la fonction de Hankel. Bien évidemment,
on peut s’attendre a ce que certains paramétres de contrdle jusqu’a présent mis de coté,
comme I’épaisseur de la zone de mélange ou la viscosité, déforment le réseau sur R).
En particulier, la présence d’une seconde échelle de longueur (I’épaisseur de la zone de
mélange) se traduit par l’existence d’un point de rencontre entre 'axe réel k; = 0 et les
branches spatiales associées aux modes de K H, pour w; — 0. Le passage du demi-plan
k; < 0 au demi-plan k; > 0 peut donc se faire par 'intermédiaire d’une coupure. Nous
verrons dans la suite que de telles situations ne sont pas des événements exceptionnels et
se rencontrent pour une large gamme de jets supersoniques (voir chapitre 4).

Bien que la plupart des auteurs s’intéressant au rayonnement acoustique des ondes
d’instabilités se limitent aux modes de K H, et en particulier a celui qui est le plus am-
plifie** (voir Tam et Chen [59]) il faut reconnaitre qu’aucun argument ne permet de gé-
néraliser cette approche a tous les jets supersoniques. Le cas des jets chauds est d’ailleurs
caractéristique puisqu’il permet de mettre en évidence la contribution des modes de K,
au bruit de jet, comme lont observé Seiner et al. [17] pour M = 2 et py = 2.7. Des
estimations numériques (voir Seiner, Bhat et Ponton [60]) ont d’ailleurs confirmé ces ob-
servations. Mais les calculs sont incomplets, pour diverses raisons qui tiennent autant aux
difficultés numériques posées par l'intégration du systéme différentiel qu’a la formulation
méme du probléme. Par exemple, le critére de rayonnement acoustique est celui développé
par Phillips [61], repris par Ffowes Williams [62] et reformulé par Tam [43] sous la forme
d’une analogie avec le déplacement d’une paroi ondulée dans un écoulement compressible.
Il s’agit d’un raisonnement géométrique, valable uniquement si I’écoulement est uniforme
et dont la principale conclusion est que seules les ondes dont la vitesse de phase est su-
personique participent au champ acoustique lointain. Dans ce contexte, Seiner, Bhat et
Ponton se limitent & deux catégories de modes: les modes de K H tels que n < 2 et un
mode supersonique de K;" qu’on peut désigner par le couple d’entiers (n,m) = (0,1). Leur
approche consiste a suivre chacun de ces modes lorsque ’épaisseur de la zone de mélange
croit. Les pulsations sont choisies & ’avance, en accord avec les mesures expérimentales.
La contribution des modes de KOi sous la forme d’instabilités marginalement absolues
n’est donc pas prise en compte et au vu des résultats précédents on peut s’interroger
sur leur role dans la dynamique du jet. D’autre part, il est important de noter que le
critére basé sur la vitesse de phase (voir section 2.2.2) est insuffisant pour conclure. Une
perturbation est susceptible de contribuer significativement au bruit de jet, méme si sa
vitesse de phase est partout subsonique. Pour s’en convaincre, on peut s’appuyer sur les

11. Le terme "amplification" est utilisé ici pour désigner ce qu’on appelle aussi amplification totale et
correspond & l'intégrale du taux d’amplification k;, considéré comme une fonction de 1’épaisseur de la
zone de mélange et pour une pulsation donnée (voir Tam et Chen [59] et Seiner, Bhat et Ponton [60]).
L’intervalle d’intégration s’étend en général de zéro jusqu’au point ou k; s’annule ('amplification totale
est maximale).
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L )

-14 0 14 k;

F1G. 2.12 — Réseau de branches spatiales lorsque L, est abaissé jusqu’a l’aze réel. (a), (b):
Jet froid, M = 1.5 et n=0. (¢), (d): Jet chaud, pos = 3.0, M =22 et n=10. (e), (f):
Poo = 3.0, M =2.2 et n=1. La branche de Kelvin-Helmholtz est indiquée en tirets.
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travaux de Crighton et Huerre [45] qui se sont attachés a la description du comportement
transversal des ondes d’instabilités, quand le nombre de Mach tend vers zéro. Considérant
une onde d’instabilités dont la modulation de I'amplitude dans la direction de propaga-
tion suit une loi particuliére, Crighton et Huerre démontrent qu’il est possible d’avoir
une transition exponentielle-algébrique dans la direction transversale. La démonstration
repose sur des techniques d’analyse asymptotique, oil le petit paramétre € peut étre vu
comme une mesure du taux de divergence de 1’écoulement.

Revenons maintenant a la détermination de la fonction de Green en champ proche. Le
retour a l'espace physique fait intervenir différentes contributions associées aux branches
spatiales, représentées sur les figures 2.12 (a) et (b) pour le jet froid et sur les figures 2.12
(c) et (d) pour le jet chaud. Ces deux cas sont caractéristiques des différentes configu-
rations qu’on peut rencontrer pour M > 1, et on peut s’y limiter. Dans le premier cas,
la condition (2.54) n’est pas satisfaite et les seules transitions subsonique-supersonique
possibles sont celles qui ont lieu dans le demi-plan &k, < 0 si w > 0 et dans le demi-plan
k., > 0 si w < 0. Ainsi, en plus de la contribution du mode de Kelvin-Helmholtz, sous
forme d’instabilité convective, s’ajoutent celles des "résonances acoustiques" du jet, re-
présentées par les modes de K (w), pour w > 0. A ce niveau, il est difficile de préciser leur
role exact. En s’appuyant sur les travaux de Ho et Huerre [63], on peut néanmoins s’at-
tendre a ce que ces "résonances" soient responsables d’une sélection en fréquence, par un
mécanisme mettant en jeu des instabilités marginalement absolues. Mais le modéle de la
nappe tourbillonnaire est insuffisant pour conclure. Il faut introduire une seconde échelle
caractéristique et tenir compte du fait que le mode de Kelvin-Helmholtz peut désormais
rencontrer une coupure, ce qui nous rameéne aux considérations de la fin de la section 2.2
sur le probléme de compatibilité des paquets d’ondes avec la condition de rayonnement.
Dans le second cas (figures 2.12 (c) et (d)), il est clair qu’il faut considérer la participation
des modes de K" pour w > 0, sous forme d’instabilités convectives, de la méme fagon que
pour le mode de Kelvin- Helmholtz. Le cas des perturbations non axisymétriques conduit
a des conclusions similaires comme 'indiquent les figures 2.12 (e) et (f), pour n = 1.

Vers une dynamique globale?

Il est important de remarquer que les transitions exponentielle-algébrique du module
de la fonction de Hankel lorsque r tend wvers ['infini sont associées a des transitions
subsonique-supersonique de la vitesse de phase de l’'onde marginale si w; = 0.

Si ’épaisseur de la zone de mélange est une fonction de la variable lente X = ez, il faut
corriger la proposition précédente en procédant a une analyse asymptotique, pour € — 0.
Le modéle de la nappe tourbillonnaire trouve alors sa place en tant que modéle limite,
quand I’abscisse z tend vers la sortie de la tuyére, que nous prendrons dans la suite comme
origine x = (. Suivant le cadre théorique proposé par Bouthier [64, 65|, appliqué aux jets
subsoniques par des auteurs comme Crighton et Gaster [3], Strange et Crighton 5|, Garg
[4], plus récemment par Cooper et Crighton [44]| et étendu aux jets supersoniques par
Tam et Morris [6], on sait que 'ordre dominant des ondes d’instabilités est gouverné par
des approximations de rang zéro, obtenues classiquement en ayant recours au formalisme
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WKBJ (voir Bender et Orszag [40]) ou en utilisant la méthode des échelles multiples. Ces
deux méthodes conduisent & confondre la résolution du probléme a ’ordre dominant avec
la résolution de ’équation (2.29) dans laquelle 'écoulement de base est paramétré par
X. D’un de point de vue pratique, on peut donc se limiter & I'intégration numérique de
I’équation différentielle (2.29) pour déterminer le comportement des réseaux de branches
spatiales lorsque X varie. Le retour a ’espace physique peut se faire en utilisant la notion
de fonction de Green globale G, (z,rt) (voir Monkewitz, Huerre et Chomaz [66]) qu’on
écrit sous la forme

1
Gn(z,rt) = /., Gp(z,rw) exp(—iwt) dw, (2.62)

ou L, est pris paralléle & I’axe réel w; = 0 et au-dessus des singularités de I'intégrant.

Contrairement au voisinage du jet, les variables adaptées a la description des ondes en
champ lointain sont du méme ordre de grandeur et doivent étre traitées de la méme facon
puisque dans un écoulement au repos il n’y a pas de direction de propagation privilégiée.
Si on se place dans une zone "intermédiaire" qu’on peut imaginer comme correspondant &
un domaine décrit par une variable r ~ 1/d(¢) ot 6(€) tend vers zéro avec €, on a le choix
entre deux descriptions, a priori équivalentes, pour rendre compte du comportement de
Gp(z,rw) dans la direction de 'écoulement. Comme Crighton et Huerre [45], on peut
utiliser la transformation de Fourier inverse suivante :

1 [T
Gn(z,rw) = %/ Gn(k,rw) exp(ikz) dk. (2.63)

oo

On peut aussi adopter le point de vue des approximations WKBJ en considérant

€

(7 w) ~ AE(X @) (X r.w) exp [f /0 "k (51 0) ds} | (2.64)

ot ®* répond a la normalisation (2.35) et A% est une fonction d’amplitude qu’on dé-
termine en général & I'ordre d’approximation supérieur. Si il existe un domaine ou les
expressions (2.63) et (2.64) sont simultanément valables, alors il est clair que les modu-
lations de 'amplitude d’une onde d’instabilités se manifestent dans 'intégrale (2.63) par
I’émergence d’'une densité spectrale continue. Le corollaire est qu’une onde d’instabilités
de vitesse de phase subsonique peut rayonner de [’énergie au sens du critére de Phillips
[61] si la modulation de son amplitude implique que la fonction G, obtenue en identifiant
(2.63) et (2.64) soit non nulle pour des nombres d’ondes k tels que |k| < ko(w;00). On
voit ainsi que les modes associés a des ondes de vitesse de phase subsonique lorsque k;
s’annule (la condition suffisante n’est pas vérifiée), peuvent rayonner de I’énergie par un
mécanisme de modulation d’amplitude.

L’intérét porté aux ondes marginalement absolues dans les écoulements faiblement
non-paralléles est appuyé par un certain nombre de travaux, dont ceux de Ho et Huerre
[63] et Monkewitz, Huerre et Chomaz [67] sur les modes globaux faiblement amortis.
Par exemple, le mode "colonne" observé dans certains jets subsoniques est typique des
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écoulements marginalement globalement stables. Le jet se comporte comme un oscillateur
faiblement amorti, favorisant ainsi certaines fréquences. Les travaux de Cooper et Crighton
[44] sur le jet axisymétrique vont aussi dans ce sens en assurant une liaison entre la théo-
rie des modes globaux et la notion de source superdirective, mise en avant par Crighton
et Huerre [45]. Sous forme d’une conclusion, Cooper et Crighton conjecturent ’existence
d’une valeur critique pour le nombre de Reynolds'? de ’ordre de 10°, au-dessous de la-
quelle la réponse du jet est régie par un mode global marginal. Dans le cas contraire,
I’écoulement serait globalement et absolument instable et I’approche linéaire devrait alors
se substituer & une approche en terme de systéme dynamique non-linéaire. Cette conjec-
ture, qui s’appuie en partie sur les travaux de Crighton [68], attribue & la viscosité un
role décisif puisqu’elle indique qu’au dela d’une certaine valeur, le systéme va bifurquer
vers un cycle limite (le mode global). Or, on sait que de tels écoulements peuvent étre
le siége d’un scénario de bifurcations jusqu’a un attracteur étrange de petite dimension
(voir Manneville [69]) et quun écoulement partout localement convectivement instable
peut lui aussi présenter une dynamique intrinséque, en raison de la présence d’ondes qui
remontent ’écoulement (voir les expériences de Broze et Hussain [70] sur les jets excités).
Notons qu’il n’est pas nécessaire qu'un obstacle soit présent au sein de ’écoulement pour
que ces ondes existent. D’aprés Broze et Hussain, I’appariement des grosses structures en
aval d’un forcage donné peut trés bien en étre la source.

On peut maintenant, avec le recul que procure la partition { K f,K H}, revenir au cas
des jets supersoniques et chercher & caractériser 'influence de 1’épaisseur de la zone de
meélange. Dans certains cas, nous verrons qu’il ne sera pas possible d’utiliser un modéle
non visqueux et c’est pourquoi la formulation numérique présentée dans la section 2.3
s’applique & n’importe quel systéme d’équations différentielles.

2.3 Approximation localement paralléle

2.3.1 Formulation numérique

D’une maniére générale, la détermination des modes propres ne peut se faire que de fa-
con numeérique, en mettant a profit certains schémas numériques adaptés aux écoulements
compressibles. Plusieurs auteurs comme Malik et al. [71, 72, 73] proposent de classer ces
schémas en deux catégories, selon qu’il s’agit d’une méthode explicite'® ou implicite. Les
méthodes explicites consistent en la recherche d’un seul couple, sous la forme d’une solu-
tion d’un probléme aux valeurs initiales. Concernant les jets supersoniques, Tam et Morris
[6] proposent d’intégrer I’équation de Rayleigh en utilisant une méthode de Runge-Kutta
explicite pour calculer I’évolution des caractéristiques du mode de Kelvin-Helmholtz. [.’in-
convénient majeur est qu’il faut connaitre une valeur initiale, parfois avec une précision de
plusieurs décimales. Ce qui implique qu’en ’absence de données bibliographiques suffisam-

12. Le nombre de Reynolds que considérent Cooper et Crighton est basé sur le diamétre du jet 2r; et
la vitesse de I’écoulement moyen sur ’axe de symétrie, qu’on désigne ici par u;.
13. On parle aussi de "méthode de tir".
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ment précises, rien ne permet d’affirmer qu’aucun mode n’a été oublié. Dans les méthodes
implicites, le systéme d’équations différentielles est réduit & un systéme d’équations algé-
briques en utilisant un schéma aux différences finies ou une représentation spectrale (voir
Orszag |74] et les ouvrages de Canuto et al. [75] et Georgescu [76]). Parmi les schémas
aux différences finies, le schéma compact d’ordre 4 (voir Malik [71]) a un statut parti-
culier puisque bien adapté a ’équation d’Orr-Sommerfeld. Les étapes nécessaires & son
implémentation numérique sont rappelées par Griffond [77]. Notons que dans le cas du
jet axisymétrique, le passage a un systéme de coordonnées cylindriques introduit une sin-
gularité dans les équations pour » = 0, ce qui demande un traitement particulier: les
inconnues sont développées en séries de Taylor au voisinage de ’axe afin d’obtenir des
relations dites de "compatibilité". Cette procédure permet de déplacer la borne inférieure
du domaine d’intégration, initialement confondue avec ’axe, dans un voisinage de celui-ci.
La détermination des valeurs propres de 'opérateur discrétisé se fait alors soit en utili-
sant une procédure itérative, comme la méthode de Newton-Raphson, ou en calculant
le spectre de 'opérateur discret, en utilisant la méthode de la matrice compagnon (voir
Bridges et Morris [78]).

L’utilisation du schéma compact d’ordre 4 pour déterminer les caractéristiques du
mode de Kelvin-Helmholtz dans les jets axisymétriques a mis la lumiére sur un certain
nombre de problémes, référencés par Millet et al. [79], qui semblent limiter son utilisation a
des cas subsoniques. Certains de ces problémes sont étroitement liés 4 la nature du domaine
d’holomorphie des fonctions de Hankel et ne se posent que lorsque I’écoulement porteur est
suffisamment rapide. Ainsi, chercher a calculer le spectre de I’opérateur discret sous-entend
qu’on s’est donné une discrétisation de I’espace physique adaptée a la description des ondes
d’instabilités. Pour les modes de K H, induits par la présence d’un point d’inflexion sur
le profil de vitesse moyenne, il semble naturel de se donner un maillage {r;,0 < j < N}
dont la distance entre deux points successifs tende vers zéro lorsque le rayon tend vers
le point d’inflexion, qu’on peut provisoirement désigner par l'indice ¢. Mais compte tenu
de l'existence d’autres modes localisés a proximité des points de branchement, il n’est
pas possible de tronquer le domaine physique & une distance raisonnable de 1’axe sans
affecter le calcul du spectre. La raison principale est qu’a I'extérieur du jet, les fonctions
propres correspondantes sont lentement décroissantes et ne s’annulent que si on se place
suffisamment loin de l'origine ry = 0. Choisir un maillage adapté a la fois au calcul des
modes de K H et de K f, sachant que le rapport (ry —r;)/r; peut devenir trés grand si on
s’intéresse au voisinage des coupures, n’est donc pas une étape aussi simple qu’elle peut
le laisser paraitre. De plus, la méthode développée par Bridges et Morris ne s’applique
que s’il est possible d’exprimer 'opérateur discret sous la forme d’un polyndéme en la
valeur propre, c’est-a-dire en k£ pour une approche spatiale, alors qu’en toute généralité les
conditions limites au point ry s’expriment plutdt en termes de fonctions cylindriques (voir
annexe C). Une alternative possible est de se placer suffisamment loin du jet pour annuler
I’amplitude des perturbations et prendre pour condition limite p,(ry) = H,gl)(i)\er) =0,
ce qui permet bien d’exprimer 'opérateur discret sous la forme voulue. Or, ’expérience
montre que le choix du maillage est de premiére importance et qu’il est difficile de réaliser
un bon compromis entre la distribution, le nombre de points et le rayon auquel on limite
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le domaine de calcul. Il semblerait que les propriétés de convergence du schéma compact
d’ordre 4 soient trés sensibles au choix du maillage, en particulier lorsque ce dernier n’est
pas régulier. En pratique, il n’a pas été possible de retrouver la partition de modes dont
il a été fait état dans la section précédente et c’est pourquoi une méthode de collocation
spectrale & plusieurs domaines a été développée pour 1'occasion. Pour une présentation
rapide de la méthode, le lecteur peut se reporter a 'article de synthése de Malik [71] et &
celui de Macaraeg et Streett [80] qui traite de problémes modéles.

Ajoutons que la méthode qui consiste & choisir un rayon rx qui annule les inconnues
ne permet d’obtenir que les restrictions des branches spatiales au premier feuillet de
Riemann. Une facon d’obtenir la partie complémentaire est de prendre pour condition
limite pn(ry) = HN?(idorn), ot 7y est & Pextérieur du jet, et de déshomogénéiser le
systeéme algébrique en remplacant une ligne de la matrice par une condition non homogéne
a priori compatible. On dispose alors d’un systéme inhomogéne a priori inversible ' dont
la résolution est possible pour un nombre d’onde donné et d’une équation supplémentaire
f(k) = 0 qu’'on cherche a satisfaire en corrigeant de fagon itérative la valeur du paramétre
inconnu k.

Méthode de collocation spectrale multidomaine

On se limite ici & un exposé formel de la méthode de collocation spectrale. Ses prin-
cipales propriétés mathématiques sont rappelées dans I'ouvrage de Canuto et al. [75],
auquel on renvoie le lecteur. Pour garder suffisamment de généralité, le systéme d’équa-
tions différentielles & résoudre est écrit en chaque point r; du domaine de calcul, sous la
forme

~

Lig) = ZL ri; X ¢(r],X):0, (2.65)

ot les L, désignent des matrices carrées, dont le nombre d’éléments dépend du systéme
différentiel retenu et é est une matrice colonne ; ses éléments sont les valeurs que prennent
les inconnues au point r;. Pour fixer les idées, on peut reprendre le cas des écoulements
compressibles non _visqueux, et considérer ’équation (2. 29) qui conduit & un systéme du
second ordre ; les L, sont alors des nombres complexes et <;5 est la transformée de Fourier-
Laplace de la perturbation de pression p,. Dans la suite, la dépendance en X sera sous-
entendue et pour simplifier les notations, la référence au nombre d’onde azimutal n sous
la forme d’indice pour q3 sera provisoirement omise. Si on utilise les variables primitives
le systéme (2.65) s’écrit

. 9%¢ R O R R
Ealr) S 9 (r) + £ (r) 5205) + Lo(r)d(ry) =0, (2.66)

ol ¢ est une matrice colonne comportant 6 éléments donnés par les fluctuations des trois
composantes de vitesse, de pression, de masse volumique et de température. L’annexe C

14. I’ensemble des matrices inversibles est dense dans celui des matrices.
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explicite les matrices ﬁo, L, et Ly en fonction des données du probléme pour un écoulement
compressible et visqueux.

Procédons maintenant a la discrétisation du systéme différentiel (2.66). On se donne un
domaine de calcul caractérisé par la variable &,, ou h appartient & un ensemble d’indices
déterminé par le choix d’un "découpage" du domaine physique en sous-domaines €2, de
sorte que {2} soit une partition de Q. Ainsi, la variable &, est associée a la variable
r € €, par une transformation que nous supposons localement inversible. Si on convient
de prendre une distribution des points &,(r;) satisfaisant & la relation de Gauss-Lobatto,
i. e. &,(rj) = cos(mj/Ny), ol j est un entier qui varie de 0 & Nj, on peut construire un
polynoéme d’interpolation pour d) a partir des polynomes de Chebyshev d’ordre N, qu’on
note Ty, . La restriction d)h de ¢ au sous-domaine €2, peut alors s exprlmer en fonction
des valeurs que prend la fonction ¢ aux points 7; € Qy tels que 7; = &, *(cos(m5/Ny)). O

ulr) = > e D IR0 g, 26)

ouc;=1pour j=12,...,N,—1et cg=cp, =2. On en déduit

aL&h()—J()%(D Jigdn(rs), 1=0,....N (2.68)
ar ) = Jp\T p Ny )i Pr\T5), =U,...,1Vp .

ou Jy, = 0&,/0r est le Jacobien de la transformation &, : r — &,(r) et les éléments (Dy;, ),
sont calculés en dérivant les polynomes de Lagrange dans (2.67). Tous calculs faits, on
obtient

o a(—1)H .
Pwds = @t -ay 77 (269
(Dn,)jj = —2(1%:].(3&]')2), (2.70)
(Dn,)oo = —=(Dn, ) nyn,, = 2N’%T+1 (2.71)

La dérivée d’ordre n de (2.67) par rapport & r en 7, peut donc s’obtenir simplement &
partir de la connaissance de la matrice (J,Dy, )", ol les éléments non nuls de la matrice
Jy, sont les termes diagonaux (J)y = Ju(r;). Par exemple, pour la dérivée seconde, on a

0%y
or?

N N
(r) = Ju(r) > _(Dn,)idn(ri) > (Dw,)igd(rs), 1=0,...,N, (2.72)
1=0 j=0

qu'on peut mettre sous la forme matricielle (¢}), = (JoDn,)*(bn)k, 00t (dn) €t (¢1)
sont des matrices colonnes dont les éléments donnent les valeurs que prend une variable

15. En toute rigueur, il faudrait indiquer que éh est une approximation de la solution exacte en faisant
intervenir la notion de polynéme d’interpolation et en discutant les propriétés de convergence de (2.67)
comme le font Canuto et al. [75]. Ici, on se conforme & la coutume et on confond I’approximation avec la
solution exacte en conservant ’ambiguité du symbole = dans (2.67).
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primitive quelconque (la fluctuation de pression, de masse volumique,...) et sa dérivée
seconde, aux points de collocation r;. Si les coefficients de I’équation (2.66) sont des
nombres complexes, alors (;3 ainsi que ses dérivées sont aussi des nombres complexes et
on peut enlever I'indice k. C’est le cas si la formulation retenue est non-visqueuse. Si les
coefficients sont des matrices de genre (M,M), l'indice k est un entier compris entre 1
et M et fait référence a la hgne k de la matrice colonne (b Par récurrence, on en déduit
que pour tout entier n, (quh )k = (JpDn, )" (gbh)k, ol (¢h )k est la dérivée d’ordre n d’une
grandeur primitive.

Un systéme algébrique est obtenu pour chaque sous-domaine 2, en réarrangeant les
matrices de dérivation (J, Dy, )® dans une matrice D;. Les éléments non nuls de Dj sont
définis par (Dj)i;» = (Dn,)ij, avec ¢ =k + Mi et j' =k + Mj, ot i et j sont des entiers
de l'intervalle [0,/V,,] et k prend les valeurs 1,2, ...,M. Pour étre cohérent, on construit les
matrices Ly, & partir des matrices L, en prenant (ish)i:j/ = ([:S(rk)),-j avec ' = Mk +1
et i = Mk + j, ou i et j prennent les valeurs 1,2,...,M et k € [0,N]. On arrive ainsi a
un systéme algébrique a M (N}, + 1) inconnues,

Lu[on] =D LaDjén =0, (2.73)

oll ¢y, est une matrice colonne dont les éléments sont définis par (@); = @n(r3), i € [0,Nz].
Le systéme algébrique complet peut donc se mettre sous la forme d’un polynoéme en £,

L[j| = st (w)d =0, (2.74)

ot les éléments non nuls de L sont donnés par f/i:j/ = (Eh)ij, avec i — 1 et j' — j variant
de 0 & (P —1), P désignant le nombre de domaines €2, considérés. La matrice colonne ¢
contient les matrices ¢;, mises bout & bout quand h varie de 1 jusqu’a P. Ainsi construit,
le systéme (2.74) représente la version "discréte" du systéme différentiel initial (2.65).
Pour avoir les conditions de raccord entre sous-domaines, on part des conditions mi-
nimales de régularité des inconnues du systéme différentiel (2.66): il faut que la dérivée
de QAS par rapport a r soit au moins continue sur U2, pour que la solution existe au sens
des fonctions. Cela se traduit par 1’égalité des fonctions (;ASZ et q%l 41 au point de rencontre
des deux domaines €, et €,41. En pratique, on remplace 2M (P — 1) lignes (différentes
des M premiéres lignes) par M (P — 1) lignes exprimant la continuité de ¢ et autant
pour la continuité de sa dérivée, les dérivées étant calculées en tirant parti de (2.68). Les
conditions limites en r = 0 se déduisent du systéme différentiel initial, dans lequel on
remplace les inconnues par leurs développements en série de Taylor (voir annexe C). Pour
r = ry, on distingue deux cas. Si on s’intéresse au premier feuillet de Ry, on peut prendre
un domaine d’intégration suffisamment grand pour remplacer é(rN) par zéro. Ainsi, la
détermination du spectre® de I'opérateur discret L se réduit a ajouter suffisamment de

16. Il est important de rappeler que pour le probléme continu, ’ensemble des valeurs propres est inclus
dans le spectre de L. Aprés discrétisation, le probléme est de dimension finie et donc, le spectre de L
s’identifie & I’ensemble des valeurs propres. En procédant & une approche numeérique, il faut donc se garder
de conclure quant au spectre de L.
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variables auxiliaires pour rendre le probléme linéaire en k, comme le soulignent Bridges
et Morris |78], ce qui nous autorise ensuite & utiliser une procédure classique de calcul
des valeurs propres (algorithme QR). Mais comme il I'a déja été souligné, le voisinage des
coupures et le second feuillet de Ry ne peuvent pas faire 'objet d’une telle approche. Dans
ce dernier cas, le domaine d’intégration est limité & un voisinage du jet et qB est raccordé
4 une solution connue. Si on se place dans le cadre de I’approximation non-visqueuse, les
conditions limites peuvent se mettre sous la forme

Pn(ro=0) =0, pu(ry) = H®P(idory), n>0, (2.75)

ol Ay est le prolongement analytique de A; sur le second feuillet de Ry. Si n = 0, la
condition en 7y doit étre remplacée par pj(ro) = 0. Le couple de nombres complexes (k,w)
est alors obtenu par une procédure itérative (méthode de Newton-Raphson), en inversant
le systéme non-homogéne obtenu en considérant (2.74) avec les conditions limites (2.75).
La relation qu’il faut satisfaire & convergence s’obtient en dérivant la condition limite en
N- D’ou

PlL(rn) — idaHY (idgry) = 0, (2.76)

ou la dérivée de p, se déduit de (2.68). Dans certains cas, il est préférable de prendre pour
condition limite
H, 7(L1) (i)\QT N)

Hf,gl)(i)\Q’rN_l)
et remplacer n’importe quelle ligne du systéme algébrique par une équation de la forme
p(rj) = 1. On peut aussi conserver la version homogeéne du systéme algébrique et chercher
a annuler son déterminant, toujours en utilisant la méthode de Newton-Raphson. La
détermination de la fonction propre se fait alors au cours d’une seconde étape.

La difficulté majeure posée par une procédure itérative est qu’en fonction des para-
meétres retenu pour le calcul, le diamétre du bassin d’attraction du mode cherché est plus
ou moins grand. D’un autre c6té, on sait que le calcul d’'un mode n’est pas suffisant pour
conclure quant a la réponse d’un écoulement donné. Il faut connaitre le comportement des
branches spatiales lorsque le contour d’intégration L, est déformé. Cela revient a suivre
chacun des modes lorsque w prend des valeurs discrétes. Pour accélérer la convergence
de la méthode de Newton-Raphson, il est courant d’extrapoler la partie de la branche
spatiale déja calculée afin de disposer d’une valeur initiale proche de la valeur inconnue.
Or, il arrive que le diamétre du bassin d’attraction soit plus petit que I’écart entre deux
valeurs successives de w, si bien que la procédure d’extrapolation devient un élément dé-
cisif pour la convergence de la méthode. Si un tel cas se présente, il est souvent préférable
de considérer une autre relation dans la procédure de Newton-Raphson, par exemple en
cherchant le maximum de la fonction propre pour la pulsation précédente et en consi-
dérant la ligne correspondante dans (2.74) pour déshomogénéiser le systéme. Ajoutons
que la régularité des transformations &,(r), h < P est une propriété importante pour
la convergence des méthodes de collocation spectrale. Si la transformation d’un domaine
borné en [—1,1] ne pose pas de probléme, on ne peut pas en dire autant lorsqu’il s’agit
d’un domaine non borné. Les transformations les plus utilisées sont des transformations

Pulry) — Pu(ry-1) =0, (2.77)
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homographiques ou exponentielles (voir Canuto et al. [75] et Boyd [81]) qui présentent
I’avantage d’étre indéfiniment dérivables, mais dont le Jacobien s’annule!” pour r — oo.
Pour contourner ce probléme, il y a plusieurs méthodes dont la réussite dépend de 1’ob-
jectif visé. Si on se limite au calcul d’un seul mode par une méthode itérative, il est
possible de limiter le domaine d’intégration & un petit intervalle contenant le jet et donc,
d’utiliser des transformations affines (tant que I’épaisseur de la zone de mélange n’est pas
trop grande). Si par contre il est question d’un calcul de spectre d’opérateur, on peut
utiliser des transformations définies par morceaux ou plus simplement déplacer le point
qui annule le Jacobien & I'extérieur du domaine de calcul. Si les effets de viscosité ne sont
pas considérés, le choix de ’ensemble de transformations &,(r), h < P dépend en plus des
singularités des matrices L, considérées comme des fonctions de la variable complexe 7.

Contournement des points critiques

Les points critiques sont les solutions complexes de 1’équation w — kug(r) = 0, ol w et
k sont deux nombres complexes fixés. Si ces points ne posent pas de probléme particulier
lorsque le nombre de Reynolds est fini, ce n’est pas le cas lorsque les effets visqueux sont
négligés (1/Re = 0). Les points critiques donnent alors la position de certains poles de
il(r) dans le plan complexe qu’il faut contourner pour intégrer le systéme différentiel. En
pratique, cela nécessite de considérer la variable r comme une variable complexe. Dans la
suite, nous noterons r; sa partie imaginaire et r, sa partie réelle.

Sous certaines conditions, 'intégration de I’équation différentielle (2.66) peut se faire
le long d’un chemin homotope a l'intervalle d’intégration initial [0,ry]. D’un point de
vue mathématique, le couple de nombres complexes (k,w) n’est pas affecté par cette
déformation si (i) les extrémités ry et ry des deux chemins sont communes et (ii) les
coefficients de ’équation différentielle sont holomorphes le long de tout arc intermédiaire.
D’un point de vue numérique, la situation n’est pas aussi simple: il faut en plus que le
chemin soit "suffisamment" régulier et que la distance entre un point critique et un pole
quelconque de L, soit suffisamment grande pour que les séries de Chebyshev convergent
(voir Boyd [81]). Notons qu’ici on ne s’intéresse qu’a des écoulements monotones pour
lesquels il n’existe qu’un seul point critique qu’on note r., évitant ainsi les éventuels
recouvrements de secteurs de Stokes (voir Le Dizés et al. [82]).

Donnons nous un arc de Jordan C', c’est-a-dire une application continue injective
y +— r(y) d’un intervalle réel dans le demi-plan complexe r; > 0. La fonction r(y) est
choisie de fagon a ce qu’on ait r(a) = 7o, r(b) = ry et r'(y) # 0 pour a < y < b. Pour
des raisons discutées par Le Dizés et al. [82], il faut aussi que le chemin C' contourne le
point critique par le haut, comme le montre la figure 2.13. Sous ces conditions, I’équation

17. Cette remarque s’étend & bien d’autres transformations et n’a rien de surprenant puisque le fait
méme de chercher & augmenter 1’écart entre deux rayons successifs lorsque £ se rapproche de +1 revient
4 faire tendre sa variation par rapport a r vers zéro. En outre, le fait que la distribution de points soit
de type Gauss-Lobatto implique que méme si ’écart est constant le Jacobien s’annule aux extrémités de
Q. Pour le voir, on peut considérer la transformation d’inverse &, 1(€) = aarccos(€) + b au voisinage de
& = £1. Ce phénoméne est connu sous le nom de phénoméne de Runge.
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F1G. 2.13 - (a) contour d’intégration C' pour r.; > 0; —— : chemin parcouru par r. au

voisinage de r; = 0. (b) branche spatiale associée au mode de Kelvin-Helmholtz; ——
prolongement analytique sur le second feuillet de Ry. Jet froid, M = 1.5, x =2 et n = 0.
Les fleches donnent les sens de parcours des chemins lorsque la pulsation croit.

(2.65) peut s’écrire sous la forme

Ly(r@) 8 | La(r(y)  La(r@®)r"(w)| 9 | ; .
5 — + Lo(r(y))p = 0. 2.78
LR R R R o) I R (2.78)
ou on rappelle que les fonctions L, (r) sont définies par
. . 2k dug  ldpy 1 , n?
Lo=1, Li=—— - Lo=-X"—— 2.
2T N T W —kug dr py dr Ty e A 72’ (2.79)

ol \ vérifie la relation k* — A2 — poM?(upk — w)? = 0 et la notation p désigne la fonction
composée por(y). On se retrouve donc avec une équation différentielle de la forme (2.66)
ou la variable d’intégration est réelle. On peut donc appliquer tout ce qui a été fait précé-
demment au domaine a < y < b et en particulier le diviser en sous-domaines. Or, le choix
des sous-domaines est assez délicat et ne dépend plus seulement des caractéristiques des
ondes d’instabilités. Il faut aussi tenir compte de la position du point critique et éventuel-
lement d’autres poles induits par les fonctions ug et pg. Si le point critique est proche de
I’axe réel, on utilise des contours définis par des fonctions ne comportant qu’un nombre
limité de parameétres. Lorsque la partie imaginaire du point critique devient grande, il
arrive que les contours admissibles soient "sévérement" déformés, auxquels cas il faut se
donner une partition du domaine d’intégration qui tienne compte de ces déformations.

Ecoulement de base

L’écoulement de base ou écoulement moyen est une donnée du probléme. Ses caracté-
ristiques dépendent des paramétres de controle, c’est-a-dire du nombre de Mach M et de
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la température du jet p,, = 1/T,. La littérature propose un certain nombre de formules
plus ou moins empiriques, réduisant ainsi la définition de ’écoulement moyen a un petit
nombre de relations qu’il est possible de prolonger analytiquement dans le plan complexe.
Les formules proposées par Lau et al. [83], Lau [84], Troutt et McLaughlin [85] et Morrison
et McLaughlin [86] se prétent bien & ce type d’approche.

Suivant les résultats de Troutt et McLaughlin, le profil de vitesses moyennes ug peut
étre approximé par I’expression suivante

1 (r<h)
U - exp [— In(2) <7" ; h) ] (r > h), (2.80)

ou u,. est la vitesse du jet sur I'axe, b est la demi-épaisseur de la zone de mélange et h
le rayon du domaine ot 1’écoulement est uniforme (on parle aussi de cone potentiel). Le
profil de masses volumiques se déduit de (2.80) en utilisant la relation de Crocco,

1—’LLO

—1 -1
+ LT M1 - uo)] , (2.81)

po = |uo+
0 {0 P 5

ol P est le rapport de la température au centre du jet a la température ambiante et le
nombre de Prandtl est supposé égal & 1. Ainsi défini, I’écoulement moyen ne dépend que
de trois paramétres b, h et u.. Dans le cadre de I'approximation localement paralléle, ces
trois paramétres sont supposés ne dépendre de la direction principale de ’écoulement que
par I'intermédiaire de la variable lente X = ex, ol € est supposé petit.

On sait que tant que ’épaisseur h est non nulle, la vitesse de ’écoulement au voisinage
de I'axe de symeétrie est constante. Par un choix convenable de la vitesse de référence u;,
on peut donc prendre u., = 1 pour h > 0. On en déduit qu’il existe un domaine ou
I’écoulement moyen ne dépend plus que d’un seul paramétre b, compte tenu de ce que
u, = 1 et de la relation

2/000 po(r; X)[uo(r; X)*rdr — 1 =0, (2.82)

qui exprime que le flux de quantité de mouvement moyenne se conserve (voir Tam [87]
et Kotsovinos [88] pour une discussion de cette approximation). On peut donc parler
indifféremment de b ou X, sachant que la correspondance entre les deux paramétres est
biunivoque '®. Notons . (resp. X.) 'extrémité de la région o h est non nul. Pour = < =,
on dipose des corrélations de Birch et Eggers [91] qui permettent d’exprimer b sous la
forme d’une fonction affine de x:

db . 1.2658

dx o’

18. Ce n’est le cas que si ’écoulement est adapté. La présence d’une onde de choc & proximité de la
zone potentielle est susceptible de déformer la structure du jet et donc de modifier la distribution des
paramétres de ’écoulement moyen. Si la courbure des lignes de courant est suffisamment grande, il est

alors possible d’observer des ondes de Taylor-Gortler, comme l'indiquent les travaux de Zheltukhin et
Terekhova [89, 90].

(2.83)
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F1G. 2.14 — Profils de vitesse et de masse volumique (en tirets), pour M =1 (a) et M = 2

(¢) au point x = 10. Evolution des paramétres h (tirets) et b en fonction de x pour M = 1
(b) et M =2 (d). Jet froid.

ou o est donné en fonction de M par les formules empiriques suivantes

_{ 10.7(1.0 — 0.1163M?) (M < 2) (2.84)
~\ 194V —0.9418 (M > 2). '

Si on ajoute la condition b(0) = 0, alors on voit que b dépend linéairement de x et que le
membre de droite de (2.83) fournit directement une estimation de e. Les figures 2.14 (a) et
(c) donnent des profils de vitesse et de masse volumique typiques, obtenus en appliquant
les relations (2.80) & (2.84) avec M =1, M =2 et = 10. La valeur de b est obtenue en
cherchant les zéros de I’équation (2.82), ou I'intégrale est calculée en utilisant une formule
de quadrature élémentaire.

Le probléme posé par les relations (2.83) et (2.84) est qu’elles ne s’appliquent pas
aux jets chauds. Certains auteurs abordent le role de 'influence de la température (voir
Lau [83]) et proposent des formules modifiées pour ¢. Mais leur domaine de validité est
en général relativement réduit et elles sont de ce fait d’'un emploi limité. Pour éviter
d’introduire des incertitudes supplémentaires et en ’absence de données précises sur le
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sujet, il semble donc plus sage de se référer au parameétre b et d’abandonner, au moins
pour le cas des jets chauds, la dépendance en z. Bien évidemment, il s’agit 14 d’un point
de vue local. Nous reviendrons sur cette approche dans le chapitre 3, o la connaissance
de b(z) s’avérera indispensable.

Dans ce chapitre, on va se limiter au domaine défini par x < x.. En premiére approxi-
mation, on peut utiliser les formules de Tam et al. [22], valables pour les écoulements de
jets chaud et froid. Ces formules s’écrivent

Te= 8.4+ 2.2M* + 2A(ps), (2.85)
e (110 - ) (pm < 1)
200 ={ L35 BT (> 1) (2.86)

Une conséquence bien connue est que la longueur du cone potentiel croit avec le nombre de
Mach (comparer les figures 2.14 (b) et (d)). On peut aussi noter que le taux de divergence
du jet db/dzx est une fonction décroissante du nombre de Mach. Pour les jets supersoniques,
le calcul donne db/dx < 0.1, ce qui légitime d’ailleurs une approche asymptotique.

2.3.2 Reésultats numériques

L’utilisation des procédures de calcul de spectre d’opérateur et de suivi de mode per-
met d’isoler les ensembles Kf et K H, lorsque = (ou X) varie. Si le calcul des modes de K
et K H ne pose pas de probléme particulier, il est par contre difficile de transposer la tech-
nique de déformation du contour d’intégration au calcul des modes de K| . L’expérience
a montré qu’il est préférable de tenir compte des effets visqueux en prenant par exemple
Re = 10° avec Re = pju;rj/j, o0 p; est la viscosité dynamique du gaz. Il existe une autre
interprétation pour f;, proposée par Tam [87] et qui repose en partie sur I’hypothése d’une
séparation d’échelles dans la turbulence. Le point de départ consiste & admettre que I’effet
des petites structures peut étre modélisé'° par une source de turbulence par diffusion dans
les équations de Navier-Stokes linéarisées (voir annexe C). Le nombre de Reynolds Re doit
alors étre corrigé pour tenir compte du développement de ’écoulement moyen. Tam, Jack-
son et Seiner [22| proposent de prendre u; = p;Kbu;/2, avec K = 1/150 pour z < z.. Tam
et Chen [93] adoptent un autre point de vue, en cherchant la plus grande valeur de K pour
laquelle les caractéristiques des ondes de Kelvin-Helmholtz ne sont pas significativement
différentes de leurs valeurs asymptotiques (K — 0). Leurs résultats indiquent que c’est
le cas pour K < 1/1000 (Re > 2000/b). Cette notion de séparation d’échelles est reprise
par Tam [18| et confrontée & une série de résultats expérimentaux, incluant notamment le
cas des jets subsoniques. La conclusion qu’en tire Tam est que le bruit généré par un jet
est di a la turbulence de 1’écoulement et consiste en deux composantes. La premiére est
associée aux structures cohérentes de la turbulence qui peuvent étre modélisées en termes

19.1l y a d’autres approches pour rendre compte de la propagation des structures cohérentes dans les
jets turbulents. On peut citer celle de Chen et Crighton [92] qui utilisent un modéle viscoélastique pour
modéliser le tenseur de Reynolds perturbé.
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157 12/ 87 4 (1)
W=

-1.5 Wy
2.0 3.0
157
(d)

F1G. 2.15 — Déformation des branches spatiales de la figure 2.8 lorsque x varie de 0 jusqu’a
12. Jet froid, M = 1.5 et n=0. (a) et (b): w; =0. (c) et (d): w; = 0.03. Le chemin que
décrit —kg lorsque w, varie est représenté en tirets.

d’ondes d’instabilités et qui font 'objet de cette thése. La seconde trouve son origine dans
les petites échelles de la turbulence (voir Tam et Auriault [94]). Il est important de noter
que ce point de vue remet en cause la théorie de ’analogie acoustique (voir Tam [18]) et
fait actuellement ’objet de débats.

Modes de K ; instabilités marginalement absolues

Comme dans la section 2.2.3, on peut se limiter & un seul couple de modes de K" x K .
Pour fixer les idées, on peut considérer a nouveau le cas du jet froid avec M = 1.5, n =0
et s = 3. Dans cette perspective, les branches spatiales de la figure 2.8 doivent étre vues
comme un cas limite qu’il est important de retrouver en faisant tendre x (ou b) vers zéro.
Sur la figure 2.15, seules les restrictions des branches spatiales au premier feuillet de R,
ont été représentées. Le cas limite z = 0 (b = 0) est celui de la figure 2.8.

Il est remarquable que le caractére marginal des ondes de vitesse de phase subsonique
ne soit pas affecté par I’épaississement de la zone de mélange. En plus d’une nette modi-
fication de la vitesse de propagation, I'influence de b se manifeste par une diminution de
la pulsation wys (de vitesse de groupe nulle), sa partie imaginaire étant nulle comme le
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F1G. 2.16 — Fonctions propres au point de vitesse de groupe nulle woz. (a): x =4; (b):
x =8¢t (c): x=12. ——: fonction propre pour x = 0 (référence). — - — : profil de vitesse
moyenne ug. Jet froid, M = 1.5 et n = 0.

montrent les figures 2.15 (a) et (b) pour z < x.%. La seconde observation importante est
que la variation de wy, par rapport a x est une fonction décroissante de x. Pour voir ce
que cela implique, donnons-nous un for¢age monochromatique de pulsation w; et placé au
point x = 0. Notons €2y, I'intervalle décrit par la pulsation wy, lorsque x varie entre 0 et
Z.. On a alors la proposition suivante: si wy € (g, toute onde marginale au point x = 0
et dont Uamplitude comporte exactement s ventres dans la direction radiale est amortie a
partir d’une position qui annule sa vitesse de groupe et dont la distance au forcage est une
fonction décroissante de wy. Le corollaire est que les modes de K peuvent rayonner de
I’énergie par le mécanisme de modulation d’amplitude abordé a la fin de la section 2.2.3.
Cette idée est d’ailleurs appuyée par le fait que la transition subsonique-supersonique de
la vitesse de phase, bien qu’ayant lieu dans la région ol 'onde est amortie, se fait pour une
pulsation proche de wys. De 'hypothése d’existence d'un domaine commun ot les descrip-
tions (2.63) et (2.64) sont valables, on déduit qu’il est probable que la densité spectrale
soit non nulle pour k£ > —kq et dépende de s. On peut reformuler cette idée sous la forme
générale suivante: une onde d’instabilités associée G un mode de K, peut rayonner de
[’énergie st sa vitesse de phase au point de vitesse de groupe nulle est suffisamment proche
de celle du son (mesurée o l'extérieur de [’écoulement). La difficulté posée par cette condi-
tion est qu’il n’est pas possible de conclure sans déterminer I'intégrant de (2.63), ce qui
exige de connaitre le comportement des modes lorsque x varie puisque la densité spectrale
se déduit de (2.64) par une transformée de Fourier. Or, on sait que pour exister, il faut
qu’elle soit intégrable au sens de Lebesgue, ce qui sous-entend que la partie exponentielle
dans la formulation WKBJ est au moins a décroissance exponentielle lorsque = devient
grand. Puisque la connaissance de la fonction k™ (x;wy) est essentielle pour estimer le

20. D’un point de vue numérique, les branches spatiales ont été déterminées par incrément de Az = 0.5
dans l'intervalle 0 < x < z. et pour s < 10 et n < 2. Dans tous les cas, la partie imaginaire de wgs s’est
avérée nulle.
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F1G. 2.17 — Fonctions propres pour les pulsations wos, s < 3 auz abscisses x = 2 (tirets)
et v =14. (a), (b) et (c): M =1.5. (d), (e) et (f): M =2.2. Jet froid, n = 0.

comportement de (2.64), il est clair que le calcul doit pouvoir étre prolongé au dela de z,
lorsque wy tend vers la plus petite pulsation de €2y,. Bien évidemment, ce raisonnement
n’a rien de rigoureux ; nous reviendrons sur cette notion dans le chapitre 3, en procédant
au raccord (formel) des expressions (2.63) et (2.64). Notons que dans ce qui précéde, la
notation wgs, s > 0 est légitimée par le fait que les résultats se généralisent a tous les
modes de K qu’il a été possible de calculer, comme Dillustre la figure 2.18.

Il est commode d’utiliser la correspondance s = m, ol m est le nombre de maximums
locaux de la fonction propre. La preuve de cette égalité est simple a établir pour n = 0 et
x = 0, puisque le comportement radial des ondes est donné par (2.52), c’est-a-dire par la
fonction de Bessel d’ordre zéro Jy(iur). Les valeurs de iur pour lesquelles le module de
Jo admet un maximum local sont donc les zéros de J;, déja rencontrés lors du calcul de
ws avec I’équation (2.59) et notés —js > 0 ol s est un entier strictement positif. Vu que
les zéros js sont ordonnés par valeurs croissantes, on en déduit qu’a la limite & — —kq, le
nombre de ventres d’une fonction propre a I'intérieur du domaine 0 < r < 1 est le nombre
de zéros —j;, t > 0 qui rend le rapport j;/js plus petit que I'unité. Pour s = 1 on voit
donc que la fonction propre ne s’annule qu’au point r = 0, ce qui signifie que son module
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admet un unique maximum local. Pour s > 1, le rapport j;/js admet exactement s — 1
valeurs comprises dans l'intervalle 0 < r < 1 (t = 1,2,...,5 — 1) et donc, le module de
la pression admet s ventres. La généralisation de ce résultat a tout entier n ne pose pas
de difficulté particuliére et peut s’établir d’une maniére similaire. A titre d’exemple, la
figure 2.16 donne 1’évolution du module de la fonction propre associée au couple (kg3,wo3)
lorsque z varie. La normalisation utilisée pour le calcul est donnée par po(0) = 1 pour
qu’il soit possible de comparer la structure des fonctions propres sur une méme figure.
Ceci étant, on peut prendre n’importe quelle normalisation, vu qu’il s’agit d’une approche
locale. La figure 2.17 donne les fonctions propres d’autres modes de K, pour M = 2.2.
Cette fois, la normalisation est celle qui est donnée par (2.35).

Intéressons nous maintenant au role joué par s. La figure 2.18 donne 1’évolution du
réseau de branches spatiales lorsque z croit. D’un point de vue qualitatif, il n’y a pas
grand chose a ajouter a ce qui a été dit précédemment, en tout cas tant que le nombre
de Mach n’est pas trop grand. Par contre, pour s = 1 on constate que la transition
subsonique-supersonique a lieu pour une pulsation dont I’écart & wqy; est si petit que le
comportement radial des ondes de vitesse de groupe nulle n’est plus exponentiellement
décroissant & I’extérieur du jet. On voit méme que cet écart ne dépend quasiment pas de
I’épaississement du jet?! contrairement aux autres modes (0,s), s > 1. Pour un forgage
de pulsation proche de wq; (de 'ordre de 0.37 pour M = 2.2), on peut donc s’attendre
a ce que le mode (0,1) se distingue des autres par le fait que (i) la vitesse de groupe
de 'onde est proche de zéro pour tout z < z,. et (ii) son taux d’amortissement dans la
direction radiale est le plus petit, comme l'indique la figure 2.17. Mais a ce niveau de
la description, il n’est pas envisageable d’en déduire la contribution au champ lointain.
Pour cela, il faut replacer ces résultats dans une théorie asymptotique, permettant a la
fois de décrire le comportement des ondes au voisinage du jet et loin de celui-ci. Dans
cette perspective, on voit qu’il n’est plus question de procéder & une analyse locale et
que la notion de normalisation pour ®* devient indissociable du calcul de amplitude
A* dans (2.64). Le point dur consiste a tenir compte du taux d’amortissement sous la
forme d’un petit paramétre supplémentaire, ce qui équivaut a s’intéresser au voisinage
des points de branchement +kq lorsque € tend vers zéro. Nous évoquerons cette situation
dans le chapitre 3.

Si s > 1, on voit que les pulsations de vitesse de groupe nulle varient dans des pro-
portions bien plus importantes, ce qui implique ’éventualité de rencontres entre certains
ensembles Qg,. Pour M = 2.2, les figures 2.18 (c) et (d) montrent que c’est le cas pour s = 5
et s = 6. Une conséquence est qu’en présence d'un forcage de pulsation wy € Qg5 N Qgg,
il est possible que les ondes associées aux modes (0,5) et (0,6) rayonnent simultanément,
de I'énergie. La figure 2.19 montre méme qu’en fonction du nombre de Mach M, d’autres
modes peuvent étre concernés. Par exemple, pour M > 1.57 on voit que {2y3 rencontre
Qo4 alors que g1 ne rencontre aucun autre domaine (voir figure 2.19 (b)). Deux inter-
prétations sont envisageables: la premiére consiste a fixer w et M et a regarder s’il existe
un ou plusieurs ensembles Qy, contenant w, pour savoir quels sont les modes de K, qui

21. Cette derniére observation pourrait étre un élément de réponse expliquant le bon accord obtenu
avec les résultats de Ho et Nosseir [55] dans le section 2.2.3.

60



CHAPITRE 2. INSTABILITES SUPERSONIQUES LOCALES

0.0 1.0 20 3300
0.0 A t \ t || W
|

-2.0*
ki

Fi1G. 2.18 — Réseau de branches spatiales associées auxr modes de KSE pourx =2 etx =14
(tirets). (a), (b): M =1.5; (c), (d): M = 2.2. Jet froid. (e), (f): M = 2.2 et p = 3.0.
Dans tous les cas, on a w; =0 et n = 0.
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F1G. 2.19 - (a) wos en fontion de x < z. pour M = 1.5 et s < 4. (b) bornes inférieure
(en tirets) et supérieure des intervalles Qs pour s <5 (x < z.), en fonction du nombre
de Mach M. Jet froid, n = 0. Les zones grisées correspondent aux points communs aux
intervalles Qs et Qg 511 pour s = 3,4,5 (de bas en haut sur la figure (b)).

sont susceptibles de rayonner de I’énergie en présence d’un forcage de pulsation w. C’est
le point de vue qui a été adopté au début de cette section et qui repose sur le fait que
la vitesse de groupe s’annule a une abscisse ou la vitesse de phase est proche de celle du
son. Mais comme les ondes associées ne sont pas amplifiées (en premiére approximation),
il est probable que leur contribution au champ proche soit masquée par celle des ondes
de Kelvin-Helmholtz, en tout cas tant que les taux d’amplifications de ces derniéres sont
suffisamment grands. Leur contribution au champ lointain, par contre, est un probléme
ouvert. La seconde lecture consiste a se placer & M fixé et a interpréter les bandes {2
comme des pulsations privilégiées par I’écoulement. Cela replace le probléme dans le cadre
de I'estimation asymptotique de la fonction de Green, pour ¢ — oo, et pose la question du
mécanisme physique a l'origine de la sélection en fréquence. La réponse n’est pas évidente
et souffre de ’absence de publication sur le sujet.

Instabilités marginalement absolues et Screech Tones

Si le jet n’est pas parfaitement adapté, Tam [95], Tam et al. [22] et Tam et Tanna
[96] proposent un scénario de sélection en fréquence dont Iorigine tient a I'interaction
(faible) des ondes d’instabilités avec un systéme d’ondes généré par la réflexion des ondes
de chocs a I'intérieur du jet, jusqu’a dissipation de ces derniéres par la turbulence. Puisque
I’écoulement a 'extérieur du jet est au repos, ce systéme d’ondes est confiné & I'intérieur
du jet qui se comporte alors comme un guide d’ondes pour ces fluctuations.

D’un point de vue schématique, la distribution spatiale de ce systéme d’ondes peut étre
calculée avec le modéle de la nappe tourbillonnaire, sous la forme d’une série convergente
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(voir Pack [97]). En notant p’ la perturbation de pression associée a ce systéme d’ondes,

on arrive a
o0

2Ap Jy(25r) ( Jix )
f = E s | ———— ], 2.87
g gy i) M? -1 (2.87)

ou ji, s > 1 désignent les zéros de la fonction de Bessel d’ordre zéro et Ap est la diffé-
rence de pression statique entre ’extérieur et l'intérieur du jet. On en déduit que pour
tout entier s > 1 l'interaction dont il a été fait état conduit & une onde propagative, de
nombre d’onde k — k; avec ks = j.//M? —1, ou k € KT est le nombre d’onde associé
4 une onde d’instabilités. A partir de ce raisonnement, on voit que si k, est proche de k,
il est possible que la vitesse de phase de I'onde résultante soit négative, proche de celle
du son, éventuellement supersonique et par conséquent rayonne de 1’énergie en amont
de I’écoulement, comme ’ont observés Seiner et Yu [98]. Une analyse en termes d’ondes
stochastiques est proposée par Tam [99], [100], [101], [102] qui procéde & une approche
semi-empirique & quatre paramétres et qui tient compte du développement du jet en uti-
lisant la méthode des échelles multiples. Deux de ces paramétres peuvent étre en principe
obtenus par des calculs de stabilité linéaire, les deux restants sont déterminés en faisant
certaines hypothéses sur les structures cohérentes de la turbulence.

Toujours de maniére approchée, on peut en déduire la direction principale x du rayon-
nement acoustique sous forme d’ondes de Mach, en utilisant la formule classique

s=1

k—rs  k— ks
VPoWM  ko(w)’

pour tout entier s > 1. D’oll on déduit une relation entre I’angle d’observation x et les
pulsations w, caractéristiques de l'interaction entre les ondes d’instabilités et le systéme
d’ondes de chocs,

cosy = (2.88)

2w /k
Ws = )
Is(1 + cos x\/PoocMw/k)

ou Iy = 27 /K est la longueur d’une cellule du systéme d’ondes de chocs. Il est intéressant
de noter que la formule (2.89) est cohérente (au moins qualitativement) avec certaines
observations expérimentales de Norum et Seiner [103|, notamment en ce qui concerne le
déplacement en fréquence du bruit large bande avec x. Mais il ne s’agit 14 que du méca-
nisme de génération acoustique, dont l'intensité varie avec x puisque 'amplitude d’une
onde d’instabilités associée & un mode de K+ dépend de z. Ce scénario ne tient pas compte
de 'existence de modes de K|, permettant le retour de I'information jusqu’a la sortie de
la tuyére. Comme pour les jets impactants, les modes de K, sont susceptibles d’amener
le systéme vers une dynamique globale dont les pulsations privilégiées seraient données
par la figure 2.19. Mais il est difficile de confronter ce point de vue aux résultats expé-
rimentaux disponibles dans la littérature, en raison de la forte sensibilité du mécanisme
évoqué a l’environnement proche du jet et en particulier de 1’épaisseur des lévres de la
sortie de la tuyére (voir a ce titre les travaux expérimentaux de Norum [104] et Seiner et
al. [105]). Toutefois, ce scénario pourrait expliquer la présence d’une fréquence fondamen-
tale (screech tones sur la figure 1.2) en amont de I’écoulement, ainsi que le phénomeéne

(2.89)
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de changement de mode observé par Seiner et al. [20], puisque 'origine du phénoméne
serait liée au changement de structure azimutale des ondes d’instabilités. Les calculs de
taux d’amplification semblent confirmer ce scénario puisque 'amplification totale (depuis
la sortie de la tuyére jusqu’a une distance de 'ordre de 4 a 5 cellules de chocs) du mode
axisymétrique (n = 0) est plus grande que celui des modes non axisymétriques, au moins
lorsque le nombre de Mach est petit, et plus particuliérement dans une gamme de fré-
quence contenant celle que donne la formule (2.89), en rempagant y par 7 et en prenant
s = 1. Lorsque le nombre de Mach croit, les calculs montrent que ce n’est plus le cas.
Ce changement de comportement dans la dynamique des ondes d’instabilités pourrait ex-
pliquer le changement observé par Seiner et al. [20], dans la structure spatiale du champ
acoustique associé a la fréquence fondamentale. Mais & ce niveau, une réponse définitive
ne peut malheureusement pas étre proposée. Concernant le premier harmonique, notons
que les mesures de Norum [104] indiquent que la direction principale de rayonnement se
fait autour de x = 7/2.

Pour des jets fortement désadaptés, les travaux de Dash et al. [106], Seiner et al. [107]
et Abdol-Hamid et Widmoth [108] indiquent en plus qu’un "bon" modéle de turbulence
est essentiel pour une bonne prédiction du bruit large bande.

Modes de K ; échange de modes

La figure 2.20 donne la déformation du réseau de branches spatiales associées aux
modes de K lorsque le jet est chauffé & une température trois fois supérieure a celle
du milieu ambiant. Les résultats ont été obtenus en considérant les équations (2.83) et
(2.84), dont le domaine de validité ne s’étend a priori pas aux jets chauds. Mais cela
n’a pas d’importance dans approximation localement paralléle. On peut indifféremment
prendre x ou b comme paramétre de controle. Aussi, il est choisit de retenir la variable z
et d’utiliser la méme formule pour obtenir b. Bien évidemment, les valeurs de h différent
selon qu’on s’intéresse & un jet chaud ou froid puisque la relation (2.82) dépend de pu
par l'intermédiaire de py.

Passer du jet froid au jet chaud revient & accroitre la pente de la droite que décrit
le point de branchement —ky = —,/poow M lorsque la pulsation varie. Cela signifie qu’a
pulsation fixée le nombre de modes de vitesse de phase supersonique est plus grand.
On observe un autre effet, bien plus difficile & interpréter et qu’on peut voir comme un
échange de modes de K dans le domaine des ondes de vitesse de phase supersonique
(ky > —ko). Ce phénomeéne n’a lieu qu’a proximité de la sortie de la tuyére; les branches
spatiales retrouvant une allure identique a celles des figures 2.15 (a) et (b) pour z suffi-
samment grand. D’une maniére imagée, on assiste a la propagation d’un défaut dans le
réseau de branches spatiales qui indique que certaines d’entre elles se rencontrent lors-
qu’on déplace le contour d’intégration L, dans le demi-plan w; > 0, comme le montre
la figure 2.21. Bien que la rencontre de deux branches de la méme catégorie ne conduise
pas & une instabilité absolue, elle n’est pas sans effet et doit étre prise en compte dans
la détermination du rayonnement des instabilités, en particulier parce qu’elle se produit
a proximité du point de branchement —k,. La figure 2.22 donne I’évolution du compor-
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F1G. 2.20 — Branches spatiales associées aux modes de K ; jet chaud; M = 2.2 et ps, =
3.0. (a) et (b):x=1.0; (c) et (d): x = 2.0.

tement des fonctions propres lorsque w décrit la portion de L, sur laquelle la vitesse de
phase suit une transition subsonique-supersonique. La figure 2.22 (a) donne le comporte-
ment de la fonction propre lorsque la branche spatiale ne rencontre aucune autre branche,
lorsque L, est abaissé jusqu’a ’axe réel. C’est notre situation de référence, dont les prin-
cipales propriétés ont déja été discutées dans la section 2.2.3. Les figures 2.22 (b) et (c)
donnent les fonctions propres associées aux modes désignés par des cercles sur la figure
2.21. On voit clairement que la rencontre de deux branches spatiales de la méme catégorie
pour w; > 0 se manifeste par un changement qualitatif dans les propriétés des fonctions
propres. Le point le plus remarquable est que le nombre de maximums locaux diminue
d’une unité au passage du point d’intersection entre les parties réelles de deux branches
spatiales, exprimant ainsi qu'on est passé continiiment d’un mode de K & un autre,
comme l'illustre la figure 2.22 (c¢). Au dela de cette vision purement descriptive, ’auteur
a conscience des interrogations que posent la propagation de tels "défauts" dans le réseau
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F1G. 2.21 — Branches spatiales associées auz modes de K ; jet chaud; M = 2.2 et py, =
3.0. (a) et (b):x=2.0;w; =0.13 et 0.16 (en tirets).
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F1G. 2.22 — Fonctions propres associées auz modes désignés par les cercles de la figure
2.21 (pour w; =0). (b): w, = 2.0 et w, = 2.5 (tirets); (¢): w, = 1.4 et w, = 1.8 (tirets).
La figure (a) constitue un cas de référence, obtenu avec w, = 0.56 et w, = 1.10 (tirets).
Jet chaud, M = 2.2, n =0.
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de branches spatiales et en particulier celles qui concernent leur contribution au champ
lointain. Mais les questions que posent de tels événements sont difficiles et ne semblent
pas avoir fait I’objet de publications. Et puis si ce phénoméne peut sembler secondaire au
vu des taux d’amortissements, il ne faut pas perdre de vue la symétrie qui gouverne le
réseau de branches spatiales a la limite Re — co. En clair, on peut s’attendre a avoir des
phénomeénes analogues dans le demi-plan k. > 0, a la différence que les ondes concernées
sont localement amplifiées et non plus amorties.

Pour terminer cette partie sur les modes de K(]*L, on peut signaler que l'influence
des effets visqueux n’est pas décisive pour les modes ne présentant qu’un nombre limité
de ventres dans la direction radiale. Les calculs montrent que la partie imaginaire des
pulsations wys, bien que négative, reste proche de zéro pour z < x.. Certains des résultats
obtenus sont disponibles dans I’annexe C.

Modes de K; et KH ; instabilités convectives

Intéressons-nous maintenant aux modes de K, qui rappelons le, n’existent que si la
condition (2.54) est satisfaite et considérons a nouveau le cas du jet chaud, avec M = 2.2 et
P = 3.0. Pour simplifier la partie numérique, il est préférable d’ajouter les effets visqueux
en prenant Re = 10°. Seuls les modes de K H ont été obtenus avec I’approximation de
fluide parfait, en mettant a profit la technique de déformation du contour d’intégration.
Pour des raisons qui ne sont pas encore trés claires, cette technique ne permet pas d’obtenir
les modes de K. Comme pour les modes de K, le cas limite (z = 0) est celui qui a été
obtenu dans la section 2.2.3; il permet de valider en partie la procédure de calcul. Pour
les modes de K H, on renvoie le lecteur aux comparaisons numériques de I’annexe C.

La figure 2.23 donne la déformation de la branche spatiale associée au mode & trois
ventres de K" (avec n = 0). L’épaississement de la zone de mélange depuis zéro induit
une échelle de longueur pour les ondes de Kelvin-Helmholtz, ce qui garantit que le taux de
croissance présente bien un maximum. On retrouve cette propriété pour tous les modes de
K calculés (voir figure 2.25). En outre ce maximum est atteint dans la région k, < kq et
par conséquent correspond & une onde amplifiée de vitesse de phase subsonique??. Dans
les cas réalistes, 1’épaisseur de la zone de mélange b(0) a la sortie de la tuyére dépend
d’un grand nombre de paramétres et n’est en général pas nulle. La figure 2.23 montre que
pour b(0) suffisamment grand, les modes de K" correspondent & des ondes advectées par
I’écoulement et dont la vitesse de groupe est strictement positive. Si b(0) est petit (par
exemple b < 0.04 pour le cas de la figure 2.23, ce qui correspond approximativement a z <
0.75), il y a une gamme de pulsations pour lesquelles la vitesse de groupe est proche de celle
du son, et infiniment grande aux extrémités de cet intervalle. Cette observation rappelle
celle qui a été faite au sujet des modes de Kj et peut 1a encore étre caractérisée par le
phénomeéne d’échange de modes, comme le montre la figure 2.24 : le module de la fonction
propre voit son nombre de ventres passer de 3 a 4 lorsque la vitesse de phase, initialement

22. Le terme d’"instabilité supersonique" utilisé par Tam et Hu [14] pour désigner les modes de K" est
ambigii car non adapté a la description des ondes dans la région x > 0. Si k; s’annule pour k. < ko au
point z = 0, les calculs réalisés dans cette thése montrent que ce n’est plus le cas pour z # 0.
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F1G. 2.23 — Déformation de la branche spatiale de la figure 2.9 lorsque x varie de 0 jusqu’a
1.5 (b=0.087 et h = 0.932). Jet chaud, M = 2.2, py, = 3.0, n = 0. La ligne que décrit le
point ky lorsque w varie est représentée en tirets. (a) et (b):w; =0; (c) et (d): w; =0.1.
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F1G. 2.24 — Fonctions propres associées a différents points de la branche spatiale de la
figure 2.23 pour w; =0 et x = 0.5. (a): w, =1.0; (b): w, = 1.5; (¢): w, = 1.5. Les lignes
en tirets correspondent a x = 0.0 et constituent un cas de référence. Jet chaud, M = 2.2,

Poo = 3.0, n =0.
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subsonique, croit. La figure 2.25 donne le comportement des branches spatiales associées
aux premiers modes de K, pour n = 0,1,2. A partir des figures 2.25 et 2.20 et de la
relation K (w) = K; (—w) pour Re = oo, on peut déduire le comportement du réseau
de branches spatiales associées aux modes de K lorsque x varie. Pour z = 1, on voit
donc que ’apparente symétrie des comportements observés pour z = (0 au voisinage des
points de branchements est brisée. Les modes de K(jt se rencontrent toujours pour des
pulsations réelles, mais les modes de K, ne rencontrent plus ceux de K . La figure 2.25
permet aussi de comparer 1’évolution du taux d’amplification des modes de K H a ceux
des modes de K.

En ce qui concerne le mode de Kelvin-Helmholtz, il est important de se rappeler que le
prolongement analytique de la branche spatiale sur le second feuillet de R) conduit a une
dépendance radiale qui n’est pas physiquement réaliste pour » — oo. D’un autre coté, le
fait que la branche rencontre une coupure lorsque k; s’annule est une condition suffisante
pour que I'onde d’instabilités rayonne de I’énergie. La figure 2.26 prouve donc qu’il existe
des ondes d’instabilités se propageant au sein des jets supersoniques, pour x > 0, et dont
les caractéristiques radiales ne peuvent pas étre déterminées en procédant a une approche
locale. Bien que les instabilités soient advectées par 1’écoulement porteur, le probléme
de la détermination de la dynamique des ondes en champs proche et lointain répond a
un processus global, que nous allons développer dans le chapitre 3. Remarquons que les
ondes d’instabilités concernées ne sont pas forcément des ondes de Kelvin-Helmholtz. Les
branches spatiales associées aux modes de K;” peuvent elles aussi rencontrer une coupure,
en particulier si la viscosité du gaz est grande. Par conséquent, elles sont susceptibles de
rayonner de I’énergie par un mécanisme analogue a celui des ondes de Kelvin-Helmholtz.

2.4 Conclusion du chapitre 2

2.4.1 Deux configurations génériques

Dans le chapitre 2, les fluctuations observées dans les jets supersoniques ont été mo-
délisées par des ondes d’instabilités, dans le cadre d’une analyse linéaire. Dans 1’espace
des nombres d’ondes et a partir de ’équation régissant la perturbation de pression, il a
été montré que les configurations possibles pour I'’ensemble des modes propres peuvent
se réduire a deux cas génériques, illustrés par deux écoulements froid et chaud. Si dans
le premier cas, les seuls modes qui conduisent & des instabilités convectives amplifiées
pour z > 0 sont ceux de Kelvin-Helmholtz (pour des nombres d’ondes azimutaux en-
tiers n), le second cas est plus complexe & interpréter puisqu’il met en jeu d’autres ondes
amplifiées, avec des taux d’amplifications qui sont de 'ordre de grandeur de ceux des
ondes de Kelvin-Helmholtz. Jusqu’a présent, le probléme du rayonnement acoustique de
ces ondes supplémentaires a été mis de coté par la majorité des théoriciens qui ont préféré
se consacrer au bruit des jets relevant du premier cas (les seuls modes amplifiés sont ceux
de Kelvin-Helmholtz), en tronquant leurs approches aux petits nombres d’ondes azimu-
thaux, typiquement n < 1. Dans ce chapitre, ces modes supplémentaires ont été regroupés
dans un ensemble noté K", vide si la condition Ty, < (M — 1)? n’est pas satisfaite. Il a
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0.0 ;
0.0 10

F1G. 2.25 — Réseau de branches spatiales associées aus modes de Ki" et KH pour x = 0.5
et x = 1.0 (tirets). (a) et (b):n=0; (c) et (d):n=1; (e) et (f): n=2. Jet chaud,
M =22, p, = 3.0. Pour chaque réseau, le mode de K H est répéré par l’inscription KH.
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F1G. 2.26 — Branches spatiales associées aux modes de KH pour M = 2.2, pour un jet
froid (o:x =25; e:x =50) et un jet chaud (o: x = 2.5; m: x =5.0), avec py = 3.0.
(a) et (b):n=0;(c)et (d):n=1; (e)et(f):n=2.
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été montré que ces modes s’échangent lorsque la pulsation, prise strictement réelle, varie.
Cette observation pose une question fondamentale: quelle est la signification physique
de la rencontre des branches spatiales de méme catégorie, notamment lorsque la partie
imaginaire de la pulsation est positive? S’il est bien établi qu’il ne s’agit pas de la trace
d’une instabilité absolue, il reste encore beaucoup a faire pour conclure sur les implications
acoustiques.

Les propriétés de symétrie de ’équation pour la perturbation de pression ont permis de
mettre en évidence une partition d’autres modes, regroupés dans les ensembles K, et qui,
a la connaissance de I'auteur, n’ont fait I’objet d’aucune publication jusqu’a ce jour. Ces
modes se conjuguent pour donner lieu & des instabilités marginalement absolues, induites
par la présence d’un champ de perturbations acoustiques au voisinage du jet. Bien que
la dynamique de ces instabilités n’ait pas été clairement établie, on peut s’attendre a
ce qu'elles jouent un role fondamental dans des processus de sélection (non linéaire) des
fréquences, par exemple en termes de modes globaux faiblement amortis. De méme, en
considérant le cas des ondes quasi-soniques (ou faiblement soniques), on peut espérer avoir
une représentation plus satisfaisante du voisinage des points de vitesse de groupe nulle et
donc, de leur contribution au champ acoustique lointain.

2.4.2 Coupures et dynamique globale

Dés lors qu’on s’intéresse & la dynamique des ondes d’instabilités en champ lointain,
il n’est pas toujours possible de procéder a une approche locale pour en déduire les carac-
téristiques du bruit de jet. Plus précisément, il a été montré que la représentation sous
forme de paquets d’ondes n’est pas une approximation valable dans tout ’espace phy-
sique, et en particulier ne I’est pas en champ lointain. En fait le rayonnement d’énergie
est un processus global, au sens ol toute portion du jet est susceptible de contribuer de
maniére significative. Pour avoir rayonnement d’énergie, il faut que I'image d’une onde
d’instabilité sur R par la transformée de Fourier ait des composantes supersoniques, ce
qui signifie que l'information décisive n’est pas seulement portée par la variation de la
vitesse de phase locale, mais aussi par la modulation de ’amplitude de ’onde & l'intérieur
et au voisinage du jet.

Dans un écoulement soumis & un forcage monochromatique placé en sortie de tuyére,
les ondes d’instabilités amplifiées pour = > 0 voient leur taux d’amplification varier avec
x et plus précisément décroitre avec la distance au forcage. C’est une conséquence directe
de la décroissance du gradient radial de vitesse moyenne. Si la vitesse de phase d’une
onde est supersonique au point d’amplification nulle, I'image de ’approximation WKBJ
contient nécessairement des composantes supersoniques et donc, cette onde rayonne de
I’énergie & 'infini. On dispose donc d’'une condition suffisante de rayonnement d’énergie,
par nature locale, puisque seule compte la vitesse de phase de I’onde marginale. En d’autres
termes, les coupures de I'espace des nombres d’ondes déterminent une dynamique globale
au sens oul I'essentiel du bruit rayonné par des instabilités convectives est donné par un
voisinage du point d’intersection entre la coupure (fixe pour un forgage monochromatique
donné) et la ligne que décrit le nombre d’onde lorsque x varie. Mais pour avoir le champ
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proche, il faut calculer une intégrale sur tout le jet, et donc connaitre les évolutions des
caractéristiques locales des ondes d’instabilités, ce qui revient au passage a donner un
sens physique aux prolongements analytiques sur le second feuillet de Riemann (ondes
amorties). Notons & cet égard que bien que le comportement radial des ondes amorties
ne soit plus compatible avec les conditions aux limites en champ lointain, il n’en reste
pas moins que 'approximation WKBJ est valable a proximité de I’écoulement. Pour avoir
la solution dans tout 1’espace physique, il faut procéder au raccord de I’approximation
WKBJ et de la solution a ’extérieur de I’écoulement.

Dans les chapitres 3 et 4, on se limitera aux modes de Kelvin-Helmholtz et au cas des
jets froids, pour des nombres de Mach plus petits que 2.5. De cette maniére, la condition
To < (M —1)% n’est pas satisfaite et on se situe bien dans le premier cas générique (jet
froid avec M = 1.5).
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Chapitre 3

Instabilités supersoniques globales

Dans ce chapitre, il est question d’évaluer la contribution des ondes d’instabilités
au champ proche, sous la forme de transformées de Fourier-Laplace. Dans une premiére
partie, on réduit I’analyse aux modes de K H, en considérant une couche de mélange su-
personique (M > 1), bidimensionnelle et en s’appuyant sur le formalisme de la méthode
des développements asymptotiques raccordés. Le probléme différentiel considéré jusqu’a
présent prend alors la forme d’une dégénérescence significative d’un opérateur plus gé-
néral, gouvernant la dynamique des ondes dans tout l’espace physique. Dans ce cadre
théorique, la description des ondes d’instabilités en termes de fonctions analytiques dé-
finies sur une surface de Riemann apparait étre totalement compatible avec la condition
de rayonnement. L’extension de cette théorie aux écoulements axisymétriques fait I’objet
d’une seconde partie.

3.1 Vue d’ensemble

Le point de départ suit certaines remarques du chapitre 2 et consiste a reconnaitre que
dans certains cas une approche locale est insuffisante. La détermination des caractéris-
tiques du champ proche est un processus global au sens oil il n’est pas possible de rendre
compte du comportement radial d’une onde d’instabilités sans connaitre 1’évolution de
son amplitude dans la direction principale de 1’écoulement.

Considérons d’abord le cas d'une couche de mélange bidimensionnelle dans le systéme
de coordonnées (x,y), définie par un écoulement de base qu’on note ¢, et qui varie lente-
ment dans la direction z. Si on note € une mesure du taux de variation de I’écoulement
dans la direction z, la variable lente est donnée par X = ex. Supposons de plus que
I’écoulement de base peut étre représenté sous la forme d’une série de Taylor

+o00
do(z,y3€) = vn(€)don(X,y), (3.1)
n=0
ou les fonctions ¢,y sont toutes de l'ordre de 'unité pour ¢ — 0 et (v,) est une suite

asymptotique de fonctions d’ordre (voir Eckhaus [109], [110]). L’évolution d’une pertur-
bation infinitésimale ¢ superposée a ¢q est donc solution d’un probléme paramétré par €
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qu’on peut linéariser au voisinage de ¢y. Pour indiquer que I'opérateur issu de la procédure
de linéarisation dépend de €, nous le notons L.. Pour I'instant, nous allons conserver la
version primitive des équations oil ¢ désigne le vecteur inconnu (composé des fluctuations
des composantes de vitesse, de pression et de masse volumique). A défaut de connaitre ex-
plicitement la solution pour tout € réel, on peut chercher a I’approcher asymptotiquement
pour les petites valeurs de e.

Pour résoudre ce probléme, I'approche classique en théorie des instabilités consiste a
appliquer la méthode des échelles multiples (ou la méthode WKB) et & démontrer ensuite
la validité de 1’approximation obtenue. La dépendance spatiale de ¢ dans la direction
principale de ’écoulement se fait alors sur deux échelles x et X qu’il faut conserver simul-
tanément. Ceci correspond au fait physique que la premiére échelle est bien adaptée a la
description locale des oscillations et que la seconde est caractéristique des variations lentes
d’amplitude. On cherche donc une approximation de ¢ dans le domaine Oy(z) < 1/¢! et
y = O(1), sous la forme d’une fonction des trois variables indépendantes x, X et y. Mais
par construction, cette approche ne permet pas de rendre compte de la dynamique des
ondes loin de I’écoulement. La raison principale est qu’a la limite y — oo, les ondes se pro-
pagent de la méme facon dans toutes les directions de I’espace alors qu’une représentation
a échelles multiples dans une seule direction brise cette isotropie. Dans leurs travaux sur
la couche de mélange supersonique, Tam et Morris [6] ont parfaitement mis en évidence ce
phénoméne. En cherchant le domaine de validité de leurs approximations, ils démontrent
que la méthode des échelles multiples ne permet pas d’obtenir un développement asympto-
tique uniformément valable dans ). Les travaux de Crighton et Huerre [45], [111] sur les
sources superdirectives fournissent des indications qui vont aussi dans ce sens.

Placons-nous suffisamment loin de la zone de mélange et utilisons le systéme de coor-
données (X,Y), avec Y = ey. Si on convient de chercher une solution de L[¢] = 0 sous la
forme d’une onde monochromatique de pulsation w = O,(1), le petit paramétre e génére
une perturbation explicite. C’est-a-dire que L, peut s’écrire sous la forme L. = Ly + L,
ou Ly est indépendant de € et L, est tel que pour toute fonction ¢ (suffisamment diffé-
rentiable et indépendante de €) on a ||L,y[¢]|| — 0 pour € — 0. L’opérateur L. admet donc
un développement en série de Taylor qu’on peut écrire symboliquement

o 0 & o 0
L —iw— =) =Ly (—i (L [ —.— ), 2
6( W’c‘?x’@y) o ( zw)+n§::15 (¢) <8X 8Y) (3.2)

ol (0,,) est une suite asymptotique ordonnée de fonctions d’ordres. Une conséquence est
que la dégénérescence Ly de L. (obtenue en faisant tendre € vers zéro) ne peut pas rendre
compte des variations de la solution dans la direction Y. Le probléme est mal posé au
sens de Hadamard puisque la solution & 1’ordre dominant ne dépend pas continiment
des conditions aux limites. En théorie des perturbations, on dit que le probléme est de
perturbation singuliére pour la norme définie par le maximum: il n’est pas possible de

1. La notation g = O(f) est celle d’Eckhaus [109], [110] et est équivalente & g = O(f) et g # o(f). Elle
définit une relation d’équivalence sur I’espace des fonctions d’ordre £. On peut donc définir 'ensemble
quotient de &£ par O, c’est-a-dire ’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de £.
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trouver une approximation de la solution en tant qu’élément du noyau de Ly. Or, les
problémes dans R? dont la solution n’est pas uniformément continue au voisinage de
domaines de dimension inférieure sont courant en dynamique des fluides et se prétent
bien a la méthode des développements asymptotiques raccordés (en abrégé D. A. R.).
L’idée centrale de la méthode des D. A. R. consiste a définir des sous-domaines par des
changements d’échelles, de maniére a rendre compte de 1’évolution d’un objet physique
dans tout le domaine d’étude. Ainsi, le changement d’échelle Y +— y = Y/e induit la
transformation L, — L}, ou 'opérateur L} est un opérateur différentiel pour la variable
y = O(1). Il définit une variable locale qui porte le nom de variable de couche limite.
Ce choix de variable nous assure que la solution a I'ordre dominant s’identifie & celle
qu’on obtient dans le cadre de ’approximation localement paralléle. Mais cette facon
de procéder n’est pas trés rigoureuse et aurait tendance a nous faire croire que pour
rendre compte de la dynamique des ondes en champ lointain, il suffirait simplement de
changer 'ordre de grandeur de y et de rechercher une approximation du champ lointain.
Ce n’est pas le cas. Il est bien connu que la méthode des D. A. R. n’est pas adaptée
a la description des transitions exponentielle-algébrique (voir Bender et Orszag [40]) et
méme plus généralement a ’approximation de toute grandeur physique qui présente des
oscillations. L’origine de la difficulté s’explique intuitivement par le fait que méme si la
fonction est bornée quand € tend vers zéro, il n’est pas possible de conclure quant au
comportement des dérivées successives de ¢. Dans le cas qui nous intéresse, la simplicité
de 'opérateur L. fait qu’il est possible de déterminer une solution exacte sous la forme
d’une transformée de Fourier inverse (voir Tam et Morris [6]). On peut la définir par

SXYiwe) = [ GkY:we) exp(ikX) dk, (33

—0oQ

et ensuite en chercher un développement asymptotique en variables intermédiaires, pour
procéder au raccord a I’approximation locale.

Pour y = O(1), la dérivation partielle par rapport & x doit se calculer en appliquant
la régle de dérivation d’une fonction composée de plusieurs variables, ce qui revient sim-
plement a remplacer 0/0z par la somme 0/0x +€9/0X dans l'opérateur L. Remarquons
que 0/0z posséde un double sens selon que la variable X est présente ou non, mais pour
ne pas introduire de difficulté d’écriture supplémentaire, on se conforme & la coutume et
Pambiguité du symbole 0/0z est conservée. L'opérateur local peut donc s’écrire sous la
forme du développement en série suivant

o 0 o 0 Ry o 0
L' —w,—— | =L —tw,—,— E ()L | —,— A4

ot on voit clairement que la dégénérescence de L? pour la variable locale y autorise une
dépendance dans la direction transversale et ne fait pas intervenir de dérivée par rapport
a X. Dans l'esprit des approximations WKBJ, on peut donc faire comme si 'opérateur
en question était homogéne dans la direction x et rechercher une approximation sous la
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forme du développement asymptotique formel suivant

N Cx
* * (4
Dev(g = 3 53 ()5 (v, X o) exp - / K(s.0) ds, (3.5)
n=1
ol DevéN ) est un opérateur de développement (voir Eckhaus [110]) qu’on introduit ici pour

alléger les écritures. A I'ordre dominant, on peut poser ¢¥ = A*®* et se ramener ainsi a
’équation (2.64) du chapitre 2. Les modes k* € K* sont déterminés sans ambiguité en
suivant, pour chaque X, la méthode de déformation des contours d’intégration, exposée
dans le chapitre 2. La variable w peut étre vue comme la pulsation d’un forcage localisé
au point x = X = 0, auquel cas la dépendance temporelle de la perturbation est de
type exp(—iwt), ou bien comme la variable d’intégration d’une transformée temporelle
inverse. Dans ce dernier cas, la dépendance temporelle des ondes est obtenue en calculant
I’intégrale .

27 Jp,

[Devg(/N) qb] exp(—iwt) dw, (3.6)

ol en toute généralité, le choix du contour d’intégration L, dépend de la position des sin-
gularités de I'intégrant (voir Huerre et Rossi [32]). Pour simplifier les développements théo-
riques, on suppose que (i) la dépendance temporelle des fluctuations est celle du for¢age
monochromatique dx exp(—iwt) et que (ii) la couche de mélange est localement convecti-
vement instable. Pour z > 0, on ne s’intéresse qu’aux modes de K.

Pour que la série (3.5) soit solution du probléme, il faut que son image par L} soit
de l'ordre de o(dy). En remplagant (3.5) dans (3.4), on déduit que la détermination des
fonctions ¢} se fait en cherchant les solutions des N systeémes différentiels

... 0
L (—zw,m,a—y) (6] = s (Sl o) (3.7)

ol les seconds membres non nuls x;, n > 0 dépendent des solutions obtenues aux ordres
précédents. Pour n = 0 et > 0, on a xj = 0. La démarche est classique et a déja fait
I’objet d’un grand nombre de publications. Pour des indications sur le sujet, le lecteur peut
se reporter a 'ouvrage de Huerre et Rossi [32], a la synthése de Huerre et Monkewitz [30]
et aux travaux de Crighton et Gaster [3] et Gaster et al. [112]. Mais dans ces approches
théoriques, les effets de compressibilité ne sont pas incorporés: les équations sont celles de
I’approximation incompressible (M = 0) et en principe, ne s’appliquent pas aux endroits
ou I’écoulement est au repos.

Si M > 1, il n’est pas toujours possible de déduire une équation d’amplitude? &
partir du formalisme de la méthode des échelles multiples. On peut s’en convaincre en
appliquant D'alternative de Fredholm a (3.7) avec n = 1, qui implique une condition
dite de solvabilité. Pour simplifier son expression, on peut procéder a des éliminations
dans le systéme d’équations différentielles et se ramener & une équation du second ordre

2. En général, il s’agit d’une équation "4 la Landau" qui permet de déterminer I’évolution de "ampli-
tude de l'onde en X ; ’équation (3.7) avec n = 0 ne permettant pas d’avoir cette information.
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pour la pression p%. En notant ®; et ®,, deux solutions linéairement indépendantes (le
Wronskien ne s’annule pas) et en conservant ’écriture (3.7) pour désigner I’équation pour
pr, la condition de solvabilité peut s’écrire formellement

/ T2 3 (y, X w) D1 (y,X w)
oo W (y,X,w)

dy =0, (3.8)

ou la dépendance transversale de ®; est exponentielle pour y — 400 et W désigne le
Wronskien des fonctions ®; et ®,. Sans aller plus loin dans la formulation mathématique,
on voit immeédiatement que si la fonction ®; n’est pas bornée lorsque |y| tend vers I'infini,
on peut s’attendre a ce que l'intégrale (prise le long d’un chemin contournant les points
critiques pour Re = oo) diverge. C’est précisément le type de situation qu’on rencontre
lorsque le comportement transversal des ondes présente une transition dissipatif-dispersif
(qui est ’homologue de la transition exponentielle-algébrique pour les écoulements bidi-
mensionnels). Dans les travaux de Tam et Morris [6] on trouve une observation analogue
qui les conduit & limiter leur analyse théorique a des cas ou Iintégrale (3.8) est conver-
gente, ce qui revient en fait & ne s’intéresser qu’au premier feuillet de la surface de Riemann
R, dans les portions de l'espace physique 2 ou ’écoulement est au repos (et au premier
feuillet de R, 1a ou I’écoulement est uniforme). Lorsque ce n’est pas le cas, il est pos-
sible d’obtenir une équation d’amplitude en procédant au raccord des expressions (3.3)
et (3.5). Pour étre cohérent avec les notations utilisées dans cette section, on note Q*
le sous-domaine de Q dans lequel on a Y = O4(1) (ou R = er = O4(1) pour le jet en
coordonnées cylindriques).

Remarquons que pour obtenir le systéme d’équations (3.7), il faut connaitre les fonc-
tions 4. Si en coordonnées cartésiennes, on peut se laisser guider par la structure de
I’équation différentielle et prendre §%(e) = €", il n’est pas question d’étendre ce résultat
au cas du jet axisymétrique. Le passage en coordonnées cylindriques peut étre a ’origine
de termes non triviaux supplémentaires qu’il s’agit de déterminer pour raccorder les dé-
veloppement asymptotiques. La procédure de raccord des deux approximations peut se
faire dans une seconde étape, en suivant le principe du raccord intermédiaire de Van Dyke
[113], appliqué par Tam et Burton [114], [115] et Tam et Chen [93] et dont une justification
peut étre obtenue en faisant des hypothéses sur la structure du développement uniforme
(voir Eckhaus [110]).

3.2 La Couche de mélange bidimensionnelle

3.2.1 Probléme physique

On se limite au cas d’une couche de mélange bidimensionnelle, supersonique, occupant
le domaine y; < y < y; et générée au point x = 0 par un écoulement défini par uy(y) = oo
pour y > 0 et ug(y) = 0 sinon. On fait ’hypothése que toutes les grandeurs moyennes
sont constantes & l'extérieur de la zone de mélange et que la pression ne dépend pas de
y. On choisit pour échelles caractéristiques les valeurs que prennent les fonctions ug et
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po dans le demi-espace y > y,. L’échelle de longueur est donnée par ’épaisseur de la
couche de mélange & une distance suffisamment grande de 'origine z = 0. Les échelles
de temps et de pression se déduisent des grandeurs précédentes de la méme fagon qu’au
chapitre 2. Avec ces adimensionnements, p,, désigne la masse volumique du fluide situé
au-dessous (y < y;) de la couche de mélange et le nombre de Mach M est défini par
M? = 1/(ypy)- Si en plus, on réduit 'analyse aux gaz parfaits, de conductivité thermique
nulle et non visqueux, le systéme d’équations différentielles peut se réduire a un systéme
de trois équations scalaires dans le systéme de coordonnées (z,y). On peut le mettre sous

la forme 5 9 Dug 5 5 1 9
U Ug [ p
ot +u a +v ay + an + Vo 8y 2% 835 O, (39)
ov 0V OV ov ov 1 ap
e +u B +v 33/ + an +v an + — P ay =0, (3.10)
op op op 1 (Ou Ov Oug  Ovg\
a"‘ 08 +U06 + — (8x+6>+ <%+8—y>_0’ (3.11)

ou p, u et v désignent les fluctuations de pression et des composantes de vitesse au point

de coordonnées (x,y). Dans (3.9) a (3.11), I’écoulement moyen est supposé lentement
divergent dans la direction de x et au moins continument différentiable. L’équation de
continuité permet d’écrire le champ des vitesses moyennes sous la forme

uo(y,X) = ugo(y,X) + euor (y,X), wvo(y,X) = evor(y,X). (3.12)

Pour y > y,, on a simplement uy =1, v9 = 0 et py = 1. De la méme maniére pour y < y;,
on auy =0, vg =€V et Py = Poo-

3.2.2 Développement local

Suivant le formalisme WKBJ, on recherche une approximation de p dans * sous la
forme du développement asymptotique (3.5), avec 67 (¢) = €". En utilisant le changement
x = X /e et en procédant a des éliminations de variables dans les équations (3.9) a (3.11),
on arrive a ’équation
8pn 2k Oug 1 0po| 0P, 2 .

SN e < 3.13
2 | o Fas 0y 9y | oy Pn = Xn> (3.13)

Lolpn] =

ot la fonction ) est définie par A2 = k? — py M?(w—1ugk)?. Les fonctions du second membre
sont des combinaisons linéaires d’opérateurs différentiels appliqués aux fonctions pj,, ou
m est un entier positif au plus égal & n — 1. Le cas n = 0 se résout facilement dans le
domaine commun a Q* et y > y,. L’équation (3.13) se simplifie alors en

2 ) %

LO[pO] = aygo - :u2p0 = Oa (314)

ou p est une fonction algébrique, dont la définition est donnée dans le chapitre 2 par (2.39).
Pour y < y;, on arrive & une équation semblable & (3.14), qu’on obtient en remplagant p
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par A (voir 2.33). Les domaines d’holomorphie des solutions de (3.13) dans les régions ou
I’écoulement est uniforme sont donc la encore des surfaces de Riemann & deux feuillets.
Remarquons que pour l'instant il n’y a aucune raison pour que ces surfaces soient celles
du chapitre 2 puisque les conditions au bord de €2 ne s’appliquent pas directement au
bord de Q*.

L’ensemble des solutions de I’équation homogéne Lf[p:] = 0 est un espace vectoriel
de dimension 2 dont deux solutions linéairement indépendantes, qu’on note ®; et ®,,
forment une base. Or on sait que dans un espace vectoriel de dimension finie, il existe
une infinité de bases et qu’on passe de I'une & ’autre par une transformation linéaire.
En outre la restriction de la solution du probléme (3.14) & une partie de Q* s’identifie &
la solution de la restriction du probléme puisque les coefficients sont supposés continus
(par application du théoréme de Cauchy-Lipschitz). On peut donc prendre pour base de
Iespace des solutions celles qui s’identifient & exp(—uy) et exp(uy) pour y > y et donc,
s’écrivent sous la forme d’une combinaison linéaire de exp(—Ay) et exp(Ay) pour y < y;.
On arrive ainsi a la solution générale

(Y, X;w) = Ag(X;w)P1(y,X;w) + Bo(X;w) Do (y,X;w), (3.15)

ou Ay et By sont deux fonctions arbitraires, avec ®; = exp(—puy) et &9 = exp(uy) pour
Yy > ys. Si on inclut les variations rapides de la phase, I’ordre dominant de la dépendance
spatiale est donné par I’expression

. X
Dev:‘(lo)p = py(y,X; w) exp z / k(s;w)ds, (3.16)
0
ol k(X ;w) est, par construction, de 'ordre de 'unité.

Pour obtenir la solution a 'ordre n > 0, il est commode de passer au systéme du
premier ordre associé a (3.13) et d’utiliser la notion de matrice résolvante. Pour n = 1,
on voit ainsi que 'unique solution pj satisfaisant & une condition de type Dirichlet en yq
peut s’exprimer sous la forme

Y \* . .
. X5 (8,X; w)Po(s,X;w)
Xiw) = Ay (X;w) —
pl(ya aw) [ 1( ,L«)) /yo W(S,X;Ld)
Y X (5, X5 w) @1 (5,X 5 w)

+ [Bl(X;w) + /y e Xou ds] Bo(y,X; w),

ou W est le Wronskien des fonctions ®; et 5. Notons que le dénominateur des intégrales
de I'expression (3.17) ne s’annule que si le nombre d’onde & s’identifie & un des deux points
de branchement de la fonction y (pour y > y5).

ds] O (y,X;w)
(3.17)

3.2.3 Développement régulier

L’opérateur L. refléte les symétries de I’écoulement moyen, ce qui induit deux ob-
servations importantes: (i) on peut utiliser la transformée de Laplace bilatérale (encore
appelée transformée de Fourier-Laplace) dans la direction ot 'opérateur est homogeéne,
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3.2. La Couche de mélange bidimensionnelle

c’est-a-dire dans la direction de I’écoulement ; (ii) il faut distinguer le cas y > y; et le cas
y < y;, puisque I’écoulement n’est pas symétrique.

Si ¢ est une fonction localement intégrable, on définit la transformée de Fourier-Laplace
par 'intégrale

~

o(k,Y;w) = % /00 O(X,Y;w) exp(—ikX) dX, (3.18)

moyennant son existence comme intégrale de Lebesgue. Pour cela, on suppose qu’il existe
une constante positive C' et un réel non nul ¢ tels que ¢X < 0 et |¢| < Cexp (cX) pour
X — 4oo. Il en résulte que ’ensemble des points k tels que la fonction g{3 soit définie est
une bande horizontale du plan complexe qui contient 1’axe réel.

Développement régulier dans la région y > y,

Pour y > ys et y = O4(1/¢), I’écoulement moyen est uniforme et se réduit a uy = 1,
vg = 0 et pg = 1. Dans le systémes de coordonnées (X,)Y), avec Y = ey, les équations
(3.9) a (3.11) se simplifient en

0 w Op
0 W Op
0 w ou  Ov
(6X Ze>p+ax+ay 0 (3:21)
Par substitution de (3.19) et (3.20) dans (3.21), on obtient une équation du second ordre
pour p,
0 w)” 1
— —i— =—A .22

o A est l'opérateur de Laplace. Il est clair que (3.22) est hyperbolique si M > 1 et
elliptique si M < 1, de sorte que pour M > 1 on se retrouve avec un probléme classique
de propagation d’ondes. L’application de la transformée (3.18) aux deux membres de
(3.22) conduit a I’équation différentielle

(€k)® — M*(ek —w)* . 0°p
€2 P= Gy

(3.23)

ou €k appartient & une bande du plan complexe centrée sur ’axe réel. Ainsi, le probléme
consiste en la détermination d’une solution non triviale satisfaisant a une condition de
rayonnement pour ¥ — oo et se raccordant au développement local dans un domaine
intermédiaire qu’on suppose pour l'instant non vide. Notons que le numérateur du membre
de gauche de (3.23) n’est autre que la fonction algébrique u(ek,w) ou €k est a priori réel
puisque le chemin d’intégration de la transformée de Fourier inverse est confondu avec
I’axe réel. Il est donc possible de se limiter au premier feuillet de I, pour que ’espace des
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solutions de (3.23) soit de dimension 1 et engendré par exp(—p1Y/e) (voir chapitre 2).
Pour fixer les idées, la pulsation w est considérée comme la variable d’intégration d’une
transformée temporelle inverse. Comme dans le chapitre 2, le contour d’intégration est
noté L, et initialement contenu dans le demi-plan w; > 0. Ainsi, la solution retenue est
exponentiellement décroissante pour Y — oo, puisque la branche holomorphe p; est de
partie réelle positive pour w; > 0. Le cas limite w; = 0 conduit & la méme conclusion
si ko(w;0) < €k < —ko(w;0), avec M > 1, et & un comportement compatible avec la
condition de rayonnement sinon. Mais dans ce dernier cas, il n’y a pas de modulation
d’amplitude puisque le probléme est bidimensionnel.

Pour avoir la partie spatiale du champ de pression, il ne reste plus qu’a inverser la
transformée de Fourier spatiale (3.18). Il faut donc calculer 'intégrale
@ X — K1 (6k 7("))
€ €

p(X.Y;w) = / G (ek;w) exp[ Y} dk. (3.24)

Fy,

ou Fj est un chemin initialement confondu avec 'axe réel et G(ek;w) est une fonction
arbitraire. Sans perdre de généralité, on peut avoir 'idée de I’exprimer sous la forme de
la transformée de Fourier suivante

1 [*ee i [ iK
G(K;w):%/ g9(X;w) exp E/o k(s;w)ds—TX dX, (3.25)

ou g est une fonction inconnue. La transformation (3.25) est largement suggérée par les
travaux de Tam et Morris [6] et Tam et Burton [114]. L’idée consiste a faire apparaitre ex-
plicitement une dépendance exponentielle compatible avec le formalisme WKBJ, de facon
a simplifier la procédure de raccord. Dans cet esprit, le calcul exact de 'intégrale (3.24)
n’est pas fondamental. Ce qu’il faut, c’est en déterminer un développement asymptotique
pour € — 0. Pour lever toute ambiguité entre le mode £ et la variable d’intégration dans
(3.24), on fait le changement de variable K = €k et on réserve la notation k£ au mode de
Kelvin-Helmholtz.

Avant de procéder a I’évaluation de 'intégrale (3.24), on peut chercher un développe-
ment asymptotique de (3.25), en remplagant la fonction inconnue g par le développement
asymptotique go + €91 + o(¢). Puisque U'intégrant de (3.25) est de la forme gexp(ip/e)
pour K = Oq(1), on peut utiliser la méthode du col. Pour cela, il faut faire plusieurs
hypothéses sur le comportement de k£ lorsque X varie. La premiére consiste & supposer
que la fonction k(X;w) est holomorphe et inversible, d’inverse k™", pour toute pulsation
de partie imaginaire positive. Dans ces conditions, le point selle X est unique, et annule
I’expression N

86—;:0%{/0 k(s;w)ds—KX}:0, (3.26)

ce qui signifie que X (en général complexe) est la position pour laquelle le mode k s’iden-
tifie a K, i. e. X = k~!(K;w). Pour déterminer la contribution du voisinage de X, on peut
développer I’angle de phase ¢ et les amplitudes g, en séries de Taylor au voisinage de X et
se ramener & des expressions faciles a intégrer. Puisque la fonction ¢ est holomorphe, on
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3.2. La Couche de mélange bidimensionnelle

peut la développer en série de Taylor jusqu’a ’ordre m + 1 et séparer I’ensemble d’indices
en deux parties [0,mg] et |Jmg,m]. L’idée consiste & conserver les mg + 1 premiers termes
dans 'exponentielle et & utiliser le développement en série de Taylor de 1’exponentielle
pour exprimer la partie complémentaire sous la forme d’une série entiére. Il est clair qu’il
faut prendre mg > 1 puisque le terme dp/0X s’annule pour X = X. Pour mg = 2, on
se retrouve donc & intégrer des expressions de la forme 2% exp(az?) ol p est un entier,
sur un intervalle centré en zéro et dont la longueur tend vers l'infini. A ce titre, on peut
noter que la convergence des intégrales n’est assurée que si la partie imaginaire de dk/dX
au point X est strictement positive (voir Bender et Orszag [40]). A partir des résultats
classiques sur l'intégrale de Gauss (p = 0) et en procédant par récurrence, on arrive au
développement asymptotique suivant

G~ (2 3 [aif;if;] oo [FEEE]
axz

ou les fonctions (G, sont obtenues & partir des fonctions g, en prenant m = 4 et en
développant ces derniéres en séries de Taylor jusqu’a 'ordre 3. On arrive a

2
d*gn 'y dgn ¢ P
ax2  _Imoxt ixaxr - \oxs)
Gn=gnte|——25—+ 5+ 5 — = | +o(e), (3.28)
9 ¢ 0% 0% 0%

ox2  °\axz *\ox? e
ou les fonctions gn, ¢ et leurs dérivées successives sont exprimées au point selle X. Pour
rétablir la dépendance explicite en K, il faut remplacer X par k—!(K;w) et utiliser les
formules de dérivation composée. Il va de soi que I'expression (3.28) sous-entend que les
fonctions g, ne s’annulent pas en X.

La seconde étape consiste a déterminer un développement asymptotique de (3.24) en
tenant compte de (3.27) et (3.28). L’intégrale qu’il faut estimer peut s’écrire

p~ %/FK [m} 1/2 {go +e [91 + W#}CZX)?’} + 0(6)} exp [z%} dK, (3.29)

ol la fonction g7 est définie par ’expression

2 2 3 2 2 2
§1=go[5<dk) Bdk d°k 12dg0dk d°k 12dg0<dk> ’

(3.30)

dX?2 )  “dXdX3| TdXdX dX2 dX2 \ dX

et la phase s se déduit de ¢ en incluant la dépendance spatiale du noyau de la transformée
de Fourier inverse, i. e. s = ¢+ KX +iuY . Comme pour les expressions (3.27) et (3.28),
les dérivées sont & prendre au point X et le role de w se réduit a celui d’un paramétre.
Par application du théoréme d’extension?® de Kaplun (1967), on voit que I'estimation
de l'intégrale (3.29) peut se faire par la méthode du col dans le domaine obtenu par la

3. Ce théoréme nous permet d’étendre le domaine de validité de approximation réguliére (pour ¥ =
0Os(1)) a un domaine ouvert contenant le sous-domaine de 2 dans lequel on a ¥ = O4(1).
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(a) (b)

F1G. 3.1 — Contour d’intégration Fx et chemin décrit par k lorsque X wvarie, pour y > ys.
Les prolongements analytiques sur le second feuillet de R, sont représentés en tirets.

transformation Y +— y, avec y, = Y/d,(€), ou d, est une fonction d’ordre satisfaisant a
€ = 0(0a(€)) et do(e) = o(1). Pour fixer les idées, on peut prendre d,(¢) = €'~/ avec
a > 1 et noter €2, le domaine obtenu en fixant y, lorsque e tend vers zéro. Ainsi, en
dehors de certains voisinages des points de branchement de y, le point selle K annule

{90( w),K) + KX} =0. (3.31)

Comme k est par hypothése inversible, on en déduit que K est unique et s’identifie a k& pour
chaque X, i. e. K = k(X;w). Si (i) il existe un chemin homotope (avec extrémités fixes) a
I’axe réel, passant par le point selle dans la direction de plus grande pente descendante et
si (ii) intégrant dans (3.29) est holomorphe dans le domaine limité par Fy et 1’axe réel,
alors la procédure formelle d’obtention du développement asymptotique est identique a
ce qui a été fait pour l'intégrale (3.25). En utilisant les formules (3.27) et (3.28), on arrive
finalement & un développement asymptotique du champ de pression dans le domaine
commun a {2, et y > y, qu’on écrit sous la forme

90(X;0) (dp dk
Devy,p ~ au(x) - -2/ 0T <—M(K;w)> < (Xiw)va

2 dK dX
iel"te [ dp dk du , - dgo
N (K w) 7 (X5 w) go(Xw) + 2 (K5 w) - (X (3.32)
9 [dKQ( )dX( w)go( (.U)-i- dK( ; )dX( w)}
. X K
] +691(X;w)+0(€2_4/a)}e"p [Z/ k(s;w) ds — %} :
0

ot K doit étre vu comme une fonction de X, paramétrée par w. La fonction algébrique
i et ses dérivées par rapport a K sont considérées comme des fonctions définies sur R,,.
Vu que les conditions de bord s’appliquent au domaine Y = O,(1), les coupures du plan
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complexe sont induites par celles de I'approximation réguliére et donc, sont celles du
chapitre 2, comme le montre la figure 3.1 pour w; > 0.

En vertu de la condition (i), on voit qu’il peut exister des cas pour lesquels une partie
du contour d’intégration Fi se prolonge sur le second feuillet de R,, comme le montre la
figure 3.1 (b). La conséquence physique est qu’il eziste des composantes K de vitesse de
phase supersonique dans ’intégrale (3.24) ou en d’autres termes que l’onde d’instabilités
associée au mode k lorsque X varie, rayonne de Uénergie dans le champ lointain. A la
limite w; — 0, une condition suffisante pour qu'un tel phénoméne se présente est que la
vitesse de phase de ’onde d’instabilités soit localement supersonique au point ou ’onde
est d’amplitude maximale (k; — 0)*.

Développement régulier dans la région y < y;

Avec les simplifications ug = 0, vy = €vy €t pg = poo, ON arrive au systéme d’équations

différentielles 9 5
Do (evwa—y - z%) u+ a—§ —0, (3.33)
) )
Poc <evooa—y . z%) v+ 8—5 =0, (3.34)
) du 0
M? <6U008—Y . z%) p+ a_; + a—; =0. (3.35)

L’équation vérifiée par p est obtenue en dérivant les deux premiéres relations respective-
ment par rapport & X et Y qu’on injecte dans la dérivée de (3.35) par rapport & Y. On
arrive ainsi a

€ oY? €Y
On procéde ensuite comme pour y > y,, en prenant la transformée de Fourier de (3.36).

L’équation différentielle qu’on obtient est a coefficients constants ; les racines du polynéme
caractéristique sont les nombres complexes A% /e, avec

2 M7 0? 0
Ap + ,ooow o Poo M vs0€ (vooe—p — 9 p) ) (3.36)

W€V oo Poo M > Mek; w)
022 pscM? — 1 7 02 E2po o M? — 1

M (ek;w) = (3.37)

A Pordre dominant, on a A\ = F)\ + 0(1). On peut donc se limiter au premier feuillet
de R, pour que l'espace des solutions soit de dimension 1 et généré par la fonction
exp [(—A1 + 0(1))Y], la définition de la branche holomorphe A; étant celle du chapitre
2. Le role de la vitesse radiale ev,, se manifeste simplement par la présence de termes
d’ordre supérieur dans le facteur exponentiel. A I’ordre dominant, la solution correspond
a une onde de célérité €/(\/poM), la différence avec le cas y > y, étant la présence du
rapport des densités poo.

4. En premiére approximation seulement, puisque le taux d’amplification de I’'onde n’est pas strictement,
égal a k;. Il dépend aussi des fonctions At et @ dans (2.64).
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Fx

(a) (b)

F1G. 3.2 — Contour d’integration Fy et chemin décrit par k lorsque X wvarie, pour y < ;.
Les prolongements analytiques sur le second feuillet de Ry sont représentés en tirets.

On peut suivre une démarche analogue au cas y > ys, en cherchant le champ de pression
dans le domaine commun & €2, et y < ¥;, ce qui revient a chercher un développement
asymptotique de l'intégrale

1 ; KX 1-1/a o
(X Voyw) ~ = [ H(K;w)exp [iw KT i) | e (3.38)

€ Jr, €

ot la fonction H est formellement identique au facteur de I’exponentiel dans (3.29), mais
dans laquelle les fonctions inconnues g, sont remplacées par h,. La phase 1; est donnée
par la formule

Ui(KX,Y;0) = ok (K;w),K;w) + KX +0(¢ /%), (3-39)

Puisqu’a I'ordre dominant, t; et 1, sont identiques, le point selle de (3.38) est défini par
(3.31) et donc, donné par K = k(X;w). Finalement, on arrive a

iho (X d\ 2 dk
Devy,p ~ {ho(X;w) — 61_2/"‘M ( (K; w)) —(X;w)yi

2 dK dX
et~V [d2X\ dk d\  — . dhg
— — (K w)—=(X; X; 2— (Kjw)—=(X;

2wvoopooM2h0(X; w)] Ya

. X —.
e (X5) + O fexp |7 [ o) s = 2N
€Jo et/a

ol en toute généralité, les fonctions A\ et ses dérivées au point selle sont définies sur R).
Comme pour le cas y > ys, la figure 3.2 montre que certaines situations nécessitent de
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prolonger analytiquement F et k sur le second feuillet de Ry. En outre, la comparaison
des figures 3.1 et 3.2 indique qu’a pulsation fixée, les ondes d’instabilités marginales de
grande longueur d’onde (typiquement k € By(w; 00)) rayonnent de I’énergie dans la région
y < y;, ce qui n’est pas forcément le cas dans la région y > ys. Ce qui compte, c’est la
position relative des points de branchement +kg(w; 00) et +ko(w;0).

3.2.4 Raccordement des développements local et régulier

La régle de raccord est basée sur I'existence d’'un domaine intermédiaire ol les deux
développements sont simultanément valables. Ce domaine n’existe que dans la mesure
ol on peut étendre suffisamment les domaines de validité des approximations significa-
tives. Cette extension du domaine de validité d’une approximation trouve une justification
partielle dans le théoréme d’extension de Kaplun qui dit que si un développement asymp-
totique est uniformément valable dans un domaine fermé, alors il le reste dans un ouvert
le contenant.

En termes d’opérateurs de développements®, 'existence d’un domaine intermédiaire
est équivalente & ’existence d’une variable locale y, telle que pour tout triplet d’entiers

positifs (m,q,s), le développement Dev®)p est contenu a la fois dans Devgf" )p et Devg(}q)p,

Yo
au sens d’Eckhaus [110]. C’est-a-dire qu’on a les régles de raccord

Devg(/i)Devgg)p = Devg(!i)p, Devg(/i)Devg(Jm)p = Devéfx)p, (3.41)
ol Yo = Y/04(€) définit bien une famille de variables intermédiaires puisque € = 0(d,(€))
et d,(€) = o(1). En particulier, on peut prendre m = ¢ = 0 et exprimer (3.41) sous la
forme d’opérateurs d’approximations ou de limites locales: la limite est calculée a y,, fixé,
en faisant tendre € vers zéro.

Raccord a I'ordre 0: probléme aux valeurs propres

Dans la région y > y,, le cas m = ¢ = 0 conduit & une régle de raccord bien connue,
qui a 'ordre dominant prend la forme simple

lim Dev{®p = go(X;w) exp [3/ k(s;w)ds — HKsw) , (3.42)
0

Ya y € el/e

ou Devg))p est donné par (3.16) et (3.15) et la limite du membre de gauche est une limite
locale, i. e. pour y, = O,(1). Puisque le facteur exponentiel qui intervient dans les deux
membres de (3.42) est identique, la condition de raccord conduit & identifier les fonctions
go €t Ag et & prendre By = 0. Ce résultat permet de justifier I’approche du chapitre 2

5. Un opérateur de développement en variable locale ¢t € D est souvent défini par récurrence, sous la
forme d’une somme d’opérateurs d’approximations D\, avec D\ = D, et D{™ = D,(1 — Dev{"™")
pour tout entier n > 0, ou D est défini par son action sur une fonction en variable locale f; = O(1).
Si il existe une fonction non triviale § € £ telle que f;/§ existe et converge uniformément dans D, alors
D, fi/6 est la limite de f;/d pour t = O4(1). Dans le cas contraire, D, f;y = 0.
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et plus particulierement le choix des surfaces de Riemann R, et R, puisque la structure
retenue pour Y = O4(1) s’étend, par une condition de raccord, au voisinage de la couche
de mélange. Il n’y a donc pas d’incompatibilité entre le fait d’utiliser les conditions de
bord loin de la couche de mélange pour définir les domaines d’holomorphie des solutions
en variable locale y = O(1) et le résultat selon lequel ces solutions ne sont pas valables en
dehors d’un voisinage de la couche de mélange. C’est un exemple de cohérence globale.

Compte tenu de 1'égalité go = A et du fait que ®; peut s’exprimer sous la forme
Cexp(—Ay) + Dexp(Ay) pour y < y;, on arrive aux conditions de raccord

oy he(X5w) L
C(k;w) (i)’ D(k;w) = 0. (3.43)

On retrouve ainsi une relation implicite entre &k et w qui généralise la relation de dispersion
obtenue au chapitre 2. La procédure numérique de prolongement analytique développée
dans la section 2.3 est donc totalement compatible avec la description physique des ondes
en termes de transformées inverses dans €2,. Mais pour obtenir la dynamique des ondes
en champ proche, on voit que la dépendance radiale des ondes d’instabilités sous la forme
d’exponentielles doit étre corrigée en construisant des développements asymptotiques uni-
formément valables dans €2. D’un point de vue numérique, une autre possibilité consiste a
calculer directement les intégrales (3.38) et (3.29), en utilisant les algorithmes classiques
de FFT. Mais pour cela, il faut connaitre la fonction go.

Raccord a l'ordre 1: équation d’amplitude

On prend m = ¢ = 1 et on exprime 'opérateur d’approximation en termes de limites
intermédiaires. Pour y > y,, on voit que le raccord nécessite d’annuler certaines intégrales
dans (3.17). En particulier, on doit avoir

b2 (4, X w) @y (y, X5 w)
W(y,X;w)

Bi(X;w) + / ds =0, (3.44)

Yo
ou B; doit étre nul pour que la relation soit satisfaite pour tout y, > 0. Pour y < y;, la
relation D(k;w) = 0 implique

-1/a
Xy, X w) By (y,X; w)

Ya €
/yo W (y,X;w)
ou ¥, est négatif. Des équations (3.44) et (3.45), on peut construire une troisiéme équation

en sommant les deux intégrales, ce qui permet de faire disparaitre la dépendance en
(par la relation de Chasles). On arrive ainsi a

eV 4
/ya Xl(anaw)q)l(anvw)
~1/a W (y,X;w)

ds =0, (3.45)

ds =0, (3.46)

—Ya €

avec 9, > 0 et qui peut étre vue comme une restriction de l'alternative de Fredholm
au sous-domaine 2, U Q*, c’est-d-dire comme une condition de solvabilité locale. Il est
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important de remarquer que sur le premier feuillet de I, on peut étendre l'intervalle
d’intégration —y,e " < y < y,e"/* 4 R en passant & la limite € — 0, puisque 'intégrale
est convergente. La condition (3.46) s’identifie alors a la condition de solvabilité obtenue
par Tam et Morris [6] et qui traduit que si x} est dans l'espace des fonctions de carré
sommable, 1’équation inhomogéne L§[pi] = xi étendue a Q2 n’admet de solution que si
I'image de I'opérateur est contenue dans 1’orthogonal du noyau de son adjoint, ce qui se
traduit facilement sous la forme d’une intégrale. Mais d’un point de vue mathématique,
I'intervalle d’intégration doit étre cohérent avec le domaine de définition de 1'opérateur
Lj et donc, en général, n’est pas I’espace physique tout entier.

L’équation d’amplitude se déduit de (3.46) en explicitant la dépendance de x} en pj,
et donc en gp.

3.3 Le jet axisymétrique

3.3.1 Probléme physique

Comme pour la couche de mélange, il n’est pas difficile de montrer que la composante
radiale vy du champ des vitesses moyennes est de ’ordre de grandeur du petit paramétre
e. Il suffit d’intégrer I’équation de continuité et de faire le changement 0/0z — €0/0X.
Dans la suite, on pose vy = €vq, avec v; = O4(1). La composante longitudinale est notée
ug. Avec la premiére composante de ’équation d’Euler pour ’écoulement moyen, on peut
aussi montrer que le gradient de pression Opy/0r est de 'ordre de grandeur de €. Avec
ces deux remarques, les équations a résoudre s’écrivent sous la forme

%—kevlg +ev%+uog—v+ 2 2;4—%%:0(62), (3.47)
g?+evlg—?+v%+uogz +eu%+%g—§=0(e), (3.48)
%—f-l—evl%—w-l—eﬂ-l—uog—:—f-%% =0, (3.49)
R B e

Ces équations correspondent aux linéarisations des équations (2.1) & (2.4) du chapitre 2
autour d’un écoulement moyen axisymétrique (0/00 = 0 et wy = 0) et permanent. Les
termes des membres de droite de (3.47) et (3.48) correspondent aux contributions des
fluctuations de masse volumique, qui peuvent s’exprimer sous la forme

—el (vl% +uo%> y e (Ula—io +uo%> ’ (3.51)

et qui exigeraient a prior: de tenir compte de la linéarisation de ’équation de continuité
pour avoir autant d’équations que d’inconnues. Si on peut négliger le premier terme en
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limitant les développements asymptotiques a des ordres de grandeurs plus grands que €2, il
faut par contre faire une hypothése supplémentaire pour se débarrasser du second terme.
Cette hypothése consiste a choisir ug et v de telle sorte que le gradient de pression dpy/0X
soit identiquement nul. Certains auteurs comme Tam et Burton [115] font une autre
hypothése, en s’appuyant sur les travaux expérimentaux de Troutt et McLaughlin [85]:
ils négligent la contribution des variations de masse volumique moyenne dans 1’équation
de continuité pour 1’écoulement moyen. Cette derniére hypothése revient & annuler

10 (rvy)  Ouyg
el Ut Ve 52
p[r or +6X]’ (3.52)

dans ’équation (3.50). Bien que d’une maniére générale cette hypothése soit discutable
(voir par exemple les travaux de Dahl [116] sur les jets coaxiaux), nous ’adopterons pour
simplifier les calculs.

Les échelles caractéristiques de longueur, de vitesse et de masse volumique sont données
par le rayon du jet, la composante longitudinale de vitesse moyenne et la masse volumique
moyenne au point x = 0. Les échelles de temps et de pression s’en déduisent de la méme
maniére qu’au chapitre 2. A 'extérieur du jet, qu'on désigne par r > r;(X), 'écoulement
moyen se réduit a

uy =0, vy = ev(X)/r, (3.53)

avec v = Og(1), ol la décroissance en 1/r de vy est donnée par I'intégration de I’équation
de continuité, qui prend la forme simple 9(pyrvy)/0r = 0. Pour simplifier les calculs, on
fait ’hypothése que la fonction v, est constante.

3.3.2 Développement régulier

Pour 7 > r;, on suit la méme démarche que pour la couche de mélange, en posant
R = er et en cherchant la solution dans le systéme de coordonnées (X,R). Le systéme
(3.47) a (3.50) se réduit alors a

[Far ) w e = 420
(Feom =)t o =0 0%
[Tt (=) w25 =0 o
(Tan= ) [ e G -0 o

ou l'indice n € Z se rapporte au nombre d’onde azimutal et p,, u,, v, et w, sont les
coefficients de Fourier des fonctions p, u, v et w dans la direction azimutale (voir équation
(2.27) du chapitre 2). Les trois premiéres relations forment un systéme linéaire du premier
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ordre pour (uy,v,,w,), o les termes du second membre sont les composantes du gradient
de pression Vp. La forme du systéme fait qu’il est possible de transposer directement les
relations qui permettent de passer d’une composante de Vp a l'autre, aux transformées
de Fourier i, 0, et w, (la transformée de Fourier est définie par (3.18) ou Y est remplacé

par R). On a donc
Ny,

iy, = —on 3.58
o= "2 (3.58)
?;g = ikiy, (3.59)

qui impliquent bien évidemment que le rotationnel de la vitesse est nul pour R = O,4(1)
(puisque le rotationnel de Vp est nul), et donc, que les ondes en présence sont bien des
ondes acoustiques. A partir de (3.58) et (3.59), il est possible de reformuler 1’équation
d’énergie (3.57) en une équation pour 4,. Avec le changement de variable y = R? —
€*poo M?v2,, on peut 1’écrire

0?0, 1+ €ipoM3>wvy, Oy A2 n?\ . n?e*povi M2
n _ + Ve, = - i, (3.60)
oy? y dy 4ye?  4y? 4y?(y + € poovZ, M?)

ol A est définie par (2.33). Il est commode de représenter (3.60) sous la forme

0%u 1—2a 04 a? — v2c?\ | )
avec a = —€iPooM>Wise/2, b=i)e, c =1/2 et v = (n? + 4a?)*/2. On démontre sans mal

que si C(y) est une solution de ’équation de Bessel d’ordre v, alors la fonction définie par
Un(y) = y*C(by°) vérifie la version homogéne de ’équation (3.61). Vu que xo = 0, on en
déduit que pour n = 0, la solution de (3.60) qui vérifie la condition de rayonnement est
donnée par

ao(y(R) ks w) = Gk w)y™“HY ) (Ml (ek; w)\/y(R /e) (3.62)

Pour n non nul, on a 4y%y,/n? = O(e?) dans le domaine y > O,(e?~%/%), avec a > 1, de
sorte qu’'une approximation de la solution de (3.60) est donnée par

iy (R),k;w) = Gk )y HY, ) (id(ek; )y (R)e) +O0(e), (3.63)

ot G est une fonction arbitraire, qu’on met sous la forme de 'intégrale (3.25) dans laquelle
g est une fonction inconnue.

Le champ de pression se déduit de la connaissance de 1, en considérant 1’équation
(3.55) qui permet d’écrire p, en fonction de 4, ; la détermination de la transformée in-
verse de p, se faisant de la méme maniére que pour la couche de mélange. On pose donc
To = R/e'71/% avec o > 1 et on commence par chercher un développement asymptotique
de (3.63) pour r, = O4(1). On a immédiatement /y(R) = R[1 + O(€*)], ce qui signi-
fie que dans le domaine intermédiaire, il est possible de raisonner sur le développement
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asymptotique de la fonction de Hankel (en tout cas, tant qu'on a |\ |e"Y/* — oo pour

e — 0). On voit en particulier que le cas n = 0 se distingue par 1’apparition d’un terme
supplémentaire, en O(eHél)), et dont il faut tenir compte si on se limite a I'ordre de O(e?).
Ceci est di au fait que l'ordre de grandeur de v dépend de n (v = §,005(1) + Os(e)).
Le développement en série de Taylor de la fonction de Hankel au voisinage de n permet
ensuite d’arriver au résultat. Il reste a calculer la transformée de Fourier inverse

142/ 0 '
PooW L€ Voo ~ iKX/e
n(Ta, X w) = 14+ 1————— | Un(y(ra),k; dK, 3.64
p (T ) LK Ke? < v Wy, a’l'a> u (y(’/’ ) w)e ( )

ou 1, doit étre remplacé par son développement asymptotique. Pour ’obtenir, il suffit
d’utiliser les développements en séries de Taylor classiques et de développer la fonction
inconnue g en série de puissances de €. Si A = O4(1), la phase de l'intégrale (3.64) a la
méme expression que pour le cas y < y; de la couche de mélange. En appliquant une
nouvelle fois la méthode du col, on arrive a

Dev,, pn(Ta,X;w) ~ {g0(X;w) — €ln(€) go(X;w)ipoo M?wve+

Ta Ta 1 dHV (IANK;w))
“|B (e X)) e
€ € HVGANK;w))  d(rae™'/?)

X
+O(2In€)} HY (MK w)) expz/ k(X;w)ds,
€Jo

Xiw) + 5 ( (3.65)

ou les fonctions F} et F5 sont données par les expressions

To i (k(X;w)\” ra n °| b
B (i) = n(Xw) = 5 <A8§w;> [62/" " <A(f<;w)) ] ax ) (3.66)

(Fo(w))*veo [g(sno —iln (r—“)] 90(X;5w),

w ella
Ta irge e ) )
F, (m,X;w) = W { [(ko(w)) + (k(X;w)) } gO(X;w)j—)k((X;w) -
_ 0 Vo€ |
M) RO ) R () |+ 20,

avec K = k(X;w). Puisque le point selle est 14 encore donné par le mode k lorsque X
varie, on peut étendre les conclusions obtenues pour la couche de mélange (dans la région
y < y;) a Pextérieur du jet. En particulier, une onde d’instabilités de vitesse de phase
localement subsonique pour tout X peut, sous certaines conditions, rayonner de 1’énergie
dans le champ lointain. A I’ordre dominant, il suffit que I’image de l’approzimation WKBJ
sur R par la transformée de Fourier soit non nulle dans Uintervalle |K| < ekg. C’est bien
évidemment le cas si la vitesse de phase de I'onde d’instabilités atteint localement celle
du son au point ou k; s’annule. Mais cela peut aussi étre le cas lorsque la vitesse de phase
est localement inférieure a celle du son, pour tout X, comme le montrent les observations
de McLaughlin et al. [117] dans un jet supersonique, avec M = 1.3. Réciproquement, on
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peut aussi imaginer que des ondes localement supersoniques dans des régions ou le taux
d’amplification (ou d’amortissement) est grand ne rayonnent pas d’énergie. Pour pouvoir
conclure, il est important de connaitre I’évolution des modes sur la surface de Riemann
R, lorsque X varie, ce qui revient finalement & connaitre 'ordre dominant de 1’évolution
d’amplitude, et donc 1’échelle de G(k;w) dans la transformée de Fourier inverse.

Si le module de A tend vers zéro avec e, il est possible que le développement asympto-
tique (3.65) ne soit plus ordonné, puisque les termes d’ordre € font intervenir explicitement
la fonction A. La dépendance radiale du champ proche peut alors présenter une structure
plus complexe, qui dépend de n par I'intermédiaire d’un point tournant (il suffit de consi-
dérer le changement C(z) — 2'/2C(z) dans (3.60)). Nous reviendrons sur cette remarque
dans le chapitre 4. Pour l'instant, on réduit 'analyse a la région A = O4(1) de R). Dans
ces conditions, les fonctions de jauge adaptées a la description des ondes d’instabilités
sont données par 65 =1, 67(e) = elne et 55(e) = e.

3.3.3 Développement local

Comme pour la couche de mélange, le développement local est obtenu en adoptant le
formalisme WKBJ dans le domaine Q*. La solution est cherchée sous la forme (3.5) dans
laquelle ¢y, est remplacé par ¢;,, ou l'indice n est le nombre d’onde azimutal et m se
rapporte a l'indice du développement asymptotique. En substituant les développements
asymptotiques aux fonctions inconnues dans le systéme différentiel (3.47) a (3.50), on
peut se ramener a une équation du second ordre pour la pression,

0*p: 2k Ouy 10py 1\ Op: n?
Lip:, | = —nm 4 +o) e (N2 D) = (3
0[pnm] Or2 ( or r2 Dnm Xm> (3 68)

w—kuy Or  py Or r

ou A est la fonction algébrique définie au chapitre 2. Le fait d’avoir pris d1(€) = €elne
implique que le second membre x;, est nul pour m < 1. A T'extérieur du jet, I’équation
(3.68) se simplifie en

dont la solution peut facilement s’exprimer en termes de fonctions de Hankel de premiére et
seconde espéces (voir chapitre 2). Ainsi, pour tout £ contenu dans Ry privé des voisinages
des points de branchement £k, on a la solution générale

D (1, X5 w) = A (X5 0) @1 (1, X5 w) + By (X5 w) Do (1, X w) (3.70)

ou A,, et B,, sont deux fonctions arbitraires et les fonctions ®; et ®, sont normalisées de
la fagon suivante: _
Q;(r,X;w) — H,(f)(i/\(k; w)r), (3.71)

pour r — oo. Comme on peut le vérifier facilement, le changement de cette normalisation
laisse invariant le résultat global de I'approximation & l'ordre de la perturbation. La
seconde condition consiste a exiger que p; . soit borné lorsque r tend vers zéro.
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Pour m > 1, le second membre x;, n’est pas nul. En passant au systéme du premier
ordre associé a (3.68), on peut exprimer la solution pZ, sous la forme générale

; " X5 (5, w) Po(5,X; w)
X:w) = |Ay(X;w) —
pn2(lr7 aw) [ 2( aw) /r W(S,X;W)

0
" x5 (8,X;w) P (5,X;w)

Dy (r, X:w).
/, WX © 2(r X5 w)

ds] ®y(r,X;w)
(3.72)

+ [Bg (X;w)+
0
ou W est le Wronskien de ® et @, et ry est arbitraire. Bien que les solutions ®; et ®; ne
soient pas connues explicitement, le calcul de W ne pose pas de probléme particulier. Il
faut juste se souvenir d’un résultat classique d’analyse différentielle qui établit que W est
la solution d’une équation différentielle de la forme OW/0r = AW, ou A est la trace de la
matrice du systéme du premier ordre associé a (3.68). L’intérét pratique est qu’on peut en
déduire le logarithme de W sous la forme de I'intégrale de A, les constantes d’intégration
s’obtenant en se placant a l'extérieur du jet et en tenant compte de la normalisation
(3.71). D’ou
Aipo(r; X)[w = kug(r; X)]?
T Poo? ’

W(r.X;w) = (3.73)
Pour connaitre complétement la solution & I'ordre d’approximation de O(€?), il ne reste
plus qu’a procéder au raccordement des développements local et régulier.

3.3.4 Raccordement des développements local et régulier

La procédure est similaire a celle qui a été développée dans la section 3.2.4. On se
place dans le sous-domaine ), en faisant le changement de variable r = 7,/e"/* et on
applique la régle de raccord (3.41), d’abord pour m = ¢ = 0 et ensuite pour m = ¢ = 1.

Le premier cas conduit immeédiatement & go = Ay et By = 0. Le raccord a l’ordre
suivant est tout aussi simple et conduit & A; = —ipe M?wvgy et B; = 0. L’équation
d’amplitude pour A, s’obtient en procédant au raccord des termes en O(e). On a effecti-
vement les relations

ra/et/® X5 (5,X;w) Py (s,X;w)

-
Ay(X;w) — = F (55 X;0)
2(X5w) /TO W(s,X;w) ds ! (el/a’ W)t (3.74)
o . 1 dH (A (K w)) '
F (W’X’w) O dlre—1/ea) 7
€ HVGAK;w))  dlree™'?)
ou F; et F, sont définis par (3.66) et (3.67), et
Ta/e/® | x . .
XQ(SaXaw)(I)l(S’Xaw)
By (X; ds = 0. .
o ,w)+/m oo s =0 (3.75)

L’équation d’amplitude s’obtient & partir de (3.75), en explicitant la dépendance de x5
en Ay et en remarquant que By doit étre nul, car indépendant de r,. Pour r > 7;, les
fonctions ®; et ®5 peuvent s’exprimer en termes de fonctions de Hankel. Les formules
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d’intégration ® proposées par Watson [53] et Gradshtein et Ryzhik [35] permettent ensuite
de déterminer la contribution de I'intégrale a I'intervalle r; < r <7,/ €/, On arrive ainsi
a I’équation différentielle

M(X; ) 4 N(Xw) Ao = 0, (3.76)
dX
ou M et N sont donnés par des expressions qui mettent en jeu le comportement radial
des ondes d’instabilités au sein du jet. De ’équation (3.76) on déduit que la dépendance
de Ay en X est donnée par 1’exponentielle de I'intégrale de la fonction —N/M, de 0 a X.
La fonction M est définie par I’expression

kr2 ' '
M = —p " [( HO (idr)))? Hﬂl(mrj)ﬂfﬁl(mrj)} +
' ) (3.77)
T " ” ,
/ wr [POUO(QY)Z — M2uy®? — wP Y nugP Y k@l] ar.
0 e Wu WuT Poly
et w, = w — kug. La fonction N, plus longue a exprimer, est donnée par
Moo ) 2 '
N = 47/p Uw2 (Hél_)l(z)\rj) HT(H-I (’L)\T])> + MZIUOO(H»,(LI) (Z)\T]))2+
r? dk _ _ |
Q,Ojd—X [( r(zl)(l/\rj))Q - Hy(ial(l)\'rj)Hr(Ll_)l(l/\’l‘j) +
kr?  dk d\
’ ——H A H A
pooh dX dk (i) ol i)+ (3.78)
i wr 0PV g OVt oD 5% .
/0 _u |: 001 P} or + po(®})? o +pOUOCI)1 aX — M?v,®, 87“1
0% o0®?  nvy . 097 nyy
iy 0X  w, T0X  rwy, ~Or  wyr? 't
nuy . 0®Y kv, 0P}k Oug k 0d,
o SEMALEY, Pt AR L _
YoOX  w, 'or w,0x ! oo (191 X dr

Dans les deux expressions (3.77) et (3.78) l'intervalle d’intégration contourne les points
critiques lorsque cela est possible (voir Le Dizés et al. [82]). Sinon, il faut procéder a
une approche visqueuse. D’un point de vue numeérique, cette opération souléve un certain
nombre de difficultés qui trouvent leur origine dans I’existence d’un ensemble de modes
distribués sur une ligne issue du point défini par £ = w, c’est-ad-dire du point critique
obtenu en prenant ug = 1. [’image discréte de cette ligne est montrée sur les figures 3.3
(e) et (f) lorsque le nombre de Reynolds vaut Re = 10%. Tl est probable que cette ligne
corresponde & la partie continue du spectre de 'opérateur d’Orr-Sommerfeld compressible
(voir Salwen et Grosch [118], [119]). En considérant le modéle non visqueux, on voit que
cette ligne s’identifie au demi-axe réel k. > 0 pour w; = 0 (figures 3.3 (a) et (c)) et s’en
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F1G. 3.3 — Spectre des équations discrétisées. Jet froid, M = 2.0, w, =1.2. (a):w; = 0.0 et
n=0;(b):w;=03etn=0.(c)et (e):w;=0.0etn=1;(d) et (f):w; =03 etn=1.
(a), (b), (c) et (d): approximation non visqueuse. (e) et (f): Re = 10*. Les coupures de A
sont représentées en lignes épaisses. La fleche sur les figures (b) et (e) montre le discrétisé
de la branche visqueuse.
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éloigne lorsque Re décroit. Le probléme posé par ’approche visqueuse est que pour Re
grand, la ligne attachée au point w = k est proche du demi-axe réel et peut dégénérer en
un nuage de valeurs propres si le nombre de points de collocation n’est pas suffisamment
grand, "polluant" du méme coup le voisinage de la courbe marginale. Ce probléme ne se
pose pas lorsque I’approche non visqueuse est utilisée puisque la déformation du contour
d’intégration induit celle de la ligne en question, laissant invariante la distribution des
valeurs propres d’origine physique. Les spectres de la figure 3.3 ont été obtenus en prenant
un intervalle d’intégration réel et suffisamment grand pour appliquer la méthode proposée
par Bridges et Morris [78|.

Dans (3.77) et (3.78), les fonctions ®%, ®Y et Y se déduisent de ®; par les équations
d’Euler linéarisées qu’il faut prolonger dans le plan complexe si k; > 0 pour K € K. On
écrit formellement

1 k@l 1 aU,() 6(I>1 ) 8@1 Tl(bl

PY = — _ , PV = — —_——, PY = _—, 3.79
roll ouitrn o i e el Kl St v B = Sl e S )

ol les fonctions py et uy sont supposées holomorphes dans le domaine limité par 1’axe
réel et le contour déformé. Remarquons que lorsqu’il s’agit d’un calcul visqueux, cette
opération n’est pas nécessaire puisque toutes les fonctions sont obtenues en inversant un
systéme non homogéne (voir chapitre 2).

La solution & l'ordre dominant est ainsi complétement déterminée, & une constante
multiplicative prés. Par construction, elle est uniformément valable sur 2 et s’identifie
a lapproximation WKBJ pour 7 = O(1). On peut donc utiliser I’approche numérique
du chapitre 2 pour déterminer les caractéristiques locales des ondes d’instabilités. Pour
évaluer la contribution des effets non-paralléles, il faut en plus calculer I’évolution des
fonctions propres et de leurs dérivées par rapport & X et r. Or, la plupart des auteurs
qui se sont intéressés de prés au sujet se sont limités & ’ordre dominant, en prenant A,
constant. C’est le cas de Tam et al. [120], de Dahl [116] pour des jets coaxiaux et Morris
et Bhat [121] pour des jets de section elliptique. On retrouve encore cette hypothése dans
les travaux de Tam et Chen [93] qui étendent leur analyse a une large gamme de pulsa-
tions w. Si cette hypothése parait fondée lorsque la pulsation est de I'ordre de grandeur de
I’'unité, ce n’est plus le cas pour w — 0. Cette remarque relativise la pertinence de certains
résultats publiés. Et puis, on peut mentionner les observations expérimentales de Moore
qui, au vu des comparaisons avec les calculs de Michalke [122], indiquent qu’une théo-
rie aux échelles multiples n’est pas suffisante pour expliquer les écarts & ’approximation
localement paralléle. En définitive, il n’a pas été possible de procéder & des validations
numeériques satisfaisantes, pour plusieurs raisons, qui tiennent autant a ’absence de publi-
cations” qu’a certains problémes d’analyse numérique que pose 'utilisation d’une méthode
de collocation spectrale & plusieurs domaines. Par exemple, le calcul montre que les fonc-

6. En pratique, il s’agit essentiellement d’appliquer I’intégrale de Lommel sous la forme donnée en
annexe B et de mettre & profit les relations de récurrence qui définissent les fonctions cylindriques.

7. Des comparaisons avec des écoulements incompressibles sont possibles (voir Crighton et Gaster [3]
et Strange et Crighton [5] pour le jet axisymétrique ou encore Garg [4] pour le jet de Bickley, mais ne
permettent pas de conclure pour M > 1.
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FIG. 3.4 — Evolution des paramétres u., b et h pour un jet froid et M = 2.0. (a): Vitesse
longitudinale moyenne u.; (b): b+ h et b. Les cercles donnent les relevés expérimentaux
(pour b+ h) d’Eggers [124].

tions dérivées obtenues en inversant® 'opérateur L7 varient fortement au voisinage du
point d’inflexion, ce qui génére des erreurs importantes dans 1’estimation numérique de
N et M dans (3.76). L’utilisation d’un schéma aux différences finies n’a pas permis de
lever le probléme. Une raison est que le pas d’intégration dans la direction X n’est pas
constant et par conséquent la précision sur le résultat non plus. Finalement, nous nous
limiterons & ’ordre dominant en prenant Ay = 1.

3.4 Le jet froid & M = 2.0

3.4.1 Ecoulement moyen

Les formules proposées dans le chapitre 2 sont insuffisantes pour décrire I’écoulement
moyen au deld du cone potentiel (z > z.). Toutefois, le développement du jet dans la
direction = peut encore étre modélisé avec les équations (2.80), (2.81) et (2.82) et donc se
ramener & la détermination des trois paramétres b, h et u. sous la forme de fonctions de
x. Dans cette section, ces fonctions sont issues des résultats des calculs de Lupoglazoff et
al. [123], menés pour un écoulement de jet froid analogue a celui d’Eggers [124]. La figure
3.4 donne les évolutions obtenues pour hA(x), b(z) et u.(z). Pour x < x., les valeurs de h
et b minimisent I’écart (au sens de la norme L?) du profil des vitesses 1 défini par (2.80)
avec les résultats numériques de Lupoglazoff et al. (une formule de quadrature élémentaire

8. La méthode est classique et souvent utilisée pour des écoulements incompressibles. La fonction
dk/dX s’obtient & partir d'une condition de solvabilité pour l'opérateur dL§/0X, permet de déterminer
le second membre de L§[0®1/0X] = S et donc, la fonction %1 /0X (& un élément du noyau de L prés).
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exprimée sur une grille non réguliére permet de calculer 'intégrale qui intervient dans le
choix de la norme). La vitesse moyenne sur 1’axe de symétrie du jet, u., est prise égale a
1. Pour = > z., le comportement de u, est approché par une courbe Spline cubique et b
est obtenu & partir des équations de conservation d’énergie mécanique (voir Tam [87]) et
de conservation du flux de quantité de mouvement (2.82). En dérivant cette derniére par
rapport a z, on arrive a un systéme de deux équations a deux inconnues db/dz et du./dz.
Sa résolution permet d’avoir b sous la forme

B . |(2Au.+ B —D)(B+D)[] "
= —2ApyIn2 |In|Au? + Bu.— 1| - =1 ° :
b PooIn2 |In |Au? + Bu, — 1] 5 (@Au.+ B+ D)(B—D) . (3.80)

avec A= (7 —1)poM?/2, B=1— py, — A et D = /B2 + 4A. Que ce soit en cherchant
a minimiser 1’écart entre le profil gaussien (avec h = 0) et les résultats numériques ou en
utilisant la relation (3.80), les valeurs de b obtenues sont quasiment identiques. L’écoule-
ment moyen ne dépend donc plus que d’un seul paramétre u, si x > z.. Le raccord a la
partie x < z. est obtenu avec des Splines cubiques pour u., b et h, valables au voisinage de
Z¢, ce qui permet d’avoir un écoulement régulier, comme ’exige la théorie. Ajoutons que
d’aprés Tam [87], le fait de se donner un écoulement moyen proche des mesures expéri-
mentales permet de tenir compte, d’une certaine maniére, des effets non-linéaires associés
au développement des ondes d’instabilités.

Un point de désaccord avec les résultats d’Eggers |124] est rapidement apparu en
remarquant que les résultats numériques obtenus par Lupoglazoff et al. donnent un nombre
de Mach en sortie de tuyere de I’ordre de M = 2.0, alors que les mesures d’Eggers indiquent
plutot M = 2.2. Cette différence peut s’expliquer par le fait que le jet calculé n’est pas
parfaitement adapté et donc, sujet a des fluctuations engendrées par un systéme d’ondes
de chocs dans le cone potentiel. Pour étre cohérent avec 1’écoulement moyen considéré,
il est choisi de prendre M = 2.0 et de ne pas tenir compte de ces fluctuations. Cette
valeur constitue approximativement la moyenne de M dans le cone potentiel, sur I’axe de
symétrie du jet.

3.4.2 Résultats numériques

Pour résumer, le cas considéré dans cette section est un jet axisymétrique, froid, tel
que M = 2.0 et issu d’un calcul RANS. La méthode de collocation spectrale & plusieurs
domaines développée dans le chapitre 2 est mise a profit pour obtenir le comportement
de k € Kt sur la surface de Riemann Ry lorsque z et w varient. Le calcul des intégrales
(3.25) et (3.60) est direct, en utilisant un algorithme de transformée de Fourier rapide.
Les éventuelles erreurs dues a la discrétisation de la fonction de Hankel sont discutées par
Veronesi et Maynard [125] et par Williams et Maynard [126].

Approximation localement paralléle

Rappelons que dans le chapitre 2, il a été démontré que pour les jets froids tels que
M < 2.5, les ensemble de modes K;™ et K sont vides. Ce résultat est une conséquence
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F1G. 3.5 — Chemins décrits par les modes du jet froid, avec M = 2.0, lorsque x varie. (a):
Tauz de croissance local des ondes de Kelvin-Helmholtz. (b): Vitesse de phase locale. o :
n=1letw=06;,;e:n=1etw=03;o0:n=0 e w=0.6. Le prolongement analytique
sur le second feuillet de Ry est indiqué en tirets et les symboles de figure (b) désignent
les abscisses pour lesquelles le taur d’amplification —k; s’annule. La droite horizontale est

définie par k = ko (soit w/k, = 1/(\/peoM).

de la condition (2.54) de non rencontre des domaines By(w;o0) et By(w;0). Les seuls
modes de K™ restant sont les modes de K H, de nature hydrodynamique, et ceux de K
que nous allons mettre de c6té pour I'instant. Les modes de K H du demi-espace k; < 0
correspondent & des ondes amplifiées et sont donc, susceptibles de rayonner de I’énergie de
maniére significative. Pour que ce soit le cas, il faut que 'image de ’approximation WKBJ
sur R par la transformée de Fourier soit non nulle pour les nombres d’ondes plus petits que
ko en valeur absolue. La figure 3.5 montre que c’est le cas pour n < 1 et w = 0.6. La vitesse
de phase au point ot 'onde est d’amplitude maximale (k; = 0) est supersonique, si bien
que la condition suffisante de rayonnement est vérifiée. La contribution relative des deux
ondes d’instabilités dépend de 'amplitude de ces derniéres a la sortie de la tuyére. Si le jet
n’est pas adapté, il est possible que 'interaction des ondes d’instabilités avec le systéme
d’ondes de chocs sélectionne des fréquences selon un mécanisme qui a été abordé dans le
chapitre 2. Les instabilités marginalement absolues pourraient alors jouer un roéle central,
en permettant le retour de I'information 4 la sortie de la tuyére. Pour w = 0.3, la condition
suffisante n’est pas vérifiée pour n = 1. Toutefois, la modulation d’amplitude a grande
échelle entraine 1’existence de composantes de vitesse de phase supersonique (|k,.| < ko)
dans l'intégrale (3.60), ce que montre la figure 3.6. Pour ces composantes, la fonction
algébrique A est imaginaire pure (car w; = 0) et l'ordre dominant du comportement
asymptotique de la fonction de Hankel dans (3.63) conduit bien & une onde divergente.
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FI1G. 3.6 — (a) : Module de la densité spectrale G, définie par (3.82), en fonction du nombre
d’onde K, considéré comme la variable d’intégration dans la transformée inverse; (b):
module de 'amplification totale exp(iy), ot ¢ est la phase dans l’approzimation WKBJ.
Les symboles répondent aur mémes définitions que la figure 3.5. Jet froid, M = 2.0. Les
parties grisées représentent les composantes de vitesse de phase supersonique, k < k.

Structure du champ proche

Les figures 3.7 et 3.8 permettent de comparer la structure du champ proche avec les
résultats obtenus par Bailly [127], [128], en excitant les Equations d’Euler Linéarisées avec
un forcage monochromatique, de pulsation w. Pour des détails sur la méthode employée,
le lecteur peut se reporter a [128]. Les lignes représentées correspondent aux iso-valeurs
de I'intensité rms des fluctuations de pression, c’est-a-dire aux iso-valeurs de

1 +oo
P(z,r.0) = 7 ‘/ G(K;w)HY i\ ; w)r) expli( Kz + nf)] dK‘ , (3.81)
ou G s’exprime sous la forme de la transformée de Fourier,

1 +o0 : €T
G(K;w) = —/ Ap(ex;w) exp [é/ k(s;w)ds — iKa:] dz, (3.82)
- 0

21 )

avec A9 = 1. Vu que les relations (3.81) et (3.82) donnent le champ de pression a une
constante multiplicative prés, il est nécessaire de fixer cette derniére en identifiant P a la
valeur obtenue par Bailly, en un point de ’espace physique. Ce point est indiqué par un
cercle sur les figures 3.7 et 3.8.

Pour w = 0.6, on retrouve la forme typique des iso-pression associées au rayonnement
par ondes de Mach. Il est important de remarquer que la position du maximum d’ampli-
tude n’a rien a voir avec celle d’éventuelles sources acoustiques. Le rayonnement d’énergie
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est un processus global, qui s’appuie sur les caractéristiques locales des ondes d’insta-
bilités, mais aussi sur la modulation d’amplitude, cette derniére information s’avérant
décisive pour le cas de la pulsation w = 0.3. Les comparaisons avec les résultats de Bailly
ne sont pas trés concluantes, en particulier pour le cas w = 0.3. Concernant ce dernier cas,
le fait que la vitesse de phase de I'onde d’instabilité de Kelvin-Helmholtz soit subsonique
au point d’amplitude maximale indique que le comportement radial des fonctions propres
est exponentiellement décroissant pour tout z, et donc, que 'amplitude des fluctuations
est une fonction rapidement décroissante de r, pour r = O(1) (ici € est de 'ordre de 0.06).
Il faut cependant replacer cet argument dans le cadre de 'approximation WKBJ, qui
pour étre légitime, nécessite que la longueur d’onde des ondes d’instabilités soit suffisam-
ment petite devant 1’échelle de longueur caractéristique imposée par 1’écoulement moyen,
hypotheése mise en défaut pour w = 0.3.

D’autres comparaisons, cette fois avec les résultats expérimentaux de Seiner et al.
[129] pour w = 1.2, montrent une bonne prédiction du champ de pression proche dans le
secteur angulaire 0 < y < /4, mais ne permettent pas d’expliquer la présence d’un lobe
supplémentaire dans le secteur 7/4 < x < m/2. Les mesures de champ proche de Seiner
et al. [107] apportent une réponse partielle en montrant que la présence de ce second lobe
est d’autant plus marquée que l'intensité des ondes de choc au sein du jet est grande,
ce qui suggere que l'origine du phénoméne pourrait étre diie a l'interaction des ondes
d’instabilités avec le systéme d’ondes de chocs.

Champ lointain et points de branchement

Toutes les composantes de vitesse de phase supersonique dans la transformée de Fourier
inverse ne rayonnent pas forcément de 1’énergie en champ lointain. Ce qui compte, c’est
la contribution des points de phase stationnaire. En coordonnées sphériques (n,x,0), avec
x =mncosx et r = nsiny, la partie dominante du champ lointain est donnée par

+o00

Pa(nx;w) ~ / G(K;w)HD (ids (K w)nsin x)e X dK, (3.83)
— 00

pour n — 00, & x fixé. Sous réserve que les points de phase stationnaire n’annulent pas la

branche holomorphe A;, on peut remplacer la fonction de Hankel H,(ll) (z) par le premier

terme de son développement asymptotique, lorsque |z| tend vers 'infini. On arrive a

\/’ oo 7 w( X5w)n dKe—W(nJrl/?)/ A
: - , 3.8
77 X3 e / A / K w V4T sin ( )
et les points de phase stationnaire K satisfont &

Oy

3K~ K {iM\(K;w)sinx + K cos x} = 0. (3.85)

On en déduit immédiatement K = +kg cos x, ce qui implique | K| < kg pour 0 < x < 7/2,
justifiant ainsi le développement asymptotique utilisé pour Y (car Ay = Os(1), pour
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n — o0o). La fonction G, exprimée aux points K, s’écrit

_ 1 +00 Z X Z
G(K;w)=— exp |- k(s;w)ds F —kocos x| dX, (3.86)
_ 0 €

00 €

et peut elle aussi étre évaluée par la méthode de la phase stationnaire. D’olt on déduit
que les points de phase stationnaire X sont définis par I'égalité k(X;w) = kg cos x.
Dans le demi-plan &, > 0, ces points n’existent que si les branches spatiales associées aux
modes de K H rencontrent une coupure lorsque x varie, c’est-a-dire si la vitesse de phase
de I'onde marginale est supersonique. Au point de rencontre, on a k; = 0 et k., < ko,
de sorte que le rayonnement d’énergie se fait principalement dans la direction donnée
par cos X = k,/kg, le point de phase stationnaire X correspondant au point d’amplitude
maximale (k;(X;w) = 0). En d’autres termes, la contribution des ondes d’instabilités de
Kelvin-Helmholtz au champ lointain, sous la forme d’ondes de Mach, trouve son origine
dans ’existence de pulsations pour lesquelles il n’est pas possible de satisfaire la condition
de solvabilité. Cette observation suggére un mécanisme de sélection en fréquence que nous
aborderons dans le chapitre 4. En appliquant la méthode de la phase stationnaire, on
trouve finalement
m(n+1)

2
D ~ ;G(ko cos x; w) exp |ikg(w)n — | (3.87)

compte tenu de ce que arg(\;) vaut —m/2 sur le premier feuillet de R). Le cas des modes
de K est différent puisque le module de ); tend vers zéro pour les pulsations de vitesse de
groupe nulle, et par conséquent le développement asymptotique considéré pour la fonction
de Hankel n’est plus valable®.

3.5 Conclusion du chapitre 3

Dans le chapitre 3, la contribution des ondes d’instabilités de type Kelvin-Helmholtz
au bruit de jet a été évaluée, sous la forme de transformées de Fourier-Laplace. Cette
approche permet de donner un sens au prolongement analytique des branches spatiales
dont il a été fait état dans le chapitre 2. Il n’y a pas d’incompatibilité entre le fait d’utiliser
les conditions de bord loin du jet pour définir les domaines d’holomorphie des solutions en
variable locale, r = O(1), et le résultat qui établit que ces solutions ne sont pas valables
en dehors d'un voisinage du jet.

Les comparaisons aux mesures expérimentales disponibles confirment que dans les
cas traités, les ondes d’instabilités sont bien a l’origine du bruit de jet, sous la forme
d’ondes de Mach. Ces cas sont caractérisés par le fait que la vitesse de phase au point
d’amplification totale maximale est supersonique, ce qui se traduit mathématiquement
par la rencontre entre les branches spatiales et les coupures. Le passage a la limite r — oo

9. On peut aussi rencontrer ce probléme pour certains modes de K H, lorsque la vitesse de phase au
point d’amplitude maximale est voisine de celle du son.

104



CHAPITRE 3. INSTABILITES SUPERSONIQUES GLOBALES

(a
y/D
]
50
x/D (b)
y/D

x/D

Fi1G. 3.7 — Lignes iso-pression (valeurs rms). Jet froid, M = 2.0, n = 1. For¢age de
pulsation w = 0.3. (a) résultats de Bailly [128]; (b) Estimations numériques o partir des
relations (3.81) et (3.82). Le point de normalisation est indiqué par le cercle.
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y/D

y/D

x/D

F1G. 3.8 — Lignes iso-pression (valeurs rms). Jet froid, M = 2.0, n = 1. For¢age de
pulsation w = 0.6. (a) résultats de Bailly [128]; (b) Estimations numériques o partir des
relations (3.81) et (3.82).
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y/D

y/D

F1G. 3.9 — Lignes iso-pression pour le jet froid, M = 2.0, n = 1. (a) Résultats éxpérimen-
tauzr de Seiner et al. [129] pour St = 0.2; (b) estimations numériques pour St = 0.6/m

(w = 7St). Les chiffres donnent les niveaur en décibels (SPL dB réf. 2.107° N.m~2). Le
point de normalisation est indiqué par le cercle.
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y/D

y/D

x/D

F1G. 3.10 — Lignes iso-pression pour le jet froid, M = 2.0, n = 1. (a) Résultats éxpérimen-
tauz de Seiner et al. [129] pour St = 0.4; (b) estimations numériques pour St = 1.2/7.
Les chiffres donnent les niveauz en décibels (SPL dB réf. 2.107° N.m™2),
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montre méme que cette condition est nécessaire pour que la directivité présente une forme
de lobe, caractéristique du bruit de jet supersonique. Si cette condition n’est pas vérifiée,
les modulations d’amplitude deviennent décisives et seul le calcul des transformées inverses
permet de conclure. Le probléme posé par le cas considéré ici est qu’il faut considérer des
fréquences trés petites et donc, 'approximation WKBJ n’a plus de sens. Bien entendu,
la fréquence de coupure associée a la transition supersonique-subsonique de la vitesse
de phase dépend fortement du nombre de Mach. Pour conclure quant & la contribution
relative de chaque fréquence (pour un nombre d’onde azimutal n fixé), on peut chercher
la plus petite fréquence pour laquelle la vitesse de phase est supersonique. Les transitions
subsonique-supersonique déterminent donc la gamme de fréquences pour laquelle les ondes
rayonnent directement de 1’énergie.

Cette derniére remarque sert de point de départ au chapitre 4 ot le nombre de Mach
sera considéré comme un paramétre variant dans l'intervalle 1 < M < 2.5. Ainsi le cas
des jets faiblement soniques sera considéré comme un cas limite, en faisant tendre M
vers 'unité et en cherchant les fréquences pour lesquelles les ondes d’instabilités sont
susceptibles de rayonner de I’énergie sous forme d’ondes de Mach.
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Chapitre 4

Exponential-algebraic transition

Ce chapitre reprend la notion de transition subsonique-supersonique rencontrée dans
les chapitres 2 et 3. Si on s’intéresse au champ lointain, il a été démontré en fin du chapitre
3 que la contribution des ondes de Kelvin-Helmholtz est essentiellement due a I’existence
d’une transition subsonique-supersonique de la vitesse de phase lorsque z varie. Cette
proposition suggére I'existence d’un mécanisme de sélection en fréquence. Comme il I’a
déja été souligné dans le chapitre 2, la transition subsonique-supersonique induit une
transition exponentielle-algébrique dans le comportement radial du module de la fonction
propre.

Ce chapitre est actuellement soumis & la revue FEuropean Journal of Mechanics B-
Fluids.
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4.1. Introduction

Abstract : The paper is concerned with the transition from exponential to algebraic cross-
stream decay of instability waves in supersonic axisymmetric cold jets. The cross-stream structure
of these waves is analysed for phase velocities close to the sound speed when the streamwise inho-
mogeneities of the mean flow are characterized by a small parameter. It is shown how algebraic
decays are completely compatible with the features of the near-field, and a selection criterion for
the occurence of such a behaviour is given. Near-field pressure fluctuations are then determined
as functions of azimuthal properties of instability waves and control parameters. In some cases,
where the dominant contribution to the sound generation is due to the axisymmetric Kelvin-
Helmholtz instability mode, algebraic decays are not confined in the core region of the jet and the
acoustic wavelength becomes larger than the envelope scale.

4.1 Introduction

For perfectly expanded jets, many measurements have shown that large-scale coherent
structures are dominant noise producers in supersonic jets (see Seiner et al. [17], Troutt
and Mclaughlin [85], Lau et al. [84], [83]). These results have been confirmed by theore-
tical studies (Mankbadi and Liu [130], Tam and Burton [115]) which revealed that only
contributions that arise from these structures can be retained in the aerodynamic sound
integral. The shape distribution of the coherent structures responds to the local pro-
files of the mean shear flows and may be calculated by using the hydrodynamic stability
theory. The fine-grained turbulence plays an indirect but crucial role in that it controls
the development of the coherent structures and consequently its emitted sound.

An approximate picture of the physical mechanism by which the large turbulence
structures generate sound is to regard the instability wave as a wavy wall (Tam [43]).
This analogy suggests that the direction of the most intense noise radiation from highly
supersonic jets can be estimated by using the Mach angle relation based on the speed
of the most amplified instability wave (Tam et al. [59]). However, most of the previous
works are confined to highly supersonic jets, for which the most amplified instability wave
has a supersonic phase velocity (relative to ambient sound speed) and do not consider
the subsonic-supersonic transition. In some cases, such a transition gives rise to acoustic
radiation : the cross-stream behaviour of pressure fluctuations becomes dispersive and the
cross-stream decay of the amplitude changes from exponential to algebraic. The present
study is further motivated by the fact that, this exponential-algebraic transition may
depend strongly on the azimuthal properties of instability waves and control parameters.
Accordingly, there is no reason to consider only the most amplified instability wave for
the determination of the dominant noise source for low supersonic jets.

The primary goal of this work is to examine the phenomenon of exponential-algebraic
transition of pressure near-field for low-supersonic jet flows by resorting to the linear sta-
bility theory. Recently, numerical simulations of supersonic jets and their sound fields have
shown that linear stability can be used to estimate near-field sound pressure levels (Freund
et al. [131], Mitchell et al. [132]). In section 2 we study the decay of near-field fluctuations
in a convectively unstable axisymmetric jet. We therefore restrict the discussion to the
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Kelvin-Helmholtz instability. It is easy to write down a general integral solution to the
problem outside the jet. But there is no universal way in which the exponential-algebraic
transition is achieved, and indeed much of the emphasis here is to show that the transi-
tion depends on the azimuthal properties of instability waves. We therefore start to give
a selection criterion for acoustic radiation by analysing the role of compressibility effects
in the complex plane. Then, it is shown that the exponential-algebraic transition holds
only in a domain of control parameter space, in a way which is given by a turning point
problem. In section 3 the numerical formulation used to solve the governing stability equa-
tion is described. Here, a spectral collocation discretization through a multiple domain
technique has been used for the calculations. This approach, which has been developed by
Khorrami et al. [133], Malik [71] among others, allows us to include the viscosity terms.
Numerical results are then presented for cold supersonic jets.

4.2 Near field structure of instability waves

4.2.1 Basic formulation

The complex fluctuations ¢ = (u,p) around a given mean jet flow ¢ = (W,p) are
assumed to be governed by linearized inviscid, compressible equations of motion. Here
the functions u and p are the velocity and the pressure, respectively. We will use rg, the
radius of the jet at the nozzle exit, ug the jet exit velocity and pg the jet exit density as
length, velocity and density scales of the problem. The time and pressure scales are given
by 7o/ug and pyu3, respectively. In the sequel, we shall assume that the mean pressure is
constant in the domain of motion €2 and the product of the mean velocity by the mean
density belongs to the class consisting of solenoidal vectors (that is, p(V.@) + u.Vp = 0)
vanishing far away from the center of the jet flow. Thus, in dimensionless form, the
perturbation (u,p) satisfies the following equations

ou _ 1

n +(@V)u+ (u.V)u= —%Vp, (4.1)
op 1
a + (qu) = _W(V'u), (42)

in the class consisting of vectors (u,p) satisfying a radiation condition or boundedness
condition outside the jet. Here the jet exit Mach number M = 1/1/9p, v beeing the ratio
of specific heats, is a control parameter.

The non-turbulent fluid outside the jet is assumed to be inviscid so that the distribution
of fluctuations is a solution of the above equations outside the jet. In this paper, the
discussion is restricted to instabilities arising from purely inviscid mechanisms as the
Kelvin-Helmholtz instability waves. It follows that the equations (4.1), (4.2) can be used in
the whole of the domain {2 with the exception of regions where the inviscid approximation
fails to represent the cross-stream behaviour of instability waves. For incompressible shear
flows, Le Dizés [82] has shown that this phenomenon occurs in large viscous regions when
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4.2. Near field structure of instability waves

the instability waves are damped. From a numerical point of view, viscous effects will be
taken into account to compute the cross-stream behaviour of fluctuations in these regions.
In fact, one has to keep in mind that non linear effects may become important well before
the wave reaches its maximum amplitude. In such a case, one has to proceed to a nonlinear
critical layer analysis (for details see Goldstein et al. [134], [135]).

In the present study, we are interested in the cross-stream structure of solutions to
the above problem for a weakly non-parallel axisymmetric jet. Thus, the properties of the
mean flow are assumed to be functions of a slow space variable X = ez, where ¢ is a small
parameter characterizing the streamwise inhomogeneities of the medium and x denotes
the streamwise direction. With respect to a cylindrical coordinate system (x,r,0) centred
at the nozzle exit, the mean velocity may be represented analytically in the form

u: (z,r) — (u(X,r),ev(X,r),0). (4.3)

Now let us consider the near-field region around the jet. Outside the jet, the streamwise
component u is identically zero and the mean radial velocity component ¥ can be cal-
culated by integrating the mean continuity equation. Following Tam and Burton [115],
the numerical value of 77 is regarded as a constant and given by v,. It follows that the
dimensionless mean fluid density is constant and uniquely determined from the control
parameters, such as the Mach number M or the temperature of the jet exit. It will be
denoted by p,.. Such assumptions imply that the linear operator associated with (4.1),
(4.2) is homogeneous in space variable X. Homogeneity allows us to make extensive use of
Fourier-Laplace transforms to reduce the problem (4.1), (4.2) to an ordinary differential
equation outside the jet. Another point of view consists in using the WKBJ approach to
describe the instabilities. Since the flow is slowly evolving on the streamwise scale X, it
is legitimate to decompose all solutions into local plane waves at any streamwise station
X. Note that the latter mathematical description is known to be valid only inside and in
the immediate vicinity of the jet (a proof is given by Tam et al. [6], [114]).

4.2.2 Cross-stream structure of local plane waves

The starting point of the analysis is the problem defined by (4.1), (4.2) and (4.3) which
describes both the instability waves behaviour and the acoustic near and far field, with
some conditions for ¢ on the boundary of ). Here, we are interested in the manner in
which the near-field decay changes from exponential to algebraic around a location X -
and more generally we are interested in the cross-stream structure of solutions to (4.1)
and (4.2) outside the jet, for £ — 0. Since the jet is assumed to be axisymmetric, the
complex fluctuations can be Fourier-decomposed into azimuthal modes. Equations (4.1),
(4.2) being invariant under arbitrary time translations, ¢t — ¢ +t', it is legitimate to seek
solutions of the form

o(z,r,0,t) = 2i On(,r,w) exp(ind — iwt) dw, (4.4)

m Lo,

where n is an integer and w is the frequency; the integration is performed along the
path L, in the complex w-plane as sketched in figure 4.1. Since azimuthal and temporal
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\
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F1G. 4.1 — Locus of spatial branch in complex k-plane as w moves along L, contour in
complex w-plane for small w;. The branch cut K for the function \(k) join the critical
points for w = w*. Dashed line : analytic continuation into the second sheet of the Riemann
surface (corresponding to solutions which become exponentially large as r — 0.

dependances are specified throughout the entire flow, one has to solve a problem for which
n and w are now parameters. Let X and R be defined by X = dx(¢)x and R = dg(e)r,
where dx and dg are order functions. Then by eliminating all other dependent variables
in favour of u,, the streamwise component of u,, one can find the equation to be solved
outside the jet

? 10 n? 52
2 7 4 - 7 2 2 _ _
Or <8R2 + TR R2> Up, + (ko + 5X—8X2) Up = F(EVoo)Un, (4.5)

which will be written as 0% Lou, + Liu, = Fu,, where Ly is the transverse part of the
Laplace operator and kq is defined by kg = p,, M*w?. The full expression for F' is not of
first importance here; it is given in appendix A. It seems natural to introduce, for the
purpose of the analysis, the one parameter family of local variables r, = Re®/dg(e), with
a > 0 and to consider a local asymptotic approximation of u,, in the vicinity of the jet.
Here, Ly does not depend on ¢, while for any (sufficiently differentiable) e-independent
function g, the linear operator F is such that Fig = O(ed%). For slowly divergent free shear
flows, dx may be a measure of nonparallel basic flow effects, for instance dx (¢) = €. Then,
the degeneration of (4.5) in the local variable r, only depends on the order of magnitude
of ||Liuy|| for a = 0. For 0 < a < 1, the family of local variables plays the role of a family
of intermediate variables.

We will first consider the case o = 0, that is, » = O(1). As discussed in section 2.1
the asymptotic response can be given by the standard form of the WKBJ approximation
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4.2. Near field structure of instability waves

(see Bender and Orszag [40]) which describes instabilities of weakly non-parallel flows:

SeX
Up, ~ Zéj(e)Aj(X)unj(r;w) exp (é/ k(s;w) ds) ) (4.6)
0

where g = 1,6, (0 < j < ¢) are elementary gauge functions and k£ = k,+ik; denotes a local
(complex) wavenumber originating in the upper half of the k-plane when the imaginary
part of w goes from a large positive value to zero. The leading-order amplitude Ay(X) is
determined at another order in €, from matching conditions to the solution far away from
the jet, and u, is a suitably normalized function which gives the cross-stream behaviour
of pressure fluctuations in the vicinity of the jet. A cause of difficulties is the appearance
of terms J; in the formal expansion of which the order of magnitude is not suggested or
dictated by the differential equation or the boundary conditions. However, these functions
can be determined by using the intermediate matching principle (see Eckhaus [109], Tam
and Burton [115]). Here, the origin X = 0 is the axial location of the source on the jet
centreline. By introducing the expansion (4.6) for u, into equation (4.5) with a = 0, one

finds an equation satisfied by u,g outside the jet,

Lo’U,no — /\2un0 = O, (47)
where ) is given by the irreducible polynomial
P\Kk) =N+ (k§ — k*) =0, (4.8)

which defines an algebraic function A(k;w) in a domain of the complex k-plane. Note that
for ko = 0 (what is equivalent to wM = 0) we have A\? = k?; the cross-stream behaviour
of pressure fluctuations which is given by the streamwise component of (4.1), no longer
depends on the phase velocity w/k.

Using the new variable z = ¢Ar, the equation (4.7) reduces to the Euler-Bessel equation
in the z-complex domain. Two linearly independent solutions of (4.7) are then given by the
nth-order Hankel functions of the first and second kind, H{" (z) and HS? (z), respectively.
The passage to the general case of an arbitrary positive value for o cause no difficulty : one
must consider the transformation r = r,/¢® in the definition of z. As already indicated
it is possible to find a neighbourhood of %k in which the leading-order of the equation
(4.5) reduces to Loune = 0. It is sufficient to consider situations where |A?| = o(1) and
for which the cross-stream structure of pressure fluctuations is no longer given by two
cylinder functions. For 0 < a < 1, this result is obtained from the asymptotic form of the
Hankel functions for small argument, that is, |A\| = o(e?) for fixed r,. In the following, we
exclude such situations by reducing the analysis to the plane of the complex variable k
with the exception of neighbourhoods of +£;.

Let us consider now the algebraic function determined by the polynomial (4.8) in the
domain £ obtained by removing the singular points from the complete k-plane, that is, the
points £ko = £/p,wM and oo. Then at every point k € £ this equation has two distinct
finite roots \; and Ay = —\;. It follows, that in a certain neighbourhood of the arbitrary
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F1G. 4.2 — Locus of spatial branch in complex k-plane as w moves along L, contour, for
two locations Xy and X > Xqy. In the displacement of the point w along the L, contour
from the point wy, the path Ay is continuously deformed into the path A. The algebraic
function A(k;w) continuously changes with the continuous change of the position of the
point k on the Riemann surface R).

point k£ € £ there exists two and only two regular branches. In the strictly parallel case,
the real part of one branch, let us say A;(k;w), can be taken positive, so that only the
nth-order Hankel function of the first kind, Hr(bl), satisfies the boundedness condition on
the boundary of Q2. Such a choice implies a branch cut K (—7/2 < argA < 7/2) in the
k-plane as shown in figure 4.1.

Let us note in connexion with this, that the singular points £ky go to infinity when
the real part w, of the frequency w moves from zero along the contour L,. Then, we arrive
at the result, that it may be possible to find at least one point £* in the k-plane where
a spatial branch meets a branch cut as shown in figure 4.1. Furthermore, the imaginary
part of the intersection point k* = k(w*), if it exists, goes to zero when the L, contour is
gradually displaced downward until the real axis'. Note also that it is clearly impossible
to find such a point if the shear layer thickness is zero since the model would fail to satisfy
causality or if the Mach number M is zero. In this last case, it is necessary to consider
the neighbourhood of branch points —ky = k¢ which are identical with the origin.

For weakly non-parallel flows, the local wavenumber k(X;w) traces a path A in the
k-plane from the point k(0;w) which passes through the real axis, as shown in figure 4.2.
One has to remember that, as the wave propagates downstream the local growth rate
—k;(X;w) reduces. This is because the flow slowly diverges so that the transverse velocity

1. Such a deformation is possible since the basic state is assumed to be convectively unstable.
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4.2. Near field structure of instability waves

gradient is gradually reduced. This path and the singular points continuously change as
w moves along L, or with the continuous change of control parameters, as the jet Mach
number or the jet exit temperature. Let us now suppose that, on displacing the point
w along the contour L, from the point wy to the point w the path moves from Aj to
the path A, and the two branch points +k¢ move from +ko(wg) to their actual positions,
as shown in figure 4.2. Since here the path A is assumed to meet no branch cut, the
function A;(k;w) is continuous along A. Thus, the cross-stream structure of local plane
waves is continuous along A and satisfies the boundedness condition since the real part
of A1 is positive (by the definition of K) in the simply connected domain obtained from
the complete k-plane by the removal of the whole of K. If it turns out to be impossible
to move the path A to the similar path Ay, such that the continuous continuation of the
function \; along the path A gives the same function \;?, then the continuation of the
functions \;, Ay along the path Ag, leads to their permutation. More detailed investigation
shows that only singular points of A, that is the points not belonging to the domain &,
can act as an obstacle to the passage of the path A into the path Ay. Hence it is natural
to expect, that the character of the permutation of the functions A;, Ao, which takes place
as a result of their continuation along the path Ay, is determined by the distribution of
the singular points on the sphere of the complex variable k. Therefore, we arrive at the
following criterion for exponential-algebraic transition :

if at least one spatial branch k(X; L,) meets the branch cut K in the complex k-plane,
then the cross-stream decay of the amplitude of pressure fluctuations is algebraic in a
subdomain 0* C ).

This result follows by the permutation of the functions \; and Ay = —)\; using the
branch cuts K as defined above. For every intersection point k* = k(X;w*), we have
Re(A(k*;w*)) = 0 and |k}| < ko(w*). Then, taking the intermediate limit of the Hankel
function HS” (iAr®/e®), r, beeing fixed, we find

 lesp(=A @)
NeYcran

It follows that the cross-stream decay of u, is algebraic for w*. Since the intersection point
depends on the location X, that is, w* = w*(X), the streamwise extent of the physical
domain €2* where such a behaviour holds is non-zero only in a domain of the control-
parameter space which depends on the azimuthal wavenumber n. In the case where no
intersection point is found, the cross-stream decay is exponential for every location X since
the real part of \; is positive and no travelling wave is generated® in the cross-stream
direction. In order to have a continuously change of the function A with the continuous
change of the wavenumber k, one has to define it not on the k-plane, where it is many
valued, but on a 2-sheeted Riemann surface R, to every point of which correspond one
value of the function .

lim |HD (GA(k*; w*)r)| (4.9)

2. The reader is recommended to imagine to himself the paths Ag and A on the Riemann sphere of the
complex variable k.

3. This result holds only for acoustic radiation in the vicinity of the jet, that is, for r, = O(1). The
far-field cannot be obtained with such an approach since the WKBJ approximation is not uniformly valid.
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In gradually displacing the L, contour until the real axis, the imaginary parts of singu-
lar points +ko(w) go to zero and the parts of branch cuts not belonging to the imaginary
axis coincide with the segment consisting in neutral waves (k; = 0) with supersonic phase
velocities (|k,| < ko). The length of this segment is an increasing function of the Mach
number M, and is zero in the incompressible flow assumption. Then the criterion for
the length of 2* to be non zero can be expressed in terms of phase velocities of neutral
waves. Thus, for a given integer n, the cross-stream decay of pressure fluctuations is al-
gebraic only if neutral waves have supersonic phase velocities (relative to the ambient
sound speed) in a domain 2*. In order to isolate the contribution of instability waves to
the acoustic near-field, the path Ag must be divided into two parts. When & spans the
part for which the boundedness condition cannot be satisfied (Re(A\) < 0) the problem
of acoustic radiation must be considered in its entirety in the whole physical space: the
locally parallel-flow instability wave solution must match an outer solution obtained by
considering the case dg ~ dx.

In the following section, we show that a similar transition holds in the cross-stream
direction when the phase velocity of the neutral axisymmetric (n = 0) instability wave is
subsonic, in a way which is given by a turning-point problem. It is shown that the feature
of the near-field is completely compatible with the asymptotic expansion (4.9) valid in
the intermediate region.

4.2.3 A turning-point problem

In this section, we study the cross-stream behaviour of local plane waves in the annular
region |A\| = O(1), |A| # o(1) centered at the point k¢ at the limit w; — 0. We show that
the analysis of the equation (4.7) in the complex plane permits to identify a turning-point
problem. The following statements will be proven :

(a) For |k.| > ko and k; = 0 the cross-stream behaviour of azisymmetric instability waves
(n = 0) is dispersive in a neighbourhood of the jet if X is small enough. For n # 0 or
r > 1/(2A), the cross-stream behaviour is dissipative.

(b) for |k,| < ko and k; = 0 the cross-stream behaviour of axisymmetric instability waves is
dispersive. If n # 0, the cross-stream behaviour is dispersive only outside a neighbourhood
of the jet if X is small enough.

The proof of statements (a) and (b) can be carried out by the same way. Let us first
z = 1Ar be a new independent variable and reduce the equation (4.7) to its normal form
by writing @, = un02'/? in (4.7) and p = +n — 1/2, where u,, is a suitably normalized
function identically equals to the nth-order Hankel function of the first kind outside the
jet. Then, we have

922 +Q(2)ly =0, Qz)=1-— @,

(4.10)

where the function @ is regular in the whole of the domain £. The equation (4.10) defines a
turning-point problem (see Bender and Orszag [40]). The turning points are points where
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() vanishes, they are given by

ro =+ k € Ry, (4.11)

where A is defined by (4.8) on its Riemann surface R),. It follows that 7y is real only if
|k| > ko and k; = 0 forn = 0, or |k| < ko and k; = 0 for n # 0. Then by the equation (4.10)
the cross-stream behaviour of neutral axisymmetric instability waves is dispersive up to
ro = 1/(2]) if |k| > ko. Since (4.10) is valid for |A\| = O(e?), |A| # o(e%), the turning-point
gives the radial position of the dispersive-dissipative transition in the intermediate domain
for n = 0. This result is completely compatible with the asymptotic expansion (4.9) : the
rapidly varying component of (4.9) decays exponentially (dissipates) away from the jet as
long as €* = o(|A|). For |k| < k¢ and k; = 0, the turning point lies in the complex r-plane
and the cross-stream behaviour becomes dispersive. As indicated by (4.9) the solution is
wavelike with very small and slowly changing wavelengths and slowly varying amplitude
as function of ,. The case n # 0 and |k| > kg leads to a dissipative behaviour. Therefore,
the statement (a) is proved.

The proof of statement (b) is very similar. Let us consider the case |k| < kg, k; = 0 and
n # 0, for which 7y is real. Hence, turning to the definition of A on its Riemann surface
R), we can assert that the cross-stream behaviour of instability waves is dispersive for
r > ro and dissipative in a subdomain r < ry outside the jet. By the definition of rg, the
length of this subdomain is an increasing function of n and consequently, the cross-stream
decay of instability waves is exponential for » < O(n). Thus, the absolute value of uy is
negligibly small for large n and r > ry. For axisymmetric instability waves, the function
@ is complex for all r outside the jet and the cross-stream behaviour is dispersive.

Recall that the inequalities |k,.| > ko and |k,| < ko must be considered in the sense of
asymptotic analysis, that is, |A\| = O(1) and |A| # o(1). If |A\| = 0(¢®) one might consider
trying to apply perturbation methods to find the asymptotic structures. The leading-order
of the equation (4.5) reduces to the transverse part of the Laplace operator :

2 1 2
Lotuno = { o (10 _ ”—} Unp = 0. (4.12)

2 2
or:  ra0rq 1

The form of the solution no longer depends on the phase velocity but is stronger affected
by the azimuthal wavenumber n. For axisymmetric instability waves, the general solution
corresponds to the asymptotic form of the Hankel function for small argument, that is
uoo(2) ~ Inz, with z = iAr,/e®. This solution obviously breaks down at large distances
from the jet. From matching arguments we deduce that the turning-point becomes larger
than O(1) and has no physical sense. For non-axisymmetric instability waves, the solu-
tion which matches the Hankel function is given by u,o(2) ~ 1/2", for n > 0. Let us note
that the branch points go to zero as M — 0 for finite values of w and, consequently, the
length of the vertical strip between the two branch points, representing waves with super-
sonic convective Mach number, decreases until zero. Hence only axisymmetric pressure
fluctuations may exhibit a dispersive behaviour in the vicinity of low-speed jets.
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The next section deals briefly with the numerical formulation for performing calcula-
tions of instability waves. Using the structure of solutions on the Riemann surface R, the
computational domain has been reduced to the vicinity of the jet. Here, a new method
has been used to discretized the operators. The mathematical and computational steps
needed to calculate the spatial branches will not be fully explained. A more complete
explanation of the numerical procedure will be published elsewhere.

4.3 Numerical formulation

The approximate solution requires two steps. First the operator associated with the
linearized equations is converted to a matrix. In the present method the discretized system
is obtained by a spectral collocation discretization through a multiple domain technique.
Such a method can be applied with no modification when the viscosity effects are taken
into account. None of the boundary conditions arises directly from the viscosity and are
formally the same in an inviscid fluid. In the second step the resulting nonlinear eigenvalue
problem (nonlinear in k) is solved at every axial location X by using the linear companion
matrix method when possible.

4.3.1 Spectral discretization

The differential equations are reduced to linear algebraic equations using a spectral
collocation method (see Khorrami et al. [133], Malik [71]). Expansions in orthogonal
polynomials, especially Chebyshev polynomials, give convenient, accurate, and efficient
approximations to the solutions of hydrodynamic stability problems (Orszag [74]). One
drawback to these techniques has been the requirement that a complicated physical do-
main must map onto a simple computational domain for discretization. Let r = f(¢)
denote a mapping of the computational coordinate ¢ into the natural coordinate r. The
convergence properties of the approximation to ¢(r) can be determined from the be-
haviour of the function ¢(f(¢)). The function f must be infinitely differentiable if the
high-order accuracy and exponential convergence rates associated with spectral methods
are to be preserved. Additionally, even smooth stretching transformations can decrease
the accuracy of a spectral method, if the stretching is severe. The latter restriction is
overcome in the present method by splitting the physical domain into two domains which
may be denoted as domain 1 and domain 2. The only point which belongs to both the
domains is the inflection point of the streamwise component of the mean velocity profile.
Each domain preserves the advantages of spectral collocation and allows the ratio of the
mesh spacings between regions to be several orders of magnitude larger than allowable
in a single domain. Since the problem of interest here is nonperiodic, Chebyshev polyno-
mials are suitable basis functions. The standard collocation points are the Gauss-Lobatto
points for every domain. The derivative matrices D; are constructed for both the domains
(1 = 1,2) as described for a single domain (see Malik [71]). The governing equations now
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may be written in the two domains as

p

> MyDI®; =0, (4.13)

§=0
where M;; are square matrices depending on the axial location and on the complex number
k for a given point in the control-parameter space, and ®; is a column matrix which
elements give the cross-stream behaviour of fluctuations. The dimension of ®; and p
depend on the number of dependent variables. For compressible, viscous shear flows, one
can reduce the dimension of ®; to five times the number of collocation points. It must be
noted that in addition we need interface conditions at the inflection point and boundary
conditions.

4.3.2 Inviscid approximation

To simplify the necessary calculations one can use the inviscid stability theory since
the mean flow is dynamically unstable even in the absence of viscosity. Such a problem
requires solving a differential equation with singularities on or near the computational
domain. These singularities, usually called "critical points" are particularly severe for
Chebyshev methods since these global expansions algorithms are very sensitive to the
analytic properties of the solution. As has been discussed by many investigators, the solu-
tion for inviscid damped waves is obtained by analytic continuation of that of the unstable
wave in the complex r-plane. By making a change of coordinates, one can solve the pro-
blem along a path in the complex plane that makes a wide detour around the singularity.
The new integration contour must pass through both boundary points and should be as
smooth as possible. Another constraint has been mentioned by Le Dizés |82] for incom-
pressible shear flows: the inviscid approximation fails to represent cross-stream variations
in the neighbourhood of critical points when the waves are locally neutral, and in large
viscous regions when they are damped. This can been carried out by integrating the equa-
tion along a path that remains in inviscid regions if such a path exists. Unfortunately, this
stretching transformation leads to a new distribution of nodes along the complex contour
and particularly around the critical point. Following anew the multi-domain spectral col-
location method, the domain which contains the critical point is divided into two domains
when necessary.

Since the inner solution is valid only inside and in the immediate vicinity of the jet,
the boundary conditions for the discretized system may depend on k. In most cases, one
can find a region far enough from the inflection point where the pressure fluctuation is
negligibly small. Therefore in the numerical computation it is taken to be zero. Such
a boundary condition fails for algebraic cross-stream decay of instability waves. In this
case, the asymptotic expansions of the nth-order Hankel functions show that the necessary
length of the integration domain would become too large for a reasonable number of points.
Instead the %)ressure fluctuation is required to match the nth-order Hankel function of the
first kind H" outside the jet. It must be noted that now the discretized problem can no
longer be written as a polynomial in the parameter .
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4.3.3 Global or local method?

There are two classes of numerical methods that can be used for computing the eigen-
values: global and local methods. For the global methods a generalized eigenvalue problem
is set up and the eigenvalues are obtained by using standard algorithms. When the discre-
tized operator is a polynomial in the parameter k, several methods exist for determining
the set of eigenvalues without an initial estimate. Following, the linear companion matrix
method (see Bridges and Morris [78]) , the linear differential operator is converted to a
generalized eigenvalue problem. But this method does not apply if the boundary condi-
tions are not polynomials in the parameter k, that is for algebraic cross-stream decay of
instability waves where the outer boundary condition depends on k£ through the nth-order
Hankel function of the first kind. In such a case, we use a local method.

In a local method, a guess for the eigenvalue is required. Only the eigenvalue which
happens to lie in the neighbourhood of the guessed value is computed using iterative
techniques such as Newton’s method. Thereafter, the eigenvalue solution at the previous
axial location can be used as the initial guess for the eigenvalue at the next axial location.
Extrapolating the first guessed eigenvalue at the next axial location from previous values
often speeds up the convergence as long as the mean flow profiles are slowly changing.

4.4 Numerical results for cold supersonic jets

4.4.1 Mean-flow profile

Before numerical calculations can be performed, it is necessary to provide a description
of the mean velocity and density profiles in the jet. The mean velocity profiles are taken
from experimental measurements of perfectly expanded supersonic jets obtained by Lau
et al. [84] whose data were fitted by an error function profile and Troutt and McLaughlin
[85] who fitted data by a half-Gaussian profile.

It is known that a supersonic jet can be divided into three regions, i.e. the core, the
transition and the fully developed regions according to the characteristics of the mean
velocity profile. Here, we restrict the analysis to the core region where the mean velocity
may be approximated by a half-Gaussian profile. In the core region, close to the nozzle exit,
the center part of the jet has a uniform velocity which is equal to the fully expanded jet
velocity. Surrounding the core, there is a mixing layer which broadens in the downstream
direction. In the present work the mean velocity is approximated by

1 (r < h(X))

r—h(X

a(rX) =1 o (_m (MT))) ) (r > h(X))

(4.14)

where h is the radius of the potential core and b is the velocity half-width of the an-
nular mixing region. The density is related to the mean axial velocity using a Crocco
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relationship,

u(l — E)M2) B (4.15)

where T, and T denote the ambient temperature and the jet exit temperature, respecti-
vely. Here, we only consider cold jets, that is, T, /7y only depends on the Mach number.
On substituting for 7 and p equations (4.14) and (4.15) into the momentum integral equa-
tion, an algebraic relationship can be found between A and b in the annular mixing region.
Then, the axial development of the jet is completely defined by the axial variation of the
jet half-width b.

Extensive jet instability calculations over a significant range of Strouhal number have
been carried out. For most cases, it is found that the position of neutral instability is
located in the core region of the jet. For the purpose of determining the intersection point
k* it is, therefore, not necessary to consider the transition and the developed regions of the
jet. The length of the uniform core is obtained by using the modified formulae given by
Tam et al. [22]. In the literature db/dz is referred to as the spreading rate o of the mixing
layer. For the Gaussian mean velocity profile, we have the relation db/dx = ¢ = 1.2658 /0.
The variation of o as a function of the jet exit Mach number, M, has been tabulated by
Birch and Eggers [91]. The correlations are given by

o =10.7/(1.0 — 0.1163M2), M < 2.0, (4.16)
o =19.4y/M —0.9418, M > 2.0. '

As an example, for M = 1.5, we find db/dx = ¢ = 0.088. Note also that for supersonic
cold jets, experimental measurements have shown that db/dx < 0.10.

4.4.2 General methodology and numerical results

In this section numerical results about intersection points £* in the complex k-plane,
for which k(X;w*) N K(w*) is non-empty, will be presented for Kelvin-Helmholtz modes
with small azimuthal wavenumbers (0 < n < 3). Different complex pairs (w,k) were
determined by numerical integration of the linearized equations of motion, together with
boundary conditions outside the jet. At each value of the axial location X, the phase
velocity of a neutral wave was located by searching for the zero of a growth rate —k;
for positive w. As the location is increased from the origin to the end of the core region,
the spatial branches move into the upper half of the complex k-plane and, consequently,
points of zero growth rates describe curves along the real axis k. > 0. As discussed in the
section 2.2, some of these curves may lie in the vertival strip |k,| < kg, corresponding to
supersonic phase velocities. According to the definition of the branch cut K, the segments
of these curves for which |k,| < ko and their images in the w plane give complex pairs
(w*,k*) as functions of the axial location, for which the cross-stream decay of pressure
fluctuations is algebraic. The cross-stream wavenumber is then given by the function
A(k*; w*) and depends on n through (w*,k*). The above reasoning presents the advantage
of uniquely determining which spatial branches are pertinent to acoustic radiation outside

124



CHAPITRE 4. EXPONENTIAL-ALGEBRAIC TRANSITION

1
w //////
; L
T ////
0.8 =Z”
(b)
0.6 .
0 2 4 0 2 4

F1G. 4.3 — Evolution of spatial branches associated with the azisymmetric (n = 0) and
the helical (n = 1) Kelvin-Helmholtz modes as the azxial location is increased in the core
region, for a cold supersonic jet of Mach number 1.7 : (a) imaginary part k; of k versus
real frequency w; (b) phase velocity w/k, versus w. \J, x =5, n=1; A\, 2 =5, n=0;
O,z=10,n=0; 0, x =10, n = 1; dashed line, analytic continuation into the second
Riemann sheet.

the jet. The numerical procedure to determine the spatial branches involves the definition
of the function A on its Riemann surface. Subsequently, spatial branches are analytically
continued into the second Riemann sheet for damped waves (k; > 0), if necessary. This is
permissible because boundedness of solution at large r is not a requirement of the near-
field solution. The associated parametric dependence of the real and imaginary parts k,
and k; on w and X is displayed in figure 4.3, for a cold jet of Mach number M = 1.7 and
for axisymmetric (n = 0) and helical (n = 1) Kelvin-Helmholtz modes. Observe that for
high frequencies the spatial branches have the same behaviour, whereas for low frequencies
the phase velocity depends strongly on the azimuthal wavenumber. A consequence is that
for = 10, there is no intersection point £* for the helical mode. But it still exists for the
axisymmetric mode, as indicated by the analytic continuation into the second Riemann
sheet, in figure 4.3.

For M = 1.7, figure 4.4 shows branches described by points of zero growth rates, in
the limit process k; — 0, k; > 0, on a multisheeted plane with two connected Riemann
sheets. Each curve can be divided into two segments, according to the cross-stream struc-
ture of the pressure fluctuations. The first branch (sheet 1 in figure 4.4) is associated
with exponential decays, satisfying the boundedness condition as r — oo. The second
branch (sheet 2) lies along the branch cut, so that, the cross-stream structure of pressure

125



4.4. Numerical results for cold supersonic jets

0.9 0.9
Sheet 1 Sheet 2
e — ]
7
/ //
I,
II /
i //
1/
1/
I |
. 2.5 5
w w

F1G. 4.4 — Phase velocity of weakly damped instability waves (k; — 0, k; > 0) as a function
of the frequency when the axial location is increased from the origin to the end of the core
region. Cold jet of Mach number M =1.7.0,n=0;m,n=1;e,n=2;0,n=3, dashed
line, analytic continuation into the other Riemann sheet. The solid lines on the sheet 2
give rise to algebraic decay in the cross-strea m direction.

fluctuations is algebraic at the limit k; — 0. Application of the criterion for exponential-
algebraic transition reveals that the subdomain 2* is non-empty only for small azimuthal
wavenumbers. For instance, the line associated with n = 3 passes along a single sheet of
the Riemann surface. This simple topological configuration leads to an exponential de-
cay in the cross-stream direction for all X. It follows that the dominant contribution of
instability waves to acoustic radiation in the near field (r, = O(1)) is given by segments
of the real w-axis, depending on small azimuthal wavenumbers and control parameters.
The mapping of these segments through w* = w*(X) into the physical domain shows
locations X for which it is possible to find a frequency w* such that £(X;w*) N K(w*) is
non empty, that is, the cross-stream decay of disturbances is algebraic. For the axisym-
metric Kelvin-Helmholtz mode, figure 4.5 shows that the lower bound of Q* is displaced
into the fully developed region, as M — 1, M > 1, where the centreline mean velocity of
the jet is a decreasing function of X. In this last case, numerical computations of spatial
branches may be continued in the developed jet region in order to have this upper bound.
But, the present approach fails when the order of magnitude of the frequency becomes
comparable with that of the slow space variable X = x. Note also that the upper bound
is not located in the core region. For non-axisymmetric modes, figure 4.6 shows that the
lengths of these segments are zero for low supersonic jets (typically M < 1.6 in figure
4.6). Thus, we conclude that for low supersonic jets, only axisymmetric disturbances may
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F1G. 4.5 — Curves of exponential-algebraic transition in M-w (a) and M-z (b) p lanes for
n = 0. The dashed line in (b) gives the end of the core region.
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F1G. 4.6 — Curves of exponential-algebraic transition in M-w (a) and M-z (b) p lanes for
non-azisymmetric modes. B, n =1; e, n=2; 0, n = 3; the dashed line in (b) gives the
end of the core region.
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generate acoustic radiation in the near field ; the contribution from non-zero azimuthal
wavenumbers represent a field of hydrodynamic type. For high supersonic jets, the entire
history of spatial evolutions of instability waves need to be taken into account in determi-
ning the contribution of each azimuthal wavenumber and the physical regions concerned
by the radiation of sound.

For a = 1 (rq ~ X), the cross-stream decay of fluctuations is not simply given by a
Hankel function. The pressure field may be represented by a Fourier integral giving both
the hydrodynamic components as well as the radiated sound. This integral over all real
wavenumbers can be evaluated for small € by applying the method of steepest descent. If
the original contour of integration along the real axis can be deformed into a steepest path
issuing from the saddle point on the Riemann surface, then the integral can be evaluated
asymptotically. The sheet of the surface itself, along which the contour passes, determines
the branch of the function used in the integral (see Crighton and Huerre [45], Tam and
Burton [115]). Then, it is possible to show that a condition for acoustic radiation in the
far field is given by a non empty intersection of the branch cut and a neighbourhood of
spatial branches. Note also that this result fails in the neighbourhood of branch points
+ko where a complete asymptotic analysis must be developed by considering A as a small
parameter.

4.5 Conclusion

We have examined the near-field pressure decay generated by instability waves in
axisymmetric jets as a source of noise. Exponential decay of pressure fluctuations is found
to change to algebraic around locations X which depend on the azimuthal properties of
the local plane waves. This transition holds in a way which is given by a turning-point
problem in the neighbourhood of branch points, where the classical approach in terms
of matched asymptotic expansions leads to a disordered expansion in the intermediate
domain. The algebraic function A needs to be considered as a small parameter to account
for this qualitative change of behaviour.

It has been shown that for low supersonic jets (M — 1, M > 1) the location of the
lower bound of the radiating region associated with the axisymmetric Kelvin-Helmholtz
mode moves inside the developed jet region. It follows that the cross-stream wavenumber,
given by the imaginary part of A\, goes to zero, so the wavelength may become larger
than the envelope scale. According to numerical results, other azimuthal modes no longer
generate sound in the near field.

Finally we note that the generalization of these concepts to subsonic jets is an open
question (see Cooper and Crighton [44] and Crighton and Huerre [45] for a discussion of
superdirective sources in low-speed jets). For M = 0 and w; = 0, the branch cut K is
identical with the imaginary axis and one can use the Hilbert transform of the perturbation
to reduce the analysis to positive wavenumbers (for instance, see Huerre and Monkewitz
[31]).

This study has been supported by the french government and by ONERA.
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Appendix A : equation outside the jet

In this appendix the equation (4.5) to be solved outside the jet is obtained from
equations of motion. On factoring out the exponential dependence on 6 and ¢ the governing
equations for the spatial part ¢, = (u,,p,) of the solution are obtained from (4.1) and
(4.2). With respect to a cylindrical coordinate system (z,r,0) centred at the nozzle exit
and the corresponding velocity components (u,,v,,w,), the governing equations are

EVso OUp, 1 Op,
. a =" 4.17
Wtin + r or Poo O ( )
EVoo OV, EVso 1 Op,
— - =——n 4.18
WUy, + - or 2 Un P ar’ ( )
Voo O v 1
— tww, + o0 TWn + oo Wy, = ———1IiNPy, (4.19)
r or r2 PooT
, EVoo OPp, 1 (0Ov, wv, inw, OJOu,
- et - = 0. 4.20
WP+ r 87"+M2<8r+7"+ r +8:1: ( )

Substitution of (4.17), (4.18) and (4.19) into (4.20) it is straightforward to find that the
equation to be solved can be cast into the form

0? 1 0 n? 0?
2 2 2
M\?% /[ 82 1 0 EV oo M? 0
04D U0 — ) =22 wp._— | u,
( RPoo ( R > (8R2 R8R> B R ! '0°°8R> Hns

where the outer variables R and X are defined by R = dg(e)r and X = dx(¢)z. The order
functions dg and dx are real, continuous functions of € in a neighbourhood of the origin
and such that dx ~ dp far away from the center of the jet.

(4.21)
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Chapitre 5

Perspectives

«Que ce soit la fin du livre - mais non la fin de la recherche » disait Saint Bernard de
Clairvaux. En effet, le travail entamé dans cette thése ouvre des perspectives motivantes,
autant du point de vue théorique que numeérique. Dans les chapitres 2 et 3, il a été dé-
montré que ’espace des nombres d’ondes est une surface de Riemann, dont la structure
est fixée en particulier par les conditions aux limites du probléme physique. Lorsque les
effets de compressibilité sont suffisamment grands, cette structure remarquable permet
d’expliquer I’émergence de certains modes lorsque la pulsation décrit une courbe d’un
domaine simplement connexe du plan complexe. Dans les jets supersoniques, ces modes
émergeants, de type K, , conduisent a des ondes marginalement absolues, susceptibles
de participer & la dynamique du jet, en autorisant certaines perturbations & remonter
I’écoulement jusqu’a la sortie de la tuyére génératrice. En particulier, la description des
contributions des ondes associées aux modes de K;', non référencés dans la littérature sur
le bruit de jet, par un modéle d’ondes stochastiques a la Tam et Chen [93]| devrait per-
mettre de préciser un certain nombre d’éléments du scénario d’émergence des fréquences
fondamentales, mesurées en amont des jets non adaptés.

Le chapitre 4 a clairement montré I'importance des points de branchement dans la
génération d’ondes acoustiques des jets supersoniques. Une compréhension plus approfon-
die du voisinage de ces points devrait apporter des informations sur la contribution des
modes de KSE au champ lointain. Dans le méme esprit, on peut espérer en déduire une
représentation plus satisfaisante des transitions subsonique-supersonique pour le mode de
Kelvin-Helmholtz lorsque les paramétres de controle varient. Certains de ces problémes
ont été abordés, dans un contexte différent, par Crighton et Huerre [45], puis par Cooper
et Crighton [44]| qui ont proposé d’unifier la théorie des sources superdirectives et la théo-
rie des modes globaux. A ce niveau, il semble donc intéressant de confronter la notion de
transition exponentielle-algébrique discutée dans le chapitre 4 a la théorie développée par
Cooper et Crighton, dans le cas des ondes de vitesse de phase quasi-sonique.

Une autre perspective, plus appliquée, consisterait a étendre le calcul du champ proche
aux jets pour lesquels la condition d’existence de modes de K" est satisfaite, par exemple
au jet chaud de Seiner et al. [17]. 11 a en effet été démontré, dans le chapitre 2, que deux
cas génériques peuvent se présenter, selon que la condition est satisfaite ou non. Dans les
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comparaisons numériques du chapitre 3, seul le second cas a été considéré. Concernant le
premier cas, des calculs de taux d’amplifications locaux indiquent qu’on peut s’attendre a
ce que les modes de K jouent un role non négligeable dans le bruit de jet, ce que semblent
d’ailleurs confirmer les observations de Seiner et al. [17]. Une procédure de calcul compléte
est désormais disponible et peut s’étendre au calcul des contributions des modes de K; .
Le point délicat est le phénoméne de changement de modes, mis en évidence dans le
chapitre 2 et dont 'interprétation physique est un point d’interrogation majeur. Et puis
il faut souligner que la contribution totale ne peut a prior: pas étre obtenue simplement
en sommant les champs proches associés aux différents modes. Enfin, notons que dans un
contexte plus contractuel, des simulations numériques propres au jet chaud ont débuté en
décembre 2002.

Et puis pour terminer sur une citation, je reprendrai les termes d’Henri Poincaré pour
lequel douter de tout ou tout croire, ce sont deux solutions également commodes qui, [’'une
et 'autre, nous dispensent de réfléchir . Que la recherche vous entende!
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ANNEXE A. FONCTIONS ANALYTIQUES, SURFACES DE RIEMANN

Annexe A

Fonctions analytiques, surfaces de
Riemann

L’objet de cette annexe est de présenter la notion de prolongement analytique des
fonctions d’une variable complexe, et plus particuliérement la structure topologique des
domaines d’holomorphie des fonctions multiformes®. Ces fonctions se rencontrent généra-
lement lorsqu’une grandeur physique est définie de maniére implicite dans le plan com-
plexe. Dans le cadre de la théorie des instabilités, la relation de dispersion qui lie pulsation
et nombre d’onde complexes en constitue un exemple: la détermination de I'une des deux
grandeurs, comme une fonction complexe f de ’autre, conduit & s’interroger sur la struc-
ture du domaine d’holomorphie de f (voir par exemple Kupfer et al [136], Bers [58]). Ce
domaine peut trés bien étre une surface de Riemann constituée d’un nombre fini ou infini
de feuillets, selon la nature du systéme physique considéré. Il convient alors de traiter les
grandeurs physiques ainsi définies comme des fonctions définies sur des surfaces a points
multiples et non pas comme des fonctions définies sur C ou C (compactifié topologique de
C, obtenu par 'adjonction du point & I'infini). Si maintenant, on convient que la fonction
peut prendre ses valeurs dans C et que si f (a) = 0o alors 1/ f(a) = 0, on élimine un cer-
tain nombre de points exceptionnels, comme les poles, a condition de passer du concept
d’holomorphie a celui de méromorphie.

L’étude des fonctions méromorphes définies sur une surface de Riemann constitue une
généralisation naturelle de la théorie des fonctions holomorphes d’une variable complexe.
La démarche retenue ici est volontairement descriptive, et n’a pour objectif que de donner
un apercu des concepts théoriques abordés dans la description des instabilités dans les
fluides. Les lecteurs intéressés trouveront une approche des surfaces de Riemann dans les
ouvrages de S. Chatterji [137] et H. Cartan [138|. Dans le cadre de la théorie des insta-
bilités hydrodynamiques, le recours aux transformées de Fourier-Laplace conduit souvent
a exprimer les fluctuations des grandeurs physiques en termes de transformées inverses,
et par conséquent, en termes d’intégrales curvilignes de fonctions complexes, en général

1. On utilise aussi le terme de fonction multivalente, & 'opposé de celui de fonction univalente. On dit
qu’une fonction est univalente si elle prend des valeurs distinctes en des points distincts de son domaine
de définition.
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définies sur une surface de Riemann. L’évaluation de ces intégrales est de premiére impor-
tance puisqu’elle seule permet de connaitre le comportement spatio-temporel des ondes
d’instabilités. L’étude des fonctions méromorphes définies sur une surface de Riemann et
de leurs intégrales curvilignes forme un chapitre essentiel de la théorie, qu’on retrouve
dans le cours de L. Schwartz [139]. La théorie actuelle traite aussi des fonctions de plu-
sieurs variables complexes, dont la généralisation nous améne a la théorie des variétés
complexes.

A.1 Prolongement analytique

Dans un premier temps, nous allons nous concentrer sur la notion de prolongement
holomorphe de fonctions de la variable réelle. Une fonction réelle analytique en un point a
est développable en série entiére autour de a. La définition du rayon de convergence d’une
série entiére est la méme dans les deux cas réel et complexe. Le développement en série
entiére d’une fonction réelle analytique, pris en tant que développement en série sur C, est
donc convergent sur l'intérieur d’un disque centré en a et de rayon donné par le rayon de
convergence de la série réelle. Cette série définit sur ce disque une fonction holomorphe de
la fonction réelle. Par exemple, la fonction définie par f(x) = y/z pour z > 0 se prolonge
grace a son développement en série entiére sur le disque ouvert |z — 1| < 1.

Considérons maintenant deux fonctions holomorphes f et g, définies sur des domaines
d’intersection non vide et telles que f(z) = g(z) si z est dans 'intersection des deux
domaines. Alors g est appelé un prolongement analytique de f et f un prolongement ana-
lytique de g. Du théoréme des zéros isolés (les seuls points d’accumulation possibles des
zéros sont des points de la frontiére du domaine d’holomorphie), on déduit quun prolon-
gement analytique est unique, s’il existe. Pour obtenir éventuellement un prolongement
analytique, on peut développer f en série entiére autour d'un point zy; f est alors a
nouveau développable en tout point z; du disque ouvert de convergence de cette série.
Dans le cas ol on sort du disque de convergence initial, on peut réitérer le procédé pour
un point zs intérieur au deuxiéme disque de convergence mais extérieur au premier. Avec
ce procédé de construction appelé procédé des cercles de convergence enchainés [37], on
peut obtenir un prolongement analytique sur une suite de disques ouverts de centres z,
qui se recoupent. Il existe toutefois des fonctions pour lesquelles le prolongement au-dela
du premier cercle de convergence n’est pas possible (considérer par exemple le cas défini
par la série de terme général z™'). On a d’ailleurs le résultat important suivant : pour tout
domaine D C C, il existe une fonction holomorphe f sur D qui ne peut étre prolongée de
maniére holomorphe en dehors de D.

Etant donné une fonction f, le probléme qui consiste & trouver le plus grand domaine
sur lequel f puisse étre prolongée de maniére analytique n’est pas simple. En effet, s’il
existe des prolongements analytiques le long de deux arcs de méme point de départ et se
rencontrant en un autre point, rien ne prouve qu’on obtient le méme développement en
série entiére au point de rencontre, comme le montre ’exemple de la fonction racine carrée :
le prolongement de /z, définie par son développement en série binomiale sur le disque |z —
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1] < 1, le long du demi-cercle supérieur (z est de partie imaginaire positive) et le long du
demi-cercle inférieur ne sont pas des prolongements I'un de ’autre ; la réunion de ces deux
prolongements ne définit pas de fonction car les deux séries ne donnent pas la méme valeur
en z = —1. Une telle ambiguité n’est pas compatible avec la notion habituelle de fonction.
On retrouve cette situation dans ’analyse linéaire de 1’équation de Ginzburg-Landau,
équation modeéle souvent utilisée dans le domaine des instabilités hydrodynamiques (voir
Huerre et Rossi [32]). La détermination du nombre d’onde complexe fait intervenir une
racine carrée, si bien que pour une valeur (complexe) de la pulsation, on arrive a deux
valeurs différentes pour le nombre d’onde, qu’on note classiquement k* et k. Il est
possible de montrer que ces deux fonctions correspondent & des ondes situées de part et
d’autre d’un forcage donné et ne coincident qu’en des points particuliers, appelés points
de branchement (voir par exemple [136]).

Si on analyse le cas de la fonction racine carrée, on constate que la réunion des deux
arcs de cercles constitue une courbe de Jordan? dont Iintérieur contient le point 0 qui est
un point singulier pour la fonction f (il n’existe pas de série entiére en z de rayon non
nul dont le carré s’identifie & z). Les deux arcs ne sont pas homotopes dans C\ {0}. On
peut méme, d’'une maniére générale énoncer un théoréme, dit de monodromie, précisant
ce genre de propriété.

Soit v, et vo deux arcs de Jordan reliant des points a et b. Si f est prolongeable de
maniere analytique le long de v, et o depuis a jusqu’en b et si v, peut se déformer contini-
ment en o, a et b restant fixes, de telle facon que f soit prolongeable de maniére analytique
le long de tout arc intermédiaire, d’extrémités a et b, alors les deux prolongements donnent
le méme développement en série entiére en b.

Comme toute fonction holomorphe sur un domaine donné D est définie de maniére
unique par son développement en série entiére autour d’'un point a € D et que toute
série entiére possédant un rayon de convergence strictement positif définit une fonction
holomorphe, on dit que les séries entiéres de rayon strictement positif définissent des
germes de fonctions holomorphes ou encore des éléments de fonction [137].

A.2 Surfaces de Riemann

A.2.1 Structure topologique

Considérons & nouveau I’exemple de la fonction racine carrée de la section précédente
qui a mis en évidence une singularité dans le prolongement analytique. On peut résoudre
ce probléme si, selon le procédé de Riemann, on prend comme domaine de définition non
plus un domaine de C ou C mais une "surface" qui recouvre la sphére de Riemann. Dans
I’exemple de la racine carrée oul on revient a la méme fonction aprés deux tours autour de
0, on place deux plans appelés feuillets sur le plan complexe. Il faut alors imaginer qu’on

2. Une courbe de Jordan est I'image du cercle unitaire dans R? par une application continue injective
dans R", n > 2. Les contours d’intégration L et F' rencontrés lors de la détermination de la fonction de
Green dans le chapitre 2 sont des courbes de Jordan dans C.
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a effectué une coupure de ces deux plans suivant I’axe des réels négatifs et que les bords
ainsi définis ont été identifiés, si bien que lorsqu’on traverse 1’axe réel négatif on passe
du plan supérieur au plan inférieur et vice-versa (voir figure A.1). On aurait bien sir pu

Fi1Gc. A.1 — Surface de Riemann de la fonction /z.

effectuer la coupure le long de toute demi-droite allant de 0 & co. L’identification n’est
possible dans R?* que par I'introduction de points multiples : tout point de (f:, en dehors de
0 et 0o, est recouvert par deux points de la nouvelle "surface". Les points 0 et oo, appelés
points de branchement, sont recouverts par un seul point. La surface ainsi construite est
une surface de Riemann. Topologiquement, elle correspond a la surface engendrée par
deux sphéres dans lesquelles on aurait effectué une coupure le long d’un arc de cercle et
dont on aurait identifié les bords deux a deux, c’est-a-dire a une sphére ou un plan achevé
(points de branchement 0 et oo compris). On peut maintenant définir z — /z sur cette
"surface": v/0 = 0, /oo = o0, et pour deux points situés I'un au-dessus de I'autre les
valeurs sont prises opposées en respectant la continuité sur chaque feuillet. La fonction
ainsi définie est partout continue et, en dehors des points de branchement, holomorphe.
Considérons un autre exemple, donné par la fonction z — /(z — a)(z — b)(z — ¢), olt
a, b, ¢ sont deux a deux distincts. En dehors des points a, b, ¢ ot la fonction vaudra 0 et
du point & l'infini ou elle vaudra oo, il existe deux valeurs pour f. On introduit donc a
nouveau une surface & deux feuillets, qui posséde quatre points de branchements. Si on

F1G. A.2 - Surface de Riemann de la fonction \/(z — a)(z — b)(z — ¢).
coupe les deux feuillets le long des segments [a,b] et [¢,00] supposés sans points communs,

et qu’on identifie les bords ainsi créés, on obtient une surface de Riemann (figure A.2)
qui recouvre C sur laquelle f est holomorphe en dehors des points de branchement. Dans
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ce cas, la surface de Riemann est homéomorphe & un tore. Si on s’intéresse a des racines
d’ordre supérieur, il convient d’introduire une surface de Riemann possédant un nombre
de feuillets en rapport avec cet ordre dont les bords sont identifiés de maniére convenable.
Il est important de noter qu’en général rien ne prouve qu’il existe un nombre fini de
feuillets. Pour revenir & une situation connue, on peut considérer la fonction définie par
I'intégrale de 1/z le long d’un chemin qui va de 1 & z sans passer par zéro. Dans ce cas,
la surface de Riemann qu’il convient d’introduire a une infinité dénombrable de feuillets
et les points 0 et co sont des points de branchement logarithmiques.

En dehors des points de branchements, les surfaces de Riemann construites jusqu’ici
ont localement une structure identique a celle de la partie du plan complexe qu’elles
recouvrent. Localement ces surfaces, diminuées de leurs points de branchement, sont donc
partout bidimensionnelles, mais leur structure topologique globale est trés différente de
celle d’un espace de dimension deux. Il existe par exemple sur la surface définie dans le
deuxiéme exemple des courbes simples fermées qui ne séparent pas la surface en deux
parties (figure A.2).

A.2.2 Définition

On peut, plus généralement, définir une fonction méromorphe sur un domaine porté
par des feuillets plutot que par C. Ce procédé permet de supprimer certaines ambiguités
lors des prolongements analytiques, comme c’est le cas pour la racine carrée. Ainsi, les
"surfaces" qu’il est possible d’introduire sont des variétés de dimension deux. Pour tout
point A d’une telle "surface", il existe un homéomorphisme qui transforme un certain
voisinage U(A) de A en un domaine D C C, ¢4: U(A) — C. Mais il faut adapter la
notion de compatibilité de deux cartes (U(A);pa) et (U(B);pg), définies dans le cas
des variétés différentiables réelles [139]. On arrive ainsi a la définition d’une surface de
Riemann.

On appelle surface de Riemann une variété connexe de dimension deuz pour laquelle on
a la propriété suivante : st U(A) et U(B) sont des voisinages de A et B du type précédent
et d’intersection non vide, alors la fonction ppo ¢y définie sur p4(U(A)NU(B)), image
de l'intersection, est holomorphe.

Le passage d’un systéme de coordonnées locales & 'autre se fait par I'intermédiaire
d’une fonction holomorphe. Une fonction f définie sur une surface de Riemann R, f:
R — C est holomorphe (respectivement méromorphe) au voisinage de A si f o ¢, l'est
au voisinage de p(A).

A.2.3 Paramétrage local canonique

Les surfaces de Riemann introduites dans la définition ci-dessus sont des surfaces de
Riemann abstraites, par opposition a celles introduites dans la section A.2.1, définies
comme des recouvrements de domaines de C et appelées surfaces de Riemann concrétes.
On peut montrer que toute surface de Riemann est ’ensemble de définition d’une fonction
¢ qui lui donne un caractére concret. Pour les surfaces concrétes, tout point A € R peut
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étre mis en liaison avec un point s(A) de C appelé trace, par lapplication trace s: R — C.
Les applications s o cpzl : C — C sont dites fonctions de représentation locales. Elles sont
méromorphes (ou holomorphes a valeurs dans C). Sur un domaine contenant a € C on
peut donc les développer, moyennant un changement d’origine convenable, sous la forme

o0 o0
b+ Z ay,t”, ou Z apt?,
p=k

p=—Fk

avec k > 0, ap # 0si b € C pour la série de gauche et k > 0, a; # 0 si a = oo pour la série
de droite. La valeur de k est indépendante des paramétrages locaux adoptés (invariance
sous un homéomorphisme holomorphe pour une surface de Riemann concréte donnée).
Elle a donc une signification intrinséque pour tout point d’une telle surface. Pour une
surface de Riemann abstraite, £ ne peut apparaitre qu’aprés le choix de g et dépend de g.

Par homéomorphisme holomorphe, les séries précédentes se rameénent soit & w = t¥, soit
a w = 1/t*, avec k entier non nul. On obtient ainsi des fonctions de représentation locale,
canoniques: t prend le nom de paramétre d’uniformisation locale. Comme la fonction
t — w prend exactement k fois toute valeur de C*, il existera un domaine entourant a
dont les points, sauf a, sont atteints k fois. On dit que a est point de ramification d’indice
k (ou aussi point de branchement d’ordre k£ — 1). Pour qu’il y ait isomorphisme local, il
faut et il suffit que £ = 1.

A.2.4 Fonctions analytiques

Seule la notion de fonction analytique sur une surface de Riemann permet vraiment de
définir les fonctions qu’on rencontre en théorie des instabilités et méme plus généralement
en théorie des fonctions. Cette notion est une extension de celle d’holomorphie. Nous
avons la définition suivante.

Une fonction f: R — C définie sur une surface de Riemann concréte R est dite
analytique si elle admet en tout point un développement en série de Laurent, suivant le
parameétre d’uniformisation locale, ne comprenant qu’un nombre fini de termes ayant des
puissances négatives.

Les points de branchement d’ordre fini non nul sont des singularités des fonctions
définies dans @, a valeurs dans C (par exemple, l'origine dans le cas de la racine carrée).
La plupart du temps, ils perdent cette propriété lorsque les fonctions sont définies sur
des surfaces de Riemann. Ainsi, tous les points autour desquels une fonction peut étre
développée en une série de Laurent vérifiant la propriété précédente, comme par exemple
les points d’holomorphie, les poles ou points de branchement, sont intégrés dans le domaine
de définition de la surface de Riemann, associée a la fonction f. Parmi les points frontiéres
de la surface de Riemann, on peut avoir des singularités non isolées (le cercle de rayon
unité pour la fonction définie par la somme des termes 2™, pour n variant de zéro  I'infini),
des singularités simples isolées ou isolées sur m feuillets (le point co pour exp(z/™)) et
des singularités logarithmiques isolées.

Les séries de Laurent ne contenant qu’un nombre fini de termes affectés d’une puissance
négative sont des éléments de fonction analytique. Ce concept comprend celui d’élément
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de fonction holomorphe, déja abordé dans la section A.1. Si on dispose d’un élément de
fonction analytique d’une fonction méromorphe f : C— (f:, on peut par prolongement
analytique obtenir de nouveaux éléments de fonction analytique. L’ensemble de tous les
éléments de fonction analytique dont on dispose finalement s’appelle la représentation
analytique de la fonction considérée ainsi prolongée. On montre que la représentation
analytique forme une surface de Riemann au sens de la définition donnée, surface de
Riemann concréte sur laquelle les éléments de fonction définissent une fonction. On peut
inversement trouver pour toute surface de Riemann concréte R une fonction qui soit
méromorphe sur tout R, qui ait, en des points différents mais de méme trace, des éléments
de fonction différents et ne soit pas prolongeable analytiquement en dehors de R.

A.3 Fonctions algébriques

L’utilisation des transformées intégrales permet de simplifier la nature de certains pro-
blémes physiques. Dans ce cas, la détermination de la solution du systéme initial revient
souvent a évaluer la transformée inverse d’une fonction multiforme, définie de maniére
implicite, comme c’est le cas pour la relation de dispersion. Mais la connaissance des
extrémités du chemin d’intégration ne suffit pas pour calculer I'intégrale, en particulier
lorsque l'intégrant F'(z,4(z)) est une fraction rationnelle irréductible et y = ¢(x) une
fonction algébrique définie par un polyndome irréductible. C’est, par définition ce qu’on
appelle une intégrale abélienne et les propriétés des surfaces de Riemann sont ici de pre-
miére importance. Il n’est pas question d’aborder la théorie des intégrales abéliennes dans
cette annexe, mais plutot de préciser la notion de fonction algébrique. Une introduction
aux fonctions algébriques, incluant certaines applications au calcul d’intégrales est donnée
dans les ouvrages de Fuchs et Levin [37] et d’Appell et Goursat [140].

A.3.1 Définition, branches réguliéres

Donnons nous un polynéme irréductible ¢(\,z) = @o(2) A" + ... + ¢n(2) ol les ¢;(2)
sont des polynomes en z dont le degré n’excéde pas une certaine valeur, disons m, et tel
qu’il existe au moins un entier j < n pour lequel ¢; soit de degré m. On désigne par £ le
domaine obtenu & partir du plan complexe, en enlevant les points critiques du polynoéme
®(A,z). Les points critiques sont (i) les racines multiples de ¢(\,z), vu comme un polynéme
de la variable A, & z fixé et (ii) les racines de ¢o(z). D’aprés un résultat classique d’algebre
[37], les points critiques coincident avec les racines de la résultante des deux polynomes
¢ et 0p/OX. On en déduit que pour tout point z € &, I'équation ¢(\,z) = 0 admet n
racines finies distinctes Ay, ... ,\,. La fonction A = A(2) est alors une fonction multiforme
dans €. On dit encore que \(z) est une fonction algébrique, déterminée par I’équation
#(A,z) = 0. Les points critiques de ¢(\,z) sont appelés points singuliers de la fonction
algébrique. De telles fonctions se rencontrent en acoustique, en particulier lorsque on
cherche & établir le comportement du champ acoustique dans un guide bidimensionnel.
Pour une fréquence réelle donnée, le nombre d’onde transversal A se déduit du nombre
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d’onde longitudinal z en utilisant un argument géométrique, qui conduit & une équation
de la forme @(\,z) = 22 — 22— \? = 0. L’équation ¢(\,z) = 0 est une relation de dispersion
et zo correspond a ce qu’on appelle le nombre d’onde total. A ce niveau, on peut méme
noter que les points singuliers finis sont associés aux fréquences de coupure, bien connues
des acousticiens et obtenues en annulant A, c’est-a-dire pour les points z = 42;.

Ainsi, la relation ¢(\,z) = 0 permet de définir implicitement A en fonction de z
(respectivement z en fonction de A), comme une fonction multiforme en général dont il
s’agit de préciser les branches. Pour clarifier les choses, énongons un théoréme qui reprend
des situations connues dans le cas réel.

On désigne par ¢(A,z) un polynéme irréductible des deuzx variables complezes X\ et z.
Si pour un couple de nombres complezes finis (\o,20), on a les relations

qﬁ(/\(),Z()) = 0, et %(/\0,20) §£ 0,
alors il eziste une unique branche holomorphe (on dit aussi réguliere) A = X\(z) dans un
voisinage Dy de zg, telle que M(zg) = Ao et ¢(A(2),2) = 0 pour z € Dy. Ce résultat s’étend
4 zg = 0o en posant Z = 1/z et en considérant I’équation (A\,Z) = 0, obtenue a partir
de p(\1/Z) = (N, Z2)/Z™, au voisinage de Z = 0.

De la définition de &, on sait que la condition d¢/O\ # 0 (ou OY/IN # 0 si z = 0)
est satisfaite en tout point de £. D’un autre c6té, on sait que I’équation ¢(\,z) = 0 admet
n racines distinctes finies dans £. On déduit du théoréme précédent que, par le procédé
de prolongement analytique d’une branche holomorphe le long d’un contour passant par
2y € € et contenu dans &, il peut étre obtenu toutes les autres branches holomorphes \;(z),
satisfaisant & ¢();(z),2) = 0 dans le voisinage de zy. En d’autres termes, toute branche
holomorphe d’une fonction algébrique A = A(z) est le prolongement analytique d’une
autre branche holomorphe. Les branches holomorphes déterminent dans £ une fonction
analytique (multiforme) A\(z). En particulier, le prolongement d’une branche holomorphe
depuis le point zg le long d’un lacet contenu dans un domaine simplement connexe de £
retourne toujours a la méme branche en zy. On peut donc s’attendre a ce que le caractére
de la permutation des branches soit déterminé par la distribution des points singuliers sur
la sphére de Riemann.

A.3.2 Points singuliers

Les points singuliers sont les points qui n’appartiennent pas a £. Si on reprend le cas de
la racine carrée, considérée cette fois comme une fonction algébrique, ¢(\,z) = \> —z = 0,
on voit que z = 0 est une racine multiple de ¢. Le changement de variable Z = 1/z nous
améne a considérer le polynéme 1(),Z) = A>Z — 1 au voisinage du point Z = 0. On voit
alors que Z = 0 (z = oo) annule le plus haut coefficient en A dans ¥(\,z): c’est aussi un
point singulier de I’équation algébrique, mais de nature différente. D’'une maniére générale,
on regroupe les points singuliers en deux ensembles finis, selon qu’ils correspondent & des
racines multiples de ¢(\,z) (respectivement 1(\,Z)) ou & des zéros de ¢g(z) (ou du plus
haut coefficient de ¥)(\,Z) en Z). On voit immédiatement que pour les points multiples, le
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théoréme de la section précédente ne s’applique plus. Nous avons la proposition suivante,
valable dans C.

Si ’équation ¢(\,29) admet une racine d’ordre p, qu’on peut noter A = Ay, et si € est
un nombre positif suffisamment petit, alors il est toujours possible de trouver un voisinage
épointé Dy de zy tel que pour tout z € Dy, il existe p racines simples distinctes A = 5\]-(2),
ot j=1,...,p, de Iéquation ¢p(\,2) = 0, satisfaisant & la condition |\;(z) — \o| < €.

Il est important de marquer la différence entre les fonctions A;(z), branches holo-
morphes de la fonction algébrique A(z), et les fonctions A;(z) qui sont des branches ar-
bitraires de A(z) (voir Fuchs et Levin [37]). Remarquons que si p = 1, l'assertion du
théoréme au sujet de I’existence d’une racine proche de \g est aussi une conséquence du
théoréme de la section A.3.1. On déduit du théoréme précédent que les fonctions \;(z)
forment un systéme cyclique de branches holomorphes autour des points multiples: si le
nombre de fonctions obtenues par prolongement analytique le long d’un contour entou-
rant un point multiple donné est plus petit que p, on dit qu’il existe plusieurs fonctions
analytiques A;(z), chacune étant associée a un systéme cyclique. Si le nombre de branches
holomorphes déterminant une telle fonction analytique est égal & un entier ¢ et ¢ > 1, le
point multiple est appelé point de branchement de multiplicité g. Considérant & nouveau
le cas de la racine carrée du début de cette section, on voit que l’origine est un point
de branchement de multiplicité deux. Pour étre complet, il faudrait préciser les situations
pour lesquelles z ou A devient infini. Si z = oo, en posant Z = 1/z, on se rameéne au cas
Z = 0. Si z annule ¢y(z), on peut montrer que I'une au moins des branches de la fonction
multiforme A(z) tend vers 'infini. En posant A = 1/, on se raméne & A = 0. En définitive
on aura soit des poles, soit des points de ramification algébrique, a distance finie ou non
(voir Fuchs et Levin [37]). La fonction multiforme A(z), de degré n en dehors des points
qui annulent @¢(z), applique C sur C. Sa surface de Riemann est a n feuillets.

A.3.3 Deux exemples d’intégrales

Pour commencer, on peut revenir sur la définition du logarithme naturel. Soit vy un
chemin de 1 & z, situé dans le plan complexe épointé, coupé le long de ’axe réel positif,
les points de cette demi-droite étant comptés dans le demi-plan supérieur. L’intégrale de
1/z le long de g est alors noté In z: c’est la détermination principale du logarithme. Si
maintenant, on choisit un chemin quelconque 7 allant de 1 & z dans C\ {0}, I'intégrale est
égale a In z + 2min, ou n est le nombre de tours effectués autour de 'origine. L’intégrale
ne permet pas de définir une fonction sur C\ {0}. La configuration analytique est une
infinité dénombrable de plans épointés superposés. La trace de la fonction réciproque est
la fonction exponentielle.

Nous allons maintenant considérer la fonction f(z) = \/(z —a)(z — b)(z — ¢), ou q,
b, c sont distincts deux a deux. La surface de Riemann R correspondant a cette fonction
posséde deux feuillets (voir A.2). R est homéomorphe a un tore: or un tore d’axe d muni
d’une frontiére constituée de deux de ses cercles I'un coaxial & d, I'autre coplanaire a d,
devient homéomorphe & un parallélogramme de périodes, donc simplement connexe. Ici
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R muni de w; et wy devient R’ simplement connexe. On pose
I, = — dz et I, = — dz
w1 w2

Soit 7y un chemin de R’ de oo vers un point P; alors 'intégrale I(P) définie par

1
ek

est indépendante du chemin suivi. Par contre, si v est un chemin quelconque de R reliant
oo et P, on a l'égalité

I(P) =

/—dz— (P) 4+ nl; + ml,,

ou n et m sont deux entiers. La configuration analytique de cette intégrale est une surface
de Riemann comportant une infinité de feuillets superposés sur R. La trace de la fonc-
tion réciproque est doublement périodique. Une étude plus approfondie de cette intégrale

FiG. A.3 — Surface de Riemann de la fonction f, chemins d’intégration ~yy et 7.

conduit & introduire les transformations dites birationnelles (f et sa réciproque sont des
fonctions rationnelles) de fagon & mettre en évidence des propriétés intrinséques. Pour des
indications supplémentaires, le lecteur peut se reporter au livre d’Appell et Goursat [140].
L’exemple précédent montre qu’il est essentiel de tenir compte aussi bien des points de
branchement finis a, b, ¢ que de oo. Dans le chapitre 2, I’équation (2.33) est une équation
algébrique, analogue a I'exemple de la section A.3.1, qu’on obtient en acoustique. Mais
dans (2.33), le nombre d’onde £ et la pulsation w sont en général des nombres complexes.
Ainsi, les points de branchement a distance finie £k, généralisent la notion de fréquence
de coupure au plan complexe: le comportement radial des ondes d’instabilités dépend
fortement du signe de k* — k2, ou, en d’autres termes, de la vitesse de phase w/k., selon
qu’elle est supersonique (k, < ko) on non. Dans ce cadre théorique, le point a 'infini a
une signification physique particuliére, en relation avec les conditions de rayonnement.
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Annexe B

Les Fonctions de Bessel

B.1 Introduction

Nous donnons d’abord les énoncés des deux propositions principales au sujet des solu-
tions en séries entiéres qui nous seront utiles; on trouve leur démonstration dans les cours
d’analyse relatifs aux équations différentielles.

B.1.1 Proposition : existence des solutions en séries entiéres

Soit l’équation différentielle linéaire homogéne du second ordre
z" +a(t)z' 4+ b(t)z = 0, (B.1)

ot a et b sont des fonctions holomorphes dans le disque B(ty; R) = {z € C| |z — ty| < R}
(avec ty € C; on prend B(ty; R) = C si R = o0), alors, pour toute condition initiale
z(to) = mo, 2'(tg) = x1 (xo, T1 complezes), 'unique solution de (B.1) vérifiant cette
condition initiale est holomorphe dans B(ty; R) et donc de la forme

o0

2(t) =Y calt—to)", t€ Blto; R), (B.2)

n=0

avec ¢y = xy et c; = x1. Noter que cette proposition garantit la convergence de la série
pour la solution x et que la théorie des séries entiéres permet la dérivation de ces séries
terme & terme autant de fois qu’on veut.

B.1.2 Equations a singularité isolée

On dit que ?y est un point de régularité de 'équation (B.1) si, pour tout R > 0,
les coefficients a et b sont des fonctions holomorphes de la variable ¢ € B(to; R). Si tg
n’est pas un point de régularité (ou point régulier) de (B.1), nous dirons que c’est un
point singulier de (B.1); ceci veut dire qu’au moins une des deux fonctions a, b n’est
pas représentable sous la forme d’une série entiére dans un intervalle ouvert contenant ;.
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On dit que le point singulier ¢y est un point de singularité faible s’il existe un R €]0,00]
tel que

a(t) = t_lto nz:%an(t —to)", b(t) = ﬁ nz::obn(t — to)", (B.3)

pour 0 < |t — ty| < R. Pour que %, soit un point singulier lorsque a, b sont donnés par
(B.3), il est nécessaire et suffisant qu’au moins un des nombres ayg, by, by soit non nul; ceci
équivaut a dire que ¢y est un pole simple pour a et que ¢y est un pole d’ordre au plus deux
pour b lorsque a et b sont définies dans le disque ouvert B(tp; R), en excluant le cas ol a
et b sont toutes les deux holomorphes dans B(to; R). Un exemple important d’équation a
singularité faible est I’équation de Bessel de paramétre v

" 1[ 1/2
x+¥x+ 1_t_2 x = 0; (B.4)

le point £, = 0 est un point de singularité faible, les autres points étant réguliers. Un
point de singularité de A.1.1 qui n’est pas un point de singularité faible est dit point de
singularité forte. En général, on utilise cette terminologie seulement dans le cas ou les
fonctions a et b sont holomorphes dans B'(tq; R) = B(to; R) \ {to} pour un R > 0. ,

B.1.3 Proposition: solution d’une équation & singularité faible

Soit I’équation (B.1) ayant ty pour point de singularité faible et ot a, b sont donnés
par (B.3) dans B(ty; R) pour un R €]0,00]. Posons

D(A) = A(A — 1) + agA + by,

ol ag, by sont des coefficients qui apparaissent dans (B.3); soient A1, Ay les deux racines
complexes (non nécessairement distinctes) de [’équation déterminante D()\) = 0; nous
supposons que Re(A — A2) > 0.

(1) Si A1 # Ay et Ay — Ao € N, alors (B.1) posséde un systéme fondamental de solutions
{u1,us} du type suivant : pour t € B'(to; R)

up(t) = (t— )M f1(t), ua(t) = (t — o)™ fa(t), (B.5)

ot f1, fo sont holomorphes dans B(to; R) avec fi(to) = fo(to) = 1.

(i1) Si A\ = Ao+s, s € N, alors (B.1) posséde un systéme fondamental de solutions {uy,us}
du type suivant: pour t € B'(to; R), ui(t) est comme dans (B.5); il existe r €]0,R] tel
que, pour t € B'(ty; R)

us(t) = ur(t){clog(t — to) + (t — to) °fo(t)}, (B.6)

ol fo est holomorphe dans B(to;r) et ¢ une constante compleze; sis =0, c# 0; si s> 0,
¢ peut étre nulle on non.
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B.2 Equation de Bessel

Il s’agit de I’équation (B.4) que nous écrivons sous la forme
Lz = t*2" +tz' + (* — v*)z = 0, (B.7)

ou v et t sont dans C. Par exemple, la recherche de solutions & variables séparées de
I’équation de Laplace ou de Helmholtz bidimensionnelle conduit & une équation de Bes-
sel.

La proposition A.1.3 garantit ’existence d’une solution de I’équation de Bessel de la forme
z(t) =AY o, cat™ ol la série associée est convergente pout tout ¢ € C (car pour 'équa-
tion de Bessel, la quantité R qui apparait dans la proposition précédente peut étre prise
égale a 00). En introduisant cette forme de z(¢) dans 1’équation de Bessel de paramétre v,
on obtient A\ = £ ; notons au passage que \? —v? = 0 est 1’équation déterminante prévue
par la proposition. On remplace A par v et les valeurs des ¢, correspondantes, obtenues
en égalant & zéro le coefficient de t*\™™ dans Lz = 0, dans I’expression de z(t). On obtient

1 kt2k
wn(t) = (1 * Z 22kkv(y(+ 1; (v + k)) ' (B8)

De méme, avec A = —v, v € N, on obtient :

1 kt2k
ua(t) = ¢ (1 * Z < 2%kk] (— ,,(+ 1% (—v+ k)) ' (B-9)

Les séries entiéres (B.8) et (B.9) sont convergentes pour tout ¢ € C, comme on peut
le vérifier directement. De plus, on montre que si v ¢ N, les solutions u; et uy sont
linéairement indépendantes.

B.2.1 Fonctions de Bessel, de Weber et de Hankel

Nous introduisons maintenant J,, la fonction de Bessel d’indice v € C (de pre-
miére espéce):

—1)k(t/2)2k+

'F (v+k+1)

(B.10)

Mg

k=0
définie pour v € C et t € C*. Rappelons que la fonction gamma, o — I'(a), est une
fonction méromorphe ayant des poles simples aux points a = 0, — 1, — 2,...; de plus
INa) eRsiae R\{0,—1,—2,...} avec lim,,_, |T'(a)] =00, n=0,—1,—2,....
On voit que J, = A, u; ou A, est une constante définie par A, = 1/(2"T'(v + 1)) ; c’est
une solution complexe de 1’équation de Bessel de paramétre complexe v. Compte tenu
de ce que |I'(a)] — oo lorsque « — —n, n = 0, — 1,..., on interpréte (B.10) comme
étant J_,,(t) = (—1)"J,(t), n € N. On en déduit que J, et J_, ne sont pas linéairement
indépendants si n € N. Par conséquent, on cherche une seconde solution de I’équation de
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Bessel de paramétre n € N linéairement indépendante de .J,,. Habituellement, on utilise
les fonctions de Bessel d’indice v de seconde espéce, qu'on note Y,

_cos(vm)J,(t) — J_u(2)

Y,(t) = S () , V&N (B.11)
Y, (t) = lim Y,(t), neN (B.12)

Puisque chaque Y, v ¢ N défini par (B.11) est une solution de I’équation de Bessel de
paramétre v (étant une combinaison linéaire des solutions J,, J_,), on peut conclure que
Y, =lim,_,, Y, est une solution de I’équation de Bessel de paramétre n € N. Remarquons
que pour v ¢ N, Y, est une combinaison linéaire (apparemment arbitraire) de J, et J_,
et, théoriquement, une combinaison linéaire quelconque aurait pu servir; mais I’existence
de Y, comme limite de Y, lorsque v — n est un avantage décisif.
Les définitions données pour J,(t), Y,(t) dans (B.10) et (B.11) donnent des fonctions
holomorphes des deux variables (v,t) avec v € C, t € C\ L, L étant une coupure du
plan complexe telle que les expressions logt, tV = exp(vlogt) soient holomorphes; dans
la terminologie classique, on dit que J, et Y, sont des fonctions holomorphes multiformes.
On définit les fonctions de Hankel (ou les fonctions de Bessel de troisiéme espéce) par
HO (@) = J,(t) + Y, (t), H2(t) = J,(t) —iY,(t); (B.13)
évidemment, { A, W H ,52)} forme aussi un systéme fondamental de solutions (complexes) de
I’équation de Bessel d’ordre v. Certains auteurs classiques regroupent les fonctions J,, Y,,
HY et H? sous le nom de "fonctions cylindriques" car elles apparaissent dans la solution
de I’équation de Laplace en coordonnées cylindriques. L’ouvrage le plus détaillé est celui
de G. N. Watson [53]. Des résultats précis sont donnés dans son livre ou il souligne a
plusieurs reprises les ressemblances entre le couple {J,,Y,} et celui formé de cosinus et
sinus. On peut par exemple montrer que (cf. Watson, pp 53,55) pour n € Z

1 1
ny1/2(t) = 172 (Pn (;) sint + @, <¥> cost) ,

ou P, et (), sont des polynomes. En effet, selon une analyse de Liouville, les seules valeurs
du paramétre v pour lesquelles .J, peut étre exprimé comme une combinaison finie des
fonctions "élémentaires" sont exactement de la forme v = n + 1/2, n € Z (Watson, p
120). Les fonctions J,11/2, Ynt1/2 s’appellent souvent les fonctions de Bessel sphériques.

B.2.2 Propriétés des fonctions de Bessel

On appelle fonction cylindrique toute fonction €, (¢) de deux variables complexes v, ¢
qui satisfait aux deux formules de récurrence suivantes

Comat) + Coa(t) = € (1), (B.14)
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ANNEXE B. LES FONCTIONS DE BESSEL

Coor(t) = Copa(t) = 2€,(1). (B.15)

On vérifie que les fonctions considérées jusqu’a présent (J,, Y,, H,Sl) et H,(,Q)) sont des
fonctions cylindriques (Watson, p 45, p 66). Par ailleurs, on montre qu’il est possible
d’exprimer une fonction cylindrique quelconque en termes de fonctions de Bessel. On a
C,(t) = wi (W) HD (1) + wo(v) HP,
ou les fonctions w; sont de période 1. On a aussi une formule équivalente dans laquelle J,
et Y, remplacent les fonctions de Hankel compte tenu de la définition (B.13). Bien qu’il
existe des livres entiers consacrés aux propriétés des fonctions cylindriques, nous allons
en citer quelques unes, qu’on trouve soit dans le livre de Watson [53] et/ou dans des
tables de formules, comme par exemple [35]. Watson fait un historique circonstancié des
origines des fonctions de Bessel; on y découvre que les cas particuliers de ces fonctions
figurent déja dans les écrits du XV III® siécle (surtout chez D. Bernoulli et L. Euler).
L’appellation "fonction de Bessel" semble étre due a Jacobi (1836) ; par la suite, elle est
réguliérement utilisée dans les publications importantes sur le sujet telles, par exemple,
celles de C. Neumann et de Lommel dans les années 1867-68.

Intégrales de Lommel contenant deux fonctions cylindriques

Par une transformation de la variable indépendante z — yexp(A/2), ou A est une
primitive de @, au moins de classe C', on passe a la forme normale de I’équation différen-
tielle (B.1). Ce qui entraine que x est solution de (B.1) si et seulement si y est solution
de 3" +qy =0, ot ¢ =b—a®/4 —a'/2. De plus, si y; et y, sont solutions de

Y+ @y =0, Yy + gy =0,
alors on vérifie par une simple dérivation que

/(‘h — @2) Y12 dt = Y1y5 — Yo,

de sorte qu’aprés quelques calculs on peut dire que si €,(¢) et C,(¢) sont deux fonctions
cylindriques quelconques, respectivement d’ordre p et v, on a la relation

/ ((k2 — )t i - ”2) C(kt)C, (1) dt = t (kCpur (k)G (It) — 1€, (kt)C,1 (1))
= (1 = 1)L (ROE(1).
(B.16)

Il y a au moins deux cas pour lesquels ’expression au second membre est plus simple,
c’est lorsqu’on a I'égalité (i) = v ou (ii) £ = [. Si on prend p = v, il vient
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B.2. Equation de Bessel

Cette formule se vérifie facilement par dérivation. Pour obtenir la relation correspondante
au cas k = [, on passe a la limite | — k. On voit que le denominateur et le numérateur
du membre de droite de (B.17) sont dérivables partout et on suppose de plus qu’ils ne
s’annulent pas dans un voisinage de k& pour pouvoir appliquer la régle de ’hospital. Les
dérivées des fonctions cylindriques sont transformées en sommes de fonctions cylindriques
a l'aide de la relation de récurrence (B.15). On trouve

_ +2 _ _ _
/ tC,(kt)C,(kt) dt = T (2C, (kt)Cu(kt) — €y (kt)Cpui1 (kt) — Cpyr (kt)Couy (k)
(B.18)
ce qui permet d’en déduire la formule
t2
/ tC2 (kt) dt = 3 (€2 (kt) — Cumy (kt)Cpyr (kt)) . (B.19)

Pour avoir une autre classe d’intégrales simples, on peut prendre k = [ dans (B.16). On
trouve la relation
dt _ Kt (Cut1(kt)Cy(kt) — Co(kt)Cyris(kt)) N C.(kt)C, (kt)

i e (B.20)

/ € (k1) (1)

Comportement asymptotique des fonctions de Bessel

Suivant ’analyse de Hankel (Watson, pp 196, 198), pour |¢| — oo, on part des représen-
tations intégrales des fonctions de Hankel (Watson, p. 168) dans lesquelles on développe
les intégrands en puissances de 1/t. On obtient

0= (2)" (5 (et o) 1= - 3).

QM

(B.21)
1/2 p-! 14 m 1208 i
HP(1) = (%) (T;) (21t)£1(m';‘—(1/ = 731/-231/2) + OW)) e (=i (0= - 7))
(B.22)

Les développements asymptotiques des fonctions J, et Y, se déduisent facilement des
expressions précédentes. Il suffit d’utiliser de la définition des fonctions de Hankel qui
entraine qu’on a a la fois 2.J, = H,Sl) + ngz) et 1N, = H,Sl) — H,S2).
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ANNEXE C. LINEARISATION DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Annexe C

Linéarisation des équations de
Navier-Stokes

La linéarisation des équations de Navier-Stokes au voisinage d’un écoulement de base
est une procédure classique en dynamique des fluides. Si les calculs ne présentent pas de
difficulté particuliére, I'interprétation physique de la dynamique tangente est plus difficile
a établir, en particulier lorsque 1’écoulement est turbulent.

Considérant le cas des jets supersoniques, Tam [87] propose de modéliser 1’action des
petites échelles de la turbulence sur les structures cohérentes en considérant la version
compressible des équations d’Orr-Sommerfeld. D’un point de vue formel, il s’agit de li-
néariser les équations de Navier-Stokes, dans lesquelles la viscosité est essentiellement de
nature turbulente (voir Abramovich [141]), au voisinage d’un écoulement obtenu par ap-
plication d’un opérateur de moyenne. L’hypothése sous-jacente revient donc a supposer
qu’il n’y a pas d’interaction forte entre les structures cohérentes (encore appelées "grosses"
structures?!) et les "petites" structures de la turbulence, ce qui équivaut a postuler une
sorte de séparation d’échelles. Bien que discutable, cette hypothése, mise & profit par
Tam et Chen [93], [143] dans le cadre d’'un modéle stochastique, permet un traitement
simplifié des petites structures. Un autre avantage, d’ordre numérique, est qu’en présence
de viscosité, il n’est plus nécessaire de déformer le contour d’intégration pour calculer les
caractéristiques locales des structures cohérentes (voir Tam et Chen [93]).

C.1 Meéthode des petites perturbations

On part des équations de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques dans lesquelles
on décompose chaque grandeur physique en une partie moyenne, indicée par zéro, et une

1. Bien que souvent utilisée, I’association des deux termes est ambigiie. D’aprés Hussain [142], la
cohérence physique se définit comme une "persistance" des caractéristiques des structures tourbillonnaires
sur des durées longues devant 1’échelle de temps propre de la structure. Mais cette définition ne dit
rien quant & ’organisation spatio-temporelle quasi périodique qu’on observe dans les jets et couches de
mélanges. Il semblerait qu’une telle notion en appelle plus au degré de déterminisme de 1’évolution de la
structure qu’a la définition proprement dite de celle-ci.
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C.1. Méthode des petites perturbations

perturbation. La linéarisation des équations au voisinage de I’écoulement moyen se fait
ensuite en supprimant les termes quadratiques en la perturbation. Le systéme obtenu en
tenant compte de ce que ’écoulement moyen vérifie les équations de Navier-Stokes est
alors linéaire vis-a-vis de la perturbation et peut s’écrire sous la forme

¢ 0¢

+ Li— + Lyp =0, (C.1)

Ma2 or

ol ¢ est une matrice colonne. Les éléments des trois premiéres lignes correspondent
aux fluctuations des composantes de vitesse dans le systéme de coordonnées cylindriques
(x,r,0). Les trois autres éléments sont donnés par les fluctuations de pression, de masse
volumique et de température. Les matrices Ly, L1 et Ly dépendent de I’écoulement moyen,
supposé permanent, axisymétrique, paralléle a la direction x et des opérateurs différentiels
0/0x, 0/0t et 0/00. Les hypothéses sur I’écoulement de base nous autorisent a prendre
la transformée de Fourier de (C.1) dans les directions ou I'opérateur est homogéne, ce qui
revient a faire les changements 0/0x +— ik, 0/0t — —iw et /00 — in. On se retrouve
alors avec un systéme d’équations différentielles

0926, 5
¢+L1¢

L282 or

+ Lodn = 0, (C.2)

ol én = [ly, Oy Wy, Pn Pn Tn]t est la transformée de Fourier de ¢ (voir chapitre 2) et Lo, Ly,
Ly sont des matrices de nombres complexes. Comme dans le chapitre 2, les perturbations
sont adimensionnées, en prenant r;, u;, p; et T; pour échelles caractéristiques de longueur,
de vitesse, de masse volumique et de température. Les échelles de pression et de temps
sont données par p;juj et r;/u;.

Cherchons maintenant a déterminer explicitement les éléments des matrices ﬁo, L, et
L,. Pour cela, on dispose de deux équations scalaires, les équations de bilan de masse et
d’énergie, et d’une équation vectorielle, exprimant le principe fondamental de la dyna-
mique, en 'absence de forces volumiques. L’équation de bilan de masse linéarisée peut
s’écrire sous la forme

RN 0
oy, + ik poiiy, + <p0 + %) Up, + pown +i(kug — w)p, =0, (C.3)

ol py et uy sont des fonctions de la variable r et le symbole ' désigne la dérivation par
rapport a cette derniére variable. On en déduit

. . ' . 5
(L1)12 = po, (Lo)11 =ikpo, (Lo)i2 = Po + %,
oo (C.4)

N m N .
(Lo)13 = 7/)0; (L0)15 = l(kuo - w).

On procéde de la méme facon pour ’équation de bilan de quantité de mouvement, qu’on
projette dans les trois directions de I’espace. La viscosité est supposée d’origine moléculaire
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ANNEXE C. LINEARISATION DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

et la relation de Stokes qui lie les deux coeflicients de Lamé est utilisée. La linéarisation
de la projection sur I’axe x donne une premiére équation,

Poon B ke, [ po (AR n?\] .
L/ R k Rl AL .
Re'™ TRe'™  3Re nt [zpo( o —w) + Re ( 3 N )| N

Ouyg 1k knp
('OOE B 3rRe> On 3rRe 3rie Un T kP =0,

(C.5)

ol Re est le nombre de Reynolds définit par Re = pju;r;/pj, ol p; est la viscosité
dynamique de référence. Pour I'instant, la viscosité . adimensionnée par ji; est considérée
comme une fonction de r. D’o1,

~ u A~ M A zk,u
L = —— L =—— = ——
(Lg)a1 Re’ (L1)21 "Re’ (L1)22 3Re’
. o [4k? ny2
L = kuy — — | — — .
(Lo)21 = ipo(kuo — w) + e [ 3 + (7“) ; (C.6)
0o 1k - _ knp

Lo)gy = pg—2 — = (L) = ik.
(Lo)22 = po 9 37 Re’ (Lo)2s 3 e’ (Lo)os = ik

De méme, les linéarisations des projections suivant les axes r et # donnent

TRe™™  4Re™  TRe’™ drRe ™ 14

Boan Gk, opo,inp +3

) (C.7)
3ipo U 3u (., n*\]. Tinp .
4 (kuo — w) + r?Re + 4Re K+ 2 )| + 47“2Rewn =90,
. 1 A 1k A 7 - mp -
L = —— = —— L = —— = — L = —
(La)32 Re’ (L1)s1 iRe’ (L1)32 "Re’ (L1)3s 1 Re’ (L1)34 )

- 3100 I 3 |, 9 n\ 2 N Tin

L = — (kuy — k — L = ——

(LoJsr = == (kuo —w) + 50> + 1 pa [ + (7‘) o (Lodss = 450
(C.8)

Ky nkp o Tinp
Rew" BTReU" TRew" + 37‘Reun 37‘2Revn+
o 4n? 1 R n (C.9)
Zpo(kUQ—LU)+R— W‘Fk + wn—i-?pn:O,
. 1 . i . 7 A nkp
Pdis = =5 (B = = (B = =P (L) = T
(L2)1s Re’ (Lo 3rRe’ (Li)ss rRe’ (Lo)an 3rRe’
A Tinu A o [ 4n? 1 . m
(L0)42 = —m, (L0)43 = ’Lpo(kU() - LO) -+ R_ (3 B -+ k -+ ) (L0)44 = 7

(C.10)

Passons & 1’équation de bilan d’énergie. On ne considére que le cas des gaz parfaits.
Posons A; = 1/[y(y — 1)M?] et Ay = 1/[(y — 1)PeM?], ou M et Pe sont respectivement
le nombre de Mach, défini par M = 1/(yp3), et le nombre de Peclet Pe = PrRe, ou Pr
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C.2. Conditions aux limites

est le nombre de Prandtl. Comme pour le nombre de Reynolds, le nombre de Prandtl est
construit & partir de valeurs de référence. On prend Pr = yC;pu;/k;, ot C; et k; sont la
chaleur spécifique a volume constant et la conductivité thermique du gaz au centre du
jet. L’évolution de ces coefficients dans la direction radiale est donnée par des fonctions
C' et k, adimensionnées par C; et ;. La linéarisation de ’équation d’énergie s’écrit alors

. 24 Oug ., R KkAg o 0Ty po 2ikpoug .
_A TII _ 7Y ! ! _ _TI lf n A v rv i n
2 ln Re 8ru"+povn T n T UFPotn + 1'00087“ + T Re Or Unt
. 2
@’(ﬂn + AlpOCz(kuo - LU) + AQK/ (k’2 + n—2>:| Tn = 0.
T T
(C.11)
D’ou on déduit les relations
. . 24 Oug . A KA
( 2)56 2k, ( 1)51 Re or ( 1)52 Do, ( 1)56 )
~ . S 8T0 Po 2’LI€,U, 8u0
L =1k L = A pC— + 2 — v
(Lo)st = ikpo, (Lo)sa 1pC o + . Te o (C.12)

3 ‘ 7 . 2
(Lo)ss = @, (Lo)se = A1poCli(kug — w) + Agk [kZ =+ (;) ] )

Si les coefficients u, C' et k sont pris constants, alorson a C' = k = p = 1. C’est ’hypothése
qui est faite dans les calculs du chapitre 2. La linéarisation de 1’équation d’état permet
de fermer le systéme d’équations algébriques. Avec I’hypothése de gaz parfait, on a

An Tn A’I’L
Do _Zn_Pn_y (C.13)
Po To Po
A 1 A 1 N 1
(L0)64 = p_oa (L0)65 = —%, (L0)66 = —TO- (C-14)

Notons que la pression py, supposée constante, peut s’exprimer en fonction de v et M
en utilisant la définition du nombre de Mach, i. e. py = 1/(yM?), d’ott on déduit que
To = 1/po avec I'équation d’état des gaz parfaits. L’écoulement moyen se réduit donc bien
a la donnée des deux fonctions ug(r) et po(r).

Dans le cas o1 ’écoulement moyen est celui d’un jet faiblement divergent, les grandeurs
de référence sont prises a la sortie de la tuyére, au point x = 0. Ainsi, les valeurs de u;,
p; et T; sont celles que prennent la vitesse, la masse volumique et la température du jet,
supposées uniformes en x = 0 et pour r < r;, ou I’échelle de longueur r; est fixée par le
rayon de la tuyére au point x = 0.

C.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites au point 7 = 0 peuvent s’exprimer sous la forme matricielle
(C.2). Pour le voir, il suffit de remplacer ¢,(r) par son développement en série de Taylor
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au voisinage de l'origine, dans les équations de Navier-Stokes linéarisées. Le comportement
local de ngn dépend du nombre d’onde azimutal n, ce qui nous améne a distinguer trois
cas. Sin > 1, on a ¢,(0) = 0, si bien que les éléments non nuls des matrices L, sont

(LO) ; = 1, ¢ variant de 1 & 6. Si n = 1, les éléments non nuls sont donnés par

(Lo)i1 = (Lo)as = (Lo)ss = (LoJes = 1, (L1)oo = (L1)33 = 1, (C.15)
et pour n = 0, par les expressions suivantes

(io)22 = (io)33 =1, (le)u = (E1)44 = (z1)55 = (£1)66 =1 (C.16)

On voit donc que le traitement numérique du centre du jet ne présente aucune difficulté,
bien que le passage aux coordonnées cylindriques ne soit pas inversible sur 1’axe.

Il reste & écrire les conditions limites & ’autre extrémité du domaine d’intégration.
Pour fixer les idées, on se donne un maillage composé de N +1 points r; avec j = 0,... N
et on cherche sous quelles conditions les amplitudes des perturbations sont négligeables au
point de troncature ry du domaine physique. L’idée étant de pouvoir prendre ¢, (ry) = 0
comme condition limite. A Pextérieur du jet, I'écoulement de base est défini par ug = 0
et po = pso, de sorte qu’on peut trouver une solution ¢, sous la forme de fonctions de
Hankel. Pour n = 0, on arrive a

N k(R@ - ZM2 ) 1) ,. 1),.
Uy = poowRe Hé )(2/\7“) + AHé )(znr),
iA —iM? ik
o = — (Re — iM*w) HO (i) — AZ—Hl(l)(im“), (C.17)
poowRe n
= H(l) (1Ar),
ou A et n sont des fonctions algébriques définies par les polynémes
Dy(kw) = k2 — N — — T 2m2 = (C.18a)
AR Re — iM?2w"™° ’ '
Dy(n,kw) = k%> — 1 — ipewRe = 0. (C.18b)

La fonction A généralise celle du chapitre 2 aux écoulements visqueux. Les points de
branchement & distance finie de ’origine se déduisent de +ky = £./powM par une simple
multiplication par 1/(1 — iwM?/Re). Pour n # 0, on trouve

G, = HY (iAr) + AHD (inr),

LA k in _
b = (HD)Y(Nr) = AT, or) — B H ),
i = Y i0v) + AT HU i) + Bin(H{) (04, (€19

L Poow Ite
Pr =t (Re — iM?w)

HWY (ixr),

ol les nombres complexes A et B sont des constantes d’intégration. Les fonctions \ et
n admettent deux branches holomorphes qu’on note \; et n;, j = 1,2. Supposons que le
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nombre de Reynolds Re soit suffisamment grand pour que les points de branchement de 7
soient loin de ’origine £ = 0. Si on se limite au plan complexe coupé pour que la relation
—7/2 < arg(\;) < /2 soit vérifiée pour tout &, & w fixé, alors le comportement radial des
perturbations est exponentiellement décroissant pour r — oo et on peut tronquer le do-
maine d’intégration au point ry, en prenant (in (ry) = 0. L’avantage de cette procédure est
de permettre I’écriture de 'opérateur discret (les conditions aux limites étant comprises)
sous la forme d’un polynéme en k, ce qui nous autorise a utiliser la méthode de la matrice
compagnon proposée par Bridges et Morris [78] pour calculer le spectre de I'opérateur.
L’inconvénient majeur est qu’il n’est pas possible d’analyser le voisinage des coupures. En
effet, si la partie réelle de X est petite, disons égale & €, une condition nécessaire pour que
Pamplitude de la fonction de Hankel soit négligeable est que ry soit tel que ry > O(1/€).
Puisque 7y est borné, il est toujours possible de trouver € tel que la relation précédente
ne soit pas vérifiée. Par contre, le suivi d’'un mode sur la surface de Riemann associée a
A est toujours possible si on utilise pour conditions limites les solutions (C.17) et (C.19)
au point ry. Dans ce dernier cas, une procédure itérative permet de suivre chaque mode
sur le second feuillet de Riemann en prenant A = \,.

C.3 Validations numériques

La plupart des travaux sur les instabilités du jet axisymétrique portent sur le mode de
Kelvin-Helmholtz et pour des nombres d’ondes azimutaux n petits. Les autres modes sont
généralement ignorés, en particulier lorsqu’on cherche a estimer le rayonnement acoustique
du jet. Il existe bien des études expérimentales, comme celle de Seiner et Ponton [17] qui
met en évidence la contribution d’autres modes dans le bruit de jet, mais les mesures
sont insuffisantes pour permettre des comparaisons numériques. Pour ces raisons, on va se
limiter au mode de Kelvin-Helmholtz, et plus précisément aux résultats de Morris [144],
[145], qui présentent I'intérét de tenir compte a la fois de la viscosité et de la compressibilité
du fluide. On utilise ici une méthode pseudo-spectrale multidomaine telle qu’elle est décrite
au chapitre 2. Pour des comparaisons avec un autre schéma numérique (le schéma compact
d’ordre 4) et pour d’autres cas tests (Yen et Messersmith [146], Plaschko [147]), on renvoie
le lecteur aux travaux préliminaires de Millet et al [79] sur les jets incompressibles.

Dans 'article de Morris [144], ’écoulement moyen est défini par

uolr) = 5 {1 + tanh {4% (% - 7«)} } , (C.20)

ol 0 est un paramétre local. Les calculs ont été effectués pour § = 0.16. Le profil de masse
volumique moyenne est issu de la relation de Crocco suivante:

po(r) = [1 + VT_IM%OQ - uo)} h : (C.21)

qui sous-entend que le nombre de Prandtl vaut 1 et que la température statique est
constante. On a donc Pe = Re et ’ensemble des paramétres de controle se réduit a
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ki k.
0.4~ 0.47"
0.2- 0.2
0.0- 0.0
-0.2- -0.2-

(a) (b)
-04 T 1T W '04 T T W
0.0 1.0 2.0 0.0 1.0 2.0

Fi1Gc. C.1 — Taux d’amplification du mode de Kelvin-Helmholtz en fonction de la pulsation,
pour n = 1. Les triangles et cercles donnent les résultats de Morris [144] pour M = 0
et M =1 sur la figure (a) et pour Re = 500 et Re = 125 sur la figure (b), le nombre
de Mach étant fixé égal a 1. Les lignes donnent les résultats obtenus avec la méthode de
collocation spectrale multidomaine.

{Re,M}. La figure C.1 donne le comportement de la partie imaginaire des branches spa-
tiales obtenues soit avec une formulation visqueuse (b), auquel cas les éléments non nuls
des matrices EO, L, et L, ont été donnés précédemment, ou alors avec une formulation
non visqueuse (a), qui permet de réduire le probléme a une seule équation différentielle
pour la pression (voir chapitre 2). Mais dans ce dernier cas, il y a certaines précautions
a prendre, et c’est pourquoi il est important de bien distinguer ces deux types de calculs.
Dans la suite, les valeurs des parameétres numériques utilisés correspondent & celles qui
ont été obtenues aprés une analyse des propriétés numériques de I’opérateur discret pour
le mode de Kelvin-Helmholtz et § = 0.16. Par conséquent ces valeurs n’ont rien de général
et doivent étre déterminées au cas par cas.

Considérons d’abord la formulation non visqueuse. Si le taux d’amplification —k; est
plus grand que 0.2, le domaine de calcul est divisé en deux parties. La premiére partie est
constituée de 30 points compris entre I’axe du jet et le point d’inflexion du profil de vitesse
uo(r), dont la distribution est de type Gauss-Lobatto. La seconde partie s’étend du point
d’inflexion jusqu’a r = 25 et comporte 120 points. La distribution des points est 14 aussi
de type Gauss-Lobatto. La borne supérieure est choisie de fagon a ce qu’on ait p;(25) = 0.
Si —k; < 0.2, le domaine de calcul est divisé en trois parties. La raison est qu’au voisinage
de k; = 0, et pour k; > 0, la formulation non visqueuse fait apparaitre un point critique
r¢, solution complexe de I’équation w — kug(r.) = 0, qui rend le coefficient Lo singulier.
[’analyse du voisinage du point critique dans le plan complexe montre que ’approximation
non visqueuse n’est pas valable dans certains secteurs, délimités par des lignes de Stokes
(voir Le Dizeés et al. [82] pour une application aux écoulements incompressibles). Toutefois,
on peut montrer que sous certaines conditions il est possible de déformer le contour
d’intégration initialement confondu avec 'intervalle réel [0,25] pour qu’il passe a Iextérieur
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des zones de Stokes lorsque la partie imaginaire de r. est positive. Si la fonction propre n’a
plus de sens physique, le nombre d’onde k calculé sur le contour déformé est, par contre,
inchangé?. La procédure de déformation est abordée dans la section 2.3 du chapitre 2. Or,
une telle déformation se traduit par un allongement du contour d’intégration et par une
modification de la distribution des points, au moins au voisinage de r.. C’est pourquoi, le
domaine constitué des points appartenant au contour déformé et de partie réelle comprise
entre 0 et le point d’inflexion est divisé en deux parties qui se rencontrent au point 7..
Sur chaque domaine, la distribution de points est de type Gauss-Lobatto. Notons aussi
qu’au voisinage de w = 0, il n’est plus possible de prendre p;(25) = 0 comme condition
limite puisque la vitesse de décroissance de p; dans la direction radiale est trop petite.
La méthode utilisée ici consiste & raccorder la solution & un comportement connu, obtenu
par résolution de ’équation de Rayleigh a I'extérieur du jet. Ainsi, la borne supérieure du
domaine d’intégration est prise égale a r = 7.70 pour laquelle on a u(r) < 1071% 7 > 7.70
et la condition limite est modifiée en p;(r) = Hl(l)(i/\lr), ol A; est défini par (2.34) et
Hl(l) désigne la fonction de Hankel de premiére espéce et d’ordre 1.

Pour les calculs visqueux, le domaine d’intégration est divisé en deux parties, contenant
respectivement 60 et 70 points, le second domaine s’étendant jusqu’a r = 8 si la pulsation
est plus grande que 0.4. Pour w < 0.4, on procéde comme pour le cas non visqueux, en
se raccordant & une solution connue. Si on convient que la viscosité est constante, les
solutions & l'extérieur du jet sont données par (C.17) et (C.19). Si maintenant, on fait
I’hypotheése que p est nul & 'extérieur du jet, on peut prendre les solutions non visqueuses.
Pour ce qui est des cas considérés par Morris, les branches spatiales calculées en utilisant
les solutions (C.17) et (C.19) ou leurs homologues non visqueux sont si proches qu’il n’est
pas possible de les distinguer dans une représentation du type de celle de la figure C.1.

C.4 Une extension: les modes de K

Comme il ’est démontré dans le chapitre 2, il existe d’autres modes, qu’il est possible
de considérer par couples. C’est en particulier le cas des modes de K x K|, , dont I’origine
est essentiellement de nature acoustique. Les branches spatiales associées & ces modes
lorsque le contour d’intégration L, est déplacé dans le demi-plan w; < 0 sont représentées
sur les figures C.2 et C.3. L’écoulement moyen considéré est celui du chapitre 2.

2. Le choix du contour d’intégration répond & un certain nombre de régles, énoncées par Boyd [81].
Une d’entre elles exige que le domaine compris entre le contour déformé et I'intervalle d’intégration initial
ne doit pas contenir de pole des fonctions L, ce qui limite le choix des fonctions ug et po ainsi que les
possibilités de déformation.
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ANNEXE C. LINEARISATION DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Fia. C.2 — Branches spatiales au point v = 2.0. (a): Re = 10*; (b): Re = 10®. La valeur
de w; est indiquée a coté de chaque branche, le cas w; = 0.0 est représenté en tirets. Jet
froid; M = 1.5 et n = 0.
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0.5¢1

. | ok,
-2.0 -4.0 -3.0 -2.0

Fi1G. C.3 — Branches spatiales auzx points x = 2.0 ((a) et (b)), © = 6.0 ((c) et (d)) er
z =10.0 ((e) et (f)). Le cas w; = 0.0 est indiqué en tirets; les autres cas correspondants
a des valeurs décroissantes de w;, par incréments de 0.01 et ordonnés comme sur la figure
C.2. (a), (c) et (e): Re = 10*; (b), (d) et (f): Re = 103. Le jet opére dans les mémes
conditions que pour la figure C.2.
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