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Avant-propos

“Although this may seem a paradoz, all exact
science is dominated by the idea of approzi-
mation.”

Bertrand Russel

U’EST-CE QU’UNE THEORIE DE CHAMP? Lors de sa conférence Nobel
de 1982, K.G. Wilson a rappelé qu'il s’était longuement interrogé sur
ce point au début des années 60. Un critére utile et astreignant qu’il

imposa est qu'une théorie de champ correctement formulée doit étre résoluble
numériquement au moyen d’un ordinateur, avec une précision illimitée, si ce
n’est par la puissance de calcul accessible. De plus, il initia I’approche “réseau”,
qui offre conceptuellement une maniére naturelle de supprimer les contribu-
tions physiques de petite distance sans briser la symétrie de jauge. Il est de ce
fait significatif que la personne qui a contribué & fagonner notre compréhension
moderne de la renormalisation et du groupe de renormalisation ait aussi été
le premier & ouvrir la voie pour simuler numériquement la Chromodynamique
Quantique.

Qu’en est-il prés de quarante ans plus tard? La Chromodynamique Quan-
tique est unanimement reconnue comme la théorie décrivant 'interaction forte,
mais le traitement quantitatif de ses aspects de basse énergie a partir des pre-
miers principes demeure peu accessible en-dehors des études numériques sur
réseau. Cependant, poursuivant les idées de Wilson sur le groupe de renorma-
lisation, il se peut que la Chromodynamique Quantique ne soit qu’'une théorie
effective, approximation de basse énergie d’une théorie encore a découvrir.
Méme si c’est bien le cas, les physiciens ont aujourd’hui I'espoir que cette
approximation soit mathématiquement bien définie, ou, énoncé autrement,
qu’elle “existe mathématiquement” en tant qu’objet isolé. Pour conforter cette
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opinion, les simulations numériques laissent clairement entendre que le phéno-
méne du confinement est inclus dans la théorie telle que nous la formulons, et
n’est pas une piéce supplémentaire d'un puzzle encore incomplet.

Les mystéres physiques et mathématiques qui demeurent sont en eux-
mémes suffisamment intrigants et nombreux pour motiver encore 1’étude fine
de la Chromodynamique Quantique & partir des premiers principes. Les points
d’interrogation ne manquent pas. Quand cesse la validité de 'approche per-
turbative? Quelles sont les excitations duales de la théorie? Les mécanismes
de confinement suggérés sont-ils les phénoménes réellement mis en jeu? La dé-
marche intellectuelle propre a une science expérimentale nous impose de mettre
toutes ces idées a I’épreuve de la confrontation quantitative a la Nature.

Une théorie avec des quarks de masses nulles admettrait encore un spectre
de particules massives. Fait inconcevable a I’époque des balbutiements du mo-
déle des quarks, 1'énergie potentielle des états liés est positive, et ne semble
due qu’a une grandeur dimensionnée unique. L’étude précise de la constante de
couplage de la Chromodynamique Quantique est vraisemblablement un moyen
d’atteindre la valeur de cette échelle fondamentale, peut-étre son mécanisme
de création, et la physique de I’hadronisation ou du confinement.

Le travail présenté dans cet exposé s’articule autour d’une perspective ori-
ginale, consistant a étudier la structure de 1’état fondamental de la Chro-
modynamique Quantique a l'aide des fonctions de Green et de la constante
de couplage. Aprés avoir rappelé les premiers principes de la théorie de I'in-
teraction forte, nous décrivons nos résultats des évaluations numériques des
fonctions de Green et de la constante de couplage avec et sans fermion dyna-
mique. Nous expliquons enfin en quoi le modeéle de liquide d’instantons offre un
éclairage sur la structure du vide de la Chromodynamique Quantique et une
interprétation efficace et cohérente de I'ensemble des données que nous avons
produites numériquement, aussi bien dans la région profondément infra-rouge
que dans le “proche” ultra-violet.



Chapitre Un

QCD : du continu au réseau

I[.1 Premiers principes

La Chromodynamique Quantique (QCD) est la théorie décrivant notre
compréhension actuelle de 'interaction forte. Elle postule que les hadrons sont
constitués de fermions, les quarks, interagissant entre eux par l’échange de
bosons vecteurs, les gluons; ces particules portent un nombre quantique dit
couleur.

La QCD stipule que les quantités physiques calculées sont invariantes
sous l'effet d’une redéfinition arbitraire des états de couleur en tout point
de D'espace-temps. Ce principe premier s’exprime mathématiquement en di-
sant que la QCD est une théorie quantique de champ dont le Lagrangien est
invariant sous le groupe de jauge SU(3); si nous supposons de plus la théorie
renormalisable, alors son Lagrangien est parfaitement déterminé:

EQCD = Z 1/)(2]2 — m¢)¢ — EFEVFGIW + %FSVFGIW (Il)
Y=u,d,s,c,b,t
ol # est un paramétre adimensionné caractérisant les propriétés topologiques
du vide de la QCD. Ce paramétre (et donc la violation de CP qu’il induit) sera
négligé jusqu’au CHAP. ITI. Suivant I'usage, nous notons t* les huit générateurs
de D'algébre de Lie su(3), et :

F, = 0,A, —0,A; + gf“bCAZAZ (I.2)
D, = 0,—1igt"A, (1.3)
Une transformation infinitésimale (multiplication par exp~®"¢" du champ de
jauge) s’écrit :
1
a a a N a _ pabe b pc a
A = AL+ 0A] ol 0A, = [ Al — 5@6 (L.4)

3



CHAPITRE I. QCD: DU CONTINU AU RESEAU
Y o= Y40y ol dp = —ie"t"yY (I.5)

Cette théorie dépend donc a priori de six paramétres, les masses des quarks;
il faut ajouter a cela un parameétre engendré dynamiquement, Aqcp, qui brise
I'invariance conforme de la théorie, a priori présente dans la limite de masse
des quarks nulle. Dans ce cas, il s’agit de la seule constante dimensionnée de
la théorie, échelle non-perturbative responsable de la masse des hadrons.

La richesse des phénoménes physiques prédits par la théorie est étonnante
au regard de la simplicité de son énoncé, ce qui place la QCD dans une position
quasi-unique vis-a-vis de I’histoire des sciences. Les nombreux succés expéri-
mentaux [PDGO02| obtenus dans le secteur des hautes énergies sont diis & la
propriété remarquable de [iberté asymptotique. Ils sont décrits par un nombre
finalement faible de paramétres indépendants. De maniére surprenante, les
degrés de libertés élémentaires de la théorie ne sont pas ceux observés. Plus
précisément, les mystéres conceptuels qui entourent la QCD s’articulent en
fait autour des trois questions suivantes [JWO00|, qui attendent encore une
formulation mathématique et une compréhension physique satisfaisantes:

— Les quarks sont confinés a l'intérieur des hadrons;

— La théorie posséde un “mass gap”, si bien que l'interaction forte est de
courte portée;

— Dans la limite de masses de quarks nulles, I’état de plus basse énergie de
la QCD, le vide, brise la symétrie chirale.

Ces phénoménes concernent les propriétés de basse énergie de la théorie, sec-
teur dans lequel ’approche perturbative héritée de notre compréhension de la
QED ne s’applique plus.

La QCD sur réseau est la seule approche connue & I'heure actuelle per-
mettant de faire des calculs non-perturbatifs en reposant uniquement sur les
premiers principes. Cette méthode ne se contente d’ailleurs pas d’explorer les
propriétés infra-rouges de l'interaction forte, mais établit un véritable pont
entre les basses et les hautes énergies. Ceci offre une perspective unique sur
la théorie, notamment dans sa capacité a définir de maniére non-perturbative
des aspects conceptuels rencontrés analytiquement dans le cadre de I’approche
perturbative, telle que ’anomalie chirale [Zin02]. La QCD sur réseau est aussi
un terrain d’essai idéal de tests de mécanismes qualitatifs du confinement,
tels que la loi des aires de la boucle de Wilson. Enfin, elle permet des pré-
dictions dont la précision est arbitraire dans la limite des moyens de calculs
disponibles ; ce dernier point est crucial dans un contexte scientifique ou la
précision expérimentale est souvent bien meilleure que celle théorique.

4



1.2. REGULARISATION ET ANOMALIE CHIRALE

[.2 Reégularisation et anomalie chirale

Construire une théorie décrivant les interactions locales d’objets ponctuels
impose de décrire formellement les objets en question par des distributions,
en 'occurence des distributions tempérées a valeurs opératorielles; une diffi-
culté essentielle et méme irréductible [Sch98| est donc de donner un sens a un
produit de champs pris au méme point, ainsi que cela apparait couramment
dans les calculs. Pratiquement, ce probléme se manifeste par 'apparition de
divergences dans les quantités que nous essayons d’évaluer. Plus précisément,
et plus physiquement aussi, ce phénoméne se manifeste en particulier dans
I’évaluation de graphes de Feynman comportant des boucles. Cette divergence
est alors la trace d’'un phénomeéne profond: dans n’importe quel processus, il
faut prendre en compte des contributions de physique & toutes les échelles de
distance ; ces contributions sont essentiellement du méme ordre de grandeur,
si bien qu’aucune ne peut étre négligée devant les autres. Ainsi, contrairement
A notre intuition macroscopique, qui par exemple nous permet de concevoir
comme légitime le succés de la mécanique du point pour décrire le mouvement
des planétes (le diamétre d’une planéte est certainement négligeable devant le
rayon moyen de son orbite autour du soleil), les théories locales d’un champ
continu portent en elles cette spécificité déroutante. Notons que la description
mathématique des champs montre bien que ce caractére est intrinséque, et non
pas un artefact de la théorie des perturbations.

La démarche préconisée est alors la suivante : nous introduisons dans notre
probléme une nouvelle échelle dimensionnée A homogéne & une énergie, un
régulateur, qui formellement fait de nos distributions des fonctions?!; les pro-
duits de champs considérés deviennent réguliers, et les éléments de matrices
des opérateurs de la théorie dépendent maintenant des paramétres scalaires ¢
et m, du Lagrangien et du régulateur introduit A. Avant de repasser a la limite
de régulateur infini, qui sera une maniére de définir les opérateurs locaux de
la théorie non régularisée, nous absorbons le régulateur dans une redéfinition
des paramétres scalaires. Ainsi, au lieu d’avoir des fonctions singuliéres des
parametres g et m, du Lagrangien £, nous obtenons des fonctions réguliéres
des paramétres g(A) et m,(A) singuliers dans leur dépendance en le régulateur
A. Nous sommes & méme d’écrire un Lagrangien £y, dit nu, dépourvu de toute
singularité a la limite A — oo hors des paramétres scalaires g(A) et m,(A).
Cette démarche d’introduction d’un régulateur A porte le nom de régularisa-
tion, et la redéfinition des paramétres g(A), m,(A) et le passage a la limite
A — oo celui de renormalisation. La QCD sur réseau est 1'unique méthode
connue jusqu’a présent pour renormaliser non-perturbativement la théorie en

1. Nous choisissons ici A tel que la théorie non régularisée corresponde a la limite A — oo.
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s’appuyant uniquement sur ses premiers principes. Pour cette raison, nous
insisterons davantage sur la renormalisation de la QCD dans la SEC. 1.3.

1.2.1 Démarche naive

Insistons sur le fait que 'approche “réseau” des théories de champ part
quasi-systématiquement de la formulation de la théorie en termes d’intégrales
de chemin. Cette approche, qui est 'approche moderne des théories quantiques
de champ, offre ’avantage d’une part d’étre toujours trés proche des premiers
principes, notamment en ce qui concerne les différentes symétries mises en jeu,
et d’autre part d’apporter de maniére rapide et efficace de nombreux résultats
importants et d’usage fréquent.

Une maniére simple de régulariser une théorie de champ consiste a la poser
sur un réseau. Nous discrétisons 1’espace-temps en un maillage N3 x T de N
sites sur chaque direction spatiale et T' sites sur la direction temporelle. Le
régulateur naturellement considéré ici est la maille a du réseau?. La théorie
non régularisée est retrouvée en deux étapes: d’abord prendre la limite N — oo
et T'— oo de volume infini, puis la limite @ — 0 du continu.

Volume fini et conditions de bord

Méme si nous décrivons une théorie sur un volume fini, nous voulons conser-
ver un certain nombre de propriétés essentielles, dont, dans le cas présent,
I'invariance par translation. Ceci signifie que nous ne pouvons nous permettre
que des déphasages des champs comme condition de bord.

La solution la plus simple consiste alors & prendre des conditions aux limites
périodiques pour les champs. D’autres choix peuvent étre adoptés, comme par
exemple des conditions anti-périodiques pour les champs fermioniques. Ceci
revient & imposer la périodicité (et I'invariance par translation) sur I’ensemble
de deux copies adjacentes du réseau considéré.

Notons que des conditions de bord autres que périodiques sont utilisées
pour créer un champ de fond, par exemple pour étudier sur réseau des pro-
priétés topologiques de théories de champ. C’est encore le choix fait par la
Collaboration ALPHA pour le calcul de as par la méthode de la fonctionnelle
de Schrodinger, qui exploite la finitude de la direction temporelle [Som97].

2. On supposera ici le réseau isotrope, i.e. la maille est la méme dans les directions de
temps et d’espace. Ceci n’est pas toujours le cas, en particulier dans ’étude de la QCD a
température finie [KKar01].
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Prolongement analytique et fonctions de corrélations

Toutes les quantités calculables dans ce cadre régularisé sont alors finies, a
ceci prés qu’il faut encore auparavant formuler la théorie non pas sur ’espace de
Minkowksi M*, mais sur l'espace euclidien R*. La motivation pour ce dernier
point est double:

— Cette procédure supprime les poles des intégrales calculées, par exemple

en faisant du propagateur minkowskien m le propagateur euclidien

—L . Ceci adoucit le comportement infra-rouge des intégrales calculées
pe+m

numériquement.

— Les objets basiques de la théorie, les fonctions de Green, font intervenir
des intégrales du type [[dA,][dy][dp]e’sAnv¥) qui sont trés oscillantes,
et par conséquent d’évaluation numeérique délicate. La formulation eucli-
dienne transforme ces intégrales en [[dA,][d][dp]e5A=¥¥) ot Iaction
S est positive. C’est ce point essentiel qui donne accés au calcul par des
méthodes statistiques.

L’hypothése sous-jacente & cette manipulation est raisonnable : les champs
doivent dépendre analytiquement des coordonnées d’espace-temps. L’axioma-
tique de Wightman [SW64| impose d’ailleurs le prolongement analytique des
fonctions de corrélations d’opérateurs locaux de I’espace de Minkowski vers
I’espace euclidien & quatre dimensions. Réciproquement, le théoréme d’Oster-
walder - Schrader [GJ81] stipule que les fonctions de corrélations euclidiennes
peuvent étre analytiquement prolongées vers I'espace de Minkowski, pour peu
que l'action vérifie une condition dite de positivité d’Osterwalder - Schrader
(“reflection positivity”). Ceci est en effet le cas pour les diverses actions em-
ployées dans les simulations en QCD sur réseau, dont en particulier ’action
de Wilson que nous décrirons SEC. [.2.3.

Dans la pratique, les choses ne sont cependant pas aussi simples; une si-
mulation sur réseau n’offre qu’un certain nombre de points “expérimentaux”,
et le plus souvent le prolongement analytique peut se faire d'une infinité de
maniéres. La situation peut méme devenir trés délicate lorsque l'interaction
produit plusieurs états finaux : par exemple, dans le cas du couplage d’une den-
sité scalaire & deux champs interpolant une particule pseudoscalaire, Maiani et
Testa [MT90] montrent explicitement que la fonction de corrélation euclidienne
a trois points de ces objets a un comportement asymptotique dépendant de la
définition particuliére du champ interpolant. En particulier, leur démonstra-
tion révéle que s’il existe un état donné sous le seuil de production de deux
particules, la contribution non-physique peut en principe étre extraite, bien
que cela puisse s’avérer impossible en pratique. Ce probléme est aigu dans
I'univers actuel de la QCD sur réseau, ou les masses des quarks sont suffisam-
ment lourdes pour placer la masse du méson p sous le seuil 7.
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Des tentatives astucieuses de tirer parti des effets de volume fini [LLO0O|
ont permis de contourner ce théoréme “de No-Go”. En effet, le résultat de
Maiani et Testa est valable dans la limite de réseau trés grand voire infini,
ol le spectre des états finaux est continu. Ceci n’est assurément pas le cas en
volume fini, ot au contraire les niveaux d’énergie sont discrets. En particulier,
en fonction de la taille du réseau, seuls certains états seront accessibles en tant
que voies de désintégration. Dans un tel cas de figure, Lellouch et Liischer
donnent une formule simple reliant 'amplitude de transition en volume fini au
taux de désintégration en volume infini.

Ce probléme de continuation analytique demeure cependant bien réel. La
proposition de Lellouch et Liischer repose crucialement sur le caractére unitaire
de la théorie de champ décrivant la collision; or la formulation de la QCD
sans recours aux fermions dynamiques n’est pas unitaire, alors qu’il s’agissait
jusqu’a récemment de 'approximation privilégiée de la communauté mondiale
de QCD sur réseau. De plus, elle est encore utilisée pour mener des travaux a
caractére exploratoire. Cet argument sera détaillé dans la SEc. 1.3. Dans la
mesure du possible, nous essaierons donc d’extraire les informations physiques
directement & partir des fonctions de corrélations euclidiennes.

Toutefois, les cas qui nous préoccupent dans le cadre de cet exposé ont
au plus un état. Dans ce contexte nettement plus favorable, le retour de la
simulation euclidienne vers la théorie minkowskienne consiste simplement &
remplacer la coordonnée temporelle (euclienne) ¢ par son homologue (min-
kowskienne) it, et donc une décroissance exponentielle e~ par un terme de
phase e~?,

Lien avec la théorie statistique du champ

Nous obtenons alors un cadre conceptuel ot temps et espace n’ont plus
aucune différence, et dans lequel la QCD est traitée comme une théorie de
champ classique & 4 dimensions d’espace en équilibre thermodynamique (dont
la température est essentiellement 'inverse de la constante de couplage nue).

La question initiale de physique des particules est maintenant devenue un
probléme de physique statistique, que nous pouvons traiter avec les méthodes
usuelles de cette discipline, et en particulier les algorithmes numériques. Les
évaluations numériques de QCD sur réseau reposent crucialement sur les mé-
thodes de Metropolis [MRT53|, variantes des méthodes de Monte Carlo par-
ticuliérement adaptées au type de situation qui nous intéresse. Citons deux
raisons a cela.

Tout d’abord, la description de la QCD sur un réseau place les champs
de jauge sur les liens de ce réseau, et les champs de matiére sur ses sites. La
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fonction de partition:

Z|J0.5) = / [dA][dv][dv)] exp (— / d*zLqep(AP.) + AL ™ + 1o + 0¢>

(1.6)
du systéme thermodynamique est alors mathématiquement bien définie, en
tant qu’intégrale sur un nombre fini mais élevé de variables d’intégrations. Or,
les techniques usuelles d’évaluation des intégrales par quadrature commencent
a devenir réellement inefficaces dés que la dimension de 'espace d’intégration
atteint une valeur de 4 a 8... Pour fixer les idées, les simulations typiques
faites sur les APE d’Orsay concernent des réseaux 24* de laction “pure jauge”,
i.e. sans quark; un champ de jauge A, est en fait une matrice 3 x 3 A4, =
22:1 AZ%“ de nombres complexes. Par suite, une observable dépend de =~
24* x 3 x 3 x 2~ 6-10° degrés de liberté sur lesquels intégrer.

Par ailleurs, toute observable O(f) est obtenue par évaluation d’une in-
tégrale de type [[dA][dy][y)] f(Asp)exp (— [ d*zLocn(Ap,))); plus préci-
sément, toutes les intégrales gardent le méme facteur exponentiel, mais dé-
pendent d’une fonction f différente. L’algorithme de Metropolis prend en
compte cette spécificité, en faisant de:

Au[A ] = exp (— / d4chCD<A,¢,¢>) dAlaliadl (L)

une mesure de probabilité. Le principe du calcul consiste alors a tirer aléatoi-
rement une suite (2;);<;<x de points® répartis suivant la loi de probabilité du
afin d’évaluer O(f) = & SN ().

Ainsi, bien que les méthodes de Metropolis soient & convergence lente (elles
convergent en \/LN ot N est le nombre de points échantillonnés), elles sont les
moins mauvaises méthodes connues a I'heure actuelle pour traiter ce type de
problémes [Sok96].

Il reste a finaliser les choses d'un point de vue opératoire. Nous voulons
typiquement placer des hadrons (7, p,...) dans une boite ; encore faut-il que la-
dite boite soit d’une dimension trés grande* devant une échelle caractéristique
de la particule (diamétre, longueur de compton %,. ..), et que cette particule
ne ressente pas non plus la discrétisation de 'espace-temps. La finitude des
mémoires des calculateurs sur lesquels nous travaillons impose donc le recours
a un compromis de volume pas trop grand, et de maille pas trop petite. En
conséquence de ceci, par exemple, le traitement de problémes physiques avec

3. x; désigne génériquement une configuration de champs A,,, ¢ et @ vivant sur le réseau.
4. Cet argument est plus subtil concernant des méthodes telles que la fonctionnelle de
Schrodinger.
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un quark b autre que statique est inaccessible a la génération présente de
calculateurs?.

Soulignons enfin une difficulté pratique : nous travaillons sur réseau unique-
ment & partir des premiers principes, ce qui est tout l'intérét de la méthode.
Ceci signifie que les seuls paramétres qui déterminent une simulation doivent
apparaitre dans le Lagrangien Lqcp régularisé, i.e. il ne peut s’agir que de la
constante de couplage nue gy et des masses des quarks nues mg. Le cadre formel
étant directement régularisé, ces quantités dépendent en fait de la maille a, qui
est a priori inconnue. Par ailleurs, dans ce travail d’écriture d’un Lagrangien
effectif intégré sur les fluctuations quantiques de petite distance, nous pou-
vons légitimement supposer que les paramétres régularisés du Lagrangien ne
dépendent pas du régulateur infra-rouge, ici le volume ou la masse des quarks
pris comme sources. Ainsi, nous pouvons considérer que la maille du réseau
a est complétement fixée par la donnée de la constante de couplage nue gq
ou la masse dynamique des quarks dés que les différentes échelles physiques
du probléme sont suffisamment séparées, ou, dit autrement, que le réseau est
assez grand et assez finement discrétisé pour controler les effets infra-rouge et
ultra-violet.

I.2.2 Le théoréme “de No-Go” de Nielsen et Ninomiya

Considérons pour simplifier une théorie de champ (libre) définie par le
Lagrangien £ = (@ + m)1 [Cre83]. Soit x un site du réseau, et x + aji ses
voisins dans les 4 directions d’espace-temps®. Une maniére naturelle de définir
la dérivée d’'un champ fermionique 1 (x) au site = dans la direction ji est:

0,00(r) = 5 (¥l + aji) — ¥(x — af) (Lg)

9 . . A I . _ n 9 , .
L'action discrétisée s'écrit S = >3, 1haDayt)y avec D Popérateur de Dirac
massif discrétisé:

1
Dyy = §a3 Z 7/1(5:v+a/l7t - Jw—a/l,t) + a4m5my (1'9)
"

La transformée de Fourier de D est:

= 2
D(p) = m+ia™" ZW sin(ap,,) avec Py = UL R 0<n, <N
In

(1.10)

5. Pour fixer les idées, une simulation “quenched” réaliste avec un b non statique néces-
siterait un réseau 100% x 200. Ce type de probléme est du ressort de la prochaine génération
de calculateurs tels que APENEXT.

6. Nous notons /i le vecteur orienté d’origine =, de norme a et d’orientation celle de I’axe
portant la coordonnée .

10
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Une fonction f(x) vivant sur les sites du réseau admet une décomposition
spectrale :

F@) = w3 S Tl = ST fplemten (1)

avec

flp) = flx)erme (L.12)

A la limite de volume infini, les sommes sur les impulsions ) deviennent

des intégrales f_J:T/aa dp sur la région [—g, + 7 [4 appelée zone de Brillouin par
analogie avec la physique du solide.
Dans cette limite, une boucle fermionique sur réseau s’écrit :

[ anap = [+ a) D) (13)

s g

2a

ol nous notons pil = p, — m/a. Concrétement, ce résultat, issu d’un simple
changement de variable, signifie que le propagateur d’un fermion sur réseau se
comporte de la méme maniére au voisinage du point (0,0,0,0) qu’au voisinage
de tout point ayant ses composantes valant 0 ou 7/a. Le champ fermionique
oscille donc violemment entre sites voisins a l'intérieur de la zone de Brillouin,
rendant délicate la limite du continu. Plus précisément enfin, ce calcul peut
s'interpréter en disant qu’il existe en chaque point z+n7/a (ou 7, € {0,1}) une
réplique du champ fermionique, se comportant comme le champ fermionique
en x; ces répliques peuvent étre produites par paires a partir du champ originel
désiré.

Ce résultat est en fait beaucoup plus général, et s’étend au-dela du cas
simple avec lequel nous venons de 'illuster : il s’agit du théoréme “de No-Go” de
Nielsen et Ninomiya [NN81a|, [INN81b| qui stipule qu'il est impossible, sous des
hypothéses raisonnables, de régulariser sur réseau un champ fermionique sans
briser la symétrie chirale, que nous discuterons SEcC. I1I.1.1 et Sec. I1I.1.2.
Une telle liste d’hypothéses” peut étre :

i) La transformée de Fourier L p) de 'opérateur de Dirac est analytique
i) L f ¢ée de Fourier D de 1 de D 1
et %’T—périodique.
(ii) l:)(p) = 17,0, + O(ap?) pour p < 7/a.
(iii) D(p) est inversible dés que p, # 0 modulo 2T
(iv) {D,ys} =0.

7. Pour simplifier, nous décrivons le cas d’un quark de masse nulle.

11
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L’hypothése (i) signifie que 'opérateur de Dirac décroit au moins exponentiel-
lement entre points différents du réseau; c’est une hypothése de localité. (ii)
et (iii) exigent que la théorie discrétisée posséde la bonne limite du continu,
en particulier sans réplique. Enfin, (iv) est la condition d’invariance sous les
transformations chirales continues.

L’origine de ce résultat est profondément ancrée dans le probléme de I’ano-
malie chirale. Adler [Adl69], Bell et Jackiw [BJ69] ont montré qu'il était im-
possible d’assurer simultanément 1’absence d’anomalie pour les courants axial
et vectoriel auquel cas nous retenons donc 'anomalie axiale afin de préserver
I'invariance de jauge. Ainsi que nous le verrons dans la SEC. I11.1.1, Fujikawa
[Fuj79] a ensuite exhibé la nature de ce probléme en utilisant une régularisa-
tion invariante de jauge: la présence de I'anomalie est liée & la non-invariance
de la mesure d’intégration de I'intégrale fonctionnelle sous les transformations
chirales. Le probléme sur le réseau est donc le suivant. Nous disposons naturel-
lement d’une régularisation de la QCD qui respecte l'invariance de jauge; en
effet, le nombre de degrés de liberté de I'intégrale de chemin régularisée est fini,
et le terme intégré ainsi que la mesure d’intégration sont invariants de jauge.
Par ailleurs, I'anomalie axiale est absente bien que 'opérateur de Dirac vérifie
les conditions “raisonnables” (i), (ii) et (iv) précédentes. L’annulation de I’ano-
malie se fait au prix du rejet de la %”—périodicité invoquée dans la condition
(iii), ainsi que le montre (I1.10). Ceci se traduit par l'apparition de fermions
supplémentaires, dont sept ont la méme charge axiale que le fermion initiale-
ment présent, et huit la charge axiale opposée [KS81]. Par conséquent, si nous
ne voulons simuler qu'un quark sur le réseau, ou si nous désirons la présence
d’une anomalie axiale, une solution possible consiste a briser explicitement la
symétrie chirale.

1.2.3 Solutions proposées

Ce théoréme a été formulé de maniére précise en essayant de décrire l'in-
teraction faible sur réseau, situation ou surgit la difficulté du traitement du
neutrino gauche. Cependant, le probléme des répliques était connu depuis plus
longtemps, et constituait déja un obstacle & la discrétisation des champs fer-
mioniques.

Une premiére solution a été proposée par Wilson dés 1975 [Wil75]. Elle
brise explicitement la symétrie chirale en rajoutant au terme de masse une
contribution dépendant de I'impulsion. C’est 1’action que nous avons utilisée
pour accomplir le travail présenté dans cet exposé. Nous la décrirons plus en
détails a la fin de cette section.

Une autre formulation est celle de Kogut et Susskind ("staggered fer-
mions") [KS75]. L'idée est ici d’interpréter les répliques fermioniques comme

12
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de nouvelles saveurs; il est alors possible de réduire le nombre de répliques de
16 & 4. Par ailleurs, il subsiste une symétrie chirale U(1) x U(1) dans la li-
mite de masse nulle. Cependant, & maille finie, les interactions de jauge brisent
la symétrie de saveur, si bien qu’il se produit un mélange de spins et de sa-
veurs des 16 degrés de libertés. Ceci complique la construction et 1’analyse des
opérateurs sur réseau.

Plus récemment, deux régularisations offrant un bon comportement chiral
ont été proposées: les “overlap fermions” [Neu98a|, [Neu98b| et les “domain
wall fermions” [Kap92]. Les deux démarches reposent sur un assouplissement
de la condition (iv) du théoréme de Nielsen et Ninomiya en v5D + D7y =
quelque chose de local. Nous écrivons {v5,D} = aD~ysD pour les “overlap
fermions”, et {ys,D} = d(p?) D3 D pour les “domain wall fermions”, ou d(p?)
est une fonction locale. Dans les deux cas, la symétrie chirale est brisée de
maniére plus douce sur réseau. Notons enfin que les “domain wall fermions”
consistent en un plongement d’'une théorie a quatre dimension dans un espace a
cinq dimensions. Les modes chiraux vivent sur les “domain walls” et les modes
massifs sur la cinquiéme dimension. Si nous intégrons les modes massifs, nous
retrouvons essentiellement les idées de Ginsparg et Wilson, ce qui montre que,
dans une certaine mesure, les “domain wall fermions” et les “overlap fermions”
sont deux aspects de la méme chose [Neu98¢|, [Zin02]. Cependant, méme si les
premiéres simulations numériques reposant sur ces actions livrent des résultats
prometteurs et intéressants, il faut retenir que le temps de calcul est accru d'un
facteur 100 par rapport aux fermions de Wilson [Jan01].

Explicitons a présent 'action de Wilson telle qu’elle apparait dans la litté-
rature. Nous notons 17 (z) le champ d’un quark de saveur f sur le site z. Soit

U(z,it) = exp (igga%/\bAZ(x)> I'élément du groupe SU(3) associé au champ
de jauge A; il vit sur le lien du réseau quittant le site x dans la direction
[z, + afi]. La plaquette est le plus court chemin fermé sur réseau :

U(p) = Uy(z) = UNz,0)U' (z + a0,p)U(z + aji,0)U(z,i) (1.14)

Notant sous la forme g = 29—13[ la constante de couplage nue de SU(N), la partie
0
“pure jauge” de I’action de Yang-Mills est:

1
S,lU] = BZ <1 - NRe(TrU(p))) avec Z = Z Z (I.15)
P p T 1<p<v<d
La partie fermionique de I’action de Wilson est :

SilUgpap) = a* (z/ff(x)@bf(x) — g Yy P (a+ap)fr + W]U(fv,ﬂ)@bf(fv))

@, f p==*1

(1.16)

13



CHAPITRE I. QCD: DU CONTINU AU RESEAU

ou Ky = est appelé paramétre de Wilson. Nous obtenons l'action de

Wilson :

_ 1
8r+2am

Il nous arrivera de commettre ’abus de langage de parler de 3 en termes de
constante de couplage nue et des xy en termes de masses des quarks nues.

I.3 Renormalisation non-perturbative

I.3.1 Principes généraux et aspects non-perturbatifs

Reprenons maintenant I'action de la QCD régularisée par un paramétre
A comme celui introduit SEC. 1.2, et discutons la situation de maniére non-
perturbative. Il s’agit & présent de donner un sens & la limite A — oo des
produits de distribution régularisés.

De maniére générale, et suivant [Del02], une théorie est dite renormali-
sable si toutes les divergences qui s’y manifestent peuvent étre supprimées en
imposant autant de conditions (conditions de renormalisation) qu'il y a de
paramétres indépendants dans la théorie.

Rappelons que le Lagrangien de la QCD (I.1) a été écrit comme Lagran-
gien d’une théorie de champ locale, renormalisable et possédant la symétrie
de jauge SU(3). L’idée est donc que les paramétres libres, laissés sans valeur
numérique connue par les conditions de symétrie qui ne font qu’imposer la
forme du Lagrangien, peuvent étre remplacés, pour mener les calculs & bien,
par I'ajustement & autant de données expérimentales. Cet argument est fré-
quemment utilisé en physique, mais n’est en fait trivial que pour les théories
linéaires, ce qui n’est assurément pas le cas ici: la non-linéarité traduit l'in-
teraction entre particules. Il est en fait trés profond, et traduit quasiment
complétement la structure des divergences en le régulateur. Plus précisément,
la structure des divergences “maximales” de la théorie est controlée par le
postulat de renormalisabilité et des arguments d’analyse dimensionnelle ; cer-
taines de ces divergences peuvent disparaitre si la théorie est contrainte par
des symétries qui vont restreindre les formes possibles des divergences. Par
exemple, retenons que la QCD ne connait & une boucle que des divergences
logarithmiques; les autres termes de la série de perturbation sont typiquement
en ag(p)log™ AQ% ou g est le point de renormalisation et n, m des entiers
tels que m < n.

Les théories quantiques de champ s’expriment usuellement en termes de
constantes de couplages, de masses et de normalisations des différents champs.
La démarche générale de la renormalisation consiste donc d’abord & introduire
des contre-termes pour tuer les divergences en le régulateur. Si le contre-terme
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correspond & un opérateur déja présent dans le Lagrangien, il peut étre ab-
sorbé en redéfinissant le facteur multiplicatif de I'opérateur en question, et le
Lagrangien garde la méme forme générale. Si le contre-terme ne correspond a
aucun terme présent initialement, la renormalisation fait apparaitre un nou-
veau terme dans le Lagrangien. Tant que ces termes apparaissent en nombre
fini, il est toujours possible d’élargir la définition du Lagrangien de départ en
les y rajoutant ; ’ajout de contre-termes ne modifie alors plus la forme du La-
grangien. Si par contre il faut ajouter une infinité de termes supplémentaires,
la théorie n’est alors plus renormalisable et ne peut expliquer tous les phéno-
meénes d’interaction forte dans tous les domaines d’énergie. L’excellent accord
avec les données expérimentales assure la validité de ’application du postulat
de renormalisabilité a la QCD.

La grande difficulté de 'activité de renormalisation consiste alors & identi-
fier les paramétres indépendants de la théorie afin de connaitre le nombre de
conditions & imposer. Ce point est incontournable dans le cadre des théories
de jauge. En effet, une telle théorie reposant sur un principe de symétrie, il est
absolument nécessaire que la symétrie de jauge de ’action classique se retrouve
dans 'action quantique effective. Les identités de Ward-Takahashi ou Slavnov-
Taylor manifestent en termes opératoriels la réminiscence de la symétrie au
niveau quantique et, formulé de maniére opératoire, ces identités imposent des
relations entre constantes de renormalisation. Notons qu’obtenir des identités
de Slavnov-Taylor est d’autant plus commode que la régularisation préserve
I'invariance de jauge, ce qui est le cas de la régularisation du réseau. Plus
précisément, le groupe de toutes les transformations de jauge sur réseau est
compact, et la mesure d’intégration est bien définie; la symétrie de jauge est
alors toujours présente dans les calculs, ce qui nous dispense de la nécessité
d’imposer explicitement les identités de Ward.

La renormalisabilité de la QCD entraine que les opérateurs de dimension
massique inférieure ou égale & quatre ne subissent que des renormalisations
finies des opérateurs de dimension (strictement) plus élevée. La présence des
opérateurs de dimension massique (strictement) plus grande que quatre n’a
donc aucune influence sur le calcul des fonctions de Green renormalisées n’'invo-
quant pas ces opérateurs. Cependant, nous pouvons avoir besoin d’opérateurs
additionnels, absents du Lagrangien Lqocp, ou bien parce qu’ils sont de dimen-
sion plus grande que cinq (par exemple pour étudier des effets de 'interaction
faible) ou bien parce qu'ils n’ont pas les bonnes symétries (par exemple le carré
du champ de jauge). Ces opérateurs apportent de nouvelles divergences, ce qui
nécessite encore 'introduction d’'un certain nombre de contre-termes. Ceux-ci
peuvent s’exprimer comme une somme » ., 25,10’ d’opérateurs régularisés O’
nécessaires a la renormalisation des opérateurs de Lqcp et des termes addition-
nels. Aprés renormalisation, les opérateurs sont finis. Un facteur Zo s’appelle
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constante de renormalisation. Il dépend du régulateur A et d’'une échelle de re-
normalisation p, caractéristique de 1’échelle du phénoméne physique que nous
entendons décrire. L’introduction de cette grandeur dimensionnée supplémen-
taire est nécessaire car 'opérateur renormalisé ne peut dépendre du régulateur
par définition. La dimension anormale yo d’un opérateur O dont la constante
de renormalisation Zp ne dépend que logarithmiquement de 'échelle de re-
normalisation p est définie par une identité du type vo = %@W ; 1l s’agit
d’une série en ag. Elle décrit 'arbitraire du choix de I’échelle de renormalisa-
tion, et donc de la condition de renormalisation. Cet arbitraire est d’autant
plus présent qu’il n’y a aucune échelle d’énergie-impulsion qui s’impose dans
la QCD, a la différence de la masse de I’électron dans la QED de basse énergie.
La masse des quarks n’est pas une observable physique, mais elle est définie
de maniére tout-a-fait rigoureuse et inambigiie en spécifiant un schéma et une
échelle de renormalisation. Malgré cela, il est toutefois usuel et trés pratique
de renormaliser hors-couche de masse.

A ce stade, il est légitime de se demander si le résultat de cette procédure
est bien indépendant du choix du régulateur et de la condition de renorma-
lisation. Nous venons de décrire comment les produits de distributions sont
définis au moyen d’une procédure qui transforme les constantes de couplage,
les masses et les normalisations des champs en quantités évoluant en fonction
de I’échelle de renormalisation. L’algorithme de renormalisation d'une quantité
donne uniquement la nature de cette évolution, et non pas sa valeur (numé-
rique) précise. De maniére explicite, une constante de couplage (ou une masse,
ou une normalisation d'un champ) g va évoluer, en fonction de 1’échelle de
renormalisation i, sous la forme g(p) = goG (1) ot G est une fonction sans di-
mension, obtenue & 'issue de la procédure de renormalisation. gy est de valeur
inconnue, & déduire d’'une donnée expérimentale. Une condition de renormali-
sation standard est G(u) = 1 & p = pg, qui revient a dire que g(py) = go. Le
postulat de renormalisation assure alors que la dynamique de la théorie toute
entiére est fixée par un nombre fini de conditions semblables, ce qui revient
de fait a exprimer toutes les quantités calculées en termes des données expéri-
mentales pré-requises, d’ou I'indépendance des prédictions de la théorie en le
régulateur et la condition de renormalisation.

1.3.2 De la théorie aux valeurs numeériques

Pour fixer les idées, nous régulariserons dans toute la suite l'action de la
QCD sur réseau au moyen de I'action de Wilson, et nous considérerons le cas
de deux saveurs de quarks de méme masse. Ceci ne nuit en rien a la généralité
de 'argument, mais permet d’illustrer le propos de maniére concréte.
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Aprés cet exposé de principe, comment procéder alors pour obtenir des
nombres & confronter & l'expérience? Schématiquement, il y a deux para-
métres nus (un couplage, une masse), soit deux contraintes physiques & impo-
ser, comme l'exige le postulat de renormalisabilité. Une simulation sur réseau
ne produit que des nombres sans dimension ®, comme am, ou am,. Une fois ces
quantités étalonnées par des données expérimentales, tous les autres nombres
sont en principe des prédictions de la théorie. Il s’agit donc bel et bien du
principe de renormalisation dans sa pleine application. Il apparait clairement
que le fait d’utiliser un ordinateur “en boite noire” n’induit aucune différence
conceptuelle avec d’autres schémas de régularisation / renormalisation : I’ap-
proche de Wilson est exacte sur le plan de la démarche physique. Par contre,
un énorme avantage par rapport aux schémas utilisés pour les calculs ana-
lytiques, comme disons MS, est que sur réseau, les calculs sont directement
non-perturbatifs. Notons donc que la fixation par la masse du p des mailles
des réseaux que nous avons utilisés dans le calcul de ag présenté dans cet ex-
posé fait de la QCD sur réseau un moyen de calculer as(Mz) en fonction de
"'unique? échelle dimensionnée m,.

Le régulateur du réseau est I'inverse de la maille a=t. Le calcul d'un opéra-
teur renormalisé s’écrit Og(p) = lim, 0 Zo(ap)O4-1. Or passer a la limite du
continu suppose de pouvoir extrapoler numériquement des données évaluées
aux mémes impulsions p = %\/ﬁ@fl lorsque a tend vers 0. Ceci sous-entend
que nous disposons de données issues de plusieurs réseaux différents, de vo-
lumes différents, en ne gardant que les points sur les lignes @ail = cte,
C’est évidemment une contrainte sur le volume de données & produire, mais
il est possible de s’en affranchir si les mailles avec lesquelles nous travaillons
sont suffisamment petites. Typiquement, une simulation “quenched” avec des
fermions de Wilson & 3 = 6,0 posséde une maille a=! = 2 GeV i.e. a = 0,1 fm,
ordre de grandeur des diamétres hadroniques. A ces échelles, il est donc im-
portant de veiller aux artefacts de maille finie, certaines observables y étant
plus sensibles que d’autres. Dans la pratique, nous considérerons comme opéra-
teur renormalisé Og(u) U'opérateur Zp(ap)O,-1 ayant encore une dépendance
résiduelle (réguliére) en a.

La fonction de partition associée a ’action de Wilson avec n; saveurs de

8. Cette remarque n’est pas forcément triviale ; ¢’est au contraire le fait quun ordinateur
ne connaisse pas les grandeurs dimensionnées qui permet de simuler sur les mémes machines
des problémes trés différents, issus par exemple de la physique sub-nucléaire ou de la cos-
mologie, dans la mesure, bien str, ou les problémes considérés sont associés & une unique
échelle dimensionnée.

9. L’autre échelle dimensionnée intervenant dans le calcul pour tenir compte de la masse

des quarks sert en fait & calibrer les mailles de tous les réseaux utilisés & partir de celle
évaluée a l’aide de m,. Nous verrons ceci en détail dans la Sec. I1.3.2.
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quarks s’écrit :

Z = /[dU][dl/)][dl/f] exp —(54[U] + 5¢[U]) (1.18)

oll nous avons omis les termes sources pour alléger I'écriture. Il est possible
d’intéger sur les champs de quarks pour obtenir un déterminant fermionique :

Z = / [dU] exp ( — S,[U]) det M[U]™ (1.19)

A priori det M[U]" est une quantité complexe, et non réelle, ce qui empéche
a premiére vue le terme intégré d’étre considéré comme mesure de probabilité.
Rappelons cependant que M[U] vérifie M[U] = s M[U]"vs, si bien que:

det (M[UIM[U]") = det M[U] det M[U]" = det M[U] det (ysM[U]ys)
= (det M[U])* (1.20)

Ainsi, pour un nombre pair de saveurs de quarks deuz a deux dégénérées,
le signe du déterminant fermionique est parfaitement maitrisé, et permet le
recours aux méthodes de Metropolis. Cette contrainte est certainement sans
grande conséquence pour deux saveurs de quarks presque dégénérées (m, o~
mg ~ 5 MeV), mais beaucoup plus douteuse pour quatre saveurs (mg o~
130 MeV et m,. ~ 1.3 GeV).

Malheureusement, une fois de plus, des contraintes d’ordre “matériel” sur-
gissent. Les masses de quarks actuellement utilisées dans les simulations de
la communauté mondiale placent le p sous le seuil de 7w, et fait donc de lui
une particule stable!?. De plus, il a été constaté empiriquement que la durée

d’une simulation évolue comme O (#) [Lip97b] ou O (#) [For97b] ot m,
est la masse renormalisée d’un quark squr le réseau. Ceci relqld trés coiiteux les
calculs numériques avec quarks dynamiques, i.e. intervenant dans des boucles
de diagrammes de Feynman ; ceux-ci sont beaucoup moins longs quand ces
quarks sont des fermions de valence, i.e. intervenant comme sources dans ’ac-
tion. La contrainte est telle qu’il est difficile, & I'heure présente, de travailler
numériquement avec deux saveurs dégénérées de quarks de Wilson (légers) de
moins de 50 MeV. Ceci étant, les études actuelles ont un statut exploratoire,
et le principe de l'approximation m, ~ m, demeure excellent. L.’évolution en
puissance des moyens de calcul permettra & terme de travailler sur réseau avec
deux saveurs de quarks dynamiques réellement légers, ce qui devrait éclairer
un certain nombre de points sur la dynamique chirale de la QCD.

10. Des calculateurs de la générations ’APENEXT devraient réaliser 2= = 0,4,

my,
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Toujours est-il qu’a présent, les simulations avec fermions dynamiques dé-
couplent quarks de valence et quarks de la mer, i.e. une saveur de quark est
considérée avec deux masses différentes selon qu'un quark de cette saveur
apparait dans une boucle ou en tant que source. Le travail consiste donc a
extraire des quantités physiques de simulations non-physiques [Sha00] a I'aide
des théories de perturbations chirales, si tant est que les masses des quarks
soient suffisamment légéres pour rentrer dans leur régime d’applicabilité. Ainsi
que nous pouvons le voir FIG. 1.1, les quarks dynamiques légers vivant sur le
réseau sont encore plutot lourds, parfois aussi lourds que le quark étrange.

1 |
(0]
jo))
g
12
£
= 05 | Lattice
g simulations
0.25 4
,,,,,,,,,,,,, QCD
T T T
0.25 0.5 1
Msea /M strange

F1G. 1.1 — Masses de valence et de la mer dans les simulations actuelles. Figure
extraite de [Sha00].

La formule (I.20) explique en partie le coiit exhorbitant des simulations
avec quarks dynamiques: & chaque itération de I’algorithme de Monte-Carlo,
il faut évaluer det M[U] et inverser 'opérateur non diagonal M[U]. Cette
étape est en fait tellement cotiteuse que la communauté recourt fréquemment
a Iapprozimation “quenched” qui consiste a considérer le déterminant fermio-
nique comme une constante, et par-la méme a négliger les contributions des
boucles de quarks. Il est admis que l'erreur systématique inhérante a cette
approximation est en général de I'ordre au plus de 15 %. Les fermions n’appa-
raissent alors plus qu’en termes de sources, comme par exemple dans TAB. I.1.

L’approximation “quenched” va modifier la relation entre la maille a du
réseau, et la constante nue 5. Pour une méme maille a donnée, la renormali-
sation supplémentaire induite par les boucles de quarks va changer la valeur
de la constante de couplage associée. Ainsi, une maille a=! de 2 GeV, soit
0,1 fm, correspond dans ’approximation “quenched” & § = 6.0 et & § = 5.6

19



CHAPITRE I. QCD: DU CONTINU AU RESEAU

TAB. I.1 - Calcul “quenched” (gauche) et calcul “unquenched” (droite).

et Kmer = 0,1560 avec deux saveurs de quarks dégénérées. Par ailleurs, les
équations du groupe de renormalisation assurent, via la propriété de liberté
asymptotique, que la maille est d’autant plus petite que S est grand. Ces
équations disent davantage: la limite du continu est une limite de couplage
faible.

Enfin, les calculs analytiques auxquels confronter les données sont en gé-
néral menés dans des schémas de renormalisation de type “Momentum Sub-
straction”, ou encore génériquement MOM. Ces schémas sont indépendants du
régulateur introduit, et sont par conséquent particuliérement adaptés aux cal-
culs sur réseau [Mar94]. Nous pouvons ensuite transcrire les quantités évaluées
dans les schémas de renormalisation classiques, par exemple MS, a ’aide de for-
mules (perturbatives) du continu. Ainsi que nous I’avons mentionné SEC. 1.3,
nous prendrons des conditions de renormalisation hors-couche.

I.4 Fixation de jauge

Insistons sur le fait qu’en QCD sur réseau, il n’est nécessaire de fixer la
jauge que pour calculer des grandeurs dépendant de la jauge, telles que les
fonctions de Green. Cependant, une observable indépendante de jauge, peut,
elle, étre évaluée directement sans fixation de jauge.

Le terme cinétique associé au champ de jauge n’étant pas inversible, il
n’est pas possible d’associer une dynamique a celui-ci, si bien qu’il devient
nécessaire d’éliminer un degré de liberté (arbitrairement, en vertu du principe
d’invariance de jauge) en fizant la jauge. Le probléme de la fixation de jauge est
subtil, et les difficultés qu’il induit ne sont pas encore toutes traitées de maniére
convenable [Baa97|. Un argumentaire complet sur la fixation de la jauge et le
probléme des copies de Gribov dépasse de loin le cadre de cet exposé, mais,
sachant que nos calculs sur réseau sont effectués en jauge de Landau, il est
bon d’avoir une idée des effets systématiques que cela peut induire.
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I.4.1 Difficultés théoriques
Démarche perturbative usuelle

La fonctionnelle génératrice des fonctions de Green est :

2106 = / (dA[d][de] exp <z / d*e(Loep + A% + o+ mm) (1.21)

Spécifions la condition de jauge de Landau 0" A§ = 0, et prenons un certain
Af, vérifiant cette contrainte. Rendons explicite la dépendance en le groupe

de jauge des éléments de I'orbite du A% considéré en désignant par AP 1o
translaté de g € SU(3) de Af le long de l'orbite de jauge, et notons aussi
Arpp[Af] la fonctionnelle définie par:

Arp[A?] / dgld(@ A9 =1 (1.22)

App [Afj] est le déterminant de Faddeev-Popov ; il est invariant de jauge, i.e. ne
dépend que de I'orbite de Aj.

Effectuons le changement de variables consistant a intégrer sur 9" A}, plutot
que sur g; la “jacobienne” s’écrit :

n (9)a
Mypp = (0" A) = 9"D, (1.23)
0g
en vertu de (I.4). Ainsi:
AFP [AZ] = det, MFP[AZ] (124)

Nous pouvons alors écrire la fonctionnelle génératrice!! :
7= / (dAYdy)[d) det Myp[A?] / dgl6(0, A" exp <z / d4x£QCD> (1.25)

Ramenons alors A,(f ' en A, par une transformation de jauge. Comme det Mpp
ne dépend que de l'orbite de jauge, et que I’action et la mesure d’intégration
sont invariantes de jauge, nous obtenons:

7= / ldg] / (dA] ][] det Myp[A2]5(8, A%) exp (z / d4chCD> (1.26)

A ce stade, il est possible d’oublier le terme de volume [[dg] qui contribue ici
comme une “constante infinie” car le terme intégré ne dépend que de 'orbite

11. Pour alléger I’écriture des expressions suivantes, nous omettons les termes sources.
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de jauge, et pas d’'un élément spécifique de cette orbite. Faisons passer le terme
“de contact” dans I’exponentielle:

Z = / [dA][dy)[dwp] det Mp[A%] exp (z / d4x<£QCD + (81;7‘1")2» (1.27)

la jauge de Landau correspondant a la limite oo — 0.
Nous achevons cette procédure standard en introduisant les fantomes de
Faddeev-Popov dans la fonctionnelle génératrice :

Zlnies] = / (ANl [dv][dy] exp < / Ao (Lep + AT

+ipo + G + n + cﬁ)) (I.28)
ol nous notons:
Ot A )2
Lyp = »CQCD + % + (aMEa)DZbe (1.29)

Implémentation non-perturbative

De maniére générale, une condition de jauge F[A] = 0 définit une hy-
persurface de ’ensemble des configurations de jauge. Fixer la jauge revient &
chercher “le” point de 'orbite de jauge rencontrant cette surface. S’il y a plus
d’un point, nous rencontrons le probléme de 'ambiguité de Gribov: chacun
des points d’intersection porte alors le nom de copie de Gribov. Ce probléme
a été relevé par Gribov en 1978 |Gri78| notamment pour la jauge de Landau.

Dans le cas de présence de copies de Gribov, la démarche perturbative
devient caduque. En effet, notant g, les différentes solutions, le déterminant
de Faddeev-Popov s’exprime en fonction de la somme sur les copies:

1
—1 al __
ArplAil = ‘det 5(0, A% () (1.30)
e 39

9=9a

mais ceci rend beaucoup plus délicat la procédure de fixation de la jauge,
notamment parce que nous ne savons rien sur I’ensemble indexant cette somme.
Il est donc nécessaire d’aller au-dela de la théorie de perturbations.

Tout d’abord, remarquons que, dans ’expression de la fonctionnelle géné-
ratrice des fonctions de Green de QCD, le déterminant de Faddeev-Popov sert
a exprimer la mesure d’intégration fonctionnelle induite sur I’hypersurface de
fixation de la jauge. Interprété en termes statistiques, ceci revient a dire que
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le determinant det Mpp[Aj] sert & exprimer la mesure de probabilité régissant
la distribution des configurations & jauge fixée (donnée).

La fixation de jauge sur réseau procéde alors de maniére inverse : les champs
sont tout d’abord échantillonnés avec la distribution statistique sans contrainte
de jauge, puis chaque champ est deplacé le long de son orbite de jauge jusqu'a
atteindre le point d’intersection avec I’hypersurface de fixation de la jauge.
Une observable dépendante de jauge est alors obtenue par la moyenne sur
les valeurs qu’elle prend en chacune des configurations évaluées non plus aux
valeurs initiales du champ, mais aux points de fixation de jauge. De ce point de
vue-l1a, il est inutile d’introduire sur réseau les fantomes de Faddev-Popov 2.

Cela ne supprime pas pour autant I’ambiguité de Gribov: il est probable
que 'orbite de jauge recoupe ’hypersurface de fixation de jauge plusieurs fois.

De maniére non-perturbative, nous fixons la jauge de Landau en minimisant
la fonction :

Fy(g)=—Tr /d4xAZ(g)(:c)AZ(g)(x) (1.31)

En effet, écrivant g(x) = exp X (x) un élément du groupe de jauge, un déve-
loppement de F4(g) autour d’un minimum A} (z) s’exprime:

Falg) = Falon) +2 [ d'Tr (X0,4 )

+ / 42Ty (XTFP<AZ(90)(x)>X> LO(X?Y)  (L32)

ot nous notons FP(A) = —0,D,(A) 'opérateur de Faddev-Popov. Ainsi la
contrainte de minimisation signifie que 9,4, = 0 et que FP(A) est un opéra-
teur positif.

L’ensemble des configurations de champ de jauge Aj, vérifiant ces deux
conditions porte le nom de région de Gribov € pour la jauge considérée ; cette
région est bornée [Zwa82|. La linéarité de 'opérateur de Faddeev-Popov assure
que cet ensemble est convexe. Sa frontiére 02 s’appelle horizon de Gribov ; elle
annule la plus petite valeur propre de 'opérateur de Faddeev-Popov. La ré-
gion A des minima globaux de F4 est nommée région fondamentale modulaire.
Elle est incluse dans €2, et de ce fait bornée elle aussi. Ces régions sont re-
présentées sur la F1G. 1.2. Zwanziger et dell’Antonio [AZ91] (et auparavant
Semenov-Tyan-Shanskii et Franke [SF82|) ont montré que toutes les orbites
de jauge rencontrent ). Ceci se comprend bien sur réseau: les variables qui

12. Ceci ne veut pas dire pour autant qu’il est impossible d’étudier sur réseau le com-
portement, par exemple, du propagateur du fantéme; celui-ci est donné par l'inverse de
lopérateur (non- local) de Faddeev-Popov.
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caractérisent une configuration prennent leurs valeurs sur un compact, si bien
que le minimum de F'4 existe et est toujours atteint en au moins un point.

Nous utiliserons ces définitions et résultats dans la SEC. .4.2 suivante, puis
lors des SEC. 1.5.3, SEC. I1.4.2 et SEC. III.1.3. Il est cependant intéressant
de les exploiter dés maintenant pour comprendre comment se manifeste le
probléme des copies de Gribov de maniére générique.

0Q—.
OA

Boundary id.

Singular Boundary Point 1_,

Fic. .2 —: Région de Gribov et région fondamentale modulaire. Les lignes en
pointillés rejoignent des points d’une méme orbite de jauge, et montrent la
topologie non-triviale de I', ensemble des champs de jauge transverses. Figure

extraite de [SBZ02].

La solution A = 0 est & l'intérieur de A. Considérons une demi-droite
issue de ce point!?; elle recoupe la frontiére de A en un point'* “critique” A°.
Supposons que cette droite se prolonge dans €2; nous parlons dans ce cas de
point frontiere régulier. 11 s’agit du cas générique.

Lorsqu’un A sur cette droite passe par A" régulier, il cesse d’étre un mini-
mum global de F4(g) le long d’une orbite de jauge (car A € A) pour devenir un
minimum local non global (car A € Q\ A). Par continuité, en A, nous avons
un point qui est a la fois un minimum global et un minimum local de Flyer le
long d’une orbite de jauge. Par suite, le minimum absolu de la fonctionnelle de

13. Prendre une droite n’est pas essentiel ; nous avons simplement besoin d’une courbe
qui rencontre la frontiére de A de maniére suffisamment réguliére, de sorte & pouvoir parler
d’un “avant” et “aprés” la frontiére. Soulignons que les points de cette demi-droite n’ont
aucune raison d’appartenir & la méme orbite de jauge. Enfin, l'origine de cette demi-droite
peut étre n’importe quel point situé a 'intérieur de A.

14. et au plus un seul car A est convexe [SF82], [AZ91], mais cela ne joue pas de role dans
notre discussion.
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fixation de jauge Fscr est atteint en deux points de la méme orbite de jauge,
en lesquels Fl4cr prend la méme valeur, et donc ces points sont tous deux sur
la frontiére de A. Il s’agit donc de copies de Gribov. Notons que "ambiguité
de fixation de jauge ne peut se manifester que sur la frontiére de A, et pas a
I'intérieur de cette région.

Un point A“ se situant aussi sur la frontiére de Q est dit point frontiére
singulier. En un tel point, la valeur propre la plus petite de 'opérateur de
Faddeev-Popov s’annule, et la discussion devient plus compliquée. Retenons
qu’'un argument de théorie de Morse [Baa92] montre que le passage par un tel
point provoque 'apparition de copies de Gribov.

I.4.2 Difficultés numériques
Procédure discréte

Sur le réseau [Giu01], la fonction Fy; & minimiser est :

Fy(g)=—ReTr Y > U () (1.33)

Elle correspond & la version discrétisée® de la condition de jauge de Landau:

3 (Al(f) () — AW (z + u)) =0 (L.34)

In

Dans le continu, la minimisation de la fonction F4 induisait deux conditions
sur le minimum, & savoir: en un tel point, la dérivée premiére de F