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Résumé

Nous étudions la propagation d’une impulsion lumineuse a travers un milieu diffusant.
La propagation peut etre décrite par ’équation de transfert radiatif en régime dynamique
(ETR). Nous proposons une méthode de résolution en géométrie plane. Elle consiste a
appliquer la méthode des ordonnées discretes dans le domaine fréquentiel de 'ETR. Nous
calculons ainsi le flux d’énergie directionnel transmis et rétrodiffusé en fonction du temps
et de 'angle.

Dans la seconde partie, nous étudions la validité de I'approximation de la diffusion. Ce-
pendant, I’expression théorique du coefficient D en milieu absorbant varie selon ’approche
adoptée. Une nouvelle approche fondée sur I’analyse du mode fondamental de ’ETR est
développée. Sans faire aucune hypothese concernant le niveau d’absorption, nous obte-
nons une nouvelle définition et interprétation de D.

La troisieme partie est consacrée a 1’étude de la transition entre le régime balistique
et le régime diffusif. Nous montrons que les réflexions internes jouent un réle important
pour les systemes a faible épaisseur optique. Nous montrons ainsi que le régime diffusif est
atteint aux temps longs, pour des systemes de taille 8 Itr ou Itr est la longueur de transport.

Enfin, dans la derniére partie, nous modélisons la corrélation temporelle du signal dif-
fusé. Deux théories (QELS et DWS) permettent de modéliser respectivement le signal en
diffusion simple et en régime diffusif. Nous avons développé un modele décrivant les deux
régimes ainsi que le régime intermédiaire. Le modele est fondé sur une approche de type
marche au hasard et sur la résolution de ’équation de transfert radiatif dynamique. Ce
modele a permis de décrire des expériences récentes de mesures de fluctuations temporelles
de champs et d’intensité dans le régime de diffusion multiple intermédiaire.
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Abstract

We study the propagation of light pulses through scattering media using the time-dependant
radiative transfer equation (RTE). The standard discrete-ordinate method is used to solve
this equation in the space-frequency domain in a slab geometry. We calculate both the
diffuse and ballistic transmission and the backscattered signal for each direction.

We revisit the definition of the diffusion coefficient D for light transport in scattering
and absorbing media. From an asymptotic analysis of the transport equation, we present
a novel derivation of the diffusion coefficient, which is restricted neither to low absorption
nor to a situation in which the specific intensity is quasi-isotropic.

We study the transition between the diffusive and the non-diffusive regimes. We observe
a non-diffusive behavior for the systems whose thickness L is smaller than 8 Itr where Itr
is the transport mean-free path. We show also that the value of the effective diffusion
coefficient in the non-diffusive region is strongly affected by internal reflections.

Finally, we propose a model for the temporal correlation function of scattered inten-
sity, which is based on a random walk approach and the solution of the time-dependant
RTE. This model describes the evolution of the correlation function during the transition
from the single-scattering regime to the diffusive regime. It increases the range of validity
of the previous QELS and DWS theories, wich were valid for single-scattering and in the
diffusive regime, respectively. Our model permits us to describe recent measurements of
temporal fluctuations in the intermediate regime of multiple scattering.
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Chapitre 1

Introduction

L’Homme n’a cessé d’observer le monde qui I’entoure. Ces observations de la nature
I’ont amené a essayer de donner une interprétation, une explication, une description pour
chaque type de phénomemes observés. Pour pouvoir interpréter notamment tous ces phé-
nomenes physiques, I’esprit humain a crée, découvert et utilisé les mathématiques. Cela a
servi non seulement a décrire mais aussi a prédire des situations physiques bien précises.
Parmis tous ces domaines d’observation de la nature, nous citerons par exemple ceux qui
ont suscité la curiosité et 'intérét de nos anciens et de nos contemporains: ’astronomie,
la mécanique, la chimie et bien d’autres activités scientifiques. Un grand intérét est ap-
paru pour la lumiere et tous les phénomenes qui y sont associés. On notera par exemple
les phénomenes de réflexion, de réfraction par une interface, la diffraction ou encore les
interférences.

Nous nous sommes intéressés dans le cadre de cette these de doctorat aux phénomenes de
diffusion (scattering) de la lumiére dans des milieux aléatoires appelés également milieux
diffusants. Il est & noter qu’en langue francaise, le terme diffusion désigne deux phéno-
menes physiques bien distincts. Dans un premier cas, par exemple pour la lumiere, il
désigne une redistribution des directions de propagations apres interaction avec un objet.
En anglais, ce phénomene est appelé scattering. Le deuxiéeme phénomene caractérise le
transport d’une grandeur (par exemple la chaleur) dans un régime ot le flux est propor-
tionnel au gradient de la densité associée (par la température). Ce phénomene s’appelle
diffusion en anglais.

Le phénomene de diffusion (scattering) de la lumiére se rencontre partout dans notre
vie quotidienne. En effet, le bleu du ciel, la couleur blanche du lait, le scintillement des
étoiles, I’absorption de la peinture, le halo du phare des voitures en présence de brouillard
sont des exemples de situations ou la diffusion de la lumiére est responsable de 1’effet
observé.

L’étude de la diffusion des ondes électromagnétiques dans des milieux aléatoires concerne
plusieurs domaines d’applications.

- En astrophysique, la spectroscopie du rayonnement émis par une étoile permet de
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déterminer la composition chimique de celle-ci. Cependant, le rayonnement est diffusé par
les poussieres interstellaires et par ’atmospheére avant d’arriver au niveau du détecteur
[Chandrasekhar (1960)]. Ainsi 1'étude de cette diffusion est nécessaire pour remonter au
spectre du rayonnement initial émis par I’étoile en question.

- En radio-télécommunications, I’étude de la propagation des ondes dans 1’atmo-
sphere permet de déterminer par exemple un domaine de fréquences électromagnétiques
acceptables ot I’onde est peu diffusée et surtout peu absorbée.

- La diffusion par des surfaces rugueuses (peintures, couches minces, etc.) [Ogilvy
(1991)] a un énorme champ d’applications notamment dans les domaines de la furtivité des
avions, de la cosmétique, de la microscopie, de la médecine, etc. L’étude de la diffusion
par des surfaces rugueuses est un sujet de recherche en soit [Tsang et al. (2000)]. Par
exemple, il a été montré que le couplage entre la diffusion volumique et surfacique peut
étre découplé lorsque la rugosité de la surface assez faible [Durant (2003)].

- Depuis une dizaine d’année, I'optique dans le domaine du visible et de I'infrarouge
fournit un apport considérable a 'imagerie médicale. En effet, un nouveau défi est mis en
jeu: faire de 'imagerie des tissus vivants. Des techniques d’imagerie médicale utilisant des
sources et détecteurs dans le domaine du visible et infrarouge ont été développées depuis
peu [Mandelis (2000), Gao et al. (2002), Yodh et Chance (1995), Gayen et Alfano (1996),
Das et al. (1993), Wang et al. (1991)]. Ces techniques d’imagerie dans le visible ne se
situent pas aux quatre grandes techniques dites classiques : I'imagerie par résonnance ma-
gnétique nucléaire, 1’échographie (ultrason), les rayons X et les isotopes radioactifs. Elles
s’inscrivent plutot comme complémentaires par rapport aux autres techniques d’imagerie
meédicale ou le but finalement est de voir I'invisible permettant ainsi d’apporter une aide
substentielle au diagnostic d’un grand nombre de pathologies et de prévenir des maladies
ceci en augmentant la précision et la résolution des images obtenues. Tout l'intérét est de
rechercher des techniques d’imagerie qui d’un point de vue économique sont peu cotiteuses
mais aussi et surtout non intrusives pour le patient.

- Le domaine de la télédétection est également fondé sur les phénomenes de la diffu-
sion des ondes électromagétiques a la surface de la Terre et bien d’autres domaines encore.

Prenons un exemple concret afin de comprendre les différentes échelles caractérisant une
lumiere diffusée : les nuages! Lorsqu’il fait beau, les objets ont une ombre projetée sur le
sol bien définie ce qui permet de déterminer la position et donc la direction du soleil. Par
contre, lorsque le temps est nuageux, les objets n’ont pas d’ombre bien définie. La source
de lumiere n’est plus directive. La lumiere a tout simplement été diffusée. L’intensité de
la source de lumiere (qui est initialement directive) s’atténue de maniére exponentielle en
fonction de la distance parcourue: c’est la loi de Beer-Lambert qui est caractérisée par
une échelle de longueur qu’on appelle libre parcours moyen d’extinction. L’intensité s’est
atténuée car il peut y avoir tout au long du parcours deux types de phénomenes qui contri-
buent a I'atténuation : 'absorption et la diffusion. [’absorption convertit le rayonnement
incident en chaleur tandis que la diffusion redistribue dans I’espace le rayonnement inci-
dent. Elles sont caractérisées par les libres parcours moyen d’absorption et de diffusion.
Ce sont les distances moyennes parcourues dans le milieu pourqu’il y ait un événement



d’absorption ou de diffusion. A Vintérieur du nuage, la lumiere diffusée sera isotrope ou
quasi-isotrope au bout d’une certaine distance car elle aura subit un grand nombre d’évé-
nements de diffusion et donc aura perdu sa directivité initiale. La distance & partir de
laquelle, nous pouvons considérer que la lumiere diffusée est quasi-isotrope, s’appelle la
libre parcours moyen de transport. Cet exemple relativement simple introduit des notions
importantes. Les échelles caractéristiques d’un milieu sont: son épaisseur physique, les
libres parcours moyen de diffusion, d’absorption et de transport. Leurs valeurs relatives
nous renseignent sur le caractere plutét diffusant, absorbant, transparent ou opaque du
milieu. Par exemple, si I’épaisseur physique du milieu est plus grande devant le libre par-
cours moyen de diffusion, on est en régime de diffusion multiple. Dans le cas contraire,
on est en régime de diffuston simple.

La concentration des particules dans un milieu diffusant joue un role important et carac-
térise les régimes de diffusion dépendante ou indépendante. En effet, si les particules
sont suffisamment diluées dans le milieu, le coefficient d’extinction C,gy exprimé en m=!
se calcule par la relation suivante:

1 3 Oext

Cezt:— = f

Lot 4 a?

ou les quantités a, f et 0., sont respectivement le rayon moyen des particules, la fraction
volumique des particules dans le milieu et la section efficace d’extinction en m? pour une
particule. Nous observons que la relation qui lie le coefficient d’extinction et la fraction vo-
lumique est linéaire. Tant que cette relation linéaire est vérifiée, nous sommes en régimes
de diffusion indépendante. Dans ce cas, les propriétés diffusantes d’un élément de volume
contenant des particules sont identiques a chaque particule prise de maniere isolée. Les
particules n’interagissent pas entre elles. Par contre, toute déviation par rapport a cette
relation est une marque d’une diffusion dépendante. La déviation par rapport a la loi
linéaire s’accentue au fur et a mesure que la fraction volumique augmente. La déviation
peut-étre positive ou négative par rapport a la droite selon la taille des particules par
rapport a la longueur d’onde. Des expériences [Ishimaru et Kuga (1982)] ont été réali-
sées afin de déterminer le coefficient d’extinction en fonction de la fraction volumique. La
zone linéaire est obtenue pour les faibles fractions volumiques. La déviation commence
a se faire sentir pour une fraction volumique atteignant quelques pourcents. Des calculs
théoriques et numériques basés sur des modeles [Tsang, Mandt, et Ding (1992), Hespel
(1999)] ont pu reproduire ce comportement. Nous nous placerons dans le cadre de cette
these dans des cas ol les milieux sont suffisamment dilués pour étre en régime de diffusion
indépendante.

Bien entendu, la longueur d’onde, la polarisation et la phase de I'onde incidente ont
un impact direct sur les caractéristiques de la lumiere diffusée dans des milieux aléa-
toires. Par exemple, la rétrodiffusion cohérente est un phénomene d’interférences qui est
purement di a ’aspect ondulatoire de la lumiere. Ce phénomeéne est également appelé la
localisation faible [Anderson (1958), Akkermans, Wolf, et Maynard (1986), Wolf et Maret
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(1985), Wiersma, van Albada, van Tiggelen, et Lagendijk (1995)]. En effet, deux ondes
ayant suivi des chemins multiples réciproques interferent constructivement.

Nous voyons a travers ces quelques exemples que I’étude de la diffusion de la lumiere
met en jeu les notions de diffusion multiple et simple, de diffusion indépendante et de-
pendante, les caractéristiques de I’onde incidente et du milieu en question.

Par conséquent, la diffusion de la lumiere dans un milieu composé de particules dont
la disposition se fait de maniere aléatoire est un sujet qui est complexe en soi et difficile
a modéliser. En effet, une théorie déterministe ne peut étre développée et seule une ap-
proche statistique est envisageable. Le champ émergent du milieu est alors une variable
aléatoire. Deux approches ont été développées afin de traiter les problemes de la diffusion
dans des milieux aléatoires. La premiere approche est basée sur la théorie ondulatoire
décrite par les équations de Maxwell. La seconde approche quant a elle est une théorie
phénoménologique qu’on nomme théorie de transfert radiatif qui est fondée sur I’équation
de transfert radiatif que ’on désignera tout au long de ce manuscrit par les initiales: ETR.

L’ETR exprime le bilan d’énergie lumineuse dans un élément de volume ou il peut y avoir de
la diffusion, de ’absorption et de ’émission. La grandeur de base de I’ETR est la luminance
(appelée également intensité spécifique). L’ETR est une équation intégro-différentielle du
meéme type que 1’équation de Boltzmann décrivant le transport d’un ensemble de parti-
cules classiques. Initalement, 'ETR a été développée pour ’astrophysique [Schuster (1905),
Schwarzschild (1906), Chandrasekhar (1960)], puis dans le domaine de la neutronique ou
I’équation qui régit le transport des neutrons a la méme structure que ’équation de trans-
fert radiatif [Case et Zweifel (1967)]. Cette approche phénoménologique ne prend pas en
compte les effets de cohérence.

La description de la propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu aléatoire
dans le cadre d’une approche ondulatoire est fondée sur les équations de Maxwell pour
des champs aléatoires. [L’équation qui décrit la moyenne sur un ensemble des réalisations
du milieu est appellée équation de Dyson. Tandis que la fonction de corrélation du champ
est régie par |’équation de Bethe-Salpeter [Frisch (1966)]. Cette théorie prend en compte
I’aspect ondulatoire du champ et tous les phénomenes qui y sont associés tels que la ré-
trodiffusion cohérente et la localisation forte contrairement & ’ETR qui est une théorie
incohérente.

Ces deux théories ont évolué de maniere indépendantes jusqu’a ce qu’un fondement on-
dulatoire de I’ETR soit proposé. En effet, la luminance a été définie dans le cadre des
I’électrodynamique classique comme étant la transformée de Wigner de la fonction de
corrélation du champ électromagnétique [Walther (1968), Walther (1973), Wolf (1978)].
[’ETR devient une limite de 1’équation de Bethe-Salpeter sous ’hypothése d’un milieu
quasi-uniforme pour la fonction de corrélation du champ [Tualle (1996), Mandel et Wolf
(1995), Apresyan et Kravtsov (1996), Frisch (1967), Barabanenkov et Finkel’berg (1967)].



Dans le cadre de cette theése, nous avons abordé la description de la diffusion dyna-
mique de la lumieére par des milieux aléatoires en utilisant I’équation de transfert radiatif
en régime instationnaire.

L’intérét d’étudier le régime instationnaire se trouve dans I'utilisation actuelle de sources
lumineuses impulsionnelles ultra-courtes (la largeur de 'impulsion est de I’ordre de 100fs)
et des détecteurs de plus en plus sensibles et rapide dans des techniques d’imagerie, ainsi
que dans 'imagerie de systemes dynamiques. Ceci est particulierement vrai dans le do-
maine de I'imagerie médicale, auquel nous nous intéressons dans la suite.

La diffusion de la lumiere en proche infrarouge a un énorme potentiel dans I'imagerie
médicale. En général, I'imagerie optique consiste a éclairer un tissu par une source lumi-
neuse et a mesurer la lumiére rétrodiffusée ou transmise. L’étude de ce signal permettra
d’analyser ce tissu, et de détecter, par exemple, la présence d’'une tumeur. Nous notons
I’existence d’autres méthodes qui n’utilisent pas le signal diffusé mais plutot le signal co-
hérent. Nous citerons par exemple la microscopie confocale ou un groupe de chercheurs a
I’ESPCI est impliqué. Mais revenons a I'imagerie utilisant la lumiere diffusée. Une maniere
d’augmenter le contraste des images obtenues, est d’éclairer le tissu par une impulsion lu-
mineuse et de discriminer temporellement le signal diffusé. Les premiers photons sortant
du milieu ou du tissu sont ceux qui se sont propagés rectilignement. Ce sont les photons
balistiques. Viennent ensuite les photons qui ont subit quelques événements de diffusions,
ils se propagent presque en ligne droite. On les appelle les snake photons en anglais.
Les photons qui sont restés longtemps dans le milieu ont subit de multiples événements
de diffusion. Ils sont en régime diffusif et leur transport obéit a I’équation de diffusion
[Ishimaru (1978)]. La sélection des premiers photons traversant le milieu peut permettre
d’augmenter le contraste de I'image lorsqu’on utilise une technique d’imagerie point par
point [Gayen et Alfano (1996), Liu, Yoo, et Alfano (1994)]. Cette application nous montre
tout 'intérét d’étudier en détails la propagation d’impulsion dans des milieux aléatoires.

Un autre domaine qui motive ’étude de la propagation d’impulsion lumineuse dans des
milieux diffusants & partir de I’ETR est delui des nanotechnologies. Un probleme rencontré
est celui du tranport de chaleur aux courtes échelles de temps et d’espace [Tien et Chen
(1994)]. Par exemple en ce qui concerne la conduction thermique, le transport de phonons
sur des distances de quelques dizaines de nanometres peut étre décrit par une équation de
transport qui est du méme type que 'ETR [Majumdar (1993), Tien et Chen (1994), Chen
(1999), Chen (2001)].

Nous exposons dans le chapitre 2 un rappel sur les grandeurs de bases de la radiomé-
trie telles que le flux radiatif, la luminance, la densité d’énergie, les différentes échelles
caractéristiques et la fonction de phase. Ces grandeurs radiométriques sont utiles pour
écrire ’équation de transfert radiatif en régime instationnaire. Nous décrivons ensuite
une méthode de résolution de I'ETR en régime instationnaire en géométrie plane. Nous
présentons une méthode de résolution qui consiste a résoudre une équation qui a la méme



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

structure que ’ETR en régime stationnaire mais dans le domaine fréquentiel. La source
lumineuse est une onde plane dont la forme temporelle est une impulsion gaussienne.
Nous écrivons également les conditions aux limites exactes pour une interface plane. Ces
conditions aux limites prennent en compte les coefficients de Fresnel aux interfaces et les
réflexions internes dans le milieu. Nous écrivons la solution générale de I’ETR pour la lumi-
nance diffuse sur la base des modes propres du sytéme d’équations. Nous pouvons calculer
la luminance collimatée transmise et réfléchie, les flux surfaciques diffus directionnels ou
intégrés, en transmission ou en réflexion en fonction du temps pour une épaisseur donnée
du milieu. Nous pouvons également nous placer dans le cas statique, ou nous calculons
les flux diffusés en fonction de I’épaisseur du milieu. Ceci permet en particulier de valider
notre code de calcul dans le cas statique par rapport a des mesures expérimentales du flux
transmis total. Dans le cas instationnaire, nous comparerons notre méthode de résolution
de I’ETR par rapport a d’autres méthodes de calculs existantes.

Nous avons jusqu’ici parlé de deux approches permettant de décrire la propagation de
la lumiére dans les milieux diffusants (approche ondulatoire statistique et ETR). Dans cer-
tains cas, on peut utiliser ’approximation de la diffusion. C’est le cas si ’on s’intéresse a
une échelle de temps plus grande que les temps caractéristiques du systéme (largeur de
I'impulsion lumineuse, temps de vol,...) et une échelle de longueur qui est grande par rap-
port au libre parcours moyen de transport. Le régime ol 'approximation de la diffusion
est valable s’appelle le régime diffusif. La propagation de la densité d’énergie aux grandes
échelles spatio-temporelles peut étre décrite par une équation parabolique appelée équa-
tion de diffusion. Cette équation est de méme type que celle de I’équation de la chaleur
décrivant la conduction thermique. Le terme diffusion utilisé ici pris dans le méme sens
que la diffusion de la chaleur. En effet, aux grandes échelles, la densité d’énergie lumineuse
s’étale de la méme maniere que la chaleur dans un milieu. Le seul parametre dans cette
équation, qui décrit les propriétés physiques du milieu est le coefficient de diffusion D. Il
existe différentes approximations qui a partir de I’ETR ou de I’approche ondulatoire statis-
tique permettent d’aboutir a ’équation de diffusion. L’intérét de cette équation est qu’elle
est plus simple a résoudre que I’ETR. En effet, I’équation de diffusion ne tient pas compte
de la variation angulaire mais seulement des variations spatio-temporelles de la densité
d’énergie. Par contre, I’expression du coefficient de diffusion D varie selon ’approche uti-
lisée pour démontrer 1’équation de diffusion. Il est important de définir un coefficient de
diffusion qui traduise le plus justement les propriétés du milieu. Ce sera I'objet du cha-
pitre 3.

Parmi les approximations existantes, I’approximation P1 décrite dans 'ouvrage d’Ishi-
muru [Ishimaru (1978)] est la plus couramment utilisée. Cette approximation consiste a
représenter la luminance par un développement en harmonique sphérique et a s’arréter
a l'ordre 1. Cette approche est valable dans le cas ou la luminance est quasi-isotrope et
le milieu est faiblement absorbant. Une autre approche définit un coefficient de diffusion
qui ne dépendrait pas de l’absorption [Durian (1998), Furutsu et Yamada (1994)]. Mais
de récents travaux théoriques montrent clairement que le coefficient de diffusion dépend



de l'absorption du milieu [Aronson et Corngold (1999)].

Nous avons développé au cours du chapitre 3 une nouvelle approche de I’approximation de
la diffusion. Cette approche est basée sur une analyse asymptotique des modes de I'ETR.
Chaque mode angulaire est caractérisé par une longueur de décroissance. Le mode asso-
cié a la plus grande longueur est celui qui persistera aux grandes échelles du milieux. Les
autres modes seront completement atténués. Nous ne faisons aucune hypothese concernant
la répartition angulaire de la luminance et de ’absorption du milieu. Le coefficient de dif-
fusion obtenu par cette approche décrit correctement les effets de diffusion et d’absorption.

A titre d’exemple, nous présentons une illustration de la nouvelle définition du coeffi-
cient de diffusion. Elle réside dans le calcul du flux transmis hémisphérique temporel qui
émerge d’un slab. Le calcul de ce flux se fait de deux manieres différentes. Le premier
calcul est obtenu en résolvant I’'ETR. Tandis que le second est obtenu a partir de I’équation
de diffusion. En prenant comme calcul de référence la solution de I’ETR, nous comparons
la solution de I’équation de diffusion pour différentes expressions du coefficient de diffu-
sion. Nous montrons que le choix de la définition du coefficient de diffusion est crucial
notamment pour déterminer la décroissance de I'intensité transmise aux temps longs.

Le domaine de validité de ’approximation de la diffusion n’est pas clairement défini.
En effet, il est connu que le régime diffusif en régime statique est atteint pour les mi-
lieux a une grande épaisseur optique. Mais qu’en est-il en régime dynamique? Lorsqu’on
s'intéresse au flux transmis hémisphérique en fonction du temps, I’équation de diffusion
décrit-elle le bon comportement de ce flux aux temps longs? Certainement pour les mi-
lieux optiquement épais. Par contre, pour les milieux optiquement mince, I’équation de
diffusion est-elle encore valable aux temps longs? L’article suivant [Yoo, Liu, et Alfano
(1990)] donne une réponse affirmative a cette question. Par contre, I’étude expérimentale
présentée dans [Kop, de Vries, Sprik, et Lagendijk (1997)] montre que pour les systémes
minces, ’approximation de diffusion ne permet pas de prédire le comportement aux temps
longs. Nous montrons par une analogie précise que I'approximation de la diffusion n’est
pas valable pour les milieux optiquement minces, méme aux temps longs.

Nous présentons dans le quatrieme chapitre, une étude théorique et numérique de la
transition du régime balistique au régime diffusif de la diffusion de la lumiere dans des
milieux diffusants. Nous faisons cette étude a partir de I’'ETR instationnaire. En effet, nous
calculons le flux hémisphérique transmis en fonction du temps a travers une tranche de
matériau sur lequel une impulsion lumineuse est envoyée. Nous déterminons a partir de
la décroissance exponentielle de ce flux calculé, une constante de temps 7 et cela pour
différentes épaisseurs L de couche. De cette constante de temps et de I’épaisseur L du
milieu, nous définissons un coefficient de diffusion effectif. Nous exposons des calculs qui
montrent comment ce coefficient de diffusion effectif dépend de I’'indice effectif du milieu
et de I’épaisseur de ce méme milieu. Nous montrons que le role des réflexions internes
dans le milieu diffusant prend de I’ampleur lorsque celui-ci a une faible épaisseur optique.
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Nous retrouvons quantitativement un résultat expérimental [Kop, de Vries, Sprik, et La-
gendijk (1997)] montrant ’évolution du coefficient de diffusion en fonction de 1’épaisseur
du slab.

Nous décrivons comment a partir de la relation de dispersion de I’ETR, nous pouvons
déterminer la transition entre les régimes non-diffusifs et diffusifs. Les résultats obtenus
sont conformes aux conclusions du troisieme chapitre.

Une application de 1’étude de la diffusion de la lumiére par un milieu aléatoire, est la
détermination d’informations sur les diffuseurs dans ce milieu. Ces informations sont par
exemples le rayon moyen de particules diffusantes se trouvant dans un liquide, la viscosité
de ce liquide, le coefficient de diffusion associé au mouvement brownien de ces particules,
etc. L’étude de la diffusion dynamique de la lumiere due a ’aspect dynamique des par-
ticules trouve des applications dans le domaine de la spectroscopie, de la biologie, de la
chimie [Berne et Pecora (2000)] ou de I'imagerie médicale [Sebbah (2001)]. La technique
qui consiste & étudier les fluctuations temporelles de I'intensité rétrodiffusée ou diffuse
transmise par un milieu diffusant mais dont ’origine se trouve dans le déplacement aléa-
toire (mouvement brownien) des particules, s’appelle la Diffusion Dynamique de la lumiére
ou en anglais Dynamic Light Scattering.

L’analyse de la fonction de corrélation temporelle de I'intensité due a la diffusion des
particules diffusantes permet de déterminer les propriétés du milieu énoncées dans le pa-
ragraphe précédent. L’étude peut se faire soit dans le domaine temporel (fonction de
corrélation) soit dans le domaine spectral (densité spectrale de puissance).

Dans le milieu, au plus les photons subissent d’événements de diffusion, au plus le si-
gnal de sortie sera temporellement décorrélé. Il existe deux régimes extrémes de diffusion
qui sont la diffusion simple et le régime diffusif. Pour chacun de ces régimes, des techniques
basées sur des théories bien établies ont été développées. Dans le premier cas, ’analyse
des variations temporelles de I'intensité diffusée par le milieu dans le cadre de la diffusion
simple a permis de développer une technique qui est largement utilisée notamment dans le
domaine de la spectroscopie et de la biologie [Bloomfield et Lim (1978), Berne et Pecora
(2000)], et appelée en anglais Quasi-Elastic Light Scattering (QELS). Dans le second cas,
I’étude se fait dans le régime diffusif ou les photons ont subi énormément d’événements
de diffusion dans le milieu [Maret et Wolf (1987)]. La théorie associée a été développée
a la fin des années 1980 [Maret et Wolf (1987), Pine, Weitz, Chaikin, et Herbolzheimer
(1988)]. Cette technique porte le nom de Diffusing Wave Spectroscopy (DWS) en anglais.

Il y a quelques années, des mesures de fluctuations temporelles du signal diffusé ont
été réalisées a longueur de chemin parcouru dans le milieu fixé. En effet, pour chaque
longueur de chemin parcouru par les photons, des mesures de fluctuations temporelles du
champ diffusé (détection hétérodyne) [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001)] ou de 'intensité
diffusée (détection homodyne) [Boas, Bizheva, et Siegel (1998)] ont été réalisées. Dans



les deux cas, la technique de mesure est fondée sur 'interférométrie a faible longueur de
cohérence.

Ainsi, cette technique de mesure permet d’analyser le signal tant en diffusion simple
qu’en régime diffusif mais également dans le régime intermédiaire qui est largement uti-
lisé dans le domaine de I'imagerie bio-médicale. Cependant, les théories QELS et DWS ne
prédisent que les comportements extrémes que sont la diffusion simple et le régime diffusif
mais pas le régime intermédiaire. L’extension de la théorie DWS au régime intermédiaire
est 'objet de notre dernier chapitre.

Nous exposons dans le cinquieme chapitre les différentes étapes de la théorie de la DWS, la
technique de l'interférométrie a faible longueur de cohérence. Nous montrons ensuite des
résultats d’expériences mesurant la densité spectrale de puissance de I'intensité rétrodiffu-
sée et également du champ diffusé. Nous développons par la suite, un modele permettant
de décrire le comportement des régimes de diffusion simple, multiple et de I'intermédiaire.
Nous retrouvons quantitativement les courbes expérimentales et 1’on décrit completement
la transition. Nous montrons tout l'intérét de la solution de I’équation transfert radiatif
en régime instationnaire dans le modele qui a été développé dans le cadre la diffusion
dynamique de la lumiere.
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I1.1. INTRODUCTION 13

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions des grandeurs radiatives dont nous
aurons besoin pour établir I’équation de transfert radiatif ETR en régime instationnaire.
Les grandeurs radiatives seront définies selon une approche phénoménologique. La gran-
deur de base est la luminance qui est proportionnelle au flux d’énergie. Lorsqu’on éclaire
un milieu par une onde électromagnétique, celle-ci s’atténue au fur et a mesure qu’elle
pénetre dans le milieu. Cette atténuation est le fruit de deux processus: ’absorption et
la diffusion. Dans le premier cas, une partie de ’énergie est transformée en chaleur tandis
que dans le second cas, I’énergie est redistribuée dans tout I’espace. Ces deux processus
sont décrits par les coefficients d’absorption monochromatique x, et de diffusion mono-
chromatique o,. Nous rappelons également les notions de la fonction de phase. Ensuite,
nous établissons ’ETR a partir d’un bilan d’énergie sur un élément de volume. Nous pro-
posons une méthode de résolution numérique de I’ETR pour une géométrie plane, fondée
sur la méthode des ordonnées discretes dans le domaine spectral de ’'ETR. Nous établis-
sons également les conditions aux limites qui tiennent compte des interfaces physiques.
Nous devons finalement résoudre un systeme d’équations différentielles du premier ordre.
Ainsi nous pouvons calculer les flux surfaciques monochromatiques directionnels ou hé-
misphériques, transmis ou réfléchi par le milieu. Nous présentons un exemple de calcul
du flux transmis et réfléchis hémisphérique dans un cas statique. Plusieurs exemples de
calculs dans le cas instationnaire sont présentés et comparés a d’autres méthodes de ré-
solution de I’ETR. Parmi ces méthodes, il y a ’approximation de la diffusion qui consiste
a résoudre apres quelques hypotheses et approximations sur la luminance, une équation
de type parabolique ol apparait un coefficient de diffusion. Cependant, il existe plusieurs
approches qui aboutissent a des coefficients de diffusion différents. Ce point sera discuté
plus en détail au prochain chapitre. Ainsi nous décrivons le comportement du flux surfa-
cique transmis et réfléchi a travers une tranche de milieu et validons notre méthode de
résolution numérique de I’équation de transfert radiatif en régime instationnaire.

I1.2 Grandeurs radiatives

I1.2.1 Luminance, flux et densité d’énergie
11.2.1.1 Luminance

Le flux d’énergie radiative monochromatique P, traversant un élément de surface dS
centré au point r = (z, y, z), dans un angle solide élémentaire d2 centré sur la direction u,
dans 'intervalle de fréquences [v, v + dv] et au temps ¢ a pour expression :

P,(r,u,t) = L,(r,u,t)u-ndSdQdv (W] (IL.1)
La surface dS’ = u-n dS est la surface apparente depuis la direction u (Fig. IL.1).
L,(r,u,t) est la luminance qui dépend de la position r, de la direction u d’observation,

du temps ¢ et de la fréquence v [Chandrasekhar (1960)]. La luminance s’exprime en
[W/(m?.sr.Hz)| en unité SI.
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Fic. 1.1 — Définition de la luminance

I1.2.1.2 Vecteur flux radiatif

Le vecteur flux radiatif q, qui est une quantité non directionnelle, s’exprime en
fonction de la luminance L par:

q,(r,t) = /4 L,(r,u,t)u dQ (IL.2)

Le flux de ce vecteur a travers une surface dS correspond au flux d’énergie radiative.
Le vecteur q qui est défini ici dans un cadre purement radiométrique, joue le méme role
que le vecteur de Poynting défini dans le cadre de la théorie électromagnétique [Ishimaru

(1978), p.166].

11.2.1.3 Densité d’énergie

La densité d’énergie au point r, a I'instant ¢ et pour un rayonnement de fréquence
v est donnée par la relation suivante:

uy (r, 1) = / @ do [ﬁ] (I1.3)

On définit une densité d’énergie directionnelle: u,(r,u,t) = L,(r,u,t)/c. La valeur
c correspond a la vitesse de propagation de 1’énergie qui correspond au rapport de la
luminance et de la densité d’énergie. Nous pouvons relier u,(r,t) a la densité volumique
de photons n,(r,t) et au quantum d’énergie photonique hv par la relation suivante:
u,(r,t) = ny,(r,t) hv. Ceci donne une interprétation corpusculaire de ce qu’est la densité
d’énergie.

I1.2.2 Extinction, absorption et diffusion

Si 'on éclaire un objet par une onde électromagnétique, celui-ci va soit absorber
une partie de I’énergie du champ, soit la diffuser, autrement dit la redistribuer dans
tout ’espace. Si I'on s’intéresse a 1’énergie se propageant dans une direction déterminée
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(un faisceau par exemple), alors ces deux processus sont responsables de l’extinction de
I’énergie électromagnétique incidente. On peut écrire cela symboliquement sous la forme:

Extinction = Absorption + Dif fusion

On parle d’un milieu absorbant lorsque le processus d’absorption prédomine sur celui de
la diffusion. Par exemple, ’encre de Chine diluée dans de 1’eau ou des suies dans une
fumée vont plutot absorber une partie du rayonnement visible incident que la diffuser. En
effet, lorsqu’on les observe, elles apparaissent noires. Par contre, les nuages sont plutot
diffusant dans le domaine visible qu’absorbant : ils apparaissent blancs.

11.2.2.1 Absorption

Soit un flux d’énergie radiative monochromatique P, se propageant dans un milieu
absorbant dans 1I’élément d’angle solide df), au point s, normalement a la surface dS.
Sur un élément de longueur ds, une fraction dP, de I’énergie sera absorbée. De maniere
tout a fait générale, on écrit:

dP,(s +ds,u,t) = —k, P,(s,u,t) ds (I1.4)

Le coefficient k, introduit dans cette expression est le coefficient d’absorption mo-
nochromatique. Sa dimension en SI est m™'. Son inverse I¢ = 1/k, est le libre parcours
moyen d’absorption.

11.2.2.2 Diffusion

En ce qui concerne le processus d’extinction par diffusion, nous pouvons faire exac-
tement le méme raisonnement que pour l’absorption. Dans le processus de diffusion, une
fraction de 1’énergie se propageant initialement dans la direction u est diffusée dans une
direction u’ différente, ce qui contribue donc & I'extinction dans la direction u. On intro-
duit le coefficient o, qui a également une dimension en m™*. Son inverse [5 = 1/0, est le
libre parcours moyen de diffusion.

11.2.2.3 Extinction

Nous avons vu que I'extinction d’un faisceau lumineux dans un milieu est le résultat
des processus d’absorption et de diffusion. Nous introduisons ici le coefficient d’extinction
qui vaut:

/61/ =0, t Ky [m_l] (115)

Son inverse correspond a la longueur d’extinction: [¢** = 1/3,. Ainsi I'extinction
du flux d’énergie d’un faisceau collimaté dans un milieu est due a I’absorption et a la
diffusion, et décroit selon la loi de Beer-Lambert : exp(—0,s)
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I1.2.2.4 Albédo

L’albédo représente la proportion d’énergie lumineuse diffusée par un corps éclairé.
Il est défini par:
Oy Oy

a,,:ﬂ—za TR (116)

Si ’albédo vaut 0, le milieu est purement absorbant. S’il vaut 1, le milieu est pure-
ment diffusant.

I1.2.3 Fonction de phase

Lors de la diffusion, I’énergie est redistribuée dans tout 'espace, la fonction p, (u’, u)
décrit cette distribution. En effet, la fonction de phase moyenne (ou fonction angulaire
de diffusion) représente la probabilité pour quun flux d’énergie arrivant sur I’élement de
volume dV selon un angle solide d€?' centré autour de la direction u’ soit diffusé dans
I’angle solide df2 centré autour de la direction u. Il existe différentes normalisations de la
fonction de phase [Ishimaru (1978),p.157] selon les auteurs. Nous avons choisi celle-ci:

1 47

— L, u)dQ =1 1.7
), p,(u’,u) (IL7)

Si la fonction de phase est constante, on parle de diffusion isotrope (répartition
équiprobable de I’énergie dans toutes les directions de I’espace). Sinon on parle de diffusion
anisotrope.

11.2.3.1 Parametre d’anisotropie

Le parametre d’anisotropie g mesure le degré d’anisotropie de la diffusion. Il est
défini comme étant la moyenne du cosinus de ’angle de diffusion pondérée par la fonction
de phase:

1 47

= i p,(0';u) u-u' dQ (IL.8)

9

Lorsque la valeur de g tend vers 1, c’est que la diffusion s’effectue plutét dans la
direction du flux d’énergie incident. Par contre, lorsque g — —1, c’est que la diffusion se
fait dans le sens contraire de la direction incidente. Pour une diffusion isotrope, g = 0.

11.2.3.2 Dépendance angulaire

La fonction de phase dépend de ’angle d’incidence et de ’angle de diffusion. Mais
pour des particules ayant une certaine symétrie (des sphéres par exemple), la fonction de
phase ne dépend que de I’angle relatif entre les deux directions. En coordonnées sphériques,
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onau(f,¢)etu'(#,¢'). Le cosinus de 'angle relatif est fonction des coordonnées des deux
directions par la relation suivante:

u-u = cos® = pp 41— p2/1— p2cos(p — ¢') (I1.9)

ou p = cosb et ' = cost'.

I1.2.4 Exemples de fonction de Phase
11.2.4.1 Fonction de phase constante

La plus simple des fonctions de phase est celle qui est constante. La diffusion dans
ce cas-la est purement isotrope, le facteur d’anisotropie vaut exactement 0.

p(cos©) =1 (I1.10)

11.2.4.2 Fonction de phase de Rayleigh

Si la particule est non absorbante, trés petite devant la longueur d’onde (particule
dite de “Rayleigh”) de 1’onde incidente, elle se comportera comme un dipole électrique.
Dans le cas ou 'onde incidente est non polarisée, la fonction de phase est la suivante:

p(cos ©) = 2(1 + cos® ©) (I1.11)

11.2.4.3 Fonction de phase de Henyey-Greenstein

Un modele qui est tres bien adapté, notamment dans le domaine de I'imagerie mé-
dicale, est celui de la fonction de phase de Henyey-Greenstein (H-G) [Thomas et Stamnes
(1999)]. Cette fonction dépend du cosinus de I’angle relatif entre la direction incidente et
la direction de la diffusion: cos © et du facteur d’anisotropie g.

1—g°
V(1 +g2—2g cosO)3

p(cos©) = (11.12)

On peut montrer que cette fonction de phase obéit a la normalisation définie par
Iéquation (I1.7)

11.2.4.4 Fonction de phase de Mie

La théorie de Mie consiste en la résolution exacte de la diffusion d’une onde plane
électromagnétique par une particule sphérique, homogene et optiquement isotrope [van de
Hulst (1981), Bohren et Huffman (1983)]. Si 'on fournit :

e l'indice de la particule: n,;

e l'indice du milieu hote: ny;
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e le rayon de la particule: r;

e la longueur d’onde de I'onde incidente dans le milieu hote: A = Ag/ny.
Alors la théorie de Mie nous fournit :

e les sections efficaces d’extinction, de diffusion et d’absorption;

e ’albédo: a;

e la fonction de phase: p(cos ©);

e le parametre d’anisotropie g

en fonction du parametre de taille: X = 277 /. Ceci est rigoureux pour une seule parti-
cule. Si ’on suppose que la diffusion est indépendante et que I’on donne la concentration
des particules dans le milieu, nous pouvons obtenir par de simples relations, les longueurs
d’extinction, de diffusion et d’absorption et la fonction de phase du milieu.

11.2.4.5 Développement sur les polynénes de Legendre

Dans le cas général, la fonction de phase p,(cos ©) peut étre développée sur la base
des polynomes de Legendre.

p(cos ©) Z a, P,(cosO) (I1.13)

Les a, sont les coefficients de développement et P,(cos®) sont les polynoémes de
Legendre de degré n. La série converge en un nombre fini de terme selon la précision
voulue. Le nombre de termes sera déterminé par ’anisotropie de la fonction de phase.
Plus elle est anisotrope, plus il faudra de termes dans le développement. Il existe plusieurs
méthodes de troncature de la fonction de phase, notamment pour celle qui doit décrire une
diffusion fortement anisotrope [Thomas et Stamnes 1999]. Si 'on développe par exemple
la fonction de phase de H-G sur la base des polynémes de Legendre, nous avons la relation
suivante: a,, = g".

11.3 Equation de Transfert Radiatif

I1.3.1 Bilan d’énergie

L’équation qui décrit I’évolution du flux d’énergie est une équation phénoménolo-
gique fondée sur un bilan d’énergie. Le bilan algébrique du flux d’énergie s’effectue sur un
élément de volume dV de longueur ds. Comme décrit plus haut, les contributions négatives
sont I'absorption et la diffusion. Le processus de diffusion peut contribuer positivement
au bilan d’énergie. En effet, le flux d’énergie provenant de 1’élément d’angle solide d§2’
centré autour de la direction u’ peut étre diffusé dans I’élément d’angle solide df2 centré
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sur u. La fraction d’énergie diffusée dans la direction u s’obtient en intégrant sur toutes
les directions incidentes afin de tenir compte des diffusions constructives:

47
dP,(s +ds,u,t) = Z—" / p,(u;u) P, (s,u',t) dQ' ds
™ Jo

Le bilan d’énergie s’effectue dans I’élément de volume V' décrit dans la figure 11.2, les

Fic. 11.2 — Systeme choisi pour le bilan d’énergie

contributions négatives sont I’absorption et la diffusion tandis que la contribution positive
est la diffusion venant d’autres directions. Nous ne traiterons dans cette these que des
cas ol le milieu est dit “froid”. Nous travaillerons en effet dans le domaine du visible et
proche infrarouge pour lequel a température ambiante (300 K) 1’émission thermique est
négligeable devant les processus d’absorption et de diffusion!. Soit la densité d’énergie
directionnelle wu, (s, u,t) reliée par la luminance L, (s, u,t) par la relation suivante:

L,(s,u,t)

; (I1.14)

u,(s,u,t) =
ou c est la vitesse de propagation de I’énergie. Le bilan d’énergie sur 1’élément de
volume V' s’écrit formellement :

énergie sortante = énergie entrante — rayonnement disparu + rayonnement apparu

Vu,(s+cdt,u,t+dt) = +Vu,(s, u,t)

—cdt(k, +0,) Vu,(s,u,t)
4w

tedt?l p,(u',u) Vo, (s,u’,t) dO
T J

1.1oi de Wien: Apgqz(um) =~ 3000/ , & 300 K le flux maximal émis se situe autour de 10um
(infrarouge)
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En réarrangant cette équation et en utilisant la relation (I1.14), nous obtenons:

I 7 4
I/(S+Cdt’ u’t+dt) V(S’u’ t) - _(ﬁu+0u)Lu(Sau7 t) + &/ pl/(ulau)LV(S7u’7t)dQI
cdt A Jo

Lorsque la variation dt tend vers zéro, nous pouvons remplacer le membre de gauche
par la dérivée matérielle de la luminance:

1d o Am
——L,(s,u,t) = —(k, +0,) L,(s,u,t) + = L(u',u) L, (s,u,t) d€¥
Sl = (o) Lisuwn + 5 [ pw L s

La dérivée matérielle % (point de vue de Langrange) peut s’exprimer en fonction de
la dérivée partielle (point de vue d’Euler) par la relation suivante:

d 0

—=—+cu-V

dt 0Ot

Nous obtenons finalement 1’équation de transfert radiatif (ETR) instationnaire qui
dans le domaine temporel [Ishimaru (1978)] s’écrit :

ol

4m
9 + u-V]L,(r,u,t)=—-0, L,(r,u,t) + ﬁ/ p, (0, u)L,(r,u',t)dQ
ot 4z J,

[

(IL15)

I1.3.1.1 Discussion

L’ETR (équation (II.15)) décrit I’évolution spatio-temporelle de la luminance a tra-
vers un milieu diffusant et absorbant et ou, dans notre cas, I’émission thermique est
négligeable. Dans le cas général, la luminance a fréquence fixée est fonction de six va-
riables indépendantes: trois coordonnées de position, deux coordonnées angulaires pour
la direction de propagation et la variable temporelle.

L’ETR est une équation intégro-différentielle dont la résolution analytique est compliquée,
sauf dans quelques cas particuliers relativement simples. Par exemple dans le cas ou I'on
a un milieu statistiquement homogene, transparent (k, = 0) et non diffusant (o, = 0)
(ex: le vide), on retrouve la propriété de conservation de la luminance dL,/ds = 0 le
long de la trajectoire autrement dit la loi de Clausius. Tandis que dans un milieu hétéro-
gene d’indice n, non absorbant, non diffusant et dans les limites de I'optique géométrique
[(Apresyan et Kravtsov 1996), p.25], on a d(L,/n?)/ds = 0. Cette propriété sera utili-
sée par la suite pour I’écriture des conditions aux limites entre deux milieux d’indices
différents.?

2. Dans le cas tout & fait général, ol le milieu n’est pas homogene, dispersif (i.e la fréquence v est
susceptible de changer au cours de la propagation de I’énergie), transparent et non diffusant, la grandeur
conservative est : #
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I11.3.2 Echelles de longueur

Nous avons vu que l’extinction d’un faisceau lumineux est due a ’absorption et a
la diffusion dans le milieu. Nous pouvons distinguer plusieurs régimes de propagation en
comparant les libres parcours moyen (lpm) de diffusion, d’absorption et 1’épaisseur du
milieu L. Ces longueurs correspondent a la distance moyenne pour qu’un événement de
diffusion ou d’absorption ait lieu.

Si L < {l,1,}, régime balistique,

Sily~ L <l,, régime de diffusion simple,

Sily < L <l,, régime de diffusion multiple,

Si L > {ls,1,}, régime ou 'on a de la diffusion et de I’absorption.

11.3.2.1 Libre parcours moyen de transport

Dans un milieu sans perte, le libre parcours moyen de diffusion [, décrit la décrois-
sance du faisceau collimaté: I.. En effet, apres traversée d’'une longueur L du milieu, nous
avons I, = Iy exp(—L/ls). Mais nous ne pouvons pas dire si le milieu est translucide ou
pas. L’énergie perdue par le faisceau collimaté est redistribuée de maniere diffuse. Il existe
une échelle de longueur, appelée libre parcours moyen de transport et noté l;., qui caracté-
rise ’évolution de la luminance diffuse. Cette longueur de transport nous renseigne sur la
distance a partir de laquelle la luminance diffuse perd totalement sa direction initiale. Au-
trement dit le rayonnement devient quasi-isotrope. Pour déterminer cette longueur, nous
utilisons un modele de photons effectuant une marche aléatoire dans le milieu diffusant.
Les photons subiront en moyenne une diffusion & chaque longueur de diffusion parcourue :
l;. L’angle de diffusion par rapport a la direction initiale sera en moyenne égale & < cos © >
qui est en fait le parametre d’anisotropie: g. La longueur totale parcourue par les photons
qui ont subi N événements de diffusions sera égale a: Ly = Ef\il I, < cos ©® >~1. Lorsque
N — 00, nous avons:

11.3.2.2 Epaisseur Optique

[’épaisseur optique L* qui est une grandeur adimensionnée, nous renseigne sur le
nombre moyen d’événements de diffusion et/ou d’absorption que la luminance a subi sur
une distance de longueur L:

L*=1LJ (IL17)

Si I’épaisseur optique est beaucoup plus grande que I'unité, alors on se trouve en
régime de diffusion multiple et/ou d’absorption forte.
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11.3.3 Fondements de I’ETR

La théorie de transfert radiatif est une théorie phénoménologique fondée sur une
analyse de la conservation de 1’énergie. La grandeur de base est la luminance L, (r,u,t)
qui comme on ’a vu est proportionelle a la puissance rayonnée. Les autres grandeurs
phénoménologiques introduites dans la théorie sont les coefficients d’absorption «, de
diffusion o et la fonction de phase p(u’,u). Est-ce que ces notions phénoménologiques
trouvent une justification théorique sur la base des équations de Maxwell? La réponse a
cette question a suscité de nombreux travaux tentant de déduire la théorie de transfert
radiatif des équations de Maxwell. En effet, a partir d’une théorie statistique du champ
électromagnétique, on aboutit a une équation qui décrit la propagation du champ moyen
dans un milieu aléatoire, c’est ’équation de Dyson. Une deuxieme équation est établie
pour la fonction de corrélation du champ: ['(ry,ry,%1,t2) = (E(r1,t1) E*(re,t2)), c’est
I’équation de Bethe-Salpeter [Sheng (1995), Apresyan et Kravtsov (1996), Frisch (1966),
Frisch (1967)].

En effectuant différentes approximations suffisantes mais pas forcément nécessaires sur
I’équation de Bethe-Salpeter [Apresyan et Kravtsov (1996), Tualle (1996), Ryzhik, Papa-
nicolaou, et Keller (1996), Lagendijk et van Tiggelen (1996)], on peut en déduire I’ETR.
Cette démarche passe par une définition de la luminance a partir du champ électroma-
gnétique. Walther [Walther (1968), Walther (1973), Marchand et Wolf (1974)] a proposé
en 1968, une expression de la luminance qui est proportionelle & la transformée de Wigner
[Bartelt et al. (1980)] de la fonction de corrélation du champ. Cette expression s’exprime
de la maniere suivante :

%)e‘ik“'RdR (I11.18)
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Les variables spatiales r = (r; + r2)/2 et R = r; — ry décrivent respectivement les
variations lentes et rapides de la fonction de corrélation du champ. La quantité u apparait
comme étant la variable conjuguée de R qui décrit les variations rapides de la fonction
de corrélation du champ.

On peut raisonner de la méme facon dans le domaine temporel, en définissant la quantité
suivante :

T T, ..
L,(t) = L(t,v) = (%)2 /F(t1 =t+ gt =1 E)e—“’TdT (11.19)

La variable t = (t; + t3)/2 représente la variation lente de I’enveloppe temporelle
de la fonction de corrélation du champ. La transformée de Fourier temporelle de la lu-
minance fait apparaitre la variable conjuguée w. Cette TF représente le contenu spectral
de I'enveloppe. La variable T' = t; — t, représente les variations rapides de la fonction de
corrélation. On lui associe la variable conjuguée v qui représente la fréquence optique du
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signal. La luminance L(v,t) peut étre interprétée comme un spectre local & I'instant ¢3.
C’est un exemple d’analyse temps-fréquence. Lorsqu’on nous disons que la luminance est
quasi monochromatique c’est que la largeur spectrale Av de celle-ci est tres inférieure a

la fréquence centrale v. L’ETR décrit ainsi le flux d’énergie & une fréquence déterminée*.

Le domaine de validité de la théorie du transfert radiatif se fait soit en analysant les
différentes approximations faites a partir de I’équation de Bethe-Salpeter. Nous citerons
a titre indicatif I’approximation de Bourret qui se limite aux faibles fractions volumiques
ou l'on ne garde que la corrélation d’ordre 2 [Barabanenkov et Finkel’berg (1967), Frisch
(1966), Frisch (1967)]. D’autres approches existent et aboutissent toutes a I’ETR. On peut
citer par exemples les références suivantes: [Tsang et Kong (2000), p.232, Apresyan et
Kravtsov (1996)]. La deuxiéme maniére de déterminer le domaine de validité se fait par
des simulations numériques qui comparent la résolution de I’ETR et la résolution des équa-
tions de Maxwell sur un systeme bien défini. L. Roux et al. ont montré que la théorie
de transport radiatif est encore valable sur des faibles épaisseurs optiques et jusqu’a une
fraction volumique inférieure & 10% [Roux (1996)].

L’ETR peut étre généralisée a une équation de transfert radiatif vectorielle, ceci afin de
prendre en compte les effets de polarisation. On introduit alors le vecteur de Stokes qui
joue le role de luminence en lumiere polarisée [Chandrasekhar (1960)].

I1.4 Résolution de ’ETR en géometrie plane

Un certain nombre de méthodes de résolution de I’équation de transfert ont été initia-
lement développées pour des études atmosphériques ou en neutronique et sont maintenant
réutilisées dans le cas du transport photonique dans des milieux aléatoires. Actuellement,
aucune méthode n’est adaptée a tout type de probleme. Il existe quatre catégories de
méthodes de résolution de ’ETR faisant appel a des techniques différentes :

e La premiere concerne les solutions analytiques qui existent sous certaines hypothéses
simplificatrices concernant des géométries de milieux diffusants simples et/ou des
propriétés radiatives uniformes ainsi que des conditions aux limites homogenes.

e Les méthodes statistiques: la méthode de Monte Carlo fait partie de ce type de
méthodes ou le probleme déterministe est transformé en probleme probabiliste. Elle
a été largement utilisée pour la résolution de I'ETR a partir des années 70, car
elle fournit des solutions pouvant atteindre le méme niveau de précision que les
méthodes exactes. Un de ses atouts majeurs réside dans son adaptation aisée aux
cas de géométries complexes. Par contre un de ces inconvénients majeurs est son
cout en temps de calcul.

3. La transformée de Wigner n’est pas strictement positive de sorte qu’elle ne peut pas étre considérée
comme une densité spectrale d’énergie
4. c’est pour cela que v est en indice
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e La méthode des fluz : le principe de ces méthodes est de séparer la dépendance angu-
laire de la dépendance spatiale de la luminance. L’équation intégro-différentielle est
alors remplacée par un systeme d’équations aux dérivées partielles ou n’interviennent
que les variables d’espace. Il existe plusieurs méthodes se basant sur ce principe. La
méthode a N flux discrétise I’espace angulaire en N angles solides élémentaires
a l'intérieur desquels la luminance est supposée uniforme. La méthode des or-
données discrétes qui a été présentée pour la premiere fois par Chandrasekhar
[(Chandrasekhar 1960), p.55] en 1960, discrétise I’espace angulaire selon une quadra-
ture (Gauss, Radau, ...) afin de remplacer 'intégrale de ’équation par une somme
discrete. Cette méthode permet de transformer I’équation intégro-différentielle de
la luminance en un systéeme d’équations aux dérivées partielles. Nous utiliserons la
quadrature de Gauss afin de résoudre le probleme posé dans le cadre de cette these.

e D’autres méthodes se basent sur une hypothese sur la variation angulaire de la lumi-
nance. Nous citerons juste a titre indicatif: ’approximation de Milne-Eddington,
Papproximation Py, un cas particulier est I’approximation P; qui transforme
I’équation intégro-différentielle en une équation de type parabolique.

I1.4.1 Géométrie du systeme étudié

Soit une tranche de matériau (slab) de largeur L, sur lequel une impulsion lumineuse
est incidente dans la direction normale (figure I1.3). Cette onde incidente est une onde
plane dont la forme temporelle est une impulsion (ex: gaussienne). Le slab est caractérisé
par un coefficient d’absorption x, et par un coefficient de diffusion o, ol v est la fréquence
centrale de I'impulsion incidente. On y associe respectivement les libres parcours moyen
de diffusion I, = o, ! et d’absorption [, = . Le milieu homogene équivalent posséde un
indice effectif dont la partie réelle est notée n,. Les demi-espaces z < 0 et z > L sont des
milieux homogenes et transparents ayant respectivement les indices de réfraction n, et ns.
On souhaite calculer, pour un milieu donné, les flux réfléchis et transmis dans toutes les
directions en fonction du temps. Pour résoudre ce probleme, nous partons de I’équation
de transfert radiatif. Pour cette géométrie plane, on a:

1. une symétrie azimutale. La fonction de phase dépendra notamment de ¢ — ¢’. On
peut donc intégrer I’ETR par rapport a I’angle azimutal.

2. une invariance par translation du systéme diffusant et de I’onde plane, la luminance
ne dépendra pas des coordonnées z et y.

L’équation (I1.15) devient:

10

0
[E & + i a] LV(Z7M7 ¢at) = _/81/ LV(Z7M’¢7t)

g

4w
+ - / po(i's 11, ¢8" = @)Ly (2, 1, ¢, t)d¢' dp’ - (11.20)
0
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nl n2 n3

0 L

FiG. I1.3 — Géométrie du systeme

On integre ’équation sur I’angle azimutal, et on pose:

27

Lo(ept) = /0 Ly(2, s 6,1) d (11.21)
1 27

po(isp) = oo i Pty 1y @' — ¢) d (11.22)

On remarquera que ’hypothese de la dépendance en ¢ — ¢’ pour la fonction de phase
est moins restrictive que celle consistant a supposer la fonction de phase dépendant de
cos© = u-u’ (voir Eq.(I1.9)). En divisant ’équation (I1.20) par le coefficient d’extinction,
on fait apparaitre I’épaisseur optique locale 7 = #z du milieu ainsi que ’albédo :

1 8 8 Qy + ! ! !
[% a + H’E] LV(Ta ,U,,t) = _Lu(Ta :U’at) + 3/1 pV(:u’nu)LV(TuU’at) dlu’ (1123)

11.4.2 Méthode de résolution

La méthode de résolution que nous utiliserons comprend trois étapes. Dans un pre-
mier temps, nous passons dans le domaine fréquentiel par une transformée de Fourier par
rapport a la variable temporelle. Dans une seconde étape, nous utilisons la méthode des
ordonnées discretes qui s’avere efficace et rapide. Et finalement, nous repassons dans le
domaine temporel par une tranformée de Fourier inverse.
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I1.4.2.1 Transformée de Fourier

Nous définissons la TF de la luminance L, (7, i, t) par:

+00
L,(1,p,t)= / L, (7, 1, w)e™ ™ dw (I1.24)
Ainsi que la TF inverse:
1 [t <
Ly(rmw) = 5 / Lo (7, i, t)edt (I.25)
™ —00
En insérant la relation (I1.24) dans 'ETR (Eq.(I1.23)), nous obtenons:
0 W a, [T , , ,
H == LV(T: H, w) = _(1 - 2_)LV(Ta K, w) + & pu(/'L ’ M)Lu(’rv 2 ,W) dlu’ (1126)
or Bc 2 J

La fréquence v est la fréquence centrale de 'impulsion incidente, tandis que la fré-
quence w correspond aux variations lentes de I'impulsion. On retrouve ici ’hypothese de
la luminance quasi monochromatique, qui permet de bien distinguer ces deux fréquences.
On posera dans la suite:

a=1-i’ (IL.27)

Bc

Le facteur a correspond a un coefficient d’extinction effectif complexe. En effet,
I’équation (I1.26) a la méme forme que ’ETR en régime stationnaire. Ainsi on a finale-
ment a résoudre ’ETR statique avec une luminance complexe et un coefficient d’extinction
complexe.

I1.4.2.2 Luminance collimatée et luminance diffuse

Nous séparons la luminance en trois termes: une luminance collimatée L} dans la
direction du faisceau incident, une luminance collimatée L_ dans la direction opposée au
faisceau incident et la luminance difffuse L, :

L(t,p,w) =L (1,w) 8(n— 1) + L, (1, w)d(u + 1) + La(7, p,w) (I1.28)

Ou 6(p — 1) est un delta de Dirac. En injectant cette relation dans 1’équation (I11.26),
nous obtenons trois équations:

0, L (1,w) = —aLf(t,w)

2 aTLd(Ta Hy w) = —ca Ld(T7 K, w) + % f_+11 p(lu’la N)Ld(’r7 /'Lla w) dlu" (1129)
+ % p(u’ 1)L2—(Ta w) + % p(:ua _I)Lc_(Taw)

Les deux premieres équations traduisent la décroissance des faisceaux collimatés.
La résolution de ces deux équations nous donne la loi de Beer-Lambert (décroissance
exponentielle du flux collimaté dans le milieu 2). Les conditions aux limites aux interfaces
pour la luminance collimatée (dans la direction normale) font intervenir :

1. le facteur de transmission entre les milieux 1 et 2: T}, en incidence normale,
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2. le facteur de réflexion entre les milieux 2 et 1: RY; en incidence normale,
3. le facteur de réflexion entre les milieux 2 et 3: RJ; en incidence normale.

Les expressions de ces facteurs sont données en annexe A.
En posant:

S(romw) = 5 pm DLE(rw) + 5 plu, —1)L7 (7,w) (I1.30)

on obtient finalement les solutions des luminances collimatées montantes et descen-
dantes ainsi que I’équation a résoudre pour la luminance diffuse:

LZL(TaW) = Linc(o’w) e T102
L7(T,w) = Lin(0,w) e“"(ZL*_T r Tlo2 R, (I1.31)
pO-La(r, pyw) = —aLy(r,p,w)+ % f p(p!, ) La(r, 1! w) dp’ + S(7, p, w)

Le facteur I' est le facteur de réflexion interne défini par:
['=[1- Ry Rye 2Lt (11.32)

L’équation pour la luminance diffuse est pour le moment incomplete, il faut intro-
duire les conditions aux limites afin que le probleme soit mathématiquement bien posé. La
signification physique de la fonction S(7, i, w) est évidente c’est un terme source pour la
luminance diffuse. En effet, elle traduit le passage de ’énergie de la luminance collimatée
vers la luminance diffuse.

11.4.2.3 Conditions aux limites pour la luminance diffuse

Le fait d’avoir des interfaces séparant des milieux d’indices différents impose que
I’on tienne compte des processus de réflexion et de transmission pour les conditions aux
limites. Dans le cas des surfaces planes, ou ’on a des réflexions spéculaires, les conditions
aux limites pour la luminance diffuse s’écrivent de la maniere suivante:

{ Li(r=0,u>0,w) = Ro(|pl) La(r=0,p<0,w) (IL.33)
La(r= L p<0w) = Rulll) L |

ou R;; est le facteur de réflexion de Fresnel en énergie entre les milieux d’indices
n; et nj. On trouvera son expression en annexe A. La convention de signe utilisée est
indiquée sur la figure 11.4.
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z=0
5 u2:C0592<0
2
Z ,,,,,,,,,,,,,,,
Je n,=C0S6;>0
z=1L 1
Y

Fic. 1.4 — Convention adoptée pour les directions de propagation

Dans le cas particulier ot 'on n’a pas d’interfaces (i.e. les indices ny, ny et ng sont
identiques), les facteurs de réflexion s’annulent et les conditions aux limites se résument
a une luminance diffuse entrante dans le milieu qui est nulle en z =0 et en z = L.

11.4.2.4 Discrétisation angulaire

Une discrétisation angulaire permet de remplacer le terme intégral de I’ETR en une
somme discréte. Nous passons de ce fait d'une équation intégro-différentielle & un systeme
d’équations différentielles couplées. C’est le principe méme de la méthode des ordonnées
discretes. Le terme intégrale de ’ETR devient :

+1 2N
/ p(u!, W) L)' =2 " w; ppua, 1) L(pa) (I1.34)
-1 i=1

ou les facteurs w; et u; sont appelés respectivement les poids et les abscisses de
la quadrature envisagée. Il existe différentes quadratures mais aucune ne doit provoquer
perte ou création d’un flux d’énergie. La quadrature doit satisfaire au mieux les relations
de conservation suivantes:

+1 2N
dpuy — w; =2
+1 2N
/ pdp — > wip =0
-1 i=1
2N

+1 1
/ pdp = Y wip =
0

=1

Cela nous permet d’évaluer I'erreur relative d’une quadrature & une autre par rap-
port aux valeurs théoriques. Nous citerons a titre indicatif les quadratures de Gauss, de
Fiveland, de Chebyshev, de Radau, de Nicolau,... Des études [Kumar, Majumdar, et Tien
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1990] ont montré que la quadrature la plus adaptée et la plus précise est la quadrature de
Gauss. Cette méthode a été introduite par Chandrasekhar [Chandrasekhar 1960, p.54].
Nous discrétisons ’espace angulaire sur 2N directions (Fig. I1.5) selon la quadrature de
Gauss qui est décrite en annexe B. Nous utilisons les poids a; et les abscisses y; de la
quadrature de Gauss. L’indice ¢ varie de 1 jusqu’a 2N. L’intégrale est remplacée par une
somme et 1’équation pour la luminance diffuse (Eq.II.31) est transformée en un systéme
de 2N équations différentielles a 2/N inconnues:

2N
a
pi Or La(T, piyw) = —a La(T, piy w) + 9 ZP(Mi,Mj)Ld(T, pj,w) aj + S(7, pi, w)
j=1
1=1..2N (I1.35)

La numérotation des directions discrétisées choisie est indiquée sur la figure II.5.

Hon

Mn+2

M N+t

zY My

Fic. 1.5 — Discrétisation angulaire

Par souci de clarté et de simplicité, nous séparons les facteurs qui correspondent aux
wi > 0des p; <0:

L(,L) = Ld(Tauivw)
L(—i) = La(7, —pi,w)
S6) = S(rm)

by _7:) = S(Ta _:uiaw)

p(i,j) = ppi, 1)

La somme peut étre décomposée grace aux propriétes de symétrie des poids et des
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abcisses de Gauss (voir Annexe B):

2_p)LGae; = Y p6)LGe+ Y pli)LG)e;

= D _pE)LG)a; + ) p(i,j+ N)L(j + N)ajiw

= 2_p)L(G)a;+ 3 _pli, =) L(=j)a-

En injectant cette expression dans I’équation (II.35), et en arrangeant les termes
afin d’avoir des éléments de matrice communs, le systeme devient :

(0.LG) = YL [~ by + 5w d)a] LG) + 0, 500 —fasL(=j) + =2

{ 0-L(=i) = oL 3t [~ by + 4pi, )as] L(=) + Xin, 24006, —5)a;L(j) — =2

1=1..N

En définissant les matrices suivantes:

M* = {Mi} = L[-ab;+6.i)e]  (NxN)
M- = {M;} = Lop(i, i), (NxN)
$to= {5} = 1n@) (Nx1)
o= {5} = 18(—) (Nx1)
Lt = {L}} = L) (Nx1)
L~ = {L;} = L(-i) (Nx1)

le systéme matriciel s’écrit de la maniére suivante (I'indice ¢ varie de 1 a N):

4L = L ML+ T ML+ 5
d.Ly = Z —M;; L++Z] —MELT + 37

1j ] 1y g

réecrit sous forme de bloc de matrices:

L+t Mt M- L+t rt
E ][ ) (3]
Ou de maniere plus compacte:
d,L=ML+X (I1.37)

C’est un systeme d’équation différentielle du premier ordre ayant des coefficients
complexes qui ne dépendent pas de la variable 7. La résolution passe par une recherche
de la solution homogene du systéeme homogene et d’une solution particuliere du systene
non homogene.
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I1.4.3 Solution de I’équation homogene

La structure particuliere de la matrice du systéme d’équations (C.1), nous permet de
réduire la dimension du probleme d’un facteur 2. En effet, nous montrons en annexe E que
les valeurs propres de la matrice M apparaissent par paires: +|k;|. Les calculs détaillés
en annexe C, nous montrent que la solution générale de I’équation homogene s’écrit sous
forme d’une combinaison linéaire des vecteurs propres ; pondérés par une exponentielle
ayant comme argument la valeur propre associée exp(+k;7) et par une constante C; qui
sera déterminée par les conditions aux limites:

2N
Liom = Y C; Gy 57 (I1.38)
=1

Il est utile de rappeler que Lj,,, est un vecteur de taille 2N ou les N premieres
composantes correspondent aux directions p; > 0 tandis que les N suivantes correspondent
aux p; < 0.

I1.4.4 Spectre des valeurs propres

Le systeme matriciel M de taille 2NV possede exactement 2N valeurs propres. Nous
avons développé la luminance sur la base des vecteurs propres de la matrice M. Dans le
cas particulier ol 'on a un milieu isotrope g = 0 et sans pertes ¢ = 1, on peut montrer
que la valeur propre k* = 0 fait partie de I’ensemble des valeurs propres. Le vecteur
propre qui est associé est de la forme: K;(7 + p;) + Ks. Les facteurs K; et K, sont des
constantes qu’on détermine a partir des conditions aux limites. Ainsi on montre que 1’on
peut décomposer la luminance sur ’ensemble des vecteurs propres de la maniere suivante
[Chandrasekhar (1960), p.71]: L; = 322072 C; Gy €57 + K (7 4 ;) + Ka. Dés lors que
I’albédo n’est plus égale a 1, la valeur £ = 0 n’est plus valeur propre. En pratique, il
est commode d’insérer des pertes fictives lorsqu’on traite numériquement ces types de
problemes. En effet, si la longueur d’absorption est beaucoup plus grande que la taille du
systeme, le résultat n’est pas affecté. On peut donc utiliser la relation (I1.38) dans tous
les cas. Par ailleurs, on peut montrer [Case et Zweifel (1967)] que le spectre de Popérateur
intégro-différentiel de ’ETR est constitué d’un ensemble discret de valeurs propres et un
continuum. Les valeurs propres discrétes correspondent aux valeurs les plus faibles (celles
de plus grande portée). Le résultat théorique est confirmé par le calcul numérique. Lorsque
I’on modifie 'ordre de la quadrature et donc le nombre de valeurs propres calculées, on
s’apercoit que les plus basses ne varient pas tandis que les autres qui appartiennent au
continuum changent fortement comme le montre le tableu suivant.
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| [ N=10 | N=15 | N=20 | N=25 | N=50 |
ko | 0.29626 | 0.29626 | 0.296269 | 0.296269 | 0.296269
ki | 1.01030 | 1.00439 | 1.00242 | 1.00153 | 1.00037
ks | 1.04970 | 1.02064 | 1.01131 | 1.00713 | 1.00174
ks | 1.12597 | 1.05024 | 1.02713 | 1.01701 | 1.00412
ks | 1.25204 | 1.09531 | 1.05052 | 1.03142 | 1.00753

TAB. I1.1 — les premiéres valeurs propres en fonction du nombre de discrétisation angulaire

I1.4.5 Solution particuliere

La forme du terme source, nous suggere de chercher une solution particuliere sous
la forme suivante:

Lpor = Xe ® 4+ Y e e 2 (11.39)

En introduisant, cette relation dans I’équation (C.1), et en identifiant les termes
sources aux termes de Ly,,, on doit résoudre un systéme d’équations linéaires a coefficients
complexes qui nous fournit les vecteurs X et Y.

I1.4.6 Solution générale

La solution s’obtient en additionnant la solution générale de 1’équation homogeéne
Eq. (I1.38) et la solution particuliere Eq. (I1.39):

2N
Ly = ) CiGie + Xe® + Y eV (11.40)

=1

I1.4.7 Conditions aux limites pour la luminance

Il nous faut maintenant compléter ’équation (I1.40) par les conditions aux limites.
Ceci permet de déterminer les constantes C; de la solution générale. Pour cela nous allons
discrétiser les équations (11.33).

I1.4.7.1 Interfaceen 7=0

Pour cette interface, on a:

2N
ZOi Gi(p>0) + X(p>0) + Y (p>0) o—2aL*
i=1
2N
= Roi(|p|) ZCi Gi(p<0) + X(p<0) + Y (u<0)e 2

=1
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En notation indicielle, I’équation devient :

2N 2N
Y CiGui + X; + Ve ™ =Ry |> CiGioni + Xjon + Yiun e 2V
i—1 i—1

ou l'indice j varie de [1...N]. En réarrangeant les termes, on a:

2N
Z C; [Gﬂ — R21Gj+N,i] = _Xj — 1/3'6_2QL* + Ryt [Xj_|_N + )/}'+N6_2QL*:| (H.41)

i—1

11.4.7.2 Interface en 7= L*

Pour cette interface, nous avons:

2N

ZCi Gi(p < 0) Pl + X(p<0)e ™™ + Y (up<0) e

=1

= Rys(|u|)

2N
ZC,— Gi(p>0) bt + X(u>0)e " + Y (u>0) e ]

=1

De méme, en utilisant les notations indicielles, on a:

2N

ZCi G]‘i 6’%[/’k + Xj €_aL* =+ Y} 6_aL*

=1

= Roy3

=1

2N
i L* —alL* —alL*
E C; Gj—N,z' €k7' + Xj_N e @ + ij—N e @ ]

L’indice j variant de [N + 1...2N|. En réarrangeant les termes, on obtient :

2N
> CilGyi — RasGyoil € = [=X; = ¥+ Rag (X + V)] e ™ (11.42)
i—1
Afin de résoudre le systéme d’équations formé par (I1.41) et (I1.42), on pose:

F.o= Gji — RoiGjin j=1..N

7 Gji — Ra3Gj_n; j=N+1.2N
H. = —X; + R Xjn j=1..N

I —X; + Ro3 Xj_n j=N+1.2N
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K — (=Y + R Yjn)e 2L j=1..N
’ —Yj + RasYj n j=N+1..2N

Les systemes d’équations (I1.41) et (I1.42) deviennent alors:

2N .
{ Zi:l ngCz = Hj + Kj ] = 1N

. . 11.43
SN Fehil'Cp = (Hj 4 Kj)e oL j=N+1..2N (1L.43)

L’inversion de la matrice du systéme d’équations (I1.43) peut provoquer des pro-
blemes de convergences numériques et ceci a cause d’'un mauvais conditionnement de la
matrice a inverser[Thomas et Stammnes (1999)]. En effet, la matrice contient des expo-
nentielles a arguments positifs et négatifs. Il est nécessaire d’éliminer les exponentielles
a arguments positifs qui apparaissent dans la matrice du systeme (11.43). Pour cela, on
ordonne les valeurs propres par ordre décroissant :

ky >ky>--->kny>0>knip > > koy
Etant donné que les valeurs propres apparaissent par paires, on a la propriété suivante:
ki = —kon_i11 i=N+1---2N
On utilise ensuite la transformation d’échelle suivante:

C, = C; ekl i=1---N

On résout le systeme d’équations ou tous les termes exponentiels ont des arguments
négatifs, afin de déterminer les constantes Cj.

I1.4.8 Solution globale

Nous obtenons la solution suivante dans le domaine fréquentiel :

N 2N
Ly = ) CiGie"™1) 1 N CiGieh™ + X e + Y e 2 (11.44)
=1 i=N—+1

Il suffit d’appliquer la transformée de Fourier inverse afin d’obtenir la luminance
diffuse réelle en tous points et ainsi que pour toutes les directions.

+o0
La(7,t) = {La(7, s, 1)} = / Ly(r. ) € du
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II.5 Grandeurs de sortie

Les luminances émergeant du milieu diffusant, tant en réflexion qu’en transmission,
peuvent étre calculées a partir des luminances en 7 = 0 et 7 = (L. Calculons dans
un premier temps, les luminances collimatées réfléchies LE(¢) et transmises LI (¢). Dans
un second temps, nous calculerons les luminances diffuses en réflexion LF(u,t) et en
transmission L2 (y,t). Ceci nous permettra d’obtenir le flux surfacique directionnel et
intégré réfléchi Ry(t) et transmis Ty(t).

I1.5.1 Luminance collimatée
I11.5.1.1 En réflexion

Pour obtenir le flux réfléchi dii uniquement & la luminance collimatée, nous devons
prendre en compte non seulement la réflexion de la luminance incidente a la premiere
interface mais aussi la luminance collimatée L, qui émerge du milieu diffusant dans la
direction arriere. On obtient alors:

LE(t) = RY% Lin(0,t) + T3 L (T =0,1) (I1.45)

c

Les facteurs RY, et T2, sont les coefficients de Fresnel en énergie. Leurs expressions
sont données dans I’annexe A.

11.5.1.2 En transmission

Soit un flux incident collimaté faisant un angle #; avec la normale. La conservation
de I’énergie impose que ce flux est égal a la somme du flux réfléchi et du flux transmis.

L; cost; dS = L, cosb; dS + L, cosb; dS
cos 6;
Ly, = —T,; L;
¢ cos b, I

ou Tj; est le facteur de Fresnel en énergie et ou le facteur de transmission du collimaté
T venant du milieu d’indice n; vers le milieu d’indice n; est défini comme suit:

. cosb;

i

T, (I1.46)

cos B

Mais dans notre cas, puisqu’on est en incidence normale ( §; = 0), on a

c _ 0
TS =T) (I1.47)

Finalement, le flux transmis dii uniquement & la luminance collimatée L} vaut:

Le(t) = Ty Li(r=PL,1) (I1.48)
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I1.5.2 Luminance diffuse

La transmission de la luminance diffuse d’un milieu vers un autre s’accompagne d’un
changement de direction de propagation ainsi que d’un changement d’angle solide. Par
contre, en réflexion ’angle solide n’est pas modifié.

Li L,
in \ 0 0, / er
nil N\| £
n2

dQ,
Bt
Lt

Fic. I1.6 — Réfiexion et transmission sur une interface plane

11.5.2.1 En réflexion

Les facteurs de réflexion pour la luminance diffuse sont donnés exactement par les
facteurs de réflexion de Fresnel en énergie.

11.5.2.2 En transmission

Dans le cas de la transmission d’une luminance diffuse, il faut tenir compte du
changement de I'ouverture angulaire lors du passage entre les deux milieux. Soit une
luminance diffuse incidente L; ayant une ouverture angulaire df); centrée autour de la
direction faisant un angle #; avec la normale. On a la relation suivante:

L; cos®; dS dQ; = L, cos; dS d€; + Ly cos; dS dS);
Li COS2 91 ds d9, d(ﬁz = Lr COS2 91 dS dGZ dgﬁz + Lt COS2 GJ dS dﬁj dqu
COS2 Hj dGquﬁj

Li - LT + Lt cos? 91 dﬁzdgbz

En utilisant la relation de Snell-Descartes n;sin; = n;sinf; et ¢; = ¢;, nous
obtenons leur forme différentielle n; cos 0;d0; = n; cos8;d0; et dp; = d¢p;. en injectant ces
relations dans I’équation précédente, nous aboutissons a:

L,=L,+ —;Lt = L, = —2(1 — Rij)Li = —2ﬂjLi (1149)
n n n
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Otu l'on peut définir le facteur de transmission pour la luminance diffuse:

2
n.
T = <_J> T, (IL.50)

Nous calculons non seulement la luminance transmise LI (7 = L*, u, t) mais égale-
ment la luminance réfléchie qui émerge du milieu en 7 = 0:

LA (i) = TH() Lalr = L', yt) avec u'z\/u(%)?(m—l) (11.51)
2

LE(u,t) = T& () La(r = 0,4,8)  avec M'=—\/1+<%)2(u2—1> (11.52)
2

11.5.3 Flux diffusé réfléchi et transmis

En pratique, on mesure le flux d’énergie dans une direction particuliere ou dans
I’ensemble de toutes les directions a l'aide par exemple d’une sphere intégrante. Nous
définissons le flux surfacique (monochromatique) directionnel réfléchi et transmis:

O (p,t) = p L (p, 1) (I1.53)
O (1,) = p L (s, 1) (IL.54)

et aussi le flux surfacique intégré ou total réfléchi et transmis:

Rat) = [ nLlft) dy (1L55)

Tu(t) = /0 ' pLg (p,t) dp (IL.56)

I1.6 Exemples de calculs dans un cas statique

Afin de valider la méthode de résolution de I’ETR, nous nous plagons dans le cas par-
ticulier ol ’ETR est indépendante du temps: on est en régime statique. Le facteur o défini
par I’équation (I1.27) est indépendant de la fréquence w et vaut tout simplement 1. Nous
allons étudier la convergence de la méthode sur un cas physique, puis nous présenterons
un test de conservation d’énergie.
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I1.6.1 Convergence

Prenons comme exemple des particules sphériques dans de l'air (systéeme ou il n’y a
pas d’interfaces physiques). Ces particules ont un indice de 1.33 +i10~* et un diametre
de 0.140pm. On éclaire en incidence normale un faisceau lumineux de longueur d’onde
A = 0,550pm. La théorie de Mie nous permet de calculer I'albédo qui vaut dans ce cas
a = 0.9948 et le parametre d’anisotropie ¢ = 0.11. Les particules se trouvent dans une
couche d’air d’épaisseur L = 300um. On impose une concentration volumique de 1%.
L’épaisseur optique du milieu est de L* = 1.347 et les libres parcours moyens de diffusion
et de transport valent respectivement [, = 223um et [, = 253um. Nous calculons le flux
transmis hémisphérique ainsi que le flux réfléchi hémisphérique et cela pour différents
ordres de discrétisation de l’espace angulaire. Nous voyons sur le tableau II.2 que la
convergence dans ce cas, est assurée (& 107 pres) a partir d’'une discrétisation angulaire
du demi-espace de N = 16.

[ [ N=2 | N=4 | N=8 | N=16 | N=20 | N=24 | N=32 |
Ry | 0.37364 | 0.37302 | 0.37263 | 0.37253 | 0.37252 | 0.37251 | 0.37251
T, | 0.35533 | 0.35550 | 0.35582 | 0.35590 | 0.35591 | 0.35591 | 0.35592

TAB. 11.2 — Réflectivité et transmittivité diffuse en fonction du nombre de discrétisation
angulaire

I1.6.2 Conservation d’énergie

L’onde incidente impose un flux constant® dans la direction normale au slab. La
conservation d’énergie est vérifiée en calculant tous les flux qui émergent du slab, a savoir:
les flux diffus réfléchis et transmis, les flux collimatés réfléchis et transmis. Nous calculons
toutes ces grandeurs en fonction de 1’épaisseur optique du slab pour une méme confi-
guration des propriétés physiques. Le nombre de directions de discrétisation de 1’espace
angulaire des milieux incident et émergent (vide: n; = n3 = 1) est fixé & N1 = N3 = 15,
tandis que dans le slab N2 = 20. La longueur d’onde de l'onde incidente est fixée a
A = 781nm. Le slab est constitué de particules sphériques d’indice n, = 2.8 + ¢0.003
placées dans un liant ayant un indice n; = 1.46. Le diamétre moyen des particules est
fixé a 190nm. Le parameétre d’anisotropie vaut ¢ = 0.343, les longueurs de diffusion et
d’absorption valent respectivement Iy = 0.65um (X = 1.008) et I, = T8um (IX = 122).
L’albédo vaut @ = 0.9918. La figure I1.7 nous indique les différents flux d’énergie émergent
du matériau en fonction de son épaisseur optique L*.

e Le flux collimaté transmis: 7T, suit une décroissance exponentielle et est fortement
atténué a quelques épaisseurs optiques (i.e. 7 = 10). C’est une manisfestation de la
loi de Beer-Lambert.

e Apres quelques épaisseurs optiques, le flux collimaté réfléchi: R, est constant car il
ne dépend que de I'interface entre le milieu incident et le slab. La deuxieme interface

5. L’amplitude est fixée & ’unité
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n’a une influence sur le flux collimaté réfléchi qu’aux tres faibles épaisseurs optiques.
Cela correspond au deuxiéme terme du membre de gauche de la relation (I1.45) qui
est négligeable lorsque 1’épaisseur optique augmente.

e Le flux surfacique intégré diffus transmis: 7T; augmente pour les faibles épaisseurs
optiques. En effet, pour ces épaisseurs, la luminance n’a pas encore subi beaucoup
d’événements de diffusion et le flux transmis total est plutot piloté par le collimaté.
Par contre, au fur et & mesure que l’épaisseur du slab augmente, la luminance
transmise décroit en 1/L* tandis que le flux diffus réfléchi R; augmente.

e [’énergie totale sortante décroit de maniere linéaire pour les épaisseurs faibles devant
la longueur d’absorption. Cette décroissance est due au fait que le milieu absorbe
une partie de I’énergie. Pour un chemin de longueur L, la fraction de puissance
absorbée est 1 —exp —L/l, ~1— (1— L/l,) = L/, lorsque L < ,.

10
Energie totale sortante = 1 — absorption
—— Rd
\\ ——-Td
N\ Rc
A Tc
N\
1 \\
10 N 1
N
N
N\
AN
N
\\
™~
N\
N
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N
A Y
\\
10_2 I I I N
0 10 20 30 40
L*

Fia. IL.7 — Evolution de l’énergie qui émerge d’un slab en fonction de l’épaisseur optique

I1.6.3 Comportement diffusif dans les milieux optiquement épais

Nous allons appliquer notre méthode de calcul au cas des milieux optiquement épais
pour lesquels il existe des comportements connus. Il existe bien entendu plusieurs types
d’expériences qui mesurent la variation du flux surfacique transmis soit directionnel soit
intégré en fonction de ’épaisseur du matériau [Kop et al. (1997), Tualle (1996)].
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Par exemple P'expérience décrite dans la référence [Kop et al. (1997)] montre des mesures
du flux surfacique total transmis (recueilli & I’aide d’une sphére intégrante) a travers une
couche et cela pour différentes épaisseurs optiques (Fig.I1.8(a)). Leur montage consiste a
déposer un échantillon sur un substrat de quartz d’indice: 1.46. [’échantillon est consti-
tué de particules de 770y d’indice: 2.8, de diametre moyen: 220nm. La largeur de ces
échantillons varie entre 1.43um a 18um. La longueur d’onde du flux lumineux incident
vaut A = 781nm. La longueur de transport est estimée a 0.95um. Les coefficients de
réflexion moyen sur l'interface air-échantillon et sur l'interface échantillon-quartz valent
respectivement R,, = 0.4 et Ry, = 0.02.

La figure I1.8(a) nous présente le résultat de la mesure du flux transmis en fonction
de l'inverse de la largeur effective du milieu. Cette largeur effective [Ishimaru (1978), Zhu
et al. (1991)] est obtenue en ajoutant a la largeur réelle L du matériau deux fois la lon-
gueur d’extrapolation qui vaut: z = 2 (1 + R)(1 — R). Ol 2y = 2l;;/3 et la quantité R
est le coefficient de réflexion moyen pour chaque interface [Zhu et al. (1991)].

Cela permet de comparer le résultat des mesures avec ’approximation de la diffusion
qui prédit que le flux transmis total vaut [Kop et al. (1997), Durian (1994)]:

. ltT+Z

T
L+ 2z

(IL57)

Nous avons résolu ’ETR dans le cas statique, sur une configuration physique proche
de leur expérience. Le nombre de discrétisations dans les trois milieux vaut respecti-
vement N1 = 10, N2 = 20 et N3 = 10. La fonction de phase utilisée est celle de
Henyey-Greenstein ayant comme parametre d’anisotropie g = 0 (diffusion isotrope). Les
longueurs de diffusion et d’absorption sont fixées a Iy = 0.95um et [, = 80um, d’ou
I’albédo vaut a = 0.988. Nous calculons pour différentes épaisseurs de matériau le flux
surfacique transmis hémisphérique (diffus + collimaté) en fonction de I'inverse de la lon-
gueur d’extrapolation. Le résultat numérique est tracé sur la figure I11.8(b). Nous obtenons
effectivement un comportement linéaire pour les grandes épaisseurs optiques, nous sommes
en régime diffusif. Tandis qu’aux faibles épaisseurs, nous n’avons plus de comportement
linéaire et ’approximation de la diffusion n’est plus valable. Nous discuterons plus pré-
cisément au chapitre 4, I’aspect des transitions entre régimes. En régime diffusif, le flux
transmis décroit en 1/L.s;. On retrouve un comportement du type loi d’Ohm qui dit que
la conductance® des électrons décroit en 1/L. Nous pouvons identifier le flux transmis
hémisphérique comme une “conductance” pour la lumiére. La résolution de 'ETR per-
met de retrouver le comportement de la mesure expérimentale tant qualitativement que

quantitativement. En effet, nous retrouvons bien un décrochage pour ﬁ =~ 0.20.

6. La conductance G est définie comme étant I’inverse de la résistance R. L’unité de la conductance

est le Siemens. La conductance d’un matériau de longueur L, de section A, ayant une résistivité p vaut

_ A
G=4
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(Kop et al. (1997))

Fia. I1.8 — Flux total transmis hémisphérique mesuré

I1.7 Exemples de calculs dans un cas dynamique

Nous donnons quelques exemples de résolution de I’ETR instationnaire. Nous avons
bien évidemment validé notre code de calcul basé sur la méthode de calcul décrite au
paragraphe 1.4.2. La validation s’est faite en comparant nos résultats (en réflexion et en
transmission) et ceux obtenus par d’autres méthodes de calculs publiées [(Kim et Ishimaru

1998)].

I1.7.1 Exemple: I

L’exemple que nous montrons ici possede les caractéristiques suivantes:

e Particules sphériques en suspension dans un milieu d’indice n = 1 (pas d’interfaces
physiques)

e Le nombre de directions discrétisées est fixée a 20,

e Indice des particules: n, = 2.8 +40.01,

e Rayon des particules: 210nm,

e Longueur d’onde du rayonnement incident: 781nm = Parameétre de taille = 1.689,

e Fonction de phase intégrée sur angle azimutal Eq.(I1.22) : théorie de Mie. La fi-
gure 11.9 montre la répartition angulaire de la fonction de phase calculée par la
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théorie de Mie pour une seule particule. Les angles sont indiqués en degré et corres-
pondent a I’angle relatif entre ’'onde plane incidente et la direction d’observation,

e La concentration a été fixée de maniere a obtenir une longueur de diffusion de
ls = 0.65um (I* = 1.06). Par conséquent, la longueur d’absorption vaut [, = 11um
(I = 18),

e [’albédo et le parameétre d’anisotropie valent respectivement a = 0.944 et g = 0.186.

150,
180

210\

270

F1G. I1.9 — Fonction de phase de Mie pour une particule de rayon 210nm, d’indice n, =
2.8 +10.01, placée dans un milieu hote d’indice n = 1, la longueur d’onde A = 781nm

I1.7.1.1 Flux transmis

Le flux incident est une onde plane éclairant la couche sous incidence normale et
dont la forme temporelle est une gaussienne: A e=*/7*, A =1 et T = 30fs (la largeur &
mi-hauteur vaut ~ 50fs). Deux cas sont envisagés: une fine couche d’épaisseur 4um et
une couche épaise de largeur 10um. Ils ont respectivement une épaisseur optique de 6.5 et
16.3. Nous résolvons ’ETR afin d’obtenir toutes les luminances transmises sur ’ensemble
des directions de discrétisation en fonction du temps. Nous multiplions la luminance par le
cosinus de ’angle afin d’obtenir le flux surfacique monochromatique directionnel transmis
Eq.(I1.54). Les figures IL.10(b) et I1.10(a) nous montrent le flux transmis en fonction du
temps et pour chaque angle.
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Fi1G. 11.10 - Fluzx surfacique directionnel transmis a travers une couche composée de parti-
cules sphériques en suspension dans un milieu d’indice n = 1, l’indice et le rayon des par-
ticules valent n, = 2.8 +10.01 et r = 210nm, la longueur d’onde de I"tTmpulsion incidente
qui est une gaussienne de largeur a mi-hauteur 50fs, vaut A = 781nm. Les longueurs
de diffusion, d’absorption, l’albédo et le parameétre d’anisotropie valent respectivement
ls =0.65um, I, =11pym, a = 0.944 et g = 0.18.

L’impulsion incidente qui est gaussienne, est centrée sur ¢ = (. Nous observons:

e un décalage temporel du maximum de I'impulsion qui correspond au premier ordre,
au temps de propagation des photons traversant le milieu. Par exemple pour la
couche dont la largeur vaut L = 4um, les photons traversent cette distance en
4.107%/3.107® = 1.33107'* 5. Une étude plus détaillée [Tualle (1996)] montrerait que
le maximum du flux transmis et réfléchi dépendrait des coefficients d’absorption, de
diffusion du parametre d’anisotropie et bien entendu de la largeur du milieu.

e Aux temps longs, le flux décroit de maniere exponentielle et cela pour toutes les
directions. Cela correspond aux photons qui sont restés longtemps dans le matériau
et donc qui ont été diffusé de multiple fois. C’est en quelque sorte, un régime de
diffusion que 'on atteint aux temps longs quelle que soit I’épaisseur. Cependant, il
est essentiel de bien de voir que ce qui maintient les photons dans le systeme, pour
une couche optiquement mince, ce sont les réflexions aux parois. Des lors, il est
clair que la décroissance temporelle exponentielle est surtout sensible aux facteurs
de réflexion de Fresnel, et beaucoup moins au libre parcour moyen et au parametre
d’anisotropie. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 4.

e [’amplitude du flux décroit au fur et & mesure que l'on s’écarte de la direction
du flux incident (direction normale). A la limite, en direction rasante, le flux est
rigoureusement nul.
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I11.7.1.2 Flux réfléchi

Nous prenons exactement le méme probléme physique et calculons cette fois-ci la
luminance diffuse réfléchie dans toutes les directions discrétisées arriere. Dans les deux
cas, la luminance réfléchie dépend peu de I’épaisseur des couches. En effet, aux courts
instants, le signal ne dépend pas de ’épaisseur. En revanche, aux temps longs, il est piloté
par les longs chemins qui dépendent de la réflexion R, aux interfaces et de 1’épaisseur L
du milieu notamment. L’essentiel de I’énergie étant réfléchie dans les 5.107'* premieres
secondes, le role des longs chemins (et donc de L et de R4) est minime.

Flux Réfléchi

Flux réflechi

angle

t(s)

(a) slab d’épaisseur 10um (b) slab d’épaisseur 4um

Fia. I1.11 — Fluz surfacique monochromatique directionnel réfiéchi

I11.7.2 Exemple: II

Le deuxieéme exemple consiste & montrer que nous obtenons les mémes résultats
que ceux obtenus par d’autres méthodes de résolutions de I’ETR instationnaire. Nous
présentons ci-apres les comparaisons entre nos calculs de flux transmis et réfléchis et
ceux obtenus par Kim et Ishimaru [Kim et Ishimaru (1998)] qui comparent eux-mémes
plusieurs méthodes résolutions de I’ETR stationnaire et instationnaire. Les figures 11.12(a);
II1.14(a); 11.13(a); IL.15(a) représente leur résultat de calcul de résolution numérique de
I’ETR instationnaire basé sur la méthode des éléments finis dans le domaine spectrale. Leur
calcul est comparé & I’approximation de la diffusion”.

Nous avons pris le méme systeme qui se trouve dans ’article dont les caractéristiques sont

les suivantes:
e Particules suspension dans un milieu d’indice n = 1 (pas d’interfaces physiques);

e le nombre de directions discrétisées est fixée a 20;

7.1l existe plusieurs définitions du coefficient de diffusion que I’on note: D. Nous discuterons de ce
point plus en détails dans le prochain chapitre
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e la fonction de phase utilisée est celle de Henyey-Greenstein;
e la largeur a mi-hauteur de I'impulsion incidente est fixée a 10 ps;
e ’épaisseur de la couche est fixée a 3 cm.

Nous calculons les flux surfaciques hémisphériques monochromatiques diffus transmis et
réfléchi Eq: (I1.56) pour 4 situations différentes qui sont résumées dans le tableu suivant :

‘ Albédo ‘ g ‘ lsca (cm) ‘ laps (cm) ‘ lir (cm) ‘

0.99 0.0 0.151 15 0.151
099 |085| 0.151 15 1.010
0.85 0.0 0.176 1 0.176
0.85 |085| 0.176 1 1.176

TAB. I1.3 — Parametres des différents cas envisagés

Le calcul des flux transmis et réfléchis a partir de I’ETR, nous montre que:
e la décroissance des flux suit une loi exponentielle aux temps longs;

e cette décroissance n’est pas la méme selon qu’il y ait de ’absorption ou pas, de la
diffusion ou pas. En effet la décroissance des flux transmis et réfléchi est beaucoup
plus importante lorsqu’il y a plus d’absorption (¢ = 0.85) et que le parameétre
d’anisotropie est élévé (g = 0.85);

e on a exactement le méme comportement des flux transmis et réfléchis obtenus en
résolvant ’'ETR par la méthode des éléments finis [Kissilev et Perona (1994)] dans le
domaine spectral décrite dans [Kim et Ishimaru (1998)];

e 'approximation de la diffusion qui découle de ’ETR revient a résoudre une équation
différentielle de type parabolique. Cette équation fait apparaitre un coefficient de
diffusion que ’on note D. Celui-ci est différent selon que I'on prenne une approxi-
mation ou une autre. Nous observons que lorsqu’il y a trés peu d’absorption et une
diffusion isotrope, toutes les approximations de la diffusion donnent un résultat qui
est en tres bon accord avec la solution de I'ETR;

e par contre, ces approximations de la diffusion different de la solution de I’ETR lors-
qu’il y a de l'absorption (voir Fig. I1.12(b)) et/ou une diffusion anisotrope (voir
Fig. 11.13(b)). En effet, le choix du coefficient de diffusion est crucial notamment
lorsque le systéeme que ’on étudie présente de I’absorption et/ou une forte diffusion.
Nous reviendrons en détails sur ce probleme dans le chapitre suivant;

e notre méthode de calcul est en tres bon accord par rapport a I’ensemble des diffé-
rentes méthodes de résolutions de I’ETR instationnaire.
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I11.7.2.1 Flux transmis
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Fic. I1.12 — Flux surfacique monochromatique hémisphérique transmis dans le cas ot
l’albédo est fixée a: a=0.99 et le parametre d’anisotropie vaut dans un premier temps:
g=0 et dans un second temps: g=0.85 [Kim et Ishimaru (1998)]
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Fic. 11.13 — Flux surfacique monochromatique hémisphérique transmis dans le cas ot
l’albédo est fixée a: a=0.85 et le parametre d’anisotropie vaut dans un premier temps:
g=0 et dans un second temps: g=0.85 [Kim et Ishimaru (1998)]
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11.7.2.2 Flux réfléchi
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Fi1c. I1.14 — Flux surfacique monochromatique hémisphérique réfléchi dans le cas ou l’al-
bédo est fixée a: a=0.99 et le paramétre d’anisotropie vaut dans un premier temps: g=0
et dans un second temps: g=0.85 [Kim et Ishimaru (1998)]
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Fi1G. I1.15 — Flux surfacique monochromatique hémisphérique réfléchi dans le cas ou l’al-
bédo est fixée a: a=0.85 et le paramétre d’anisotropie vaut dans un premier temps: g=0
et dans un second temps: g=0.85 [Kim et Ishimaru (1998)]
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II.8 Conclusion

Nous avons présenté et développé une méthode de calcul numérique exacte de I’'ETR
en régime instationnaire dans une géométrie plane. La résolution de I'ETR se fait en passant
a ’aide d’une transformée de Fourier, dans le domaine fréquentiel. Nous obtenons ainsi
une équation de méme type que celle de I’'ETR en régime statique mais avec un coefficient
d’extinction complexe. Pour la résoudre, nous avons appliqué la méthode des ordonnées
discrétes qui est une méthode standard de résolution de I’ETR stationnaire. Nous avons
introduit des conditions aux limites qui prennent en compte les facteurs de Fresnel en
énergie dans le cas ou le systeme contient des interfaces physiques. Cette méthode permet
d’étudier la transmission et la réflexion d’une impulsion ultra-courte a travers un milieu
diffusant et absorbant dans toutes les directions. Nous obtenons les flux surfaciques mo-
nochromatiques directionnels et hémisphériques en transmission et en réflexion.

Nous avons validé notre méthode de calcul en comparant nos résultats aux autres mé-
thodes de résolutions numériques [Kim et Ishimaru (1998)]) de ’'ETR. Nous avons éga-
lement comparé nos résultats obtenus par notre méthode de calculs par rapport aux
résultats obtenus dans ’approximation de la diffusion.

En utilisant la résolution numérique de I’ETR comme solution de référence, nous avons
observé que 'approximation de la diffusion ne fonctionne pas dans tous les cas. En fait,
nous avons eu un premier apercu d’'un probleme qui comprend deux aspects.

Le premier aspect concerne la transition entre les régimes. Nous pouvons le résumer par
la question suivante : quel est le domaine de validité de ’approximation de la diffusion en
fonction des échelles spatiales et temporelles du systeme? L’étude de cette question est
I’objet du chapitre 4.

Le second aspect concerne la définition du coefficient de diffusion D en présence d’ab-
sorption. Ce sujet a fait 'objet d’une controverse au cours des dernieres années. Nous
proposons au chapitre 3 une nouvelle approche du probleme qui permet de définir de ma-
niere rigoureuse le coefficient de diffusion en milieu absorbant et en présence de diffusion
anisotrope.
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III.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle approche de 'approximation de la
diffusion. Cette approche est fondée sur une décomposition de la luminance sur les modes
propres de I'ETR [Case et Zweifel (1967)]. Dans ce cadre, 'approximation de la diffusion
s’obtient par une analyse asymptotique de la luminance via les modes propres. Nous ver-
rons qu’en régime diffusif, seul le mode associé a la plus petite valeur propre contribue a la
propagation de la luminance et les autres modes sont atténués. Ceci nous amene a définir
un coefficient de diffusion D valable tant pour les milieux absorbants que diffusants. Nous
comparons notre définition du coefficient de diffusion aux autres coefficients obtenus par
d’autres méthodes telles que ’approximation P;. Nous étudions la dépendance du coeffi-
cient D en fonction de 1’albédo et du parametre d’anisotropie.

Nous illustrons sur un calcul obtenu par I’ETR et par la solution analytique de I’équa-
tion de diffusion, I'importance d’une définition du coefficient de diffusion. Nous étudions
également la validité de ’approximation de la diffusion. Nous montrons en particulier que
I’approximation de la diffusion n’est plus valable dans les milieux ayant une faible épais-
seur optique (L* < 8) méme aux longs temps. Ce qui est en contradiction avec les résultats
de [Yoo et al. (1990)]. C’est par contre en accord avec ceux de [Kop et al. (1997)]. Par
contre, elle prédit correctement la propagation de la densité d’énergie dans des milieux
ayant une grande épaisseur optique.

I11.2 Approximation de la diffusion

I11.2.1 Introduction

L’approximation de la diffusion permet de passer de I’équation de transfert radiatif
qui décrit la luminance en un point donné et dans une direction donnée, a une équation
de type parabolique (du méme type que 'équation de la chaleur) qui décrit I’évolution
de la densité d’énergie. Cette densité a été définie dans le précédent chapitre comme
étant: U(r,t) = 2 [ L(r,u,t) d. La densité d’énergie dépend seulement de la position,
éventuellement du temps et de la fréquence. Nous travaillerons par la suite a fréquence
fixée. L’approximation de la diffusion simplifie la résolution du probleme de transfert
radiatif dans les milieux considérés. L’équation de diffusion obtenue est en effet plus
simple a résoudre que I’ETR. Il apparait dans 1’équation un coefficient dit coefficient de
diffusion D' qui décrit les propriétés physiques du milieu. L’équation de diffusion est la
suivante :

%—g — D'AU + keU =0 (IIL.1)

Dans cette équation, la dimension du coefficient de diffusion D’ est en m?/s. Dans
certains cas (par exemple les cas stationnaires), on utilise un coefficient de diffusion D en
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m, ce qui revient a écrire I’équation de diffusion sous la forme:

10U
— 5y ~ DAU+ U =0 (1IL.2)

ol c est la vitesse de I’énergie dans le milieu. L’approximation de la diffusion suppose
que I'on soit en régime diffusif. Autrement dit, la densité d’énergie U(r,t) doit avoir des
variations spatiales grandes devant la longueur de transport l;. et temporelles lentes par
rapport a Iy, /c. 1l faut s’assurer que ’on est bel et bien dans le cadre de cette approxima-
tion mais également que 1’on utilise le coefficient de diffusion le plus approprié.

Il existe plusieurs approches qui, partant de I’ETR, aboutissent toutes a l’équation de
diffusion. Cependant, selon ’approche adoptée, on aboutit a des coefficients de diffusion
différents. Le choix d’une expression pour le coefficient de diffusion dépendant ou pas de
I’absorption est encore aujourd’hui un sujet de controverse [Aronson et Corngold (1999)].
Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons le coefficient de diffusion D exprimé en m.

I11.2.2 Différentes approximations
111.2.2.1 Approche statistique

Dans le cas ou l'on est dans un milieu ou la longueur d’absorption est bien supé-
rieure aux autres longueurs caractéristiques (milieux non absorbants), la luminance tend
a devenir isotrope au-dela de la longueur de transport. En effet, dans un milieu diffusant,
par exemple un nuage, la propagation de la lumiere n’est plus rectiligne. La lumiere y
subit tellement de diffusions que la trace de sa direction initiale finit par étre effacée et la
luminance tend a devenir isotrope. Dans un tel régime de diffusion multiple, la description
du mécanisme de transport diffusif peut étre considéré comme un probleme de marche au
hasard des photons [Gandjbakhche et Weiss (1995)]. Ce modeéle de marche au hasard per-
met, d’obtenir une équation de diffusion et une valeur du coefficient de diffusion qui relie
le flux photonique et le gradient de la densité d’énergie. Cette expression est I’équivalent
de la loi de Fick (transport de particules), de loi de Fourier (conduction de la chaleur) ou
de loi de Ohm (conduction électronique). Le coefficient de diffusion obtenu & partir d’un
tel modele vaut [Reif (1972)]:

lir 1

D=t 1 111.3
T3 T 30(1—yg) (IL3)

111.2.2.2 Approximation P;

Cette méthode repose sur I’hypothese d’'une variation angulaire quasi isotrope de
la luminance. LLa méthode consiste en un développement de la luminance sur les har-
moniques sphériques. La précision de cette méthode et la complexité angulaire de la
luminance augmente avec ’ordre de 'approximation. Dans le cadre de ’approxiamtion
P, la luminance est supposée quasi isotrope et on la décompose en une contribution
purement isotrope (densité d’énergie) et une contribution anisotrope (proportionnelle au
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flux d’énergie) [Ishimaru (1978)|. L’approximation P1 suppose implicitement qu’il y ait
une faible absorption dans le milieu. En effet, si I’absorption est forte, les photons sont
absorbés avant d’étre diffusés de sorte que 1’on ne peut pas atteindre une situation ou la
luminance est quasi isotrope. De la méme maniére que dans la paragraphe précédent, on
aboutit a une loi de Fick qui fait apparaitre un coefficient de diffusion exprimé en m et
qui vaut:

B 1
© 3k +o(l—g)]

(I11.4)

Dp,

111.2.2.3 Analyse asymptotique

La théorie de transport des neutrons [Bussac et Reuss (1986), Case et Zweifel (1967)]
se base sur une équation de transport neutronique qui est du méme type que I’ETR. Beau-
coup de méthodes de résolution de cette équation ont été développées par les neutroniciens
durant les années 1950 et 1960. Ces méthodes ont parfois été adaptées au transport d’éner-
gie radiative dans des milieux aléatoires. Parmi ces méthodes, il y a ’analyse asymptotique
analytique [Case et Zweifel (1967), chap4] qui consiste a développer la luminance sur une
base de vecteurs propres pondérés par une exponentielle :

Li(z, 1) = () e7** (I1L.5)

La foncion ® et la quantité £ sont respectivement le vecteur et la valeur propre qu’on
peut déterminer en injectant la luminance (Eq. (II1.5))) dans I’ETR. Nous trouvons une
relation de fermeture pour les vecteurs propres et une équation transcendante qui est
en fait une relation de dispersion pour les valeurs propres k. Pour les milieux ayant une
grande épaisseur optique, seul le mode associé a la plus petite valeur propre kq contribue,
les autres étant completement atténués. On peut a partir de cette valeur propre kg définir
un coefficient de diffusion D rigoureux mais qui n’est pas explicite [Bowden et Williams

(1964), Aronson et Corngold (1999)]:

K

Das = 7 5-
k3

(I1L.6)
Tout le probleme revient a calculer explicitement la valeur ky. Dans le cas isotrope,
la relation de dispersion est donnée par:
ak. k+1

S =

1 (11L.7)

Cette équation se résout par développement en série entiere. Au premier ordre, nous
obtenons la relation suivante pour le coefficient de diffusion valable dans le cas ou la
diffusion est isotrope et le milieu faiblement absorbant :

1

Do =
%~ 3(c + 0.2k)

(I11.8)



II1.3. COEFFICIENT DE DIFFUSION GENERALISE 53

En se basant sur une analyse asymptotique de I’équation de transfert radiatif en
régime statique [Aronson et Corngold (1999), Graaff et Ten Bosch (2000)] ou sur I’équa-
tion des télégraphistes [Durian (1998)], Aronson et al. aboutissent & une expression du
coefficient de diffusion qui est de la forme:

. 1
Dy, = S{ar+ o= g)) (I11.9)

ou « est un parameétre spécifique a chaque cas qui se situe dans 'intervalle [0.2; 0.8].
Le coefficient de diffusion (Eq. (IT1.9)) est partiellement satisfaisant car le paramétre o
qui est un facteur de correction dépend du coefficient d’absorption et de la fonction de
phase. C’est un parametre tabulé qui dépend de I’albédo, du parameétre d’anisotropie,etc.
Ainsi la définition de ce coefficient de diffusion n’explicite pas clairement la dépendance
des différents parametres apparaissant dans I’expression.

Nous présenterons dans ce chapitre une nouvelle expression du coefficient de diffusion
valable dans des milieux absorbants, ayant une diffusion anisotrope ou pas. Ce coefficient
de diffusion généralisé découle d’une analyse asymptotique basée sur les modes propres
de I’équation de transfert radiatif. Notre approche est différente de celle proposée par
Case et al. [Case et Zweifel (1967)] et permet une nouvelle interprétation du coefficient
de diffusion en le reliant a la répartition angulaire du mode propre fondamental.

I11.3 Coefficient de diffusion généralisé

I11.3.1 Expression générale du flux d’énergie

Nous raisonnons sur une géométrie plane (une couche) et nous partons de ’équation
de transfert radiatif en régime statique. La tranche du milieu diffusant est éclairé par une
onde plane monochromatique en incidence normale. L’ETR s’écrit dans ce cas:

OL(z, p) o

+1
n—p, = Eta)llmp+g / U Lz ) i (IIL.10)

En appliquant l'opérateur [ ..dp & 1'équation (II1.10) et en introduisant le flux
radiatif et la densité d’énergie qui valent respectivement :

o) = /+1uL(Z,u)du (1111)

1

Uz) = + /_ " L) du (IT1.12)

CJ-1
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nous obtenons:

0

ng(z) =—kcU(z) (II1.13)

On applique ensuite opérateur [ ... dp & I’équation (II1.10) et & laide de la rela-
tion (II1.13), nous obtenons® :

0Lz, i o [T
/ /ﬂ%du = —(k+0) / pL(z, p)dp + 5/ / 1 p(p, 1) Lz, p') dp dp'
1 -1 -1 -1

= —(K}—f— 0') QZ(Z) +o0og9 Qz(z)

Nous en déduisons ainsi une expression générale, et exacte, du flux radiatif:

-1 0

I11.3.2 Approche asympotique

Dans le chapitre précédent, nous avons indiqué la solution générale de la luminance
exprimée & partir des modes propres du systéme (Eq. (I1.44)). Ainsi la luminance dif-
fuse est la superposition de I’ensemble de tous les modes propres. Chaque mode décroit
exponentiellement selon une constante de longueur qui est 'inverse de la valeur propre
associé a ce mode. En régime asymptotique, seul le mode associé a la plus petite valeur
propre existe encore tandis que les autres ont été atténués. Par conséquent le comporte-
ment diffusif (approzimation de la diffusion) est directement lié & ce mode propre qu’on
appellera mode fondamental. La seule hypothése que nous ferons se base sur le fait que
la dimension caractéristique du milieu est suffisamment grande par rapport aux échelles
de longueurs de transport et d’absorption. Nous pouvons écrire la forme asymptotique de
la luminance en ne tenant compte que du mode fondamental [Case et Zweifel (1967)]:

L(z, 1) = cg go (1) exp(—koz) + cg gg (1) exp(ko2) (HL.15)

ol ggE(,u) sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres +kg, la valeur kg
étant la plus petite valeur propre en valeur absolue du systéme considéré?. Les vecteurs
propres sont normalisés par f_+11 gi (1) =1 et les constantes ci dépendent des conditions
aux limites. En insérant 1’expression asymptotique de la luminance dans I’équation du
flux radiatif (Eq. (I11.14)), nous obtenons la relation suivante :

q.(2) = /f—i—ak—(ol—g) [cg (g0) exp(—koz) + ¢ (g0) exp(koz)] (II1.16)

1. nous avons utilisé la relation suivante qui est démontrée en annexe F : fj_ll pp(p,p) dp = 294’
2. Contrairement au chapitre 2 ot les valeurs propres sont adimensionnées, ici elle est en m ™!
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ou (go) est un facteur qui s’exprime comme suit :

(90) = / ' 1 g5 (1) dpe (ITL.17)

1

Remarquons que la valeur du facteur (go) est la méme pour le mode gj ou pour
le mode g, . En effet le mode propre associé a la valeur propre —k, est symétrique par
rapport au mode propre associé a la valeur +k.

90 (1) = g5 (1) (I11.18)

Nous pouvons relier le vecteur flux radiatif a la densité d’énergie par une relation
de type loi de Fick. Pour cela, nous calculons explicitement ’expression de la densité
d’énergie a ’aide des équations (II1.12) et (II1.15), qui vaut:

U(z) = %[c;{ exp(—koz) + ¢y exp(koz)] (IT1.19)

et en l'identifiant & I’équation (II1.16), nous obtenons finalement une équation du
type la loi de Fick :

c oU(2)
Ck+ o(l—g) {90) 0z (111.20)

q.(z) =

I11.3.3 Définition du coefficient de diffusion

On reconnait dans ’équation (II1.20) une loi de diffusion ou 'on peut isoler un
coefficient de diffusion. A ce stade, I’hypothése de base ne concerne ni I’absorption, ni un
comportement angulaire de la luminance contrairement a I’approximation P; qui se base
sur une hypotheése de quasi-isotropie de la luminance. De cette relation, nous identifions un
coefficient de diffusion dépendant des longueurs de diffusion, d’absorption, du parametre
d’anisotropie et du facteur {gy). Le coefficient de diffusion identifié, exprimé en m?/s vaut :

D' = {g0) (ITL.21)

K+ o(l—yg)
et I’équation (II1.20) s’écrit de la maniere suivante:

_ U
()= =D,

En substituant cette expression dans 1’équation (III.13), nous obtenons 1’équation
de diffusion pour la densité d’énergie :

D'AU — kel =0 (I11.22)

Ce type d’équation peut étre résolu avec un coefficient de diffusion en m?/s comme
par exemple dans [Durduran, Yodh, Chance, et Boas (1997)]. Toutefois, il peut étre plus
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commode (notamment dans les cas ou l'on traite des problemes stationnaires) d’utiliser
un coefficient de diffusion exprimé en m. En particulier, ce coefficient ne dépend plus de
la vitesse de transport de ’énergie c. Dans ce cas, on définit le coefficient de diffusion par:

1

P (I11.23)

D= <90>

et le flux radiatif s’écrit :

oU(z)

L’équation de diffusion stationnaire & résourdre s’exprime alors de la maniere sui-
vante :

DAU — kU =0 (I11.24)

Ce coefficient D est issu d’une théorie asymptotique modale de I’équation de transfert
radiatif en régime stationnaire. Il ne dépend d’aucune hypothése concernant 1’absorption
ou le facteur d’anisotropie. On remarquera que I’expression de ce coefficient de diffusion
est déterminée par le moment d’ordre deux de la distribution angulaire (gy) du mode
fondamental gy.

L’équation (II1.23) est rigoureuse, dans le sens ou le comportement diffusif du flux radia-
tif est directement obtenu a partir du mode fondamental. De plus, nous ne devons pas
employer la solution de ’équation de diffusion pour en extraire un coefficient de diffusion
D comme c’est le cas dans 'approche initiale de Case et Zweifel [Case et Zweifel (1967),
(Aronson et Corngold 1999)].

I11.3.4 Discussion physique

L’expression obtenu pour D est semblable a celles obtenues par les autres théories,
avec (go) qui apparalt comme un facteur correctif. Dans le cas particulier ot 'on a un
mode fondamental qui est isotrope, on a gi(u) = 1/2 et ainsi (go) = 1/3. On retrouve
dans ce cas, le résultat de I’approximation P;.

Nous montrons également une équivalence de notre approche qui est basée sur les modes
propres par rapport a une approche aymptotique [Case et Zweifel (1967), Aronson et
Corngold (1999), Graaff et Ten Bosch (2000)] basée cette fois-ci sur les valeurs propres.
Le flux et la densité d’énergie sont reliées par équation (III.13). En y introduisant les
relations (II1.20) et (II1.19), nous obtenons une expression reliant le facteur (go) et la
valeur propre kg :

k(k+ o(l—g))
k3

<90> =
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En remplacant cette expression dans la relation du coefficient de diffusion Eq.(I111.23),
nous obtenons finalement :

K
D=2
kg

qui est exactement la méme expression (Eq. (I11.6)) que celle obtenue par Case et
al [Case et Zweifel (1967)]. Notre résultat est donc strictement équivalent a celui de Case
et al. Dans la suite du chapitre, les facteurs D et D,; représentent exactement la méme

quantité a savoir le coefficient de diffusion obtenu par la théorie asymptotique modale.

La validité de ’équation (II1.23) repose sur le fait que ’on puisse écrire la luminance
3 partir du mode fondamental (Eq. (IIL.15)). En effet, Phypothése de base est fondée sur
le fait que le milieu ait une grande épaisseur optique de sorte que seul le mode fondamen-
tal persiste et que les autres modes sont fortement atténués. Ceci se produit sous deux
conditions:

1. la valeur propre k; associée au deuxieme mode propre ne doit pas étre proche de la
valeur propre du mode fondamental : k; >> kg;

2. la quantité —k;L qui est en argument de l’exponentielle doit étre suffisamment
petite afin que le second mode propre soit atténué ou L est 1’épaisseur du milieu.
La condition se résume a kL >> 1.

La seconde condition est vérifiée dans le cas ot le milieu possede une grande épaisseur
optique. Tandis que la premiere n’est pas si évidente. Nous avons vérifié numériquement
que la différence entre les valeurs propres kg et ki est assez grande pour que l'expres-
sion asymptotique limitée au mode fondamental de la luminance soit vérifiée. En effet,
nous avons calculé pour 4 cas différents, les trois premieres valeurs propres. Elles sont
représentées dans le tableau II1.1.

wo = 0.988 wo = 0.840
g=0]g=0343] g=0 | g=0.343
m~1) [ 0.1989 | 0.1616 | 0.8100 | 0.6800
ki (um 1) | 1.0662 | 1.0661 | 1.2539 | 1.2539
m~') | 1.0700 1.0697 | 1.2585 1.2582

TAB. II1.1 — Comparaison des trois premieres valeurs propres dans 4 cas différents

Nous pouvons observer dans le tableau III.1 que I’écart entre les deux premieres
valeurs propres justifie le développpement asymptotique de la luminance sur le mode fon-
damental. A chaque mode propre est associé une valeur propre k£ dont la dimension est
en m~! et une longueur d’atténuation 1/k. Ainsi, le mode fondamental posséde la plus
grande longueur d’atténuation 1/k.
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On note également que la valeur propre associée au mode fondamental décroit lorsque
le parametre d’anisotropie g augmente. En effet, plus g est élevé, plus la diffusion vers
I’avant est importante.

En résumé, nous pouvons dire que le coefficient de diffusion obtenu:
e est directement défini a partir du comportement asymptotique de la luminance;

e a une forme similaire au coefficient de diffusion obtenu par ’approximation P1.
Le facteur (go) apparait comme un facteur correctif. Si I’on a un mode fondamen-
tal qui est purement isotrope, alors (go) = 1/3 et nous retrouvons le resultat de
I’approximation P1;

e ne suppose aucune hypothese concernant le niveau d’absorption;

e est valable méme si la luminance n’est pas quasi isotrope, contrairement a I’hypo-
these de base de I'approximation P1 [Ishimaru (1978)].

I11.4 Discussion et illustration des résultats

I11.4.1 Modes propres et discussion physique

La figure ITI.1 nous indique le comportement angulaire du mode fondamental ainsi
que le mode propre associé a la seconde valeur propre dans un milieu ou la diffusion est
anisotrope. Nous voyons effectivement que la structure angulaire des modes propres de-
vient de plus en plus complexe. La luminance diffuse est une superposition de ’ensemble
des modes pondérés par des constantes qui dépendent des conditions aux limites. Voyons
maintenant le comportement angulaire du mode fondamental en fonction du facteur d’ani-
sotropie et de ’absorption.

111.4.1.1 Parametre d’anisotropie

On se place dans les mémes conditions physiques que le cas précédent, nous obser-
vons sur la figure I11.2 qu’il y a une légere influence du parametre d’anisotropie g sur le
comportement angulaire du mode fondamental.

111.4.1.2 Absorption

On se situe dans le méme cas que celui de la figure précédente, mais avec un pa-
rametre d’anisotropie fixé a ¢ = 0.5 et ’albédo qui varie. Pour cela on fixe le coefficient
o =1/l et c’est le coefficient d’absorption k qui varie. Nous voyons sur la figure I11.3 que
pour une faible absorption (a=0.995) le mode est quasi isotrope. Il faut effectivement une
légere anisotropie de la luminance pour conserver un flux non nul. En diminuant I’albédo
(a=0.85 et a=0.6), le mode fondamental devient de plus en plus anisotrope. Notons que
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(a) mode fondamental : g (1) (b) deuxiéme mode propre: gi (1)

Fic. III.1 — Diagramme polaire représentant le mode fondamental gf (1) (Fig(a)) ainsi
que le mode propre associé d la seconde valeur propre gi (1) (Fig(b)). La fonction de
phase utilisée est celle de Henyey-Greenstein, le parametre d’anisotropie vault g = 0.8, la
longueur d’absorption I, = 100 um, la longueur de diffusion ly = 0.95 um et la longueur
de transport l, = 4.65 um. Dans ce cas, la plus petite valeur propre et la suivante valent

respectivement ko = 0.0757619m™" (1/ky = 13.1992m) et k; = 0.613895m~" (1/k; =
1.6289m)
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F1a. 1I1.2 — Représentation polaire du mode fondamental calculé dans les mémes condi-
tions que le cas précédent. La fonction de phase utilisée est celle de Henyey-Greenstein,
les longueurs d’absorption et de diffusion sont fizées respectivement a [, = 100 um et
ls = 0.95 um. Dans un cas Fig.Il1.1(a), la fonction de phase est isotrope g = 0 et l'autre
cas Fig.II1.1(b), le paramétre d’anisotropie vaut g = 0.7
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I’approximation P; ne serait pas du tout valable pour ces cas-la mais nous pouvons tou-
jours définir un coefficient de diffusion D car seul le mode fondamental de I’'ETR contribue
a la luminance.

150,

180|

210\

270

Fig. I11.3 - Diagramme polaire du mode fondamental gj (1) pour trois valeur de l’albédo :
a=0.995; a=0.85; a=0.6

On peut comprendre 'allure du mode a 'aide d’'un modele de photons effectuant
une marche au hasard dans le mileu. En effet si la longueur d’absorption est plus petite
que la longueur de transport, la luminance ne peut pas atteindre une structure quasi
isotrope vu que les photons sont absorbés bien avant d’atteindre un régime de diffusion
multiple. Dans ce cas, le mode fondamental n’est pas quasi isotrope. C’est pour cela que
I’approximation P; échoue bien que la loi de Fick reste valable.

I11.4.1.3 Facteur (g)

Nous étudions la variation de (go) en fonction de I’absorption dans un cas ou la
diffusion est isotrope g = 0 et un autre cas ot on ’on a une diffusion anisotrope g = 0.5.
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F1c. II1.4 — Comportement du facteur {(go) en fonction de l’albédo dans le cas oi la
diffusion est isotrope g = 0 et anisotrope g = 0.5

Nous observons sur la figure I11.4 que lorsqu’on n’a pas d’absorption a = 1, le facteur
(g90) tend vers 1/3. Nous retrouvons alors D = 3l qui est connu pour étre le résultat
exact en absence d’absorption. Nous voyons également qu’il y a une faible dépendance de
(go) en fonction du parametre d’anisotropie.

I11.4.2 Coefficient de diffusion en fonction de 1’absorption

Nous montrons dans ce paragraphe, le comportement du coefficient de diffusion D
calculé par notre approche en fonction de 1’absorption. Les figures II1.5(a) et IIL.5(b)
montrent la dépendance du coefficient de diffusion en fonction de I’albédo pour une lon-
gueur de transport fixée a [, = 0.95um. La fonction de phase utilisé est celle de Henyey-
Greenstein. Dans le premier cas, la valeur du facteur d’anisotropie est fixée a ¢ = 0 et dans
le deuxieme cas a ¢ = 0.5. Nous avons superposé les différents coefficients de diffusion
issus des différentes approximations et ceci afin de les comparer, a savoir:

e D, est le coefficient issu du comportement asymptotique modale. Il est calculé
numériquement a partir du mode fondamental de I’ETR. C’est le coefficient donné
par 1’équation (II1.23).

e Dp; est directement donnée par 1’équation (II1.4). Nous rappelons que cette théorie
est largement utilisée notament dans 'imagerie médicale [Ishimaru (1978)].

e D, est le coefficient obtenu & partir d'une approche statistique miscroscopique [La-
gendijk et van Tiggelen (1996)] de particules dans un milieu non absorbant. Notons
juste I'expression de ce coefficient de diffusion a été proposé par quelques auteurs
comme étant le coefficient de diffusion exact méme en présence d’absorption [Fu-
rutsu et Yamada (1994), Bassani et al. (1997), Durian et Rudnick (1997)] résultat
qui s’avere incorrect selon les articles suivants [Aronson et Corngold (1999), Durian
(1998), Graaff et Ten Bosch (2000)].
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e D% =1/(3(c(1—g))+0.2k) est le développement au premier ordre de D, qui cor-
respond & un milieu ou la diffusion est isotrope et 1’absorption négligeable [Aronson
et Corngold (1999)].
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Dy 151 st
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alb alb
(a) =0 (b) g=0.5

Fi1a. II1.5 — Comportement du coefficient de diffusion D en m en fonction de l’albédo a
pour une longueur de transport fizée a l; = 0.95um et un paramétre d’anisotropie fizé a
g =0 (Fig.(a)) et & g = 0.5 (Fig.(b)). La fonction de phase utilisée est celle de Henyey-
Greenstein

Dans le cas ou la diffusion est isotrope (parametre d’anisotropie g = 0), 'approximation
P1 et la théorie asymptotique modale sont clairement différentes au fur et a mesure que
I’albédo diminue et donc que ’absorption augmente. Nous observons sur la figure II1.5
que 'approximation P1 sous estime le coefficient D. Lorsque la diffusion est anisotrope
(9 = 0.5), la dépendance de I’absorption devient de plus en plus importante. L’expression
D?_ donne une résultat assez précis pour un albedo a > 0.8. Quand ’anisotropie augmente,
la dépendance du coefficient de diffusion en fonction de I’absorption devient de plus en
plus importante par rapport aux autres définitions du coefficient de diffusion.

I11.4.3 Coefficient de diffusion en fonction de g

Pour étudier la dépendance du coefficient de diffusion D en fonction du parametre
d’anisotropie, nous devons bien entendu faire varier g et fixer deux parameétres parmi les
suivants: a, lups, lsca, lir. Cela fixera automatiquement les autres parametres du systémes.
Nous montrons dans un premier temps via deux exemples, I'influence du parametre d’ani-
sotropie en fonction de g dans le cas ou I'on fixe ’albédo a et la longueur de diffusion /,,.
Dans un deuxiéme temps, nous fixerons les longueurs d’absorption [, et de transport l;,.

Nous fixons la longueur de diffusion ls.,, = 0.95um Les figures I11.6 montrent I'influence
du parametre d’anisotropie pour une valeur fixée de 1'albédo a = 0.995 et a = 0.85.
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Pour un milieu faiblement absorbant (Fig. I11.6(a)), les différents coefficients de diffusion
prédisent le méme comportement sauf pour D,; qui ne dépend pas explicitement du pa-
rametre d’anisotropie. Notons que dans ce cas-la, le coefficient de diffusion est multiplié
par un facteur cinq lorsqu’on passe de ¢ = 0 a g = 0.8. Par contre lorsqu’on a un peu

4x 10 ‘ 4x 10
3.5 3.5
3t 3t
2.5 2.5
£ £
[a) [a)
1.5} 1.5}
1 1
0.5} 0.5}
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
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(a) a=0.995 (b) a=0.85

Fi1a. I11.6 — Comportement du coefficient de diffusion D en m en fonction du paramétre
d’anisotropie g pour une longueur de diffusion fixée a Iy = 0.95um, un albédo fizé a
a = 0.995 (Fig.(a)) et & a = 0.85 (Fig.(b)). La fonction de phase utilisée est celle de

Henyey-Greenstein

plus d’absorption (Fig. II1.6(b)), les coefficients de diffusion se différencient au fur et a
mesure que le parametre d’anisotropie augmente. L’approximation P; est sous estimée
par rapport a la valeur du coefficient de diffusion D,,. Par exemple, pour ¢ = 0.8, il y a
40% de différence entre les deux théories. Ces résultats démontrent que les expressions de
Dp, et de Dy, ne décrivent pas la dépendance du coefficient de diffusion lorsqu’on a une
diffusion anisotrope dans un milieu absorbant.

L’influence du facteur d’anisotropie g sur le coefficient de diffusion D, pour une valeur
fixée des libres parcours moyens d’absorption /,,s et de transport [, est montrée sur la
figure II1.7. Les coefficients de diffusion D et Dp; qui dépendent de I, et de [, sont
constants. Tandis que I'expression de D, prévoit une légere dépendance de g. Cette dé-
pendance est indiquée par le facteur (gy) dans I’équation (II1.23). C’est une propriété
intéressante de notre nouvelle approche du coefficient de diffusion, bien qu’en pratique,
on pourrait négliger cette dépendance comme pourrait le montrer la figure I11.7.
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Fi1a. I11.7 — Coefficient de diffusion D en m en fonction du parameétre d’anisotropie g pour
une longueur de transport fizée a l, = 0.95um et une longueur d’absorption lg,s = 0.1mm

I11.5 Approximation de la diffusion en régime tem-
porel

Nous illustrons dans cette section 'importance d'une définition correcte du coeffi-
cient de diffusion pour le transport radiatif en régime instationnaire. Ceci est d’un grand
intéréet notamment dans le domaine de I'imagerie médicale qui utilise la lumiere diffusée
par les tissus biologiques. On trouvera des références concernant les techniques d’imagerie
médicale a partir de la lumiere diffusée dans les articles suivants [Yodh et Chance (1995),
Gayen et Alfano (1996), Mandelis (2000), Liu et al. (1994), Bizheva et al. (1998)].

II1.5.1 Transmission dynamique a travers une couche plane

Une des maniéres d’aboutir a I’équation qui décrit la densité d’énergie (dans le cadre
de l'approximation de la diffusion) peut étre obtenue & partir de ’'ETR dans la limite ot
les variations spatio-temporelles de la luminance sont lentes par rapport au libre parcours
moyen de diffusion /s et au temps moyen entre deux événements de diffusion [ /c.

Nous obtenons ainsi 1’équation (II1.2) qui avec un terme source devient :

w — D'V?U(r,t) + ek U(r,t) = q(r,1) (II1.25)

ol D' est le coefficient de diffusion en m?2/s et g(r,t) est le terme source. Dans
I’approximation de la diffusion, le flux surfacique hémisphérique transmis 7'(¢) peut étre
calculé analytiquement en résolvant ’équation (II1.25). La résolution s’effectue en utilisant
la méthode des images et les conditions aux limites extrapolées a la largeur effective
[Ishimaru (1978)]. Le calcul détaillé est effectué en annexe D. Si la source est ponctuelle



66 CHAPITRE 11I. COEFFICIENT DE DIFFUSION SELON UNE APPROCHE MODALE

en espace et en temps ¢(z,t) = 0(z)d(¢) nous obtenons la relation suivante:

H(t)D' X mm . amL wm2D't
T(t) = g exp(—cnt)z sin( y )exp(—T) (T11.26)

ou H(t) est la fonction d’Heaviside, d = L + 2z, est la largeur effective, L est la
largeur réelle du slab et zy est la distance d’extrapolation qui vaut: zg = 0.71;.. La rela-
tion (II1.26) est la réponse impulsionnelle (fonction de Green) de 'équation de diffusion
pour une géométrie plane. Nous présentons le flux transmis hémisphérique obtenu a partir
de la résolution numérique de ’ETR et comparons au flux 7'(¢) obtenu par I’approximation
de la diffusion.

Ainsi nous comparons le flux transmis diffus par un slab obtenu par la résolution de
I’ETR qui est la solution de référence, par rapport & la solution analytique de I’équation
de diffusion (Eq. (II1.26)). I'ETR pour une géométrie plane s’écrit :

10L(z,u,t)  OL(z,p,1)
c ot al 0z

g +1
=—(k+0) L(z, p,t) + 5/ p(p, 1) Lz, 1, t) dpt
-1
(I11.27)

La méthode de résolution a été décrite au chapitre précédent. Dans les deux cas,
nous calculons la réponse impulsionnelle pour la transmission diffuse. Autrement dit, I’im-
pulsion incidente est décrite a la limite comme étant une fonction de Dirac. L’impulsion
incidente doit avoir une largeur temporelle qui est négligeable devant tous les temps ca-
ractéristiques du systeme.

Nous présentons la solution analytique de I'équation de la théorie de la diffusion et la
résolution numérique de I’ETR, pour des milieux a faible et grande épaisseur optique,
ayant une faible ou une forte absorption. Nous montrons sur les figures ci-dessous, la
réponse impulsionnelle obtenue par I’ETR et par ’approximation de diffusion en utilisant
le coefficient de diffusion obtenu par la théorie asymptotique modale (Eq. (II1.21)). Les
figures I11.8 correspondent & un slab mince d’épaisseur L = 6um et de longueur de trans-
port Iy = 0.95um et les figures 1I1.9 a un slab épais d’épaisseur L = 15um et de longueur
de transport [, = 0.95um.

Les cas I11.8(a) et II1.8(b) correspondent respectivement & un milieu faiblement absorbant
(a = 0.995) et un milieu fortement absorbant (a = 0.85). La fonction de phase utilisée est
celle de Henyey-Greenstein dont le parameétre d’anisotropie a été fixé pour tous les cas a
g = 0.4. La largeur a mi-hauteur de I'impulsion incidente est fixée: 30fs. Pour les slabs
fins (Fig . II1.8(a) et II1.8(b)), nous voyons clairement que la théorie de la diffusion ne dé-
crit pas correctement le comportement aux temps courts et aux temps longs de I'impulsion
transmise. En effet, ’approximation de la diffusion suppose que I’on est en régime diffusif
et qui ne s’établit qu’aux grandes échelles de temps et d’espace. Ce résultat est conforme
aux résultats expérimentaux [Kop et al. (1997)], et contredit I’affirmation de [Yoo et al.
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(1990)] qui prétendait que la théorie de la diffusion pouvait prévoir le comportement aux
temps longs des impulsions transmises sur des slabs fins.
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Fic. 1I1.8 — Flux transmis hémisphérique pour un slab d’épaisseur L = 6um, la fonction
de phase utilisée est celle de H.-G dont le paramétre d’anisotropie vaut g = 0.4

Lorsque nous augmentons 'absorption (Fig . ITIL.8(b)), la différence augmente entre
les résultats de I’ETR et ’approximation de diffusion, aux temps courts. Il semble tout a
fait clair que la théorie de la diffusion sous estime le temps d’arrivée des premiers photons
tandis qu’elle sur estime le temps d’arrivée du maximum du flux ainsi que les photons qui
sont restés longtemps dans le milieu.

Pour les milieux épais (Fig . II1.9(a) et II1.9(b)), la situation est essentiellement diffé-
rente. Bien qu’on observe le méme résultat que pour les slabs fins aux temps courts, la
théorie de la diffusion prédit correctement le comportement exponentiel aux temps longs
du flux transmis par des slabs épais méme lorsqu’on rajoute de I'absorption et une dif-
fusion anisotrope. Ce résultat est conforme aux expériences de Kop et al [Kop, de Vries,
Sprik, et Lagendijk (1997)]. Dans les deux cas, la théorie de la diffusion est valide pour
prédire le bon comportement de la transmission diffuse aux temps longs pour des slabs
ayant une épaisseur optique suffisament grande (L* > 8).

I11.5.2 TImportance du choix du coefficient de diffusion

Nous présentons dans cette section des calculs de transmission d’impulsion a travers
un slab effectués dans le cadre de ’approximation de la diffusion en utilisant les différents
modeles disponibles. L’ETR (Eq. (I1.27)) sera la solution de référence. Comme dans le cas
précédent, nous comparons la réponse impulsionnelle du systeme.

Les figures I11.10 et II1.11 présentent une comparaison entre les deux méthodes (ETR
et équation de diffusion) et ceci pour différentes définitions du coefficient de diffusion.
Nous avons représenté le cas ou le milieu est absorbant (a = 0.85) et la diffusion isotrope
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Fi1G. 111.9 — Fluz transmis hémisphérique pour un slab d’épaisseur L = 15um, la fonction
de phase utilisée est celle de H.-G. dont le parameétre d’anisotropie vaut g = 0.4

g = 0 et non isotrope g = 0.5. L’épaisseur optique du slab est de I'ordre de 15. Cette
épaisseur a été choisie de maniere a ce que I'approximation de diffusion (régime diffusif)
soit valable aux longs temps [Elaloufi, Carminati, et Greffet (2002), Kop, de Vries, Sprik,
et Lagendijk (1997)]. Les résultats de "approximation de diffusion sont calculés en utili-
sant 1’équation (II1.26), avec trois expressions différentes du coefficient de diffusion: D,

Dpl et Dst-

Pour la diffusion isotrope (Fig. II1.10a), nous observons qu’aux temps courts, ’approxi-
mation de diffusion ne décrit pas le bon comportement et cela pour n’importe quelle
définition du coefficient de diffusion. Par contre, I’approximation de diffusion décrit cor-
rectement aux temps longs, la décroissance exponentielle du flux transmis si ’on ne prend
pas le coefficient Dp,. En effet, I'utilisation de D, donne un meilleur résultat que Dp;
qui est largement utilisé méme si Dy ne dépend pas de I'absorption.

Pour la diffusion anisotrope (Fig. III.10b), le résultat est complétement différent. Le com-
portement aux temps courts décrit par I’équation de diffusion est complétement fausse,
la position du maximum de I'impulsion transmise n’est pas correctement décrite. La dé-
croissance aux temps longs n’est correctement décrite que si I'on utilise la définition du
coefficient de diffusion généralisé D,, obtenu par la théorie asymptotique modale.

Ce résultat démontre clairement 'importance du choix d’une définition correcte du coeffi-
cient de diffusion notamment dans les milieux absorbants ayant une diffusion anisotrope.
Les coefficients Dp;, Dy donnent également un résultat correct mais seulement dans le
cas ou ’on a un milieu non absorbant ou un milieu absorbant ayant une diffusion isotrope.

Par contre sur la figure II1.11, nous observons clairement que les diff’erents coefficient
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de diffusion se valent dans le cas ot il n’y a pas d’absorption.
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Fi1a. II1.10 — Comparaison entre le flux transmis hémisphérique calculé en résolvant I’ETR
et la réponse impulsionnelle de I’équation de diffusion dans un milieu épais (L* = 15)
absorbant
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Fi1a. III.11 — Comparaison entre le flux transmis hémisphérique calculé en résolvant I’ETR
et la réponse impulsionnelle de l’équation de diffusion dans un milieu épais L* = 15 non
absorbant

II1.6 Conclusion

Nous avons présenté au cours de ce chapitre une nouvelle approche pour définir le
coefficient de diffusion dans le cadre de I'approximation de la diffusion. Cette approche
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est fondée sur une analyse du mode fondamental de 1’équation de transfert radiatif. En
effet, nous pouvons écrire la luminance comme la superposition des modes propres du
systeme. Chaque mode est pondéré par une constante d’intégration qui sera fixée par
les conditions aux limites et une exponentielle dont ’argument fait apparaitre la valeur
propre associée au mode correspondant. L’inverse de cette valeur propre correspond a la
longueur de décroissance du mode associé.

Le mode qui correspond a la plus petite valeur propre en valeur absolue, est celui qui
se propage le plus loin par rapport aux autres modes qui eux sont atténués. En se basant
sur une analyse modale, on ne considére plus la luminance comme étant quasi isotrope,
ce qui est le fondement méme de I'approximation P;, mais on considére plutot le déve-
loppement asymptotique de la luminance. Ce développement ne prend en compte que le
mode fondamental lorsque le régime diffusif est atteint.

Cette approche nous a permis de définir une relation entre le flux d’énergie et la den-
sité d’énergie. Cette relation, qui est du méme type que la loi de Fick, conduit a définir
un coefficient de diffusion. Ce coefficient de diffusion est de la méme forme que celui ob-
tenu par ’approximation P; avec un facteur correctif qui correspond au moment d’ordre
deux du mode fondamental [Elaloufi, Carminati, et Greffet (2003)]. Nous n’avons formulé
aucune hypothése concernant 1’absorption ou la diffusion (isotrope ou anisotrope) pour
aboutir a ce résultat.

Ce coefficient de diffusion obtenu est valable pour le transport de la lumiere dans des
milieux diffusants et absorbants. Les résultats nous montrent que le coefficient de diffu-
sion dépend de I’absorption et de la fonction de phase via le moment d’ordre deux du
comportement angulaire du mode fondamental. Ceci nous a permis de donner une nou-
velle interprétation physique du coefficient de diffusion fondé sur une analyse rigoureuse.

En utilisant la résolution numérique de ’ETR en régime temporel dans une géométrie
plane comme solution de référence, nous avons montré que l'utilisation d’une expression
correcte du coefficient de diffusion qui apparait dans la solution de ’équation parabolique
obtenue via ’approximation de la diffusion est cruciale dans le transport radiatif en ré-
gime temporel.

Nous avons également étudié la transition vers le régime diffusif pour différentes épaisseur
d’une couche plane, milieu légérement ou fortement absorbant, ayant un facteur d’aniso-
tropie faible ou élevé. Nous avons montré que la théorie de la diffusion nous fournissait
des résultats éronnés pour la transmission a travers les slabs ayant une faible épaisseur
optique (L* < 8) méme aux temps longs. Par contre, pour les slabs ayant une grande
épaisseur optique, la théorie de la diffusion décrit assez bien le comportement du flux
transmis hémisphérique.

Il nous faut maintenant clairement définir la transition entre le régime balistique (peu



I11.6. CONCLUSION 71

d’événements de diffusion) et le régime diffusif pouvant étre décrit par la théorie de dif-
fusion. C’est ’objet de notre prochain chapitre.
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Chapitre IV

Diffusive to ballistic transition in
dynamic light transmission through
thin scattering slabs: A radiative
transfer approach

Ce chapitre est rédigé sous la forme d’un article, soumis récemment a Phys. Rev. E.
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Résumé

Nous étudions la déviation de la théorie de la diffusion a partir du transport
dynamique de la lumiere & travers les milieux diffusants ayant une faible épaisseur
optique. La résolution numérique de ’équation de transfert radiatif instationnaire
permet d’obtenir la décroissance temporelle et le coefficient de diffusion effectif du
flux transmis en fonction du temps & travers un milieu diffusant. Nous observons
un comportement non diffusif pour des systemes dont ’épaisseur est plus petite que
8l;r. Nous introduisons un modéle simple qui donne la position de la transition entre
les régimes diffusif et non-diffusif. La dépendance de ’épaisseur du milieu pour le
coefficient de diffusion est fortement affecté par les réflexions internes pour les ré-
gions non diffusifs. Nous montrons que la réduction d’environ 50% du coefficient de
diffusion effectif expérimentale [Phys.Rev.Lett.79,4369 (1997)] peut étre reproduite
a partir de I’'ETR. Cette étude démontre que ’ETR est un outil approprié pour ’étude
du transport dynamique de la lumiére & travers des milieux diffusants & faible épais-
seur optique, lorsque les effets cohérents ne jouent pas un réle prépondérant.

We study the deviation from diffusion theory which occurs for the dynamic transport
of light in thin scattering slabs. Solving numerically the time-dependent Radiative
Transfer Equation, we obtain the decay time and the effective diffusion coefficient
Deg for dynamic light transmission through scattering slabs. We observe a non-
diffusive behavior for systems whose thickness L is smaller than 8/;., where [y, is
the transport mean-free path. We introduce a simple model that yields the position
of the transition between the diffusive and the non-diffusive regimes. The size depen-
dence of Deg in the non-diffusive region is strongly affected by internal reflections.
We show that the reduction of about 50% of Deg which was observed experimen-
tally [Phys. Rev. Lett. 79,4369 (1997)] can be reproduced by the radiative transfer
approach. This study demonstrates that the Radiative Transfer Equation is an ap-
propriate tool to study dynamic light transport in thin scattering systems, when
coherent effects play no significant role. (©) 2003 Optical Society of America
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IV.1 Introduction

The study of wave propagation through random media has been an active field
of investigation in the past decades (2). Recently, it has attracted considerable interest
through the development of mesoscopic physics (1; 3) and imaging techniques in stron-
gly scattering biological tissues (4; 5). Time-resolved techniques using pulse reflection or
transmission on short time scales (6), optical coherence tomography (7) and Diffusive
Wave Spectroscopy (DWS) (8; 9) give promising results. In several other areas, diffusive
waves - such as thermal, acoustic or elastic waves - form the basis of imaging and mea-
surement techniques (10). With the rapid development of micro- and nano-technologies,
understanding the propagation of such waves at short (time and length) scales has become
a key issue. Another example is heat conduction at short scales in solids, which can be
handled on the basis of a Boltzman transport equation for phonons, which undergo scat-
tering, emission and absorption (11; 12). This problem is very similar to that encountered
in optical-wave propagation through random media.

The study of dynamic wave transport through scattering and absorbing media is
considerably simplified when using the diffusion approximation (2). It is widely used in
the context of optical imaging through biological tissues (4; 5). Yet, limitations appear
when the size of the system (or the time scale) becomes on the order of the mean-free path
(or the collision time). Several experimental results have demonstrated strong deviations
from diffusion theory in dynamic light scattering at short length scale, by measuring pulse
transmission through thin slabs (13; 14; 15) or in DWS experiments (16; 17). The results
in refs.(13; 14) show that the interplay between space and time scales on the validity of
diffusion results is a difficult issue. On the one hand, experiments reported in ref.(13)
seem to show that diffusion theory gives an accurate prediction for the long-time decay
of transmitted pulses for both thin (L < 10l;) and thick systems, whereas it fails for
the short-time behavior. On the other hand, experiments reported in ref.(14) show that
diffusion theory fails for thin systems (L < 8l), even for the determination of the long-
time behavior.

The domain of validity of the diffusion approximation for time-dependent transport
has been studied by comparison with the prediction of the Radiative Transfer Equa-
tion (18; 19; 20), or by using the telegrapher’s equation (21). In particular, the results
in ref.(20) have confirmed that the diffusion approximation is able to predict the long-
time behavior of transmitted pulses through systems with size L > 8l;,., where [;. is the
transport mean-free path, in agreement with experimental results (14). More recently, the
transition from ballistic to diffusive transport was analyzed by solving the Bethe-Salpeter
equation for a slab, in the lowest-order ladder approximation with isotropic scattering (22).
A region of strong deviation from the diffusion approximation was found for 3/, < L < L,
where L, is a critical length which depends on the amount of internal reflection at the slab
boundaries. The region of non-diffusive transport agrees with experimental results (14).
Nevertheless, as fas as the transition from the ballistic to the diffusive regime is concer-
ned, an overlook at the literature leads to the following remarks. (1) The transport model
used in ref.(22) predicts an increase of the effective diffusion coefficient of the slab when
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the thickness L decreases in the non-diffusive region (sometimes referred to as the “ano-
malous” region). This is the opposite of the behavior observed experimentally (14; 23),
and no convincing argument has been proposed to explain this contradiction. (2) The
samples used in practice are usually absorbing and anisotropically scattering. A transport
theory able to account for arbitrary scattering and absorbing properties, and for rigorous
boundary conditions at the slab boundaries is necessary. The Radiative Transfer Equa-
tion seems to be the adequate tool in this context. (3) Last but not least, a simple model
explaining (at least qualitatively) the onset of the non-diffusive behavior at small length
scales is still missing.

In this paper, we present a theoretical and numerical study of the transition from
the ballistic to the diffusive regime in light transport through scattering media. Our
approach is based on the Radiative Transfer Equation (RTE) (24; 25). By a numerical
study of pulse transmission through scattering slabs, we study the size dependence of the
decay time and the effective diffusion coefficient. Our approach allows to handle arbitrary
scattering properties of the particles as well as absorption. Internal reflections at the slab
boundaries are treated rigorously by means of reflection and transmission factors, for both
the ballistic and the diffuse part of the light intensity. The results confirm the sensitivity
of the effective diffusion coefficient Dqg to the level of internal reflection. They also show
under which condition a reduction of D.g at small scale is observed, and the experimental
result in ref.(14) are retrieved quantitatively. Finally, a simple analysis based on the
dispersion relation of the RTE (25) is used to describe the transition from the diffusive
to the non-diffusive regime. This crude model allows to retrieve the critical size at which
the transition occur.

The paper is organized as follows. In section 2, we briefly describe the numerical
method used to solve the RTE in a slab geometry. In section 3, we present numerical
calculations of the decay time and effective diffusion coefficient for systems of various
sizes and mean (effective) indices of refraction. In section 4, we discuss the reduction of
the effective diffusion coefficient in connection with experimental results. In section 5, we
present the analytical model and use it to discuss the deviation from diffusion theory for
small systems. In section 6, we summarize the main results and give our conclusions.

IV.2 Time-dependent Radiative Transfer Equation

We consider a slab of width L with the z-axis normal to the boundaries (the strip
0 < z < L is filled with the scattering medium). The slab is illuminated from the left
at normal incidence by a plane-wave pulse. The specific intensity I(z, p,t) inside the
scattering medium obeys the RTE (24; 25):

101(z, p,t)  OI(z,p,t)
v ot Tt 0z

+1
s
= (s + tta) I(2, p1,t) + 5/ PO, ) 1z, 1) dpt!
-1
(IV.1)

where v is the energy velocity and u = cos @, with # the angle between the propagation
direction and the z-axis. p(®) is the phase function integrated over the azimutal angle
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p(0 (py pt) = 5= fo (u-u’) d¢ where u and u’ are unit vectors corresponding to directions
(6, ®) and (9' @'). ps and p, are the scattering and absorption coefficients, respectively.
The associated scattering and absorption mean-free paths are [, = p,! and I, = p,t.
The transport mean-free path I, = [;/(1 — g), where g is the anisotropy factor (average
cosine of the scattering angle). The real part of the medium effective index, accounting
both for the homogeneous background medium and the scattering particles, is denoted
by ns. The half-spaces z < 0 and z > L are filled with homogeneous and transparent
materials of refractive indices n; and ns, respectively. In order to solve Eq. (IV.1), we use
the space-frequency method described in ref.(20). We briefly recall its principle here.
A time-domain Fourier transform of Eq. (IV.1) leads to:

8[ Z W LW U +1
u% = _(ljfs + Ha — Z;)](Z,M, (_U) + —/ p(o)(u’ /,[/,) I(Z, IJII,CU) dl,l/l ’

2 Ja
(IV.2)

where I(z, j1,w) is the time-domain Fourier transform of I(z, u, t). This equation is similar
to the static RTE, with an effective extinction coeflicient a(w) = (ps+ pa—iw/v). It can be
solved numerically by standard methods developed for time-independent problems (26).
Assuming an illumination by a plane wave (representing, for example, a collimated laser
beam), it is useful to separate the ballistic and the diffuse components of the specific
intensity inside the medium. One writes:

I(z, p,w) = I (z,w)d(p — 1) + I, (z,w)d(p + 1) + Ly(7, p, w) (IV.3)

where §(z) is the Dirac distribution. For the sake of clarity, the two components of the
ballistic intensity, propagating towards z > 0 and z < 0, have been separated. Inserting
Eq. (IV.3) into Eq. (IV.2) leads to

Al (z,w)
dz
for the ballistic components and to

aId(Z, K, w)
K 0z

= —a(w) I,jt(z, w) (IV4)

+1
= —a(w) Is(z, p,w) + %/ PO (s 1) La(z, ', w) dp! + S(z, p, w)
-1
(IV.5)

for the diffuse component. In this last equation, S(z, y,w) is a source term which des-
cribes the transfer of energy form the ballistic to the diffuse component by scattering. Its
expression will be given below.

The RTE deals with the specific intensity which is a directional quantity. Therefore,
the boundary conditions at the slab interfaces can be accounted for exactly, by using
Fresnel reflection and transmission factors. Taking into account the internal reflections,
the expressions of the ballistic components inside the slab are:

I (z,w) = Ti(p=1)I(w) exp[—a(w)z]l (IV.6)
I (z,w) = Tia(p=1)Ih(w) exp[—a(w)(2L — 2)] Ros(p=1)T (IV.7)
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where I' = [1 — Rio(pp = 1)Ras(p = 1) exp(—2a(w)L)]™!, and R;;(u) and T;;(p) are the
Fresnel reflection and transmission factors in energy, at the interface between two media
of refractive indices n; and n;. Their expression is given, for example, in ref.(20). Ip(w) is
the time-domain Fourier transform of the incident pulse, at the boundary z = 0.

The source term in equation (IV.5) is given by:

S(z, py,w) = %p(o) (, VI (z,w) + %p(o) (u, =11, (z,w) . (IV.8)

For the diffuse components of the specific intensity, the boundary conditions at the slab
surfaces are:

Id(z = 07 ,U,,(x)) = R21(:U’) Id(z = Oa —H, w) for m > 0 (Ivg)
Ij(z =L, p,w) = Ros(|p|) la(z =L, —p,w) for p <0 . (IV.10)

Solving Eq. (IV.5) with the above source term and boundary conditions allows a com-
putation of the diffuse transmitted intensity. The ballistic components (in transmission
and reflection) are directly obtained by Egs. (IV.6) and (IV.7). The total transmitted
intensity (ballistic + diffuse), either directional or angle-integrated (20), is the relevant
quantity for the present study.

IV.3 Decay time and effective diffusion coefficient

In this section, we analyse the decay time of pulses transmitted through scattering
slabs on the basis of numerical solutions of the time-dependent RTE. In all cases, the
incident pulse width is 50fs, which is negligible compared to all time scales of the pro-
blem. The total transmitted intensity 7'(¢), angle-integrated over the half-space z > L,
is calculated numerically. From the long-time exponential behavior exp(—t/7) of T'(¢),
the decay time 7 is extracted. We show in Fig. 1 the inverse decay time 7~! versus the
slab thickness L, for different values of the effective index n, of the slab. The exterior
medium is assumed to be a vacuum (n; = ng = 1). In Fig. 1(a) (isotropic scattering), a
size-dependence of 77! versus L is visible, which strongly depends on the slab refraction
index my. Moreover, the dependence on ny is higher for small L. This can be unders-
tood using a simple picture. A photon propagating through the slab will undergo both
bulk scattering and wall reflections. The latter is very sensitive to the number of internal
reflections, which increases with the refraction index ns. For thin slabs, wall reflections
may dominate over bulk scattering, so that the influence of internal reflections on the
decay time becomes predominant. This qualitatively explains the strong influence of the
refraction index observed for small L. We shall come back to that point with more refined
arguments below. The same results hold for anisotropic scattering in Fig.1 (b). In par-
ticular, the behavior for small systems is weakly affected by scattering anisotropy. This
is consistent with the fact that the relevant mechanism in this case is surface reflection,
more than bulk scattering.

In order to characterize more precisely the size dependence of the decay time, an
effective diffusion coefficient Dg can be introduced (14; 22). To proceed, we identify the
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Fic. IV.1 — Decay time versus the slab thickness L, for different values of the medium
effective refraction index ny (n1 = ng = 1 for the half-spaces z < 0 and z > L). The

medium parameters are: Iy = 0.95um, 1, = 46.5um (albedo wy = 0.98). (a): g = 0. (b):

g = 0.4. Phase function: Henyey-Greenstein.

long-time exponential behavior of the transmitted pulse exp(—t/7) with that obtained in
the diffusion approximation exp(—m?Deg t/L?) exp(—p,vt) (see e.g. ref.(20)). This yields
an effective diffusion coefficient

2

Dug = %(é ) . (IV.11)
Note that we have chosen to define D.g using the real length L of the slab, instead of
an effective length L.g accounting for the boundary conditions used in diffusion theory,
as in refs. (14; 22). Several reasons justify that choice. (1) The effective length Leg is
defined from approximate boundary conditions valid asymptotically for a semi-infinite
medium (27). The relevance of such boundary conditions for a thin slab are questionable.
(2) For thick systems (L/l;, — o), one always has L =~ Leg so that our definition of Deg
coincides with that used in refs. (14; 22). (3) Finally, let us emphasize that the final purpose
is to study the size dependence which appear in the decay time 7 due to a non-diffusive
behavior which appear for small systems. Therefore, one needs to introduce a quantity
which (i) suppresses the direct dependence of 7! on absorption (through the exponential
decay exp(—qvt)) and (71) suppresses the diffusion-type dependence proportional to L2
which remains for infinitely large systems. This is precisely what one obtains by defining
the effective diffusion coefficient as in Eq. (IV.11).

In Fig. 2(a), we plot Deg/L? versus L. This quantity is similar to the inverse decay
time 77!, but the influence of absorption has been substracted. It exhibits a similar
behavior as the decay time in Fig. 1(a), except for thick systems (L >> l;,) where all
curves tend to an asymptotic value which is independent on the refraction index of the
scattering medium (i.e. on the level of internal reflection). For small systems (L < 8um,
which corresponds 7 — 81;,), the strong dependence on the refraction index confirms the
dominant role of internal reflections on the size dependence of the time decay 7. The
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F1G. IV.2 — Effective diffusion coefficient D,y versus the slab thickness L. The medium
parameters are the same as in Fig. 1(a), with g = 0. (a): Do/ L?* versus L. This quantity
becomes independent on L for large L >> 1. (b): Dy versus L.

variations of Deg versus L are represented in Fig. 2(b). On the curve corresponding to
ne = 1, to regimes can be identified. For L. < 7 — 8l;., a strong dependence with L
is visible, and Deg increases with L. For L > 7 — 8l;., D.g tends asymptotically to a
constant value, which is expected to be the bulk value of the diffusion coefficient. If the
effect of absorption on the diffusion coefficient is neglected (28; 29), the bulk value in this
case is D = vl /3 = 95m?.s~". For higher values of the refraction index n,, the general
shape of the curves remain the same, but the transition is smoother and the value of D¢
is reduced for all values of L. Also note that the effective diffusion coefficient defined in
Eq. (IV.11) always increases with L in the region of strong size dependence (L < 7—8l;,).
This was expected because internal reflections yield an increase of the decay time 7, and
a decrease of Deg (see Eq. IV.11).

The results in this section put forward the ability of the RTE to describe the transi-
tion from the diffusive regime to a non-diffusive (“anomalous”) regime of transport when
the size of the systems becomes on the order of a few transport mean-free paths. In the
next section, we show that experimental results can be reproduced by this approach.

IV.4 Comparison to experimental results

The size dependence of the effective diffusion coefficient of a slab was demonstrated
experimentally in ref.(14). In this study, the authors chose to define the diffusion coefficient
by comparing the long-time exponential decay of the diffuse transmission of short pulses
to the solution of the diffusion equation, accounting for extrapolated boudary conditions.
For an absorbing medium, this leads to a diffusion coefficient D given by

L% 1
="M — ) . (IV.12)

w2 T

D
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Fic. IV.3 — Decay time and diffusion coefficient for a slab with parameters similar to
those in ref.(14). The slab contains T;0y particles illuminated at A = 780nm. g = 0.27,
ls = 0.65um and l, = 200pum (albedo wy = 0.997). The effective index of the slab is
n =1.39. (a): 7! versus L. (b): Diffusion coefficient D as defined in ref.(14), normalized
by its asymptotic value Dy. Solid line: R = 0. The inset shows the results obtained for

different values R. Phase function: Mie scattering.

The effective length of the slab which appears in Eq. (IV.12) is Lejy = L + 22, where
z = z(1l + R)/(1 — R), zp = 0.71l; being the extrapolation distance and R the mean
reflection coefficient in the diffusion approximation (30).

For the numerical calculations of the pulse transmission, we have chosen a configu-
ration which is very close to the experimental one (14). The only difference is that we do
not consider a non-symmetric system (both half-spaces z < 0 and z > L are filled with
air, or a vacuum, so that n; = ng = 1). The scattering medium consists of T;0, particles
of radius r = 95nm, with g = 0.27, [, = 0.65um, [, = 200um (weak absorption, albedo
wp = 0.997). The central wavelength of the illuminating pulse is A = 780nm. The effective
index of the scattering medium is ny = 1.39.

We show in Fig. 3(a) the inverse decay time 7' versus the (real) system size L. The
shape of the curve is similar to that observed in Fig. 1(a), namely, a strong size dependence
is observed for small systems. This regime appears for L < 8l;.. The value of the transition
(L ~ 8l;) coincides with that observed experimentally (14). In Fig. 3(b), we represent
the diffusion coefficient D, normalized by its asymptotic value for large L (taken here at
L = 25pm ~ 27ly,.). This figure should be compared to Fig. 3 in ref.(14). We see that the
reduction of D at small scale, of about 50%, is reproduced by the calculation, when using
Eq. (IV.12) to define D from the decay time 7, with an effective length Leg = L+ 2z, (i-e.
with R = 0). This is surprising because the result in ref.(14) is obtained with the value of
R calculated from diffusion theory (30), which would be R = 0.49 with our parameters.
Nevertheless, as we already pointed out, the relevance of both the extrapolation distance
2 and the diffusion-theory reflection factor R for thin slabs is far from obvious. Moreover,
as shown in the inset in Fig. 3(b), changing the value of R [i.e. of Leg in Eq. (IV.12)]
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completely changes the shape of the curve. Although the existence of two regimes and the
value of the critical distance (L ~ 8l;.) are not affected, one passes from an increase to
a decrease of D in the non-diffusive region by changing R. This extreme sensitivity to R
prevents the diffusion coefficient D defined from the effective length L.g(R) from being a
robust parameter. From the theoretical point of view, it relies on boundary conditions for
diffusion theory which are not well controlled. From the practical point of view, it depends
on the precision with which the effective index no of the medium is known. Evaluating ns
with precision for dense scattering media as that considered here remains a challenging
issue.

In summary, the results in this section lead to the following important conclusions.
(1) The RTE, which appropriately handles the intensity transport outside the diffusive
regime as well as the boundary conditions at the slab surfaces, allows to describe the
experimental result presented in ref.(14). (2) There is a high sensitivity of the diffusion
coefficient D defined in Eq. (IV.12) to the effective length Leg. Obtaining a D which
increases or decreases with the system size L depends on the value of L.g which is used
(and no exact determination of Leg can be done). This is in agreement with the fact that
the variation of D with the system size in the non-diffusive region are strongly related to
internal reflections. (3) The transition between the diffusive regime (D independent on L)
and the non-diffusive regime is well described by the RTE. In particular, this means that
the size dependence of D for small systems is not due to coherent effects, or to dependent
scattering, which are not accounted for in the present RTE approach.

IV.5 Dispersion relation for the RTE

In this section, we introduce a simple model to discuss the transition between the
diffusive and non-diffusive regime. We borrow analytical solutions of the RTE from neu-
tron transport theory (25). In particular, for isotropic scattering, an analysis in terms
of modes allows to calculate analytically the dispersion relation for the time-dependent
RTE in an infinite medium. To proceed, we look for solutions of the form I(z,u,t) =
g(n) exp(ikz) exp(st), with k real and s complex. Because our interest is in the long-time
decay of the intensity, we need to compute the s whose (negative) real part has the smal-
lest absolute value. The associated decay time is given by 7 = —s!. The analysis in
ref.(25) shows that:

s = —(fg + ps)v + for |k| < mps/2 (IV.13)

kv

tan(k /)
where wy = ps/(1s + pa) is the albedo for single scattering. For |k| > mps/2, there is
a continuum of solutions s for each value of k. We only need the solution s having the
smallest real part, which can be calculated numerically. The numerical calculation consists
in solving an eigenvalue problem, which follows from the RTE when one uses the discrete
ordinate approach (20; 26). In particular, this can be done with any type of phase function,
allowing to obtain the results for anisotropic scattering.
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F1a. IV.4 - Dispersion relations [Re(s) versus k] in an infinite medium, for the solutions
of the RTE and of the diffusion equation. s and k are in dimensionless units, the reference
length scale being L* = (us + pa) ' and the reference time scale being t* = L*/v. The
medium parameters are: ly, = 0.95um, wy = 0.995 (albedo). (a): s* versus k* for g = 0.
The numerical solution obtained from the RTE is compared to an analytical result valid
for isotropic scattering and k < mwy/2, and to the solution obtained from the diffusion
approzimation. (b): s* versus k* for g = 0.5. No analytical solution can be found in this
case. Phase function: Henyey-Greenstein.

The same analysis can be done for the diffusion equation (2):

Ou(r,t)

5 DV?u(r,t) + pgvu(r,t) =0 (IV.14)

where u(r, t) is the energy density. Looking for solutions of the form u(r, ) = ug exp(ikz) exp(st),
one obtains the dispersion relation for the diffusion equation:

s=—p,v—k’D . (IV.15)

The dispersion relations of both the RTE [Eq. (IV.13)] and the diffusion equation [Eq. (IV.15)]
are shown in Fig. 4. For isotropic scattering [Fig. 4(a)], we have represented the dispersion
relation of the RTE calculated numerically and using the analytical formula, as well as
the dispersion relation in the diffusion approximation. We see that both curves for the
RTE are superimposed for k£ < mus/2. For larger values of k, the analytical result is no
longer valid. The solution s with the smallest real part is computed numerically. We see
an abrupt transition in the dependence of s on k.

The dispersion relations for the RTE and the diffusion equation coincides for small
values of k (k < 0.7y, if we neglect absorption). For larger values of k&, the difference
increases and becomes significant. The spatial dependence of the modes being exp(ikz),
large values of k corresponds to small systems. Qualitatively, this result shows that the
diffusion approximation is able to predict the long-time behavior of the intensity only for
large systems. More quantitatively, the transition at £ ~ 0.7u4 corresponds to a system size
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L ~ 27 /k ~ 8, which is also L ~ 8, for isotropic scattering. This is in agreement with
the transition observed experimentally and numerically (14; 22). For anisotropic scattering
[Fig. 4(b)], the same observations hold (note that the dispersion relation of the RTE can
only be calculated numerically in this case). We still observe the abrupt transition between
the domain where a single solution s is obtained for each & (for £* < 0.55 in dimensionless
units) and the domain of the continuum of solutions (for which only that corresponding
to the smallest value or Re(s) is represented). After the transition, s decays more slowly
with k. If we compare the curves obtained for the RTE and for the diffusion equation, we
see that they coincide for k < 0.4u,. A substantial difference is observed for & > 0.5,
a region for which the diffusion approximation fails to describe intensity transport. The
transition occurs in this case for system sizes on the order of L = 27 /k ~ 15[, which, in
terms of transport mean-free path gives L ~ 8[;.. Once again, this result is in remarquable
agreement with that observed in refs.(14; 22).

The arguments based on the dispersion relation of the modes of an infinite system
do not account for the boundary conditions at the system boundaries. Nevertheless, they
allow to describe the position of the transition between the diffusive and the non-difusive
regimes. Therefore, it can be concluded from this analysis that the transition should
always appear when the size of the system is reduced, whatever the boundary conditions
(and the level of internal reflection). In the absence of absorption, the transition takes
place for system sizes on the order of 81;,.

The way the decay time, or the effective diffusion coefficient, depends on the system
size L in the non-diffusive region strongly depends on the boundary conditions. This has
been shown in section 2, as well as in the study in ref.(22). Although these effects are not
accounted for in the analysis based on the dispersion relation, it is interesting to see which
dependence on L is predicted in this approach. To proceed, we start from Eq. (IV.13),
recalling that the decay time 7 = —s~!. We now assume that the predominant mode for
a slab of size L corresponds to £ = 7/L. Replacing k by this value in Eq. (IV.13) leads
to:

_ kv
tan (k/ ;)

From this expression of the decay time, an effective diffusion coefficient can be introduced
using Eq. (IV.11). One obtains:

™= [(a + s ™ (IV-16)

L? Lv

Dot = = ppgv — —2 V.1
= ks ? mtan(mw/psL) (IV.17)

Note that for large systems (u,L — 00), one has tan(m/u,L) ~ (7/psL) + (7/1sL)3/3, so
that Deg >~ v/(3us). One recovers the well-known result for the bulk diffusion coefficient
in a non-absorbing medium (2).

We plot in Fig. 5(a) the variations of 7 versus the system size L, as predicted
in Eq. (IV.16). We see that the result is in good qualitative agreement with the curves
obtained in Fig. 1(a), especially with that corresponding to ny = 1 (no internal reflections).
In Fig. 5(b), we plot the effective diffusion coefficient given in Eq. (IV.17). We see that
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F1G. IV.5 — (a): Decay time versus the slab thickness L, obtained from the analytical
model Eq. (IV.16). (b): Effective diffusion coefficient the slab thickness L, obtained from
the analytical model Eq. (IV.17). The medium parameters are: l;, = 0.95um, wy = 0.995.

the transition between the diffusive regime (D.g independent on L) and the non-diffusive
regime is very well reproduced, the transition occuring at L =~ 8l;.. This confirms that the
origin of the transition lies in the deviation from diffusion theory which is well-described
by the mode analysis and the dispersion relation (and not on the boundary conditions).
Concerning the variation of Deg in the non-diffusive region, the increase that is observed
when L decreases disagrees with the result of the full numerical calculations presented
in Fig. 2(b), which always shows a decrease of Dg in the non-diffusive region. This
result confirms the important role of the boundary conditions at the slab surfaces on the
variation of the effective diffusion coefficient in the non-diffusive region.

IV.6 Conclusion

We have presented a numerical and theoretical study of the transition from the dif-
fusive to the non-diffusive (quasi-ballistic) regime in dynamic light transmission through
thin scattering slabs. The analysis is based on the time-dependent RTE. A key feature of
this approach is the possibility of writing exactly the boundary conditions at the system
surfaces. Also, it allows to handle any scattering and absorbing properties of the medium.
Using numerical calculations of transmitted pulses through slabs of varying thickness L,
several results have been obtained. (1) We have shown that the decay time and effective
diffusion coefficient display a transition between a diffusive and a non-diffusive regime,
which occurs for L ~ 8l;.. In the non-diffusive region (L < 8l;), the effective diffusion
coefficient exhibits a strong dependence on L. With this approach, we have reproduced
quantitatively an experimental result, showing a reduction of about 50% of the effective
diffusion coefficient in the non-diffusive region (14). This result demonstrates the rele-
vance of the RTE for studying dynamic light transport through thin scattering systems,
when coherent effects play no significant role. (2) The deviation from diffusion theory
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for thin systems that we observe also supports the claims of ref.(14) that the diffusion
approximation is able to describe the long-time behavior of transmitted pulses for thick
systems only (L > 8l;). (3) The dependence of the effective diffusion coefficient on the
slab thickness in the non-diffusive regime is strongly affected by the amount of internal
reflection inside the slab. This conclusion is in agreement with a recent theoretical study
reported in ref.(22). (4) Finally, we have presented a simple model based on the dispersion
relation of the RTE and of the diffusion equation. This crude model gives an estimate of
the critical size L ~ 8/;, below which the transport is non-diffusive.
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V.1 Introduction

L’étude de la diffusion de la lumiere dans un milieu diffusant permet d’obtenir des
informations sur la structure de ce méme milieu. En effet, la diffusion statique ou
élastique nous renseigne sur le facteur de structure des particules, leur taille, etc. Tandis
que ’étude de la diffusion dynamique ou quasi-élastique permet d’obtenir des infor-
mations sur les propriétés dynamiques des particules comme par exemples le coefficient de
diffusion associé au mouvement Brownien, le rayon hydrodynamique ainsi que la viscosité.
Au cours de ce chapitre, nous nous intéresserons a la diffusion dynamique de la lumiere.

L’étude de la diffusion dynamique est un tres bon outil pour les mesures de trans-
lations, de rotations et des déplacements internes des particules en suspension dont le
diametre varie entre 1nm et 10um. Cet outil est fondé sur le fait que 'amplitude et la
phase du champ diffusé sont modifiées par la dynamique des particules diffusantes. Cette
modulation se traduit par une fluctuation de 'intensité diffusée. Ainsi des informations
concernant les propriétés du milieu diffusant peuvent étre déduites de la fonction de cor-
rélation temporelle (ou de la densité spectrale de puissance DSP) de l'intensité diffusée.

Actuellement, il existe deux techniques de mesures ou d’imagerie utilisant les fluctua-
tions du champ ou d’intensité. L’une d’elle est valable en régime de diffusion simple,
I’autre en régime diffusif.

e Si un milieu possede une épaisseur optique tres faible, les photons subiront tres peu
d’événements de diffusion dans le milieu. C’est le cas par exemple d’un milieu tres dilué.
Supposer qu’il n’y a qu’un seul événement de diffusion permet de déterminer I’angle de
diffusion et méme la polarisation d’'une maniere déterministe. Ainsi ce régime de diffusion
simple, qui est bien décrit, est fortement utilisé notament en spectroscopie. Cette théorie,
qui est valable en régime de diffusion simple est appelée diffusion quasi-elastique de la
lumiere (Quasi-Elastic Light Scattering : QELS ou QLS). On trouvera un exposé détaillé de
la théorie QELS dans ’article de Bloomfeld et Lim [Bloomfield et Lim (1978)] ainsi que
dans l'ouvrage de Berne et Pecora [Berne et Pecora (2000)]. Par contre cette théorie n’est
pas utlisable en régime de diffusion multiple.

e C’est une toute autre théorie qui a été développée dans le cas ol I’on est en régime dif-
fusif. La technique de mesure des fluctuations d’intensité permet également d’obtenir des
informations sur le milieu considéré. Elle permet par exemple de déterminer un coefficient
de diffusion des particules diffusantes présentes dans le milieu, leur rayon hydrodyna-
mique, etc. La théorie associée est appelée spectroscopie par ondes diffusives ( Diffusing
Wave Spectroscopy: DWS ). Nous trouverons le détail de cette théorie dans les articles
suivants : [Maret et Wolf (1987), Pine, Weitz, Chaikin, et Herbolzheimer (1988)].

Les deux théories QELS et DWS s’appliquent respectivement dans le régime de diffusion
simple et le régime diffusif. Récemment, des expériences ont été réalisées [Wax, Yang,
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Dasari, et Feld (2001), Boas, Bizheva, et Siegel (1998)] permettant de faire des mesures
dans le régime de diffusion multiple intermédiaire. Ces auteurs ont en effet mesuré, en dé-
tection hétérodyne, les fluctuations du champ diffusé, transmis ou réfléchis par un milieu
diffusant pour une longueur de chemin donnée. Leur mesure permettant de sélectionner
les photons parcourant une certaine longueur dans le milieu est fondée sur la technique
de U'interférométrie a faible longueur de cohérence (Low Coherence Interferometry : LCI).
Ils observent ainsi les régimes simple et diffusif mais aussi le régime de diffusion multiple
intermédiaire. La mesure se fait en détection hétérodyne ou homodyne. Dans le premier
cas, la mesure permet d’accéder directement a la fonction de corrélation du champ et
dans le second a la fonction de corrélation d’intensité (sachant que ces deux fonctions
de corrélations peuvent étre reliées dans le cas ou ’'on a une distribution gaussienne du
champ, par la relation de Siegert).

Actuellement, il n’existe pas de modele qui puisse décrire le régime intermédiaire. Les
deux théories existantes (QSL et DWS) décrivent uniquement les régimes extrémes (diffu-
sion simple et régime diffusif). Nous présentons dans ce chapitre un modele fondé sur
théorie de la DWS standard (approche de type marche au hasard) et d’un calcul de 'ETR
en régime instationnaire. Ainsi, a partir de notre modele, nous calculons les fonctions de
corrélation du champ et de l'intensité rétrodiffusée par un milieu diffusant en régime de
diffusion simple et multiple. Nous montrons également quelles sont les hypothéeses qui per-
mettent de retrouver a partir de notre modele le résultat de la théorie de la DWS classique.

Nous introduisons ce chapitre par les notions des fonctions de corrélations du premier
et du second ordre pour les champs stochastiques issus des milieux diffusants. Nous décri-
vons briévement les techniques de mesures en détection homodyne et hétérodyne ainsi que
le principe de base de l'interférométrie a faible longueur de cohérence. La théorie de la DWS
[Maret et Wolf (1987), Pine, Weitz, Chaikin, et Herbolzheimer (1988)] y est exposée dans
ses grandes lignes. Nous montrons par la suite des mesures expérimentales obtenues en
détection hétérodyne [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001),Bizheva, Siegel, et Boas (1998)].
Les mesures effectuées permettant de déterminer 'amplitude et la largeur & mi-hauteur
de la densité spectrale de puissance (DSP) des fluctuations détectées en fonction de la
distance des chemins parcourus par les photons dans le milieu.

Nous exposons ensuite notre modele décrivant I'amplitude et la largeur a mi-hauteur
de la DSP du champ et de l'intensité rétrodiffusés. Nous montrons que ce modele décrit
aussi bien les comportements des régimes de diffusion simple et multiple ainsi que le ré-
gime diffusif. Les résultats du modele sont comparés aux mesures, montrant un excellent
accord. La fin de ce chapitre présente la conclusion et les perspectives a venir dans le
domaine de la spectroscopie par ondes diffusives.
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V.2 Théorie de la spectroscopie par ondes diffusives

V.2.1 Fonctions de corrélations du champ électromagnétique

Lors de la diffusion de la lumiere dans des milieux diffusants, les photons qui sortent
du milieu en transmission et/ou en réflexion ont parcouru des chemins de diffusion qui
peuvent étre différents les uns des autres. Plus le photon restera dans le milieu, plus sa
phase a la sortie sera décorrélée par rapport aux premiers photons sortant. Les inter-
férences de phase de ces chemins de diffusion générent des fluctuations spatiales et/ou
temporelles (speckle) de I'intensité diffuse. Ces fluctuations témoignent ainsi du caractere
indéterminé de la différence de phase et donc du caractere stochastique du champ élec-
tromagnétique issu du milieu diffusant. Seule une théorie statistique du champ devient
possible afin de caractériser le comportement de celui-ci dans les milieux diffusants. On
est amené a caractériser au cours de ce chapitre les propriétés statistiques du champ pour
deux instants ¢; et 5 quelconques, séparés de 7 avec ty = t; + 7 et en un point donné.
Nous définissons ainsi la fonction de corrélation du champ E qui en notation complexe
s’écrit dans un cadre tout a fait général, comme suit :

GO (x1, b3, 1) = (B(r1, 1) E*(r2, 1)) (V.1)

ou les chevrons (...) indiquent la moyenne statistique sur I’ensemble des réalisations
effectuées. Cette fonction de corrélation nous donne une information sur la ressemblance
du champ FE(ry,?;) pris au point r; a Uinstant ¢; et du champ E(r,¢; + 7) pris au point
ro a l'instant ¢; 4+ 7. Dans la plupart des cas, nous supposons que le champ E est un
signal aléatoire stationnaire du second ordre. Autrement dit, la fonction de corrélation
ne dépend pas de l'origine du temps mais seulement de la différence t, — t; = 7. La
deuxieme hypothese, que I'on fait souvent en pratique, est que le signal est ergodique.
Cette hypothése nous permet d’identifier la moyenne sur ’ensemble des réalisations et la
moyenne temporelle (qui est celle qui est en général réalisée expérimentalement). Suivant
ces deux hypotheses, la relation (V.1) peut s’écrire aussi:

T
GY(ry,ry;7) = lim l/ E(ry,t1)E*(ro, t; + 7)dty (V.2)
T —00 0
Nous nous intéressons dans ce chapitre a I’évolution temporelle du signal pris au
méme point r = r; = ry. Ainsi la fonction de corrélation s’écrit G (r, 7) = GOV (r,r; 7).
Nous pouvons normer la fonction de corrélation et définir ainsi le degré de cohérence
complexe :

1
(1) -
Lorsque le module du degré de cohérence vaut 1'unité, le champ est totalement co-
hérent. Dans ’autre cas limite, le degré de cohérence vaut 0 et le champ est totalement
incohérent.
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Une autre grandeur mesurable et qui nous intéresse est la fonction de corrélation d’ordre 2
que ’on définit de maniere tout a fait générale comme suit :

G(2) (I'11'2, tth; I'III'IQ, tllt;) = <E(I'1, tl)E(I'Q, tg)E* (I'Il, tll)E* (I‘;, t;)) (V4)

Dans le cas, ou I’on a une statistique stationnaire et que I’on se place au méme point
r, au temps t, = t; et t, = t, = t; + 7, la définition précédente devient :

G(r,7) = (BE(r,t,)E(r,t, + 7)E* (r,t,) E* (v, t, + 7)) (V.5)
Cette grandeur est en fait la fonction de corrélation de l'intensité et s’écrit :
GO (r,7) = (I(r,t))I*(r,t, + 7)) (V.6)

Nous introduisons également le degré de cohérence d’ordre 2 qui est défini comme
suit :

G®(r, )
GW(x,0) GM(r,7)

g (r,7) = (V.7)
Si cette quantité est égale en module a I'unité, on dit que le rayonnement possede
une cohérence d’ordre 2.

Dans le cas général, les fonctions de corrélation du premier et du second ordre sont indé-
pendantes. Ceci n’est plus vrai dans le cas particulier, mais important, ou la densité de
probabilité du champ suit un processus gaussien. Dans ce cas, nous avons une propriété
remarquable qui permet de décomposer la fonction de corrélation du second ordre en
fonction de la fonction de corrélation du premier d’ordre® [Ventsel (1973)]. Dans le cas
général?, la relation entre ces deux moments s’écrit de la maniere suivante :

GO (tyty; tity) = GV (1,8)GY (tath) + GD (818,) GV (H ) (V.8)

Dans notre cas, on a posé t = t; = t’l =0etty = t’2 =t +7 = 7, et I’expression
(V.8) devient:

G(r) = GV(O)GW(r) + |GW (1) (V.9)

En normalisant et utilisant la relation (V.7), nous obtenons une relation entre les
degrés de cohérence du premier et du second ordre. Cette relation est appelée relation de
Siegert, :

g?(r) =1+ gV (n)’ (V.10)

1. Ceci est également valable pour n’importe quel ordre de fonction de corrélation. En effet, toutes les
fonctions de corrélations d’un champ qui suit un processus gaussien, peuvent se décomposer moyennant
la fonction de corrélation du premier ordre

2. Par soucis de clarter, nous ometons la variable spatiale r de la fonction de corrélation
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Nous avons introduit les fonctions de corrélation du champ et de l'intensité gV (7) et
g®@ (7) car nous nous intéresserons dans ce chapitre aux techniques consistant a analyser
les fluctuations temporelles de 1’énergie diffuse qui émerge d’un milieu diffusant.

Les fonctions de corrélations GV et G® se mesurent respectivement par détection hété-
rodyne et homodyne.

V.2.2 Mesures homodynes et hétérodynes

La figure V.1 nous montre le schéma de principe de la mesure homodyne. Ce type
de mesure consiste tout simplement a détecter directement le signal diffusé a 1’aide d’un
photomultiplicateur [Berne et Pecora (2000)]. Le signal détecté par le photomultiplicateur
est envoyé soit a un autocorrélateur soit a un analyseur spectral. Dans le premier cas,
I’étude de la corrélation se fait dans le domaine temporel. Tandis que dans le deuxiéme
cas, I’étude se fait dans le domaine spectral. Ce type de mesure permet ainsi de déterminer
la fonction de corrélation de I'intensité diffuse autrement dit la fonction:

GO (r) = (1(0)1(r)).

Lumiere th)toMuItlpllcateur Autochrelateur I
diffusée Analyseur spectral

Fic. V.1 — Schéma de principe de la détection homodyne

Le deuxieme type de détection est illustré sur la figure V.2. Il consiste a détecter
le signal d’interférence entre la lumiere diffusée et un signal de référence. Ce signal de
référence est en fait une partie du signal incident qui n’a pas été diffusé. On le nomme
également I’oscillateur local. Ainsi en choisissant une amplitude du signal de référence
plus grande que 'amplitude du signal diffusé, la théorie de la détection hétérodyne qui
est détaillé dans I'ouvrage suivant [(Berne et Pecora 2000)] montre que le signal détecté
est proportionnel & la fonction de corrélation du champ G (1) = (E(0)E(7)).

Faisceau de
référence
non diffusé
PhotoMultiplicateur Autocorrélateur
I T —afl
Analyseur spectral
Lumiere
diffusée

Fic. V.2 — Schéma de principe de la détection hétérodyne

Notons que grace a la relation de Siegert (Eq V.10), la mesure de la fonction de
corrélation d’ordre 1 (détection hétérodyne) permet de déterminer celle d’ordre 2. Inver-
sement la mesure de la fonction de corrélation d’ordre 2 (détection homodyne) permet de
déterminer le module de la fonction de corrélation d’ordre 1.
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V.2.3 Calcul de la fonction de corrélation en diffusion multiple

Les fluctuations temporelles de l'intensité diffusée dépendent de la cohérence de la
source lumineuse, du processus de diffusion (position aléatoire des diffuseurs) ainsi que du
mouvement de ces diffuseurs qui donne un aspect dynamique a la diffusion de la lumiere.
La diffusion dynamique de la lumiére® dans des milieux complexes est un outil quantitatif
qui permet I’étude méme du processus dynamique des particules dans le milieu. Nous pré-
sentons ici la théorie associée, dans le cas ol le milieu est assez épais pour que le transport
soit diffusif (domaine de validité de la DWS). On trouvera la théorie détaillée de la DWS
dans l'article suivant [Pine, Weitz, Chaikin, et Herbolzheimer (1988)]. Nous rappelons ici
les étapes et les passages clés du développement théorique.

Soit un ensemble de particules diffusantes. Considérons au temps ¢ = 0 une particule
de coordonnée r(0) qui diffuse une onde incidente de vecteur d’onde k; . L’onde diffusée
dans la direction kg4 aura une phase qui vaudra:

®=q-r(0)+ P avec a=kq—k; (V.11)

Le vecteur q est appelé vecteur de diffusion. Si apres un temps ¢, la particule diffu-
sante s’est déplacée sur une nouvelle position r(t¢), la phase d’une onde incidente diffusée
par la méme particule sera ® = q - r(t) + ®y. La différence de phase entre I'onde diffusée
par la particule a ¢ = 0 et celle diffusée a 'instant £ Par rapport au temps ¢ = 0 sera de
A® = q - [r(t) — r(0)]. Ainsi & chaque déplacement de la particule diffusante correspond
un changement de phase.

Pour une séquence de n événements de diffusion situés aux points ry,...,r, et ayant
chacun comme vecteur de diffusion q; = k; — k;_1, au temps 7 le champ diffusé aura subi
une différence de phase totale par rapport a la phase du champ au temps ¢ = 0 donnée
par:

AD, (1) = i q; - Ar(7) (V.12)
AI‘Z'(T) = I'Z'(T) - I'z(O) (V13)

Le lien entre le champ diffusé qui aura subi n événements de diffusion au temps 7
et le champ qui aura subi n diffusions a ¢ = 0 est donc:

E™ (1) = E(”)(O) exp(1AP, (1)) (V.14)

Le déplacement des particules diffusantes n’est pas connu avec exactitude mais peut
étre modélisé par un processus aléatoire. On introduit alors la fonction de corrélation du

3. en anglais: Dynamic Light Scattering (DLS)
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premier ordre du champ ayant effectué n événements de diffusion :

ng) (r) = <E(") (T)E(n)* (0)) (V.15)
_ (E(") (())E(")*(O) exp(i Z q; - Ari(7)))

= (I"™(0)  exp(iA®,(r)))

Si ’on suppose que les champs issus des différents chemins sont incohérents entre
eux, alors on peut additionner leurs intensités. Le facteur 1(™(0) peut étre remplacé par
IyP(n) ou P(n) est la fraction de I'intensité diffuse totale I correspondant & n événements
de diffusion. La fonction de corrélation devient :

G (1) = I,P(n) { exp(iAD,(1))) (V.16)

Si la différence de phase totale suit un processus gaussien alors nous pouvons rem-
placer I'expression (V.16) par:

G (r) = LP(n) exp(—( A®2(1)/6)) (V.17)

L’expression (V.17) est valable pour n’importe quel nombre d’événements de dif-
fusion. Elle pourrait étre calculée par simulation numérique. Mais il est plus intéressant
d’avoir une expression analytique pour Gg") (7). Plus le nombre d’événements de diffusion
est important, plus I’évaluation de la moyenne est facile a calculer ainsi que I’expression
de P(n). La théorie sur laquelle est fondée la DWS suppose que non seulement 'on est
en présence d’un grand nombre d’événements de diffusion mais aussi que ces évenements
sont décorrélés entre eux. Dans ce cas, l'expression (V.17) s’écrit :

G"(r) = LP(n) exp(— n ( q® (Ar*(1))/6)) (V.18)

ol q désigne le vecteur de diffusion d’une particule. L’évaluation de la moyenne de
’expression (V.18) revient a calculer la moyenne de g* sur I’ensemble des particules ainsi
que la moyenne de Ar(¢)? (moyenne sur les déplacements des particules). Si © est I’angle
de diffusion autrement dit 1’angle entre les vecteurs kq (diffusé) et ko(incident), la valeur
de la quantité ¢ (moyenne sur le vecteur q) vaut :

4
q = Tﬂsin% = Qkosin% (V.19)

ou kg est le nombre d’onde de 'onde incidente. La moyenne de cette quantité au
carré s’écrit :

(¢®) = (]2 kg sin %]2> =2k2 (1 —cosO) =2 k2 (1— (cosO))
= 2 kg (1 — g) (VQO)
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ou l'on a fait apparaitre le facteur d’anisotropie g = (cos©). Les longueurs de
diffusion et de transport sont liées par ce facteur d’anisotropie par la relation suivante :

ly = L (V.21)

tr — 1 — g .

Ainsi I’équation (V.20) devient :
ls

(®) =2k = (V.22)
tr

La fonction de corrélation s’écrit en fonction de ces différents parametres:

G\ (1) = I P(n) exp(—2 k2 ll? W# n) (V.23)

Dans le cas ot les particules diffusantes suivent un mouvement Brownien, la moyenne
de I’écart du déplacement au carré est propotionnelle au temps:

(Ar?(t)) =6 Dyt (V.24)

ol Dp est le coefficient de diffusion de la particule (m?/s). La théorie du mouvement
Brownien montre que Dpg est de la forme suivante :
_ kT kT
B fm  6mna

(V.25)

Les différents parametres sont la constante de Boltzmann k, la température en Kel-
vin T, le coefficient de friction  (qui dépend notamment de la viscosité 1 et du rayon a
de la particule) et la masse de la particule m. En injectant la relation (V.24) dans (V.23),
nous obtenons le résultat fondamental de la théorie de la DWS [Pine, Weitz, Chaikin, et
Herbolzheimer (1988)]:
T g

G"(r) = I P(n) exp(—2— - n) (V.26)

To ltr
ol l'on a défini un temps caractéristique 75 qui vaut:

1

_ 2
5o (V.27)

To

La fonction de corrélation du champ total est obtenue en sommant sur I’ensemble
des événements de diffusion dans le milieu.

Gi(r) = I, Y P(n) exp(—QTlo ;7 n) (V.28)

Il est habituel a ce stade de faire un changement de variable de maniere a faire
apparaitre non pas le nombre de diffusions mais plutot la distance moyenne parcourue
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par le photon*: s = n ;. La fonction P(n) qui décrit la fraction de I'intensité qui a diffusé
n fois, devient P(s), la fraction de I'intensité qui a suivi un chemin de longueur s:

00
T S

Gi(r) = Iy Y P(s) eXp(—QT—O E) (V.29)

s=lg

Dans les milieux ayant une grande épaisseur optique, le nombre de chemins dont la
longueur est supérieure a la longueur de diffusion devient suffisament grand pour pouvoir
remplacer la somme par une intégrale :

* T S
Gi(r) = Io / P(s) exp(=2= 2 ds (V.30)
0 7o lir

L’équation (V.30) est le résultat final de la théorie DWS. Elle représente la fonction de
corrélation du champ. Si des photons parcourent une distance s dans le milieu diffusant,
ce qui correspond a s/l;. étapes, alors G; décroit en moyenne d’un facteur exp(—27/79)
apres chaque étape. Tout le probléme consiste donc a déterminer la fonction P(s).

Cette fonction P(s) dépend des propriétés physiques du milieu ainsi que de sa géo-
métrie. Sa valeur peut étre déterminée dans quelques cas limites tels qu’un milieu diffusant
semi-infini ou une couche (slab en anglais) dans le cadre de 'approximation de la diffu-
sion [Maret et Wolf (1987), Pine, Weitz, Chaikin, et Herbolzheimer (1988)]. Nous verrons
au cours de ce chapitre que nous pouvons déterminer cette fonction a partir de 'ETR
instationnaire.

V.3 Mise en évidence expérimentale des transitions
entre régimes

Les deux techniques que sont la DWS et la QELS décrivent deux cas limites de la
diffusion. En effet, 1a DWS est utilisable en régime de diffusion multiple tandis que la QELS
est appliquée en régime de diffusion simple. Bien que ces deux techniques produisent des
informations sur les propriétés dynamiques du milieu, elles ne sont valables que dans
les deux régimes. Par contre la transition entre les deux régimes n’a pas été étudiée
théoriquement et on ne connait pas avec précision le domaine de validité de la DWS. Le
régime intermédiaire n’est décrit par aucune théorie a ’heure actuelle. Cependant Bizheva
et al. [Bizheva, Siegel, et Boas (1998)] et Wax et al. [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001)] ont
présenté récemment des expériences qui mesurent la fonction de corrélation de l'intensité
diffusée pour une longueur de chemin fixée. Leur montage expérimental permet
de sélectionner les photons ayant parcouru un chemin d’une certaine longueur dans le
milieu diffusant, et de mesurer le signal diffusé dans le domaine temporel (fonction de
corrélation du champ ou d’intensité) ou dans le domaine spectral (densité spectrale de
puissance DSP). Ces expériences montrent que les techniques de QELS et DWS peuvent étre
étendues au régime de diffusion multiple intermédiaire.

4. En fait, ’égalité s = n [, n’est vraie qu’en moyenne. On a s = (n) [;. Nous verrons que les fluctuations
autour de cette valeur jouent un réle non négligeable.
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V.3.1 Interférométrie a faible longueur de cohérence

Le montage expérimental utilisée est fondé sur 'interférométrie a faible longueur de
cohérence temporelle (”Low Coherence Interferometry” : LCI) qui consiste & sélectionner
grace a un montage de Michelson, les photons qui ont parcouru une certaine distance s
dans un milieu diffusant (Fig. V.3). Les techniques de mesure dites LCI, la réflectomé-
trie & basse cohérence ou la technique de mesure basée sur I’ OCT (Optical Coherence
Tomography) se rapportent toutes & un schéma de base commun.

Source (DSD MILIEU

DIFFUSANT
coupleur
N
r N
V4 N
@R mRoR
E L 4 %
~
Photodiode -—
AL

Fic. V.3 — Montage expérimental du LCT

Le montage principal est un interférometre de Michelson. La source lumineuse (par
exemple une diode laser) a une certaine largeur de bande spectrale Av centrée autour de
la fréquence optique vq. Le signal incident est divisé en deux via une séparatrice fibrée.
Une partie du signal est envoyé sur un bras constitué d’un miroir de référence et I’autre
partie est envoyé directement sur le milieu diffusant. Le miroir peut étre déplacé selon
une certaine distance, avec une grande précision. Cette distance a pour effet d’introduire
une différence de chemin optique AL entre les deux signaux. Le signal rétrodiffusé par
le milieu qui a parcouru une certaine distance dans le milieu et le signal réfléchi par le
miroir interferent et le signal d’interférence est enregistré par le photodétecteur. Si le
signal incident est gaussien en fréquence alors le signal d’interférence enregistré I(AL) est
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de la forme:

% (g)Q(ALf) cOS (47‘(‘%AL) (V.31)

I(AL) = Il +Iz + 2 \/11[2 exp (—

c

ou AL est la différence de chemin optique entre les deux bras, ¢ la vitesse de pro-

pagation dans le milieu. Nous pouvons réécrire la relation précédente en introduisant la
longueur de cohérence L. = c/Av:

2

I(AL) =1, + I, + 2 /T, I, exp ( - 12—2 (ALL )2> cos (M%AL) (V.32)

La représentation graphique de cette relation pour un exemple concret est indiquée
sur la figure V.4.

3.57 ,

2.57 L |

1.5¢ 1

Intensité enregistree
g

0.51 1

9520 15 10 5 0 5 10 15 20 25
AL (um)

Fic. V.4 — Signal enregistré sur un montage de type LCI. La source incidente posséde
une longueur d’onde de 1.3um (infrarouge), de largeur spectrale 50nm. La longueur de
cohérence de la source est L, = 33.8um.

Nous pouvons voir que, dans la technique de mesure LCI, le signal d’interférence
apparait sur le détecteur uniquement si la différence de chemin optique entre les deux
bras de l'interférometre est plus petite que la longueur de cohérence L. de la source.
Ainsi, pour détecter les photons ayant parcouru une longueur de chemin dans le milieu
diffusant, il faut déplacer le miroir de référence d’une certaine distance qui correspond
a la distance du chemin parcouru par les photons dans le milieu. La résolution de cette
mesure est de 1’ordre de la longueur de cohérence de la source.
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V.3.2 Mesures de fluctuations a longueur de chemin fixée en
détection hétérodyne

V.3.2.1 Description du montage expérimental de Bizheva et al.

Le montage expérimental utilisé (Fig. V.5) par Bizheva et al. [Bizheva, Siegel, et Boas
(1998)] est fondé sur la technique de LCI. Pour leur expérience, une diode laser est utilisée
comme source lumineuse. La longueur d’onde et la largeur spectrale de cette source vallent
respectivement 850nm et 25nm. La longueur de cohérence de cette source est de 1’ordre
de 30pum, et détermine la résolution spatiale axiale (profondeur). La résolution latérale
est, elle, liée & 1'optique de focalisation [Boas, Bizheva, et Siegel (1998), Bizheva, Siegel,
et Boas (1998)]. Ce dispositif expérimental permet de mesurer en détection hétérodyne la
fluctuation de I'intensité rétrodiffusée par un milieu diffusant. La fluctuation de 'intensité
rétrodiffusée est la conséquence directe du mouvement Brownien des particules diffusantes
qui sont en suspension dans le milieu hote. Pour chaque déplacement du miroir de référence
(le déplacement se fait par pas de 33um) le contenu spectral du signal détecté par le
photodétecteur (PD) est analysé.

Retroreflector

e B
%
SLD :Q_______ 7

PD | Collimating
[ +
Spectrum Con;;::éeerslzed Focusing
analyzer Objectives
L ]
5 :%E Computer
600000 F——1

Fi1c. V.5 — Schéma de montage en détection hétérodyne utilisé par les auteurs de l’article
suivant [Bizheva, Siegel, et Boas (1998)] basé sur la technique LCT

La densité spectrale de puissance (DSP) détectée et enregistée est une lorentzienne
[Berne et Pecora (2000)]. Elle est caractérisée par son amplitude et sa largeur a mi-hauteur.

V.3.2.2 Résultats expérimentaux

Les particules diffusantes sont des microspheres de polystyréne diluées dans de ’eau.
Le diametre moyen de ces particules est de 0.22um et leur concentration est de 4%. Le
libre parcours moyen de diffusion est de ’ordre de 100um. La figure V.6 montre la me-
sure de la densité spectrale de puissance normalisée de I'intensité rétrodiffusée pour deux
positions spécifiques du miroir de référence. Autrement dit, elle représente la DSP pour
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des photons ayant parcourus dans le premier cas une distance de 66um et dans le second
cas une distance de 2mm dans le milieu diffusant. Nous pouvons observer sur ces deux
courbes que:

- on peut ajuster une lorentzienne. En effet, la densité spectrale de puissance P(f) est la
transformée de Fourier de la fonction d’auto-corrélation de 'intensité (signal aléatoire) qui
est une exponentielle décroissante pour les temps positifs. Par conséquent, sa transformée
de Fourier est une lorentzienne:

A

1
= V.33
21+ ()’ Vo

ou f est la fréquence.

- la largeur a mi-hauteur de la densité spectrale de puissance du signal rétrodiffusé est
d’autant plus grande que la longueur de chemin parcouru par les photons est grande.

66 um path length
© 2 mm path length

0.1

Backscattered power (arb.units)

160 1'0I00
Frequency (Hz)

F1G. V.6 — Densité spectrale de puissance mesurée pour deux longueurs de chemin parcouru

par les photons dans le milieu diffusant différents qui sont 66um et de 2mm [Bizheva,
Siegel, et Boas (1998)]

Les auteurs de cette expérience ont mesuré la DSP pour chaque position du miroir
de référence. La largeur & mi-hauteur et 'amplitude sont reportées pour chaque position
du miroir respectivement sur les figures V.7 et V.8.
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Fi1G. V.7 - Largeur a mi-hauteur de la lorentzienne ajustée sur la densité spectrale de puis-
sance mesurée pour chaque position du miroir de référence qui correspond a la longueur
du chemin des photons diffusés [Bizheva, Siegel, et Boas (1998)]
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Fi1c. V.8 — Amplitude de la densité spectrale de puissance mesurée pour chaque position du
miroir de référence qui correspond a la longueur du chemin des photons diffusés [Bizheva,

Siegel, et Boas (1998)]

Les photons qui ont parcouru de petites distances dans le milieu ont subi tres peu
d’événements de diffusion. On est en régime de diffusion simple. Dans ce cas, ’angle de
diffusion et la polarisation sont bien définis. La largeur a mi-hauteur 2 de la densité
spectrale de puissance est directement proportionelle au coefficient de diffusion Dg des
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particules en mouvement Brownien. La relation est donnée par [Bloomfield et Lim (1978)] :
Q=¢q’Dg (V.34)

La quantité ¢ est la norme du vecteur de diffusion. Sa valeur est donnée par I’équation
(V.19):

)
= 2ksin —
q sin -

La largeur a mi-hauteur est indépendante de la longueur du chemin parcouru par
les photons en régime de diffusion simple. L’expression (V.34) est valable si la mesure
se fait en détection hétérodyne. Par contre, si I'on utilise la détection homodyne, il faut
multiplier cette expression par un facteur 2.

Dans le cas de la diffusion multiple, ’angle de diffusion et la polarisation ne sont pas
définis mais suivent un processus aléatoire. La DSP de I'intensité rétrodiffusée en régime
diffusif suit également un comportement lorentzien. La théorie de la DWS permet de dé-
terminer la largeur a mi-hauteur de la DSP pour une longueur de chemin fixée. En effet,
d’apres la relation (V.29), la larguer & mi-hauteur de la DSP est donnée par la relation
suivante :

s
Q= QkQDBl— (V.35)
tr
Cette relation est linéaire en fonction de s, longueur du chemin parcouru par les
photons.

Les relations (V.34) et (V.35) sont représentées sur la figure V.7, avec la courbe expéri-
mentale. Il y a une bonne correspondance entre la théorie et les résulats expérimentaux
dans les deux cas extrémes de diffusion simple et du régime diffusif.

Un régime intermédiaire (transition) est mis en évidence. Il n’existe cependant pas de
modele aproprié pour ce régime intermédiaire. Ce régime est pourtant fréquemment ren-
contré en pratique, notamment dans le domaine de I'imagerie médicale [Sebbah (2001)].
Récemment, d’autres expériences du méme type ont été réalisé également en détection hé-
térodyne. Cela permet en effet, d’obtenir la fonction de corrélation du champ tout comme
I’expérience décrite a la section précédente. Nous décrivons dans cette section le montage
expérimental réalisé par Wax et al.

V.3.2.3 Description du montage expérimental de Wax et al.

La figure V.9 représente le montage expérimental en détection hétérodyne utilisée
par Wax et al. [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001)]. La source incidente est une diode
superluminescente qui émet un rayonnement centré sur la longueur d’onde Ay = 845nm,
de largeur spectrale AX = 22nm. La longueur de cohérence de la source vaut dans ce
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cas L, = A2/A)y = 14.3um. Tout comme le montage de Bizheva et al. (Fig. V.5), le
miroir de référence se déplace d’une distance Al par rapport a sa position initiale. Le
signal détecté est issu de 'interférence du signal venant du miroir et du signal qui émerge
du milieu diffusant. Un deuxiéme détecteur enregistre le signal venant directement de
la source (SLD). Ce signal venant de la source, présente lui-méme des fluctuations. On
retranche ainsi ce signal du signal d’interférences réalisé a 1’aide du montage de Michelson.
Par conséquent, le signal mesuré finalement est directement proportionnel a la fonction
de corrélation du champ sans composantes continues. La mesure est réaliséee grace a un
analyseur de spectre qui fournit la densité spectrale de puissance (DSP) des fluctuations
du champ.

Sample

to ADC

Lenses

Detector

——

Detector

F1G. V.9 — Schéma de montage en détection hétérodyne utilisé par Waz et al. [Waz, Yang,
Dasari, et Feld (2001)] fondé sur la technique LCT

V.3.2.4 Résultats expérimentaux

Tout comme 'expérience de Bizheva et al., la mesure de la DSP pour une longueur de
chemin parcourue dans le milieu diffusant est ajustée par une courbe théorique de forme
lorentzienne, comme celle donnée par I’équation (V.33). Les courbes expérimentales de la
DSP ainsi que les ajustements sont représentés sur la figure V.10 pour deux longueurs de
chemin différentes. Le comportement de la DSP est différent selon qu’on sélectionne une
longueur de chemin ou une autre. La premiére courbe correspond a une longueur inférieure
au libre parcours moyen de diffusion /. La deuxiéme est obtenue pour une longueur de
chemin égale a 15[;. Les équations (V.34) et (V.35) décrivant les deux cas limites qui sont
le régime de la diffusion simple et celui de la diffusion multiple sont applicables dans ces
deux cas. En ajustant les points expérimentaux de la DSP par une lorentzienne, la largeur
a mi-hauteur est déterminée pour une position bien définie du miroir de référence. La
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F1G. V.10 — Densité spectrale de puissance enregistré par une technique de mesure LCI
en détection hétérodyne. Deux mesures sont représentées pour deux longueurs de chemins

parcourus par les photons dans le milieu diffusant. MFP=Mean Free Path qui correspond
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Fi1c. V.11 — Largeur a mi-hauteur en fonction de la longueur du chemin parcouru dans

le milieu diffusant. Les courbes théoriques en diffusion simple et en régime diffusif y sont
indiquées.
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Fic. V.12 — Amplitude de la DSP en fonction de la longueur des chemins parcourus par
les photons dans un milieu diffusant.[Waz, Yang, Dasari, et Feld (2001)]

figure V.11 présente la largeur & mi-hauteur /27 de la DSP du signal détecté en fonction
de la longueur du chemin parcouru dans le milieu diffusant. Les auteurs de ces expériences
ont superposé sur leur courbe les deux courbes théoriques représentées par les équations
(V.34) et (V.35). Nous observons que les deux cas limites (diffusion simple et régime
diffusif) sont de nouveau bien décrits. A I'inverse, le régime de transition n’est décrit
par aucunes des deux théories. De plus, sur la courbe expérimentale de la figure V.11, il
semble qu’'un palier apparaisse pour les derniers points (saturation). La largeur spectrale
cesse de croitre ce qui revient a dire que le temps de cohérence cesse de décroitre. Nous
reviendrons sur ce point dans la suite.

Les auteurs de D'article [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001)] présentent un modele per-
mettant de décrire la DSP en fonction de la longueur du chemin parcouru par les photons
dans le milieu diffusant. Toutefois celui-ci fait intervenir deux parametres empiriques que
les auteurs déterminent en minimisant 1’écart entre les points expérimentaux et leur fonc-
tion théorique. Il s’agit donc plus d’'un ajustement que d’un réel modele. Dans ce qui suit,
nous allons introduire un modele qui permet de calculer la DSP en fonction de la longueur
parcourue par les photons dans le milieu diffusant en détection homodyne et hétérodyne.
Ce modele permettra de décrire complétement la transition du régime de diffusion simple
au régime diffusif. Nous le comparerons aux résultats expérimentaux que nous venons de
présenter.

V.4 Extension de la théorie DWS

La théorie DWS classique ne permet pas d’obtenir la fonction de corrélation pour
une longueur de chemin fixée dans le milieu diffusant. Le but de ce paragraphe est de
proposer un modele pour la fonction de corrélation du champ valable en particulier dans
le régime intermédiaire de la diffusion multiple. Pour aboutir a ce résultat, nous devons
calculer ng) (1, s) c’est-a~dire la fonction de corrélation du champ diffusé correspondant
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a un chemin de longueur s et comprenant n événements de diffusion.

V.4.1 Calcul de la fonction de corrélation du champ

Partons de la fonction de corrélation du champ pour n événements de diffusion.
C’est 1’équation (V.26) que 'on rééerit ici:

G () = Iy P(n) exp(—2= 2 n)

To l tr

Rappelons que cette expression suppose n > 1 afin que les approximations utilisées
pour évaluer la moyenne du terme exponentiel aient un sens (voir section 2.3). Nous
voulons ajouter une variable spatiale s a cette fonction de maniére a aboutir a une fonction
de corrélation du champ diffusé par des photons qui ont parcouru une distance s en ayant
subi n événements de diffusion. On notera cette fonction G%") (1,5). Pour une distance
parcourue s fixée, cette fonction est proportionelle & la densité de probabilité P(s) d’avoir
un chemin de longueur s. Il nous faut de surcroit introduire la densité de probabilité
P(n, s) d’avoir n événements de diffusion pour un chemin de longueur s°. Au final, nous
écrivons la relation suivante:

G (r,s) = P(s) P(n,s) exp(—2— -* n) (V.36)

Cette expression est valable a priori pour n > 1 et marche en fait remarquablement
bien dés que n > 1. Par contre, pour n = 1 (diffusion simple) nous avons pour un calcul
en rétrodiffusion :

GW(r,s) = P(s) P(1,s) exp(—4—) (V.37)

To

Pour avoir I’ensemble de tous les événements de diffusion pour un chemin de lon-
gueur s fixé, nous sommons sur tous les nombres d’événements de diffusion possibles:

T) 4 P(s) Y Pln,s) exp(—22 &=

T 1
n>1 0 %tr

G1(r,s) = P(s) P(1,s) exp(—4 n)  (V.38)

To

Nous montrons dans la suite comment 1’on peut déterminer les deux densités de
probabilité P(s) et P(n,s). Ce sont les deux éléments qui distinguent cette approche du
modele DWS standard et en particulier la possibilité de calculer P(s) en utilisant 1’équation
de transfert radiatif (ETR) instationnaire.

5. Nous verrons que cela est indispensable car si les chemins les plus nombreux correspondent a un
nombre n = s/l; d’événements de diffusion, les rares chemins avec n < s/l; ont une contribution non
négligeable & la fonction de corrélation.
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V.4.1.1 Calcul de P(s)

La densité de probabilité d’avoir un chemin de diffusion de longueur s peut étre
obtenue par une résolution de I’ETR instationnaire. En effet, en utilisant comme source
extérieure une impulsion lumineuse ultra-courte, nous obtenons le flux diffusé réfléchi et
transmis en fonction du temps ¢ et pour chaque direction ®(%, i), que 'on peut intégrer sur
les angles afin d’obtenir le flux total transmis ou réfléchi ®(¢). Ce flux peut étre vu comme
la probabilité non normalisée pour qu'un photon reste un temps ¢ dans le milieu diffusant.
Le passage de la variable temporelle a la variable spatiale se fait aisément par la relation
s = ct ol c est la vitesse de propagation de 1’énergie dans le milieu. Il est important de
noter que I’ETR prédit tout aussi bien le comportement des régimes de diffusion simple que
de diffusion multiple ainsi que le régime intermédiaire. La résolution de I’ETR tient compte
de absorption (albédo), des conditions aux limites exactes (réflexion aux interfaces) et
de la fonction de phase du milieu diffusant (propriétés de diffusion réalistes). En faisant
un changement d’échelle du flux diffusé et en normalisant par I’énergie de I'impulsion
incidente Uj,., nous obtenons la densité de probabilité pour qu’un photon sorte du milieu
apres un chemin de longueur s:

P(s) = % Ltl]:mj/ ) (V.39)

Notons qu’il est possible de calculer cette probabilité pour une direction de sortie p
donnée, que nous noterons P(s, u1).

V.4.1.2 Calcul de P(n,s)

L’expression de la densité de probabilité d’avoir n événements de diffusion sur un
chemin de longueur s fixé est démontrée en annexe G. Ainsi nous montrons que ce type
de processus est une distribution de Poisson, qui s’écrit sous forme suivante :

P(n,s) = ~ (2 exp(~7) (V.40)

n! s

ou [, est le libre parcours moyen de diffusion des photons dans le milieu diffusant.
La distribution de Poisson est caractérisée par un seul parametre qui dans notre cas vaut
s/ls. Ce parametre n’est rien d’autre que la valeur moyenne (n) du nombre d’événements
de diffusion sur un chemin de longueur s.

V.4.2 Densité spectrale de puissance

Pour pouvoir comparer le modele développé ci-dessus aux expériences, il nous faut
calculer la DSP. Celle-ci est donnée par la transformée de Fourier de la fonction corrélation
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du champ:

+0o0
DSPg(f,s) = / G1(r, s) exp(—i2nfr) dr

= P(s) P(1,s) /+OO exp(—47_l) exp(—i2n fr) dr
— 00 0
+oo 00
+ P(s) ; P(n,s) /_; exp(—27_l0 llt—j n) exp(—i2w fr) dr
= P(s) P(1,s) % T4 (e 2
2
= 2 1
+ P(s) Y P(n,s)— (V.41)

w T+ (EP P

n>1 ny

ou l'on a posé
2l

Toltr

"y:

Nous devons également calculer la DSP associée a la fonction de corrélation de l'intensité
(5. Elle se calcule a I'aide de la relation [Pine, Weitz, Chaikin, et Herbolzheimer (1988)]:

DSPgy(f,s) = TF{|Gi(r,s)|*} (V.42)

A partir de la relation (V.38) et en calculant au préalable la fonction P(s) via 'ETR,
nous pouvons calculer 'amplitude et la largeur & mi-hauteur de la DSP de Gi(7,s) et
de Gy(r,s). Leur représentation en fonction de la longueur des chemins permettra une
comparaison directe aux résultats expérimentaux.

V.4.3 Cas limite du régime diffusif

e Il est intéressent de savoir sous quelles conditions on retrouve le résultat de la théo-
rie de la DWS standard. Autrement dit, comment & partir de la relation (Eq. V.38) peut-on
obtenir le résultat de la DWS identifié par I’équation (V.30) qui est valable en régime diffusif.

Nous sommons la fonction de corrélation (Eq. V.38) sur ensemble des chemins de lon-
gueur s:

Gi(r) = /0 " i 5) ds

- /0 ™ p(s)

(V.43)

3 +
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Dans la théorie de la DWS standard, nous supposons que pour s grand, le nombre
d’événements de diffusion sur un chemin de longueur s vaut exactement :
s

L

n =

Sous cette hypothése, la fonction P(n, s) devient alors une fonction delta de Dirac:

P(n,s) = d(n— lf)

S

En insérant cette expression de P(n,s) dans 1’équation (V.43), on obtient :

Gi(7) = Iy /0 7 P(s) exp(—2L ) ds (V.44)

To ltr

qu’est bien identique & I’équation (V.30) de la DWS standard.

e La théorie DWS utlise ainsi I’hypotheése n = s/l pour le nombre d’événements de diffu-
sion n le long du parcours d’un photon. Cette hypothese néglige en particulier I'existence
des photons qui ont parcouru un long chemin mais avec peu d’événements de diffusion.
Pour palier ce probleme, nous pouvons prendre la limite exacte de la fonction de corréla-
tion G1(7, s) pour les chemins de grande distance. Pour cela, il faut prendre la limite de
la distribution de Poisson P(n, s) lorsque 'on fait tendre s vers l'infini. Nous montrons
en annexe G que dans cette limite, P(n, s) tend vers une distribution de Gauss:

lim P(n,s) = ! (n = 5/L,)"

§—00 \/2ms/ls p( 25/l )

Ce résultat montre qu’il subsiste des chemins dont la longueur n’est pas n [, mais
dont la probabilité est faible. Physiquement, ceci montre que méme pour une longueur de
chemin tres grande, il existera toujours des chemins pour lesquels les photons auront subi
peu d’événements de diffusion et qui contribueront a la corrélation de 'intensité rétrodif-
fusée.

(V.45)

Nous verrons dans le suite ce que ceci implique pour 1’évolution de la largeur de la DSP
aux grandes valeurs de s.

V.5 Comparaison du modele aux résultats expéri-
mentaux

La démarche utilisée pour calculer les grandeurs mesurées expérimentalement est la
suivante :

e calcul de P(s) par résolution de ’ETR instationnaire (selon la procédure exposée au
chapitre 2)
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e calcul de Gy(r,s) par 'équation (V.38), puis de sa DSP ou de celle de Ga(7,s) =
|G1 (Ta 8) ‘2

e calcul de 'amplitude et de la largeur & mi-hauteur de la DSP, pour différentes lon-
gueur de chemin s.

V.5.1 Comparaison aux résultats de Bizheva et al.

Nous présentons dans ce paragraphe un calcul de la fonction de corrélation du champ,
qui permet une comparaison aux résultats expérimentaux présentés par Bizheva et al. [Biz-
heva, Siegel, et Boas (1998)]. Nous avons considéré une configuration et des parametres
physiques similaires a ceux de leur systeme. Nous calculons dans un premier temps, le flux
total rétrodiffusé par un milieu d’épaisseur L. = 5 mm contenant des particules sphériques
ayant un rayon moyen de 110nm. L’indice des ces particules est 1.56 et elles sont placées
dans de I'eau (indice = 1.33) avec une fraction volumique de 4%. L’indice effectif du milieu
dans ce cas est n.ry = 1.339. Le milieu est éclairé dans la direction normale par une im-
pulsion lumineuse de largeur temporelle 10 fs, de longueur d’onde centrale A = 850nm. La
fonction de phase calculée par la théorie de Mie et la fraction volumique sont utilisées pour
déterminer les différentes longueurs caractéristiques du milieu diffusant. Les longueurs de
diffusion et d’absorption vallent respectivement l,.,, = 111.4um et l,s = 15.9mm. L’al-
bédo, le facteur d’anisotropie et la longueur de transport sont évalués a a = 0.993, g = 0.2
et I, = 140.2um. Pour calculer le coefficient de diffusion des particules browniennes, nous
avons besoin de la viscosité n = 1lcps, de la température 7" = 300K et du rayon des
particules. Dans ce cas, le coefficient de diffusion vaut Dg = 1.9976 10~12m?/s.

Une fois la probabilité P(s) calculée par résolution de I’'ETR instationnaire, G (7, s) peut
étre évaluée. On calcule ensuite la DSP des fluctuations du champ numériquement, par
transformée de Fourier de Gi(7, s) par rapport & 7. On extrait alors du résultat I’am-
plitude et la largeur a mi-hauteur de la DSP, qui peuvent étre comparés aux résultats
expérimentaux.
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Fic. V.13 — Largeur a mi-hauteur de la DSP des fluctuations du champ en fonction de la
distance du chemin parcouru par les photons dans le milieu diffusant. Cette figure est a
comparer auz résultats expérimentaux de la figure V.7

Nous représentons sur la figure V.13 la largeur a mi-hauteur de la DSP de la fluctua-
tion temporelle de I'intensité rétrodiffuée en fonction de s la longueur du chemin parcouru
par les photons dans le milieu diffusant. Nous avons également indiqué sur le méme gra-
phique les résultats de la QELS et de la DWS standard qui sont valables dans les régimes
extrémes.

Notre modele prend en compte les résultats de la QELS (diffusion simple) et de la DWS
(régime diffusif). En effet, nous reproduisons ces deux comportements mais aussi la tran-
sition entre les deux régimes. Notre modele est le premier a pouvoir reproduire ce com-
portement. Ce résultat est trés important notamment pour 'imagerie médicale ou les
techniques utilisées peuvent fonctionner dans le régime intermédiaire [Boas, Bizheva, et
Siegel (1998)].

Nous observons sur la figure V.13 qu’il y a un décrochage de la diffusion simple a partir de
s ~ 8 —101/;. Nous obtenons le résultat de la théorie de la DWS a partir de s >~ 15—20/,.
Ceci permet de préciser le domaine de validité des deux théories QELS et DWS standard.

Nous pouvons observer également sur cette figure théorique obtenue a partir de notre
modele, une saturation pour les longs chemins de diffusion. En effet, la saturation ap-
parait pour s ~ 2.5mm sur la figure V.13. Nous comparons au prochain paragaphe un
calcul aux résultats de I’expérience réalisée par Wazx et al. ou la saturation est au moins
partiellement mise en évidence (Fig. V.11).
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V.5.2 Comparaison aux résultats de Wax et al.

Pour pouvoir nous comparer aux résultats expérimentaux, nous avons choisi un sys-
teme similaire & celui utilisé par Wax et al. [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001)]. Les
parametres introduits dans le calcul de I’ETR sont les suivants: particules sphériques de
rayon 129nm et d’indice optique 1.58 en suspension dans de 1’eau. La concentration vo-
lumique des particules est 1.5 et la fonction de phase est calculée par la théorie de Mie.
L’intensité incidente est une impulsion ultra courte de longueur d’onde centrale 845nm.
Dans ces conditions, le libre parcours moyen de diffusion est l,., = 175um, I’albédo 0.995
et le facteur d’anisotropie g = 0.292. L’épaisseur du milieu est fixée & 5mm (milieu opti-
quement épais). Le coefficient de diffusion des particules (mouvement brownien) est évalué
a partir de la relation (V.25) et est de Dg = 1.7107**m?/s. La figure V.14 représente

10" F

[
s
T

Amplitude normalisée
=
o

102Fréquence (Hz) 10

Fi1c. V.14 — Amplitude de la DSP des fluctuations du champ pour deux longueurs de chemin
en fonction de la fréquence. Cette figure est a comparer aur résultats expérimentaur de
la figure V.10

la densité spectrale de puissance pour deux longueurs de chemin différents (s = 151 et
s = 7ls), obtenue & partir du modele. Ces courbes ont un comportement lorentzien. Nous
retrouvons le méme comportement que dans 'expérience (Fig. V.10). L’amplitude maxi-
male et la largeur & mi-hauteur de la DSP en fonction de la longueur du chemin dans le
milieu sont représentées sur les figures V.15.
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Fic. V.15 — Largeur a mi-hauteur et amplitude de la DSP des fluctuations du champ en
fonction de la longueur (normalisée par la longueur de transport) des chemins parcourus
par les photons dans un milieu diffusant, obtenues a partir du modeéle. Ces courbes sont
a comparer aux résultats expérimentaur des figures V.11 et V.12.

Nous avons ajouté sur la figure V.15(a) le résultat théorique (ligne pointillée) de la
DWS standard qui prédit un comportement linéaire de la largeur a mi-hauteur de la DSP en
fonction de s et le résultat du modele développé dans le paragraphe précédent que nous
avons appelé la DWS étendue. En comparant a la courbe expérimentale (Fig. V.12), nous
observons que notre modele prédit le bon comportement qui s’écarte de la DWS standard
aux tres courts chemins.

Un autre point important, visible sur la figure V.15(a), est 'apparition d’un palier (sa-
turation) aux grandes valeurs de s. Le fait que la largeur & mi-hauteur tende vers une
valeur finie Q, lorsque s — oo signifie que la fonction de corrélation G1(7, s) tend vers
une fonction en exp(—t/7.) avec T, = 1/ (et non pas vers une fonction 6(¢) qui si-
gnifierait que toute corrélation aurait disparu). L’existence de cette corrélation résiduelle
aux grands s est due au fait que méme dans ce cas, des chemins a petit nombre d’événe-
ments de diffusion subsistent. Pour ces chemins, la perte de corrélation temporelle n’est
pas totale.

Il est important de noter que cet effet de saturation prédit par le modele est partiel-
lement visible sur les résultats expérimentaux de la figure V.11. Au-dela de s ~ 12/,
I’amorce de la saturation est visible sur les points expérimentaux.

Comme nous 'avons vu au paragaphe V.4.3, par rapport a la DWS standard, la prédiction
de cet effet par notre modele repose sur l'utilisation correcte de la probabilité P(n, s),
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qui leve I’hypothése selon laquelle aux s grands, les chemins ont tous un grand nombre
d’événements de diffusion donnée par n = s/ls,.

V.6 Conclusion

Nous avons décrit au cours de ce chapitre la théorie standard de la DWS et nous
I’avons étendue. Cette technique permet de caractériser le mouvement des particules dif-
fusantes ainsi que leurs propriétés physiques comme la constante de diffusion Dp et le
rayon a de ces particules a partir de mesures de fluctuations de champ ou d’intensité.
Récemment, des techniques de mesures basées sur I'interférométrie a faible longueur de
cohérence ont permis de mesurer la corrélation temporelle des photons qui ont parcouru
un chemin de longueur fixé dans le milieu diffusant [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001),
Bizheva, Siegel, et Boas (1998)]. La détection hétérodyne permet de mesurer la fonction
de corrélation du champ.

L’étude expérimentale de la largeur a mi-hauteur 2 de la DSP associée a ces fluctua-
tions pour une longueur de chemin fixée s permet de distinguer clairement les régimes
de diffusion simple et multiple. La théorie de la DWS standard prédit un comportement
linéaire de €2 en fonction de s en régime diffusif. Il n’existait pas de théorie permettant
de décrire la transition entre les régimes de diffusion simple et le régime diffusif. De plus,
certaines expériences semblent montrer que pour les longs chemins de diffusion > 151,
il y a un début de palier pour €2. Cela n’est pas prédit par la DWS standard.

Nous avons développé un modele permettant de décrire la fonction de corrélation du
champ ou de l'intensité a longueur de chemin de diffusion fixé et pour un nombre quel-
conque d’événements de diffusion. Ce modele fait intervenir la distribution du nombre
d’événements de diffusion pour une longueur de chemin fixé. C’est une distribution de
Poisson de moyenne égale a s/l;. Il fait également intervenir la distribution des longueurs
de chemins de diffusion. Cette distribution est calculée a partir de 'ETR en régime insta-
tionnaire.

Nous avons comparé les résultats théoriques de notre modele aux courbes expérimentales
effectuées par Wax et al. [Wax, Yang, Dasari, et Feld (2001)] et Bizheva et al. [Bizheva,
Siegel, et Boas (1998)]. Nous reproduisons sans introduire de parameétres ajustables I’al-
lure de la DSP, son amplitude, sa largeur a mi-hauteur en fonction de s. La transition entre
les régimes de diffusion simple et le régime diffusif est décrite quantitativement, ainsi que
la saturation qui apparait quand s — oc.
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V.7 Perspective

Des études expérimentales [Boas, Bizheva, et Siegel (1998)] ont été réalisées afin
de déterminer 'influence de 'ouverture numérique et du parametre d’anisotropie sur la
mesure de la DSP des fluctuations temporelles et donc de la largeur a mi-hauteur. Les
auteurs de ces expériences mesurent en détection hétérodyne la fonction de corrélation
du champ (ordre 1) pour différentes ouvertures numériques et pour différents parametres
d’anisotropie. Nous travaillons dans ce sens afin d’améliorer le modele qui tiendrait compte
de l'influence de I'ouverture numérique sur la DSP des fluctuations temporelles du champ
diffusé.
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Conclusion

Nous avons étudié dans le cadre de la these de doctorat I'aspect temporel de la
propagation du rayonnement dans des milieux diffusants. Cette étude peut étre décrite
selon deux approches. La premiere approche prend comme point de départ les équations
de Maxwell tandis que la seconde approche part de la théorie de transport des photons.
Nous avons choisi d’étudier le probleme a partir de la seconde approche qui est fondée a
partir de I’équation transfert radiatif instationnaire : ETR.

Nous avons résolu numériquement I’ETR instationnaire dans une configuration ol une
impulsion lumineuse éclaire dans la direction normale, une tranche d’un milieu diffusant
(slab en géométrie plane). La résolution consiste a utiliser la méthode des ordonnées dis-
cretes dans le domaine fréquentiel de 'ETR. Cela revient a résoudre une équation de méme
type que ’ETR stationnaire mais dans le domaine complexe. Nous pouvons calculer le flux
hémisphérique ou directionnel, transmis ou rétrodiffusé dans le cas stationnaire ou ins-
tationnaire. Nous avons validé notre méthode de calcul en la comparant a des résultats
expérimentaux et a d’autres méthodes de résolution de I’ETR.

Parmi les méthodes de calcul existant, il y a ’approximation de la diffusion qui per-
met de décrire le transport photonique dans des milieux diffusants. L’équation de base de
I’approximation de la diffusion est une équation différentielle de type parabolique pour la
densité d’énergie lumineuse qui est plus simple a résoudre que I’ETR. Le seul parametre
dans cette équation, qui décrit les propriétés du milieu est le coefficient de diffusion D.

Il existe différentes approches pour pouvoir établir I’équation de la diffusion. Cependant,
la définition du coefficient de diffusion varie selon I'approche adoptée. Nous avons déve-
loppé une nouvelle approche qui est fondée sur I’analyse du mode fondamental (un mode
propre) de 'ETR. Sans faire aucune hypothése concernant I’absorption ou la diffusion (iso-
trope ou anisotrope), nous obtenons une nouvelle définition et interprétation du coefficient
de diffusion D. Nous avons étudié la dépendance de ce coefficient de diffusion en fonction
de I’absorption et également du facteur d’anisotropie.

En utilisant la résolution numérique de I’ETR comme solution de référence, nous avons
étudié la transition vers le régime diffusif. Nous avons montré que I'approximation de la
diffusion n’est plus valable pour des milieux ayant une faible épaisseur optique (L < 8l;)
méme aux temps longs.
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Pour caractériser la transition entre le régime balistique et le régime diffusif, nous avons
présenté une étude théorique et numérique a partir de ’ETR instationnaire qui prend en
compte exactement les conditions aux limites. Nous avons montré que les réflexions in-
ternes jouent un role considérable pour les systemes a faible épaisseur optique. Nous avons
également présenté un modele fondé sur la relation de dispersion de ’ETR. Pour toutes les
approches, nous montrons que le régime diffusif est atteint a partir de 81;,.

L’étude de la diffusion dynamique par des particules animées d’un mouvement brow-
nien, permet d’obtenir des informations sur la structures et des propriétés physiques de
ce méme milieu. Deux théories (la QELS et la DWS) permettent de modéliser respective-
ment le signal en diffusion simple et en régime diffusif. Nous avons développé un modele
permettant de décrire les deux régimes (diffusion simple et multiple) ainsi que le régime
intermédiaire. Le modele se base sur une approche de type marche au hasard et sur la
résolution de I’équation de transfert radiatif instationnaire. Il a permis de décrire des ex-
périences récentes de mesures de fluctuations temporelles de champ et d’intensité dans le
régime de diffusion multiple intermédiaire. Ces résultats sont prometteurs car ce régime
est celui qui est souvent rencontré en imagerie médicale.
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Annexe A

Coefficients de Fresnel

A.1 Coeflicients de réflexion et de transmission en
amplitude

Soit une interface séparant deux milieux d’indice n; et n; (Fig. A.1). On considere
une onde plane monochromatique se propagant dans le milieu d’indice n;. La direction de
propagation de cette onde plane fait angle 6; avec la normale de I'interface. Les relations
de Snell-Descartes déterminent la direction de propagation de I'onde réfléchie et trans-
mise. Tandis que les relations de Fresnel nous permettent de déterminer ’amplitude de
I’onde réfléchie et transmise et de surcroit la répartion de 1’énergie réfléchie et transmise.

D
D

6.
j

Fi1Gc. A.1 - Réflexion et transmission d’une onde électromagnétique sur une interface plane

Nous ne développerons pas ici le détail des calculs des relations de Fresnel que 1’on
trouvera dans la référence suivante [Born et Wolf (1999)]. Ces coefficients de Fresnel seront
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juste présentés par les relations suivantes :

TiL‘ _ micos 8; — njcos b, (A1)
J n; cos 0; + n; cos f;

- n; cos 0; — n; cos b; (A.2)
Y n; cos 0; + n; cos b;

L 2n; cos b; (A.3)
i n; cos 0; + n; cos 8

A 2n, cos b; (A.4)
4 n; cos ; + n; cos 0;

La relation (A.1) (resp.(A.2)) repésente le rapport de la composante perpendiculaire
(parallele) de 'onde réfléchie et de 1'onde incidente se propagant du milieu 7 vers le mi-
lieu j.

La relation (A.3) (resp.(A.4)) repésente le rapport des composantes perpendiculaires (pa-
rallele) de 'onde transmise et de ’onde incidente se propagant du milieu ¢ vers le milieu j.

Les angles 0; et 6; sont reliées par la relation de Snell-Descartes :

2
n; sinf; = n; sinf; = cosf; = \/1 — (ﬁ) (1 — cos? 6;) (A.5)

nj

A.2 Coefficients de réflexion et de transmission en
énergie
e Cas polarisé:

Le rapport de ’énergie réfléchie (resp.transmise) a I’énergie incidente est appelé coefficient
de réflexion (coefficient de transmission). Ces coefficients sont donnés par les relations
suivantes :

1 12

Ry = Iyl (A7)
L mjcos 0; 12

T;j - n; COS 91 ‘tz_g‘ (AS)
I mjcosl; g

T; = nicos O, ;] (A.9)

Il est facile de s’assurer que la conservation de 1’énergie est bien établie:

1 1L _ pl I _
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e Cas non polarisé:

Les coefficients de réflexion et de transmission d’une lumiere non polarisée s’obtiennentt
en faisant la moyenne des coefficients dans le cas polarisé. Par conséquent, nous avons les
relations suivantes:

52+ |r 2

Ry = o (A.10)
n;cos; [t + |th]?

T, 3 €055 My 4 A1l

J n,; cos b; 2 ( )

et la conservation d’énergie est bien assurée :
R +1T; =1
e cas particulier: en incidence normale :

Les coefficients de réflexion et de transmission s’écrivent dans le cas ou 'on est en in-
cidence normale (6; = 0) de la maniére suivante:

2
0 _ R.(cosf=1)= (" A.12
R;; R;j(cost;, =1) (nz Fn, ( )
4 m .
TS = Ty(cosy=1)= — 9 _ (A.13)

(ni + )2
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Annexe B

Quadrature de Gauss

B.1 Définition

Nous voulons calculer I'intégrale

/_11 f(z)dz

selon une méthode numérique qui consiste a I’évaluer par une somme de n termes et ceci
en minimisant I’erreur commise par la quadrature.

/_1 f(z)dz = Zaif(x,-) (B.1)

Les coefficients a; et x; sont respectivement les poids et abscisses de la quadrature consi-
dérée.

Le probleme consiste a sélectionner les couples de points a; et x; pour que la formule
de quadrature (Eq. (B.1)) soit exacte pour tout polynéme f(x) de degré N le plus grand
possible.

Puisque nous avons 2n constantes a; et z; a déterminer et q'un polynome de degré 2n —1
est défini par 2n coefficients, alors le degré maximal d’un polynoéme pour lequel la qua-
drature est exacte vaut:

N=2n-1 (B.2)

Le calcul détaillé [Démidovitch et Maron (1979)] nous permet de déterminer les
abscisses z; et les poids a;. En effet, les abscisses sont les racines du polynome de Le-
gendre P,(x) d’ordre n et les poids sont évalués par un calcul d’intégrale de polynémes
élémentaires.

1 P, (x)
e B.4
ko M =l (4
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B.2 Propriétés

Les abscisses et les poids possedent des propriétés de symétries. En effet, supposons
que le nombre de discrétisation est pair' n = 2k, si ’on range les abscisses z; par ordre
croissant :

T < T < .2 <0< Thg1... < Tk

alors nous avons les propriétés de symétries suivantes:

Tokt1—i = |Zil i=1.k
{aml—i = u i=1.k (B.5)

Le tableau B.1 nous indique quelques valeurs de poids et d’abscisses de la quadrature de
Gauss.

7 Z; a;

1 0 2

2 | #0.57735027 1

;3 | F0.77459667 | 0.55555556

2 0 0.88888889
4 | 70.86113631 | 0.34785484

;3 | 70.33998104 | 0.65214516
d
4

Wi~ 3
= =

F0.90617985 | 0.23692688
;4 | 70.53846931 | 0.47862868
3 0 0.56888889
F0.93246951 | 0.17132450
F0.66120939 | 0.36076158
F0.23861919 | 0.46791394

= ot O

1.
2.
3

TAB. B.1 — Poids et abscisses de la quadrature de Gauss

B.3 Cas général

Dans le cas ou les bornes d’intégration valent dans le cas générale [a, b], I'intégrale
s’écrit :

b
/ f(z)dx (B.6)
Un changement de variable d’intégration z par:
b+a b—a
= t B.7
T= gt (B.7)

1. Nous pouvons raisonner également sur un nombre impair de discrétisation
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permet d’écrire la relation :

/f b—a f(b—i-a b;at)dt (B.9)

et en appliquant la quadrature de Gauss a la nouvelle intégrale, nous avons finalement :

/ fla b_aZaz f (@) (B.9)

ou

b+a+b—a
2 2

t; (i=1,2,..,n) (B.10)

€Tr; =

les facteurs ¢; et a; sont respectivement les abscisses les poids de la quadrature de Gauss.

B.4 Exemple

Nous voulons calculer & ’aide du tableau (B.1) Iintégrale suivante selon la quadra-
ture de Gauss mais avec une discrétisation de 2, 3 et 4 points.

L,
Sz/ e 2dzx
-1

e Deux points:

z% 23

S ~ ae ? +age ? = 1.69296344

e Trois points:

z2 z% 23

S ~ ae? +age T +aze 3 = 1.71202024

v

e Quatre points:

x

Mhm

= 1.71122450

_=f _=3 23 _
S &~ a2 +axe” 2 +aze 2 +age
Or la solution exacte du calcul de S vaut:

1
S:x/%erf(E

Avec une faible discrétisation, la quadrature de Gauss nous permet d’avoir une treés bonne
approximation de la solution exacte.

) &~ 1.71124878
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B.5 Quadrature de deux milieux séparés par une in-
terface

Nous appliquons la quadrature de Gauss a 'intégrale qui se trouve dans ’ETR. Nous
avons une discrétisation angulaire dans le milieu en question. Par contre, lorsqu’on est en
présence d’interfaces physiques, nous n’avons pas les mémes directions de discrétisation.
En effet, la figure B.5 nous indique une inferface physique séparant deux milieux d’indice
n1 et ny. Nous supposons ici que 15 > nq. Nous choisissons comme nombre de discrétisa-
tion: 2N; pour le milieu d’indice n,, la quadrature de Gauss nous fournit les abscisses p
et les poids a? (i = 1---2N;)?[Thomas et Stamnes (1999)].

2N

/_+ Fu®) dp® =3 ai f(u) (B-11)

1

On désire avoir dans le milieu 2, une discrétisation selon 2N, > 2N; directions
(Fig. B.5). Parmi les N, directions, il y a N; directions qui sont déterminées a partir de
la loi de Snell-Descartes. Ces IN; directions sont inscrites dans le cone de réfraction limité
par ’angle limite pj :

= [1— (”—2)2 (B.12)

Tandis ques les N, — N; autres directions se trouvent dans la zone de réflexion totale. Ces
directions seront déterminées par la quadrature de Gauss.

2. Nous avons placé un indice a pour le milieu d’indice n; et un indice s pour le milieu d’indice ns.
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u=-1

N1

zone de N2-N1
réflexion totale

'
'
'

N2-N1+1 ~~

cone de N2
réfraction

n=1
En décomposant l'intégrale dans le milieu 2, nous avons:
+1 —HL +py +1
fydw = ([ e [ [ s an
-1 -1 —ug, i
e La deuxiéme intégrale peut étre calculée par la relation (B.9). Nous avons ainsi:
s 2(N2—Ny)
/ )y dps = > phay fuoy)
KL j=1

ol les a; et u; sont les éléments de la quadrature de Gauss selon 2(/N, — N, ) discréti-
sations. Ceci nous permet de définir les poids et les abscisses équivalents dans le deuxieéme
milieu.

{ M= L j=1.(N2—Ny) (B.13)
aj = Hpa

e La premiere et la troisieme intégrale s’écrivent :
—us +1
(f 7 ) sy de (B.14)
-1 +ug

On exprime ces deux intégrales en fonction des directions se trouvant dans le milieu
d’indice n;. A T'aide de la relation de Snell-Descartes, nous effectuons un changement de
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variable:
nq 2
=) = 1= (2) (- o) (B.15)
Suite & ce changement de variable, la relation (B.14) devient :
0 +1 d +1 d
g g
+/ flg(p® dp = fla(p® dp’ B.16
([ o+ [ s % awe = [ fawe) 35 (B.16)
On discétise I'intégrale selon les 2N, directions
+1 d 2Ny d
g g
a4 ¢ = ) —=| e af B.1
o) g du Z_; o) grgls o (B.17)

et I’on peut définir ainsi les poids et les abscisses de Gauss dans le milieu d’indice ns

2
s 2 .
HNy—N1+i = \/1_ <Z_;> (1_'u"(il ) ZZl'”Nl
N (B.18)
S —_ ni1 7 a
ANy—Ny+i = <E) Wy Y

Les relations (B.13) et (B.18) nous permettent de définir les abscisses et les poids
de Gauss dans le milieu d’indice ny a partir des directions de discrétisation dans le milieu
d’indice n;.
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Annexe C

Résolution du systeme d’équations
homogenes

Nous présentons dans cette annexe, une méthode de résolution du systeme d’équa-
tions (C.1) qui est issu de la discrétisation I’équation de transfert radiatif pour la lumi-
nance diffuse. Nous rappelons que le systéeme d’équations obtenu s’écrit de la maniere
suivante :

W[F]-] 2 M) =
C.1 Solution homogene

Une solution de ’équation homogene est du type:

Lt Gt -
Lpom = [ L :| = [ G :| ek (02)
En injectant cette solution, dans le systeme d’équation homogene, nous obtenons
kGt = MTGT + MG~ (1)
kG- = MGt — MG~ (2)

C’est un systéme (2Nx2N) aux valeurs propres k et de vecteurs propres G*. La
matrice possede une symétrie particuliere qui fait que les valeurs propres apparaissent
par paires +k (voir annexe E). Ainsi 'ordre du probléme peut étre réduit a 'ordre N.
En effet, en additionnant et en soustrayant les équations (1) et (2), nous obtenons les
équations (3) et (4).

{ Gt +G™) = (M*—M") (G"—G") (3)
EGH-G™) = (M*+M)(G*+G) (4)



132 ANNEXE C. RESOLUTION DU SYSTEME D’EQUATIONS HOMOGENES

En multipliant ces deux équations, nous obtenons:

EGT+G)=M"—M")(MT+M") (Gt +G")

Nous résolvons ce probléeme aux valeurs propres de dimension (NxN), on aura les
valeurs propres kg et les vecteurs propres G;I" + G . On utilise ensuite ’équation (3) pour
déterminer les vecteurs propres G;‘ — G associés aux valeurs k, et —k,.

{ Mt —M") (G - G;) = +k(G] +G)
M T-G,) = —k(G/+G))

Y = (GFf—-G)) pour + kg

q 2
- Xq—Yq

{GJF _ Xg+Yg
G, = =4

Ainsi les vecteurs propres associés aux valeurs propres +k, et —k, valent respecti-
vement :

+ o _+
G, = [ gg ] G, — [Eq ] de taille:  (2N)
q

La solution du systeme d’équations homogenes est une combinaison linéaire de la
relation (C.2), qu’on écrira comme suit :

N N
Liom =3 CiGi " +Y " Ci G e ™™
i=1 i=1
Ou sous forme compact:

2N

k;T

Liom = E Cz G; e”
=1
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Annexe D

Calcul du flux transmis en
approximation de la diffusion

Nous voulons calculer le flux transmis par une tranche de matériau en géométrie
plane (Fig. D.1) pour une impulsion. Nous supposons que 1’on est en régime diffusif et ot
I’approximation de diffusion est applicable. Le calcul du flux passe par la recherche de la
densité d’énergie U(r,t) dont elle satisfait ’équation de diffusion: Soit un milieu d’épais-

://’
L

0

oL 2z +L z

Fic. D.1 — Schéma d’une tranche d’un matériau de largeur L

seur réelle L pour lequel nous définissons un milieu effectif d’épaisseur d = L + 2z,. Les
propriétés sont décrites par le coefficient de diffusion D. Dans le cadre de ’approximation
de la diffusion, le régime diffusif est décrit par une équation parabolique. Le probléeme
revient donc a déterminer la fonction de Green de I’équation de diffusion:

oG :
=~ DAG=6(r—1)3(t) (D.1)

Les conditions aux limites pour la densité d’énergie sont les suivantes:

U(z=0) =
Ulz=d) = 0
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La recherche de la fonction de Green de ce probleme se fait par la méthode des
images. Nous rappelons que la fonction de Green pour un milieu infini est donnée par la
relation suivante [Smirnov (1981)]:

= 7H(t) expl—
D=y ™ b

ou H(t) est la fonction de Heavyside. Si le milieu présente de ’absorption, le facteur
exp(—rct) sera multiplié a la relation (D.2).

r—r'p?

!

Gr—r ) (D.2)

La méthode des images consiste a placer virtuellement une sources sl au point z'. Les
conditions aux limites nous oblige a rajouter une autre source s2 de charge contraire a
sl et placée a 'opposé par rapport aux deux faces du slab, et ainsi de suite. Cela nous
permet d’écrire sans trop de difficulté la relation suivante :
: Hit R?

oe—r,) = 2 o B

(4w Dt)3 4Dt
oo "\2 "\2

(z—2nd —z') (z—2nd+2)

> exp( Dt ) — exp( 1Dt )

n=—oo

ol R? = (x — 2')? + (y — ). Nous pouvons réécrire la somme en utilisant la regle
de sommation de Poisson [Morse et Feshbach (1983), Tome 1, p.467]:

T p(- ) 3 sin(™)sin™ ) exp(- TPt (D3)

n=—oo

G(r—r,t) = anDid &

Le calcul du flux transmis a travers un slab en éclairant celui-ci par un point source
que Pon place au point (2',y',2") = (0,0, 20) est donné dans la référence suivante [Lax,
Nayaranamurti, et Fulton (1988)]. Le flux transmis est calculé & partir de la relation
g, = —DOU/0z au point z = L + Zj,.

Dans norte cas, nous devons calculer le flux transmis a travers un slab lorsque nous
éclairons par une onde plane. L’intégrale sur les variables z’ et y’ de la fonction de Green
est évaluée et vaut:
400
H(t) mnz' ™mz m2n? Dt

G(z—72,t)= — D sin( ) sin(—=) exp(————) (D.4)

n=—oo

C’est la solution de I’équation (D.1) pour un slab. Finalement, le flux transmis:

oU
4z = — 5 (D5)

est explicitement évalué par la relation précédente et vaut:

Ht)D X nw . nrlL n?m?Dt
="y Z a s1n(7) eXP(—T)
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Annexe E

Valeurs et vecteurs propres de M

Nous montrons dans cette annexe que les valeurs propres de la matrice M de di-
mension 2n qui s’écrit de la maniere suivante :

Mt M-
M= ( ~M~ —M* )

possede un spectre de valeurs propres qui est symétrique par rapport a zéro. Autre-
ment dit les valeurs propres vont par paires.

Le spectre de la matrice M se détermine en calculant ’ensemble des racines du poly-
noéme caractéristique P(k):

P(k) = det(M — kI) = 0

ou les quantités k et Z sont respectivement la valeur propre et la matrice identité.
Supposons que k; est une valeur propre de la matrice M donc elle vérifie la relation
suivante:

= det(M™' — k;) det(—M™T — k;) — det(M ™) det(—M") (E.1)

Vérifions que la quantité —k; est également une valeur propre de la matrice M.
Celle valeur est une solution du polynome caractéristique.

P(=k;) = det(M + k;T)
= det(M™" + k;) det(—M™ + k;) — det(M™) det(—M "))
= det(M™T + k;)(=)" det(M™' — k;) — det(M ™) det(—M "))
det(—M™ — k;) det(M™ — k;) — det(M ™) det(—M™))
P(k;) = 0 (E.2)
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Ainsi nous avons montré que si k; est valeur propre de la matrice M alors la quantité
—k; est également valeur propre. Le probleme revient a calculer n valeurs propres au lieu
des 2n valeurs propres.



137

Annexe F

Calcul du moment d’ordre 1 de la
fonction de phase

Nous devons calculer I'intégrale suivante :

/+ pp(p's ) dp (F.1)

1

ou p(u', 1) est la fonction de phase intégrée sur 1’angle azimutal :

Pl 1) = 5 / " p(cos©) g (F.2)

Pour cela, nous partons du développement de la fonction de phase sur les polynomes
de Legendre:

p(cos ©) Z a, P,(cos©) (F.3)

Si ’on utilise la normalisation de la fonction de phase suivante :

1 [ /

yy p,(0,u)d =1
alors les premiers coefficients du développement (Eq. (F.3)) valent :
a = 1 (F.4)
ap = 3¢ (F.5)

Le théoréme d’addition des harmoniques sphériques [Jackson (2001)] nous permet
d’expliciter le polynome de Legendre comme suit :

P,(cos©) = P, )+ 2 Z ) (1) P™ (i) cos(¢ — ¢') (F.6)
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ou P sont les fonctions de Legendre associées.

En injectant la relation (F.6) dans ’équation (F.3) et ensuite en calculant I'intégrale
de la relation (F.2), nous obtenons le développement de p(p/', i) sur les polynémes de
Legendre:

oo

P, 1) = an Pa() Pa(p) (F.7)

n=0

Ainsi 'intégrale a calculer devient :

/+ pp(ep)dp = > ay Pu(y) /+ Py (p) dp

1

ol nous avons introduit Py(pu) = 1 a lintérieur de l'intégrale. L’orthogonalité des
polynome de Legendre permet de déterminer la valeur de cette intégrale. Elle vaut zéro
pour tout entier n sauf dans le cas ou n = 1.

/_+ pp(p,p') dp = ay Pi(p') /+ 1 Py (1) Po(p) dps

1 —1
+1
= alu’/ ppldp
-1
_ gy 2

Finalement, La valeur I'intégrale (Eq. F.1) vaut:

+1
/ pp(p', p) dp = 2y
-1
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Annexe G

Calcul de la densité de probabilité
P(n,s)

G.1 La distribution de Poisson

Nous voulons calculer la densité de probabilité P(n, s) d’avoir n événements de dif-
fusion sur un chemin de longueur s fixé, parcouru par les photons dans le milieu diffusant.
Nous montrons dans cette annexe que ce processus est décrit par une distribution de
Poisson.

En effet ce processus qui est discret posseéde les propriétés [Goodman (1985)] suivantes :

e [e processus est sans mémoire : autrement dit, les occurences de ces événements
sont indépendantes les une des autres. Le nombre d’événements de diffusion subi par
les photons qui ont parcouru un chemin de longueur s n’influe en rien sur le nombre
d’événements de diffusion subi par les photons qui ont parcouru un chemin de longueur
> 8.

e [e processus est statistiquement homogéne : c’est-a-dire que 1’accroissement
P(n,s 4+ As) — P(n, s) ne dépend que de As et pas de s.

e événement rare :
- La probabilité d’avoir un seul événement de diffusion dans l'intervalle As est propor-
tionnelle justement a As.

P(1,s,s+ As) = AAs (G.1)

- La probabilité d’observer plus d’un événement dans I'intervalle As tend vers 0
lorsque As tend également vers 0.

P(0,s,s+As) =1— AAs (G.2)

En conclusion, durant ’intervalle As, il peut y avoir 0 ou 1 événement de diffusion.
Ceci peut étre écrit par la relation suivante:

P(1,s,s+ As)+ P(0,s,s+As) =1 (G.3)
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On cherche & déterminer la probabilité d’avoir n événements de diffusion dans l'intervalle
[s,s + 0 + As]. Si As est trés petit, alors il y aura 0 ou 1 événement de diffusion dans
I'intervalle suivant: [s + o, s + 0 + As]. Au total, nous obtenons:

P(n,s,s+o+ As) = P(n,s,s+0) P(0,s+ 0,5+ 0+ As)
+P(n—1,s,s+0) P(1,s+0,s+ 0+ As)

En utilisant les relations (G.1) et (G.2), nous avons:
P(n,s,s+0+As) = P(n,s,s+0)(1 —AAs)+ P(n—1,s,5s+ 0)\As (G.4)

En divisant par As et faisant tendre cette valeur vers 0, nous obtenons 1’équation
différentielle suivante :

dP

(n,j;’s—i_a) - A[P(n—1,8,8+0) —P(?’I,,S,S—{—O’)] (G5)
avec la condition initiale:
P(0,s,s) =1 (G.6)

La résolution se fait par récurrence. Ainsi la densité de probabilité recherchée vaut:

P(n,s) = ()\S)ne_’\s (G.7)

n!

qui est une distribution de Poisson de parametre As. La moyenne de cette distribu-
tion est donnée directement par:

E[P(n,s)] = As

Dans notre cas précis, le nombre moyen d’événements de diffusion pour un photon
qui parcourt un chemin de longueur s dans un milieu diffusant vaut en moyenne s/l;,.
Par conséquent le parameétre A = 1/ls,. Ce qui donne finalement :

lsca " —
P(n,s) = o) oo

G.2 Convergence de la loi de Poisson vers la loi de
Gauss

Il est possible de montrer [Goodman (1985)] que si une variable aléatoire = suit une
loi de Poisson P caractérisée par la valeur A alors la distribution de Poisson réduite PT_AA

tend vers une distribution de Gauss de moyenne = 0 et d’écart-type = 1.

P)\—)\ 1 3?2

e N(0,1) = Jon exp(~)
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