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Introduction

Ce qu’on désigne par “gravité quantique” est la théorie qui décri(rai)t le comportement
quantique de l'interaction gravitationnelle. Le conditionnel peut sembler naturel car une
telle théorie n’existe pas encore; elle est, en fait, un des challenges majeurs de la phy-
sique théorique de ce siécle. En effet, alors que I'on a réussi & quantifier les trois autres
interactions fondamentales, la gravitation résiste encore. Aprés avoir démontré le carac-
tére renormalisable de la théorie de Yang-Mills, 't Hooft et Veltman ainsi que Deser et
Van Nieuwenhuizen|[1] montrait dés 1973 que la Relativité Générale couplée a la matiére
n’est pas renormalisable. La quantification perturbative “a4 la Feynman” des amplitudes
de diffusion pour l'interaction gravitationnelle fut donc abandonnée a cette époque.

La question fut alors reposée : Comment atteindre alors une théorie de la gravité
quantique ? Aujourd’hui, les idées de méthodes sont nombreuses (théorie(s) des cordes,
géométrie non-commutative, loop quantum gravity, twistors, quantification canonique par
les variables d’Ashtekar, etc...). On serait tenté d’ajouter “heureusement” tant, depuis 30
ans, les résultats manquent cruellement. Pour une revue quasi-exhaustive de I’histoire,
de I’état des lieux ainsi que des diverses approches employées pour atteindre la gravité
quantique, on pourra se reporter a [2|.

C’est sans doute naturellement que, parallélement au débat autour d’une théorie si
générale, d’autres sujets voisins étaient également abordés par la communauté scientifique.
Dans le méme esprit, se posa la question trés proche d’établir une théorie compléte des
champs quantiques en espace-temps courbe, et le probléme de la cosmologie quantique fut
ravivé. De plus, un an a peine aprés 't Hooft et Veltman, Hawking|3, 4] montrait que, sous
certaines approximations, les Trous Noirs[5] neutres, statiques et de masse M émettaient
quantiquement une radiation thermique de température :

hx
kgTy = — 1
BLH 271'0’ ()

ol k = ¢*/4GM est la gravité de surface du Trou Noir®, validant ainsi I’interprétation
entropique de leur aire par Bekenstein[9]. Si la méthode de Hawking (que nous explicite-
rons plus loin) fut vérifiée et validée a posteriori par d’autres approches[10, 11, 12, 13, 14,

3Une définition claire de la gravité de surface est donnée par Wald[6, 7]. On associe la gravité de
surface & un horizon de Killing, qui n’est pas nécessairement un bifurcate Killing horizon. Soit H cet
horizon auquel on associe le champ de Killing ¢*. Par définition, ¢*¢, = 0 sur H, et V’(¢*¢,)LH.
Comme ¢* est aussi orthogonal & H, les deux vecteurs doivent étre proportionnels :

V(¢ du) = —2K¢",
oti la constante k est donnée par k = [—%(V,,QS,,)(V%S”)]L/Z, et représente la force qu’il faut fournir &
Vinfini pour maintenir une masse unité sur ’horizon, d’ot le nom de gravité de surface[§].
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15, 16, 17, ce résultat souleva des doutes quant & ses conséquences thermodynamiques?.
Sans entrer dans les détails d’un débat qui n’est toujours pas clos|19, 20|, I’évaporation
d’un Trou Noir semble transformer un état pur en matrice densité, traduisant ainsi une
perte d’information. De plus, outre le débat théorique, 'effet Hawking souffre du fait que
sa vérification expérimentale est peu évidente. En effet, la température concernée peut
sécrire Ty ~ 6.1078(My/M)K, ot My ~ 2. 103%kg est la masse du Soleil. En sachant
qu’une étoile qui s’effondre ne peut créer de Trou Noir que si sa masse est supérieure a
quelques masses solaires®, on constate que la valeur de ce phénoméne est au minimum
de 7 ordres de grandeur plus faible que le rayonnement cosmologique de fond diffus dans
lequel baigne 1'univers®.

La convergence de tous ces problémes améne & se poser une seconde question : En de-

hors de vouloir unifier les quatre interactions fondamentales dans une méme description
quantique, en quoi la connaissance de la gravité quantique est-elle réellement utile ? Po-
ser cette question, c¢’est demander en fait quels sont les domaines dont la compréhension
nécessite a la fois une description quantique et le formalisme de la Relativité GGénérale.
Les domaines situés au confluent des deux théories sont forcément causes de phénomeénes
paradoxaux, puisque la description que nous pouvons en avoir est incompléte. Ainsi, tout
ce que nous pourrions comprendre de leur étude serait a mettre au crédit de ce a quoi la
“gravité quantique” pourrait ressembler in fine. Dans un article qui n’a pas recu I’attention
qu’il méritait en son temps, Carlitz et Willey|25| posaient le probléme en ces termes :
“In contemplating a quantum-mechanical theory of gravity, one encounters a number of
paradoxes which play upon fundamental notions of spacetime and of quantum measure-
ments. These paradozres may be viewed as obstacles to the construction of a viable theory
of quantum gravity or as opportunities for insight into the structure such a theory will
ultimately have.”
La deuxiéme partie de leur alternative traduit l'esprit dans lequel se situe I’étude des
deux problémes que sont la cosmologie quantique et la radiation de Hawking. En effet,
I’étude de ces deux singularités - le Big-Bang et les Trous Noirs - nécessite a la fois un
traitement quantique (en particulier a cause des processus de création de paires) et une
prise en compte des effets de courbure dus aux densités de matiére qu’elles engendrent.
Typiquement, cela implique que les échelles engagées dans la description des phénomeénes
peuvent dépasser celle de Planck (t < tp; ~ 107™3s, | < lp; ~107%m , E > Ep ~
10¥GeV ou C > 10™m™2 ou C est la courbure de I’espace-temps”’).

40On douta, bien str d’abord, de I’existence des Trous Noirs “tout court”. Pour une bonne et courte
revue de Uhistoire des Trous Noirs, ainsi que des preuves astrophysiques de leur existence, voir [18].

5Succinctement, une étoile s’effondre lorsqu’elle a épuisé tout son Hydrogéne et son Helium sous forme
de réactions thermonucléaires. A ce stade, la pression de radiation ne contrebalance plus 'interaction
gravitationnelle. Pour les masses les plus faibles, le produit de I'effondrement est soit une Naine Blanche,
soit une Etoile & Neutrons. La masse maximum de ces deux objets est donnée respectivement par les
limites de Chandrasekhar[21, 22] M¢ ~ 1.4Mg et d’Oppenheimer-Volkoff[23] Moy ~ 3Mg. Ainsi, au-
dela de quelques masses solaires, le produit de 'effondrement d’une étoile ne peut étre qu’un Trou Noir.

611 existe des Trous Noirs qui ne proviennent pas de 'effondrement de masses gazeuses ou d’étoiles
mais des fluctuations primordiales de densité[24]. Ce sont eux qui constituent les candidats susceptibles
d’offrir une radiation de Hawking observable. De plus, on suppose que le stade final de leur évolution
pourrait étre la cause de certains jets . En contrepartie, leur faible densité ne leur permet pas d’étre
détectés par ’accrétion de matiére qu’ils engendrent, comme leurs analogues super-massifs.

"Excepté lorsqu’elles sont explicitement indiquées, nous supposerons toujours implicite la présence des
constantes fondamentales. Cela revient a poser ¢ = G = kg = 1. Ainsi, les temps sont exprimés en termes
du temps de Planck tp;, etc...



Comment décrit-on les fluctuations d’un champ quantique dans de telles métriques ?
La question est ardue puisque, par le biais des équations d’Eintein, la répartition de
la densité d’énergie de n’importe quel champ modifie la métrique de ’espace-temps qui
le contient. Ainsi, pour un champ quantique décrit par son opérateur énergie-impulsion
TW, ces équations impliquent que la métrique elle-méme doit étre considérée comme un
opérateur obéissant a :

A A

G = 8nTy, .

Dans un premier temps, pour résoudre ces équations, on fixe la métrique classiquement
et on étudie le comportement quantique du champ dans cet espace-temps. Ceci constitue
I'approzimation semi-classique. Ainsi, lorsque le champ est dans un état |¥), I’équation
précédente devient :

G = 81 (¥U|T,|T). (2)

On pourrait penser que la résolution de cette derniére équation offre des résultats ana-
logues a celle des équations d’Einstein classiques. Ce serait oublier que les valeurs moyennes
des champs quantiques ne satisfont pas aux conditions (forte ou faible) portant sur I’éner-
gie, comme les champs classiques. Outre ce que nous verrons par la suite, I’effet Casimir[26]
est un bon exemple pour lequel la valeur moyenne de la densité d’énergie est négative dans
toute une zone de I'espace-temps. Nous verrons explicitement quelles sont les conséquences
importantes de cette particularité dans le cas du Trou Noir. Une fois ces équations résolues,
on se trouve confronté & certaines incohérences qui sont simplement liées au fait que ’on
a négligé les effets de recul, ceci découlant simplement de ’approximation semi-classique.
Il convient donc de prendre en compte dynamiquement les effets de recul. Naturellement,
ceci ne peut étre fait que perturbativement. On constate donc que le probléme est loin
d’étre trivial.

Observons les difficultés qui émergent déja dans ’approximation semi-classique. Pour
se confronter avec succés a la description des champs quantiques évoluant dans la métrique
d’un Trou Noir (ou dans le cadre du Big-Bang), il faut avoir de bonnes connaissances du
comportement de ces champs en espace-temps courbe. Or, la particularité malheureuse
de tels espace-temps est que la notion de particule n’y est pas unique. En effet, si dans
I’espace-temps de Minkowski, il est trivial de décomposer un champ obéissant & I’équation
de Klein-Gordon sur ses modes a fréquences positives et négatives, une telle entreprise
est impossible lorsque la courbure est non-nulle, puisqu’alors, le signe de la fréquence
dépend de la position. Un exemple simple[4] permet de comprendre les difficultés que cela
engendre. Imaginons un espace-temps pouvant étre divisé en trois régions : une premiére
qui est plate (ou asymptotiquement plate), une seconde qui posséde une courbure non-
nulle, puis une troisiéme analogue a la premiére. Ainsi, s’il n’est pas possible de définir avec
unicité des particules dans la région intermédiaire, on peut tout de méme y parvenir dans
les deux autres a ’aide du temps de Minkowski. Cependant, les modes respectifs ne seront
pas les mémes, ce qui signifie que le vide relatif a la premiére région n’est pas celui relatif
a la troisiéme. Hawking interpréte ce phénoméne comme la signature du fait suivant : la
dépendance temporelle de la métrique dans la région intermédiaire crée un certain nombre
de particules. Explicitement, si le champ est dans son état fondamental, i.e. le vide, dans la
premiére région, bien qu’il ne semble étre couplé a aucune source extérieure, il se retrouve
peuplé de particules dans la troisiéme région, par le simple effet du champ gravitationnel,



voir (2). Cet effet traduit donc I'instabilité du vide par rapport a la gravitation. On
comprend bien que cette instabilité nuise sensiblement & la description particulaire des
champs de matiére. Pour autant, cela ne signifie pas qu’un champ quantique ne puisse
étre étudié en espace-temps courbe : les prédictions physiques peuvent toujours s’exprimer
en termes d’éléments de matrice d’'un opérateur entre deux états|6]. Par exemple, dans
I'Eq.(2), la base de modes sur laquelle I’état |¥) est défini n’a pas d’importance, seule la
valeur moyenne de TW compte.

On pourrait hativement conclure de ce que nous venons d’exposer qu’un champ gravi-
tationnel suffit a expliquer I’'Eq.(1) ; ce serait une erreur. En effet, comme le dit Wald|7],
c’est dans l'espace de Minkowski que l'on trouve un des premiers exemples de ce genre
de phénoméne! Le fait d’étre confronté, pour un méme champ, & des représentations en
termes de particules différentes peut également s’obtenir en espace-temps plat. En effet,
un an aprés Hawking, Davies|27|, et surtout Unruh|28|, puis Bisognano et Wichmann|29],
montraient qu'un observateur uniformément accéléré dans le vide de Minkowski percoit
ce dernier comme étant peuplé d’un bain thermique de particules a la température :

ha

kgTy = 9re (3)
ol a est 'accélération qu’expérimente ’observateur. On ne peut que remarquer la corres-
pondance avec la formule de Hawking (1). Le référentiel propre d’un observateur unifor-
mément accéléré est appelé référentiel de Rindler. Pour cet observateur “en chute libre”,
I’état dans lequel le champ se trouve est décomposé en termes de modes & fréquences
positives et négatives par rapport au temps de Rindler et non au temps de Minkowski.
Comme ces deux variables ne sont pas reliées par une transformation affine, le vide de
Minkowski posséde des fréquences de Rindler négatives, i.e. il se peuple de particules pour
I’observateur uniformément accéléré. Quant a la nature thermique de ’état correspondant,
ou plus précisément de sa matrice densité, elle émerge naturellement des relations entre
coordonnées de Minkowski et coordonnées de Rindler. C’est & ce titre que ’analogie avec
I’effet Hawking se traduit de la maniére la plus ostensible, comme nous allons le voir par
la suite.

Pour comprendre ’effet Unruh (ainsi que l'effet Hawking), et plus généralement pour
quantifier des champs en espace-temps courbe, il faut considérer les vecteurs de Killing|5,
6, 7] associés a la métrique que l'on considére. On rappelle que ces vecteurs sont les
générateurs infinitésimaux des isométries de I’espace-temps. Ce sont ceux dont les orbites
sont de genre de temps qui servent a quantifier les champs. Le “temps” défini & partir
de ces vecteurs permet de décomposer les modes du champs en fréquences positives et
négatives, ¢.e. d’introduire les notions de particule et d’anti-particule. Dans I’espace-temps
de Minkowski, la métrique est trivialement invariante par translation temporelle selon ¢,
le temps pour un observateur inertiel. Le vecteur de Killing associé est donc simplement
(0/0t)" et le vide associé aux particules correspondantes est appelé vide de Minkowski.
Cependant, I'espace-temps de Minkowski est également invariant par boost de Lorentz.
A ce type d’isométrie, on associe un vecteur de Killing & un seul paramétre a donné par
" =a(z(0/ot)" +t(0/02)") = (0/01)". Ce vecteur de Killing n’est de genre-temps que
dans les quadrant R et L de Rindler, voir figure Fiig.1. Cette propriété a deux conséquences
majeures. La premiére est que la région R est alors globalement hyperbolique®, ce qui
signifie que l'on peut y quantifier les champs par rapport a la nouvelle variable temporelle

8S0it ¥ une hypersurface telle qu’il n’existe pas de courbe de genre temps qui la coupe & deux reprises.
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F1G. 1: Diagramme de Kruskal de l'espace-temps de Minkowski. Le quadrant R de Rindler est
compris entre les axes T' = Z et T = —Z dans la région des Z > 0. Ces axes, représentés en
pointillés, sont les horizons de Killing définis par le vecteur de Killing [*. Ce dernier n’est de
genre temps que dans les quadrant R et L.

7. Ceci améne a la définition du vide et des (anti-)particules de Rindler. C’est précisément
en termes de ces particules que le vide de Minkowski apparait comme un état thermique
a la température (3). Les orbites correspondant & 7 sont paramétrées par a, et sont en
fait les trajectoires a accélération uniforme a. La deuxiéme conséquence des propriétés
de " est qu’il définit deux horizons de Killing (bifurcate Killing horizons). Ce sont les
hypersurfaces de genre lumiére auxquelles [* est orthogonal et qui séparent ’espace-temps
en quatre régions R, L, F' et P. Il est important de noter que la présence d’un horizon de
Killing est une des similarités majeures entre la situation de Hawking et celle de Unruh :
pour un Trou Noir stationnaire, I’horizon des événements est un horizon de Killing. C’est
en fait la présence d’un horizon qui est la principale cause physique des Egs.(1) et (3).
On pourrait argumenter que, contrairement a 'effet Hawking, qui repose sur la pré-
sence d’un champ gravitationnel, 'effet Unruh n’a pas de réalité, mais constitue juste un
artifice de calcul lié & un changement de référentiel. Tel n’est pas le cas. Au contraire,
c’est justement en tant que changement de référentiel qu’il prend sa signification physique.
La compréhension de 'effet Unruh est conceptuellement analogue avec celle qui concerne
la différence entre les référentiels galiléens et non-galiléens (en effet, cette derniére fait
intervenir des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis auxquelles ’expérience est
sensible). Dans notre cas, la nécessité d’avoir un bain thermique de particules a la tempé-
rature Ty a été montré récemment|30| en étudiant le temps de vie d'un proton soumis a
un champ électrique constant®. Ainsi, I’effet Unruh posséde-t-il une réalité physique, tout

Soit D(X) I’ensemble des points qui sont reliés par une courbe de genre de temps ou de genre lumiére a
un point de X. Si lespace-temps entier est égal & D(X), alors X est appelée “surface de Cauchy” de cet
espace-temps, et ce dernier est qualifié de “globalement hyperbolique”[7].

91’idée est la suivante. Un proton inertiel a un temps de vie trés supérieur & 1’age de l'univers que
I’on note Tp. Cependant, il a été montré qu’un proton uniformément accéléré dans le vide se désintégrait
dans le référentiel du laboratoire selon p* — n + et + v® avec un temps de vie propre 7,(a) qui est une
fonction décroissante de ’accélération. Ce temps de vie étant un scalaire de Lorentz, il doit étre le méme
dans tous les référentiels. Or, dans le référentiel de Rindler attaché au proton, ce dernier est immobile.
Ainsi, la désintégration précédente devrait étre interdite par conservation de ’énergie, ce qui implique
Tp = Tp. Le seul moyen de retrouver la valeur de 7,(a) est de prendre en compte les réactions faisant
intervenir les particules de Rindler présentes par effet Unruh dans le référentiel du proton uniformément



comme Deffet Hawking!©.

Heureusement, la similarité entre les phénomeénes de Hawking (1) et de Unruh (3) n’est
pas totale. L’effet Unruh fait intervenir une physique beaucoup plus “conventionnelle”.
Tout d’abord, 1’étude de cette radiation a lieu en espace-temps plat. Ceci, rappelons-
le, permet d’utiliser, en plus des éléments de matrices d’opérateurs, la description des
champs quantiques en termes de particules. Les résultats fournis par les deux descriptions
peuvent alors étre comparés, ce qui peut permettre de mieux comprendre, par analogie,
ce qui se passe en espace-temps courbe, d’une maniére générale, et pour le Trou Noir en
particulier. De plus, la comparaison des référentiels inertiel et uniformément accéléré, si
elle fait intervenir un horizon causal, n’inclut pas de coupure de I’espace-temps, i.e. de
singularité.

Ces caractéristiques permettent de conduire I’étude des divers problémes associés au
rayonnement (les effets de recul, le probléme “trans-planckien” dont nous reparlerons en
détail, etc...) dans un environnement plus propice. L’étude de l'effet Unruh, outre son
intérét propre, posséde donc l'avantage de permettre une meilleure compréhension de
la radiation de Hawking. Entre autres, elle permet de mieux appréhender le contenu
particulaire de la radiation, de décrire les corrélations dans le flux émis et d’aller au-dela
de 'approximation semi-classique.

Le but de cette Introduction est de présenter sommairement les résultats de Hawking'!
pour pouvoir ensuite les relier, dans la suite du texte, a la physique mise en jeu en espace-
temps plat par ’effet Unruh.

Le Trou Noir

La particularité de la géométrie engendrée par un Trou Noir réside dans le fait que la
courbure qu’il cause & ’espace-temps sépare ce dernier en deux régions par un horizon
causal appelé “horizon des événements”, voir Fig.2. Pour un Trou Noir sphérique, statique,
sans charge et de masse M, cet horizon est la sphére qui a pour centre la singularité et pour
rayon 75 = 2M G /c?, appelé rayon de Schwarzschild. Ce dernier est donné numériquement
par rg ~ 3(M/Mg)km. D’aprés le théoréme de Birkhoff, la métrique a l'extérieur du Trou
Noir est donnée par celle de Schwarzschild :

oM oM\ !
ds? = — (1 — —> de® + (1 — —) dr? + 7‘2(d92 + sin?6 dq52)

T T

accéléré. En ne considérant que les trois réactions les plus importantes :
pt+ey —n+v', pt+05 —n+et | pt+05+e; —n,

ou la population des électrons (e;;) et des anti-neutrinos (7f;) est fixée par le facteur thermique n, =

(1 + e“/*8To) ™" on retrouve numériquement 7,(a) avec une excellente précision (~ 10719).

OPour une revue riche bien que non-exhaustive des aspects expérimentaux liés aux deux “effets”, voir
[31].

HTa présentation que nous allons donner n’est pas exactement celle de Hawking. Dans ses deux articles
fondateurs[3, 4], la méthode qu’il utilise est la suivante. Aprés avoir pris un mode & fréquences positives
(i.e. une particule) dans le futur lointain du Trou Noir, il le propage dans le passé. Sur son chemin, le mode
expérimente un effet Doppler gravitationnel & la traversée de I’horizon, une réflexion sur la singularité et
un effet Doppler classique. Hawking analyse le contenu en fréquences positives et négatives de ce méme
mode dans le passé asymptotique de 1’étoile. De la structure de ce mode et de '’hypothése que I’état
initial est le vide, il en tire la nature thermique du flux émis.

La méthode que nous allons adopter[32] est plus naturelle puisqu’elle décrit 1’évolution d’un mode dans
le sens des ¢ croissants.
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F1G. 2: Diagramme de Carter-Penrose d’une étoile qui s’effondre pour former un Trou Noir
(les coordonnées utilisées dans ce type de diagramme sont données dans I’Appendice J). Un
observateur O qui ne tombe pas dans le Trou Noir ne voit jamais au-deld d’un certain temps
dans histoire d’un second observateur O’ qui se trouve sur la surface du Trou Noir. Cet effet
provient, de la présence d’un horizon des événements.

oM
= — (1 — 7) dudv 4 r2dQ? |

ol u,v = ¢ F r*, avec la coordonnée “tortue” définie par r* = r + 2M In (“52), soit

dr*/dr = (1 - %)_1 et dQ? = d6? + sin?0 d¢?. Notons, en particulier, que dans la
deuxiéme égalité, r est une fonction implicite de u et de v.

A cause de la courbure engendrée, aucune information (particule massive, photon,
neutrino, etc...) ne peut sortir de la région interne a cette sphére, alors que tout type de
matiére ou de rayonnement peut y rentrer a loisir. Quand Bekenstein[9] suggéra de relier
l'aire de ’horizon A = 47 (2MG/c*)? a une entropie, en particulier & cause du fait qu’elle
ne pouvait que croitre'?, il se heurta & ’argumentaire imparable de Bardeen, Carter et
Hawking|34|, & savoir que s’il y avait une entropie, il devait forcément y avoir une tem-
pérature associée. Or, le Trou Noir ne laissant rien s’échapper, il ne pouvait posséder de
rayonnement thermique comme un corps noir : la seule température possible était donc
OK'! Ainsi, 'aire A (ou un multiple) ne devait pas étre plus considérée comme une “vraie”
entropie, que la gravité de surface k = 1/4M (ou un multiple) n’était une “vraie” tempé-
rature.

L’Idée de Hawking
C’est en suivant les idées de Zel’dovich[35] et Starobinski[36], qui pensaient qu'un Trou
Noir en rotation devait émettre une radiation spontanée!®, que Hawking montra que méme

121’¢noncé du théoréme de Iaire des Trous Noirs est, bien stir, di & Hawking[33]. L’hypothése maitresse
de la démonstration est que le tenseur énergie-impulsion est supposé satisfaire & la condition faible
d’énergie : T, I*1” > 0, ot I* est n’importe quel vecteur de genre lumiére.

13_.étant donné que le phénoméne de super-radiance présente de fortes analogies avec les processus
d’émission stimulée, ¢f Chapitre 1, note (9).



les Trous Noirs statiques rayonnent vers I'extérieur, et ceci quantiquement. C’est le double
caractére stationnaire et thermique de ce rayonnement qui le convainquit de la justesse de
son raisonnement. Quelles sont le principe, les hypothéses et les conclusions de celui-ci ?

Le principe de la radiation émise par un Trou Noir repose sur 1’effet Doppler gravi-
tationnel que subissent les fluctuations du champ au bord de I’horizon des événements.
Comme nous ’avons déja dit, la radiation de Hawking peut se comprendre comme un
exemple de I'instabilité du vide vis-a-vis du champ gravitationnel créé par un Trou Noir.
En effet, ce champ est assez puissant pour mettre “sur couche de masse”’ les paires vir-
tuelles créées et annihilées lors des fluctuations du vide. Si, lors du processus de création
de paire, une particule réelle part en direction de I'intérieur du Trou Noir, elle traversera
I’horizon pour tomber vers la singularité ; alors, par conservation de la quantité de mou-
vement, I'anti-particule créée simultanément s’échappera dans 1’autre direction, donnant
ainsi lieu a un rayonnement vers ’extérieur.

Plus prosaiquement, Hawking considére d’abord que le champ est dans son état fon-
damental, i.e. le vide, avant 1’effondrement de 1’étoile. Il inspecte ensuite le contenu en
fréquences négatives de ses modes loin (et longtemps) aprés la formation du Trou Noir.
Il trouve que la répartition des modes est celle d’'un bain thermique de particules de
température T, voir Eq.(1).

Tout d’abord, afin de simplifier les expressions, le champ de radiation est supposé étre
un champ scalaire sans masse!*. L’absence de masse assure que les paquets d’ondes de
ce “scalairon” (aussi appelé “photon scalaire”) suivent les géodésiques de I’espace-temps.
Quant a son caractére scalaire, il permet de s’affranchir des contributions liées au spin
(bien qu’elles ne changent pas fondamentalement le résultat final).

L’hypothése fondamentale du raisonnement repose sur le caractére semi-classique du
calcul. Alors que le champ de radiation est traité quantiquement, le Trou Noir, ¢’est-a-dire
la métrique qu’il engendre, est traité classiquement. Comme le dit Hawking lui-méme|3] :
“Of course, this calculation tgnores the back reaction of the particles on the metric, and
quantum fluctuations on the metric. These might alter the picture.”

La Correspondance Entre Les Deux Métriques

14T ¢nergie des particules rayonnées est donnée par I’Eq.(1), soit kgTx. Pour un Trou Noir supermas-
sif comme le candidat de la galaxie M 32, dont la masse est estimée & 1.6 1050, cette énergie vaut
approximativement 3. 107'8eV !'! On comprend aisément que seules les particules non-massives puissent
étre créées lors d’un tel rayonnement. A titre de comparaison, la radiation de Hawking commence &
contenir des électrons (m,c? ~ 500MeV) pour des Trous Noirs de masse inférieure & 10717 M. Comme
nous 'avons déja dit, de telles masses correspondent aux Trous Noirs primordiaux.

Cependant, on pourrait penser que des Trous Noirs “classiques”, i.e. issus de I'effondrement d’étoiles,
puissent étre également la cause de telles radiations. En effet, en rayonnant leur énergie, ils perdent une
partie de leur masse et leur température de Hawking s’accroit : les Trous Noirs s’échauffent en s’évaporant.
Ainsi, au bout d’un certain temps, 1’énergie de leur rayonnement pourrait atteindre les 500MeV désirés.
Un tel cas de figure est rapidement évacué numériquement. La loi de Stephan prédit que les corps noirs
rayonnent leur énergie avec un taux donné par dE/dt = oT*(4wrR?). Ainsi, la masse des Trous Noirs
correspondants obéit & équation dM/dt = —a/M?, ot a = hc®/15.2'°G? ~ 10728 M2. Le temps de
vie d'un Trou Noir est donc approximativement donné par t7y ~ 7.10°7(M;nitiar /M)3s. En raison du
facteur 10717 cité plus haut, ce temps est excessivement proche de celui qu’il faut & un Trou Noir classique
pour émettre des électrons. Or, lorsqu’on compare ce dernier & 1’age de I'univers (~ 10'7s), on trouve qu'’il
lui est supérieur de 40 ordres de magnitude!! Ainsi, des Trous Noirs issus de effondrement d’étoiles n’ont
pas eu le temps de s’évaporer au point de pouvoir émettre des électrons. Les seuls candidats possibles &
la détection restent donc les Trous Noirs primordiaux.



Considérons, selon I'idée de Unruh|28] que le Trou Noir est formé a partir de ’effondre-
ment d’une sphére de poussiére. Cette hypothése a pour intérét de simplifier grandement
I’expression de la métrique a l'intérieur de I’horizon puisque, d’aprés un corollaire du
théoréme de Birkhoff, elle est tout simplement plate. Ainsi, a I'intérieur de la sphére, la
métrique s’écrit :

ds?

|

—dT? + dr? + r*(d6* + sin6 d¢?)
= —dUdY +r’dQ?, (4)

avec U,V = T F r. Le raisonnement de Hawking repose sur les correspondances exis-
tant entre les coordonnées intérieures et extérieures. Une fois que nous aurons explicité
le lien entre elles, nous pourrons exprimer comment les modes du champ de radiation
expérimentent 1’effet Doppler gravitationnel dii & la géométrie du Trou Noir.

Notons, tout d’abord, quun coéne de lumiére futur (passé) peut étre invariablement
désigné par une seule valeur de U ou de u (respectivement de V ou de v). Ainsi, U est
une fonction de u, et V est une fonction de v. De plus, comme r est le méme & 'intérieur
et & 'extérieur de la sphére en effondrement, les sphéres ont pour aire 47r? dans tout
I'espace-temps. Appelons Rgppere le rayon de notre pseudo-étoile et posons I’hypothése
supplémentaire suivante : les particules qui constituent la sphére suivent les géodésiques de
I'espace données par v = vsppere. Ainsi, selon le choix de coordonnées ou de référentiel, on
a Rsphere = (U, Vsphere) €t Rophere = (V(Usphere) —U) /2. Une derniére constatation va nous
permettre de simplifier grandement les expressions. Sur J—, soit u = —o0, ’espace-temps
est également plat a l'extérieur de la sphére. On peut donc choisir v tel que V(v) = v.

Sur la sphére (V = v = Ugphere), les deux métriques coincident. Ainsi, les éléments de
métrique sont égaux, ce qui équivaut a :

dUde(l— 2M ) du dv .

sphere

Cette équation permet de relier les deux temps retardés. En choisissant astucieusement
les constantes d’intégration et la valeur de vsppere[37], on obtient le résultat suivant :

uwld) = U—4Mn (—%) :
soit U(u) = —4M e “*M pour u — 400 . (5)

Remarque importante. C’est a ce niveau que ’analogie avec les référentiels uniformément
accélérés et Ieffet Unruh est la plus patente. La relation U = —4M e~%/*M est également
obtenue entre la coordonnée de Kruskal U = ¢t — r, ol ¢ et r sont les coordonnées de
Minkowski, et le temps propre retardé v = 7 — p, out 7 et p sont les coordonnées dans le
référentiel propre associé a un référentiel uniformément accéléré tel que a = 1/4M [= Ty].
On comprend donc que les fréquences par rapport & ces deux référentiels exhiberont le
méme effet Doppler pour les effets Hawking et Unruh[38], ceci donnant lieu a I’équivalence
entre les relations (1) et (3).

La Radiation de Hawking
Comme le champ est scalaire, il obéit 4 ’équation de d’Alembert. En dehors de I’étoile en
effondrement, la symétrie sphérique de la métrique suggére d’exprimer les modes sur la



base des harmoniques sphériques ®,;(r,t)Y;™(6, ¢)/r. Conventionnellement, la division par
r dans la décomposition implique que ®;(r = 0) = 0. L’équation de d’Alembert associée
aux modes [ s’écrit pour la partie radiale ®; de la maniére suivante :

r—Tsg

ou le potentiel est donné par :

Vilr) = — (r—rs) (rs +1(I+1)r) .

1
r
Deux hypothéses simplifient grandement I’Eq.(6). Tout d’abord, en remarquant que la
barriére de potentiel est d’autant plus haute que le moment angulaire [ est grand, il
est raisonnable de ne considérer que les ondes s, i.e. imposer [ = 0. En effet, il a été
montré numériquement qu’elles représentent a elles seules 90% du rayonnement|39, 40].
Deuxiémement, dans ces conditions, on observe que le potentiel présente un maximum
pour 7 = 4rg/3 de valeur ~ 0.1/r% et de largeur & mi-hauteur ~ 1.1 rg. La présence de
cette barriére constitue donc un filtre passe-haut de fréquence de coupure O(rg'). Elle
ne change pas fondamentalement la nature du flux émis mais elle permet par contre de
s’affranchir d’éventuels problémes de divergence infra-rouge dus au caractére non-massif
du champ. Ainsi, pour des modes de fréquences suffisamment supérieures a 7’51, on va
pouvoir négliger ce potentiel.

Dans ces conditions, a ’extérieur de la sphére de Schwarzschild, les modes s du champ
scalaire obéissent a :

0 0

a_u%cpzo & O(u,v) = d%(u) + % (v) ,

alors qu’a l'intérieur, I'Eq.(4) fournit :

a 0 _ _ &l v
Lyl =0 & o) =t u)+a¥(y).

Le fait que la fonction ® s’annule en r = 0 assure que :
®(u,v) = ®*(u) — ®“(v) et ®(U,V) = (U) — (V) .

L’étape qui suit cloture la dérivation de la radiation de Hawking. Supposons que 1’état
est le vide sur l'infinité passé J , soit u = —oo. En décomposant le champ ® sur ses
modes & fréquence w, cela a pour conséquence de limiter les modes v aux w > 0. De
plus, ’annulation de ces modes en r = 0 a lintérieur de la sphére permet de les écrire
génériquement :

e wv efzwu
d, = -

Viarw VA rw ’

car YV = v. Pour connaitre le contenu d’un tel mode sur J*, soit v = +o0, il suffit
. —iAu
de le décomposer sur la base propre de cette hypersurface, i.e. les modes f/ﬁ' Cette

décomposition s’écrit grace aux coefficients de Bogoliubov[41] a,) et 5, qui donnent
respectivement le recouvrement des modes sortants avec les modes & A positifs et négatifs.




On comprend d’ores et déja que c’est le caractére non affine de la relation (5) qui va permet
a des coefficients 3, d’étre non nuls, 7.e. & des particules d’étre créées.

Le caractére thermique de la radiation s’obtient en calculant explicitement ces coeffi-
cients. Dans la limite des grands w, i.e. supérieurs a r;l, on trouve :

0y = du — 10y 7
A —o 4w VAar (7)

1 w
A7V A

et Bux = a, e ™ (8)
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L’Eq.(8) conduit a \ﬁw)\/aw)f = e 8™MX [ 3 premiére conséquence de ce résultat est que
le nombre de particules créées dans le mode A\ par unité de temps propre est donné par
ny = 1/2m (e8™M* — 1), ce qui est exactement ce qu’on aurait obtenu pour un corps noir
a la température Ty = 1/87M. De plus, cette quantité permet de calculer le flux de
particules émises dans la direction w :

> T
(Th) = /0 Ay = TCTh ()

Le fait que (T,,) soit une fonction constante de u fournit la seconde caractéristique prin-
cipale de la radiation de Hawking, i.e. sa stationnarité.

Nous avons ainsi démontré qu’'un Trou Noir émet une radiation thermique, station-
naire et d’origine purement quantique'®. Afin de décrire quels sont les aspects de I'effet

15 .. puisque T o h, voir (1). En partant de ces propriétés, ’'expression de la température de Hawking
est d’ailleurs pratiquement fixée. En effet, par analyse dimensionnelle, I’énergie que I’on peut associer &
un Trou Noir statique et non chargé s’écrit sous la forme suivante :

he \°
2
ETNOCMC (GM2> s

ou « est n’importe quel réel. Si a = 0, on retrouve ’énergie au repos de ’étoile, qui ne peut évidemment
pas étre ’énergie rayonnée de maniére stationnaire. Si a = 1/2, on retrouve I’énergie de Planck, qui
ne dépend pas de la masse du Trou Noir. Si ’on suppose que le rayonnement de Hawking provient de
phénomeénes quantiques & une boucle, cela revient & poser @ = 1, ce qui redonne l'expression (1), au
facteur numérique prés.

En outre, il existe une dérivation grossiére de la formule de Hawking, basée sur ces mémes hypothéses
de thermicité et de stationnarité, simplement & partir des relations d’incertitude d’Heisenberg[42]. En
supposant que, par effet tunnel, des particules puissent sortir de la sphére de Schwarzschild, quelle serait
la puissance associée & la radiation correspondante? Prenons un photon & lintérieur de I'horizon (ou
n’importe quelle particule sans masse afin que Deffet soit maximal). L’incertitude sur la position de cette
particule est de l'ordre de rg. Ainsi, l'incertitude temporelle s’écrit At = rg/c = 2GM/c3. Le principe
d’Heisenberg permet alors d’écrire la puissance associée de la maniére suivante :

p_AE_ b b
At T (AY? T 4AGPM?

En supposant que le processus est thermique, et que la radiation provient “géographiquement” de la
sphére de Schwarzschild, cette puissance est associée, & un facteur numérique prés, a la température de
Hawking, comme nous I’avons vu dans la note précédente.

Remarquons également qu’une autre maniére d’arriver au résultat d’Hawking consiste & dire que la
longueur de Compton associée au Trou Noir est donnée par lg = rg.



Unruh qu’il sera intéressant d’étudier, il convient d’insister sur les problémes inhérents au
traitement de Hawking.

Les Problémes de la Radiation de Hawking
Comme nous ’avons précisé au début de cette Introduction, la dérivation de Hawking
repose sur ’hypothése de ’approximation semi-classique. Pour une grande partie de la
vie du Trou Noir, cette approximation est valide. En effet, tant que la masse de ce dernier
varie peu, on est en droit de considérer la métrique comme fixe. Comme nous ’avons déja
dit dans la note (14), la masse du Trou Noir décroit selon dM/dt = —a/M?. Ainsi, en
fin d’évaporation, les effets de recul doivent impérativement étre pris en compte dans le
calcul avant de pouvoir prédire quoique ce soit.

La radiation de Hawking posséde un autre probléme plus intrinséque. Pour savoir
quelles sont les fréquences entrantes w qui participent a un mode ) recueilli sur J, on
peut recourir & la méthode du point de selle dans I’expression (7). On obtient immédia-
tement :

w = AeW/M (10)

Un rapide calcul situe le probléme que constitue I’Eq.(10). Les modes sortants de Hawking
A = Ty correspondent a des modes entrants de Planck w = wp; au bout d’'un temps
trés court, typiquement A7 = 4C In (fwp,/kpTy) ~ 2.107° (90 + In (M/Ms)) (M /Mg)s.
Par exemple, pour le Trou Noir galactique mentionné dans la note (14), ce temps est
approximativement d’une heure, ce qui est excessivement court par rapport a son temps
de vie'S.

Ainsi, il suffit d'un temps excessivement court par rapport & la durée de vie du Trou
Noir pour que les domaines de fréquences conventionnel et trans-Planckien|[43] se re-
trouvent liés par effet Doppler. Comme nous ’avons déja dit, s’il existe une théorie de la
gravité quantique, ces effets se font sentir a de telles fréquences. Si la radiation que nous
pourrions recevoir émanait de fréquences arbitrairement élevées, ¢.e. de longueur d’ondes
arbitrairement faibles, 1’évaporation d’'un Trou Noir serait alors un formidable micro-
scope pour la physique des longueurs sub-Planckiennes, comme le dit Jacobson[44, 45].
Il semble que I’absence d’un cut-off ultra-violet naturel nous plonge dans un domaine ot
la physique nous est inconnue. Une maniére moins fondamentale de formuler le probléme
trans-Planckien est de souligner qu’en physique, nous avons [’habitude de travailler dans
des domaines (échelles) disjoints. Or, dans la radiation de Hawking, I’'Eq.(10) mélange
allégrement les fréquences infra-rouges et ultra-violettes de tout ordre.

D’otul pourrait venir un cut-off providentiel pour la radiation de Hawking ? Un des pre-
miers & répondre a cette question fut Unruh[12]|. En prenant pour analogue la propagation
des ondes sonores dans un fluide, il proposa un modéle pour lequel la relation de disper-
sion exhibe un cut-off ultra-violet, au-deld duquel I'onde devient dissipative. L’intérét de
son étude réside dans le fait que, pour des fréquences de coupure suffisamment élevées
par rapport a la gravité de surface du Trou Noir, cette relation de dispersion ne modifie
pas les propriétés de la radiation de Hawking. Il reste & trouver pour quelle(s) raison(s) la

160On remarque que ce temps caractéristique est une fonction croissante de la masse. Ainsi, il est encore
plus faible pour les Trous Noirs primordiaux. Cependant, comme leur temps de vie est gouverné par
(M/Mg)3, il décroit plus vite que AT. Donc, en-dessous d’une certaine masse, les Trous Noirs primordiaux
n’ont pas le temps de convertir des modes de Planck en radiation de Hawking. Ils ne semblent donc pas
étre affectés par le probléme trans-Planckien.



relation de dispersion serait modifiée. Les voies explorées pour répondre a cette question
sont multiples. Les modes & forts moments angulaires, “emprisonnés” entre 1’horizon et
la barriére de potentiel, pourraient interagir avec les modes s sortant[46, 47|. Leur effet
pourrait étre décrit par des fluctuations de la métrique autour du Trou Noir[48]. Il a été
également montré que les configurations entrantes dans le Trou Noir pourraient étre la
cause de telles fluctuations|49|. Enfin, sans étre exhaustif, I'idée que I'invariance de Lo-
rentz puisse étre brisée a une certaine échelle (celle de Planck, par exemple) fait 'objet
d’une intense littérature[50].

On constate que ces problémes sont spécialement ardus a cause de la géométrie parti-
culiére du Trou Noir. C’est précisément parce que I’étude de I’effet Unruh a lieu en espace-
temps plat qu’elle est un bon “laboratoire” pour explorer le probléme trans-Planckien, la
prise en compte des effets de recul'”, etc...

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la radiation engendrée par un “miroir”
en mouvement!®. Dans ce probléme, 'espace-temps est supposé plat. La condition qui
remplace I’effet de courbure pour la radiation de Hawking est une condition de bord le long
d’une trajectoire de genre temps. C’est ce que nous appellerons un “miroir” en mouvement.
Comme pour l'effet Hawking, notre champ sera un “photon scalaire”. Nous verrons que,
pour une accélération non nulle de cette trajectoire, des particules de ce champ sont créées
et émises vers J 1, bien que 1’état initial soit le vide. Nous verrons bien sir que lorsque
la trajectoire est uniformément accélérée, 'expression des modes du champ traduit 'effet
Unruh. Comme nous ’avons déja dit, I’avantage de travailler en espace-temps plat repose
principalement sur le choix de représentation pour les grandeurs physiques : a savoir, les
exprimer en tant qu’éléments de matrice d’opérateurs, ou en termes de particules. Nous
“jonglerons” donc entre ces deux représentations afin de donner le plus de signification
physique possible aux résultats obtenus. Le manuscrit se découpe de la maniére suivante.

Le premier Chapitre a pour but d’introduire et de généraliser le modéle original de
Davies-Fulling|54]. Aprés avoir expliqué les hypothéses sur lesquelles il repose, & savoir
un miroir totalement réfléchissant et astreint & se déplacer sur une trajectoire fixe, nous
le généraliserons de plusieurs maniéres[55]. En particulier, nous examinerons en détail le
caractére asymptotique des trajectoires choisies, ce dernier s’avérant d’une grande impor-
tance pour définir les modes du champ. Puis, en nous placant dans le référentiel propre
de la trajectoire, nous décrirons la radiation émise lorsque le miroir n’est pas totalement
réfléchissant pour toutes les fréquences. Ensuite, nous utiliserons la description particu-
laire en réécrivant les résultats précédemment obtenus dans ’espace de Fock. Ceci nous
permettra d’interpréter les coefficients de Bogoliubov comme des amplitudes de réflexion,
de transmission et de création de paires. Ceci fait, nous aurons une bonne compréhension
de la diffusion par un miroir en mouvement. Nous exprimerons alors le flux émis comme
une fonction plus ou moins explicite du trajet suivi par le miroir, ce qui nous permettra
d’isoler quelques trajectoires intéressantes. Comme un cas particulier, nous retrouverons

17et méme ’étude thermodynamique liée & la “perte d’information” dont nous avons déja parlé, voir,
par exemple [51].

80n peut également étudier 1’effet Unruh pour le plus simple des “observateurs”, i.e. 'atome & deux
niveaux[52]. Le traitement appliqué dans cette thése a également été mené pour ce dernier[53]. Dans la
suite, nous verrons que les résultats alors obtenus peuvent étre retrouvés comme des cas particulier de
I’étude du miroir.



celle qui donne un flux identique & celui de Hawking. Enfin, nous conclurons ce Chapitre
en remarquant quelles sont les faiblesses du modéle et pourquoi il est important de le
modifier profondément.

La présentation du nouveau modéle est ’objet du deuxiéme Chapitre. Le miroir n’est
plus décrit comme une simple condition de bord mais grace & un Lagrangien perturbatif
localisé sur la trajectoire[56, 55]. Ce Chapitre a essentiellement pour but de comprendre
comment joue chaque paramétre de ce Lagrangien : ainsi, nous prendrons des cas simples.
En choisissant une action indépendante du temps, nous relierons les résultats obtenus a
ceux provenant du modéle de Davies-Fulling généralisé. Puis, en nous limitant aux trajec-
toires inertielles, nous interpréterons comment le fait d’allumer et d’éteindre I'interaction
aux extrémités de la trajectoire influe sur le flux émis.

Une fois le role de chaque terme du Lagrangien identifié, nous étudierons en détail le
cas des trajectoires uniformément accélérées[57| : le flux émis pour de tels miroirs sera
I’objet du troisieme Chapitre. L’intérét de ces trajectoires vient de ce qu’elles engendrent
un flux nul alors que des paires de particules sont pourtant créées par effet Unruh. Cette
incohérence (déja présente dans le modéle de Davies-Fulling) peut étre résolue dans ce
modéle en découplant adiabatiquement le champ au miroir par le biais d’une fonction
temporelle de couplage. Aprés avoir explicité le choix d’une telle fonction, nous montre-
rons qu’elle résout ’ensemble des problémes inhérents a la radiation, et en particulier le
probléme trans-Planckien. Comme “cerise sur le gateau”, nous verrons que les résultats
erronés trouvés dans la littérature concernant la radiation engendrée par deux miroirs
uniformément accélérés aux trajectoires symétriques peuvent étre expliqués et corrigés.

Dans les trois premiers Chapitres, nous ne nous sommes intéressés qu’aux valeurs
moyennes du flux émis par le miroir. Ainsi, bien que les quanta soient créés par paires, les
résultats obtenus ne nous permettent pas de décrire les corrélations entre les particules re-
cues sur J *. Rappelons que, dans le cas du Trou Noir, les partenaires des particules recues
sur J* sont de autre coté de ’horizon des événements, i.e. soumis & une autre métrique,
plongeant vers la singularité, et surtout, inaccessibles a I’observateur asymptotique. Pour
les miroirs en mouvement, méme si elles sont majoritairement de I'autre coté de I’horizon
causal, le caractére plat de la métrique permet de les décrire parfaitement. Pour analy-
ser les corrélations du flux émis, nous utiliserons deux méthodes différentes|58|. Dans le
quatriéme Chapitre, nous étudierons en détail la fonction de corrélation a deux points
(T, Twp)[25]. Nous donnerons les corrélations pour le modeéle Lagrangien comme pour le
modeéle de Davies-Fulling, pour des trajectoires inertielles comme pour des trajectoires
uniformément accélérées. Bien que la méthode soit relativement simple, elle s’avérera en
un sens “trop locale” pour comprendre certaines des corrélations obtenues sur J* lorsque
I’accélération est constante. C’est pourquoi, dans le cinquiéme Chapitre, nous développe-
rons une seconde méthode, appelée Post-sélection[59]. Cette derniére consiste a étudier
d’autres éléments de matrice de I'opérateur 7),, que ses valeurs moyennes. Ces éléments
sont obtenus en spécifiant partiellement I’état final du champ dans ’espace de Fock. La
valeur “conditionnelle”!® du flux dans cet état nous permettra de révéler les corrélations
entre les paquets d’ondes recus sur J+.

Il faut toutefois noter que, dans ce manuscrit, nous limiterons notre travail a 1’étude
du flux émis par un miroir en [’absence de recul. La prise en compte de ces effets n’est
pas possible dans le cadre du modéle de Davies-Fulling. Cependant, elle a été réalisée a

19 dans le sens de “conditionnelle & la détection d’un paquet d’ondes” ..



l’aide d’un modéle Lagrangien|56|. Il a été montré qu’'une des principales conséquences
de ces effets est la décohérence du flux émis. Nous trouverons également que le flux perd
sa cohérence en “allumant” et “éteignant” l'interaction (troisiéme Chapitre), ainsi qu’en
“post-sélectionnant” 1’état final (cinquiéme Chapitre).






Chapitre 1

Le Modéle de Davies-Fulling.
(Généralisations

Dans le premier volume sera traité le théme trés étendu des ouvertudes.

Le sens de cette phase du jeu doit avant tout étre expliqué au lecteur,

et il ne doit apprendre & fond que quelques ouvertudes importantes...

Il faut d’abord étudier ce qui est simple, sinon la progression est impossible.

L. Pachman

Dans ce Chapitre, nous allons nous appliquer & décrire la radiation émise par un
“miroir” en mouvement. [’espace-temps est celui de Minkowski. Par souci de simplicité,
notre étude se situe a 1 + 1 dimensions; la signature de la métrique est (+, —). La mé-
thode que nous allons utiliser ici reprend, puis généralise celle développée par Davies et
Fulling|60, 61, 54, 62].

Le probléme décrit les processus de diffusion et de création de paires de particules pour
un champ scalaire. Ce champ est libre et supposé sans masse. Comme nous ’avons expli-
qué en Introduction, lorsque I’on considére la radiation de Hawking, les quanta sont créés
par l'effet du champ gravitationnel sur la métrique. Dans notre cas, comme la courbure
de I'espace-temps est nulle, la création de quanta va provenir d’une origine différente :
I’adjonction de conditions de bord. A ce titre, le phénoméne mis en jeu se rapproche de
effet Casimir[26], qui traduit le fait que I’espace compris entre deux plaques de conduc-
teurs posséde une énergie du vide inférieure a ’énergie du vide en 1’absence de plaques.
Il existe cependant une différence pratique entre la radiation de Davies-Fulling et 1’effet
Casimir. Elle réside dans le fait que, dans notre étude, il n’existe qu’une seule condition
de bord, que nous appelons “miroir”, et que la trajectoire suivie par ce miroir engendre
un flux d’énergie.

Fixer des conditions limites au champ revient & imposer au miroir de suivre une tra-
jectoire classique. Cette trajectoire est physique dans le sens oll nous requérons qu’elle
soit de genre temps. Si ¢ et z sont respectivement les coordonnées de temps et d’espace,
la trajectoire est notée z = z(t). “Classique” signifie que la donnée de z,(t) est impo-
sée. Cela implique donc que les effets de recul induits par la réflexion de quanta, ou leur
création de paires, sont négligés.

Qu’impliquent les hypothéses sur lesquelles ce modéle repose ? La métrique étant celle
de Minkowski, le champ de radiation ® obéit & I’équation de d’Alembert :

M08 ® = (92 — 82)B(t,2) =0 . (1.1)

1La prise en compte de ces effets nécessite un traitement différent. Le modéle approprié ainsi que les
implications de ces effets ont été détaillés par Parentani[56].
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Comme 'étude concerne un champ non massif a 1 4+ 1 dimensions, il est particuliérement
utile de travailler avec les coordonnées de genre lumiére U, V = tFz. L’équation précédente
se réécrit alors :

Opov®(U,V)=0. (1.2)
Ainsi, toutes les solutions de cette équation peuvent se décomposer de la maniére suivante :
QU V) =Y (U)+"(V), (1.3)

ot les fonctions ®Y et ®V sont déterminées par la condition de bord le long de la trajec-
toire. Etant donné le choix de coordonnées (U, V'), cette trajectoire sera notée également
U=UyV)ouV =V,(U).

Dans un premier temps, nous donnerons le traitement exact de la diffusion du champ
® par des miroirs totalement réfléchissants (modéle original de Davies-Fulling). Pour ce
faire, nous devrons porter une attention toute particuliére aux propriétés asymptotiques
des trajectoires. Puis, nous généraliserons cette étude au cas (plus physique) des miroirs
partiellement transparents. Les résultats obtenus nous inciterons a reconsidérer la diffusion
dans le cadre général de la théorie de la matrice S , propre a la théorie des champs. Cela
étant fait, nous aurons alors tous les moyens pour inspecter le flux de radiation émis par un
miroir. Nous comparerons ensuite ces résultats & ceux obtenus a partir d’une formulation
locale du flux, reposant sur 1'utilisation des fonctions de Green. Cette seconde formulation
nous permettra d’isoler quelques trajectoires aux propriétés intéressantes, et ceci, dans un
double but. Premiérement, d’établir le lien avec la radiation de Hawking. Deuxiémement,
de révéler les incohérences propres au modeéle. Ce dernier point nous incitera & traiter
de la diffusion par le biais d’un modéle différent, dont 1’étude fera ’objet des Chapitres
suivants.

1.1 Miroirs totalement réfléchissants

Pour traduire la réflexion totale des quanta du champ sur le miroir, on impose une
condition de type Dirichlet? le long de la trajectoire de celui-ci. Ainsi, le champ scalaire
satisfait ’équation supplémentaire suivante :

pour tout U inclus dans le support de V,; et pour tout V inclus dans le support de U,.
Les Eqgs.(1.2) et (1.4) sont particuliérement simples, et le miroir est supposé parfaitement
réfléchissant pour toutes les fréquences et a tout moment. Il apparait donc évident que les
propriétés du champ de radiation sont univoquement dictées par celles de la trajectoire.
Nous allons donc voir quelles sont les propriétés pertinentes de cette derniére, et de quelle
maniére elles influencent la réflexion (ou la création) de quanta sur (par) le miroir.

2Le choix de la condition de Dirichlet est dicté par I’analogie entre notre “miroir”, qui diffuse un champ
scalaire, et un miroir réel qui diffuse des photons. Cependant, on peut montrer que, dans le cadre général
des conditions de Robin (A + Bn"V,) ® =0, la radiation par le miroir est peu sensible au rapport A/B
(voir, par exemple, [63] et les références dans cet article).



Avant d’aller plus en détail, il nous faut préciser que le traitement original de Davies
et Fulling est défaillant pour les trajectoires asymptotiquement non-inertielles. Cette ca-
rence, dont les implications ont été soulignées en premier par Grove|64], les a conduit a
des conclusions erronées|65]; en particulier, & considérer que, dans certains cas, flux de
particules et flux d’énergie émis par le miroir ne coincident pas. L.’étude qui va suivre a
I’avantage d’étre compleéte, i.e. d’étre valable pour toutes les trajectoires possibles du mi-
roir. Cependant, dans un souci de clarté, nous allons d’abord traiter le cas des trajectoires
asymptotiquement inertielles, étude qui concorde en tout point avec le traitement original,
pour ensuite nous intéresser a celui, plus problématique, des trajectoires qui entrent ou
sortent de ’espace-temps au travers des infinités nulles 7 et J™.

1.1.1 Trajectoires asymptotiquement inertielles

Une trajectoire asymptotiquement inertielle est, par définition, une trajectoire pour
laquelle® V,,(U) ~ |£|(U — Uy) + Vo quand U — o0, avec £ # 0. En conséquence, elle a
pour propriété principale de couvrir I’axe des U ainsi que celui des V' dans sa totalité. En
représentant ’espace-temps par un diagramme de Penrose, elle y rentre par le “point” 7~
et en sort par i, voir figure(1.1).

Fic. 1.1: Dans ce diagramme de Penrose, la courbe en gras est un exemple de trajectoire de
genre temps, allant de 4~ & ¢T. Les lignes en tiret représentent des configurations entrantes V
donnant lieu & la production d’une paire de quanta sortants U.

Comme le miroir est totalement réfléchissant?, les configurations du champ vivant 4 sa
droite sont totalement découplées de celles qui vivent & sa gauche. Donc le champ s’écrit
sous la forme suivante :

O(U, V) =" (U, V) + oE (U, V), (1.5)

3Une trajectoire inertielle est définie par z,(t) = vt + z9. En termes des coordonnées sur le cone de
lumiére, cela donne Vy(U) = 12U + 2z9/(1 — v). Le fait de ne prendre que des trajectoires de genre
temps équivaut & imposer —1 < v < 1. Ainsi, le coefficient devant U est strictement positif.

4...et comme il n’est pas dynamique, c’est-a-dire qu’il ne tient pas compte du transfert de quantité de
mouvement par les quanta du champ...



ot ®E(U, V) est défini a droite du miroir, i.e. pour® V > V,(U) et ®X(U,V), a gauche.
Rappelons qu’étant donnée 1’Eq.(1.3), chacune des deux fonctions précédentes s’écrit éga-
lement comme la somme d’une fonction de U et d’une fonction de V. Dans la suite de
cette sous-section, nous choisissons de ne nous intéresser qu’aux configurations du champ
vivant & la droite du miroir (tous les résultats se transposent a gauche, en échangeant
les lettres U et V pour ®”). Dans ce contexte, un miroir qui suit une trajectoire asymp-
totiquement inertielle a pour effet de réfléchir les configurations de type V' (“gauchéres”)
émergeant de J, en configurations de type U (“droitiéres”) vers Jn .

Modes entrants, modes sortants

Comme la trajectoire ne coupe pas I’hypersurface J, cette derniére est une surface
de Cauchy pour la trajectoire®. Donc les modes propres du d’Alembertien sont les modes
usuels de Minkowski, d’énergie i0; = k£ > 0, donnés sur Jj par :

V,in e~V
0, (U =—00,V) = T (1.6)

L’indice V,in souligne le fait que le mode considéré est défini sur la surface initiale J~
comme purement gaucher (nous introduisons cette notation afin de pouvoir plus aisément
généraliser notre étude au cas des miroirs partiellement transparents, pour lesquels les
modes gauchers et droitiers doivent étre considérés simultanément). Ces modes forment
une base compléte et orthonormée. Leur norme est définie par le produit scalaire de Klein-
Gordon[68|. Comme ces modes sont particuliérement simples sur J5, il est facile d’évaluer
leur produit sur cette hypersurface :

. ) +oo ) © )
(o =gy [V G i gl = alk - K (172)
Vi Vi e Vin -8 Vi
(™" 0e™ ) =77 / dV ™" idy " = (k= k), (1.7b)

x4
ou fOu9 = f(0u9) — (0uf)g. Ainsi le courant de Noether conservé par chaque mode vaut :

vV _ Vinsx.n Vin
JV =" 0y " =127, (1.8)

’: P : Vyin * sps p .
alors qu’il prend la valeur opposée pour un anti-mode ¢, ". La condition de réflexion
(1.4) permet d’exprimer chaque mode ;™ a partir de sa donnée initiale sur J,, (1.6),

en tout point de I'espace-temps (U, V) a droite du miroir :

SN (U,V) = O(V — V() ( (1.9)

A AT()) )
J

VArk a Vark

SPour une trajectoire de genre temps, les fonctions V. (U) et Uy(V) sont strictement croissantes. De
plus, dans le cas des trajectoires asymptotiquement inertielles, ces fonctions ont toutes deux pour support
I'axe réel en entier. Ainsi, les conditions V' > V(U) et U < Ux(V') sont strictement équivalentes.

8Cette propriété est & prendre dans le sens suivant : lorsque la trajectoire n’intersecte pas 7 , on peut
spécifier sur cette hypersurface les données initiales de Cauchy pour décrire les modes et leur diffusion &
droite du miroir[67]. Il est important de noter que, lorsque cette propriété n’est plus respectée, le choix
d’une base devient problématique ; c’est ce que nous verrons dans la section 1.1.2.




ot O est la fonction de Heaviside définie par ©(z > 0) = +1, O(z < 0) = 0. Exprimé sur
Jn , un mode entrant gaucher ne dépend donc que de la variable U et vaut :

—ichl(U)

VAark

Afin de pouvoir analyser le contenu fréquentiel de I'image des modes entrants (1.10),
il nous faut les décomposer sur la base propre de J,i. En parfaite analogie avec ce que
nous venons de présenter pour Jy, les modes a fréquence positive définis sur la surface
Jy sont donnés par :

o "™(U,V = +00) = (1.10)

efin

VAamTw ’

On utilise la méme terminologie que pour les modes entrants : I'indice U, out souligne que
ces modes sont purement droitiers lorsqu’ils sont définis sur l'infinité nulle future J+.
De méme, pour chaque point de l'espace-temps & droite du miroir, les modes sortants
droitiers s’écrivent :

eU(U,V = +00) = (1.11)

e—wU e—WUcl(V)
Uout(U V) G(Ucl(v) _ U) (\/m — \/m ) . (112)

Comme les U forment également une base compléte, en tout point de I’espace-temps,
chaque mode entrant V,in peut s’écrire sous la forme suivante :

[e's)
SOka:/(; dw ( g]:/*gogout ng*(PgOUt*) ) (113)

Cette équation doit étre considérée comme la définition des coefficients o7} et 8Y). Ex-
plicitement, ces derniers sont donnés sous la forme d’intégrales de recouvrement. Comme
les modes sortants s’expriment trés simplement sur J5 , c’est sur cette hypersurface’ que
nous choisissons de les évaluer, a 'aide des Eqs.(1.10) et (1.11) :

400 wU  —ikVy(U)

x __ Vi € e
ag]gf = (QDgOUt, o zn) :.7}{ -2 B dU \/m \/m s (114)
+o0 —iwlU  ,—ikVy(U)

2 [ av S—°
L —oo VAT jw ATk

(Pour obtenir les intégrales précédentes, nous avons intégré une fois par partie.) La com-
plétude des deux bases se lit au travers des relations suivantes :

UV % = ( U,out * Vm)

wk gow :on (115)

/ " dk (@Y Y — B BUL ) = 6w — o) (1.16a)

0

| e @Bty - 8 =t ) (1.16b)
0

/0 dk (VY BUY* — BUV*qUVY —¢ | (1.16¢)
/0 dw (LY B9 — B9 al¥) =0 . (1.16d)

"Une maniére équivalente et tout aussi simple serait de les exprimer sur ’hypersurface .7, r al’aide des
Eqgs.(1.6) et (1.12). L’intégrale de recouvrement serait alors sur la variable V. Evidemment, le résultat
obtenu est identique aprés avoir effectué un changement de variable.



Ce sont précisément ces relations qui permettent d’inverser la relation (1.13) afin d’expri-
mer les modes out en fonction des modes in :

(pgout / dk ( g;/gp}c/m_'_ﬁgkv*(kam*) ) (117)
0

Nous avons désormais en notre possession les outils qui vont nous permettre de décrire
la diffusion par un miroir totalement réfléchissant et asymptotiquement inertiel. Ces outils
sont les deux bases asymptotiques des modes du champ de radiation. Ces deux bases sont
reliées linéairement par les relations (1.13) et (1.17) et chaque mode de l’une s’exprime
en fonction des modes de 'autre a 'aide des mémes coefficients a7} et 7Y . Nous allons
maintenant voir de quelle maniére ces coefficients permettent de decrlre les propriétés de
la diffusion.

Résolution de la diffusion en termes d’ondes planes

Des Eqs.(1.14) et (1.15), nous apprenons qu’une fois la trajectoire donnée, les coeffi-
cients a et 5 sont univoquement fixés. Leur connaissance permet ainsi de résoudre la dif-
fusion sur le miroir en termes d’ondes planes, ¢.e. dans le cadre d’un traitement purement
ondulatoire®. En effet, quelle que soit la configuration initiale sur [, elle se décompose
sur les modes de la base in (1.6). Une fois cette décomposition effectuée, chaque mode est
diffusé sur J,f. Par le principe de superposition, il suffit alors de décomposer sur la base
out I'image de chaque mode entrant par le biais de ’'Eq.(1.13) pour obtenir 'image de la
configuration initiale sur J; .

Dans cette décomposition, le role joué par les coefficients 8 est particuliérement im-
portant. Afin de souligner leur effet, prenons ’exemple d’un paquet d’ondes initial centré
autour de la fréquence k et formé uniquement de modes entrants a fréquence positive. On
le note :

@,jm(U:—oo,V)z/O dk fp(k)glin . (1.18)

On suppose de plus que sa charge de Noether vaut 1, ce qui revient & imposer la norma-
lisation :

/Ooodk k) =1. (1.19)

En se servant des résultats précédents, on trouve que le paquet d’ondes se décompose sur
la base out de la maniére suivante :

(ﬁka:/ dw ( g;:/*SDZOUt UV*QOgOUt*) . (120)
0
ou
ay = [k fimaty (1.21)
et B* = / dk fz(k)BY ™ . (1.22)

8 ..purement ondulatoire et non quantique, dans le sens oi1 on ne parle pas encore de “particules”’ mais

juste de “modes”.



Quelle est la charge ¢ portée par les modes sortants a fréquence positive ? Par définition,
cette charge vaut :

o0 o
.= ( [ el s, [ au ag,g*gpg;wt) | (1.23)
0 0
Grace aux Eqs.(1.16), elle se réexprime sous la forme suivante :

gt = 1+/ dw |BIY] > 1. (1.24)
0

Ainsi, on constate que la charge de 'onde réfléchie s’est accrue si quelques coefficients 3
différent de zéro. Bien évidemment, la conservation de la charge est assurée par la présence
de modes sortants a fréquence négative :

g = </ dw (_ _gEV*QOg,out*) ’/ duw’ (_ _L[u]’\,g*(pgl,out*)) < 0. (1.25)
0 0

Il est donc important de souligner deux points. D’une part, les modes a fréquence négative
qui assure la neutralité de la diffusion n’étaient pas présents dans le paquet d’ondes initial®.
D’autre part, ce sont uniquement les coefficients 5 qui encodent cet accroissement partiel
de la charge. Penchons-nous donc plus précisément sur ces coefficients.

D’aprés I'Eq.(1.15), les coefficients 8 représentent le recouvrement entre les modes
entrants a fréquences positives et les modes sortants a fréquences négatives. De plus, on
peut observer qu’ils dépendent fortement de 'accélération de la trajectoire. Cela se voit
directement en les évaluant pour un miroir totalement inertiel, 7.e. dont I'accélération est
nulle en tout point. Dans ce cas, la trajectoire du miroir est donnée en toute généralité
par V,(U) = |€|(U — Uy) + Va, et les coefficients valent respectivement :

oV = —ekVo-lElUo sk — ) et BYY =6k +w) =0, (1.26)
puisque k,w > 0. Ce sont donc les portions de la trajectoire ou le miroir accélére qui
engendrent des coefficients 8 non nuls. Ainsi, ces derniers modifient le contenu fréquentiel
(ainsi que la répartition des charges) de I'onde émise. Nous allons voir par la suite qu’en
termes de particules, ce sont ces mémes coefficients 5 qui encodent la création de paires.

Le probléme trans-Planckien

La représentation en termes de paquets d’ondes posséde un avantage supplémentaire :
celui de pouvoir fournir une image locale de la diffusion des modes par le miroir. Supposons
que le paquet d’ondes de I’Eq.(1.18) soit principalement localisé'® autour de V = V.

9Ce phénoméne n’est pas exceptionnel : I’accroissement de la charge des modes & fréquence positive
se retrouve d’une maniére générale dans les processus d’émission stimulée. Cet effet peut également étre
mis en concordance avec le phénoméne de super-radiance qui advient pour la diffusion de quanta par un
Trou Noir possédant un moment angulaire non nul [35, 36].

10FEn toute rigueur, il est impossible de localiser exactement un paquet d’ondes & fréquences positives
dans une région de ’espace : si la densité de probabilité est maximale autour de V =V > 0, il existe un
second maximum dans la région des V' < 0. Nous verrons cependant dans le cinquiéme Chapitre qu’on
peut choisir des paquets d’ondes pour lesquels la hauteur du second maximum est exponentiellement
faible par rapport & celle du premier : les modes de Unruh.



Appliquons la méthode de la phase stationnaire aux coefficients « et 5 donnés en (1.14)
et (1.15). L’argument de 'exponentielle est ¢ = +iwlU — ikV,(U). Si ’on suppose que les
fréquences entrantes k ~ k sont grandes comparées a (8,3]‘/;1)2 / (8[2]1/;1)3, Papproximation
WKB est valide. Le point de selle est obtenu respectivement pour « et 3 en :

+wr =k Ve

AU ey

(1.27)

Pour (3, le signe — indique que le point de selle est imaginaire, ce qui a pour conséquence
de rendre ces coefficients de Bogoluibov exponentiellement petits. Pour «, la condition
de point de selle donne l’effet Doppler reliant la fréquence moyenne de 1'onde réfléchie
w* a celle du paquet d’ondes incident k. Cette relation est d’une importance particuliére
puisqu’elle indique que, pour les trajectoires dont la pente prend des valeurs arbitrairement
faibles, les fréquences initiales requises pour détecter sur J, un mode dans le visible, par
exemple, doivent étre arbitrairement élevées. Cette ingérence des fréquences résidant au-
dela de la limite de Planck (wpjanek = 1/¢®/Gh ~ 10*3Hz) dans la physique conventionnelle
constitue I’essence du probléme “trans-Planckien” inhérent a ces trajectoires.

Remarque 1). Cette pente tend vers zéro lorsque la vitesse de la trajectoire se rapproche
de celle de la lumiére. Un tel phénoméne ne peut advenir que si le miroir accélére. C’est
donc en étudiant des miroirs accélérés (uniformément ou non) que I’on se confrontera avec
le probléme trans-Planckien.

Remarque 2). La relation (1.27) est trés proche de celle obtenue pour la radiation de
Hawking (10). Pour qu’elle soit rigoureusement égale, il faut que la trajectoire satisfasse!! :

Ve

1
i = UMM o Y (U) = ———e UM (1.28)

AM

Nous verrons que c’est précisément cette trajectoire qui engendre un flux similaire & celui
de Hawking. Cette remarque rejoint celle que nous avons déja faite suite a I’'Eq.(5) de
I’Introduction.

Particules entrantes, particules sortantes

Afin de pouvoir interpréter la diffusion sur le miroir en termes de création de particules,
nous allons recourir a la seconde quantification pour le champ ®%. Comme ®# est donné
par les Egs.(1.2) et (1.4), les quanta sont créés par paires. Ainsi, nous imposons a ®%
d’étre chargé, ce qui nous permettra par la suite de repérer distinctement la particule (a)
et son anti-particule (b), créées conjointement.

Tout comme pour la radiation de Hawking, la notion de particule dépend de la base
de modes choisie. Naturellement, nous allons définir les (anti-)particules entrantes et sor-
tantes par le biais de leurs opérateurs d’annihilation définis comme suit :

al\c/,in _ ( I\C/,in’cI)R> ’ bl‘c/,in — ( kVai"’q)RT) , (1.29a)
CLg,out — ((pg,out’ (I)R) ’ bg,out — (@g’OUt,CI)RT) . (129b)

11 Attention : w n’est pas le méme dans les relations (10) et (1.27). Par contre, u et U jouent un role
similaire.



Les modes entrants et sortants forment chacun une base orthogonale. Ainsi, lorsque le
champ de Heisenberg ®% satisfait & 1’équation usuelle de commutation & temps égal :

(@7 (t,2), 0,271 (8, 2)] = i6(z — 2') , (1.30)
les opérateurs associés obéissent aux relations de commutation habituelles :

W'

] <o -k) ] =aw-w),
[ Vin m’r] 5(k — k) [ U,out Uoutf] 5( ) (1.31)

» Yw!

[b“” bV’"T] Sk — k) | [bU"“t bU"“”] S(w— ') (1.32)

tous les autres commutateurs étant nuls. Ainsi, le champ ® se décompose triviallement
sur les bases in et out :

(I)R(U, V) — / dk ( Vm(p,‘c/m bl\c/,zn]‘(pl‘c/m*>
0
— / dw ( Uout(pgout_i_bg,out]‘gpg,out*) ) (133)
0

Les relations (1.13) et (1.17) permettent d’exprimer les opérateurs in en fonction des
opérateurs out, et inversement, par les relations de Bogoliubov suivantes :

o0
I\c/m :/ dw ( g]gf anut ﬂgkv bg,out’r) ’
0
{ (1.34)
oo
= [ (@Y i+ Y o)
. 0

ag,out :/ dk( UV* Vm 6 meT)

0
< (1.35)
bg,out — / dk ( UV* me 5UV Vm’f) '

. 0

Ce sont a partir de ces relations que les coefficients «, 5 sont appelés coefficients de
Bogoliubov. Notons que ces relations soulignent le fait que, dans le modele de Davies-
Fulling, particules et anti-particules diffusent pareillement sur le miroir.

L’espace des états est défini par la donnée du vide relatif & chaque opérateur. Ainsi,
on notera |07} et [0 ) respectivement, les kets normés tels que :

part antipart
oy "|0p) = 0, VE>0, (1.36)
et by Opitiars) = 0, Vk>0. (1.37)

Plus généralement, on utilisera le vide ¢n produit :

i Vyin Vyin
‘0V,m> = |0pazrt> ® |0anztipart> ’ (138)
et son corollaire out :
ou U, U,
|0U’ t) = |0pa?'1;t> ® ‘Oani?;art . (139)



Reésolution de la diffusion en termes de particules

Cette fois-ci, au travers des relations (1.34) et (1.35), c’est donc la diffusion quantique
sur le miroir, i.e. en termes de particules, que la connaissance des coefficients a et (3
permet de résoudre. En effet, on peut calculer explicitement et en toute généralité 'am-
plitude de probabilité d’obtenir un état final quelconque |Z°“'), exprimé sur J+ en termes
des opérateurs out, en partant de n’importe quel état initial [U**), défini sur J~. Cette
amplitude est donnée par le produit de I’espace de Fock (2% |¥™).

Plus particuliérement, il est intéressant de connaitre le recouvrement des vides in et
out, que I'on notera Z = (0Y°%*|0¥*"). Ce nombre complexe posséde un module inférieur
ou égal a 'unité'?. S’il satisfait & |Z| < 1, cela traduit I'instabilité du vide, c’est-a-dire
le fait que le vide final soit peuplé de particules et d’anti-particules in (ou que le vide
initial contienne des (anti-)particules out). Le phénoméne d’instabilité du vide se traduit
directement en calculant le nombre de particules out dans I'état [0V>™) :

) . o0 2
() = qomlatietagenovn) = [ak |agy (1.40)
0

Ce nombre différe de zéro dés que certains coefficients 5 ne sont plus nuls®. Ce résultat,
tout comme ’accroissement de la charge des modes & fréquence positive (voir (1.24)),
souligne le role spécifique de ces coefficients. Nous pouvons donc nous demander quelle
est leur interprétation en termes de particules.

D’une maniére générale, les coefficients de Bogoliubov s’écrivent comme les éléments
de matrice suivants :

OJUX — <0V,in|akvyin a/U,outT|0V,in> — <0U’OUt‘CL1‘€/’m aU,outT‘oU,out>
w w w
— <0V’m|bkv’m bg,out‘f‘o\/,in> — <0U,out|bl‘€/:m bg’OUtT|0U’OUt> (141)
UkV — _<0V,in|bl‘:,in CLU’OUt‘O‘/’in> — <0U,out|bU,out akV7in‘OU,out>
w w w
_<0V’in|a’l‘c/7m b([j,out‘oV,in) — <0U,0ut|ag,out kaain‘0U,out> . (142)

L’interprétation de ces équations n’est pas aisée : les coefficients o ne constituent pas le
recouvrement des états & une particule entrante et sortante,

af # (0¥} afjmtoven) (1.43)
et les coefficients # ne donnent pas directement I'amplitude de création de paires,

uv 7& <0U,out|ag,out bg,’wt\OV’i") ] (1'44)

ww’

Cependant, I’'un comme ’autre en sont sensiblement proches. En effet, en notant (a‘l)g,:/

la matrice inverse'* de oYY, 'amplitude de probabilité pour qu’un seul quantum initial

de fréquence k soit diffusé en un seul quantum final de fréquence w vaut :

ou ou ,in mn\ —1\UV
(QUout|gUoutq i T gViny — 7 (o71) | (1.45)

12Le calcul explicite de Z est présenté dans I’Appendice A.

I3En parfaite analogie avec ce que nous avons vu précédemment, le fait qu'en partant du vide, on
aboutisse a la présence de particules (a) ne pose évidemment aucun probléme en ce qui concerne la
conservation de la charge. En effet, le nombre d’anti-particules créées (b) est rigoureusement identique a
(NU0out) calculé en (1.40).

11 inversibilité de la matrice oV} est démontrée dans ’Appendice B.




et la probabilité de trouver une paire de quanta out de fréquences w,w’ en partant du vide
in vaut :

<0U,out|ag,outbg;ow|0V,in> — _ZA dk gkv(a_l)g,‘; . (1.46)

(Ces deux relation se vérifient facilement a 1’aide des relations (1.34) et (1.35)).

En fait, les notions de diffusion de quanta et de création de paires ne sont trivialement
reliées aux coefficients de Bogoliubov que dans un cas trés particulier : quand tous les
coefficients 8 s’annulent. Dans ce cas, ’Eq.(1.46) nous apprend qu’il n’y a pas de paire
créée dans le processus de diffusion, ce que confirme, bien évidemment, I’Eq.(1.40), qui
affirme que le vide in n’est peuplé d’aucune (anti-)particule out. Ainsi, Z = 1 a une
phase preés (i.e. le vide ne se “désintégre” pas), et les relations de complétude (1.16) nous
donnent (a’l)g,:/ = alV*. 1l est facile de vérifier & partir des définitions (1.14) et (1.15)
qu’une telle situation est réalisée quand la trajectoire est inertielle, voir (1.26). Dans cette
configuration seulement, les matrices « et 3 sont clairement reliées au recouvrement des
états entrants et sortants et a la la création de paires.

Il est également possible de mieux comprendre le role spécifique des coefficients de
Bogoliubov en sortant du cadre de ’émission spontanée|62]. En effet, considérons que
I’état initial n’est pas le vide |0V}, mais I’état (normé) comportant n particules entrantes
de fréquence ky :

I\I”"(n,ko)>=ﬁ(a¥; fym jovm) . (1.47)

Dans cet état, le nombre de particules sortantes de fréquence w vaut :

<NE’OUt>\p — <\Ijin|ag,out1‘ ag,out|q,in> — <Ng,out> +n ‘a/glx) 2 ) (148)
Le premier terme est la contribution du vide relative & 1’émission spontanée donnée en
(1.40) ; & ce titre il est indépendant de | U™ (n, ko)) et s’exprime en fonction des coefficients
B uniquement. Le second terme, au contraire, dépend de n et de ky et peut donc étre
interprété comme relatif au processus d’émission stimulée. On remarque qu’il s’exprime
simplement grace aux coefficients «. En intégrant 1’Eq.(1.48) sur w, on obtient le nombre
total de particules sortantes dans I'état U™ (n, k)). 1 est facile de vérifier que ce nombre
vaut n quand aucune particule n’est créée, i.e. quand tous les coefficients § sont nuls.
De plus, 'Eq.(1.16a) permet d’affirmer que l'intégrale du second terme de (1.48) est
strictement supérieure a n dés que quelques [ différent de zéro. Ainsi, lorsque I’état
initial différe du vide, les émissions spontanée (au travers des ) et stimulée (traduite au
travers des a) causent une augmentation du nombre total de particules.

Bien que ce soit d’ores et déja possible pour les miroirs totalement réfléchissants, nous
démontrerons dans le cadre plus général des miroirs partiellement transparents, qu’au
premier ordre de l'interaction, les coefficients de Bogoliubov prennent une interprétation
particulaire simple. Avant cela, nous allons nous intéresser aux trajectoires asymptotique-
ment non inertielles. Leur étude revét deux intéréts principaux. D’une part, les trajectoires
qui engendrent un flux similaire a la radiation de Hawking, ainsi que les trajectoires unifor-
mément accélérées, font partie de cette catégorie. D’autre part, I’étude de ces trajectoires
nécessite de représenter simultanément les modes gauchers et droitiers, ce que requiert
également le traitement des miroirs partiellement transparents.



Il est important de rappeler que tout ce qui vient d’étre montré s’applique également
a gauche du miroir, pour le champ ®L. En effet, des résultats analogues sont obtenus &
partir de toutes les relations précédentes, en échangeant simplement les lettres U et V.
Au contraire, lorsqu’on considére des trajectoires asymptotiquement non inertielles, cette
équivalence devient caduque. Ce sont précisément ces trajectoires que nous allons étudier
dans la section suivante.

1.1.2 'Trajectoires asymptotiquement non inertielles

Corollairement & ce que nous avons dit au début de la section précédente, certaines
trajectoires non inertielles peuvent étre caractérisées par le fait qu’elles ne démarrent pas
en i, qu'elles n’aboutissent pas en i*, ou par ’adjonction de ces deux propriétés'®. Dans
ce cas, le découplage strict entre configurations gauchéres et droitiéres n’a plus lieu. Cet
effet ne doit pas étre confondu avec le découplage, toujours existant, entre la gauche et la
droite du miroir ; propriété qui découle de I’hypothése de réflexion totale.

Afin d’étudier les particularités du traitement de la radiation engendrée par de tels
miroirs, nous allons prendre un exemple simple et instructif. Cet exemple n’est pas anodin,
il a été pris dés 'introduction du modéle par Davies et Fulling|[60] et il a été également
lobjet d’une attention toute particuliére de la part de Carlitz et Willey[25]. Nous ver-
rons que l'intérét de cette trajectoire est de reproduire une radiation identique a celle de
Hawking.

Considérons donc un miroir soumis a se déplacer suivant :

Va(U) = —kt e V| (1.49)

o k£ > 0 a la dimension inverse d’un temps (ou la dimension d’une accélération, tout
comme la gravité de surface pour le Trou Noir). Cette trajectoire n’est asymptotiquement
inertielle ni dans le passé, ni dans le futur. En représentation conforme, elle a pour origine
i~ et aboutit en V = 0 sur J;, voir figure (1.2).

Intéressons-nous aux modes et a leur diffusion. Suivant le signe de V, les configurations
entrantes gauchéres sont, ou non, réfléchies sur le miroir. Pour V' < 0, elles arrivent sur
Ji et couvrent toutes les valeurs de U. Pour V > 0, elles arrivent sur la partie V > 0 de
J;". Au contraire, a gauche du miroir, toutes les configurations entrantes droitiéres sont
réfléchies, mais leur image ne couvre que la moitié V < 0 de J;. De facto, cette différence
met en évidence la dissymétrie induite par le choix de la trajectoire. Ainsi, contrairement
a I’Eq.(1.10), 'image de gp}cl’i" défini en (1.6), sur J* ne dépend pas uniquement de la
variable U mais bien aussi de V :

Vin (g7 17 oV e tkV P eikke™ "V
AUV =00 - et
Ce mode est singulier sur J en V' = 0, précisément lorsque la trajectoire du miroir
rencontre l'infinité future. De plus, les configurations vivant a gauche du miroir, i.e. les
modes entrants droitiers, sont également singuliers en V' = 0. Ainsi, le choix de la tra-
jectoire (1.49) s’avere singulier pour tous les modes entrants sur U'infinité future J*. Se

(1.50)

15 Je remercie Ph. Spindel de m’avoir fait remarquer, qu’en aucun cas, pour une trajectoire, le fait de
partir de i~ et d’arriver en ¢t n’est équivalent & celui d’étre asymptotiquement inertielle. Pour exemple,
la trajectoire z.(t) = to argsh (t/to), qui n’est, a I’évidence, pas asymptotiquement inertielle et qui part
pourtant de ¢~ pour arriver en it.



Fi1G. 1.2: Dans ce diagramme de Penrose, nous avons représenté la trajectoire définie a
I’Eq.(1.49). Dans ce cas, Jg est une surface de Cauchy, ce qui n’est pas le cas de j;{. On
reconnait en la partie V > 0 de J, Ijr I’horizon futur d’un Trou Noir. Les quanta gauchers définis
pour V < 0 sont réfléchis sur le miroir et arrivent sur 'infinité future 7. g sous la forme de droi-
tiers. Au contraire, comme les autres quanta, définis pour V' > 0, se trouvent en dehors du cone
causal de la trajectoire, ils ne rejoignent jamais le miroir et finissent leur course sur 7, Ij' . Le point
d’interrogation a pour but de souligner le probléme inhérent au traitement de ces configurations,
c’est-a-dire au choix d’une base appropriée de modes susceptibles de décrire la diffusion sur ce
type de miroir.

pose alors la question : Quelle est la base de modes sortants appropriée qu’il convient de
choisir pour décrire la diffusion des configurations entrantes par le miroir (1.49) ?

Une premiére méthode consisterait a choisir une base de modes sortants qui différent
selon le coté de la trajectoire duquel on se trouve. En particulier, cette méthode nécessite
d’introduire deux bases de modes gauchers sur J; qui s’annulent respectivement d’un
coté et de I'autre de 'horizon V' = 0. Ces bases sont a ce point inappropriées que leur
contenu en fréquences de Minkowski n’est pas défini. Nous n’allons donc pas adopter ce
choix.

La méthode qu’il convient d’adopter est de découpler asymptotiquement le champ de
radiation du miroir. Cela revient a considérer que le miroir est transparent aux extrémités

; : fal : Ujout _ e~ U : Viout _
de sa trajectoire. Ainsi, les modes sortants libres ¢ " = iy Voir (1.11), et ot =
e—iw

V -y N . ’ .
T forment & nouveau une base compléte et conviennent pour décomposer I'image

des modes in donnés par ’'Eq.(1.50). Dans ces conditions, I'image d’un mode entrant de
fréquence k sur J4 U {J; (V > 0)} est décomposé selon 1'expression suivante :

. w . . . .
(pkv,m: Z/{; dw (OZZ,‘;Z* L]u,out_ Z;‘l:* 'Z.J,(mt*)' (1‘51)

j=U,V

(Dans la suite, I'indice j sera implicitement sommé sur ses deux valeurs U et V lorsqu’il
sera répété dans la méme expression.) L’équation précédente généralise donc 1’Eq.(1.13)
puisqu’il est nécessaire de décomposer les modes in sur deux bases out distinctes et non
plus une seule. En conséquence, les coefficients de Bogoliubov prennent donc la forme
de vecteurs a deux indices. De méme, lorsque I'on désire décrire la diffusion a gauche du



miroir, la méme hypothése de découplage asymptotique fournit la décomposition suivante :
. o0 . . . .
P = / dw (ozif,i* phout _ gl wf;”“t*> . (1.52)
0

Ainsi, I’é¢tude de la diffusion par un miroir asymptotiquement non inertiel est rendue
possible par la connaissance des deux matrices 2 X 2 de Bogoliubov, o, et 8 . Les
éléments de ces matrices sont donnés, comme dans la section précédente, par des produits
scalaires de Klein-Gordon, voir Egs.(1.14) et (1.15), les coefficients & indice V'V dans
I'expression (1.51) venant directement de la dépendance en V' du mode exprimé en (1.50).
Naturellement, on retrouve que lorsque la trajectoire devient asymptotiquement inertielle,
les éléments diagonaux V'V et UU de ces deux matrices s’annulent.

La trajectoire (1.49) part de i~. Notons que lorsque I’on choisit que le miroir parte de
J~ et finisse en J+ ou en i, les décompositions (1.51) et (1.52) sont encore valides; d’ou
I’avantage de notre description. Par conséquent, lorsqu’on passe en seconde quantification,
il convient, en toute généralité, d’écrire les champs a gauche et a droite du miroir suivant :

00
(I)R’L — A dk (a?c,m%,m +bi,m1’goi,m*)
w . . . .
— / dw (a&’out@i’OUt-FbZ;OUtTQD‘Z;OUt*) ) (153)
0

Comme nous ’avons précédemment dit, la généralité de cette notation va nous permettre
de traiter la diffusion par des miroirs partiellement transparents.

1.2 Miroirs partiellement transparents

Quel que soit le comportement asymptotique de la trajectoire, le traitement de la
radiation par un miroir partiellement transparent nécessite la prise en compte simultanée
des modes gauchers et droitiers!®. En effet, pour de tels systémes, un mode entrant V, par
exemple, est réfléchi sous la forme d’un mode U et transmis sous la forme d’un mode V/,
méme pour une trajectoire inertielle. Nous verrons dans le Chapitre suivant qu’il existe une
méthode radicalement différente, basée sur un traitement perturbatif, qui décrit de tels
miroirs. Cependant, dans ce chapitre, nous allons continuer la généralisation du modéle
de Davies-Fulling en décrivant, a ’aide des bases in et out précédemment définies, la
diffusion des configurations initiales par un miroir qui ne réfléchit pas totalement.

La méthode que nous allons utiliser est essentiellement de nature matricielle. Elle
posséde trois étapes.

— Tout d’abord, une fois la trajectoire fixée, nous allons nous placer dans le référentiel
propre d’un miroir totalement réfléchissant. Nous verrons que, dans ce référentiel,
la diffusion des configurations entrantes, exprimées aux travers des modes propres,
est décrite a ’aide d’une matrice particuliérement simple.

— Ensuite, nous verrons que cette matrice se généralise facilement au cas des miroirs
partiellement transparents.

6Pour un traitement des miroirs partiellement transparents en vue de ’étude de P’effet Casimir, voir
Jaekel et Reynaud[69], ou, afin de préparer I’étude de la densité d’énergie d’un champ scalaire entre deux
miroirs, les auteurs considérent d’abord la diffusion par un seul miroir (inertiel).



— Le calcul d’'une deuxiéme matrice, reliant les modes propres a ceux de Minkowski
nous permettra, finalement, de trouver les coefficients de Bogoliubov o, et 8% qui
décrive la diffusion des modes de Minkowski.

Cette méthode a pour avantage de décrire les particularités de la diffusion par le
biais de deux opérateurs linéaires aux roles bien séparés : une premiére matrice, que
nous noterons Sy, indépendante de la cinématique du miroir, mais traduisant toutes
ses propriétés optiques, et une seconde matrice, que nous noterons By, indépendante des
qualités du miroir mais traduisant toutes les particularités de sa trajectoire.

1.2.1 Passage aux modes propres

Bien que nous ayons vu que ’hypothése de découplage asymptotique permette d’uti-
liser les modes libres de Minkowski pour décrire la diffusion pour tous les types de tra-
jectoire, nous allons supposer ici que le miroir est asymptotiquement inertiel. Dans ces
conditions, la trajectoire couvre toutes les valeurs de U et de V. Afin de construire les
modes propres correspondants, il est utile de définir de nouvelles coordonnées u et v telles
que :

v-l—u_

) 1.54

= (1.54)
ou 7 est le temps propre pour le miroir, et
v—u

= 1.55

5 =P (1.55)

tel que la trajectoire se lise p = py = constante. Ces deux coordonnées sont définies par
deux fonctions analytiques u(U) et v(V'). Ces fonctions sont directement déterminées a
partir de la donnée de V4 (U) et des relations (1.54) et (1.55). En effet, comme 1’élément
de métrique le long de la trajectoire est donné par :

d82 = aval(V) dV2 = aU‘/;l(U) dU2

= d7r? =dv® = du?, (1.56)
on obtient!7 :
dv du
W = aval et @ = aU‘/;l . (157)

Les définitions précédentes assurent que les nouvelles coordonnées u, v couvrent respecti-
vement ’axe des U et celui des V. Ainsi, les modes propres définis par :

ea(u) = iy (1.58)
o(v) = = - (1.59)

VAT A ’

forment une base compléte de J— et de J+. (Dans cette section, les fréquences A et \
indiqueront toujours un mode propre, alors que k, k', w, w' signifieront que le mode est de
Minkowski. )

1"Rappelons que le fait que la trajectoire soit de genre temps implique que les arguments des racines
carrées sont positifs.




Lorsqu’on considére que la réflexion est totale, la diffusion le long de la trajectoire
v = vy(u) = u + 2py s’exprime trés simplement. A droite du miroir, en parfaite analogie
avec (1.9), les modes propres entrants gauchers se lisent :
ox"(u,v) = pa(v) — €770 o) (u)
e p—iA(u+2p0)
= — . (1.60)
VAT VAT

Similairement, les modes sortants droitiers s’écrivent, :

—iAu —iA(v—2p9)
R (u,v) = = : . (1.61)

B VAT A a vVar

Ainsi, les modes entrants et sortants sont reliés par :

Tout (y, v) . (1.62)

(P)\\/,m(u’ 1}) — _6721')\/)0 ©

De méme, a gauche du miroir, on a :

o3 v) = palu) — e (v)

= —eZhro (p;/’m”(u, v) . (1.63)

Il est intéressant pour la suite de rassembler les résultats (1.62) et (1.63) sous la forme
d’une matrice de diffusion 2 x 2 sur les indices (7, j) € (U, V). Ainsi la diffusion en termes
des modes propres se lit-elle :

2,0ut

o =S (1.64)

ou
0 — e12iAn0
Sy = < — e—2iMp0 0 ) . (165)

Plusieurs informations issues de cette matrice méritent d’étre notées. Premiérement,
elle ne mélange pas les modes de fréquences différentes. En effet, dans le référentiel propre
au miroir, la diffusion est stationnaire et en cela, elle est rigoureusement identique a la
réflexion par un miroir inertiel en termes des modes de Minkowski[69]. Ainsi, tous les
coefficients S de Bogoliubov sont nuls (pas de paires créées) et tous les coefficients « sont
diagonaux en fréquence (pas d’effet Doppler). Nous retrouverons cette propriété lorsque
nous considéreront les miroirs partiellement réfléchissants.

Deuxiémement, d’aprés 'Eq.(1.65), S, est anti-diagonale. Cette propriété est évidem-
ment réservée aux miroirs a réflexion totale puisqu’elle signifie que les modes entrants
gauchers ressortent exclusivement sous forme de droitiers, et vice-versa. Nous allons voir
immédiatement comment généraliser cette matrice afin qu’elle puisse décrire la diffusion
par un miroir partiellement transparent.

Avant cela, notons que lorsqu’on passe en seconde quantification, la base des opérateurs
propres doit évidemment décrire les particules et anti-particules gauchéres et droitiéres
simultanément. Ainsi, le champ se décompose-t-il de la maniére suivante :

o= / dx (af;i”goi’m + bi’i“(p&i"*) (1.66a)
0

:/ d)\l (ag\,loutwg\,’out+bg’\,’out]‘w§\,’out*) ) (166b)
0



Les opérateurs de création et d’annihilation sont liés aux modes propres par des relations
identiques aux Eqs.(1.29). De plus, la diffusion en termes des ay, by est également dictée
par la matrice S, selon la relation :

Jin __ ot t,out
ay™ = 5Yay" . (1.67)

Pour finir avec le traitement de la réflexion totale, rappelons que ces opérateurs annulent
leurs vides respectifs, que nous qualifierons de “propres”. Pour alléger au maximum les
expressions, nous allons adopter les notations suivantes :

|Om > — ‘OU,in >® ‘OV,m et |00ut ) — ‘OU,out ) R ‘OV,out . (168)

propre propre propre propre propre propre

1.2.2 Description de la transmittivité partielle

On cherche maintenant & décrire un miroir partiellement réfléchissant en modifiant la
(trop simpliste) matrice Sy. Lorsqu’on suppose que la diffusion est élastique, la nouvelle
matrice Sy qui généralise ’'Eq.(1.65) est unitaire. En gardant cette prescription, nous
faisons le choix de n’étendre notre étude qu’au cas de la diffusion par un miroir qui
préserve a la fois la linéarité (pour pouvoir traiter simplement le probléme en termes
matriciels) et I'unitarité (afin, entre autres, que les relations qui lient les opérateurs en
seconde quantification soient canoniques).

Dans le cas le plus général, une matrice 2 x 2 complexe s’exprime en fonction de huit
parameétres réels. Par souci de simplicité, nous n’allons pas indiquer I’argument A pour ces
paramétres, mais il est évident que la matrice elle-méme étant dépendante de la fréquence
choisie, chaque paramétre est donc une fonction réelle de \. Cette dépendance vis-a-vis de
I’énergie des modes incidents nous permet de décrire des miroirs plus physiques puisque
dispersifs'®. La nouvelle matrice se note :

S, e —j Re"
Si= ( her e ) (1.69)

L’hypothése d’unitarité SST = 1 revient & imposer les quatre contraintes suivantes :

!
R=R Su =8, =S5,

SSHRP=1 et ¢+, +9+9=0. (1.70)

Le choix des paramétres dans la notation des divers coefficients de Sy (en lieu et place de
la notation a + ib) n’est pas anodin : physiquement, s et R représente respectivement les
coefficients de transmission et de réflexion par le miroir. Par exemple, la probabilité pour
qu’un mode propre entrant soit réfléchi'® vaut R? < 1. Comme s, = S, le fait que les
phases ¢, et ¢, différent implique que la diffusion est sensible au signe du moment du mode

18Par contre, I’éventuel caractére dissipatif du miroir ne peut étre décrit dans ce modéle puisqu’il va &
P’encontre de I'unitarité de Sj.

19 Appelons “particule propre” 1’état a fréquence A = i@, positive. La probabilité que mentionne le texte
est obtenue directement en évaluant, par exemple, le nombre de particules propres V,out quand 1’état
initial est celui qui décrit une seule particule propre U,in. A aide des Eqs.(1.67),(1.69) et (1.70), on
obtient :

; Ujin ; Vioutt Vouty Ui ; :
(Ogr’ff;re|a>\ " (ay" Ta)\ N ay™ T|Og:f)’;)re) = R?.

Dans le méme état, le calcul du nombre de particules propres U, out fournit ’interprétation du terme s



incident. Or, dans la suite, nous verrons que I’emploi d’Hamiltoniens invariants par parité
implique 'indépendance vis-a-vis de ce signe. Par conséquent, nous allons supposer égales
ces deux phases et nous utiliserons les notations suivantes : ¢ = ¢, = ¢, et 6 = 9 + ¢.
Ainsi, la matrice de diffusion ne dépend plus que de trois paramétres et se réécrit?® :

S, — eiid) V 1-— R2 —1 R eia
= DRew o

Comme nous avons imposé la phase des modes libres incidents par les relations (1.58) et
(1.59), la phase globale ¢ est donnée de maniére univoque. Par exemple, dans le modéle
de Davies-Fulling pour un miroir totalement réfléchissant, cette valeur est fixée & ¢ =
/2, Y. De plus, on décrit la diffusion par de tels miroirs en imposant R = 1, VY (ce qui
est cohérent avec l'interprétation de R que nous avons soulignée auparavant) ainsi que
0 = 2pp A, voir Eq.(1.65).

Afin de décrire complétement la diffusion par un miroir partiellement réfléchissant,
nous devons traiter particules et anti-particules simultanément. Pour ce faire, nous allons

considérer les vecteurs & quatre composantes ay™" et a{>™" définis comme suit :

(1.71)

aU,in aU,out
A A
aV,in aV,aut
i __ A wout A
axy = | Ut | 0 W T | pUeutt | - (1.72)
A A
Viin t V,out t
by by

Comme nous travaillons avec un champ chargé, les modes associés a biT peuvent ne pas
étre les complexes conjugués de ceux associés® a a}. Ainsi, nous noterons d’une barre
les modes @} associés aux anti-particules. Dans ces conditions, les vecteurs de modes
correspondants a (1.72) sont :

Uyjn U,out
i Viou
g ,0U
piin P p.out @
© - -U,in * » P - -U,out * - (173)

2 P

—Vyn % —V,out *
A L0

En notant Sy (R, ®, ) la matrice de diffusion des “anti-modes” @y, les vecteurs goi’,m et

t 2
o sont reliés par :

(Pl)\taout _ S)‘“; SDK,'m ’ (174)

puisqu’on trouve : ’ '
(Orimrelay ™ (@ fadot) afm ol ) = s .

En termes optiques, les coeflicients s et R sont donc les coefficients de transmission et de réflexion du
miroir. Remarquons que si l'on avait calculé le nombre d’anti-particules (b&"’“t), on aurait trouvé un
résultat nul. En effet, la matrice de diffusion étant & fréquence propre fixe, elle ne mélange a fortiori pas
les fréquences positives et négatives. Ainsi, 4 ’aide de la relation s? + R? = 1, on trouve que la diffusion
dans le référentiel propre conserve la charge et le nombre de particules.

20 A partir des coefficients de cette matrice on peut calculer explicitement la force exercée sur le miroir
lorsqu’il forme, avec un second miroir identique, une cavité de Casimir de largeur L, voir [69] :

Y R2(X) (R?(X) + cos(2AL))
F= /0 dA N RI(\) + 2R2(\) cos(AL) + 1

21(est le cas, par exemple, d’un tel champ interagissant avec le champ électromagnétique, voir Sect.
1.3 dans [32].



ou la répétition des fréquences continues A, \' implique leur intégration sur I'axe réel
positif, et celle des indices discrets p, v, leur sommation sur les quatre valeurs (particule
U, particule V, anti-particule U, anti-particule V). La matrice (4 x 4) S, est donnée
par :

nf Sy 0
Swzé()\—)\)( oA Si) . (1.75)

Cette matrice nous permet de donner les relations analogues a (1.34) entre opérateurs
d’annihilation propres :

7,in i,0ut z out]L
U/)\ —Oé/\/)\ CI,/\/ +ﬁAIA
: (1.76)
V,in _ ’L] 1,0ut z ;out 1
b)\ Q) b + ﬁ/\’/\ N

ol les coefficients de Bogoliubov sont directement reliés aux éléments de la matrice Sy
par :

oy = [a§", 3™ = (&), ™) = 53 (1.77a)
@Z)\J,\I = [b;,"m’ bz ,out T] (Spg\,l'm’ (pz)‘out) S;/—\f;Qj—}-Z * ’ (177b)
;\],\' = [CLZ ,out bj,m] — (Spf\,’m’ sz)\out *) — S;/{[—k?* ’ (177C)
)\)\' = [bz out’ &Im] — ( g\’m’ 7z)\out*) _ S;;;Zj (177(1)

Comme la matrice Sy est diagonale par blocs, voir (1.75), et conformément & ce que nous
annoncions & la fin de la section précédente, tous les coefficients Sy sont nuls. Notons
que, pour la méme raison, ’hypothése d’unitarité contraint les sous-matrices Sy et Sy
séparément. De plus, en toute généralité, S,y satisfait a cette hypothése dans le sens
suivant :

(SHR®, S¥h, = 6(A — N') 6m+" . (1.78)

Ainsi, nous avons réussi a traduire les propriétés optiques d’un miroir partiellement
transparent dans une matrice simple exprimée a ’aide des modes propres de la trajectoire.
Cette matrice posséde les propriétés suivantes :

— elle est diagonale par blocs, voir I’'Eq.(1.75), i.e. ses coefficients 3 sont tous nuls,

— elle est diagonale en fréquence, i.e. ses coefficients « sont de la forme (A — X')a,

— elle mélange les indices U et V' afin de traduire I’absence de réflectivité totale.

1.2.3 Les coefficients de Bogoliubov

La derniére étape consiste donc & prendre en compte les effets de la trajectoire. Ceci
va nous permettre en particulier de décrire ’éventuelle création de paires, i.e. ’émergence
de coefficients 3, non nuls. Prendre en compte ces effets équivaut a trouver la relation
entre la matrice Syy et Sk, la matrice des coefficients de Bogoliubov reliant les modes
de Minkowski entrants et sortants. Pour ce faire, il nous faut remarquer que ces deux
matrices sont liées par celle qui permet d’exprimer les modes libres de Minkowski ¢} en
fonction des modes propres de la trajectoire ¢¥ :

@ = Bexex - (1.79)



Les éléments de B sont de nature purement cinématique dans le sens ou ils ne tiennent
pas compte des propriétés optiques du miroir mais uniquement de sa trajectoire. Ainsi,
on obtient directement :

( (©¥, ¢Y) 0 — (¥, oF) 0
Bk)\ — UOU (QO}\/,QDI‘C/) UO v _(pr*ﬂpl‘c/)
(¥, o) va — (% *, 01 %) VO y
\ 0 (X o8 ™) 0 —(ox 508 ")
(o 0 B 0
_ 0 oy 0 o
0 BYW 0 alyr

Comme By, relie des modes libres, i.e. non diffusés, ses éléments sont indépendants de la
charge de la particule. cela signifie par exemple que Bi; = o/ = af = B3*. La méme
égalité s’applique également a oy, By et BYV.

Plus important encore, la relation (1.79) reliant des modes non diffusés, elle est donc
tout autant valide entre les modes entrants de Minkowski et les modes propres entrants
qu’entre les modes sortants de Minkowski et les modes propres sortants. Ainsi, on peut

écrire les deux relations :

o5 = BA (151
(,OZ,OUt — Bll:i(pizout , (1.81b)

N _ 7 . . .. 4
ol (B;,5,)"* est la matrice inverse de Bjy au sens matriciel usuel. Elle est donnée par :

al[c])\U * ‘9V - I[c])\U * (‘]/V
0 oLy * 0 — *
Bl = kA kA ) 1.82
kX _BIICJ)\U 0 allchU 0 ( )
0 -ByY 0 ayy

Notons qu’en inspectant (1.75) et (1.80), il est évident que B et S différent en tout point.
En effet, a part pour le cas trivial d’une trajectoire inertielle, B :

— n’est pas diagonale par blocs, i.e. ses coefficients S différent de zéro,

— n’est pas diagonale en fréquence,

— ne mélange pas les indices U et V .

Gréace a ces deux matrices, nous sommes désormais capables de relier les modes en-
trants et sortants de Minkowski, en généralisant ce que le modéle de Davies-Fulling ex-
primait dans les Eqgs.(1.17),(1.51) et (1.52). Ainsi, la relation :

ot =S o™ (1.83)
définit la matrice S, donnée par le produit suivant :
Sir = Bos S (B ™) (1.84)

Afin d’isoler la partie triviale qui correspond & un miroir totalement transparent (et
également afin d’obtenir des expressions qui sont facilement comparables avec celles que



nous obtiendrons avec un traitement perturbatif), nous allons représenter les coefficients
de Bogoliubov en termes des matrices de transfert T et T,, définies comme suit :

Sy=1—iTy et Sy =1—:iT, . (1.85)
On obtient :
Sk =(ep gl
—(,L/UU 5(w . k) o z( UU TUU a/(g]/\[]* + ﬁUU* TUU* IZ\U) , (1.86&)
St =™, ol “”)
—O!g,:/— ( TUV VV* ﬁUU* UV* IE//\V)’ (1.86b)
Sor=—(op m*,soff ”“t)
— gkU* — ( TUU ﬁUU* ,BUU* TUU* a,(cf){]) , (1.86(:)
St =~ (gl U °“t)
u[IJkV* — Z( T){]V ﬁVV* ﬁUU* UV* ’\c/;/) , (1.86(1)

ainsi que des relations similaires pour les autres composants.
Nous avons donc obtenu ce que nous cherchions, a savoir I’expression reliant les modes
de Minkowski sortants et entrants, en fonction :
— des matrices Ty et T, évaluées dans le référentiel propre de la trajectoire et tra-
duisant uniquement les propriétés optiques du miroir,
— et de la matrice B, reliant les modes propres aux modes de Minkowski, et qui ne
dépend que de la cinématique de la trajectoire.
Ce résultat est trés important dans la mesure oi, comme nous le savons déja, la totalité
des propriétés de la diffusion est incluse dans la donnée des coefficients de Bogoluibov.
Remarque. Les coefficients de Bogoliubov ainsi obtenus recélent ces deux informations.
Ils obéissent & des relations de complétude qui généralisent les Eqs.(1.16). Comme les coef-
ficients relatifs aux particules peuvent différer de ceux correspondants aux anti-particules,
les relations de complétude sont plus nombreuses :

aldy s — B Bk =0 6(w —w') (1.87a)
543;: al — B BT =0"6(w — w') (1.87b)
awk alyt — By Bopr =0T 8(k — '), (1.87¢)
gy, G’ — Bl Buop" =0 8(k — k') , (1.87d)
ady Bt — B ani =0, (1.87e)

o B — B al =0 (1.87f)

1.3 Théorie de la matrice S

Avant de nous intéresser, dans la prochaine section, aux liens entre les coefficients de
Bogoliubov et le flux d’énergie émise, nous allons achever maintenant la description de la
diffusion, en reliant les matrices Syy et S, qui agissent linéairement sur les opérateurs
entrants et sortants, a la matrice conventionnelle de diffusion S , agissant sur l’espace de
Fock des états a plusieurs particules.



Par définition|68|, Popérateur unitaire S relie les états et opérateurs entrants et sor-
tants de la maniére suivante :

|0prop1"e> S|Ogo)1;z€pre> (188&)

af\”“t 5'7 ”"S b“’“” Silbi’i“g, (1.88b)
|om>=s 0wty (1.88¢)

ot =87 S e = 5T S (1.884)

Il est important de noter que S décrit aussi bien la diffusion des états propres (voir
(1.88a) et (1.88b)) que celle des états de Minkowski (voir (1.88c) et (1.88d)). En effet,
la matrice S contient toute I'information relative a la diffusion des quanta par le miroir,
indépendamment de la base choisie. Ainsi, en tant qu’opérateur, S doit pouvoir s’exprimer
comme une fonctionnelle des opérateurs d’annihilation et de création propres ainsi que
comme une fonctionnelle de leurs analogues de Minkowski.

Intéressons-nous d’abord aux opérateurs propres. En termes des ay, by, S doit contenir
la méme information que la matrice de diffusion S,y , en particulier la donnée des six
paramétres R, R, ¢, ¢, 0, . Par analogie avec la théorie des états comprimés|70], la linéarité
des transformations de Bogoliubov nous apprend que S est I’exponentielle d’une forme
quadratique. De plus, compte-tenu de la diagonalité par blocs de Sy, cette forme ne doit
pas mélanger les fréquences positives (a) et négatives (b). Cette prescription équivaut au
fait que Zpropre = <0§%pre‘0$0pre> soit réduit a une phase. Enfin, comme Sy et S, décrivent
une diffusion stationnaire, i.e. & A fixée, il en est de méme pour la forme quadratique.
Ainsi on peut naturellement poser :

[ iin _jant Jint z in —z] 7,4m 17,00t Jan T 14,0
. s (@™ o™+ all 57,(bY b7 + b] by }
S =e 2{ AN ( A A ) AN ( ) ’ (189)

ol
s9, = S(A=X)sT(R,$,0), et 59, =60\—=N)5Y(R,0) . (1.90)

Compte-tenu de la forme de S donnée ci-dessus, ’algébre usuelle fournit la formule sui-
vante :
é_l ,in Sv _in 1 j,m 7t 1 ],m Jl I 1 Jin gl lm mi 1.91
Qay = a, 1' 5% S)\/)\+ 5 CXS)")‘ 3'CLC/ SCIC C)\/S)\/)\+ ( 9 )
Ainsi, a partir des Eqs.(1.88b), la matrice s se trouve complétement déterminée, et I’on
obtient en toute généralité :

_ Y o) Arcsin(R) €%
swo= 0(A—X) ( Arcsin(R) e~ 0 ’
et Sy = S)v (R, 9_, d_)) , (1.92)

Afin de faciliter ’expression de la matrice S en fonction des opérateurs de Minkowski,
réécrivons ’expression précédente avec les vecteurs définis en (1.72). On a directement :

. s yin au’znf+auznf Lyin ij
{/\,\( A ay™)} (s,w 0 ) (1.93)

AN
S = avec (shy) = _ij
0 SAAI



Pour pouvoir exprimer S en fonction des opérateurs de Minkowski, il ne nous reste plus
qu’a relier ces derniers aux opérateurs propres. Les Eqs.(1.81) fournissent les relations
suivantes :

u,m B“ 7 u Jin , (1.94a)
a;:mT Z/K/* (Lk,’mT (1.94b)
Ainsi on obtient :
u' ,m v int 1/ gnt  u'an
. Sy / +a a "
G { b (al ™ ay .l avec sy = BiF s By . (1.95)

Le fait que sgk'f’ mélange les fréquences positives et négatives de Minkowski par le biais
de la matrice B permet de retrouver I’éventuelle instabilité du vide traduite par :

2] = [(0"|o')[ < 1. (1.96)

Résumons. Formellement, S fournit toutes les réponses concernant la diffusion des
états asymptotiques. La possible désintégration du vide est traduite par la valeur de :

Z = (0" S |0 . (1.97)

L’amplitude de probabilité pour qu'un seul quantum initial de fréquence k soit diffusé en
un seul quantum final de fréquence w, donnée en (1.45), s’exprime :

(07 aial™ 0™) = (0™|al™ S af™ T0™) = Z () - (1.98)

Enfin, la probabilité de trouver une paire de quanta out de fréquences w,w’ en partant du
vide in, donnée en (1.46), vaut :

(0l b0y = (0a b S |07 = ~Z Bl (e )i (1.99)
(pas de sommation sur i, j).

Comment les résultats précédents fournissent-ils une interprétation physique aux co-
efficients de Bogoliubov définis en (1.86) ? La réponse est quasi immédiate. A partir de
ces équations, on peut écrire schématiquement que a« = 1 — T et § = —iT. Ainsi, au
premier ordre de la matrice de transfert T, on a o' ~ 1+¢T. Dans cette approximation,
o multiplié par Z donne I'amplitude de diffusion d’une particule et 5 multiplié par Z
donne celle de la création de paire. Cette interprétation se verra confirmée lorsque nous
étudierons la radiation du miroir en théorie de perturbation. (Nous verrons également
que la division par Z s’interpréte comme le choix de la fonctionnelle génératrice propre,
i.e. par la suppression des diagrammes non connexes dans le développement perturbatif
en puissances de la constante de couplage. De méme, nous constaterons que la matrice S
équivaut a 'opérateur d’évolution 7" eFint))

Bien évidemment, I'interprétation des coefficients de Bogoliubov que nous venons de
donner n’a plus lieu d’étre lorsqu’on prend en compte les termes d’ordre supérieur en T.
C’est précisément le cas pour des miroirs totalement réfléchissants. Cependant, pour de
tels miroirs, le modéle de Davies-Fulling est tout de méme décrit par la matrice s suivante :

T 1 e2ipor _
sPI = 5 S(A=X) ( otipd 1 ) =50 (1.100)

Ainsi, bien que le systéme considéré découple totalement les configurations qui résident de
part et d’autre du miroir, la matrice S formée a partir (1.100) a la propriété de traiter la
diffusion des deux cotés simultanément. Au passage, on retrouve ici le fait que le modéle
de Davies-Fulling traite particules et anti-particules similairement.



1.4 Flux de particules - Energie

Nous avons désormais une parfaite connaissance des coefficients de Bogoliubov par le
biais des Eqs.(1.86) et (1.87). De plus, nous savons qu’ils permettent, en particulier grace
as , de calculer les valeurs moyennes de tous les opérateurs. Nous pouvons donc chercher
a exprimer la densité d’énergie du flux de radiation émis par un miroir en mouvement.

1.4.1 Le flux en termes des coefficients de Bogoliubov

Ce flux se sépare en deux canaux, gaucher et droitier, correspondant naturellement
aux directions des particules non massives diffusées ou créées par le miroir. Dans la suite,
nous allons nous intéresser exclusivement au flux des quanta droitiers, noté Ty . L’opéra-
teur hermitien correspondant s’exprime en fonction du champ de radiation de la maniére
suivante :

La symeétrisation est due au fait que le champ est chargé et que I’on désire que I'opérateur
“flux” traite les particules et les anti-particules similairement. Par la suite, nous allons nous
intéresser principalement aux processus d’émission spontanée, c¢’est-a-dire a la radiation
reque sur 7, et émise par un miroir quand P’état initial est le vide |0") (dans le deuxiéme
Chapitre, nous étudierons la réponse de Tyy quand le miroir est plongé dans un bain
thermique). L’expression que nous allons étudier est la suivante :

(Tyu (U)) = (0" Tyy (U)|0™) = (07| Tyy (U)[0°) (1.102)

La soustraction de la valeur moyenne du flux dans le vide sortant |0°“*) a pour but
d’enlever 1’énergie (infinie) de point zéro. Cette énergie est précisément celle que contient
le champ de radiation dans le vide de Minkowski, en 1’absence de tout miroir. Ainsi, en
la soustrayant, nous ne gardons que la partie du flux directement due au processus de
diffusion.

Comme la valeur moyenne de Ty est calculée sur 7, ;{ , les modes out sont les modes de
Minkowski définis en (1.11). Le calcul du deuxiéme terme de I’'Eq.(1.102) est donc trivial
et conduit a un résultat divergent qui s’exprime ainsi :

[ .,
Y eI (1 — ) (1.103)
m

(09 Toygs (U) 090 = 2 / / dw o
0

Le premier terme de I’'Eq.(1.102), quant & lui, s’obtient en exprimant les modes in en
fonction des modes out par le biais de la matrice S, donnée en (1.86). En utilisant les
expressions (1.87a) et (1.87b) pour réécrire le terme d(w — w') dans (0°|Ty|0°%), la
soustraction des deux valeurs moyennes permet d’obtenir I’expression suivante :

<TUU> — <TUU)particule + <TUU>anti—particule ’ (1104)
ou
. S !
(Typyrrete = Re[ 3 / / dw dw' = (1.105)
m
j=uy V0

|:ei(w’w)U <A dk_ Bg]g* ﬁ:{f;) _{_efi(w’—{—w)U (A dk O—!gz* Bg;jk)]:| :



est le flux porté par les particules. Le flux porté par les anti-particules (T} )*"Porticule

est obtenu par une expression similaire oil les coefficients @, 8 sont remplacés par o, 5. Re-
marquons que comme ’opérateur Ty est hermitien, il est naturel que sa valeur moyenne
soit réelle.

Il existe une autre maniére d’exprimer le flux émis. En effet, (Tyy) peut également
s’écrire :

I 1
(Tyv) = (Tvv) + (Tvv) ™, (1.106)

ou

o S
(Tyo)' = Z // dw dw'’ _;Tw e~ W)U
0

=U,v

[( / " dk 555*&3%;) + ( / " dk BY *ﬁﬁiﬂ . (107)
0 0

/ / Oodw dw’ _“"“"efi(w'w)v
o Jo 2T

[(/ ak i )+(/ dka)” (1.108)

Cette réécriture permet d’isoler les termes du flux qui conduisent a I’énergie totale émise
vers Jp

et <TUU>II = Re{

-0

En effet, comme l'intégration du terme e~#“'*“)V dans (TUU)H conduit a la distribution

d(w + w') portant sur les fréquences positives w, w', on voit clairement que la partie /7 du
flux ne contribue pas a (Hy).

Par conséquent, c’est (TUU)I qui détermine complétement 1’énergie totale :
+oo 00 o] 2
Hy= [ AU (T) = / wo 3 / dk ( +
0 v o
o0

Uj aUj
60.119 ﬂwk

2) (1.110)

—0oQ

= / dw w (NY) . (1.111)
0
Dans la deuxiéme égalité, nous soulignons le fait que I’énergie totale émise s’exprime
uniquement & partir des coefficients 5 qui traduisent la création de paires, et ceci au
travers du nombre de (anti-)particules out trouvées a partir du vide in, voir (1.40). De
plus, ces expressions permettent d’affirmer que I’énergie totale émise est positive dans
tous les cas, et qu’elle n’est nulle que quand tous les coefficients 3 le sont. Quant au flux,
les Eqgs.(1.105) ou (1.107) et (1.108) montrent qu’il s’annule si tous les coefficients 5 valent
0. Cependant, rien ne prouve que l'implication inverse est vraie.

1.4.2 Lien avec le modéle de Davies-Fulling

On peut également noter que des résultats analogues a ce que nous venons d’exposer
auraient pu étre obtenus pour un miroir totalement réfléchissant dés la premiére section



de ce Chapitre. Comme nous 'avons déja dit, le modéle de Davies-Fulling ne différencie
pas les particules des anti-particules. Dans ce cas, les deux termes de I’Eq.(1.104) sont
égaux. De plus, tous les coefficients de Bogoliubov & indice supérieur UU sont nuls. En
faisant le calcul directement, on aurait obtenu :

(Tyw)pp = 2Re[ / /0 oodwdw’\/w—w, (1.112)

[e—i(w’—w)U (/ dk UV* g[\g) +e—i(w'+w)U (/ dk & UV* g"k/):|:| ’
0 0

o @7V et BUY sont les coefficients calculés pour un miroir totalement réfléchissant et
dont la valeur exacte est donnée par les Egs.(1.14) et (1.15).

Pour une trajectoire fixée, peut-on relier simplement le flux émis par un miroir par-
tiellement transparent a celui obtenu dans le modéle de Davies-Fulling? En général, ce
n’est pas le cas. Cependant, plagons-nous dans le cas particulier o la diffusion par un
tel miroir ne dépend ni de la charge, ni de I’énergie de la particule. Le fait que la charge
n’influe pas la diffusion implique que les deux matrices-blocs qui forment Sy, dans (1.75)
soient identiques. Ainsi, on a les égalités suivantes R = R, ¢ = —¢ et § = —0. Le fait
que ’énergie ne modifie pas la diffusion conduit & ce que R et ¢ soient indépendants??
de \. Ces conditions (restrictives) permettent de déduire plusieurs renseignements sur les
coefficients de Bogoliubov. Pour ce faire, il est nécessaire d’utiliser les relations d’unitarité
issues de la matrice B données dans I’Appendice C. Avec la relation (C.1d), 1’équation
(1.86¢) donne directement S5 = 0, tout comme pour le modéle de Davies-Fulling pour
lequel les coefficients de transmittivité sont nuls. Ainsi, seuls les coefficients qui traduisent
la réflexion, i.e. & indice UV, subsistent dans 1’expression de (Tyy), voir (1.105). De plus,
comme I’élément anti-diagonal de la matrice de transfert est donné par TVV = —Re#09)
les relations (C.1a) et (C.1b) permettent d’écrire |BLY| = R|BYY| et |alY| = \akk,|
Ainsi, la valeur moyenne du flux émis vaut :

(Tyv) = R? (Tvv) pr - (1.113)

Un calcul analogue montrerait naturellement que le reste de 1’énergie est portée par le
flux des (anti-)particules gaucheéres, i.e. (Tyy) = (1 — R?) (Tyy) pp- Ainsi, dans cette
configuration, la conservation de I’énergie selon les modes transmis et réfléchis s’exprime
trés simplement. Bien évidemment, quand la diffusion des particules propres est sensible,
par exemple, & leur énergie, le lien entre le flux et son analogue de Davies-Fulling devient
a priori impossible.

1.5 Formulation locale et trajectoires particuliéres

Dans cette section, nous revenons au cas des miroirs totalement réfléchissants. Notre
but est de montrer que la valeur moyenne du flux émis peut étre écrite sans recourir aux
coefficients de Bogoliubov, et de maniére locale. Ne pas faire intervenir ces coefficients
revient & mettre de coté 'aspect “particulaire” du flux. De plus, la possibilité d’une telle
réécriture se trouve confortée a priori par le fait que la valeur de (Tyy), c’est-a-dire la

22Nous verrons dans le Chapitre suivant que lorsque le terme perturbatif du Lagrangien est indépendant
du temps et respecte la symétrie U (1), ces conditions sont automatiquement remplies.



valeur moyenne d’un opérateur local dans un état initialement préparé sur J—, est indé-
pendante du choix de la base out. Enfin, cette seconde formulation permet de distinguer
quelques trajectoires aux propriétés particuliérement intéressantes. Comme nous 1’avons
remarqué en Introduction, la représentation globale du flux en termes de particules est
possible parce que nous travaillons en espace-temps plat. Au contraire, la représentation
locale en termes des fonctions de Wightman que nous allons présenter peut également
s’obtenir pour un espace-temps courbe.

1.5.1 Le flux en termes des fonctions de Wightman

L’outil que nous allons utiliser est la fonction?® de Green-Wightman a deux points
évaluée respectivement dans les vides in et out :

w™U,Vv;U', V') (0| @1(U, V) ®(U', V') |0 | (1.114)
WU, VU V) = (00 T (U, V) &U', V') [0°uF) . (1.115)

A droite du miroir, en développant le champ ®% sur les bases in et out, voir (1.33), on
obtient :

wnU,v;U V') = / dk o "™(U, V) o (U, V'), (1.116)
0

weu, v, U, v = / dw P (U, V) Pt (U, V') . (1.117)
0

Notons qu’au travers de la définition des modes entrants et sortants, Eqs.(1.9) et (1.12),
les fonctions de Wightman ainsi exprimées sont implicitement nulles & gauche du miroir,
c’est-a-dire pour V < V(U) ou V' < V4(U’). A l'aide de la relation formelle :

Fol ia _ g :
/0 dk 7€ = —ll_r%ln (A —ie) (1.118)

les fonctions de Wightman se réécrivent :

WULVULVY) = = OV = Va(U)O(V — Va(U')
x lim In (V =V'—ie)(Va(U) — Va(U') — ie)
tugl <(V VT — 0 (Va0 — V' = i€)> , (1.119)

1
WOUt(U, V, UI, VI) — _EG(V — ‘/cl(U))@(VI — ‘/cl(Ul))

(U -U' - Ze)(Ucl(V) - Ucl(vl) — ’LG)

x lim In (

e—0

Remarque. En inspectant (1.118), on comprend que le signe de la prescription ie n’est
pas fortuit. En effet, il est rigoureusement lié au fait que seules des fréquences positives
interviennent dans I’expression des fonctions de Wightman. Cette propriété sera d’une
importance capitale lorsque nous regarderons des quantités intégrées.

23Comme nous travaillons de nouveau dans le cadre du modéle de Davies-Fulling, particules et anti-
particules contribuent de maniére égale. Ainsi nous n’avons pas besoin de recourir & une seconde fonction
ot ® et &' sont échangés dans les Eqs.(1.114) et (1.115).



A partir de ces fonctions, la valeur moyenne du flux®* sur J; s’exprime de la maniére
suivante :

<TUU(U)> = 2UllmU [ 8U8U/ W Z"(U’ V = +00; U" V! = -|-oo)
'—
— Oy Oy W (U, V = +oo; U', V' = +00) ] , (1.121)

ou le facteur 2 traduit la prise en compte simultanée des particules et des anti-particules.
A Taide des Eqs.(1.119) et (1.120), on trouve :

1
(Tyy(U)) = _%Ul}mUaUaU, [In (Vo (U) = Vu(U')) — In (U = U")] (1.122)
_ L (V" dvcl o
= = (dU> o (1.123)
1 d2Vl dVl ’ dQVl dvl -
= - a = = (1.124
247 <dU2)<dU> T (dU2><dU> (1.124)

On a donc réussi a obtenir une formulation de (Tyy) qui posséde la caractéristique d’étre
locale et de ne s’exprimer qu’a partir de la trajectoire et de ses dérivées. L'Eq.(1.124)
posséde une structure similaire a I’expression du flux que nous avions en (1.106). En effet,
le premier terme, une fois intégré sur U, fournit une énergie positive et le deuxiéme, étant
une dérivée, inteégre & 0 quand la trajectoire est asymptotiquement inertielle.

Une seconde et fondamentale propriété de cette formulation est qu’elle contient expli-
citement la notion de causalité. En effet, afin que cette expression ait mathématiquement
un sens, il est nécessaire que U fasse partie du support de V;. En terme de diffusion de
quanta, cela signifie que le flux de particules droitiéres doit étre évalué dans le futur de
la trajectoire : le miroir n’émet aucun flux d’énergie en dehors du cone de lumiére de sa
trajectoire.

Remarque. On est en droit de se demander si une expression similaire peut étre obtenue
pour des miroirs partiellement réfléchissants. En toute généralité, cela est impossible. En
effet, pour une matrice de transfert quelconque, les éléments de T, dépendent de la
fréquence propre d’une maniére non triviale. Ainsi, quand on évalue les coefficients de
Bogoliubov (1.86), la structure de T, se mélange a celle des coefficients cinématiques
Qg Bea lors de D'intégration sur A. Dans ce cas, on perd en général la possibilité de
réexprimer les flux en termes des dérivées multiples de la trajectoire. Cependant, comme
nous ’avons vu en (1.113), lorsque la diffusion ne dépend que des propriétés cinématiques
des particules mises en jeu, le flux obtenu est proportionnel & celui de Davies-Fulling.
Ainsi, dans ce cas, peut-on de nouveau ’exprimer de maniére locale. Cette propriété peut
étre étendue A certains miroirs partiellement transparent dont les matrices de transfert
sont non triviales. Une condition nécessaire est que le développement en puissances de A
des éléments de T, soit fini.

2411 est intéressant de noter que I'on peut calculer la valeur moyenne du flux (1.121) sur toutes les
hypersurfaces & temps avancé V constant, et non pas uniquement sur .7, }J{ (= V = 400). Le résultat ne
dépend a priori pas de la valeur de V. Cependant, la réflectivité totale du miroir et le choix d’étudier la
radiation & droite de la trajectoire imposent une limitation causale & la région de ’espace-temps ot cette
expression est valide. Si I'on choisit 'hypersurface (75, son cone passé englobe la trajectoire : 'Eq.(1.121)
est donc valide pour toutes les valeurs de U. Au contraire, si ’on choisit de remplacer V' = 400 par
V = Vb dans (1.121), Pexpression n’est plus valide que pour U < Ug(Vh).



A partir de I'expression du flux en tant que fonctionnelle de la trajectoire, nous nous
proposons maintenant d’identifier quelques classes de trajectoires particuliéres.

1.5.2 Trajectoires particuliéres
Trajectoires inertielles

Tout d’abord, les expression précédentes permettent de retrouver trivialement le fait
qu’un miroir inertiel ne rayonne pas. En introduisant la trajectoire V,(U) = |£|(U—Uy)+ Vs
dans les expressions (1.123) ou (1.124), on trouve évidemment (T (U)) = 0. Ce résultat
concorde avec ce qu’on aurait obtenu & partir de la formulation “particulaire” du flux,
voir Eq.(1.112), puisque les trajectoires inertielles engendrent des coefficients 5 tous nuls.
Ceci nous confirme I'idée suivante : le fait d’avoir un flux rayonné non nul provient du
caractére non adiabatique de la diffusion, 7.e. de ’accélération de la trajectoire traduite
par d?V, /dU? # 0. En effet, (le carré de) Paccélération en chaque point d’une trajectoire
quelconque est donnée par :

, 1 (flx]/;,)? d (/ava\ 2\
2(U) = ZW - (@ ((dU) )) . (1.125)
U

Trajectoires 4 flux constant

Guidés par ’analogie avec la radiation de Hawking, cherchons les trajectoires qui
engendrent un flux constant non nul. En partant de I’'Eq.(1.123), on trouve facilement la
forme générale des trajectoires qui engendrent un flux dont la densité vaut Q% # 0. Elle
est donnée par l'intégrale suivante :

U
1
02 Q _ lr/
(Tvv) =0 = Vi U) = /d (Aeﬂ/_emejLBe\/enQU')z' (1.126)

La trajectoire étant supposée croissante, cela revient & imposer I'inégalité AB > 0. Si A =
B =0, on trouve les trajectoires de genre lumiére qui engendrent un flux nul. Si A # 0,

I'intégration de (1.126) conduit aux trajectoires VSH(U) = Vo+ QJ%QA (Aef%/%ﬂUjLB)Z' Elles

. . _ —_ . .+ . _ _ 1 +
ont pour origine V' = Vj sur J5 et arrivent en 7" si B = 0,ouen V = ‘/0—1-72\/@91432 sur J;
e—WoErQU

si B#0.S1 A=0et B#0, on obtient V}(U) =V, — SJemnps- Ces trajectoires partent
toutes de i~ et arrivent en V = V; sur JEL . Dans cette classe, se trouve la trajectoire
utilisée en (1.49), lorsqu’on impose V5 = 0. Un miroir suivant cette trajectoire rayonne
donc un flux constant :

Va(U) = -kt e = (Tyy) = k*/9%6m . (1.127)

La trajectoire qui fournit un flux stationnaire, comme celui de Hawking, est donc celle
que nous avions supposée en début de Chapitre, voir (1.28). Inspectons plus précisément
cette trajectoire ainsi que la radiation qu’elle engendre.



A Taide des Eqs.(1.54),(1.55) et (1.56), la trajectoire est paramétrée par son temps
propre de la maniére suivante :

2
_ 9 _

VT €] —o00,m) , Val(r) = —M et Uy(r) = - ln(—w) . (1.128)

Ainsi, le carré de ’accélération est-il donné par :
S
V1 €]l —oo,m) , d*(1) = - 5 d7'2u , (1.129)
- L L am=fevr vu. @30
(1 —79)? 2 ’

Une remarque peut sembler utile. Nous avons vu que les trajectoires a accélération nulle
n’engendrent pas de radiation. Nous en avons déduit que ’accélération était la cause de
non adiabaticité nécessaire a la présence de cette radiation. Cependant, bien que relative-
ment simples, les Eqs.(1.123) et (1.124) reliant fonctionnellement le flux émis a I’expres-
sion de la trajectoire ne fournissent pas de lien direct entre (Ty(U)) et a(U) donnée par
(1.125). La trajectoire (1.127) illustre précisément cet état de fait. En effet, ’accélération
de cette trajectoire est nulle dans le passé asymptotique et croit exponentiellement avec
U, voir ’Eq.(1.130), et cependant, le flux est stationnaire, i.e. (Iyy(U)) = este ,VU. La
prochaine section, qui concerne les trajectoires a accélération constante, illustrera éga-
lement le fait que, s’il est fondamental, le lien entre accélération et flux émis n’est pas
trivial.

Une seconde propriété de cette trajectoire provient de la valeur de ses coefficients de
Bogoliubov. En injectant (1.49) dans ’Eq.(1.15), on obtient :

k
1 +o0 iwlU —i—e "V
vy o L E/ dU e p
2rV k J_o
T w

w
11 [w —=— w. (k\'%
= — 2. ]fe¢ 2k T(=iD) [2) " 1.131
2%/{\/26 I( ZI{) (/{) (1.131)
A Taide de ces coefficients et de la relation :
2 1
*(iz) = [(~iz) = T (1.132)

z(e™ — e~™) ['(iz) ’

on peut calculer le nombre de quanta out de fréquences comprises dans I'intervalle [w, w +
dw] créés a partir de quanta in résidant dans l'intervalle [k, k + dk] :

ny(k) dkdw = |BY|" dk dw (1.133)
1 1

= dk d 1.134

2nkk e2mw/k — 1 W (1.134)

c’est-a-dire une distribution de Planck a la température x/27. Ainsi, en notant la parfaite
analogie avec les relations obtenues pour la radiation de Hawking, on retrouve le fait que
le flux émis vers la droite est non seulement stationnaire :

(Tyy(U)) = hk?c* /96T | (1.135)



mais aussi thermique, avec une température donnée par :
kgT = he/2mc . (1.136)

Nous avons remis ici les constantes fondamentales pour bien insister sur le fait que les
deux propriétés de stationnarité et de thermicité illustrent des phénoménes de nature
purement quantique.

Remarque. Un flux constant implique bien évidemment une énergie totale émise infinie.
A partir de la formulation locale on trouve que I’énergie totale émise par un tel miroir
diverge comme (Hy) = % O, ol ® — +o0 est le temps?® pendant lequel le champ
interagit avec le miroir. Similairement, grace au calcul des coefficients de Bogoliubov et a

la relation :
[e’s) 2
/ dop —— =" (1.137)
0

er —1 6’

la densité d’énergie totale émise par unité de fréquence in vaut :

hU(k)EQ/Ooodwwnw(k) L &

Ainsi, (Hy) diverge-t-elle aussi en fonction des cut-off infra-rouge et ultra-violet selon?®
<HU> = ﬁ ln(kUv/k[R).

On peut voir, par ces deux formulations de la divergence de ’énergie, que les expres-
sions locales et particulaires du flux, si elles donnent des résultats concordants, ne sont pas
trivialement reliées I'une a I'autre. L’exemple de trajectoire qui va suivre pousse plus loin
encore le désaccord entre ces deux types d’expression, révélant les faiblesses du modéle
tout entier.

Trajectoires uniformément accélérées

La classe des trajectoires qui engendrent un flux nul contient les trajectoires iner-
tielles mais ne se limite pas a elles. Précisément, de telles trajectoires annulent le terme

AV \ ~1/2
0% < d;) dans (1.123) pour toutes les valeurs de U. Une intégration triviale nous
27 .

permet d’écrire leur forme générale”’ :
_AU+B

acc
25La nature de cette divergence est juste une indication. En effet, le modéle (méme généralisé) de Davies-
Fulling ne permet pas de controler la durée de l'interaction entre le miroir et le champ de radiation. C’est
précisément cette possibilité qu’apportera le modéle Lagrangien que nous développerons dans le Chapitre
suivant.
Remarque. Le temps indiqué ici © est un temps de Minkowski AU = U, — U;. En terme de temps
propre, l'intervalle A7 = 75 — 71 est donné par la relation suivante :

(1.139)

Ar = é e (U2+U1)/4 sinh(kAU/4) .
K

26La relation générique entre le temps d’interaction et les cut-offs fréquentiels KO oc In(kyv /krg) sera
retrouvée lorsque nous utiliserons le modeéle Lagrangien dans le troisiéme Chapitre pour la trajectoire
uniformément accélérée, cf Eqgs.(3.24) et (3.51).

27... appelée mathématiquement “transformation de Mdbius”.



On retrouve les trajectoires inertielles quand C' = 0, et comme nous les avons déja étudiées,
nous allons supposer dans la suite que C' # 0. De plus, sans restreindre la généralité de
cette classe, nous allons poser C' > 0. Géométriquement, chaque fonction du type (1.139)
est la réunion de deux branches de trajectoire. La premiére est définie pour U < —D/C.
Elle a pour origine V = A/C sur Jj et sort de '’espace-temps par I’asymptote U = —D/C
sur J5 . La seconde a le support complémentaire sur 'axe réel. Elle débute en U = —D/C
sur J; et termine en V = A/C sur J;'. Il est important de noter que ces deux branches
sont causalement déconnectées, voir figure (1.3).

V=A/C

Uu=-D/C

F1G. 1.3: Dans ce diagramme de Penrose , nous avons représenté un cas quelconque de trajectoire
uniformément accélérée. Les deux branches ainsi que leurs asymptotes respectives sont précisées.

Le fait que les deux branches de V$(U) soient des fonctions croissantes impose la
deuxiéme condition :
dvge AD - BC

o — AD — B . 1.14
U (CU—|—D)2>0 & C>0 (1.140)

En reprenant I’Eq.(1.125), on trouve que laccélération subie par cette trajectoire est
constante et vaut :

a=C/VAD—-BC . (1.141)

Dans la suite, nous allons considérer le cas particulier?® pour lequel les asymptotes
coincident avec les axes des coordonnées. La trajectoire correspondante satisfait donc
I’implication suivante :

ace(17) = —% = (Ty(U) =0. (1.142)
Nous avons représenté les deux branches L et R (dénommées ainsi parce qu’elles sont
incluses dans les quadrants L et R du diagramme de Penrose) dans la figure (1.4). D’aprés
(1.142), on passe de 'une de lautre en inversant les roles de U et V. Ainsi, dans la suite,
nous allons principalement étudier la branche qui se situe dans la zone de Rindler L.
Que valent les coefficients de Bogoliubov associés & la diffusion par le miroir L ? Pour
pouvoir répondre & cette question, il nous faut d’abord expliciter la forme des modes

28(Ce cas particulier engendre tous les autres par composition avec les deux boosts galiléens V — CV —A
et U - CU+D.



F1G. 1.4: Dans ce diagramme de Penrose, nous avons représenté les deux branches de la trajec-
toire uniformément accélérée que nous considérerons par la suite. Les asymptotes coincident avec
les axes des coordonnées.

entrants exprimés dans le futur asymptotique. En reprenant la méme syntaxe que pour
(1.50), on obtient :

V UV oV e—ikV o ez’k/azU A
n = — , 1.143
UV, = W) = -0l) = (1.143)
U o(_U e—ikU
U,V = — ) 1.144
( )t:+oo (-0) T (1.144)

De méme que la trajectoire a flux constant (1.49), la trajectoire uniformément accélérée
(1.142) sort de I'espace-temps par J; . Ainsi, les modes entrants gauchers s’expriment-
ils en fonction de U et de V quand ¢ — +oo. Il n’en est pas de méme pour les modes
entrants droitiers, qui ne résident a droite du miroir que si leur support est U < 0, d’ou
I'Eq.(1.144).

Le miroir étant asymptotiquement non inertiel, son rayonnement nécessite donc la
connaissance de matrices 2 x 2 de Bogoliubov, comme nous I’avons vu a la section 1.1.2.
Les coefficients requis pour décrire le rayonnement a droite du miroir s’écrivent :

alU* = (Spgout,gp,?m> — %k\/%‘) ; i - (1.145a)

o= (cpg’““t*, wkU’i") = %k\/__w kiw : (1.145b)

agy "= (sogo“t,so,fm) = —Kl( 2\25) (1.145¢)

= (cpZ”"t*,cpvz”) = _—ZKl(Qm) : (1.145d)
mTa a

ou K; est une fonction de Bessel de seconde espéce (voir Appendice D). L’examen des
résultats (1.145b) et (1.145d) souléve un paradoxe majeur. En effet, les coefficients g
qui traduisent la création de paires de particules sont non nuls. Cela signifie qu’il en est
de méme pour le nombre de (anti-)particules out peuplant le vide in, voir (1.40). In-
tuitivement, ce résultat ne parait guére compatible avec la particularité principale de la
trajectoire considérée, a savoir la nullité du flux émis (1.142). En effet, une telle incompa-
tibilité reviendrait & conclure que le flux d’énergie n’est pas associé a celui des particules



créées par le miroir. Davies et Fulling|62| ont souligné ce probléme et I’on évacué en fai-
sant & la cohérence comme panacée : “Clearly, coherence effects are operating which are
manifested by an exact cancellation of the last two terms of...” notre équation (1.124). Cet
argument, que Grove|64| ne clarifiera que dix ans plus tard, tend & abandonner I’aspect
particulaire du flux pour certaines trajectoires “problématiques”|65].

Cependant, le calcul de I’énergie émise traduit et souligne ce méme paradoxe. Exprimée
comme intégrale du flux (1.109), cette énergie est nulle :

(Hy) = /j—oodU (Tyy) =0, (1.146)

alors qu’il n’en est pas de méme quand on écrit que (Hy) est la somme sur les énergies
portées par les particules émises :

o
(Hy) = 2/ dw w (NV) = 400 . (1.147)
0
En effet, quel que soit le canal U ou V' des particules entrantes impliquées dans la création

de paires, I'intégrand de I’expression précédente, a savoir le nombre de particules droitiéres
sortantes dans le vide in, est divergent :

o) = [Calal + [Caja (1148)
_ 1 © 1 /x—1)\2 1 too  e¥(cosh(y) sinh(y) — y) _
167w <</0 & x <x + 1) i Aiw <</oo d sinh®(y) )=rtoo,

ou les symboles { ) servent a souligner le fait que les intégrales sont divergentes. Cette
formulation de (NU) permet de montrer que 1’énergie (Hy) exprimée en (1.147) diverge
autant a cause de l'intégration sur k£ que de celle sur w.

Il apparait donc que le traitement des miroirs uniformément accélérés ne soit pas
possible dans le cadre du modéle de Davies-Fulling. Dans la section suivante nous al-
lons résumer les résultats énoncés dans ce Chapitre ainsi que les principales difficultés
auxquelles le modéle est confronté.

1.6 Conclusion et failles du modéle

Dans ce Chapitre, nous avons généralisé le modéle original de Davies-Fulling de deux
maniéres différentes. Premiérement, nous avons utilisé ’hypothése de découplage asymp-
totique afin de pouvoir traiter les miroirs qui suivent des trajectoires asymptotiquement
non inertielles. Cette hypothése a pour effet de “débrancher” I'interaction miroir/radiation
dans le passé et dans le futur asymptotique de la trajectoire. Supposer ce découplage a
pour but de pouvoir utiliser les bases de modes asymptotiques conventionnelles afin de
décrire correctement la diffusion du champ de radiation. Soulignons, cependant, que cette
hypothése ne fait pas partie du modéle original de Davies-Fulling mais qu’au contraire,
elle a été ’objet d’un rajout ad hoc.

Deuxiémement, nous avons traité le cas des miroirs partiellement transparents. A ce
titre, les Eqgs.(1.86) sont un des résultats prépondérants de ce Chapitre. Elles donnent
les coefficients de Bogoliubov pour toutes les trajectoires ainsi que tous les miroirs qui



préservent 'unitarité de la diffusion. Ces coefficients décrivent la diffusion des modes
asymptotiques en fonction des propriétés optiques du miroir dans son référentiel propre
(traduites par la matrice de transfert T)). La donnée de cette matrice, combinée a la
cinématique de la trajectoire, permet de construire des coefficients o et § ayant des
propriétés et un role analogue a ceux du modéle de Davies-Fulling.

A T’aide de ces coefficients, nous avons pu exprimer en toute généralité le nombre moyen
de particules émise dans le vide (NY), le flux de ces particules (Tyy), voir Eqs.(1.104) et
(1.105), ainsi que leur énergie totale (Hy ), voir Egs.(1.110) et (1.111). Nous avons ainsi
pu isoler le caractére particulier des coefficients 3. Comme ils traduisent la création de
paires de particules au premier ordre en T, voir (1.99), on trouve naturellement qu’eux
seuls interviennent dans les expressions de (NY) et de (Hy).

De plus, quand le miroir est totalement réfléchissant (et pour quelques rares cas de
miroirs partiellement transparents), le flux peut étre exprimé de maniére locale comme
une fonctionnelle des dérivées multiples de la trajectoire, voir Eqgs.(1.123) et (1.124). Cette
propriété nous a permis d’isoler certaines de ces trajectoires; en particulier, la trajectoire
(1.127) qui permet une analogie forte entre le flux émis par le miroir et la radiation de
Hawking.

Cependant, plusieurs zones délictueuses résident dans le modéle original et ses géné-
ralisations.

a) Tout d’abord, le probléme trans-Planckien. Rappelons que cette expression désigne
le fait que, pour certaines trajectoires, les fréquences initiales qui participent au
spectre final sont arbitrairement élevées. Ainsi, la théorie ne semble pas respecter
une nécessaire séparation des échelles. Ce probléme réside principalement dans le
fait que le modéle proposé ne posséde aucun cut-off fréquentiel intrinséque.

b) Ensuite, la causalité. Au contraire de la formulation locale, qui repose sur des fonc-
tions de Green, la formulation en termes des coefficients de Bogoliubov ne traduit
d’aucune maniére la notion de causalité. (Si 'on désire 'implémenter, il est néces-
saire de le faire “4 la main” en spécifiant les propriétés analytiques de la matrice de
diffusion dans le plan complexe de A, comme nous allons le voir.)

c¢) Enfin, le cas des trajectoires uniformément accélérées. En examinant les Eqs.(1.145),
plusieurs problémes doivent étre soulignés. Premiérement, les coefficients de Bogo-
liubov sont déficients : oY * diverge quand w = k, oY} * est mal défini (puisque la
représentation intégrale de la fonction de Bessel nécessite un argument possédant
une partie réelle strictement positive, voir Appendice D), et, de plus, tous les coeffi-
cients divergent dans l'infra-rouge®. Deuxiémement, le nombre de particules émises
diverge aussi dans l'ultra-violet, voir (1.148). Troisiémement, les deux formulations
du flux semblent donner des résultats différents : la formulation locale indique un
flux nul alors que les coefficients 5 qui traduisent la création de paires ne le sont
pas.

Un dernier probléme survient lorsqu’on considére deux miroirs suivant chacun une
branche de la trajectoire uniformément accélérée. Dans ce cas, que nous explicite-
rons dans la suite, non seulement le flux émis mais aussi les coefficients 8 sont nuls.
Le dispositif ainsi formé semble réaliser un interférométre parfait. Or ceci est impos-
sible car ces deux miroirs voyagent dans des régions de 1’espace-temps causalement,

29Cette derniére divergence est due au fait que le champ diffusé est non massif. Elle n’est donc pas
directement & mettre au passif du modéle utilisé pour la diffusion. Nous verrons d’ailleurs dans le Chapitre
suivant qu’une simple précaution dans le Lagrangien d’interaction permet d’en faire fi.



déconnectées.

Sans que cela soit un véritable grief, on peut ajouter & cette liste une réserve sur le
découplage adiabatique. En effet, bien qu’elle permette d’utiliser la base des modes de
Minkowski pour décrire le champ pour certaines trajectoires pathologiques, cette hypo-
thése a le désavantage de n’étre quantifiée par aucune grandeur.

Le but du modéle que nous allons maintenant présenter est de retrouver les résultats
exposés dans ce Chapitre tout en apportant une réponse & tous les problémes que nous
venons de soulever.



Chapitre 2
Le Modéle Lagrangien

Incertitudes, 0 mes délices

Vous et moi nous nous en allons
Comme s’en vont les écrevisses,
A reculons, & reculons.

G. Apollinaire

L’objet de ce Chapitre est d’introduire un second modéle qui traite l'interaction
champ/ miroir. La motivation de ce changement est, bien siir, de pouvoir répondre aux
divers problémes qu’engendre le modéle de Davies-Fulling que nous avons généralisé au
Chapitre précédent. Toutes ces difficultés viennent d’étre clairement listées. Nous allons
voir, le long de ce Chapitre et du suivant, que notre nouveau modele leur apporte a tous
une réponse cohérente.

Le trait principal du modéle que nous allons présenter réside dans le fait qu’il dé-
rive d’un principe actionnel. Au contraire du modéle de Davies-Fulling, dans lequel I’in-
teraction radiation/miroir se traduit par une condition limite, c’est ici au travers d’un
Lagrangien que le champ va interagir avec le miroir|71, 72, 56|. Afin de traduire 'effet
du mouvement de ce dernier, le Lagrangien est localisé sur la trajectoire. On associe a
cette interaction une constante de couplage g et le comportement du champ va étre donné
perturbativement en g. Ainsi, ce sont donc des miroirs a priori partiellement transparents
qui seront décrits lorsqu’on travaillera a un certain ordre en g. Pour décrire les miroirs
totalement réfléchissants, il faudra donc sommer la série de perturbation et faire tendre
g — o0o. Notons que ce modéle impose aussi une trajectoire au miroir : cette étude im-
plique donc que I'on continue & négliger les effets de recul. Le Lagrangien que nous allons
choisir est self-interactif : ainsi, il n’est point besoin d’introduire une source extérieure.

[’avantage principal de cette nouvelle formulation est que 'on va désormais pouvoir
“allumer” et “éteindre” 'interaction dans le temps, c’est-a-dire, en particulier, controler le
caractére asymptotique du couplage®.

En toute généralité, le Lagrangien d’interaction s’écrit :

Ling = — / AT Hip(7)

LA mi-chemin entre le modéle de Davies-Fulling et la prise en compte des effets de recul dans notre
modéle Lagrangien se trouve le travail de Ford et Svaiter|[73]. Leur idée est la suivante : tout en gardant
une condition de bord identique au modéle de Davies-Fulling, ils lui permettent de fluctuer légérement
autour de la trajectoire. L’amplitude de cette fluctuation est le cut-off ultra-violet dont le modéle a besoin.
Cela leur permet, par exemple de comparer les deux formulations de ’énergie émise, voir Eqs.(1.146) et
(1.147).
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= —g/de(T) /d% 6%(a" — afy(7)) Q(p(a™)) Flo(t,2), (¢, 2)] . (2.1)

Détaillons les éléments qui paramétrent L;,;. De méme qu’au Chapitre précédent, la tra-
jectoire se lit z# = z/,(7). g est la constante de couplage; & ce titre, elle est réelle. Les
fonctions f(7) et Q(p(z*)) sont supposées réelles et positives. De plus, elles sont res-
pectivement sans dimension et de dimension 7! (T indique 1'unité de temps). Ainsi, la
dimensionnalité de g est exclusivement fixée par le choix de la fonctionnelle F. Ce choix
est limité par deux exigences : F doit étre une forme quadratique afin de préserver la
linéarité de la diffusion, et, pour que H;,; soit véritablement une densité hamiltonienne,
F doit étre hermitique. Le choix reste vaste. Nous allons donc nous limiter aux trois cas
suivants, indexés par le nombre de dérivées portant sur le champ de radiation :

Fo[®@,0'] = dTd + 0! = [g]=T"", (2.2)
dz* o
Fi@, 0l = d—;l (@H@@) = [g]=1, (2.3)

M v
d‘Tcl dxcl

dr dr

Fld, ol = (0,270,® + 0,29,@") = [g]=T, (2.4)
ou nous avons indiqué quelle était la dimension de la constante de couplage correspon-
dante. Pour (2.2) et (2.4), qui représentent respectivement des termes de masse et d’éner-
gie, nous avons symétrisé les expressions, afin de rendre la théorie qui en découle invariante
par conjugaison de charge. Au contraire, pour (2.3), qui figure le courant, nous avons laissé
une dissymétrie. La fonction f(7) a pour role d’indiquer la durée du couplage entre la
radiation et le miroir, dans les coordonnées du référentiel propre. C’est par le biais de
cette fonction que le miroir va pouvoir étre “allumé” puis “éteint”. Quand l’interaction est
“branchée” pendant une durée propre 27, la normalisation de la fonction temporelle se
lit :

/_ ar fr) = oT (2.5)

Respectivement, Q(p(z*)) indique la zone de I'espace a l'intérieur de laquelle le champ
interagit avec le miroir. C’est donc au travers de cette fonction que le miroir va éventuel-
lement pouvoir acquérir une “épaisseur” non nulle dans son référentiel propre. Quel que
soit le miroir, la fonction spatiale satisfait :

“+o00

dp Qo) =1. (2.6)

—0o0

Afin de pouvoir étre capable d’adapter les paramétres du Lagrangien a la résolution des
problémes de la diffusion, nous allons dans un premier temps nous limiter volontairement
au cas ou l'interaction est indépendante du temps. Le but de cette restriction est de
retrouver, dans le vocabulaire de la théorie des perturbations, les résultats obtenus dans le
Chapitre précédent, pour le modéle (généralisé) de Davies-Fulling - dans lequel, rappelons-
le, le couplage est uniforme. Ceci fait, nous nous intéresserons ensuite aux Lagrangiens
qui permettent de controler temporellement ce couplage.



2.1 Lagrangiens indépendants du temps

Comme nous 'avons dit précédemment, nous allons considérer ici que miroir est couplé
au champ de radiation le long de la trajectoire de maniére uniforme?®. Cette hypothése
équivaut a poser f(7) =1, V1.

De plus, dans cette section, nous nous limiterons & ’exposé de la matrice de diffusion ;
bien qu’il soit réalisable pour les Lagrangiens qui ne dépendent pas du temps, le calcul
des amplitudes de transition et du flux d’énergie sera présenté dans le cadre plus général
des Lagrangiens possédant une fonction f(7) non constante.

Afin d’alléger I'exposé de la diffusion, nous allons présenter en détails les calculs relatifs
au choix F = F; défini en (2.3). Ceci fait, nous donnerons alors les résultats obtenus
pour les deux autres formes quadratiques et généraliserons ’expression de la matrice de
transfert.

2.1.1 Couplage par le courant de Noether pour un miroir fin
Les relations de diffusion

Lorsque le couplage est indépendant de 7, il est judicieux de réécrire le Lagrangien
uniquement a 'aide des coordonnées (7, p), définies dans le référentiel propre. On obtient
immédiatement :

Lo=—0 [[ dr do Qo) B0 ), 8(r )] (2.7)

—0oQ

Ecrire la matrice de diffusion revient a relier les champs asymptotiques passé et futur
d" et ®°%*. Ces champs sont libres, dans le sens ot ils obéissent & 1’équation de d’Alembert
(1.1). Bien évidemment, il n’en est pas de méme pour le champ ® : comme l'interaction
n’est plus exprimée au travers d’une condition limite mais d’un Lagrangien, ’'Eq.(1.1) ne
s’applique pas & ®. Au contraire, quand F = F, le champ satisfait & I’équation suivante?® :

(672- - 8,%)(1)(7, p) = —g Q(p) 20 0, ®(7, p) . (2.8)

Cette équation est linéaire (notons que, comme nous avons pris soin de ne choisir que
des fonctionnelles F quadratiques, les équations respectives auxquelles obéit ® pour les
autres choix possibles de F sont aussi linéaires). Ainsi, ® peut-il s’écrire en fonction

2Si nous ne connaissons pas & avance les résultats que le modéle Lagrangien va fournir dans ces
conditions (puisqu’il dépend des paramétres fonctionnels @) et F), nous savons tout de méme que certaines
des incohérences explicitées au Chapitre précédent ne seront pas résolues dans cette section. En effet, en
imposant au couplage d’étre uniforme, on ne permet pas un possible découplage adiabatique. Or, cette
hypothése nous a été nécessaire, par exemple dans le traitement des trajectoires accélérées. Cette section a
cependant pour but de démontrer que la simple utilisation de ce nouveau modéle permet déja de résoudre
certains problémes. Par exemple, nous allons voir que le lien avec les résultats du Chapitre précédent
est univoque et que la notion de causalité apparait naturellement dans la matrice de diffusion, grace aux
fonctions de Green.
3Comme l'intégrand de (2.1) est localisé sur la trajectoire, les Eqs.(2.3) et (2.4) se réécrivent triviale-
ment en fonction du temps propre grace a la relation :
dzt, 9 0

dr *~ or -




des champs asymptotiques et des fonctions de Green retardée G et avancée G* de la
maniére suivante :

+00
®(r,p) = @"(7,p) — 2i g// dr' dp’ G™ (1, p; 7', p') Q(p)) 0. (7', p")  (2.9)

oo

+oo
= ®"(r1,p) —2i g// dr' dp' G* (1, p; 7', p') Q(p") 0. ®(7, p') . (2.10)
—0oQ
Etant donnée la stationnarité du couplage, nous savons, a l'instar de I’étude déja
menée dans le référentiel propre du miroir, que la diffusion ne mélange pas les fréquences
propres A. Ainsi, nous pouvons décomposer les trois champs de radiation sur leurs bases
respectives a fréquence fixée, définies de la maniére suivante :

“+oc
o) = 5 [ et e (2.11)
. 1 +oo
A0 = o5 [ arenep e (2.12)
1 Foo .
A0) = 5y [ AT (mp) e (2.13)

Rappelons que, comme les champs asymptotiques in et out sont libres, ils vérifient I’'Eq.(1.3) :
chacun s’écrit comme la somme d’une fonction de U et d’une fonction de V. Cette condi-
tion permet d’écrire les “champs propres” goz)\n(om) explicitement en termes des opérateurs

de création et d’annihilation. A partir des relations (1.66), on obtient :

n 1 Ujn i\ Vin _—i\ .
oy (p):\/_(a)" el +a,e™) siA>0, (2.14a)
AT\
1 . , L
= |A‘(b&"”e—MierbVA’r’”e”lf’) siA<0, (2.14b)
\Am
1 . )
oS (p) = ; )\( afﬂ“t e 4 a;/’o”t e ™M) siA>0, (2.14c)
T
1 )
(b Te e plontT e six <0 (2.14d)
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La linéarité des relations (2.9) et (2.10) nous indique que ces champs propres asympto-
tiques vont pouvoir étre reliés matriciellement. Ainsi, il ne nous reste plus qu’a développer
ces équations sur les ) afin d’obtenir la matrice qui relie les opérateurs in et out, voir
(1.67). Pour ce faire, I'intégrale sur le temps propre 7 dans (2.11) nécessite la connaissance
des fonctions de Green dans le plan complexe.

Ces fonctions sont définies par les intégrales suivantes :

G'ret Ty P37 ! p, = d\dl _ZA(T e 2.15
( 9 ) I ) 4 2 ﬁ ()\ ZG) ) ( - )
G (r,p;7,p) = Ood)\ i & e b 2.16
( 11 ? ) 4 2 // ()\ 26) . ( . )

Dans ces expressions la causalité émane naturellement du choix de la prescription +ie :
en effet, en effectuant 'intégration sur A dans le plan complexe, on montre facilement que



ces fonctions vérifient les égalités suivantes :

Gr,p;7',p) = 0 sit>71, (2.17)
G®(r,p;7'p) = 0 siT<T. (2.18)

Ainsi, grace a I'égalité suivante :

dl = Fillo=r'| 2.1
2 (ntie)? 2\ Lie) © ’ (2.19)

/+°° eitlo=r') +2im

—0o0

et a la définition (2.11), les relations (2.9) et (2.10) fournissent, aprés avoir intégré par
parties sur la variable 7' :

aalp) = Ao —igai ) [ fdp' Q(0) () X7 (2.20)
= W@ +iga ) [ e e (2

ou
AZ(N) = /\iie : (2.22)

Le terme A£()) est & prendre au sens des distributions, ¢’est-a-dire que son role apparaitra
lorsqu’on effectuera l'intégration sur A. Comme nous ’avons dit, en spécifiant le demi-
plan complexe dans lequel I'intégration doit étre réalisée, AX()) restitue la causalité des
fonctions de Green retardée et avancée.

Miroirs infiniment fins

Afin d’obtenir des résultats simples, placons-nous, dans un premier temps, dans le
cas d’un miroir infiniment fin. Ce miroir suivant la trajectoire p = pg, la fonction de
largeur spatiale prend la forme triviale suivante : Q(p) = d(p — po). Cette hypothése
permet d’obtenir des équations analytiquement solubles. En effet, dans la limite ¢ — 0,
les équations précédentes deviennent :

ox(p) = ¢ (p) — ig a(po) €7l (2.23)
03 (p) + g ©a(po) e”Xrol (2.24)

ce qui implique que les champs propres asymptotiques sont reliés de la maniére suivante :

(Pf\n (p) — @Kut(p) + m (ei)\(p—po) + e—iA(P—PO)) (Pg‘ut(po) ) (2‘25)

En utilisant les relations (2.14), on obtient la matrice suivante :

U,in . —2i\ U,out
1 1APO
a%/'in = . ; ]Z-i)\po e ai\/out . (226)
ay’ 1—ig \ g€ 1 ay’




La donnée de cette matrice équivaut* a celle de la matrice S entre modes in et out. Il est
important de remarquer que cette derniére posséde les propriétés de (1.71). Précisément,
la diffusion ainsi décrite dans le référentiel propre revient a fixer les paramétres suivants :

9

Jite

L’interprétation du résultat précédent est simple. Premiérement, la phase # est univoque-
ment fixée et elle correspond exactement & ce que nous avions trouvé dans le Chapitre
précédent. Deuxiémement, le coefficient de réflexion R est inférieur a 1 et il est clairement
li¢ & la constante de couplage g. D’un co6té, lorsque l'interaction est nulle g = 0, le miroir
est totalement transparent R = 0. De ’autre coté, dans la limite de couplage fort, c’est-a-
dire pour® g — 400, on retrouve le modéle de Davies-Fulling, i.e. la matrice de diffusion
qui représente un miroir totalement réfléchissant avec R =1 et ¢ = 7/2 (voir I’Eq.(1.65)
et la discussion apres (1.71)).

Notons que ces résultats fournissent des paramétres de diffusion R et ¢ indépendants
de la fréquence propre \. Cette propriété est une conséquence directe du choix de la forme
quadratique F = JF; dont une des particularités est d’imposer une constante de couplage
sans dimension, voir (2.3). Comme le probléme ne posséde pas de grandeur dimensionnée
intrinséque, le coefficient de réflectivité ne peut pas dépendre de A.

R= , ¢ = Arctan(g) et 0 =2\p . (2.27)

2.1.2 Cas général - Causalité
Miroirs infiniment fins

Quand la forme quadratique choisie est Fy ou Fa, les propriétés optiques du miroir
ainsi décrit se trouvent modifiées. En effet, les paramétres R et ¢ ne sont plus indépendants
de A. En particulier, le nombre de dérivées par rapport au temps propre dans F a pour
conséquence de modifier le comportement infra-rouge ou ultra-violet du coefficient de
réflectivité R. Pour Fy, 'Eq.(2.26) équivaut a une matrice de diffusion paramétrée de la
maniere suivante :

R(\) = __9A #(N\) = Arctan(g/\) et 6 =2\p; . (2.28)

VI+g /xR’

Cette matrice traduit correctement les propriétés optiques d’un miroir physique dans I’'UV
puisqu’a hautes fréquences ce dernier devient transparent. Cependant, on remarque que
le miroir est totalement réfléchissant dans I'infra-rouge ; nous verrons que ceci donne lieu
a des expressions divergentes.

Inversement, pour F5, on obtient :

RO) = —2  4(0) = Arctan(g)) et 6 = 22 . (2.29)

V1+g2a2’
4La matrice de diffusion reliant les opérateurs est I’inverse de la transposée (ou la complexe conjuguée)
de celle qui relie les modes, voir Egs.(1.64) et (1.67). C’est cette derniére que nous avons appelée S.
50n notera que la limite pour g doit étre prise sur ’axe réel positif pour retrouver exactement les
résultats du Chapitre précédent. Ce signe provient du choix que nous avons effectué pour F;. En effet, si
nous avions interverti le champ et son hermitique conjugué dans la définition (2.3), la matrice Sy aurait
été retrouvée cette fois-ci en prenant la limite g — —oo.




Dans ce cas, bien que le miroir soit totalement réfléchissant dans ’'ultra-violet, il est trans-
parent dans l'infra-rouge. (Cette derniére propriété nous sera particuliérement utile quand
nous chercherons a obtenir des résultats finis pour les valeurs moyennes d’observables dans
la section suivante.)

Apreés avoir inspecté ces résultats on peut les généraliser en donnant la matrice de
transfert obtenue pour des miroirs infiniment fins en fonction du nombre n de dérivées
dans la forme quadratique F. Cette matrice s’écrit :

g)\n—l 1 621')\,00
Ty = : . 2.30
YT g A () ( e ] (2:30)

Dans cette expression, c¢’est sciemment que nous n’avons pas fait tendre € vers 0. En effet,
les matrices de transfert T et de diffusion S sont ainsi analytiquement déterminées dans
le plan complexe par la fonction A}. Cette derniére détermine la nature du pole en A. On
remarque que A} provient de la fonction de Green retardée G™, voir (2.9). Ainsi, ¢’est au
travers de cette propriété analytique que la causalité apparait dans le modéle Lagrangien.
Remarquons que dans le modéle généralisé de Davies-Fulling, les éléments de la matrice
de diffusion étaient privés de cette spécification. En fait, si I’on désirait alors implémenter
la causalité, il était nécessaire de le faire “a la main”, i.e. en rajoutant le terme Al de
maniére ad hoc. Dans le modéle Lagrangien, au contraire, ce terme émerge naturellement
a partir des équations de Heisenberg.

La causalité n’est pas la seule vertu du formalisme Lagrangien. A partir de la rela-
tion (2.25), on remarque que les matrices qui traduisent la diffusion des particules (a),
i.e. (2.26), et des anti-particules (b') sont égales, par définition. Lorsque, de plus, on choisit
JFi dans le Lagrangien, nous avons vu que les parameétres R et ¢ étaient indépendants de
A. Ces deux conditions sont précisément celles que nous avions du imposer (de maniére ad
hoc une fois de plus) lors du Chapitre précédent, afin de retrouver les résultats du modéle
de Davies-Fulling (voir Sect. 1.4.2 ol nous avons montré qu’elles permettaient d’annuler
tous les coefficients SYY). Ici, c’est naturellement que les coefficients de Bogoliubov re-
liant les modes de Minkowski 8YU s’annulent pour un miroir infiniment fin, décrit par le
couplage F; dans le modéle Lagrangien.

Miroirs épais

Revenons a la forme quadratique F; afin de traiter le cas des miroirs épais. Pour de tels
miroirs la fonction de largeur spatiale () n’est plus réduite a une distribution de Dirac. En
définissant ses composantes de Fourier ainsi que celles des “champs propres” de fréquence
A de la maniére conventionnelle :

1 +00 ; 1 +o0 ;
Q=g [ wQWe o=y [ dpenip)e”, (231)

o

les Egs.(2.20) et (2.21), une fois intégrées sur p, deviennent :

in 29/\ too I}
Ol = QO)\,Z + m dl Ql—l’ O (2.32)
ou 29 oo
= e OC—i?—P / Al Qv pav - (2.33)



En toute généralité, ces équations ne peuvent plus amener & des relations analytiques
entre les champs asymptotiques in et out. En effet, la non trivialité induite par () nous
empéche de resommer la série de Dyson définie par les Eqgs.(2.20) et (2.21). Cependant,
comme nous travaillons en théorie de perturbation, nous pouvons donner la matrice de
transfert au premier ordre® de la constante de couplage g. On obtient :

Ty =g ( 27r1QgA 2”1625 ) . (2.34)

Il est utile de prendre un exemple afin de comprendre I'effet de I’épaisseur sur les propriétés
optiques du miroir. Prenons un miroir suivant la trajectoire p = py dont 1’épaisseur vaut
20. La fonction de largeur spatiale et ses composantes de Fourier valent :

2ix00 gin(20\
Qp) = L O(p— (o —0))O(po + 0 — p) , Qo = e% SmQ(oi )

20
Les termes non-diagonaux de T traduisent la réflectivité pour un miroir infiniment fin,
voir (2.30). Ainsi, il est intéressant de les comparer a4 ceux du miroir épais. Au premier
ordre en g, on obtient :

(2.35)

o=0 = TUVV =get? (2.36)

c#0 = TUV = get?heo sin(20)) : (2.37)
20\
Ainsi, on reconnait le comportement classique d’un miroir physique. La diffusion des
grandes longueurs d’onde” (|A\| < 1/0) n’est pas influencée par I’épaisseur du miroir. Au
contraire, cette derniére agit comme un cut-off ultra-violet dans le sens suivant : pour
|A| > 1/0, le miroir est totalement transparent.

Remarque. On montre que cette propriété est conservée lorsque les formes Fy et F sont
utilisées. Ainsi, lorsqu’on choisit F» dans le Lagrangien et que le miroir n’est pas infiniment
fin, on s’affranchit respectivement des divergences infra-rouges et ultra-violettes dans la
matrice de diffusion.

2.2 Lagrangiens dépendants du temps

Lorsque la fonction temporelle f n’est plus constante, la série de Dyson n’est générale-
ment pas resommable. En cela, on retrouve un comportement similaire & que nous venons
de voir pour les miroirs épais. En effet, la présence des coefficients de Fourier non triviaux
fx rend la résolution des Eqs.(2.9) et (2.10) impossible en termes des fréquences propres,
tout comme les coefficients @), empéchaient la résolution des Eqgs.(2.20) et (2.21). De fait,
comme les effets des fonctions spatiale et temporelle sont susceptibles de se mélanger, nous
allons supposer une nouvelle fois que le miroir est infiniment fin afin de nous affranchir
de la dépendance en (). Ainsi, nous pourrons clairement isoler comment la dépendance
temporelle traduite par f influe sur la radiation émise. Pour analyser ces conséquences,
nous allons travailler perturbativement : toutes les valeurs moyennes d’observables seront
évaluées au second ordre en g.

6Remarquons que comme cette matrice n’est donnée qu’au premier ordre en g, la matrice S qu’elle
induit ne respecte plus 'unitarité qu’a cet ordre.
“) est une fréquence et non une longueur d’onde.



2.2.1 Le flux en termes des amplitudes de transition

Par souci de simplicité, le traitement que nous allons effectuer va se faire en repré-
sentation d’interaction. Ceci revient & considérer que les opérateurs sont libres et que ce
sont les états qui évoluent dans le temps. Ces hypothéses se résument ainsi. ® obéit de
nouveau a I’équation de d’Alembert (1.1). Les opérateurs asymptotiques in et out coin-
cident : nous les noterons donc @/, et b/. Par conséquent, ils définissent un seul vide, le
vide de Minkowski noté |0), tel que a/,|0) = 0 et b/ |0) = 0. Quant aux états, ils sont décrit
temporellement grace a 'opérateur d’évolution conventionnel :

(¢ = +00)) = T etLint | (¢ = —o0)) | (2.38)

ol L, est défini en (2.1) et ou 7 signifie que cet opérateur est ordonné dans le temps.
Notons que comme la trajectoire empruntée par le miroir est de genre temps, la coordonnée
temporelle utilisée pour ordonner ’expression précédente est indifféremment 7, ¢, U ou
V.

Notre but étant de pouvoir calculer des valeurs moyennes d’observables, et en parti-
culier de comparer le flux émis par un miroir dans ce modéle & celui calculé au Chapitre
précédent, nous choisissons de nous focaliser, dans un premier temps, sur le processus
d’émission spontanée. Ainsi, I’état que nous allons étudier est vide de particules avant
I'interaction, soit :

W (t = —o0)) = |0) . (2.39)

Que ce soit a cause de la non adiabaticité de la trajectoire, 7.e. de son accélération, ou
de la non stationnarité du couplage, i.e. f(7) # 1, cet état va évoluer en se peuplant de
paires de particules/anti-particules. Ainsi, au second ordre en g, ce méme état, exprimé
en t = +oo vaut, d’aprés (2.38) :

[Tt = +00)) = [0) = > / / dwdw' (B4, +C4 ) ai bl f|0) (2.40)
i,j 0
ol
- o . +oo
B, = —(0] a’ b, iLy |0) = ig (0| a’, 7, ( / dr f(7) f(T)) 0), (2.41)

et = 0t ([Car [a s s 0 F) 0. e

Plusieurs notations ont servi dans ces expressions. Rappelons tout d’abord que les fré-
quences w,w’ ainsi que celles que nous utiliserons par la suite sont toutes des fréquences
de Minkowski. Les indices ¢ et j indiquent, comme auparavant, les particules gauchéres
V et droitiéres U. D’autre part, pour éviter de surcharger les expressions, nous n’avons
pas spécifié la dépendance par rapport a la coordonnée spatiale p dans F. Cette dépen-
dance est implicite et la localisation de la densité Lagrangienne le long de la trajectoire
impose p = py partout. Les valeurs moyennes utilisant le symbole (0|...|0), indiquent
que l’expression ne comporte que des diagrammes connexes. Nous verrons par la suite
que dans ’évaluation des valeurs moyennes d’observables, les diagrammes non connexes
disparaissent conventionnellement sous l'effet d’'un dénominateur|68].



Dans la suite, afin d’établir une concordance ostensible avec les résultats du Chapitre
précédent, il sera également utile de noter d’'une barre les amplitudes ol particules et
anti-particules ont échangé leur role. Les expressions obtenues sont trivialement reliées
aux amplitudes de départ de la maniére suivante :

BZ] _ BJ'L

ww' T FWw

cY,=C7 . (2.43)

La donnée de 1’état quand ¢ = 400 va permettre le calcul du flux de particules/anti-
particules droitiéres sur J5 . L’opérateur correspondant, défini en (1.101), s’écrit :

TUU(U) = 8U¢8U(I>f+aU(DT8U(I)
o0 ! -7 - . .
— // dw dw’ vV Ww { (ag, e—sz _ baU;’T e U) (ag]‘ esz _ bg e—sz)
0

47
4 (bg/ €7iw’U _ GZT eiw’U) (bgf ein _ ag efin) } (244)
o) / ! ) ,
= // dw dw' % {e‘ZU(“’ —w) (a aUT—HLUT U +bU bUT—l—bUTb )
0 T

—em VW) (U b 4 b, a¥) — U +) (ag,T pUt Yt agT) } . (2.45)

Ainsi, sa valeur moyenne dans 1’état |¥ (¢ = +o0)) vaut :

(Tyy(U)) = (¥(t = +00) \TUU\w(t—+oo)> = (¥(t = —00) | Tuu|¥(t = —o0))
= 2Re[ / / dw dw' ~—— [-zU(w ) Z / dk BU,g'*Bg BUJ*Bg,J,C)
s (B 4 B + L+ e ]| (2.46)

De méme que pour (1.102), notons que nous avons soustrait la valeur moyenne du flux
dans l'état initial, i.e. ’énergie de point zéro. Si le premier terme de (2.46) posséde une
ressemblance frappante avec celui de I’expression (1.105), il n’en est pas de méme pour
le second. Inspectons donc plus précisément ce dernier. Pour ce faire, il est judicieux de
décomposer Pamplitude CUY en deux parties :

cly

ww' T

= RUY + (0|aYbY D0}, , (2.47)
ou

RYY

ww! =

<0|an Lmt Lz’nt|0>c ) (248)

l\DIr—t

et
v / / Vdrdr f(r) F() sgn(r — ) F(r) F()
avec sgn(r—7)=0(r—-71)—-0(r"—71) . (2.49)

Dans I’Appendice E, nous démontrons que la contribution du terme D au flux émis posséde
plusieurs propriétés notables. Tout d’abord, elle réside uniquement dans les transitoires



de f(7). Ensuite, elle ne contient pas d’énergie. Enfin, ces deux propriétés sont vraies
quelle que soit la trajectoire. Ce terme ne modifie donc pas le contenu physique du flux
émis. Comme, de plus, les complications calculatoires qu’il induit sont non négligeables,
nous n’allons pas tenir compte de sa contribution dans le reste de 1’étude.

Par conséquent, il ne nous reste plus que le terme RUYY. Ce dernier étant la partie
connexe d’une valeur moyenne, on peut rigoureusement ’exprimer en insérant entre les
deux Lagrangiens le projecteur P suivant :

P = Z// dk dk’ al' b17|0) (0|ak b7, . (2.50)
ij 770
On obtient :

1
Riy = 5 {0laZbs Lint P Lint|0), (251)
1 o0 . |
= 5 (3 ok ot G 0, 5 29 [ Ol i) 2100, B2 )

Ainsi, compte-tenu des définitions (2.43), la parenthése du second terme de (2.46) se
réécrit :

BYY + BYY + RUY + RYY = Z/ dk (Afj,{* k—i-AUJ*BUJ) , (2.52)
ou
Aly = (0lal, (1 +iLint) a'[0), et A" = (O[6, (1 + iLint) 5']0), - (2.53)

Finalement, le flux porté par les quanta droitiers vaut :
<TUU> — <TUU>particule + <TUU>anti—particule ’ (254)

ou

(Tyy)Pertioe — Re[zj://:o /\/2&;? (2.55)

e ([Tan s py) e ([Taay s |
0 0

est celui des particules et oil celui des anti-particules s’obtient en remplacant B~/ et A/ *
pUj Uj
par B et A ;.

2.2.2 Interprétation

Le flux trouvé dans le modéle Lagrangien au second ordre en g, i.e. 'Eq.(2.55), est
fonctionnellement identique & celui trouvé dans le modéle généralisé de Davies-Fulling
décrivant des miroirs partiellement réfléchissants, i.e. lEq (1. 105) Le passage entre les
deux résultats s’opére en remplacant les coefficients ozw,g et ﬂ par les amplitudes de



transition Ag,ﬁ et Bg,g . Cette correspondance renforce ainsi I'interprétation que nous avions
donnée des coefficients de Bogoliubov lors de I’étude de la matrice S.

En effet, pour obtenir clairement cette correspondance, notons tout d’abord que la ma-
trice S développée précédemment n’est rien d’autre que 'opérateur d’évolution T’ e Lint
puisque son role est précisément de transformer les états asymptotiques passé en états
asymptotiques futur. Puis, il nous faut remarquer que le premier ordre de la matrice
de transfert dans le Chapitre précédent correspond au premier ordre en g; pour s’en
convaincre, il suffit d’examiner la matrice T dans I’Eq.(2.34). Ainsi, pour relier les coef-
ficients de Bogoliubov aux amplitudes de transition, il suffit de réécrire les Eqs. (1.98) et
(1.99) au premier ordre :

ol = (0"l S a0y
= {0la}, (1 + L) a'0), = A5, (2.56)
et
B = = O"lane" § o)
= —(0la}, b} (1 +iLin)|0), = BY, . (2.57)

La correspondance entre les deux formalismes est claire : au premier ordre de la série
de perturbation, les amplitudes de transition coincident exactement avec les coefficients
de Bogoliubov. De plus, on peut vérifier ici ce que nous avions affirmé sur le role de
Z = (0°“t|0%") : la division par Z équivaut effectivement a la suppression des diagrammes
non connexes.

Enfin, remarquons que le lien peut étre également fait entre les précédents résultats
et le modéle de Davies-Fulling original. En effet, lorsqu’on choisit la forme F; et que 1'on
impose f(7) = 1, les amplitudes de transition sont trivialement reliées au coefficients de
Bogoliubov donnés en (1.14) et (1.15) :

AY =igall , BY =igBYY . (2.58)

Une des conséquences de la généralité de cette équivalence est que seules les amplitudes
de création de paire B interviennent dans la valeur moyenne du nombre de (anti-)particules
créées et de I'énergie totale émise. Ainsi, tout comme en (1.110), on obtient :

o0 .12 _ o0 .
=% [Caelail . om =X [Car]sl
J J

(Hy) = /Ooodww ((NY) + (NYY) . (2.60)

2

(2.59)

Comme précédemment, ’énergie est positive et ne s’annule que si aucune paire n’est créée.
Notons que (Hy) est purement en g2 alors que le flux défini en (2.55) posséde une partie
du premier ordre. Cependant, les amplitudes correspondantes étant facteurs de e« +w),
elles ne contribuent pas a 1’énergie totale.



2.3 Miroir inertiel

Cette section a pour but de bien appréhender les effets de fonction temporelle f sur
la radiation émise par le miroir. Ainsi, afin d’isoler clairement le role de f, nous allons
nous affranchir des effets de la trajectoire. Pour ce faire, nous allons étudier la radiation
d’un miroir inertiel. Le résultat principal que nous allons présenter est que la radiation
est engendrée par les transitoires du couplage, 7.e. dans un cas simple, 'allumage et
I'extinction de la fonction f. Sans retrancher a la généralité®, nous supposerons que le
miroir est immobile : z4(t) = 0. Dans ces conditions, le temps propre de la trajectoire et
celui de Minkowski coincident.

Dans un premier temps, nous allons détailler la radiation engendrée par un tel mi-
roir dans le vide, puis, afin de préparer ’étude des miroirs uniformément accélérés, nous
calculerons le flux émis quand I’état initial est un bain thermique.

2.3.1 La radiation dans le vide

Dans cette sous-section 1’état initial est le vide. Cela signifie que seuls les processus
d’émission spontanée peuvent étre la cause d’une radiation. De plus, comme nous I’avons
déja dit, la trajectoire est inertielle. En reprenant le langage du modéle de Davies-Fulling,
ceci signifie que ses coefficients B sont nuls. Ainsi, seule la dépendance temporelle du cou-
plage peut engendrer des amplitudes B non nulles, i.e. créer des paires de particules. Nous
allons expliciter cette dépendance en deux étapes. Premiérement, en calculant le nombre
moyen de particules émises, nous allons voir comment f dicte le contenu fréquentiel du
spectre émis. Deuxiémement, nous allons donner une formulation locale & ce flux en tant
que fonctionnelle de f et de ses dérivées.

De plus, dans toute la suite, f ainsi que ses dérivées sont supposées décroitre suffi-
samment rapidement pour les temps asymptotiquement grands. Faire cette supposition
est d’abord motivé mathématiquement : cela équivaut a travailler avec des coefficients de
Fourier finis et cela assure que l'intégrale sur le temps dans le Lagrangien (2.1) converge.
Mais faire cette hypothése émane également d’une motivation physique qui s’avérera fon-
dée par la suite : cela traduit le découplage adiabatique que nous avions du introduire “a
la main” dans le Chapitre précédent afin de traiter tous les types de trajectoires.

Nombre moyen de particules émises

Etant données les conditions précédentes, il va étre facile d’exprimer les amplitudes
de transition en termes des coefficients de Fourier de la fonction f. Ces coefficients sont
donnés conventionnellement par :

fo = 1 /+oodt f(t) et . (2.61)

2 J_

8En toute généralité, les trajectoires inertielles s’écrivent z.(t) = vt + zp, avec |v| < 1 constante.
Cependant, rappelons que f est une fonction du temps propre, et que les expressions que nous manipulons
sont invariantes sous l'effet des éléments du groupe de Lorentz. Ainsi, toutes les quantités physiques, en
particulier les valeurs moyennes d’observables, ne doivent donc pas dépendre de v et de zg.



Ainsi, selon le choix de la forme F, les amplitudes de transition définies en (2.41) et (2.53)
s’expriment de la maniére suivante :

A9 = U (w— W) —ig % forw (2.62)
BY, = ig E"E;JL;—;WI) fosat (2.63)
ou
Fy(w,w') =1 pour F=F, (2.64)
Ei(w,w') = “ —;wl pour F=F;, (2.65)
Ey(w,w') =ww' pour F=2F. (2.66)

Un des inconvénients que présentait le modéle du Chapitre précédent était d’engendrer des
coefficients de Bogoliubov qui divergent dans I'infra-rouge. Lors de I’étude des Lagrangiens
indépendants du temps, nous avions souligné le caractére régulier a basses fréquences de
la matrice de transfert pour le couplage F>, voir (2.29). On retrouve ici les mémes com-
portements en inspectant le terme Mi,w’) : les deux premiers choix de F fournissent
des résultats singuliers dans I'infra-rouge alors que J, permet de décrire un miroir trans-
parent a basse fréquence, i.e. A” ~ §7§(w — w') et BY , ~ 0 quand w,w’ — 0, et ceci,
indépendamment de f. C’est pourquoi, dans la suite, nous n’allons utiliser que F, dans le
Lagrangien (2.1).

Etant donné ce choix, au second ordre en g, le nombre moyen de particules et d’anti-
particules créées vaut, d’aprés (2.59) et (2.63) :

(V) =g [ dw o |l (2.67)
0

Le facteur 4 provient de deux origines. Premiérement, particules et anti-particules contri-
buent & parts égales au flux émis, voir (2.43). Deuxiémement, ’'amplitude de création de
paires ne dépend pas des canaux U ou V. De plus, on retrouve bien évidemment dans
cette formulation le fait que les miroirs stationnairement couplés au champ de radiation
ne créent pas de particules puisqu’ils possédent des coefficients de Fourier f <o = 0.

Un exemple de fonction f

Pour pouvoir comprendre ’expression (2.67), prenons un exemple de fonction tem-
porelle. Comme notre but est de décrire les effets transitoires associés a ’allumage et a
I’extinction du couplage, nous allons choisir une fonction qui décroit exponentiellement
vite au-dela d’un certain laps de temps et qui est quasiment constante & l'intérieur de

cette plage :
ft) = % (tanh (%) — tanh (%)) . (2.68)

Il est facile de vérifier que cette fonction satisfait a la condition de normalisation (2.5).
Le role de chaque paramétre est clairement défini (voir Fig.(2.1)) : la fonction f est
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Fic. 2.1: La fonction f(t) définie en (2.68) quand ses parameétres prennent les valeurs T' = 10
et A = 1. L’allumage du couplage a lieu entre t ~ —T — A et t ~ —T + A. De méme, I'extinction
commence vers t ~ T — A et se finit & ¢ ~ T + A. Entre ces deux périodes f(t) ~ 1 et au-dela

ft) ~0.

quasiment constante pendant un temps de 27" (dans la limite 7' > A) et les transitoires
durent approximativement 2A. Ainsi, lorsque A — 0, f tend vers la fonction “porte” :

lim f(t) = Ot +T) — Ot — T) . (2.69)

A—0

D’aprés (2.61), les coefficients de Fourier de f valent :

A sin(wT)

Jo= 2 sinh(rwA/2)

(2.70)

Comme le couplage dure 27, leur comportement asymptotique dans 'infra-rouge est donné
par :

w—0 2T
w 7 T 2.71
fo (27)
tandis que dans 'ultra-violet, on obtient :
fu R A sin(wT) e”™A/2 (2.72)

La décroissance exponentielle ainsi soulignée est 1’outil mathématique qui assurera la
convergence des intégrales pour les hautes fréquences; il est utile de remarquer que cette
exponentielle s’exprime en fonction du temps qui indique les transitoires A et non de celui
qui fixe la durée du couplage 7T'.

Avec la fonction temporelle définie en (2.68), le nombre moyen de particules émises
(2.67) vaut :

(V) = g>A? 3 /Oodw’ o sin? ((w + w")T)
0

2 sinh? (7(w + w')A/2) (2.73)

Cette expression posséde plusieurs propriétés intéressantes. La premiére est que la “régle
d’or” n’est pas respectée, i.e. que le nombre moyen de particules émises ne satisfait pas a

(NU) T T, Au contraire, lorsque la durée du couplage tend vers l'infini dans la limite



T/A > 1, on montre® que (NY) devient indépendant de T'. Deuxiémement, on remarque
que l'origine des propriétés optiques du miroir apparait clairement dans I’expression (2.73).
En effet, c’est parce que nous avons préféré F, aux autres formes quadratiques que 1’on
trouve une densité de paires créées nulle dans l'infra-rouge :

(NYY“ZP0 | (2.74)
et c’est le choix de f qui induit une décroissance exponentielle dans 1'ultra-violet :
2 2
(NU) L 2y emmd (2.75)
m

Troisitmement, comme le nombre moyen de particules s’annule aux deux extrémités du
spectre, on peut penser qu’il posséde un maximum. C’est effectivement le cas. Ce maxi-
mum est donné par wy; ~ 1/A et est proportionnel & g>/A. De plus, I'intégrand de (N )
est lui aussi maximum pour w' ~ 1/A.

Ces propriétés indiquent clairement que le processus d’émission est engendré par les
transitoires. En effet, le nombre de particules est indépendant de la durée du couplage
lorsque celle-ci est trés supérieure a celle des transitoires A et c’est précisément la fré-
quence associée a ces transitoires 1/A qui domine le maximum et le comportement ultra-
violet du spectre émis.

Remarque. Les résultats précédents peuvent nous permettre de répondre a la question
suivante : Quelle(s) condition(s) portant sur la constante de couplage - dimensionnée - g
garanti(ssen)t la validité du traitement perturbatif? Cette discussion sortant légérement
du cadre de cette section, nous y répondons dans I’Appendice F.

Formulation locale

Maintenant que nous avons compris de quelle maniére les transitoires dictent le contenu
fréquentiel du spectre émis, nous allons voir comment ils influent sur la répartition spatio-
temporelle du flux. Dans le Chapitre précédent, nous avions pu exprimer la valeur moyenne
du flux comme une fonctionnelle de la trajectoire, & ’aide des fonctions de Wightman.
Dans ce cette section, nous allons voir que ces mémes fonctions vont nous permettre de
décrire localement le flux comme une fonctionnelle de f.

Comme notre étude utilise la représentation d’interaction, a la différence des Eqgs.(1.114)
et (1.115), il n’existe qu’une seule fonction de Wightman :

WU, VU,V = (0BT, V) B, V7 |0) (2.76)
- —i I {(U = U —ie)(V = V' —ie)} . (2.77)

Comme le Lagrangien formé avec F, contient deux dérivées par rapport a t, nous allons
avoir besoin de ’expression des dérivées de cette fonction. Elle s’obtiennent & partir de
I’expression suivante :

1 1
Cdn (U=U"—ie)
9Sans recourir & des calculs fastidieux, on peut remarquer que, dans (2.73), T intervient uniquement

dans le terme oscillant. Ainsi, méme lorsque T' — +00, ’aire couverte par l'intégrand ne peut pas excéder
celle de l'enveloppe déterminée par le terme ) . On peut montrer qu’elle tend en fait vers

W (U, VU, V') = (2.78)

w
sinh? (7r(w+w')A/2
sa moitié.



Lorsque I’on retire la contribution du terme D, la valeur moyenne du flux dans le vide,
au second ordre en g, vaut d’aprés (2.38) et (2.46) :

(Tyy) = (0] (1 — i Lint — 3 LintLint) Tyy (1 + 4 Lint — 3 Lthmt> 10) —(0|Ty|0)
= i{<0|TUU Lint|0}, — (0| Lint TUU|0>C} (2.79)

1
+{<O‘Lint Tyu Lint|0), — 2 (<O‘TUU Lint Lint|0), + (O|Lint Lint TUU‘())(;) } :

Contrairement a la représentation du flux en fonction des amplitudes de transition (2.55),
nous allons d’abord séparer les termes linéaires et quadratiques en g, puis nous les expri-
merons en fonction des dérivées de W. En remarquant que les deux termes qui composent
la partie linéaire en g du flux sont complexes conjugués, cette derniére est évidemment
réelle et s’exprime de la maniére suivante :

(Tor) = —21m({0[Tvw Linl0),) (2.80)
— 8y Im(/_+oodtf(t) <6U6tW(U; t))2> (2.81)
= _% 3f . (2.82)

Pour obtenir ce résultat, nous avons d’abord intégré par parties a trois reprises. Les
termes aux bords sont nuls puisque f et ses dérivées sont supposées décroitre suffisamment
rapidement. La derniére intégration s’opére grace a la relation générique :

fm (:,; i ie) - (2.83)

Ainsi, le terme linéaire s’exprime localement!?. Le fait qu’il dépende de la dérivée troisiéme
de f a deux conséquences majeures. Tout d’abord, comme prévu, quand le couplage est
stationnaire, ce terme s’annule. Cela implique qu’il n’est significativement non nul que
pendant les transitoires de f. Ensuite, il ne transporte pas d’énergie. Ceci coincide avec la
formulation (1.106), dans laquelle la partie linéaire apparaissait au travers des amplitudes
A, voir (1.108), et ne participait pas a 1’énergie totale (Hy).

0Te terme lindaire peut également étre écrit sous la forme d’un commutateur :

(Tuv)yin = i (O0l[Tuu, Ling]|0),, -

Cependant, cette écriture induit des expressions divergentes. Cet effet vient de ce que les propriétés
analytiques de la fonction de Wightman, qui proviennent de la prescription ie, disparaissent dans le
commutateur. Cette prescription est capitale puisqu’elle équivaut & définir le contenu fréquentiel du vide.
C’est par ce biais que les valeurs moyennes d’opérateurs prennent un sens mathématique. Ainsi, en
effectuant d’abord la commutation, on obtiendrait un résultat infini. Le méme phénomeéne advient dans
I’étude du terme quadratique qui peut aussi s’écrire & ’aide de deux commutateurs :

1
(Tuv) guadr = —3 (O/[[Tuv, Lint], Lint] |0),, -

De méme, pour ce terme, une seule commutation doit étre faite au risque d’obtenir un résultat divergent.



Le terme quadratique, quant a lui, peut s’écrire de la maniére suivante :
(To0) guaar = Re( (0] Lint [T, Lind][0)) - (2.84)

Dans un premier temps, évaluons le commutateur. En notant ®V la partie du champ qui
s’exprime en fonctions des opérateurs a¥ et bV, on a la relation suivante :

[0y ®Y (U), 9@V T(U")] = —% Oy (U — U") . (2.85)
De cette relation, on tire le résultat suivant :
[Ty (U), Fo(t)] = —i0,06(U —t) {aUch’f 0,® + oy ®Y 0,87 + (h.c.)} . (2.86)

ou (h.c.) désigne I'opérateur hermitique conjugué. Ce résultat permet, en intégrant par
parties sur ¢, de calculer le commutateur :

Tyw, Lind = 900 f {aUquT 8,8 + 9y 9,8 + (h.c. )H

+ig f(U) {oy®V ! 020 + @Y 3301 + (h.c.) :}‘ (2.87)
En insérant (2.87) dans I'expression (2.84), on obtient :
(Tot)guaar = 1697 (O f) Re (z / :odtf(t) (avow e, U))Q) (2.88)
+16¢% f(U) Re (z / :odt 10) (2007 (1, 0)) (0, U)))
= 1922 (20uf05f + fOL]) . (2-89)

Ainsi, la partie quadratique en g du flux s’exprime également de maniére locale en fonction
de f et de ses dérivées. Le fait qu’il n’y ait pas de terme en f? dans I’expression précédente
permet, comme pour la partie linéaire, de vérifier que pour un couplage stationnaire, le
flux émis est nul. De plus, ’analogie avec la formulation locale du Chapitre précédent
(1.124) va plus loin puisque 'Eq.(2.89) peut se décomposer en deux termes : un premier
terme qui ne porte pas d’énergie et un second qui définit une énergie totale positive. Ainsi,
lorsqu’on rajoute le terme linéaire (2.80), le flux se décompose de la maniére suivante :
e

(T} = 2 (1) = 1z 00|90+ ¢ (3057 - (@) | . 250

Dans la figure (2.2), nous avons représenté sur un méme graphique la fonction f ainsi que
divers termes composant le flux émis. Cette figure souligne le fait que le flux n’est non
négligeable qu’autour des transitoires.

L’énergie totale émise peut donc s’écrire de deux maniéres différentes. La premiére
insiste sur le contenu fréquentiel des transitoires et s’écrit comme une intégrale sur les
coefficients de Fourier de f et la seconde provient de la formulation spatio-temporelle du
flux et se lit comme une intégrale sur la dérivée seconde de f :

(Hy) = / dw w (NU) = dg? / / dw dw’ W2 |forur|? (2.91)
0 0
2 +oo

_ 9 2 2_9_2 Oo 2 2
= 1) W (an) - 3/0 dww? £ . (2.92)
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F1G. 2.2: La courbe fine en trait plein est la fonction temporelle définie en (2.68), quand ses
paramétres prennent les valeurs 7' = 10 et A = 1. La partie quadratique du flux est représentée
en tirets, et en trait gras nous avons isolé le terme responsable de 1’énergie totale. Pour ce dernier,
on obtient deux zones formées de deux pics chacune (et non un seul) & cause du nombre (pair)
de dérivées dans F». Les deux courbes ont été tracées avec les mémes unités (arbitraires).

De la premiére formulation, on apprend qu'une condition suffisante pour que 1’énergie
soit finie est que la décroissance dans l'ultra-violet de (NY) soit au moins 1/w?*¢. Cette
condition est remplie lorsqu’on prend la fontion f définie en (2.68), voir (2.75). De plus,
avec ce choix, on peut calculer analytiquement!! I’énergie totale :

(Hy) = -~ 75 E(T/A) . (2.93)

La propriété intéressante de ce résultat se lit sur la figure (2.3) : de méme que le nombre
de particules, ’énergie totale ne dépend plus de T lorsque T > A.
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F1G. 2.3: La courbe représentée ici est la fonction Z(7'/A) explicitée dans I’Appendice G. Quand
T devient supérieur & quelques A, cette fonction sature a 1.

Ainsi, tant que le temps caractéristique des transitoires A différe de zéro, il détermine
la répartition du flux d’énergie ainsi que sa norme de maniére univoque. Que se passe-t-il

1Voir Appendice G.




quand A — 07 La situation considérée correspond a celle étudiée en [74] et |75 & cause de
I’analogie qu’elle présente avec le flux résiduel émis a la fin de I’évaporation d’un trou noir.
Comme nous I’avons vu en (2.69), dans cette limite, f devient une fonction “porte”. Cela
a pour conséquence de concentrer le flux a 'intérieur de deux pics de largeur infiniment
fine et de hauteur infiniment grande. De fait, (Tyy) ne doit plus étre considéré comme
une fonction mais plutét comme une distribution. D’aprés (2.90), cette distribution est
en quelque sorte “pire” qu'un 0 de Dirac, ce qui implique I'absence de définition pour
I'énergie totale (Hy). Ce qui est important de souligner, c’est que cette singularité n’est
pas universelle. Elle dépend non seulement du nombre de dérivées dans F mais également
de l'ordre en g auquel on effectue le calcul. Ainsi, il n’y a pas de réponse a priori & la
question : qu’advient-il du flux lorsque la condition de réflexion sur le miroir disparait ?
La raison de ce statu quo est que la question est mal posée. Pour étudier la nature de la
singularité que développe le flux dans ces conditions, il convient :
— d’abord, de choisir un Lagrangien dont la forme quadratique contient un nombre
suffisant de dérivées par rapport au temps propre,
— puis, de considérer une fonction temporelle qui décroit suffisamment vite pour les
temps asymptotiquement grands,
— enfin, de prendre la limite o le miroir devient, & partir d’un certain moment, tota-
lement transparent.

2.3.2 La radiation dans un bain thermique

Suite au Chapitre précédent, voir (1.142), nous savons que les trajectoires uniformé-
ment accélérées présentent la dérangeante propriété de posséder d’une part, un flux nul,
et d’autre part, des coefficients 8 tous non nuls. De plus, le nombre moyen de particules
émises diverge. Forts de I’étude menée ci-dessus, nous pouvons raisonnablement mettre
cette incohérence au profit des singularités de (Tyy). En effet, ces derniéres n’apparaissent
pas dans l'expression (1.124) et le modéle (méme généralisé) de Davies-Fulling n’en a pas
tenu compte.

Ici, au lieu de nous confronter directement & ces trajectoires, nous allons contour-
ner le probléme en étudiant le flux émis par un miroir inertiel placé dans un bain ther-
mique. En effet, nous allons montrer dans le Chapitre suivant qu’il existe un isomorphisme
important|[60, 38| entre les deux situations suivantes :

— la radiation en termes de particules de Minkowski émises par un miroir immobile

dans un bain a la température § = a/27,
— et la radiation en termes de particules “propres” émises par un miroir soumis a une
accélération uniforme a. Ces particules sont appelées particules de Rindler.
Cet effet est I'effet Unruh que nous avons mentionné en Introduction. Dans cette section,
nous donnerons uniquement le traitement relatif au bain thermique et dans le prochain
Chapitre, nous le traduirons en termes de flux de Rindler.

Par définition, un bain thermique a la température § = 1/5 est un état dont les

éléments de la matrice densité sont diagonaux et valent :

(n;w,ilpln;w, i) = (1 — e™) e (2.94)
ou 'on a utilisé la notation désignant I’état a n particules de fréquence w, voir (1.47) :
1.
[nsw, i) = —= (a;))" [0) . (2.95)

Vn!



En P’absence de miroir, en se servant de 1'Eq.(1.48), le nombre moyen de particules dans
cet état est donné par :

1
(NU) = Tr(ﬁ afjfafj) = (2.96)

Cet état est également défini par sa fonction de Wightman, dont la dérivée est donnée
par :

BWE(U, VU V') = 8UTr(ﬁ ot(U, V) o, V’))
T

B

Bien évidemment, dans la limite oul la température tend vers 0, i.e. § — 400, les
Eqgs.(2.94), (2.96) et (2.97) redonnent les résultats propres au vide, c’est-a-dire, respecti-
vement, que le seul élément non nul de la matrice densité est (0|p|0) = 1, que (NY) = 0,
et que la fonction de Wightman obéit a 'expression (2.76).

Grace a la fonction de Wightman, nous sommes capables de calculer le flux émis en
présence du miroir. Le calcul, moins trivial que celui effectué dans le vide, est présenté
dans ’Appendice H. La méthode reste cependant identique & celle que nous venons de
développer. On sépare d’abord les contributions linéaires et quadratiques :

- =T coth( U - —ie)) . (2.97)

(Tuv)” = (Tov)tin + (T00) puadr (2.98)
Gty = sot( [ e s) (v win)) (2.99)
t (T = 167 @uORe(i [ at 10 (200 0))) (2.100)

+16¢% f(U) Re(i /

—00

dt £(t) <8U8tWﬂ(t, U)) (8(2]8tW5(t, U))) .

Puis, aprés avoir effectué les intégrales, on trouve le résultat suivant :

2T

(Tvo)’ = (Tyw) — (F)Q [% Oy f — % (200 f)* + 103 f)] . (2.101)

Le premier terme est la contribution du vide donnée en (2.90) et le deuxiéme s’annule
naturellement quand la température tend vers zéro. A 'opposé, dans la limite des grandes
températures, c’est ce terme qui domine I’expression du flux, puisque le rapport d’échelle
entre les deux termes vaut (A/8)?. Remarquons que la partie thermique, & I'instar de
la partie inhérente au vide, s’annule lorsque le couplage est stationnaire, i.e. f(t) =
1. Une telle propriété implique qu’un miroir inertiel couplé uniformément au champ de
radiation ne rayonne pas, méme lorsqu’il est plongé dans un bain thermique. En termes
des caractéristiques de la fonction de couplage temporel, cela implique que, méme & grande
température, ce sont toujours les transitoires de f, exprimées au travers de A, qui pilotent



la valeur du flux. Il en est de méme pour I’énergie totale puisque la partie thermique du
flux peut également s’écrire comme la somme d’une dérivée et d’'un terme positif :

(Tow)’ = (Tyy) = - (2%)2 [% I f — % (2(0vf)* + fog f)] (2.102)

(2w 2 g2 o\ 2 g g°
- (%) o= (3) o) i s -5 rous].

Ainsi I’énergie totale vaut :

(Ho)" = (Hy) + - (%”)2 / :odU @ f)? . (2.103)

De méme que la partie du vide, le terme thermique ne dépend pas de la durée du couplage
dans la limite T/A > 1; la différence avec (2.93) réside dans le fait que, dans cette limite,
son comportement est conduit par 1/AS2%.

2.4 Conclusion

Dans ce Chapitre, nous avons introduit un nouveau modéle pour décrire I'interaction
entre le champ de radiation et un miroir. Ce modéle repose sur un Lagrangien qui posséde
plusieurs propriétés. Il permet :

— de choisir les propriétés dispersives du miroir en modifiant le nombre de dérivées du

champ & dans F,
— de décrire un miroir épais grace a la fonction Q(p),
— et de controler I'intensité du couplage le long de la trajectoire par le biais de la
fonction temporelle f(7).
Ce modéle reproduit les résultats que nous avons trouvés lors du Chapitre précédent
en résolvant certains des problémes listés dans la Conclusion. La correspondance entre
les modéles de Davies-Fulling et Lagrangien se lit clairement au travers, d’une part, des
Eqgs.(2.54) et (2.55), qui donnent un flux d’énergie émise identique a celui du premier
Chapitre, et d’autre part, des Eqs.(2.56) et (2.57), qui relient les amplitudes de transi-
tions A”* et BY aux coefficients de Bogoliubov o/?* et 8% . Les problémes résolus sont,
premiérement, ’apparition de la causalité dans la formulatlon globale du flux, grace a
la fonction AX()\) donnée en (2.22), et secondement, la possibilité explicite de découpler
asymptotiquement le champ et le miroir par le biais de la fonction f(7).

En considérant le flux émis par un miroir inertiel dans le vide, nous avons vu que les
particules étaient créées non pas quand l'interaction était constante mais précisément a
I“allumage ” et a I"‘extinction” de cette derniére. De plus, en analysant le méme phéno-
méne dans un bain thermique, nous sommes arrivés a une conclusion identique. Ainsi,
lorsque le couplage est uniforme, le flux émis est nul tout comme dans le vide ; par contre,
lorsque I'interaction posséde des transitoires, le flux correspondant est augmenté par 1’effet
de la température.

Dans la liste des problémes soulevée a la fin du Chapitre précédent, restent ceux
inhérents aux trajectoires uniformément accélérées. La résolution de ces problémes est
I’objet du Chapitre suivant.



Chapitre 3

» ,

Le Miroir Uniformément Accéléré

Tous les fleuves vont 4 la mer, et la mer n’en est pas remplie;

vers l’endroit qui est assigné auz fleuves, ils dirigent invariablement leur cours.

Toutes choses sont toujours en mouvement, personne n’est capable d’en rendre compte ;
l’oeil n’en a jamais assez de voir, ni l’oreille ne se lasse d’entendre.

Kohelet 1.7 — 8

Nous allons maintenant utiliser le modéle Lagrangien lorsque la trajectoire du miroir
est uniformément accélérée, afin de répondre aux problémes soulevés a la fin du premier
Chapitre!. Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux modes propres liés a la
trajectoire. Les particularités du mouvement uniformément accéléré vont nous permettre
de définir deux types de particules propres : les particules de Rindler et de Unruh. Ensuite,
nous introduirons une nouvelle fonction de couplage temporel, paramétrée par ’accélé-
ration, ce qui nous permettra de régulariser les amplitudes de transition du Lagrangien.
Ainsi, on obtiendra une expression réguliére du flux d’énergie. Ceci fait, nous donnerons
également une formulation locale au flux émis par un miroir uniformément accéléré. Nous
conclurons ce Chapitre en résolvant les incohérences inhérentes a la radiation émise par
deux miroirs uniformément accélérés symétriques.

3.1 Les différentes particules

3.1.1 Les particules de Rindler

Comme précédemment, nous allons considérer la branche de la trajectoire qui réside
dans le quadrant L de Rindler. Soit, selon (1.142) :

Va(U) = —% U €]0, 00| - (3.1)

Afin de construire les modes propres de la trajectoire uniformément accélérée, (ainsi que
les particules qui leur sont associées) reprenons la démarche utilisée lors de la section
1.2.1 pour des trajectoires asymptotiquement inertielles. Les relations (1.56) et (1.57)
permettent de définir les coordonnées de genre lumiére dans le référentiel propre :

1
up, = = In(aU) , pour U >0, (3.2)

1 existe une méthode ad hoc qui régularise le flux d’énergie émise, tout en gardant le formalisme de
Davies-Fulling. Elle consiste & régulariser non pas l'interaction mais la trajectoire, de telle sorte que cette
derniére soit asymptotiquement inertielle. Un exemple est présenté dans 1I’Appendice J.
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1
o= In(—aV), pour V<0, (3.3)

et, grace aux définitions (1.54) et (1.55), on obtient :
r= L (U)ot p= —— In(—a2UV) . (3.4)
2a 2a
Ainsi, le long de la trajectoire, les coordonnées propres valent :
Ta(U) =ur(U) , 74(V)=v(V) et p=0. (3.5)
D’aprés (1.58) et (1.59), les modes propres tels que 0, = A sont donnés par :

L U e~ AuL (GU)ii)\/a L,V

oy (up) = =0U)——— et "y, (vp) = =0(-V)—————, (3.6
wu) = Ui = Ui o) =y = O gy B9
ou l'indice L a pour but de rappeler que ces modes décrivent des quanta causalement
connectés a la trajectoire incluse dans ce quadrant. En effet, comme la trajectoire elle-
méme, les coordonnées précédemment définies ne couvrent qu'une partie de I’espace-temps
de Minkowski. Par exemple, le flux porté par les particules droitiéres arrivant sur la
partie U < 0 de J;§ ne peut pas étre décrit par les modes propres (3.6). En symétrisant
par rapport a l'origine des coordonnées U = V = 0, on définit donc les coordonnées

complémentaires suivantes :

e—ihvr (—aV)i)‘/a

1
ug = —— In(—aU) , pour U <0, (3.7)
1
et vp = - In(aV), pour V>0, (3.8)

qui ne sont rien d’autre que les coordonnées propres? de la trajectoire uniformément
accélérée dans le quadrant R. On tire de ces coordonnées les modes correspondants dans
le quadrant R :

e—Mur (—aU)i)‘/a e AR (aV)_i)‘/a
"Hur) = S = 01 i e (o) = S = 00— (39)

Var VAar 47\

Par définition, voir (1.29), ces deux familles de modes équivalent a deux familles de par-
ticules propres. Ainsi, le champ se décompose dans tout ’espace-temps de la maniére
suivante :

o0
BU.V) = [ (el + e e+ T R+ el
0

+ YT QU 4 By TRV RpTTROU > 4 Rbyf%‘{*) . (3.10)

2Remarquons que ces coordonnées définissent, au travers de (1.54), un temps propre T =
—21—a In(—U/V). Si ce temps propre est I’opposé de ce que nous avons trouvé en (3.4), il a 'avantage
d’étre orienté, tout comme ce dernier, dans le sens des ¢ croissants. En effet, si I’on impose la méme
formulation au temps propre sur les deux branches de trajectoire, I'une des deux sera obligatoirement
orientée dans le sens des ¢t décroissants. Pour éviter les problémes liés & la causalité, nous choisissons donc
de conserver cette notation, tout en gardant & ’esprit qu’il s’agit d’une convention.



Comme nous ’avons fait dans le premier Chapitre, il est possible d’établir les relations de
Bogoliubov entre les bases de Rindler et de Minkowski. Le but de cette de décomposition
est essentiellement de connaitre le contenu spectral de Minkowski des modes propres. En
d’autres termes, nous voulons savoir de quel type de “vraies” (anti-)particules est consti-
tuée une particule de Rindler. Pour ce faire, il nous suffit de calculer les recouvrements
des différents modes donnés par la matrice By, voir (1.80). Par exemple, les deux types
de particules droitiéres sont reliés par :

@(U) SDU_L UULQDS\] + L UULQDQ* = Lag_La{{)[\]aU 4 /BUU*bUT’(311)
@(—U) ng R UU Rﬂog + R UU R@g* = Rag Rag)(\] GU + 5UU* bU]L ,(312)

avec

:—QL ) (E>iA/aP zé) N2 (3.13a)
ma YV w \w a
L UU——/OOdU (aU) ™ o emiwl
wA tOu
0 AT\ V47Tw
1 by —i)/a A
V() () e (3130)
0 —i\/a —iwlU
_ U >
R gg:/ dU (—al) iy €
o 47\ drw
1 b\ —i\a by
=maVo () T (‘ia> i (3:15¢)

__1 /A (3)W“ r (13> o™V (3.13d)
2ma V w a

A partir des relations précédentes, nous voyons que les particules de Rindler sont formées

de particules ainsi que d’anti-particules de Minkowski de toutes fréquences. Ces relations

permettent également de calculer le nombre de particules droitiéres de Rindler L dans le

vide de Minkowski®

SO — N

L UTL b
(0%ay " Fafi10) = S5

(3.14)

Ainsi, le vide de Minkowski est un bain thermique de particules (et d’anti-particules) de
Rindler & la température § = a/27. Un calcul similaire montre que le vide de Rindler est un
bain thermique de particules de Minkowski a4 la méme température. Appelons “observateur
de Rindler”, un observateur inertiel pour les coordonnées de Rindler. Par définition, il suit
une trajectoire uniformément accélérée par rapport au référentiel de Minkowski. Nous

3Ce dernier est toujours noté |0), par opposition & I’état qui annule les opérateurs de Rindler, noté
R,L
0)™



comprenons alors l'intérét de I’étude menée a la fin du Chapitre précédent : ’étude du
flux de Minkowski pour un miroir inertiel dans un bain thermique équivaut a celle d'un
miroir uniformément accéléré en termes des modes de Rindler. Nous utiliserons cette
propriété quand nous calculerons le flux de Rindler.

Bien que possédant une formulation simple, les modes de Rindler présentent le désa-
vantage d’étre formés d’anti-modes de Minkowski, comme le soulignent les expressions
(3.13b) et (3.13d). Ainsi, en utilisant des amplitudes de transition a l’aide des opérateurs
de création et d’annihilation de Rindler, on perd inévitablement le contenu en termes
de particules de Minkowski. Nous allons donc présenter une troisiéme famille de modes
qui sont également des modes propres de I'opérateur 0, mais qui ne possédent que des
fréequences de Minkowski positives : les modes de Unruh.

3.1.2 Les particules de Unruh

Les modes de Unruh, notés ¢ and @Y, avec A €] — 0o, +00|, possédent plusieurs
propriétés remarquables :
e Ils ne possédent que des fréquences de Minkowski positives. Explicitement, cela
signifie qu’ils s’écrivent selon les intégrales suivantes :
U o8] U e—z’wU
@ /0 dw 7y, P

C(iN/a) (w\~—HNa e™v¢
U
avec 7y, = <—) — (3.15a)
Asinh(7A/a) 2maw
et oY :/oodw Yy, e , avec 7y, = Yol . (3.15b)
0 Varw

e Ils sont des modes propres de 'opérateur i9,. Cette propriété implique qu’ils s’ex-
priment comme des simples combinaisons linéaires des modes de Rindler. De fait,
on peut écrire les relations suivantes, pour A > 0 :

1 1

AU Y L Ux, ____+ R U

Qp)\—\/m @ +m "2 (316&)
1 1

- - LU . - R U=

PAT Ao T ey (3.16b)
1 1

sv_ Y LV, RV
1 1

W= - L,V - = R Vx

P T A +.vgzaﬁr:jj LN (3.16d)

Ces relations indiquent que ce sont les modes de Unruh possédant une fréquence A
négative qui peuplent majoritairement le quadrant L pour les grandes valeurs de
Al
e [ls peuvent s’écrire analytiquement. En effet, quel que soit le signe de A, on a :
[a(U — ie)]*e

YV = lim , 3.17
P e—=0 \/47T/\(627r)\/a —1) ( )
_ i\1—iAa
¢y = lim alV —ic)] : (3.18)
€0 \/47/\(1 — e~2m\/a)




ol la prescription analytique sur la coordonnée spatio-temporelle se lit de la maniére
suivante :

. x, six>0
x:l:ze—{_xeim’ § <0 (3.19)

e Les modes de Unruh gauchers et droitiers sont identiques le long de la trajectoire.
En effet, a partir des Egs.(3.5), (3.6), (3.9) et (3.16), on trouve directement que :

IAT
~U ~V €
Uy(7)) = Va(r)) = , 3.20
K (Walr) = X (Val) = — s (3.20)
pour la trajectoire L, alors que le long de la trajectoire R, on obtient* :
U v e—i)\'r
@x WUa(r)) = x (Va(7)) (3.21)

CAmA( — e ey

A Taide de ces modes, on définit canoniquement des opérateurs de création et d’anni-
hilation, ce qui permet de décomposer le champ de radiation comme suit :

+o0
B, V) :/ dr (af ok + ay o) + BT el + B el7) (3.22)
—00

Il est important de remarquer que, comme les particules de Unruh ne contiennent pas
d’anti-particules de Minkowski, le vide pour les opérateurs a et b est le vide de Minkowski
0).

3.2 La fonction de couplage temporel

Quelle que soit la famille de particules choisie, si le couplage entre le champ de radiation
et le miroir est stationnaire, les amplitudes de transition et les coefficients de Bogoliubov
donnés en (1.145) sont identiques, voir (2.56) et (2.57). Ils présentent donc les mémes
pathologies. Afin d’obtenir des amplitudes réguliéres, il nous faut donc allumer et éteindre
ce couplage adiabatiquement, comme nous ’avons fait pour le miroir inertiel au Chapitre
précédent. Cette condition équivaut a choisir une fonction adéquate du temps propre, que
nous noterons f(7). De méme que pour la fonction f(¢) définie en (2.68), la fonction de
couplage temporel f (1) doit posséder les propriétés suivantes. Elle doit étre suffisamment
réguliére : au vu des Eqs.(2.89) et (2.101), cela signifie qu’elle doit étre continue et dérivable
a l'ordre 4 au moins. De plus, afin de pouvoir traduire un découplage adiabatique entre
le champ de radiation et le miroir, elle doit étre quasiment constante pendant un laps de
temps (plateau), puis décroitre suffisamment rapidement en dehors de cette période.

3.2.1 Choix de f - Role physique

L’argument de f étant le temps propre 7, la fonction doit étre paramétrée par ’accé-
lération a. Notre choix se porte sur :

f(r) = e~ 21 cosh(ar) (3.23)

4La différence de signe £iA7 entre (3.20) et (3.21) fait écho & la remarque que nous avons faite dans la
note (2). En effet, rappelons que le temps propre en tant que fonctionnelle des coordonnées de Minkowski
U et V posséde deux expressions opposées selon que la trajectoire réside en L ou en R.




Dans cette expression, n est un réel positif sans dimension. Afin que la durée du plateau
soit grande par rapport a celle des transitoires, comme pour f donnée en (2.68), ce para-
métre doit satisfaire : 0 < 7 < 1. Les caractéristiques de cette fonction sont les suivantes

0.8

0.6

0.4

F1G. 3.1: Dans cette figure, nous avons tracé la fonction temporelle f (1) pour deux valeurs du
paramétre i mais pour la méme valeur de I’accélération, posée & a = 1. La courbe en trait plein
correspond & Innp = —20 et celle en pointillés, & Innp = —18. On voit clairement que la durée du
plateau est linéaire en In7, comme le prévoit (3.24), alors que la pente des transitoires ne dépend
pas de ce paramétre, voir (3.25).

(voir figure (3.1)) :
— Elle posséde un plateau de hauteur e=2" ~ 1 autour de la valeur 7 = 0. La largeur
de ce plateau en temps propre est donnée par :

o = /_ ar ) = %Ko(zn) ~ A (3.24)

00 a

— Ce plateau se termine par des courbes dont la pente maximale est donnée par :
5 a
max |0, f| ~ - & T~4T. (3.25)
e

Il est remarquable de noter que cette pente ne dépend pas du paramétre régulateur
7 mais uniquement de ’accélération : ceci aura des conséquences importantes sur la
valeur du flux de Rindler.

— La longueur des transitoires est de quelques 1 /a. En effet, soient 71 et 75 les temps
propres (positifs) pour lesquels la fonction f vaut respectivement les fractions e et
1 — € de sa valeur maximale :

f(ﬁ) =eM(1-¢ & 1~-lIn(en), (3.26)

f(r)=e e < 71~ — In(|lne|/n) . (3.27)

QI

Les transitoires ont pour durée l’'intervalle de temps entre 7 et 7o qui est donné,
pour € = 0.1 %, par :
1 8.8
To—1 = — In(|lne|/e) ~ — . (3.28)
a a

Ainsi, imposer que la durée du plateau soit grande devant celle des transitoires
équivaut a la condition plus restrictive 27 > (1, — 1) < |lnn| > 1.



— Aprés ces transitoires, la fonction décroit exponentiellement vite :

~ |7| =400
~

f(r)

Nous verrons par la suite que cette décroissance est suffisamment prononcée pour
pouvoir obtenir une énergie totale finie.

En plus des conditions portant sur le comportement spatio-temporel de f, nous savons

que la régularité de I’énergie et du flux s’exprime également au travers de conditions
portant sur ses coefficients de Fourier, voir (2.91). Dans notre cas, ces coefficients valent :

e e (3.29)

~ 1 Foo , 1
= __ d —2n cosh(ar) (L \a ) )
Rz g [ Caremesen - L, e (3.30)
_ o 1
1fal 20 Z(aA) e (3.31)
a

Comme la pente maximale de la fonction f est indépendante du régulateur 7, il n’est pas
surprenant qu’il en soit de méme pour le comportement ultra-violet de ses coefficients.

3.2.2 Roéle mathématique

En termes des coordonnées de Minkowski le long de la trajectoire (3.5), 'Eq.(3.23) se
réécrit :

Fr) = o= aUa(7) + 1/aUa(r)) _ gi(aVa(r) +1/aVal(r) (3:32)

Cette réécriture permet de donner a la fonction temporelle le role d’un régulateur ma-

thématique. Afin de prouver cette propriété, considérons, par exemple, 'amplitude de

At : Uv .
création de paire B :

By = gl ([ e @ ) o

) ; 0 . y —n/aU
_ _/Lg V ww / dU eZUJU—ZUJ /lle e—ﬂaU 67 (333)
2ra 0 u
_ _i92\/ ww' /oodU % eiwian)U—i(w' —ian) /a?U (3.34)
ma 0

L’Eq.(3.33) montre que c’est le paramétre n qui permet I'intégrabilité au sens de Riemann
de 'amplitude de transition en régularisant l'intégrand a ses deux bornes. Quant a (3.34),
elle semble indiquer que, pour n — 0T, le régulateur a également pour vocation de définir
le comportement analytique des fréquences de Minkowski. Nous reviendrons plus en détail
sur cet aspect dans la prochaine section.

Avant d’expliciter les amplitudes de transition régularisées, il est utile de remarquer
que la réécriture (3.32) permet également de donner les coefficients de Fourier de f en
termes des fréquences de Minkowski :

~ 1 [ _ - 1 1 -
fo = — AU emaU+t/al)gl — _ — __ — K (2ny/1 — iw/an) (3.35)
21 Jo am /1 —iw/an

re w o0 1 —
et |fu] YR a(a/w)3/4nl/4e Vawn/a (3.36)



A Pinverse de (3.31), on peut remarquer que la décroissance ultra-violette de f. est dic-
tée par le paramétre n : nous interpréterons cette dépendance lorsque nous calculerons
I’énergie totale dans la limite ou 7 tend vers zéro.

3.3 Les amplitudes de transition régularisées

3.3.1 En termes des particules de Minkowski

Nous allons maintenant voir de quelle maniére le choix conjoint de la forme quadratique
F; et de la fonction temporelle f(7) définie en (3.23) permet au Lagrangien de posséder
des amplitudes de transitions réguliéres. Réguliéres signifie que, par ce biais, nous allons
répondre aux problémes soulevés a la fin du premier Chapitre (remarque c)).

Afin de comprendre 'effet de chaque terme du Lagrangien, nous allons d’abord donner
les amplitudes non réguliéres correspondant aux résultats de Davies et Fulling. Comme
nous le savons déja, les coefficients de Bogoliubov (1.145) pour un miroir parfait et uni-
formément accéléré sont égaux, au facteur ig prés, aux amplitudes de transition pour le
Lagrangien possédant les propriétés suivantes : F = Fy et f(7) = 1, voir (2.56) et (2.57).
Le fait de ne pas choisir le courant de Noether mais la forme quadratique F; a été motivé
par la volonté de se débarrasser des divergences infra-rouges (non physiques car dues a
I'utilisation de quanta non massifs). Dans ces conditions, lorsque le couplage est encore
considéré comme uniforme, les amplitudes de transitions valent :

. 19 ww'
Agg —)5((.0 — w') =+ g a m s (337&)
g ww'
wa/ % a m 5 (337b)
y ! !
AUV, VOO e 9 VIR (3.37¢)
we T a a
y ! !
BUY VI g 0V (3.37d)
T a a

Si les divergences infra-rouges ont effectivement disparu pour les amplitudes de réflexion
(UV), elles existent encore pour celles qui traduisent la transmittivité (UU). De plus, les
autres griefs que nous reprochions aux «, 8 persistent encore : & savoir, la divergence de
AUU* Jorsque w = w' et I'absence de définition pour I’argument de la fonction de Bessel
dans AYY *. Comme nous travaillons dans le contexte de la théorie des champs, nous
pouvons rajouter aux problémes ci-dessus I’absence de symétrie entre les amplitudes A et
B (crossing symmetry).

L’apport du régulateur n va résoudre tous ces problémes. Explicitement, lorsque I'in-
teraction miroir/radiation est découplée adiabatiquement par f, on trouve :

4zg Vww! 77

T a X?
ot X =211 —i(w—w')/an,
puy — g Ve o Ky (X" (3.38b)

J —
ww T a X7

AVU* = §(w — ') —

Ky (X), (3.38a)




o X' =211 —i(w+w')/an,
y !
U= YY), (3.38¢)

ou Y =2v/(w/a+in)(~w'/a—in)
BUV__i_g\/m
ou V' =2v/(w/a+in)(w/a—1n) .

Ko(Y"), (3.38d)

Il est facile de vérifier que :

AVU*  §(w — W) = —%Kg(Qn) w, (3.39)

qui est fini, et que 'argument Y de la fonction de Bessel dans AUY * est correctement

défini. Enfin, les amplitudes de transition sont maintenant reliées analytiquement par la
relation suivante :

chw’ :B]

w,w’ei’r .

(3.40)

(Voir [53], ot une relation analogue émerge pour les amplitudes d’un détecteur uniformé-
ment accéléré. Nous reviendrons plus tard sur cette similarité.)

Rajoutons que, lorsque le miroir se déplace dans le quadrant R, les amplitudes de
transition s’obtiennent trés simplement en remplacant n par —n ; une telle correspondance
se comprend aisément en inspectant la réécriture de f donnée en (3.32). Il est important
de souligner que cette correspondance n’a pas lieu pour les amplitudes non réguliéres
(3.37) puisqu’elles gardent la méme expression, que le miroir se déplace dans le quadrant
L ou le quadrant R.

Cependant, ce ne sont pas ces amplitudes de transition qui vont nous servir & exprimer
le flux d’énergie émis sur J;. La raison est qu’elles ne permettent pas de comprendre
simplement quelle est la répartition spectrale des particules qui contribuent a 1’énergie
totale (1.111). Les amplitudes de transition en termes des particules de Rindler, bien que
trés faciles & exprimer® souffrent elles aussi de ce probléme. C’est pourquoi nous allons
définir des amplitudes “mixtes” qui vont nous permettre de comprendre quelles sont les
fréquences qui participent au flux du champ de radiation.

3.3.2 Les amplitudes “mixtes” et le détecteur uniformément ac-
céléré
Afin de conserver les notions de particules et d’anti-particules ces amplitudes ne vont

pas mélanger les quanta de Minkowski et de Rindler mais de Minkowski et de Unruh. En
effet, nous avons vu précédemment que les particules de Unruh ne sont constituées que de

5Les amplitudes de transitions en termes des particules de Rindler s’expriment trés simplement en
fonction des coefficients de Fourier fy (3.30). Nous avons déja effectué ce calcul : en effet, la diffusion
des particules de Rindler par un miroir uniformément accéléré est identique & celle des particules de
Minkowski par un miroir inertiel. Les amplitudes de transition recherchées s’écrivent donc en remplagant
w et w' par A et X' dans (2.62) et (2.63).



particules de Minkowski, voir (3.15). Les amplitudes de transition correspondantes sont
donc définies par :

ATE = (0l (1 + iLiy) @110), (3.41)
BY = —(0|al, b iLint |0) . (3.42)

De plus, comme les modes de Unruh gauchers et droitiers sont identiques le long de la tra-
jectoire uniformément accélérée, voir (3.20), I'indice relatif a la particule correspondante
est indifferemment U ou V' dans I’expression des amplitudes, hormis pour le terme trivial
en 0. La radiation émise sur J. }%L est donc décrite entiérement a I’aide des deux amplitudes
suivantes :

. g WA . C(1—iXa -
AT = Y ey (1 —iw/an) M2 Ky (2041 — iw/an) (3.43)
(1 — iw/an)" N2 K (2041 — iw/an) (3.44)

By = W ] @A

ma V1 — e 2mMa
Bien évidemment, tout comme les amplitudes de la section précédente, les amplitudes
mixtes sont réguliéres grace au parametre 7. De plus, elles permettent de définir un nombre
de particules et une énergie finis. Sans démonstration, on peut s’en convaincre en remar-
quant que, comme ces amplitudes sont fonctionnellement un mélange des composants de
Fourier de f, (3.30) et (3.35), elles en possédent également les propriétés asymptotiques.

Deux raisons distinctes ont motivé le choix de telles amplitudes. D’abord, comime
nous allons le voir dans la prochaine section, il va étre possible grace a elles d’inspecter le
contenu particulaire de 1’énergie recue sur J*. La seconde raison est qu’elles permettent
une analogie directe avec les amplitudes de transition d’un détecteur uniformément accé-
léré.

Le modéle du détecteur|52, 32, 53| est plus simple que celui du miroir. On appelle
“détecteur” un atome a deux niveaux, notés |+) et |—), séparés par un gap en énergie
m. A linstar du miroir, cet atome suit une trajectoire de genre temps. L’interaction
détecteur/champ de radiation Lgeectenr différe de Uinteraction miroir /champ de radiation
(2.1) uniquement au travers de la forme quadratique :

F(1) = 0,0 e ™ |V (+]| 4+ 0,Pe™ |[+)(—]. (3.45)

Comme on a rajouté une source extérieure, I’espace de Fock s’élargit. Les amplitudes de
transition dépendent donc des quanta créés ou diffusés mais aussi de ’état du détecteur.
Quand celui-ci suit une trajectoire uniformément accélérée, il est facile de voir que, par
exemple, ’amplitude d’émission spontanée® est reliée aux amplitudes que nous venons de
définir de la maniére suivante :

1 uv
w\/ﬁ Bw)\ ‘)\:m .

De méme que pour le miroir, c’est la fonction de couplage temporel qui assure la régularité
des amplitudes de transition dans I’étude du détecteur uniformément accéléré. Ainsi, toute
la discussion qui va suivre peut étre intégralement traduite pour ce modéle. En particulier,

M;7% = (+](0|bY i Laetecteur|0)|—) = (3.46)

6Pour un détecteur accéléré, une bonne analyse des processus d’émission stimulée est faite dans [76].



le domaine des fréquences de Minkowski qui contribuent & I’énergie émise est identique
pour les deux modéles (voir Eqs.(2.62) et (2.63) dans [32]| ainsi que la discussion qui
suit). Dans Pexpression (3.46), il est important de remarquer que les paires créées sont
formées d’une (anti-)particule et d’un (des-)exciton du détecteur. Tout se passe comme si
les seuls processus autorisés étaient a fréquence de Unruh fixée A = m. Réciproquement,
en représentation mixte, le miroir se comporte comme un ensemble de détecteurs pour
lesquels le gap m prend toutes les valeurs de I'axe réel.

3.4 Quelles sont les particules qui participent a I’éner-
gie?

Dans la prochaine section, nous donnerons la valeur exacte de 1’énergie a partir d’une
formulation locale. Dans celle-ci, nous allons en faire un calcul approximatif afin de ré-
pondre & la question ci-dessus. Avant cela, rappelons ce qui se passe lorsque le couplage
est constant. Pour ce faire, les résultats du modeéle de Davies-Fulling sont suffisants.
L’Eq.(1.148) nous apprend que 1’énergie (HY) s’écrit comme l'intégrale sur w de deux
termes constants et infinis :

(HV) = /0 " dw w (N
_ / Tdw () - (3.47)

Nous allons maintenant voir que lorsque l'intéraction est paramétrée par n l'intégrand de
(HY) n’est plus constant ni infini. Dans ce but, réécrivons a 1’aide des amplitudes mixtes
Iénergie totale émise sur J5 . D’aprés (2.59) et (2.60), cette énergie vaut :

00 +00
(HVY = / dw / d\ h(w, Ain) | (3.48)
0 —00
ou la densité d’énergie h est donnée par :
h(w,\;n) =4w |BYY 2 (3.49)

Comme nous I'avons précédemment remarqué, le comportement asymptotique des am-
plitudes mixtes se déduit facilement de celui des coefficients de Fourier de f. On montre
donc aisément que :

h(w, \;n) MR em2mlN/a (3.50)

Ainsi, les fréquences de Unruh qui participent au flux se situent autour de A = 0 avec une
largeur de quelques a. C’est dans cette approximation que nous allons nous placer.

Tout d’abord, il nous faut remarquer que le régulateur n a une fonction de cut-off
vis-a-vis des fréquences de Minkowski. En effet, celles qui contribuent significativement a
la densité h font partie de l'intervalle suivant (voir figure (3.2)) :

an Sw S &a/n, (3.51)



ou £ est un facteur numérique. Lorsque A prend des valeurs convenables (voir paragraphe
précédent) et que 'on utilise le critére de largeur & mi-hauteur, on trouve :

h(w=&a/n,\im) _ 1 -
TR £~0,50 . (3.52)
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F1G. 3.2: Dans cette figure, nous avons représenté, avec une unité arbitraire, la densité d’énergie
h(w, A = 0.15; 1) en fonction de Inw et lnn. De plus, nous avons posé a = 1. On voit clairement
que la surface ainsi décrite posséde un plateau de hauteur constante, délimité par les plans
lInw=+1Inn.

Ensuite, comme on peut le voir également sur la figure (3.2), 4 I'intérieur de 'intervalle
(3.51), la densité d’énergie ne dépend plus de w. Ces deux observations nous permettent
d’approximer I'intégrale sur les fréquences de Minkowski de la maniére suivante :

§a/n a

/ dw h(w, \;n) =~ h(w=a,\;n) X / dw =~ m h(w=a,\;n) . (3.53)
0 an

F1G. 3.3: Dans cette figure, nous avons représenté, dans les mémes unités que la figure précédente,
la densité d’énergie h(w = a,\;n) en fonction de X et In7. Il est clair que la densité d’énergie
indépendante du régulateur n. Cette propriété vient de ce que la fréquence de Minkowski se trouve
a Pintérieur du plateau, i.e. an K w = a K a/n.

D’aprés la figure (3.3), dans l'intervalle (3.51), h ne dépend pas non plus de \. Cette
propriété se démontre mathématiquement en appliquant la limite asymptotique (D.3) a



’Eq.(3.44). On obtient le comportement (conforme & nos suppositions) suivant :

UV 30 ig A U
B emA/a _ o—m)/a Ma > (354)

ou vy est défini en (3.15a).
Ainsi I'intégration sur les fréquences de Unruh peut étre analytiquement conduite et,

grace a la relation :
+00 2 2
/ de — 2 = T (3.55)

on obtient :

(HY) = /+Ood)\/ dw h(w, A;n)

~ / d)\Fh(w—a)\n)

+0o0 2 )\2 1
~ / P p—
oo n (eﬂ Ja _ e—7r)\/a)2 27ra?

Pd’
6mn

(3.56)

Bien évidemment, ’ambiguité qui entoure la valeur exacte du facteur &, ainsi que les
approximations conduites dans ce développement ne nous permettent pas d’affirmer que
le résultat précédent est exact. Cependant, nous allons voir maintenant qu’a la place de
& = 0.50, c’est la valeur 3/8 qui donne le résultat correct. Plus important, nous allons
également pouvoir vérifier que le facteur dimensionné g2a® est juste et que 1'énergie totale
portée par les quanta de Minkowski est effectivement conduite par 'inverse du régulateur
7.

Ainsi, grace a la fonction de couplage temporel (3.23), nous avons pu non seulement
régulariser les amplitudes de transition mais aussi rendre 1’énergie et le nombre de parti-
cules créées finis. En effet, la méthode que nous avons employée pour le calcul de I’énergie
s’applique également au nombre total de particules émises et fournit le résultat suivant :

2 2

(NY) = Z— [In(én)] - (3.57)

De plus, nous avons réussi a circonscrire le domaine des fréquences qui interviennent
constructivement dans la radiation, en interprétant le régulateur n comme 1’élément dé-
terminant pour obtenir les cut-offs infra-rouge et ultra-violet :

wirg =an et wpy ~a/n . (3.58)

Au-dela de ces bornes, les quanta correspondants interférent destructivement. L’impor-
tance de ce résultat est de fournir le cut-off ultra-violet qui manquait cruellement au
modéle de Davies-Fulling. Bien évidemment, lorsque le régulateur n tend vers 0, ces cut-
offs disparaissent et 1’énergie ainsi que le nombre de particules divergent, retrouvant ainsi
leur comportement pathologique.

Maintenant que nous avons réussi & montrer que la représentation particulaire (glo-
bale), lorsqu’elle est conduite correctement, ne donne pas de résultats infinis, il nous faut
prouver que le formalisme local ne fournit pas de flux et d’énergie nuls.



3.5 Formulation locale de I’énergie

Nous avons montré a la fin du Chapitre précédent que le formalisme des fonctions
de Wightman permet de donner une formulation locale au flux d’énergie pour un miroir
inertiel. Nous allons utiliser les résultats trouvés dans le cas du bain thermique pour cal-
culer le flux ainsi que I’énergie de Rindler d’un miroir uniformément accéléré, en tant que
fonctionnelles de f. Avant cela, nous allons directement effectuer le calcul du flux et de
I’énergie de Minkowski. Les motivations de cette étude sont multiples. En confrontant nos
résultats avec ceux du modéle de Davies-Fulling, nous pourrons insister sur 'importance
des transitoires et expliquer la répartition spatio-temporelle du flux. De plus, ’applica-
tion d’un formalisme Lagrangien possédant des amplitudes de transition réguliéres nous
permettra de tracer la notion de causalité dans les différentes expressions (notion qui,
rappelons-le, disparait par endroits dans le modéle de Davies-Fulling). Enfin, le calcul
explicite de I’énergie nous permettra de vérifier I'Eq.(3.56).

3.5.1 Flux de Minkowski

Expression générale

Reprenons les expressions de la section 2.3.1 afin de déterminer le flux émis sur J3.
Ainsi, on commence par séparer les termes linéaire et quadratique en g. On obtient” donc,
a partir de (2.80) :

TooO))yy, = —2 Im((WTUU Lmt|0>c>
g oo s ) 1
= —1 d U 3.59
Lyt ([ e f0 080 ) - 659
ou
Uy(t) = .U, ( = aUy(1) pour la trajectoire uniformément accélérée) (3.60)
voir (3.2) et (3.5). Pour calculer Iintégrale (3.59), il est commode d’utiliser la coordonnée
U = U,(71) comme variable d’intégration et de définir la nouvelle fonction temporelle :

F(U) = Ua(7[0]) f(7[0]) - (3.61)

On obtient alors :

By = 1 (a0 PO =) - (3.62)

La résolution de cette intégrale se fait de la méme maniére que pour la trajectoire iner-
tielle. En effet, en intégrant par parties, le comportement asymptotique que I'on a imposé
a f rend nuls tous les termes aux bords®, et 1'Eq.(2.83) permet d’effectuer la derniére

"Bien que les expressions suivantes fassent intervenir la fonction f, elles sont correctes pour toutes
les fonctions de couplage temporel qui satisfont aux exigences de différentiabilité et de comportement
asymptotique rappelées au début de la section 3.2.

8Sans supposer que f est donnée par I’Eq.(3.23), une condition nécessaire pour que les termes aux
bords soient nuls est que cette fonction décroisse plus vite que e~ /7.



intégration. La différence entre (2.80) et (3.62) réside dans le domaine d’intégration. En
effet, comme la trajectoire elle-méme, l'intégrale dans (3.62) ne porte que sur la partie
positive de ’axe réel. Cette importante différence implique en fait la notion de causalité
puisque le résultat se lit :

9

, -
o OUF (3.63)

(Tyu(U))yy, = —6(U)
Dans cette expression, la fonction de Heaviside © assure que la partie linéaire du flux ne
peut étre non nulle que dans le futur causal de la trajectoire, c¢’est-a-dire pour U > 0.
Intéressons-nous a la partie quadratique. A partir de (2.88), on obtient :

T @ = ste( [ e I [Tarjo x e

1 Vi
(Ualr") = Ua(r) —i€)? U,

aUé(Ucl(T) — U)

_|_
—~ |
~—

)Va(r i )
U (") Va(r) = Valr) —i€)? | )

La particularité des trajectoires uniformément accélérées (ainsi que des trajectoires iner-
tielles) est que les deux termes entre crochets sont égaux. On peut donc aisément appliquer
la méthode développée pour le terme quadratique d’un miroir inertiel et ’on trouve pour
le flux total :
9 2 )2 1 2 T 2 (1oa 2 2 £\ 2
(Tuw) = 0U) § 2= (BF) — =00 |g 08 F + ¢* (504(F?) — 0} ((9wF)) ) | { (3.69)
127 127 2
En inspectant ce résultat, il n’est pas surprenant de retrouver que, lorsque le couplage est
stationnaire dans le temps propre de la trajectoire, on a d’apreés (3.61) :

FU)=aU, (3.66)

ce qui conduit & un flux nul partout. Ainsi, pour un miroir uniformément accéléré comme
pour un miroir inertiel, nous avons démontré que le flux ne réside que dans les transitoires
de la fonction de couplage temporel®.

Remarques sur la causalité

a) L’expression (3.65) souléve une problématique importante : le lien entre la causalité
et la nécessité de posséder un régulateur. On peut se rendre compte de I'importance de ce
dernier en comparant comment apparait la causalité dans les deux formulations du flux
que nous possédons.

D’une part, la causalité se lit trivialement dans la formulation locale puisque, au
travers du facteur ©(U), le flux est rigoureusement nul dans la région de I’espace-temps
qui est causalement déconnectée de la trajectoire. D’autre part, elle devient moins lisible
lorsqu’on exprime le flux en fonction des amplitudes de transition. “Moins lisible” signifie
que le respect de la causalité dépend de la méthode de calcul. En effet, avec ou sans
régulateur, lorsque ces amplitudes sont tout d’abord exprimées comme des intégrales sur
le temps propre, puis intégrées sur w, la causalité est immédiatement respectée. Mais il

9Pour une conclusion similaire lorsque le champ est plongé dans un bain thermique, ou couplé 3 un
oscillateur uniformément accéléré, voir [77].



n’en est pas de méme lorsque ces deux opérations sont réalisées dans le sens opposé : si I’on
effectue d’abord 'intégration sur 7 en [’absence de régulateur, la causalité disparait. Ceci
est facile & vérifier : il suffit d’observer que, contrairement aux amplitudes régularisées, les
amplitudes (3.37) sont identiques pour le miroir L et le miroir R. Au contraire, grace a la
prescription +in, les amplitudes (3.38) différent pour les deux branches de la trajectoire.
Ainsi, I'importance de la fonction f est d’imprimer, dans I’expression des amplitudes, la
notion de causalité au travers du pole +ia/n.

Notons aussi que ces effets sont identiques lorsque 1'on utilise la représentation mixte.
Cette précision a pour but de souligner que, dans I’é¢tude du détecteur uniformément
accéléré, c’est également au travers de f (et donc de 1) que la causalité est respectée.

Précisons finalement que c’est la différence entre les amplitudes de transition des deux
trajectoires L et R, induite par le paramétre 7, qui nous permettra de résoudre le probléme
de la radiation engendrée par deux miroirs uniformément accélérés symétriques.

b) Le respect de la causalité n’est en rien lié au fait de considérer une trajectoire
uniformément accélérée. En effet, les équations (3.59) et (3.64) sont valables quelle que
soit la trajectoire. Dans le cas général, désignons par C 'espace image de U, (7). La partie
linéaire du flux s’exprime alors en remplacant juste la condition U > 0 par U € C.
Pour la partie quadratique, le résultat est plus complexe car il nécessite de former une
autre fonction que F a partir de f, telle que le second terme entre crochets dans (3.64)
soit facilement intégrable. Cependant, méme sans donner explicitement cette fonction, on
sait, grace au terme 0(Uy(7) —U) dans I'Eq.(3.64) que la partie quadratique respecte aussi
la causalité au travers de la condition U € C.

Le cas de la fonction f

Quand la trajectoire est uniformément accélérée et que le couplage temporel est décrit
par (3.23), on peut intégrer explicitement la formulation locale du flux afin de trouver
I'énergie totale. Ainsi, & partir de (3.65) et grace a (3.61) et a (D.1), on trouve le résultat
(fini) suivant :

2 ) 2
g ~
HUY = 2 2 [
(H) 121 J, v (8U )
g2a3 2 4
= S5 (87 Ko(4n) + (4 + 2n") K1 (4n)

—8n° K2 (4n) — 30" K3(4n) + n* Ks(4n)) . (3.67)
Comme le régulateur 7 est trés petit devant 1, la limite (D.3) permet écrire :

o 1< gha® 1
(HY) '~ 167 1 +0(1). (3.68)
Ainsi, le résultat approché (3.56) est correct lorsque £ = 3/8.

Notons que les pathologies du modele de Davies-Fulling ressurgissent dés que ’on
fait tendre n vers zéro : le flux devient nul partout, comme nous venons de le voir, et
I’énergie totale diverge. L’interprétation de ce phénoméne est simple. En faisant tendre
1 vers zéro, on réalise deux actions simultanées : d’une part, on rejette les transitoires
du couplage temporel aux extrémités de la trajectoire U = 0 et U = 400, et d’autre
part, Deffet de “blueshift” exponentiellement grand en U = 0% fait diverger 1’énergie



émise. C’est précisément ce qui advient lorsque le couplage est totalement stationnaire :
le flux, en tant que fonction réguliére, est nul en tout point de son domaine de définition
10, +00[ mais c’est en tant que fonction singuliére en zéro (ou plus correctement en tant
que distribution) qu’il est intégré pour fournir une énergie divergente. De méme que pour
les amplitudes, qui deviennent analytiques et intégrables au sens de Rieman, les valeurs
moyennes d’observables (re)deviennent des fonctions grace au régulateur 7).

Remarque 1). Le role des deux extrémités de la trajectoire s’inverse lorsque ’on consi-
dére I’énergie émise par les particules gauchéres. Dans ce cas, c’est la région V' — 07,
soit U — +00, qui engendre un “blueshift” exponentiellement grand et qui conduit & la
divergence de (H"). Cette remarque fait écho aux motivations qui nous avaient poussés,
dans le premier Chapitre, a imposer de maniére ad hoc un découplage adiabatique entre
la radiation et le miroir. En effet, ce sont précisément les régions de la trajectoire qui
intersectent (perpendiculairement) les surfaces J* qui sont & l'origine des incohérences
du modele.

Remarque 2). Revenons au probléme trans-Planckien. Comme le stipule I'Eq.(1.27),
c’est la partie de la trajectoire V,(U) qui exhibe une pente quasi nulle qui est & l’origine
d’effets de redshift exponentiellement grands. Lorsque le couplage est adiabatiquement
éteint en 7 = In(n)/a, le miroir n’interagit plus avec le champ de radiation & cette extré-
mité de la trajectoire, et aucune particule n’y est créée. Cela a donc pour conséquence de
résoudre le probléme trans-Planckien. Notons qu’une maniére strictement équivalente de
constater la résolution de ce probléme est de rappeler 'apparition du cut-off ultra-violet,
lui aussi fixé par n. Lorsque le miroir uniformément accéléré se déplace dans le quadrant
L, la partie incriminée de sa trajectoire est son extrémité future U — +oo. Dans cette
région, la trajectoire qui produit un flux constant (1.127) posséde le méme comportement.
Ainsi, comme nous le savons, elle est également soumise au probléme trans-Planckien. De
fait, ce probléme peut donc étre résolu en éteignant l'interaction lorsque 7 — 7, voir
(1.128). Cependant, dans cette région, la stationnarité du flux sera alors perdue.

3.5.2 Flux de Rindler

On pourrait bien évidemment appliquer la méme méthode que précédemment pour
calculer le flux de Rindler. Cependant, nous avons déja fait ce calcul explicitement en
inspectant le flux d’un miroir inertiel plongé dans un bain thermique de particules. Aprés
avoir relié la température de 1’état initial & 'accélération de la trajectoire par 0 = 27/a,
les Eqs.(2.90) et Eq.(2.102) donnent directement le flux de Rindler émis sur J :

(Tuu(uz)) = (0|0, 8y, ®' + 8,, Dt 8, ®|0) (3.69)
_ 9 a7 7
- 2 |@ir+ e @] (5.10
1

- . 1, - . .
— O [g (027 + a2 F) + * (50407%) — B2((0uF)) + a*f auf)] .
Remarquons que, dans la définition (3.69), bien que le champ doive étre décomposé selon
les modes de Rindler (3.10), sa valeur moyenne est prise dans le vide de Minkowski |0).
La décomposition (3.70) a bien siir pour but de montrer que, comme ’énergie de
Minkowski, I’énergie de Rindler émise sur J5 par le miroir L est positive et, grace au



comportement asymptotique de f, finie :

“+00 2 +oc

Bl = [ du (Tunun)) =

oo 127 J_o

du ((ag P2+ a® (8, f)?) . (3.7)

Lorsque f est donnée par (3.23), 'expression de ’énergie de Rindler est particuliérement
simple :

2.3

g’a
<LHgindler> = ? 772 K2(4T’) ) (372)
. ns0 G203

avec (MHY .Y — Tor + O(n) . (3.73)

Comme on peut le voir sur la figure (3.4), le flux de Rindler, comme celui de Minkowski,
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Fi1c. 3.4: Dans cette figure, nous avons tracé la valeur moyenne du flux de Rindler (T, (ur)),
lorsque a = 1 et pour deux valeurs distinctes de 7. La courbe en trait plein correspond lnn = —6
alors que celle en pointillés a été tracée pour Inn = —8. De cette figure, on doit déduire deux
importantes propriétés du flux. Premiérement, que ce dernier n’est non nul que durant les transi-
toires du couplage. Secondement, que son amplitude n’est pas déterminée par les caractéristiques
de ces transitoires, exprimée au travers du paramétre 7, mais uniquement par la valeur de ’ac-
célération.

n’est émis que durant les transitoires du couplage temporel. Cependant, son amplitude ne
dépend pas de 7. Cet effet est souligné par I’étude du comportement limite de 1’énergie
de Rindler (3.73), qui ne tend pas vers zéro lorsque le couplage devient stationnaire. Nous
avons déja I’explication de ce phénomeéne : lorsque nous avons calculé le comportement des
coefficients de Fourier f, dans l'ultra-violet, nous avions souligné que, dans cette limite,
ils ne dépendaient plus du régulateur 7. Nous avions expliqué ceci par le fait que la pente
maximale de f en était également indépendante. Ainsi, pour les modes de Rindler, c’est
la fréequence 1 x a qui détermine la valeur de I’énergie émise. Il n’est donc pas étonnant
de trouver que cette énergie ne dépend que trés peu de 1 et qu’il en est de méme pour la
valeur maximale du flux.

Ce résultat est-il une conséquence pathologique de notre choix pour f? La réponse
est non. En effet, nous aurions pu choisir une fonction de couplage temporel différente,
telle qu’on puisse faire tendre la valeur maximale de sa pente vers zéro. Cette condition

aurait irrémédiablement conduit a (“HY,, ;,..) — 0 dans la limite de couplage stationnaire.



Cependant, dans ce cas, on aurait obtenu une énergie de Minkowski (HY) divergente
puisque la condition nécessaire d’existence du flux,

flr) e =0, (3.74)

donnée dans la note (8), n’aurait pas été respectée. En d’autres termes, pour annuler
I’énergie de Rindler, le prix a payer est de s’affranchir de 1'adiabaticité du découplage.
Ainsi, lorsque I'accélération est fixée, il est impossible de faire tendre ’énergie de Rindler
vers zéro sans faire diverger 1’énergie de Minkowski.

Remarque. D’aprés 1’'Eq.(3.69), les flux de Rindler et de Minkowski sont trivialement
reliés par le biais du Jacobien entre leurs coordonnées respectives :

(Tnlur)) = (dU)2 Ty (U))

dur,
= M (Tyy(e™ /a)) . (3.75)

3.6 Deux miroirs symétriques uniformément accélérés

Dans cette section, nous allons inspecter une autre incohérence du modéle de Davies-
Fulling lorsqu’on I"applique aux miroirs uniformément accélérés. La situation étudiée est
la suivante. On considére deux miroirs suivant chacun une des branches de la méme
trajectoire uniformément accélérée. Comme on peut 'observer sur la figure (3.6), ces
deux branches sont symétriques par rapport a 1’origine des coordonnées de Minkowski et
leur réunion couvre tout ’axe réel.

Comme nous allons le voir, dans le modeéle de Davies-Fulling, cette configuration en-
gendre non seulement un flux d’énergie nul mais également le fait que ’ensemble des
coefficients de Bogoliubov g sont également nuls. Une situation totalement analogue a un
seul miroir inertiel et formant, selon les dires de Gerlach[78], un interférométre parfait.
L’incohérence qui réside dans cette situation est que les deux miroirs, dont la radiation
émise semble interférer destructivement en tout point de ’espace-temps, sont causalement
déconnectés sur toute leur trajectoire!

Comme pour I’étude d’un seul miroir, nous allons voir que la pathologie de cette situa-
tion est & mettre au compte des singularités du flux et de I'irrégularité des amplitudes de
transition. Dans un premier temps, nous allons détailler les résultats fournis par le modéle
de Davies-Fulling ainsi que par le modéle Lagrangien non régularisé. Puis, nous utilise-
rons le couplage décrit par f pour obtenir des résultats corrects. Enfin, nous essaierons
d’approcher au maximum (mais sans l’atteindre) le régime de l'interférométre parfait en
réglant les couplages temporels de chaque miroir.

3.6.1 Ce qu’en dit le modéle de Davies-Fulling

Dans le modele de Davies-Fulling, la propriété prépondérante du systéme formé par les
deux miroirs est que leurs trajectoires couvrent, a elles deux, la totalité des axes U et V.
Ainsi, on pourra utiliser pour I’adjonction des deux miroirs le traitement que nous avions
appliqué aux réflecteurs asymptotiquement inertiels. En termes de modes, cela signifie,
qu’en tout point de I’espace-temps, un mode entrant gaucher vaut :

—ikV —ikVy(U)

Viin € €
O, V) = — , 3.76
e (U, V) e T (3.76)




et qu’il est réfléchi sur J7 sous la forme suivante :
R

V’"(U v ) o—ikVei(U) oik/a?U wu 577
400) = ———— = — , : .
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alors qu’un seul miroir restreindrait 1’équation précédente a une moitié de ’axe des U et
posséderait un terme supplémentaire, voir (1.143).

En ce qui concerne le flux émis, la formulation locale, voir Eqgs.(1.123) et (1.124), donne
le méme résultat que pour un seul miroir, a savoir un flux nul pour toutes les valeurs de U.
Ce qui constitue la spécificité de I’ensemble des deux miroirs symétriques réside dans la
formulation en termes des coefficients de Bogoliubov. Que valent donc les coefficients de
Bogoliubov pour la diffusion par ces deux miroirs ? Intéressons-nous principalement aux
coefficients de création de paires puisque ce sont eux qui permettent d’exprimer 1’énergie
ainsi que le nombre de particules créées. Les coefficients “T#8UY relatifs a I'ensemble des
deux miroirs peuvent étre reliés aux coefficients pour chaque branche de la trajectoire
LUV et BBUY de la maniére suivante, voir (1.15) :
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avec, d’aprés (1.145d) :

LR = (P

™a a

). (3.79)

Or les coeflicients relatifs & chaque branche s’expriment I'un en fonction de ’autre selon :

RQUV x _ LUV __ L UV % L+R UV x __
wk wk — = Mwk = wk =0. (380)

Ainsi, les coefficients L% 5YY sont nuls pour toutes les valeurs de w et de k. La conséquence
principale d’un tel résultat est que le nombre de particules créées a partir du vide ainsi
que ’énergie totale émise sont nuls :

LERGUY — () = (IHRNU) = / dk M RaTY P =0 (3.81)
0

(FrRHYY = / dww (FTENUY =0 . (3.82)
0

Cette situation est due au fait que le nombre de particules s’exprime comme pour un
systéme a interférences cohérentes, c’est-a-dire par le carré de la somme des contribu-
tions ‘Lﬁg,:/ + R,Bg et non pas par la somme des carrés ‘LBUV‘ + ‘R . On est
donc en droit d’interpréter ce processus comme étant dii & des interférences parfaltement
destructives entre les amplitudes issues de chaque miroir.

A Tissue de cette étude, il ressort que deux miroirs uniformément accélérés symeé-
triques ont le méme effet sur le champ de radiation qu’un seul miroir inertiel : aucune



paire n’est créée, aucun flux n’est émis, en d’autres mots, les configurations du vide ne
sont modifiées en rien. Gerlach|78| a donc trouvé logique d’appeler ce systéme un inter-
ferométre parfait'®. L’utilité d’un tel systéme consiste & déceler les perturbations de la
métrique dans un des quadrants de Rindler. Ces perturbations donneraient alors lieu & une
figure d’interférences sur J*. En ceci, un tel dispositif n’est rien d’autre que I’analogue
Lorentzien de I'interférométre de Mach-Zender.

Ces interférences sont-elles dues au caractére totalement réfléchissant du miroir ? La
réponse est non. Une maniére directe pour s’en convaincre est de calculer les amplitudes
de création de paires pour le modéle Lagrangien. Dans ce modéle, chaque miroir est décrit
au travers d’un Lagrangien de type (2.1) localisé sur sa trajectoire respective. En toute
généralité, les Lagrangiens L2 et LE, possédent chacun une fonction temporelle (f et
fR) ainsi qu’une constante de couplage (g” et g%), et le Lagrangien total d’interaction est
simplement leur somme :

L+R __ L
Lint - Lint

Vall) = =1/aU, U > 05 g F4(7)
+ LEVa(U) = =1/a®0, U < 0; g% FA(7)] - (3.83)

Si 'on désire inspecter uniquement ’effet de la réflectivité partielle, on doit considérer
que le couplage est stationnaire pour les deux miroirs : fZ(r) = fE(r) = 1. Or, nous
avons déja vu que, dans cette situation, les amplitudes de transition sont données par
les Eqgs.(3.37) quand la forme quadratique du champ est F. De plus, ces amplitudes
présentent la remarquable propriété de ne pas étre affectées par le choix de la branche
de trajectoire (voir discussion aprés (3.40)). Ainsi, les amplitudes de création de paires
s’annulent comme les coefficients § selon la condition suivante :

HEBY = (0|}, b, iLEERI0Y =0 & ¢" + gf=0. (3.84)

w! T w YW’ int
Remarque. Sil’on avait choisi le courant de Noether JF; dans ’expression des Lagrangiens,
la condition d’annulation des amplitudes B aurait été ¢ = ¢®. En ceci, on retrouve
’analogie entre ce choix de Lagrangien et le modéle de Davies-Fulling, voir (2.58).
Ce qu’implique ces résultats, c’est que la nature parfaitement destructive des inter-
férences n’est pas & mettre au profit de la reflexion totale (ni du choix de la forme qua-

dratique). Il nous reste a expliciter la dépendance temporelle du couplage induite par les
fonctions fL(7) et fE(7).

3.6.2 La description régularisée

De la section précédente, nous avons appris que le couplage entre le champ de radiation
et le miroir doit étre éteint et allumé adiabatiquement si ’on désire que les amplitudes
et le flux (en tant que fonction) soient réguliers. C’est cette méme hypothése que nous
devons appliquer au cas des deux miroirs symétriques, si 'on veut obtenir des résultats
justes. Ainsi, supposons que chaque miroir soit décrit correctement. De plus, afin de tirer
profit de ’étude précédemment menée, on va supposer que leur couplage temporel est fixé
par la fonction (3.32). On a alors :

FEU) = e~MaU +1/al) 17 of fR@UY =@l +1/aU) oo, (3.85)

10L,a nature de ces interférences parfaitement destructives est également & D’origine des effets d’interfé-
rences propres 3 la radiation émise par deux trous noirs accélérés, étudiée par Yi[79]. Une réponse & ce
traitement est donnée dans [80].




Les amplitudes de transition

Les amplitudes de création de paires sont donc données par :

FHEBLY =B + "B (3.86)
ou, d’aprés (3.42), on a :
. LR
g™ WA . —(1+iN/a .
BEBLY = - A\ T o=mva (1 = dsw/an)"WMI2 |0 (2ny/1 — dsw/an)
avec s=+1 & L R. (3.87)

L’importance du régulateur n est manifeste dans 1’équation précédente. C’est sa présence
qui différencie les amplitudes des deux miroirs (voir notre discussion sur la causalité).
Ainsi, on peut donc supposer que c’est au voisinage des cut-offs infra-rouge et ultra-violet
(3.58) que les effets interférants ne vont plus étre destructifs.

Afin de prouver (numériquement) cette supposition, évaluons 'intégrand de I’énergie
de Minkowski L™h(w, \;n), voir (3.49) :

(3.88)

Comme notre but est d’approcher au maximum la situation & interférences totales, nous
allons supposer, en plus de la condition (3.85), que les constantes de couplage sont op-
posées : g¥ + g® = 0, voir (3.84). Le résultat apparait dans la figure (3.5) ou I’on voit
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FiG. 3.5: Dans cette figure, nous avons représenté, dans les mémes unités que la figure (3.2), la
densité d’énergie pour I’ensemble formé des deux miroirs “+2h(w, A; ), en fonction de Inw et de
Inn. Au contraire de la densité d’énergie pour un seul miroir, les modes résidant & 'intérieur du
plateau ne contribuent pas & I’énergie & cause de leurs interférences destructives. Ces derniéres

n’ont plus lieu le long des deux lignes correspondant aux cut-offs infra-rouge et ultra-violet :
Inw =1In(an) et Inw = In(a/n).

clairement de quelle maniére la dépendance temporelle exprimée par fL et fR agit sur
I’énergie. Tout d’abord, en dehors du plateau, les fréquences de Minkowski ne contribuent
pas a I’énergie, a l'instar d’un seul miroir, comme nous I’avons vu dans la figure (3.2). Ce-
pendant, a I'intérieur de ce plateau et loin des bornes, les deux amplitudes sont opposées

et donnent lieu a des interférences destructives, comme dans le modéle de Davies-Fulling.
En effet, cette plage fréquentielle :

wig=an K w <K wpy =a/n, (3.89)



est & mettre en correspondance avec la plage temporelle :

In |7 In |n|

a

Tonin = —1 = — LK T L Typaa=T= (3.90)
pendant laquelle le couplage est stationnaire, d’oii les interférences parfaites semblables au
modéle de Davies-Fulling. Donc, c’est seulement au voisinage des cut-offs wrg et wyy que
les amplitudes différent significativement et participent ainsi a I’énergie émise. Lorsque le
couplage devient stationnaire (i.e. n — 0), ces cut-offs sont rejetés aux limites du domaine
d’intégration et l'intérieur du plateau couvre tout ’espace des fréquences, d’oil une énergie

nulle.

Deux miroirs incohérents

Il existe une seconde maniére de comprendre pourquoi les deux miroirs ne peuvent
pas interférer destructivement de maniére totale. Nous avons vu que, quelle que soit la
formulation utilisée, lorsque le miroir est adiabatiquement couplé au champ de radiation,
la causalité est inhérente au flux (Tyy(U)). Ainsi, le flux émis par 1’ensemble des deux
miroirs s’écrit comme la somme des flux émis par chacun :

(Tyu(U)) ™ = (Tyy (V)" + (Tyu(U))", (3.91)

ol le premier terme du second membre est rigoureusement nul lorsque U est négatif et
le second, lorsque U est positif. Donc, ’énergie totale s’exprime également de la maniére
suivante :
+oo
(FHRHY) = AU (Tyo (U))""

—0oQ0
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0 +oo
_ / dwow [ ax ("B +"BYT) - (3.92)
0 —00

Cette réécriture a pour but de souligner que, lorsque la causalité est respectée, les deux
miroirs interférent d’une maniére incohérente, a ’'inverse de ce que nous avions trouvé pour
le modéle de Davies-Fulling. Cette propriété induit la relation suivante, qui ne repose que
sur le respect de la causalité dans I'expression des amplitudes de transition :

[e9) “+o00
/ dw w/ dARe {*BYY ®*BYV*} =0. (3.93)
0 —00

A partir de (3.87), on trouve que cette relation provient du comportement analytique des
amplitudes #BYY et “BUYY. Ainsi, comme nous l'avons déja vu lors de la généralisation
du modéle de Davies-Fulling dans le premier Chapitre, c’est ’analyticité des amplitudes
qui explique la causalité des expressions locales.

Maintenant que nous avons montré que les deux miroirs ne peuvent intrinséquement
pas constituer un interférométre parfait, nous pouvons cependant nous poser la question
suivante : dans quelle mesure peut-on approcher au plus prés de ce régime ?



3.6.3 Un interférométre parfait ?
Théoréme

Avant d’étudier cette situation approchée, démontrons que les deux miroirs constituent
un interférométre parfait si et seulement si ils sont couplés uniformément au champ de
radiation.

Pour ce faire, supposons que les fonctions temporelles f% et f2 soient quelconques.
Comme nous 'avons vu lorsque les deux couplages sont constants dans le temps, un
interféromeétre parfait n’émet aucune radiation (autre que les fluctuations du vide) en
I’absence de particule incidente. Ainsi, dans ces conditions, la probabilité de recevoir une
particule sur J* est identique a celle en Pabsence de miroir (ou avec un miroir totalement
inertiel), c’est-a-dire nulle. Par contre, lorsque les miroirs sont décrits correctement, le flux
est non nul, de méme que le nombre de particules émises. Afin de quantifier la “perfection”
de l'interférométre, nous allons donc calculer la probabilité de recevoir un quantum sur
J*. Plus précisément, nous allons calculer la probabilité de recevoir une particule de
Unruh sur la partie U < 0 de J5. Ce choix est simple a expliquer : d’une part, comme
les modes de Unruh ne contiennent que des fréquences positives de Minkowski, cette
probabilité ne sera nulle que pour un interférométre parfait!'!, et d’autre part, comme ces
modes sont des modes propres des deux trajectoires, la probabilité va pouvoir s’écrire
simplement.

Cette probabilité va s’exprimer & ’aide du projecteur sur 1’état a une particule de
Unruh, voir (3.20), de fréquence A > 0 :

ez';\uR . ) e—ij\uR
PL = | ——ne 0] [ (0] ————m;
VAT (1 — e~2mMa) VATX(1 — e~2mN/a)
= ! oY tou U U SV U GV
- 477'/_\(1_6—27r5\/a) {a,—\ ‘O;Da'rt><0part|a5\ ® l[a ,b ,b ]} , (394)

ou [0, est le vide restreint aux particules a¥ et 1[a", bV, bV, Popérateur identité pour

les anti-particules et les particules droitiéres. Afin de calculer la valeur moyenne de cet
opérateur dans I’état final sur J, il est nécessaire d’utiliser les amplitudes de création
de paires en termes des fréquences de Unruh :

PERBRY = —i{0fag B, M+ Lindl0) (3.95)
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1En effet, la spécification de ne posséder que des fréquences positives de Minkowski implique que le
mode ne peut pas &tre circonscrit & un quadrant de Rindler. Ainsi, si la probabilité de détecter une
particule de Unruh est nulle sur la partie U < 0 de J5, elle est nulle sur tout Jz .
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Ainsi, au second ordre des constantes de couplage, la probabilité de trouver une particule
de Unruh de fréquence \ sur J* vaut :
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Comme elle est positive, cette intégrale ne s’annule que quand son intégrand est stricte-
ment nul, soit pour :

gt fheT™e L gRfR— 0 VAL (3.100)

Or, les constantes de couplage étant réelles et les fonctions temporelles étant réelles et
positives, cette égalité équivaut a :

gF+9f8=0 et ff=fF=60) o fi(n)=fRr=1. (3.101)

Comimne cette condition ne dépend pas de la fréquence \, nous avons démontré qu’aucune
particule n’est créée si et seulement si les deux couplages sont uniformes dans le temps
et les constantes opposées. Cependant, nous savons que cette situation correspond & des
grandeurs mal définies et induit des résultats incorrects. Nous allons donc essayer de
minimiser (P/—\U)LJrR tout en découplant adiabatiquement les deux miroirs du champ de
radiation.

Un interférométre presque parfait

Afin de pouvoir contrdler séparément la durée propre des couplages ainsi que I’endroit
de la trajectoire autour duquel l'interaction est branchée, supposons que les fonctions
temporelles soient des fonctions Gaussiennes :

FR(r) = e T—RP2T, o fl(r) = (o)L (3.102)

Leur décroissance est suffisante pour que ’énergie de Minkowski soit finie. De plus, pour
que la minimisation de la probabilité soit optimale, nous allons nous placer dans la situa-
tion “la plus interférante”, c’est-a-dire que nous allons supposer que g* + ¢® = 0. Enfin,
nous choisissons de travailler dans la double limite des événements rares'?> A\/a > 1 ainsi

'>Comme nous 'avons vu, les modes de Unruh sont formés de modes R et L de Rindler. A partir des
relations (3.16), on obtient pour A > 0 :
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Ainsi, la prescription A/a 3> 1 a pour but de localiser préférentiellement la particule dans le quadrant R
(U < 0) plutot que dans le quadrant L, ce qui était notre hypothése de départ.
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que des couplages longs par rapport a l'accélération'® aT7, z > 1. Dans ces conditions, on
peut comparer la probabilité de détecter une particule de Unruh, lorsque les deux miroirs
interagissent avec le champ de radiation, avec celle d’observer le méme phénoméne quand
un seul de ces miroirs existe. Le rapport de ces grandeurs a ’avantage de ne plus dépendre,
en particulier, de la valeur (et de la dimension) des constantes de couplage :

(Py) " 1
Py T

14 x1(1r + 72)%a” + x2|Tr — T1|/T1) , (3.103)

ou x; and xo sont des nombres réels positifs proches de I'unité, et on T = (T + T7,)/2.
L’interprétation de cette équation est que l'interférométre est approché lorsque les fonc-
tions temporelles :

— possédent la méme durée propre T, =1, =T,

— et sont centrées symétriquement par rapport a ’origine des coordonnées : Tp+7 = 0

(voir figure (3.6)).

Notons que lorsque les miroirs sont uniformément couplés tout au long de leurs trajec-
toires, le systéme presque parfait tend a se comporter comme un interféromeétre parfait :

T —+o0 = (P /P)f—=o0. (3.104)

Cependant, cette limite induit également que 1’énergie de Minkowski diverge comme e

F1G. 3.6: Dans ce diagramme d’espace-temps, nous avons représenté les deux trajectoires unifor-
mément accélérées symétriques. Les parties des trajectoires en trait gras sont celles o1 l'interaction
est significativement branchée. Ainsi, comme elles sont symétriques par rapport 3 U =V =0 et
qu’elles possédent la méme durée, elles donnent un exemple d’un interférométre presque parfait.

3.7 Conclusion

Dans ce Chapitre, nous avons résolu tous les problémes que nous avions soulevés aprés
nous étre confrontés au modéle de Davies-Fulling. Pour ce faire, il nous a fallu expliciter ce
que nous avions appelé le “découplage adiabatique”, c’est-a-dire le fait d’éteindre I'inter-
action entre le champ de radiation et le miroir quand la trajectoire intersecte une infinité

13Cette condition était implicitement vérifiée avec la fonction (3.23) puisqu’elle équivaut a ce que la
durée du plateau soit grande devant celle des transitoires, voir (3.28).



de type J. La nécessité de cette hypothése résidait dans le fait que cette propriété de la
trajectoire avait des conséquences facheuses sur la radiation : impossibilité de trouver des
modes réguliers, effets Doppler exponentiels, incompatibilité des expressions de 1’énergie,
divergence du nombre de particules émises, etc...

L’instrument qui nous a permis d’apporter une solution a ces pathologies (qui sont
toutes présentes pour un miroir uniformément accéléré) est la fonction temporelle (3.23).
Non seulement c’est elle qui traduit 1’allumage et 1’extinction du couplage, mais c’est pré-
cisément aussi la fonction mathématique qui rend réguliéres les représentations intégrales
des amplitudes, voir (3.33). En introduisant cette fonction dans le Lagrangien, nous avons
trouvé que les amplitudes de transition au premier ordre de la constante de couplage
acquiérent les propriétés de régularité, de causalité et de symétrie. Conséquence de ces ef-
fets, I’énergie et le nombre de particules émises ont repris des valeurs finies, controlées par
le régulateur 7. De plus, en calculant I’énergie par les deux méthodes, spatio-temporelle
et fréquentielle, nous avons compris de quelle maniére la fonction temporelle et son pa-
ramétre 7 dictent la nature des particules créées. A l'instar des résultats pour le miroir
inertiel, c’est lors des transitoires de f que des particules sont émises. De plus, en ce
qui concerne leur spectre, nous avons trouvé que toutes les fréquences ne participent pas
a D'énergie : seulement celles contenues entre les cut-offs infra-rouge an et ultra-violet
a/n interférent constructivement. Cette derniére propriété a notament empéché le modéle
d’engendrer des effets Doppler arbitrairement élevés. Ainsi, nous avons pu comprendre
quelle était la nature des problémes du modéle de Davies-Fulling. Lorsqu’on I’applique
au miroir uniformément accéléré, le flux droitier résultant est localisé sur les deux hori-
zons de la trajectoire U = 0 et U = +o00 sous forme de singularités. De plus, I'effet de
blueshift infini en U = 0 fait diverger 1’énergie émise, et l'effet de redshift exponentiel
quand U — +oo transforme des fréquences arbitrairement grandes (trans-Planckiennes)
en fréquences physiques (cis-Planckiennes).

En marge de cette étude'®, plusieurs résultats ont aussi pu étre trouvés. Tout d’abord,
nous avons souligné le lien fonctionnel entre les amplitudes du miroir et celles d’un détec-
teur a deux états. Ainsi, nous pouvons intégralement reporter nos conclusions a ’étude
de ce dernier. Nous supposerons donc par la suite que I'interaction d’un détecteur avec le
champ de radiation est correctement décrite si ces derniers sont couplés par le biais d’un
Lagrangien adéquat. Puis, nous nous sommes penchés sur le cas de deux miroirs unifor-
mément accélérés symétriques. Nous avons démontré que, si 'on désire que la diffusion
soit traitée correctement, un tel systéme ne peut en aucun cas former un interféromeétre
parfait. En fait, une telle propriété n’est rien d’autre qu'un artefact dia & 'uniformité
temporelle du couplage. Grace a la causalité, nous avons également pu montrer que ces
deux miroirs, parce que causalement déconnectés, interférent de maniére incohérente au
sens optique du terme.

Ce dernier résultat ouvre la perspective de ’étude des interférences pour la radiation
engendrée par un miroir. Une autre problématique pour laquelle les interférences d’un mi-
roir uniformément accéléré jouent un roéle important est I’étude des corrélations. En effet,
jusqu’ici, nous ne nous sommes intéressés qu’aux valeurs moyennes d’observables phy-
siques. Dans le Chapitre suivant, c’est la fonction & deux points (7),,T,g), ses pathologies
et les maniéres d’y remédier que nous allons étudier.

4Pour un apercu des effets d’une fonction de couplage temporel au travers de ’analogie miroir accé-
léré /flux de Hawking, voir Wu et Ford[81].






Chapitre 4

La Fonction de Corrélation (7),,T,3)

Comment identifier un doute avec certitude ?

R. Devos

Dans ce Chapitre, nous entamons I’étude des corrélations entre les particules émises
durant le processus radiatif. Les raisons qui motivent une telle entreprise sont diverses.
Tout d’abord, il ne faut pas perdre de vue les motivations historiques qui ont poussé
Moore|82], deWitt|83], Unruh|28|, Wald|52] et bien siir Davies et Fulling|60, 61, 54, 62] a
s'intéresser a la radiation émise par un champ scalaire soumis & des conditions de bords
dans I’espace-temps plat : ’analogie avec la radiation de Hawking et les problémes inhé-
rents & la théorie des champs en espace-temps courbe. Or, rappelons que si, au travers
des équations d’Einstein, c’est T},, qui est la source des effets gravitationnels, les fluctua-
tions de la métrique, elles, sont engendrées par la fonction a deux points (7},,T,s). Ainsi,
savoir maitriser cet objet dans le modéle de Davies-Fulling, et, plus généralement, pour
décrire la radiation émise par un miroir, a un intérét fondamental. Dans cette optique,
c’est évidemment en se frottant de nouveau aux comportements pathologiques, i.e. & la
trajectoire uniformément accélérée, que nous allons pouvoir avoir une idée de la nature
des corrélations dans le spectre émis.

Nous allons donc présenter les fonctions de corrélation a deux points pour toutes les
configurations possibles de la trajectoire uniformément accélérée. Afin de pouvoir préciser
les effets propres a ’accélération, nous présenterons également, lorsque ce sera possible,
les résultats pour un miroir inertiel dans des configurations analogues. Enfin, dans le
but d’insister sur le role de la fonction de couplage temporel, nous donnerons aussi les
corrélations que prévoient le modéle de Davies-Fulling pour ces trajectoires ainsi que pour
celle & flux constant.

4.1 FEtat des corrélations avant la diffusion

Afin de pouvoir interpréter les effets du miroir sur la fonction a deux points du flux,
il nous faut connaitre les valeurs que prennent cette fonction en ’absence de miroir ou,
ce qui est équivalent, dans le passé asymptotique de la trajectoire. Dans le premier cas,
on comprend aisément que le modéle utilisé n’a aucune importance puisque le champ
scalaire n’est alors sensible qu’aux fluctuations du vide. Dans le second cas, si la trajectoire
n’intersecte pas les hypersurfaces de genre lumiére sur lesquelles on évalue les opérateurs
Tyy et Tyy, ces derniers se trouvent alors dans le passé de ladite trajectoire. Ainsi,
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par causalité, la valeur de la fonction & deux points est rigoureusement égale a celle en
I’absence de miroir. Si, par contre, la trajectoire n’est pas issue de 77, alors il est nécessaire
de recourir a I'hypothése de découplage adiabatique pour pouvoir utiliser les modes de
Minkowski afin de décrire le champ.

Les seules fonctions de corrélation non nulles s’expriment & partir de la fonction de
Wightman (2.77) et sont données par :

Cvac(Ua UI) = <0|TUU(Ua V= _OO) TUU(UIa VI = —OO)|0>C
1 1
== 2 12 : ! ))2 = — 41
(20000 W (U, VU V) = 15 i (4.1)
Cvac(va VI) = <0‘TVV(U = —0q, V) TVV(U, = —0Q, V,)‘())c
_ V2 — 1
= 0oy W(U VUV = v =i (4.2)

L’Eq.(4.1) traduit les fluctuations du vide sur J, et (4.2), celles sur Jj . Les deux gran-
deurs posseédent la méme divergence & courte distance et, de méme que pour la fonction
de Wightman, le signe de la prescription ze équivaut au fait que seules les fréquences po-
sitives peuplent le vide (voir la discussion au sujet de (1.118)). Rappelons que la notation
(0]...]0), indique, comme aux Chapitres précédents, que seuls les diagrammes connexes
sont gardés. Par exemple, cela signifie que le seul diagramme a contribuer sur J; est le
suivant :

CoacU, 1) = 4(0] 809 (U) 0B () 9 0(U) 0! (T7) [0) (13)

Cette condition est donc équivalente & soustraire le terme déconnecté (comme on le trouve
souvent dans la littérature) :

Cvac(Ua UI) = <0|TUU(U, V = —OO) TUU(U,, V, = —OO)‘())
—{0[Tyu (U, V = —00)|0){0|Tyy (U', V! = —00)|0) . (4.4)

Remarque. En I’absence de miroir, la spécification de I’hypersurface sur laquelle on évalue
le flux est inutile. Par exemple, dans les écritures (4.1) et (4.4), le résultat aurait été le
meéme si 'on avait spécifié V = +oo et V! = —oo - ce qui correspond a des corrélations
entre J; et Jg -ouV =V’ = 400 - ce qui correspond a des corrélations sur J5 .

Bien entendu, il n’existe pas de corrélation entre Ty évalué sur J, et Tyy évalué sur
Jy pour la raison évidente que ces deux hypersurfaces sont causalement déconnectées :

Cvac(U; VI) = <O|TUU(U, V = —OO) Tvv(Ul = —0Q, V’)l(])c =0. (45)

En seconde quantification, cette raison équivaut au fait que les opérateurs de création et
d’annihilation gauchers et droitiers commutent.

Nous allons exploiter le résultat (4.5) tout au long de ce Chapitre. En effet, si, dans
le futur de la trajectoire, on observe une fonction a deux points, mélangeant les flux
gaucher et droitier, non nulle, on pourra alors imputer ce terme a la radiation émise par
le miroir, et non aux fluctuations du vide. Ainsi, dans la suite, nous allons nous intéresser
uniquement aux fonctions :

CUV") =(Tyu(U) Tyv(V')), , (4.6)



lorsqu’au moins un de ces flux est exprimé sur J*. Une raison plus pragmatique nous
a conduit & écarter ’étude des corrélations U/U ou V/V : elles n’apportent pas plus
d’information que leurs corrollaires U/V et leur calcul est sensiblement plus compliqué,
a cause des interférences entre les fluctuations du vide initiales et les corrélations dues a
I’interaction avec le miroir.

Si le choix du modéle est sans conséquence lorsqu’on inspecte les corrélations dans le
passé de la trajectoire, il n’en est évidemment pas de méme quand au moins I’'un des flux
provient de particules émises par le miroir. Ainsi, dans la suite, nous présenterons pour
chaque configuration le résultat issu du modéle Lagrangien régulier, pour le comparer avec
les prédictions du modele de Davies-Fulling.

4.2 Corrélations passé/futur

Dans cette section, nous allons étudier les corrélations existant entre le flux gaucher
sur J5 et le flux droitier sur J};’ en présence d’un miroir. Ces corrélations dépendent
bien évidemment de la nature du miroir choisi. Comme pour la valeur moyenne du flux,
c’est par I'étude de la diffusion par un miroir inertiel que nous allons commencer. Ceci
nous permettra de comprendre les implications de la fonction de couplage temporel f(t),
en comparant les résultats du modéle Lagrangien régularisé & ceux du modéle de Davies-
Fulling. Puis, nous décrirons 1’ensemble des corrélations passé/futur lorsque le miroir est
uniformément accéléré. Nous verrons qu’il en existe une plus grande variété, ceci étant di
au fait que la trajectoire est inscrite dans un quadrant de Rindler.

Quel que soit le modéle, et quelle que soit la trajectoire du miroir, nous appelons
“fonction de corrélation passé/futur” la fonction & deux points suivante :

CH (U, V") = (0[Tyy (U, V = 400) Tyy (U = —o0, V')|0), . (4.7)

4.2.1 Formulation générale
Modéle Lagrangien

Dans 'expression (4.7), seul le flux droitier est exprimé sur J*. En représentation
d’Heisenberg, cela signifie que, au contraire de 7y qui est encore dans son état initial,
Tyy doit étre exprimé a 'aide de 'opérateur d’évolution de la théorie. En représentation
d’interaction, 'opérateur d’évolution a déja été étudié, et nous ’avons relié a la matrice
S de diffusion :

A

Ute = Tetlint o g (4.8)

t=—00

Ainsi, la fonction de corrélation s’écrit de la maniére suivante :
CH= (U, V') = (0]e~int Ty (U) elint Ty (V)|0), (4.9)

ou, comme dans le Chapitre précédent, les opérateurs de flux sont désormais exprimés
a partir des champs libres. Afin de prolonger de maniére cohérente 1’étude que nous
avons menée pour les valeurs moyennes, nous allons également développer les fonctions
de corrélation au second ordre de la constante de couplage. De plus, nous allons aussi



négliger la contribution du terme D dans I’expression de 1’état final, voir (2.49). Ainsi, au
second ordre en g, la fonction de corrélation se réécrit :

C+/_(U7 V') = (0|Lint Tvv Lint Tvv|0),
1
—§<0|(Lmt Lint Tyv + Tyu Lint Lint) Tyv|0), - (4.10)

Pour calculer cette fonction, comme toutes les autres auxquelles nous serons confrontés
par la suite, nous allons introduire deux nouvelles fonctions & deux points :

PU, V") = i{0[0y®(U) 0y ®T (V') Ling|0) (4.11)
o / !
= // dw dw' % BUY, gmiwU+a'V') (4.12)
0 T

— g /_ i £(7) (aUaTW(U, Ucl(T))) (aV,aTW(V’,ch(f))),(4-13)

oo

ou W est donnée par (2.76), et

QU V") = i{0[0y®(U) Liny 0v®¥(V")]0) (4.14)
_ //oodw du’ Vww' AUV % o=iwU—w'V?) (4.15)
47T ww
0

+oo
— —2ig / ar f(7) (900 W (U, Ua(r))) (00 W (Va(r), V")) (4.16)
— 00
Formellement, ces fonctions sont respectivement les doubles transformées de Fourier des
amplitudes de transition AUY* et BUY. Ainsi, P traduit la création des paires formées
d’une particule droitiére et de son anti-particule gauchére, de maniére spatio-temporelle.
De méme, () exprime localement la réflexion d’une particule incidente gauchére en par-
ticule droitiére. Notons que l’existence des intégrales (4.12) et (4.15) dépend du compor-
tement asymptotique (et plus particuliérement du comportement ultra-violet) des am-
plitudes de transition. Ainsi, on peut supposer que, lorsque I'interaction est découplée
asymptotiquement de maniére adiabatique, le comportement ultra-violet de la fonction
temporelle f(7) rend ces intégrales finies, voir par exemple (3.98).
A Taide de ces deux fonctions, la corrélation passé/futur s’écrit simplement :

CH (U, V') = 2 (P*(U, V') +Q(U, v’))2 . (4.17)

Notons qu’a priori, cette fonction n’est pas réelle.

Modéle de Davies-Fulling

Cherchons a donner une formulation générale a la fonction de corrélation passé/futur
(4.7) dans le cadre du modéle de Davies-Fulling. C’est également grace a la fonction
de Wightman que cela va pouvoir étre réalisé. Ainsi, comme seuls les termes connexes
subsistent, a partir de (1.114) on trouve!' :

_ . , 1 (dV,/dU)?
CHT(U VY = (2000, W™U, V")) = — :
DF ( ’ ) ( ( ’ )) A2 (Vcl(U)—V'—ZE)4 ’
L A notre connaissance, Wilczek|84] est parmi les premiers & s’étre intéressé a ces objets dans le but de
décrire les corrélations du flux de Hawking, jusqu’a en donner une définition presque identique & (4.18).
Sa formulation ne différe de la notre que par I’(importante) absence de la prescription ie.

(4.18)




VU tel que 3V | U =Uy(V) .

La spécification du domaine de validité de U est importante. Elle rappelle que cette
équation n’est juste que si U fait partie du domaine de définition de V. Cette remarque
est sans conséquence pour le miroir inertiel mais nous verrons dans le cas uniformément
accéléré qu’elle implique que (4.18) n’est valable que sur la moitié¢ de ’axe réel. Dans
ce cas, que nous discuterons en détail par la suite, on retrouve les corrélations dues aux
fluctuations du vide lorsque Ty n’est pas évalué dans le futur de la trajectoire.

De méme que pour le modéle Lagrangien, CJDFI/{ (U, V") n’est pas réelle. La nature de sa
partie imaginaire nous induit & faire deux remarques. Tout d’abord, cette fonction diverge
pour une seule configuration : Vy(U) = V'. Cette situation correspond a la réflexion
d’un quantum incident gaucher en quantum sortant droitier, comme dans le cadre de
I'optique géométrique. Nous verrons que cette divergence apparait de méme dans le modéle
Lagrangien (4.17).

Cependant, c’est uniquement autour de cette singularité que la partie imaginaire existe.
Ainsi, si 'on désire connaitre la valeur des corrélations, on peut prendre la limite e — 0 en
dehors de ces couples de points. Au contraire, si ce sont des quantités intégrées que 1’'on
calcule, comme (HYT ), cette limite ne peut plus étre prise. Pour ces objets, I'intégration
doit impérativement précéder la limite ¢ — 0. C’est la méme précaution qui a été prise
dans [85] pour évaluer I'énergie dans le vide de Rindler.

Ces remarques nous conduisent donc a considérer Cgéf(U, V') comme une distribu-
tion : d’une part, en dehors des couples de points V;(U) = V', cette distribution se réduit
a une fonction réguliére réelle positive; et d’autre part, ce sont précisément ces couples
qui définissent les poles de la distribution.

4.2.2 Miroir inertiel

Lorsque le miroir est totalement inertiel, sa trajectoire est V,(U) = U, voir la note (8)
du deuxiéme Chapitre. Nous avons représenté 1’espace-temps ainsi que les flux incident et
sortant dans la figure (4.1). Dans ces conditions, le modéle de Davies-Fulling fournit une
fonction de corrélation particuliérement simple & interpréter :

1 1
+/- _
CDF,inert(U: V,) - W (U —_Vi— i6)4 . (419)

En effet, comme le miroir réfléchit totalement les quanta, cette fonction traduit la simple
réflexion des corrélations existant au préalable sur J et données par (4.2). On retrouve
donc la méme divergence ultra-violette que dans les corrélations passé/passé, aprés avoir
effectué V.— U.

En quoi le modéle Lagrangien modifie-t-il ce résultat ? Pour comprendre, en particulier,
comment intervient la fonction temporelle f(¢) dans C*/~, il nous faut expliciter les
fonctions a deux points P et Q). A partir des Eqgs.(4.13) et (4.16), on obtient :

N —2ig [t 1 1

])inert(Ua V) - (4—71_)2 /_Oo d¢ f(t) (U —t— i6)2 (V/ —t— i6)2 ’ (420)
N —2ig [T 1 1

et Qinert(U, V') = (ar)? /_00 de f(t) U—t—ie2 (V' —ie? (4.21)



F1G. 4.1: Nous avons représenté ici le diagramme de Penrose pour I’espace-temps autour d’un
miroir totalement inertiel. Que le miroir soit totalement réfléchissant ou non, nous avons grisé la
région & gauche du miroir pour souligner que nous étudions les corrélations entre J5 et J, g .

Ces deux intégrales s’expriment par la méthode des résidus. Comme nous I’avons déja dit,
la prescription —ie est reliée au fait que seules les fréquences positives peuplent le vide.
Ainsi, c’est précisément cette prescription qui choisit quelles sont les fréquences de Fourier
de la fonction temporelle qui contribuent dans ces intégrales. C’est pourquoi, nous allons
séparer les fréquences positives et négatives dans la décomposition de f en introduisant
deux nouvelles fonctions :

o= [ T fe = )+ £

o0

avec fi(t) = /Ooodw foe™™ et f(t)= /_0 dw foe ™" = fx(t) . (4.22)

A T’aide de ces fonctions, P et () peuvent étre écrite sous forme locale :

Pan@V) =~ o () on (22 )| a2

0 Qutt) = 2o (B Y o (D]

En reprenant I’Eq.(4.17), on trouve la fonction de corrélation. De plus, si cette fonction
est évaluée en dehors de ses singularités “géométriques”, on peut effectuer la limite e — 0.

Dans ces conditions, on obtient :
_ 9 o (LD ] (4.25)
=0 8m2 | U\ (U-V")? ' )

Comparons cette expression avec celle que nous avons obtenue dans le modéle de Davies-
Fulling (4.19). Pour ce faire, il faut supposer que le couplage est constant. On obtient :

V' £ Vy(U)=U = C L (UV)

inert

2
1
S A S— (4.26)

— +/- ! §
FO=1.¥t = GLEOV|_ = smmpms

inert




Dans ces conditions, les deux expressions différent en deux points. La premiére différence
est triviale : elle réside dans le facteur ¢ qui est dit au développement perturbatif. La
seconde concerne la puissance du dénominateur. En effet, le pole est d’ordre 4 dans le
modéle de Davies-Fulling et d’ordre 6 dans le modéle Lagrangien. Ceci découle du choix
de la forme quadratique F = F, qui posséde deux dérivées par rapport au temps propre.
Si nous avions choisi F; a la place, les dénominateurs auraient été identiques; cependant,
grace a notre étude des valeurs moyennes, nous savons qu’un tel choix de F aurait rendu
parallélement les représentations intégrales (4.12) et (4.15) divergentes dans I'infra-rouge.
Lorsque la fonction de couplage temporel n’est pas constante, I'interprétation de (4.25)
est simple puisqu’elle repose sur le respect de la causalité. Supposons que f soit & support
compact S. Dans ces conditions, pour des configurations sortantes telles que U ¢ S, on
trouve que la fonction de corrélation est rigoureusement nulle. On comprend effectivement
que de telles configurations, si elles parvenaient sur J5 , émaneraient d’une partie de la
trajectoire ol le miroir n’interagissait pas avec le champ de radiation. Dans ces conditions,
les corrélations résultantes sont identiques & ce qu’on aurait trouvé dans le vide et ce,
quelles que soient les configurations entrantes. Une autre conséquence de 1'Eq.(4.25) est
que, contrairement & ce que nous avions trouvé dans le modeéle de Davies-Fulling, en
dehors de 'image géométrique, la fonction de corrélation n’est pas symétrique en U, V.

2

4.2.3 Réflexion sur un miroir uniformément accéléré

Ce que nous entendons par “réflexion”, c’est I’étude des corrélations pour lesquelles le
flux entrant gaucher et le flux sortant droitier sont en contact causal avec la trajectoire.
Dans cette sous-section, ainsi que dans la suivante, nous retournons au cas de la trajectoire
uniformément accélérée dans le quadrant L, voir (1.142). Ainsi, la condition de “réflexion”
équivaut & V' < 0 et U > 0, voir figure (4.2).

F1G. 4.2: Nous avons représenté ici le diagramme de Penrose pour ’espace-temps autour d’un
miroir uniformément accéléré. De méme que pour la figure précédente, nous avons grisé la région
4 gauche du miroir pour souligner que nous étudions les corrélations entre J, et 7, IJ{ .

Dans le cadre du modéle de Davies-Fulling, I’'Eq.(4.18) permet directement d’obtenir,



pour V! <0et U >0:

e gy = o (1/a"U")" . (4.27)

¢ 17 (21 (0) — VI —ie)?

DF,un.acc.

Afin de pouvoir comparer cette expression a celle obtenue pour un miroir inertiel, nous
allons exprimer les corrélations entre les flux de Rindler. A partir de la relation (3.75) et
des coordonnées de Rindler données en (3.2) et (3.3), on obtient :

_ dU \?* [dV’ - .
c;ép un.ace. (ULa ’UL) = <Tuu(uL)Tvv (Ui» = (E) (dU’ ) C%_é‘un acc. (U7 Vv )
L

- L ! | (4.28)

472 2 sinh a(uy, — v}, —ie)\ "
a 2

Lorsque I'accélération tend vers zéro, on retrouve rigoureusement l’expression obtenue
pour le miroir inertiel (4.19). La correspondance entre les deux expressions est en fait
assez simple : (4.28) est précisément la fonction qu’on aurait trouvé pour un miroir inertiel
placé dans un bain thermique de température § = a/2w. Ceci est un nouvel exemple
du lien entre les systémes uniformément accélérés et ceux qui sont plongés dans un bain
thermique. Nous allons voir de quelle maniére apparait cette correspondance dans le cadre
du modéle Lagrangien.

Pour ce faire, il nous faut évaluer les fonctions P et (). De méme que précédemment,
il est plus commode d’utiliser leurs analogues de Rindler définis comme suit :

Pun.ace.(ur, V) = 1(0]0,®(ur) 0,®T(v}) Lin|0) (4.29)
dU dv’

= T —Punacc Ua V, ) 4.30

duy, dvj, ace. ) ( )

et Qun.ace.(up, V) = i(0/0,®(ur) Lins 0,®T(v})|0) (4.31)
dU dv’

= 4.32

dUL d’UL Qun acc. (U V) ( 3 )

qui eux-mémes définissent la fonction de corrélation :

2
Cz_;”{.;cc.(uln ’U}/) =2 (p:m.acc. + %m.acc.) . (433)

D’aprés (4.13) et (4.16), on obtient :

—2i g a* / too 1 1
!
Pun.ace\UL,V = a5 dr f T - 7 - /434
) = Tierp ) I Gy e ) Y
—2iga* [T®_ - 1 1
et Qun.ace. (U 7")/ = iAoy / dr f T - — (4.35
( L L) (]_67T)2 - ( ) sinh2 ( a,(u,L —27'—26) ) SinhZ(a(T*T;L *’Le) )\ )

Ces intégrales peuvent étre évaluées par la méthode des résidus en décomposant les déri-
vées des fonctions de Wightman sur leurs poles :

— = 4.36
smh2 Z (x —inm)?’ ( )

n=—oo



et en introduisant les deux nouvelles fonctions :

) oo i ' ) 3 ~ +00 £ —iAT
o) = [ Tahet =i, ae fn)= [ a Do

B B —+o0 fAe_iAT i
On trouve :
, g f+(“L)
un.acc. 3 = T au
Pun.ace. (UL, V) 17\ (2 sinn (=m0 )
a 2
+ 8 , f+(UIL) (4.38)
”L (z sinh (M)f ’
2 2
N o_ 9 f+(“L)
et qun.acc.(uLavL) - A7 a”L (2 sinh (M))2
a 2
() . (4.39)

(2 sinh (a(vL—uL—He ))

Ainsi, en dehors des singularités géométriques, la fonction de corrélation s’obtient facile-
ment :

e—av’L e—auL
VI:— a # ‘/Cl(U) :—1/a2U:— p
2
9 ~
= C:é.;cc. (uL7 ’U}/) = g— auL f( ) s (440)

872

(3 s (+02))

et Cfl o (U>0,V' <0)= (a®UV') " xcl/s <ln(aU)a—ln(_aV)> . (4.41)

un.acc. un.acc.
a a

Ce résultat appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, lorsqu’on compare ’Eq.(4.40)
avec le résultat inertiel (4.25), on remarque que la correspondance est la méme que pour
le modéle de Davies-Fulling : on obtient les corrélations des flux de Rindler pour le miroir
uniformément accéléré a partir de celles des flux de Minkowski dans un bain thermique.

Ensuite, comparons I’Eq.(4.40) avec le résultat de Davies-Fulling. Hormis les diffé-
rences que nous avions soulignées pour le miroir inertiel, & savoir le préfacteur g2 et la
puissance du dénominateur, la limite f(7) = 1 redonne I’Eq.(4.28). Cette concordance est
générique dans le sens ot elle s’exprime par les relations liant les amplitudes de transition
et les coefficients de Bogoliubov, voir (2.56) et (2.57). Ainsi, les deux modéles se trouvent
liés au travers des Eqs.(4.12) et (4.15).



Enfin, de méme que pour le miroir inertiel, la causalité se traduit par la dissymétrie
entre la coordonnée sortante uy, et la coordonnée entrante v}, puisque f ne dépend que
de la premiére.

Remarque. En appliquant le modéle de Davies-Fulling a la trajectoire a flux constant
(1.127), Carlitz et Willey[25] ont trouvé un résultat quasi analogue a (4.28). En effet, la
trajectoire se lisant kUy(V) = —In(—kV), V <0, il est judicieux de définir la nouvelle
coordonnée avancée suivante kv, = —In(—«V’) lorsque V' < 0. Dans ces conditions, la
fonction de corrélation vaut :

_ 1 1
Cgl/w,CW(Ua U,L) = )

w2 (; b </~;(U—;}’L —ie)))4

Ainsi, on retrouve, comme il se doit, la singularité due a la réflexion géométrique U =
vy = Ug(V"), mais exprimée au travers de la fonctionnelle thermique pour la coordonnée
sortante 1/ sinh(k(U—Uy(V))/2). Ceci provient du fait que le flux sortant est effectivement
a la température uniforme /27, voir (1.136).

(4.42)

4.2.4 Autres configurations pour un miroir uniformément accé-
léré

Comme nous ’avons dit, le fait que la trajectoire soit incluse dans un seul quadrant

de Rindler implique qu'’il existe des configurations passé/futur qui n’ont pas d’analogue

dans le cas inertiel. Ces configurations correspondent aux cas ou les flux entrant et/ou
sortant sont causalement déconnectés de la trajectoire.

Les corrélations trivialement nulles

Commencons par les configurations pour lesquelles c’est le flux sortant qui ne se trouve
pas dans le futur du miroir, voir figure (4.3). Dans ce cas, le résultat est trivial. En effet,
par causalité, les corrélations entre le flux entrant et Ty (U < 0) restent identiques quelle
que soit 'hypersurface sur laquelle le flux sortant est évalué. En particulier, a la place de
Jx, on peut choisir J; sur laquelle nous savons que ces corrélations sont identiquement
nulles, voir (4.5). Ainsi, on a :

VW', CH- (U <0,V') = Ce(U <0,V')=0. (4.43)

un.acc.

Les corrélations non divergentes

Les corrélations intéressantes sont bien évidemment celles ol seul le flux entrant est
causalement déconnecté de la trajectoire. Pour le miroir en L, cette condition correspond a
V' > 0. Anticipons les calculs pour les deux modéles en rappelant que nous utiliserons les
flux de Rindler exprimés avec les coordonnées idoines (3.2) et (3.8). Dans ces conditions,
le fait de préserver U > 0 permet d’obtenir les corrélations dans le cadre du modéle de
Davies-Fulling par le biais de la relation (4.18) :

_|_/_ 1 1

ry - ]
cDF,un.acc.(uL7 UR) A2 (2 <a(uL + U}%)))Ll

(4.44)
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Fic. 4.3: Dans ce diagramme de Penrose, nous illustrons 1’équivalence des corrélations
passé/futur avec leurs corrollaires passé/passé, lorsque le flux sortant est causalement décon-
necté de la trajectoire. Comme ces derniéres sont nulles, il en est de méme pour les premiéres. Le
cinquiéme diagramme prévoit que la condition U < 0 suffit également & annuler les corrélations
futur/futur lorsqu’on se restreint & la droite du miroir, voir la prochaine section.

L’intéressante propriété de ce résultat est que ¢j/j . ... (ur,v};) est une fonction réguliére

et réelle, quelles que soient les valeurs de uj et v%. En effet, auparavant, les couples
de points qui donnaient lieu a des singularités étaient respectivement objet et image
géométrique par le miroir; comme cette configuration est impossible & cause du signe de
V' la fonction de corrélation est réguliére partout.

En plus de la méthode directe, il est intéressant de remarquer que I’équation précédente
peut étre obtenue par prolongement analytique. En effet, la prescription —(V’ + ie) dans
(4.27) indique que la rotation de V' < 0 a V' > 0 doit étre effectuée dans le plan complexe
inférieur, voir (3.19). En termes des coordonnées de Rindler, ceci définit le sens de la
translation parallélement a 1’axe imaginaire :

= v = —vp+ir/a.  (4.45)

!
—a'vL

—V'e™ quand V'= -¢
a

/ I R
V' e = V' quand V'==>0
<0

De méme que le signe de ie, celui de im/a découle univoquement du fait que le vide n’est
formé que de fréquences de Minkowski positives.

Dans le cadre du modéle Lagrangien, avant de calculer les fonctions p et ¢, remarquons
que le choix du signe de V' implique un autre résultat important. En effet, comme le flux
entrant est causalement déconnecté de la trajectoire, 'opérateur associé commute avec le
Lagrangien. Ainsi, en reprenant les définitions (4.11) et (4.14), on obtient :

[8V’(I>T(V, > O) ) Lmt] =0 = pun.acc.(uLa ,U;%) = CIun.acc.(uLa ’U;{) ’ (446)

—92 4 +0o0 ~ 1 1
et Punace (1, V) = 299 / dr f(r) . (447)

(167)?  J_o sinh?(2tz_T19) cosh%@)




Ces relations ont deux conséquences. La premiére est que, dans cette configuration, la
fonction de corrélation s’écrit de la maniére suivante, voir (4.33) :

il e (U, V) = 8 (Re| pun.ace.(ur, vR) )7, (4.48)

ou l'on retrouve le fait que le corrélateur est réel. La seconde est que le résultat est
également non divergent puisqu’on trouve :

C

2

92 Ba, f(UL)

872 (% cosh (a(uL-Fv%)))Z

2

C:r{._acc. (uL: U;%) = (449)

Avant d’interpréter ce résultat, il est intéressant de remarquer qu’il aurait pu étre obtenu
de deux autres maniéres. Premiérement, nous aurions pu déduire (4.49) en utilisant la
correspondance avec le modéle de Davies-Fulling (4.44) ainsi que le respect de la causaliteé,
tout comme nous 1’avons montré pour les configurations précédentes?. Deuxiémement,
nous aurions pu utiliser le prolongement analytique (4.45) afin de I’appliquer directement
a I’Eq.(4.49). Notons qu’appliquer cette méthode requiert 1’analyticité des amplitudes de
transition dans p et g. Cette condition est précisément satisfaite lorsque la fonction f est
bien choisie puisqu’alors, les amplitudes A et B sont reliées par la symétrie (3.40).

L’absence de singularité dans la limite uy + v, — 0 pour (4.49) peut également
s’expliquer & partir des amplitudes de transition. Tout d’abord, la fonction de corrélation
s’exprime uniquement & partir de p. Ensuite, p lui-méme s’exprime uniquement & partir
des amplitudes de création de paires B. Enfin, en utilisant (3.38d) et (D.4), on montre
que ces derniéres décroissent pour les hautes fréquences selon : BYY ~ (ww')1/4 e=2Vew'/a,
Ainsi, elles ne peuvent pas engendrer de divergences ultra-violettes.

Si (4.49) ne posséde pas de singularité, elle posséde tout de méme un maximum autour?
de uy, + v, = 0. La largeur de ce maximum est donnée par 1/a. Si l'on revient aux
coordonnées de Minkowski, ce maximum correspond 4 :

uL +vl=0 & V' =-V,uU), (4.50)

voir figure (4.4). De plus, comme V' > 0, Ty (V') peut étre évalué sur toutes les hy-
persurfaces U’ = cste, et en particulier J;". Cela signifie que la fonction de corrélation
futur /futur est maximale dans ce domaine de coordonnées pour V' = =V, (U). Ainsi, les
fluctuations du vide autour de V' = —V,;(U) sont interprétées de la maniére suivante du
point de vue de la création de paires : elles donnent naissance au partenaire (gaucher et
détecté dans la partie V! > 0 de J;") du quantum qui arrive en U > 0.

Cependant, ce résultat pose un probléme. Sil’on rend le couplage uniforme, on trouve :

f(T) =1

. a(uL—H}h)) 2
e g2a’ sinh (72

. .(uval) = ’ )
Un.ace R 2(1671')2 COSh3 (a(uL;—vR))

(4.51)

= C:A;cc.(uln v;{) =cC

2Dans les configurations précédentes, nous avons également utilisé I’analogie entre les miroirs inertiel
et uniformément accéléré. Ceci ne peut nous étre d’aucune utilité ici puisque, dans le cas inertiel, toutes
les configurations entrantes et sortantes sont causalement connectées a la trajectoire.

3Prenons f(r) donnée en (3.23). En toute rigueur, 4 cause du nombre (pair) de dérivées dans F, la
fonction de corrélation est nulle pour uz, + v = 0, mais elle est entourée de deux pics & une distance de
Vordre de 1/a. En prenant un nombre impair et supérieur & 2 de dérivées, ur, + vy = 0 devient alors le
maximum absolu de ¢t/~ (ur,, vl).



F1G. 4.4: Ce diagramme de Penrose illustre deux propriétés de corrélations lorsque U > 0 et
V! > 0. La premiére est que ces corrélations sont maximales autour de V = —V,(U), c’est-a-
dire la position symétrique de I'image géométrique V' = V,(U), qui se situe de 'autre coté de
I’horizon. La seconde propriété est que, par causalité, cette fonction s’avére étre aussi la corrélation
futur /futur entre la partie V' > 0 de J;" et la partie U > 0 de J, }J{ .

soient des corrélations a I’évidence non nulles. Or, dans le Chapitre précédent, nous avons
montré que lorsque le couplage est constant, le flux en tant que fonction est rigoureusement
nul. Nous avons méme montré que le flux est réparti en deux singularités qui correspondent
aux horizons de la trajectoire U = 0 et U = +o00. Nous nous trouvons donc en présence
d’un paradoxe, puisqu’il existe des corrélations entre des flux qui s’avérent étre nuls. Afin
de clarifier cette situation, il nous faut d’abord connaitre toutes les autres corrélations
futur/futur. (En fait, ceci va s’avérer insuffisant et va nous obliger a développer dans le
prochain Chapitre une autre maniére (moins singuliére) d’étudier ces corrélations.)
Remarque. Carlitz et Willey ont prolongé analytiquement leur résultat (4.42) pour
obtenir les corrélations lorsque V' > 0. En posant xvj = In(kV"’), ils ont obtenu :

, 1 1

+/- _
Corow(U:vn) = 7 (2 h (K(U%)))‘* |
— COS I —

(4.52)

K 2

Notons que, pour cette trajectoire, il n’est pas paradoxal de trouver des corrélations non
nulles lorsque le couplage est uniforme, puisque le flux sortant n’est plus nul mais constant
et donné par (1.127).

4.3 Corrélations sur J*

4.3.1 Formulation générale et miroir inertiel

Lorsque 'on regarde les corrélations entre les flux gaucher et droitier sur J7, elles
sont données par la fonction de corrélation suivante :

CHH (U, V") = (0Tyy (U, V = 400) Ty (U = +00,V")|0), . (4.53)

En représentation d’interaction, le fait que les deux opérateurs soient évalués sur les
infinités futures de genre lumiére modifie I’expression par rapport a (4.9). Ainsi, au second



ordre en g, on obtient :

C+/+ (U, VI) = <0|67iLmt TUU(U) Tvv(V,) €iLi"t‘O>c ,
= (0[Lins Tyr(U) Tyy (V') Lint|0),

—Re <0‘Lmt Lint TUU(U) Tvv(V,)|0>c] . (454)

[’Eq.(4.54) posséde plusieurs propriétés. Premiérement, elle souligne que, comme Ty et
Ty commutent, la fonction trouvée est toujours réelle. Compte tenu de ce que nous avons
compris avec les corrélations passé/futur, ceci nous laisse supposer que cette fonction ne va
pas posséder de pole. La seconde propriété vient de sa formulation qui souligne ’analogie
entre cette fonction et le flux donné en (2.46). En effet, a I'instar du second terme dans
I'expression du flux, la partie réelle dans (4.54) devient nulle si on Iintégre sur U (ou
V')%. De plus, nous allons voir que quand les deux flux sont évalués dans le futur causal
de la trajectoire uniformément accélérée, et que le couplage est constant, les deux termes
de (4.54) se compensent. En cela, on retrouve bien str le comportement du flux (1.124).
Enfin, le fait de ne garder que les diagrammes connexes permet d’exprimer la fonction de
corrélation en termes de la seule fonction P :

CHH(U, V'Y =4 |P(U, V') + 4Re[P(U,V')?] = 8 (Re[P(U, V)] )* . (4.55)

Comme P s’exprime uniquement en fonction des amplitudes de créaion de paires, nous
sommes donc sirs que la fonction de corrélation est finie.

Lorsque le miroir est inertiel, ces conditions permettent de prendre la limite ¢ — 0
pour tous les couples de points. A partir de (4.20), on trouve :

De cette formule, nous apprenons que, quand le couplage est constant, les corrélations dans
le futur de la trajectoire sont identiquement nulles. Ce résultat n’est pas surprenant : nous
savons que, pour un miroir inertiel, un couplage constant n’engendre aucune création de
particules. Ainsi, les corrélations résultantes sont celles qu’on aurait trouvées en ’absence
de miroir, 7.e. nulles. De plus, (4.56) légitime le fait d’avoir effectué au préalable la limite
e — 0, puisque U = V' n’est pas un pole de 'expression. En effet, lorsque f(¢) n’est pas
une constante, la fonction de corrélation admet la limite finie suivante :

2 g? 2
lim CHE(U V') = & f)” . 4.57
V’ILHU mert( ) ) (127‘(’)2 [ Uf( )] ( )
Contrairement aux expressions précédentes, C;;é;rt posséde deux termes, chacun offrant

respectivement une dépendance de la fonction de couplage f en U et en V'. Bien entendu,
ceci est di au respect de la causalité.

4Ceci est facile & vérifier. Par exemple, si I’on intégre sur U, on obtient :
“+oo
/ dU (0|Tyu (U) Tvv (V') Lint Lint|0), = (0| Hy Ty v (V') Lint Lint|0), -
—0oQ

Or, Iénergie étant nulle dans le vide, i.e. Hyy|0) = 0, ce terme vaut toujours zéro.



4.3.2 Miroir uniformément accéléré

Lorsqu’on inspecte les corrélations sur J+ pour un miroir uniformément accéléré, on
doit, comme précédemment, séparer les expressions selon le signe de U et de V'. En fait,
par causalité, nous avons déja effectué les calculs pour trois des configurations sur les
quatre possibles.

e Lorsque U < 0 et V' > 0, les flux gaucher et droitier sont tous les deux déconnectés de
la trajectoire. Leurs corrélations sont donc identiques quelles que soient les hypersurfaces
sur lesquelles on les évaluent. Ainsi, comme nous ’avons représenté sur la figure (4.3), ces
corrélations sont nulles. En effet, a partir de (4.43), on obtient :

Colbee (U V' > 0) = Cibl aee (U, V' > 0)
C;n/;cc (U < 0, VI) = Cyac(U < 0, VI) = CJTL/_(L—CC (U <0, V> 0) =0. (458)
Coac(U, V') =0

e Lorsque U > 0 et V' > 0, seul le flux gaucher est causalement déconnecté et, de
méme que précédemment, par causalité, on trouve :

Crtace U >0,V >0) = Cil oo (U >0,V >0)

= (PUV) 7 %o (ln(aU),ln(avl)> ., (4.59)

a a

ot la fonction cif ace. est donnée en (4.49).
e Lorsque U < 0 et V' < 0, c’est la situation opposée : seul le flux droitier est
causalement déconnecté. Ainsi, on obtient :
CHF (U<0,V'<0) = CH. (V'<0,U<0)

un.acc. un.acc.

= (@UV) 7’ x i (—ln(_“vl), —ln(_“U)) (4.60)

un.acc. a a

avec la méme fonctionnelle (4.49). Notons, cependant, que dans cette expression, I’argu-
ment de f est vy, = (V)

e Finalement, le cas le plus intéressant est la situation analogue a ce que nous avons vu
pour le miroir inertiel, c’est-a-dire quand les deux flux sont dans le futur de la trajectoire :
U > 0et V' < 0. Dans le modéle original de Davies-Fulling, ces deux flux ne sont
pas corrélés puisque, le miroir étant totalement réfléchissant, la radiation a gauche de la
trajectoire est complétement indépendante de la radiation a droite. Le modéle Lagrangien,
quant a lui, en insérant (4.38) dans (4.55), fournit le résultat suivant :

~ ~ 2
a2 O ) ()
e 0011 = la’“ (— (gl =) ) O\ T e = )|

De méme que pour le miroir inertiel, nous avons d’abord effectué la limite € — 0, et cette
limite est justifiée a posteriori par I’absence de pole :

i el v]) = ool (@3, - %0u)Fun)] (162

(4.61) est une illustration directe du théoréme de Grove[86| qui stipule que le flux émis
par un systéme uniformément accéléré est identique en tout point avec celui engendré par



le méme systéme lorsqu’il est inertiel et plongé dans un bain thermique. En effet, on passe
de I'Eq.(4.56) a (4.61) en remplacant les coordonnées de Minkowski par celles de Rindler
et la fonction de Wightman dans le vide (2.78) par celle dans un bain thermique (2.97).

Il est important de noter que la valeur moyenne du flux et la fonction de corrélation
possédent la méme structure. En effet, en remarquant que ces corrélations sont identi-
quement nulles quand le couplage est constant, on déduit que ces deux fonctions sont
localisées durant les transitoires de la fonction de couplage temporel, comme on peut le
voir dans la figure (4.5).

F1G. 4.5: Dans cette figure, nous avons représenté la fonction de corrélation (4.61) lorsque f(7)
est donnée par (3.23). Les unités sont arbitraires et les valeurs des paramétres sont fixées d a = 1
et Inn = —4. Les deux pics sont localisés de deux maniéres. Premiérement, ils correspondent
a l'image géométrique : ur, = v}, soit V! = —1/a?U. Deuxiémement, ils coincident avec les
transitoires de f : uy = v} = +T.

4.4 Conclusion

Les résultats de ce Chapitre sont résumés dans les deux tableaux suivants. La lecon
principale a retenir est que la fonction de corrélation ressemble fortement & la valeur
moyenne du flux pour les trajectoires inertielles comme pour celles qui sont uniformément
accélérées. En effet, lorsqu’on regarde les flux liés causalement a la trajectoire, leurs corré-
lations sont localisées durant les transitoires de la fonction de couplage temporel f (7). En
particulier, cela signifie que ces corrélations s’annulent dans la limite de couplage constant.

Cependant, pour la trajectoire uniformément accélérée, lorsque U et V' sont de méme
signe, c’est-a-dire lorsqu’un seul des flux est connecté a la trajectoire, le résultat ne tend
pas vers 0. Les configurations correspondantes sont des fonctions de la grandeur a(ur +
v%) (ou de a(ug + v%)). Lorsque la méme convention de temps propre® est utilisée dans
les quadrants L et R, cette grandeur est affine & 7 — 7/. Ceci indique une production
stationnaire de particules, précisément lorsque f (1) = 1. De plus, les corrélations sont
maximales lorsque U = —Uy(V"). Pour ¢t/ cette condition indique que, dans le processus

Svoir note (2) du troisiéme Chapitre.



de création de paires, le partenaire gaucher d’un quantum droitier U > 0 se situe en
V= -V (U).

Il semble donc que la fonction de corrélation & deux points soit un outil trop singu-
lier puisque, dans la limite de couplage constant, apparaissent des corrélations entre des
quanta qui pourtant interférent parfaitement. Ainsi, ce sont encore les interférences par-
ticuliérement prononcées de la radiation émise par le systéme uniformément accéléré qui
sont la cause du comportement pathologique des grandeurs étudiées. C’est pour expliquer
ce phénoméne que, dans le Chapitre suivant, nous allons utiliser une seconde méthode
d’investigation en décorrélant les flux émis de maniére explicite.

Scuneee(wv) |U=—fe™<0] Us=ge™ >0
- = =2
V! = _%e_a‘U’L <0 0 Ou, (m)
L p;
V' = lear > 0 0 Ouy (W)
R

TAB. 4.1: Tableau récapitulatif des expressions de la fonction de corrélation de Rindler
passé/futur ¢t/~ pour un miroir uniformément accéléré en L. Cette fonction est identiquement
nulle pour les flux sortants causalement déconnectés de la trajectoire, i.e. U < 0. Elle diverge
lorsque le flux sortant est évalué pour l'image géométrique du flux entrant, i.e. U = Ugy(V').
Enfin, elle est finie dans le cas restant, puisqu’elle correspond aux corrélations entre un quantum
droitier et son partenaire gaucher. 2 = (16m)%/2g%a*

= calhee. (u,v') H U=—1e “r <0 ‘ U=z2e™ >0 ‘

Vi=_le=al <« |8, —~( ) ’ ) —f(”L) + {ur, < v} ’
a vz \ cosh?(%(up+v]) UL \ sinh®(% (ur—v L L

/ 1 _av L) 2
Vv :ae r > () —UL‘F’UR))-‘

=)

pole A‘ <

o (st

TAB. 4.2: Tableau récapitulatif des expressions de la fonction de corrélation de Rindler fu-
tur/futur ¢t/ pour un miroir uniformément accéléré en L. De méme que précédemment, cette
fonction est nulle lorsque le flux sortant est causalement déconnecté et elle est finie dans les autres
qui correspondent aux corrélations entre quanta partenaires provenant du processus de création
de paires. = = (167)%/2g%a*.







Chapitre 5
Les Valeurs Conditionnelles du Flux

La question suivante a-t-elle un sens :
qu’est-ce qui doit étre pour que quelque chose puisse étre ce-qui-arrive ?

L. Wittgenstein

Dans les Chapitres précédents, nous avons constaté que le caractére trés fortement
interférent de la radiation émise par un miroir uniformément accéléré était la cause des
comportements pathologiques de la valeur moyenne du flux ainsi que de ses corrélations.
Afin de palier ce probléme, dans ce Chapitre, nous allons détruire ces interférences en
imposant de facto une décorrélation dans le flux émis. Une maniére adéquate pourrait
étre de prendre en compte les effets de recul dus au transfert de quantité de mouvement
lors de la création de paires. En effet, les paires créées modifiant au fur et & mesure la
trajectoire du miroir, elles ne peuvent plus interférer et le flux (et les corrélations) ne
s’annulent plus quand le couplage est constant!.

La technique que nous allons adopter est différente. Elle consiste a spécifier en partie
les configurations du champ sur J+, d’ou le terme de “post-sélection”. Cette méthode
fait partie de la théorie dite des valeurs “faibles” (weak values) d’opérateurs, introduite
par Aharonov et Vaidman[59]2. Le principe en est le suivant : il consiste & ne plus me-
surer la valeur moyenne d’une observable dans un état, mais plutdt sa valeur entre deux
mesures du systéme auquel elle est couplée “faiblement”. L’application de cette méthode
repose donc sur la connaissance de I’état initial (ou seulement d’une partie de cet état)
et de I’état final (ou seulement d’une partie de cet état). Or, le sujet de notre étude est
le décryptage des corrélations entre les quanta émis sur J . Pour trouver comment ces
derniéres sont réparties, nous allons continuer a présélectionner le vide, et nous allons
calculer la valeur faible du flux en spécifiant partiellement I’état final. Cette technique
nécessite ’emploi d’'un projecteur P, agissant dans ’espace de Fock et définissant une
partie des configurations sur J*t. La grandeur physique que nous allons étudier est aussi
appelée “valeur conditionnelle”. Conditionnelle signifie qu’elle impose a 1’observable étu-

Pour les conséquences du recul sur la valeur moyenne du flux, voir [56], ot il est démontré que les
deux termes de (2.55) ne se compensent plus pour la trajectoire uniformément accélérée car le terme
interférant “AB” disparait. Le résultat est similaire pour un détecteur uniformément accéléré[87]. En ce
qui concerne les corrélations, la décohérence induite par les effets de recul sépare aussi (7, Tag) en deux
termes, ceci menant également & une valeur non nulle de la fonction & deux points dans le futur de la
trajectoire méme en l’absence de fonction temporelle (ceci fera I'objet d’une future publication).

2Pour une application de cette méthode & la création de paires par effet Schwinger|88], voir [89], pour
Peffet Unruh appliqué & un détecteur uniformément accéléré, voir [53], et pour la radiation de Hawking,
voir [37].
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diée d’étre évaluée dans le sous-espace propre de P. En représentation d’Heisenberg, la
valeur conditionnelle du flux d’énergie s’écrit :

(0P 7,,|0)
(0IP0)

(OP 7,,,0),

Tt = oP0)

= (0/7,,[0) + (5.1)

ol le second terme du membre de droite est la partie connexe de la valeur conditionnelle.

Dans ce Chapitre, nous allons voir deux méthodes différentes de post-sélection. La
premiére consiste tout simplement a ne spécifier ’état final que des particules. Ainsi, les
anti-particules créées conjointement avec ces derniéres lors du processus de création de
paires dicteront la répartition du flux conditionnel. Les maxima de ce flux nous renseigne-
ront sur les corrélations présentes dans le flux créé|90, 53]. La seconde méthode est moins
directe. Elle impose de coupler le champ, en plus de la self-interaction avec le miroir,
avec une source auxiliaire. C’est alors I’état final de cette source que I’on post-sélectionne.
Nous verrons que cette méthode est une interpolation entre la premiére et 1’étude des
corrélations par le biais de (7}, Tns).

5.1 Le projecteur P

Lorsque nous avions étudié les interférences entre deux miroirs uniformément accélé-
rés symétriques, nous avions introduit le projecteur sur I’état & une particule de Unruh
(3.94). Les motivations de ce choix découlaient naturellement des propriétés particulie-
rement adaptées de ces modes. Voyons comment elles s’adaptent a notre problématique.
Premiérement, nous désirons que le projecteur sur un certain état | ) nous permette de
détecter une particule issue de la création de paires par le miroir. Cette condition néces-
site en toute généralité que 1’état correspondant soit orthogonal a ’état initial. Dans le
cadre de notre étude, |Y) doit donc étre orthogonal au vide de Minkowski : (0|Y) = 0.
Ceci invalide, par exemple, le choix des particules de Rindler, puisqu’elles peuplent le vide
de Minkowski, voir (3.14). Par contre, comme les particules de Unruh sont uniquement
formées de particules de Minkowski, elles sont de facto orthogonales a |0). Deuxiéme-
ment, comme les modes de Unruh sont des modes propres de la trajectoire uniformément
accéléré, ils permettent d’exprimer la diffusion de maniére stationnaire.

Comme ces propriétés restent pertinentes pour notre étude, c’est donc encore & par-
tir de ces modes que nous allons post-sélectionner ’état du champ sur J+. Cependant,
c’est une version un peu plus générale que nous allons présenter ici. En effet, le fait de
fixer exactement la fréquence de Unruh A empéche de localiser spatialement les quanta.
Cela se voit facilement en remarquant que le projecteur lui-méme (3.94), comme sa valeur
moyenne (3.99), ne dépendent pas de ug. Ainsi, afin de localiser plus finement les confi-
gurations de maniére spatio-temporelle, nous allons considérer non pas un seul quantum
de Unruh mais une superposition de tels quanta.

5.1.1 Le choix du paquet d’ondes

Le role du paquet d’ondes va étre plus précisément de spécifier une partie de I’état final
sur J4. Ainsi, de méme que dans le troisiéme Chapitre, le projecteur que nous choisis-
sons est uniquement constitué de modes droitiers U. Cependant, ici, nous allons localiser



principalement le paquet d’ondes dans le futur causal de la trajectoire L3, i.e. autour de :

1 _
U = —etic > (. (5.2)
a

Le paquet d’ondes correspondant est défini de la maniére suivante :

+o0 _
1) = / A2 (XX, ,z) aY Ho)Urert (5.3)
ot [0)7P*" est le vide restreint a I'espace de Fock des particules droitiéres. La fonction §2
est normalisée selon :
+oo
(Y1) = / dA QX A, 0, l_I,L)|2 =1. (5.4)

Afin d’obtenir des résultats analytiques, €2 est donnée par :
oIAIL e—(A=1)%/207

X
VATA(e2mMa — 1) 210

Q()\’ )‘7 g, ﬂ’L)

x Asinh®(mA/a) x N [A,0] . (5.5)

Dans le premier terme, on reconnait un anti-mode de Unruh ¢¥* (voir (3.17) lorsque
U= %e‘“_‘L > 0). Le deuxiéme terme détermine la structure Gaussienne du paquet d’ondes
par la donnée de son centre A et de sa largeur o. Le troisiéme terme a été rajouté afin de
pouvoir calculer les valeurs conditionnelles du flux de maniére analytique. Enfin, A est
une constante qui ne dépend que des paramétres et qui assure la normalisation (5.4). Le

calcul direct donne? :

16v27%/o

_ 1
N[\o] = [;;\/7? [(2[ + 5%) et 6l
a
—1/2
+(61 — 35%) e71+/4 — (21 — 24?) 6_2l+52]:| : (5.7)
ou
| = 27)\/a et s = 270/a . (5.8)

De méme que dans (3.94), le projecteur® sur 1'état |T) ne spécifie pas tout 'espace de
Fock, et s’écrit :

P =[T)(Y| ® 1[a",0",5"]. (5.9)

3Dans ce chapitre, nous allons de nouveau supposer que le miroir se déplace dans le quadrant L de
Rindler. - B -
4Lorsque A < 0, et dans la double limite A\/a > 1 et A/a > 0%/a?, on trouve :

_ 1287’[’3/2 e47r5\/a

N? [N o] — X (5.6)

®Contrairement & (3.94), la normalisation (5.4) justifie mathématiquement ’appellation de projecteur
puisqu’on a :

ur, ur __ ur
Px,a' PX,U - PX,U :



5.1.2 Son contenu spatio-temporel

Sous quelle(s) condition(s) ce projecteur détermine-t-il des quanta localisés préféren-
tiellement dans les U > 0 et autour de U en particulier ? Rappelons que cette question
est justifiée, malgré la formulation (5.5), par le fait qu’un état qui ne posséde que des
fréquences de Minkowski positives ne peut étre restreint dans un quadrant de Rindler.

Pour répondre a cette question, il suffit d’évaluer le flux de particules droitiéres dans
cet état en [’absence de mirotr. Comme nous allons le voir, ce flux posséde deux maxima,
répartis d’'un coté et de I'autre de I’horizon U = 0, et d’intensités différentes. Lorsque
nous les aurons évalués, il nous suffira donc d’ajuster les paramétres du paquet d’ondes
afin de déplacer le “barycentre” des particules dans la région des U > 0.

Comme ’état est défini & partir de particules de Unruh, il est plus commode de calculer
les valeurs moyennes du flux de Rindler. Ainsi, dans 'expression de T,,(U), le champ
va naturellement étre décomposé sur la base de Unruh. Nous allons donc avoir deux
expressions, selon le signe de U. La valeur moyenne s’écrit de la maniére suivante :

2

+oo

(Tt =2 | [ "ana o (5.10)

Lorsque U = %e‘“‘L > 0, le résultat précédent vaut :

N2 +o0 cp ey 2
(Y| T (u) 1), = 55 / d) e~ O=N7/207 =M@ —us) ) ginh(r\/a) eT™e| , (5.11)
™ —00
et quand U = —ée“‘“R < 0, on obtient :
N2 Foo )2 2 s\ (7 2
(X Lo () T), = 3 / d) e~ O-V?/207-X@s+uR) )\ ginh () /a) (5.12)
™ —0oQ

Des deux résultats précédents, on apprend donc que le flux posséde deux maxima : un
premier en uz;, = 1y, soit U = U > 0 et le second, placé symétriquement en up = —ir,
soit U = —U < 0. Lorsque le paquet d’ondes est piqué en fréquences, i.e. 02/a? < |A|/a,
le rapport de ces maxima est donné par :

<T|Tuu(uL = aL)‘T>c _ e—27r5\/a,
(T[T (ur = —ur)[T), ’

(5.13)

ou l'on retrouve le facteur thermique qui traduit l'effet Unruh. Ainsi, si on désire que
le paquet d’ondes |T) soit préférentiellement localisé autour de U, les deux conditions
suivantes doivent étre satisfaites :

A<0 et [A/a>1. (5.14)

Ce résultat réveéle la structure particuliére des modes de Unruh. Ces derniers décrivent
des quanta qui se situent de part et d’autre de '’horizon (U = 0 en 'occurence) mais
qui possédent deux pics dont les probabilités respectives sont reliées par le facteur de
Unruh. Cette propriété permet de parler de modes a fréquence de Minkowski positive
vivant quasi-uniquement dans un quadrant de Rindler.



5.1.3 Son contenu spectral

Avant de calculer les valeurs conditionnelles du flux, interrogeons-nous sur le contenu
de |T) en termes de fréquences de Minkowski. Afin de connaitre quelle partie du spectre
de Minkowski intervient dans cet état, il suffit de calculer la probabilité d'y détecter une
particule de fréquence w. Cette grandeur est donnée par :

2

(0 af P2 al1j0) = |(0] al |T) SNCAE)

2 +00 _
_ ‘ / A (A X, 0, ) 1V,

ot 7Y est donné en (3.15a). Le calcul direct ne fournissant pas de résultat analytique,
on peut tout de méme étudier ou se situe son maximum en ayant recours & la méthode
de la phase stationnaire. Bien que ’expression soit compliquée, dans la limite de validité
(5.14), elle se réduit a :

2 _
/\pt.selle = /_\ - za_ In <—w> . (516)

a )\pt.sellee_aaj‘

La norme de l'intégrale (5.15) est maximale quand la valeur au point de selle est réelle.
Cette condition correspond, d’une part, a la relation attendue Ay s = A, et d’autre part,
a la condition :

Whaz = —Ae %L (5.17)

De cette relation on déduit que le paquet d’ondes |Y) est également centré, pour les
fréequences de Minkowski, autour de wjysq;. De plus, on trouve que I’étalement autour de
cette fréquence est o e~%L,

Pour résumer, nous avons trouvé que les conditions :
o
- K —, A<O0, et7>>1, (5.18)

permettent au paquet d’ondes qui définit le projecteur P?LU d’étre correctement piqué

autant dans l'espace-temps (autour de U > 0), que pour les fréquences de Unruh (autour
de A = XA < 0) et de Minkowski (autour de w = —A/aU). Nous sommes donc en mesure
d’exploiter ce projecteur afin d’évaluer les valeurs conditionnelles du flux.

5.2 Les valeurs conditionnelles du flux

Afin de calculer la valeur conditionnelle du flux (5.1), il nous faut d’abord évaluer le
dénominateur de cette expression. Ce dernier correspond & la probabilité de détecter les
quanta post-sélectionnés lorsque I'interaction avec le miroir est branchée. Nous allons voir
dans ce calcul que notre choix de paquet d’ondes, et en particulier son comportement
a hautes fréquences, posséde I'intéressante propriété de jouer le role de la fonction de
couplage temporel, i.e. de régulariser les expressions. Cette propriété va nous permettre
de donner les valeurs conditionnelles des flux gauchers et droitiers sur J+ lorsque le
couplage est constant. Ainsi, nous pourrons inspecter les corrélations inhérentes aux flux
émis dans les conditions ou les interférences sont le plus destructives.



5.2.1 Calcul de la probabilité

De méme que pour I'étude des deux miroirs symétriques, il est préférable d’utiliser
les amplitudes de transition en termes des modes de Unruh. Pour un seul miroir en L, le
résultat est obtenu a partir de (3.98) en posant g¥ = 0, et se réduit a :

A N ~
—1 qg - f_)\_)\l . 5.19
\//\(6270\/@ _ 1) \//\/(627»\ Ja _ 1) ( )

En représentation d’interaction, la probabilité de détecter I'état |YT) sur J, au second
ordre en g, c’est-a~dire le dénominateur dans (5.1), s’écrit :

uv _
B3y =

Pr = |(X| eitne|0)

2 —_ . —
‘ = (0] e *imt PI- ethint|0) = (0| Lins PE Lin[0) . (5.20)
Notons que les autres termes d’ordre g2, comme (0| L;p; Lins PgLU |0) par exemple, sont nuls

précisément grace au fait que |Y) est orthogonal au vide de Minkowski. A 1’aide de ces
amplitudes, cette probabilité vaut :

+o0
Py =2 / / / dX\ dNdp B3, By, ' (2) Q(X') . (5.21)
— 00

Quand le paquet d’ondes est réduit 4 un seul quantum de fréquence A, comme nous I’avons
fait pour (3.99), la convergence de I'intégration sur A nécessite d’imposer des contraintes
au comportement ultra-violet de fy, invalidant la possibilité d’un couplage constant (voir,
par exemple, la discussion suivant (2.92) ainsi que (3.31)). Au contraire, avec notre choix
de paquet d’ondes (5.5), le terme Gaussien décroit suffisamment vite pour permettre
de considérer le cas f(7) = 1. En fait, cette situation est précisément celle que nous
recherchions puisqu’ainsi, il va nous étre possible d’inspecter les trés fortes interférences
qui annulent le flux et une partie seulement de ses fonctions de corrélation.

Dorénavant, nous allons donc supposer que f (1) = 1. Dans ces conditions, les ampli-
tudes de transitions deviennent particuliérement simples :

B =ig SA+ ), (5.22)

A
2sinh(7mA/a)

et fournissent la probabilité suivante :

2 2 4 +o0
g N a 3 —z\ ,—(z—1)%/s?
Py = — d 1-—

T 64m20 (2m)* / zai(l—eT)e

2 \/2 4 -
- (g347r20 (;T)Al S\/TT |:U3 + 3l52/2)
- ((21 _882)3 B 332(22— 52)> e—l—|—52/4:| ’ (5.23)

ou s et [ sont donnés en (5.8). Compte-tenu de (5.6), lorsque les conditions (5.18) sont
respectées, on trouve :

Py =2¢°X2 e 2 N/e L O(a /) | (5.24)

Cette grandeur est indépendante de 4y,. Ceci indique que le processus de création de paires
est stationnaire. De plus, les paires créées sont réparties au travers du facteur thermique
e~2m\l/e Les événements que nous étudions sont donc rares.



5.2.2 Les valeurs conditionnelles

Maintenant que nous avons étudié le dénominateur de (5.1), nous pouvons donner
I’expression totale du flux conditionnel. Pour ce faire, il faut évaluer ce dernier en repré-
sentation d’interaction. De plus, nous n’en gardons que la partie connexe, i.e. le deuxiéme
terme de (5.1). Deux termes interviennent dans son écriture :

1 Heisenber 1 —iL; 1 —iL;
P—<0\P T.,10), I = P—T<O|e Line P T, e7ine |0)

— <Tuu>¥;s- + <Tuy>1£’artenaire ) (525)
p.s

Dans l'expression précédente, (T,,)p  est le flux porté par le paquet d’ondes que nous
avons post-sélectionné. Il est obtenu en ne gardant que les termes en a”a” ' et en a¥ 6V 1
de T),,. Sa structure est similaire a celle que nous avons évaluée en (5.11) et (5.12) :
il posséde deux pics en U = U et en U = —U qui correspondent aux deux maxima
de probabilité de ’état |Y). De plus, comme pour les quanta qui émergent d’un Trou
Noir|37], ce terme est complexe. En effet, les contractions de Wick qui interviennent dans
sa décomposition sont les suivantes :

p.s 1 ’11'_| 1 ‘ | 11 17,’—||
Pr (Tyu %" = (0| Lint PE Ty Ling [0) = (0| Lins Lint P Ty [0) (5.26)

ou seul le premier terme est réel.

Bien évidemment, le terme qui nous intéresse est celui du partenaire, puisqu’il va nous
permettre de déceler les corrélations sur J 7. Il existe deux sortes de partenaires & notre
paquet d’ondes de particules droitiéres : ceux formés d’anti-particules droitiéres et ceux
formés d’anti-particules gauchéres. Ainsi, (TW)’I’,memm provient des contributions bVpV
et bV T de opérateur flux. Les contractions qui interviennent permettent de prévoir que

ce terme est réel :

[— —H—

Py (T}, )27 = (0| Ly P“ Ty Lint 10) (5.27)

puisqu’il ne fait intervenir que les amplitudes de création de paires. En termes de ces
amplitudes, le flux porté par les anti-particules gauchéres vaut :

+o0
‘ / / dAdX By Q(N) 8U<,0X
<Tvv(v)>zfz)artenazre . 0‘

—tLnt PU‘L tLint ‘0>

(5.28)

L’expression de ce flux, comme celle de son homologue droitier, dépend du signe de sa
variable. Ainsi, lorsque les conditions (5.18) sont respectées, les flux conditionnels portés
par les anti-particules valent :

artenaire UD“ —(@r+vg)%0?
(Too(vR))o = e (@rtor)’o” (5.29)
) A _
<Tvv(vL)>%artenazre — % e—(uL—’UL)20'2 e—27r|/\\/a ’ (530)
A
(Tuu(up) g7 = %e‘“ﬁ*"“z“, (5.31)
; 5\ - 2 2
Tun(uryerenere = DL aiyor oise. 6.3

=



Ces résultats sont représentés dans la figure (5.1) et nous allons les discuter dans la
prochaine section.

F1G. 5.1: Dans cette figure, nous avons représenté schématiquement 'intensité du flux regu sur
J+. Les courbes en pointillés désignent le flux porté par le paquet d’ondes post-sélectionné. Bien
entendu, afin que les contributions de part et d’autre de ’horizon puissent apparaitre, nous avons
remplaceé le facteur e=27IN/% « 1 par un simple facteur 1 /2. Nous avons fait de méme pour les
courbes pleines, qui donnent la répartition des flux portés par les partenaires recus sur J. EL et
J. 1‘{ . Quant aux lignes en pointillés et en tirets, elles représentent les caractéristiques suivies par
les configurations.

5.3 Interprétation et Conclusion

Tout d’abord, il nous faut noter la similarité entre (5.29) et le résultat que nous
avions obtenu a partir de la fonction de corrélation c¢t/*(uy,v%) donnée en (4.51). Les
deux méthodes d’investigation pour I’étude des corrélations donnent le méme résultat
générique. En effet, en les appliquant au cas du couplage constant dans le temps, elles
montrent que les corrélations sont maximales pour vg = —ur. En termes de particules
créées par le miroir, cela signifie que lorsqu’un quantum est détecté sur la partie U > 0
de Ji pour u; = 4y, son partenaire sur la partie V > 0 de J; est localisé¢ autour de
vgp = —1ur. La seule différence, autre que fonctionnelle, entre les deux résultats, vient de ce
que la largeur du pic est donnée par 1/a pour ¢t/* et par 1/ pour la valeur conditionnelle
du flux. Ceci vient du choix que nous avons fait lors de la définition du paquet d’ondes
Q(A). Cependant, cette différence disparait si I’on rajoute 'hypothése supplémentaire
0 = a, qui rentre dans le domaine des conditions nécessaires et suffisantes a 1’application
de notre étude (5.18). Ainsi, les deux méthodes fournissent la méme information pour
cette configuration.

Cette similarité n’a rien de surprenant. En effet, lorsqu’on effectue explicitement le
calcul de la fonction de corrélation pour f(7) = 1, on obtient a partir de (4.54) et (4.55) :

|— . |
C:A:ch.(ub UIR) = (0] Lint Tuu(ur) Ty (ng) Lins |0)

JR—— |
—Re[(0|Lmt Lint T (uz) T (v%) |o>} (5.33)




sinh(¢) g gcosh(qﬁ) — ¢ sinh(9) ‘2
cosh?®(¢) i cosh’(¢)

sinh(¢) . 2 cosh(¢) — ¢sinh(g) 2
+ Re (T)Sh?, @ +i - o (9) ) ] } , (5.34)
5 M , (5.35)

ce qui redonne (4.51). Nous avons détaillé les éléments qui interviennent dans cette ex-
pression afin de souligner les roles que jouent chacun des deux termes de (5.33) et afin de
les relier a I'expression du flux conditionnel. En effet, on peut remarquer que le premier
terme de (5.33) posséde la méme structure et exhibe les mémes contractions de Wick que
le flux conditionnel (5.27). Etant donnée cette remarque, on peut interpréter 7, comme
un opérateur de post-sélection. De plus, comme autour® du pic uz + v, = 0, le premier
terme est dominant sur le deuxiéme (qui lui-méme est interférant), I’analogie entre les
deux formulations devient justifiée.

Au contraire, lorsqu’on inspecte le flux conditionnel causalement connecté a la trajec-
toire, la correspondance entre les deux méthodes est perdue dans la limite de couplage
constant. A la place de la corrélation nulle (4.61), on trouve un flux conditionnel fini
(5.30). Cependant, ce dernier est plus petit que son homologue résidant de I'autre coté de
I’horizon, par le facteur thermique e~27A/¢, La raison de cette différence est la suivante.
Lorsque I’on utilise la fonction de corrélation ¢t/*, la post-sélection induite par ’opéra-
teur T, (uz) restreint les quanta droitiers regus sur J, au futur causal du quadrant L.
Or, nous savons que, lorsque le couplage est constant, le flux de quanta est émis le long
de I’horizon U = 0 (ainsi que pour U — +00). On en conclut que pour les valeurs finies
de ur, Tyyu(ur) est insensible a ces transitoires. Comme cet opérateur ne détecte rien,
les corrélations avec T, sont logiquement nulles. La situation est totalement différente
avec la post-sélection par P?LO_ . En effet, dans la premiére section de ce Chapitre, nous
avons explicitement montré que le paquet d’ondes |T), s’il était majoritairement localisé
dans le futur causal du quadrant L, possédait un second maximum de ’autre coté de
I’horizon. L’importance de cette étude réside dans le fait que la probabilité de présence
de quanta post-sélectionnés le long de 1'horizon U = 0 est non nulle. Comme le miroir
n’émet que dans cette direction, P’;LU permet de détecter une partie des paires créées, et
post-sélectionner avec cet opérateur ouvre la possibilité d’avoir des corrélations non-nulles.
Dans ces conditions, il n’est pas surprenant de trouver ce que cachent les interférences
totales du flux émis : le maximum de (T, (vL,))5"""*"® en v, = @y, nous apprend que des
paires “particule droitiére/anti-particule gauchére” sont créées précisément le long de la
trajectoire du miroir. Les interférences destructives dues au caractére uniformément accé-
léré de la trajectoire tendent a faire disparaitre ces corrélations, d’ou la présence du facteur
thermique exponentiellement faible. La présence du second pic n’est que le reflet de la
structure des modes de Unruh, qui sont répartis symétriquement par rapport a I’horizon
et dont les poids respectifs sont également dépendant de e~27*/¢ Cette explication est
renforcée par les résultats de la valeur conditionnelle pour le partenaire droitier, voir (5.31)

Voir la note (3) du Chapitre précédent précédant (4.50).



et (5.32). Ces flux montrent que le partenaire recu sur J5, comme le post-sélectionné,
réside principalement de 'autre coté de 1’horizon et symétriquement & ce dernier.

Notons que si nous avions choisi de post-sélectionner un paquet d’ondes de quanta
de Rindler L, 'expression (5.27) ne se serait pas réduite & un seul terme, puisque le
paquet d’ondes n’aurait pas été orthogonal au vide de Minkowski. La conséquence de ceci
aurait été une contribution additive avec le méme comportement que dans (4.54), i.e. une
compensation exacte du premier terme et une annulation de la valeur conditionnelle du
flux.

Que pouvons-nous conclure de cette étude ? Il apparait que la fonction de corrélation
(T, Top) est un objet trop local pour pouvoir étre utilisé dans toutes les conditions. En
effet, la cohérence intrinséque de sa formulation ne permet pas a cette fonction de décrire
le processus de création de paires, & cause des interférences excessivement fines du flux
émis par le miroir uniformément accéléré. Pour que cette fonction contienne 'informa-
tion relative aux corrélations du flux, il est nécessaire d’introduire de la décohérence dans
le modéle (initialement trop simpliste). Les moyens sont multiples. Premiérement, nous
avons vu que le fait d’introduire une dépendance temporelle au couplage était nécessaire
si 'on désirait avoir des expressions réguliéres. On comprend maintenant que cette modifi-
cation a également pour effet d’altérer suffisamment la structure du flux pour pouvoir lire
ces corrélations, voir par exemple la figure (4.5). Deuxiémement, nous venons de voir que
la post-sélection par des quanta de Unruh (i.e. des combinaisons linéaires de quanta de
Minkowski) rendait les corrélations limpides. Il existe une troisiéme méthode, dont nous
avons déja parlé, qui a pour effet de décorréler le flux émis : il s’agit de la prise en compte
des effets de recul.

Dans la prochaine section, nous allons présenter une seconde méthode de post-sélection
qui permettra d’établir un lien explicite entre les fonctions de corrélation et le valeurs
conditionnelles du flux.

5.4 Entre Post-sélection et fonctions de corrélation

Dans cette section, la post-sélection va se lire difféeremment. Au lieu de spécifier par-
tiellement 1’état du champ de radiation sur J+, nous allons rajouter une source extérieure,
la coupler au champ ® et post-sélectionner son état plutot que celui du champ lui-méme.
Ainsi, c’est au travers de l'interaction avec cette source que les configurations futures du
champ de radiation vont se trouver sélectionnées. La source que nous allons choisir a déja
été utilisée dans la section 3.3.2, il s’agit de l’atome (ou du détecteur) a deux niveaux.
Cette méthode a cela de “physique” qu’elle correspond directement & 1’aspect “expérimen-
tal” de notre exposé. En effet, s’il est peu aisé de compter et de localiser les particules
regues sur J T, il est beaucoup plus facile de regarder si, oui ou non, le détecteur (ou
I'ensemble statistique de détecteurs formant un compteur de type Geiger) “clique”.

5.4.1 Couplage avec un détecteur

Contrairement a ce que nous avons fait précédemment, le détecteur ici est supposé
totalement inertiel. Comme la trajectoire du miroir est inscrite dans le quadrant L, cela
signifie que le détecteur se trouve sur la droite du miroir, voir figure (5.2). De plus, nous
supposons que les transitions de I’atome ne peuvent étre dues qu’a I’'interaction avec des



F1G. 5.2: Dans cette figure nous avons représenté en trait plein la trajectoire du miroir et en
pointillés celle du détecteur. Comme ce dernier se trouve & la droite de la trajectoire uniformément
accélérée et qu’il n’est sensible qu’aux quanta droitiers, l'interaction L;,; précéde toujours L ge;
dans les produits ordonnés d’opérateurs.

quanta droitiers U du champ. Cette derniére hypothése a pour effet de rendre le détecteur
insensible aux quanta qui arrivent sur le miroir en provenance de J5 . En d’autres termes,
le détecteur se trouve soit dans le futur, soit dans une région causalement déconnectée du
miroir. Son Lagrangien d’interaction s’écrit de la maniére suivante :

+o0
Liw = —G / dU F(U) (aUéUTe—imU | (+| + OydY eimV |+><—|) . (5.36)

oo

Dans cette expression, G est la constante de couplage, F(t), la fonction temporelle de
I'interaction et m est toujours le gap entre les deux niveaux de ’atome. Comme la tra-
jectoire de 'atome est totalement inertielle, la condition z.(t) = 0 rend les variables U
et t équivalentes dans 'intégrale précédente. En ’absence de miroir, ¢.e. g = 0, le champ
est dans son état fondamental. Ainsi, c’est bien slir au travers de la non-uniformité de
F(t) que des “paires” vont pouvoir étre créées par le détecteur. Ce que nous qualifions de
“paire” créée par ce systéme est I’adjonction d’'un quantum de champ avec un “exciton” ou
un “désexciton” de I’atome, comme nous l’avons calculé en (3.46). Pour la trajectoire iner-
tielle, ces paires sont naturellement créées durant les transitoires de F'(t) et amplitude
de création de paire est donnée par :

M=+ = (+{0[BY iLger|0)| =) = G /7w Fopo | (5.37)

ot F,m est une composante de Fourier de F'(t). Naturellement, m agit comme un cut-off
infra-rouge dans le sens suivant. Si F'(t) ne varie pas assez vite, i.e. si elle ne posséde pas
de fréquences de Fourier supérieures & m, le détecteur ne va jamais “cliquer” dans le vide,
ni, par conséquent, émettre de quantum de champ.



Comme L;,; se trouve dans le passé de Ly, 'opérateur d’évolution s’écrit :

1., 1

T eiLtotat) = T elinetLact) = 1 4 §(Lipy + Lyet) — Laer Lint — 9 Ly — 9 L -

(5.38)
Comme c’est le cas depuis le début de notre étude, ce sont les processus d’émission spon-
tanée qui nous intéressent. Cela suppose que nous allons choisir comme état initial le
vide, c’est-a-dire, ici, I’état fondamental de I’espace de Fock |0) ® |—). La post-sélection
va consister & imposer au détecteur de se trouver dans son état excité |+) lorsque ¢ = +oc.
Le projecteur qui va remplacer P est donc tout simplement :

IT = |+)(+]. (5.39)

Ce choix impose que chaque opérateur d’évolution soit développé & un ordre impair en
G. Les expressions des valeurs conditionnelles seront donc toutes a I'ordre G? g%. De
méme qu’avec le projecteur P, la valeur conditionnelle du flux s’écrit en représentation
d’Heisenberg :

(0TI 7}, 10) (O[T T, [0),

T, = 0|7,,]0 , 5.40
< 1% >II <0|II‘0> < | u | > + <0|II|0> ( )
soit en représentation d’interaction :
. . 0le~tLtotal TI T N iLtotal |()
(To) = (Ol hrotet T, eilrorat|0) + (Ole o € 10), (5.41)

<O|6_iLtotal H eiLtotal |0>C

Dans ces conditions, la probabilité pour que le détecteur soit excité en fin de parcours
vaut :

(I0), = (01 (1~ iLune — § Z3) T (14 i — 5 12, 10), (.42

wnt

avec

A

]._.[ = <_|Ldet ]._.[ Ldet|_>c . (543)

Or, un calcul direct fournit le résultat suivant :
+o00
I =G? / / AU dU’ F(U) F(U") e ™U=U) 5,019, . (5.44)
Donc la probabilité (IT) vaut :

+o0
Iy, = G* / / dU dU' F(U) F(U") e ™U=U)
—0oQ

X (0] (1 = iLint — 5 L3,,) Ou®t0p® (1+ iLiny — 3 L7,,) 0) (5.45)
Remarquons que si les deux opérateurs de champ étaient évalués au méme point, la valeur
moyenne intégrée ne serait rien d’autre que celle de 'opérateur de flux. La probabilité peut
donc étre vue comme la valeur moyenne “diffuse” (smeared averaged value) du flux droitier,
ou comme la valeur moyennée par F'(t) de ’expression a points séparés (point-spitted) de
ce méme opérateur. Ces deux maniéres de calculer des valeurs moyennes d’opérateurs



ont souvent été utilisées dans la littérature, afin de faire disparaitre les divergences ultra-
violettes inhérentes aux expressions[91, 92, 93|. Or, c’est précisément le role que nous
avons reconnu au projecteur P dans la section précédente. Il n’est donc pas surprenant
que ce soit, également le cas pour la post-sélection par le biais de II.

La méthode de calcul que nous venons d’effectuer se réédite intégralement pour calculer
le numérateur de la valeur conditionnelle du flux. On trouve immédiatement :

<0|6_iLtotal ]:[ TVV(V) eiLtotal |0>c

1 . 1
= (0| <1 — Lt — 3 Lfm) II Tyy (V) (1 + 0L — 3 Lfm> 0), (5.46)

+0o0
=G? / / dU dU" F(U) F(U') e~ ™U=U"

o0

1 1
x {0 <1 — Lt — 3 Lfm) (0y @0 ®) Ty (V) (1 + iLint — 3 Lfm> 0y,  (5.47)
G? e ! n ,—im(U-U") !
=T dU dU' F(U) F(U") e™™ Re[P(U, V)| Re[P(U', V)] . (5.48)

De la derniére écriture, on déduit que la valeur conditionnelle du flux obtenue est, cette
fois-ci, toujours réelle. Ceci est univoquement relié au fait que le numérateur peut étre
obtenu exclusivement & 1’aide des amplitudes de création de paires du miroir BUY, voir
(4.12).

De plus, sans faire de calcul explicite, mais en se servant de ce que nous avons vu pour
la fonction de corrélation C*/*, on peut conclure qu'une condition nécessaire pour que
I'intégrand soit non nul est que U,U’ et V résident dans les transitoires de la fonction
temporelle du miroir’. Pour ce faire, il est donc également nécessaire que ces transitoires
soient incluses dans le support de F'(¢). En d’autres termes, on trouve logiquement que
le changement d’état du détecteur n’est corrélé au flux de radiation que si 'atome est
branché dans le futur des transitoires du miroir. Ainsi, par causalité, le comportement de
F(t) pour t < 0 n’a strictement aucune influence sur la valeur conditionnelle du flux.

Notons enfin que, comme la trajectoire du détecteur est inertielle, rien n’empéche de le
coupler uniformément au champ de radiation. Cette hypothése revient a poser F(t) = 1.
Pour autant, ce n’est pas cette condition que nous allons prendre pour interpréter la valeur
conditionnelle obtenue. Les fonctions F(¢) intéressantes vont étre discutées maintenant.

5.4.2 (T,,T,s) et (T)p vus comme des cas limites

Nous allons interpréter les résultats (5.42) et (5.47) en reliant la valeur conditionnelle
du flux qu’ils induisent avec les deux autres formulations que nous avons considérées
auparavant : la valeur conditionnelle obtenue avec P et la fonction de corrélation a deux
points. Pour ce faire, il suffit de faire tendre F(¢) vers deux comportements limites.

D’une part, considérons que le champ de radiation n’interagit avec le détecteur qu’a
un seul instant. L’interaction est alors localisée de maniére spatio-temporelle au point
U =V = U, de la trajectoire de ce dernier. On a alors F(U) = §(U — Uy). Cette fonction
implique qu’il réagit a tous les quanta avec une sensibilité égale puisque la fonction F'(t)

"Ceci n’est rien d’autre que l’application du théoréme de Grove[64].



posséde toutes les fréquences de Minkowski. L’expression (5.48) nous apprend alors que
la valeur conditionnelle vaut :

CH*(Uy, V)
(Tyy(Uo))

La fonction de corrélation apparait donc comme étant la version “ultra-locale” de la post-
sélection par le projecteur II.

D’autre part, choisissons de localiser F' non pas dans ’espace-temps mais dans 1’espace
de ses composantes de Fourier. Si I’on ne garde que la composante Fj_g, I’'Eq.(5.37) nous
apprend que le détecteur va étre insensible aux configurations du vide. C’est donc autour
de la fréquence m que I'on doit localiser la représentation spectrale de F'. Afin de conserver
une fonction temporelle réelle, on ne change rien en écrivant : F, = §(k—m)+d(k+m), soit
F(t) = 2 cos(mt). Comme on le voit, cette fonction n’éteint pas le couplage pour les temps
asymptotiquement grands mais elle n’est sensible qu’a une seule fréquence (positive) de
Minkowski. Dans ces conditions, 'opérateur IT défini en (5.43) vaut :

<TVV>1'[ = (549)

I =8rmay!al, =8rmall0)(0]ay, , (5.50)

ou la deuxiéme expression n’est valide que lorsqu’on se limite aux diagrammes connexes
au second ordre en g. Cette seconde écriture a pour but de souligner ’équivalence avec
la post-sélection d’une seule particule de Minkowski comme nous ’avons définie en (5.9).
Notons que ce cas particulier revient a choisir une seule particule de fréquence 2m a la
place d’un paquet d’ondes de particules de Unruh, ce qui équivaut a prendre Q(\) = 75 om-
De plus, il est important de remarquer que si elle est ultra-locale dans le domaine spectral,
cette post-sélection ne posséde aucune spécification spatio-temporelle.

L’étude des corrélations par cette méthode fait donc le lien entre les deux autres
outils sur lesquels nous nous sommes déja penchés. En effet, on peut donc considérer le
flux conditionnel (Tyy ) comme une interpolation entre la fonction de corrélation hyper-
locale (TyyTyv) et la post-sélection d’une particule de Minkowski donnée par (5.9) au
travers de (5.50). Cette interpolation est cruciale dans le sens ot elle redonne sa légitimité
a la description particulaire des grandeurs physiques associées & la radiation. En effet,
en I'absence d’un choix unique de particules lorsqu’on travaille en espace-temps courbe,
il a souvent été considéré que les seuls objets utilisables étaient les valeurs moyennes
d’opérateurs, comme celles du flux en termes des fonctions de Wightman, ou celles des
fonctions de corrélation a deux points. La légitimité de la description particulaire vient
autant de son a-propos que de la régularité des expressions qu’elle engendre. En effet,
comme nous I’avons déja dit, cela reste une question physique et sensée que de se demander
si ’atome a, ou n’a pas, subi une transition. De plus, nous avons pu voir que 'information
recueillie au travers des valeurs conditionnelles, dont (Tyy ) fait partie, est beaucoup
plus riche que celle qui émane des fonctions a deux points.



Conclusion et Perspectives

Dans cette thése, nous nous sommes attelés a généraliser le modele de Davies-Fulling.
Les principaux résultats que nous avons trouvés sont de deux sortes. Les premiers concernent
le flux émis par un miroir uniformément accéléré. En découplant adiabatiquement le
champ de radiation du miroir par le biais d’une fonction temporelle (notée f(7)), nous
avons résolu toutes les incohérences que possédait le modéle de Davies-Fulling. En parti-
culier, nous avons obtenu des amplitudes de transition réguliéres qui ne divergent ni dans
I'infra-rouge ni dans 'ultra-violet, et dont le comportement analytique permet de garantir
le respect de la causalité. En outre, nous avons obtenu des expressions concordantes des
flux émis qu’on utilise une description locale (en termes des fonctions de Wightman) ou
globale (en termes des modes asymptotiques). Nous avons montré que le flux est concentré
dans les transitoires de f (1), ce qui explique qu’ils soit nul dans le cadre du modéle de
Davies-Fulling. De plus, nous avons trouvé que les propriétés spectrales de f(7) intro-
duisent des cut-offs infra-rouge et ultra-violet. C’est grice a ce dernier que nous avons
éliminé la présence dans le flux émis de fréquences soumises & un redshift arbitrairement
élevé (probléme que ’on peut relier au probléme “trans-Planckien” qui est génériquement
li¢ & la présence d’un horizon).

Le second type de résultats que nous avons trouvés concerne les corrélations quan-
tiques présentes dans le flux. Pour étudier ces derniéres, nous avons utilisé deux méthodes
différentes. Premiérement, en examinant les fonctions de corrélations a deux points, nous
avons montré que, dans le futur causal de la trajectoire uniformément accélérée, les paires
de particules & impulsions opposées - particules (et anti-particules) U et V' - sont émises
uniquement pendant les transitoires de f (7). En cela, les fonctions de corrélations pos-
sédent un comportement similaire & celui du flux. La seconde méthode que nous avons
employée utilise les valeurs du flux conditionnelles & la détection d'un paquet d’ondes
sur linfinité future J*. Ayant défini le contenu en particules du champ sur J7*, nous
avons étudié la repartition correspondante du flux porté par les anti-particules. Lorsque
'interaction champ /miroir est uniforme, le flux instantanné est nul a cause d’interférences
destructives entre les quanta émis. Grace aux valeurs conditionnelles, nous avons montré
que les paires de quanta sont majoritairement formées de particules et d’anti-particules
reparties de part et d’autre de I’horizon de la trajectoire.

La description que nous avons présentée permet de s’intéresser & un probléme ou les
miroirs jouent un réle particuliérement important : I’effet Casimir. La prise en compte des
effets dispersifs des deux miroirs a été réalisée par Jaekel et Reynaud|69]. Leurs résultats
réapparaissent avec le formalisme du premier Chapitre, aussi bien par le biais des coeffi-
cients de Bogoliubov qu’au travers des fonctions de Green. Cependant, ces auteurs restent
dans le cadre du modéle de Davies-Fulling puisqu’ils ne découplent pas adiabatiquement
le champ et le miroir. Ainsi, lorsque I'interaction est uniforme, la densité d’énergie est

145



négative et constante. Nous avons vu que notre formalisme permettait de considérer si-
multanément deux miroirs. Dans cette thése, les miroirs uniformément accélérés que nous
avons pris étaient causalement déconnectés; ils ne pouvaient donc pas constituer une
cavité de Perot-Fabry. Il serait intéressant d’étudier I’ensemble formé par deux miroirs
inertiels séparés par une distance L. En utilisant une fonction f(¢) qui découple asymp-
totiquement ces miroirs au champ de radiation, on pourrait comparer la contribution
négative due a ’effet Casimir (et qui ne dépend que de L) a la contribution positive des
transitoires (qui ne dépend que de la largeur des transitoires A). Entre autres, une ana-
lyse détaillée de ce probléme pourrait nous révéler comment la notion de force attractive
apparait a partir des amplitudes de diffusion sur chaque miroir.

Le concept de force nous rappelle que notre étude posséde tout de méme une sérieuse
carence. En effet, dans notre travail, nous avons toujours négligés les effets de recul,
que ce soit en généralisant le modéle de Davies-Fulling ou avec le modéle Lagrangien.
Prendre en compte ces effets est impossible dans le modéle de Davies-Fulling. Cependant,
on peut construire un nouveau Lagrangien ou I'impulsion est conservée. La méthode
repose sur un formalisme simple[56]. Au lieu d’utiliser un Lagrangien self-interactif, le
champ scalaire est couplé & un champ “lourd”, jouant le role du miroir. Pour décrire une
trajectoire uniformément accélérée, le champ lourd est supposé chargé et soumis a un
champ électrique constant. Le résultat est que le flux devient incohérent et strictement
positif. La raison est que l’effet du recul est percu différemment par les deux termes de
I'Eq.(2.55). Alors que ces deux termes se compensaient exactement dans le cas sans recul,
le second (celui que nous avons qualifié d’interférant parce qu’il ne participe pas a I’énergie
(Hy)) disparait lorsque les effets de recul sont pris en compte. Ce nouveau modéle ayant
été utilisé pour comprendre les valeurs moyennes du flux, il serait intéressant de I’appliquer
aux calcul des fonctions de corrélations. La prise en compte du caractére dynamique de
I'interaction devrait exhiber le méme type de comportement.

Ne perdons pas de vue que ce qui motive I’étude de la radiation émise par un miroir est
la volonté d’une meilleure compréhension de ’effet Hawking. Pour effectuer un lien entre
les deux situations il faut poursuivre ’étude initiée par Carlitz et Willey|25] en considérant
un miroir qui suit la trajectoire kVy(U) = —e <V, puisque cette derniére engendre un flux
thermique et stationnaire tout comme celui de Hawking. Il serait intéressant d’approfondir
I’étude du flux engendré par un tel miroir. Nous avons vu que, si 'interaction est découplée
adiabatiquement (ou si la trajectoire est modifiée “4 la main”), le flux émis ne posséde
plus de fréquences trans-Planckiennes arbitrairement décalées vers le rouge. Comment la
prise en compte des effets de recul résout-elle se probléme? En quoi la stationnarité du
flux et son caractére thermique sont-ils modifiés 7 Dans le quatriéme Chapitre, nous avons
calculé les fonctions de corrélation correspondantes mais uniquement entre les flux dirigés
vers la droite Ty et ceux dirigés vers la gauche Ty . Il serait donc intéressant d’étudier
les corrélations du flux thermique regu sur J5 ; pour ce faire, les valeurs conditionnelles
semblent étre 1’outil indiqué.
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Annexe A

Recouvrement des vides in et out

Calculemus.

G. Leibniz

Afin d’avoir des expressions finies, nous utiliserons, dans cet Appendice, des bases in
et out discrétes. Ainsi, les intégrales sont ici remplacées par des sommes, ce qui implique
que toutes les fréquences sont supposées quantifiées. De méme, des symboles de Kronecker
seront utilisés & la place les distributions de Dirac. Tout ceci est résumé dans le tableau
suivant.

‘ Repr. continue ‘ Repr. discréte ‘
kiw,w eRT | kw,w € kg x N

/0 " dk >

k
d(k —w) S

TAB. A.1: Correspondance entre les représentations continue et discréte.

Notre but est d’obtenir une expression de Z = (0¥°%|0"") dans le cas général ou
les coefficients oY}, BYY ne sont pas diagonaux en fréquence. A ce titre, les expressions
originales de Kamefuchi et Umezawa[94] ne sont plus valables. En plus des opérateurs
in et out, il est judicieux de définir une troisiéme famille d’opérateurs, que ’on notera
par un tilde. Cette derniére forme une généralisation des modes de Unruh|28, 32| dans
le sens ou a, est, d'une part, constitué uniquement d’opérateurs a,‘cf’m et, d’autre part,
uniquement caractérisé par une fréquence! w > 0, comme les opérateurs a3=0ut. La méme
construction s’opére pour les anti-particules. Cela implique, bien évidemment, que la no-
tion de particule/anti-particule soit la méme pour les opérateurs in et leurs combinaisons
linéaires tilde.

Ces opérateurs s’écrivent sous la forme suivante :

~ _ UV« Vyin T UV % pVan
Q, Gy = E age fa", by = E e " b (A1)
k k

1La différence notable entre cette nouvelle base et celle de Unruh est que, dans notre cas, le signe de
la fréquence des modes tilde est positif alors que, pour les modes originaux de Unruh, A prend toutes les
valeurs de R, voir (3.16).
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Les coefficients «,, sont supposés réels et aucun d’entre eux n’est nul. En imposant la
normalisation des commutateurs & méme fréquence :

6., 0] =1, (A.2)

on trouve ’expression des coefficients «,, en fonction de ceux de Bogoliubov :

/Z TV |2 (A.3)

Lorsque les coefficients oY} et Y)Y sont arbitraires, la nouvelle base n’est pas ortho-
gonale et les relations de commutations sont données en toute généralité par la donnée de
la matrice F, définie comme suit :

F Zag,:/*a Ik
(A, ] = =2 = [by, bl,] = F—— . (A.4)

QO Uy Oyt

Bien siir, les équation précédentes sont compatibles avec (A.3) et la matrice F' satisfait
a: F,, = a2, Yw. De plus, F est inversible :

ZFww'Fw’iJ” = Ow,w" = lei)u = Z (Of_l)g/‘;, (O{_l)g,‘,/k;k y (A5)
/ k!

ol (a‘l)Uk est la matrice inverse de o) (son inversibilité est démontrée dans I’ Appendice
suivant), et F' satisfait également :

lew == F:w/ . (AG)

En se servant des relations (1.35), les opérateurs out s’expriment en fonction des nouveaux
opérateurs de la maniére suivante :

ag’m‘t =y G, — g Oy B E‘L
ou B,, = E UV (ot U,V . A7
2 : r wa, a ww wk ( )w k ( )

U,out
bt = o, b P

Les relations de commutations canoniques des opérateurs out permettent de relier les
matrices B et I :

[ag’OUt, Clg,’OUt T:| = 5w,w’ = FL»— Z BwQB:,IQ’FQ’Q = 5&1,01’ ) (AS)
QQf
[ 5] =0 = Y BuaFa - BunFw =0.  (A9)
Q 94

L’avantage des modes tilde est de permettre d’exprimer le vide out en fonction du vide
in. Supposons que ces deux états soient reliés de la maniére suivante :

0Vouty = f(ak, bl,)[0%") . (A.10)



Le fait que les particules soient créées par paires et les résultats de la section 1.3 nous
incitent & poser :

f(a;, 5,\/) Zy exp (ZA)\/\’CY/\Q’/\’ a;bf\,) . (A.11)
AN
La définition du facteur de désintégration du vide permet d’avoir immédiatement :

Z = (QUout|QViny = 77 . (A.12)

Reste a déterminer la matrice inconnue A en fonction des matrices B et F. La méthode

consiste a utiliser la définition du vide out, & savoir I’état qui engendre le noyau de

I'opérateur linéaire a®", puis a décomposer cet opérateur sur la nouvelle base tilde grace
a (A.7). Ainsi, on peut écrire :

ag,out ‘OU’OM) = 0 (A13)

= 7 (C\{w &w — Zaw/wal 51:],) exp (ZA)\)\/O[)\(XN &;511) |OV,WL> .

AN

L’opérateur IN)L, commute avec I’exponentielle. Il n’en est pas de méme pour a,, qui vérifie,
grace a (A.4) :

[aw, exp (ZAM'CVAOZA' a A,)] ZFWAW , exp (ZA)\)\/OQ\CM)\I ZL;\H\,) (A.14)
AN w! AN
Les deux relations précédentes permettent d’écrire ’expression suivante :
{Z quAw/'CYu’ 5}:/ - Z Ckwlewl I;L,} |OU’OUt) =0. (A15)
vv! w’

En la projetant sur le bra (0Y*|bg, on obtient :

z (Z Fo Ay Fg ZBW,F;,Q) =0. (A.16)

Comme la matrice F' est inversible, la matrice A s’exprime de la maniére suivante :

Agr = F3) B . (A.17)
Gréace a cette derniére expression, on peut réécrire I’Eq.(A.10) a partir de (A.11) et (A.12) :

‘OUout 7* exp ( Z FJVIB,,w,awaw: ELLEL:) |0V,m> 3 (A18)

ww'v

puis, & I'aide des relations (A.1), (A.5) et (A.7), les vides in et out sont reliés par les
coefficients de Bogoliubov selon :

|0Uout VA exp (Z —1 UV* k"/ al‘C/m Tszn]‘)‘OV’m> . (A19)
wkk'!



Remarque. Cette relation est & rapprocher de la matrice S dont laction sur les vides
entrant et sortant est explicitée en (1.95). En effet, opérateur f que nous venons d’in-
troduire est la projection de S sur I espace engendré par [0V").

L’apparente complexité de I’expression précédente permet cependant de relier facile-
ment l'instabilité du vide |Z| < 1 a la probabilité de création d’une paire de particules
out dans le vide in. Ainsi, cette probabilité vaut :

wa, — <0U,out‘ag,outbg;0"$t|0V,in>
= —Z B, (c¢fEq.(1.46))
= -7 Z UValy* 1 06 . (A.20)
D’aprés (A.19), on a :
0%) = Z exp (= " (a UV B al bl ) oV (A.21)
kww'

Ainsi, au second ordre en 3, en projetant sur (0V"| 'équation précédente, on obtient :

1 = 7 (0V,in| exp ( _ Z( ) ﬁUV Uout’r UoutT) |OUout>

kww'

= Z(Z*—Z(a )glz/ UV ww’+0(64))

kww'

= [ZPQ+ ) |Bul* +0(8Y) (A.22)

ww'

et Z est finalement donné par :

2P =13 B+ 0(5) (4.23)

ww'



Annexe B

Inversibilité de la matrice O‘gll/

Nous allons démontrer que si la matrice Y} n’était pas inversible, il existerait un

paquet de particules in qui arriverait sur J ' sous la forme d’anti-particules uniquement.

La charge ne serait pas conservée pour cet état, ce qui est impossible.

Supposons que al) ne soit pas inversible. Il existe alors un paquet d’ondes non nul

f(k) tel que
/oodk f(k)al =0, Vw . (B.1)
0

La fonction f étant ainsi définie & un facteur prés, on peut imposer qu’elle soit normée
de la fagon suivante [;“dk |f (k)|* = 1. Définissons I’état suivant

9 = [k P @ o (B2

La charge portée par |¥) peut se calculer de deux maniéres différentes. Premiérement, en
fonction des modes in :

¢ = (U] [k o™ o™ 0) — (W] [dk b0 W)
= [Tan 10 -0=1. .

0

Deuxiémement, en fonction des modes out :

ql — <\II| fooodw al[c],outf a/][c],o’ut|\II> _ <q;‘ fooodk bl[cf,out'l' bg’OUt|\II>

= / dw/ dk |ﬁfj,¥2—(/ dw/ dk |,35,X|2+/ dw
0 0 0 0 0
0 0 2
= [ | [ ak s s
0

0
Ainsi, comme ¢ # ¢', un tel état ne conserverait pas sa charge lors du processus de

diffusion, ce qui est impossible.

Donc la matrice o) est inversible.

/ " dk Y 5 (k)
0

)

<0. (B4)
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Annexe C

Les relations d’unitarité pour la

matrice B

A partir de la matrice B définie en (1.80) et de son inverse, calculée en (1.82), on
obtient les relations d’unitarité suivantes :

apy @y "= By “Box =0(k - w)
a VBV = B *all =0,
gy agy = By “Bux =0(k —w)
apy Bux * = B ey =0,
X Gy =gy "By =0,
iy Box "= gy fagy =6k —w)
ALY ol — ol ALY =0,
EVALY e~ all *al =o(k - ).
By ol — BV A5 =6(A )
VB — B ol <0,
ol "l — B BN =(A = X)
VV % QVV « VVs VVs _
kx Prx T = Brx Togn T =0,
B alY — ol 8L 0.,
BEVBLY” - Bl =60\~ )
B aby — ol 8L =0,
WVBLY — ooty =o( - X)
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Annexe D

Les fonctions K, de Bessel

Dans cet Appendice, majoritairement issu de [95], nous rappelons quelques relations
propres aux fonctions modifiées de Bessel K, (z), ou (v, z) € C . C’est de leur représenta-
tion intégrale dont nous avons besoin pour exprimer certains coefficients de Boboliubov,
certaines amplitudes de transition et le flux instantané.

En toute généralité, on a :

K,(z) = / dt =< cosh(ut), (D.1)
0

quand |arg(z)| < m/2. Cette condition impose donc a la partie réelle de la variable z

d’étre positive. Ainsi, les coefficients oY} * donnés en (1.145¢) sont mal définis.

Certaines réécritures sont utiles dans le corps du texte, & savoir :

1 [ 1 -S(z+1/x)
Ky(z)= 3 /0 dz e 2 , (D.2a)
1 [®  Z(e+1/z)
Ki(:)= /0 dz e 2 | (D.2b)
Ky(z)= % /Ooodx x eii(x T1/7) . (D.2¢)

Afin de connaitre le comportement de ’énergie quand n — 0, nous avons besoin d’avoir
celui des fonctions de Bessel dans cette limite :

Ko(z) *R° —In(2) et K, (z) "=’ L) <g)"’ quand R(v) > 0. (D.3)

2 z

De plus, la compréhension du comportement ultra-violet des amplitudes de transition
nécessite la connaissance de celui des fonctions de Bessel :

K (z) "R ,/;—Ze—a Yo . (D.4)

Enfin, dans le calcul de I’énergie de Minkowski, il est utile de rappeler que pour k € N/
et vER,ona:

G%)k{zvm(z)} = e ™K, 4(2) (D-5)
(22) (o) = et 09
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Annexe E

Le terme D

Cet Appendice a pour but de détailler les propriétés de ce que nous avons appelé
“Iopérateur D”, et, en particulier, celles de sa contribution a la valeur moyenne du flux.
Rappelons la définition donnée dans I’Eq.(2.49) :

2 +00
p =2 / / dr dr' f(r) (') sgn(r — 1) F(r) F(=') (E1)
ol la fonction “signe” est donnée en termes des fonctions de Heaviside selon :
sgn(t —=7)=0(r—7)—0(7'—71) . (E.2)

a) Comme les formes quadratiques F auxquelles nous nous limitons sont toutes her-
mitiques et que les fonctions de couplage temporel sont toutes réelles, 'antisymétrie de
la fonction signe a pour conséquence de rendre 'opérateur D anti-hermitique :

Dl = -D. (E.3)

b) D’aprés (2.46) et (2.47), la contribution de ce terme au flux de particules vaut :

o !
(Tyv)p = 2Re / / dw dw’ —V4“"" e~V @) 9200|aU b7, D|0) (E.4)
0 s

w

= (0[P, Tyy]|0) , (E.5)

ou la seconde écriture découle directement de (E.3). Le fait que cette contribution puisse
s’écrire comme un commutateur a pour conséquence immédiate de garantir que ce terme
est causal. Il partage bien siir cette propriété avec le terme linéaire et le terme quadratique.
En particulier, pour un miroir uniformément accéléré dans le quadrant L, le fait que
F(r) = F(Uqy(t) > 0,Vy(7) < 0) dans (E.1) permet de retrouver le facteur ©(U) dans
'expression de (Tyy),, comme dans (3.65).

c¢) Une deuxiéme propriété de (Typ),, est qu’il ne transporte pas d’énergie de Min-
kowski. Ceci se vérifie trivialement & partir de 'Eq.(E.4) en intégrant sur U, et ce, quelle
que soit la trajectoire.

d) Dans le cas de la trajectoire uniformément accélérée, une propriété corrolaire inté-
ressante de ce terme est qu’il ne transporte pas non plus d’énergie de Rindler, c¢’est-a-dire
que :

/_ Cdup (Tyu(ur))y = /0 "4 U (Ty(U))y = 0. (E.6)

o0
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Ce résultat se démontre au moins de deux maniéres. Tout d’abord, on peut faire un calcul
direct a partir de (E.4) lorsque F = F,. Pour ce faire, il nous faut ’amplitude de création
de paire de 'opérateur D :

UpU _ (99 /
(0/aldY, DI0) = (M) o (E.7)
+o0 , / / (WU (1) + w'Ug(r')
X drd — E.8
J[[ ar st 1 10 sonte ) G (B8)
Ensuite, aprés avoir utilisé 'intégrale suivante :
* x (a+b)In(a/b) —2(a —b) poa 1
d = — E.9
/0 T @ = a2z — b (a— by ~ 6a2 (E-9)

le calcul aboutit directement a (E.6).

Une seconde maniére consiste a remarquer que l'opérateur “énergie de Rindler” n’est
rien d’autre que 'opérateur de générateur de boosts. En effet, il correspond a i0; et, a ce
titre, il annihile le vide de Minkowski.

e) Dans le texte, nous avons aussi souligné le fait que le flux relatif au terme D ne
résidait que dans les transitoires de f(7). Lorsque la trajectoire est inertielle, ce résultat se
démontre trés facilement puisque, lorsque f(t) = 1, (Tyy(U)),, s’avére étre indépendant
de U, donc nul. Lorsqu’on choisit la trajectoire uniformément accélérée, le flux de Rindler
correspondant quand f(7) =1 vaut :

(Tyu(ur))p = 167r3 {//+ood7 dr’ sgn(r —7") (E.10)
e—a(T+7) }

X

sinh2 (4(ug — 7 — i€)) sinh® (&(ug, — 7' — 4€)) sinh® (4 (7 — 7' — ie))

= 167r3 {//+Ood7 dA sgn(A) (E.11)
c—0(27 — A)

smh2 (%(ur, — 7 — i€)) sinh® (&(ur, — 7 + A — de)) sinh® (£(A — ie)) }
= W e 20uL Re{ // oodt dA sgn(A) (E.12)
—a(2t — A) }
X :

X

sinh? (4(—t — ie)) s1nh2 (&(—t + A —ie)) sinh? (2(A — ie))

Pour passer de (E.10) a (E.11), on a utilisé le changement de variable 7/ - A =7 — 7" et
pour passer de (E.11) & (E.12), 7 — ¢t = 7 — uy. La derniére expression est remarquable
puisqu’elle montre que le flux relatif au terme D s’écrit tout simplement :

(Tyu(ur))p = cste x e 2L (E.13)

Or, en vertu du résultat concernant l'intégrale de cette fonction (E.6), cette constante ne
peut étre que nulle. Le fait que le flux relatif au terme D soit identiquement nul pour un



couplage uniforme montre que, & 'instar des autres termes, celui-ci aussi ne réside que
durant les transitoires de la fonction de couplage temporel.

Remarque. On peut souligner que c’est bel et bien le fait d’avoir imposé f(7) =1 qui a
permis une telle décomposition. En effet, a part cette fonction triviale, seules les fonctions
(divergentes) de type f(7) = e*” fournissent un résultat analogue.






Annexe F

Validité du traitement perturbatif

Comme nous ’avons déja dit, lorsqu’on choisit comme forme quadratique des opéra-
teurs de champs la forme F;, la constante de couplage acquiert la dimension d’un temps,
voir (2.4). Cette dimensionnalité nous induit & poser la question suivante : Quelle est
(ou quelles sont) la (les) condition(s) portant sur g et qui garantissent que le traitement
perturbatif soit pertinent? En effet, si, pour Fi, la condition ¢ < 1 semble naturelle,
il convient de I’adapter au cas Fy en fonction des autres grandeurs dimensionnées du
probléme.

Lorsque le couplage a un miroir inertiel est assuré au travers de la fonction de couplage
temporel (2.68), les autres durées a notre disposition sont 7', la longueur du couplage, et
A, celle des transitoires.

Rappelons le nombre moyen de particules (NY) trouvé en (2.73) :

Uy = A, / T o S0 (wOT) (F.1)

2 0 sinh” (7 (w + w')A/2)
Cette expression est valide seulement si le nombre de quanta par cellule quantique est ef-
fectivement donné par (NY)dw ~ (NV)w /T, lorsque wT > 1. C’est le cas si la probabilité
de trouver deux quanta dans une cellule est négligeable devant celle de n’en trouver qu’un
seul. Cette condition revient a imposer (NY)m/T < 1. Dans la limite des couplages longs
dans laquelle nous nous trouvons, i.e. lorsque le couplage dure nettement plus longtemps
que les transitoires, on a :

(NJ)m 9
T/A 1 v 1 - 1. F.2
JA>1 = T <1 & TA < (F.2)

Cette équivalence provient du fait que le maximum de (NU) est proportionnel a g/A
(voir discussion aprés (2.75)).

A laide de (F.1), on peut calculer le nombre total de quanta droitiers regus sur J .
On obtient :

o 442 o x3 ) 2¢ T
Ny = dw (NUy = —%__ [ dg -2 gin? (222
(N7) /0 w (No) 3mtA2? /0 ¥ sinh® g o <7r A)
/a1 ((3) ¢
A= vE (F3)

ou ( est la fonction de Rieman.
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La condition (F.2) permet de prendre la limite 7" — +o00 avec A fixé sans probléme.
Au contraire, la limite A — 0 doit étre prise avec précaution. Une condition suffisante
consiste a garder la constante adimensionnée g; = g/ VTA < 1 fixe. Une condition encore
plus forte revient & imposer au nombre total de quanta émis d’étre fini, ce qui équivaut,
d’aprés (F.3), a faire tendre conjointement g et A vers 0 de telle sorte que go = g/A reste
constante.



Annexe G

L’énergie pour un miroir inertiel dans
le vide

En explicitant la relation (2.92) pour le choix de f défini en (2.68), on obtient :

2 +o0
(Hy) = # / dz (tanh®(z + a) — tanh®*(z — @) — tanh(z + @) + tanh(z — @)) ,
™ —00

avec & = T/A. En posant :

+o00o
E(a) = % / dz (tanh®(z + o) — tanh®(z — @) — tanh(z + @) + tanh(z — a))® {(G.1)
on a:
(Ho) = s =(1/A) (©2)
Ul 45m A3~ ’ )
avec

o cosh(2a)( cosh(4a) + 5) + 2sinh®(2a) — sinh(6a) arto0 |
sinh®(20) '

E()=1+15 (G.3)

La fonction Z(«) est tracée dans la figure (2.3).
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Annexe H

Le flux dans un bain thermique

Dans cet Appendice, nous allons détailler le calcul relatif au terme linéaire de (Tyy) g
celui du terme quadratique participe de la méme méthode. Les Eqgs.(2.97) et (2.99) per-
mettent de le réécrire sous la forme suivante :

g _gm ([T f(t)
(Tov)in = 2ﬁ41 (/_oo e (n(U —t — ie)/ﬂ)) ' (H.1)

A partir de la décomposition en poéles de

1 .
sinh?z -~

H.2
smh2 :Z ac—zmr ( )

on peut écrire celle de son carré :

1 & 1 1
sinhz Z (x —inm)* Z Z 2 (x —inm)?

n=—00 n=—00

m=—00
m#n
+o0o
4i 2 1 1
o _z: Z (n—m)3 z —inm
n=-oo
m#n
400 400
1 2 1
= —_— — = S — H.3
Z (x —inm)* 3 Z (x —inm)? (F.3)

n=—oo n=—oo

Afin d’exprimer 'intégrale dans (H.1), on doit décomposer f sur ses composantes de
Fourier :

+oo
0= [ dw e (H.4)

o0
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et on obtient :

/+°°dt __ f(®) '
w  sinh* (7 (U —t — i€)/B) .
= /_ ::od‘” Jo /_ :odt sinh” (w(zi_iw;—z’e)/ﬁ)
[l (5 £ T w v
i fw [ =)

+oo i B4 +0oo +oo e—iwt’
:[Oo dCUfwe U x ( Z/ t’—l—%e—i—mﬁ)
2 +oo +00 —iwt!
_p 3 /_ dt — 5 )2)(H.5)

32 o (t' + ie +inp

n=—oo

Or, par intégrations par parties, on a la relation générale suivante :

+00 —iTY i \n—1 +0o0o —iTY
/ da 5 _ =) / do | (H.6)

o (x + 2)" (n—1)! o (x + 2)

ce qui permet de réécrire I'expression (H.5) sous la forme :

” f(t) = 1 e —iwU
/oo at sinh? (7(U —t —ie)/B) g /Oo dw f. €

54 ) ,32 +0o /+oo . e—iwt’
—— dt . H.7
% <7T4 6 T3 3m2) Z o (t' + ie + inp) (H.7)

n—=—oo

Le calcul par la méthode des résidus fournit le résultat suivant :

f /+00 e iwt' —2m (H 8)
(' + ie + mﬁ) 1—eBu’ '

n=—oo

En introduisant la nouvelle fonction f3 :

+00 ] 1
= dw fo ™Y ———, H.
) = [ e (9)
Le terme linéaire se réécrit :
—ipt 2i3?
(Tyv)> = 2_ﬁ42 Im< - Oy fs+ == 37 6Ufﬂ) : (H.10)
En remarquant finalement que :
. 1
w(if:0)) = 70, (H.11)

on arrive au résultat suivant :

(T =~ 15 (Uf (%)28uf>, (.12

qui correspond & ce que nous avons donné en (2.101).



Annexe 1

Les diagrammes de Carter-Penrose

Dans cet Appendice, nous rappelons comment sont construits les diagrammes de
Carter-Penrose[38]. Le but de tels diagrammes est de ramener a distance finie les points
de 'espace-temps ¢, z. Pour ce faire, on utilise les grandeurs de genre lumiére U,V = tF 2,
et on introduit les nouvelles coordonnées :

U'=2arctanU et V'=2arctanV . (L1)

Comme I’élément de métrique satisfait a :

1 1

1
2 _ = —
ds”=dUdV = 4 cos?(U'/2) cos?(V'/2)

du' v’ , (1.2)

on remarque que la transformation de coordonnées est conforme.

Les coordonnées U’, V' prennent des valeurs comprises entre —7 et 7. Ainsi, I'espace-
temps de Minkowski se représente sous la forme d’un carré, voir Fig.I.1. Lorsque ’axe
des t est vertical, les géodésiques de genre lumiére sont a 45 : en effet, la transformation
conforme laisse les cones de lumiére invariants.

Fic. I.1: Diagramme de Penrose de l’espace-temps de Minkowski. Les géodésiques de genre
lumiére émanent des infinis passé Jg et J; et aboutissent respectivement sur les infinis futur
I, L+ et J, f{ . Les trajectoires asymptotiquement de genre temps partent de i~ et finissent en it.

Les trajectoires asymptotiquement de genre espace partent et arrivent en 5°.
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Annexe J

La trajectoire régularisée

Cet Appendice a pour but de présenter une autre maniére de rendre réguliére la ra-
diation émise par un miroir uniformément accéléré. Elle consiste & modifier asymptoti-
quement, la trajectoire tout en conservant le formalisme de Davies-Fulling. Le but est le
suivant : régulariser les expressions de telle sorte a ne pas réobtenir un flux nul, des diver-
gences ultra-violettes menant a une énergie infinie ainsi que le probléme trans-Planckien.

Comme nous ’avons vu dans le premier Chapitre, la spécificité de la trajectoire uni-
formément accélérée est qu’elle ne couvre que la moitié de I’axe des U (et des V'). Dans cet
Appendice, nous allons donner une version régularisée du miroir uniformément accéléré
qui réside dans le quadrant L, soit de la fonction :

1

La nouvelle trajectoire n’est plus limitée a ce quadrant : elle démarre en i~ dans le
quadrant P et se termine en i* dans le quadrant F. Ainsi, toute 'hypersurface J; et
toute 'hypersurface J;" se trouvent dans le futur causal de la trajectoire régularisée. Le
but de cette modification est double :

1) en ne possédant plus d’horizon en U = 0, elle ne peut plus causer la divergence de

I’énergie (Hy) (voir discussion apres (3.68)),

2) et, en ne possédant plus d’horizon en V' = 0, elle ne peut plus provoquer de redshift

exponentiellement fort des quanta émis vers la droite (voir I’'Eq.(1.27)).
Concernant le deuxiéme point, on comprend que la trajectoire de Carlitz-Willey (1.127)
ne représente pas un bon choix bien qu’elle couvre tout ’axe des U. En effet, elle ne
constitue en rien une généralisation du cas uniformément accéléré - comme nous 1’avons
vu en (1.130), son accélération est strictement croissante et divergente de surcroix - et,
de plus, elle souffre aussi du probléme trans-Planckien.

La transformation que nous avons choisie est paramétrée par deux réels positifs € et n
sans dimension et supposés petits devant 1. Pour résoudre le point 1), il nous faut gommer
la divergence de la pente de V4 (U). A ce titre, c’est la dérivée de cette fonction que nous
devons modifier :

d‘/;l _ 1 SN d‘/intermediaire _ 1 ' (J2)
dU  a?U? dU a?U? + €2
Pour résoudre le point 2), il nous faut nous assurer que cette pente admette une borne
inférieure non nulle :
d‘/intermedim're _ 1 dv;"eg _

U @lr+e | AU

a?U2 + €2’ (7.3)



ce qui conduit a la trajectoire suivante :

ae € 2

Vieo(U) = 72U + — (arctan (ﬂ> - f) . (J.4)

‘/reg

Remarquons que, comme > 0, la trajectoire est bien de genre temps. Comme on

peut le voir sur la figure Fig.(J.1), les trajectoires initiale et régularisée se rejoignent dans
quadrant L. Cependant, les propriétés asymptotiques du nouveau miroir sont modifiées.
Dans le futur, ce dernier décélére et quitte le quadrant L pour terminer asymptotiquement
sa course comme un miroir inertiel en 7. Dans le passé, il décélére pour traverser I’horizon
U = 0 inertiellement, puis il réaccélére dans le quadrant P, et enfin, décélére jusqu’a
atteindre ¢~ comme un miroir inertiel. En particulier, on montre aisément que la trajectoire
est asymptotiquement inertielle puisqu’on trouve :

tooo  1—1? m

= z,4(t ~ = t— , J.5

2= zalt) 1+72  ae(l+12) (:5)

t—){i—oo _1_772
L+n?

et z = zq(t) t. (J.6)

0.5

-0.57

=1+

-1.54

F1G. J.1: Diagramme de Penrose pour la trajectoire uniformément accélérée (en pointillés) et la
trajectoire régularisée (en trait plein). Cette derniére coupe I’axe des V en Vy = —7/2ea et celui
des U en Uy ~ 1/na. Dans cette figure, nous avons choisi a = 8, e = 0.1 et n = 0.1.

On peut également directement calculer ’accélération le long de la trajectoire :

aU
a(U) =a . J.7
©) (1+n? (612U2+€2))3/2 Va2U? + €2 (.7)

Ceci permet d’isoler clairement le role de chaque paramétre. L’équation précédente donne
a(U = 0) = 0. Si le paramétre € était nul, on aurait a._o(U = 0) = a. On peut donc en
déduire que € est responsable de la décélération en U = 0. De méme, ['accélération sur la
trajectoire régularisée satisfait & (U = £o0) = 0. Sans le paramétre 7, on aurait a,—o(U =
+00) = +a. Ainsi, c’est grace a n que le miroir décélére aux extrémités asymptotiques de




sa trajectoire. De plus, V;,(U) est quasi uniformément accélérée dans le quadrant L et
dans le quadrant P puisque :

e<aUk1l/n = alU)~a, (J.8)
et —1/n<K—al € — = a(U)~—a. (J.9)

Les propriétés géométriques de la trajectoire régularisée ayant été analysées, nous

pouvons nous poser la question principale : Quel est le flux émis par ce miroir 7 Pour

répondre a cette question, il suffit d’injecter I'Eq.(J.4) dans la formule (1.124). On trouve :

a2 €+ é*n? — 3n2atU* — 2n2€2a2U2
(Tyy (U)) = — 1 T8 (J.10)
67 (€2 + a2U2)2 (1 + 12€ + n2a?U?)

Comme le flux n’est pas une fonctionnelle linéaire de la trajectoire, il est plus difficile de
clairement séparer les roles respectifs des paramétres € et n pour ’énergie émise. Cepen-
dant, comme V,,(U) est une généralisation de la trajectoire uniformément accélérée, on
s’attend a trouver un flux majoritairement localisé sur I’horizon U = 0. Or, comme c’est

le paramétre € qui régularise la trajectoire sur cette surface, il est cohérent de trouver que

le maximum du flux est donné par (Tyy (U = 0)) ~ Gfriz. La figure (J.2) donne l'allure du
flux.

Ma] V

Fi1G. J.2: Le flux (Tyy(U)) donné par la formule (J.10), pour a = 1. Bien que ces valeurs de
paramétres ne soient pas conformes & nos hypothéses, nous avons choisi de poser e = = 1 afin de
rendre la figure présentable. En effet, lorsque € < 1 et n < 1, on obtient les résultats suivants. La
valeur maximale de (T (U)) est obtenue pour U = 0 et vaut a®/6me2. Le flux décroit trés vite
autour de lorigine pour s’annuler en U o /n/€/a avec une pente proportionnelle & a’n®/2e~1/2.
Tl atteint en suite son minimum (T (U ~ +0.87*/3¢1/3 Ja)) ~ —a®n? /27 pour tendre enfin vers
0 comme —1/27n%a2U*. C’est présisément parce que les amplitudes maximale et minimale sont

dans un rapport proportionnel & 1/n%€? que nous avons choisi de poser € = ) = 1 pour représenter
la figure.

La régularisation permet ainsi de mieux comprendre la nature du flux a I’horizon dans

le cas uniformément accéléré|64]'. En effet, la forme de (Typ(U)) trouvée en (J.10) permet
de calculer ’énergie émise :

a  an 1 2 2 4.4 a
Hy)=—+ —|4ne— 3+7 4 ~ J.11
Ho) = 15 T 13 | 17° (1 + n2e2)?? (3+ e+ ') 12¢ (J-11)

Pour une interprétation de ce type de comportement pour le calcul du flux dans le vide de Rindler,
voir [85].




qui diverge lorsque € — 0. On comprend ainsi que le flux se localise sur I’horizon dans le
cas uniformément accéléré.

On peut également calculer les coefficients de Bogoliubov associés & cette trajectoire.
Ils s’écrivent de la maniére suivante :

1[5 [+ i(w— kn*)U — zﬁ (arctan(g) — E)
alV* = —2—\/% / AU e ac e’ 2/ (J12)
™ —0o0

1[5 [+ —i(w + kn*)U — zﬁ (arctan(g) — z)
vy = %\/%/ dU e ae €2/ (113

On rappelle que, dans le cas uniformément accéléré, ces coefficients donnaient une éner-
gie (HY) divergente, cf Eqs.(1.146) et (1.147). Tel n’est plus le cas pour la trajectoire
régularisée. En effet, un calcul direct permet de retrouver le résultat (J.11) en injectant
I'Eq.(J.13) dans les relations (1.40) et (1.111). Ceci provient du fait que les fréquences
sortantes w associées & une fréquence entrante k fixée ne peuvent désormais plus étre ar-
bitrairement élevées sans étre supprimées exponentiellement (voir Remarque ci-aprés). En
effet, en reprenant la relation (1.27), on voit bien que la méthode de la phase stationnaire

appliquée a oY) * donne :

k k
kn? < wr = +kn? < —2+kn2 ~ — (J.14)
€

€2 + a2U? €2
Ainsi, € fournit donc le cut-off ultra-violet qui explique le résultat fini (J.11) et n fournit
le cut-off I'infra-rouge qui résout le probléme trans-Planckien.

Remarque. Pour comprendre comment le flux est émis, il est intéressant d’étudier les
coefficients 5 de Bogoliubov. Pour ce faire, la méthode WKB est un outil approprié. De

plus, il faut comparer 1’expression (J.13) avec celle obtenue pour le miroir uniformément

accéléré :
1 +oo wlU + z'—k
AUV * w - 2
N fat dU a’U J.15
o e [ e (71.15)
WKB 6—2\/R/a

(J.16)

~ o /ma(wk) A
Ce résultat est valide dans le domaine a? < wk. Pour P'expression (J.13), il existe deux
régimes indépendants du régulateur 7. Dans le premier, i.e. ¢ < wk < k*/€®, on obtient

UV + = BUV* ce qui signifie que pour les fréquences sortantes w situées en dessous du
cut-off /€2, le miroir agit comme s’il était uniformément accéléré. Au contraire, dans le
second régime, i.e. w > k/€® > a/e, on trouve :

oV efwe/a
e J.17
wk 2\/mar/we ’ (J.17)
qui montre clairement que ces hautes fréquences sont exponentiellement supprimées. C’est
donc bien la présence d’un cut-off ultra-violet ¢ qui permet d’obtenir une énergie émise
finie.
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The Davies-Fulling (DF) model describes the scattering of a massless field by a noninertial mirror in two
dimensions. In this paper, we generalize this model in two different ways. First, we consider partially reflecting
mirrors. We show that the Bogoliubov coefficients relating inertial modes can be expressed in terms of the
reflection factor and the transformation from inertial modes to modes at rest with respect to the mirror. In this
perspective, the DF model is simply the limiting case when the reflection factor is unity for all frequencies. In
the second part, we introduce an alternative model which is based on self-interactions described by an action
principle. When the coupling is constant, this model can be solved exactly and gives rise to a partially
reflecting mirror. The usefulness of this dynamical model lies in the possibility of switching off the coupling
between the mirror and field. This allows us to obtain regularized expressions for the fluxes in situations where
they are singular when using the DF model. Two examples are considered. The first concerns the flux induced
by the disappearance of the reflection condition, a situation which bears some analogies with the end of the
evaporation of a black hole. The second case concerns the flux emitted by a uniformly accelerated mirror.

DOI: 10.1103/PhysRevD.64.044019

|. INTRODUCTION

The Davies-Fulling (DF) model [1] describes the scatter-
ing of a massless field by a noninertial mirror in two dimen-
sions. It has received and continues to receive attention
[2-11] principally because of its simplicity and its relation-
ship to Hawking radiation [12]. (One can indeed mimic the
varying Doppler effect induced by the collapse of a star by
the total reflection on a receding mirror.) Because of its sim-
plicity, this model has been also used to investigate the rela-
tionships between the particle description of fluxes emitted
by the mirror and its field description based on the two-point
Green’s function. The motivation behind this analysis is the
following. When quantizing a field in a curved space-time,
one loses the unigueness of choice for the particle notion
which is then used to define the vacuum and its excitations.
Based on this fact, some authors have proposed discarding
the particle point of view [13]. The DF model, being defined
in flat space time and giving rise to particle creation as in a
curved space-time, provides a good playground for confront-
ing the two points of view. Finally, the DF model also pro-
vides a good starting point for studying the role of ultrahigh
frequencies which arise in the presence of event horizons
[14-18]. This is particularly true when considering uni-
formly accelerated mirrors [3,19,20]. Indeed, in this case one
has to confront the fact that the instantaneous value of the
energy flux identically vanishes, whereas the Bogoliubov co-
efficients, mixing positive and negative frequencies, do not
vanish and lead to a total energy, which furthermore di-
Verges.

Quite independently of these specific difficulties, there is
a fundamental reason which complicates the analysis of
these problems: the DF model does not follow from an
action principle. In fact, the reflection condition is imposed
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from the outset instead of following from interactions with
the boundary. Therefore only questions concerning
asymptotic properties of asymptotically inertial mirrors can
be properly answered. To emphasize this point, we shall
show in the first part of this article that the scattering in the
DF model can be expressed in purely kinematic terms. It
results from the Bogoliubov transformation relating the usual
Minkowski modes to noninertial modes which are eigen-
modes with respect to the proper time of the mirror. The
scattering of the latter is then trivial, as trivial as the scatter-
ing of Minkowski modes by an inertial mirror. This rephras-
ing of the DF model is very useful in that it allows us to
consider partially transmitting mirrors with arbitrary
frequency-dependent transmission coefficients. In this per-
spective, the DF model is simply the limiting case in which
the reflection is total for all frequencies.

In the second part of the paper, we analyze an alternative
model for scattering along a given trajectory which is based
on self-interactions described by an action principle. The
main motivation for considering this model is that we can
now switch on and off the coupling between the mirror and
field. Therefore, we can work with well-defined asymptotic
free states. The relationship between the partially transmit-
ting mirrors previously considered and this model will be
explicitly made.

To this end, we first work with a coupling which is con-
stant. In this case, the Born series can be exactly summed
and lead to a partially transmitting mirror. Moreover, in the
large coupling constant limit, one recovers the DF mod-
el: i.e., total reflection. The only difference with respect to
the kinematic approach is that causality is now built in. Sec-
ond, we consider the case when the coupling is time depen-
dent. In this case, we compute the fluxes perturbatively to
quadratic order in the coupling. The novelty arises from tran-
sient effects associated with the switching on and off. The
possibility of controlling these transients is crucial for regu-
larizing the fluxes in situations where they are singular when
using the DF model.

©2001 The American Physical Society



N. OBADIA AND R. PARENTANI

To make this explicit, we consider two examples. The first
one congists in computing the flux associated with the ap-
pearance (or disappearance) of the reflecting boundary con-
dition. This problem was considered by Anderson and DeW-
itt [21]. Moreover, as discussed in [7], it presents some
analogies with the residual flux associated with the disap-
pearance of a black hole at the end of the evaporation pro-
cess. When using the DF model, the flux is singular and its
spectra properties are ill defined. On the contrary, with the
sdlf-interacting model, it can be described by a well-defined
process in which the coupling to the mirror is switched off
more and more rapidly. The second application concerns the
flux emitted by a uniformly accelerated mirror. In the DF
model, the energy flux vanishes everywhere, but on the ho-
rizons where it is not defined. With the other model, instead,
awell-defined and regular expression will be obtained. In the
intermediate regime, when the coupling is constant, we re-
cover the vanishing of the local flux. But we aso find tran-
sient effects which become singular when the switching on
and off is performed for asymptotic early and late proper
times, thereby explaining the paradoxical Situation encoun-
tered in the DF model where quanta are produced while the
energy flux vanishes.

We conclude the paper by presenting the main resultsin a
synthetic manner. We aso wish to stress that in this paper
recail effects shall be totally ignored since the trajectory of
the mirror is given once for al. Nevertheless, since the self-
interacting model is based on Feynman diagrams, it prepares
for the analysis of taking into account the dynamics of the
mirror [10,11]. Indeed, the S matrices computed with or
without backreaction effects possess a very similar structure.

[1. KINEMATIC MODELS

In the first part of this section, we review the basic prop-
erties of the Davies-Fulling model. In particular, we compare
the particle description of the fluxes based on Bogoliubov
coefficients with that based on two-point functions. In the
second part, we show how the scattering process can be gen-
eralized so as to describe partialy transmitting mirrors. This
generalization will be performed in a matrix formalism. We
have chosen this formalism for two reasons.  first to empha-
size the kinematic nature of the DF model and second to
introduce in natural terms the generalization to partial reflec-
tion. In the third part, we relate the Bogoliubov coefficients
to the S matrix acting in Fock space, thereby preparing for
the anaysis of transition amplitudes performed in the next
section.

A. Davies-Fulling model

In the Davies-Fulling model, the mirror is perfectly re-
flecting for al frequencies and its trajectory is chosen from
the outset. Moreover, no width is attributed to the reflecting
condition: i.e, it acts like a delta in space. Beside the fact
that the trgjectory is always timelike, we shall also impose
that it be asymptoticaly inertial. In conforma terms this
means that the trajectory starts from i ~ and endsini*, the
past and future timelike infinities, respectively [22]. The rea-
son isthat in the other cases, i.e., when the mirror originates
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and/or ends on null infinities, the calculation of the energy
radiated by the mirror is ill defined. (The specific problems
associated with null asymptotic trajectories will be consid-
ered in a next article [23].)

Inthis paper, we shall consider the scattering of a complex
massless scaler field. The reason for this choice is that it
alows us to consider more general scattering matrices when
the reflection condition is not perfect. This possibility will be
exploited in the next subsections. Since the dynamics of the
mirror is trivia, the evolution of the field is entirely gov-
erned by the d' Alembert equation

(=) P(t,2)=0 1)
and the reflection condition
d(t,z4(1)=0 v

dong the classical trgjectory of the mirror z=z4(t).

Since the field is massless and since we work in two di-
mensions, it is particularly useful to work in the lightlike
coordinates defined by U, V=t z. For instance, the genera
solution of Eq. (1) is the sum of afunction of U done plusa
function of V. In addition, since the mirror is perfectly re-
flecting, the trgjectory of the mirror completely decouples the
|eft-hand-side configurations from the right-hand-side ones.
Therefore, in this subsection, we can and shall restrict our
atention to the configurations residing on the |eft of the mir-
ror.

Finaly, since the mirror trgjectory emerges fromi~, V
= - jsacomplete Cauchy surface. Hence the usual modes
of the d’ Alembertian given by

ok
U)=— 3
e(U) N 3

form a complete and orthonormal basis. (Instead, when the
trejectory starts from the null past infinity 7, the choice of
a complete and orthonormal basis should be reconsidered
[23].) We recall that the norm of the modes is determined by
the Klein-Gordon scalar product which reads, when evalu-
aedon 7,

+

<‘Pk“Pk’>:j dU ¢} i dyee=son(k) ak—k'). (4

—

The scattered mode corresponding to Eq. (3) is determined
by Eq. (2) to be

e ikUg(V)
o(V)=— ®)

N Y

where U=U (V) is the trgectory of the mirror in the light-
like coordinates.

The in mode ¢(U,V) is by definition the solution of
Egs. (1) and (2) which has Eq. (3) as initid data It is
given by

044019-2



NOTES ON MOVING MIRRORS

ekl gikUy(V)

Ak \aaK

To analyze the frequency content of its scattered part, it
should be Fourier decomposed on the fina Cauchy surface
U=+ (the left part of 7). In total analogy with what we
have on 7~, on J* the normalized modes are

ep(U,V)= )

e—in

\/47T|w|.

Then the scattered mode (5) can be decomposed as

eu(V)= )

(PECGI: JO dw(a:)kqow_ﬁ:)k@:;)r (8)

where the coefficients a,, B, ae given by the overlaps

teo gV gTiklg(V)

af =(e, e =-2 f dv ,
ok <@ |‘Pk > Cw W 2 “(‘
Bi=(okleir). )

Since both the initia and final sets of modes are complete,
the coefficients e, B,k Satisfy the relations

|, okt Bt )= a0,
JO dw(awka:,k'_ﬁmkﬂZkf): 6(k_ k,)l
JO dk(amkﬂwk’ _ﬂmkawk’) = 01

Jo do(a B~ Bhauk)=0. (10

Note that these relations are not trivialy satisfied when the
trgectory of the mirror reaches one of the null infinities
rather than the timelike ones. Notice also that the overlaps
(9) can be computed on any spacelike surface which runs
from z=— to some point on the mirror (t,zy(t)). In this
case, one should use the full expression of the in modes
given in Eq. (6) as well as that of the out modes given by

¢(U,V)=g,(V)+ 2H(U). (1)

The second term " results from the backward scattering
of ¢, givenin Eq. (7).

When the overlaps a,, and B, are known, the classical
scattering problem is solved. That is, it suffices to decom-
pose the initid data in terms of the modes (7) to obtain,
through Eq. (9), the Fourier content of itsimage on J*. It
should be pointed out that the coefficients 8, which mix
positive and negative frequencies have a well-defined role in
this classical wave theory: they determine the (nonadia-
batic [24]) increase of the Fourier components of the scat-
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tered wave [seg, e.g., Eq. (11) in [10] for their influence on
the energy of the reflected wave]. It should be also pointed
out that one can recover an approximate space-time descrip-
tion of the scattering when considering localized wave pack-
ets rather than plane waves: for sufficiently high frequen-
cies|[i.e., short wavelengths compared to the (acceleration of
the mirror) %], the coefficients B, vanish and the mean fre-
quency of the reflected packet w is related to k, that of the
incident one, by the Doppler effect w=kdyUgy|y-y evalu-
aed a U, the retarded time of the center of the incident
packet. These two properties are easily obtained by forming
wave packets and evaluating the integrals in Eq. (9) by the
saddle point method.

When «a,, and B, ae known, the quantum scattering
problem is adso solved. This follows from the linearity of
Egs. (1) and (2): when working in a second-quantized
framework, being linear, these equations provide the Heisen-
berg equations for the field operator. Thus the field operator
can be written both in the in and out bases by

o= | dkcaee ot o)
— joldw(agutwgutﬁ_ bZUtT<p?um*). (12)

When imposing that it satisfy the equal-time commutation
relation [®(2),0,97(z')]=i8(z—2'), Eq. (4) guarantees
that the in operators a,, by satisfy the usua commutation
relations leading to the particle interpretation. Then the in
vacuum |0;,) is defined as the product of the ground states of
the in oscillators and its excitations are generated by the
creation operators aj" , by . Moreover, by construction of
thein modes on 7, thein particles correspond to the usual
Minkowski particles on 7. Similarly, by construction of
the out modes, all these properties apply to the out operators
a" b and to the out vacuum |Oq) when replacing 7~
by J*.

Given the orthonormal and complete character of the in
and out mode basis, Egs. (9) and (12) determine the Bogo-
liubov relations

in_ " out outt
a-Ik - fO dw(awka'wu +ﬁwkbwu )v

int_ [ © ut utt
o'~ [ ot gt at2),

(0]

ot | ak(aal- g0,

o= | o gl 3

Then Egs. (10) guarantee the compatibility of the particle
interpretation in each basis, i.e,, both in and out operators
obey the canonical commutations relations. With the rela-
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tions (13), al questions concerning quantum scattering pro-
cesses can be answered. For instance, the probability ampli-
tude to obtain a given final state |Wy;,) specified on 7 in
terms of out operators starting from some in state | Z;,,) con-
structed on 7~ is given by the product (¥4,|Z;,) [which
should not be confused with the Klein-Gordon product, Eq.
(4), which concerns the modes of the field]. More intrinsic is
the overlap Z~1=(0,,/0;,) between the initia and final
vacuum states. Indeed, it determines the probability ampli-
tude for the (spontaneous) decay of the vacuum specified on
J~. The computation of Z is easy when the transformation
is diagonal in energy: see, eg., [2,8]. In the general case,
however, as a result of the frequency mixing between in and
out modes, the calculation of Z is less trivial. This generali-
zation is presented in the Appendix.

It should also be noted that the Bogoliubov coefficients
themselves are given by the following matrix elements:

@y ={0y aomaLm| Oin),

—B= (02| 0y). (14)

However, it is not clear how to attribute a physical meaning
to these equations. In particular, the relationship with the
second one and pair creation amplitude is quite obscure. In-
deed, the probability amplitude to obtain on J* one pair of
quanta of frequencies w and " in the in vacuum is given by
[see Eq. (A7) in the Appendix]

1 (= _
(Ooulal 01100 = -5 f (WBya (19)

We shall return to these questions of interpretation in Sec.
IIC.

Instead of considering in-out matrix elements in Fock
space, more attention has been put on the expectation values
of (local) operators in a given initia state. The most studied
object is probably the energy flux emitted by the mirror when
the state of the field is the in vacuum. The motivations for
this analysis are, firg, its relevance for black hole radiation
[2-11]; second, that its nonvanishing value is due to sponta-
neous pair cregtion, a specific feature of quantum field
theory; and third, that this value can be computed either from
using Egs. (13) or from the properties of the Green's function
of ®.

Having a our disposal the Bogoliubov coefficients
and B, we start with the particle point of view. We con-
sider the density energy of the emitted flux. The correspond-
ing Hermitian operator is* Tyy=ay® o, ® + 3, Pa,® . On

The symmetrization is due to the fact that we deal with a com-
plex field. Of course, in the DF model, particles and antiparticles
equally contribute to (Tyy). This explains the overall factors of 2in
the next equations. We warn the reader that this equal contribution
will not be necessarily found when considering partially transmit-
ting mirrors.
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the left of the mirror [U>U4(V)], using Eq. (13) and the
first line of Eq. (10), the expectation value of the energy flux
is

<TVV> = <0in|TVV| 0in> - <Oout|TVV| 00ut>

:ZRG[J'J'xdwdw' ov
0

27

X

ei(u)’w)V( Jo dkﬁ:,kﬁw’k)

_e—i(m’+w)V( J'O dkaZkIBw’k) ] (16)

It should be noted that the subtraction of the out vacuum flux
follows from the prescription of subtracting the contribution
of the Minkowski vacuum. Indeed, by construction of the out
modes, they coincide with the usual Minkowski modes on
J".

The total energy emitted to 7™ is obtained from integrat-
ing (Tyy) over V. The integration eliminates the second
term, which is due to interferences between states with dif-
ferent particle numbers. It gives

(= 0T

:2fdwwf:dkmwk\ézf:dw o(n,). (17

One gets the usual relationship between the mean energy and
mean number of particles, (n,)= 7 dk|B,/2 found on 7 *
(it equals the number of antiparticles). In this writing one
sees that the nonvanishing character of (Hy) is due to the 8
coefficients which govern the vacuum decay; see Eq. (A6) in
the Appendix.

We now reconsider the flux (Ty) without making use of
the Bogoliubov coefficients and with less emphasis on the
notion of particle. This aternative method is based on the
Wightman function evaluated in the in vacuum:;

(0, ®T(U,V)D(U’ V')[0;p)
=Joxdk@L"(U,V)@L”*(U’,V’). (18)

In terms of this function, using Eg. (5), the mean flux on J*
reads

(Tw)=2 lim [{0;]dy®"dy: |0y

V=V

- <Oout| ﬁV(I)TO"V’q)mout)]

1
= lim dyay[INUg(V") = Uy(V)|=In[V' = V]]

2w,

V' =V
_ L[ 'dUd)_”Z
6|\ av] V|av,
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1
 %m

1
27

d?Uy (’dud)—l 2
dvZ [ dv

dzud)(dud
avZ )| dv

-1
}. (19

Again, the subtraction of the out vacuum flux follows from
the prescription of subtracting the contribution of the
Minkowski vacuum. In this point splitting method, it is
through that prescription that the notion of vacuum decay is
reintroduced. Indeed, on J*, the above subtraction is
equivalent to normal ordering with respect to out operators.
[Thisis straightforwardly proved by using Eq. (10).] More-
over, the fact that (Tyy) and (Hy) vanish only for inertial
trajectories? i.e., when 33U 4=0, confirms that their nonva-
nishing character is due to the nonadiabaticity [24] of the
scattering, a notion deeply rooted in the spontaneous creation
of pairs of particles. In conclusion, a close examination of
the point splitting method and that based on Bogoliubov co-
efficients reveals their complete agreement in flat space-time.
In [25] this correspondence was extended to curved space-
time by introducing Bogoliubov coefficients which are de-
fined locally.

From Eq. (19) we learn that the energy flux islocal in that
it depends only on three derivatives of the trajectory Uy(V)
evauated at the retarded time V (remember that we are on
the left of the mirror). We shall see below that this locdlity is
a consequence of dealing with a perfectly reflecting mirror
for al frequencies.

Notice finaly that in Eq. (16), the first term is positive
definite and gives apositive total energy (Hy). Indeed, being
a total derivative, the second term does not contribute to
(Hy) when the trajectory is asymptotically inertial since
Ug(V)~V for asymptoticaly late and early V's. This might
not be the case for trajectories which enter or leave the space
through null infinities because of the infinite Doppler effect
encountered asymptotically.

B. Partially transmitting mirrors

In this subsection we study partially transmitting (but still
recoil-less) noninertia mirrors. We shall proceed in three
steps. We first show that the scattering by a noninertial mir-
ror is most simply described in terms of the wave functions
which are eigenmodes of the proper time of the mirror. (We
shall call them the proper-time modes.) When using these
modes, the matrix relating the scattered modes to the initial
ones is diagond in the frequency, exactly as for the scatter-
ing of Minkowski modes by a mirror at rest. Second, we

ZFor uniform acceleration, the two terms in Eq. (19) cancel each
other, leading to a null flux. However, the Bogoliubov coefficients
B do not vanish, thereby indicating that particles are produced.
Moreover, when used in Eq. (17) they lead to a divergent integrated
energy. To establish the compatibility of the null flux with this
divergent result requires a regularization scheme. To obtain such a
scheme is the main reason for considering the dynamical model of
Sec. IlI.
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shall see that these modes are well adapted for introducing
patialy reflecting coefficients with arbitrary frequency-
dependent phase and amplitude. Indeed, since this matrix is
diagonal in the proper-time frequency, unitarity constrainsits
elements in a simple manner, frequency by frequency. Third,
for both partial and total reflection, we shall see that the
usual Bogoliubov coefficients, Eq. (9), relating the in and out
Minkowski modes are simply obtained from this diagona
matrix.

To satisfy this program, we first need to congtruct the
proper-time modes. To this end it is very useful to introduce
new lightlike coordinates u, v such that the timelike coordi-
nate (u+v)/2= 7 is the proper time of the mirror and the
spacelike one defined by v —u/2=p is such that the trgjec-
tory reads p=py=const. These new coordinates are defined
by two analytic functions u(U) and v(V) where U,V are the
Minkowski lightlike coordinates. These functions are deter-
mined by the mirror trgjectory U (V) and the two conditions
defining 7 and p. Indeed, along the mirror’s trgjectory, the
length element obeys

ds?= U (V)dV2= 3 Vg(U)dU2=dv?=du?=dr>
(20

This gives

dv du
FvAl VoyUg, T VayVy. (21)

One verifies that the Jacobians dv/dV and du/dU define a
time-dependent boost since they satisfy (du/dV)(du/dU)
=1 for dl 7. The proper-time modes are then simply given
by

(22)

(P)\(U): \/m

They form a complete basis on 7~ and J* since our con-
dition that the trajectory emerge from i~ and finish on i*
implies that the v and u axes cover those of V and U, respec-
tively.

In the case of total reflection, the scattering along the
mirror a p=pq istrivial. When using the conventions of the
former subsection [Egs. (6) and (11)], one has, on the left of
the mirror,

¢$v‘“<u,v>=m(u)—eZ‘APm(v):—eZWX”“‘(u,vz. )
23

The new subscripts U and V indicate which side of 7~
(J") is the asymptotic support of the in (out) functions. We
have introduced it in order to describe partia reflection
which requires us to consider simultaneously both sides of
the mirror. Using this notation, on the right of the mirror,
one has
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o1 "(U0) = @,(v)—e7HM0g, (u)= e HMog My ).
(24

It will be useful to express these relations by a 2X 2 matrix

S, &
‘Pi)\,out: g}\] gaj;\,in( Ea;\,in: 5;\] ai}\,out). (25)

At fixed \, the indices of rows and columnsi, j are the new
subscript U or V. As usua, repeated indices are summed
over. For total reflection, one has

S= (26)

O _e+2i)\p0
— g 2i\pg 0 )'

We now consider partia reflection. When considering
elastic reflection, the matrix S, relating in and out modes
which generalizes Eq. (25) is unitary. [That is, we generalize
total reflection in a restricted way since we keep both the
linearity and the unitarity of Eq. (25).] Unitarity constrains
the elements of S, ,

s,  —iRe"?
to obey
R=R', s,=5,,
$+R*=1, ¢ =g, 0,— . (28)

(For simplicity of the expressions, we have not written the
argument A, but al variables should be understood as \ de-
pendent.) Physicaly, R and s correspond to the reflection
and transmission coefficients; i.e., when working in the rest
frame of the mirror, the probability for an incident quantum
of frequency \ to be reflected is R?.

In what follows we impose ¢,=¢,=—¢, a condition
which expresses that the transmitted part of the scattering is
independent of the sign of the momentum. In anticipation of
Sec. I, we point out that this equality is automatically sat-
isfied when considering parity-invariant Hamiltonians (see
[26], Chap. 3.4). In this case the matrix reads

it V1-R? —iRe -
37 Lire iR

In principle, the common phase e ~'¢ could be reabsorbed in
aredefinition of the modes. However, when using in and out
modes conventionally defined, i.e, ¢)"(v)=g)™(v)
=¢,(v) of Eq. (22), the phase ¢ is unequivocally fixed. As
we shall seein the next section, this convention is automati-
cally used when considering interactions perturbatively. This
is also the case in the DF model. Indeed, the limiting case of
total reflection given in Eq. (26) is reached for R—1 and
¢=m/2 for dl \. One aso finds that the other phase 6 is
related to the mirror location by 6=2po\.
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To complete our second step, we should describe particles
and antiparticles simultaneously. To this end, we group thein
operators (aY'",a)"" bV bV in a four-vector al™"
and the out operators (a'™,a)™ bVt pY:ouTy jp
al»**. Similarly, we group their corresponding modes in the
four-vectors ¢" and ¢/**. Since we work with a charged
field, the modes associated with b might not be complex
conjugates of those associated with a} (as is the case when
dealing with a charged field in an electromagnetic field: see,
eg. Sec. 1.3in[8]). Explicitly, in our case, the four modes
ae (o) o) ,0V* 0)*) where ¢! designate the two modes
associated with the antiparticles operator by and by .

We then introduce the 4X 4 matrix given by

0
o5l @

where S, is the scattering matrix for the antiparticles. Since

S,y is block diagonal, unitarity congtrains S, and § Separ
rately. S, acts on the in four-vector as follows:

Su=dA-)")

o M=8 00", (31)
where continuous repeated indices are integrated from 0 to
and discrete ones summed over the four components defined
a fixed frequency. With these choices, the components of
S, ae the Bogoliubov coefficients conventionally defined.
By conventionadly defined we mean the equations which
generalize Eq. (13), i.e,,

jin_ i) jiouty pij pioutt
ayr =8+ By b

jointt _ Hijx Liout | —ijx i outt
b}\; _ﬂ)\}\/a)\ +a}\)\rb)\ 1] (32)

where the Bogoliubov coefficients a,a, B,E are now
2X 2 matrices. By direct identification, one obtains

ai}\j)\y = (QDJ}\Y:H (Pi}\,OU[>: Si)\j)\r )

S oty i +2j+2F
a),=(ey ey™=8,""",

o e e
=Ml =s7
Bl =(el g\ ™) =51, (33

When S, is block diagonal in the sense of Eq. (30), one
obviouly has 8, =B, ,=0. In full generdlity, S, satis-
fies unitarity in the following sense:

(SHA S = (A —\") 8 (34)
This equation generalizes Eqgs. (10) to partialy transmitting
mirrors.

With Egs. (26), (30), and (31), we have shown that scat-
tering in the DF model is trivid when using proper-time
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e—2i)\p0(P§\J,0ut(u,v).
(24)

oy (u,0) =) (v)— e 2Mog, (u)=—

It will be useful to express these relations by a 2Xx 2 matrix

S, &

| out_ S)\] iy |n j.in:Si)‘jai)\,out). (25)
At fixed \, the indices of rows and columnsi, j are the new
subscript U or V. As usual, repeated indices are summed
over. For total reflection, one has

Si= (26)

0 _e+2i)\p0
—g 2i\pg 0 )’

We now consider partial reflection. When considering
elastic reflection, the matrix S, relating in and out modes
which generalizes Eq. (25) is unitary. [That is, we generalize
total reflection in a restricted way since we keep both the
linearity and the unitarity of Eq. (25).] Unitarity constrains
the elements of S, ,

s, —iRe'?
SA:(—iR’e‘W 5,e'% @
to obey
R=R', s,=s,,
SS4R*=1, ¢'=¢,t0,— . (28)

(For simplicity of the expressions, we have not written the
argument \, but al variables should be understood as \ de-
pendent.) Physicaly, R and s correspond to the reflection
and transmission coefficients; i.e., when working in the rest
frame of the mirror, the probability for an incident quantum
of freguency \ to be reflected is R?.

In what follows we impose ¢,=¢,=— ¢, a condition
which expresses that the transmitted part of the scattering is
independent of the sign of the momentum. In anticipation of
Sec. [, we point out that this equality is automatically sat-
isfied when considering parity-invariant Hamiltonians (see
[26], Chap. 3.4). In this case the matrix reads

L[ VIR —iRe”
5= Lipe ioRl) (29)

In principle, the common phase e ~'¢ could be reabsorbed in
aredefinition of the modes. However, when using in and out
modes conventionally defined, i.e, ) "(v)= ¢ ™(v)
=@, (v) of Eq. (22), the phase ¢ is unequivocally fixed. As
we shall see in the next section, this convention is automati-
caly used when considering interactions perturbatively. This
is aso the case in the DF model. Indeed, the limiting case of
total reflection given in Eq. (26) is reached for R—1 and
¢=m/2 for al \. One aso finds that the other phase 6 is
related to the mirror location by 6=2po\.
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To complete our second step, we should describe particles
and antiparticles smultaneously. To this end, we group thein
operators (a2 a)"" bV bV in a four-vector a™"
and the out operators (a.: "“t a) ot pYout pYoty i
" . Similarly, we group their correspondi ng modes in the
four-vectors /" and ¢/**. Since we work with a charged
field, the modes associated with b} might not be complex
conjugates of those associated with a) (as is the case when
dealing with a charged field in an electromagnetic field: see,
eg., Sec. 1.3in[8]). Epr|C|tIy in our case, the four modes
are (¢ 0y, 0%, 0, *) where ¢} designate the two modes
associated with the antiparticles operator by and by .

We then introduce the 4X 4 matrix given by

SWERISSY

S, 0
0 5) @

where S, is the scattering matrix for the antiparticles. Since

S, is block diagonal, unitarity congtrains S, and §A e
rately. S, acts on the in four-vector as follows.

=S el 3y

where continuous repeated indices are integrated from 0 to o
and discrete ones summed over the four components defined
a fixed frequency. With these choices, the components of
S, ae the Bogoliubov coefficients conventionaly defined.
By conventionadly defined we mean the equations which
generdize Eq. (13), i.e,

Al bl outT

juin_ i,out
a aM,a}\ -I-ﬁM,

juintt _ pijx i out —H* |outT
by =88y +a, by (32

where the Bogoliubov coefficients a,a,3,8 ae now
2X 2 matrices. By direct identification, one obtains

IOUT g}\]}\”

i+2j+2*%
}\I 1

o= (e}lex
E'}\J}\, <—1 ln‘—' o) _

ok
Bl=(e el ) =8)\ 7,
I}\])\[_( jln‘—1 out*> J}r\,ZJ (33)

When S, is block diagonal in the sense of Eq. (30), one
obviously has B, =B, =0. In full generdlity, S, satis-
fies unitarity in the following sense:

(S St =S\ 9 (39
This equation generalizes Eqs. (10) to partially transmitting
mirrors.

With Egs. (26), (30), and (31), we have shown that scat-
tering in the DF model is trivial when using proper-time
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modes. We have done mare since Egs. (31) and (33) apply to
dl partialy transmitting mirrors governed by S, given by
Eq. (29).

The last step consists in finding the relationship between
S, and the Bogoliubov coefficients between in and out
Minkowski modes. This is simply achieved by introducing
the 4X4 matrix which relates the (unscattered) Minkowski

(el 0 (el
sl 0 (exlg) 0
“lalle 0 (el e)
0 (eld*) 0

Since By, relates unscattered modes, it is independent of the
charge of the particle; hence ka ap’= EEAU BE. The
same equality appliesto ozkA , ka , and ﬁ

The important point for us is that 5, aso relates the in
Minkowski modes to the in proper-time modes and the out
Minkowski modes to the out proper-time modes. Therefore
the linear relation between in and out Minkowski modes is

given by

=Sk o )
where
Sk =BLxS; (B (39

Repeated indices are summed over, and the inverse of B is
defined by

or= (B . (39)
It is given by
a'L(J)\U* 0 ﬁUU* 0
. 0 ol 0 — gl
B _ ﬂf)\U 0 all(J)\U 0 . (40)
0 -y 0 ey

Explicitly, using the dictionary (33) now applied to
Minkowski modes, the four coefficients St} are

a%Y=8(0-k) - Jdmag“TE“aL’S* (42)

+,8UU*_UU*ﬂ )

aU;/:_ind)\( UUTUV VV*
0

!

VU UV gV
FBun T Bian ),
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modes of frequency k= —i 4, to the (unscattered) proper-time
modes of frequency A\=—id,:

k=B ¢r- (35)
The elements of this matrix are given by
0 gl 0 B0
el | o Y o)
0 B /3|L<J)\U 0 a%\u* 0
“(e*la*)) Vo By 0 e

UUx _; UUTUU pUU uu _UU UU
ﬁmk*:|j Magy Ty B "+ 8oy Th Fagy ),

Wk _ UUTUV gWs | gUUSTUV , WV
ﬂwk*_lj Mag TX B+ Ban " Th " i)

Similar equations give expressions for the other components
of Shy. We have written S, as S§,=1-iT, (and S§,=1
—iT,) in order to extract the trivial part of the diagona
elements. This trivial part leads to the delta function in the
first equation. The usefulness of this expression is that it will
be easily related to the perturbative expressions we shall en-
counter in the next section.

Equations (41) are the central result of this section. They
give the in-out overlaps of Minkowski modes in terms of the
matrices Ty , T, computed in the rest frame of the mirror and
the overlaps between the free (unscattered) Minkowski and
proper-time modes.

It is then easy to obtain the mean flux emitted by this
partially transmitting noninertial mirror when the initial state
of the field is the Minkowski vacuum. The same agebra
which gave Eq. (16) now gives

(Tuw) = (T) P10 (T TP, (42)

where

oo’

icle_ B '
(Tyy)P™ —RELUYVJL dodw o=
e—i(w' ) (J dkﬂvj* )
—ei<w’+w>V( K EZL*B“«)” 3

(Tyv) antiparticie 1S iven by the same expression with a, 3 re-
placed by a,8. Here (Ty) possesses the same structure as

X
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Eq. (16). However, four kinds of coefficients «, 8 should be
considered since we are deding with partial reflection of
charged particles.

When the scattering is independent of the energy and
charge of the particles, i.e., when Rand ¢ defined in Eq. (29)
are independent of X and when S} =S_, , integration over A
can betrivialy performed asit expresses the completeness of
the ¢, modes In this case, as in the DF model, one has
BYY=BY)=0. One also finds that the emitted flux is Simply

(Tw)=RATw)or, (44)

where (Tyy)pe is the flux found in the DF model; see Eg.
(16).

Instead, when R and ¢ depend on the energy and/or the
charge, B2 and B} will be, in generd ? different from
zero. In this case, one also loses the possibility of reexpress-
ing the flux in terms of the derivatives of the trgjectory as we
did in Eg. (19). This can be understood from Egs.
(41):  when expressing T, as a series in powers of \, one
would obtain for (Tyy) anonlocal expressionin V unless the
seriesin \ stops after a finite number of terms.

C. Additional remarks

In this subsection, we relate the matrices S, and Sy,
which act linearly on in and out operators, to the conven-
tiona S matrix acting on multiparticle states in Fock space.
With this identification we shall be able to relate the Bogo-
liubov coefficients, Egs. (41), to transition amplitudes and
not only to expectation values as in Eq. (43).

By definition [26], the action of this operator on states and
operators is the following:

|0in>:é|00m>‘
N L

Since we are dedling with elastic scattering, this operator
contains exactly the same information as the matrices
S,,S, . Indeed, the block-diagonal character of Eq. (30) and
the linearity of Eq. (31) tell usthat S is the exponential of a
quadratic form of the proper-time operators a, , b, :

~ iinglj J |n‘r bl InTﬂJ bJ ‘”)

S=e @S Sty (46)
Then straightforward algebra gives
5 , ) arcsin(R)e'’
Sur= 0N arcsin(R)e'? ) '
sw=sw(R0,0), (47)

389 =0 reqires that TVV*=~T% for all A>0 and similarly
for the VV coefficients. In the next section, we shall see that the
condition is sdtisfied for time-independent couplings with
U(1) symmetry.
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where R,6,¢ have been defined in Eq. (29) and R, 6,4 are
defined in the same way from S, . We note that in the DF
model, i.e., in the limit of perfect reflection, s, is given by

DF AT e DF
S)\)\,:é\()\_)\ )(E e—iO 1 =Sa- (48)

Although the configurations on the left and right of the mir-

ror completely decouple, the S matrix S treats both sides
simultaneously.

To anticipate the expression of S in terms of Minkowski
operators which will mix creation and destruction operators,
it is a convenient to rewrite Eq. (46) in term of the four-
vector af'",

1]
~ i(a™s Jin_pv avlnf) . ur S}\)\’ 0
S=e " Sadr ) with (s)))= N
AN/

(49

To obtain the expression of Sin terms of the Minkowski
operators a;™ bl it suffices to use the matrix B,,, to re-
place proper-time operators by Minkowski ones. Explicitly,
one obtains

S=exp[—i(a“"s*” a"™)],

wo' "o
with

!

s =gt (Bl ) (50)

Formally, S provides the answer to all questions concern-
ing asymptotic states and expectation values. For instance,
the probability amplitude governing the (Minkowski)
vacuum decay, Eq. (A6), is simply

Z71:<Oout‘0in>:<Oin|:\';:'|oin>- (51)

Similarly, the probability amplitude for an initial quantum of
momentum k to be scattered and for no pair to be created is

) o 1 .
< out|aI *a mT|0in>:<Oin‘al(;msa]k'm‘0in>:Z(ail){(lw'

(52)

The last equality is easily obtained by using Eq. (32) to ex-
pressa.®* in terms of a;™ and b1 ™" In the same way, the
Bogollubov coefficient B is related to the probability ampli-

tude to find a pair of out quanta in the in vacuum by

o aii! ( out‘aI OUtbl out| |n>
Bla by, = ——————
out|0in
- <om|aw"tigf““s|om> s
<0in‘s|0in>

In this, we recover Eq. (15). It should be stressed that these
relations determine the physical interpretation of the overlaps
a, B givenin Egs. (41). In fact, the second-quantized frame-
work was never used to obtain Eq. (41): only the linearity of
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the relations and the orthonormal character of the proper-
time and Minkowski-mode bases were exploited.

The physical interpretation of a, 8 is the following: to
first order in the transfer matrix T, , « () divided by Z gives
the probability amplitude to scatter a quantum (to produce a
pair of quanta), since &~ *=1+iT (B=—iT). Upon consid-
ering higher-order terms in T, , one loses the simplicity of
the relationship so as to get the above equations. The simple
relation in the linear regime will be nicely confirmed in the
next section when using perturbation theory. We shall seein
particular that division by Z corresponds to the usua restric-
tion of keeping only the connected graphs engendered by the

development of S=Te "9/ " in powers of g. We shall fur-
ther comment on these aspects at the end of Sec. III.

I11. SELF-INTERACTING MODEL

In this section, following [28,29,10], we introduce a
model based on self-interactions which derives from an ac-
tion principle. In the first part, we consider time-independent
couplings. In this case, resumming the Born series leads, as
in Eq. (30), to diagonal matrices in the proper-time energy A
with parameters R and ¢, which depend on A according to
the number of derivativesin the interaction Hamiltonian. The
important difference is that causality is now built in, as fol-
lows from interactions governed by an action. This model
will also be generalized by considering a thick mirror with a
nonzero width. Using a perturbative approach, we shall see
that the thickness acts as a UV cutoff.

In the second part, we work with time-dependent cou-
plings. We shall work perturbatively up to second order in
the interactions. The novelty concerns the transients induced
by the switching on and off of the coupling.

A. Scattering with g constant

To exploit the fact that the coupling is 7independent, it is
convenient to work with the coordinates (7, p) in which the
mirror is a rest. In these coordinates, the interaction La-
grangian reads

Lint:gj [ drdpf(p)I(@(7,p),®'(7,p)).  (54)

Here g is the coupling parameter, and f is a rea function
which specifies the thickness of the mirror and which is nor-
malized as [ *7dp f(p)=1. Also, J is a Hermitian operator
which is quadratic in the complex field. We shall consider
three different cases ®'0+ddT, @figd, and
3,079.0+9.05.". In the following equations, we shall
present the details only with the second expression. At the
end of the derivation, we shall give the final results for the
two other cases.
Given Eq. (54), Eq. (1) is now replaced by

(2= 92)®(1,p)=0f(p)2i 0, . (55)

Being linear, the solution can be expressed as
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vz =070 [ e ap
XG¥(r,p;7,p" ) (p")2i 0. (7' p")

:q>°ut(r,p)+gf j+dr dp’
XG¥(r,pi7',p")f(p')2id,D(7',p"),

(56)

in terms of the homogeneous solution ®™ (®°4) which de-
termines the initia (final) data. The retarded and advanced
Green's functions are defined, as usua, by

+w 1 —iN(r—7")+il(p—p")
ret U A I
G e ”ﬂdxd'w = (rie)?
(=0 for 7'>7),
" o 1 e—i}\(T—T')+i|(p—p')
G (T,p,T P )ZJ Jﬁx d)\d|rﬂ_2 |2—(7\—i6)2
(=0 for 7'<7). (57)

To exploit the time independence of the coupling g, we work
a fixed energy with

b1
¢x(P):j dTﬂ (1.p)e™" (58)

-

In a Fourier transform, Eqgs. (56) give

. + o . ,
arlp)=¢i(p)Hig J do’ f(p")gr(p' e

+% . ,
=s0§“t(p)—igf7 dp’ f(p")gy(p")e Mol
(59)

These equations have been obtained by using

A I
= ikp—p
f,mdlﬂ—(uie)z 2nzie) S . (60

and by having taken the limit e—0.
We now decompose the quantized modes <p " in terms of
creation and destruction operators:

1
in U,ingi Vln —i\
o\(p)= \/7(&)\ e+ ay Py (for A>0)
4\
1 (bl;l\‘lnT 7|Mp+bV|nT l\}\\p) (fOI’ \<0)
REN '

(61)

We do the same for the out modes. Then, for f(p)=4d(p
= po), Eds. (59) give
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ay™ g 1 ige 2o\ (@l
gl :1—ig ige? o 1 avin (62)

We recover the linear structure of S, in Eq. (25). Since the
unitarity of S, provides ay™'=S/*al™, when using the
definitions of Eq. (29), we obtain

R=—— . g=acan(g),

In the strong-coupling limit (i.e., for g— +), one obtains
the total reflection (26) in a A-independent manner. Thisis a
special feature of the coupling J= i 3T<I>, which is associ-
ated with a dimensionless g.

Thisanalysis can be repeated with the two other operators
previously defined. The presence or absence of derivativesin
J modifies the IR or UV behavior of R For J=®'d
+®dT, one obtains [28]

=2\py.  (63)

R = g/\
N

Gy =arctan(g/\), 0=2\py.

(64)

In this case, the mirror is totaly reflecting in the IR. This
leads to strong IR divergences when considering time-
dependent coupling g. On the contrary, when J=4.®"9.®
+0,09,07, we get

g\
R :71
Ny

In this case, the mirror is transparent in the IR limit. This
useful property will be exploited in Sec. IV.

We notice that the transfer matrix T, can be expressed in
ageneral way according to the number n of derivativesd, in
the interaction term:

p=arctan(gh), 6=2\py. (65)

_ )\n— 1 e2i Apg
: ) (69

1
Tfl—igx”lAf(eZi*Po 1

In this expression, we have not taken the limit e—0 in using
Eq. (60). The function A,=\/(A+ie€) determines the ana-
Iytical properties of T, in the complex A plane. The specifi-
cation of the pole of A, follows from that of G™ in Eq. (57).
It guarantees that causality will be respected [28]. This cru-
cia ingredient was missing in Sec. I B wherein the matrix
T, can be chosen from the outset. In that kinematic frame-
work, the analytical properties should be imposed by hand if
one wishes to implement causality. On the contrary, in the
present case causality follows from the Heisenberg equations
(56).

Equations (59) and (61) also determine the relation be-
tween the antiparticle in and out operators b'f. By direct

computation one finds ﬁ:—T_A. This is precisdy the
condition which gives B2 = 8"}/ =0; see footnote 3. When
using T, ,T, in Egs. (41), we obtain the Bogoliubov coeffi-
cients relating inertial modes. And from these coefficients,
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one gets the mean value of the energy flux Tyy as in Eq.
(43), but with causality built in.

We now study the case of a thick mirror with J given by
d)*iﬁrd). To display the effects of f(p) in Eq. (54), it is
convenient to work with the (spatial) Fourier components.
Equation (59) becomes

in 29)\ e ’
%,I:@Dx,l_m ’d| f|—|'¢x,|'

-

20\ e
=¢‘§‘j‘—mj di" fiopeny. (67)

For an arbitrary window function f, these equations do not
lead to analytic relations between asymptotic in and out
fields. Therefore, to estimate the effects of f(p), we use
perturbation theory. To first order in g, we get

1 273,

Ti=-
V008, 1

(68)

For a normalized Gaussian function f centered on pg, the
nondiagonal terms which determine the reflection probability

ae geﬂi“’ﬂe’“z‘fz. Therefore, o, the spread of the mirror,
reduces the reflection of high frequencies. for A>1/a, the
mirror is completely transparent (this is also true for the two
other J's).

B. Scattering with g time dependent

In this subsection, the coupling parameter is a function of
the proper time g(7)=gf(r) where f(7) is normalized by
J*Edrf(r)=2T, with 2T the proper-time lapse during
which the interactions are turned on. Unlike what we had in
the former subsection, resumming the Born series is no
longer possible since the time dependence of the coupling
destroys the decoupling of the equations into sectors at fixed
frequency \. Thus we shall work perturbatively: al quan-
tities will be evaluated up to second order in g. In fact, we
meet a situation analogous of that of a thick mirror which
mixes different momenta.

We first remind the reader that in the interacting picture,
the operator @ evolves freely, i.e, with g=0: it obeys Eq.
(2) and not Eg. (55). Therefore the in operators a,, ,b,, speci-
fied at t=—o0 coincide with the out operators and are equal
to the usual Minkowski operators. Hence they define the
(Minkowski) vacuum |0). Instead, the states evolve through
the action of the time-ordered operator:

|W(t=+0))=Tel[W(t=—)), (69)

where L=g/drf(7)J engenders self-interactions. Since the
trajectory istimelike, T, the time ordering with respect to the
Minkowski timet, is equivalent to that of the proper time 7.

To make contact with Sec. 11, we work in this section with
the state | ¥q(t)) which is equal to |0) for t= 7= —. When
expressing its fina vaue in the basis of the unperturbed
states, i.e., the states which would have been stationary in the
absence of interactions (g=0), we get

044019-10



NOTES ON MOVING MIRRORS

|Wo(7=+))

0)+ dewdw
i 0

ij
,+wa,)|ww’>ij y

where

ng,:ig(0|aiwb’;u,

f_ drf(r )|o

0w’ =allb!"|0), (71)

[
wa’_

g%(0lalp!,

derjf dr’ f(r)f(r’)J(r)J(f’))IO%-

(72)

X

We have limited the expansion in g to these three terms since
we shall compute the energy-momentum tensor up to g?
terms only. As before, i,j denote the U, V sectors and o, o’
Minkowski energies. The symbol (). means that only the
connected part of the expectation value is kept. This restric-
tion follows from the fact that the contribution of the discon-
nected graphs cancels out since they aso appear in the de-
nominator of the matrix elements; see, e.g., [26].

Using Eq. (70), the expectation value of Ty, is given by

(Tuy)=(Wo(7=+20)|Tyy| W 7= +0)),

- e{z Jf:dwdw’\/f

]

x| e Ve’ f dk(BY}* B, + BUL BL)Y)

—g Moo g” 4B 1V +CY )H

(73)

where B, and C , arerelated to the unbarred quantmeﬁ by

inverting partlcle and antiparticle operators: thus, wa,

=g adC,=C" .
Sncethemtegral of the second term in Eq. (73) vanishes,
and since barred and unbarred quantities differ at most by a

phase, the total energy received on the V part of 7 is

<Hv)zﬁ dV(Tuy)e 22 J dwwj dk|BYL2.
(74)

Hence only the B terms contribute to the energy as the 8
terms did in Eq. (17).

In order to compute the local properties of the flux, we
need to compute the second term of Eq. (73). To this end we
decompose CZYU, into two parts:
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wW
C =

o =R.Y~(0layby, D/0);, (75)

where

RV = <0|a

0o’

Y LLIO), (76)

2 400 + o
p=gzU_ dff-xdf'f(r)f(r’)é(f—T')J(T)J(T')
(77)

and e(r—7')=0(r—7')—6(7'—7). Then (Tyy)p, the
contribution of D to (Tyy), enjoys the following properties
(see Appendix A in [17] for a similar analysis applied to a
two-level atom coupled to radiation). Firgt, it carries no en-
ergy. This is obvious since it is built with terms which all
contain e'V(*"). Second, it vanishes for f(r)=cst. This
can be understood from the fact that the time ordering prop-
erties can be encoded in the analytical properties of the ma-
trix T, which is diagona in \; see Eq. (66). This means that
this term modifies the shape of the transients related to the
switching on and off of the interaction, but without affecting
their energy content. In the rest of the paper, we shall there-
fore ignore this term.

We now compute RZ\O’),. Since only the connected part
should be kept, we can insert the following operator between
the two operators L in Eq. (76):

> L dk f dk’ aibl0)(Olalbl,. (78

1)

Grouping together, asin Eq. (73), the first- and second-order
contributions in g, we get

Bl B *Rou TRy
ZJ K(AU*BY AL FBY), (79

with
Al¥=(0|a (1+iL)a}'|0),
Al =(0|b! (1+iL)b}'[0),. (80)
Hence we find that (Tyy) is given by Eq. (42) with

) ® ® 0o
s, [ a0
i 0 0 277

X

—-iV(o' -0 VixpVi
e M U dkB;}*B ',k)

_eiV(w’+w)( JO dkKZ{(*ij’k) . (8

{Twv) aniiparticte 1 Given by the same expression with AV B
replaced by AV} BV} .

044019-11



N. OBADIA AND R. PARENTANI

Thus, to second order in g, we recover the structure of Eq.
(43), which gives the flux emitted by a partially transmitting
mirror. The Bogoliubov coefficients ), and A}, have been
replaced by the transition amplitudes A} and B’k In this,
we recover the correspondence of Egs. (52) and (53) when
considered to first order in the transfer matrix Ty, . Thisisnot
surprising since the evolution operator Te', which defines
A*, and B, givenin Egs. (80) and (71), is, by definition, the
operator S of Eq. (45).

This correspondence is nicely illustrated in the case where
g(n)=g and J=0%7.®. In this case, to order g, but what-
ever is the mirror’s trgjectory U=U4(V), one has the fol-
lowing identities:

A:J/)ijzgawk’ Bxlkaglgwkr (82)

where @, and B, are the overlaps, Eq. (9), computed in the
DF model. These relations establish that e, and 3, should
be viewed as transition amplitudes. This is important for the
following reason. It implies that the momentum transfers to
the mirror (which have been neglected so far) associated
with the transitions described by A and B are, respectively,
fi(k+w) and fi(—k+w). This fact imposes limitations
when considering the emission of ultrahigh (trans-Planckian)
frequencies since neglecting the momentum transfers re-
quires w<M, where M is the mass of the mirror [10].
Thus, when high-frequency quanta are emitted, the validity
of the predictions obtained with a recoil-less model must be
questioned [11].

IV. APPLICATIONS

The aim of this section isto illustrate the usefulness of the
dynamical model in which one can switch on and off the
coupling between the mirror and radiation field. First, we
analyze the properties of the energy flux associated with the
switching on and off when the mirror isat rest (z=0) and in
Minkowski vacuum. As expected, we shall see that the flux
is localized in the transitory periods where the coupling is
turned on or off. Moreover, the mean frequency emitted is
given by the switching rate of the coupling.

Second, we generdize this anaysis by replacing the
Minkowski vacuum by athermal bath. Then we use the well-
known parallel between inertial systems in a thermal bath
and uniformly accelerated systems in vacuum to obtain (for
the first time) a regularized expression of the flux emitted by
a uniformly accelerated mirror.

A. Transients in vacuum

We first focus on the frequency content of the transients.
For an inertia mirror at rest at z=0 in Minkowski vacuum,
the transition amplitudes A and B of Egs. (80) and (71) can
be expressed in terms of the Fourier transforms of f(t):

1

w:%

f f dt f(t)e'et. (83)

To order g, we obtain
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At = So—k+igf, A (84
wk w-kK ok )

i j(0,=k)

Bl =igf, o, 85
wk 0T y+k m ( )

where
1 for ®TO+ODT,
j(0k={ otk for ®Tig,d, (86)
ok for adTad+adad".

Thus, to order g2, the mean number of V particles of energy
o is given by

-3 [ aeul @

The factor of 2 arises from the fact that it is equally probable
to emit aUV or a VV pair of quanta of energy w and k.

To further anayze the transients associated with the
switching on and off of the coupling to the mirror, we shall
work with the function

1
f(t): E

tanh(HAT) —tanh(t_AT) ] (88)

Itisamost constant during alapse of time 2(T—A) centered
about t=0, and the time intervals of the switching on and off
are =4A. In the limit A—0, f tends to the square window
[6(t+T)—6(t—T)]/2. The Fourier components of f are

A sn(aT)
©" 2 snh(emAf2)’

(89

One sees that the UV behavior is exponentially damped by
A. On the contrary, in the IR, f,— T/, as expected since
the coupling lasts 2T.

When considering the first two cases of j(w,k) of EQ.
(86), this last observation implies that the mean number
(N, isill defined since the integral over k in Eq. (87) di-
verges in the IR. Therefore, to obtain well-defined expres-
sions, we shall work with the third case. In this case, one has
jm s (w+e")T]

R sy, DY

It is perhaps appropriate to discuss the condition on the
(dimensionful) coupling constant g which guarantees the va-
lidity of Eq. (87), which follows from a perturbative treat-
ment limited to order g2. The condition is that the mean
number of quanta per quantum cell (which is equal to
(N,)dw=(N,)a/T in the limit oT>1) be well approxi-
mated by Eq. (87). This requires that the probability to obtain
two quanta in a cell is negligible with respect to that of
obtaining one. This trandlates mathematically by g><TA in
the limit of interest T/A>1, i.e,, when the flat plateau is
much longer that the slopes. The condition g?<TA means
that the limit T—o can be safely taken. Instead, the limit
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A—0 is more delicate. A sufficient condition consists in
working a fixed §<1, where §=g(TA) Y2 A stronger
condition is to impose that the total number of particle emit-
ted, [o(N
=g/A should be held fixed.

When studying Eq. (90), one first notices that in the limit
T—o0 with g and A fixed the total number of particles emit-
ted is independent of T, thereby not giving rise to a golden
rule behavior characterized by a linear growth in T. Second,
(NY) is maximum for we1/A. Finally, for A>1, one has

(NY)=e"™*, We thus find all the expected attributes of
transients:  their particle content is independent of the dura-
tion T when T/A>1, and their Fourier content is peaked
around the adiabatic switching rate A,

We now study the space-time repartition of the energy
fluxes associated with these transient effects. We first notice
that once the D term defined in Eq. (75) has been dropped,
the mean flux can be expressed as

(Tyv)=—2Im({0[T\\L|0)) +Re((O|L[ Tyy ,L]|0>)-(91)

Of course, by decomposing L and Ty, in terms of creation
and annihilation operators, one would recover, respectively,
the linear and quadratic contributions of Eq. (81). However,
being interested in the space-time properties, we shall not do
s0 and shall work instead in the time “representation.” In
this approach, (Ty) is governed by the V part of the (posi-
tive frequency) Wightman function. This latter obeys

HW(V=V")=a,(0|®T(V,U)d(V',U")|0)
1 71 92
T Am V-V —i€ ()
Using this function, the first term of Eq. (91) reads
(Tw)iin=—8gIm fdtf (H{ddyW(V—-1)}2
iff(t V). (93)
127

To obtain this result, we have integrated by parts 3 times.
The boundary contributions &l vanish since f given in Eq.
(88) decreases faster that any power of t. The last integration
is trivially performed by using Im[(x—ie) Y]=m&(x). These
propeati% explain the local character of the expectation
value.

#It should be pointed out that we could have written (T )i, 8 @
commutator. This, however, is not appropriate since one loses the
analytical properties of Wwhich are encoded by i e (they arise from
frequency content of the vacuum and play a crucial role in defining
the above expressions). By performing first the commutator [or,
equivalently, by first taking the imaginary part in Eg. (93)], one
would obtain an ill-defined expression. The same remark applies to
the quadratic term in g. To obtain well-defined expressions, only
one commutation (and not two) should be done.

YYdw, be finite in the limit A—0. In this case, 7
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To evauate the second term of Eq. (91), which is qua-
dratic in g, we proceed along the same lines. We first evalu-
ate the commutator so as to obtain a quadratic formin ® and
®,,, where ®,, means only that the V part of the field op-
erator @ should be kept. We then notice that the derivatives
d; in J might be expressed as ¢y, since they are evaluated at
z=0, but they act both on the V and U parts of ®. Using this
notation, one gets

[Tw,L]1=igf (V[ (A @Ya20+ay®yd2dT) +H.c]
+igh (V)[(ayDYay® +aydy @) +H.c.].
(94)

Then the g contribution of Ty is
<TVV>quadr:16ng(V)Re(iJ dV' (V) [ W(V' = V)]
X[ yryW(V' —V)]) +16g%ayf

X Re( i J dV' f(V))[ dyr WV’ —V)]Z)
gz

——(fa4f+2ayfa3t). (95)
127

Having obtained explicit expressions for both terms of
Eq. (92), we can now analyze the properties of (Tyy). First,
neither f appears in Eq. (93) nor f2 in Eq. (95). Thus one
recovers the fact that an inertial mirror does not radiate while
its coupling is constant. This isillustrated in Fig. 1. Second,
being given by derivatives of f with respect to time, the mag-
nitude of (Tyy) scales with positive powers of the switching
on and off rate A1,

Finally, to obtain the integrated value of the energy emit-
ted, asin Eq. (19), one decomposes (Tyy) into two parts:  a
total derivative which does not contribute to the total energy
and the rest which turns out to be positive definite. Explicitly,
we get

<TVV> (TVV>I|n <TVV>quadr
g2

12’77 (an )

—gaat

o’ ;a“vﬁ%a@[wvfﬁ]”. (%)

Thus the total energy is

2 =
(Hy)= %f dv(7if )= fodww<NZ>. (97)

Here (Hy) is finite when the mean number (N,,) decreases
faster than o~ 2. Thisis the case when working with Eq. (88)
at fixed A#0. In this case, one finds
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FIG. 1. The thin solid line is f(t) given by Eq. (88) for T=10
and A=1. The dashed line is (Tyy) g, ad the thick line is the
part of (Ty,) which contributes to the energy; see Eq. (97). These
two curves have been plotted in the same arbitrary units. The be-
havior of (Tyy)yin is similar to {Tyy) ggecr-

2021 [T
<HV>:4577A3F(A)' (98)

The main feature (Hy) is that it is independent of T in the
limit T/A>1 (see Fig. 2), thereby confirming that the emit-
ted energy is indeed associated with the two transitory peri-
ods, irrespectively of the lapse of time (=2T) which sepa-
rates them.

To conclude this subsection, we consider the limit A
—0. This corresponds to the situation studied in [21] and [ 7]
in view of its analogies with the residual flux emitted at the
end of the evaporation of a black hole. In this limit, f(t)
becomes a step function, the energy flux is concentrated in a
narrow lapse A, and its frequency content diverges. In fact,
(Tyy) becomes a distribution since it is built on the derivar
tives of f(t). More precisely, the singularity is worse than a
delta, as clearly seen from Eq. (95). This means that not only
the instantaneous flux (Tyy) diverges, but also that the total
energy emitted is singular, as indicated in Eq. (98).

Moreover, being singular, this singular behavior is not
universal. It depends on the number of derivatives in the
Hamiltonian, and it might also vary when considering higher
ordersin g. Hence the question as to what is the flux emitted
by the disappearance of the reflection condition is not well
defined. To have a well-defined question, one should first
choose a regular model such as that defined by Eq. (54) and
with g(t) given by Eq. (88), and only then consider the sin-
gular limit A—0. What we learn from this is that the DF
model should be conceived as providing a useful approxima
tive description of some physical processes only when the
predictions are well defined, i.e., independent of the charac-
teristics of the original dynamical model (such as the mass of
the mirror or the precise nature of the coupling) when the
limits of large mass and large coupling are taken.
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FIG. 2. Theplot is F(x) defined by Egs. (98) and (97) in such a
way that F—1 for x—oo.

B. Flux emitted by a uniformly accelerated mirror

The case of uniform acceleration in a Minkowski vacuum
is a priori rather perplexing. On the one hand, Eq. (19) im-
mediately gives that the mean flux vanishes for uniform ac-
celeration, i.e, for UV=—a"2 Thisisaconseguence of the
fact that ¢ isaKilling vector in Minkowski space-time [30-
32]. On the other hand, however, the Bogoliubov coefficients
Bk Of Eq. (9) do not vanish [3,10]. Moreover, when used in
Eq. (17), they lead to a divergent energy (Hy). To conciliate
these results, one must infer that there is a singular flux on
the past horizon V=0, as is the case for a uniformly accel-
erated ““atom” coupled to the radiation field [33,8]. In fact,
as shown in Appendix C of [17], this singular flux will be
found for al uniformly accelerated quantum systems coupled
to the radiation field.

Our am is now to show that thereisindeed asingular flux
of energy along the past horizon when taking the limit of
constant coupling g(7)=g & the end of the calculation. To
obtain the regularized expression for this flux, we shall gen-
eralize the andysis of the former section to a nonzero-
temperature heat bath and then use the isomorphism between
the flux emitted by this mirror at rest in a heat bath at tem-
perature a/27r and the flux emitted by a uniformly acceler-
ated mirror of acceleration a when expressed in the Rindler
coordinate system.

In a thermal bath, the V part of the Wightman function
obeys

) 1
BVWB(V—V )=- EECOth

T v-vi-i ) %
E( ie)|. (99)

It reduces to dyW of Eq. (92) in the zero-temperature limit
for B—ce. When replacing W by W# in Egs. (93) and (95),
we obtain the mean flux emitted in a thermal bath. It can be
shown to be®

SThe details of the calculation will be presented in [23].
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2

g g
(Tvv>ﬂ:@5\3/f— E[f(V)&(‘,HZ&Vf&f’,f]
277 g ¢’ )
1% | et gy IR 20001

(100)

The first two terms are equal to Eq. (96), and the last two
sale like (A/B)?. Thus they are negligible in the low-
temperature limit A>A and dominant in the high-
temperature regime.

We are now in position to obtain a regular expression for
the flux emitted by a uniformly accelerated mirror in
Minkowski vacuum. Using the well-known isomorphism be-
tween systems at rest in a thermal bath and accelerated sys-
tems in vacuum, the mean flux of Rindler energy emitted by
amirror of acceleration a is

(Tou()==(Tw(V=0))f727, (100)
where v is the null advanced Rindler time [av=In(aV)]
when the mirror is located in the right Rindler quadrant (z
>|t]). When using Eq. (88), the coupling between the mirror
and field is turned on during a proper-time lapse 2T and the
switching on and off rate A™* is now messured with the
proper time 7.

In the limit T>8 and a™%, (T,,(v))**—0 at fixed |v|
<T gince the flux is localized in the transients of “thick-
ness”’ A centered around v == T. In this, we recover the fact
that a uniformly accelerated mirror does not radiate. In the
DF model, this immediately follows from Eg. (19). (As
noted above, this vanishing is a universal property of accel-
erated systems when they have reached equilibrium with the
Rindler bath [17].)

However, this vanishing flux is accompanied by transient
effects whose Minkowski properties become singular in the
limit T—o whatever the value of A is. This simply follows
from the fact that the mean flux measured in the inertia
system of coordinates V, U=t=z is

dv|? o
(Tw0)==| ] Tlo=atinavy=

2
(Ty())™.

1
aVv

(102)

From this expression, using Eq. (88), one finds that the
Minkowski flux diverges for al T if a>A~%, i.e, if the
switching on is slower than the boost factor dv/dV=e"%,
which diverges for y— —o. When a<A ™2, the flux is well
defined and its maximal value, which grows like e, is
reached around V=a" e 2", This establishes the fact that in
the limit of constant coupling T—, one has a singular flux
of energy aong the past horizon. Quite surprisingly, the con-
dition aA <1 tellsusthat accelerated mirrors which lead to a
finite Minkowski flux have their fluxes dominated by the first
two termsin Eq. (100). That is, the flux is dominated by the
boosted vacuum transients governed by A rather than by the
temperature effects induced by the acceleration.
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Notice that if one requires that the total Minkowski en-
egy

+ o

()= | averrm (109

and the mean number of Minkowski quanta emitted by the
mirror be finite, one gets a weaker condition aA <2. Indeed,
only one power of the boost factor should be tamed by the
switching-on function f. (A similar condition also arises
when considering the fluxes emitted by an accelerated two-
level atom [17].) When this condition is met, using Egs.
(100), (102), and (103), we get

g [
<H3°C>:EJ, dv €®[(721)%+2a%(4,f ).
(104)

This energy is positive definite and diverges, as expected,
like €2 when aT>1.

V. CONCLUSIONS

In this paper we generalized the DF model which de-
scribes the scattering of a radiation field by a mirror which
follows a noninertia trajectory. We first considered partialy
transmitting mirrors and then studied a dynamical model
based on an action principle. We obtained the following re-
sults.

Equations (41) give the Bogoliubov coefficients in terms
of the transfer matrix T, evaluated in the rest frame of the
mirror and the overlaps «,, B, Which relate the
Minkowski plane waves of frequency  to the proper-time
modes of (proper) frequency \. This expression is universal
in that it governs al quantum systems coupled linearly and
stationarily to the radiation field. The only model-dependent
quantity is T, . Thisisillustrated by the dynamical model of
Sec. [11 A, which gives rise to the diagonal transfer matrix
given in Eg. (66).

The main difference between the partialy transmitting
mirrors defined in a purely kinematic way in Sec. 1l B and
the dynamical model of Sec. 111 A concerns causality: see the
discussion which follows Eq. (66).

In Sec. I11 B, we analyze the scattering in the interacting
picture. In this picture, there is no Bogoliubov transforma-
tion since the basis of asymptotic states is provided by the
usual “free” states engendered by the Minkowski creation
operators. The nontrivial value of the energy flux emitted by
the mirror results from the connected parts of the matrix

elements of the evolution operator S=Te''; see Eqs. (71)-
(73).

Equations (52) and (53) as well as Egs. (82) establish the
connection between the Bogoliubov matrices « and 3, which
mathematically relate two bases of field modes, and the tran-
sition amplitudes for physical processes to occur, i.e., the
matrix elements of S=Te'". It should be noticed that a simi-
lar relationship also exists between Bogoliubov coefficients
and the transition amplitudes of a two-level atom: see Eq.
(255) in [8].
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The usefulness of the interacting picture is that it permits
us to switch on and off the coupling constant at some finite
time in a controlled manner. This possibility in turn alows us
to obtain regularized expressions for the flux in situations
where the flux isiill defined when using the DF model. This
isillustrated in Sec. IV B with the case of uniform accelera-
tion.

APPENDIX: THE in-out OVERLAP
IN THE GENERAL CASE

Our am is to obtain an expression for the overlap be-
tween the in and out vacua when the Bogoliubov coefficients
are nondiagonal. In this case, the origina expression of Ka-
mefuchi and Umezawa [34] does not apply.

In order to have simple expressions for this overlap, we
will use a discretized basis of wavepackets in which the in-
tegrals are replaced by sums and Dirac distributions by Kro-
necker symbols. In addition to the in and out operators, it is

appropriate to define a third class of operators &,,,b,, . This
new basis generalizes the *Unruh” modes [27,8] in that &,
(b,) is made out of &l (bi"), but is characterized by a fixed
out frequency w:

awéwzz QZkaLn' ame:E a:kbi(n' (Al)
k k

The red coefficients «,, are such that [éw,él]:l; there-
fore, a’=3,| |2 Thenotion of particles and antiparticles
is obviously maintained since the & are made of a™ only.
Notwithstanding, for arbitrary a,, and B, this new basis
is not orthogonal and the commutation rules are given by

*
2k

8, 8] 1=F,,=[b,.b ] (A2)

a,a,

By congtruction and from Eq. (13), these new operators are
related to the out operators by

out_ _ a it
a, —awaw—Z @yByub,
(l),

out_ N
b™=a,b,~ > a,B,, 4,
!

[0}

with
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wa’EEk ﬂwkal;j-’v (A3)

where o, is the inverse matrix of a,. (a, is dways
invertible since otherwise there would exist incoming par-
ticles whose scattering would give only antiparticles.)

As for the Unruh modes, the operators &, b are useful to
relate in a simple way the out vacuum to the in vacuum.
Straightforward algebra indeed gives

1

Qg At
|00ut>:ZeXp 2 aikalekw’aI)bw’ |Oin>1 (A4)

o'k
where Z is defined by

Z_2:|<Oout‘0in>|2- (A5)

Even though Eq. (A4) looks cumbersome, one easily veri-
fies that, to order 82, it correctly gives the relationship be-
tween the vacuum decay (Z>1) and the pair creation prob-
ability of  Minkowski  quanta.  Indeed, using
(F ™) o (OirfB4 /8 1|01)= 8, and the condition on B,
and F,,,,, which arises from [a2*,b%1=0 and Eq, (A2),
one obtains

72=1+, |B,. |2+ 0(8Y.

!
(o0}

(A6)

Thisis the correct expression since the probability to have a
pair of out quantais

2
= | Bmw’|2+ 0(184)
(A7)
For completeness, we notice that when the scattering is

dtationary (as is the case for uniform acceleration and in
black hole evaporation), one has

0o’

|<Oout‘ aombilﬂ 0in) | 2= 7

w

wa’:&é‘w w’rme’:é\w o' (AS)
a, !
Since they are diagonal, Eq. (A4) becomes
1 B, e
‘Oout>: ZeXP(E ?albl |0in>r (A9)

thereby recovering the usual diagonal expression governed
by the “Unruh” operators &,,.,b,, .
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The Davies-Fulling model describes the scattering of a massless field by a moving mirror in 1+1 dimen-
sions. When the mirror travels under uniform acceleration, one encounters severe problems which are due to
the infinite blueshift effects associated with the horizons. On one hand, the Bogoliubov coefficients are ill
defined and the total energy emitted diverges. On the other hand, the instantaneous mean flux vanishes. To
obtain well-defined expressions we introduce an alternative model based on an action principle. The usefulness
of this model is to allow us to switch on and off the interaction at asymptotically large times. By an appropriate
choice of the switching function, we obtain analytical expressions for the scattering amplitudes and the fluxes
emitted by the mirror. When the coupling is constant, we recover the vanishing flux. However, it is now
followed by transients which inevitably become singular when the switching off is performed at late time. Our
analysis reveals that the scattering amplitudes (and the Bogoliubov coefficients) should be seen as distributions
and not as mere functions. Moreover, our regularized amplitudes can be put in a one to one correspondence
with the transition amplitudes of an accelerated detector, thereby unifying the physics of uniformly accelerated
systems. In a forthcoming article, we shall use our scattering amplitudes to analyze the quantum correlations
among emitted particles which are also ill defined in the Davies-Fulling model in the presence of horizons.

DOI: 10.1103/PhysRevD.67.024021

INTRODUCTION

When considering the fluxes emitted by a uniformly ac-
celerated mirror described by the Davies-Fulling model, one
encounters a paradoxical situation: when working in the ini-
tial vacuum, the local flux of energy vanishes whereas the
Bogoliubov coefficients encoding pair creation do not. More-
over, (N,,), the mean number of particles with frequency w
emitted to .7 diverges [1-3], and so does the corresponding
total energy (H)=[gdw o(N,).

It should be pointed out that similar properties are shared
by all uniformly accelerated systems. They are indeed found
(in a slightly different form) in the case of a uniformly ac-
celerated classical charge [4], an accelerated two-level atom
[5-7], and for accelerated black holes [8,9]. The vanishing
of the energy flux and the divergence of the total energy are
both unavoidable when considering uniformly accelerated
systems whose coupling to the radiation field is constant. The
vanishing of the flux follows from the facts that the orbits
with uniform acceleration are generated by the boost opera-
tor of the Lorentz group and that the Minkowski vacuum is a
null eigenstate of this operator. Hence stationarity is built in
and this implies a vanishing flux. (When applied to acceler-
ated atoms this is known as Grove’s theorem [10-13].) The
divergence of the total energy emitted follows from the sin-
gular behavior of the “Rindler” modes (i.e., the eigenmodes
of the boost operator) on the horizons associated with a uni-
formly accelerated trajectory; see Appendix C of [7] for a
general proof.

In order to obtain regular expressions for the flux and the
energy emitted, one needs either to regularize the trajectory
by decreasing the acceleration at asymptotically large times,
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or, as we shall do, to switch off the coupling between the
accelerated system (here the mirror) and the radiation field.
This procedure was already applied to an accelerated two-
level atom in [7] and regular expressions have been found for
the local flux and the total energy emitted. In the present
paper, it is our intention to apply a similar treatment to an
accelerated mirror. However, one immediately encounters a
problem: this analysis cannot be performed within the frame-
work of the original Davies-Fulling model because, by con-
struction, the reflection on the mirror is total. Therefore, we
first introduce an alternative model based on an action prin-
ciple which, on one hand, reproduces the results of the
Davies-Fulling model when the coupling between the mirror
and the radiation is constant and, on the other hand, allows
one to switch on and off the interactions.

When using this model to describe the scattering by an
accelerated mirror, we obtain regular expressions for the
transition amplitudes in the place of the singular Bogoliubov
coefficients obtained with the Davies-Fulling model. Both
local quantities, such as the mean flux (Tyy), and global
ones, such as the mean energy (H) and density of particles
(N,), are now well defined. Moreover, as long as the cou-
pling is constant, we recover the fact that the energy flux
vanishes. However, it is now preceded and followed by tran-
sient effects associated with the switching on and off. Be-
cause of the ever increasing Doppler effect associated with
constant acceleration, these effects are exponentially blue-
shifted (in terms of the proper time of the mirror). Therefore,
in order to get a finite energy, the rate of switching off the
interaction must be faster than the growth of the Doppler
effect (a condition also found in [7]). If this condition is not
satisfied, the mirror emits an infinite energy, thereby recov-
ering ill-defined results like those obtained with the Davies-
Fulling model.

To further clarify the physics in play in the scattering by a
mirror of acceleration a, we compute the transition ampli-

©2003 The American Physical Society
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tudes governing pair creation in a “‘mixed” representation.
By mixed we mean that in each pair one quantum is charac-
terized by w, a Minkowski frequency, whereas its partner is
characterized by \, a Rindler frequency, the eigenvalue of
the energy with respect to the proper time of the mirror. This
representation is useful for the following reasons. First, when
A=AM, the scattering amplitudes closely correspond to the
transition amplitudes governing the absorption and emission
of photons by an accelerated two-level atom whose energy
gap is AM. It is quite nice to see how, for each Minkowski
frequency w, the “exciton” of the atom is replaced by the
emission of the partner of the Minkowski quantum. Sec-
ondly, the range of Minkowski frequencies o that participate
to the processes when the interactions last for a proper time
lapse of T is finite and grows with ae®". Hence the physics
in play is a succession of pair creation acts with Doppler
shifted Minkowski frequencies. However, this cannot be seen
by considering only the expectation value of the flux, i.e., the
one-point function of the stress tensor, because these succes-
sve individual effects perfectly interfere with each order
since, in the absence of recails, the orbit is generated by a
Killing field. In order to reveal these local acts, one should
either consider the correlations among emitted quanta by
computing the two-point function [14] of the energy flux or
enlarge the dynamics so as to take into account the recoil
effects. In the following article [15] we will analyze these
quantum correlations, and in a forthcoming paper we shall
analyze recoil effects.

|. THE DAVIESFULLING MODEL AND ITS EXTENSIONS

In this section, we first analyze the case of asymptotically
inertial trajectories (Sec. | A). We introduce notation that also
applies to the cases of trgjectories which enter or leave
space-time through null infinities (Sec. | B), cases which turn
out to be more delicate to analyze. In Sec. | C we introduce
the self-interacting model. Section | D is devoted to the study
of energy fluxes.

A. Asymptotically inertial trajectories

In the Davies-Fulling model [1], one studies the scattering
of a massess scaar field induced by imposing a Dirichlet
boundary condition aong a timelike trgjectory in 1+1 di-
mensions. The evolution of the field operator is governed by
the d’ Alembert equation

(72— D) (t,2)=0, (1)

together with the reflection condition aong the trgjectory of
the mirror z=z4(t),

P(t,zq(1))=0. (2)

Sincewework in 1+ 1 dimensions with amasdessfield, it is
particularly useful to work in the lightlike coordinates U, V
=t¥z. Then, Eq. (1) becomes dydy®(U,V)=0, and its
genera solution is a sum of a function of U plus a function

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

FIG. 1. In this Penrose diagram, the solid line is a timelike
trajectory going fromi~ toi*. The dashed lines represent incoming
V' configurations which give rise to the production of a pair of
outgoing U quanta (right movers).

of V. Since the trgjectory of the mirror is given once for all,
the recoil effects induced by the scattering of quanta are
neglected.

In this subsection, in addition to the condition that the
mirror trajectory be timelike, we consider only asymptoti-
caly inertia trgjectories, i.e., trgjectories which originate
from the timelike past infinity i ~ and which end in i * (see
Fig. 1). Then, since the reflection is total, the configurations
emerging from J, the right part of J~, are completely
decoupled from those emerging from 7 . Therefore, one
can anayze what happens on each side separately. On the
right-hand side, all |eft movers are scattered into right mov-
ers and sent toward 7 . In second quantization, when the
trgjectory is not inertial, this leads to the production of pairs
formed with two right movers. Similarly, on the left-hand
side, one studies the scattering from 7, to 7, . Since the
expressions governing the scattering on the left are obtained
from those on the right by exchanging U and V, we will
restrict ourselves to the analysis of the scattering from 7 to
IR

To analyze the scattering in second quantization, one first
needs to identify the in basis of modes which are defined
before the scattering occurs. On 7, the usual eigenmodes
of Minkowski energy id;= >0 can be used since J isa
Cauchy surface for the left movers when the mirror emerges
from i~ (this is no longer the case for trgjectories which
emerge from Jz; see Sec. I1B). On Jg the Minkowski
modes are given by

e*in

\/471'(1)'

eV, U=—x)= )

where the upper index V,in means that the mode is left mov-
ing and defined on the initiad Cauchy surface 7. We have
introduced the index V in order to be able to deal with par-
tialy reflecting mirrors for which left and right movers

024021-2
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should be simultaneously considered. The norm of ¢ i

determined by the usual Klein-Gordon scalar product. On
Jr ., one has

(VM oM = f dV el ™iGye" "= s(w-0'), (4)

where f 9,g=fayg—gayf.

For finite values of U, on the right-hand side of the mirror,
i.e, for V=Vy(U), thein mode o™, the solution of Eq, (2)
which has Eq. (3) asinitia Cauchy datais

e —ioV e —iwVy(U)
V |n(V U . (5)
\/477(» \/47Tw

To analyze its final frequency content, it should be Fourier
decomposed on 75 . In total analogy with what we have on
J= . on Jx the positive frequency modes are

-io'U
Vame'

Since they are complete, on 7 , thein modes can be written
as

@D

ou (U V= +o)= )

o'o o o'oY

vm(U V=+w)= dew,(auv* (pU;OUI_ﬂUV*(PU,Out*).

Y
When evaluated on 7 , the overlaps are given by
+o o'V g=ioVg(U)
UVx Uout  V.in

CV/ Iy w’ Z—ZJ du ,

IR S e
®

IBUV*E( U, outx V'in):2j+de g iV e*Ide(U)l
©)

To interpret the scattering in terms of particle creation,
one should decompose the Heisenberg field operator @ in
both the in and out bases. When working with a complex
field, annihilation in operators of particles and antiparticles
are defined by

ay"=(e,"®), by"=(g;"®"). (10
Because the in modes o™ form an orthogonal and complete
basis, these operators satisfy the canonical commutators
when the field operator satisfies the equal-time commutation
relation [@(t,z),&tdﬂ(t,z’)]:‘i 6(z—2'). The in vacuum
state is defined, as usual, by a""0)=b""0)=0. Similarly,
the out operators are defined with the out modes (pU o

Since we are dealing with alinear theory without sources,
the overlaps « and B of Egs. (8) and (9) define the Bogoliu-
bov coefficients relating the initid and fina operators
a, b, . Therefore, these overlaps determine the expectation
values (as well as the nondiagonal matrix elements) of all

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

FIG. 2. In this Penrose diagram we represent the trajectory de-
fined in Eq. (12). This trgjectory has often been considered (see,
eg, [14]) because of its analogy with the Hawking effect. In this
case, Jg is a Cauchy surface whereas 7 is not. The portion of
J\ with V>0 playstherole of the future horizon of the black hole.
The dashed lines are incoming left movers. One sees that for
V<0 the quanta are reflected, giving rise to right movers for all
values of U. On the contrary, for V>0, the incoming quanta do not
reach the trgjectory and end up in 7" . The question mark is there
to bring the reader’s attention to the issue of the choice of the
appropriate basis of out modes to decompose the field configura-
tions when the mirror crosses 7, .

operators built with ®. For instance, when the initial state is
vacuum, the mean number of right moving particles of en-
ergy o' received on 7 is

< >E 0|aU outT U, out| >in: J;) dw|ﬁzyw‘2 (11)

B. Nonasymptotically inertial trajectories

When the trajectory does not end oni* (or does not begin
fromi ™), the strict decoupling between left and right movers
is no longer reglized even when the reflection on the mirror
is total. Consider, for instance, the trgjectory

Vy(U)=—k"le ™V, (12)

The mirror goes fromi~ to V=0 on 7, . Depending on the
sign of V, left movers emerging from J are either reflected
into right movers for V<0 or end as left movers on 7, for
V>0 (seeFig. 2). Thus, on 7, theimage of o!" of Eq. (3)
now contains two pieces.

i i —«kU
e oV eIﬂJKe

This mode s singular at V=0 where the mirror hits 7, . On
the other side of the mirror, the U in modes emerging from
J ae fully reflected into left movers but they are aso
singular on 7, . Hence both sets of in modes are singular on
J*t, aVv=0.

eVM(U,V)= (13)
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This raises an interesting question: Given that the mirror
trajectory ends on 7", which is part of the find Cauchy
surface, what is the appropriate set of out modes to describe
the scattered field configurations?

The procedure we shall follow to choose these modesis to
decouple the radiation field asymptotically from the mirror,
i.e, to make the mirror asymptoticaly transparent. In this

case, the free Minkowski modes e *'V/\4rw and

e 'V 4r0" dill form a complete out basis. We shall not
adopt the other choice, which consists in working with out
modes defined on either side of the mirror on 7, . These
modes are so singular that their (Minkowski) energy content
is not defined. Nevertheless, when working in a state speci-
fied on J~, the expectation values of local operators whose
support is V#0 are independent of the out basis one
chooses. The out basis is necessary only for computing glo-
bal quantities such as the total energy (H)=[ydo o(N,).
When adopting the asymptotic decoupling hypothesis, the
image of o™ on 75 U{J, (V>0)} can be decomposed as

[0}

Pl f:dw'(aLV,’;,@{;?“‘—ﬁLV,:¢£;?“‘*), (14)
where ¢! are the usual Minkowski modes, as in Eq. (7).
The Bogoliubov coefficients a3 are now 2X 2 matrices. The
discrete index j stands for U,V and is summed over when
repeated. These coefficients are till given by the Klein-
Gordon scalar product as in Egs. (8) and (9), since the out
basis is composed of the usual Minkowski modes. When the
trajectory is asymptotically inertial, we recover what hap-
pens in the right-hand side of the mirror for a'l=a"Y, g
=BYY, and on theleft-hand side for o/l ="V, B1=8". In
addition, one has a"V=p"Y=a"Y=p=0. Findly, we
mention that a similar decomposition of Eqg. (14) holds on
each side of the mirror when the mirror travels from J~ to
J*, asis the case for a uniformly accelerated system (see
Sec. I1).

C. Partially transmitting mirrors

In preparation for subsequent analysis, we now present
how to study partially transmitting mirrors. In this case, one
should also consider U and V modes simultaneously. Indeed,
when the trgjectory is asymptotically inertial, an incoming U
mode is partially scattered into an outgoing V mode and
partiadly transmitted as an outgoing U mode. Hence, when
the mirror is not inertial, a proper description of the Bogo-
liubov coefficients requires one to consider 2X2 matrices
a,B which mix U and V modes.

There are two different ways to describe partidly trans-
mitting mirrors. First, one can choose from the outset the
transmission coefficient (expressed in the rest frame of the
mirror) and deduce from it the Bogoliubov coefficients (see
Sec. 11B in [16]). We shall not follow this method since it
does not alow one to switch off the coupling to the radiation
field.

The other method is based on self-interactions described
by an action. The principal usefulness of this model is to

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

alow switching on and off of the coupling of the radiation
with the mirror. We will see in the next sections that this is
necessary to obtain well-defined transition energy fluxes for
auniformly accelerated mirror. In the following, we shall use
only this mode! (see Sec. Il in [16] for more details).

In this model, the scattering on the mirror is governed by
an action whose density is localized on the mirror trajectory
x4(7), where 7is the proper time,

Lint:_JdTHim(T):_godeQ(T)szx
X [ xk—x4(1)]FID'(t,2),0(t,2)]. (15

0o is the coupling constant. The real function g(7) controls
the time dependence of the interaction: When the coupling
|lasts a proper time lapse equal to 2T, g(7) is normalized by
[d7g(7)=2T. To preserve the linearity of the scattering,
must be a quadratic form of the field @, and to have a well-
defined Hamiltonian, it should be Hermitian. The various
possibilities with the lowest number of derivatives are
Fo=®'0, 7,=01 7.0, and F,=0,01,0.

In the interacting picture, the charged field evolves freely.
It can thus be decomposed as

« w . . .
ITAY, :J ale V+gVe 1oV pYleioV
UVI=) Tame!
+bYTeleY), (16)

The annihilation and creation operators of |eft and right mov-
ing particles (and antiparticles) are constant and obey the
usual commutation relations

4,8} ]=815(0-w"), [b)b]=860-0).
(17)

All other commutators vanish. In the interacting picture, the
states evolve through the action of a time-ordered operator
Te'kin, When the initial state is vacuum, up to second order
ingo, thestate on 77 is

(”—int
2

2

TE0)=[0) 1Lof0)+ -[0)4[D). (19
The ket |D) contains terms arising from time ordering. None
of these terms contribute to the total energy emitted (see [16]
for a detailed analysis). Hence we drop |D) from now on.

The relationship between this model and the original
Davies-Fulling model can be made explicit by considering
the case where 7= 7. ® and g(7)=1 (see[16)). In this
case, whatever the mirror trgjectory is, the first order transi-
tion amplitudes are related to the overlaps o ;8. | enter-
ing into Eq. (14) in the following way:
v

'

(199)

AVV*

wo'

<0|aXe‘LimaZT|O)C= 6(w—w')—igoax

B/Y¥=(0le"Lma) b)!|0)=—igeBL, ,

wo'

(19b)
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VU*
A

ww

(0la,) e'LmtaUT\0> |goaxi’f , (19c)

gVU E<O| e—”—mtaVTbUT| 0)=i gO:BVU*

wo' !

(19d)

where the subscript (). means that only the connected
graphs are kept. In Egs. (19b) and (19d), one sees clearly the
link between the B coefficients and pair creation amplitudes.
When using these amplitudes to compute energy fluxes
one encounters severe infrared divergences due to the mass-
less character of ®. These divergences can be eliminated by
considering the Hamiltonian with one more derivative:

p.

X
4 (acb*amacba(b) (20)

FOT0]=
The two terms within the parentheses mean that the interac-
tion is symmetrical under charge conjugation. This implies
that the transition amplitudes will be invariant under the ex-
change of a and b operators.

It should be stressed that the self-interacting model can
handle without modification the cases when the trgjectory
enters and/or leaves space through null infinities. In these
cases, when computing transition amplitudes perturbatively,
one automatically adopts the convention of using asymptoti-
cally free modes. Indeed, the interacting picture is based on
the assumption that the interaction is switched on and off
asymptotically. This remark reinforces the well-founded
character of the choice adopted in the former subsection to
use, for the out basis, free Minkowski modes on 7™ .

D. Energy fluxes

In this subsection, we compute physical observables such
as the number of emitted particles, the energy, and its fluxes,
to second order in g, and when the initia state is vacuum.
We study only the left moving quanta emitted toward 7, ;
al the results for the right movers can be obtained by ex-
changing U and V.

The mean number of V particles of energy o is particu-
larly smple because only the second term of Eg. (18) con-
tributes. One obtains

<NX>E<0| e_”-mtaVTaVe'Lmt‘ 0>

=f do'(BYY [2+|B"Y ), (21)
0

in the place of Eq. (11) since the partner of a can be either
aU or aV quantum. Then the (subtracted) integrated energy
is, as usual,

(4)=2 | doo(), @)

where the factor of 2 stands for particles+ antiparticles.

One can aso compute the local flux of energy. The cor-
responding  Hermitian operator is  Tyy=dy®'oy®
+ay®ay T, Its expectation value is given by

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

(Tw(V))=(0|e~"-nTy,€'"in0) — (0| Tyy|0)
=Ty (T, (23)
where

(M) =(0LinTwwLind O).

_ “ ’ W —i(0'-0)V
—21_:2U’V J J;) dodw o e
J dk BB ) (24)
and
(Tyy)=—2[Im{(0[ Ty Lin]0)} + Re{(O| T LireL inlO)c}]

(0 +0)V

:—2Re{j=§l}’vff:dwdw’\/§e'
JdkAV’* )] (25)

We have subtracted the average value of Ty, in the vacuum
in order to remove the zero point energy. In Eq. (23), we
introduced (T},,), which determines the integrated (positive)
energy (Hy,) of Eq. (22) and (TY,,), which integrates to 0.
Note that the linear termin g in the first equality of Eq. (25)
reappears in the second through the definition of the A terms
given by Egs. (19).

In addition to these expressions based on the amplitudes A
and B, one can also express (Tyy) by using the “ scattered”
Wightman function. This function is defined by

W(U,V;U" V")=(0le"tind (U, V)d (U’ V" )e'tin|0),.

(26)

To obtain the subtracted flux, one needs also the unperturbed
Wightman function evaluated in the vacuum:
W,(U,V;U' V)=

(0] T(U,v) (U, V")[0)

1
-2l =v-ie)

+In(U'=U=ie)]. 27)

In terms of these functions, the mean flux on 7, reads [16]

This illustrates the fact that one does not need to choose an out
basis when computing expectation values of local operators with
initial states prepared on 7. Notice, however, that the subtraction
in Eq. (28) implicitly reintroduces the notion of a Minkowski
vacuum on 7 since the only singularity of Wi.(U,V;U",V") in
Eq. (27) is the usua short distance one, independently of the pres-
ence of the mirror on 7*. Thus, since subtracting the vacuum
contribution on J* is equivalent to subtracting that of the out
modes, the use of Eq. (27) implies that the mirror is no longer
coupled to the radiation field at asymptotically late times.
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FIG. 3. In this Penrose diagram, we show a uniformly acceler-
ated trajectory going from V=0 on J; to U=0 on J5. The
dashed lines represent the scattering of a pair of quanta (represented
by locdized wave packets) emerging from 7, . One particle is
reflected into an outgoing V quantum for U<0 whereas the other
ends as a left mover on 7 for U>0. The dotted line represents a
V quantum which is not reflected by the mirror.

(Tw(V))=2 lim aydy[W(U,V;U" V')
V=V

=Wy (U, VU V)], (28)

Notice finally that this expression also applies to the Davies-
Fulling model and leads to the well-known result

(Tw(V))PF

1
== g m imi, UV ~UglV)-ie
AR g

—In(V' =V=i€)]

1 dUd)l’z
67

dv
From this equation one sees that the energy flux is local in
that it contains at most three derivatives of Uy (V) evaluated
a the advanced time V. When considering the interacting
model with g(7)#const, this local property will be logt.

dUd =12

v

2
Vi

] : (29

I1. UNIFORMLY ACCELERATED MIRRORS

Uniform acceleration means that

dxedXx,
W W =-a“=congt. (30)

In terms of Minkowski space-time coordinates, the trgjectory
reads t?—z2=UV=—1/a2. In the following, we will con-
sider a uniformly accelerated mirror living in the right Rin-
dler wedge R, i€, its trgjectory is Uy(V)=—1/a2V with V
running from 0 to + (see Fig. 3).

The scattering associated with this trgjectory leads to sev-
erd difficulties when using the Davies-Fulling model. In
Sec. 11A, we list these difficulties. Then we will see how
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they can be resolved by using our self-interacting model with
a smooth switching on and off of the coupling.

A. The difficulties in using the Davies-Fulling model

When considering the scattering by a uniformly acceler-
ated mirror with the Davies-Fulling model, on the l€ft side of
the trajectory, the images on 7" of the scattered in modes
ae

. g oV eiw/a?v
Yiny v)=0 (U OV)| - . (3L
%()()W+()(W)()
V,in eiiwv
¢, (UV)=0(-V) (32)

N

As expected from Sec. | B, they are singular where the mir-
ror enters (V=0) and leaves (U=0) the space-time. Their
overlaps with plane waves (out modes) are [2]

, 1 wto' i
Wx _ . V,out Vimy _ _—
am’w_((’ow’ 1()00) ) 47]_ (1)(1)’ w_w!l (33&)
VVE = (pViouk V,in):iw_w, i
oo tFe'  To 47 Jpo' oto"
(33p)
VUx _, Vaut U’i”—_—K _-ZV“”‘”
aw/w_( o Yo )_ ra 1 | a ,
(33¢)
VUx _, Vouk  Uiny_ —i ZV“"”IV
B =0y 1007)= —Ki| ——],
(33d)

where K4(z) isamodified Bessel function (see Appendix A).
When computing (N,) [given by [5do’ (|B)) |2
+[8Y% %)); see Eqs. (11) and (21)], the integral over o’

diverges in the infrared. Moreover, ax\,’w diverges when o

=w'. Similaly, 'y, isill defined since the integral repre-

sentation of the Bessel function in Eq. (33c) requires one to
contain a finite and positive real part [see Eq. (A1)].

In addition to these problems in momentum space, when
computing the space-time properties of the flux, one encoun-
ters the following properties. When plugging Ug(V)=
—/a?V for V>0 into Eq. (29), one finds that (Tyy(V))°F
vanishes? This is not in agreement with the nonvanishing
character of the B since, on one hand, (H))

ZGenerally, the trajectories which provide a vanishing V flux are
of the form Uy(V)=(AV+B)/(CV+D) [1]. Timelikeness im-
poses AD>BC. If C=0, we recover inertia trgjectories. If
C#0, we recover uniformly accelerated trgjectories with
a=C/AD-BC.
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FIG. 3. In this Penrose diagram, we show a uniformly acceler-
ated trgjectory going from V=0 on J5 to U=0 on Jx. The
dashed lines represent the scattering of a pair of quanta (represented
by localized wave packets) emerging from 7 . One particle is
reflected into an outgoing V quantum for U<0 whereas the other
ends as aleft mover on 77 for U>0. The dotted line represents a
V quantum which is not reflected by the mirror.

<Tvv(v)>:2 ||m §V§V/[W(U,V;U/,V/)
V' =V

=Wy (U, VU V)], (28)

Notice finally that this expression also applies to the Davies-
Fulling model and leads to the well-known result

(Tw(V))PF

1
=9 lim limaydy/[In(Ug(V")—Ugy(V)—ie)
v/ —ve—0

—In(V'-V-ie)]
1 [[dug|
6w

_¢a 2
dv /) "V

From this equation one sees that the energy flux is locd in

that it contains at most three derivatives of Uy(V) evaluated

a the advanced time V. When considering the interacting

model with g(7)# congt, this local property will be lost.

v

dUd)‘“z

J : (29

I1. UNIFORMLY ACCELERATED MIRRORS

Uniform acceleration means that

dxedx,
W d7 =-a“=cons. (30)

In terms of Minkowski space-time coordinates, the trajectory
reads t2—z2=UV=—1/a%. In the following, we will con-
sider a uniformly accelerated mirror living in the right Rin-
dler wedge R, i.e,, its trajectory is Ug(V)=—1/a?V with V
running from 0 to + (see Fig. 3).

The scattering associated with this trgjectory leads to sev-
erd difficulties when using the Davies-Fulling model. In
Sec. 1A, we list these difficulties. Then we will see how
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they can be resolved by using our self-interacting model with
a smooth switching on and off of the coupling.

A. The difficulties in using the Davies-Fulling model

When considering the scattering by a uniformly acceler-
ated mirror with the Davies-Fulling model, on the left side of
the trajectory, the images on 7" of the scattered in modes
ae

" g oV ¢ wla?v
NUV)=0(U o) - , (31
%()()\/m+()m)()
Vin efin
®, (U’V):®(_V)\/M' (32

As expected from Sec. | B, they are singular where the mir-
ror enters (V=0) and leaves (U=0) the space-time. Their
overlaps with plane waves (out modes) are [2]

. 1 voto'
@y =l = ——. (3%
T Joo ©—0
YV = Veout v,in):i“’_“’/ |
o' o ' Yo A T}w’ w_l_wlv
(330)
-1 2Jed
VU vout  Uin_ .
aw’:E( w’ou’ 2'”)_%}(1 -l a )
(33c)
VUx _ . Vouk  Uiny _ —i 2|wo'
B =0, 1007)= —Ke| ——|,
(33d)

where K4(z) isamodified Bessel function (see Appendix A).
When computing (N,) [given by [5do’ (18], |2
+[8Y7.3)); see Eqs. (11) and (21)], the integral over o’

diverges in the infrared. Moreover, ax\,/w diverges when o

=o', Similarly, oy isill defined since the integral repre-

sentation of the Bessel function in Eq. (33c) requires one to
contain a finite and positive real part [see Eq. (A1)].

In addition to these problems in momentum space, when
computing the space-time properties of the flux, one encoun-
ters the following properties. When plugging Uy(V)=
—1/a?V for V>0 into Eq. (29), one finds that (T (V))°F
vanishes.” This is not in agreement with the nonvanishing
character of the B since, on one hand, (H))

2Generally, the trajectories which provide a vanishing V flux are
of the form Uy(V)=(AV+B)/(CV+D) [1]. Timelikeness im-
poses AD>BC. If C=0, we recover inertia trgectories. If
C#0, we recover uniformly accelerated trgjectories with
a=C/\JAD-BC.
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=[sdow(N)) and, on the other hand, (Hy)
=[17dV(T\y). Itisasif the created particles were carrying
no energy flux [1,17,18].

To sum up, the difficulties of the Davies-Fulling model
for uniformly accelerated trajectories are as follows.

(i) Unregulated and infrared diverging overlaps, Egs. (33).

(ii) A diverging expression for (N,,), the mean number of
particles created.

(iii) A vanishing local flux, athough pair creation transi-
tion amplitudes do not vanish.

(iv) When one considers the scattering by two uniformly
accelerated mirrors with symmetrical trgjectories, i.e., which
both obey UV=—1/a?, the (unregulated) overlaps B dso
vanish, together with the local flux. From [19], one could
infer that these settings form a perfect interferometer. This
cannot be exactly the case since the two mirrors live in two
causdly uncorrelated regions. This issue will be fully dis-
cussed in a forthcoming paper [15].

B. The switching function g

To avoid the difficulties listed above, we shall use our
sdlf-interacting model, based on Egs. (15) and (20). We re-
quire that the switching function g(7) be continuous, differ-
entiable, and it decrease sufficiently rapidly for large 7. A
choice we find very convenient and shall adopt is

g( T) — e*27] cosh(ar) — a” n[aVc|(7)+]JaVC|(T)], (34)
where 0< <1 is a dimensionless parameter which controls
the switching time.

g(7) can be interpreted in two different ways: either as
governing how the interactions with the mirror are turned on
and off, or as a mathematical regulator which properly de-
fines the transition amplitudes Ai“]?”’/ ,Bﬁ“’/ . This second in-
terpretation implicitly relies on the limit 7—0 (see Appen-
dix B). In the body of the text, we shall use the first
(physical) interpretation of g(7).

The features of g(7) are the following (see Fig. 4).

(@) A plateau of height 1 centered around 7=0 and of
width equal to

2[In(27)|

a (35)

2T=2mg, _o~

(b) Slopes which are maximal and equal to a/e+ O(5%)
forar==x(aT+In2).

(c) An exponentially decreasing tail. We shall see that this
extremely rapid decreasing behavior (~e~ e "‘) is sufficient
for having a finite Minkowski flux on 7 *.

We now compute the Rindler and Minkowski Fourier
components of g since they will reappear in the expressions
of the transition amplitudes. They are given in terms of the
modified Bessel functions:

1 e —2pcosh(ar) ikt 1
9=5- dre”" e :aKiua(zﬂ),

(36)
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FIG. 4. Here are presented two g(7), both for a=1. The solid
line is with In 7=—20 and the dashed line with In »=-18. One
sees that the size of the plateau islinear in In 7 whereas the lope is
independent of #. This remark will be crucial when considering the
Rindler energy emitted by the mirror (see Sec. Il1).

1 jwdv e n(av+ ]JaV)ei oV

ngﬂ 0
L ! Ki(2nyl-iwl/an). (37)
= Vi-iwlan).
am \1-iolan nen e

In the ultraviolet, for A>a and w>al7, the Rindler and
Minkowski components decrease, respectively, as

Ao

o] ~ (@) e ™, (38)

0—®

9. ~ (@) e ™7 (39)

From Eq. (38), one sees that the ultraviolet behavior of the
Rindler component is independent of . Thisis a direct con-
sequence of point (b), which states that the maximal slope of
the switching function is independent of 7 when expressed in
proper time 7. From Eq. (39) one finds instead that the ultra-
violet behavior of the Minkowski components is damped by
the regulator 7.

C. Regularized amplitudes and particle content

Given g(7) of Eq. (34), the transition amplitudes can be
explicitly caculated. They are given in Appendix B and, as
expected, they are well defined. Nevertheless, we will not
work with these amplitudes characterized by Minkowski fre-
quencies since they are not convenient for computing the
expectation value of ohservables. Similarly, we will not work
with the transition amplitudes with Rindler frequencies even
though they are simply expressed in terms of g, of Eq. (36).
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It turns out that it is more convenient to express the fluxes
and the energy in terms of transition amplitudes containing
one Minkowski and one Rindler frequency. More precisely,
these amplitudes mix Minkowski and "*Unruh” quanta. The
Unruh modes ¢} are linear combinations of positive fre-
quency Minkowski modes and eigenmodes of Rindler en-
ergy \ (see [5,13] and Appendix C).

These “mixed” transition amplitudes® are given by the
matrix elements of the scaltering operator with the
Minkowski operator a!, and the Unruh one &) :

Al =(0]a, ¢ m8)"|0),,
BJ),=(0/al,b}e'"n0). (40)

To first order in gy, using Egs. (15), (20), (63), and (78), we
get

ig ) .
Axg* __ ?; oM (1—e 278y (1 —jwlay)”(L-Ma2

XKi-inva(2nV1-iwlan), (41)
i .
BYXI% w}\/(l_e—Zm\ a)(l_iw/an)—(lﬂ)\/a)/Z

XKitiva(2ny1-iwlan). (42)

Moreover, as shown in Appendix C, the U and V Unruh
modes coincide when evaluated along the trgjectory. There-
fore BYY=B"Y, and similarly for A,

Using these amplitudes, the mean Minkowski energy
emitted to 7, can be written

0 + oo
<Hxﬂ>=4j0 dwwf_ dn[BYY[?

=J:dwj+:d)\ hw(w,\; 7). (43)

The number 4 before the first integral means that processes
involving U or V particles and U or V antiparticles equally
contribute to the mean Minkowski energy emitted to 7, (or
TR).

The exact computation of (Hy),) will be performed in the
next section. In the following, we shal study hy(w,\,7)
=40[BYY|? to give a qualitative understanding of (H)}).
The usefulness of the mixed representation is that the behav-
ior of hy(w,\;7) in the (w,\,7) space is quite easy to ex-
plain. The starting point is that the norm of BYY decreases as
e 2712 for |\|>a, as expected from the correspondence
mentioned in footnote 3. Hence, the relevant range of \ is

%These scattering amplitudes make contact with the transition am-
plitudes of a uniformly accelerated detector coupled to the radiation
field & [5,6,7,13,20]. For instance, the spontaneous emission am-
plitude of a two-level atom with an energy gap AM is equa to
(0VN) *BYS \-am: see Eq. (2.48) in [13].

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

centered around 0 and of extension a few a's. When \ be-
longs to this interval, the following analysis applies.

First, 7 acts as a regulator: the Minkowski frequencies
which contribute to hy belong to the interval

answséaly, (44)

where £ is a numerical factor. Its value is ~0.50 when one
uses the mid height criterion: hy(w=¢al/y,\;7)/hy(w
=a,\;7)=12 with \ belonging to the relevant interval.

Secondly, within the range given in Eq. (44), hy hardly
depends on o, as shown in Fig. 5. Hence, for any given
value of 7, one can first trivialy perform the integral over
from an to éa/». The vaue of this integra is given by
hu(o=a,\;n) X &alp, since n<1.

Thirdly, the height of the plateau hardly depends on 7 (see
Fig. 6). This can be understood from Eq. (A4): when Eq.
(44) is satisfied and when <1, B is independent of 7.
Hence, one can take the limit »—0 to estimate how hy,
depends on \. In this limit, the scattering amplitudes obey

VVn—>0 \ v
By — I goem\la_ o~ TVa Yn s (45)

where y),=(¢", &) isgivenin Eq, (C6) of Appendix C. In
this case, we get
hy(o=2a,\; 17)=4w|Bx\}\/ 2

2
. (46)

A

eﬂ)\}a_ e VE]

2ma

thereby recovering the above mentioned Boltzmann expan-
sion law for [\|>a. Thus the mean energy can be approxi-
mated by

vy_ 2" Ay

<HM>_§77 B d)\hM(w_av)\ln)
2,3

it 47)

Although the numerical factor is not exactly determined (be-
cause of the ambiguity of defining &), we will seein the next
section that the factor gZa°® and the scaling in 1/7 correctly
define the behavior of (Hy;) when 7<1 (the exact value of
£is 3/8 instead of 1/2).

So far, by the introduction of the switching off function
[Eq. (34)], we have solved the first two problems listed in
Sec. 11 A. Indeed, the transition amplitudes (expressed in the

*In this, we recover what was found for an accelerated detector;
see Sec. 2.4 of [13]. In that case, the Minkowski frequencies that
contribute to the processes are the Doppler frequencies that resonate
with the energy gap AM when the interactions are turned on, i.e,,
those that satisfy w=€*"AM for —T<7<T. Moreover, within that
range, the transition amplitudes do not depend on w and the limit
7—0 can be used to estimate the amplitude, as in Eq. (45).
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FIG. 5. Here we show hy(w,A=0.15; ) in terms of Inw and
In 7. One sees clearly that the surface exhibits a “plateau” of con-
stant height which is limited by the lines Inw==Iny.
hy(w,\; ) is given in arbitrary unitsand a=1.

Minkowski, Rindler, or mixed representation) are now well
defined in both the infrared and the ultraviolet, and the en-
ergy emitted is no longer infinite. The third and last point,
i.e., the issue concerning the local fluxes, is the subject of the
next section.

I11. LOCAL MINKOWSKI AND RINDLER FLUXES

Inthe Davies-Fulling model, the flux is given by Eg. (29).
Itisalocal function of the trajectory Uy (V) and its deriva
tives expressed at the advanced time V. This result relies on
the time independence of the coupling. Indeed, this feature
no longer occurs when the coupling to the radiation field is
switched on and off.

To compute (Tyy) of Eq. (23) we first put together the
two terms quadratic in gg. This is appropriate when comput-
ing local properties in space-time because it leads to a Sim-
plification since this gives rise to a commutator which is
local. Then the flux reads

(Tw(V))==21m{{0[ Ty Lin|0)}
+Re((O[Lind Ty ,Linl 0)) (48)

=(Tw (V)1 +(Tw(V)).. (49)

(Note that al disconnected diagrams automatically cancel in
this expression.) Both terms are governed by the second de-
rivative of the Wightman function, Eq. (27),

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

FIG. 6. Here we show hy(o=1\;7) interms of A and In 7.
One clearly sees that the energy density hy, is independent of 7.
This comes from that the fact that we compute it “within the pla-
teau,” i.e, for ap<w=a<aln. Agan, hy(o,\;7) is given in
arbitrary units and a=1.

1 1

Aoy Wy(V=V") =~ E m

(50)

Using this function, they read

(Tw(V)1=- 272

XIm wa dTg(T)Vg'(T)[V—Vd(r)—ie]“ ,
(51)
<TW<V>>2=9—‘2’Re f 97
2m* - [Vglr)-V-iel?
X j_:drg(r)a\,ﬁ(vd(r)—v)
i
>< .
([Vol(T')—Vd('r)—le]2
Ug(n)Ug(7") i )
Va(r)Vy(") [Ug(7') Uc|(T)—ie]2 ’
(52)
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where an overdot designates a derivation with respect to the
proper time. The function dy comes from the commutator

i
[av<1>*,av,<1>]=[av<1>,av,c1ﬂ]:EM(V—V'). (53)

To evaluate the integrals, it is appropriate to use the
dummy variable V=V4(7) and to define a new function

G(V)=Vy(AVDg(V]), (54)

which can be interpreted as the effective coupling constant

when using V asthe time. Using this function, one can evalu-
ate Egs. (51) and (52) by integrating by parts until the expo-
nent of the pole is unity. All boundary contributions vanish if
g(7) decreases faster than e, a condition satisfied by the
switching function we chose in Eq. (34). If g(7) decreases
more slowly than =27, the expectation value of Ty isill
defined. Hence it appears that the condition g(7) &0 for
7—*o is a necessary condition for having well-defined
Minkowski expressions.

Concerning Eq. (51), after three integrations by parts, the
|ast integration is trivially performed by using Im{(x—ie) ™%}
=7&X). Concerning Eq. (52), the two terms within the pa-
rentheses are equal. In order to compute this expression, one
first performs the integral over 7 by using the function dy,é.
Then, asfor Eq. (51), one integrates by parts until one getsa
first order pole.

Grouping the results for Egs. (51) and (52), one obtains,
for V>0,

1
(Tw(V>0))= 500G~ 85( GG +20,G,G)]
(55)

gZ
= o (@B ). (56

For V<0, one gets (Tyy)=0 as expected since the V<0
pat of J, is causaly disconnected from the mirror
trgjectory.

5We would like to briefly comment on causality. When computing
the flux in a causally disconnected point with respect to the trajec-
tory, one must obviously find zero [20]. This is trividly the case
when one expresses, in Eqs. (24) and (25), the transition amplitudes
as integrals over the proper time 7 and first performs the integral
over . However, in the absence of a regulator, one loses causality
when inverting the order of the integrations. This can be seen from
the unregulated amplitudes where the fact that the mirror wasin the
R or L quadrant is lost [see Egs. (B4)] in Appendix B. The advan-
tage of g(7) isto give rise to transition amplitudes [see Egs. (B1)],
wherein the prescription of the pole governed by #» keeps control of
causality. The same remark applies to the amplitudes in the mixed
representation defined in Eqgs. (41) and (42). When using them to
compute the flux, causality is kept. Because of the analogy with the
transition amplitudes of an accelerated detector, causality is aso
preserved by regularizing these amplitudes [see Egs. (25), (26), and
(63) of [7]).

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

In Eq. (56), we have separated the flux into two parts, a
square term which will lead to a positive Minkowski energy
(Hy)=J72dV(T\y), and atotal derivative which does not
contribute to it [note the similarity with (T4} and (T}, of
Eq. (23)]. When using the coupling function of Eq. (34) and
Egs. (56) and (A1), one can obtain an analytical expression
for (Hy,):

2.3
Jod
(Hi= "5 [B7°Ko(4n)+ (457 + 21 Ky(47)

—877°Ka(47) = 37*Ks(47)+ 7'Ks(47)].

(57)
When taking the limit »—0 one obtains
7—0 g2a3 1
vy 207 -
(Hi) = Tg7 5 O (58)

Hence, up to a numerical factor, we recover the result of Eq.
(47). It is interesting to see how the pathological features of
congtant coupling reemerge when taking 7—0. In this limit,
the effective coupling constant of Eqg. (54) obeys G(V)
=aV. Hence Eq. (55) gives a vanishing flux whereas (Hy,)
clearly diverges [see Eq. (58)].

To complete the analysis of the transients, we now com-
pute the Rindler flux [(T,,)=(dV/dv)%(Tyy))] in terms of
the Rindler advanced time v=(1/a)In(aV). This anaysis
clearly establish that the Rindler energy carried by the tran-
dent effects is insensitive to the duration of the interaction
and depends only on the rate of switching on and off the
interactions. From Eq. (55), we get

a2
(Tou(0))= {0020+ 96079+ 2(3,0)}

1
= 1oL~ 9009+ 05(94,9+ 24,05]9)]
(59)

%

- E[az(‘;vg)2+<&gg)z]+av[]

(60)

Asfor the Minkowski energy (Hy;), Eq. (60) shows that one
also obtains a positive Rindler energy (Hy)=/"Zdv(T,,).
Using g given by Eq. (34), the Rindler energy is

2.3
_ G2

(Ha)==—1"Ka(47), (61
7—0 2a3
(HY) —— o+ Ol (6

In Fig. 7, we have plotted the Rindler flux when the
switching function g is given by Eq. (34). We previoudy
noticed that the slope of g(7) does not depend on 7. Asthe
dlope determines the Fourier content of g, , one understands
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why we obtain a nonvanishing Rindler energy even in the
limit »— 0. We could have chosen different switching func-
tions g(7) such that their sope would tend to zero. In the
limit, we would have found (Hg)=0, as for a constant cou-
pling. However, in this case, we would necessarily have ob-
tained a diverging Minkowski energy (Hy,), since the con-
dition g(r)ed"—0 for r—+o would not have been
satisfied. Hence (Hg) cannot be sent to 0 if one requires a
finite (Hy,).

CONCLUSIONS

By considering the self-interacting model defined by Eq.
(15), with F givenin Eq. (20) and g(7) givenin Eq. (34), we
have solved al the difficulties listed in Sec. 11 A: The trans-
mission amplitudes are well defined and given in Eqgs. (41),
(42), and (B1), the mean energy flux isgivenin Eq. (57), and
thelocal flux in Eq. (55). All these quantities are regularized
by the parameter » which controls the switching on and off
of the coupling through Eq. (34).

The important lesson which emerges from this analysisis
the following: When expressing (Tyy) interms of Aand B as
in Eqs. (24) and (25), the regulator » should be sent to 0
after having integrated over k, w, and o' In this, we recover
what was found in [22] when evaluating the energy density
in the Rindler vacuum. If instead one first sends 7—0, the
unregulated expressions of the scattering amplitudes are so
poorly defined that one even loses causality and crossing
symmetry (see Appendix B). Therefore, in the presence of
horizons, or more generally when the mirror enters or leaves
space-time through null infinities, it is mandatory to consider
the scattering amplitudes as distributions and not only as
functions of frequencies belonging to [0, +c°].

In addition, by expressing the scattering amplitudes in the
mixed representation [see Egs. (41) and (42)], we have made
contact with the physics of a uniformly accelerated detector.
Indeed, its absorption or emission transition amplitudes are
given by the same functions as the scattering amplitudes in
the mixed representation. This strict correspondence estab-
lishes that the physics of uniformly accelerated systems is
dominated by the kinematics, namely, (near) stationarity with
respect to proper (Rindler) time and (near) singular behavior
due to the exponentially growing blueshift effects associated
with uniform acceleration.

APPENDIX A: BESSEL FUNCTIONS

In this appendix we recall some features of the modified
Bessdl functions K ,(z), where (v,2) e C (see [21], p. 374).
They can be expressed by the following integral representa-
tion:

K,(z)= J dt @729 cogh(pt), (A1)
0
where |arg(2)|< /2. For ke Aand ve R, one has
k
P v — a—imkor—k
(zaz {ZK,(2)}=e"""27K,(2), (A2
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FIG. 7. Here is plotted (T,,(v)) as a function of av=In(aV),
for a=1 in arbitrary units and for two different values of 7. The
switching function has been taken for In =-6 (solid curve) and
In 7=—8 (dashed curve). Notice the two following properties. The
flux is significantly nonzero within the transients only. The ampli-
tude of these transients is independent of the duration of the inter-
actions governed by 7.

14|k . ks vk
(Zﬁz) {z77K,(2)}=e"Z27"K,1k(2). (A3

We also recall the asymptotic behavior of the K's for small
and large arguments:

7—0
Ko(z) ~ =In(z)
=0 (p) (2\"
and K,(2) ~ 2(2) for R(v)>0 (A4)
whereas

K, (2) ~ Vwl2ze™® for dl ». (A5)

APPENDIX B: REGULARIZED
TRANSITION AMPLITUDES

The aim of this appendix is to give the exact expressions
for the regularized transition amplitudes in terms of
Minkowski frequencies. The main virtue of the regulator 7 is
to define them without ambiguity. The direct evaluation of
Eqgs. (19) with g(7) defined by Eq. (34) gives
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- Aigo V]wo'| 77
AZ\:)’f=5(w—w)—7 e Ka(X) where
X=29yl-i(0—w')lay, (Bla)
4igy V|wo'| 772
VV_70 e ’
B, = - a X,ZKZ(X) where
X'=2pJ1l-i(w+w')lany, (Blb)
0o V|wo'
avvr- S | |K0(Y) where
ww ,n- a
Y=2\(wlatip)(-w'la=iyp), (Blc)
i0y \V|wo'
g =% | |K0(Y’) where
0w ,n- a
Y'=2\(wlatip)(w'la=in). (B1d)

Two important remarks should be made. Because these am-
plitudes have been regularized, they possess analytical prop-
erties which guarantee that they obey crossing symmetry,
that is,
Allx — g
/elﬂ

oo’ 0,0

(B2)

(see [23] for exploiting this symmetry in studying acceler-
ated detectors). Secondly, had the mirror followed the accel-
erated trajectory in the left quadrant rather than in the right
one, the corresponding transition amplitudes would have
been obtained by simply replacing » by —#.

We wish also to stress that g(7) can be considered as a
mathematical regulator which properly defines the transition
amplitudes. Consider, for instance, Bxf), . Using Eq. (34), it
is given by

0o’

BV o Voo de\/%ei[(wﬂn)V—(w’—iq)laZV]. (83)
a Jo

One clearly seesthat the integral is now well defined for both
V-0 and V-,

Finally, it isinteresting to take the limit »— 0 to see how
one recovers the singular amplitudes that one would have
obtained with a constant coupling. Using Egs. (B1), in the
limit 7—0, we get

Wi Y @ Vwo'|
Aww'*}(s(a} ® )+ Zwa(w—w')z’ (B4a)
w 1% Voo
S Ly s (B4b)
VUs i9o V|‘”w/| . \/|ww,‘
Avr_ 20 Ko -2i ,
0o T a a

(B4c)
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VU igO \/|ww" \/|“"°/|
B, —— Kol 2 a .

0o’ T a 0

(B4d)

Although the choice of our Lagrangian, based on Eq. (20),
has removed the infrared divergences, the A terms are clearly
ill defined, as in the origina Davies-Fulling model. More
importantly, crossing symmetry and causality are both lost if
one uses these unregulated amplitudes. This clearly estab-
lishes that the Bogoliubov coefficients must be conceived as
distributions, or at least as analytical functions of w and ',
and not merely as functions defined from [0, +[. Thus the
limit 7—0 should be performed only at the end of the cal-
culation, after having performed al integrations. This is be-
cause the limit »— 0 in general does not commute with these
integrations.

APPENDIX C: THE UNRUH MODES

By definition, the *“Unruh” [5] modes &, and &)’ possess
the following properties. they are made of positive
Minkowski frequency modes only, whatever is the sign of \,
and they are eigenfunctions of iaVdy (or —iaUdy) with
eigenvalue \. They are thus well adapted to study uniformly
accelerated systems since they are eigenmodes of id,=\
where 7 is the proper time calculated along the accelerated
trgjectory.

Since the Unruh modes form a complete and orthonormal
basis, one can define in a canonical way the corresponding
annihilation and creation operators of particles and antipar-

ticlesal, al", b}, and bl

8=(5,.0), B=(,.0", ()
where the subscript i stands as before for U and V. Hence,
the scalar field can be decomposed as

-3 o). ©@

i=UV J-»

Note that the integrals over \ cover the entire red axis.
The Unruh modes are analytically expressed as follows:

[a(V—ie)] ™2
ey (V)=lim —— (C3)
-0 VAm\(1—e 2™3)
. v efin
:fo do m\/ﬁ’ ©
with

No=(00,8)) (C5)

- F(—I)\/a) (8 iNa g ve

~ Jami sjnh(ar)\/a)\ al  \2raow
=) T* (C6)
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Notice that the regulator € in Egs. (C3) and (C6) playsarale
similar to # in the text: € is needed to properly define the
energy density in the Rindler vacuum [22].

When considering U modes, we get similar expressions
with Y =4"* . Finally, when evaluated along the acceler-
ated trgjectories, within the right (R) or the left (L) quadrant,
U and V Unruh modes coincide and are given by, in R,

V=Vi(7)=e¥a,
U=UR(r)=-e 273,
e—i}\T

Vam\(1-e ™)’

and y(V)=¢p(U)= (C7)

PHYSICAL REVIEW D 67, 024021 (2003)

andinlL,

V=Vg(r)=—e *a,

U=UY(7)=e?"a,

cl

ei)\r

(@)
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We study the correlations between the particles emitted by moving mirrors. To this end, we first analyze
(T(X)Tap(x")), the two-point function of the stress tensor of the radiation field. In this we generalize the
work undertaken by Carlitz and Willey. To further analyze how the vacuum correlations on 7~ are scattered
by the mirror and redistributed among the pairs of particles produced, we use a more powerful approach based
on the value of T, which is conditional on the detection of a given particle on 7 *. We apply both methods
to the fluxes emitted by a uniformly accelerated mirror. This case is particularly interesting because of its
strong interferences which lead to a vanishing flux, and because of its divergences which are due to the infinite
blueshift effects associated with the horizons. Using the conditional value of T, we reveal the existence of
correlations between the particles created and their partners in a domain where the mean fluxes and the
two-point function vanish. This demonstrates that the scattering by an accelerated mirror leads to a steady
conversion of vacuum fluctuations into pairs of quanta. In the last section, we study the scattering by two
uniformly accelerated mirrors which follow symmetrical trajectories (i.e., which possess the same horizons).
When using the Davies-Fulling model, the Bogoliubov coefficients encoding pair creation vanish because of
perfectly destructive interferences. When using regularized amplitudes, these interferences are inevitably lost,

thereby giving rise to pair creation.

DOI: 10.1103/PhysRevD.67.024022

INTRODUCTION

It is now well understood that the scattering of a quantum
radiation field by a noninertial mirror leads to the production
of pairs of particles [1-3]. However, up to now, most studies
have been restricted to the analysis of mean quantities such
as the expectation value of the stress tensor (T ,,(x)), i.e.,
the one-point function. This analysis is very restrictive in that
most of the information concerning the correlations among
particles is ignored. In particular, (T ,,(x)) cannot be used to
identify the relationships between the particles and their part-
ners.

In this paper, it is our intention to go beyond the mean
field approach. To this end, we first study the (connected part
of the) two-point function (T ,,(X)T,s(X')). In this, we
complete the analysis undertaken by Carlitz and Willey [4]
and Wilczek [5]; see also [6,7]. Our motivations are the fol-
lowing. First, since T,, is the source of gravity, if one
wishes to go beyond the semiclassical treatment, i.e., Ein-
stein equations driven by the mean (T ), it is imperative to
gain some experience concerning the two-point function
since it governs the metric fluctuations about the mean back-
ground geometry [8-11]. Secondly, we wish to relate the
analysis of (T,,(X)T,(X'))c to an alternative approach
[12-14,3] of correlations which was used to reveal the
space-time distribution of the correlations among charged
pairs produced in a constant electric field and among Hawk-
ing quanta emerging from a black hole. This method is based
on the value of T ,, which is conditional on the detection of
a specific quantum (or specific quanta) on J*. We shall
show that the two approaches are closely related and that the

*Email address: obadia@celfi.phys.univ-tours.fr
TEmail address: parenta@celfi.phys.univ-tours.fr

0556-2821/2003/67(2)/024022(18)/$20.00
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PACS number(s): 04.62.+v, 03.70.+k, 04.70.Dy

second one is more powerful for identifying the correlations
between the particles and their partners. Finally, the quantum
correlations within the fluxes emitted by a mirror constitute
an interesting subject per se.

In this respect, it is particularly interesting to study the
correlations in the fluxes emitted by a uniformly accelerated
mirror. Indeed, these fluxes possess, on one hand, strong in-
terferences which lead to a vanishing mean flux and, on the
other hand, very high frequencies associated with the diverg-
ing blueshift effects encountered when the mirror enters or
leaves space-time. In order to tame this singular behavior,
one needs to abandon the original Davies-Fulling model [1]
and use a self-interacting model described by an action [15-
17]. In this paper, we shall compare the two-point functions
computed with the Davies-Fulling model and this self-
interacting model.

Because of the strong interferences in the case of uniform
acceleration, we shall see that the analysis of the two-point
function is not sufficient to properly isolate the correlations
among the particles produced. To complete the analysis, we
therefore use the conditional value of T,,. By an appropri-
ate choice of the detected quantum on J*, we unravel cor-
relations among the two members in a produced pair even in
domains where the mean flux and the two-point function
vanish. These correlations show that the scattering by a uni-
formly accelerated mirror leads to a steady conversion of
vacuum fluctuations into pairs of particles, something which
could not be seen from the expressions of the mean flux and
the two-point function, which both vanish. Another nice
property of this alternative approach is that the wave packet
of the detected particle can be chosen in such a way that the
former regularization of the scattering amplitudes is no
longer necessary. We hope that this double and complemen-
tary analysis of observables in the presence of very high
frequencies can lead to a better understanding of “trans-

©2003 The American Physical Society



N. OBADIA AND R. PARENTANI

Planckian” physics, i.e, the fact that Hawking radiation
[18-21,14,11], and cosmological density fluctuations [22,23]
arise from ultrahigh energy configurations.

Findly, to illustrate the necessity of using regular scatter-
ing amplitudes, we study the scattering by two uniformly
accelerated mirrors which follow symmetrical trgjectories
(i.e., which possess the same horizons). When using the
Davies-Fulling model, the Bogoliubov coefficients govern-
ing pair creation identically vanish. This vanishing follows
from perfectly destructive interferences between the two mir-
rors, a phenomenon related to what Gerlach [24] caled a
perfect interferometer, and which was also found when con-
sidering the fluxes emitted by two accelerating black holes
[25,26]. When using regulated amplitudes, we show that
these interferences are inevitably lost and that the total en-
ergy emitted is the sum of the energy emitted by each mirror.
It thus appears that the perfect interferences are an artifact
due to the oversimplification of the description of the scat-
tering. A similar conclusion can be reached when taking into
account recoil effects [15,27]. This further legitimizes the
use of regulated scattering amplitudes.

We have organized the paper as follows. In Sec. |, we
recall the basic properties of the self-interacting model. Sec-
tion Il is devoted to the study of the two-point correlation
function. In Sec. 111, we compute the conditional value of
T, In Sec. IV, we study the scattering by two uniformly
accelerated mirrors. (It should be noted that this last section
can be read independently of Secs. | and Il as it concerns
mean fluxes and not two-point functions.)

|. THE LAGRANGIAN MODEL

In [17], our aim was to obtain regular expressions for the
fluxes and the energy emitted by a uniformly accelerated
mirror. To this end, the scattering of the scalar field @ by the
mirror was described by a self-interacting model based on an
action.

The action density is localized on the mirror trgjectory
x4(7) where 7isthe proper time. To preserve the linearity of
the scattering, the density is a quadratic form of the field ®.
Since the field is massless, infrared divergences appear in the
transition amplitudes. To get rid of these problems, it is suf-
ficient to use a density which contains two time derivatives.
The interacting Lagrangian we shall use is

Lm0 droto) [ 076 e

xdigdiz'(a Ot oo+, 00" 1)
dr dr 0 T

= —goj drg(7) (3,97 9,0+0,® 9,07).

Here, g, is the coupling constant. The real function g(7)
controls the time dependence of the interaction. When the
interaction lasts 2T, its normalization is given by [drg(7)

PHYSICAL REVIEW D 67, 024022 (2003)

=2T. The two terms in the parentheses imply that L, is
chargeless. Hence the transition amplitudes will be invariant
under charge conjugation.

We work in the interacting picture. Therefore, the charged
field evolves fredly, i.e,, according to the o' Alembert equa-
tion

O®(t,2)=4dydy®(U, V) =0. )

Since the field is massless, it is useful to use the lightlike
coordinates U,V=t¥z. Thefreefield ® can be decomposed
a

> dw . .
UV =J ale iVigVeioV
U= et

+bL‘:Tein+bl/)Tein). (3)

The annihilation and creation operators of eft and right mov-
ing particles (and antiparticles) are constant and obey the
usual commutation relations

[@al1=d8(0-0'), [b)b]]=5180-0"),
4

where the indices i, stand for U and V. All other commuta-
tors vanish. In the interacting picture, the states evolve
through the action of the time-ordered operator Te'tin, When
the initial state is vacuum, the state on J™ is given, up to
second order in gg, by

(il-int
2

2
Tetaj0)=[0)+iLef0)+ o)+ D). (5
Theket |D) contains terms arising from time ordering. These
terms do not contribute to the total energy emitted (see [16]).
Hence we drap |D) from now on.

When working in the vacuum, to obtain the mean flux
(T,,) and the two-point function (T, T ) to order gs, itis
sufficient to develop the scattering amplitudes to first order
in go. To this order, the amplitude describing the scattering
of an incoming quantum of frequency ' to an outgoing of
frequency o is given by

ALt =(0la, (L +iLia)}|O), ©)
where the subscript (), means that only the connected graphs
are kept. Similarly, the spontaneous pair production ampli-
tude reads

B! =(0[alb! iL;0). (7

Both nonlocal and local objects are easily obtained in
terms of A and B. For instance, to order g3, the mean number
of spontaneously created left moving particles of frequency
w is given by

(NG =(0lLing, 2, Linl0) = fo o’ (B [+ B )
®
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Then, the (subtracted) integrated energy is, as usua,

(=2 "o w(N). 9

0

The factor of 2 stands for particles + antiparticles, which
contribute equally. One can aso compute the local flux of
energy. The corresponding operator is Tyy=dy® ' oy®
+ay® ay®". Its vacuum expectation value is given by

(Tw(V))=(0| e7iLi"‘Tvvei L‘”“ 0)c—(0[Tw[0)

2>

* Joo' .,
j f do do'——-e i@ -0V
izov ) Jo 27

fo dk B! Bﬁj,k)

—ZRE{ J J‘dwdw’ﬂe
izov ) Jo 2w

f dkAL? B,

X

—i(w' +0)V

X

) : (10

We have subtracted the average value of Tyy in the vacuum
in order to remove the zero point energy. When integrated
over al V, thefirst term of Eq. (10) determines the (positive)
energy (HY) of Eq. (9). The second term clearly integrates
to 0.

The above model can easily be related to the origina
Davies-Fulling one [1,2], where the field obeys

OoU,V)=0 and ®(V,V4(U))=0, (11)

where V4(U) is the mirror trgjectory expressed in null coor-
dinates. On the right of the trgjectory, the Bogoliubov coef-
ficients are given by the overlaps between initial V modes of
frequency w defined on J and out modes of frequency o’
defined on Jq :

0=y ™ eu )=~ f T i@ﬂ
" C = Are 4o’
(12)
B )
e griol_gio'Vy(V)
:_f_m du \/ﬁmuﬁ_ (13)

Two properties are worth remembering. In the Davies
Fulling model, when starting from vacuum, the flux of en-
ergy emitted by the mirror is given by Eq. (10) with sz
and B respectively, replaced by e, and B, , ad

o'
AXYUBZ\“') sent to zero. Secondly, A%Figo%w' and

BSZ;Z —1goB.. for al trejectories V=Vy(U) when using

®Tig.® instead of 9.B%9.0+9.D3. DT in Eq. (1) and
when putting g(7)=1, see [17] for more details.
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FIG. 1. The Penrose diagram of space-time around an inertial
mirror. Since we are concerned with the correlations between J5
and J7 , the dashed region is of no interest.

Asshown in this reference, these two properties guarantee
that (Tyy(V)) behave similarly whether one uses the La
grangian or the Davies-Fulling model to describe the scatter-
ing. It is only for trajectories that lead to singular fluxes
when using the Davies-Fulling model that the two descrip-
tions can significantly differ because the coupling function
g(7) inEq. (1) can be chosen so as to obtain regular expres-
sions.

I. THE TWO-POINT CORRELATION FUNCTION

To analyze the quantum correlations anong the particles
emitted by the mirror, we first study the two-point function
of T,,. Given the Lagrangian defined in Eq. (1), when aU
quantum is detected on j; (the right-hand side of J*; see
Fig. 1), its partner can be either aU or aV quantum, emitted,
respectively, toward g or J, .

In this section, for reasons of simplicity, we mainly focus
on U/V correlations and study the two-point function
(TyuTwy)e - Indeed, in the absence of the mirror, these cor-
relations vanish. Hence, if (TyyTyy)#0, it results from the
scattering and not from preexisting correlations which exist
in the vacuum (see Sec. Il A). This is not the case for
(TyyTyy)¢ Which originates both from the scattering and
from preexisting correlations. Moreover, since these two
channels interfere, the expressions are much more compli-
cated.

A. Initial correlationson J~, before the scattering

On Jg , when the trgjectory does not enter space through
it, the field is unscattered. Therefore, when working in the
vacuum, the two-point function is given by

Cua V.V =(0[Ty(U=—2,V) Ty (U' = —,V")|0),
1 1
472 (V-V'—ie)*
(14)

=[20ydy WV, V') JP=
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Tvy

FIG. 2. The Penrose diagram of space-time around a uniformly
accelerated mirror in the left Rindler wedge. As before, we consider
only configurations on the right of the tragjectory.

where the subscript ¢ means that only connected graphs are
kept and where W,(V,V') is the V part of the vacuum
Wightman function

WiV, V')=(0]@(U=—2,V)dT(U'=—2,V")|0)

—iln(V—V’—ie). (15)
4

Equation (14) is valid for the Davies-Fulling model and
for the Lagrangian model. It applies both for an inertial and
for a uniformly accelerated mirror in L, since the past null
infinity J lieson the past of the mirror (see Fig. 2). Had the
mirror entered space through 7 , a prescription should have
been adopted to define the in vacuum on 7y in the presence
of amirror (see Sec. | B in[17]).

B. Correlations between J~ and J+

When the field isinitialy in vacuum, the correlations be-
tween 7~ and J* are governed by the (connected) two-
point function
CH(UV)=(0[Tyy(U,V=+2)Tyy(U'==2,V")|0).

(16)
In this expression, written in the Heisenberg picture, only
Tyy is evaluated on J*. Hence, in the interacting picture,
C*(U,V") is given by
C*7(U.V")=(0le™ " Tyy(U)e"nTyy(V')]0)e.,
(17

where Tyy and Tyy are now expressed in terms of the free
field of Eq. (3). To second order in the coupling constant and
when neglecting again the |D) term of Eq. (5), we get

C*(UV)=(0/LinTuuLinTwlO0)c

) (Ol(LinLinTuut TuuLinkind Twl0)e.-

(18)
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To compute this expression, it is convenient to introduce the
functions

F(U,V")=i(0|dy®(U)ay®T(V')Liyl0) (19)
= _f fxdw do’ Voo’ BUY g-ilaUta'V)
0 Qg oo
(20)
and
G(U,V')=i{0]ay®(U)Lindy ®*(V")]0) (21)
=J dew dw'iww,AUerfi(‘”Uf“’,V').
0 477 0o
(22)

From these equations, we see that F is expressed in terms of
the pair production amplitude B whereas G is a function of
the scattering amplitude A. Using Egs. (19) and (21), one can
rewrite the correlation function in the following form;

C* (UV)=[F*(UV)+GUV)]%. (D)

Before applying Eq. (23) to inertial and accelerated tra-
jectories, it is interesting to compute Eq. (16) in the Davies-
Fulling model. In this case, one gets

CoE (U =2 dydy Wi (U,V)]2

1 (dV,/dU)? ”
Ar? [Vy(U)-V' i)

where the relevant part of the scattered Wightman function is
given by

WEE (UV)=(0[0(U,V=+2)@T(U'=~,V")|0)

1
:EM[Vd(U)—V'—ie]. (25

Equations (23) and (24) show that the two-point function
is not real. In this regard, it is worth making the following
remarks. First we note that C;.~ diverges only when V'
—Vy(U), i.e, a the classical image point. Similarly, we
shall see that C*/~ of Eq. (23) also divergesin this limit but
is otherwise finite. The fact that no regularization is needed
to evaluate it follows from the fact that only connected
graphs have been kept in Eg. (17).

Secondly, we note that the imaginary character of Cgé’
arises only from its singular limit. The sign of e encodes the
fact that only positive frequencies enter in the Wightman
function Eq. (15). Therefore, on one hand, the limit e—0
can be taken when evaluating the two-point functions when
V' #V4(U). On the other hand, however, thei e prescription
must be kept when using C*/~ to obtain the correlations of
integrated operators, eg., (HUTyy) where HU=[dUT,.
Indeed, the definition of the integral over U requires that the
limit e—0 be taken after having performed the integral; see
[28], where it is shown that the same procedure should be

024022-4
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used to properly evaluate the energy in the Rindler vacuum.
In this sense, the two-point functions should be viewed as
distributions.

1. Inertial mirror

In the case of an inertial mirror, the canonical® trajectory
reads V4(U)=U. The corresponding space-time diagram is
pictured in Fig. 1. In the Davies-Fulling model, using Eq.
(24), the two-paint function reads

1 1

472 (U-V'—ie)* %)

e (ADE
The small distance divergence comes from the vacuum con-
figurations emerging from J a V' and which have been
reflected on the mirror at V' =Vy(U)=U. We therefore re-
cover the divergence which existed in the vacuum on 7~
[see Eq. (14)].
To compute the corresponding two-point function in the
Lagrangian model, we use Eq. (23). Equations (19) and (21)
applied to the inertial trgjectory give

Finea(U,V")

+ o
= _Zigoj dt g(t)&u‘?twvac(u vt)O”V’athac(V’at)

-

. (@7)

_—2igoj+*dt 0 1
am? ) O Ui (V—t-ie?

—

Ginert(U:V,)

+ o
=~ 2ig, f 0t 9(6) I Wige( U,y Wag L")

_—2igoj+°°dt ot 1 -
“ a2 ) Y T e eV e

To obtain local expressions for Fie and Gipert, WE EXpress
g(t) with its Fourier components and perform the integra-
tions over t by the method of residues. Since the Minkowski
vacuum contains only positive frequency, it is appropriate to
decompose g(t) as g(t)=g. (t)+g_(t) where g, contains
only positive frequencies:

g+(t)=f dog,e"
0
with
1 [+= .
gwEﬁJ‘ dtg(t)e" (29)

Then we get

Generally, inertial trajectories read V(U)=|¢|(U—Ug)+V,.
They dl provide the same two-point functions by applying U’
=\[€[(U-Ug), V'=(V-Vo)/\[4.
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9+(U)
(U-V'-ie)?

9+(V")
(V' -=U-ie)?

_ %

FrenlUV') == 1

U

+dyr

] , (30)

9+(U)
(U-V'-ie)?

9-(V")
(V' =U+ie)?

9
Ginen(UV') =~

d
4|V

\4

] . (31)

To obtain the value of C;é,}(u ,V') off the image point
U=Ugy(V')=V’', we can take the limit e—0. Using Eq.
(23), we get

2

. (32)

9
+/- ' _
Cinert(UvV )|E=0_(4Tr)2 d

9(V)
(U-V)?

u

where ©(U) is the Heaviside function. Two remarks should
be made. On one hand, when g(t)=1, one recovers Eq. (26)
up to two differences. The first oneisthe gé prefactor due to
the perturbative expansion. The second one is the power of
the pole (of order 6 instead of 4). This discrepancy arises
from the fact that we have taken a Lagrangian with two time
derivatives [see Eq. (1)]. Had we taken the current J
=% 3.0 instead of 9,0 9.9 +9.® 9,97, wewould have
obtained a fourth order pole in Eq. (32). However, in that
case, the expressions in the Fourier transform, i.e., Egs. (20)
and (22), would have been divergent in the low frequency
limit.

On the other hand, when g(t) possesses a compact sup-
port, the correlator identically vanishes, as it should do by
causality, when the outgoing configurations (here the U con-
figurations) lie outside the support of g(t), i.e, when they
cross the trajectory without being scattered by the mirror.
Hence, unlike in the Davies-Fulling model, C;;(U,V’) is
not symmetric in U,V'.

2. Classical scattering by a uniformly accelerated mirror

Wefirst look at classically reflected configurations, i.e., at
configurations that have support for V' <0 and U>0 when
the uniformly accelerated trgjectory follows Vy(U)=
—1/a%U in the left Rindler wedge (see Fig. 2). This situation
corresponds to what we just analyzed for an inertial trgjec-
tory.

In the Davies-Fulling model, the relevant part of the
Wightman function, Eq. (25), is given by

1 _
Wit U V') = 7O (U)In[ - U(@*V) - V' ie].

(33)

Then, Eq. (24) gives
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- 1 (1/a?U?)?
CDF,unif acc(U'V )=—0(U)

47 [-U(&%U)-V'-iel*

(34)

up to an ill-defined singular contribution on U=0. Using the
Rindler coordinates

1 1
v =-_In(-av’) and u=_ln(@u), (39

the “Rindler” correlation function is
Ctuitaod UL 1) =(Tuy(U) Ty (v1)

du|\?(dv'\? ,
dT,IL m CDF,unifa:c(UlV)

2
a? 1

87 snha(u - v —ie)2]

(36)

When comparing this expression” to that of an inertial trajec-
tory, Eq. (26), one finds the following correspondence: Eq.
(36) is exactly the expression one would have obtained for
CAL™ inthe case of an inertial mirror in athermal bath with
T=al2m (see[5]). Thisis no surprise since the scattering of
Rindler modes by an accelerated mirror is identical (in fact
trivial when using the Davies-Fulling model) to the scatter-
ing of Minkowski modes by an inertial mirror, and since the
two-point function W,,. of Eq. (15) is therma when ex-
pressed in terms of Rindler coordinates. We shall now verify
that the same correspondence applies to the Lagrangian
model.

When applying this model to the uniformly accelerated
trjectory, Eqgs. (19) and (21) give

_2| a4 ! o
ZA002 el W | drg(r)
(16m)?

-

Funifacc(U:V/):

1
X
snh[a(u, — 7—i€)/2]

1
>< . . H
snha(v, - 7—i€)/2]

(38)

A\We note that a similar expression has been obtained by Carlitz
and Willey [4] in the case of the trajectory — kU =In[—xVy(U)].
When defining — kv| =In(—&V") for V' <0, their result reads

K2 1

2
C+/— va’ Sl | - 37
DF,CW( ) 87 Sinhz[K(U_vl’_—ie)IZ]} &
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Gunif accU V’)—_ZigoaAea(“ﬁ‘“L)J'MdTg(T)
unif acc\ ™~ (167T)2

—®

1
X
snh[a(u, — 7—i€)/2]

1
X .
snha(r—v| —ie)/2]

(39

Asin the inertial case, one can perform the integrals when
using the following decomposition:

+ o0

1 1
= (40)

snhd(x) === (x—inm)?’

and by introducing the function

- o g}\e*i)\r
g+(T): J_w d\ 1_e—2ﬂh/a

with

1 [+ _
0= 2wﬁ drg(r)e’, (41)

and g_(7)=g%(7). We get

2
, o & -
Funifacl U,V ):_Ezea( L~

( g.(u) )
dy | = )
H sinh? (a/2)(u, —v, —i€)]

( 5+(v[) H
+d,| — - s
L\ snh?[(a/2)(v] —u_—i€)]
(42)
9o &

Gunifacc(Ulvr): - E Zea(vL_u")

( g.(u) )
Iy | - ,
H sinh? (a/2)(u, —v, —i€)]

y ( g-(v]) )
‘U s (al2)(v] —u +ie)]) |
(43)
Since g.(7)+g_(r)=g(), when taking the limit e—0,

the correlation function reads

9

(4m)?

a2

2
) ( g(u) H
47 dnh(ar2)(u —0])]] |

(44)

+/- I _
Cunifacd UL V)=
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e v Low (Va?U?)?
DRt =50 g2 [~ U(@2U) -V —ie]*

(34)

up to an ill-defined singular contribution on U=0. Using the
Rindler coordinates

1 1
v[=—5ln(—av’) and ungln(aU), (35)

the “Rindler” correlation function is

o UL ) = T Tun(e)
du\?(dv’\2 " |
) d7u|. divl/_ CDEUﬂifacC(U,V)

2
a? 1

|87 sin[a(u v/ -1 )12

(36)

When comparing this expression? to that of an inertial trajec-
tory, Eq. (26), one finds the following correspondence: Eq.
(36) is exactly the expression one would have obtained for
CAL™ inthe case of an inertial mirror in athermal bath with
T=al2w (see[5]). Thisis no surprise since the scattering of
Rindler modes by an accelerated mirror is identical (in fact
trivial when using the Davies-Fulling model) to the scatter-
ing of Minkowski modes by an inertial mirror, and since the
two-point function W, of Eq. (15) is thermal when ex-
pressed in terms of Rindler coordinates. We shall now verify
that the same correspondence applies to the Lagrangian
model.

When applying this model to the uniformly accelerated
trajectory, Egs. (19) and (21) give

_2|go

Funitacc(U, V'
umfacc( ) (1677)

+w
“L‘”L)J drg(7)

1
X
snh?a(u, —r—ie)/2]

1
>< i)
snha(v, - 7—i€)/2]

(38)

A\We note that a similar expression has been obtained by Carlitz
and Willey [4] in the case of the trajectory — kU= In[—xVy(U)].
When defining — kv| =In(—«V") for V' <0, their result reads

+/- ) Kz 1 )
87 sinh k(U—v| —ie)l2]

Corew(U,v; 37
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—2igga’

Gunifacc(UrV/) (1677)

+oo
“L‘”L)f drg(7)

1
X
snhZa(u, — r—ie)/2]

1
X .
snh¥a(r—v| —ie)/2]

(39

As in the inertia case, one can perform the integrals when
using the following decomposition:

+ oo

1 1
sinh%(x) :n;x (x—inm)?’ “

and by introducing the function

to g}\e*i)\f

§+<T>=f dA

1-e” 27\la
with

1 (+=»
0= EJ drg(re, (41)

—

and g_(7)=g% (7). We get

r
av, -up)

9o 2
Funifacc(UvV/) TZ

g+ u)
H sinh?(a/2)(u —v| —i€)]

( 9:(0]) )]
dyr| — - ,
Ll sinh?(a/2)(v] —u —i€)]
(42)
L

7ea(v|,__uL)

Gunif acc(UvV,): - 47 4

( g.(u) )
"\ sinh? (al2) (u, —v] —i€)]

43

) ( g_(u])
‘U sinh?[(al2)(v] —u  +ie)]

Since g.(7)+g_(7)=g(), when taking the limit e—0,
the correlation function reads

9%

(4m)?

a2

2
2, ( g(u) )
4 snh(@i2)(u )]/ |

(44)

+/- _
Cunifacc(uvali)_
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T

FIG. 3. In these Penrose diagrams, we show the equivalence between the correlations between 7 and J with U<0 and those between
Jr and 7| . Sincethe latter identically vanish, so do the former. Thisis also the case in the fifth diagram which represents U/V correlations

on J* when U<0 (see Sec. 11 C).

as expected from Eq. (32) and the correspondence between
accelerated systems described in Rindler coordinates and in-
ertial systems in a thermal bath.

Moreover, when g(7) is a constant, we recover that the
only differences between the two-point functions obtained in
the Davies-Fulling model and in the Lagrangian model con-
cern the g3 prefactor and the additional proper time deriva-
tive. In fact these relations are generic since they directly
follow from the fact that, when g(7) is a constant, the scat-
tering amplitudes of Eqs. (6) and (7) are proportional to the
Bogoliubov coefficients obtained in the Davies-Fulling
model [see Egs. (33) in [16]].

3. Other correlations on the right of an accelerated mirror

When the mirror is uniformly accelerated, in addition to
the “classical” scattering analyzed above, there exist three
other sectors since both 7~ and J* cover two Rindler
patches.

Let us first examine the trivial correlations between 7~
and J*. They are obtained for U<O and any V', i.e., below
the past horizon of the mirror (see Fig. 3). Not surprisingly,
these correlations identicaly vanish. Indeed, causdity tells
us that these correlations are equal to the (null) correlations
between U and V vacuum configurations evaluated on 7~ :

ctm(u<ov)=Cc'm(u<ov")=0. (45)

The last and most interesting case corresponds to the cor-
relations between U>0 and V'>0. In the Davies-Fulling
model, the correlation function is again given by Eq. (34).
Indeed, the Wightman function given in Eq. (25) is valid for
any V'. Then, given the Rindler coordinate on the other side
of the horizon V=0,

v&zgln(aV’), (46)

one can rewrite the correlation function in the following
way.

a2 1

+/- |
Comntax Yo%) 7 SRl @Dt u)]

(47

This result can be obtained by analytically continuing Eqg.
(34) according to V'—V'e™'". It is the ie prescription
which specifies that the continuation should be performed in
the lower plane. In terms of Rindler coordinates, it amounts
to applying v — —vg+iw/a in Eq. (36). This anaytica
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continuation also applies to the Unruh modes[3] and follows
from the fact that the Minkowski vacuum contains positive
frequencies only.?

In the interacting model, since V'>0 lies in a discon-
nected region for the trajectory, the field expressed a this
point commutes with the Lagrangian. Hence, one has

F(U>0V'>0)=G(U>0V'>0)

il
_ 2Igoj e—a(véﬁuL)J
(16m)

+ o
drg(7)

1

X
snh?a(u, - 7—i€)/2]

1
X , : (49)
cosh{a(vpt r—i€)l2]
Thus, Eq. (23) gives
Cil (U>0V'>0)=4{REF(U>0V'>0)]}?,
(50)

which is red, like Cgé' in Eq. (47). The corresponding
Rindler two-point function is given by
2
Cl]rn/i;mc(uL vvll?): 0
)

2

a g(uy)

4 &”L( cosh?[(a/2)(u, +vi)]

} 2
(51)

It is interesting to notice that Eq. (51) could have been ob-
tained in two different ways. On one hand, Eq. (51) follows
from Eq. (47) by applying the generic relations between the
two models. On the other hand, Eq. (51) could have been
obtained from Eq. (44) because the (regularized) scattering
amplitudes [see Eq. (A7)] obey crossing symmetry which
follows from the stahility of the Minkowski vacuum and
which allows one to deform the integral over o’ so as to
obtain Eq. (49).

Since Egs. (47) and (51) do not concern the classical re-
flection on the mirror, they never diverge. In fact, they are
expressed only in terms of pair creation coefficients which

decrease in the ultraviolet regime like Bxi,~e‘“m/a.
Nevertheless, they are peaked around u_ +vg=0 with a

spread governed by l/a. This locus corresponds to V=
—Vg(U). This maximum indicates that the configurations

%This continuation aso applies for the trgectory «U
=—In(-«V) for V<0. When defining xv;=In(«xV") for V'>0,
Carlitz and Willey noticed that

C+/7 (U r) KZ 1
) e e sam—
PROVEZIRT 87 cosh k(U+up)/2]
isthe analytical continuation of Eg. (37).

2
(48)

PHYSICAL REVIEW D 67, 024022 (2003)

FIG. 4. This diagram illustrates the fact that the correlations
between Ty, and Ty, when U>0 and V'>0 are peaked around
V=-Vy(U), that is, on the other side of the horizon a V=0, and
symmetrically with respect to the locus of classical reflection given
by V=V(U) [see Egs. (47) and (51)]. The diagram also illustrates
the fact that, by causality, C*'* of Eq. (59) is equal to C*/~ of Eq.
(47) when U>0 and V'>0.

which give rise to the “partner” of an outgoing quantum,
found for U>0, are vacuum configurations which are sym-
metrically distributed on the other side of the horizon (see
Fig. 4).

This result is somehow paradoxical in the case of a uni-
formly accelerated mirror because it indicates that pairs are
steadily produced (in terms of the proper time) in a domain
where the mean flux (Tyy) vanishes (instead, the steady
character of Eq. (48) causes no surprise since the correspond-
ing (Tyy) is thermal and constant [4]). To clarify the situa-
tion, we shall analyze in Sec. Il the correlations between U
and V configurations by using the aternative method based
on the conditional value of T,,, . Before doing o, it is inter-
esting to analyze the correlations between 75 and 7, .

C. Thecorrelationson J*

We now look at the U/V correlations on 7+, that is,
CHHUV)=(0|Tyy(U,V=+2) Ty (U’ =+2,V")[0),.
(52)
In the interacting picture, the two-paint function reads

C* (U V)= (0l "inTyy(U)Tyu(V')€{0)..
(53)

To second order in go, we get
C*(UV)=(0lLinTuuTwLind0)c
~Re[{0[ TyyTwLinkin/0)c].  (54)

Notice that the second term behaves like the second term in
the mean flux [see Eq. (10)]: it vanishes when integrated
over V' (or U). Moreover, when applied to an accelerated
mirror it leads to a vanishing C*/*(U,V") [as the second
term in Eq. (10) leads to a vanishing mean flux] when the
coupling is constant and when U and V' are hoth in the
causal future of the mirror.
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Equation (54) guarantees that C*/* is real and only de-
pends on F defined in Eq. (19):
CHH UV =[F*(U,V")+F(U,V")]?
=4{RdF(UV')]}* (55)

Since it arises only from pair creation amplitudes, this guar-
antees that it is finite, as for Eq. (51). When the trajectory is
inertial, Eq. (30) gives

2

% a(u)
C'+/+ U V/ —
e (U2 @m?| \(u-v?
R
y <\?'—u>2 (56)

When g(t) is constant, C;Q vanishes for every couple of
points (U,V"). Thisisasit should be: inertia systems do not
radiate when their coupling to the rediation field is constant.
Moreover, when g(t) varies, Eq. (56) is finite even in the
coincidence image limit, that is, V' —Vy(U). In this limit,
one gets

. %
lim CHr(U,V)=
VU |nert( ) (24

This equation should be added to Eq. (95) in [16] which
gives the mean flux emitted by this inertia mirror.

When applied to a uniformly accelerated mirror, Eq. (53)
dependsonthe sign of U and V'. By causdlity, in three of the
four cases, C*/* can be expressed in terms of the correlation
functions previously computed between 7~ and J*. The
fourth case is the analogue of the configurations studied in
the inertial case, Eq. (56). We first discuss the three other
Cases.

Sincethe V' >0 part of 7, is causally disconnected from
the trajectory, one has

)] T

)

CJr/Jr

unif acc

(U<0V'>0)=C -

unif acc

(U<OV'>0)=0,
(59)

according to Eq. (45) (see Fig. 3), and

+1+
Cunif acc

(U>0V'>0)=Cl- (U>0V'>0), (59)

given in Eq. (51) (see Fig. 4). Moreover, the U<0 part Jq
is also disconnected from the trgjectory. Hence, one obtains

+1+
Cunif ac

(U<oV'<0)=C-

unif acc

(V'<0,U<0). (60)
By direct evaluation, one gets
CJn/if_acc(UI’_1UR):CJn/if_acc(uL:v|,_rvézzuR): (61)

where —aU=e %R and —aV' =e~ %L and where the right-
hand side is given by Eg. (51).

The last and most interesting correlations are encountered
when the supports of Ty, and Ty, are both in the future of
the trgjectory, i.e, for U>0 and V'<0. In the Davies

PHYSICAL REVIEW D 67, 024022 (2003)

il l\“\«

s
A

0 ‘I\\\"/’u“-‘

83

FIG. 5. Cjili (UL ,v,) when g(7) is given by Eq. (A2) and in
arbitrary units. We choose a=1 and In =—4. The two peaks are
located for u, =v, =*(In27), when the coupling is switched on
and off; see Eq. (A3).

Fulling model, the two-point function is identicaly zero
since the mirror is perfectly reflecting. Instead, the Lagrang-
ian model provides a nonvanishing result. In terms of
Rindler coordinates, Egs. (42) and (55) gives

9(2) g(up)
C+/_+ , N — X
it U 01) (47)? ? L((4/a2)sinh2[(a/2)(uL—v[])
. ( g(v}) ) ?
" (4la?)sinh? (al2) (v ~u)]) |

(62)

Equations (56) and (62) enjoy similar properties. Indeed,
Cult . dso vanishes when g is constant and when g(r)
varies, it is finite in the coincidence image limit

2

(ijr)z[wﬁ;az&ugg(un]z.

; ++ N _
lim Cyif aeeUp 0() =

UI,_—'UL

(63)

Equation (62) is an illustration of Grove's theorem [29,3]
which states that the fluxes emitted by a uniformly acceler-
ated system behave like those emitted by the same system
when it is inertial and in a therma bath. Indeed, Eq. (62)
follows from Eq. (56) by replacing Minkowski coordinates
by Rindler ones and the vacuum two-point function by its
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TABLE |. The two-point functions between 7~ and 7 for auniformly accelerated mirror in L. They are
of three diffevent results. C*/~ identically vanishes for U<0, since this corresponds to causally disconnected
outgoing fluxes. On the contrary, C*/~ diverges in the coincidence image limit, for V' =Vy(U). Finally,
C*'~ isfinite in the remaining case which corresponds to the correlations between a U quantum and its V

partner (see Fig. 4).

2

16m\" - , 1 1
aTgO it aoc UV ") U=-—e "0 U=—e>0
1 ) olw) )
I _Zaa 0 o |l—
Vi=mge <o “L(sinhzua/z)(uL—v/L)]
2

1, U
V'=—g¥R>0 0 a, SV
a t COShZ[(a/Z)(uL+v,’;)]

thermal expression. One has only transient effects when the
switching function varies. This is illustrated in Fig. 5 where
one sees that the two-point function possesses two peaks
localized in transients.

In brief, the lessons we obtained from the analysis of the
two-point function are the following (see Tables | and I1).
For an accelerated mirror, the mean flux and the two-point
function in causal contact, Eq. (62), are concentrated in the
transients. Hence they both vanish in the limit g(7) —const
and in the Davies-Fulling model. However, this is not the
case for Eq. (59). Moreover, since the latter is a function of
U +ug (i.e, 7—7') when g(7) isaconstant, thisindicates a
steady production of particles. To understand the origin of
this discrepancy, we shall analyze in the next section matrix
elements of T, which contain more information than the
two-point function.

[11. QUANTUM CORRELATIONS REVEALED
BY “POSTSELECTION”

To further analyze the correlations we now apply a second
method. Two different Situations are considered.

In Sec. ll1 A, the selection of the fina configurations on
J* (heresfter called " postselection” to conform to the jar-
gon) is imposed from the outset. This method is straightfor-
ward and |eads to the answer we are searching for, namely, to

identify why C*/* in Eq. (62) vanishes whereas C*/* of Eq.
(59) indicates a steady pair creation rate.

In Sec. 111 B we shall nevertheless present another way to
perform the postselection: we shall couple the radiation field
to an additional quantum device and then postselect the state
of the latter. The justification of this second approach is that
the resulting expression for the conditional value of T,,, will
establish a clear relation between the traditional approach
based on the two-point function and the unusua one based
on the conditional values. We shall see that the conditional
value is a kind of point-split and smeared version of the
two-point function previoudly analyzed.

A. The conditional value of T,

To compute the conditional value of an operator, one first
chooses some final configurations on J* (in our case, a
wave packet representing a particle emitted toward 7).
This defines a projector P in Fock space. Then, in the
Heisenberg picture, the corresponding conditiona values of
T,, reads

_(O[T,,,PlO)

(0[T,.,PlO)
_<0|T/LV|O>+/L7

(0[PI0)

w7 {0lPlo)

For further details concerning the physical meaning of the

(connected) matrix element of T,,, we refer to [14].

TABLE I1. The two-point functions on 7 * for a uniformly accelerated mirror in L. C*/* vanishes for
disconnected configurations V' >0 and U<0. In the three other casesit isfinite everywhere asit results from

pair creation amplitudes only.

2
16m , 1 1
(2) CorifaocU) U=-—-e %<0 U=Ze>0
ago a a
2 2
9w)) g(uy) )
I _ T a-a) o\ ——————— —— | +{u =]
Vi=mge o l L(oosr12[<a/2><uR+vo] ] [ | sintP{(a/2)(u, - ()] o)
2
L 0 glu) )
Vi=geo " cosr @2 (u o],
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1. The choice of the wave packet

To obtain simple expressions for (T,,,)p in the case of a
uniformly accelerated mirror, we shall postselect a one-
particle state described by a superposition of ““Unruh” [30]

modes ¢\ . (We recall that they are eigenmodes with respect
to the proper time 7 evaluated aong the trajectory and su-
perpositions of positive frequency Minkowski modes; for
further details see[30,17].) We have chosen this state for two
reasons. First we want to detect a particle which is produced
by the scattering on the mirror, i.e., we want | ) to be or-
thogond to theinitial state, the Minkowski vacuum |0). This
requirement prevents us from working with Rindler quanta
since they are present in this vacuum. The second reason is
obvious: the stationarity of the scattering is expressed in term
of eigenmodes of id,=\ which is a Rindler frequency.

Moreover, we choose to perform the postselection on
Jr ., in causd contact with the mirror, i.e, for U>0 (see
Fig. 2). The sdlected state is thus of the form

+o .
|\I/)=J d\ XN ou oyt (65)

—0

where |0)+P jis the vacuum with respect to U particles and

ay! is the creation operator of an Unruh U particle. The
function f is normalized as follows:

= "alodomreL e

It is also important to mention that |¥) does not fully
specify the state on 7. Indeed, since we are interested in
determining the partner of |¥), we do not specify what isthe
state of particles emitted to 7, nor the antiparticle states.

Therefore | ) defines a projector P%LU (in the sense that

P;J—LUP;J—LU: P?—LU) which only determines the U particle sec-

tor:

P =|w)(¥|o1a",B" b, (67)
since 1[a",bV,b¥] is the identity operator for the particle
states on 7, and the antiparticle states.

To obtain analytical expressions, we choose the function f
to be

o e o (N7

fON; N, o,u) )=
( : Vann(e®™2-1) \27mo

x\snh?(mha)X N[\,o].  (68)

The first factor corresponds to an Unruh quantum centered

around u, =u, with a mean frequency given by \. The sec-
ond factor has been chosen so as to obtain analytical expres-
sions for the conditional values and the third factor ensures
that | W) is normalized according to Eq. (66). Since we want

to detect the particle well localized around uy, i.e., around
aU=e1>0, A\ must obey
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A<0 and |\|/as1. (69)
The first condition arises from the fact that Unruh modes of
negative Rindler frequency live mainly in the L sector. The
second condition guarantees that the second peak of the

wave packet found around U= -U<0 is negligible. We re-
cal that wave packets built with Unruh modes possess two
peaks. The relative weights of their norms is the thermal
factor e~ 27\ encoding the Unruh effect.

Before computing the conditional value of the flux, one
enquires into the Minkowski frequency content of |¥). To
this end, we compute the probability to find a one-particle
state of Minkowski frequency w:

2

1

) -
(0layP, a7]0)= f A\ £ (0, U) P

(70)
where
. INQYE) o\ Mg
Nno=(0/2;8;"0)= - :
' )\ / am a V27wa
A sinh(m7\/a)
(71)

In the limit |ﬂ/a> 1 the stationary phase condition gives

N R 72
g=A-I N e (72)
The norm of the overlap is maximum when the imaginary
part of A, vanishes. Thus_\\l’)_is made of Minkowski fre-
quencies centered around w=|\|e®t. The spread in w is
oe L, When g<a, our wave packet is thus well peaked
both in Minkowski frequencies and in space-time.

2. The conditional values of the fluxes

To obtain the connected part of the conditiona value, we
first compute the denominator of the second term in Eq. (64)
which gives the probability of detecting our chosen quantum.
To the second order in gy, it is given by <O\LimP%LaLim\0>.
Since | W) is expressed in terms of Unruh quanta, it is appro-
priate to reexpress the transition amplitudes in terms of these
rather than Minkowski quanta as in Egs. (6) and (7). The
resulting amplitudes will be denoted B,, . We have sup-
pressed the upper indices U,V because they are al equal.
Moreover, they simply depend on the Rindler Fourier com-
ponents of g():

~B>\>\’E<O|555Xi Lint‘0>
=(0[a\b)iLin|0)
AN

=i * (73
go\/)\(6217)\/61_1))\!(62‘7}\’/a_1)g)\H\ ( )
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Then the probability reads

u,
<O|Lintpigl-int|0>

+ o -~ -
=2HJ dhd\'du Bl By, P OVFV).

(74)

We must now veify that the matrix elements computed with

~BM converge. We remind the reader that, when computing
the average value of the fluxes, convergence was provided
by the asymptotic decreasing of g(7), namely, g(7)—0
faster than =@ (see [17]). In the case of conditional val-
ues, an ultraviolet frequency cutoff can be provided by f(\),
which characterizes the postselected wave packet. When this
is the case, one can safely consider the limit of constant
coupling: g(7)=1. In this limit, we get

~ 190 ,
B“’__TW’MH ). (75

When using f givenin Eq. (68), the Gaussian weight guar-
antees that all expressions are well defined in the ultraviolet.
Moreover, Eq. (68) leads to analytical expressions for the
probability and the conditional values of the flux. However,
since these expressions are rather complicated, we shall
present only their behavior in the limit |\ |/a>o?/a? in ad-
dition to Eq. (69) (this condition means that we work with
well peaked wave packetsin \). In this limit, the probability
reads

(OLP Linf0)=2g302e 2702 (76)

which isindependent of the value of uy , thereby indicating a
steady production of particles weighted by the thermal factor,
as expected from the general analysis of Appendix C in[14].
[The corrections to Eq. (76) and the following equations are

O(a/\).]
The connected part of the conditional vaues of the flux is

(T,U,V>PC:<Tuv>g5.+<T/Lv>gmnav (77)

where (T ,,)b* isthe flux carried by the postselected particle
and (T,,,)B™ that carried by its partner. When P is given
by Eq. (67), (T,,,)b* is purely outgoing and consists in ma-
trix elements of aa¥" and aVbY. It possesses two maxima
for U=U and U= —U, which are related to the probability
of measuring the position of the postselected wave packet.
Moreover, as for Hawking quanta emerging from a black
hole, it is complex [14].

The “partner” term of Eq. (77) is more interesting. To
second order in gy, it is given by

u
(T >parmer <0‘LintTp,VP)TITD.Lint‘O> (78)
uv/P ==
(OlLiwP Linf0)
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Unlike the ps. term, (T ,,)8™™ contains both U and V
fluxes. Moreover, since the scattering amplitudes of Eq. (73)
are identical for U and V modes, one has (Tyy(U))5"™
=(Tyy(V=—U))F"™ Explicitly, one gets

2

(Tw)p= UL '
<O|Limpfyvl-im|0>

+o - -
2“ d\ A\ By F(V) gy

(79

where ¢, is the mode associated with the Unruh operator
@, . This part of the conditional flux consists only in matrix
elements of bVb"". Having postselected a wave packet made

with a only, this guarantees that the “partner” term is real.
In the right quadrant, for V>0, the Rindler flux is

o\~
<TW(UR)>garmer: \/|Je_(UL+UR)202. (80)
m

In this_, we find a behavior very similar to that of
C**(u_,vg) of Eq. (59): C*'* dso exhibits a constant

maximum for vg=—u, (see Table Il). The width is here
given by 1o instead of 1/a asin Eq. (59), because of our
choice of the window function f(\) in Eq. (68). The simi-
larity of (T,,(vg))F*™ after having postselected a U quan-
tum at u, with C*'*(u_ ,ug) should cause no surprise: the
first term of Eq. (54) isdominant and Ty actsin it as P does
in Eq. (78).

However the correspondence with the two-point function
islost when computing the conditional value in the left quad-
rant, for V<0. Whereas C*/*(u_,v|) vanishes for g(r)
=1, we obtain

(Ty(vL))F™e= ﬂe‘(EL‘UL)sze— 2ehla (g
o

which is smaler than Eq. (80) by the therma factor

e~27M/2 The origin of thislossis asfollows. In Eq. (53) the
postselection induced by T,,(u,) isstrictly confined in the L
quadrant. Hence it is insensitive to the transients (located on
U=0" in the limit g—const) which contain al the emitted
particles. On the contrary, the postselection carried by |¥)
specifies that one Unruh quantum be present on 75 . This
prescription is sensitive to the particle content of the tran-
sents. In fact, all wave packets made with only positive
Minkowski frequency modes are sensitive to these transients,
since there exists no such wave packet that can vanish in a
Rindler quadrant.* Had we postselected a superposition of L

“The first explanation of the compatibility of a null mean local
flux with the readings of a particle detector was made in [31].
Grove proved that the detection of particles produced by a uni-
formly accelerating mirror occurs only if the detector is switched on
in the causal future of the transients; see also [32] for a similar
observation in a dightly different context.
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FIG. 6. In this figure, the intensity profile of the postselected
wave packet is drawn as a dashed curve. The corresponding values
of the partner conditiona fluxes are represented by solid curves.
The U/V symmetry of these fluxes is manifest. The dotted and
dashed straight lines schematically represent the characteristics fol-
lowed by the partner configurations.

Rindler quanta only, we would have found that
(T, (00)) ™ identically vanished, exactly like C*'* in
Eq. (62). The origin of this null result can be traced back to
Eqg. (54). When one postselects only L Rindler quanta, the
contribution of the second (interfering) term cancels that of
the first term. Instead, when imposing that a superposition of
Minkowski quanta be found on 7, the second term van-
ishes since the postselected state is orthogonal to the
Minkowski vacuum.

We learned from this analysis that, being loca in U,
C*'*(u, ,v}) isan extremely coherent object whose vanish-
ing results from fine-tuned interferences. The slightest modi-
fication of the scattering, e.g., recoil effects [15,27] or
switching off effects, would break these interferences. This
leads to a nonvanishing result whose content of Unruh
quanta tells us that the pair creation process is stationary. In
conclusion, the two-point correlation function vanishes be-
cause, on one hand, it probes only locally the final configu-
rations, and, on the other, the description of the scattering is
too smplified.

When looking at the partner conditional flux on 7 , one
obtains the same expressions as in Egs. (80) and (81) with
v—Uu

o\ -~
<TUU(UR)>Eanner: Jt_}—(ul_MR)ZgzY (82)
m

o\ - _
<TUU(UL)>EBHHE!’: Je’(“L’UL)Zﬂze*ZwN/a' (83)
m

From these, one sees that the U partner of a U postselected
wave packet lies mainly on the other side of the horizon U
=0 (see Fig. 6) and is distributed in a way that once more
displays the stationarity of the process.

In conclusion, we notice that the transition amplitude
B, of Eq. (75) is unchanged if one now considers the scat-
tering by a mirror moving in the right quadrant. Hence, one
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would obtain exactly the same conditiona fluxes. To obtain
expressions which depend on the side in which the mirror
lives, one should consider time dependent coupling. This is
the subject of Sec. IV. Before doing so, we shall consider
another way to implement the postselection which will re-
vedl the relations between the conditional fluxes and the two-
point function.

B. Postselection by an additional quantum device

Another way to implement the postselection is to intro-
duce an additional quantum system coupled to the field on
the right of the mirror. In what follows, we shall use an
inertial two-level atom [2,3] positioned at z=congt, on the
right of the mirror. The transitions of the two-level atom are
described by the lowering operator A(t)=e™'™A and its
Hermitian conjugate. Here, m is the energy gap between its
ground (|—)) and excited states (|+)). One has A|-)=0
and Aj+)=|-).

To make contact with Sec. 111 A, we couple the detector
only to U quanta. This is achieved by the following action:

LA=—f0J dU f(U)(a,®VT Ae" ™+ g,dY ATe™Y),
(84)

Here, f, is the coupling constant and f(t) is area function
which governs how the interaction is turned off and on.

Instead of Eq. (64), we consider the value of the energy
flux (Tyy) which is conditional on finding the detector in
its excited state a t=+c when the initial state is [0)®|—).
The postselection is imposed by applying the projector II
=|+){(+] at t=+c°. To second order in f, in the Heisen-
berg representation for the evolution governed by L, we
obtain

<0|Tvvﬁ|0>c

(Tw)u=(0[Tw|0)+ (olfilo)

, (85)

where

Ti=(=|LaIIL -)

+o _ ,
=f3” du du’ f(U)f(U")e ™U-Ug a1 4, 0.

—

(86)

In the connected part of the conditional flux, the time order-
ing of L with L is such that L , can always be sent to the
future of the evolution operator Te'lin since the detector is
on the right of the mirror and since it responds only to U
quanta. In the interacting picture, the second term in Eq. (85)
is
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o . ’ . .
f f dU du’ f(U)f(U")e " ™MU-Y)(0|e i gyd T oy, D Tyye'tim|0),

(Tvv> Mc=

This expression should be compared to the two-point func-
tion of Eq. (53) and to the former conditional flux [see Eq.
(78)]. Two limits can be considered. In the first limit, f is
localized in space-time, i.e., f(U)=6(U—Uy). In this case,
the numerator gives the two-point function C*/*(Ug,V) of
Eq. (53) whereas the denominator gives the mean value of
Tyu .- Inthe second limit, the Fourier transform of fe™ '™V is
“local” in the energy space, i.e, T(w)=58(w—m). In this
case, the particle detector is switched on for al times and is
sensitive only to Minkowski quanta of frequency m. Then,

up to an overall constant, the projector 11 reduces to the
normal-ordered counting operator P,,=a%’aY . When acting
on one-particle Minkowski states, it thus acts as the projector
of Eq. (67).

We have thus proved that the conditional value, Eq. (87),
generalizes the notion of correlation functions as it interpo-
|ates from the local two-point function (Tyy Tyy) to the glo-
bal correlation (a2 T,) which relies on the notion of a
patticle. The intermediate cases correspond to smeared and
point-split expressions; see [33,34] for similar considerations
on smeared correlation functions.

IV. SCATTERING BY TWO ACCELERATED MIRRORS

In this section, we study the scattering by two accelerating
mirrors which follow symmetrical trgjectories in the R and L
quadrants (see Fig. 9 below). In Sec. IV A, using the (un-
regulated) Davies-Fulling model, we show that the Bogoliu-
bov coefficients encoding pair creation identically vanish.
Their vanishing arises from perfect interferences, in very
much the same way as in the perfect interferometer of
Gerlach [24]. In Sec. IV B, we prove that these perfect inter-
ferences are an artifact of the unregulated description in
which the coupling of the mirror to the radiation field is
grictly constant. In Sec. 1V C, we show how this singular
regime can be approached (but never fully redized if one
ingists on keeping regularity) by fine-tuning the coupling
congtant.

A. The Davies-Fulling description
In the Davies-Fulling model, the mode scattered by the
two mirrors is given by

—ioVy(U)
ViTw

for all U. Indeed, the peculiarity of two symmetrica uni-
formly accelerated trajectories is that Vy(U)=—11a’U is
valid for al vaues of U (and V), asin the case of asingle
mirror which originates from i ~ and endsin i *. If only one

e

e (U)=- (88)

((0fe™"nfie'tin|0)/£5)

accelerated mirror were present, the support of Vy(U)=
—1/a%U would be restricted to half the real axis.

The Bogoliubov coefficient “*R82"* encoding pair cre-
ation is given, as usudl, by the overlap between ¢ and an

out mode of frequency o’ [see Eq. (13)]. Thus one has

LB = B T Bour (89)
where "8 (?B) is the Bogoliubov coefficient one would ob-
tain when considering only one mirror. Moreover, since [2]

i
R =—Ki(2\wo'la)=="BL0, (90)

the total Bogoliubov coefficient “*Rg"", vanishes for
vaues of w and w’. Thus the total energy emitted

(HV)= L do wfo do'|FTREUVH|2 (91)

vanishes as well, since it is given in terms of the square of
LYY RBUY and not in terms of the sum of their squares.
Therefore, (Hy,) vanishes because of the perfectly destruc-
tive interferences between the scattering amplitudes.

In brief, in this description, no pair is created, i.e., the two
mirrors have no effect on the vacuum configurations, exactly
like an inertial mirror. This cancellation is directly related to
what Gerlach called a perfect interferometer [see Eq. (125) in
[24]]. It is also related to the canceling effect found by Yi
[25] when considering the asymptotic radiation emitted by
two accelerated (charged) black holes.

It is important to verify that this result is not due to the
fact that the mirrors are perfectly reflecting. In fact, it isaso
obtained when using partialy transmitting mirrors in con-
stant interaction with the radiation field. This is easily veri-
fied by using the interacting model. In this case, each mirror
is coupled to the field by a Lagrangian given by Eq. (1) with
coupling parameter gh(g) and switching function g*(r)
[9%(7)]. The total Lagrangian is the sum Li=L"+LR
Thus, using Eq. (7), to first order in g5 and gf, the ampli-
tude of spontaneous par cresion  “*RBY
=(0[al,b! ,iL;|0) identically vanishes when® gf=—gg and
when gR(7)=g"(7)=const. Hence, perfect interferences do

SHad we taken the current J=®'i 3.0 instead of 9,0"9.®
+9,® 0,97 in Eq. (1), the condition would have been gi=g5,
thereby recovering the correspondence between the Lagrangian
model and the Davies-Fulling one.
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not follow from perfect reflection. As we shall now prove,
they directly follow from the fact that the coupling is con-
Stant.

B. The regulated description

In [17], we proved that the scattering by a uniformly ac-
celerated mirror is regular only if its coupling to the radiation
field decreases faster than e~ 27!, (If this condition is not
satisfied, the expectation values of observables are ill de-
fined, i.e., the result might depend on the order in which the
integrations are performed.)

We shall now prove that by using any regular description
of the scattering the interferences leading to the vanishing of
the L *RB coefficients are inevitably lost. To this end, it is
convenient to work in a “mixed” representation, i.e., with
one quantum characterized by a Minkowski frequency and
its partner by an Unruh quantum with a given Rindler fre-
quency; see Sec. I Cin [17] for detailed expressions. In this
case, when using g(7) given in Eq. (A3), the spontaneous
pair creation amplitude is

ReB=(0la/be" o),
igo W\
- % 1- e—27r}\/a

XKysinal2ny1-iswlan) (92)

where s==*1 for R and L, respectively. One also finds that
RLBYW=RLBYY "We thus see that the regulator 7<1,
which is needed to obtain well-defined expressions, enters
differently in the amplitudes of the R and L mirrors. In fact,
this is necessary for causality to be respected. Hence, it is
quite conceivable that the former canceling effects will be
lost when w approaches the ultraviolet scale a/ .

Let usverify thisnumerically by studying the integrand of
the Minkowski energy:

o0 + oo
(™4 oo | a2+

(1_iSw/an)f(l+i}\/a)/2

o0 + o0
=L dwf_ d\ hiy R\ 7). (93

When git=—gg and when gR(7)=g"(r) is given by Eq.
(A3), the integrand hy,™® is shown in Figs. 7 and 8. One
clearly sees how g(7) plays its role. The transients associ-
ated by the switching function are different for the right and
left mirrors. Hence the sum of amplitudes no longer vanishes
for frequencies close to the frequency cutoffs ay and a/ 7.
Instead, all the modes within the plateau, i.e., when the in-
teraction is almost constant, interfere destructively, as in the
Davies-Fulling model. Hence, they do not participate to the
total energy.

There is another simple way to prove that the two mirrors
cannot interfere destructively. It follows from causdlity. In
fact, since the two mirrors are causally disconnected, the
mean flux obeys
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FIG. 7. The integrand for one mirror hi,(w,A=0.15a;7) in
terms of Inw and In » and in arbitrary units. One sees clearly that
the contribution of Minkowski modes exhibits a ““ plateau’” of con-
gtant height which is limited by the cutoffs Inw==In7. All the
modes whose frequency belongs to this interval participate in the
emitted flux.

(T R= (T (V)T (V)R (99)
since (Tyy)-® vanishes identically in R (L). Hence
(H)t R=(H =+ (H)®
=4J:dw wfjdkﬂ B+ R
(95)

Thistells us that whatever are the couplings between the two
mirrors and the radiation field, when causdlity is respected,
the total energy emitted by the mirrors can be added inco-
herently, i.e., unlike what was found in the Davies-Fulling
model in Eq. (91). Therefore, when causdlity is respected,
Eqgs. (93) and (95) imply

4] 4+
L dwa‘i dyRe(fBYYLBY*1=0.  (96)

To complete the analysis we now determine to what ex-
tent two accelerated mirrors can congtitute a perfect interfer-
ometer. That is, what is the most interfering situation?
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FIG. 8 The integrand for the two mirrors hi,™R(w,\
=0.15a;7) in terms of Inw and In» and in the same arbitrary
units. Unlike for a single mirror, the “inside” modes with an<w
<al » no longer contribute because of the destructive interferences.
However, these interferences are lost when reaching the transient
frequencies w=an and w=al », thereby giving rise to a positive
integrand.

C. A perfect interferometer?

To answer this question, we use the interacting model and
we parametrize the coupling constant in Fourier transform:
g-(7)=/2dx g™ and gR(r) = ZZd\ gle ™.

Instead of studying the average value of H or Ty, it is
smpler to compute the probability of receiving one Unruh
quantum on J*. The two accelerating mirrors would pro-
vide a perfectly interfering device if this probability van-
ishes. To compute it we use the projector P, associated with
the detection of an Unruh quantum on Jg , i.€, with

gy

f(N) =0\~ \ )= 97
(W=o0A 4mh(e*™a-1) o

in Eq. (68). To the second order in the gy's, from Eq. (74),
we get

N [+ —
A L o R
<PDL+R:EJ4 dA )\n)\|g|69)\:ﬁe (H}\)/agggmﬂz'
(98)

The above expression vanishes if

960y * = —e™2gfgR, (99)
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for al \. The only solution for (real and positive) coupling
functions is given by time independent opposite real num-
bers: g-(7)=gR(r)=1 and g§=—gg. Therefore, we find
that one can form a perfect interferometer if and only if one
considers two mirrors constantly in interaction with the ra-
diation. However, the necessary condition to obtain regular
Minkowski expressions is then violated.

So let us minimize the probability (Py)-*R by insisting
that one has regular expressions, i.e,, that both g and g,
decrease faster that e 2", For instance, take Gaussian
switching functions for each mirror with a priori different
width and center:

gR( T) — e—(r— ‘—R)Z/ZTé
and

gL(T):ef(rf TL)Z/ZTE. (100)
For simplicity and from our previous analysis, we suppose
that g§=—gg. We also work in the double limit of rare

events |\|/a>1 and long couplings aT, g>1. Then the ra-
tio of the probabilities when having one or two mirrors is

(PDHR 1
P % ——[ 1+ xy(mpt 1) %%+ x| To=TLITL],
\

aZTZ
(102)

where y; and y, are positive factors of order unity and T
=(Tr+Ty)/2. Therefore, the minimization of the probabil-
ity is reached for switching functions that possess the same
lapse Tg=T, =T and that are centered symmetricaly: 75
+7,.=0 (see Fig. 9).

When T—+, we get (POR"H/(Py)t—0, thereby ap-
proaching the perfect interferometer behavior. However, in
this case, the Minkowski energy will diverge like .

CONCLUSIONS

We recall the main results derived in this paper. We first
study the quantum correlations within the fluxes emitted by a
uniformly accelerated mirror. The results, which are summa-
rized in Tables | and 11, reveal how the original correlations
of the vacuum are scattered by the mirror. However, this
andysisis partia in that the particle content of the fluxes is
not disentangled when probing the final state with a local
operator. This is particularly clear for C*'* of Eq. (62)
which vanishes in the limit g—congt.

To complete the analysis, we then compute the condi-
tional flux, which is correlated with the detection of a given
outgoing particle. These conditional fluxes are rather similar
to the corresponding two-point functions. However, they dif-
fer in one respect: the second term of Eq. (54) never contrib-
utes to the conditional value whereas it does for the two-
point function. In fact, it is a the origin of the vanishing of
C*'* of Eq. (62). In addition, once its contribution is sup-
pressed, either by a postselection or by taking into account
recoil effects, one finds that the scattering by a uniformly
accelerated mirror leads to a steady production of pairs of
quanta.

To further relate the usual correlation functions to the con-
ditional values of the fluxes, we present another way to per-
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FIG. 9. Inthisdiagram, we show the trgjectories followed by the
two mirrors. We represent an example of a fine-tuned device by
drawing thicker lines when the interactions are switched on. The
centers of the thicker parts are symmetrical with respect to U=V
=0 and the lapses are identical.

form the postselection so as to be able to recover the former
as limiting cases of the latter. We believe that this is quite
important for the following reasons. First, when studying
quantum field theory in a curved space-time [2], one loses
the notion of a particle which exists in Minkowski space-
time. Therefore, in the absence of a unique definition of a
particle, it has been claimed that the only meaningful quan-
tities are expectation values of loca operators. We find this
claim too restrictive in that not only mean quantities have
physical meaning: To ask what happened when a particle
detector did or did not click are perfectly legitimate ques-
tions. It is therefore of importance to establish an explicit
relationship between the local and the particle descriptions.
This has been achieved here by introducing a particle detec-
tor, computing the conditional value of the flux, and adjust-
ing the window function both in space-time and in the energy
space, so as to generate a spectrum of matrix elements which
reduce, in limiting cases, to conventional expectation values
of local operators and global operators.

Secondly, the correlations of local operators are singular
in the coincidence point limit and near a black hole horizon
[18-21,14,11] or in inflationary cosmology [22,23]. It is till
unclear a present how to handle these divergences when
considering the gravitational back-reaction associated with
the fluctuations of T, . It is thus also of importance to deal
from the outset with point-split and smeared generalization
of (ultralocal) correlation functions. Such a generdization is
naturally obtained by considering the conditional fluxes as
computed in Sec. 111 B.

Findlly, to further illustrate the need for using regularized
transition amplitudes, we studied the scattering by two mir-
rors that follow symmetrical trgjectories. This example is
paticularly interesting since it leads to incoherent results
when using the Davis-Fulling model. Instead, when using
regularized amplitudes, the apparently paradoxical results are
al resolved.
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APPENDIX: UNIFORMLY ACCELERATED MIRRORS

Uniform acceleration means that (up to a 2D trandation)

1
té(T)—Zé(T):—;-

(A1)

This equation defines two causally disconnected trgjectories,
lying respectively in R and L, the right and left Rindler
wedges. In Secs. I and 11, we consider the scattering on the
right of an accelerated mirror in the left quadrant. In null
coordinates, its trgjectory is given by

V(= e =Ly (A2

(we work with dty/d7>0).

In the sdlf-interacting model, as shown in [17], any func-
tion g(r) which decreases faster than el is sufficient to
obtain regular transition amplitudes. A convenient choice is
provided by

g(T)Ee*ZU cosh(ar):ef n[an(r)HJan(T)]' (A3)
where 0< <1 is a dimensionless parameter. This function
possesses a plateau of height 1 centered around 7=0 whose
duration is given by

2|In(2
- [In( 7/)|.

- (A9

The dlope of the switching on and off is independent of »

and proportiona to a. The tail decreases as e” ”ea‘f‘; thus
faster than the required e 27,

Using Eq. (A3), we obtained analytical expressions for
the scattering amplitudes A”*, and B! -

4igy V|wo'| 7
AV = §(w—w 450 M—K (X), (A5)
0w 7T a XZ

where X=27y1-i(0—o')/ay, and where K, is a modi-
fied Bessel function (see Appendix A in [17] and [35]), and

igo V]wo'|
A ==~ KelY), (A6)

where Y=2\(wla+in)(-w'la—in). The well-defined
analytical properties of A, alow one to obtain the pair
creation amplitudes by crossing symmetry:

Bij _ _Aij*

wo' wymn:wlefl‘n-

(A7)

Unlike the overlaps of Egs. (12) and (13) evaluated with the
Davies-Fulling mode! (see Eqgs. (19) of [17] for explicit ex-
pressions), these amplitudes are regular and well defined in
the complex plane of  and .
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