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Introduction

Le probl�eme de la Mati�ere Noire soul�eve une question fondamentale qui

concerne de nombreuses �echelles de la cosmologie et de l'astrophysique (de

la taille des galaxies �a celle de l'Univers). De nombreux mod�eles tentent

d'expliquer les di��erentes observations, dont les premi�eres remontent aux

ann�ees 30, et cependant, le sujet reste d'actualit�e. L'explication la plus en

vogue est fond�ee sur di��erentes extensions du Mod�ele Standard des parti-

cules �el�ementaires, et pr�esuppose l'existence de particules suppl�ementaires

interagissant faiblement : les neutralinos. N�eanmoins, la granularit�e de la dis-

tribution galactique de ces particules pose probl�eme, si bien que la v�eritable

nature de la mati�ere noire constitue encore une �enigme.

Une autre question importante se pose en cosmologie : l'Univers apparâ�t

rempli d'une sorte de uide d'�energie noire de nature inconnue. L�a encore,

de nombreux mod�eles essaient de mettre �a jour les propri�et�es de ce uide.

Les plus �etudi�es d'entre eux sont des mod�eles �a base de champs scalaires ne

reposant actuellement pas sur les th�eories des particules �el�ementaires. Ainsi,

aucune r�eponse n'apparâ�t aujourd'hui d�e�nitive.

Cette th�ese est bas�ee sur la question : \La Mati�ere Noire et l'Energie Noire ne

pourraient-elles pas être di��erentes facettes d'une même entit�e ?" Ce genre

de question se pose d�ej�a dans les th�eories tenseur-scalaire. Cette th�ese s'ins-

crit n�eanmoins dans une optique di��erente : les mod�eles �a champs scalaires

sont pr�esents dans de nombreux sujets de cosmologie et de physique des par-

ticules. Est-il possible d'expliquer les observations concernant le probl�eme

de la mati�ere noire avec un champ scalaire ? Si une telle id�ee fonctionne, il

serait int�eressant, �a terme, d'essayer d'uni�er les mod�eles de mati�ere noire

et d'�energie noire vers un même mod�ele �a base de champ(s) scalaire(s).

Dans le premier chapitre de ce m�emoire, je pr�esente des g�en�eralit�es th�eori-

ques sur le mod�ele standard cosmologique. Pour cela, je pr�esenterai le mod�ele

de Friedmann-Lemâ�tre d'Univers homog�ene en expansion avec constante

cosmologique. Je m'int�eresserai ensuite succinctement au Fond de Rayon-

nement Cosmologique, relique du Big-Bang chaud et de la nucl�eosynth�ese

primordiale. En�n, je d�ecrirai des m�ecanismes de formation des structures.

Dans le chapitre suivant, je pr�esenterai, en me basant sur le mod�ele standard

cosmologique, les di��erentes observations, tant du point de vue cosmologique

13



14 INTRODUCTION

qu'astrophysique, qui conduisent �a penser, d'une part, que la constante cos-

mologique existe, et d'autre part que la mati�ere noire repr�esente la majorit�e

de la mati�ere totale de l'Univers.

Dans un troisi�eme chapitre, je d�ecrirai di��erents mod�eles essayant de r�esou-

dre le probl�eme de la Mati�ere Noire, depuis des mod�eles de mati�ere baryo-

nique \invisible", en passant par des mod�eles fond�es sur la physique des

particules (WIMPs, neutrinos, axions), jusqu'au mod�ele beaucoup plus exo-

tique de gravit�e modi��ee MOND. On verra alors que certains mod�eles sont

plus privil�egi�es par l'observation que d'autres, mais que �nalement aucun

d'entre eux n'est exempt de probl�eme.

Dans le quatri�eme chapitre, je parlerai succinctement de di��erentes ap-

proches �a base de champs scalaires, en particulier des mod�eles cosmologiques

de quintessence et d'ination. On pourra prendre connaissance de l'existence

de th�eories de gravitation modi��ee, dites tenseur-scalaire. On verra �nale-

ment dans les mod�eles d'�etoiles �a bosons comment un champ scalaire com-

plexe peut avoir un comportement de mati�ere.

Apr�es ces quatre chapitres g�en�eraux, les trois chapitres suivants forment

la partie scienti�que de ma th�ese, ax�ee autour de mod�eles de mati�ere noire

fond�es sur des champs scalaires complexes.

Le chapitre cinq, bas�e sur un article publi�e avec J. Lesgourgues et P. Salati

dans Physical Review D, pr�esente un mod�ele simple de halo galactique form�e

par un champ scalaire complexe massif et charg�e dans U(1), �a la mani�ere des

�etoiles �a bosons. Nous verrons qu'un tel mod�ele est capable de reproduire

les courbes de rotation universelles de M. Persic, P. Salucci et F. Stel, ainsi

que la courbe de rotation de la galaxie spirale naine DDO 154, �a condition

que le champ scalaire soit associ�e �a une masse proche de 10�23 eV.

Le sixi�eme chapitre, fond�es sur un article publi�e avec J. Lesgourgues et P.

Salati dans Physical Review D, analyse le comportement cosmologique d'un

champ scalaire complexe charg�e dans U(1), associ�e soit, comme au chapitre

pr�ec�edent, �a un potentiel quadratique, soit �a un potentiel quartique. En com-

parant les r�esultats cosmologiques �a ceux obtenus au niveau des galaxies, on

voit apparâ�tre di��erents probl�emes qui rendent n�ecessaire une analyse plus

pouss�ee du potentiel quartique au niveau des halos galactiques.

Le septi�eme et dernier chapitre s'articule autour d'un article r�ealis�e avec

J. Lesgourgues et P. Salati et soumis �a Physical Review D, et s'int�eresse

�a la mani�ere dont un halo de champ scalaire complexe charg�e dans U(1)

et associ�e �a un potentiel quartique, est capable d'expliquer les courbes de

rotation des galaxies spirales naines ou de petite taille. On montrera qu'un

tel champ a alors un comportement cosmologique acceptable.

Dans la conclusion, je r�esumerai rapidement les r�esultats, et je pr�esenterai

di��erentes perspectives d'�etudes astrophysiques et cosmologiques pour les

mod�eles �a champs scalaires complexes.
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En�n, de nombreuses formules issues des math�ematiques ou de la physique

sont utilis�ees tout au long de cette th�ese. De mani�ere �a ne pas alourdir le

propos, elles sont r�ecapitul�ees �a la �n, dans les annexes A et B.





Chapitre 1

Le Mod�ele Standard

Cosmologique

Dans ce chapitre, je vais rappeler ce qu'est le Mod�ele Standard Cosmologique

d'un point de vue th�eorique. Il est possible de trouver des pr�esentations plus

longues dans des ouvrages classiques [1] �a [6]. Les observations seront d�ecrites

dans le chapitre suivant.

Le Mod�ele Standard Cosmologique est en fait une description compl�ete de

l'�evolution cosmologique de l'Univers, du Big-Bang �a aujourd'hui.

1.1 Le mod�ele de Friedmann-Lemâ�tre

De nombreuses observations astronomiques tendent �a montrer que l'Univers

est globalement homog�ene et isotrope. C'est l'hypoth�ese de base du mod�ele

cosmologique de Friedmann et Lemâ�tre.

1.1.1 M�etrique de Robertson et Walker

La mod�ele de Friedmann-Lemâ�tre est un mod�ele de Relativit�e G�en�erale. Il

est fond�e sur une m�etrique qui d�ecrit correctement les conditions d'isotropie

et d'homog�en�eit�e : la m�etrique de Robertson [7] et Walker [8] :

d�2 � g��dx
�dx� = dt2 � a(t)2

�
dr2

1� kr2 + r2d�2 + r2 sin2 �d'2
�
: (1.1)

a(t) est le \facteur d'�echelle", qui d�ecrit la dilatation de l'Univers en fonction

du temps. Les observations tendent �a montrer que ce facteur a toujours �et�e

en augmentation, donc que l'Univers s'est dilat�e.

k est le facteur de courbure. Si k est positif, l'Univers est \ferm�e", et si

k est n�egatif il est \ouvert". Di��erentes observations sugg�erent que k est

17



18 CHAPITRE 1. LE MOD�ELE STANDARD COSMOLOGIQUE

presque nul (voir chapitre suivant), c'est-�a-dire que l'Univers a des sections

spatiales plates.

On introduira le taux d'expansion H(t) (> 0) :

H(t) =
d ln a

dt
=

_a

a
: (1.2)

On peut calculer le tenseur de courbure de Ricci R�� qui est associ�e �a cette

m�etrique :

8><
>:

R00 = 3
�a

a
;

Rij = gij

�
�a

a
+ 2H2 + 2

k

a2

�
:

(1.3)

Les autres composantes du tenseur sont nulles.

1.1.2 Equations d'Einstein et Constante cosmologique

Les �equations fondatrices de la Relativit�e G�en�erale pr�edisent un Univers

non-permanent et dynamique, qui peut d�ebuter par une explosion de type

\big-bang", ou peut disparâ�tre dans une implosion de type \big-crunch",

ou les deux. Cette id�ee perturbait Einstein, qui a voulu changer sa th�eorie

pour qu'elle re�ete les croyances philosophiques occidentales en un Univers

permanent. De part la nature covariante et sym�etrique des �equations de

la Relativit�e G�en�erale, la seule mani�ere simple de proc�eder est d'ajouter

au terme g�eom�etrique un terme suppl�ementaire. Les �equations d'Einstein

s'�ecrivent alors :

R�� �
1

2
g��R� �g�� =

8�G

c4
T�� ; (1.4)

o�u R�� et R sont respectivement le tenseur de Ricci et la courbure scalaire,

T�� le tenseur impulsion-�energie, et � la \constante cosmologique".

Cette �equation modi��ee admet une solution particuli�ere d'Univers statique,

cependant instable. Pourtant, Einstein avait foi en cette nouvelle �equation

[9].

Plus tard, Hubble d�ecouvrit l'expansion de l'Univers [10], et par cons�equent

la constante cosmologique n'�etait plus n�ecessaire. Einstein l'a alors aban-

donn�ee pour revenir �a la loi originelle.

Finalement, les mesures actuelles semblent indiquer que cette constante cos-

mologique est non-nulle (voir chapitre suivant). Friedmann et Lemâ�tre ont

�et�e les premiers �a �elaborer des sc�enarii cosmologiques avec expansion de

l'Univers [11][12][13].
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On peut interpr�eter l'existence de ce terme � de deux mani�eres. Tout d'a-

bord, elle peut être consid�er�ee comme une nouvelle constante fondamen-

tale de la gravitation, au même titre que G, mais qui doit, elle, d�ecrire la

g�eom�etrie de l'Univers. Elle est associ�ee �a l'�echelle de longueur

L� = ��1=2 : (1.5)

D'autre part, il est possible d'imaginer la constante cosmologique comme

une densit�e ou une pression d'un uide additionnel qui remplirait l'Univers.

Le tenseur �g�� contribuerait alors au tenseur �energie-impulsion par un

terme

T�� =
�c4

8�G
g�� : (1.6)

Le tenseur �energie-impulsion d'un gaz parfait avec une densit�e d'�energie �

et une pression P est donn�e par

T �� = (P + �)U�U� � Pg�� ; (1.7)

o�u U� =
dx�

d�
est la quadri-vitesse du gaz, x� �etant sa position et � le temps

propre. La constante cosmologique peut alors être interpr�et�ee en terme de

uide au repos dont la pression P� et la densit�e d'�energie �� sont donn�ees

par

�P� = �� =
�c4

8�G
: (1.8)

Quelle que soit l'interpr�etation choisie, les �equations d'�evolution restent les

mêmes.

1.1.3 Equations d'�evolution

Si l'on veut d�eriver les �equations qui d�ecrivent l'�evolution de l'Univers, il

faut donner la forme du tenseur impulsion-�energie. On va consid�erer qu'il

existe un uide cosmique (constitu�e par exemple de mati�ere, de constante

cosmologique, de radiation...) de densit�e � et de pression P .

Les �equations d'Einstein conduisent �a la conservation du tenseur impulsion-

�energie1. On a donc :

d

dt
(� a3) = �P d(a3)

dt
: (1.9)

D'autre part, les composantes espace-espace de l'�equation d'Einstein con-

duisent �a la deuxi�eme �equation de Friedmann-Lemâ�tre :

1Il est possible d'interpr�eter cette conservation comme une relation d'adiabaticit�e :

dU = �PdV , o�u dU est la variation de l'�energie interne du gaz, P sa pression et dV la

variation de son volume.
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�a

a
= �4�G

3
f�+ 3Pg : (1.10)

La composante temps-temps donne la premi�ere �equation de Friedmann-

Lemâ�tre :

�
_a

a

�2

= H2 =
8�G

3
�� k

a2
: (1.11)

On pourra remarquer que les trois pr�ec�edentes �equations sont li�ees. La

derni�ere �equation va permettre de d�eterminer totalement l'�evolution de a(t).

A l'heure actuelle, cette �equation devient

H2
0 =

8�G

3
�0 � k

a20
� 8�G

3
�0C ; (1.12)

ce qui permet de d�e�nir la densit�e critique �0C comme la valeur critique pour

laquelle l'Univers a des sections spatiales plates (k = 0). Pour d'autres va-

leurs de la densit�e, la g�eom�etrie de l'Univers est globalement courb�ee. Les

indices 0 indiquent que les valeurs sont prises �a l'heure actuelle. H0 est ap-

pel�ee constante de Hubble.

Si l'on veut r�esoudre les �equations de Friedmann-Lemâ�tre, il convient de

donner forme au uide cosmique. Pour cela, postulons une �equation d'�etat

reliant densit�e et pression :

P = !� : (1.13)

Si ! est constant, la conservation du tenseur impulsion-�energie donne

� / a�3(1+!) : (1.14)

Pour la mati�ere baryonique, ! = 0 (car sa pression est n�egligeable devant

sa densit�e) ; pour la radiation, ! = 1=3 (voir le paragraphe suivant) ; pour

la constante cosmologique ! = �1 (densit�e constante - voir �equation (1.8)).

Nous allons voir dans le paragraphe suivant qu'apr�es le Big-Bang, l'Uni-

vers a tout d'abord �et�e domin�e par la radiation (qui est encore observ�ee

dans le fond de rayonnement cosmologique). Par cons�equent, les �equations

pr�ec�edentes donnent (lorsqu'on n�eglige les termes non-dominants : densit�e

de mati�ere, constante cosmologique, courbure...) :

8><
>:

a(t) = t1=2 ;

H =
1

2
t�1 ;

(1.15)
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et on peut montrer que la temp�erature �evolue en a(t)�1.

Lorsque la temp�erature a bien diminu�e, les densit�es de mati�ere et de ra-

diation deviennent du même ordre de grandeur : c'est l'�egalit�e radiation-

mati�ere, pour a=a0 � 10�3 � 10�4.

Ensuite, la mati�ere domine, et les �equations nous donnent donc :8><
>:

a(t) = t2=3 ;

H =
2

3
t�1 :

(1.16)

L'�etape suivante d�epend fortement de la valeur de la constante cosmologique

et du terme de courbure. Ainsi, apr�es la domination de la mati�ere, la cour-

bure puis la constante cosmologique pourraient dominer, bien sûr si elles

existent, ou l'inverse.

D�eterminer la valeur de ces param�etres revient �a d�eterminer o�u en est

l'�evolution de l'Univers, et quelle a �et�e l'importance des di��erentes phases.

1.2 Le Fond de Rayonnement Cosmologique et la

nucl�eosynth�ese primordiale

La d�ecouverte de l'expansion de l'Univers a conduit au concept de Big-Bang

Chaud, c'est-�a-dire �a un mod�ele d'Univers tr�es chaud et tr�es dense �a l'origine.

Ce mod�ele conduit �a deux pr�edictions : d'une part il doit subsister un fond de

rayonnement fossile de cette �epoque, et d'autre part on doit pouvoir pr�edire

l'abondance des �el�ements l�egers synth�etis�es apr�es le Big-Bang [18][19].

La d�ecouverte du fond de rayonnement cosmologique (CMB) [14] a �et�e un

�ev�enement essentiel qui a donn�e un fondement observationnel solide �a ce

mod�ele d'Univers chaud.

Au tout d�ebut de l'Univers, la mati�ere est d�ecompos�ee en un plasma io-

nis�e de particules �el�ementaires. Pour une temp�erature sup�erieure �a environ

1 MeV, les r�eactions entre les di��erentes particules se produisent tr�es ra-

pidement, �a un taux bien plus �elev�e que le taux d'expansion de l'Univers,

imposant ainsi un �equilibre chimique. Les r�eactions

3 
 e+ + e� 
 2 (1.17)

se produisent �a l'�equilibre, ce qui conduit �a un potentiel chimique nul pour

les photons. Par cons�equent, ils suivent la statistique de Bose-Einstein �a

potentiel chimique nul, donc

P =
1

3
� ) � / a�4 : (1.18)
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Il respectent aussi le spectre de Planck � =
�2

15
T 4, donc

a(t)T (t) = constante : (1.19)

Ainsi, l'Univers, en s'�etendant, se refroidit.

C'est �a cette �epoque que commence la nucl�eosynth�ese primordiale : �a partir

de 1 MeV, les r�eactions 8<
:

n+ e+ 
 p+ � ;

n+ � 
 p+ e� ;

n
 p+ e� + �

(1.20)

cessent d'être en �equilibre, et la di��erence de masse entre les neutrons et

les protons diminue la quantit�e de neutrons au pro�t de celle des protons,

qui vont devenir de plus en plus nombreux. Les protons vont alors devenir

stables vis-�a-vis des r�eactions pr�ec�edentes. Les premiers noyaux d'hydrog�ene

stables sont donc form�es.

Ensuite, vers 0.1 MeV, les annihilation positrons/�electrons laissent un exc�es

de photons. A ce moment-l�a, la nucl�eosynth�ese produit rapidement les �el�e-

ments l�egers : 4He (environ 25% de la masse), 3He et D (10�2%) et 7Li

(10�8%). Les abondances des �el�ements l�egers d�ependent uniquement d'un

param�etre{cl�e : le rapport nombre de baryons sur nombre de photons (�),

qui est en rapport direct avec la brisure de CP [16], et qui peut être pr�edite

par certaines th�eories de baryog�en�ese [17], ou d�etermin�e exp�erimentalement.

Ce rapport est important, car on peut montrer qu'il est reli�e �a la densit�e

de mati�ere baryonique, et par cons�equent la connaissance de � donne la

quantit�e de baryons dans l'Univers. Ainsi, on peut montrer que


bh
2 = 3:64 � 10�3�10 ; (1.21)

o�u 
b = �b=�
0
C , �10 = �=10�10 et h = H0=(100 km/s/Mpc). Pour une

temp�erature d'environ 4000 K (qui �equivaut �a (a(t)=a0)
�1 � 1300), les

�electrons et les noyaux charg�es se combinent pour donner un uide baryo-

nique compos�e d'atomes neutres. Les photons deviennent libres, et ne sont

d�es lors que peu di�us�es par la mati�ere : c'est la recombinaison.

Avant la recombinaison, un photon subissait un nombre �enorme de collisions

avec des �electrons libres. Par cons�equent, le plasma �etait totalement opaque,

et se comportait comme un nuage dans lequel la lumi�ere �etait di�us�ee. C'est

seulement pendant la recombinaison que le plasma devient transparent. Le

Fond de Rayonnement Cosmologique que nous observons aujourd'hui a donc

�et�e �emis lors de cette recombinaison.

Le Fond de Rayonnement Cosmologique est globalement isotrope, mais nous

pouvons y observer des anisotropies de faible intensit�e. Ces anisotropies cor-

respondent �a la pr�esence d'inhomog�en�eit�es dans le plasma au moment de la
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recombinaison, dues par exemple �a des uctuations de temp�erature. Il est

possible de montrer que ces inhomog�en�eit�es n'auraient pas pu engendrer de

structures avant la recombinaison, �a cause du couplage fort entre la radia-

tion et la mati�ere. Ainsi, ces perturbations du uide baryonique n'ont pu

grandir pour engendrer les grandes structures (galaxies, amas...) qu'apr�es la

recombinaison.

Apr�es la recombinaison, l'�equilibre thermique n'est plus respect�e. Cepen-

dant, le nombre de photons se conserve. La densit�e de photons �evolue donc

en n / a�3. Les longueurs d'onde des photons sont d�ecal�ees vers le rouge,

donc leur �energie est r�eduite d'un facteur (1+ z) / a�1. Au �nal, la densit�e

d'�energie des photons �evolue en

� / a�4 ; (1.22)

que ce soit avant ou apr�es la recombinaison.

1.3 Principe de la Formation des Structures

L'id�ee de base de la formation des structures est qu'elles proviennent de

perturbations du uide cosmique qui se seraient e�ondr�ees sous leur propre

poids. Nous allons nous int�eresser succinctement �a la th�eorie de formation

des structures2.

1.3.1 Th�eorie lin�eaire des perturbations

Avant la recombinaison, il est possible de montrer que des perturbations du

uide cosmique ne pourraient pas engendrer des structures. Aussi, pla�cons

nous apr�es la recombinaison. Consid�erons un Univers en expansion �a sections

spatiales plates, domin�e par un gaz cosmique de pression P et de densit�e �

telles que 8<
:

P = P0 + P1(~x; t) ;

� = �0 + �1(~x; t) :

(1.23)

�0 et P0 correspondent respectivement �a la pression et �a la densit�e du uide

homog�ene, et �1 et P1 sont des inhomog�en�eit�es du premier ordre telles que

j�1j � �0 et jP1j � P0.

On se place dans une m�etrique proche de la m�etrique plate (et en expan-

sion) :

2Nous passerons ici sous silence les probl�emes de jauge, qui sont trait�es en particulier

dans l'article [15].
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d�2 � g��dx
�dx� = dt2 � a(t)2

�
(Æij + hij)dx

idxj
	
3 ; (1.24)

o�u jhij j � 1. Cette m�etrique fournit, au premier ordre en h, la composante

temps{temps du tenseur de Ricci

R00 = 3
�a

a
+

_a

a
_hii +

1

2
�hii : (1.25)

Le tenseur impulsion{�energie d'un gaz s'�ecrit

T �� = (P + �)U�U� � Pg�� ; (1.26)

o�u U� =
dx�

d�
. On peut supposer que la vitesse ~v du uide est faible, par

cons�equent, au premier ordre U� = (1; ~v). Finalement, au premier ordre, le

tenseur impulsion-�energie s'�ecrit :

8>>>>><
>>>>>:

T 00 = � = �0 + �1 ;

T 0i = (P0 + �0)v
i ;

T ij =
P0

a2
(Æij � hij) +

P1

a2
Æij :

(1.27)

Les �equations d'Einstein peuvent être �ecrites sous la forme :

R�� = �8�G
�
T�� �

1

2
g��T

�
�

�
: (1.28)

La composante temps-temps donne

8>>><
>>>:

ordre 0 : 3
�a

a
= �4�G(�0 + 3P0) ;

ordre 1 : @0

�
a2

2
_hii

�
= �4�Ga2(�1 + 3P1) :

(1.29)

Il est possible de montrer qu'�ecrire les autres �equations d'Einstein revient �a

�ecrire la conservation du tenseur impulsion-�energie

D�T
�� = 0 : (1.30)

La composante temps donne alors :

8>>>><
>>>>:

ordre 0 : _�0 + 3
_a

a
(�0 + P0) = 0 ;

ordre 1 : _�1 + 3
_a

a
(�1 + P1) + (�0 + P0)

 
_hii

2
+ @iv

i

!
= 0 ;

(1.31)

3En particulier, nous passerons sous silence les probl�emes de jauge, qui sont trait�es en

particulier dans l'article [15].
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tandis que les composantes d'espace donnent �a l'ordre 1

@0
�
(�0 + P0)a

5vi
	
+ @i(a

3P1) = 0 : (1.32)

Les �equations �a l'ordre 0 ne sont autres que les �equations de Friedmann-

Lemâ�tre et de conservation du tenseur impulsion-�energie. En combinant les

�equations �a l'ordre 1, on obtient

@0

(
a5

"
_�1 + 3

_a

a
(�1 + P1) +

_hii

2
(�0 + P0)

#)
= a3�(P1) : (1.33)

Dans le cadre cosmologique, la mati�ere a une pression n�egligeable par rap-

port �a sa densit�e, donc P0 � �0, et dans un univers o�u elle domine �0 / a�3.

On voit donc que �1=�0 / �1a
3. L'�evolution de �0 �etant connue, on cherche

l'�evolution du terme

Æ = �1a
3 : (1.34)

On trouve alors l'�equation

�Æ + 2
_a

a
_Æ � (4�G�0)Æ �

�
P1

�1

�
1

a2
�Æ = 0 : (1.35)

On pose P1=�1 = V 2
S , o�u VS est la vitesse du son dans le uide. Si l'on

consid�ere une perturbation de nombre d'onde k, telle que Æ(~x; t) = �(t)ei
~k:~x,

on obtient l'�equation

��+ 2
_a

a
_�+

"�
kVS

a

�2
� 3

2

�
_a

a

�2#
� = 0 : (1.36)

On d�e�nit la longueur de Jeans, �J , comme la longueur d'onde � pour

laquelle le terme de droite s'annule. Comme la mati�ere domine, on a H =

2t�1=3. Donc

�J =
p
6�VSt : (1.37)

On di��erencie deux cas. Si la longueur d'onde de la perturbation est inf�e-

rieure �a la longueur de Jeans, on a

��+ 2H _�+ jf(t)j� = 0 : (1.38)

L'expansion va jouer un rôle de frottement. On peut d�emontrer que l'on

va alors avoir un amortissement dû �a l'expansion, les perturbations vont

rester sous la forme d'ondes sonores. En particulier, dans le cas o�u �� �J ,

l'�equation devient

��+

�
2�VS

�

�2
� = 0 ; (1.39)
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ce qui correspond �a l'�equation d'une onde sonore.

Dans le cas contraire,

��+ 2H _�� jf(t)j� = 0 ; (1.40)

et on peut montrer que l'onde sonore va s'e�ondrer sous son propre poids,

et les perturbations vont donc pouvoir crô�tre. En particulier, dans le cas o�u

�� �J , l'�equation devient

��+ 2H _�� 3

2
H2� = 0 : (1.41)

La solution de cette �equation est de la forme

Æ(t) = c1t
�1 + c2t

2=3 ; (1.42)

o�u c1 et c2 sont des constantes.

Au moment de la recombinaison, la longueur de Jeans est environ de la même

taille que l'horizon (voir paragraphe 4.1 pour plus de d�etails sur l'horizon).

Ainsi, seules les longueurs d'onde ext�erieures �a l'horizon vont pouvoir crô�tre.

Apr�es le d�ecouplage, les inhomog�en�eit�es des baryons vont être associ�ees �a

une vitesse du son beaucoup plus faible, si bien que des structures de masses

sup�erieures �a environ 104 { 105 M� vont pouvoir se former.

Lorsque Æ devient grand, ces �equations ne sont plus valables, et il faut alors

se tourner vers une th�eorie d'�evolution non-lin�eaire.

1.3.2 Evolution non-lin�eaire

L'�etude de l'�evolution non-lin�eaire des perturbations est une �etude tr�es com-

pliqu�ee qui n�ecessite des simulation �a N corps. Cependant, il est possible

d'avoir une id�ee de cette �evolution par un mod�ele simple.

Ainsi, nous allons �etudier l'�evolution d'une surdensit�e �a sym�etrie sph�erique

dans un mod�ele newtonien, appel�e mod�ele \top-hat". Pour cela, on va sup-

poser que la distribution initiale de densit�e de uide s'�ecrit

�(r; ti) = �0(ti) + �1(r; ti) : (1.43)

�0 est la densit�e homog�ene et isotrope de uide, et �1 est la surdensit�e.

Pour simpli�er les �equations, nous allons poser

Æi(r) � Æ(r; ti) �
�1(r; ti)

�0(ti)
: (1.44)

On se place dans un cas newtonien, c'est-�a-dire dans le cas des longueurs

d'onde inf�erieures �a l'�echelle cosmologique dH = H�1 (distance de Hubble).

r est un rayon comobile, donc proportionnel �a a(t).
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Le potentiel gravitationnel de cette r�egion surdense est donn�e par

�(r; t) = �0(r; t) + �1(r; t) : (1.45)

�0 est uniquement g�en�er�e par �0(t), donc l'�equation de Poisson donne

�0(r; t) =
2�G

3
�0(t)r

2 : (1.46)

Consid�erons l'�equation du mouvement d'une �ne couche de particules situ�ees

�a une distance r du centre :

d2~r

dt2
= �~r� = �4�G

3
~r � ~r�1 : (1.47)

La masse du uide homog�ene vaut

M0 =
4�

3
�0r

3 = constante : (1.48)

L'exc�es de masse due �a la surdensit�e vaut

M1 = 4��0(t)

Z r

0

q2Æ(q; t)dq : (1.49)

L'�equation du mouvement se r�e�ecrit donc

d2~r

dt2
= �(M0 +M1)G

r3
~r : (1.50)

Nous allons faire l'hypoth�ese que la surdensit�e est compos�ee de �nes couches

sph�eriques de masses constantes (dans le temps) et qui ne se croisent pas.

Ainsi, la masse contenue �a l'int�erieur d'une coquille de rayon r ne change

pas. Nous allons indexer les di��erentes couches par j = 1 ; 2 ; 3 :::.

Les masses �etant constantes, l'�equation du mouvement s'int�egre directement

en
1

2

�
dr

dt

�2
� G(M0 +M1)

r
= E : (1.51)

E est une constante d'int�egration. Le premier terme est un terme d'�energie

cin�etique, et le deuxi�eme un terme d'�energie potentielle. Si E > 0, _r2 n'est ja-

mais nul, on aura donc une expansion perp�etuelle de la couche. Au contraire,

si E < 0, la couche va pouvoir se contracter et s'e�ondrer. On va pouvoir

�evaluer E en fonction des conditions initiales.

Le terme �energie cin�etique totale s'�ecrit K =
1

2
_r2. A l'instant initial, si l'on

n�eglige la vitesse particuli�ere par rapport �a la vitesse d'expansion, on a

Ki =
1

2
H2
i r

2
i : (1.52)
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Le terme d'�energie potentielle vaut, �a l'instant initial,

Ui = �
�
G(M0 +M1)

r

�
t=ti

= �4�G

3
�0(ti)r

2
i (1 + Æi) ; (1.53)

o�u Æi est la surdensit�e moyenne de la sph�ere de rayon initial r = ri au temps

t = ti, tel que

Æi =
3

4�r3i

Z ri

0

Æi(r)4�r
2dr : (1.54)

En posant


i �
�0(ti)�
3H2

i

8�G

� ; (1.55)

on obtient �nalement

E = Ki + Ui = Ki
i[

�1
i � (1 + Æi)] : (1.56)

La condition d'e�ondrement devient

Æi > 
�1i � 1 : (1.57)

Dans un Univers �a sections spatiales plates ou sph�eriques, cette condition

est vraie d�es que Æi > 0.

Int�eressons nous uniquement au cas o�u la condition d'e�ondrement est sa-

tisfaite (E < 0). La couche va s'�etendre jusqu'�a un rayon maximum rmax,

puis va se contracter. On montre que

rmax = ri
1 + Æi

Æi � (
�1i � 1)
: (1.58)

Donc, si Æi et (

�1
i �1) sont du même ordre, la couche va s'�etendre beaucoup,

et va donc mettre plus de temps �a se contracter.

L'�equation du mouvement peut se r�e�ecrire

1

2

�
dr

dt

�2
� G(M0 +M1)

r
=
G(M0 +M1)

rmax
: (1.59)

Avec le changement de variable r = A(1 � cos �) (o�u � va de 0 �a 2�),

l'�equation du mouvement donne t = T +B(��sin�), o�u T est une constante

d'int�egration et B = A3=2(GM)�1=2. En reprenant l'expression de M =

M0 +M1, on montre que

A =
ri

2

1 + Æi

Æi � (
�1i � 1)
; (1.60)
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et

B =
1 + Æi

2Hi
1=2[Æi � (
�1i � 1)]3=2
: (1.61)

On peut �evaluer T en r�e�ecrivant les �equations au temps t = ti. Il est ainsi

possible de r�esoudre les �equations du mouvement dans le cas g�en�eral.

Cependant, pour simpli�er le calcul, pla�cons nous dans le cas d'un Univers

�a sections spatiales plates 
i = 1. Dans ce cas, on montre que T = Æiti, qui,

puisque la surdensit�e �etait faible �a l'instant initial, pourra être consid�er�e

comme nul. La densit�e moyenne d'une sph�ere s'�ecrit alors

�(t) =
3(M0 +M1)

4�A3(1� cos �)
; (1.62)

tandis que la densit�e du uide homog�ene s'�ecrit (a / t2=3)

�0(t) = �0(ti)

�
a(t)

ai

��3
=

1

6�Gt2
: (1.63)

Si l'on d�e�nit la surdensit�e moyenne Æ par

�(r; t)

�0
= 1 + Æ(r; t) : (1.64)

Alors, on obtient

Æ =
9

2

(� � sin �)2

(1� cos �)3
� 1 : (1.65)

Lorsque � est proche de 0, on retombe sur le cas lin�eaire Æ / t2=3. On

pourrait montrer que la fonction Æ crô�t lorsque � augmente, et ceci plus

rapidement que dans le calcul en �evolution lin�eaire, et on voit que lorsque

� est proche de 2�, Æ diverge. La masse s'e�ondre alors en un point. En

r�ealit�e, l'hypoth�ese implicite de la vitesse lente des particules (c'est-�a-dire

de la pression n�egligeable) sera bris�ee bien avant, et la mati�ere ne restera pas

r�epartie dans des couches sph�eriques. En e�et, un potentiel moyen visible par

toutes les particules va se former et donner un e�et de \relaxation violente"

du syst�eme (voir l'article [20] pour une description de cette relaxation), qui

va ensuite le conduire �a un �equilibre du Viriel (U + 2K = 0). Le temps mis

par les uctuations pour atteindre l'�equilibre du Viriel correspond �a � = 2�,

et on peut montrer qu'�a cet instant Æ � 170 ! A partir de ce moment-l�a,

ces grandes surdensit�es devraient pouvoir former les structures que nous

observons actuellement.
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Chapitre 2

Observations et probl�emes

Dans ce chapitre, nous allons nous int�eresser �a di��erentes observations as-

tronomiques. Tout d'abord, nous allons �etudier celles qui permettent de

d�eterminer les param�etres cosmologiques, et donc de contraindre les dif-

f�erents mod�eles d'�evolution de l'Univers. Ensuite, nous nous int�eresserons

aux exp�eriences qui mettent en �evidence la pr�esence de mati�ere noire.

2.1 Param�etres Cosmologiques

Supposons que l'Univers est aujourd'hui rempli d'un uide cosmique com-

pos�e de mati�ere, et d'une constante cosmologique (n�egligeons l'inuence de

la radiation).

On d�e�nit des param�etres cosmologiques �a partir de densit�es actuelles rap-

port�ees �a la densit�e critique :8>>>><
>>>>:


M =
�0M
�0C

;


� =
��

�0C
:

(2.1)

(On peut d�e�nir de même 
b = �0b=�
0
C , ...)

On d�e�nit aussi un param�etre de courbure


K = 1� 
� � 
M = � k

a20H
2
0

: (2.2)

Si 
K < 0, l'Univers est sph�erique, si 
K > 0 il est hyperbolique. On

utilisera souvent la constante de Hubble r�eduite h :

h =
H0

100 km/s/Mpc
: (2.3)

33



34 CHAPITRE 2. OBSERVATIONS ET PROBL�EMES

Finalement, le d�ecalage vers le rouge z, ou redshift, est donn�e par

a(t)

a0
=

1

1 + z
: (2.4)

On peut alors r�e�ecrire la premi�ere �equation de Friedmann-Lemâ�tre sous la

forme
dz

dt
= �H0(1 + z)

p
F (z) ; (2.5)

o�u F (z) est donn�e par

F (z) � (1 + z)2(1 + z
M )� z(z + 2)
� : (2.6)

On va chercher �a mesurer les param�etres cosmologiques de plusieurs mani-

�eres.

2.1.1 L'�etude des Supernov�

Un test important en cosmologie est de d�eterminer la relation entre distance

de luminosit�e des structures et redshift.

Soient l la luminosit�e apparente, c'est-�a-dire le ux de lumi�ere �emis par

une source lumineuse par unit�e de surface et par unit�e de temps, et L la

luminosit�e absolue, ou puissance totale �emise. La distance de luminosit�e est

alors d�e�nie par

dL �
�
L

4�l

�1=2
(2.7)

Consid�erons une source au repos, situ�ee �a une codistance r1 de la Terre.

L'�energie qu'elle �emet �a l'instant t1 pendant une dur�ee Æt1 vaut, par d�e�ni-

tion, LÆt1. Cette �energie est �emise de mani�ere isotrope, les radiations se

r�epartissent donc sur une sph�ere dont le rayon vaut aujourd'hui au niveau

de la Terre 4�r21a
2
0, o�u a0 est le facteur d'�echelle au moment de l'observation.

D'autre part, toutes les longueurs d'onde ont �et�e d�ecal�ees vers le rouge par

interaction gravitationnelle d'un facteur (1 + z), et par cons�equent l'�energie

re�cue est r�eduite d'un facteur (1+z)�1. L'�energie re�cue au niveau de la Terre

pendant un temps Æt0 = (1 + z)Æt1, pour la surface 4�r
2
1a

2
0 vaut donc :

l =
LÆt1

1 + z

1

4�r21a
2
0

1

Æt0
=

L

4�r21a
2
0(1 + z)2

: (2.8)

On en d�eduit que la distance de luminosit�e vaut

dL = r1a0(1 + z) : (2.9)

Pour des photons, d�2 = 0, donc, si la lumi�ere est �emise au temps t1 par une

source situ�ee �a une codistance r1 de la Terre, et qu'elle est re�cue au temps

t0 : Z t0

t1

dt

a(t)
=

Z r1

0

drp
1� kr2

: (2.10)
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A partir de la premi�ere �equation de Friedmann-Lemâ�tre, on peut �ecrire

dL =
c

H0

1 + zp
j
K j

S

(p
j
K j

Z z

0

dz0p
F (z0)

)
; (2.11)

o�u la fonction S est d�e�nie par

S(x) �

8<
:

sinx si k > 0 Univers sph�erique ;

x si k = 0 Univers plat ;

sinhx si k < 0 Univers hyperbolique :

(2.12)

Mesurer la distance de luminosit�e n�ecessite �a la fois la connaissance des lu-

minosit�es apparente et absolue. La premi�ere est directement observ�ee. La

diÆcult�e majeure vient de la connaissance de la luminosit�e absolue.

C'est ici qu'interviennent les supernov� SNeIa. En e�et, on pense qu'elles

se comportent comme des \chandelles standards", c'est-�a-dire que leurs pro-

pri�et�es sont ind�ependantes de l'espace et du temps ; en d'autres termes, on

a observ�e que leur luminosit�e absolue est proportionnelle �a leur temps d'ex-

tinction et il est par cons�equent possible de l'�evaluer.

On peut d�e�nir la magnitude relative m :

m = �2:5 log10
l

l�
+m� ; (2.13)

o�u l� est la luminosit�e apparente du Soleil, et m� est sa magnitude ap-

parente. La magnitude absolue M correspond �a la brillance d'une source

observ�ee depuis une distance de 10 pc. On a donc

M = �2:5 log10
L

L�
+M� ; (2.14)

o�u L� = 4�(10 pc)2l� est la luminosit�e absolue du Soleil, mesurable, et M�

est sa magnitude absolue, d�ependant des fr�equences d'observation.

Au �nal, la relation entre les deux magnitudes est

m�M = 5 log10
dL

1 pc
� 5 : (2.15)

Pour les supernov� SNeIa, si l'on suppose qu'elles sont bien des chandelles

standards, il est possible de trouverM , et par cons�equent trois mesures de lu-

minosit�e apparente et de redshift devraient suÆre �a �evaluer trois param�etres

cosmologiques ind�ependants : H0, 
M et 
�. Cependant, les mesures ac-

tuelles se font �a z faible, et on a alors acc�es uniquement �a la magnitude au

premier ordre en z, ce qui cr�ee une importante d�eg�en�erescence en 
��
M=2.

Des mesures ont �et�e e�ectu�ees par le Supernova Cosmology Project sur un
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�echantillon de 42 supernov� [1], et conduisent �a la �gure 2.1 .

Les valeurs pr�ef�er�ees de ces param�etres cosmologiques semblent être

0:8
M � 0:6
� � �0:2� 0:1 ; (2.16)

soit, dans le cas d'une cosmologie plate (
K = 0)


M = 0:28� 0:14 : (2.17)

On peut voir sur la �gure 2.2 les di��erentes fenêtres possibles dans l'espace

des param�etres.

2.1.2 L'�etude du CMB

En 1965, Penzias et Wilson ont mis en �evidence l'existence d'un rayonnement

cosmique fossile �a environ 3 K [3]. C'est cette premi�ere observation qui a per-

mis de con�rmer l'hypoth�ese que l'Univers �etait chaud dans le pass�e, et s'est

refroidi en s'�etendant. En 1990, le satellite COBE [4] a �evalu�e la temp�erature

moyenne de ce fond de rayonnement cosmologique �a 2:728 � 0:06 K. On se

reportera �a la �gure 2.3 r�ecapitulant ses r�esultats. Puisqu'on observe des

galaxies dans l'Univers, on s'attendait �a observer de grandes anisotropies.

COBE a tout d'abord observ�e une variation r�eguli�ere { mais faible { d'une

extr�emit�e du ciel �a l'autre. Cependant, celle-ci s'explique par le fait que le

syst�eme solaire se d�eplace par rapport au rep�ere comobile vers la constella-

tion de la Vierge, provoquant un e�et dipolaire. Ensuite, COBE a mis en

�evidence de tr�es petites uctuations. En r�ealit�e, l'Univers devait être, au mo-

ment de la recombinaison, homog�ene �a au moins 0:025% pr�es ! L'amplitude

mesur�ee des anisotropies ne d�epassait pas �T=T � 10�5.

Plus r�ecemment, des exp�eriences, telles que celles des collaborations Boome-

rang [6], Maxima [7] ou Archeops [8], ont permis des analyses plus pr�ecises.

Au moment de la recombinaison, certaines r�egions �etaient causalement d�e-

connect�ees (voir chapitre 4 { Ination). Il est possible de calculer l'angle

�H correspondant �a la distance causale au moment de la recombinaison

observ�ee aujourd'hui. Cet angle a jou�e une rôle important au moment de

la recombinaison. En e�et, pour des angles sup�erieurs, on observe les uc-

tuations statiques de grandes tailles qui sont plus larges que l'horizon. Les

uctuations d'angles inf�erieurs correspondent au modes situ�es �a l'int�erieur

de l'horizon, et qui oscillent comme des ondes sonores. En �etudiant le CMB

sous di��erentes �echelles angulaires, on peut donc visualiser l'ensemble des

oscillations. Quand un mode d'oscillation entre dans l'horizon, sa densit�e

oscille et passe par une s�erie de minima et de maxima qui sont peu �a peu

e�ac�es par la di�usion des photons (Silk damping [9]). Ainsi, en observant le

CMB sous plusieurs �echelles angulaires, on peut voir les di��erents modes au

moment du d�ecouplage. Si l'on d�ecompose les anisotropies de temp�erature
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en harmoniques sph�eriques

ÆT (�; �) =
X
l;m

almYlm(�; �) ; (2.18)

on retrouvera les pics acoustiques de la �gure 2.4 . Chaque c�Æcient Cl

correspond �a la quantit�e jalmj2 moyenn�ee sur les m pour un multipôle l �x�e.

Il repr�esente la di��erence de temp�erature moyenn�ee sur tout le ciel entre

deux directions s�epar�ees par un angle � � 200o=l. Il est possible de montrer

que la taille du premier pic acoustique est reli�ee directement �a la g�eom�etrie

de l'Univers et �a la taille de l'horizon �H par la relation

�H �
1op


M +
�

: (2.19)

Au �nal, une �etude plus compl�ete des mod�eles de CMB (en particulier, avec

le programme cmbfast [10]) peut montrer que pour 
M , 
�, 
b et h donn�es,

les uctuations de temp�eratures di��erent (voir �gure 2.5). Le spectre des

anisotropies permet de donner des contraintes sur ces param�etres, et les

derniers r�esultats sont [11] :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

h = 0:72 � 0:05 ;


bh
2 = 0:024 � 0:001 ;


Mh
2 = 0:14 � 0:02 ;


K = 0:02 � 0:02 :

(2.20)

On peut d'ores et d�ej�a remarquer qu'un Univers �a sections spatiales plates

est privil�egi�e, et que les baryons ne forment qu'une petite partie de la mati�ere

totale.

2.1.3 Les grandes structures

Dans le but d'�evaluer les di��erents param�etres cosmologiques, il est aussi

possible de tirer partie des observations des grandes structures, par exemple

des galaxies, ou des amas galactiques. En e�et, ces structures ont �et�e g�en�er�ees

par les mêmes inhomog�en�eit�es qui ont donn�e les uctuations du CMB au mo-

ment de la recombinaison. Par cons�equent, si l'on est capable de tracer une

carte intergalactique des grandes structures, et que l'on connait le spectre

initial des inhomog�en�eit�es (par exemple, �a l'aide des th�eories inationnaires

et des r�esultats du CMB - voir �gure 2.6), on doit pouvoir d�eduire du spectre

de puissance de ces grandes structures les param�etres cosmologiques. On no-

tera en particulier que l'exp�erience \2dF Galaxy Redshift Survey" [14] trace
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une telle carte �a partir de donn�ees sur pr�es de 200000 galaxies (voir �gure

2.7). Les r�esultats [16] favorisent une valeur des param�etres cosmologiques :8<
:


Mh = 0:20� 0:03 ;


b=
M = 0:15 � 0:07 ;

(2.21)

en accord avec les r�esultats pr�ec�edents.

D'autre part, la luminosit�e des galaxies spirales semble corr�el�ee �a leur vitesse

de rotation par la loi de Tully-Fisher. Ainsi, si l'on peut d�eterminer la vitesse

de rotation des galaxies, on peut d�eterminer leur magnitude absolue, et si

l'on mesure leur magnitude apparente, on en d�eduit la distance qui nous en

s�epare. Dans le cas o�u les galaxies �etudi�ees sont �xes par rapport au ot de

Hubble, �a partir d'une mesure de redshift, on peut trouver leur vitesse de

r�ecession, c'est-�a-dire la vitesse �a laquelle l'expansion les �eloigne de nous.

Par la loi de Hubble (vitesse de r�ecession � H0 = distance), on peut alors

en d�eduire h. Cette id�ee a �et�e utilis�ee dans le \Key Project" du T�elescope

Spatial Hubble [17], et les r�esultats indiquent que

h = 0:72 � 0:08 : (2.22)

2.1.4 Energie Noire et Mati�ere Noire

Nous venons de voir que l'�evaluation des param�etres cosmologiques tend �a

montrer que :

1) l'Univers est quasiment plat,

2) il existe une constante cosmologique non-nulle, dont la densit�e vaut envi-

ron 2/3 de la densit�e critique,

3) la quantit�e de baryons ne repr�esente environ que 15% de la masse totale de

mati�ere. On pourra �a ce propos remarquer que la th�eorie de la nucl�eosynth�ese

primordiale est d�esormais en accord avec cette quantit�e de mati�ere baryo-

nique.

L'existence de mati�ere non-baryonique et de la constante cosmologique pose

dans les deux cas un probl�eme important : quelles sont les compositions de

cette Mati�ere et de cette Energie Noires.

Avant de tenter de r�epondre �a ces questions (voir chapitres 3 et 4), il

peut être int�eressant de s'en poser une autre : les exp�eriences pr�ec�edentes

r�ev�elent-elles bien l'existence de cette mati�ere et cette �energie noire ? En ce

qui concerne l'�energie noire, elle n'a pas �et�e observ�ee plus directement par

d'autres m�ethodes. Par contre, de la mati�ere noire a �et�e mise en �evidence

dans de nombreux objets astrophysiques.
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2.2 D�etection de la mati�ere noire

La mati�ere noire a une nature totalement inconnue. Il n'y a pour le moment

aucune preuve directe de son existence. Par contre, il est possible de voir, par

des m�ethode indirectes, sa pr�esence dans de nombreux objets astronomiques.

2.2.1 Les galaxies

On peut consid�erer que les galaxies se r�epartissent en deux groupes : les

galaxies spirales et les galaxies elliptiques (dont les galaxies sph�ero��des et

les galaxies lenticulaires)[18]. Il est possible d'y d�eceler de la mati�ere noire

dans les deux cas.

Courbe de rotation de galaxies spirales

La pr�esence de mati�ere noire peut être mise en �evidence en consid�erant les

courbes de rotation des galaxies spirales [19], c'est-�a-dire des trac�es de vi-

tesse angulaire d'une particule-test situ�ee �a une distance r du centre. Cette

vitesse peut être mesur�ee par e�et Doppler �a la fois optiquement �a l'aide

du spectre d'�emission de l'hydrog�ene charg�e HII, �a partir de mesures radio

de la raie �a 21 cm de l'hydrog�ene neutre HI, et �a partir de l'�emission des

�etoiles du disque galactique. Comme l'hydrog�ene est g�en�eralement pr�esent

en nuages jusqu'�a une large distance, il permet d'�evaluer la distribution de

masse jusqu'�a des distances sup�erieures �a la partie visible de la galaxie.

Si la distribution de masse galactique suivait la distribution lumineuse ob-

serv�ee, on s'attendrait �a ce que la vitesse d�ecroisse rapidement en ob�eissant

aux lois de Newton. Imaginons une particule-test de masse m, anim�ee d'une

vitesse v en mouvement circulaire, situ�ee �a une distance r du centre d'une

galaxie de masse M . Le principe fondamental de la dynamique donne :

ar = �
v2

r
= �GM

r2
; (2.23)

soit une vitesse

v =

r
GM

r
: (2.24)

Les observations galactiques montrent un pro�l de vitesse plutôt plat [20] (v

constante - voir �gure 2.8), ce qui semblerait indiquer que M / r, soit une

densit�e de mati�ere en �M / r�2, ce qui montre qu'une grande quantit�e de

masse s'�etend assez loin. Pourtant, les observations semblent indiquer une

densit�e de mati�ere en �M / e�r=r0 .

En utilisant le rapport masse sur luminosit�e des �etoiles (�a l'aide de mod�eles

d'�evolution stellaire [21]), on peut d�eduire ce même rapport pour la galaxie,

et donc en d�eduire la masse visible.
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Finalement, la mati�ere visible joue un rôle assez important au centre, alors

que la platitude des courbes de rotation ne peut être due qu'�a un halo de

mati�ere noire s'�etendant �a grande distance du centre, et dont la masse semble

être dix fois sup�erieure �a la masse de mati�ere visible. On notera n�eanmoins

que les mesures �a grand rayon ont encore une statistique r�eduite, mais que

la statistique importante au centre peut permettre d'essayer de classi�er le

comportement des courbes de rotation et d'en tirer des moyennes laissant

apparâ�tre l'inuence de la mati�ere noire �a moyen rayon (voir [22] et �gure

2.9).

On pourra �nalement remarquer que certaines galaxies de petites tailles (en

particulier la galaxie naine DDO 154 [23]) ont des courbes de rotation bien

connues, et que l'�etude de leur nuage gazeux de HI tend �a montrer que la

mati�ere noire domine �a tout rayon.

Naines sph�ero��des et noyaux des elliptiques

En utilisant des mod�eles th�eoriques des galaxies naines sph�ero��des et des

noyaux des elliptiques, il est possible d'estimer la quantit�e de mati�ere noire

dans les deux syst�emes [19].

En e�et, en supposant que ces syst�emes sont des sph�eres virialis�ees, on

montre que le rapport masse sur luminosit�e peut s'�ecrire en fonction de la

brillance centrale I0, d'un rayon de c�ur r0 et de la dispersion des vitesses,

�2, sous la forme

M

L
=

9�2

2�GI0r0
: (2.25)

On obtient � par des mesures d'e�et Doppler sur les spectres d'�emission

de HI et de H2. Pour obtenir I0 et r0, on mesure le pro�l de luminosit�e

du syst�eme, puis on le d�ecrit avec une sph�ere isotherme dont on ajuste les

param�etres pour arriver �a trouver la meilleure valeur de I0 et r0. Ensuite,

de même que pour les galaxies spirales, on peut trouver le rapport masse vi-

sible sur luminosit�e. Les analyses r�ecentes tendent �a montrer que les galaxies

sph�ero��des, contrairement �a ce que l'on pensait, ne sont g�en�eralement pas

domin�ee �a petit rayon par la mati�ere noire �a la mani�ere des galaxies spirales

naines [24]. N�eanmoins, la pr�esence de mati�ere noire y est n�ecessaire pour

expliquer les dispersions de vitesse observ�ees.

2.2.2 Les amas galactiques

L'�etude de la r�epartition des galaxies dans l'espace tend �a montrer qu'elles

se groupent sous forme d'amas constitu�es de quelques dizaines �a plusieurs

milliers de galaxies. On peut mettre en �evidence la pr�esence de mati�ere noire

par plusieurs m�ethodes.
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Dynamique des amas

On peut raisonnablement supposer que les amas se sont form�es �a cause de

l'attraction gravitationnelle, et qu'ils sont d�esormais en �equilibre station-

naire. Le syst�eme est alors virialis�e. On a alors

U + 2K = 0 ; (2.26)

o�u U etK sont respectivement l'�energie potentielle de gravitation et l'�energie

cin�etique de l'amas, c'est-�a-dire la somme de toutes les �energies des galaxies

qui le composent. Si l'on suppose que la distribution des vitesses est isotrope,

en mesurant d'une part la dispersion de vitesse �, et d'autre part la taille

de l'amas R, on peut, en premi�ere approximation, �ecrire pour la masse M

de l'amas

M � R�2

G
: (2.27)

Une m�ethode exp�erimentale consiste donc �a mesurer la vitesse moyenne de

l'amas (en mesurant la vitesse moyenne de chaque galaxie et en en prenant la

moyenne), puis la dispersion des vitesse autour de cette moyenne, et en�n �a

mesurer approximativement la taille de l'amas �a partir des galaxies visibles.

Par ailleurs, il est possible d'�evaluer la masse de mati�ere visible en sommant

les masses de toutes les galaxies (voir le paragraphe 2.2.1).

Cette m�ethode a �et�e la plus utilis�ee car elle est la plus simple, mais elle

est fond�ee sur deux hypoth�eses diÆciles �a justi�er : l'isotropie de la dis-

tribution des vitesses, et la virialisation du syst�eme. N�eanmoins, elle reste

fortement utilis�ee [25].

Ces observations tendent �a montrer que la masse totale est bien plus impor-

tante que la masse lumineuse. On parle dans ce cas de mati�ere noire pour

d�ecrire cette masse non-lumineuse. On notera n�eanmoins que ces �etudes

pr�edisent des valeurs de 
M compatibles avec les �etudes cosmologiques [26].

L'�emission de rayonnement X

Une deuxi�eme m�ethode consiste �a �etudier le rayonnement des amas. En e�et,

les amas contiennent un gaz tr�es chaud (T � 108K), totalement ionis�e et

de faible densit�e (n � 10�3 cm�3). Ce gaz �emet du rayonnement X par

Bremsstrahlung.

Si l'on suppose que le gaz est en �equilibre hydrostatique (� est le potentiel

gravitationnel, et � et P respectivement la densit�e et la pression du gaz),

donc que

~r� = �1

�
~rP ; (2.28)
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et se comporte comme un gaz parfait, suivant l'�equation d'�etat (T est la

temp�erature du gaz, et m la masse moyenne d'une particule de gaz)

P =
�

m
kT ; (2.29)

on peut montrer que dans le cas d'un amas purement sph�erique

Mtot(r) = �
kTr

Gm

�
d ln(�)

d ln(r)
+
d ln(T )

d ln(r)

�
: (2.30)

Finalement, on peut trouver la masse totale �a partir de la connaissance de

la r�epartition de temp�erature, de la densit�e du gaz, et de la masse moyenne

des particules le constituant. D'autre part, si l'on connait la densit�e de gaz

et que l'on suppose que la contribution des baryons est domin�ee par le gaz et

les �etoiles visibles, il est possible de trouver la masse de mati�ere baryonique

Mb dans l'amas. En�n, comme l'�echelle spatiale des amas est tr�es grande,

on peut supposer que le rapport masse baryonique sur masse totale est

repr�esentatif du param�etre cosmologique 
B.

Il est possible d'obtenir le pro�l de densit�e �a partir de la brillance de surface

de l'amas, et le pro�l de temp�erature par spectroscopie. Les instruments

actuels, tels que le satellite ROSAT [27], ont des r�esolutions suÆsamment

importantes pour �etudier correctement le gaz.

Des �etudes r�ecentes semblent montrer que la fraction de baryonsMb=Mtot est

de l'ordre de 10 �a 12% (dont environ 9% de gaz), apparemment en accord

avec les r�esultats du CMB et de la nucl�eosynth�ese primordiale [28]. On

pourra n�eanmoins remarquer que la fraction baryonique ainsi trouv�ee n'est

valable que si les amas sont repr�esentatifs de l'Univers dans son ensemble.

E�ets de lentille gravitationnelle

Lorsqu'un corps massif passe pr�es de la ligne de vis�ee entre un observateur

et un corps observ�e, la relativit�e g�en�erale pr�edit une courbure des rayon lu-

mineux, conduisant �a des distorsions dans l'image du corps observ�e. L'angle

de d�eviation de la lumi�ere est proportionnel �a la masse du corps d�eecteur,

et on peut esp�erer utiliser cet e�et pour trouver la masse des amas.

Lorsqu'on observe des objets situ�es au-del�a des amas, on peut observer deux

ph�enom�enes : l'un, appel�e \strong lensing" conduit �a des images multiples

et des images d�eform�ees sous forme d'arcs, et se produit lorsque les amas

sont tr�es denses. L'autre, appel�e \weak lensing", se produit pour des amas

peu denses et donne des d�eformations moyennes peu importantes, qui per-

mettent de sonder l'int�erieur de l'amas.

Le strong lensing est plus facile �a observer, mais il demande une mod�elisation

importante de l'amas de mani�ere �a expliquer les diverses d�eformations, et

ne renseigne �nalement que sur ses partie denses.

Le weak lensing, même s'il est plus diÆcile �a observer, permet de carto-

graphier la distribution de masse. Cette m�ethode n�ecessite l'utilisation de
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cam�eras �a large champ.

A l'aide de cette m�ethode, il est donc possible de d�eterminer la masse totale

d'un amas. Pour obtenir la fraction baryonique, il reste n�ecessaire d'�evaluer

la masse due au gaz et aux �etoiles, ce qui se fait �a l'aide du rayonnement X.

Les m�ethodes fond�ees sur le lensing sont actuellement activement utilis�ees,

et les r�esultats semblent d�ej�a indiquer que les baryons sont plus nombreux

que dans les exp�eriences bas�ees simplement sur le rayonnement X [29]. Les

prochaines g�en�erations de t�elescopes devraient encore permettre d'am�eliorer

les r�esultats [30].

2.2.3 Conclusions

Il existe certainement d'autres mani�eres d'observer la pr�esence de mati�ere

noire. Dans tous les cas, comme nous avons pu le voir, galaxies et amas

galactiques indiquent d�ej�a fortement la pr�esence de mati�ere noire. En ce qui

concerne les observations des galaxies, elles ne permettent pas de di��erencier

mati�ere baryonique et mati�ere non-baryonique, laissant ainsi la possibilit�e

que la mati�ere noire soit au moins en partie compos�ee de mati�ere baryo-

nique non-visible. Cependant, les mesures sur les amas, combin�ees aux ob-

servations cosmologiques, indiqueraient qu'environ 10% de la mati�ere est

baryonique, alors que le reste est constitu�e de masse inconnue. D'autre part,

au niveau des galaxies, seule 10% de cette mati�ere baryonique est visible.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous int�eresser �a di��erentes explica-

tions possibles.
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Fig. 2.1 { Diagramme de Hubble pour 42 SNeIa du Supernovae Cosmo-

logy Project et 18 SNeIa �a bas redshift du Cal�an/Tololo Supernovae Survey

(Emprunt�e �a [1]).
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Fig. 2.2 { R�esultats cosmologiques de l'exp�erience Boomerang compar�es aux

r�esultats des SNeIa, dans le plan 
M - 
� (Emprunt�e �a [2]).
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Fig. 2.3 { Observations du CMB par le satellite COBE (Emprunt�e �a [5]).
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Fig. 2.4 { Donn�ees du spectre angulaire de puissance du CMB des princi-

pales exp�eriences. Les barres d'erreurs n'incluent pas les calibrations, ce qui

permet un ajustement vertical important entre les di��erentes exp�eriences

(Emprunt�e �a [13]).
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Fig. 2.5 { Inuence de 
bh
2 (�a gauche), 
Mh

2 (�a droite) et 
M + 
� (au

centre) sur le spectre de puissance du CMB (Emprunt�e �a [12]).
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Fig. 2.6 { Simulation des futures mesures du spectre de puissance primordial

(Emprunt�e �a [13]).
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Fig. 2.7 { Distribution des Galaxies, vues sous un angle de 4o, pour un total

de 213703 galaxies, par l'exp�erience 2dFGRS (Emprunt�e �a [15]).
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Fig. 2.8 { Courbe de rotation de la galaxie M33 (Emprunt�e �a [20]).
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Fig. 2.9 { Courbes de Rotation Universelles, moyennes sur plusieurs courbes

de rotation class�ees en fonction de leurs magnitudes. En trait plein, on voit

le meilleur ajustement, en pointill�es la contribution du disque, et en tirets la

contribution du halo de mati�ere noire selon des pro�ls isothermes. Au-del�a

du rayon optique, les courbes sont obtenues par extrapolation (Emprunt�e �a

[22]).
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Chapitre 3

Candidats �a la Mati�ere Noire

Les candidats �a la mati�ere noire sont relativement nombreux. Nous allons

nous int�eresser �a certains d'entre eux.

3.1 Mati�ere Noire Baryonique

Nous avons vu que le probl�eme de la mati�ere noire prendre des formes di-

verses. Les �etudes cosmologiques semblent montrer que seulement 10 % de

la mati�ere est baryonique. Quelle est donc cette mati�ere non-baryonique ?

Lorsqu'on d�ecide d'�etudier la mati�ere baryonique, l�a-encore on n'en voit

directement qu'une faible partie. O�u est donc accumul�ee la mati�ere baryo-

nique ?

3.1.1 Nuages de gaz mol�eculaires

De nombreuses observations tendent �a montrer que le milieu interstellaire des

galaxies est principalement compos�e d'hydrog�ene HI et de gaz mol�eculaire

H2. Si la quantit�e de gaz HI peut être relativement bien �evalu�ee, celle de H2

est diÆcile �a mettre en �evidence. En e�et, il n'est d�etectable directement

que dans le cas o�u sa temp�erature est suÆsamment �elev�ee pour qu'il �emette

dans des fr�equences observables. Si l'on consid�ere par exemple le cas de la

galaxie spirale NGC 891, le spectrom�etre ISO (Infrared Space Observatory)

a permis de mettre en �evidence une grande proportion de gaz H2 [1], et

indique que la masse de H2 serait cinq �a quinze fois sup�erieure �a celle de HI.

Aussi, il est possible qu'un tel gaz suÆse �a expliquer la masse manquante

galactique [2]. On pourra aussi noter un couplage apparent entre la quantit�e

de gaz HI et la quantit�e de mati�ere noire [3] (voir �gure 3.1), ce qui pourrait

renforcer l'id�ee de l'existence d'un gaz froid de type H2 dont la densit�e serait

proportionnelle �a celle de HI.

On peut cependant remarquer que cette pr�esence importante de H2 n'a

pas pu être v�eri��ee dans de nombreuses galaxies. En particulier, la Voie
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Lact�ee ne poss�ede pas cette proportion d'hydrog�ene mol�eculaire : en e�et,

le rayonnement cosmique ferait rayonner le gaz, ce qui n'est pas observ�e [4].

N�eanmoins, une telle d�ecouverte conforte l'id�ee qu'une partie de la mati�ere

noire est peut-être baryonique, sans toutefois expliquer toutes les observa-

tions cosmiques.

3.1.2 MACHOs

Il se pourrait que la mati�ere noire des halos galactiques soit constitu�ee d'ob-

jets baryoniques appel�es MACHOs (Massive Compact Halo Objects), peu

visibles. Il peut s'agir d'�etoiles peu rayonnantes (naines blanches ou rouges),

ou avort�ees (naines brunes, telles que Jupiter), ou encore de trous noirs. Des

exp�eriences telles que EROS et MACHO ont tent�e de mettre en �evidence

de tels objets. Les r�esultats de EROS montrent que des objets de masses

inf�erieures �a 1 M� ne peuvent contribuer �a plus de 40 % de la masse d'un

halo galactique [5], tandis que l'exp�erience MACHO indique que les objets

de masses inf�erieures �a 30 M� ne suÆsent pas �a expliquer la masse totale

des halos [6].

Même si les MACHOs peuvent aider �a r�epondre au moins partiellement �a la

questions de la mati�ere baryonique dans les halos galactiques, ils ne peuvent

toutefois pas expliquer les observations cosmologiques.

Nous allons donc nous int�eresser �a di��erentes formes potentielles de mati�ere

noire non-baryonique.

3.2 Neutrinos

Durant longtemps, les neutrinos ont �et�e consid�er�es comme des fermions non-

massifs. L'id�ee des neutrinos massifs s'est par contre g�en�eralis�ee dans les

ann�ees 90 aussi bien en physique des particules qu'en astrophysique et cos-

mologie. Di��erentes exp�eriences (ALEPH, Kamiokande...) ont pu donner des

limites sup�erieures aux masses des neutrinos [7] :

m�e < 3 eV ;

m�� < 18:2 keV ;

m�� < 170 MeV :

(3.1)

Si les neutrinos ont une masse, les �etats propres d'interaction j�l > peuvent

ne pas être les mêmes que les �etats propres de masse j�m >. On peut alors

consid�erer que les neutrinos observables j�l > sont des m�elanges d'�etats

propres de masse tels que :

j�l >=
X
m

Ulmj�m > : (3.2)
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U est la matrice de m�elange leptonique. Si les neutrinos ne se d�eclinent que

sous trois saveurs, il s'agit d'une matrice 3� 3, unitaire, et r�eelle si CP est

conserv�ee, telle que0
BBBB@

�e

��

��

1
CCCCA =

0
BBBB@

Ue1 Ue2 Ue3

U�1 U�2 U�3

U�1 U�2 U�3

1
CCCCA

0
BBBB@

�1

�2

�3

1
CCCCA : (3.3)

Du fait de cette superposition d'�etats propres de masse, les neutrinos obser-

vables peuvent osciller avec la distance, c'est-�a-dire changer de saveur. Pour

un neutrino d'�energie E, la probabilit�e d'osciller vers une autre saveur sur

la distance d vaut :

P (�l �! � 0l ; d) = j < � 0l j�l(d) > j2 =
�����
X
n

UlnU
�
l0ne

�i(
m2
n

2E
)d

�����
2

; (3.4)

o�u les mn sont les masses des neutrinos. On voit donc que si mn = 0, les

neutrinos ne vont pas osciller. Dans le cas d'�etudes d'oscillations entre deux

saveurs, on peut montrer que la probabilit�e d'oscillation est fonction de

�m2
12 = m2

1 �m2
2. On voit donc que les exp�eriences sensibles �a seulement

deux familles ne vont pas pouvoir contraindre directement la masse des neu-

trinos, mais leur di��erence de masse.

Certaines exp�eriences ont pu mettre en �evidence des oscillations de neutri-

nos :

- grâce �a la mesure du ux des neutrinos �electroniques �emis par le Soleil,

donc �a des �energies de l'ordre de 100 kev - 1 MeV (GALLEX, Super Kamio-

kande...), on voit que �m2
e� � 10�5 eV2[8].

- grâce �a la mesure du ux des neutrinos muoniques produits lors des

r�eactions des muons du rayonnement cosmique avec l'atmosph�ere, donc �a

des �energies de l'ordre de 1 Gev (MACRO, Super Kamiokande...), on voit

que �m2
�� � 10�3 eV2[9].

- grâce �a la mise en �evidence d'�ev�enements caract�eristiques de �e dans des

faisceaux de �� provenant d'acc�el�erateurs (LSND), on a (bien que ce r�esultat

soit controvers�e) �m2
�� � 0:1 � 1 eV2 [10]. D'autres exp�eriences, telles que

Amanda ou Antares, sont en cours, avec pour but d'�etudier les neutri-

nos cosmiques de hautes �energies. Finalement, comme aucune oscillation

vers des neutrinos suppl�ementaires dits \st�eriles" (c'est-�a-dire qui n'inter-

agissent pas) n'a �et�e mise en �evidence, l'hypoth�ese de ce type d'oscillations

est �elimin�ee par di��erentes exp�eriences (En particulier, voir [9]).

D'un point de vue cosmologique (on pourra se reporter, pour un traitement

plus complet, �a [11]), au d�ebut de l'Univers, les neutrinos ont fait partie

du bain thermique primordial constitu�e de photons, �electrons, protons, ... Il
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est alors possible de montrer que les neutrinos se sont d�ecoupl�es avant les

photons. Apr�es le d�ecouplage, la relation entre la temp�erature de Planck des

neutrinos et des photons est donn�ee par T� =

�
4

11

�1=3
T , soit aujourd'hui :

T 0
� =

�
4

11

�1=3
T 0
 � 1:947 K : (3.5)

Les neutrinos sont des fermions, et suivent donc la statistique de Fermi-

Dirac. N�eanmoins, si on n�eglige leur masse, on peut alors montrer que la

densit�e d'�energie des neutrinos vaut, �a haute temp�erature (c'est-�a-dire juste

apr�es leur d�ecouplage)

�� =
7

8

�
4

11

�4=3
N�� ; (3.6)

o�u N� est le nombre de saveurs de neutrinos. S'il y a uniquement trois sa-

veurs, les neutrinos participent alors �a la densit�e des particules relativistes

en l'augmentant d'un facteur 1.68.

Si on ne n�eglige plus la masse des neutrinos [11][12], mais qu'elle reste faible

(bien moins que 1 MeV), on montre qu'au moment du d�ecouplage les neu-

trinos sont encore ultra-relativistes (Mati�ere Noire Chaude), et que le pa-

ram�etre cosmologique qui leur est associ�e vaut


� h
2 =

P
mi

93:5 eV
; (3.7)

o�u les mi sont les masses des di��erentes saveurs. On voit que la cosmolo-

gie met alors des limites importantes sur un tel mod�ele, puisque pour ne

pas fermer l'Univers, la somme de leurs masses doit être inf�erieure �a 93.5

h2 eV. Ces masses n'�etant pas exclues, un tel mod�ele pourrait sembler pos-

sible. Malheureusement, la vitesse de tels neutrinos serait tellement proche

de celle de la lumi�ere que les petites uctuations seraient lav�ees, et que par

cons�equent les uctuations primordiales engendreraient des structures beau-

coup plus �etendues que les galaxies observ�ees [13]. De fait, l'observation du

CMB et des grandes structures met une limite �a la masse des neutrinos :P
mi < 4:2 eV [14].

Si l'on consid�ere maintenant des masses bien plus �elev�ees de neutrinos, alors

il est possible de montrer [15] que des neutrinos de large masse peuvent

exister sans fermer l'Univers : s'ils sont du type Dirac, une limite inf�erieure

est m� � 2 GeV, et s'ils sont du type Majorana, elle devient m� � 6 GeV.

Cependant, ces masses sont au-dessus des limites de masse des mesures en

laboratoire, et il ne semble possible de les consid�erer que dans le cadre de

th�eories plus exotiques. N�eanmoins, si la masse des neutrinos �etait de cet

ordre, leur vitesse serait bien r�eduite. Les neutrinos pourraient alors être
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consid�er�es comme des WIMPs, et on parlerait alors de mati�ere noire froide

(voir le paragraphe suivant). Finalement, des neutrinos exotiques pourraient

avoir des masses proches du keV, formant ainsi de la mati�ere noire ti�ede.

Une telle mati�ere noire reste un candidat viable [16], même s'il reste diÆcile

de motiver th�eoriquement son existence.

3.3 WIMPs

Actuellement, les meilleurs candidats �a la mati�ere noire semblent être des

particules massives stables interagissant faiblement (WIMPs), issues d'ex-

tensions du Mod�ele Standard de la Physique des Particules. Si ces particules

sont stables et d'une masse �elev�ee (de l'ordre du TeV), elles devraient pou-

voir se trouver sous forme de Mati�ere Noire Froide (CDM), et engendrer les

grandes structures.

Int�eressons nous au cas des WIMPs issus du Mod�ele Standard Supersy-

m�etrique Minimal (MSSM). La Supersym�etrie1 est une th�eorie qui se d�ecline

sous de nombreuses formes, tout en respectant une sym�etrie particuli�ere, au-

jourd'hui bris�ee : il existe une relation entre les fermions et les bosons, c'est-

�a-dire �a chaque fermion correspond un boson partenaire, et r�eciproquement.

L'avantage de cette th�eorie est �a la fois qu'elle r�esout certains probl�emes

th�eoriques du Mod�ele Standard, et en retrouve les r�esultats principaux. Le

MSSM est un mod�ele particulier de Supersym�etrie qui poss�ede le même

groupe de jauge que le Mod�ele Standard tout en contenant une extension su-

persym�etrique. Contrairement au Mod�ele Standard, le MSSM requiert deux

doublets de Higgs. A chaque particule connue dans le Mod�ele Standard cor-

respond une particule-partenaire supersym�etrique. Dans ce mod�ele, on voit

apparâ�tre quatre nouveaux fermions neutres interagissant faiblement : les

neutralinos, superpositions des partenaires supersym�etriques des bosons de

Higgs (higgsinos), du photon (photino) et du boson de jauge Z0 (zino). On

peut introduire de mani�ere ad hoc une sym�etrie discr�ete R = (�1)3(B�L)+2S ,
appel�ee la R-parit�e, o�u B et L sont les nombres baryonique et leptonique,

et S le spin. Ainsi, �a chaque particule du mod�ele standard correspond un

nombre pair R = +1, et �a chaque particule supersym�etrique un nombre

impair R = �1. Dans le MSSM, on suppose que ce nombre est conserv�e.

A cause de cela, la particule supersym�etrique la plus l�eg�ere ne va pas pou-

voir se d�esint�egrer vers une particule plus l�eg�ere, et va donc rester stable.

Il lui est n�eanmoins possible de s'annihiler avec une autre particule super-

sym�etrique (en particulier avec elle-même) pour redonner de la mati�ere or-

dinaire. Certains arguments (dont le fait que cette particule stable doit être

�electriquement neutre et non-color�ee) [18] semblent indiquer que c'est l'un

des neutralinos qui tendrait �a être cette particule stable, avec une masse

1Pour plus de d�etails sur la Supersym�etrie et le MSSM, on pourra se reporter par

exemple �a [17].
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sup�erieure �a 100 GeV. Ainsi, le MSSM fournit { �a la condition que le res-

pect de la R-parit�e soit bien r�eel { une particule stable, neutre, interagissant

faiblement, c'est-�a-dire pr�edit l'existence d'une WIMP. Donc, s'il s'av�ere que

la Supersym�etrie est v�eri��ee exp�erimentalement, l'existence des WIMPs est

possible. N�eanmoins, même si aucune exp�erience n'a invalid�e le mod�ele, au-

cune n'a mis encore en �evidence son existence.

Du point de vue cosmologique et astrophysique, l'hypoth�ese de l'existence

des WIMPs permet de reproduire de nombreux r�esultats observationnels.

Actuellement, comme on cherche �a obtenir des pr�edictions pr�ecises, la dif-

�cult�e principale des �etudes des mod�eles de CDM est qu'il est n�ecessaire

d'utiliser des simulations num�eriques �a N-corps de grande pr�ecision, ce qui

impose l'utilisation d'ordinateurs puissants (voir �gure 3.2). En dehors de ces

probl�emes techniques, on peut voir que d'une part, l'existence des WIMPs

explique correctement la formation et l'�evolution des grandes structures

[20]. Ensuite, elle fournit le spectre des uctuations de masse n�ecessaire

�a la formation des halos galactique et des amas d'�etoiles [21]. Au niveau

des courbes de rotation galactiques, Navarro, Frenk et White ont r�ealis�e

une �etude syst�ematique de la structure des halos sur une large gamme de

masses [22], et trouvent qu'ils suivent une forme universelle, dont l'�echelle

est d�etermin�ee uniquement par leur masse. Les halos de WIMPs expliquent

bien les courbes de rotation �a grand rayon (voir �gure 3.3).

Si les mod�eles de WIMPs r�eussissent �a bien rendre compte des observa-

tions aux grandes �echelles, on voit n�eanmoins apparâ�tre des probl�emes �a

des �echelles un peu plus petites. En particulier, la mati�ere noire a tendance

�a trop s'accumuler au centre des galaxies, et ne peut donc en reproduire les

courbes de rotation �a faible rayon, en particulier pour les galaxies spirales

naines ou �a faible brillance de surface (LSB), dans lesquelles la mati�ere noire

est sens�ee dominer [23] (voir �gure 3.4). Un autre probl�eme important est

que les WIMPs ont tendance �a s'accumuler pour former des sous-structures

de petites tailles. Les simulations montreraient par exemple que l'on observe

environ 100 fois moins de satellites galactiques autour de la Voie Lact�ee que

ce qui est pr�evu [24]. Cependant, il semblerait que les r�ecentes recherches de

satellites montrent que l'on sous-estimait leur nombre, car les moins lumi-

neux ne seraient observables que par leurs e�ets gravitationnels [25].

Dans tous les cas, le succ�es des mod�eles de CDM provient du fait qu'ils

donnent une vision de l'Univers tr�es proche de la r�ealit�e. Le fait qu'on ait

d�ecouvert des probl�emes aux petites �echelles r�ev�ele les e�orts importants

qui sont faits pour tester ces mod�eles.

En d�epit de leurs r�eussites, les mod�eles des WIMPs ne sont pas une r�eponse

d�e�nitive au probl�eme de la mati�ere noire. En e�et, même s'ils donnent de

l'Univers une vision r�ealiste, les probl�emes restent importants, et une bonne

mani�ere de con�rmer de tels mod�eles serait de r�eussir �a d�etecter directement

les WIMPs. Il reste toujours la question de la connaissance des propri�et�es des

WIMPs : sont-ils des partenaires supersym�etriques ou non ? En tout cas, de
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nombreuses exp�eriences de d�etection (EDELWEISS, CDMS, ANTARES...)

sont en cours, et esp�erent apporter une r�eponse dans les ann�ees �a venir.

3.4 MOND

La dynamique modi��ee MOND [26] est avant tout une th�eorie ph�enom�eno-

logique ad hoc qui esp�ere se passer de mati�ere noire pour expliquer les ob-

servations. Pour cela, elle modi�e la dynamique newtonienne aux �echelles

des petites acc�el�erations avec l'id�ee suivante : une particule-test situ�ee �a une

distance r d'une masse M est soumise �a une acc�el�eration a telle que

a2

a0
� GM

r2
; (3.8)

pour a� a0 et

a =
GM

r2
; (3.9)

pour a � a0. a0 est une constante aux dimensions d'une acc�el�eration (de

l'ordre de 10�10 m.s�2). MOND est donc di��erente de la loi Newtonienne

habituelle uniquement aux faibles acc�el�erations.

MOND respecte certaines lois ph�enom�enologiques, en particulier :

1) Les courbes de rotations des galaxies sont asymptotiquement plates.

2) La vitesse de rotation asymptotique d'une galaxie est proportionnelle �a la

racine quatri�eme de la masse baryonique totale (relation de Tully-Fisher).

3) La distribution de mati�ere visible dans les galaxies d�etermine le champ

d'acc�el�eration de la galaxie.

Cette id�ee a �et�e activement �etudi�ee depuis 20 ans dans le contexte des

courbes des structures astrophysiques. Elle semblerait pouvoir fonctionner

�a l'�echelle des galaxies (voir �gure 3.5). Cependant, comme cette th�eorie

est non-relativiste, elle ne s'adapte pas facilement aux �echelles plus larges

(en particulier �a la cosmologie). Des �etudes (voir par exemple [27]) essaie

cependant de l'�elargir �a d'autres niveaux.

La litt�erature autour de MOND va du succ�es dans de nombreux domaines

test�es [28], �a la discussion sur de nombreux probl�emes ou �echecs [29], si bien

que la r�eussite de la th�eorie n'est pas av�er�ee.

En tout cas, si en tant que gravit�e newtonienne modi��ee MOND peut

s'av�erer correcte, elle poss�ede n�eanmoins des probl�emes conceptuels impor-

tants [30] :

- elle viole explicitement le principe d'�equivalence,
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- elle viole la conservation des moments,

- elle viole l'invariance de Lorentz,

- elle ne permet pas la superposition des champs gravitationnels.

En bref, MOND brise les principes de base de la physique th�eorique actuelle,

ce qui rend diÆcile une approche des ph�enom�enes cosmologiques �a grande

�echelle. Cependant, on peut noter que les d�eveloppeurs de MOND travaillent

activement �a rendre cette th�eorie compatible avec les observations.

3.5 Axions

Les axions sont apparus pour la premi�ere fois en Physique des Particules

en tant que solution possible au probl�eme de la violation de CP forte du

Mod�ele Standard.

3.5.1 Le probl�eme de la violation de CP forte

L'existence de l'axion a �et�e postul�ee il y a une vingtaine d'ann�ees pour

expliquer pourquoi les interactions fortes conservent les sym�etries P et CP

alors que les interactions faibles les violent.

Pour une vision plus d�etaill�ee du probl�eme, on pourra se reporter par exem-

ple �a [31].

On peut en e�et �ecrire le Lagrangien de la QCD sous la forme

Le�QCD = LQCD +�
g2

32�2
Ga
��

~Ga�� ; (3.10)

o�u Ga
�� est le tenseur gluonique et ~Ga�� = 1

2�
����Ga

�� son dual. Le premier

terme est le Lagrangien habituel de la QCD, largement utilis�e dans les calculs

ph�enom�enologiques. Le deuxi�eme terme est un terme e�ectif qui provient

d'une part des propri�et�es topologiques du vide des th�eories de jauge non-

ab�eliennes, et d'autre part du processus de diagonalisation de la matrice de

masse des quarks. Il n'intervient pas dans les calculs perturbatifs , car il

peut s'�ecrire comme la divergence d'un courant, et donc comme un terme

de surface dans l'action. Ce terme gluonique existe n�eanmoins, et viole les

sym�etrie P et CP.

A partir de contraintes sur le moment �electrique dipolaire des neutrons, on

trouve que j�j � 10�10, ce qui montre que les interactions fortes violent peu

ou pas CP. Ce r�esultat soul�eve une question : pourquoi � est-il si petit ?

C'est le probl�eme de la violation de CP forte.
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3.5.2 Solution de Peccei-Quinn

Peccei et Quinn ont propos�e en 1977 [32] une solution encore d'actualit�e.

Ils ont propos�e une th�eorie dans laquelle � devient une variable dynamique,

qui peut relaxer vers un minimum du potentiel e�ectif sans violer P et CP.

L'id�ee de base est d'�etendre le contenu en champs (et en particules) du

Mod�ele Standard des particules �el�ementaires, de fa�con �a ce que cette ex-

tension poss�ede une sym�etrie chirale globale suppl�ementaire U(1)PQ qui est

spontan�ement bris�ee. Il apparâ�t alors dans le Lagrangien un boson de Gold-

stone (excitation de spin 0 et de masse nulle) : l'axion.

Sous l'e�et de cette sym�etrie U(1)PQ, le champ � associ�e �a l'axion se trans-

forme selon :

� �! �+ F�� : (3.11)

F� est une constante de la dimension d'une �energie, qui donne l'�echelle

d'�energie �a laquelle la sym�etrie U(1)PQ est spontan�ement bris�ee, et qui doit

être bien sup�erieure �a �QCD. A est une constante sans dimension d�ependant

des d�etails de la mod�elisation, mais g�en�eriquement de l'ordre de l'unit�e.

En plus d'être spontan�ement bris�ee, cette sym�etrie U(1)PQ, dont la r�ealisa-

tion sur les fermions est chirale, sou�re d'une anomalie de Adler-Bell-Jackiw

[35], qui induit sur le Lagrangien e�ectif la transformation :

ÆL =
�Ag2

32�2
Ga
�� :

~Ga�� (3.12)

Le Lagrangien e�ectif de l'extension du mod�ele standard que l'on consid�ere

met alors en jeu des termes suppl�ementaires de la forme

L� =
1

2
@��@

��+
Ag2

32�2F�
� Ga

��
~Ga�� : (3.13)

Ce Lagrangien e�ectif contient ainsi le terme suivant, violant P, CP et T :

Lv =
g2

32�2

�
A

F�
�+�

�
Ga
��

~Ga�� : (3.14)

Dans le vide, �etat de densit�e d'�energie minimale, la valeur moyenne de �

s'ajuste �a

< � >= � 1

A
F�� ; (3.15)

de sorte que le terme violant P, CP et T est �elimin�e. Le champ

�0 = � � < � > (3.16)

est le champ de l'axion. Cette excitation, initialement de masse nulle lorsque

l'on ignore l'anomalie chirale, acquiert, du fait de cette anomalie, une masse

m� �
�2
QCD

F�
: (3.17)
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3.5.3 Axions et mati�ere noire

La masse pour les axions peut être contrainte par di��erentes observations.

Tout d'abord, si cette masse est trop petite, les axions auraient �et�e produits

en trop grand nombre dans l'Univers primordial. Une limite inf�erieure a

pu être calcul�ee pour di��erents m�ecanismes de production dans di��erents

sc�enarii cosmologiques (en particulier, voir [36][37][38]), donnant comme

contrainte m� � 10�6 eV.

D'autre part une autre �etude a �et�e e�ectu�ee sur les supernov�. Des axions

trop lourds auraient tendance �a refroidir le c�ur �a un point tel que la distri-

bution des neutrinos arrivant serait incompatible avec les observations [39].

La borne sup�erieure de la masse est proche de 10�2 eV.

D'apr�es les mod�eles cosmologiques [40], la densit�e d'axions dans l'Univers

vaut


a � 0:5

�
10�6 eV

ma

�7=6
; (3.18)

ce qui montre qu'un axion de masse proche du �eV contribuerait signi�ca-

tivement �a la densit�e d'�energie de l'Univers.

D'autre part, on pourrait s'attendre, �a cause de leur faible masse, �a ce que les

axions, �a l'instar des neutrinos, se comportent comme de la mati�ere noire

chaude, et ainsi ne puissent pas expliquer correctement la formation des

structures. Cependant, les propri�et�es des axions [41] font qu'ils n'ont pas

besoin de provenir d'un m�ecanisme thermique dans l'Univers primordial,

et peuvent ainsi avoir des vitesses non-relativistes. Actuellement, de nom-

breuses exp�eriences tentent de mettre en �evidence l'existence de l'axion [42],

sans avoir pour le moment de r�eponse satisfaisante. L'axion reste donc une

solution possible au probl�eme de la mati�ere noire.

3.5.4 Conclusion

Les mod�eles pr�esent�es ci-dessus ne sont pas les seuls mod�eles de mati�ere

noire. On peut trouver d'autres mod�eles issus des th�eories des cordes (dont

une cons�equence est, par exemple, le gaz de Chaplygin [43]), des dimen-

sions suppl�ementaires, etc... qui essaient aussi de r�esoudre le probl�eme de la

mati�ere noire (voir le chapitre suivant). N�eanmoins, les mod�eles les plus fa-

voris�es actuellement sont le mod�ele des WIMPs en ce qui concerne la mati�ere

noire non-baryonique, et les mod�eles de gaz froid pour la mati�ere noire ba-

ryonique. Dans les deux cas, de nombreux probl�emes subsistent, et il n'y a

donc pas de r�eponse d�e�nitive au probl�eme de la mati�ere noire.
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Fig. 3.1 { Di��erentes courbes de rotations. Les r�esultats exp�erimentaux sont

les points avec les barres d'erreurs. Les lignes pointill�ees d�enotent la contri-

bution du disque et du bulbe (s'il existe). Les lignes en tirets correspondent

�a la contribution du gaz HI qui a �et�e mise �a l'�echelle de mani�ere �a obtenir

les meilleurs ajustements. Ces meilleurs ajustements sont en traits pleins

(Emprunt�e �a [3]).



68 CHAPITRE 3. CANDIDATS �A LA MATI�ERE NOIRE

Fig. 3.2 { Halo massif de particules de CDM tel qu'il pourrait entourer les

galaxies. Cette simulation a n�ecessit�e 150000 heures-machine sur un grand

super-ordinateur �a architecture parall�ele (Emprunt�e �a [19]).
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Fig. 3.3 { Courbes de rotation de syst�emes constitu�es d'un disque baryo-

nique et d'un halo de CDM. La masse totale des baryons est un param�etre

libre. La contribution du halo est obtenue en e�ectuant une mise �a l'�echelle

du pro�l de Navarro, Frenk et White, de mani�ere �a obtenir le meilleur ajus-

tement possible de courbes de rotation exp�erimentales. En trait plein, on

peut voir la courbe de rotation th�eorique, en tirets la contribution du halo,

et en pointill�es les donn�ees (Emprunt�e �a [22]).
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Fig. 3.4 { En traits pleins, on peut voir des courbes de rotation provenant

de simulations num�eriques de halos de CDM �a haute pr�ecision. En pointill�es,

on a les donn�ees exp�erimentales de LSB. En carr�es, on peut voir la courbe

de rotation d'une LSB typique, ainsi que la contribution des baryons, sous

forme d'�etoiles et de HI (Emprunt�e �a [23]).
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Fig. 3.5 { Courbes de rotation des galaxies Ursa Major ajust�ees par MOND,

pour une même valeur de a0. En pointill�es, on peut voir la contribution de la

mati�ere visible en th�eorie Newtonienne, et en traits altern�es la contribution

du gaz (Emprunt�e �a [28]).
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Chapitre 4

Les mod�eles �a champs

scalaires

En cosmologie, les champs scalaires sont utilis�es pour d�ecrire un grand

nombre de ph�enom�enes, dans le but de r�egler certains prob�emes. Nous al-

lons �etudier ici les raisons et les formes des mod�eles �a champ scalaire les plus

connus.

4.1 L'Ination

Le Mod�ele Standard Cosmologique a soulev�e certains probl�emes. Le rôle de

l'ination est de r�esoudre certains d'entre eux [1].

4.1.1 Le probl�eme de l'horizon

Le param�etre de Hubble H = _a=a permet de d�e�nir une distance caract�e-

ristique RH = H�1, appel�ee \Rayon de Hubble". Cette �echelle joue un rôle

fondamental dans de nombreux probl�emes cosmologiques.

Etudions le cas de deux photons �emis au même point origine O et au même

instant ti dans des directions oppos�ees. La distance physique entre les deux

particules vaut

dH(t) = 2a(t)

Z r(t)

0

dr0p
1� kr02 : (4.1)

Or, pour des photons, d�2 = 0. On en d�eduit :

dH(t) = 2a(t)

Z t

ti

dt0

a(t0)
: (4.2)

Si ti = 0, c'est-�a-dire que l'on int�egre �a partir de la singularit�e initiale, dH(t)

est appel�e \Horizon des Particules". En bref, deux points de l'Univers ne sont

en connexion causale, c'est-�a-dire ne peuvent �echanger des informations, que
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si leur distance est inf�erieure �a l'horizon. Dans le cas de l'Univers primordial

domin�e, dans le Mod�ele Cosmologique Standard, par la radiation, on a a(t) /
t1=2, d'o�u

dH(t) = 4t = 2RH(t) : (4.3)

A partir de l�a, il est possible de calculer la taille de l'horizon au moment

du d�ecouplage, et de montrer qu'elle repr�esente une distance vue par une

observateur sous un angle proche de 1o. En d'autres termes, cela revient

�a dire que l'on observe environ 103 r�egions causalement d�econnect�ees au

moment du d�ecouplage. Comment se fait-il donc que la temp�erature du

fond de rayonnement cosmologique soit relativement homog�ene ?

4.1.2 Le probl�eme des Fluctuations

Les uctuations du Fond de Rayonnement Cosmologique ont conduit �a la

formation des structures que nous connaissons (galaxies, amas, �etoiles). Etu-

dions rapidement leur �evolution.

D�ecomposons tout d'abord les perturbations initiales en modes de Fou-

rier. Une perturbation de vecteur d'onde ~k poss�ede une longueur d'onde

�k(t) = 2�a(t)=k.

Dans un Univers domin�e par la radiation, a(t) / t1=2, alors que s'il est

domin�e par la mati�ere, a(t) / t2=3. Donc, dans tous les cas, au bout d'un

certain temps, le rayon de Hubble RH(t) (/ t) crô�t plus rapidement que les

longueurs d'onde, et par cons�equent les modes des perturbations rentrent

les uns apr�es les autres dans le rayon de Hubble.

On peut montrer que si les perturbations s'�etaient form�ees avec des longueurs

d'onde inf�erieures au rayon de Hubble (donc r�ecemment), elles n'auraient

pas eu le temps de crô�tre suÆsamment pour former les grandes structures

observables. Par cons�equent, les longueurs d'onde �etaient n�ecessairement

sup�erieures au rayon de Hubble au moment de leur formation.

Or, comme je l'ai indiqu�e pr�ec�edemment, seule la gravitation s'exerce �a

l'ext�erieur du rayon de Hubble, et donc les uctuations ont dû se former

par un e�et de Relativit�e G�en�erale. Le seul m�ecanisme connu est celui des

d�efauts topologiques, qui est malheureusement d�efavoris�e par les observa-

tions des anisotropies.

La mani�ere dont les uctuations primordiales ont �et�e engendr�ees reste un

probl�eme dans ce sc�enario cosmologique standard.

4.1.3 La platitude de l'Univers

Consid�erons la proportion du terme de courbure par rapport �a la densit�e

critique totale (c'est-�a-dire au param�etre de Hubble) :
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���� k

a(t)2H(t)2

���� / _a(t)�2 : (4.4)

Lorsque la radiation domine, ce terme crô�t comme t, et lorsque la mati�ere

domine, il crô�t en t2=3. On peut donc dire que la platitude de l'Univers

s'estompe avec le temps. Les contraintes exp�erimentales actuelles semblent

pourtant indiquer que l'Univers est proche de la platitude. Or cela corres-

pondrait, �a l'instant t = 0, �a un Univers parfaitement plat, ou, si l'on se

place au temps de Planck (tP = (~G=c5)1=2 � 5:391 � 10�44 s), �a���� k

a(tP )2H(tP )2

���� � 10�59 : (4.5)

Par cons�equent que les densit�es d'�energie ont dû être ajust�ees trop �nement

autour de la densit�e critique pour que cela reste naturel. Cela revient �a dire

que dans le cas d'un Univers ferm�e, un Big-Crunch aurait d�ej�a eu lieu, et

dans le cas d'un Univers ouvert, la courbure dominerait aujourd'hui !

4.1.4 Les mod�eles d'ination

Il est possible de montrer que les trois probl�emes �evoqu�es ci-dessus peuvent

être r�esolus en supposant que l'Univers a eu pendant un certain temps une

croissance acc�el�er�ee : �a > 0. (On voit en particulier que si _a est croissant, le

probl�eme de la platitude est directement r�esolu.)

Dans les �equations de Friedmann-Lemâ�tre, cela correspond �a � + 3P < 0.

On peut montrer que c'est le cas si la densit�e d'�energie est domin�ee par

le potentiel d'un champ scalaire. L'id�ee g�en�erale de l'ination est la sui-

vante1 : dans l'Univers primordial, la densit�e d'�energie est domin�ee pendant

un certain temp par l'�energie potentielle d'un champ scalaire appel�e inaton.

Nous pouvons d�esormais nous int�eresser �a un mod�ele d'ination particu-

lier : l'ination en \roulement lent", ou \slow-roll".

Commen�cons par d�e�nir une densit�e lagrangienne pour un champ scalaire

suppos�e spatialement homog�ene (au moins au d�ebut de l'ination) :

L =
1

2
@�'@

�'� V (') : (4.6)

Il est associ�e au tenseur impulsion-�energie

T�� = @�'@�'�Lg�� ; (4.7)

et donc �a la densit�e

�' = T 00 =
1

2
_'2 + V (') ; (4.8)

1Pour une revue compl�ete sur l'ination, on pourra se r�ef�erer �a [2].
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et �a la pression

P' = �1

4
gijT

ij =
1

2
_'2 � V (') : (4.9)

L'�equation de Klein-Gordon pour ce champ scalaire est �equivalente �a la

deuxi�eme �equation de Friedmann-Lemâ�tre, et s'�ecrit :

�'+ 3H _'+
@V

@'
= 0 : (4.10)

On peut d'ores et d�ej�a interpr�eter le terme contenant H comme un terme

de frottement qui ralentirait l'�evolution du champ scalaire.

Pla�cons nous dans un univers �a sections spatiales plates. La premi�ere �equa-

tion de Friedmann-Lemâ�tre devient :

H2 =
8�G

3

�
_'2

2
+ V (')

�
: (4.11)

En combinant les deux �equations, on obtient

_H = �4�G _'2 : (4.12)

Cette �equation nous dit que H est d�ecroissant. Pour obtenir �a > 0, il suÆt

d'imposer une variation lente du param�etre de Hubble :

j _Hj � H2 ; (4.13)

ce qui donne la condition sur le potentiel

_'2 � 2V (') : (4.14)

Pour assurer une p�eriode d'ination suÆsamment longue, il faut que le

champ �evolue lentement vers sa valeur d'�equilibre, donc

j �'j � 3Hj _'j : (4.15)

Ces deux hypoth�eses sont appel�ees \conditions de roulement lent" (\slow

roll"). Les �equations du mouvement deviennent alors

H2 � 8�G

3
V (') ; (4.16)

_' � �V
0(')

3H
: (4.17)

On en d�eduit, �a l'ordre dominant :

_H � �1

6

V 02

V
; (4.18)
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�' � 1

24�G

V 00V 0

V
: (4.19)

On peut alors r�e�ecrire les conditions de roulement lent sous la forme (�a un

facteur 3 pr�es...)

�� 1 j�j � 1 ; (4.20)

o�u � et � sont les \param�etres de roulement lent" tel que d�e�nis par Liddle

et Lyth :

� � 1

6�G

�
V 0

V

�2
; (4.21)

� � 1

8�G

V 00

V
: (4.22)

Ces conditions sur le potentiel sont relativement fortes. Cependant, un po-

tentiel polynomial peut les satisfaire.

D'une mani�ere g�en�erale, les mod�eles d'ination sont nombreux ([3],[4]...).

Nous venons de voir comment l'un d'entre eux est introduit, et sur quelles

motivations. Ces mod�eles cherchent �a r�esoudre les probl�emes du Mod�ele Cos-

mologique Standard.

Le mod�eleen \slow roll" est un mod�ele particulier bas�e sur un simple champ

scalaire, de même que de nombreux mod�eles de quintessence, comme nous

allons le voir maintenant.

4.2 La Quintessence

Les mod�eles de quintessence sont des mod�eles essayant de r�esoudre de probl�e-

me de l'�energie noire �a l'aide de champs scalaires r�eels.

4.2.1 Un probl�eme d'�echelle

La constante cosmologique � pourrait être consid�er�ee comme une nouvelle

constante fondamentale de la gravitation, au même titre que G. Elle serait

alors associ�ee �a une �echelle de distance :

L� = ��1=2 � 1:7h�1Gpc ; (4.23)

o�u h est la constante de Hubble r�eduite, de l'ordre de 0:65. Il est possible

de comparer cette distance �a celle de Planck, correspondant elle-aussi �a une

�echelle fondamentale de la gravitation :

LP =

�
~G

c3

�1=2

� 1:6� 10�20fm : (4.24)
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Cette di��erence d'�echelle est colossale, elle ne trouve pas d'explication di-

recte. Une hypoth�ese est donc de consid�erer que la constante cosmologique

n'est pas une constante fondamentale, mais un uide de pression n�egative

qui a pu �evoluer dans le temps. Ce uide exotique est appel�e \quintessen-

ce", d'apr�es le nom que les Grecs donnaient �a la substance \c�eleste" (la

cinqui�eme, apr�es l'air, la terre, le feu et l'eau) qui maintenait la lune et les

�etoiles en place.

4.2.2 Les mod�eles de quintessence

Les mesures actuelles semblent favoriser une uide qui aurait aujourd'hui

une pression n�egative. Nous sommes donc proche du champ scalaire de type

inaton. En particulier, cela est vrai si le potentiel de ce champ domine

totalement. Les mod�eles de quintessence, comme les mod�eles d'ination, se

basent sur un champ scalaire neutre. Le Lagrangien est le même :

L =
1

2
@�'@

�'� V (') : (4.25)

Pour la quintessence, on se place aussi dans un Univers plat et homog�ene

spatialement, de mani�ere �a obtenir la densit�e et la pression

�' =
1

2
_'2 + V (') ; (4.26)

P' =
1

2
_'2 � V (') : (4.27)

On voit donc que si le potentiel domine, on aura !' � �1.
L'�equation de Klein-Gordon est elle aussi la même :

�'+ 3H _'+
@V

@'
= 0 : (4.28)

Etudions par exemple une quintessence \invariante d'�echelle" [5], c'est-�a-dire

fond�ee sur des �equations d'�etat invariantes telles que

�' / a�n () !' =
n

3
� 1 = cte : (4.29)

Il s'agit l�a de solutions simples, mais relativement restrictives. Comme H est

tr�es grand dans les premiers temps de l'Univers, le terme d'amortissement

dans l'�equation de Klein-Gordon est lui aussi tr�es grand, et par cons�equent,

si l'on veut que le champ ne soit pas compl�etement amorti aujourd'hui, il

faut que le terme d'�energie cin�etique _'2=2 domine fortement. Ainsi, dans les

premiers instants de l'Univers, !' � 1:
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Supposons que l'Univers soit empli du uide cosmologique �', et d'un plasma

�plasma tel que

�plasma / a�m () !plasma =
m

3
� 1 : (4.30)

Pour de la mati�ere baryonique m = 3, et pour de la radiation m = 4.

A partir de ces �equations, on peut d�eterminer V ('). On peut di��erencier

deux cas.

Dans le cas o�u m = n, les �equations m�enent �a

V (') = V0e
��' ; (4.31)

o�u

� =

s
n

M2
P

1


�
: (4.32)

MP � (8�G)�1=2 est la masse de Plack r�eduite, et 
� = �0'=�
c
0. On a donc

un potentiel purement exponentiel.

Dans le cas o�u m 6= n, le potentiel est beaucoup plus compliqu�e, et form�e

de plusieurs exponentielles.

Même si ce mod�ele est physiquement int�eressant, mais sous cette forme il

a de s�erieux probl�emes avec les di��erentes observations pr�esent�ees au cha-

pitre pr�ec�edent [6]. De nombreux mod�eles avec di��erents types de potentiels

existent, et il est tr�es diÆcile de s�electionner les formes de fonctions pour le

potentiel qui auraient �a la fois un int�erêt physique, et seraient compatibles

avec les observations. On remarquera n�eanmoins que les potentiels �a double

exponentielle [7] donnent actuellement de bons r�esultats.

D'autres types de mod�eles bas�es sur des champs scalaires ont aussi ten-

dance �a se d�evelopper : des th�eories tenseur-scalaire du type Brans-Dicke,

qui coupleraient le champ scalaire �a la gravitation.

Ces diÆcult�es font en tout cas du probl�eme de l'Energie Noire un probl�eme

encore loin d'être r�esolu.

4.3 Th�eories tenseur-scalaire

Une autre id�ee pour tenter de r�esoudre les probl�emes cosmologiques est

de consid�erer que les �equations d'Einstein ne sont que des approximations

des v�eritables �equations de la Gravitation. On peut par exemple penser

que G n'est pas une constante. Pour cela, les th�eories dites tenseur-scalaire

couplent un champ scalaire �a la gravitation, et modi�ent ainsi les �equations
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de gravitation. Un cas assez g�en�eral de ces th�eories se fonde sur la densit�e

lagrangienne suivante :

L = �R� !(�)

�
g��@��@��+ LM ; (4.33)

o�u !(�) repr�esente la force du couplage entre � et R, et LM est la densit�e

lagrangienne de la contribution des champs de mati�ere, ind�ependante de �.

On pourra comparer cette densit�e �a celle d'Einstein :

L =
1

16�G
R+ LM : (4.34)

Le champ scalaire est ainsi bien coupl�e �a la mati�ere, et la constante de gra-

vitation G est remplac�ee par la fonction ��1.

Etant donn�e que les �equations d'Einstein sont bien test�ees aux petites �echel-

les, de tels mod�eles sont extr�emement contraints. En particulier, de nom-

breuses exp�eriences ont �et�e pratiqu�ees dans le Syst�eme Solaire, et elles in-

diquent que j!(�)j > 3000 et j!�3(�)d!
d�
j < 0:0006 [8].

Ces th�eories sont activement �etudi�ees depuis leur introduction dans les

ann�ees 70 [9]. Elles n'ont pas encore de forme d�e�nitivement �x�ee, mais

doivent satisfaire des contraintes importantes, qui r�etr�ecissent le champ d'in-

vestigation.

Ces th�eories pourraient pourtant expliquer certains probl�emes cosmologi-

ques, et de r�ecents r�esultats semblent pouvoir expliquer en particulier l'acc�e-

l�eration actuelle de l'Univers [10], le probl�eme de l'horizon [11], et les r�esul-

tats de la nucl�eosynth�ese primordiale [12]. On notera n�eanmoins que les

exp�eriences actuelles ne sont pas suÆsamment pr�ecises pour vraiment tester

toutes les pr�edictions de ces th�eories, et qu'elles ne sont pas plus favoris�ees

que les mod�eles d'ination et de quintessence.

4.4 Etoiles �a bosons

Les �etoiles �a bosons sont en fait des con�gurations �a base de champs scalaires

massifs en �equilibre gravitationnel2, telles qu'�etudi�ees dans les ann�ees 60 [14].

On peut trouver les �equations qui les caract�erisent en �ecrivant une densit�e

lagrangienne sous la forme

L =

�
R

16�G
+ @��

�@��� V (�)

�
; (4.35)

o�u R est la courbure scalaire, g le d�eterminant de la m�etrique, et � un

champ scalaire complexe associ�e �a un potentiel V . Ce lagrangien conduit

2Pour une revue compl�ete, se reporter �a [13].
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aux �equations de Klein-Gordon-Einstein :8>>><
>>>:

R�� �
1

2
g��R = 8�GT�� ;

��+
@V

@��
= 0 ;

(4.36)

o�u le tenseur impulsion-�energie s'�ecrit

T�� = @�'
�@�'+ @�'@�'

� � g�� [g��@���@��� V (�)] ; (4.37)

et � est le d'Alembertien tel que

�� =
1p
jgj
@�

�p
jgjg��@��

�
: (4.38)

On remarquera que la premi�ere �equation correspond aux �equations d'Ein-

stein associ�e �a un uide compos�e d'un champ scalaire complexe donnant le

tensur impulsion-�energie T�� , et que la deuxi�eme �equation est l'�equation de

Klein-Gordon en Relativit�e G�en�erale.

Ce genre d'�equations a �et�e surtout �etudi�e avec des potentiels quadratiques

[15] ou quartiques [16].

Int�eressons-nous au cas quartique :

V (�) =
1

2
m2j�j2 + 1

4
�j�j4 ; (4.39)

avec une sym�etrie sph�erique. On choisit de ne consid�erer que les solutions

statiques. On pourra se placer dans une m�etrique de type Schwartzschild :

d�2 = B(r)dt2 �A(r)dr2 � r2d
 : (4.40)

Pour s'assurer de la stabilit�e du champ scalaire, on va choisir une sym�etrie

U(1), permettant au champ d'avoir une rotation interne, et d'être r�e�ecrit

sous la forme

�(r; t) =
p
4�G�(r)e�i!t : (4.41)

Dans ce cas, les �equations de Klein-Gordon-Einstein donnent8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

A0

A2x
+

1

x2

�
1� 1

A

�
=

�
!2

m2B
+ 1

�
�2 +

�

2
�4 +

�02

A
;

B0

xAB
� 1

x2

�
1� 1

A

�
=

�
!2

m2B
� 1

�
�2 � �

2
�4 +

�02

A
;

�00 +

�
2

x
+
B0

2B
� A0

2A

�
�0 +A

��
!2

m2B
� 1

�
� � ��3

�
= 0 ;

(4.42)
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o�u x = mr et � = �=(4�Gm2). Les primes d�enotent des d�erivations par

rapport �a x. On peut e�ectuer un changement de variable et r�e�ecrire A en

fonction d'une \masse r�eduite" M telle que

A(x) =

�
1� 2

M(x)

x

��1
: (4.43)

On peut alors montrer que la masse totale du syst�eme Mtot vaut

Mtot =
M(1)

mG
: (4.44)

Il est possible de calculer cette masse num�eriquement [16]. Pour de grandes

valeurs de � (qui restent de petites valeurs de �), on peut montrer que

Mtot � 0:22
�1=2

mG
: (4.45)

Dans ce cas, il est aussi possible de trouver la densit�e et la pression dues au

champ scalaire :8>>>><
>>>>:

�� =
1

16��

�
3
!2

m2B
+ 1

��
!2

m2B
� 1

�2

;

P� =
1

16��

�
!2

m2B
� 1

�
:

(4.46)

Si l'on r�esout ces �equations dans le cas �a grand � (voir [16]), on trouve que

la masse maximale des �etoiles �a bosons vaut

Mmax � (0:10 GeV2)M�
�1=2

m2
; (4.47)

o�u 1M� � 1:989�1030 kg d�enote une unit�e de masse solaire. Ainsi, pour un
m4=� � GeV4, un champ scalaire complexe peut se condenser pour former

des syst�emes stables de masse comparable �a celle de notre Soleil, appel�es

�etoiles �a bosons. Un tel champ a alors un comportement de mati�ere.

Les propri�et�es des �etoiles �a bosons ont �et�e grandement �etudi�ee [17][18][19],

mais rien jusqu'�a pr�esent n'a permis de con�rmer ou non leur existence.

Nous venons de passer en revue un certain nombre de mod�eles fond�es sur

l'utilisation de champs scalaires. Dans le chapitre suivant, nous allons nous

int�eresser �a un champ scalaire complexe du type �etoile �a bosons, pouvant

donc se comporter comme de la mati�ere, et voir s'il est capable d'expliquer

les courbes de rotation galactiques.
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Chapitre 5

Halos Galactiques

Quintessentiels

Nous venons de passer en revue di��erents mod�eles cosmologiques ou astro-

physiques bas�es sur des champs scalaires. Nous voudrions mettre en place

un mod�ele capable d'expliquer le probl�eme de la mati�ere noire. Comme nous

l'avons vu, la pr�esence de mati�ere noire intervient �a di��erentes �echelles, des

courbes de rotation galactiques, jusqu'�a l'�evolution cosmologique de l'Uni-

vers. Si l'on consid�ere les mod�eles d'�etoiles �a bosons, on d�enote qu'ils sont

capables de d�ecrire des structures de la taille des �etoiles �a l'aide de champs

scalaires complexes. Dans un premier temps, il semblerait donc int�eressant

de s'inspirer de ces mod�eles dans le but de d�ecrire avec une m�ethode simi-

laire des structures de taille plus �elev�e et r�eput�ees pour contenir beaucoup

de mati�ere noire : les galaxies.

A la di��erence des �etoiles �a bosons, les galaxies contiennent �a la fois de

la mati�ere noire et de la mati�ere baryonique visible. Il faudra donc prendre

en compte cette mati�ere baryonique dans les �equations.

Les �etoiles �a bosons illustrent le fait qu'un champ scalaire complexe charg�e

dans U(1) est capable d'avoir un e�et attractif qui peut lier les structures

gravitationnelles. Ce champ scalaire doit être associ�e �a un potentiel. Nous

allons dans un premier temps nous int�eresser �a un simple potentiel quadra-

tique, rendant simplement ce champ massif.

Dans la suite de ce chapitre �gure un article que j'ai r�ealis�e en collabo-

ration avec Julien Lesgourgues et Pierre Salati, et qui a �et�e publi�e dans la

revue \Physical Review D 64, 123528" du 28 novembre 2001.

Dans une introduction, nous y red�ecouvrirons les probl�eme de l'�energie et

de la mati�ere noires. Nous verrons ensuite quelles propri�et�es un champ sca-

laire doit suivre pour être capable de former des structures. Nous nous

int�eresserons alors seulement aux �equations relatives �a la con�guration des

89



90 CHAPITRE 5. HALOS GALACTIQUES QUINTESSENTIELS

galaxies, en consid�erant qu'elles sont stables par nature. Nous n'avons pas

dans cet article �etudi�e la stabilit�e d'un tel champ, et nous esp�erons que la

conservation de la charge associ�ee au champ scalaire est suÆsante pour l'as-

surer. De mani�ere �a �etudier des syst�emes galactiques, nous avons consid�er�e

des densit�es baryoniques �equivalentes �a des exponentielles d�ecroissantes. La

r�esolution des �equations a �et�e essentiellement num�erique, et la principale dif-

�cult�e est provenue de l'extrême sensibilit�e des solutions aux conditions aux

limites du syst�eme. Ainsi, deux conditions au centre l�eg�erement di��erentes

engendrent num�eriquement des r�esultats tr�es di��erents. Nous avons heu-

reusement trouv�e que la majorit�e des conditions aux bords conduisaient �a

des solutions non{physiques pour lesquelles le potentiel gravitationnel �etait

non{nul �a l'in�ni. Nous avons donc pu nous servir de cette propri�et�e pour

d�eterminer pr�ecis�ement les conditions d'int�egration du syst�eme d'�equations.

Ceci �etant fait, nous avons vu qu'il est possible de trouver plusieurs types

de con�gurations correspondant �a des �etats d'�energies di��erentes. Comme

l'�energie la plus basse correspond g�en�eralement �a l'�etat le plus stable, nous

nous sommes int�eress�es dans la suite uniquement �a l'�etat fondamental.

De mani�ere �a juger du r�ealisme du mod�ele, nous l'avons ensuite confront�e

avec les courbes de rotation universelle de M. Persic, P. Salucci et F. Stel.

Une analyse sur six courbes universelles montre qu'elles peuvent être ex-

pliqu�ees par ce mod�ele. N�eanmoins, �a cause du fait qu'elles sont des courbes

moyennes, elles donnent une valeur tr�es peu pr�ecise de la masse du champ

scalaire proche de m � 10�23 eV. Le probl�eme des courbes de rotation

plates �etant r�ecurrent, j'ai modi��e cette version de l'article pour ajouter une

courbe montrant qu'il est possible de trouver des courbes de rotation plates

�a longue distance �a condition que la proportion des mati�ere baryonique au

centre soit importante. D'autre part, �etant donn�e que les galaxies spirales

naines semblent poser probl�eme �a de nombreux mod�eles de mati�ere noire,

j'ai aussi ins�erer un ajustement de la courbes de rotation de DDO 154 avec

notre champ scalaire, qui indique une valeur de la masse plus pr�ecise et

proche de m � 9� 10�24 eV, assez proche de la masse trouv�ee par l'ajuste-

ment des courbes universelles.

En conclusion, nous verrons que notre champ scalaire est capable de bien re-

produire les courbes de rotation des galaxies, mais qu'il doit encore s'ins�erer

dans un sch�ema cosmologique extrêmement contraint. Nous commencerons

cette �etude dans le chapitre suivant. D'autre part, �a cause de la faible masse

du champ scalaire { ridiculement petite par rapport �a l'�echelle de masse

de la physique des particules �el�ementaires { il serait int�eressant d'�etudier le

cas d'un champ scalaire associ�e �a un potentiel quartique, avec l'espoir qu'il

aurait alors une masse beaucoup plus �elev�ee. Nous nous int�eresserons �a un

tel cas dans les deux chapitres suivants.
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Cette introduction va maintenant être d�evelopp�ee plus en d�etail dans la

version modi��ee de mon premier article.
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The nature of the dark matter that binds galaxies remains an open question.

The favored candidate has been so far the neutralino. This massive species

with evanescent interactions is now in diÆculty. It would actually collapse in

dense clumps and would therefore play havoc with the matter it is supposed

to shepherd.

We focus here on a massive and non{interacting complex scalar �eld as an al-

ternate option to the astronomical missing mass. We investigate the classical

solutions that describe the Bose condensate of such a �eld in gravitational

interaction with matter. This simplistic model accounts quite well for the

dark matter inside low{luminosity spirals whereas the agreement lessens for

the brightest objects where baryons dominate. A scalar mass m � 0:4 to

1:6� 10�23 eV is derived when both high and low{luminosity spirals are �t-

ted at the same time. Comparison with astronomical observations is made

quantitative through a chi{squared analysis. We conclude that scalar �elds

o�er a promising direction worth being explored.

5.1 Introduction

The observations of the Cosmic Microwave Background anisotropies [1] point

towards a at universe. The determination of the relation between the dis-

tance of luminosity and the redshift of supernovae SNeIa [2] strongly fa-

vors the existence of a cosmological constant which contributes a fraction


� � 0:7 to the closure density. The pressure{to{density ratio w of that

uid is negative with a value of w = �1 in the case of an exact cosmological

constant. Alternatively, this component could be in the form of dark energy

{ the so{called quintessence { whose simplest incarnation is a neutral scalar

�eld � with the Lagrangian density

L =
1

2
g �� @�� @�� � V (�) : (5.1)

1E{mail : arbey@lapp.in2p3.fr, lesgourg@lapp.in2p3.fr, salati@lapp.in2p3.fr
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Should the metric be at and the �eld homogeneous, the energy density may

be expressed as

� � T 0
0 =

_�2

2
+ V (�) ; (5.2)

whereas the pressure obtains from Tij � �g ij P so that

P =
_�2

2
� V (�) : (5.3)

If the kinetic term is negligible with respect to the contribution of the po-

tential, a pure cosmological constant { ! = �1 { is recovered. Cosmological
scenarios with quintessence in the form of a scalar �eld have been investi-

gated [3] with various potentials and their relevance to structure formation

has been discussed.

On the other hand, matter contributes a fraction 
M � 0:3 to the energy

balance of the universe. The nature of that component is still unresolved

insofar as baryons amount only to [4]


B h
2 = 0:02 � 0:002 : (5.4)

According to the common wisdom, non{baryonic dark matter would be

made of neutralinos { a massive species with weak interactions that na-

turally arises in the framework of supersymmetric theories. This approach

has given rise to some excitement in the community and many experimen-

tal projects have been developed to hunt for these evading particles. The

general enthusiasm has been recently refreshed when numerical simulations

have shown that cold dark matter would cluster in very dense and nume-

rous clumps [5] (see however [6]). The halo of the Milky Way should contain

� half a thousand satellites with mass in excess of 108 M� while a dozen

only of dwarf{spheroidals are seen. The clumps would also heat and even-

tually shred the galactic ridge. More generally, this process would lead to

the destruction of the disks of spirals. A neutralino cusp would form at the

centers of the latter. This is not supported by the rotation curves of low sur-

face brightness galaxies that indicate on the contrary the presence of a core

with constant density. Finally, two{body interactions with halo neutralinos

and its associated dynamical friction would rapidly disrupt the otherwise

observed spinning bar at the center of the Milky Way.

Neutralinos may be in jeopardy. New candidates are under scrutiny such

as particles with self interactions [7]. An interesting possibility is based on

con�gurations of the above{mentioned scalar �eld � for which the pressure

P vanishes.

An academic example is provided by the exponential potential

V (�) =
1

2
�0� e

f��(�0��)g ; (5.5)
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where the parameter � is

� =

r
24� G


�
: (5.6)

In a at and matter{dominated universe, such a �eld � would behave just

exactly as cold dark matter and would contribute a fraction 
� = �0�=�
0
C to

the closure density. More generally, the kinetic energy _�2=2 should cancel

the potential V (�) in order for the pressure to vanish and for the uid to

mimic the e�ect of non{relativistic matter. As will be discussed in the next

section, this is actually the case when � behaves like an axion and oscillates

coherently on a time scale much shorter than the typical durations at stake.

Alternatively, the �eld � could have additional degrees of freedom and rotate

in the corresponding internal space. The idea that the excess of gravity inside

galaxies may be due to a classical con�guration of some scalar �eld � has

already drawn some attention. The discussion has nevertheless remained

at an introductory level. A condensate of massive bosons with repulsive

interparticle potential has been postulated [8] to suppress the formation of

structure on subgalactic scales. The polytropic index of this bosonic halo

varies from n = 1 at low density up to n = 3 at high density. The stability

and annihilation of such a system has been mentioned in [9] and a limit on

the quartic coupling constant of � has been derived. The relevance of scalar

�elds to the structure of galactic haloes and their associated dark matter

cannot be seriously addressed without comparing the theoretical rotation

curves to the observations. An exponential potential { with negative overall

sign { is shown [10] to lead to at rotation curves. A massless and non{

interacting complex scalar �eld is thoroughly considered in [11]. The self{

gravitating structure of the �eld is calculated.

We nevertheless feel that these analysis may be improved in several ways. To

commence, a negative potential does not seem quite appealing. It actually

leads to unphysical situations where the scalar �eld rolls down the hill in-

de�nitely and converts the in�nite amount of energy stored into V < 0 into

kinetic energy. Then, as mentioned in [12], the rotation curves are assumed

to be at up to an in�nite distance. In both [10] and [11], the Bose conden-

sate extends to in�nity and the mass of the system diverges linearly in the

radius r. The Minkowski metric is no longer recovered at large r. On the

contrary, space exhibits a small de�cit of solid angle. We feel that such a

behavior is not realistic insofar as the rotation curves of bright spirals are

actually found to decrease beyond their optical radius [13]. Another strange

consequence is that Newton's gravitation does not apply even when the �elds

are weak. Matching the metric with the Robertson{Walker form may also

be a problem. Finally, the agreement between the predicted and the obser-

ved rotation curves is only qualitative and in the case of [10] is based on

just a few examples. The goodness of that agreement is not assessed from a

quantitative point of view.
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This motivated us to reinvestigate more thoroughly the subject. In the next

section, we discuss the general conditions under which a scalar �eld may

bind galaxies. We show that the same �eld cannot easily account { at the

same time { for the dark matter at galactic scales and for the cosmological

quintessence. We explain the reasons which have lead us to consider the

model scrutinized in section (5.3). The corresponding rotations curves are

derived in section (5.4) and are compared by means of a chi{squared analysis

to the universal curves unveiled by [13]. The results are discussed in section

(5.5) and prospects for future investigations are �nally suggested.

5.2 Can a scalar �eld bind galaxies ?

In the weak �eld approximation of general relativity { or quasi{Newtonian

limit { deviations from the Minkowski metric ��� = diag(1;�1;�1;�1) are
accounted for by the perturbation h�� . In the harmonic coordinate gauge

where it satis�es the condition

@�h
�
� �

1

2
@�h

�
� = 0 ; (5.7)

this perturbation h�� is related to the source tensor

S�� = T�� �
1

2
g�� T

�
� : (5.8)

through

h�� (~r) = � 4G

Z
S�� (~r

0)

j~r 0 � ~r j d
3~r 0 : (5.9)

The stress{energy tensor is denoted by T�� . The gravitational potential {

which in the quasi{Newtonian approximation is nothing but h00=2 { is sour-

ced by S00. Note that in the case of pressureless matter, one would have

2S00 = T 0
0 and the gravitational potential would just be sourced by the

energy density. So, the scalar �eld generates the same gravitational poten-

tial as an equivalent cold matter component with energy density 2S00. For

this reason, the later quantity can be called the e�ective density. In the

simplest case of the neutral scalar �eld � of Eq. (5.1), it reads :

�e� � 2S00 = 2 (@0�)
2 � 2V : (5.10)

Note that unlike the true energy density, �e� contains no space{derivatives

@i�.

In order to generate the gravitational potential well that is observed inside

galaxies, a distribution of dark matter is generally introduced in addition to

the baryon population. An excess of binding ensues and matter is tied more

closely. Should the scalar �eld � be responsible for the haloes of galaxies,

its e�ective density �e� would play the role of the ordinary cold dark matter
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density, and should in particular be positive. Since the gravitational poten-

tial in a galaxy is essentially static, we would have to assume { a priori {

that the time derivative _� = @0� vanishes. The e�ective density �e� would

therefore reduce to � 2V (�) and the �eld potential would have to be nega-

tive. This is actually the solution suggested by [10]. However, even if we are

not aware of a principle that strictly forbids a negative potential, we would

prefer to avoid such an unusual assumption. Nothing would prevent the sys-

tem from being unstable in that case and we will therefore disregard this

option. On the other hand, a static �eld with positive potential V leads to a

positive Newtonian potential and therefore to repulsion. It would lessen the

attraction of ordinary matter and disrupt galaxies. This is not completely

surprising since the same positive V is proposed to accelerate the expansion

of the universe as its contents repel each other. This property has led to the

hasty conclusion that a scalar �eld could not bind matter inside galaxies.

Let us assume however that the scalar �eld � varies much more rapidly

than the system in which it is embedded. Our Milky Way rotates in � 200

million years. If the �eld changes on a much shorter timescale, the associated

e�ective density would be felt through its time average

�e� = 2
D
_�2
E
� 2 hV i : (5.11)

The �eld � may oscillate for instance at the bottom of the potential well.

The pulsation of the corresponding vibrations is equal to the scalar mass m

and may be derived from the curvature of the potential at its minimum in

� = 0

m2 � V 00(0) : (5.12)

Actually the �eld behaves just like an ordinary harmonic oscillator whenever

the pulsation m is much larger than the wavevector k of the self{gravitating

con�guration. This translates into the condition

2�

m
<< R ; (5.13)

where R is the typical length on which � changes appreciably. For the haloes

of galaxies, R is of order a few kpc. Because � varies in time like e(� im t),

the kinetic and potential energies are related on average by

hV (�)i =

*
_�2

2

+
: (5.14)

The e�ective density may now induce a gravitational attraction insofar as

�e� = 2 hV i > 0 : (5.15)

Allowing the �eld � to vibrate quickly has led to an overall change of sign

with respect to the case considered in [10]. Notice furthermore that the
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associated pressure vanishes as a result of (5.3) and (5.14) so that the scalar

uid behaves just like non{relativistic matter. Such coherent oscillations

have already been considered in the literature, in the case of the axion in

particular { see also the interesting discussion of a quintessence �eld with a

late oscillatory stage in [14].

Another illustration of a fast evolving �eld is to make it rotate in some

internal space. We may look for con�gurations where the dark energy itself

{ and not its time{average { is rigorously static. A complex �eld with a

uniformly rotating phase features the simplest realization of that idea

� =
�(r)p
2
e�i !t : (5.16)

If the �eld is non{interacting but has a mass m, the associated e�ective

density obtains from

�e�

2
= S00 = 2 _�y _� � U (�) ; (5.17)

where the potential U = m2�y�. The pressure of the scalar uid may be

approximated by

P ' _�y _� � U (�) ; (5.18)

when the space{derivatives of the �eld are negligible. This amounts to as-

sume once again that the typical length R of the system way exceeds 1=!.

Whenever the condition m ' ! holds, the pressure is vanishingly small and

the scalar uid behaves as a non{relativistic component. The associated ef-

fective density becomes �e� = !2�2(r) with no explicit dependence on the

time. The complete model will be discussed in the next section where we will

consider the possibility of a boson{star like system extending over a whole

galaxy and playing the role of a dark halo.

We conclude this section by pointing out the diÆculty to have a common

explanation for both the local dark matter and the cosmological quintessence

in terms of a scalar �eld. An excess of gravitational binding on galactic scales

requires the condition
_�2 � V (�) (5.19)

to be ful�lled. Conversely, should the overall pressure P be negative to ac-

count for a cosmological constant, the potential would have to satisfy the

inequality
_�2

2
� V (�) : (5.20)

We conclude that the pressure{to{density ratio w must not exceed the value

of �1=3 in order for both conditions to be simultaneously met. Such a range
seems to be already excluded by the measurements of supernovae SNeIa [2].



5.3 The self{gravitating complex and massive sca-

lar �eld.

Boson stars have been extensively studied in the past { see for instance

[15, 16, 17, 18]. For clarity, we will briey summarize the main features of

self{gravitating bosons, following closely the presentation of [16]. We are

interested in the stable and bounded con�gurations of a complex scalar �eld

obeying the action

S =

Z p�g d4x Lf�; @��g =

Z p�g d4x
n
g�� @��

y @�� � U (�)
o

;

(5.21)

where the potential U is invariant under the global symmetry

� �! �0 = ei� � : (5.22)

The conservation of the corresponding conserved current is crucial for the

stability of the boson star. Real scalar �elds have no stable bounded con�-

gurations. One can show that all spherically symmetric minimum energy

solutions depend on time only through a rotating phase so that the complex

�eld � may be expressed as in Eq. (5.16) { see for instance the appendix

in [16]. In analogy with the hydrogen atom, such solutions correspond to

the energy eigenstates (n; l = 0;m = 0). We will see later how the discrete

energy levels n of a boson star are associated with di�erent values of the

rotation parameter !. The parametrization (5.16) of � is compatible with a

static isotropic metric

d�2 = e2u dt2 � e2v
�
dr2 + r2d�2 + r2 sin2 � d'2

	
; (5.23)

where u and v depend only on the radius r. The Klein-Gordon equation

reads

e�2v
�
�00 +

�
u0 + v0 +

2

r

�
�0
�

+ !2e�2u � � U 0(�) = 0 : (5.24)

The Einstein equations provide two additional independent equations of

motion. We can choose for instance

2v00 + v02 +
4v0

r
= � 8� G e2v fW + V + Ug ; (5.25)

and

u00 + v00 + u02 +
1

r

�
u0 + v0

�
= 8� G e2v fW � V � Ug ; (5.26)

where the kinetic and gradient contributions to the �eld energy density are

respectively denoted by

W = e�2u !
2�2

2
and V = e�2v �

02

2
: (5.27)
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From the assumption that boson stars are non singular con�gurations, a-

symptotically at and of �nite energy, severe restrictions can be put on the

boundary conditions for u, v and �. In order to avoid any singularity at the

origin, the radial derivatives u0, v0 and �0 must vanish at r = 0. Actually,

since an angular de�cit at the origin would imply an in�nite concentration

of energy, we infer the complementary condition v(0) = 0. This appears ex-

plicitly in the Einstein equations when they are written in a slightly di�erent

way [18]. Anyhow, in this paper, we will focus on the Newtonian regime for

which v can be shifted by a constant term without any modi�cation for the

(u , �) solution.

Spacetime is asymptotically Minkowskian if both metric parameters u and

v vanish at in�nite distance r. More precisely, for bounded con�gurations,

one expects that on very large distances the �eld will appear as a point{like

mass M and that Schwarzschild's metric will be recovered

eu =
r � a

r + a
; ev =

�
r + a

r

�2

; a = GM=2 : (5.28)

Let us focus now on the �nite energy condition. The total energy can be

inferred from the matter and gravitational Lagrangian. The latter quantity

can be calculated by subtracting to the Einstein{Hilbert action a surface

term { as is usually done for bounded gravitational objects { so that

LG =
1

2G

Z 1

0

r2dr eu+ v �v02 + 2u0v0
	

: (5.29)

The total energy is the sum of the gravitational energy EG = �LG and of

the matter energy

EM =

Z 1

0

4� r2dr eu+ 3v fW + V + Ug : (5.30)

Using the Einstein equation (5.25), one can rewrite the total energy in terms

of the metric and integrate exactly :

EM +EG = �G�1
Z 1

0

r2dr eu+ v
�
v00 + v02 +

2

r
v0 + u0v0

�

= �G�1 lim
r!1

n
r2 v0 eu+ v

o
: (5.31)

Inserting the Schwarzschild asymptotic solution (5.28), one can check that

the total mass is the same as the total energy so that M = EM + EG.

Following (5.28), the mass is also the limit of a slighlty di�erent expression

M = �G�1 lim
r!1

n
r2v0ev=2

o
(5.32)
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By rewriting this limit as an integral over r, and by using the Einstein

equation (5.25), one is able to express the mass or total energy in terms of

the �eld energy density

EM +EG =

Z 1

0

4� r2dr e5v=2 fW + V + Ug : (5.33)

Notice that the gravitational contribution is then contained in the factor

e

�
5v=2

�
. For bounded objects, the sum W + V + U should therefore go to

zero faster than r�3. Another important quantity is the conserved charge

associated to the U(1) global symmetry, i.e., the number of particles minus

antiparticles N

N �
Z 1

0

4� r2dr
p�g g0� �i ��y @�� � @��

y�
�	

=
2

!

Z 1

0

4� r2dr eu+ 3v W :

(5.34)

The simplest realization of this system occurs with a quadratic potential

U = m2�y�. By inspecting the Klein{Gordon equation at large radii, one

�nds that �nite energy solutions may exist only if m > !2. Moreover, as

soon as u and v { respectively u0 and v0 { are small with respect to unity {

respectively 1=r { the �eld asymptotically behaves as

� / r�1 e

n
� (m2�!2)

1=2
r
o
: (5.35)

Dimensionless equations are obtained by rescaling the �eld by the Planck

mass and the radial coordinate by m�1 { which is essentially the Compton

wavelength of �

�� =
p
2�G � ; �r = rm : (5.36)

Because of the symmetries of the action, the particle mass m, the rotation

velocity ! and the lapse function eu appear in the dimensionless equations

only through the particular combination (!=m)2e�2u. It is then convenient

to de�ne the rescaled lapse function

e�2�u =
!2

m2
e�2u : (5.37)

Asymptotic atness imposes a relation between (!=m) and the value of �u

at in�nity
!

m
= e��u(1) : (5.38)

2In the opposite case m < !, the �eld oscillates at large distance like r�1 sin((!2
�

m2)1=2r). It �lls the Universe with an in�nite amount of energy, unless some truncation

mechanism is put by hand. This problem arises in particular when m = 0 [11], but not for

the solutions considered here.
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The solutions can be calculated by integrating a simple system of three

variables { ��, �u and v { from zero to in�nity. For a given ��(0), with the

assumption that v(0) = 0 and all �rst derivatives vanish at the origin, there

is only one free boundary condition left, namely the value of �u(0). Using

an overshooting method, one �nds a discrete set of values �u(0)n { with n =

0; :::;1 { such that �u converges at in�nity with �� and v smoothly decreasing

towards zero. The resulting con�gurations are the energy eigenstates of the

system. The state with minimal energy is characterized by the absence of

nodes { of spheres where �(r) = 0 { while each n{excited state has got n

nodes.

Since we will assume that bosons play the role of galactic dark matter, we

only need to study the Newtonian regime in which juj and jvj � 1. In

this limit, the system has got additional symmetries which facilitate the

description and classi�cation of the exact numerical solutions. The global

order of magnitude of u and v depends on the parameter � de�ned by �2 =

1 � !2=m2, with � � 1 corresponding to the Newtonian limit. Indeed, one

can show [16] that u = O(�2) and v = O(�2) while u+v = O(�4). So, at order
O(�2), u = �v { as usual in the �rst{order post{Newtonian approximation

[19] { and the system follows a simple pair of equations

�u00 +
2

�r
�u0 = 2 ��2 ; (5.39)

��00 +
2

�r
��0 = 2 �u �� : (5.40)

The solutions are therefore left invariant by the following rescaling

�u �! k �u ;

�� �! k �� ; (5.41)

�r �! k�1=2 �r :

This means that any con�guration is fully described by its number n of nodes

and by the �eld value ��(0) at the origin. In other words, Newtonian solutions

with the same number of nodes are related among each other through the

rescaling (5.41). The invariance of the solution appears more clearly when

relations (5.39) and (5.40) are expressed in terms of the ratios S = ��(r)=��(0)

and �ured = �u(r)=��(0)

�u00red +
2

x
�u0red = 2S2 ; (5.42)

S00 +
2

x
S0 = 2 �ured S : (5.43)

The length parameter is now described by x = mr
p
��(0) = �r

p
��(0). We

conclude that once the number n of nodes is speci�ed, the value of �ured at

the origin is unique. So is the �eld con�guration S(x). The ratio �ured(0) =
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�u(0)=��(0) has been computed for the fundamental state, the �rst excited

states and also in the limit where n!1. Our results are quoted in Table 5.1

and are in good agreement with [16].

n �ured(0) = �u(0)=��(0) (1� !=m)=��(0) �M=
p
��(0) �N=

p
��(0)

0 �0:91858 0:97894 2:4 1:2

1 �1:2099 0:916 5:4 2:7

2 �1:3437 0:892 8:4 4:2

3 �1:4282 0:877 11:4 5:7

5 �1:5370 0:860 17:4 8:7

10 �1:6831 0:839 32 16

1 �5: 4:35 1 1

Tab. 5.1 { Scaling factors for �u, (1� !=m), �M and �N for the fundamental

n = 0 state and a few n{excited states. These numbers are applicable only

in the Newtonian limit which is reached when all quantities u, v, �u, �� and

(1� !=m) are small with respect to unity.

For each con�guration, !=m could have been calculated from Eq. (5.38)

but in practice �u converges very slowly. We obtain much more precision by

taking into account the asymptotic Schwarzschild expression (5.28) which

implies that

eu = 1� �r u0 + O(r�2) : (5.44)

Noticing that u0 = �u0, we �nd in the Newtonian limit

1 � !

m
= lim

r!1

�
�u � �r �u0

	
: (5.45)

We also compute a dimensionless mass parameter

�M = lim
r!1

�
�r2 �u0

	
=

mM

M2
P

; (5.46)

and a rescaled particle number

�N =

Z 1

0

��2 �r2 d�r =
1

2

m2

M2
P

N : (5.47)

While (1 � !=m) scales as ��(0), �M and �N scale as
p
��(0) with factors

depending on n that are given in Table 5.1.

We now focus on rotation curves inside a toy model of galactic halo consisting

only of bosonic dark matter. Any baryonic contribution from the disk, the
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bulge or any other component is neglected here. Test particles with circular

orbits of radius r have rotation speed v

v2

r
=

@

@r
�grav = c2u0 : (5.48)

So, the rotation curve is given by c
p
r u0. In Fig. 5.1, we plot this quantity

for the fundamental and the n = 2; 4; 6 states as well as for an extremely

excited �eld con�guration with n ! 1. We also show the rotation curves

associated to the usual �tting functions for cold dark matter haloes. We �rst

consider an isothermal distribution with

� iso /
�
a2 + r2

	�1
; (5.49)

where a stands for the core radius. We also feature the case of the cuspy

pro�le towards which n{body numerical simulations point [20]

� cusp / r�1 fa + rg�2 : (5.50)

In this case, a approximately corresponds to the radius where peak velocity

is reached. The overall normalization and a have been adjusted in order

to match the scalar �eld halo rotation curves. As can be seen on Fig. 5.1,

the curve associated to the cold dark matter isothermal distribution (5.49)

becomes at at large distances as in the large n case. It does not exhibit

however the peak which all the other curves feature. At the outskirts of

the system, the cuspy distribution (5.50) leads to a decrease of the rotation

velocity with V2 / log(r)=r while, in the n = 0; 2; 4; 6 states, the decrease

is typically Keplerian. Near the origin, the scalar �eld con�gurations yield

a core with constant density as in the isothermal case. This is in agreement

with recent measurements of the rotation curves of low surface brightness

spirals. Note the small wiggles of the excited con�gurations. This could

provide an explanation for some peculiar rotation curves with oscillatory

behavior { as proposed by [11] who obtains similar curves in his massless

model. However we will not consider this possibility in this paper, since we

focus in a �rst stage on universal rotation curves of spiral galaxies [13].

At this point, we must say a few words about the stability of such self{

interacting bosons. Beside the Newtonian limit, a �rst complication arises

from the fact that { for a given number N of particles and number n of nodes

{ there are actually several values of the mass M corresponding to static,

bounded and spherically symmetric con�gurations. Only the lowest energy

state is stable. This phenomenon occurs above a critical particle numberN �
0:3 (MP=m)2. In the Newtonian regime, we are much below this scale and, for

a given set (N;n), there is a unique static con�guration. A stronger condition

is that the gravitating boson system should be stable against �ssion into free

particles so that M < Nm. It was shown in [16] that this criteria is ful�lled
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V
(r

)

r

n = 0

CDM (cusp)

CDM (isothermal)

large n

n = 2
n = 4

n = 6

Fig. 5.1 { Rotation curves inside a galactic halo that consists of a pure

self{gravitating scalar �eld. The corresponding boson is massive but has no

interactions. The fundamental and n = 2; 4; 6 states are featured together

with an extremely excited �eld con�guration for which n ! 1. Conven-

tional CDM haloes are also presented for comparison with mass density

given by relations (5.49) { isothermal distribution { and (5.50) { cuspy pro-

�le. Each curve has an arbitrary core radius and normalization. We choose

to normalize the �ve scalar �eld solutions to a common amplitude at the

�rst maximum. These solutions possess n+1 maxima, followed by a decay in

r�1=2 { as for any bounded object. The amplitudes of the �rst inner maxima

are approximately the same, while the outer ones are bigger. For n ! 1,

the last maximum and the r�1=2 behavior are rejected far outside the �gure,

at in�nity : we only see a quasi-at region with small oscillations.

by all states in the Newtonian limit, even for large values of n. In that regime,

M tends towards N m when n!1 at �xed N (in Table 5.1, the precision

on �M and �N is not suÆcient to see this e�ect). Stability against �ssion is

only a necessary condition. More generally, one should check stability (i)

at the classical level under any small perturbation leaving N unchanged

and (ii) at the quantum level under tunneling from excited states to the

fundamental state. The former analysis was performed analytically by [17]

who concludes on the stability of all excited states { at least in the Newtonian

limit. A non{perturbative analysis was performed numerically in [21] and
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yielded the opposite conclusion. However, as clearly stated in [21], these

simulations were based on the most general perturbations which were in

particular allowed to violate the conservation of the particle number N .

Therefore, the positive result of [17] seems to apply to our situation. As

far as the stability under tunneling is concerned, we are not aware of any

previous result. Notice anyway that, in order to be conservative, we will only

consider n = 0 fundamental state con�gurations in what follows.

5.4 Comparison with observations.

In general, reproducing the observed galactic rotation curves amounts in

modeling the contribution of many components apart from the halo and

the observed luminous disk, like a HI gas, a rotating bar or bulge, etc.

In order to make a strong statement, we will restrict our analysis to the

simplest case of spiral galaxies and on distances smaller than the optical

radius ropt de�ned as the radius of the sphere encompassing 83% of the

luminous matter. Indeed, for spiral galaxies and on such distances, the only

signi�cant contributions to the total density arise from a stellar disk with

exponential density pro�le, plus the unknown dark halo contribution : one

can avoid introducing a plethora of free parameters describing the other

components. On the basis of such considerations, Persic, Salucci and Stel

[13] { hereafter denoted PSS { performed a detailed statistical study over

about 1100 optical and radio rotation curves. They rescaled each rotation

curve to the same size and amplitude by expressing the radius as r=ropt and

the speed as V(r)=V(ropt). The rescaled curves were found to depend only

on a single parameter, the luminosity MI . Galaxies were divided in eleven

classes depending on their brightness MI and the authors provided for each

group of spirals the average rotation curve in the range r < 1:1 ropt. They

showed that for non{luminous galaxies, rotation curves are increasing near

the optical radius while for brighter objects, they tend to become at or they

even slightly decrease. This result is remarkable insofar as the dynamical

contribution of the luminous disk { known up to a constant bias factor

� { is slightly decreasing at ropt. The immediate conclusion is that faint

galaxies are always dominated by their halo whereas bright spirals only need

a very small contribution from non{luminous matter. This amazing one-

to-one correspondance between the disk and halo core density, depending

only on one parameter (the magnitude), is generally called the disk-halo

conspiracy.

The purpose of this article is to investigate whether or not a non{interacting

massive scalar �eld halo may account for the universal rotation curves of

PSS. To achieve this goal, we must solve once again the Einstein and Klein{

Gordon equations, adding to the former the contribution from the luminous

disk. In order to keep a spherically symmetric metric, we will describe the
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gravitational impact of the disk as if it was spherical. This approximation is

reasonable provided that the corresponding contribution to the mass budget

of the system remains small { which is the case for faint spirals. In the oppo-

site case, a much more complicated metric needs to be introduced in order

to describe the aspherical distribution of luminous matter. We therefore add

to the time{time Einstein equation the disk density contribution �. Should

the disk be alone, the rotation curve would be [13]

V2disk(r) = V2disk(ropt)
1:97 (r=ropt)

1:22

f(r=ropt)2 + 0:782g1:43
: (5.51)

The density � is easily derived from a simple Newtonian calculation

4� G� =
V2disk
r2

+ 2
VdiskV 0disk

r
= V2disk(ropt)

f(r=ropt)

r2opt
; (5.52)

where we introduce the dimensionless function

f(u) � 4:38 u�0:78

fu2 + 0:782g1:43
� 5:64 u1:22

fu2 + 0:782g2:43
: (5.53)

Note that this pro�le is only valid in the range 0:04 ropt < r < 2 ropt since

relation (5.51) obtains from the �t of a more complicated expression invol-

ving modi�ed Bessel functions. Below r < 0:04 ropt, we maintain a constant

density which would otherwise diverge. We have actually checked that the

details of the disk mass density near the center do not a�ect our results.

Introducing the additional mass distribution � of the luminous disk into the

pure scalar case discussed in section (5.3) simply amounts to modify the

time{time Einstein relation (5.25) into

2v00 + v02 +
4v0

�r
= �2 e2v

n�
1 + e�2�u

�
��2 + e�2v ��

02 + ��
o

; (5.54)

where the dimensionless disk density �� may be expressed as

�� =
4� G

m2
� : (5.55)

The radius �r and the scalar �eld �� have been previously de�ned in rela-

tion (5.36). The other Einstein equation (5.26) as well as the Klein{Gordon

relation (5.24) are not a�ected. It is worth studying the limit of these equa-

tions in the Newtonian regime in order to gain intuition on their scaling

behavior. As before, the relation u = �v ' �u applies in this regime and the

system reduces to

�u00 +
2

�r
�u0 = 2 ��2 + �� ; (5.56)

��00 +
2

�r
��0 = 2 �u �� : (5.57)
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Relation (5.40) is not modi�ed whereas the disk mass density �� is introduced

in the right hand side term of expression (5.39) to yield Eq. (5.56). As

before, the scale invariance of the solution becomes more obvious when these

relations are expressed in terms of the quantities S = ��(r)=��(0) and �ured =

�u(r)=��(0). The system (5.56) and (5.57) becomes

�u00red +
2

x
�u0red = 2S2 + R ; (5.58)

S00 +
2

x
S0 = 2 �ured S : (5.59)

The disk density enters through the dimensionless parameter

R =
��

��2(0)
� 4�G

m2

�

��2(0)
: (5.60)

Should R vanish, the fundamental n = 0 mode solution for S(x) would be

uniquely determined. Taking advantage of relations (5.52) and (5.53) allows

to express the disk contribution R as

R =
V2disk(ropt)

��(0)

�
x�2opt f

�
x

xopt

��
: (5.61)

The general scale{invariant solution S(x) in the presence of a disk depends

now on the parameters

� � xopt = mropt
p
��(0) and  =

V2disk(ropt)
��(0)

; (5.62)

which come into play through the disk density

Rf�; g =  ��2 f (x=�) : (5.63)

The radial extension xopt of the matter disk relative to the scalar halo is

accounted for by the parameter �. Since the scalar �eld generates a rota-

tion curve whose magnitude V2 scales as ��(0), the quantity  measures the

dynamical impact of the disk relative to that of the halo. These parameters

determine therefore the size and the mass of the disk with respect to the halo

in which it is embedded. The actual scale of the entire system is speci�ed

in turns by { say { the optical radius ropt and the disk speed Vdisk(ropt).
Once the con�guration f�; g is chosen, the behavior of the �eld { given

by the scale{invariant solution S�(x) to the system (5.58) and (5.59) { is

completely determined. The full rotation curve which both disk and halo

generate may be readily derived.

With a �2 analysis, we obtain likelihood contours in the two{dimensional3

free parameter space f�; g shown on Fig. 5.2.
3The PSS data include an error bar also at r = ropt, reecting the cumulated observa-

tional uncertainties at the point chosen for rescaling. So, in each �2 calculation, we must

marginalize over an overall data normalization factor, which means that we have three

free parameters and 11� 3 = 8 degrees of freedom.
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Fig. 5.2 { Two{dimensional likelihood contours in the f�; g space, for

six galaxy classes ordered by growing magnitude. In the four �rst cases,

the crosses show the best{�t models. For the last two cases, the minimum

is strongly degenerate along a line ranging from � = 0 to � = 0:5. The

curves correspond to �2 � �2min = 3:2 (resp. 6:2), which would give the 68%

(resp. 95%) allowed region if the experimental errors could be rigorously

interpreted as 1{� gaussian errors.

We use only the six less luminous galaxy classes from PSS since they are

the most relevant probes of the halo contribution and a priori the closest

cases to spherical symmetry { brighter galaxies require only a small halo
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contribution, at least inside the optical radius. The minimum �2 values

are (2.5, 23.6, 20.9, 29.4, 17.8,7.6), and the corresponding best{�t rotation

curves are shown on Fig. 5.3. We will not over{interpret the absolute value
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Fig. 5.3 { In each panel, the theoretical rotation curve corresponds to the

f�; g con�guration that provides the best �t to the data. The dashed lines

shows the contribution of the disk, which increases with the galaxy magni-

tude as for usual CDM models.

of the �2 in terms of goodness{of{�t, because we do not know the exact

meaning of the data error bars. A careful examination shows that the points

are not distributed according to their very small errors, at least if the data
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are to be explained by smooth curves { this is visible for instance with the

third point in the < MI >= �20:5 case, which explains why the minimal

�2 is only 29.4. Therefore, there is a hint either that the errors are slightly

underestimated, or that the data feature small wiggles corresponding e.g. to

spiral arms, that should enter into a better modelization of the disk density.

Anyway, even with the given error bars, the �2 are already fairly good and

our scalar halo model seems to �t universal rotation curves at least as well

as the toy{model CDM halo used by PSS. We also note that for the last two

cases, the minimum is strongly degenerate along a line ranging from � = 0

to � = 0:5. So, for the most luminous galaxies, the data provide only a lower

bound on the halo size, while for the other cases a speci�c value is preferred.

For each individual galaxy, one can restore the physical value of the rotation

velocity by adjusting the free scaling parameter ��(0). The mass of the scalar

�eld is given by

m2 =
�2 

r2opt � V2(ropt)
: (5.64)

Here we de�ned the parameter � = V2disk(ropt)=V2(ropt), calculated by the

code for each value of the relevant parameters f�; g. Of course, our model
can provide a powerful explanation for galactic rotation curves only if all

galaxies can be �tted simultaneously with the same value ofm, and therefore

approximately the same angular velocity ! (in principle one could introduce

a time-dependant e�ective mass, with slightly di�erent values at large and

small redshifts ; however, since galaxy rotation curves have never been found

to be redshift-dependant, we discard this possibility and assume that m is

constant in space and time, at least on observable scales). In order to test

this idea, it would be natural to use data from individual galaxies ; but in

doing so, one would face back the problems associated with large systematic

uncertainties, which motivate the PSS approach. In a �rst step, we plot �2

as a function of m ropt V(ropt) in Fig. 5.4 and remark that the faint galaxies

have a preferred mass while the brighter ones in the two last panels provide

only an upper bound. Then, we assume that each synthetic universal rotation

curve is associated with a unique typical galaxy, with average optical radius

and velocity. For each class of magnitude, we perform an average on the

sub{sample given by PSS { see the tables in their Appendix D { and �nd

respectively hroptV(ropti = 710, 1100, 1900, 2500, 3200 and 4900 kpc km s�1.

Since we do not employ the raw 600 galaxy data, we cannot give an error on

these numbers, nor can we make a precise prediction for the mass. However,

plotting now the �2 as a function of m, we �nd that the �rst four classes are

perfectly compatible with a massm 2 [4�16]�10�24 eV while the two others

push towards the lower{end of this interval with m 2 [4� 8]� 10�24 eV.

On Fig. 5.5, we plot the rotation curves obtained with m = 6� 10�24 eV '
5 � 10�52 MP and minimized over . Although the �2 values are approxi-

mately 1.5 bigger than those of the independent best{�ts of Fig. 5.3, the
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Fig. 5.4 { The constellation of f�; g con�gurations is featured in the plane

(m hroptVopti ; �2). Faint galaxies have a preferred mass while the brighter

ones in the two last panels provide only an upper bound.

agreement with the data remains quite good. The e�ect of �xing the mass

is to obtain more radical behaviors at ropt : for light galaxies, the rotation

curves are growing faster near the optical radius while for bright galaxies

they are even atter. On Fig. 5.6, we show that at rotation curves can exist

for m = 6� 10�24 eV if the baryonic mass is important.

For all these models, the total mass is close to M = 5 � 1010M� whe-

reas the ratio of the total radius over the optical radius { which respecti-
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Fig. 5.5 { In each panel, the average value hroptVopti over the corres-

ponding spiral galaxies has been used to get the scalar �eld mass m =

�
p
=(ropt Vopt). The best �t con�gurations with a common value of the

mass m = 6� 10�24 eV are shown in solid lines, together with the observa-

tions. Again, the dashed line shows the contribution from the disk only.

vely encompass 83% of the total and luminous mass { varies between 4 for

< MI >= �18:5 and 1.5 for < MI >= �21:2.
As the dwarf spiral galaxy DDO 154 is known to be essentially dominated

by dark matter at all radii [22], it could be a reliable test for this model.
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This galaxy is associated to hroptV(ropt)i � 75 kpc km s�1. We have done

the same way as precedently a �2 analysis on �ts of its rotation curve (while

neglecting the HI contribution), and it seems this is compatible with a mass

m 2 [8� 10]� 10�24 eV. On Fig. 5.7, we have plotted the best �t for a value

of the mass m = 9 � 10�24 eV. This value is slightly bigger than what we

found before, but not very di�erent.
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Fig. 5.6 { The possible at rotation curve for a value of the mass m =

6 � 10�24 eV is shown in solid lines, whereas the dashed line shows the

contribution from the disk only.

5.5 Discussion and prospects.

In this work, we solved the Einstein and Klein{Gordon equations for a free

massive scalar �eld, in presence of a baryonic disk. Using the universal curves

of Persic, Salucci and Stel [13], which are based on hundreds of galaxies,

and a prototypical galaxy like DDO 154 [22], we showed that a galactic

halo consisting in such a Bose condensate could explain fairly well the rota-

tion of low{luminosity spiral galaxies. A single value of the mass, of order

6�8�10�24eV, is compatible with galaxies of di�erent magnitudes and sizes.
The corresponding Compton wavelength 1=m ' 10�2 kpc is three orders of

magnitudes smaller than the typical size of spirals. Indeed, the spatial ex-

tension of a self{gravitating �eld � is given approximately by 1=(
p
�(0) m),
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while the square root of the central �eld value (expressed in Planck units)

is comparable with the velocity of orbiting particles (in units of c). Since we

are dealing with speeds V � 100 km s�1 � 10�3 c, there is really a factor

of 103 between the Compton wavelength and the size of the halo. Note that

since ! ' m, the light scalar �eld � rotates in its internal space with a

period of � 30 yr.

We conclude that scalar �elds could be a nice alternative to CDM halo

models. Our positive results concerning the rotation curves are strengthened

by other astrophysical considerations. First, a scalar �eld solves naturally the

dynamical friction issue for bared galaxies. Because it is completely smooth,

such an extended �eld cannot slow down the spinning bars observed at

the centers of many galaxies, as would a granular CDM medium. Second,

following Hu, Barkana and Gruzinov [23], an ultra{light scalar �eld can avoid

the excess of small{scale structure predicted by CDM simulations near the

galactic center.

Of course, several improvements are needed before concluding that a scalar

�eld is the best galactic dark matter candidate on the market. First, it

is necessary to extend the comparison to various other types of individual

galaxy rotation curves, with the drawback that more degrees of freedom
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must be included in realistic modelizations of the baryonic components (gas,

bulge, ...). This is however the only way to obtain better constraints on m,

and to �nd out whether a quartic coupling, not considered in this analysis,

improves the model. In some particular cases, it would be worth taking into

account excited �eld con�gurations, which seem to be stable (due to charge

conservation) and which predict ultra{at rotation curves far from the core,

with small wiggles that may have already been observed (see also the claim

in [24] concerning possible existence of discrete dynamical classes for spiral

galaxy disks). Also, in order to get a better view of the rotation curves in

the vicinity of the core, especially for bright spiral galaxies, further technical

ingredients must be passed to the equations, in order to distinguish the

spherical symmetry of the halo from the quasi two{dimensional distribution

of the stars.

Finally, it would be extremely interesting to plug such a complex light sca-

lar �eld into a general cosmological framework, and study into details the

growth of linear perturbations and the formation of non{linear structures.

The pioneering discussions on such cosmological scenarios [23, 25] are very

promising and suggest that many interesting developments on scalar �eld

dark matter should arise in the next years.
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Chapitre 6

Contraintes Cosmologiques

Nous venons de voir qu'un champ scalaire complexe charg�e dans U(1), massif

et sans interaction, est capable d'expliquer la forme des courbes de rotation

universelles de M. Persic, P. Salucci et F. Stel et de la courbe de rotation

de DDO 154. Pour continuer notre approche de la mati�ere noire �a base de

champs scalaires, nous allons maintenant �etudier son comportement cos-

mologique. Comme nous avons trouv�e dans le chapitre pr�ec�edent qu'un tel

champ est vraiment tr�es l�eger en comparaison des �echelles de masse de la

physique des particules, il peut être int�eressant d'utiliser des potentiels plus

complexes que le simple potentiel quadratique, avec l'espoir d'obtenir des

masses plus importantes. Nous allons donc �etudier en parall�ele le cas d'un

potentiel quartique, �nalement bien proche du champ quadratique dans la

limite o�u l'auto{interaction du champ est faible.

Dans ce chapitre, nous allons nous int�eresser �a la question suivante : se

peut-il que des champs scalaires complexes charg�es dans U(1) et associ�es �a

des potentiels quartiques ou quadratiques, puissent se comporter cosmolo-

giquement comme de la mati�ere noire ?

Pour r�epondre �a cette question, nous avons conduit l'�etude d'un mod�ele

cosmologique dans l'article que j'ai r�ealis�e en collaboration avec Julien Les-

gourgues et Pierre Salati, et qui a �et�e publi�e dans la revue \Physical Review

D 65, 083514" du 3 avril 2002.

Pour ce faire, apr�es une introduction g�en�erale sur le probl�eme de la mati�ere

noire, nous allons tout d'abord rappeler les r�esultats obtenus au chapitre

pr�ec�edent. Nous verrons alors dans une �etude sommaire, qu'un champ sca-

laire associ�e �a un potentiel quartique doit être capable de former des struc-

tures de la taille des galaxies tout en gardant une masse proche de celles de

la physique des particules. On pourra consulter le chapitre 7 pour une �etude

plus pr�ecise de ce cas.

Nous avons consid�er�e un mod�ele d'univers homog�ene et isotrope du type

121
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Friedmann-Lemâ�tre contenant uniquement de la radiation et un champ sca-

laire complexe avec rotation interne. Il serait n�eanmoins facile d'y ajouter

la contribution de la mati�ere baryonique, qui n'a qu'une faible inuence

sur les r�esultats obtenus. Apr�es avoir �ecrit les �equations de la gravitation

et du champ scalaire dans le cas d'un potentiel quadratique ou quartique,

nous trouverons des solutions approximatives analytiques, puis des solu-

tions num�eriques plus exactes. A ce propos, il a �et�e n�ecessaire de mettre au

point des techniques d'int�egration �a pas adaptatif, qui soient v�eritablement

capables de suivre l'�evolution pr�ecise du champ. En e�et, comme nous le ver-

rons plus loin, le champ suivra des phases oscillatoires avec des amplitudes et

des p�eriodes de plus en plus r�eduites. Une int�egration directe des �equations

aurait alors nivel�e ces oscillations, conduisant �a des solutions erron�ees. Les

pas adaptatifs permettent donc �a l'int�egration de s'adapter naturellement �a

la taille des oscillations.

Dans la suite, nous verrons alors qu'un champ associ�e �a un potentiel qua-

dratique va dans un premier temps être domin�e par la radiation : l'�energie

cin�etique domine les �equations et le champ va alors avoir une densit�e �evolu-

ant en a�6, a �etant le param�etre d'�echelle. Ensuite, apr�es une p�eriode de

transition o�u sa densit�e va rester constante, le champ va avoir des �equations

domin�ees par le potentiel et va alors se comporter comme de la mati�ere,

devenant au bout d'un certain temps dominant par rapport �a la radiation.

Si l'on compare cette �evolution aux observations actuelles, un tel champ

semble pouvoir exister en tant que mati�ere noire.

Pour un potentiel quartique, le comportement du champ scalaire est di��e-

rent : alors que la radiation domine, la densit�e de champ va suivre des

�equations domin�ees par le terme quartique, et va osciller de plus en plus

rapidement : le champ va alors se comporter comme de la radiation. Apr�es

cette phase, la partie quadratique du potentiel va dominer, et on va alors

trouver, de la même mani�ere que pour un potentiel purement quadratique,

que le champ va se comporter d�es lors comme de la mati�ere noire. Nous

verrons aussi que le moment de la transition radiation-mati�ere est li�e �a la

valeur de la masse et de la constante d'auto{interaction du champ.

Au �nal, dans les deux cas, les comportements cosmologiques de ces champs

scalaires sont satisfaisants. Nous mettrons malgr�e tout �a jour di��erents

probl�emes : pour le potentiel quadratique, �a cause de la conservation de

la charge associ�ee au champ scalaire, il semble impossible que les galaxies

aient toutes des charges de même signe et que dans l'Univers primordial il

en soit de même. Une r�eponse �a ce probl�eme pourrait être de consid�erer

un sc�enario contraire, avec des galaxies de charges oppos�ees et un univers

primordial rempli avec un champ scalaire associ�e �a des charges di��erentes,

mais il faudrait alors r�epondre �a la question de la formation des structures
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bosoniques et des e�ets de l'interaction entre deux galaxies de charges op-

pos�ees. Le potentiel quartique n'est pas soumis �a ces probl�emes, car dans

ce cas, la masse �etant beaucoup plus grande, les densit�es en jeu sont bien

plus faibles. N�eanmoins, ce champ va se comporter dans un premier temps

comme de la radiation. Il se confond donc avec les neutrinos, et, �a ce titre,

r�eagit comme une ou plusieurs familles suppl�ementaires de neutrinos. Une

rapide �etude des contraintes donn�ees par la taille des halos galactiques mon-

trera qu'un champ scalaire soumis �a un potentiel quartique est associ�e �a cinq

familles e�ectives de neutrinos suppl�ementaires, alors que la comparaison de

l'abondance d'h�elium 4 dans l'Univers avec les pr�edictions des mod�eles de

nucl�eosynth�ese primordiale impose comme contrainte que le nombre de fa-

milles de neutrinos suppl�ementaires soit inf�erieur �a un. Nous verrons cepen-

dant dans le chapitre suivant qu'une �etude plus d�etaill�ee donne des r�esultats

moins probl�ematiques.

Nous allons maintenant rentrer dans les d�etails de cette �etude cosmologique,

en nous int�eressant �a une version peu modi��ee de l'article pr�ec�edemment

cit�e.
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A complex scalar �eld has recently been suggested to bind galaxies and

atten the rotation curves of spirals. Its cosmological behavior is thoroughly

investigated here.

Such a �eld is shown to be a potential candidate for the cosmological dark

matter that �lls up a fraction 
 cdm � 0:3 of the Universe.

However, problems arise when the limits from galactic dynamics and some

cosmological constraints are taken simultaneously into account.

A free complex �eld, associated to a very small mass m � 10�23 eV, has

a correct cosmological behavior in the early Universe, but behaves today

mostly as a real axion, with a problematic value of its conserved quantum

number.

On the other hand, an interacting �eld with quartic coupling � � 0:1 has

a more realistic mass m � 1 eV and carries a quantum number close to

the photon number density. Unlike a free �eld, it would be spinning today

in the complex plane { like the so-called \spintessence". Unfortunately, the

cosmological evolution of such �eld in the early Universe is hardly compatible

with constraints from nucleosynthesis and structure formation.

6.1 Introduction

The observations of the Cosmic Microwave Background (CMB) anisotro-

pies [1], combined either with the determination of the relation between

the distance of luminosity and the redshift of supernovae SNeIa [2], or

with the large scale structure (LSS) information from galaxy and cluster

1E{mail : arbey@lapp.in2p3.fr, lesgourg@lapp.in2p3.fr, salati@lapp.in2p3.fr



6.1. INTRODUCTION 125

surveys [3], give independent evidence for a dark matter density in the

range 
 cdm h
2 = 0:13 � 0:05 [1], to be compared to a baryon density of


b h
2 = 0:019 � 0:002 as indicated by nucleosynthesis [4] and the relative

heights of the �rst acoustic peaks in the CMB data. The nature of that

component is still unresolved insofar. The favorite candidate for the non{

baryonic dark matter is a weakly{interacting massive particle (WIMP). The

so{called neutralino naturally arises in the framework of supersymmetric

theories. Depending on the numerous parameters of the model, its relic abun-

dance 
 cdm falls in the ballpark of the measured value. New experimental

techniques have been developed in the past decade to detect these evading

species. However, detailed numerical simulations have recently pointed to a

few problems related to the extreme weakness with which that form of mat-

ter interacts. Neutralinos tend naturally to collapse in numerous and highly

packed clumps [5] that are not seen { see however [6]. The halo of the Milky

Way should contain � half a thousand satellites with mass in excess of 108

M� while a dozen only of dwarf{spheroidals are seen. The clumps would

also heat and eventually shred the galactic ridge. More generally, this pro-

cess would lead to the destruction of the disks of spirals. A neutralino cusp

would form at their centers. This is not supported by the rotation curves of

low{surface{brightness galaxies that indicate on the contrary the presence

of a core with constant density. Finally, two{body interactions with halo

neutralinos and its associated dynamical friction would rapidly slow down

the otherwise observed spinning bars at the center of spirals like M31.

New candidates for the astronomical dark matter are therefore under scru-

tiny such as warm dark matter [7], particles with self interactions [8], or

non{thermally produced WIMPs [9]. An exciting possibility would be to

have a common explanation for both the dark energy 
� and the dark

matter 
 cdm components of the Universe. Before trying to reach such an

ambitious goal2, one could explore the relevance of scalar �elds to the cos-

mological and galactic dark matter puzzles, as was done for dark energy

with the so-called \quintessence" models [11]. The archetypal example of

quintessence is a neutral scalar �eld ' with Lagrangian density

L =
1

2
g �� @�'@�' � V (') : (6.1)

Should the �eld be homogeneous, its cosmological energy density would be

expressed as

�' � T 0
0 =

_'2

2
+ V (') ; (6.2)

whereas the pressure would obtain from Tij � �g ij P so that

P' =
_'2

2
� V (') : (6.3)

2a possible direction for using a quintessence �eld as dark matter was proposed in [10].
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If the kinetic term _'2=2 is small with respect to the contribution from the

potential V ('), the equation of state can match the condition for driving ac-

celerated expansion in the Universe, !Q � P'=�' < �1=3. Instead, in order

to behave as dark matter today, the �eld should be pressureless : jP'j � �'.

So, the kinetic and potential energies should cancel out in Eq. (6.3), a condi-

tion automatically ful�lled by a quickly oscillating scalar �eld averaged over

one period of oscillation. This well{known setup is that of the cosmologi-

cal axion. It requires a quadratic scalar potential, so that the kinetic and

potential energies both redshift as '2 / a�3 with the Universe expansion

and cancel out at any time during the �eld dominated stage, which is then

equivalent to the usual matter dominated one.

Axions { or more generally, bosonic dark matter { were revived recently

due to the undergoing CDM crisis. For instance, it was noticed in [12] that

stucture formation on small scales can be forbidden by quantum mechanics,

for wavelengths smaller than the Compton wavelength { i.e., the minimal

spreading of an individual boson wave function. The latter matches the scale

of galactic substructures for an ultra{light mass of order m � 10�22 eV. Al-

ternatively, one may introduce a self{coupling term [13, 8]. As we have seen,

the existence of a matter{like dominated stage requires that the contribu-

tion of non{quadratic terms to the potential energy remains subdominant.

Nevertheless, a self{coupling would modify the �eld behavior in the early

Universe, as well as its clustering properties today in regions where the �eld

is overdense { exactly like for boson stars, which are crucially a�ected by

the presence of a self{coupling [15]. The self{coupling is also relevant for the

issue of �eld clumps stability, and can explain why dwarf and low{surface{

brightness galaxies have cores with �nite density [16].

A remarkable feature with bosonic dark matter is the possibility to form

Bose condensates, i.e., large domains where the �eld is coherent in phase

and is in equilibrium inside its own gravitational potential { like boson stars

{ or in that of an external baryonic matter distribution. This opens the

possibility to have a very simple and elegant model for galactic halos, in

which rotation curves would follow from simple equations { essentially the

Klein{Gordon wave equation, which governs classical scalar �elds as well as

Bose condensates. This situation strongly di�ers from the more conventional

picture of a gas of individual particles { fermions or heavy bosons { for which

gravitational clustering does not lead to universal density pro�les and where

the shape of galactic halos can only be studied through technically diÆcult

N{body simulations.

The formation and stability of such condensates is a complicated issue { see

e.g. [19, 20, 21] { even when the �eld is complex and has a global charge { not

to be understood as an electric charge, but as a conserved number of quanta

like the baryon or lepton number. For instance, a large condensate can be

unstable under fragmentation into smaller clumps. For a real scalar �eld
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with no conserved charge, the issue of stability is even more subtle since

the �eld can self{annihilate, especially when the condensate core density

exceeds a critical value [19]. This property can improve the agreement with

observations [16], since the coupling constant will tune the upper limit on

the density of dark matter cusps at the center of galaxies. However, such

a positive feature is far from excluding models with a conserved charge. In

fact, the issue of Bose condensation on galactic scales { in an expanding

Universe { has never been studied in details. The result would depend very

much on the scalar potential, and it is diÆcult to guess what would be the

maximal core density today.

In this work, we will focus on the scenario with a conserved charge, and

assume that dark matter consists in a complex scalar �eld with a quasi{

homogeneous density in the early Universe, producing later galactic halos

through Bose{condensation. The Lagrangian density reads

L = g�� @��
y @�� � V (�) : (6.4)

Throughout this analysis, we will focus on the potential

V = m2�y� + �
n
�y�
o2

: (6.5)

As a prologue to the study of density perturbations, we will follow the evo-

lution of the homogeneous cosmological background of this �eld, taking into

account the constraints on the scalar potential coming from galactic halos.

In a previous work [17], we did a detailed comparison of such halos with uni-

versal galactic rotation curves [23], for a massive complex scalar �eld. We

recall the salient features of this analysis in section 6.2 and discuss how the

corresponding constraint on the mass m is modi�ed when a self{interaction

coupling � is introduced. In the subsequent section 6.3, we study how this

scenario can be implemented cosmologically. Neglecting the spatial varia-

tions of �, we are led to the cosmological density

�� = _�y _� + V (�) (6.6)

and pressure

P� = _�y _� � V (�) : (6.7)

Beside the issue of charge conservation, the case for a complex scalar �eld

is somewhat richer than that of a real (neutral) scalar �eld. In one limit,

the complex �eld can behave as an e�ective real one, similar to the usual

axion. On the other hand, it can be spinning in the complex plane with

slowly{varying modulus, like in the so{called spintessence [18] scenario. This

depends on the dominant term in the kinetic energy, which can be either

radial and oscillating, or orthoradial and slowly varying. As a result, during

the �eld dominated era, the spintessence would have a continuously vani-

shing pressure, while the axion pressure would oscillate between +�� and
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���. Finally, in section 6.4, we discuss our results and feature the problems

that plague the axion{spintessence dark matter scenario. We will suggest

some future directions worth being investigated.

6.2 Galactic halos

We are interested in galactic halos consisting in self{gravitating scalar �eld

con�gurations { which can be seen as Bose{Einstein condensates span-

ning over very large scales. Since the typical velocities observed in ga-

laxies do not exceed a few hundreds of km.s�1, it is enough to study the

quasi{Newtonian limit where the deviations from the Minkowski metric

��� = diag(1;�1;�1;�1) are accounted for by the vanishingly small pertur-

bation h�� . Inside galaxies, the latter is of order the gravitational potential

h�� � � � V 2
C ; (6.8)

where VC is the rotation velocity { in the case of spirals { and where
p
2 VC

is the escape velocity from the system. In the harmonic coordinate gauge

where it satis�es the condition

@�h
�
� �

1

2
@�h

�
� = 0 ; (6.9)

the perturbation h�� is related to the source tensor

S�� = T�� �
1

2
g�� T

�
� (6.10)

through

2h�� = � 16� G S�� : (6.11)

The Poisson equation reads like

�� = 8� G S00 ; (6.12)

where � = h00=2 is the Newtonian potential. For pressureless matter, 2 S00
= T00 = �. On the other hand, for the complex scalar �eld, the gravitational

potential is sourced by the e�ective mass density

�e��

2
� S00 =

n
2 _�y _� � V (�)

o
(6.13)

which is a priori di�erent from its cosmological counterpart (6.6). So, inside

a galactic halo, the gravitational potential is given by

�� = 4� G
�
�e�� + �b

�
; (6.14)

where �b is the distribution of baryonic matter forming the various galactic

components { stellar disk, bar, bulge... In �rst approximation, the galaxy
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can be seen as spherically symmetric. In that case, one shows [22] that all

stable �eld con�gurations must be in the form

�(r; t) =
�(r)p
2
ei !t (6.15)

where the amplitude � depends only on the radius r. Then, the e�ective

�eld density reads like

�e�� =

�
2!2�2 � m2�2 � 1

2
� �4

�
: (6.16)

The radial distribution of the �eld �(r) and the gravitational potential �(r)

are given by a system of two coupled equations : the Poisson equation (6.14)

and the Klein{Gordon equation. The latter may be expressed as

e�2v
�
�00 +

�
u0 + v0 +

2

r

�
�0
�

+ !2e�2u � � m2 � � ��3 = 0 (6.17)

in the isotropic metric where

d�2 = e2u dt2 � e2v
�
dr2 + r2d�2 + r2 sin2 � d'2

	
: (6.18)

The prime denotes the derivative with respect to the radius r. The Newto-

nian approximation corresponds to

u ' � v ' � : (6.19)

Relation (6.17) simpli�es into

�� + (1 � 4�) !2 � � (1 � 2�)
�
m2 � + ��3

�
= 0 : (6.20)

For each value of the parameters (m, �, !) and a given baryon distribution,

these equations form an eigenvalue problem with discrete solutions, labelled

either by the central value �0 > 0 or by the number of nodes n in which

�(r) = 0. The lowest energy state { which is not identically null due to

charge conservation { has n = 0. The self{consistency of the Newtonian

limit requires j�j � 1. Such solutions exist only for

0 < (m2 � !2)� m2 : (6.21)

6.2.1 Free �eld

In [17], we solved these equations for � = 0. We found that halos consisting

in the fundamental con�guration of a free scalar �eld �t perfectly well the

universal rotation curves of low{luminosity spiral galaxies [23]. These data

has three advantages for our purpose : the robustness of the points and error

bars { obtained by averaging over many galaxies {, the good determination
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of the baryon distribution { solely a stellar disk with exponential luminosity

pro�le { and the low baryon contribution which justi�es the approximation

of spherical symmetry.

With a quadratic potential, the size of the halo is given by

l �
r
MP

�0

~

mc
; (6.22)

where we neglected the dependence on the baryon density. If the central �eld

value �0 is signi�cantly smaller than the Planck mass, the coherence length

of the condensate exceeds the Compton wavelength of an individual particle

{ lcompton = ~=(mc) { but it is clear that only an ultra{light scalar �eld can

condensate on distances of order 10 kpc. The typical orbiting velocity in such

a halo is given by v=c �
p
�0=MP . Therefore, requiring v � 100 km.s�1 and

l � 10 kpc �xes �0 around 10�6 MP and m around 10�23 eV, as con�rmed

by a detailed �tting to the data [17].

Since the distribution of such halos only depends on the free parameters �0
and m { where we impose a unique value of m for all galaxies { we believe

that their success in reproducing universal rotation curves is a signi�cant

argument in favor of this model. On the other hand, the existence of such

a low mass, even if not strictly forbidden by fundamental principles, is very

unlikely due to unavoidable radiative corrections. This could motivate a

systematic investigation of other potentials for the scalar �eld. The next

level of complexity would consist in adding a quartic self{coupling.

6.2.2 Quartic self{coupling �

As is well known for boson stars { which are exactly identical to our halos

in the absence of a baryon component { the inclusion of a quartic term

drastically modi�es the mass m and the extension of the condensate, even

when it contributes to a negligeable fraction of the central energy density

[15, 18]. This is so because ��2 can be very small with respect to m2 ' !2

and yet comparable to the di�erence (m2 � !2) that appears in the Klein{

Gordon equation. In the limit where � � � =(4� Gm2) � 1 and in the

absence of a baryon population, we can even give an exact analytic solution

for the �eld and for the orbiting velocity of test particles :

�(r) = �0

8<
:
sin
�
m
p
2=� r

�
m
p
2=� r

9=
;

1=2

; (6.23)

v(r)

c
= r�0(r)

= 2� �
�20
M2

P

8<
:
sin
�
m
p
2=� r

�
m
p
2=� r

� cos
�
m
p
2=� r

�9=
; ;

(6.24)
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with the requirement that

��1 � �0

MP
� ��1=2 : (6.25)

Because �0=MP � (v=c)=
p
�, the second inequality follows from the Newto-

nian self{consistency condition j�j � v2 � 1. The �rst inequality translates

into � � (c=v)2. It implies that all the �eld spatial derivatives can be ne-

glected in Eq. (6.20) and sets the maximal radius up to which the analytic

solution is valid. This maximal radius is at most equal to half a period so

that r �
p
�=2 (�=m). That bound is almost saturated for � ! 1. Note

that ! does not appear in the analytic solutions because it is only relevant

at larger radii. However, the Newtonian self{consistency condition imposes

that 1� !2=m2 � 1.

The �eld behavior (6.23) may be readily recovered by neglecting the

spatial derivatives of � in the Klein{Gordon equation (6.20) so that

�2(r) ' m2

�

�

2

B
� 1

�
; (6.26)

where B(r) = 1 + 2�(r) and 
 = !=m. In the Newtonian limit, the pres-

sure (6.7) reads like

P� � L ' m4

4�

�

2

B
� 1

�2

; (6.27)

whilst the e�ective mass density (6.16) of the Bose{condensate is

�e�� ' m2 �2 ' m4

�

�

2

B
� 1

�
: (6.28)

Both are related through the Lane{Emden polytropic equation of state

P� = K �e��
1 + 1=n

; (6.29)

with K = � =(4m4) while the polytropic index is n = 1. For such a value,

the gravitating system { in hydrostatic equilibrium { is shown to have a

constant core radius rc = � a where

a2 =
1

8� G
�

m4
: (6.30)

The �eld and density pro�les are functions of the reduced radius z = r=a

�0�(r)

�0�(0)
=

�2(r)

�20
=

sin(z)

z
: (6.31)
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The most striking feature in the large � limit is as follows : although the

quartic term remains subdominant in the energy density { Eq. (6.25) implies

that ��4 � m2�2 { the typical size of the system is very di�erent from the

free �eld case since now it reads like

l � �1=2MP ~=(m2c) : (6.32)

As the central �eld value does not appear in this expression, di�erent halo

sizes would just result from di�erent baryon contributions to the density,

which bring corrections to (6.32). The central �eld value �0 still determines

the rotation curve amplitude. In the large � limit and in the absence of

baryons, the maximal rotation speed is given exactly by

v2max

c2
= 2:13 � �

�20
M2

P

at r = 1:94�1=2 =m : (6.33)

In this paper, we will not extend our previous comparison with galactic

rotation curves [17] to the case of a quartic self{coupling, leaving this for

a future publication. We will just use relations (6.32) and (6.33) in order

to �nd a rough order of magnitude estimate for �=m4 which has the best

chance to provide a good �t to the data. In the next section, this constraint

will be plugged into a cosmological dark matter scenario. By requiring that

the rotation velocity peaks around 200 km.s�1 at a typical radius of 10 kpc,

we �nd

m � �1=4 eV and �0 � ��1=2 10�3 MP : (6.34)

Taking for instance � in the range [1 ; 10�4], we obtain a mass of order 0.1

to 1 eV, i.e., a few orders of magnitude larger than the expected neutrino

masses. This gives � � 1052 and �0 � 0:1 eV.

6.3 Cosmological dark matter

6.3.1 Matter{like behavior

A homogeneous complex scalar �eld with a quadratic potential is a perfect

candidate for pressureless cold dark matter. Let us write the Klein{Gordon

and Friedman equations for the �eld con�guration

�(t) =
�(t)p
2
ei �(t) : (6.35)

This amounts to

d2�

dt2
+
3

a

da

dt

d�

dt
+m2� + ��3 � !2� = 0 ; (6.36)

d!

dt
� +

3

a

da

dt
!� + 2!

d�

dt
= 0 ; (6.37)
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3H2 = 3

�
da

a dt

�2

= 8� G
"
�rad +

1

2

(�
d�

dt

�2
+ !2�2 +m2�2 +

�

2
�4

)# (6.38)

where �rad is the usual density of relativistic photons and neutrinos and

! = d�=dt. The second equation implies the conservation of the charge per

comoving volume Q = !�2a3. Therefore, we can rewrite the �rst equation

as
d2�

dt2
+
3

a

da

dt

d�

dt
+m2� + ��3 � Q2

�3a6
= 0 : (6.39)

It is most convenient to use the dimensionless time and �eld variables :

~t = mt ; ~H = H=m; u =

r
m

Q
a3=2� : (6.40)

Then, the charge conservation implies ! u2 = m and the Klein{Gordon

equation reads like

�u+

�
1� u�4 +

�Q

a3m3
u2 � 3

2

�
_~H +

3

2
~H2

��
u = 0 ; (6.41)

where the dot denotes a derivative with respect to ~t. When � 6= 0, we see

that the self{coupling term always dominates the mass term in the past,

when a! 0. However, we will �rst study the opposite case when the quartic

term is zero or subdominant. If Eq. (6.41) is to be applied today, or in the

late stage of evolution of the Universe, we can also neglect the contribution

from the Universe expansion : today, one has H0 � 10�61MP , many orders

of magnitude below the values of m discussed in section 6.2. So, Eq. (6.41)

reduces to

�u+ u� u�3 = 0 ; (6.42)

and describes some periodic oscillations in a static potential V (u) � (u2 +

u�2)=2, with a minimum at u0 = 1 corresponding to ! = m. The �eld

density reads

�� = mQEu a
�3 ; (6.43)

where Eu � 1 stands for the conserved energy ( _u2+u2+u�2)=2. We conclude

that in the late evolution of the Universe, as soon as m becomes bigger than

H and �1=2�, the homogeneous scalar �eld behaves exactly as a cosmological

background of dark matter.

Let us provide further intuition on the physical meaning of the oscillations

for the variable u. If Eu ' 1 and u is almost stable around one, then the
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modulus slowly decreases as � / a�3=2, while the phase velocity is constant

with ! = m. The equation of state is that of pressureless matter :

w =
P�

��
� H2

m2
� 1 : (6.44)

Such a �eld, following a spiral trajectory, is a particular case of what was

recently called spintessence [18]. On the other hand, when Eu � 1, u and !

strongly oscillates, but the trajectory of u ei�(t) is a �xed ellipse as can be

seen from the exact analytic solution to Eq. (6.42) :

u =
n�
E2
u � 1

�1=2
sin
�
2~t+ �

�
+Eu

o1=2
;

�
�
~t = �

�� �(0) =
R �=m
0 !(t)dt =

R �
0 u�2 d~t = � :

(6.45)

The integral of the phase over one period of oscillation obtains from Grad-

shteyn and Ryzhik, (3.661.4). So, the �eld � follows an ellipse which axes

decrease as a�3=2. In the large Eu limit, the ellipse is squeezed and reduces

asymptotically to a line. Then, the complex �eld is essentially similar to a

real oscillating �eld, like in usual axionic dark matter models. The pressure

does not vanish identically, but quickly oscillates between +�� and ���,
with zero average over one period �t = �=m. This period is much smal-

ler than H�1 : on cosmological scales, the �eld still has the same e�ect as

pressureless matter.

6.3.2 radiation domination : the � = 0 case

In the � = 0 case, we know that the mass should be of order m � 10�23 eV,

ten orders of magnitude above the present value of the Hubble parameter.

It is easy to show that H will start to dominate over the mass at a redshift

of order 6�105. Therefore, the previous analytic solutions (6.43) and (6.45)

only apply to the end of the radiation dominated stage. During radiation

domination, the Klein{Gordon equation (6.41) simpli�es into

�u+ u+
3

4
~H2u� u�3 = 0 : (6.46)

When H � m { i.e., ~H � 1 { the term u can be neglected in the above

equation. We then obtain a simple non{linear equation for the variable v =

a�1=2u

v00 � 1

v3
= 0 ; (6.47)

where the prime denotes derivation with respect to conformal time d~t = a d� .

There is an exact solution :

� =

r
Q

m

v

a
=

�
C1 +

C2

a
+
C3

a2

�1=2

: (6.48)
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Only two of the three constants (C1, C2, C3) are independent since

C1C3 =
C2
2

4
+

Q2

(a2H)2
: (6.49)

Remember that a2H is also constant during radiation domination. The free

parameters (C1, C2) can be conveniently expressed as a function of the initial

conditions for the �eld at some initial time ti :

C1 = �2i +
2�i(d�=dt)i

Hi
+
(d�=dt)2i
H2
i

+
!2i �

2
i

H2
i

; (6.50)

C2 = �2ai
�
�i(d�=dt)i

Hi
+
(d�=dt)2i
H2
i

+
!2i �

2
i

H2
i

�
: (6.51)

These results show that � quickly stabilizes at a value
p
C1. During radiation

domination, the �eld energy density reads like :

�� =
(a2H)2

2

C3

a6
+
m2

2

�
C1 +

C2

a
+
C3

a2

�
: (6.52)

Interestingly, we see that after some time the energy can be dominated by

the contribution of the mass term, even if the latter can be neglected in the

Klein{Gordon equation.

We now understand what the generic evolution looks like, starting from an

early time { say, for instance, at the end of reheating { at which the �eld

density is smaller than the radiation density : �rst, �� decays as a
�6 ; then, it

stabilizes around the valuem2C1=2, and remains constant as long asH > m ;

�nally, when H < m, the density decays as that of pressureless matter, takes

over the radiation density, and drives the matter{like dominated stage. Such

a scenario requires a single constraint : the constant value of the �eld density

during radiation domination should be matched with the matter density

extrapolated from today back to the time t� at which H = m :

m2

2
C1 = 
 cdm �

0
c

�
a0

a�

�3
) C1 � 7� 10�4M2

P : (6.53)

The scenario is enough constrained to reach another conclusion : when the

�eld density decays as matter, its dynamics is that of an e�ective oscillating

real scalar �eld and not that of spintessence. Indeed, as soon as the density

becomes constant during radiation domination, one has

(a2H)2

2

C3

a6
� m2

2
C1 ) Q2

a6
� m2C2

1 : (6.54)

On the other hand, a crude matching between the two expressions for the

energy density (6.43) and (6.52) at the time when H =m gives :

mQEu a
�3 � m2 C1 ) Q2

a6
E2
u � m2C2

1 : (6.55)
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By combining Eq. (6.54) and (6.55), we �nd that E2
u � 1, which is the

condition for the �eld trajectory in the complex plane to be a squeezed

ellipse of constant phase.

So far, we have assumed that the radiation density was initially dominant,

in order to use the analytic solutions (6.48) and (6.52). Instead, if the �eld

dominates initially { a situation that could be allowed before the time of

Big Bang Nucleosynthesis (BBN) { the �eld density will nevertheless decay

as a�6. Indeed, if �� � �rad, then necessarily3 �� � m2�2. We conclude that

P� = ��, and energy conservation implies that �� / a�6. As soon as the

radiation density takes over, the previously described analytic solutions do

apply.
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Fig. 6.1 { Evolution of the �eld and matter densities, in the scenario with

� = 0 and m � 10�23 eV. The evolution starts at a redshift z = 1010 {

but we could have equally well started earlier. The initial value of the �eld

density can be chosen arbitrarily, below or above that of radiation density.

After decaying as a�6, the �eld density reaches a plateau which amplitude

has been �xed according to Eq. (6.53). This condition ensures a correct value

of the density today : �� = 
 cdm�
0
c . At z = 6:3 � 105, when H = m, the

density starts to decrease as a�3, like for presureless matter, and takes over

radiation at z ' 3� 103.

6.3.3 radiation domination : � 6= 0

If the �eld has got a quartic self{coupling, ��4 must be negligible with res-

pect to m2�2 in the late Universe in order to drive a matter{like dominated

stage with �� / a�3. However, a quartic self{coupling is likely to be cosmo-

logically relevant at early times, whenever the �eld modulus � well exceeds

3Proof : even if � was as large as MP , m
2�2 would be of order 10�102M4

P , which

corresponds to the radiation density at redshift 106, well after BBN.
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Fig. 6.2 { Two possible evolutions of the �eld real and imaginary parts, in

the scenario with � = 0 andm � 10�23 eV. On the left panel, the initial �eld

modulus has been chosen below the equilibrium value
p
C1 as determined

in Eq. (6.53). The opposite situation is shown on the right panel. In both

cases, the �eld density decays like in Fig. 6.1. At redshift z = 6:3�105, when
H = m, the �eld starts to oscillate, but its density decays smoothly as that

of presureless matter. Because the real and imaginary parts are exactly in

phase, the �eld is equivalent to a single real scalar �eld.

��1=2m. In that case, the equation for v { see relation (6.47) { reads like

v00 � a00

a
v +

�Q

m3
v3 � 1

v3
= 0 : (6.56)

During radiation domination, a00 = 0 and v is a periodic { elliptic { function,

describing non{harmonic oscillations in the potential V (v) = �Qv4=(4m3)

+ 1=(2 v2), with a minimum at v0 =
�
m3=(�Q)

	1=6
. The period of the oscil-

lations { expressed in conformal time { is of orderm(Q�)�1=3. So, � performs

damped oscillations with a constant period �a � a2H(Q�)�1=3 with respect

to the scale factor. If we furthermore de�ne the conserved pseudo{energy of

v by Ev = v02=2 + V (v), we can express the �eld density as

�� = mQ

�
Ev �

Ha

m
v v0 +

H2a2

2m2
v2
�
a�4 : (6.57)

Remember that Ha decays as a�1 during radiation domination : a priori,

at early times, the �eld density performs damped oscillations like the �eld

modulus while at late times it decays smoothly, as for radiation

�� = mQEva
�4 : (6.58)

The transition between both behaviors takes place when H2a2v2 � m2Ev,

where v is evaluated at the maximum of one oscillation :
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vmax � (4m3Ev=�Q)
1=4. Inserting this condition in Eq. (6.57), we �nd that

the transition between damped oscillations and smooth decay occurs when

�� ' H4=�. In practice, this implies that the oscillatory behavior is generally

irrelevant unless � is �ne{tuned to extremely small values { for the ordinary

radiation component, the condition �rad � H4 is already realized at the end

of ination. So, Eq. (6.58) applies even in the early Universe.

Later on, the transition between radiation{like and matter{like behaviors

will be e�ective when the maximal value of � during one oscillation, com-

puted from Eq.(6.56), will be comparable to ��1=2m. This translates into

�max =

r
Q

m

vmax

a
=

1

a

�
4mQEv

�

�1=4
=

mp
�

) a =

�
4�QEv

m3

�1=4
) �� �

m4

�
' (eV)4 :

(6.59)

In the last equality we used the constraint from the size of galactic halos.

Since, on the other hand, �eq � 0:55 (eV)4, the transition to matter{like

behavior occurs slightly before equality. This means that at earlier times,

when the �eld behaves like radiation, its density should be �ne{tuned in

order to be close to the radiation density.

This scenario is illustrated on Fig. 6.3. In order to obtain the correct value

of the �eld and radiation densities today, �� must be adjusted to 0:6 �rad.

This would correspond to an e�ective number of extra neutrino species of

�Ne� = 5 that is not even allowed by BBN.

6.4 Discussion

In section II, we recalled why a complex scalar �eld is an attractive candidate

for dark matter in galactic halos ; it can provide a rather powerful expla-

nation to the observed rotation curves, because the radial distribution of a

scalar �eld after Bose condensation is constrained by a wave equation (the

Klein{Gordon equation) ; this form of dark matter would be very smooth,

and unlike a gas of individual particles, it would not slow down the relative

motion of the baryonic components through dynamical friction.

The results of section III show that the complex scalar �eld can also play the

role of a cosmological dark matter background, since after various possible

behaviors in the early Universe, which depend on the exact shape of the

potential, the �eld will decay like ordinary pressureless matter as soon as

the mass term dominates the potential and the mass is bigger than the

Hubble parameter.

However, when the parameters of the scalar potential are estimated from the

size and mass of galactic halos, and plugged into the cosmological evolution,
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Fig. 6.3 { Evolution of the �eld and matter densities, in the scenario with

m � �1=4 eV and arbitrary �. The evolution also starts at a redshift z =

1010. The �eld decays �rst as dark radiation, and then as dark matter. The

transition between these two regimes is constrained by Eq. (6.59) to take

place immediately before matter{radiation equality. In other words, in the

early Universe, the �eld density must be very close to that of radiation. The

simulation gives �� = 0:6 �rad in order to obtain a correct value of �� = �cdm
today (such that 
cdm h

2 = 0:13).

some tension appears both for the free{�eld model and for the one with a

quartic self{coupling. Indeed, the redshift at which the �eld starts to decay

like matter, �� / a�3, is completely �xed by these parameter values.

In the case with � = 0, this transition occurs at a redshift close to z = 6�105.
The comoving wavenumber of perturbations entering into the Hubble radius

at that time is k = 3 Mpc�1. As shown in Ref.[12], this is of the same order

of magnitude as the Jeans length for the free �eld. So, larger wavelengths

{ in particular, those probed by the spectrum of CMB anisotropies and

by the linear matter power spectrum { are expected to undergo the same

evolution as in an ordinary CDM model. On smaller wavelength, one would

still need to prove with numerical simulations that Bose condensation can

occur on the scale of galactic halos { and eventually also on slightly bigger

and smaller scales. So far, this model still sounds attractive, apart maybe

from the ultra{light mass required (m � 10�23eV).

In the case with � 6= 0, the transition between radiation{like and matter{like

behaviors happens even later, just before equality ; therefore, the �eld den-

sity during radiation domination has to be very close to that of photons and

neutrinos. Our simulation reveals that 
cdmh
2 = 0:13 today obtains from

��=�rad ' 0:6 during radiation domination ; in other words, the �eld contri-

butes to the number of relativistic degrees of freedom as an e�ective neutrino
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number �Ne� ' 5, in contradiction with the BBN constraint j�Ne� j � 1.

Moreover, the perturbations which enter into the Hubble radius before the

transition { which would be probed today by the spectrum of CMB aniso-

tropy and the linear matter power spectrum, since their comobile wavenum-

ber is bigger than k � 10�2 Mpc�1 { would be suppressed with respect to

CDM perturbations (essentially, like for hot dark matter). These problems

were previously noticed by Peebles [13] in the case of a real scalar �eld. As a

possible solution, Peebles suggests a polynomial self{coupling with a power

slightly smaller than four. In fact, in order to save this scenario, it would be

enough to increase the redshift of the transition by a factor ten or so. We

conclude that the model with a quartic self{coupling is marginally excluded

by cosmological constraints, but that any small deviations from the simple

framework studied here are worth being investigated.

Our analysis is still incomplete. We said that the conservation of the charge

J0 = i(�� _� � � _��) was crucial for the stability of the condensates. Charge

conservation also provides further constraints between, on the one hand, the

cosmological background of the �eld in the early Universe, and on the other

hand, the current distribution of dark matter in the form of �eld condensates.

Also, it can give some hints on possible mechanisms for the generation of

the �eld density in the early Universe. In terms of quanta, the conservation

of charge implies a constant number of bosons minus anti-bosons inside a

comoving volume :

Q = (n� � n��)a
3 = cte ; (6.60)

where (n�, n��) are the number density of bosons and of their CP conjugates.

We want to evaluate this number today in the form of galactic dark matter.

A priori, the rotating phase inside each condensate is �xed up to an arbi-

trary sign : �(t) ' �mt. So, some halos can be made of bosons, and some

others of anti{bosons. This may occur, for instance, if the scalar �eld was

populated during a phase transition : after the transition, the initial �eld

distribution could be very homogeneous, but with an arbitrary phase distri-

bution, leading to domains with positive and negative values of ! = d�=dt.

A priori, such a disordered initial con�guration { with no phase coherence

{ may not exclude the subsequent formation of Bose condensates. In this

case, the mean number density of bosons minus anti{bosons today can be

arbitrarily close to zero, and the conservation of charge does not give any

new constraint. Note however that two halos of opposite charge could anni-

hilate and radiate out a massive amount of energy. Although this issue would

deserve a more careful study, it is probably in conict with observations.

Let us consider now the case where all galaxies carry a charge with same

sign. This can occur if the �eld underwent ination { or was coupled to

a �eld that underwent ination { in such way to be very homogeneous in

the early Universe, as assumed in section III. Then, at the beginning of
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the matter{like regime, the phase would be coherent even on super{horizon

scales, and all condensates would form with the same rotating phase. We can

estimate the charge in galaxies, Qgal, by multiplying the typical charge of a

single halo by the number density of halos. This charge must be smaller than

or equal to the total charge of the cosmological homogeneous background,

Qtot = ! �2a3.

In the � = 0 case, the charge inside one halo is given by [22, 17] :

N �
r

�0

MP

M2
P

m2
� 1099 : (6.61)

Under the very crude assumption that the Universe contains in average one

halo per volume V = 1 Mpc3, we �nd a mean density today

n� = Qgal a
�3
0 � N=V � 1025cm�3 : (6.62)

This number is extremely large, 1022 times bigger than the present number

density of photons. This is a strong indication that the model is not realistic :

it would be very diÆcult to generate such a huge charge in the early Universe.

In fact we can even completely exclude the model by comparing Qgal with

the total charge of the cosmological background. We saw in section III,

Eqs.(6.54, 6.55), that the existence of a plateau for �� during radiation

domination imposes today a �eld dynamics close to that of an oscillating

real axion, rather than spintessence. For spintessence, the number density

n� = Qtot a
�3 is equal to ��=m as can be seen from Eq.(6.43) with Eu = 1.

For an oscillating axion, most of the kinetic energy is in the radial direction

and n� � ��=m since the term Eu in relation (6.43) is now much larger than

1. Because we must be in the latter case at least during matter domination,

we �nd the following upper bound on the total charge today :

n� = Qtot a
�3
0 � 
cdm �

0
c

m
' 1023cm�3 : (6.63)

We �nd Qtot � Qgal, which is impossible. We conclude that the present dark

matter scenario, based on a complex free scalar �eld forming galactic halos

after Bose condensation, is not consistent { at least when the �eld is assumed

to be homogeneous in the early Universe, and today all condensates carry a

charge with the same sign. It would certainly be interesting to investigate the

opposite scenario, with a homogeneous initial density but random phases,

with the drawback that halos and \anti-halos" may annihilate.

As we have seen, the case � 6= 0 is already marginally excluded by cosmolo-

gical constraints, but it is worth calculating the various charges also for this

model. An individual halo has got a charge { see relation (6.34) {

jN j � �20 �
3=2M3

P

m5
�
�
1eV

m

�
1075 : (6.64)
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Under the assumption that all halos have a positive charge, one �nds

n� = Qgal a
�3
0 � N=V � 30 cm�3

�
1eV

m

�
: (6.65)

We are led to two intriguing coincidences. First, with � of order one { and

therefore m of order 1 eV { the �eld number density is of the same order of

magnitude as that of photons for which n = 400 cm�3. Second, provided

that the �eld behaves cosmologically as spintessence, with �� � m n�, we

can calculate the total charge and �nd Qtot � Qgal : the cosmological and

astrophysical charges are consistent. Therefore, the scenario requires a me-

chanism in the early Universe that would �ne{tune both n� and �� to some

values very close to n and � .

As we already said, this scenario with a quadratic coupling is plagued by in-

herent diÆculties to produce small{scale perturbations, and by an inconsis-

tency with the number of relativistic degrees of freedom indicated by nucleo-

synthesis. However, one should retain two positive features. First, any small

modi�cation of the scenario that would shift by a factor ten the redshift of

the transition between radiation{like and matter{like behaviors would evade

these diÆculties. Second, the initial conditions for the �eld number density

and energy density should be surprisingly close to those of photons.

Throughout this discussion, we tried to give some arguments both in favor

and against the two models considered here, based on two di�erent scalar

potentials. In their present form, none of these models can survive. However,

we believe that one should retain the many positive indications discussed

before as an encouragement for investigating other variants of scalar �eld

dark matter. The fact that the two scalar potentials lead to very di�erent

conclusions already shows how rich and unpredictable is the �eld.
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Chapitre 7

Auto{couplage quartique

Nous avons �etudi�e aux chapitres cinq et six un mod�ele de mati�ere noire

bas�e sur un champ scalaire complexe charg�e dans U(1) soumis �a un po-

tentiel quadratique. Nous avons alors vu qu'il reproduit bien les courbes

de rotation des galaxies spirales, et que pour ce faire il est associ�e �a une

masse de l'ordre de 10�23 eV. Nous avons aussi analys�e son comportement

cosmologique, et nous avons conclu qu'il se comporte au moins depuis la

recombinaison comme de la mati�ere noire. Nous avons en�n mis �a jour des

probl�eme dus �a sa charge conserv�ee. Avec l'espoir de trouver une masse plus

�elev�ee, nous avons aussi commenc�e au chapitre pr�ec�edent l'�etude d'un poten-

tiel quartique. Nous avons d�ej�a vu que son comportement cosmologique est

correct. N�eanmoins, une analyse rapide des contraintes dues �a la taille des

galaxies sur la masse et l'auto{couplage du champ indiquait que ce champ

devait correspondre �a cinq familles e�ectives de neutrinos suppl�ementaires,

ce qui, comme nous l'avons d�ej�a dit, est exclu. Il reste cependant n�ecessaire

d'e�ectuer une �etude plus approndie pour estimer correctement la valeur

des param�etres du potentiel quartique. C'est ce qui est fait dans l'article

suivant (astro-ph/0301533), r�ealis�e en collaboration avec J. Lesgourgues et

P. Salati, et soumis �a \Physical Review D".

Tout d'abord, apr�es une introduction g�en�erale sur le probl�eme de la mati�ere

noire et des con�gurations coh�erentes de champs scalaires, nous �etablirons

les �equations qui r�egissent la dynamique galactique. En consid�erant que le

champ est statique et en nous pla�cant dans une limite classique de la Re-

lativit�e G�en�erale, nous montrerons que les �equations du mouvement et du

champ se r�eduisent �a une seule �equation : une �equation de Poisson modi��ee,

hautement non-lin�eaire. Dans le cas d'un syst�eme sans baryon, donc pure-

ment bosonique, cette �equation se r�eduit �a l'�equation de Lane et Emden

pour un polytrope n = 1, dont la solution est connue. Cette �equation �xe

une taille limite au halo bosonique.
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Nous d�ecrirons ensuite la m�ethode de r�esolution. Nous consid�ererons les ga-

laxies comme des syst�emes axisym�etriques, de mani�ere �a r�eduire le probl�eme

�a deux dimensions. Habituellement, une transformation de Legendre permet

de r�eduire encore le probl�eme �a des �equations �a une variable. Cependant, le

probl�eme de la non-lin�earit�e ne permet pas de d�ecomposer en même temps les

deux membres de l'�equation de Poisson. C'est l�a qu'apparâ�t donc naturelle-

ment l'id�ee de traiter le probl�eme par la proc�edure de r�ecursion d�ecrite dans

l'article. Une fois cette id�ee mise en place, il reste �a r�esoudre, pour chaque

it�eration, les �equations provenant de la d�ecomposition de Legendre. J'ai tout

d'abord essay�e de les r�esoudre avec des int�egrations selon Runge-Kutta, mais

malheureusement nous avons ici un important probl�eme de sensibilit�e aux

conditions aux limites. Etant donn�e le nombre d'�equations �a r�esoudre pour

trouver la v�eritable solution, il vallait mieux changer de m�ethode. Ainsi,

plutôt que d'essayer de trouver deux conditions mal connues au centre de la

galaxie, il semblait pr�ef�erable d'utiliser une condition connue au centre et une

�a l'in�ni. C'est ce qui permet de dire que la m�ethode des fonctions de Green

doit être la plus eÆcace. J'ai donc pu �naliser la m�ethode de r�esolution par

r�ecurrence pr�ec�edemment d�ecrite. Un nouveau probl�eme est alors apparu :

avec un potentiel initial \al�eatoire" (par exemple le potentiel gravitationnel

g�en�er�e par les bosons ou les baryons seuls), cette r�ecurrence ne permettait

de traiter que des galaxies contenant soit tr�es peu de bosons, soit tr�es peu de

baryons. Elle ne convergeait pas dans les autres cas. Il �etait donc clair qu'il

fallait un potentiel initial proche du potentiel r�eel. Apr�es di��erents essais in-

fructueux, j'ai pu trouver le potentiel approch�e qui est d�ecrit dans l'annexe

de l'article et qui permet la convergence de la r�ecursion. J'ai ensuite test�e

les solutions par de nombreuses m�ethodes, avec succ�es.

Une fois cette m�ethode trouv�ee, nous allons l'appliquer �a di��erents cas.

Le premier est celui de la galaxie spirale naine DDO 154. Nous e�ectuerons

tout d'abord une comparaison des r�esultats donn�es par di��erents mod�eles

de WIMPs. Nous supposerons ensuite que la quantit�e de gaz observ�ee dans

la galaxie est sous-�evalu�ee. Nous verrons alors que, parmi ces di��erents

mod�eles, c'est notre mod�ele de champ scalaire auto-coupl�e qui reproduit

le mieux les courbes de rotation de DDO 154. Nous trouverons ainsi des

contraintes sur la valeur de la masse et de la constante d'auto-couplage.

En r�eutilisant ces contraintes, nous allons nous int�eresser �a des galaxies plus

grosses. Nous verrons alors que notre mod�ele reproduit correctement les

courbes de rotation des galaxies de taille petite ou moyenne, mais que le

halo bosonique ne s'�etend pas suÆsamment loin pour expliquer tout seul les

courbes de rotation des grandes galaxies.

Nous nous int�eresserons ensuite �a l'inuence d'un tel champ scalaire au

niveau du syst�eme solaire.
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Nous allons en�n reconsid�erer les comportement cosmologiques dans le cas

du potentiel quartique, et nous montrerons que le probl�eme du nombre de

familles de neutrinos d�ecrit au pr�ec�edent chapitre tend �a disparâ�tre.

En conclusion, nous avons vu que notre mod�ele est capable de bien repro-

duire les courbes de rotation des si probl�ematiques galaxies naines. Il est ce-

pendant marginalement compatible avec les contraintes de la nucl�eosynth�ese

primordiale. Dans ce mod�ele, contraintes galactiques et contraintes de la

nucl�eosynth�ese sont antagonistes, si bien qu'il semble diÆcile en même temps

d'expliquer les courbes de rotation des grandes galaxies, et de satisfaire les

contraintes sur le nombre de familles de neutrinos. N�eanmoins, ce mod�ele

reste encore acceptable. Il faudra cependant se poser la question du probl�eme

des grandes structures. Il se peut par exemple qu'un halo galactique de

grande taille soit compos�e de plusieurs \clumps" bosoniques. Il se pourrait

aussi que la mati�ere noire soit en fait compos�ee de tout petits \clumps", res-

semblant alors fortement �a des WIMPs. Il faudra alors se poser la question

de la ph�enom�enologie de la collision des \clumps". Ainsi, au �nal, même si

ce mod�ele est soumis �a di��erents probl�emes, seule l'augmentation prochaines

de la pr�ecision des contraintes de nucl�eosynth�ese pourra vraiment permettre

de le tester.

Dans l'article suivant va maintenant être d�evelopp�ee plus en d�etails cette

introduction.
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Dwarf spiral galaxies { and in particular the prototypical DDO 154 { are

known to be completely dominated by an unseen component. The putative

neutralinos { so far the favored explanation for the astronomical dark mat-

ter { fail to reproduce the well measured rotation curves of those systems

because these species tend to form a central cusp whose presence is not

supported by observation. We have considered here a self{coupled charged

scalar �eld as an alternative to neutralinos and investigated whether a Bose

condensate of that �eld could account for the dark matter inside DDO 154

and more generally inside dwarf spirals. The size of the condensate turns

out to be precisely determined by the scalar mass m and self{coupling � of

the �eld. We �nd actually that for m4=� � 50 { 75 eV4, the agreement with

the measurements of the circular speed of DDO 154 is impressive whereas

it lessens for larger systems. The cosmological behavior of the �eld is also

found to be consistent { yet marginally { with the limits set by BBN on

the e�ective number of neutrino families. We conclude that classical con�-

gurations of a scalar and self{coupled �eld provide a possible solution to

the astronomical dark matter problem and we suggest further directions of

research.

7.1 Introduction

After many years of global consensus on the fact that dark matter consists

in Weakly Interacting Massive Particles (WIMPs) { like, for instance, the

lightest neutralino in the Minimal Supersymmetric Standard Model (MSSM)

1E{mail : arbey@lapp.in2p3.fr, lesgourg@lapp.in2p3.fr, salati@lapp.in2p3.fr
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{ there is still no strong evidence in favor of WIMPS, neither from bolometer

experiments designed for direct detection, nor from the observation of cosmic

rays, a fraction of which could consist in WIMPs annihilation products. This

absence of experimental constraints on dark matter from the particle physics

side leaves the door wide open for alternative descriptions of the hidden mass

of the Universe.

Moreover, in the past three years, there has been a lot of controversy concer-

ning the small{scale inhomogeneities of the WIMPs density. Indeed, many

recent N{body simulations of structure formation in the Universe suggested

that any dark matter component modelized as a gas of free particles { such

as WIMPs { tends to cluster excessively on scales of order 1 kpc and smaller.

This would result in cuspy density pro�les at galactic centers, while most

rotation curves indicate a smooth core density [1]. Many galaxies even seem

to be dominated by baryons near their center, with a signi�cant dark matter

fraction only at large radii. This clearly contradicts the results from current

N{body simulations, in which the dark matter density is strongly enhanced

at the center of the halo with respect to its outskirts.

This argument was attacked by Weinberg and Katz [2], who stressed the

importance of including the baryon component in N{body simulations. In-

deed, the baryon dissipative e�ects could be responsible for a smoothing of

the central dark matter cusp in the early Universe. This possible solution

to the dark matter crisis was discarded later by Sellwood [3], who found

opposite results in his simulation.

Apart from the central cusp problem, N{body simulations raised some se-

condary issues [1]. First, a clumpy halo could generate some tidal e�ects

that could break the spatial coherence of the disk. Second, the predicted

number of satellite galaxies around each galactic halo is far beyond what

we see around the Milky Way. Third, the dynamical friction between dark

matter particles and baryons should freeze out the spinning motion of ba-

ryonic bars in barred galaxies. All these arguments are still unclear, because

they seem to depend on the resolution under which simulations are carried

[4, 5], and also because of our ignorance of what could be the light{to{mass

ratio inside small dark matter clumps. In addition, the predicted number of

satellite galaxies doesn't seem to be in contradiction with constraints from

microlensing [6].

Should these various problems be con�rmed or not, it sounds reasonable to

explore alternatives to the WIMPs model, or more generally speaking, to

any description based on a gas of free particles. This can be done in various

ways : for instance, one can introduce some deviations from a perfect thermal

phase{space distribution [7], or add a self{coupling between dark matter

particles [8]. A more radical possibility is to drop the assumption that dark

matter is governed by the laws of statistical thermodynamics. This would

be the case if dark matter consisted in a classical scalar �eld, coherent on
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very large scales, and governed by the Klein{Gordon equation of motion.

This framework should be clearly distinguished from other models of bosonic

dark matter, like those based on heavy bosons { for instance, sneutrinos { or

axions. In the �rst case, the Compton wavelength ~=(mc) of an individual

particle is much smaller than the typical interparticle distance while in the

second case, for axion masses of order 10�6 eV, it is still much smaller

than the typical size of a galaxy. So, in these examples, the bosons can be

described on astronomical scales like a gas of free particles in statistical

equilibrium. It follows that the halo structure cannot be distinguished from

that of standard WIMPs.

A coherent scalar �eld con�guration governed by the Klein{Gordon and

Einstein equations is nothing but a self{gravitating Bose condensate. Such

condensates span over scales comparable to the De Broglie wavelength,

L = ~=p. In the case of free bosons { i.e., with a quadratic scalar potential {

the momentum p is of order mvesc where vesc is the escape velocity from the

system. Typical examples are boson stars [9, 10, 11, 12], for which the cha-

racteristic orders of magnitude discussed in the literature are, for instance,

m � 10 GeV and vesc � c, leading to a radius as tiny as L � 10�14 cm. Even

for axions, which have a much smaller mass and an escape velocity given by

the motion of stars in a galaxy { vesc � 100 km/s { the De Broglie wave-

length is only of order L = 100 km, so that on galactic scales, the medium

can be treated as a gas. In order to obtain a galactic halo described by the

Klein{Gordon equation, one should consider masses of order m = ~=(Lvesc)

where vesc � 100 km/s and L � 10 kpc. This yields m � 10�23 eV. Such an

ultra{light scalar �eld was called \fuzzy dark matter" by Hu [13], who dis-

cussed its overall cosmological behavior. In some previous works, we focused

on a variant of this model in which the ultra{light scalar �eld is complex

{ then, the conserved number associated with the U(1) global symmetry

helps in stabilizing the condensate against fragmentation [10, 12]. In [14]

{ thereafter Paper I { we compared the rotation curves predicted by this

model with some data from spiral galaxies. In [15] { thereafter Paper II {

we simulated the cosmological evolution of the homogeneous background

of such a �eld. The model seems to be quite successful in explaining the

rotation curves, but it has two caveats. First, such a low mass is very diÆ-

cult to implement in realistic particle physics models. The second problem

is related to the fact that because of the U(1) symmetry, the �eld carries

a conserved quantum number. As explained in Paper II, the value derived

from cosmological considerations for the density of this quantum number

does not seem consistent with that inferred from astrophysical arguments.

These caveats motivate the introduction of a quartic self{coupling term in

the scalar potential. In that case, it is already known from boson stars that

for the same value of the mass, the self{coupling constrains the �eld to

condensate on much larger scales [16, 18] { the size of the self{gravitating
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con�gurations is still given by L = ~=p, but in presence of a self{coupling,

the momentum cannot be identi�ed with mvesc. Then, without recurring

to ultra{light masses, we may still describe the galactic halos with a Bose

condensate. A massive scalar �eld with quartic { or close to quartic { self{

coupling was proposed as a possible dark matter candidate by Peebles, who

called it \uid dark matter" [17]. In this paper, we will study a variant of

uid dark matter in which the quartically self{coupled massive scalar �eld

is complex, still for stability reasons2.

We will focus mainly on galaxy rotation curves, assuming that the dark mat-

ter halos are the self{gravitating, aspherical and stable equilibrium con�gu-

rations of our scalar �eld in the presence of a baryonic matter distribution

{ stellar disk, HI gas, etc... We will present here the �rst solution of this

problem. However, we should stress that some di�erent models in which the

rotation curves are also seeded by a coherent scalar �eld were studied pre-

viously by Schunk [19] { with a vanishing scalar potential, Goodman [20]

{ with a repulsive self-interaction, Matos et al. [21], Nucamendi et al. [22],

Wetterich [23], Urena-Lopez and Liddle [24]. In some of these papers, and

also in many other recent proposals { see for instance [25] { the main goal

is to try to solve simultaneously the dark energy and dark matter problems,

assuming that a quintessence �eld can cluster on galactic scales. This raises

some subtle issues, like the existence of a scale{dependent equation of state.

At the present stage, we do not have such an ambition, and we will focus

only on the dark matter problem.

In section 7.2, we write the Einstein and the Klein{Gordon equations which

govern the scalar �eld and the gravitational potential distributions in the

presence of a given baryonic matter density. We will see that these equations

can be combined into a single non{linear Poisson equation. The solutions

are technically diÆcult to �nd, �rst, due to the non{linearity, and second,

because some boundary conditions are given at the center, some others at

in�nity. So, it is not possible to follow a lattice approach, in which one would

start from a particular point and integrate numerically grid point by grid

point. However we present in section 7.3 a recursive method which allows to

�nd all the exact solutions after a few iterations. In section 7.4, we compare

the galaxy rotation curves obtained in this way with some observational

data. We lay a particular emphasis on the dwarf spiral galaxy DDO 154,

for which the rotation curve is among the most diÆcult to explain with

usual dark matter pro�les. We will see that a mass{over{self{coupling ratio

m4=� ' 50 (eV)4 provides a very good �t to the DDO 154 rotation curve {

however at the expense of poor �ts to the largest spiral galaxies. Because the

scalar �eld condensates inside the gravitational potential wells of baryons

and strengthens them, the question of its e�ects on the inner dynamics of

2In contrast, a scalar �eld dark matter model in which the �eld is real and unstable is

discussed in [18].
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the solar system naturally arises. We derive in section 7.5 the modi�cation of

the solar attraction in the presence of the self{interacting scalar �eld under

scrutiny and show that an anomalous acceleration appears that is constant

and that points towards the Sun. We investigate the limit set on our model

by the Pioneer radio data. In Paper II, we studied the cosmological behavior

of a homogeneous scalar �eld that was assumed to play the role of dark

matter at least from the time of matter{radiation equality until today. This

analysis is updated in section 7.6 where we speci�cally assume m4=� ' 50

(eV)4. Such a large value point towards a large total density of the Universe

during radiation domination which is at the edge of the current bounds set in

particular by BBN on cosmological parameters. The last section is devoted

to a discussion of the strong and weak aspects of our alternative dark matter

model. We �nally suggest some further directions of investigation beyond the

simple but restrictive framework of isolated bosonic con�gurations.

7.2 Gravitational behavior

The complex scalar �eld � under scrutiny in this article is associated to the

Lagrangian density

L = g�� @��
y @�� � V (�) ; (7.1)

where the U(1) invariant potential V includes both quadratic and quartic

contributions

V (�) = m2 'y� + �
n
�y�

o2
: (7.2)

The gravitational behavior of the system follows the standard GR equations

whilst the �eld � satis�es the Klein{Gordon equation

1p�g @�
�p�g g�� @��	 +

@V

@�y
= 0 ; (7.3)

where g�� denotes the metric. We would like to investigate to which extent

the scalar �eld � may account for the dark matter inside galaxies. The

problem simpli�es insofar as the gravitational �elds at stake are weak and

static. In this quasi{Newtonian limit of general relativity, deviations from

the Minkowski metric ��� = diag f1;�1;�1;�1g are accounted for by the

perturbation tensor h�� { from now on, we use the convention c = 1. The

Newtonian gravitational potential � = h00=2 is actually a small quantity of

order v2esc � 10�7�10�6, where vesc denotes the escape velocity. Our analysis
is based on an expansion up to �rst order in �. The baryonic content of

galaxies is described through the energy{momentum tensor

T �� = (�b + Pb)U
�U� � Pb g�� ; (7.4)
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where U� = f1; ~vg. Baryons behave as dust with non{relativistic velocities.

Actually, because galaxies are virialized systems { hence the assumption

of static gravitational �elds { the spatial velocity v is a small quantity of

order vesc �
p
�. The kinetic pressure{to{mass density ratio is even more

negligible since Pb=�b � v2 � v2esc � � � 1. We are interested in classical

con�gurations where the �eld � is in a coherent state such as

� f~x; tg =
� (~x)p

2
e� i ! t : (7.5)

Indeed, one can prove that all stable spherically symmetric con�gurations

can be parameterized in that way [10]. The time{derivative @0� equals

�i ! �, whereas the space{derivative @i� is of order �=L where L is the

physical length of the con�guration. That length { which is related to the

parameters m and � of the potential { is required to be � 1 { 100 kpc to

account for the galactic dark matter. On the other hand, we shall see later

that ! is very close to the mass m, which is numerically found to be in the

ballpark of a fraction of eV. We readily infer a ratio

@i�

@0�
� 1

mL
= 6:4� 10�27

�
1 eV

m

� �
1 kpc

L

�
: (7.6)

So, the space derivative @i� of the scalar �eld can be safely neglected throu-

ghout the analysis.

In its weak{�eld limit, general relativity becomes a gauge theory. By conve-

niently choosing the gauge of harmonic coordinates in which the metric

perturbation h�� satis�es the condition

@�h
�
� =

1

2
@�
�
h��
	

; (7.7)

the GR equations simplify into

2h�� = � 16� GS�� : (7.8)

The e�ective source S�� is related to the energy{momentum tensor T��
through

S�� = T�� �
1

2
g�� T

�
� : (7.9)

In the propagation eq. (7.8), the source S�� is computed in at space while

the metric perturbation h�� is of order �. If the dark matter inside galaxies

is understood as some classical con�guration of the �eld �, S�� should take

into account both baryonic population { stars and gas { and scalar conden-

sate. In the Newtonian limit where gravito{magnetic e�ects are disregarded,

the non{relativistic velocities of baryons can be neglected. The only non{

vanishing components of the baryonic source tensor are

S b
00 =

�b
2

and S b
ij = � �ij

�b
2

: (7.10)
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Assuming that eq. (7.5) describes the scalar �eld con�guration and disre-

garding the space{derivatives @i� leads to the source components

S
'
00 = !2�2 � V whilst S

'
ij = � �ij V ; (7.11)

where the potential is

V (�) =
m2

2
�2 +

�

4
�4 : (7.12)

The well{known solution of the Lienard and Wiechert retarded potentials

satis�es the propagation eq. (7.8). We readily conclude that the metric does

not contain any space{time component h0i and may be expressed at this

stage as

d�2 = (1 + 2�) dt2 � (1 � 2	) Æij dx
idxj ; (7.13)

where the static potentials � and 	 are given by integrals over the source

distribution D of the baryonic and scalar mass densities

�(~x) = �G
Z
D

d3~y

j~x� ~yj
�
�b(~y) + �0�(~y)

	
; (7.14)

and

	(~x) = �G
Z
D

d3~y

j~x� ~yj
�
�b(~y) + �00�(~y)

	
: (7.15)

The densities �0� and �00� are respectively de�ned by

�0� = 2!2�2 � m2�2 � �

2
�4 ; (7.16)

and

�00� = m2�2 +
�

2
�4 : (7.17)

The potentials � and 	 are di�erent a priori. A careful inspection of the

Klein{Gordon equation will eventually show that they are actually equal.

The latter may be written as

(1 � 2�) �� � (1 + � � 3	)�1 @i f(1 + � � 	) @i�g +
@V

@�y
= 0 :

(7.18)

The space{dependent term is some 53 orders of magnitude smaller than

its time{dependent counterpart and we can safely disregard it so that rela-

tion (7.18) simpli�es into

��2 = (1 � 2�)!2 � m2 ; (7.19)
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where the con�guration (7.5) has been assumed. The scalar �eld is in a

classical state that may be pictured as a Bose condensate on the boundaries

of which the gravitational potential is

�0 =
1

2

�
1 � m2

!2

�
: (7.20)

Because the potential �0 is a small quantity, the pulsation ! is very close

to the mass m. The scalar �eld essentially vanishes outside the condensate

whereas its inner value is directly related to the gravitational potential �

through

��2 = 2 (�0 � �) !2 ' 2 (�0 � �) m2 : (7.21)

This relation has important consequences. To commence, the densities �0� =

m2�2 f1 + 3�0 � �g and �00� = m2�2 f1 + �0 � � � 2	g become both

equal to �� ' m2�2 at lowest order in the potentials. Then � � 	 and

the metric simpli�es. It is straightforward to show that it readily satis�es

the gauge condition (7.7). The scalar �eld density may be expressed as a

di�erence between the gravitational potentials inside and on the boundary

of the scalar �eld condensate

�� =
2m4

�
(�0 � �) H (�0 � �) ; (7.22)

where H(x) = 1 for x > 0 and H(x) = 0 elsewhere. This leads to the Poisson

equation

�� = 4� G�b + 8� G
m4

�
(�0 � �) H (�0 � �) : (7.23)

Inside the condensate, gravity turns out to be e�ectively modi�ed by the

presence of the scalar density �� whereas the conventional Poisson equation

is recovered outside. De�ning the Planck mass through MP = 1=
p
G, we

derive a typical scale of

L2 =
�

8�

M2
P

m4
=

�

m2
; (7.24)

for the scalar �eld con�gurations in which we are interested. The dimen-

sionless constant � has been introduced by [16] in their analysis of self{

interacting boson stars. The scale L is related to the mass m and the quartic

coupling � through

L ' 1:6 kpc

�
�

10�2

�1=2 �
1 eV

m

�2

; (7.25)

so that values of the mass in the ballpark of the eV may well be compatible

with a size L of order a few kiloparsecs. As already noticed by [16], the
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space{dependent term in the Klein{Gordon eq. (7.18) is actually suppressed

by a factor of � which, in our case, reaches values as large as � 1053. The key

feature of the scalar �eld con�gurations at stake is the existence of a unique

scale L that depends only on the parameters m and � of the potential V .

A pure scalar �eld con�guration may also be seen as a mere uid with mass

density ��. The pressure P� may be derived from the space{space component

Tij = � �ij P� of its energy{momentum tensor. This leads to

P� = L = g00 _�y _� � V ' m4

�
(�0 ��)2 (7.26)

inside the condensate where � � �0. The corresponding equation of state

boils down to

P� =
�

4m4
�2� ; (7.27)

and features the generic polytropic form P = K �� where � = 1 + 1=n

and K = �=4m4 are constants. Spherical symmetric solutions of con�gura-

tions in hydrostatic equilibrium are searched of the form �=�C = �n(z) and

P=PC = �n+1(z) where z = r=L is the dimensionless radius. The typical

scale of the polytrope depends on the central density �C and pressure PC
through

L2 =
(n+ 1)PC

4� G�2C
; (7.28)

whereas the generic function � satis�es the Lane{Emden equation

1

z2
d

dz

�
z2
d�

dz

�
= ��n ; (7.29)

with the initial conditions �(0) = 1 and �0(0) = 0. In the scalar �eld case,

the polytropic index is n = 1 and the solution

��

��C
= �(z) =

sin z

z
(7.30)

readily obtains. It describes a spherical symmetric con�guration where the

scalar �eld alone is bound by its own gravity. The radius of the pure scalar

�eld condensate is then R = � L where the scale L has already been derived

in relations (7.24) and (7.25) :

R = � L = �

�
K

2� G

�1=2

� �

�
�

8� G

�1=2
1

m2
(7.31)

The e�ect of an aspherical distribution of baryons on the scalar �eld conden-

sate will be examined in the next section.
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7.3 Resolution method

We would like to compute the gravitational potential � associated with

any density of baryons �b in the galaxy, in the presence of a scalar �eld

condensate. So, we need to solve eq. (7.23). The Heaviside function renders

this equation strongly non{linear : di�erent solutions have di�erent surfaces

where

�(~x) = �0 ; (7.32)

so the sum of two solutions is not a solution. Nevertheless, it is possible to

solve the equation with a recursive method. The idea is to start from an

approximate solution �(0), and to �nd �(n) from the iterations

��(n+1) = 4�G�b + 8�G
m4

�

�
�0 � �(n)

�
H
�
�0��(n)

�
: (7.33)

If, for a judicious choice of �(0), the �(n)'s converge towards a limit �(1),

then the latter will be an exact solution of (7.23).

We will always work in the approximation in which the baryonic density

�b(~x) is axially symmetric, continuous and vanishing at in�nity. So, the

induced gravitational potential should be8<
:

axially symmetric;

continuous and twice derivable;

vanishing at in�nity:

(7.34)

We introduce a spherical coordinate system (r; �; ') where (� = 0) de�nes

the symmetry axis. So, there will be no '{dependence in the solutions, and

a good way to �nd them is to perform a Legendre transformation. Let's �rst

illustrate this for the general Poisson equation :

��(r; �) = S(r; �) ; (7.35)

where S and � possess the properties of symmetry and continuity listed

previously. If one decomposes the potential � and the source term S into

Legendre polynomials :

�(r; �) =

+1X
l=0

Pl(cos �)�l(r) ; (7.36)

S(r; �) =

+1X
l=0

Pl(cos �)Sl(r) ; (7.37)

then the Sl's are found from

Sl(r) =
2l + 1

2

Z +1

�1

S(r; �)Pl(cos �)d(cos �) ; (7.38)
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while the �l's are the solutions of the linear set of equations

1

r2
d

dr

�
r2
d�l

dr

�
� l(l + 1)

r2
�l = Sl : (7.39)

The boundary conditions are given by the properties (7.34) for all l's,

d

dr
�l(0) = 0 and lim

r!+1
�l(r) = 0 : (7.40)

So, in order to �nd the solution of eq. (7.39), one can �rst compute some

Green functions Gl that are continuous, null at in�nity, with zero derivative

at the center, and verifying

1

r2
d

dr

�
r2
@

@r
Gl(r; u)

�
� l(l + 1)

r2
Gl(r; u) = Æ(r � u) (7.41)

where Æ is the Dirac function. The unique answer is

Gl(r; u) = �
u

2l + 1

�� r
u

�l
H(u� r) +

� r
u

��(l+1)
H(r � u)

�
: (7.42)

Since �l(r) =

Z +1

0

Sl(u)Gl(u; r)du, one �nally �nds

�l(r) = �
r�(l+1)

2l + 1

Z r

0

Sl(u)u
l+2du� rl

2l + 1

Z +1

r

Sl(u)u
1�ldu : (7.43)

We can still use this Green function technique in our recursive method. In-

deed, if �(n) shares the properties (7.34), then we can identify the right-hand

side of eq. (7.33) with S(r; �), and �nd �(n+1) using the method described

above. Then �(n+1) also shares the properties (7.34).

So, at each recursion step, we need to expand the right hand-side of eq. (7.33)

in Legendre coeÆcients. Note that the �
(n)
l 's are known from the previous

iteration, while the number �0 has to be imposed in some arbitrary way.

In fact, looking again at eq. (7.23), it is clear that there should be di�erent

solutions � associated with di�erent values of the free parameter �0. Intui-

tively, this parameter tunes the size of the bosonic halo, since it de�nes the

surface inside of which the scalar �eld plays a role. In the recursion tech-

nique, a possible strategy could be to impose �0 once and for all. Proceeding

in that way, we found that the solution did not converge properly. In fact,

it is much more eÆcient to choose arbitrarily a point of coordinates (r0; �0),

and to impose step by step that this point remains on the boundary ; in

other words, for each n, we de�ne �0 as �(n)(r0; �0). For a given �0, the

di�erent possible choices of r0 generate a one{parameter family of solutions.
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However, only a �nite range of r0 values lead to a solution, from rmin = 0

for no bosonic halo, to

rmax = �

r
�

8� Gm4
= � L (7.44)

for a pure scalar �eld con�guration { see eq. (7.31) or the alternative deri-

vation in Appendix A. The choice of �0 itself is irrelevant and we checked

that any other choice gives the same family of solutions.

In summary, for a given baryonic density, the modi�ed non{linear Poisson

can be solved by :

1. choosing an arbitrary �0.

2. choosing a value r0 reecting the size of the scalar �eld halo.

3. de�ning a starting function �(0).

4. integrating eq. (7.33) recursively, with the help of equations (7.38),

(7.43) and (7.36).

We show in Appendix B how to de�ne a function �(0) which is close enough

to the real solution in order to ensure fast convergence.

Let us illustrate this technique with a particular example, based on a stellar

disk plus a bosonic halo. In the following, we will always treat the stellar

disk as a thin distribution with exponentially decreasing density. The optical

radius is de�ned in such a way that it encompasses 83% of the total stellar

mass, and the thickness of the disk is chosen to be twenty times smaller than

its radius, so that

�b(r; �) / e
�3:2j cos �j r

ropt e
�3:2j sin �j r

ropt ; (7.45)

where  = 20. Let us choose a case where r0 and ropt are comparable, so

that baryons and bosons both have an inuence, for instance :

ropt =
rmax

�
and (r0; �0) = (2

rmax

�
;
�

2
) : (7.46)

We plot on �gure 7.1 the function

�(n)(r; �=2)

�(n)(r0; �=2)
(7.47)

for n = 0; 1; 5; 10. In this example, the value � = �0 is reached at r = 2 ropt
in the disk plane, and r = 1:85 ropt in the orthogonal direction. The oblate

form of the equipotentials is seen on �gure 7.2.

A good test of the recursive method is to pick up di�erent values of �0,

and to see whether there is always a value r0(�0) such that : �0 is always

the same, and the solutions �(r; �) are exactly identical. We checked this

successfully on various examples.
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Fig. 7.1 { Gravitational potential �(n) seen in the direction � = �=2 after

n = 0 (in red), 1 (in green), 5 (in blue) and 10 (in purple) recursions, with

ropt = rmax=�, r0 = 2rmax=�, �0 = �=2. The functions are seen to converge

quickly.

The rotation curve can be deduced from the gravitational potential :

v2 = r
@

@r
�(r; � = �=2) : (7.48)

On �gure 7.3, we compare the rotation curve obtained following our method

with the one calculated in the approximation of Paper I : namely, replacing

the thin disk by a spherical one, with a density such that in absence of

any halo, the rotation curve along the stellar plane would be the same as

with the true non-spherical disk. In presence of a halo, one can see that the

di�erence becomes important only at large radius.

7.4 The rotation curves of dwarf spirals

Dwarf spiral galaxies are known to be completely dominated by dark mat-

ter at all radii. Usual CDM models fail to reproduce the rotation curves

of those systems. The purpose of this analysis is to investigate whether a

self{interacting massive scalar �eld halo is able to reproduce such rotation

curves. Therefore, we will �rst scrutinize the typical dwarf spiral galaxy

DDO 154 that has been thoroughly studied { see for example the obser-

vations by [26] and [27]. Because it is isolated and therefore seems to be

protected against any external inuence, this dwarf spiral features a proto-

typical example for our study. Its HI gas contribution is well measured and
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Fig. 7.2 { Equipotential lines generated by a disk-shaped density and a

scalar �eld halo (in red), compared to spherical equipotentials (in blue).

This plot has been computed in the case (ropt = rmax=� , r0 = 2rmax=�,

�0 = �=2). The cartesian coordinate (x; z) are such that the axis of revolution

of the galaxy corresponds to x = 0.

follows the distribution

�gas (r; �) = �cgas e
�0:8 j cos �j

r

ropt e
�5 j sin �j

r

ropt : (7.49)

Its optical radius ropt is equal to 1.4 kpc. The contribution of its stars is

visible and therefore well{known, with a density distribution given by rela-

tion (7.45). Both stars and gas account for a small fraction of the observed

circular velocity.

In order to compare the various dark matter models with the observations of

DDO 154, we have performed a �2 test on the 13 data points from ref. [27]. To

commence, we have considered models in which the approximate real density

of stars and gas has been assumed with �cgas � 0:15 �cstars and vstars(ropt) �
0:3 { 0:4 vtot(ropt) { where vstars is the stellar contribution to the rotation

velocity vtot. The precise value of the ratio vstars(ropt)=vtot(ropt) is unknown

and has been adjusted here in order to provide the best �t. On top of stars

and gas, a dark matter component is added with a density pro�le that

depends on the model at stake. The Moore's model [1] is featured in the
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Fig. 7.3 { Rotation curve due to a disk-shaped density (in red) compared to

that obtained in a spherical approximation (in green) as in Paper I. These

two examples have been computed in the case (ropt = rmax=� , r0 = 2ropt,

�0 = �=2). The di�erence is seen to be fairly small.

panel (a) of �g. 7.4 and corresponds to the spherical symmetric density

�M(r) = �cM

(
r3opt

r1:5 (r + rs)
1:5

)
; (7.50)

where rs is a scale radius parameter that is also adjusted in the �t. Recent

CDMN{body simulations point towards such a pro�le. In the case of DDO 154,

the best �t corresponds to �cM (ropt=rs)
1:5 � 0:07 �cstars and to very large va-

lues of the scale radius rs. The �
2 value is found to be approximatively equal

to 600 for 10 degrees of freedom. As previously mentioned, Moore's model

where the density diverges like r�1:5 in the central region fails to account

for the dark matter distribution inside DDO 154. Then, we have tested a

NFW spherical density pro�le [28] where

�NFW(r) = �cNFW

(
r3opt

r (r + rs)
2

)
: (7.51)

Such a distribution peaks at the center and has also been found to naturally

arise in N{body numerical simulations of neutralino dark matter. We �nd

that the best �2 lies around 200 when rs � 9 ropt and �
c
NFW � 6 �cstars { see

panel (b) of �g. 7.4. We have also considered an isothermal spherical halo

[29] with

�iso(r) = �ciso

(
r2opt

r2 + r2s

)
: (7.52)
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Fig. 7.4 { From left to right and top to bottom, the best �t of the DDO 154

(ropt = 1.4 kpc) rotation curve (in red) is featured as well as the observed

stellar (in green) and gas (in purple) densities. A dark matter component

has been added and various pro�les have been assumed : Moore's density

(a), NFW pro�le (b), isothermal halo (c) and Burkert's phenomenological

distribution (d).

This density has been introduced in order to account for at rotation curves.

In the case of DDO 154 where the circular speed starts to decrease beyond

4.5 kpc, the best �t is obtained for rs � 1:2 ropt and �
c
iso � 0:15 �cstars. The

corresponding �2 is now far better with a value � 55 { see panel (c) of

�g. 7.4. Finally, a Burkert spherical distribution [30]

�B(r) = �cB

(
r3opt

(r + rs) (r2 + r2s)

)
; (7.53)

has been considered. This density law has a core radius of size rs { just like

the isothermal halo { and converges at large distances towards a Moore or

a NFW pro�le. It has been introduced as a phenomenological explanation

of the rotation curves of dwarf galaxies [31]. The best parameters are then

rs � 1:9 ropt and �
c
B � 6 �cstars, leading to a best �2 � 45 { see panel (d) of
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�g. 7.4. At this stage, we reach the conclusion that neutralino dark matter

{ should it collapse according to the N{body numerical simulations �a la

Moore or NFW { is too much peaked at the center of DDO 154 and does

not account for the rotation curve in that region. The fact that these species

fail to reproduce the inner dynamics of a system known to be saturated

by dark matter is de�nitely a problem. The isothermal and Burkert halos

provide a better agreement with the data but are not consistent with the

decrease observed beyond 4.5 kpc.
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Fig. 7.5 { The DDO 154 rotation curve (in red) is �tted with the observed

stellar density (in green) while the gas distribution (in purple) has been

arti�cially enhanced with respect to the observed HI by a rescaling factor.

We have then investigated a slightly di�erent idea. Following Pfenniger and

Combes [32], the dark matter inside galaxies would consist of pure molecular

hydrogen H2 { so cold that it would have gone undetected so far. The for-

mation of stars in the inner parts and its concomitant UV light production

would have turned part of the H2 into detectable HI. The distribution of

this hidden H2 component could be derived in the case of DDO 154 from

its observed rotation curve. We will nevertheless adopt the opposite point of

view since our aim is to derive { and not to start from { the circular speed.

We have therefore arti�cially rescaled the observed gas density (7.49) by a

homogeneous overall factor. The best �t featured in �g. 7.5 corresponds to

�cgas = �cstars and leads to a best �2 of � 500 which is not particularly

exciting. In the case of the models of �g. 7.4, the addition of such a cold gas

component does not improve the goodness of our �ts.

Finally, we have assumed the presence of a self{interacting bosonic halo

and applied the recursion method discussed in section 7.3. The left plot

of �g. 7.6 corresponds to stellar and gas populations as observed while a
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Fig. 7.6 { The best �t of the DDO 154 rotation curve (in red) is presented

with the observed stellar density (in green) and gas distribution (in purple).

In the left panel, a self{interacting bosonic halo is assumed with m4=� � 75

eV4 together with the observed gas density pro�le. In the right panel, the

gas component has been rescaled in order to improve the goodness of �t and

a value of m4=� � 50 eV4 is derived.

value of m4=� � 75 eV4 provides a best �2 of 16. The agreement with

the measured rotation curve is quite good. Notice that the bosonic halo

dominates completely the inner dynamics beyond� 0.5 kpc. More impressive

is the right plot of �g. 7.6 where the gas distribution has now been rescaled

in order to improve the goodness of �t. A best �2 of � 7 is reached for

�cgas � 0:35 �cstars and a value of m4=� � 50 eV4.

Beside the prototypical example of DDO 154, we have analyzed a set [31]

of small and medium size spiral systems for which measurements of the

rotation curve are of high quality. These galaxies have been selected on

the requirement that they have no bulge, very little HI { if any { and a

dominant stellar disk that accounts for the dynamics in the central region.

They are also dominated by dark matter as is clear from �g. 7.7. A self{

interacting bosonic halo has been assumed with m4=� � 50 eV4. Because

of the presence of wiggles in the rotation curves { presumably related to

spiral arms inside the disks { the best �2 value becomes meaningless. The

qualitative agreement is nevertheless correct except in the case of 545{G5

where the optical radius is ropt = 7.7 kpc. Because the mass m and the

coupling � de�ne a unique scale of � 2.3 kpc { see relation (7.25) { the Bose

condensate does not extend enough to account for the dark matter inside

large systems. A single self{interacting bosonic halo fails to reproduce at

the same time the dark matter inside light and massive spirals. A possible
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Fig. 7.7 { From left to right and top to bottom, the best �t (in red) of the

rotation curves of various spiral galaxies with increasing optical radii. The

green lines stand for the stellar contributions. The various panels respectively

correspond to (a) N7339 (ropt = 4.8 kpc) { (b) M{3{1042 (ropt = 4.8 kpc)

{ (c) N755 (ropt = 4.8 kpc) { (d) 116{G12 (ropt = 5.4 kpc) { (e) 563{G14

(ropt = 6.4 kpc) { (f) 545{G5 (ropt = 7.7 kpc).

solution lies in the existence of several small bosonic condensates or clumps

inside the halos of large galaxies whereas a single condensate would account
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for the dark matter of dwarf spirals such as DDO 154. We have concentrated

on dwarf spiral galaxies for which neutralinos seem to be actually in trouble.

The case of several bosonic clumps is beyond the scope of this work and will

be investigated elsewhere.

7.5 The solar system

As long as we were interested in the inner dynamics of galactic systems, the

baryonic density �b in equations (7.23) and (7.33) was implicitly averaged

over distances of order a few pc and behaved smoothly. If the stellar popu-

lation is now made of point{like particles with mass Mi, the gravitational

potential � varies according to

�� + 8� G
m4

�
(�� �0) H (�0 � �) = 4� G

X
i

Mi Æ
3 (~r � ~ri) : (7.54)

Outside the Bose condensate, the usual Poisson equation is recovered so that

the gravitational attraction of a star { say the Sun { is not modi�ed with

respect to the conventional situation. Slightly di�erent is the case where the

Sun lies inside the region where the �eld � extends. Intuitively, the scalar

�eld is expected to be attracted by the solar gravity and to concentrate

around the Sun whose gravity should consequently be strengthened. In order

to investigate that e�ect, we �rst notice that the potential di�erence ���0 is

a linear function of the sources within the Bose condensate. The contribution

�� of the sun to the potential di�erence ���0 satis�es the modi�ed Poisson

equation

��� + 8� G
m4

�
�� = 4� G �� ; (7.55)

with the condition that it must vanish on the boundaries of the Bose conden-

sate. If the solar system is well embedded inside the latter { below a depth

well in excess of a few AU { the surface of the condensate is so far that we

may just require that �� vanishes at in�nity.

Assuming in addition that the solar density �� has an isotropic distribution,

the solution of eq. (7.55) readily obtains in terms of the spherical Bessel

functions j0(z) = sin z=z and n0(z) = � cos z=z as explained in Appendix

B

��(r) = � 4�G
L3

r

�
cos z

Z z
0

��(u)u sinu du + sin z

Z +1

z
��(u)u cosu du

�
:

(7.56)

The dimensionless radial coordinate z is de�ned as the ratio r=L where the

typical scale L has already been de�ned in section 7.2. Relations (7.24) and

(7.25) imply that L exceeds the solar radius R� by some ten to eleven orders
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of magnitude. The gravitational potential which the Sun generates with the

help of the scalar �eld � simpli�es into

��(r) = � GM�

r
cos (r=L) : (7.57)

Because of our assumption as regards the boundary condition { which we

placed at in�nity { this relation may be safely used only for distances r � L.

Inside the solar system, this leads to the potential

��(r) = � GM�

r

�
1 � r2

2L2

�
; (7.58)

and to the gravitational �eld

g(r) = � GM�

r2
� GM�

2L2
: (7.59)

Should the solar system be embedded inside the Bose condensate of the �eld

under scrutiny in this article, the various planets and satellites that orbit

around the Sun should undergo the additional constant radial attraction

Æg = 2:85 � 10�18 cm s�2
�
10�2

�

� n m

1 eV

o4
: (7.60)

This acceleration is so weak that it should not alter the motion of the planets

around the Sun. The relative increase of the solar gravitational attraction is

actually

Æg

g
= 1:93 � 10�17

n r

1AU

o2 �10�2
�

� n m

1 eV

o4
: (7.61)

Detailed analysis of radio metric data from Pionner 10 and 11 indicate the

existence of an apparent anomalous acceleration acting on these spacecrafts

[33]. Quite exciting is the observation that this anomalous acceleration ÆgP is

constant and directed towards the Sun. Both features are actually expected

in the presence of a self{interacting scalar �eld. However, the magnitude of

the observed anomalous acceleration ÆgP � 8:5 � 10�8 cm s�2 is ten orders

of magnitude larger than what is needed to explain the rotation curve of

DDO 154. Should the Pioneer acceleration be the consequence of a scalar

�eld enhanced solar gravity, it would indicate an exceedingly large value for

m=�1=4 of order 1.3 keV and a typical condensate size L � 9� 10�3 pc. We

are therefore lead to the conclusion that we cannot explain with the same

value of m=�1=4 the Pioneer anomalous acceleration and the rotation curves

of dwarf spirals.
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7.6 Cosmological behavior

We will now consider briey the possible cosmological behavior of our scalar

�eld. In Paper II, we studied the cosmological evolution of a homogeneous

complex scalar �eld with a quadratic and/or quartic potential. Here, we want

to update this analysis for the values of m4=� found in section 7.4. Generally

speaking, focusing on the homogeneous quantities is the �rst step in any

comprehensive study of a given cosmological scenario. In our case, we need to

know whether the evolution of the �eld background violates any cosmological

bound before studying the possible growth of spatial uctuations { hoping

that they will cluster and form galactic halos after the time of equality

between radiation density and �eld density.

We refer the reader to Paper II for a detailed resolution of the Klein{Gordon

and Friedman equations in a Universe containing ordinary radiation, ba-

ryons, a homogeneous complex �eld and a cosmological constant relevant

only today. It is straightforward to show that when the potential is domina-

ted by the quartic term, the energy density of the �eld smoothly decays as

a�4 : so, in the early Universe, the scalar �eld behaves as \dark radiation".

Later, when the quadratic term takes over, i.e., when

m2j�j2 � � j�j4 ) V (�) � 2
m4

�
; (7.62)

the �eld starts to decay as a�3, like dark matter : so, it can be responsible for

a \matter-like" dominated stage. During the whole cosmological evolution,

the kinetic energy of the �eld is of the same order of magnitude as its

potential energy. So, the ratio m4=� immediately gives a rough estimate of

the total energy density of the �eld at the time of its transition, denoted

later as �tr� . If this density is � 1 eV4, we immediately notice that it is of

the same order of magnitude as the density at radiation{matter equality

{ remember that �eq ' 0:55 eV4 for the concordance �CDM model. So,

in the early Universe, the density of our \dark radiation" (the scalar �eld)

had to be comparable to that of \true radiation" (photons and neutrinos).

This brings some considerable tension with the bound on the total radiation

density that can be derived from BBN.

This cosmological toy{model and the problems associated with it were �rst

discussed by Peebles [17] in the case of a real scalar �eld, with essentially

the same motivations as in the present work. As a possible way out, Peebles

proposed a small modi�cation of the scalar potential,

V (�) = m2�2 + ��q; (7.63)

where q would be non{integer and slightly smaller than 4. Indeed, by lo-

wering the index q, one can decrease the fraction of dark radiation in the

early Universe, and in particular at BBN. We will not follow this direction.
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Indeed, the analysis of section 7.4 revealed a preferred value of m4=� around

50{75 eV4. This is signi�cantly larger than the observed value of �eq and

than the rough estimate of Paper I where we considered m4=� ' 1 eV4. Our

purpose in the rest of this section will be to check whether this new value is

compatible with the BBN bound.

In order to obtain a precise relation between the parameter m4=� and the

e�ective number of neutrinos at BBN { which is a convenient way to para-

meterize a cosmological density which behaves like some extra relativistic

degrees of freedom { we need to study numerically the detailed behavior of

the �eld in a vicinity of the transition between the radiation{like and the

matter{like regimes. For each value of m4=�, it is possible to follow ��, and

to extrapolate the branches in �� / a�4 and in �� / a�3. We de�ne �tr� as

the energy density given by intersecting the two asymptotes. The knowledge

of this single number is suÆcient in order to relate exactly the constant value

of ��a
4 in the early Universe to the constant value of ��a

3 measured today.

A simple numerical simulation gives

�transition� = 2:4 m4=� (7.64)

independently of any other �eld or cosmological parameters. The simulation

also provides a very good analytic approximation of the �eld density at

any time { imposing that today, when a = a0, the �eld density is given by

the fraction of the critical density usually attributed to Cold Dark Matter,

�� = 
cdm�
0
c :

�� = 
cdm�
0
c

"
(a0=a)

6 +

�

cdm�

0
c

�

2:4m4

�2=3
(a0=a)

8

#1=2
: (7.65)

The �eld density before the transition can be read directly from the previous

equation. It can be conveniently parameterized in terms of an e�ective neu-

trino number, de�ned as usual through

�Ne� =
��

��
; (7.66)

where �� is the standard density of a single relativistic neutrino species. The

�nal result is

�Ne� =

�

4
cdm �0 4c �

2:4 �0 3� m4

�1=3
= 7:5

�

cdmh

2

0:13

�4=3 
�1=4eV

m

!4=3

: (7.67)

Sticking to m4=� = 50 (eV)4, and using the currently preferred values h =

0:68 and 
cdm = 0:3, one �nds �Ne� = 2, which is above the usual BBN

bound j�Ne� j < 1 [34]. However, it is still possible to �nd some values of

(�Ne� , h, 
cdm) satisfying the above relation, and allowed at the 1{� level
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by current CMB experiments and BBN predictions [35] { for instance, (1.0,

0.63,0.20). In any case, in a very near future, the new CMB observations

will set some stringent limits on these three parameters : it will then be

easy to state about the validity of our alternative to the usual cosmological

scenario.

7.7 Conclusions

We have shown that a self{coupled charged scalar �eld provides an excellent

�t to the rotation curve of the dwarf spiral DDO 154. That galaxy is the pro-

totypical example of a system known to be completely dominated by dark

matter. The e�ect of the quartic coupling � results into an e�ective modi�ed

gravitation inside the Bose condensate where the Poisson equation becomes

strongly non{linear. The problem { complicated by the non{sphericity of the

baryon distribution { has been solved exactly as explained in section 7.3.

The agreement with the observations of the circular speed of DDO 154 is im-

pressive. Notice that neutralino dark matter does not pass this test because

of the central cusp that it would develop. We conclude that the charged

scalar �eld considered in this analysis provides an exciting alternative to

the galactic dark matter { at least inside dwarf systems. A typical value of

m4=� � 50 { 75 eV4 obtains.

The scalar �eld behaves cosmologically as a dark radiation component as

long as the quartic contribution of the potential V (�) dominates over its

quadratic counterpart. The situation gets reversed when the �eld energy

density is � 2:4 m4=� and a matter{like behavior subsequently ensues. The

larger the crucial parameter m4=�, the sooner the transition between dark

radiation and dark matter{like behaviors and consequently the smaller the

contribution of the scalar �eld to the overall radiation density at early times

{ for a �xed scalar �eld mass density today. A large value of m4=� translates

into a small number of e�ective neutrino families during BBN and we have

shown that our model marginally satis�es the requirement that �Ne� should

not exceed 1.

Actually the model is strongly constrained on the one hand side by the size L

of the Bose condensates { and therefore of the corresponding galactic halos

{ and on the other hand side by the contribution �Ne� to the radiation

density at BBN. Both L and �Ne� decrease with m4=� and a value for the

latter of � 50 { 75 eV4 { which provides excellent agreement with DDO

154 { is marginally consistent with BBN. Large halos cannot consequently

been pictured in terms of a single Bose condensate and the simple scheme

presented here has to be modi�ed. A possible solution { yet not very natural

{ is to replace the quartic �eld self{interaction by a �q term as suggested

by [17]. This would alleviate the BBN constraint.

Another option worth being explored is to imagine that massive and exten-
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ded halos are formed of several bosonic clumps. The coherent con�guration

that has been investigated here may be understood as the ground state of

some gigantic bosonic atom. It is therefore conceivable that the scalar �eld

may also form several such condensates that would be organized inside a

huge bosonic molecule with a spatial extension much in excess of L. The

electron cloud around the proton does not extend further than � 10�10 m

inside the hydrogen atom and yet electrons are delocalized over meter size

distances inside metals.

If so, the dark matter would be made of small bosonic clumps. Should the

solar system lie within such a system, the motion of its planets would pro-

vide in that case a lower bound on L since the smaller is the latter, the

stronger is the e�ective modi�cation to Newton's law of gravitation. We

have actually shown in section 7.5 that the scalar �eld concentrates in the

solar potential well and strengthens it to generate an additional gravitatio-

nal attraction that is radial and constant. As a matter of fact, the radio data

from the Pioneer probes are consistent with such an anomalous acceleration

that seems to be constant and directed towards the Sun. Assuming that it

results from the self{interacting scalar �eld which we have investigated in

this work, the observed magnitude ÆgP � 8:5 � 10�8 cm s�2 would imply a

value for m=�1=4 of order 1.3 keV and a typical condensate size L � 0.01 pc.

The merging of many of these small bosonic clumps into a larger structure

like a galactic halo is an open question.
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Appendix A

The purpose of this section is to derive the gravitational potential generated

by a pure scalar �eld condensate. This calculation is complementary to the

one at the end of section 7.2, based on the polytropic formalism. In absence

of a baryonic density �b, eq. (7.23) reads

� (�� �0) + 8�G
m4

�
(�� �0)H (�0 � �) = 0 : (7.68)

Since there is no source, let us suppose that the gravitational potential has a

spherical symmetry. One can do a change of variable r = z
q

�
8�Gm4 so that

the equation becomes simply

d2

dz2
fz (�� �0)g+ z (�� �0) H(�0��) = 0 : (7.69)

The only solution of this equation which is continuous and derivable eve-

rywhere, and goes to zero at in�nity is

�(z) =

8>>><
>>>:

�0 + (�(0)� �0)
sin z

z
if z < � (see Paper II)

��0

z
otherwise:

(7.70)

So, the maximum extension of the scalar �eld halo is rmax = �

r
�

8�Gm4
.

The density of the bosonic halo is

�� = �
2m4

�
(�� �0)H (z � �) (7.71)

and the total mass is

M = 4�

�
�

8�Gm4

�3=2 Z +1

0

��(z
0)z0

2
dz0 =

�

G

r
�

8�Gm4
(�0 � �(0)) :

(7.72)

On the other hand, the Gauss theorem applied to the sphere of radius r =

rmax gives

�0 = �
GM

rmax
= �GM

�

r
8�Gm4

�
(7.73)

so that �(0) = 2�0. The solution (7.70) can be rewritten as

�(z) =

8>>><
>>>:

�0

�
1 +

sin z

z

�
if z < �

��0

z
otherwise:

(7.74)
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Appendix B

The purpose of this Appendix is to provide a prescription for the de�nition

of �(0) { the starting function in the recursive method. We tested this pres-

cription on various examples, and found that �(0) is always a fairly good

approximation of the exact solution, allowing for quick convergence.

The idea is to enforce the boundary surface on which the �eld density

(m4=�)(� � �0) H(�0��) vanishes to be a perfect sphere. Of course, this

has to be wrong when the baryonic density is non{spherical. So, if we im-

pose a constant boundary radius, we need to relax the fact that the value

of � should be constant all over the boundary. In other terms, if r is the ra-

dial coordinate, we replace H(�0��) by H(r0�r), where r0 is an arbitrary

boundary radius.

If we de�ne a dimensionless radial coordinate z = r

q
8�Gm4

� , eq. (7.23)

becomes

�� = S(z; �) + (�0 � �)H (z0 � z) : (7.75)

where S = 4�G�. After a Legendre transformation, we obtain the following

set of di�erential equations :

1

z2
d

dz

�
z2
d�l

dz

�
� l(l + 1)

z2
(�l � �0Æl;0)H(z0 � z) = Sl(z) (7.76)

where Æl;0 is the Kronecker symbol. Each of these equations can be solved

separately on the two intervals 0 � z � z0 and z0 � z � 1, using Green

functions. In terms of the spherical Bessel functions jl(z) and nl(z), the

solution of eq. (7.75) for z � z0 is

�l(z) = �0Æl0+nl(z)

Z z

0

u2jl(u)Sl(u)du+jl(z)

Z z0

z

u2nl(u)Sl(u)du+C
1
l jl(z)

(7.77)

where C1
l is a free constant. In the same way, for z � z0, the solution is

�l(z) = �
1

2l + 1
z�(l+1)

Z z

z0

ul+2Sl(u)du�
1

2l + 1
zl
Z +1

z

u1�lSl(u)du�C2
l

1

2l + 1
z�(l+1)

(7.78)

where C2
l is another free constant. We impose that each Legendre coeÆcient

of the gravitational potential is derivable and continuous on the boundary

z = z0 : 8><
>:

�l(z
�
0 ) = �l(z

+
0 ) ;

d

dz
�l(z

�
0 ) =

d

dz
�l(z

+
0 ) :

(7.79)
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This de�nes a unique value for each constant of integration :

C1
l =

(I2l � I1l � �0 Æl;0)(l + 1) + z0(J
2
l � J1l )

(l + 1)jl(z0) + z0j
0
l(z0)

;

C2
l =

�zl+20 (2l + 1)jl(z0)(J
2
l � J1l ) + zl+20 (2l + 1)j0l(z0)(I

2
l � I1l � �0 Æl;0)

(l + 1)jl(z0) + z0j
0
l(z0)

;

(7.80)

where

I1l = nl(z0)

Z z0

0

u2jl(u)Sl(u)du ;

I2l = � 1

2l + 1
zl0

Z +1

z0

u1�lSl(u)du ;

J1l = n0l(z0)

Z z0

0

u2jl(u)Sl(u)du ;

J2l = � l

2l + 1
zl�10

Z +1

z0

u1�lSl(u)du :

(7.81)

One can then reconstruct the gravitational potential �(0) from

�(0)(z; �) =

+1X
l=0

Pl(cos �)�l(z) : (7.82)

So far, the approximate solution �(0) constructed in this way depends on

two arbitrary numbers : �rst, z0, and second, �0, which appears explicitly

in the de�nition of C1
0 and C2

0 . However, z0 and �0 have to be related

in some way. Indeed, if �(0) was an exact solution, �0 would be equal by

de�nition to �(0)(z0; �) for any �. In our approximation scheme, �(0)(z0; �)

is not independent of �, but we can choose a particular direction �0, and

impose that �0 = �(0)(z0; �0). Inserting this identity in eq. (7.82), and using

eq. (7.77), one obtains the relation

�0 = �(0)(z0; �0) =
z0

tan z0

+1X
l=0

Pl(cos �0)

�
nl(z0)

Z z0

0

u2jl(u)Sl(u)du+Kl jl(z0)

�
(7.83)

where

Kl =
(I2l � I1l )(l + 1) + z0(J

2
l � J1l )

(l + 1)jl(z0) + z0j
0
l(z0)

: (7.84)

In summary, the �rst step of our recursive method is performed in the fol-

lowing order :

1. we choose a value z0 (or r0) and an arbitrary direction �0 (that will

be kept for all the following iterations).
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2. we solve eq. (7.83) in order to �nd �0.

3. we compute �(0)(z; �) using eqs. (7.77), (7.78), (7.82).

The next iterations are performed in the much simpler way described in

section 7.3.





Conclusion et Perspectives

Mes travaux de th�ese portent essentiellement sur le probl�eme de la Mati�ere

Noire.

Lors des quatre premiers chapitres ont �et�e pr�esent�es le mod�ele cosmologique

du Big-Bang chaud, ainsi que les obserservations qui soul�event la question

de la nature de la mati�ere noire et de l'�energie noire. Nous avons aussi vu

les mod�eles de mati�ere noire les plus �etudi�es et di��erents mod�eles astrophy-

siques ou cosmologiques fond�es sur des champs scalaires. Nous avons ainsi

mis l'accent sur la possibilit�e que la mati�ere noire puisse être expliqu�ee, �a la

mani�ere de l'�energie noire, �a partir d'un champ scalaire complexe.

Nous nous sommes int�eress�es au chapitre cinq �a un mod�ele simple de halo

galactique form�e par un champ scalaire complexe massif et charg�e dans U(1).

Un tel champ est capable de rendre compte �a la fois des courbes de rotation

universelles de M. Persic, P. Salucci et F. Stel, et de la courbe de rotation de

la galaxie spirale naine DDO 154, �a condition qu'il soit associ�e �a une masse

proche de 10�23 eV. De part le fait que les courbes universelles sont des

courbes moyennes, cette masse n'a pas pu être pr�ecis�ement �evalu�ee. Pour

ce faire, il faudrait e�ectuer une �etude plus syst�ematique sur des galaxies

individuelles. N�eanmoins, une telle masse semble tr�es �eloign�ee des masses

habituelles de la physique des particules �el�ementaires.

Dans le chapitre suivant, nous avons vu que le champ scalaire pr�ec�edent

pouvait avoir un comportement cosmologique satisfaisant, mais qu'il �etait

impossible que dans l'univers primordial ce champ ait �et�e homog�ene au ni-

veau de sa phase et que les galaxies aient des charges de même signe. Il pour-

rait n�eanmoins être int�eressant de consid�erer des mod�eles \contraires" dans

lesquels la densit�e de champ scalaire serait homog�ene, mais avec des phases

di��erentes, et donc dans lesquels les galaxies pourraient avoir des charges

oppos�ees. Il faudrait alors d�eterminer si ces galaxies de charges oppos�ees

s'annihilent en entrant en collision, et si cela engendre des ph�enom�enes

observables. Dans ce même chapitre, nous nous sommes aussi int�eress�es �a

l'�evolution cosmologique d'un champ scalaire complexe massif charg�e dans

U(1) et en auto-interaction. Nous avons alors vu que son comportement

cosmologique est satisfaisant, mais que, comme il se comporte dans l'uni-

vers primordial comme une radiation noire, la connaissance exp�erimentale

du nombre de familles de neutrinos apporte des contraintes importantes.
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Dans le dernier chapitre, nous avons �etendu l'�etude d'un tel champ aux

courbes de rotation des galaxies spirales, et nous avons montr�e qu'un tel

mod�ele reproduit bien les courbes de rotation de DDO 154 et des galaxies

de petite taille. Les contraintes galactiques ont aussi permis de montrer que

les contraintes actuelles sur le nombre de familles de neutrinos n'excluent

pas ce mod�ele, mais ne le favorisent pas. Les observations futures du CMB

devraient rapidement permettre d'�etablir ou non la validit�e d'un tel mod�ele.

D'autre part, ce mod�ele ne permet pas d'expliquer les courbes de rotation

des galaxies de grandes tailles, ni l'existence d'une quantit�e de mati�ere noire

dans les amas galactiques. On ne peut n�eanmoins pas statuer sur ce fait, car

nous avons uniquement consid�er�e des mod�eles de galaxies contenant un seul

condensat de champ scalaire. De la même mani�ere que des atomes �etendent

la densit�e de probabilit�e de pr�esence de leurs �electrons lorsqu'ils forment

une mol�ecule, on peut esp�erer que plusieurs halos bosoniques puissent eux-

aussi s'�etendre, et ainsi expliquer des courbes de rotation plates, et { dans

le meilleur des cas { former un halo global de champ scalaire au niveau des

amas galactiques. Une autre mani�ere de lever le probl�eme pourrait aussi

être de consid�erer des halos compos�es de plusieurs \clumps" bosoniques, qui

en augmenteraient ainsi la masse. En�n, nous avons pu constater que si le

champ scalaire reproduit correctement les courbes de rotation des galaxies,

il n'a cependant qu'une tr�es faible inuence au niveau du syst�eme solaire.

Nous avons donc vu au cours de cette th�ese que ce mod�ele explique glo-

balement bien les observations au niveau des galaxies et de la cosmologie.

J'ai d�ej�a d�ecrit di��erentes �etudes qu'il me semblerait int�eressant de mener,

et je pense que celles qui suivent devraient encore s'ajouter �a cette liste.

� Tout d'abord, nous avons vu qu'un champ scalaire quartique est associ�e

�a des �equations qui semblent modi�er les lois habituelles de la gravit�e. On

peut d�es lors se demander ce qu'il en est, et si les e�ets de lentilles gravita-

tionnelles sont capables de les mettre en �evidence.

� Une autre question importante se pose : de tels syst�emes sont-ils stables ?

En ce qui concerne le champ scalaire soumis �a un potentiel quartique, �etant

donn�e qu'il r�eagit de la même mani�ere qu'un polytrope n = 1, il y a toutes

les raisons de penser qu'il est stable, car l'indice adiabatique � d'un tel uide

est sup�erieur �a 4/3. Mais en ce qui concerne le potentiel quadratique, il fau-

dra tester si l'existence d'un nombre conserv�e est suÆsante pour empêcher

le fragmentation des halos bosoniques.

� Nous avons jusqu'�a pr�esent aussi toujours �etudi�e des structures bosoniques
statiques et d�ej�a existantes. Il n'est cependant pas �evident qu'elles puissent

se former. Il sera donc n�ecessaire d'�etudier la formation des structures bo-

soniques dans un Univers en expansion.

� En�n, nous avons consid�er�e qu'�a chaque galaxie correspond une phase

di��erente. On est alors en droit de se demander ce qui se passe lorsque

deux galaxies entrent en collision : Leurs phases vont-elles changer ? Des
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ph�enom�enes visibles vont-ils se produirent ?

Par ailleurs, �etant donn�e que ce mod�ele est bas�e sur un champ scalaire,

on peut aussi se demander s'il ne pourrait pas expliquer en même temps

le probl�eme de l'�energie noire, par exemple en consid�erant s�epar�ement la

partie homog�ene du champ scalaire (qui pourrait donner l'�energie noire), de

sa partie inhomog�ene (mati�ere noire). Plus simplement, on pourra essayer

di��erents types de potentiel (par exemple issus des mod�eles de quintessence),

et voir si un tel champ scalaire peut expliquer en même temps la constante

cosmologique (comme un mod�ele de quintessence) et les courbes de rotation

des galaxies.

Au �nal, nous avons �etudi�e certains aspects li�es �a l'existence de champs sca-

laires permettant de rendre compte avec succ�es de la mati�ere noire galactique

et cosmologique. De nombreux points d'interrogation subsistent cependant,

même si cette mati�ere noire bosonique semble o�rir une alternative s�erieuse

aux neutralinos.





Annexe A

Annexe Math�ematique

A.1 Op�erations vectorielles

Soient ~ei les vecteurs orthonorm�es associ�es aux di��erents syst�emes de coor-

donn�ees, et Ai les coordonn�ees de ~A correspondantes.

A.1.1 Coordonn�ees cart�esiennes (x; y; z)

Gradient :

~r =
@ 

@x
~ex +

@ 

@y
~ey +

@ 

@z
~ez (A.1)

Divergence :

~r � ~A =
@Ax

@x
+
@Ay

@y
+
@Az

@z
(A.2)

Rotationnel :

~r� ~A =

�
@Az

@y
� @Ay

@z

�
~ex +

�
@Ax

@z
� @Az

@x

�
~ey +

�
@Ay

@x
� @Ax

@y

�
~z (A.3)

Laplacien :

� =
@2 

@x2
+
@2 

@y2
+
@2 

@z2
(A.4)

A.1.2 Coordonn�ees cylindriques (�; �; z)

Gradient :

~r =
@ 

@�
~e� +

1

�

@ 

@�
~e� +

@ 

@z
~ez (A.5)
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Divergence :

~r � ~A =
1

�

@

@�
(�A�) +

1

�

@A�

@�
+
@Az

@z
(A.6)

Rotationnel :

~r� ~A =

�
1

�

@Az

@�
� @A�

@z

�
~e�+

�
@A�

@z
� @Az

@�

�
~e�+

1

�

�
@

@�
(�A�)�

@A�

@�

�
~ez

(A.7)

Laplacien :

� =
1

�

@

@�

�
�
@ 

@�

�
+

1

�2
@2 

@�2
+
@2 

@z2
(A.8)

A.1.3 Coordonn�ees sph�eriques (r; �; �)

� est l'angle azimutal dans le plan (x,y), aussi appel�e longitude. � est l'angle

polaire, pris depuis l'axe (Oz), aussi appel�e colatitude.

Gradient :

~r =
@ 

@r
~er +

1

r

@ 

@�
~e� +

1

r sin�

@ 

@�
~e� (A.9)

Divergence :

~r � ~A =
1

r2
@

@r
(r2Ar) +

1

r sin�

@

@�
(sin�A�) +

1

r sin�

@A�

@�
(A.10)

Rotationnel :

~r� ~A =
1

r sin�

�
@

@�
(sin �A�)�

@A�

@�

�
~er +

1

r

�
1

sin�

@Ar

@�
� @

@r
(rA�)

�
~e�

+
1

r

�
@

@r
(rA�)�

@Ar

@�

�
~e�

(A.11)

Laplacien :

� =
1

r2
@

@r

�
r2
@ 

@r

�
+

1

r2 sin2 �

@2 

@�2
+

1

r2 sin�

@

@�

�
sin�

@ 

@�

�
(A.12)
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A.2 Fonctions de Bessel Sph�eriques

On pourra se reporter �a [1] ou [2] pour une description compl�ete de ces fonc-

tions.

Les fonctions de Bessel sph�eriques jl et nl sont solutions de l'�equation :

1

r2
@

@r

�
r2
@zl(r)

@r

�
� l(l + 1)

r2
zl(r) + zl(r) = 0 ; (A.13)

o�u l est un entier naturel.

Les premi�eres fonctions sont :

8>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

j0(x) =
sinx

x
n0(x) = �

cosx

x

j1(x) =
sinx

x2
� cos x

x
n1(x) = �

cosx

x2
� sinx

x

j2(x) =

�
3

x3
� 1

x

�
sinx� 3 cos x

x2
n2(x) = �

�
3

x3
� 1

x

�
cos x� 3 sinx

x2

j3(x) =

�
15

x4
� 6

x2

�
sinx�

�
15

x3
� 1

x

�
cos x n3(x) = �

�
15

x4
� 6

x2

�
cos x�

�
15

x3
� 1

x

�
sinx

(A.14)

Ces fonctions peuvent être trouv�ees par l'expression suivante :

8>>>>><
>>>>>:

jl(x) = (�x)l
�
1

x

d

dx

�l�
sinx

x

�

nl(x) = �(�x)l
�
1

x

d

dx

�l �cos x
x

� (A.15)

Dans la limite des petits arguments (x� l) :

8>>>><
>>>>:

jl(x) �!
xl

(2l + 1)!!

�
1� x2

2(2l + 3)
+ :::

�

nl(x) �! �(2l � 1)!!

xl+1

�
1� x2

2(1 � 2l)
+ :::

� (A.16)

o�u (2l + 1)!! = (2l + 1)(2l � 1)(2l � 3):::(5):(3):(1)

De même, dans la limite des grands arguments (x� l) :
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8>>>><
>>>>:

jl(x) �!
1

x
sin

�
x� l�

2

�

nl(x) �! �1

x
cos

�
x� l�

2

� (A.17)

Il est aussi possible de trouver ces fonctions et leurs d�eriv�ees par r�ecurrence :

8>>><
>>>:

zl+2(x) =
2l + 3

x
zl+1(x)� zl(x)

dzl(x)

dx
=

l

x
zl(x)� zl+1(x)

(A.18)

Une propri�et�e importante de ces fonctions concerne leurs Wronskiens (voir

le paragraphe A.4) :

W (jl; nl)(x) � jl(x)
dnl(x)

dx
� djl(x)

dx
nl(x) =

1

x2
: (A.19)

Ces fonctions sont donc toujours ind�ependantes.

A.3 Polynômes de Legendre

L�a encore, on pourra se reporter �a [1] ou [2] pour une description compl�ete

de ces polynomes.

A.3.1 D�e�nition

Les polynômes de Legendre Pl sont solutions de l'�equation

d

dx

�
(1� x2)

dPl

dx

�
+ l(l + 1)Pl = 0 ; (A.20)

o�u l est un entier naturel et x est compris dans l'intervalle [�1;+1].

Il s'agit de polynômes de degr�e l. Si l est pair (impair), le polynôme est

uniquement compos�es de termes pairs (impairs).

Par convention, ces polynomes sont normalis�es de mani�ere �a ce que

Pl(+1) = 1 : (A.21)

Les premiers polynômes sont :
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8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 � 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 � 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 � 30x2 + 3)

(A.22)

La Formule de Rodrigues donne une repr�esentation compacte des polynômes

de Legendre :

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 � 1)l : (A.23)

Il est aussi possible de trouver les polynômes de Legendre par r�ecurrence :

Pl+2(x) =
2l + 3

l + 2
xPl+1(x)�

l + 1

l + 2
Pl(x) : (A.24)

Il en est de même pour leurs d�eriv�ees :

Pl+1(x)

dx
= x

Pl(x)

dx
+ (l + 1)Pl(x) : (A.25)

A.3.2 D�ecomposition en polynômes de Legendre

Les polynômes de Legendre forment une base orthogonale compl�ete telle

que :

Z +1

�1
Pl0(x)Pl(x)dx =

2

2l + 1
Æl0l : (A.26)

Par cette propri�et�e, il est possible de d�ecomposer sur cette base n'importe

quelle fonction f(x) d�e�nie sur l'intervalle �1 � x � +1.

La repr�esentation en s�eries de Legendre est :

f(x) =

+1X
l=0

AlPl(x) ; (A.27)

o�u

Al =
2l + 1

2

Z +1

�1

f(x)Pl(x)dx : (A.28)
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A.3.3 Equation de Poisson en coordonn�ees sph�eriques

On cherche �a r�esoudre l'�equation (syst�eme axisym�etrique) :

��(r; �) = S(r;�) : (A.29)

On d�ecompose les fonctions �(r; �) et S(r;�) en polynômes de Legendre :

�(r; �) =

+1X
l=0

Pl(cos �)�l(r)

S(r; �) =

+1X
l=0

Pl(cos�)Sl(r)

(A.30)

L'�equation de Poisson �a deux variables se transforme en un syst�eme constitu�e

d'une in�nit�e d'�equations �a une seule variable :

1

r2
d

dr

�
r2
d�l(r)

dr

�
� l(l + 1)

r2
�l(r) = Sl(r) : (A.31)

A.4 Equations Di��erentielles

La r�esolution des �equations di��erentielles est un probl�eme math�ematique

complexe. Il est possible de se reporter �a [1] ou [3] pour une vision �etendue

sur le sujet. En ce qui nous concerne, nous allons nous �etudier unique-

ment les type d'�equations di��erentielles qui nous int�eresse : les �equations

di��erentielles lin�eaires inhomog�enes du second ordre avec des conditions au

bord de Dirichlet homog�enes, c'est-�a-dire des �equations du type :

L (x) =

�
d2

dx2
+ q(x)

d

dx
+ r(x)

�
 (x) = f(x) ; (A.32)

o�u x est une variable g�en�erique, et q(x) et r(x) sont des fonctions C1. Les

conditions au bord de Dirichlet homog�enes sont les suivantes : aux extr�emit�es

x1 et x2, on a

 (x1) =  (x2) = 0 : (A.33)

Nous savons que la solution la plus g�en�erale pour cette �equation s'�ecrit :

 (x) =  homog�ene(x) +  particuli�ere(x) ; (A.34)

o�u  homog�ene est la solution de L homog�ene(x) = 0 et  particuli�ere est une so-

lution particuli�ere.

Pour trouver la solution homog�ene de l'�equation di��erentielle, il faut uti-

liser les m�ethodes math�ematiques traditionnelles. Cependant, on sait que
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cette �equation a deux et seulement deux solutions ind�ependantes. En calcu-

lant le Wronskien des deux solutions, on peut d�eterminer si elles sont bien

ind�ependantes. Le Wronskien est d�e�nit comme suit :

W ( 1;  2)(x) =  1(x)
d 2(x)

dx
� d 1(x)

dx
 2(x) : (A.35)

Les deux solutions homog�enes  1(x) et  2(x) sont lin�eairement d�ependantes

si, pour tout x, le Wronskien est identiquement nul.

La solution particuli�ere du probl�eme est donn�ee par

 particuli�ere(x) =

Z x2

x1

dx0G(xjx0)f(x0) ; (A.36)

o�u G(xjx0) est la fonction de Green du probl�eme :

LG(xjx0) = Æ(x� x0) : (A.37)

Dans le cas des conditions au bord de Dirichlet homog�enes, si l'on peut trou-

ver deux solutions homog�enes lin�eairement ind�endantes  1(x) et  2(x), alors

la fonction de Green existe, et la solution g�en�erale de l'�equation di��erentielle

s'�ecrit :

 (x) =

Z x2

x1

dx0
f(x0)

W (x0)
f�(x0 � x) 2(x

0) 1(x) + �(x� x0) 1(x
0) 2(x)g ;

(A.38)

o�u W (x) est le Wronskien de  1(x) et  2(x), et �(x) est la fonction de

Heaviside. Au �nal, on a :

 (x) = �
�
 1(x)

Z x2

x

dx0
f(x0)

 1(x0) 
0
2(x

0)�  01(x
0) 2(x0)

 2(x
0)

+ 2(x)

Z x

x1

dx0
f(x0)

 1(x0) 
0
2(x

0)�  01(x
0) 2(x0)

 1(x
0)

�
:

(A.39)

A.5 Aide-M�emoire : Int�egration Num�erique

On pourra se reporter �a [4] ou [5] pour une description plus large des

m�ethodes num�eriques d'int�egration.

A.5.1 Int�egration selon Simpson

Le but de la m�ethode de Simpson est d'�evaluer des int�egrales �a une variable

du type
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I =

Z b

a

f(x)dx : (A.40)

Soit h l'intervalle sur lequel on va sommer. Soit xn la position au n-i�eme pas

(h = xn+1 � xn). On pose fn = f(xn).

La formule la plus simple d'int�egration num�erique est la formule des trap�ezes,

qui approxime la fonction �a int�egrer par des segments de droites :

Z x1

x0

f(x)dx = h

�
1

2
f0 +

1

2
f1

�
+O(h3f 00) : (A.41)

Simpson a approxim�e la fonction �a int�egrer par des paraboles, ce qui donne

la formule suivante :

Z x2

x0

f(x)dx = h

�
1

3
f0 +

4

3
f1 +

1

3
f2

�
+O(h5f (4)) ; (A.42)

o�u f (4) est la d�eriv�ee quatri�eme de f �evalu�ee �a n'importe quel point dans

l'intervalle.

Il est possible d'approximer par des polynômes de degr�e 3 :

Z x3

x0

f(x)dx = h

�
3

8
f0 +

9

8
f1 +

9

8
f2 +

3

8
f3

�
+O(h5f (4)) ; (A.43)

ou de degr�e 4 (Loi de Bode)

Z x4

x0

f(x)dx = h

�
14

45
f0 +

64

45
f1 +

24

45
f2 +

64

45
f3 +

14

45
f4

�
+O(h7f (6)) :

(A.44)

C'est la premi�ere de ces lois de Simpson qui est la plus utilis�ee.

A.5.2 R�esolution d'�equations di��erentielles selon Runge et

Kutta

Le but de la m�ethode de Runge et Kutta est de r�esoudre des �equations

di��erentielles ordinaires avec conditions initiales connues.

Lorsqu'on a une �equation di��erentielle d'ordre n avec une seule fonction, il

est possible de la transformer en n �equations d'ordre 1 avec n fonctions.

Par exemple, si l'on consid�ere l'�equation du second ordre

d2y

dx2
+ q(x)

dy

dx
= r(x) ; (A.45)
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elle peut être r�e�ecrite sous la forme

dy

dx
= z(x)

dz

dx
= r(x)� q(x)z(x)

(A.46)

o�u z est une nouvelle fonction.

La m�ethode de Runge-Kutta r�esout un syst�eme de n �equations di��erentielles

du premier ordre �a n fonctions yi, telles que

dyi

dx
= fi(x; y1; :::; yn) : (A.47)

Une diÆcult�e de cette m�ethode est qu'il faut connâ�tre les conditions ini-

tiales de toutes les fonctions yi.

Dans la suite, on utilisera les notations y et f �a la place de yi et fi.

On supposera que l'int�egration num�erique se fait sur un intervalle h, et on no-

tera xn la valeur de x au n-i�eme pas (h = xn+1�xn). On posera : yn = y(xn).

Une formule d'int�egration simple est la formule d'Euler :

yn+1 = yn + hf(xn; yn) ; (A.48)

qui se base sur le d�eveloppement au premier ordre de la fonction y.

La formule classique de Runge-Kutta se base sur le d�eveloppement au qua-

tri�eme ordre :

k1 = hf(xn; yn)

k2 = hf(xn +
h

2
; yn +

k1

2
)

k3 = hf(xn +
h

2
; yn +

k2

2
)

k4 = hf(xn + h; yn + k3)

yn+1 = yn +
k1

6
+
k2

3
+
k3

3
+
k4

6
+O(h5)

(A.49)

Il existe des formules de Runge-Kutta �a des ordres sup�erieurs, mais nous ne

les d�etaillerons pas ici.
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Annexe B

Annexe Physique

B.1 Rappels de Relativit�e G�en�erale

Pour un d�eveloppement complet sur la Relativit�e G�en�erale, on pourra se

reporter en particulier aux ouvrages [1] ou [2].

B.1.1 Tenseurs de Riemann

Soit une g�eom�etrie bas�ee sur la m�etrique

d�2 = g��dx
�dx� : (B.1)

Un photon dans cette g�eom�etrie suit l'�equation du mouvement :

d2x�

dp2
+ ����

dx�

dp

dx�

dp
= 0 ; (B.2)

o�u p est sa position le long de la trajectoire, et o�u ���� est appel�e \connexion

aÆne", ou \symbole de Christo�el", reli�e �a la m�etrique par :

���� =
1

2
g��

�
@�g�� + @�g�� � @�g��

�
: (B.3)

Cette �equation d�e�nit des g�eod�esiques. On peut l'obtenir �a partir d'un for-

malisme lagrangien.

Soit le Lagrangien

L = g��
dx�

dp

dx�

dp
= g�� _x

� _x� : (B.4)

L'�equation des g�eod�esiques peut alors se r�e�ecrire

d

dp

�
@L

@ _x�

�
=

@L

@x�
: (B.5)
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On peut utiliser l'�equivalence des deux formes de l'�equation des g�eod�esiques

pour d�eriver rapidement les ���� .

La d�eriv�ee covariante d'un vecteur covariant U� est donn�ee par

D�U� � @�U� + ����U� ; (B.6)

et devient, pour une vecteur contravariant V �

D�V
� � @�V

� � ����V
� : (B.7)

La d�eriv�ee covariante d'un tenseur s'�ecrit comme une d�eriv�ee simple �a la-

quelle s'ajoutent les termes correspondant �a chaque indice covariant ou

contravariant, de la même mani�ere que pour les vecteurs. On peut mon-

trer que

D�g�� = 0 : (B.8)

Le tenseur de Riemann-Christo�el R��Æ se d�e�nit par :

[D�;D� ] V
� = R�

���V
� : (B.9)

On peut montrer que

R
�
��� = @��

�
�� � @��

�
�� +�����

�
�� � �

�
���

�
�� : (B.10)

Ce tenseur poss�ede une sym�etrie R(��)(��) = R(��)(��) et une antisym�etrie

R���� = �R���� = �R���� = R����.

On d�e�nit �a partir de ce tenseur par contraction d'indices un tenseur sym�e-

trique, appel�e teneur de Ricci :

R�� = R�
��� ; (B.11)

ainsi que la courbure scalaire

R = R�
� : (B.12)

On peut aisni d�e�nir un tenseur conserv�e

G�� � R�� �
1

2
g��R ; (B.13)

qui v�eri�e

D�G
�� = 0 : (B.14)

B.1.2 Equations d'Einstein

Les �equations d'Einstein s'�ecrivent :

R�� �
1

2
g��R = 8�GT�� ; (B.15)



B.1. RAPPELS DE RELATIVIT�E G�EN�ERALE 199

o�u T�� est le tenseur impulsion-�energie, v�eri�ant

D�T
�� = 0 : (B.16)

Elle peuvent se r�e�ecrire sous la forme

R�� = �8�GS�� ; (B.17)

avec

S�� = T�� �
1

2
g��T

�
� : (B.18)

On notera que les �equations d'Einstein peuvent s'obtenir �a partir de l'action

globale :

S =

Z p
jgjd4x

�
R

16�G
+ T��Æg��

�
; (B.19)

qui est invariante pour toute modi�cation Æg�� de la m�etrique. Dans cette

action, g = �det(g��).

Dans le cadre du principe variationnel, on montre que

Æ
p
jgj =

p
jgj
2

g��Æg�� ; (B.20)

et

Æg�� = �g��g��Æg�� : (B.21)

B.1.3 M�etriques

Les m�etriques sont nombreuses et ont des propri�et�es propres. Je fais ici un

rappel des principales m�etriques. Le tenseur m�etrique g�� peut se retrouver

�a partir de

d�2 = g��dx
�dx� : (B.22)

M�etrique de Lorentz

Il s'agit de la m�etrique plate, qui s'�ecrit sous la forme

d�2 = dt2 � d~x2 : (B.23)

Le tenseur m�etrique est souvent not�e ��� et sert de r�ef�erence par rapport

�a g�� . C'est la m�etrique utilis�ee en Relativit�e Restreinte. Les connexions

aÆnes et le tenseur de Riemann sont tous nuls dans cette g�eom�etrie.
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M�etrique de Schwarzschild

Elle s'�ecrit

d�2 =

�
1� 2M

r

�
dt2 � dr2�

1� 2M

r

� � r2(d�2 + sin2 �d�2) : (B.24)

Cette expression s'applique �a l'ext�erieur d'un objet statique �a sym�etrie

sph�erique d'�energie totale M . On appelle g�en�eralement le rayon r = 2M

rayon de Schwarzschild. A l'int�erieur de ce rayon, la g�eom�etrie pr�esente une

singularit�e. Cette m�etrique est employ�ee g�en�eralement pour traiter les e�ets

dus �a des �etoiles isol�ees ou des trous noirs.

On notera qu'une m�etrique g�en�erale statique et isotrope peut s'�ecrire sous

la forme

d�2 = B(r)dt2 �A(r)dr2 � r2(d�2 + sin2 �d�2) : (B.25)

Les connexions aÆnes non-nulles associ�ees �a cette m�etrique sont :

�ttr = �trt =
B0

2B
; �rtt =

B0

2A
; �rrr =

A0

2A

���r = ��r� =
1

r
; �r�� = �

r

A
; �r�� = �

r sin2 �

A

�
�
�r = �

�
r� =

1

r
; ���� = � sin � cos � ; �

�
�� = �

�
�� = cot �

(B.26)

Les seuls �el�ements non-nuls du tenseur de Ricci sont

Rtt = �
B0

2A
+

�
B0

4A

��
B0

B
+
A0

A

�
� B0

rA

Rrr = �
B00

2A
�
�
B0

4B

��
B0

B
+
A0

A

�
� A0

rA

R�� = �1 +
1

A
�
� r

2A

��B0

B
� A0

A

�

R�� = sin2 �R��

(B.27)

Le tenseur de Ricci est donc purement diagonal.

Si l'on consid�ere une distribution de mati�ere �a sym�etrie sph�erique variant

au cours du temps, la m�etrique devient simplement :

d�2 = B(t; r)dt2 �A(t; r)dr2 � r2(d�2 + sin2 �d�2) : (B.28)

Les connexions aÆnes et le tenseur de Riemann sont eux aussi modi��es de

mani�ere �a tenir compte de la d�ependance en temps.
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M�etrique de Robertson et Walker

Elle d�ecrit un espace homog�ene et isotrope, et s'�ecrit

d�2 = dt2 � a(t)2
�

dr2

1� kr2
+ r2d�2 + r2 sin2

�
: (B.29)

a(t) est un facteur d'�echelle qui varie avec le temps et qui permet donc de

d�ecrire un Univers non-statique en expansion. Si k = 0, l'Univers a des sec-

tions spatiales plates ; si k > 0, elles sont sph�eriques ; et si k < 0, elles sont

hyperboliques. Une telle m�etrique est utilis�ee en cosmologie pour d�ecrire des

Univers homog�enes et isotropes.

Les connexions aÆnes non-nulles associ�ees �a cette m�etrique sont (i,j se

r�ef�erant �a des composantes d'espace) :

�tij = �
_a

a
gij ; �itj = �ijt =

_a

a
Æij

�rrr =
kr

1� kr2
; �r�� = �(1� kr2)r ; �r�� = �(1� kr2)r sin2 �

��r� = ���r = �
�
�r = �rr� =

1

r

���� = � sin � cos � ; �
�
�� = �

�
�� = cot �

(B.30)

Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci sont :

Rtt = 3
�a

a

Rij = gij

�
�a

a
+ 2

_a2

a2
+ 2

k

a2

� (B.31)

On pourra remarquer que le tenseur de Ricci n'a pas de composantes temps-

espace.

B.2 Equation de Poisson pour des syst�emes axi-

sym�etriques

On pourra se reporter �a [3] pour un d�eveloppement plus complet sur le su-

jet.

L'int�erêt de cet annexe est de permettre de comparer des solutions ana-

lytiques de l'�equation de Poisson pour des syst�eme non-sph�eriques, �a des

solutions num�eriques. En e�et, l'�equation de Poisson a, pour des syt�emes axi-

sym�etriques, c'est-�a-dire des syt�emes sph�ero��daux ayant un axe de sym�etrie,
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des solutions analytiques \simples", permettant ainsi d'e�ectuer des tests

non-triviaux sur les programmes num�eriques de r�esolution.

L'�equation de Poisson pour un potentiel gravitationnel � et une densit�e

de mati�ere � s'�ecrit

�� = 8�G� () D� (g
��@��) = 8�G� : (B.32)

Pla�cons nous en coordonn�ees sph�eriques. Consid�erons une densit�e de mati�ere

r�epartie de mani�ere axisym�etrique autour de l'axe (Oz), c'est-�a-dire une

densit�e � = �(m2), o�u

m2 = r2 sin2 �+
r2 cos2 �

1� e2
: (B.33)

Chaque courbe d'isodensit�e se trouve ainsi sur un ellipso��de d'excentricit�e e,

de demi grand{axe m et de demi petit{axe m=
p
1� e2, ayant une sym�etrie

de r�evolution autour de (Oz).

Si l'on d�e�nit

 (m) �
Z m2

0

�(n2)dn2 ; (B.34)

alors on montre que le potentiel gravitationnel s'�ecrit

�(r; �) = �2�G
p
1� e2

e

"
 (1) arcsin e�

Z 1

p
1�e2

e

 (m)
d�m

1 + �2m

#
; (B.35)

o�u �m est tel que
r2 sin2 �

1 + �2m
+
r2 cos2 �

�2m
= m2e2 : (B.36)

Il est alors facile { par des m�ethodes num�eriques d'int�egration { d'�evaluer

le potentiel en tout point.
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R�esum�e

Cette th�ese porte sur le probl�eme de la Mati�ere Noire astrophysique et cos-

mologique.

Dans les quatre premiers chapitres sont expos�es succinctement le Mod�ele

Standard Cosmologique, les observations d�emontrant la pr�esence d'�energie et

de mati�ere noires, les mod�eles de mati�ere noire les plus �etudi�es, et di��erents

mod�eles cosmologiques ou astrophysiques reposant sur des champs scalaires.

Dans les trois chapitres suivants est d�etaill�e un mod�ele de mati�ere noire bo-

sonique bas�e sur l'existence d'un champ scalaire complexe et charg�e dans

U(1). Nous verrons que coupl�e �a un potentiel quadratique, un tel champ est

susceptible d'expliquer les courbes de rotation des galaxies, tout en conser-

vant depuis la recombinaison un comportement cosmologique de mati�ere.

Nous nous int�eresserons ensuite au cas du potentiel quartique, et nous mon-

trerons d'une part que son comportement cosmologique est lui aussi rela-

tivement bon, et d'autre part qu'il explique bien les courbes de rotation

des galaxies spirales de petite taille, si probl�ematiques pour de nombreux

mod�eles de mati�ere noire.

Mots-cl�es : Astrophysique, Cosmologie, Gravitation, Mati�ere Noire, Ener-

gie Noire, Galaxies, Etoiles �a bosons, Champs Scalaires.

Abstract

This PhD thesis is devoted to the cosmological and astrophysical Dark Mat-

ter problems.

In the �rst four chapters are detailed successively the Standard Cosmological

Model, observations leading to the dark matter and dark energy problems,

most studied dark matter models, and di�erent cosmological or astrophy-

sical models using scalar �elds. In the three following chapters, we expose

several dark matter models based on a complex, U(1){charged, scalar �eld.

Associated with a quadratic potential, such a scalar �eld can explain galaxy

rotation curves, while having a matter behavior since the recombination. In

the case of a quartic potential, this �eld has a good cosmological behavior

too, and is able to reproduce the rotation curves of small spiral galaxies,

which are highly problematic for many dark matter models.

Keywords : Astrophysics, Cosmology, Gravitation, Dark Matter, Dark Ener-

gy, Galaxies, Boson Stars, Scalar Fields.


