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Abstract

For an interferometric gravitational wave detector such as Virgo, high sensitivity is crucial
for precise identification of astrophysical sources. Such an antenna detects a gravitational
wave as a phase variation of a laser beam. The precision of such a measurement may be
limited by the noise of the cavity length, due to thermal vibrations, or by the input laser
frequency noise.

My contribution to the study of the mirror substrate internal mode noise, was the
development of a numerical code, which is able to compute resonant frequencies, mode
effective masses, surface deformation and its coupling with the laser beam. This allows
us to select mirror substrate sizes. The sensitivity is then slightly worse than that found
from a rough estimation, if the acoustic losses are frequency independent and equal to
those measured at resonance. The sensitivity can be improved by reducing the losses or
by choosing a better material. We have also carried out experiments to facilitate choosing
suspension wires. I suggest an experiment of direct measurement of thermal noise, for
verifying the sensitivity.

The interferometer configuration renders the laser frequency noise negligible if the
frequency is stabilized to an optical cavity. This will be done in two stages; the first is to
lock the laser to a short rigid cavity, and the second to the three kilometer arms of the
interferometer. The first stage has been built. I have checked that its performance meets
the specifications. The measured frequency stability is exceptional.
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Introduction

"ESPACE-TEMPS dans lequel nous vivons n’est pas euclidien; sa structure est plus
L complexe, et sa géométrie peut localement étre courbée. Des variations temporelles
de cette courbure pourront, pour la premiére fois, étre directement mises en évidence dans
les prochaines années.

La perspective de détection de ces ondes de gravitation suscite de nombreux travaux, tant
de la part des astrophysiciens (étude des sources, prédiction de la forme et de 'amplitude
des ondes) que de la part des expérimentateurs qui construisent les détecteurs. Plusieurs
détecteurs interférométriques sont en cours de construction, parmi lesquels celui du projet
franco-italien Virgo. Cette these trouve place dans ce dernier.

Un détecteur interférométrique est un transducteur qui permet la conversion d’'une onde
gravitationnelle en une phase de faisceau laser, par mesure de la position de masses-test
formant une cavité optique résonnante (premiére partie de cette thése). La sensibilité est
limitée par le bruit de mesure (bruit de photons), le bruit de longueur des cavités et
le bruit de fréquence du faisceau incident. Le bruit de longueur des cavités est produit
principalement par le bruit thermique des masses-test et de leurs suspensions (deuxiéme
partie). Le bruit de fréquence du laser peut étre rendu négligeable par une configuration
adéquate (interférometre de Michelson avec cavités Fabry Perot) et par des asservissements
appropriés (troisitme partie). Améliorer la sensibilité augmentera le nombre de signaux
détectables et rendra ’analyse et 'interprétation de ces signaux plus profitables.

Le bruit thermique s’évalue en modélisant un solide par une série de résonateurs. Trois
paramétres sont alors a déterminer: la masse, la fréquence propre et ’angle de pertes des
ondes acoustiques. Pour calculer les masses équivalentes des modes propres des masses-test
nous avons développé une méthode basée sur le calcul des fréquences propres d’un cylindre,
mise au point par J.R. Hutchinson. L’expérience ne permet d’accéder a I'angle de pertes
qu’aux fréquences de résonance. ’amplitude du bruit de position di aux vibrations internes
des masses-test se calcule alors avec le théoréeme fluctuation-dissipation. Les résultats nous
permettent d’optimiser la taille des masses-test ainsi qu’une évaluation indirecte de la
limitation de la sensibilité de I'interféromeétre. Nous présentons une procédure d’évaluation
du bruit thermique des suspensions par un modele & constantes réparties. L’angle de pertes,
la aussi, est une donnée de I'expérience. Pour améliorer la sensibilité, les efforts doivent se
porter sur des matériaux ayant de meilleures caractéristiques mécaniques et des angles de
pertes plus faibles. Cela nous ameéne a proposer 1'utilisation du saphir pour les masses-test.
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L’angle de pertes a un role crucial ; pour mesurer et améliorer ce dernier, nous étudions la
faisabilité d’une expérience de mesure directe de bruit thermique, ayant une sensibilité de
phase identique a celle de Virgo.

Une mesure fine de phase nécessite un laser ayant une grande stabilité de fréquence.
L’asservissement de la fréquence du faisceau laser sur la longueur d’une cavité optique
permet cette stabilité. La premieére étape consiste en la conception de 1’asservissement :
gains, fréquences de gain unité des deux étages successifs; elle utilise la propriété de
symétrie de 'interférometre et les propriétés de filtrage des cavités optiques en amont des
cavités Fabry Perot de 3 km. La deuxieme étape est la réalisation effective du premier étage
d’asservissement de la fréquence sur une cavité courte et la vérification que les spécifications
sont bien remplies.



Premiére partie

Virgo et la détection
des ondes de gravitation






Chapitre 1

Les ondes de gravitation

Les ondes de gravitation, prédites par la théorie de la relativité générale et d’autres théories
concurrentes, sont des déformations locales de l’espace-temps qui se propagent. Mais
le coefficient de couplage de la matiére avec ce rayonnement étant extrémement faible,
les sources détectables ne peuvent étre que des objets astrophysiques particuliérement
énergétiques. Les expériences de détection interférométrique (telle que Virgo) dont il est
question dans cette thése veulent les mettre directement en évidence. La preuve définitive
de leur existence est loin d’étre le seul intérét : la nouvelle fenétre ainsi ouverte sur I'univers
peut nous permettre de mieux connaitre sa composition, son histoire, ses propriétés;
leur analyse peut aussi aider & déterminer I’équation d’état de la matiére nucléaire,
les corrections aux ordres post-newtonniens de la relativité générale... La réalisation de
détecteurs sensibles oblige a des avancées technologiques, mais celle-ci semble étre possible.

1.1 Les ondes de gravitation et la relativité générale

Les aspects statique et dynamique du champ électromagnétique sont bien connus. Les
équations de Maxwell décrivent la propagation des variations de champ électrique et
magnétique, qui se fait a la vitesse de la lumiére dans le vide. Ces variations de champ
sont dues a des déplacements de charges. Le déplacement de masses produit de méme
des variations de champ gravitationnel newtonnien; & moins que celui-ci ne se propage
instantanément, on congoit bien que des ondes doivent porter ces variations. C’est ce que
permet d’établir I’équation d’Einstein dans le cadre de la relativité générale.

La relativité générale est une théorie établie par Einstein dés 1916 qui montre comment
la structure de l’espace est liée a son contenu. La gravitation n’est plus décrite comme
une force, mais comme une propriété géométrique de ’espace-temps. Ce dernier n’est plus
euclidien, mais est doté d’une structure de variété riemannienne, déterminée par son tenseur
métrique. On choisit donc un systéme de coordonnées muni d’une métrique g;; [1] ; la mesure
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d’un intervalle infinitésimal d’espace-temps ds se fait alors avec
ds* = g;;da'dx’ (1.1)

ot z* (indices latins) sont les coordonnées d'un vecteur, z° la coordonnée temporelle et z*
(indices grecs) les coordonnées spatiales. On définit les symboles de Christoffel par :

1
Lijk = §(aigjk + 0j9ki — OkYij) (1.2)
Iy ="y, (1.3)

le tenseur de courbure (ou tenseur de Riemann) par:

Ry, = 0% — O + T}, I = T3, 0% (1.4)
et le tenseur de Ricci par:

La courbure scalaire est enfin R = ¢"/ R;;.

On dispose aussi d’'un tenseur décrivant la distribution de la matiére dans 'espace, le
tenseur énergie-impulsion 7;;. Par exemple, pour un fluide parfait,

Tij = (p +P/02)Uiuj + pgi; (1.6)

ol p est la densité de matiére dans le référentiel au repos, p la pression et u; est la quadri-
vitesse de l'observateur.

L’équation d’Einstein relie cette distribution au tenseur de courbure:

1 8rG
Rij — 59@'(3 —A) = i Ly (1.7)
ot A est la constante cosmologique, G est la constante de gravitation, ¢ la vitesse de la
lumiere.

Cet ensemble de 10 équations n’est pas linéaire. Si on linéarise autour d’une solution
connue, il est possible de trouver une solution propagative. Posons g;; = 1;; + hsj, ol 1
est la métrique de Minckowski de 1’espace-temps plat

100 0
0 100

1o 010 (1.8)
0 00 1

et h;; une perturbation a cette solution (|h;;| < 1). h;;(t) est un nombre sans dimension. On
peut montrer alors que cette perturbation se propage a la vitesse de la lumiére a I'extérieur
des sources:

Oh;; =0 (1.9)
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On a choisi une jauge transverse sans trace (T'T) hi = 0. Une onde se propageant le long
de 'axe des z s’écrit :

hij = ()it = 2/0) + (g falt — /) (1.10)

ou f; et fy sont deux fonctions quelconques, et h, et h, sont deux polarisations
indépendantes appelées ondes « plus» et « croix». Celles-ci sont définies par:

00 0 0 0000
01 0 0 0010

h=1o 0 -1 0]  ™=lo 100 (1.11)
00 0 0 0000

Une solution générale est une superposition de telles ondes planes. Avec la jauge choisie,
lorsqu’une onde gravitationnelle passe, les coordonnées d'une particule-test au repos ne
changent pas. Une onde ne fait pas changer de place une particule, car le systéme de
coordonnées est en co-mouvement. Par contre, la distance spatiale entre deux particules
au repos varie:

5l = /1/gagdxadyf3 (1.12)

L’effet d’une onde plane sinusoidale se propageant le long de 'axe des z est illustré en

figure 1.1.
y
X onde croix

t=T/4 t=T/2 t=T

Fi1G. 1.1 — Effet d’une onde gravitationnelle sinusoidale de période T sur un anneau de
particules-test
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1.2 Sources

La solution des équations linéarisées d’Einstein avec source se présente de facon similaire
a celle qui donne le potentiel-vecteur en électromagnétisme [1]:

B 87I'G/ AT;i(ct — |x — x|, x')

hij = d*a’ (1.13)

ct |x — x/|
ou Iy = Ty — %nijTll et x est un vecteur portant les coordonnées de I'objet observé dans
le repére de ’observateur.

Deux points apparaissent immédiatement & la lecture de 1’équation 1.13. Le premier est
que des densités faibles, & des vitesses faibles (les ordres de grandeur restent a préciser),
vont donner des ondes de trop faible amplitude pour pouvoir étre mesurées, en raison du
facteur G/c*. Les détecteurs interférométriques, les plus sensibles, pourront mesurer des
ondes ayant une amplitude de I'ordre de 102! ('amplitude exacte détectable dépend de la
forme de ’onde). Le deuxiéme point est la dépendance en 1/R de 'onde, R étant la distance
entre 1’observateur et la source. Ceci n’est pas particulier aux ondes gravitationnelles; ce
qui est remarquable, c’est que les détecteurs d’ondes gravitationnelles que nous verrons
par la suite sont sensibles au champ h;;, et non pas a lintensité (qui décroit en 1/R?)
comme c’est le cas pour les antennes sensibles aux ondes électromagnétiques. Ceci donne
une conséquence immédiate pour un détecteur d’ondes gravitationnelles limité par un bruit
de fond. Un gain d’un facteur 2 sur le bruit de fond permet de voir deux fois plus loin en
distance si on travaille a un rapport signal sur bruit donné. Le volume d’univers observé
est donc accru d’un facteur 8: un petit gain sur le niveau de bruit de fond change beaucoup
le nombre d’événements observés.

1.2.1 Sources terrestres

L’amplitude d'une onde gravitationnelle émise par un objet est a l’approximation
newtonnienne :

2G -
hag = @Qaﬂ(t — R/C) (1.14)

oUQup =2 Mm (zazﬁ — 60‘ﬁ22/3) est le moment quadrupolaire de 'objet et R est la distance
entre 1'observateur et 1’'objet.

Soit un systéme de deux masses m; et msy, distantes de r, en rotation autour de leur centre
de masse, dans le plan (Oxy). Définissons la masse réduite du systéme p

p=mims/(my + msy) (1.15)
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La pulsation de rotation est w. Le moment quadrupolaire vaut

Qu = mﬂ (COSQ(wt) — %) (1.16)
Q22 = mﬂ (sinQ(wt) — %) (1.17)
Q33 = —%MTQ (1.18)
Q12 = %/M‘2 sin(2wt) (1.19)
Q21 = Qr2 (1.20)

Les autres coefficients sont nuls. Il est facile de vérifier que les ondes gravitationnelles
émises sont alors

1
hy = 5(1 + cos? i) hg cos(2wt) (1.21)
hy = cosi hg sin(2wt) (1.22)

ou ¢ est 'angle entre ’axe de rotation du systéme et ’axe défini par le systéme et
l'observateur. hg vaut

4G

ho = ——
7 Ret

priw? (1.23)
Par exemple, en laboratoire, avec deux masses m = 1 kg, distantes de » = 1 m, tournant

autour de leur barycentre situé & R = 1 m, a la pulsation w = 1 rad/s, avec un angle
d’incidence i = 0, avec G = 6,673.107!* m3.kg=t.s72 et ¢ = 2,998.10% m.s~!,

ho =1,6.10"% (1.24)

On voit qu’'un systéme mécanique & I’échelle du laboratoire ne peut pas produire d’ondes
gravitationnelles détectables, méme en augmentant les masses ou la vitesse de rotation:
trop d’ordres de grandeurs séparent hy du seuil de détection (de 'ordre de 10721).

1.2.2 Sources astrophysiques

Seuls les signaux provenant d’événements violents dans ['univers sont susceptibles de donner
des ondes d’amplitude appréciable. Pour que la quantité h(t¢) soit détectable (au sens des
détecteurs actuels ou de leurs extensions), il faut des masses considérables en mouvement
(de l'ordre d’une masse solaire) et des vitesses relativistes (de l'ordre de la vitesse de la
lumiére).

Un premier type de source est constitué par les étoiles ayant achevé leur combustion et
s’effondrant en étoiles & neutrons ou trous noirs (supernova). La pression électronique
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qui empéchait 'effondrement de la matiére sur elle-méme ne s’exerce plus, et la grande
vitesse acquise par les particules « tombant » sur le coeur laisse espérer des amplitudes
acceptables. Le signal recu se présente sous forme de bréve impulsion ; son amplitude et
sa phase dépendent beaucoup du modeéle choisi (équation d’état, onde de choc, symétrie
du probléme). L’amplitude est de I'ordre de 2.1072° pour un signal a 10 kpc [2], soit en
densité spectrale de Pordre de 1072* / VvHz & 100 Hz (le rapport entre I’amplitude ou la
valeur efficace et la densité spectrale dépend de la forme du signal). Un avantage de ces
sources est que leur statistique est relativement bien connue: de 'ordre de 3 par siécle dans
la galaxie. Pour obtenir une statistique intéressante sur ces événements, il faudrait observer
une grande population d’étoiles, par exemple jusqu’a I’amas de galaxies voisin Virgo.

Un autre type de source, fournissant des signaux quasi-périodiques, est constitué par les
coalescences de binaires, chacun des objets étant une étoile, une étoile & neutron ou un
trou noir. En effet, lorsque deux objets de masse m; et my orbitent I'un autour de ’autre,
I’énergie émise sous forme de rayonnement gravitationnel provoque une diminution de la
période P de rotation et une diminution du rayon de rotation. Aux derniers instants, les
vitesses deviennent particulierement élevées, et donc I’amplitude de ’onde gravitationnelle
devient mesurable. L’amplitude et la forme d’onde sont prédictibles précisément : elles sont
calculables au premier ordre en utilisant la formule du quadrupole, et aux ordres supérieurs
en utilisant le formalisme post-newtonnien [3|. Par exemple, au premier ordre, on a une
formule du type (1.23) o le parameétre r peut étre éliminé a ’aide de la troisiéme loi de
Képler (r* = Gm/w?), et on a alors:

5/3
hy =2(1+ cos®7) % w3 cos(2¢) (1.25)
5/3
hy =4cosi % w?/? sin(2¢) (1.26)

ol d) = w, la masse caractéristique de 1’événement M étant définie par
M = p?m? (1.27)

ou pu = (myms)/(my + my) est la masse réduite et my = my + my la masse totale. La
pulsation de rotation de la binaire w(t) est définie par

5/3\ —3/8
wlt) = % (%) (t, — )38 (1.28)

t. est I'instant de la coalescence. Si on considére par exemple la coalescence de deux étoiles
a neutrons de 1,4 Mg (Mg = 1,989.10% kg) a 1 Mpc (1 pc = 3.10' m), avec une incidence
i = 0, on obtient une amplitude du signal a la fréquence f (w =7 f)

R -1 M 5/3 f 2/3
ho = 3,56.10° | —— 1.29
T (1 Mpc> (1,4 x 2-1/5 M®> 100 Hz (1.29)
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Un signal de coalescence a la forme indiquée en figure 1.2

coalescence de binaire

<19

x 10
0.2

I
Il

L L L L L
-0.05 -0.04 —-0.03 -0.02 —-0.01 0
temps avant coalescence (s)

~0.1 ool

I

-0.2

Fic. 1.2 — Signal de coalescence de deux étoiles de 1,4 Mg, a 1 Mpc

L’amplitude de 'onde devient importante quelques secondes avant la fusion des deux objets,
comme le montre la figure 1.3.

Pour avoir assez d’événements [4], il faut pouvoir explorer le ciel jusqu’a plusieurs centaines
de Mpc: le nombre de coalescences d’étoiles & neutrons est de I'ordre de 3.107% par an dans
la galaxie, et par extrapolation, une par an dans un rayon de 600 Mpc. Si, comme on le
soupgonne [5], les sursauts gamma observés dans les détecteurs de neutrinos sont dis a la
coalescence d’étoiles & neutrons, le taux pourrait méme étre de 'ordre de la centaine de
signaux par an. Si un rapport signal & bruit intéressant peut étre obtenu, on peut observer
jusqu’a 16 000 cycles, et les effets post-newtonniens sur la phase sont sensibles. Un signal
peut alors permettre de reconstruire toutes les grandeurs du systéme : masses individuelles
des partenaires et distance absolue de la binaire.

Les sources événementielles dans le temps ne sont pas les seules possibles. Des sources
continues pourraient étre également mises en évidence. Cela peut étre par exemple le cas
de pulsars en rotation rapide; 'amplitude est donnée par

PN2/ R\ I €
he = 4.107%* ( ) ( ) 1.30
0 1ms 1kpe 1038 kg.m? ) \10-6 (1.30)




10 CHAPITRE 1. LES ONDES DE GRAVITATION

coalescence de binaire
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F1G. 1.3 — Amplitude de ’enveloppe et fréquence du signal en fonction du temps avant la
coalescence de deuz étoiles de 1,4 Mg, a 1 Mpc

o P est la période du pulsar, R sa distance, I son moment d’inertie, ¢ un facteur
d’asymétrie. Par exemple pour quatre pulsars connus, en remplacant P et R par les
valeurs mesurées, en estimant ¢ & 107% et I & 10*® kg.m?, on obtient [6]

pulsar période (ms) | distance (kpc) | amplitude hy €max
Pulsar du Crabe 33 2 1,9.107%" | 7,6.10~*
Pulsar Vela 89 0,5 1,1.10 7 [ 1,8.10 7
PSR 19571 20 1,61 1,53 1,110~ | 1,6.10°9
PSR 0437-47 5,76 0,14 90,1102 | 2,9.10°°

Une amplitude de 10727 pourrait étre détectable en intégrant le signal sur une année.

Une valeur maximale de € peut étre estimée en mesurant la variation de période et
en supposant que toute l'énergie est perdue sous forme d’onde gravitationnelle; cette
hypothése est peu réaliste, 1’énergie étant probablement émise sous forme d’ondes
électromagnétiques. La valeur maximale possible de € avec cette hypothese est indiquée en
derniére colonne du tableau. Les amplitudes hy paraissant dans le tableau sont des limites
supérieures, la valeur de € pouvant étre plus faible que 1076,
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Un bruit continu de rayonnement gravitationnel, datant de la période d’inflation ou émis
par des cordes cosmiques, n’est pas a exclure. Un tel fond pourrait se détecter par mesure
de corrélation entre différents détecteurs.

1.3 Observer 'univers avec les ondes de gravitation

La perspective de détection d’ondes de gravitation suscite de nombreuses recherches en
astrophysique. La détection permettra de valider les modeéles, de préciser les statistiques
des phénomenes.

Les statistiques données actuellement font de nombreuses hypothéses sur la constitution des
galaxies, sur leur évolution dans le temps. La détection permettra donc de mieux connaitre
ces derniéres.

En phase finale de coalescence (les derniéres millisecondes), des incertitudes subsistent sur
la forme du signal. En effet, les vitesses deviennent alors relativistes, et le calcul de la
forme d’onde devient trés approché, méme avec un formalisme post-newtonnien. De plus,
les effets de marée déforment chacun des objets (cette déformation dépend de ’équation
d’état de la matiére nucléaire utilisée [7]). La détection d’un tel signal permettra donc de
préciser ces parametres.

Le signal émis par un pulsar peut également étre modulé par la matiére en accrétion autour
de celui-ci: 'observation de cette modulation permet de mieux connaitre cette accrétion.
Celle-ci contribue également & augmenter ’asymétrie et donc 'amplitude du rayonnement
gravitationnel émis [8].

Un signal de coalescence ayant un bon rapport signal a bruit permet la détermination
des ordres post-newtonniens, et ensuite le calcul de la distance absolue de la binaire. Si
cette binaire peut étre localisée par ailleurs, la constante de Hubble H, peut alors étre
déterminée pour des objets éloignés 9], et la constante de Hubble connue avec précision.
Une mesure précise des distances ne serait pas un mince apport a I'astrophysique !

Le signal quasi-périodique de coalescence, si le rapport signal & bruit est suffisamment
élevé, permet de déterminer les masses des objets spiralant I'un autour de 'autre. Cette
pesée pourra fournir la preuve définitive de l'existence de trous noirs.

Lors d’une coalescence formant un trou noir, le mode de résonance normal du trou noir
pourrait étre observé [7, 10]. L’observation des ondes émises par la collision de deux trous
noirs de Kerr en orbite serait une confirmation éclatante de la validité de la théorie de la
relativité générale en champ fort.

Aucune onde gravitationnelle n’est émise par un systéme & symétrie sphérique parfaite,
puisque le moment quadrupolaire correspondant est nul (effondrement parfaitement
symétrique de supernova ou d’étoile & neutrons). Par contre, si un champ scalaire existe,
une onde d’amplitude non négligeable peut alors étre émise: 1’observation de la forme
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d’onde permet donc aussi de tester des théories concurrentes de la gravitation [11].

1.4 Deétection: dispositifs expérimentaux

1.4.1 Présentation

Les ondes gravitationnelles peuvent étre observées par leurs effets indirects, par exemple
les modifications de période indiquées dans I'équation 1.33. Elles ont d’ailleurs été mises
en évidence pour la premieére fois par les diminutions de période du pulsar binaire PSR
1913+16 découvert par Hulse et Taylor en 1974 [12], et par les calculs effectués qui ont
permis de vérifier I’adéquation entre les variations de période mesurées et celles calculées
par une formule du type (1.32) [13].

La formule du quadrupole prédit I’énergie perdue sous forme gravitationnelle d’un systéme:

B 205 (G, > (1.31)

- 5
dt 5> 2
Les crochets indiquent la valeur moyenne prise sur une période ou sur la durée du train
d’onde. On peut vérifier par exemple que I'énergie perdue par unité de temps par deux
masses my et mo, en rotation a la pulsation w, distantes de r, s’exprime:

dE 64G
E = —5,&274&)6 (132)

Par exemple, si on suppose que I’énergie est due a ’attraction newtonnienne £ = E}, on
a (théoréme du viriel) :
dP 3 P dFE
=2 TEN (1.33)
dt  2FEy dt

ou P est la période de rotation. En combinant les équations 1.31 et 1.33, et la troisiéme
loi de Képler, on obtient

iP 1927
dt  5cd

(GwM>5/3 f(e) (1.34)

ou f(e) est une fonction connue de 'excentricité (f(e) = 1 si e = 0). Pour le pulsar PSR
1913416, la valeur calculée avec 1.34 donne [14]

dP
7 = (2,403 £0,002).10 (1.35)

Tandis que la valeur mesurée vaut [14]

dP
o= —(2,40 £0,09).10 2 (1.36)
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Ce pulsar semble donc indiquer de fagon forte ’existence d’ondes gravitationnelles.

Il semble possible de construire en laboratoire des appareils directement sensibles aux
variations de métrique. Le premier est un résonateur mécanique dans lequel une onde
gravitationnelle dépose une partie de son énergie. La mesure de I’amplitude de vibration
excitée par I’onde permet d’en déduire h. Le deuxiéme appareil fait une mesure différentielle
de longueur dans deux axes orthogonaux : un interféromeétre de type Michelson permet alors
des mesures précises de h.

1.4.2 Barres résonnantes

Dans les années 1960, J. Weber a inventé puis amélioré le premier type de détecteurs
d’ondes gravitationnelles [15]. Ceux-ci sont des résonateurs massifs isolés sismiquement.
Ces barres cylindriques peuvent étre modélisées par le schéma 1.4.

m m

o @

k

F1G. 1.4 — Schéma équivalent d’une barre de Weber

On choisit un matériau dont la résonance est aigue : une onde gravitationnelle excite celle-
ci en y déposant une petite partie de son énergie, et aprés son passage, le solide continue
de vibrer tant que I’énergie n’est pas dissipée [16]. Pour s’assurer qu’il ne s’agit pas d’une
fausse alarme, il faut corréler les signaux d’au moins deux détecteurs.

Un tel systéme est soumis a deux types de limitations: le bruit sur le mouvement de
la masse elle-méme et le bruit de mesure. Le premier bruit de fond est dia & ’agitation
aléatoire continue de la barre sous l'effet de sa température (ceci sera expliqué dans le
chapitre sur le bruit thermique). Pour diminuer celui-ci, il faut une masse élevée et un
matériau ayant un grand coefficient de surtension mécanique. Le refroidissement permet
a la fois d’abaisser le bruit thermique et d’augmenter le coefficient de surtension (jusqu’a
10'%). Une autre difficulté est la mesure de trés petites déformations; le bruit mesuré est
alors celui de 'amplificateur. Une grande attention doit étre portée au transducteur: on
utilise pour cela des cavités hyperfréquences ayant de forts coefficients de surtension. Enfin,
si ces deux facteurs peuvent étre surmontés, il reste la limitation quantique de la mesure
des déformations de la barre.

Le principe de détection utilisant une résonance, ce détecteur n’a qu’une bande étroite
(de largeur de I'ordre de 50 Hz). Il ne permet donc pas de reconstruire la forme du signal
incident.

Actuellement il existe un réseau de telles antennes refroidies a 4 K (Explorer a Rome,
Perth, Allegro a Stanford). De nouvelles antennes ultracryogénées sont en développement
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(Nautilus & Rome et Auriga a Legnaro). Les futures antennes résonnantes seront sphériques,
ce qui permettra de les rendre omni-directionnelles (projet graviton).

Isolation stack \
Liquid nitrogen
oooled shisid SouID
Alr mount magnetometer
Heflum helium
gas-cooled supply
shield Lu
L -
Y - SU W
3/ i
— - . — - —on oy oaf
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— —_— - -8
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A
) 1.0 20 3.0 40m

F1G. 1.5 — Schéma du détecteur résonnant cryogénique a Stanford

1.4.3 Deétection interférométrique

Le principe de la détection interférométrique est basé sur la mesure de la déformation
que l'espace-temps impose a un systéme de trois masses-test. Deux miroirs en chute libre
matérialisent deux de ces masses-test. Une lame séparatrice envoie un faisceau laser sur
chacun de ces miroirs et réalise ensuite I'interférence des faisceaux réfléchis.
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F1G. 1.6 — Principe de détection interférométrique

Ce principe de détection demande & étre affiné pour permettre une sensibilité suffisante :
c’est ce que nous verrons au chapitre suivant. En particulier, pour diminuer la sensibilité
au bruit de position des miroirs, il faut des bras kilométriques. Un avantage de ce type de
détecteur sur le précédent est sa capacité a analyser le signal sur une large bande spectrale
(de 10 Hz a 5 kHz pour un détecteur interférométrique contre une bande étroite d’environ
50 Hz autour de 900 Hz pour une barre de Weber). Les détecteurs a barre sont donc utiles
pour confirmer une détection, et éventuellement pour une premiére indication du type de
source. Seuls les détecteurs interférométriques en apportant h(t) permettent des études
astrophysiques.

De la méme maniére que pour les barres résonnantes, un réseau d’antennes interféromé-
triques permet d’éviter les faux signaux par corrélation et autorise la détermination des
coordonnées de la source par triangulation. Trois grandes antennes sont en cours de
construction : deux antennes de 4 km aux Etats-Unis (projet LIGO [17]) dans les Etats
de Washington et de Louisiane, et une antenne de 3 km dans les environs de Pise (projet
franco-italien Virgo [18]). D’autres interféromeétres légérement plus courts compléteront
le réseau: GEO (projet anglo-allemand de 600 m), TAMA (projet japonais de 300 m) et
AIGO (projet australien de 400 m).
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Chapitre 2

La détection interférométrique
des ondes de gravitation

Ce chapitre montre comment un interférométre de Michelson est un transducteur d’ondes
gravitationnelles. Il détaille plus particulierement comment une onde gravitationnelle se
couple avec une cavité optique résonnante Fabry Perot ou un interféromeétre tel que Virgo
pour donner un signal détectable. Bien d’autres calculs seraient nécessaires pour démontrer
la faisabilité du projet : les résultats présentés ici ne font que souligner ce qui fait la base
du principe de détection. Nous voulons ici souligner ’enjeu d’une étude des bruits dans
Virgo, en particulier le bruit thermique (deuxiéme partie) et le bruit de fréquence du laser
(troisiéme partie). Les notions présentées sont également utiles pour la discussion ultérieure
d’une mesure directe du bruit thermique (chapitre 4 de la deuxiéme partie).

2.1 Les miroirs sont des masses libres

Dans le chapitre précédent a été montré I'effet d’'une onde gravitationnelle sur un anneau
de particules libres. L’interférométre Virgo utilise des masses suspendues cylindriques en
silice dont une des faces est rendue réfléchissante par application de couches diélectriques.
Ces substrats, aux fréquences d’analyse (dans la bande passante de l'interférométre),
peuvent étre considérés comme des masses libres: c’est ce que nous allons montrer de
fagon qualitative ici (pour une démonstration plus rigoureuse, cf. par exemple [19], page
29).

Lorsqu’on applique une force F' & une masse M en chute libre, celle-ci subit une accélération
v donnée par F' = M~. On pourra considérer les masses-test de Virgo comme libres si, a
la fréquence d’analyse, cette formule peut étre considéré comme valable.

Considérons une masse attachée a un support fixe par un ressort de raideur & (figure 2.1).
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F1G. 2.1 — Modéle simple de résonateur

Si ’on exerce une force F' de pulsation w sur la masse, la relation entre F' et le déplacement
x (x =0 au repos) est

F = (k- Mw")x (2.1)

Soit wy = 1/%, la fréquence de résonance du systéme libre. La relation précédente s’écrit
donc

F=M(wi —w’)z (2.2)

Lorsque w? > wi, la masse peut donc étre considérée comme libre, ¢’est-a-dire que 'effet de
la rigidité du ressort est négligeable (et inversement, la masse rigidement fixée au support
lorsque w? < wWy).

Dans le cas de Virgo les masses-test sont des miroirs cylindriques épais suspendus, comme

représenté sur la figure 2.1.
| A

F1G. 2.2 — Les masses-test de Virgo

X
M

La constante de raideur équivalente au schéma 2.1 est alors, pour un déplacement horizontal
dans ’axe des bras de Virgo, k, = Mg/L,, ou g est ’accélération de la pesanteur au niveau
du sol (9,81 m.s?) et L, la longueur du pendule.

La suspension a une longueur de 0,7 m; la fréquence de résonance est donc de fy = f, = 0,6
Hz. Toutes les fréquences dans la bande de détection de Virgo (10 Hz-5 kHz) vérifient
w? > w?. Les miroirs de Virgo sont donc des masses « en chute libre », dans 1’axe du
faisceau lumineux, aux fréquences ou le signal est analysé.
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2.2 Le transducteur: une cavité optique résonnante
2.2.1 Les cavités résonnantes Fabry Perot

Modéle de cavité optique résonnante

Une cavité Fabry Perot est une cavité optique résonnante (voir figure 2.3).

Uin
—_— —_— —
wl lp2
—= 1
-
ki
Ml MZ

Fi1Gc. 2.3 — Modéle d’une cavité résonnante

L’onde laser incidente sur la cavité est un faisceau gaussien TEMy, (voir annexe A). On
suppose par la suite que tous les fronts d’onde ont les mémes rayons de courbure et méme
distribution de champ transverse aux points d’interférence (c’est-a-dire sur les détecteurs),
et donc I'onde électromagnétique est entiérement décrite par le nombre complexe e™! =
PoePer?mortl < qhy est 'amplitude et ¢ la phase & lorigine. vop, est la fréquence de I'onde
optique incidente sur la cavité. Pour une longueur d’onde de A = 1,064 um, vop =
2,818.10' Hz. L, est la longueur de la cavité. La puissance du laser incident sur la cavité
est Py = [ dS.

Les réflectivités pour 1'onde ¢ de chacun des miroirs sont respectivement r; et ry (en
amplitude). Ces nombres sont normalement complexes, chaque miroir produit un déphasage
fixe qui dépend du revétement déposé. Cette phase n’apportant rien a la démonstration qui
suit, 1 et 79 sont supposés réels. La figure 2.4 décrit les conventions de notation et de signe
de réflexion et transmission en amplitude d’un miroir. Un signe moins sur le coefficient r
sur la deuxiéme face est nécessaire pour la conservation de ’énergie dans une cavité Fabry
Perot. La transmission ¢, la réflexion r et les pertes p vérifient la relation t* + r? 4+ p = 1.

) (-

— -
t t

F1G. 2.4 — Conventions pour les réflexions et transmissions sur un miroir
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Les champs 91, ¥s, 1, et ¢, sont liés par les relations

Pi(t) = tihin(t) — rirathe(t — 1) (2.3)
Po(t) = (t = T) (2.4)
Ui(t) = tarha(t) (2.5)
Up(t) = rhin () + tirathy (t — T), (2.6)

ou T est le temps de trajet d’un aller dans la cavité. En fait, la variable T" pour chacune des
équations ci-dessus dépend de la position des miroirs & I'instant ou se fait la réflexion. On
suppose par la suite que les mouvements des miroirs sont suffisamment lents pour qu’on
soit & chaque instant dans la solution quasi-statique (T' & constante). Alors T'= L./c, et
la solution harmonique s’écrit :

U1 =ty — rirae ey (2.7)
Py = tye /2y
Uy = i + tirge” "My

ol

A7V Le
o= otz (2.10)
C

«c» est la vitesse de la lumiére dans le vide. Il vient immeédiatement :

131

= — Wi 2.11

g 1+ 7‘ﬁ"26*m¢ ( )
t1t2e—ia/2

— S, 2.12

& 1+ T1r26*w‘¢ ( )

rL+ ro(r? + )e @

14 ryroeie

Yy = Vin (2'13)

Pour des résultats plus faciles & manier, introduisons les nouvelles variables [20]:

1
L 2
pr=1-17—1t (2.15)
pe=1-1"(1—py) (2.16)
T = np, ( )
(=z-1 (2.18)

Comme on va le montrer plus loin, ¢ est 'amplitude réfléchie a résonance; il est alors
évident que —1 < ¢ < 1. ¢ exprime aussi le couplage de la cavité; le cas ( < 0 est appelé
sous-couplage, le cas ¢ = 0 couplage optimal et le cas ( > 0 sur-couplage.
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La réflectivité d’une cavité s’écrit alors:

_ e _ 11+ n—z)e™
= Yin T2 n+(n—1e® (2.19)

Les cavités utilisées dans Virgo sont telles que n > 1. Les calculs qui suivent se placent
dans cette hypothese; on admet que ro ~ 1. Il vient

_ C+2n—1—)sin’*((a+m)/2)+i(n —1—¢)sin(a + )
1+2(n—1)sin®*((a +7)/2) +i(n — 1) sin(a + 7)

R (2.20)

R(«) est périodique de période 2. Autour des résonances oy = (2k+1)m (k est un entier),
la réflectivité s’exprime en fonction de 1'écart de phase a résonance do (b < 1)

_Ctindba

~ 2.21
1+inda ( )

C est la réflectivité en amplitude a résonance (6 = 0).

La réponse en intensité et en phase de la fonction R(«) autour d'une résonance est montrée
en figure 2.5.

Deux types de cavités sont couramment employées: les cavités telles que 71 =~ 7y, et les
cavités telles que 7y ~ 1. Dans le premier type de cavités (r; = r3), dans le cas ou les pertes
sont nulles, toute la lumieére est transmise a résonance, et la lumiére réfléchie est nulle. Un
léger défaut d’appariement des miroirs 7, < 79 rend la cavité sous-couplée, si p; = 0. Si
les réflectivités sont strictement identiques, les pertes p; aménent un sur-couplage. Dans
le deuxiéme type de cavité ro = 1, ce sont les pertes du miroir d’entrée qui fixent le sur-
couplage ou sous-couplage. Si ces pertes sont nulles (p; = 0), toute la lumiére est réfléchie,
quel que soit I'écart a résonance (et il y a bien conservation de la puissance).

Parameétres caractéristiques des cavités

La période de |R(vopt)| (« est fonction de vopy par 2.10) est appelée intervalle spectral libre :

c

ISL = 2.22
oL, (2.22)
La largeur a mi-hauteur Af des pics de résonance définit la finesse de la cavité:
ISL

1/ISL est le temps d’un aller-retour de la lumiére dans la cavité. Une cavité résonnante a
des propriétés équivalentes a une ligne a retard de longueur nL.. Le « temps de stockage »
de la cavité se définit par:

T, = —— (2.24)
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o

F1G. 2.5 — Réponse en intensité et en phase de la réflexion d’une cavité Fabry Perot, autour
de ay = (2k + 1), pour n = 50/7 et ( = —1 + 4.10~* (paramétres des cavités de Virgo).
La réponse a mi-hauteur de |R|* est pour 6o = £1/n.

Le contraste C' d’une cavité est défini par:
_ Pmax_Pmin o ]-_CZ
B Pmax+Pmin B 1+<2

Il exprime la quantité de lumiére qui n’est pas réfléchie a résonance, par rapport a la
lumiére incidente (hors résonance, toute la lumiére est réfléchie).

(2.25)

Le dénominateur 1 + inda de ’équation 2.21 montre qu'une cavité optique se comporte
comme un filtre fréquentiel passe-bas du premier ordre, 1 +inéa = 1+1iév/fp, ou le pole
fp est défini par

ISL
=— . 2.26
fr= o (2.26)
Remarquons que si la variation de phase d« est due & une onde gravitationnelle, 147 ndéa =
1 4 i (Vopt/ fP)h/2. Les solutions (2.9) sont valables pour un mouvement quasi-statique,

c’est-a~-dire que les mouvements des miroirs ont des fréquences petites devant fp.
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A résonance, le champ intra-cavité est tel que

- 1-— 179

U1 Yin (2.27)

et on peut alors montrer que la puissance stockée s’écrit en fonction de la puissance
incidente :

Py, =GP, (2.28)
ol le gain G est défini par

G=n(l1-C) (2.29)
Les trois parameétres suffisants pour décrire complétement une cavité en réflexion sont :

— Dintervalle de fréquence entre deux résonances, appelé intervalle spectral libre (ISL),

— sa finesse F, ou bien de maniére équivalente le nombre effectif d’aller-retour de la
lumiére dans les bras n,

— le facteur de couplage ¢, compris entre —1 et +1; ce facteur est également 'amplitude
du champ réfléchi a résonance par rapport au champ incident. Le contraste se déduit
du couplage ¢ par C = (1 —¢?)/(1+ (?).

Les cavités utilisées dans Virgo sont telles que F = 50 (n = 15,9) (r? ~ 0,88 et 72 >
0,99995 |21]), L. = 3000 m. On estime les pertes p; ~ 2.1075, et alors x = 4.107* (le
couplage ( est tel que ¢ ~ —1, les cavités sont fortement sous-couplées). L’intervalle spectral
libre est 50 kHz et le temps de stockage T, = 3,18.107* s, soit un pole a fp = 500 Hz.

Paramétres géométriques

On a supposé par simplicité une cavité formée de deux miroirs plans, le mode de résonance
étant une onde plane. En fait, une cavité résonnante est constituée soit de deux miroirs
courbes, soit d'un miroir plan et d’un miroir courbe. La courbure des miroirs est adaptée
au mode gaussien résonnant.

Les cavités de Virgo sont plan-courbe. Le col du faisceau se situe donc sur le miroir d’entrée
plan. La taille du faisceau wq sur ce miroir est donnée par

A
wy = —% (2.30)

ol 2z est le parametre de Rayleigh. Celui-ci est lié a la longueur de la cavité et vaut:

20 =/ L(R — L), soit  zg = 1,160 km (2.31)
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ol R = 3450 m est le rayon de courbure du miroir et L, la longueur de la cavité. Le col du
faisceau vaut donc, sur le miroir d’entrée

wp = 1,98 cm (2.32)
La taille du faisceau en fonction de ’abscisse z s’exprime par
L\ 2112
w(z) = wy [1 + (—) ] (2.33)
20

Le faisceau sur les miroirs de fond a donc une taille de

w(3000) = 5,48 cm (2.34)
La divergence du faisceau s’exprime par
A
Op = — soit 6y = 17urad (2.35)
TWo

Les cavités de 'interféromeétre Virgo ont une longueur de 3 km. Pour éviter une trop grande
divergence du faisceau et des miroirs d’extrémité de taille irréaliste, il faut choisir un col
wy suffisamment grand. Une fois donnée la taille du faisceau, les miroirs ont un diameétre
minimal pour ne pas introduire de pertes par diffraction (en fait, il faut éviter que la lumiére
perdue n’aille se réfléchir sur les parois et ne vienne ensuite se recombiner au faisceau
principal). Un diameétre minimal d’environ 5 fois la taille w du faisceau garantit cette
condition, la puissance lumineuse non comprise n’est alors que 3,4.10 ¢ fois la puissance
incidente. Les parameétres du faisceau imposent donc des contraintes sur la taille des
miroirs: le diametre doit étre d’au moins 10 cm sur les miroirs d’entrée et d’au moins
28 cm pour les miroirs d’extrémité.

2.2.2 Mesurer une phase pour détecter une onde gravitationnelle
Couplage d’une onde gravitationnelle & une cavité

Etudions maintenant la réponse dune cavité Fabry Perot en réflexion (figure 2.6) a une
onde gravitationnelle.

Séparatrice Cavité

laser

M, M,

[ ]
\fPhotodi ode

F1G. 2.6 — Utilisation d’une cavité Fabry Perot en réflexion
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On suppose que 'onde arrive selon 1'axe (Oz), la cavité étant orientée suivant ’axe (Ox);
h(t) est alors uniforme dans la cavité. La réponse de I'interférometre a des ondes d’incidence
quelconque est donnée par exemple dans [22].

L’onde gravitationnelle s’écrit h(t) = hg sin(wt + kz + ¢). Calculons la distance parcourue
par un faisceau lumineux entre deux points de coordonnées x = 0 et x = L.. Le long du
trajet, on a dy = dz = 0, et le photon suit une géodésique de I’espace-temps:

ds> =0 = —(cdt)* + (1 + h)dz® (2.36)
ou h est 'onde « plus» (équation (1.11) ) (b < 1); donc
h(t
cdt = (1+ %)dm (2.37)

h(t) ne dépend que de t car (Oxy) est un plan d’onde. La distance parcourue par un photon
de I’abscisse © = 0 a ’abscisse x = L, est:

L. h
%:/@ﬁ:/ ma+é?) (2.38)
0
ot h(z) = hosin(“* + ). On trouve que L, vaut
h ¢ wL
Ly=Lo|1—2 e | o) - 9.
a C[ 2oL (cos( . +¢) COS((,O))] (2.39)

Le facteur wlL./c vaut 2wL./A,4, oit A, est la longueur d’onde gravitationnelle. Pour les
fréquences considérées (f < 5 kHz), les longueurs des ondes gravitationnelles sont beaucoup
plus grandes que la longueur de la cavité (A, > 60 km). Finalement, dans I’approximation
des grandes longueurs d’ondes gravitationnelles,

h(t
L,=L/(1+ %) , (2.40)
et la distance d’un trajet d'un aller-retour est
h(t
Lo, = 2L, (1 + %) X (2.41)

Le retard de phase « subi par un rayon ayant parcouru cette distance est donc g + 6
ou:
47 Vopt LC Vopt
v — — o ot 2.42
‘ ¢ ISL (2.42)
et

b = g ——= (2.43)

Le probléme est donc maintenant de détecter les variations trés petites de phase de
I’équation 2.43.
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Détection continue

La premiére solution qui vient a 1’esprit est 'utilisation classique de la cavité, par mesure
des franges.

Supposons qu’on régle la cavité sur la résonance (ap = 2km). Le faisceau réfléchi est
¥, = YinC. La mesure de petites variations de phase éa donne alors:

Yr =i (C+in (1= ) 6r) (2.44)

La mesure avec une photodiode de la puissance du faisceau réfléchi |¢),|” varie donc avec

6a’, est du second ordre en dav (n’est pas linéaire) et ne convient pas.

Une possibilité pour y remédier est d’introduire un biais a la frange noire, par exemple se
mettre & mi-hauteur de la courbe de réflexion en intensité de la figure 2.5. R vaut =~ 1 en
dehors de la résonance ; il faut donc rechercher le point o = ag+ay tel que |1,/ Z/Jin|2 = lif— :
on trouve g = 1/n. On a alors la puissance détectée sur la photodiode :

1+ ¢?

Pout:|1/)7"|2:f)in< >

+ g (1-¢?) 5a> (2.45)

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle est sensible aux fluctuations de puissance du
laser d’entrée. Si P, = Py + 0P,

Pout:PO

1 2 1 2
+2< + 6P ZC + Py g (1-C)éa (2.46)

et une mesure d’onde gravitationnelle n’est pas possible, elle demanderait une stabilité
d’amplitude du laser irréalisable. Plus précisément, une fluctuation de puissance crée un
faux signal d’onde gravitationnelle

SP1+¢% 1
hyp=2——1—— 2.47
Py1—Cnag ( )
Une stabilité de puissance ‘;—1; = 107® /V/Hz est réalisable. Avec une cavité de longueur

L. = 3000 m, couplée optimalement (¢ = 0), une finesse de n = 50/, le seuil de sensibilité
est alors h, ~ 3,5.107% /\/Hz, ce qui reste éloigné de la sensibilit¢ de 1072* ou 10723
indispensable pour espérer détecter des sources.
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Méthode Pound Drever

Avec la technique Pound Drever [23, 24|, le faisceau laser est modulé en phase de maniére
a ce que l'information soit portée a une fréquence ou le bruit d’amplitude du laser devient
négligeable.

77Z)in — 1[)06i(27rl/°ptt+m sin 0, ) (248)

ou O, = Wit + P, Wy est la pulsation de modulation, m est indice de modulation (dans
Virgo, la fréquence de modulation est de I'ordre de la dizaine de MHz). L’équation 2.48 peut
se développer en (en ne tenant compte que des premiéres bandes latérales pour simplifier
la démonstration) :

i = o (Jo(m) + 2iJ;(m) sin(9m)>ei2””"ptt (2.49)

Les fonctions J, sont les fonctions de Bessel. D’aprés 1’équation 2.21, la porteuse subit une
réflexion ¢ +in(1l — ()da, ou da est 'écart de phase & résonance. Les bandes latérales ne
sont pas résonnantes dans la cavité, et sont donc entiérement réfléchies, sans déphasage. 11
est alors aisé de montrer que la puissance recueillie sur la photodiode est :

1-— CQ
1+ n2b6a?

néa(l — )

1 + n2da? sin(fm)

Pou = P [(1 ~32(m) ) + 4Jo(m)1 (m)

(2.50)

ou da dépend du temps, da(t) < 1. Le premier terme du membre de droite est la puissance
continue incidente sur le détecteur. Une détection synchrone donne le signal, la valeur
efficace s(t) de sin(6,,)

4 néa(l — )
t) =nPn—=J J —_— 2.51
s(t)=n /2 o(m)Ji(m) 1+ n26a? ( )
ou dar = da(t) et n est Pefficacité quantique du détecteur. La fonction f(da) = ﬁi”;;{;a?

donne le signal de Pound Drever (voir figure 2.7)
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F1G. 2.7 — Signal de Pound Drever. Les extrema sont atteints en o = £1/n

Lorsque la cavité est a résonance, et que I’on veut mesurer les variations de phase d«, les
bandes latérales (a la fréquence f,,) de la puissance recueillie sur la photodiode ont une
amplitude proportionnelle au déphasage a mesurer 6a.

Les fluctuations de puissance du laser sont trés faibles a la fréquence de modulation, on
n’y est donc plus sensible.

Dans le cas de cavités comme celles de l'interférometre Virgo (¢ ~ —1), on obtiendrait
aprés démodulation

s(t) =nh %Jo(m)h(m) B (2.52)

L’indice de modulation pourrait étre choisi pour optimiser Jo(m)J;(m), soit par exemple
m = 1,08 (premier extremum) et alors Jo(m)J;(m) = 0,33898. Mais ce n’est pas le signal
qu’on désire optimiser, ¢’est le rapport signal a bruit.
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2.2.3 Bruit de photons

Un des bruits fondamentaux dans une expérience d’optique telle que celle décrite ci-dessus
est le bruit de photons. Il est connu que le nombre de photons détectés par unité de
temps est une variable aléatoire poissonnienne. Le signal étant proportionnel au nombre
de photons par unité de temps, il en résulte un bruit de mesure (en densité spectrale):

B = \[onPochyron [wﬁﬂ (253)

h, est la constante de Planck, Ppc la puissance continue incidente sur le détecteur, n
I’efficacité quantique de ce dernier.

Le rapport signal a bruit p varie donc comme

Pun
2hp l/Opt

(2.54)

Pphotons X

Ce rapport est d’autant plus élevé que la puissance incidente est grande. Dans le cas d’un
signal Pound Drever, si le bruit qui limite la détection est le bruit de photons alors le
rapport signal a bruit vaut

nBn 2Jo(m)Ji(m)(1 - ()
pVop /1 = (1 = ¢2)J§(m)

Nous discuterons dans le chapitre 4 de la deuxiéme partie de "'optimisation du facteur de
couplage C et de 'indice de modulation m.

néa (2.55)

2.3 Interférométrie

Nous venons de voir comment la mesure de précision de la phase a(t) de la lumiére réfléchie
par une cavité Fabry Perot permet la mesure de h(t). Cependant d’autres problémes de
métrologie obligent & étoffer le principe de détection que ’on vient d’exposer.

Vu l'expression de « (équation 2.10), une variation de phase é« du faisceau laser réfléchi
peut aussi étre due & une variation de longueur (de chemin optique) de la cavité:

ol
b = aOL_c (2.56)
ou a une variation de fréquence du laser:
6]/0[)‘5

da = (2.57)

14 opt
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Par comparaison avec I’équation 2.43 on voit que ces variations de longueur ou de fréquence
produisent un faux signal h,(t)

51
hy = 2— 2.58
I (2.58)
B, = 9%%opt (2.59)
Vopt

2.3.1 Bruit de longueur des cavités

Le bruit sismique est un bruit sur la position des miroirs ; son amplitude spectrale est, dans
un environnement normal et pour f > 1 Hz,

—6
i 122 m/vHz (2.60)
ou f est la fréquence. Si les miroirs sont reliés directement au sol, le bruit de longueur des
cavités noiera complétement tout signal de rayonnement gravitationnel. Dans Virgo, les
miroirs sont donc suspendus & une chaine de « super-atténuateurs», pendules couplés, qui
rendent le bruit sismique négligeable dans la bande de fréquence de détection.

Le bruit thermique des miroirs ou de leurs suspensions provoquent eux aussi des fluctuations
de longueur: c’est ce qui motive les recherches présentées dans la partie 2 de cette thése.

On réduit la sensibilité de la mesure de h(t) aux fluctuations de longueur en prenant de
grandes cavités (cf. équation 2.58): ¢’est pourquoi les détecteurs d’ondes gravitationnelles
ont des cavités kilométriques.

2.3.2 Bruit de fréquence du laser
Il n’est pas possible en utilisant une simple cavité de s’affranchir des fluctuations de

fréquence. En fait, il n’existe pas de laser ayant une stabilité de fréquence suffisante. Un
laser Nd:YAG (A = 1,064 pum), par exemple, a une stabilité de fréquence de ’ordre de

=100 (mchZ> Hz/vHz (2.61)

Le seuil de sensibilité aux ondes gravitationnelles serait alors de (avec I’équation 2.59)
~ 100H
by =7.1071 (%) /VHz (2.62)

ce qui est tres insuffisant.
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La stabilité de fréquence d’un laser peut se définir par rapport a la stabilité de longueur
d’une cavité Fabry Perot, si ses fluctuations de fréquence sont asservies sur la longueur de
la cavité,
ov, ol
ot _ (2.63)

14 opt Lc

Pour avoir un systéme capable de détecter des ondes gravitationnelles, il faut donc asservir
sa fréquence sur une cavité kilométrique de type Virgo.

2.3.3 Interférométre de Michelson

Un interféromeétre de type Michelson permet de faire mieux:

L2 | cavité2
l2 Séparatrice Cavité 1
laser -
|
1 L,
Y
&/
Photodiode

F1G. 2.8 — Interférométre de Michelson a cavités Fabry Perot

Chacune des grandes cavités de longueurs L; et Ly est a résonance. Dans une telle
configuration, les variations de phase en réflexion de chacun des deux bras produites par
une onde h, (t) sont de signes contraires (cf. équation 1.11), tandis que les variations de
phase produites par des fluctuations de fréquence sont de méme signe. La lumiére regue
sur la photodiode est

1 .
wout = win§(p1 — P2 ezaD) (264)
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ol p; et py sont les réflectivités des cavités Fabry Perot, réglées a résonance, dont
I’expression est du type de celle figurant dans 1’équation 2.21.

p1 = % (2.65)
p2 = ?:Z—m (2.66)
oll a et vy sont définis par
a; = 47”/070“[/1 (2.67)
ay = MyoicptLZ (2.68)

ou L; et Ly sont les longueurs des deux grands bras de 3 km, La cavité 1 est caractérisée
par les parametres nq, (; ; la cavité 2 par ng, (5. Posons k1 = ny(1 — (1) et ky = na(1 — ().

Le signe moins dans ’équation 2.64 a été introduit pour rendre ap analogue a un écart a
la frange noire: les interférences sont destructives sur la photodiode. La détection utilise
la technique Pound Drever, qui permet de s’affranchir des fluctuations d’amplitude de la
source laser; dans ce cas il n’y a pas d’écart statique a la frange noire, ap = 0.

Dans la configuration la plus simple qu’on puisse imaginer, [; ~ [,. Mais alors, lorsque
I'interférometre est réglé sur la frange noire, les bandes latérales de la modulation de phase
(a la fréquence f,,) sont en interférence destructive sur la photodiode de détection. On
impose donc un décalage [; = [y + Al. Les bandes latérales ayant une longueur d’onde
légérement différente de la porteuse, chacune a un retard de phase supplémentaire

fm

oy = £2017 (2.69)

ol le signe plus vaut pour l'onde vy + fy et le signe moins pour londe vop — fr (fm
est la fréquence de modulation). On ajuste Al et f,, de maniére a ce que l'interférence
des bandes latérales soit constructive sur la photodiode. On dispose donc maintenant d’un
signal que 1’on peut démoduler.

Le calcul de la puissance recueillie sur la photodiode donne

Po = 2| (1 - <2>Jo<m>>2

+ 16 sin®(0,,,)J7 () (2.70)

h
+ SJO(m)Jl(m) sin(@m)(klal + k2&2)§

61/0pt

+ 8Jo(m)J1(m) sin(f,,) (k1o — kaap)

v opt
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Le premier terme du membre de droite est nul si les deux cavités sont identiques ((; = (3).
On définit par 1 — C = (¢ — (2)?/(¢E + ¢3) le défaut de contraste des deux cavités; il n’y
a donc pas rigoureusement, une frange noire. Le deuxiéme terme donne une contribution
des bandes latérales a la puissance continue recueillie sur les photodiodes. En fait, chacune
des bandes latérales supérieures impaires donne un terme du méme genre, et on peut
alors remplacer 2J7(m) par Y00 | 2J3, . (m). Le troisi¢me terme est le signal gravitationnel
proprement dit. Le quatriéme terme montre comment une fluctuation de fréquence du
laser donne un faux signal ; ce terme serait nul si les deux bras de I'interférométre étaient
identiques.

On voit donc qu’'un interféromeétre a cavités Fabry Perot est moins sensible a une fluctuation
de phase produite par un bruit de fréquence du laser qu’a une variation de phase produite
par une onde gravitationnelle. Plus précisément, une fluctuation de fréquence donne un
bruit A, (t)

OVops (T
hat) = p2ro) (2.71)
Vopt
ol le facteur d’asymétrie [ est défini par
g = o = ke (2.72)

N klal + k‘QO{Q

Supposons les deux cavités quasiment identiques. Posons L. = L1, AL = L; — Ly, A( =
(o — (i, AF = Fi — F,. Lasymétrie s’écrit alors

_AF AL AC

b=F*+T T1¢

(2.73)

On s’attend a ce que dans l’expérience Virgo 'asymétrie [ soit inférieure a 1 % (avec
une simple cavité, § = 2), due principalement a I’asymétrie des finesses et au défaut de
contraste (il est difficile de réaliser des miroirs exactement identiques).

Le calcul de la lumiére réfléchie par l'interféromeétre vers la source laser montrerait
qu’'inversement le facteur d’asymétrie intervient pour ’onde gravitationnelle et non pour
les fluctuations de fréquence. Ce signal réfléchi peut donc étre utilisé pour asservir le laser
en fréquence, sans géner la détection d’ondes gravitationnelles.

2.3.4 Recyclage de la lumiére

Dans l'interféromeéetre décrit ci-dessus, réglé sur la frange sombre, toute la lumiére est
réfléchie vers l'interférometre. On place un miroir supplémentaire entre la source laser
et la lame séparatrice. Ce miroir de recyclage est positionné pour construire une cavité
résonnante avec les miroirs d’entrée des cavités Fabry Perot. Nous allons montrer que cela
permet d’augmenter la puissance incidente sur les grandes cavités kilométriques. Le gain
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de puissance s’exprime par un facteur G.... Tout se passe alors comme si le laser source
avait une puissance PG\ ; le rapport signal a bruit est ainsi amélioré.

Les notations utilisées pour le calcul de la fonction de transfert d’un interférométre a
recyclage sont explicitées en figure 2.9.

lp|n lpz/r
—1 s
- H — —
wr lp3 1Pl
r s ts P

F1G. 2.9 — Interférométre a recyclage : notations

Les réflectivités des cavités Fabry Perot sont notées par p; et ps, et s’expriment de la méme
fagon que précédemment. Les cavités sont supposées étre a résonance.

Les miroirs de recyclage et la séparatrice sont définis par r,, t,., ry et t;. Définissons ayy,
a2 et ag de la fagon suivante:

= o 2.74
Qo1 c ( )
ATVl
Qo2 = 77Tcht 2 (2.75)
AT,

ol [y, ls et I3 définissent les longueurs de la cavité de recyclage; [1, [5 et [3 sont des longueurs
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trés petites devant 3 km. Les champs 11, ¥, ¥3, ¥, ¥, et 1, sont liés par les relations

Posons

Wy = rye 3 2y
Wy = teT 1y

Py = tptfin + 1003/ [Tspze_mml/& — typre o0 1/)1]

wr = Trwin - treimg/Z [Tsp2eia02 w2 - tstoleim01 1/)1]

Py = tepae " 020hy + Topre 0Ny

_ . —ia3 2 —tQ02 2 —too1
qg=-e (Tser —t;;me )

(2.77)
(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

L’interférometre est réglé sur la frange noire en réglant les distances [, et [y telles que
ape = g1 + (2k + 1) 7 (k est un entier). La cavité de recyclage est rendue résonnante,
par réglage de la longueur I3, avec a3 + gy = 2k'm (k' est un entier). Les champs stocké,

réfléchi et transmis s’expriment alors en fonction du champ incident par

Vs _ b

Y 1—rmq

Yy _ 1= (1 =pr)g

Vi 1—rq

ﬂ — o Haozta3/2) tTTStS(pl - Pz)
Vin 1—7r.4q

(2.83)
(2.84)

(2.85)

Ces expressions sont formellement identiques a celles obtenues pour une cavité simple, dont
le miroir d’entrée serait défini par r,, t, et le miroir de fond par une réflectivité ¢ et une
transmission t = r4ts(p — po). Définissons, comme pour une cavité :

A résonance,

1
1 —qorr
pr=1-r—1
Per =1—q5(1—p,)
Ty = Ny Per
G =z, —1

n, =

q=qo=—(r}G+1¢)
t =1ty =15ts(CL — (o)
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Le gain de recyclage en puissance est défini, de maniére similaire a la puissance stockée
dans une cavité, par

Gree = (1 — G,) (2.93)

Dans l'interférometre Virgo, on désire que la cavité de recyclage soit couplée optimalement.
Cette condition implique une valeur limite pour le gain de recyclage: (, = 0 et x, = 1
meénent & Gree = 1/per. La valeur exacte du gain de recyclage dépend des pertes, qui ne
sont pas encore connues. On prendra a titre indicatif G, = 50 pour les calculs. Comme le
gain de recyclage doit étre au minimum de quelques unités, il faut que dans Virgo, (; et (5
sont négatifs et proches de —1. Les cavités Fabry Perot doivent donc étre sous-couplées, et
cela en limite la finesse.

Autour de la résonance des grands bras, la réflectivité ¢ s’exprime par

q=qo(1+17) (2.94)

ou 7 est une petite fluctuation de phase (7 < 1). On peut alors montrer qu’autour de la
résonance de I'interférometre, les fluctuations v provoquent des modifications de réflectivité
du systéme interférométre a recyclage:

(o _ Cp +inyy
Yin 1T+ ney

(2.95)

Autour de la résonance, le déphasage v est donné par:
v = dag + dovgr — (o6(vg2 — 1)
+7; ((1 — G2)Gonzbay — (1 — Cl)C1n15a1> (2.96)

+ (1 = G)(1 = ps)Ginidoy

Les trois premiers termes du membre de droite sont négligeables dans le cas de fluctuations
de fréquences ou d’une onde gravitationnelle.

Dans le cas d'un déphasage dii a des fluctuations de fréquences, le quatrieme terme est
négligeable en raison de la symétrie entre les deux bras. Le cinquiéme terme donne alors
(1—C1)(1—ps)C16v/ fp1 out fpy est le pole d’un des grands bras (500 Hz). Le terme (1+in,7)
devient alors 1 + in,.(1 — (;)(1n16c1, et 'interféromeétre se comporte en réflexion comme
une cavité de fréquence de coupure

_Im
frr = m (2.97)

fp1 est le pole des cavités kilométriques (500 Hz). Avec une cavité de recyclage couplée
optimalement ({, = 0), un gain de recyclage Grec = n,(1—(,) = 50, les cavités kilométriques
sous-couplées ((; ~ —1), le pole de I'interféromeétre en réflexion est de 5 Hz.
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Pour une onde gravitationnelle, le déphasage 7 est (si les cavités sont peu asymétriques)

h
7=001 = Gmag (2.98)
ou lasymétrie (' est définie avec l'asymétrie déja rencontrée [ et I'asymétrie € de la
séparatrice: t2 =12 + ¢
B'=p3+¢ (2.99)

Dans le cas d’un interféromeétre idéalement symétrique, les bandes latérales (a la fréquence
de l'onde gravitationnelle) crées par 'onde gravitationnelle ne sont pas du tout recyclées.
Si I’asymétrie est légere, le recyclage de ces bandes latérales est négligeable. La fonction
de transfert de I'interférométre en transmission devient :

I . h
% = Grec [to +1 2n1a1 5] (2100)

Tout se passe comme si la puissance lumineuse incidente était GrecPin.

2.3.5 Bruit de photons dans Virgo

L’interférometre Virgo est un interférometre de Michelson a recyclage avec des cavités
Fabry Perot. Le seuil de détection est supposé limité par le bruit de photons. Pour calculer
le bruit de photons, on se place dans le cas d'une détection continue. L’écart & la frange
noire est noté ap.

La fonction de transfert de 'interféromeétre est

wt — \/ Grecwinrsts(pl - Pzeme) (2101)

Les réflectivités p; et ps des cavités Fabry Perot varient si une onde gravitationnelle est
présente :

pr=G(1 +id) (2.102)
p2 = Co(1 +ichy) (2.103)

ou les déphasage ¢; et ¢, sont de méme valeur, de signes opposés, si 'asymétrie est faible;
¢1 = nl((l - Cl)/(l)@lh/? =~ (Vopt/fPl)h et ¢2 = —¢1,

On trouve alors que la puissance incidente sur le détecteur s’exprime par
_ (€1 = ¢)?
f)t = GrecPin ? + C1<21' + 2(1(2 IL‘(l - l‘)¢1 (2104)

oit 7 = sin’*(ap/2).
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L’optimisation du rapport signal & bruit (ou le bruit est le bruit de photons) conduit a
x = |(1 — (3]/2. Ce rapport vaut alors, en densité spectrale,

nGrecRn 92 Vopt 1 iL
2thopt fPl 2
1+ (%)
P

ou la propriété de filtrage de la cavité a été ajoutée. Le seuil de détection est alors

2h Vopt
| ZTpZopt 2.106
776;’I“ecP1n 2Vop‘u fP ( )

2
hy =1,7107%,|1 + (55()) (2.107)

(2.105)

soit

avec NP, = 20 W. Ceci représente la sensibilité de Virgo limitée par le bruit de photons
seulement.

La détection se fait en réalité a 1’aide des bandes latérales a la fréquence de modulation
fm. Le seuil de détection donné ici est donc le seuil minimal.

2.4 Bruits et sensibilité

2.4.1 Sources de bruit

Différentes sources de bruit limitent le seuil de détection.

Par asservissement de la fréquence du laser sur la lumiére réfléchie par 'interférométre, on
peut s’affranchir du bruit de fréquence (voir la troisiéme partie de cette thése).

Les fluctuations de position des miroirs donnent un bruit de longueur des cavités (équation
2.58). Ces fluctuations peuvent étre produites par le bruit sismique: on s’en affranchit par
une chaine d’atténuateurs. Elles peuvent également venir des vibrations internes des miroirs
et de leurs suspensions sous l'effet de la température: une étude détaillée est nécessaire
pour en préciser 'effet. C’est 'objet de la deuxiéme partie.

Les fluctuations d’indice du milieu ou se propage le faisceau provoquent également un
bruit sur la mesure de phase. Il faut donc faire le vide sur le trajet du faisceau pour rendre
ces fluctuations négligeables. Le niveau de vide des enceintes dans lesquelles se propage le
faisceau est donc trés poussé, de Iordre de 10=7 & 1078 mbar. Le bruit de phase créé par
les fluctuations d’indice est alors négligeable devant le bruit de photon [19].
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Le faisceau incident sur l'interféromeétre n’est pas idéal; en particulier, il possede des
distorsions de front d’onde. Les fluctuations de celles-ci détériorent le rapport signal
a bruit. Pour corriger les fluctuations angulaires du pointé du faisceau incident, les
fluctuations de fréquence et les fluctuations d’amplitude de ce méme faisceau, il est filtré
avant l'interférométre par une grande cavité appelée « Mode Cleaner ». FEn sortie, le
faisceau a un front d’onde perturbé par les imperfections de l'interférometre, ce qui réduit
le contraste. Le faisceau portant l'interférence est donc filtré par une petite cavité optique.
On consultera [25] pour une étude de la réponse de linterférometre a un faisceau de
géométrie non idéale.

La surface des miroirs n’est pas parfaitement plane. La rugosité déforme le front d’onde et
diffuse la lumiére sur les parois du tube a vide. Ces parois sont mises en mouvement par le
bruit sismique; la partie de la lumiére qui se réfléchit contre le tube et se recombine avec
le faisceau principal provoque une erreur de phase simulant une onde gravitationnelle. Le
niveau de bruit provoqué par cette lumieére diffusée peut étre réduit en la piégeant.

La maitrise de ces bruits améne a la conception de I'interféromeétre Virgo exposée en figure
2.10

2.4.2 Analyse du signal

Le bruit de fond de linterférométre Virgo est une superposition de bruits d’origines
différentes. Ce n’est pas un bruit blanc; il est donc préférable d’exprimer ce bruit
en densité spectrale. Un simple condition sur la valeur créte du signal (s(t) > seuil)
recueilli sur la photodiode (aprés démodulation) ne permet pas de décider si 'information
recherchée est présente, si 'amplitude de celle-ci est trop faible. Nous terminons donc
en décrivant comment la densité spectrale (la sensibilité de l'interféromeétre) que nous
calculerons dans les chapitres suivants permet d’analyser le signal.

Densité spectrale du bruit de fond

Le bruit de fond n(t) est un signal aléatoire ; son autocorrélation vaut :
1 /7
R(7) = <n(t)n(t +7) >= = / n(t)n(t + 7) dt (2.108)
0

ou 7T est le temps de mesure. La densité spectrale de bruit de n(t) est lié a la fonction
d’autocorrélation :

Su(f) = TFIR(7)] (2.109)

ol TF est la transformée de Fourier.

La transformée de Fourier du signal déterministe s(t) est notée 3(f). n(f) note par la
suite /S, (f); s’il s’agit d’un bruit de longueur, il est donc noté z, s’il s’agit d’un bruit de
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fréquence 7 et s'il s’agit du seuil de détection de interférometre h,,. Si n(t) s’exprime en
metres (ou Hz,...), R(t) s’exprime en m?, et 7(f) en m/v/Hz.

Les chapitres suivants ont pour but le calcul de S,(f) du bruit thermique.

Filtre adapté

Lors de la détection d’une onde gravitationnelle, le signal s(t) est noyé dans le bruit de
fond du détecteur n(t). La mesure x(t) est x(t) = s(t) + n(t). Dans le cadre d’une analyse
linéaire, la mesure x(t) est filtrée pour faire ressortir le signal du bruit par un filtre de
réponse fréquentielle h(f). Le résultat 2'(¢) du filtrage est la somme de s/(t) et de 7'(¢). La
fonction de transfert du filtre s’exprime par sa réponse impulsionnelle A(t) ou sa réponse
fréquentielle .

s(t)+n(t) s O+ ()
—— ———

Fi1G. 2.11 — Filtrage du signal

On définit le rapport signal a bruit p a I'instant ¢, par la fraction de puissance du signal
sur la puissance moyenne de bruit

12
2 S (tO)
S N 2.110
P= 0 () > (2.110)

On désire trouver le filtre h qui maximise le rapport signal a bruit. Le dénominateur de
2.110 s’écrit

< (%) >:/°; S (f)|R[? df (2.111)

Le numérateur vaut

2

o0 ~

0)=| [ st o 2.112)
— 00

Supposons connu le signal a détecter s(t), incident a 'instant ¢y. On montre que le filtre

qui maximise le rapport signal a bruit est

A — Me*nﬂﬁo
h(f) = kSn(f) (2.113)

ol k est une constante réelle et $* est le conjugué complexe de s. Le rapport signal a bruit
maximal vaut alors

(el
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Le filtre h de ’équation 2.113 maximise le rapport signal a bruit, c’est pour cela qu’il est
appelé filtre optimal. Concrétement, on ne dispose pas de s(t) mais de x(¢). On calculera
donc

l‘lQ(to) 1/2

S (2.115)

p:

p est maximal si le signal s(t) est présent a l'instant .

Une condition p > pmyi, permet de décider si I'information recherchée s(t) est présente dans
la mesure z(t) (par exemple ppin = 2).

Les densités spectrales considérées par la suite ne comprennent que les fréquences positives ;
les densités spectrales de bruit sont repliées et la valeur quadratique moyenne du bruit de
fond se calcule par

<n?>= /Ooo S, (f)df (2.116)

La connaissance de S,(f) est donc indispensable pour décider si le signal s(¢) est présent
dans la mesure ou non. Le but de cette these est finalement de fournir une estimation de

Sn(f)-

2.5 Conclusion

Ce chapitre a permis de préciser les principes de fonctionnement d'un détecteur
interférométrique d’ondes gravitationnelles. Détecter une onde de gravitation, c’est donc
pouvoir mesurer avec une trés grande précision la phase d’une interférence en sortie de
I'interféromeétre. Cette mesure devant étre trés précise, tous les bruits venant la perturber
doivent étre réduits au-dessous du niveau de signal attendu.
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Chapitre 1

Le bruit thermique: généralités

1.1 Enjeux de I’étude pour Virgo

La sensibilité de ’antenne gravitationnelle Virgo est limitée dans la partie basse de son
spectre par le bruit thermique (cf. 1.6). Il est important de garantir, voire d’améliorer cette
sensibilité. En effet, de celle-ci dépend le nombre d’événements astrophysiques qui sont
détectables (au-dessus du seuil de bruit). Contrairement aux antennes électromagnétiques
sensibles a l'intensité, l'interférometre est sensible au champ A(t) lui-méme. L’amplitude
des ondes décroissant en 1/R, gagner un facteur 2 sur la sensibilité, ¢’est multiplier par 8
les chances de détection.

Une étude approfondie du bruit thermique permet, d’une part, d’améliorer ’estimation de
la sensibilité, et d’autre part de faire des propositions pour réduire le niveau des bruits pour
des générations ultérieures d’antennes. Pour ’expérience Virgo deux sources de bruits sont
prépondérantes : le bruit thermique des substrats des miroirs des cavités Fabry Perot de 3
km, et le bruit thermique de leurs suspensions. Chacune des sources recouvre un domaine
spectral différent.

Les résultats aident au choix des substrats des miroirs, de leurs suspensions, des méthodes
de fixation. Ces études sont entreprises par les équipes construisant des antennes
gravitationnelles interférométriques. Plus particulierement, a Orsay, nous avons mené des
expériences pour aider au choix des matériaux des suspensions. D’autres expériences sur
des cylindres en silice ont permis d’en vérifier les fréquences de résonance et de mesurer
le coefficient de qualité de celles-ci. Mon travail a en particulier permis d’évaluer de facon
plus précise le bruit thermique des miroirs. Les résultats permettent de fixer les dimensions
des substrats, de faire des propositions pour le choix du matériau, et de mettre a jour la
courbe de sensibilité de Virgo.

Une maitrise du bruit thermique est également nécessaire dans d’autres expériences de
physique nécessitant des mesures de grande précision. C’est par exemple la limite de
la stabilité d’oscillateurs référencés a des cavités optiques, c’est une des limites pour la
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détection d’ondes gravitationnelles par barres résonnantes. Les processus de relaxation
dans les solides, qui produisent le bruit thermique, sont aussi la limite dans la mesure de
la constante de gravitation par pendule de torsion.

Pour étudier le bruit thermique, nous commencerons par rappeler quelques résultats
élémentaires sur 1’oscillateur harmonique, modeéle utilisé en permanence par la suite. La
connaissance des fréquences de résonance et des dissipations des ondes acoustiques permet
de prévoir 'amplitude du bruit thermique par le théoréme fluctuation-dissipation. Nous
discuterons ensuite des vibrations dans les solides. Cela nous permettra de comprendre
Iorigine des résonances, et de calculer grossiérement la fréquence du mode fondamental.
La méthode de calcul précise est exposée dans le chapitre sur le bruit thermique des
miroirs. Nous verrons quelques processus possibles expliquant la dissipation des ondes
acoustiques dans les solides. Certaines des hypothéses sur les causes de dissipation font
intervenir des phénomenes complexes de physique du solide, et une compréhension de tous
ceux qui sont en jeu est loin d’étre achevée. Nous serons donc souvent amenés, pour I’étude
des dissipations, a une approche empirique de mesure de I’amortissement du son dans les
matériaux. Ce chapitre se poursuit par une premieére évaluation du spectre de sensibilité
de Virgo. La mesure de coefficients de qualité élevés n’est pas aisée: nous examinerons
quelques méthodes de mesure.

1.2 L’oscillateur harmonique

1.2.1 Parameétres

Soit un résonateur amorti modélisé par:

Ea

F1G. 1.1 — Modéle simple de résonateur amorti

Les parameétres décrivant l’oscillateur sont sa masse m, la constante de raideur k, le
frottement f;. L’équation différentielle qui régit le mouvement de la masse lorsqu’on
applique une force F' est:

F=mi+ fg0 +kx (1.1)
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x désigne la coordonnée autour de la position d’équilibre, le point la dérivée par rapport
au temps. Aprés une transformée de Fourier, on obtient :

F=[(k-mw)+ifjw| (1.2)

L’impédance mécanique Z(w) est définie par:

F
Z(w)=— (1.3)
0]
oll v = iwx est la vitesse. Dans le cas de I'oscillateur harmonique, on a donc
Z(w):i [(k—mw2)+ifdw] (1.4)
iw '
Si 'excitation F' est une impulsion, la réponse x sera:
z(t) = Ae 7 sin(wqt) (1.5)
Si f4 = 0, la réponse est purement sinusoidale (7 = oo) de pulsation wg = wy ol Wi = %
Si fq # 0, on peut vérifier que le temps de relaxation 7 et la pulsation wy vérifient :
2m
P 1.6
I (1.6)
k 1 1
2 _ _ 2
ou le facteur de qualité () est défini par
Q=T M L9

2 Ja

L’amplitude z(t) décroit de e™"/7 en une période T'; I’énergie dissipée AE pendant cet
intervalle de temps vaut donc
AE 2T 27

== (1.9)

On utilise aussi couramment le décrément logarithmique A, défini par I'inverse du nombre
N d’oscillations lorsque ’amplitude de z(¢) a décru dans un rapport 1/e. On vérifie que

A= 0 (1.10)

A est aussi lié au rapport des amplitudes des oscillations n et n + 1:

A =1In(a,/an41) (1.11)
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L’impédance Z(w) peut s’écrire:

2) = %1 i - ) (112

Si I'excitation F' est un bruit blanc Fy, le spectre de Z est (méme spectre que la réponse
impulsionnelle) :

F? F? 1
:'5,2_ 0 _ 0

WIZW)P M (2 — gy 4 ()

(1.13)

et si Q > 1, on peut vérifier qu'on obtient un pic a la fréquence wy dont la largeur a
mi-hauteur est Aw = wy/Q.

Les parametres caractéristiques d’un oscillateur sont donc:
— sa masse m,

— sa fréquence de résonance fy = wy/(27),

— le facteur de qualité (ou de surtension) Q.

Dans un probleme réel de vibration, il s’agit rarement d’une masse accrochée a un ressort.
Dans ce cas, les parameétres sont effectifs et il faut pouvoir calculer ceux-ci en fonction des
parametres réels.

1.2.2 Amortissement visqueux et amortissement interne

Dans la présentation ci-dessus, on a supposé que le parameétre de frottement f; de I'équation
1.2 (dans l’espace des fréquences) est constant avec la fréquence. On reconnait la un
frottement visqueux. On peut supposer de facon plus générale que ce parameétre varie
avec la fréquence.

Une maniére de modéliser ce comportement |26, 27, lorsque les pertes sont tres faibles, est
d’ajouter & l’oscillateur non amorti une partie imaginaire a la constante de raideur, telle
qu’elle apparait dans 1’équation 1.2:

k— k(1+ip(w)) =~ ke (1.14)

¢(w) est appelé angle de pertes. Dans ce cas, il suffit de substituer dans I’expression de
I'impédance 1.12

Q=2 (1.15)
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A résonance, on a donc @ = 1/¢(wyp). Dans 1’équation ci-dessus, on a écrit ) fonction de la
fréquence ; rigoureusement, ce n’est pas la méme quantité que le ) défini par la largeur a
mi-hauteur de la raie de résonance. Si, dans I'espace des fréquences, @ (ou ¢(w)) varie en
fonction de la fréquence, alors dans ’espace temporel les solutions écrites précédemment
ne sont plus exactes; en particulier, le ressort a un effet de mémoire [28].

La variable ¢ permet notamment de modéliser des pertes internes comme nous le verrons
plus loin. Si plusieurs processus de dissipation sont présents, on additionnera la quantité
¢(w) de chacun d’eux.

1.3 Le théoréme fluctuation-dissipation

1.3.1 Enoncé

Le théoreme fluctuation-dissipation [29] exprime le fait que lorsqu’un mouvement n’est pas
conservatif, il existe une incertitude sur la mesure de la position, da a I’équilibre thermique
du systeme avec son environnement : c’est le bruit thermique.

Etant donnée impédance mécanique Z (w) définie en 1.3, la densité spectrale du bruit de

position est donnée par:

e L o[ 1
#2(f) = el 7 R [Z(W)] (1.16)

ol kp est la constante de Boltzmann, T la température en Kelvins, f la fréquence d’analyse.
Re(z) désigne la partie réelle de . Le résultat est exprimé en m?/Hz.

La valeur moyenne quadratique de la position x est

< 2% S me= /°° #(f)df (1.17)
0

1.3.2 Cas de 'oscillateur harmonique

Dans le cas de l'oscillateur harmonique avec frottement visqueux, 1.16 devient :

wo/m Q

7 = 4kpT —— (1.18)
ot + (wf —w?)?
Dans le cas de l'oscillateur harmonique avec amortissement interne,
2
7 = gy TS/ MY (1.19)

o + (W — )
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Dans le cas du frottement visqueux, on peut vérifier qu’en intégrant 1.16, on obtient bien
une énergie de %kBT par degré de liberté (on peut intégrer en utilisant par exemple le
théoréeme des résidus):

1 oo 1
Hcinétique = §m/ (27Tf)2ii'2df: §kBT (120)
0
1 o 1
Hpotentielle = §mw§/ Pdf = §kBT (1.21)
0

On remarque que dans le cas de ’amortissement interne, le calcul de I’énergie potentielle
n’est pas possible, l'intégrale ne converge pas a l'origine. Il est donc physiquement
impossible d’avoir un ¢ non nul en trés basses fréquences: ¢(w — 0) = 0.

Le comportement de 72(f) en fonction de la fréquence est, dans le cas de résonances aigiies
(Q@>1ougp<k1):

domaine spectral | amortissement visqueux | amortissement interne
w < W kT g kT o5
W = wo 4kpT s 4kpT s
w > wp U0 AkpT 254

On voit immédiatement quels sont les paramétres a controler pour avoir un bruit thermique
hors résonances le plus faible possible:

— la masse m de l'oscillateur doit étre élevée

— le coefficient de surtension mécanique @ (ou 1/¢) doit étre le plus élevé possible

1.4 Vibrations acoustiques dans les solides

Pour calculer le bruit thermique dans les solides, on représente chaque mode de vibration
par un oscillateur harmonique. Pour calculer la contribution de chaque mode au bruit,
il suffit d’exprimer les fréquences de résonance et les masses effectives en fonction de
parameétres du solide (dimensions et parameétres mécaniques). Il reste ensuite a connaitre
les dissipations ; ce probléme difficile sera abordé dans le paragraphe suivant.

Un solide (par exemple les miroirs de Virgo ou leurs fils de suspension) a des modes propres
de résonance. Nous décrivons ici une approche permettant d’en comprendre 1’origine et de
calculer les fréquences de résonance et les masses effectives. Si on peut exprimer 1’énergie
d’un mode ¢ en fonction d’une coordonnée x(t), alors on peut trouver une masse équivalente
M; par:

E; = Myw?x} (1.22)

ou zp est 'amplitude de la vibration x(t) = zgsin(wt).
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1.4.1 Reésonances dans un réseau cristallin

H.B. Callen, dans son livre « Thermodynamics » [30], propose une analogie permettant
de comprendre quels sont les parameétres significatifs dans les problémes d’équilibre
thermodynamique. Cette approche décrit un systéme macroscopique par des atomes liés
entre eux par des ressorts: on s’apercoit alors que les modes de vibration collectifs sont
des parameétres plus pertinents que les coordonnées de chacun des atomes. Une démarche
du méme genre est suivie ici.

Prenons I'exemple d’une chaine linéaire de N atomes.

FI1G. 1.2 — Chaine linéaire

Le potentiel d’'interaction entre deux voisins est, par exemple:

1
Ui,i-l—l = 5]{? (UZ - ui+1)2 (123)

ol u; est le déplacement de "atome u; autour de sa position d’équilibre et k une constante
de rappel.

L’énergie du systéme s’écrit

N-1 1 N 1
H=)>" §mw§(ui —uip1)?+ > §mu12 (1.24)
i=1 i=1
On a posé wy = \/k/m
On peut faire un changement de coordonnées
q = Zaijuj (1.25)
J
tel que I’énergie s’écrit dans les nouvelles coordonnées :
H =73 (aiq] + Bid7) (1.26)

ol «; et (3; sont des constantes.

La solution des équations de Hamilton-Jacobi de ce systeme donne des solutions
harmoniques ¢; = g;, sin(w;t + ¢).

Les variables ¢;, modes propres de vibration du systéme considéré, sont donc plus
pertinentes que les variables u;. Pour N grand, les solutions avec w < wy correspondent
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a des solutions du genre ¢;, sin(wt)sin(27xz/A) o A est de l'ordre de la longueur de la
chaine. La fréquence de résonance la plus basse est de 1'ordre de ¢/L, L étant la dimension
la plus grande du solide considéré [31].

Dans le cas d’un solide & trois dimensions, un raisonnement identique a celui qui vient
d’étre fait peut étre conduit. Pour un solide monocristallin, il serait possible de prendre
en compte des interactions entre voisins plus ou moins proches avec des constantes de
couplage différentes. Pour un solide non monocristallin, il peut ne pas exister d’écriture
générale pour I’énergie potentielle, mais il existe toujours un développement autour de la
solution de repos en termes quadratiques (u; — u;)?

Hpot = Z Oéi,j(ui — Uj)2 (127)

solide

Continuer I'étude dans cette direction n’est possible que si I'on est capable d’écrire
I’expression de 1’énergie en fonction des coordonnées des atomes, ce qui n’est en général
pas le cas.

L’énergie 1.26 est quadratique en ¢; et additive dans les différentes variables. Lorsqu’un tel
systeme est a I’équilibre thermodynamique, on peut employer le théoreme d’équipartition
[32]. L’¢nergie de chaque degré de liberté est alors $kpT, ou kp est la constante de
Boltzmann et T' la température.

1.4.2 Modéle continu unidimensionnel

La corde vibrante est ’extension & un milieu continu du probléme précédent. Soit une corde
sans raideur de longueur L, fixée & ses deux extrémités. La vitesse d’une onde le long de
la corde est ¢. Une solution des équations du mouvement est

un, = Asin(2rz/\)sin(wt) (1.28)

ou A = 2L/n (n étant un entier), x est la coordonnée le long de la corde, u le déplacement
le long de 'axe (Oy) du point d’abscisse x, w = 27c/A.

L’énergie du mode u,, est donc

1
H, = 5A%ncuﬂ (1.29)
ol m, est la masse de la corde, et
w= n%r = nw (1.30)
1.29 devient alors
m.c*T?
H, = NE A’n (1.31)

Si tous les modes ont la méme énergie, leur amplitude A varie donc en %
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1.4.3 Acoustique des milieux continus

Dans un milieu solide isotrope a trois dimensions, les ondes acoustiques se propagent suivant
la loi [33]

p 02 = pAT + (A + p)grad (div @) (1.32)

ol @ représente le déplacement en chaque point du volume, A, i sont les coefficients de Lamé
et p la densité du milieu. 9, représente la dérivée par rapport au temps, A est 'opérateur
Laplacien.

En analyse harmonique @ = e™!%}, on trouve trois solutions de 1.32 indépendantes ;, une
onde longitudinale @; (i.e. telle que rot @; = 0) et deux ondes transversales iy, i3 (i.e.

telles que div iy = div iz = 0).

Les vitesses du son longitudinale et transversale sont telles que

(1.33)

et

2 I
c, — — 1.34
t p ( )

Des contraintes 6;;(z,y, z) aux limites doivent aussi étre vérifiées, par exemple pour un
solide libre dans le vide, pour tout point (z,y, z) de la surface:

Ouo(z,y,2) =0 (1.35)

ol u est une coordonnée suivant la normale de la surface et v une coordonnée soit suivant
la normale, soit suivant une droite tangente a la surface. 1.35 est donc un ensemble de trois
équations en chaque point de la surface.

La résolution explicite du systéme (1.32) et (1.35) est en général impossible. Supposons
toutefois que la géométrie du probléme nous le permette. Cette solution sera en général
une superposition d’ondes longitudinales et transversales, et les conditions aux limites ne
sont vérifies que pour certaines fréquences f;, qui sont donc les fréquences de résonance.

Supposons le déplacement u(t,7) de chaque point du solide connu, on peut alors calculer

le tenseur de déformation
(aui + auj) (1.36)

1
By =
ij 63@

2

et donc l'énergie potentielle:

A
Hyo = 5(2 Eii)? + p § : E}, (1.37)
? 2]
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L’énergie cinétique a la méme amplitude et est en quadrature; on peut donc calculer
I’énergie stockée en fonction du maximum d’amplitude par exemple. La masse effective du
résonateur s’en déduit immédiatement.

Nous verrons plus tard ’application pratique de cette méthode au calcul du bruit thermique
des substrats des miroirs.

1.5 Dissipations des ondes acoustiques dans les
solides

Les pertes acoustiques dans les solides ont plusieurs causes. Certaines font intervenir des
considérations sur la structure méme du matériau, a 1’échelle atomique : nature des liaisons
atomiques, propagation de dislocations, frottements de grains dans les métaux, défauts
de surface. D’autres utilisent la théorie de 1’élasticité des solides continus: dissipation
thermoélastique, adaptation d’impédance aux surfaces en contact. D’autres encore font
intervenir des modéles globaux, comme pour les pertes de recul. Ces différentes hypothéses
sur les processus de dissipation ne s’excluent pas les unes les autres; un processus de
dissipation peut étre décrit par deux approches différentes. L’ensemble de ces explications
n’est pas non plus forcément complet.

Une autre difficulté vient du fait qu’il n’est pas toujours possible de prédire théoriquement
la valeur des dissipations pour chacun des processus, et donc de connaitre celui qui est
prépondérant. La thermoélasticité, par exemple, permet de donner une valeur inférieure
pour ’angle de pertes ¢; la valeur réelle sera plus élevée.

Des tables de valeurs expérimentales existent, pour certains matériaux. Celles-ci sont
souvent données pour des fréquences se situant dans les ultrasons, et pour des solides
de formes différentes de celles qui nous intéressent dans Virgo (les processus dominants
ne sont alors pas forcément les mémes). Une approche empirique, utilisant des mesures,
apporte donc un complément d’information. La variété des modéles présentés fait voir la
difficulté & interpréter les résultats de mesure.

1.5.1 Une modélisation des dissipations: ’anélasticité

On se place dans le cas ot 'amortissement d'un oscillateur est représenté par la variable ¢.
Si l'on exerce une force F' sinusoidale sur un tel ressort, son allongement z(t) est retardé:

(t) = lF(t —ty) avec ty= M

: y (1.38)

Physiquement, le retard ¢, ne peut pas diverger pour des fréquences infiniment basses ; on en
déduit donc que pour w — 0, ¢(w) ~ w™ out n > 1. Il ne s’agit donc pas d'un comportement
élastique normal, idéalement instantané: ce phénomene est nommé anélasticité.
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Pour trouver le comportement général en fonction de la fréquence de ¢, on suppose en
général [26] un comportement parfaitement élastique suivi d'un processus de relaxation
dd & un phénomene interne. La réponse z & une force F' indicielle (F = 0 pour ¢ < 0 et
F = Fy pour t > 0), sur un tel ressort (en pratique, une tige métallique en élongation par
exemple), est donc

F()

X(t)

F1G. 1.3 — Réponse anélastique d’un ressort

Ce systéme est formellement équivalent a

Ak

F1G. 1.4 — Modéle mécanique du comportement anélastique
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La constante k; = Fy/x; est la constante élastique classique, kg = Fy/xo la constante
qui est mesurée. L’allongement supplémentaire Ax est di a la constante parasite Ak. La
réponse indicielle peut s’écrire

z(t) = Fy [kil + Aik(l — et/T)] (1.39)

ou 7 = f/Ak. Posons ¢y = Ak/k;. La raideur effective du systéme est alors

IWT w2r? wT
=k (14 do—T ) =k (14 do—2T — 4igp—2T 1.40
1( +¢01+iw7> 1( +¢01+w272+2¢01+w272> (1.40)

En général, ¢y < 1 (voir par exemple [34]). La raideur peut donc s’écrire k(1 + i¢) o

wT
o
1+ w2r?

p(w) = (1.41)

Cette dépendance en fréquence est appelée « pic de Debye ».

La force de rappel d'un ressort anélastique agit, dans le domaine temporel, comme un effet
de mémoire:

o) = [ ; F(r)y(t — 7) dr (1.42)

Si le ressort est parfaitement élastique, la compliance y(7) est un pic de Dirac; dans le cas
anélastique, c’est la transformée inverse de Fourier de §(w).

1.5.2 Dissipations thermoélastiques

Ce processus de dissipation, explicité par C. Zener en 1937, est da aux effets couplés
des déformations et des gradients de température. Lors d’une vibration, les zones dilatées
du solide se refroidissent et les zones contractées se réchauffent. Le temps caractéristique
pour que les températures s’égalisent entre deux régions séparées par plus d’une longueur
d’onde est beaucoup plus long qu'une demi-période: I'effet n’est donc généralement par
perceptible. Cependant, pour certains types de vibration, la distance entre deux telles
régions peut étre beaucoup plus petite qu'une longueur d’onde. C’est le cas par exemple
des vibrations transversales le long d’une corde. Si les températures parviennent a s’égaliser,
on a une cause de pertes de ’énergie stockée dans la déformation [35, 36].

Dans le cas des vibrations transversales le long d'une corde, la distance entre les régions ol
s’établit un gradient de température est de 'ordre du diameétre du fil [37]. Dans le cas o
le solide, amorphe, est constitué de cristallites entre lesquels la conductivité est faible, la
distance a considérer est de ’ordre du diameétre de la cristallite. Toute imperfection dans la
structure du solide va également provoquer des gradients de dilatation (et de contraintes),
et donc des pertes par le phénomeéne décrit ici [33].
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On a ici un phénomeéne typique d’anélasticité: une réponse instantanée suivie d’un
processus de relaxation. Le comportement fréquentiel de 1’angle de pertes sera donc,
comme nous l’avons montré,

vV,
= pp——— 1.43
Le temps de relaxation (équilibre des températures) est de l'ordre de
pCrnl?
g = 1.44
Teq K ( )

ol p est la densité du matériau, C), la capacité calorifique massique, K la conductivité
thermique, [ la distance entre les deux régions de températures différentes. La fréquence
caractéristique de Debye 14 qui maximise l'effet thermoélastique est donc de l'ordre de
grandeur de:

K
Vo N~
0 pCl?
Lorsque les fréquences sont plus petites que vy, la déformation se fait de maniére
isotherme ; lorsqu’elles sont plus grandes que vy, la déformation est adiabatique. C. Zener

lie 'amplitude ¢y, au module d’Young F, au coefficient de dilatation «, a la température
T:

(1.45)

To’E
P =
pPCrm

(1.46)

Dans le cas ou il s’agit d'une mauvaise conduction de la chaleur entre cristallites, on trouve
une démonstration similaire, o [ est la dimension d’une cristallite. On a alors [33|

Ta?c?
Cm
¢ la vitesse du son (il s’agit d'un ordre de grandeur, on ne distingue donc pas ondes
transversales et longitudinales). Le comportement fréquentiel est en v/vy si v < vp, en

Vi vsivy < v K (1 =cfl), et en v/ siv>> .
Si des cristallites de différentes échelles se trouvent dans le bloc solide considéré, on aura

une superposition d’effets tels que ceux décrits ci-dessus, et en particulier on peut obtenir
un spectre basse fréquence continu.

$o ~

(1.47)

Il est a priori possible de recuire le matériau pour augmenter la taille des cristallites et
tendre vers un monocristal, et ainsi diminuer les pertes dues a la mauvaise thermalisation
d’une cristallite & 'autre.

La conclusion de I’é¢tude des pertes par thermoélasticité est que pour diminuer 'angle de
pertes (et donc le bruit thermique) il faut, sinon diminuer la température, au moins choisir
un matériau avec un faible coefficient de dilatation, une grande capacité calorifique et un
petit module d’Young (ce qui est équivalent & choisir de grandes vitesses du son).
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1.5.3 Dissipations par interaction phonon-phonon

L’équation 1.27 ne prend en compte que les termes d’ordre le plus bas dans la description
de I'énergie potentielle. Avec les termes d’ordre plus élevé, le changement de coordonnées
linéaire n’est plus possible. Les modes de vibration ne sont alors plus indépendants les uns
des autres, et des transferts d’énergie vont s’effectuer des uns vers les autres : pour un mode
considéré, il y a dissipation d’énergie.

Si le réseau est parfaitement linéaire, deux ondes acoustiques de fréquences f; et fy sont
complétement indépendantes. Si des non-linéarités existent (i.e. des termes d’exposant
d’ordre supérieur a 2 dans 1.27), une petite fraction de ’énergie va servir a créer de nouvelles
ondes de fréquences fi; + fo et fi — fo. Clest Peffet « umklapp » [38, 39|, qui provoque la
diffusion Raman du son par le son. Ce processus permet d’évaluer un libre parcours moyen
des phonons, qu’il reste a traduire en termes d’angle de pertes. Les études actuelles sur ces
phénomenes se font dans le domaine des ultrasons [40].

1.5.4 Dissipations par interaction phonon-électron

Dans un métal parfaitement cristallin, les ondes acoustiques, en mettant le réseau ionique
en mouvement, agitent également le gaz d’électrons. Ce gaz posseéde une viscosité, ce qui
ameéne une dissipation du son [41]. L’angle de pertes par ce phénomeéne semble tres faible.

1.5.5 Dissipations par propagation de dislocations

Dans un solide monocristallin, de nombreux défauts peuvent exister: places vacantes dans
le réseau, impuretés, dislocations, désinclinaisons. Sous 'effet des contraintes apportées par
une vibration, ou simplement sous l'effet de ’agitation thermique, les lignes de dislocation
qui joignent les impuretés peuvent se déplacer de fagon irréversible, ou bien vibrer [42]. Si le
solide n’est pas cristallin mais amorphe, on peut regrouper ces phénomeénes sous ’étiquette
de réarrangements atomiques. Ceux-ci absorbent une partie de ’énergie acoustique d’une
vibration.

La théorie de Granato-Liicke [42] prédit un angle de pertes dans la gamme des ultrasons :
¢ ox QL*w (1.48)

ou {2 est la densité de dislocations, L la longueur moyenne d’une dislocation et w la
pulsation. Dans la gamme basse fréquence, la vibration d’une ligne de dislocation de
longueur L produit un pic de Debye. Comme le ¢ mesuré parait plutot constant avec
la fréquence, on suppose une distribution continue des longueurs L facon a rendre compte
du comportement expérimental.

Les théories sur la dissipation des ondes acoustiques par la propagation des dislocations
sont donc encore inachevées. Dans I’état actuel, les formules font intervenir des paramétres
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rarement accessibles (densité de dislocation, vecteur de Burger ... ) ou des distributions
arbitraires des temps de relaxation. Quoiqu’il en soit, les pertes dues aux dislocations sont
toujours proportionnelles & la densité de dislocation ; celle-ci peut étre réduite par recuit
du matériau.

1.5.6 Dissipations par pertes de recul

Lorsqu’un élément mécanique de masse m; est en vibration (par exemple un fil tendu), il a
tendance a mettre son support en mouvement. Le cas idéal est bien str celui ot le support
est infiniment rigide et fixe (grande inertie). Mais en général le support est flexible et sa
masse n’est pas infinie; sa vibration est donc une source de pertes pour I’énergie stockée
dans l'oscillateur : on a affaire & des pertes de recul. Cette situation peut étre modélisée
par la figure 1.5.

F1G. 1.5 — Modéle pour les pertes de recul

m, est la masse effective de 'oscillateur dont on veut limiter les pertes, my la masse effective
du support. Les constantes de raideur effectives ki et ko sont liées aux fréquences propres
de vibration du support et de I'oscillateur

kl = mlwf et k‘g = mgwg (149)

Pour tenir compte des pertes, on ajoute des parties imaginaires (¢; et ¢) aux constantes
de raideurs comme précédemment. On suppose ¢; et ¢, du méme ordre de grandeur. On
fait une analyse harmonique du rapport F/z; et on identifie sa partie imaginaire avec
M ger w?, ce qui donne ¢qn, 'angle de pertes de recul.

Les deux équations du mouvement du systéme sont
myi = —F — k(1 — x2) (1.50)
Moiy = —ki (T2 — 1) — koo (1.51)
et ’analyse harmonique donne, en posant v = w/wy, vy = wy/wy et = my/my

F ) ) (1+i¢n)?
- = -1 — 1.52
1 . ( vt pvs (1 +igs) + 1 +igy — p? (1:52)
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On peut vérifier que ’angle de pertes effectif est

2

Dot = P1 + P2 (1.53)
m

Yy
(7~ )
Si le matériau du support a un angle de pertes trop grand, et est de masse trop petite,

langle de pertes est dégradé par les pertes de recul, que ce soit hors résonance (v # 1) ou
a résonance (v = 1).

A résonance du support (v & 1),

1
Pett = P1 + T (1.54)

der Peut étre élevé. Dans une mesure de ¢eg(w), la résonance de la structure devient donc
apparente.

1.5.7 Pertes par adaptation d’impédance

Dans le cas d’ondes acoustiques longitudinales dans un barreau, I'impédance s’écrit Z =
SV/pE, ou S est la section [31]. Pour éviter un rayonnement des ondes acoustiques a
I'interface de deux barreaux connectés par la section, il faudrait chercher des matériaux
tels que les impédances soient trés différentes 'une de 'autre.

Dans le cas de contacts de solides de formes quelconques, il faudrait pouvoir quantifier la
part d’onde transversale et d’onde longitudinale en chaque point de l'interface, connaitre
I’angle d’incidence de chacune et en déduire le facteur de désadaptation d’impédance.
Sauf configuration particuliére, ce programme n’est pas réalisable. L'impédance est donc
inconnue ; mais un choix de matériaux tels que /pE est trés différent de part et d’autre
de 'interface parait pouvoir donner de bons résultats, a condition que I'angle de pertes de
chacun reste petit.

Pour limiter le rayonnement des ondes acoustiques, il parait judicieux de réduire les surfaces
de contact. Par exemple, lors du contact d'un cylindre de longueur [ avec un plan, la surface
est donnée par I'équation [43|

_|2FI(1—v})/Ey+ (1 —v3)/ By
Sconta.ct - \j 1/d1 (155)

ol E et v sont les modules d’Young et de Poisson du cylindre, Fs et v, ceux du solide plan
et F' la force avec laquelle I'un est pressé sur I'autre. Généralement le choix des matériaux
ne permet pas une grande variation des modules d’Young; la réduction du rayon du cylindre
minimise donc la surface de contact.
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1.5.8 Dissipations par amortissement dans ’air

Lorsqu'un résonateur est dans 'air, des ondes acoustiques y sont générées qui emportent
I’énergie acoustique stockée. Dans les conditions normales de pression, ’angle de pertes
d’amortissement par l'air est

2P | Gy (1.56)

¢= wpv\ C,RT

ou P est la pression du gaz, p sa masse moléculaire moyenne, p la densité du solide, v la
vitesse du son dans le solide. En atmosphere raréfiée, le libre parcours moyen des molécules
de gaz est grand devant la longueur d’onde du son dans le gaz; il faut alors utiliser, par
exemple pour un cylindre de longueur L et de diametre D

r L\ [ 8u
¢_7r_py<1+5>‘/m7 (1.57)

Par exemple, pour un résonateur a quartz o L = D, si P ~ 10~* mbar, ¢ ~ 3.10~!'. Pour
d’autres matériaux, les constantes p et v sont du méme ordre de grandeur : un vide de 104
mbar suffit pour ne pas étre sensible a cette source de pertes. Par contre, la mesure d’'un
angle de pertes petit (= 5.107*) n’est pas possible dans Dair.

1.5.9 Autres sources de pertes

D’autres sources de pertes sont possibles. Un mauvais poli des surfaces est supposé étre
une source probable de pertes. Des frottements des éléments solides aux points de contact
ameénent également des dissipations des ondes acoustiques sous forme de chaleur. Un choix
adéquat d’espaceurs peut limiter ces effets.

En fait, les sources possibles sont tellement variées que dans une expérience il est trés
difficile d’identifier la source principale de pertes. Les tdtonnements sont délicats, d’une
mesure a ’autre des éléments non maitrisés peuvent varier.

Il semble intéressant de rappeler que le coefficient de qualité mécanique varie beaucoup
avec la température. Spécialement dans les basses et trés basses températures (de 'ordre
du Kelvin), il devient particulierement élevé [41]. Autour de 100 K, la courbe ¢ = f(T)
présente un pic: c’est le pic de Bordoni. Celui-ci est apparemment di aux dislocations. Par
recuit du matériau, il peut presque complétement disparaitre.
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FIG. 1.6 — Dépendance en température de Q1 pour un résonateur a quartz o 1 MHz
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FI1G. 1.7 — Dépendance en température de Q' pour un résonateur aluminium o 20 kHz

Dans des générations ultérieures d’antennes gravitationnelles interférométriques, il sera
peut-étre nécessaire de refroidir les masses suspendues pour gagner plusieurs ordres de
grandeur en sensibilité.
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1.5.10 Dissipations: conclusion

Les sources de pertes dans les matériaux sont nombreuses. Les expériences montrent qu’on
a souvent, dans une gamme de fréquences de quelques Hz a quelques dizaines de kHz, un
angle de pertes constant en fonction de la fréquence, qu’on peut supposer di aux pertes
par propagation de dislocations par exemple. Si le matériau présente une dimension petite
devant la longueur d’onde acoustique (fil, membrane), les pertes thermoélastiques doivent
aussi étre prises en compte.

1.6 Premiére évaluation du bruit thermique

Les considérations effectuées jusqu’a présent permettent une premiére évaluation du bruit
thermique dans Virgo, dans la gamme spectrale 10 Hz—5 kHz. Ce bruit est constitué
par l'excitation thermique des modes de résonance des substrats des miroirs et de leurs
suspensions.

Mode pendule Modes violon Modes internes des masses

F1G. 1.8 — Sources de bruit thermique dans Virgo

Le mouvement pendulaire des masses, I’excitation des vibrations des fils de suspension et
la vibration des modes internes des masses provoque un changement de distance entre
les surfaces testées par le faisceau lumineux, et ce bruit de position simule une onde
gravitationnelle :

hy = 2i/L, (1.58)

L, étant la longueur des cavités Fabry Perot. Les bruits étant indépendants, il faut sommer
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quadratiquement les contributions de chacune des sources, pour chacun des miroirs:

:i'fotal = Z :*5,2 (159)

4 miroirs
mode pendule
modes violon
modes internes

Les deux chapitres suivants fournissent une étude plus détaillée du bruit thermique des
fils et du bruit thermique des miroirs. Ici on ne tient pas compte du bruit thermique des
modes violon, négligeable en dehors des résonances comme on le verra par la suite.

1.6.1 Bruit thermique pendulaire

On s’intéresse ici seulement au mouvement pendulaire des substrats des miroirs le long de
laxe de la cavité (axe Ox). On le modélise par un pendule simple:

R

F1G. 1.9 — Mouvement pendulaire du Substrat d’un miroir

X
M

[’équation du mouvement est, si I’on ne tient pas compte des pertes:
ML,i = —-Mgx (1.60)

ou M est la masse suspendue, g est la constante d’accélération, L, la longueur du pendule.
La constante de raideur équivalente au schéma 1.1 est donc

_ My

k, 7

(1.61)

p

et la fréquence de résonance

L [9 (1.62)

=51

Pour tenir compte des dissipations, on ajoute une partie imaginaire a la constante de raideur
comme décrit précédemment ; on choisit un angle de pertes qu’on prend arbitrairement
constant.
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La longueur des fils est de 0,7 m ; la fréquence de résonance est alors f, = 0,6 Hz. L’analyse
spectrale dans Virgo se fait au-dessus de 10 Hz; on est dans le cas f > f,. Le bruit
thermique d'un pendule est donc

o w,
M,,w®

ou M, est la masse du miroir considéré. Le bruit de position résultant du mouvement des
quatre pendules sera donc (deux miroirs d’entrée et deux miroirs de fond)

i‘1?01: = Z jin pendule (1 64)

4 pendules

72 =4kgT

(1.63)

oul la masse vaut 42,2 kg pour les miroirs de fond et 21,1 kg pour les miroirs a I’entrée des
cavités Fabry Perot. Pour une application numérique, on prend arbitrairement ¢ = 107°,
4kpT =1,66.107%° J. D’ou

10Hz \ "/
Frop = 5,8.10718 (%) m/vHz (1.65)
et la sensibilité spectrale en h

- 10Hz\ "/
hn = 3,9.107% (%) /v/Hz (1.66)

1.6.2 Bruit thermique des miroirs

Pour une premieére évaluation du bruit thermique des miroirs, on utilise la formule 1.16
en donnant a la masse M la moitié de la valeur de la masse physique du miroir comme le
suggere P. Saulson [27], et en donnant a la fréquence de résonance la valeur de la premiére
fréquence de résonance a symétrie cylindrique (5,7 kHz pour le miroir d’entrée des cavités
Fabry Perot, 7,85 kHz pour le miroir de fond). On se situe donc dans le cas ou f? < fZ et

4kpT
P2, =2x2x k5 (M¢ L0 > (1.67)

2 2
w Wi e Mm,rwoyf

ou un facteur 2 est di au nombre de miroirs (deux miroirs d’entrée, deux miroirs de
fond) et un autre a l’estimation de la masse effective. D’ou, en prenant arbitrairement
P(w) = cste = 1079

1 H 1/2
F=2210% ( 000 Z) m/vHz (1.68)

- 1000Hz 2
hy = 1,48.107% (7Z> /VHz (1.69)
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1.6.3 Bruit thermique dans ’interférométre Virgo

En reprenant les approximations précédentes, la densité spectrale de bruit thermique
limitant la sensibilité de Virgo est:

O
o
S

sensibilite h (/vHz)

-21
10

\__mode pendule

bruit de photons

—22
10

bruit des miroirs

—23
10

L y I Lo
10 102 103 104

Frequence de Fourier (Hz)

F1G. 1.10 — Premiére estimation de la sensibilité de Virgo

On a ajouté le bruit de photons tel que calculé au deuxiéme chapitre de la premiére partie.

1.7 Mesure de faibles pertes

Les équations développées en 1.2 suggeérent trois facons de mesurer des coefficients de
qualité élevés.

— mesure a résonance du temps de relaxation de la réponse impulsionnelle ;

— mesure spectrale de la largeur & mi-hauteur de la résonance en réponse a un bruit
blanc

— mesure du retard de phase, hors résonance, a une excitation harmonique.
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La premiére méthode utilise I’équation 1.5. La mesure de wy est aisée. On détecte également
I’enveloppe Ae~"7, et soit en utilisant deux points sur la courbe, soit en ajustant les
parameétres, on mesure 7. On en déduit donc @ = wyr/2. L’inconvénient de cette méthode
est le temps de mesure relativement long: pour une mesure sur une durée de longueur de
lordre de 7, il faut de l'ordre de 15 minutes pour mesurer un @ de 3.10° & 100 Hz et il
faudrait de l'ordre de 2 heures 30 min pour mesurer un () seulement 10 fois plus grand a
la méme fréquence.

La deuxiéme méthode de mesure utilise I’équation 1.13. La largeur de spectre A f & mesurer
est de Pordre de f,/@Q, donc de I'ordre du mHz pour un coefficient de qualité de 10° & 100
Hz et 10~* Hz si @ vaut 10°. Un analyseur de spectre faisant une analyse en bande étroite
devra donc intégrer pendant des temps du méme ordre de grandeur que ci-dessus pour
mesurer des () élevés.

La troisitme méthode est de faire une mesure hors-résonance. On utilise alors I'équation
1.38. La difficulté est alors double. Elle est d’abord de mesurer de trés petits retards
de phase, ce qui demande de bien controler les temps de propagation des signaux. Elle
vient surtout du fait que la valeur de la constante de raideur est élevée, et donc pour des
excitations ayant des ordres de grandeur raisonnables, il est difficile sinon impossible de
faire sortir le déplacement du bruit de fond.

1.8 Conclusion

Il est difficile, particuliérement dans une situation expérimentale, de choisir entre les
nombreux modeles de dissipation. De plus, les mesures n’étant faites qu’a résonance, la
dépendance de I'angle de pertes avec la fréquence reste hypothétique. La maitrise de
I’angle de pertes est donc délicate. Elle est pourtant cruciale par ses conséquences sur
la sensibilité définitive de I'antenne, sur le nombre d’événements annuels observables et sur
les développements de I’astrophysique qui s’ensuivent.
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Chapitre 2

Bruit thermique des fils de
suspension

On traite ici du bruit de longueur des cavités Fabry Perot di au mouvement pendulaire
des substrats des miroirs ainsi qu’aux modes violon de leurs suspensions. On se limite aux
mouvements dans 1’axe des cavités optiques ; les mouvements dus au bruit thermique dans
les autres directions sont négligeables (cf. [21]).

2.1 Bruit thermique pendulaire

Le bruit thermique pendulaire, comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, s’exprime
par (pour des fréquences supérieures a la fréquence de pendulaison) :

Pty
M,,w>

M, étant la masse d'un miroir. Il reste donc a déterminer ¢, en fonction des pertes internes
au fil.

7% = 4kgT

(2.1)

Le mouvement pendulaire est déterminé par deux forces: la force de gravitation et une
force due a la raideur du fil. ’équation du mouvement de la masse suspendue est alors

M,,& = —kyx — nk;x (2.2)

ol = est la position du miroir dans 'axe du faisceau, k, = M,,g/L, est la constante de
rappel due a la gravitation et k; la constante de rappel due & la raideur d’un fil tendu

(n = 4 fils suspendent le miroir) :
ki =\ ToEI/2L; (2.3)

ou T est la tension d’un fil, (un quart du poids de la masse suspendue puisqu’il y a 4 fils
de suspension), E le module d’Young du matériau et / le moment d’inertie de la section
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I = [r?dxdy, r étant la distance & 1’axe par rapport auquel se fait le mouvement ; pour
un cylindre, I = 7R*/4, out R est le rayon du fil. Pour les sections de fils de suspension que
l'on considere, k; < kp.

La force de rappel gravitationnelle k,z n’est pas dissipative; la force de rappel due a
la raideur du fil fait intervenir un angle de pertes interne au matériau du fil ¢, : k; —
ki(1 4+ idy). L’équation 2.2 devient alors, en analyse spectrale

M,w*% = —k(1 +i¢,)7 (2.4)

ou k ~ k,, ¢, = ¢uki/k,. L’angle de pertes du mouvement pendulaire ¢, s’exprime donc
en fonction de I’angle de pertes du matériau de la suspension par [27]

1 |EI

== 2.5
2L, \| Ty (2:5)

¢p(w) = ¢w (w)

Si on choisit la section du fil de maniére & étre & une fraction & de la limite élastique R,,

0) = 03\ oo (2.6)

La solution de référence de Virgo comporte des fils de suspension en acier (« cordes a
piano »); ceux supportant les miroirs d’entrée de 21,2 kg ont un diametre de 280 ym et
ceux supportant les miroirs de fond de 42,4 kg ont un diamétre de 400 pm. Pour des fils
d’acier, le module d’Young est de 210 GPa et la limite élastique 1,7 GPa; le diameétre est
calculé de facon a ce que chaque fil soit & 50 % de sa limite élastique. On trouve alors que
si les pertes internes ¢,, sont constantes et égales & 1073, le mode pendule a un angle de
pertes de 7,83.10~7 pour les miroirs d’entrée et de 1,107.107% pour les miroirs de fond.

Le bruit thermique pendulaire est alors

10Hz\ "
Tior = 5,47.10_18 (TZ> m/V Hz (27)
et la sensibilité spectrale en h

- 10Hz\ "/
b = 3,65.1072! (TZ> /V/Hz (2.8)

2.2 Bruit thermique des modes violon

Chaque fil de suspension des blocs cylindriques vibre selon ses modes propres; cette
vibration est excitée par le bruit thermique. Ces modes sont appelés « modes violon ».
La masse suspendue est mise en mouvement par ces vibrations.
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\ )
| NI |

F1G. 2.1 — Différents modes de résonance des suspensions

[ L —

Pour calculer le bruit thermique des modes violon, on identifie chaque résonance a un
oscillateur & pertes. Le bruit thermique s’écrit alors sous forme de série |27, 44]

4k T & 2
= el 5 Pun (2.9)

WS |3~ W)+ G

ol w, est la pulsation du n® mode violon et y, sa masse effective. On doit sommer sur les
4 fils de suspension. On néglige la raideur dans le calcul des fréquences de résonance (ce
qui est justifié pour un fil fin tendu). Les fréquences de résonance sont alors multiples d'un

fondamental
1 /T
= =n—_/— 2.10
f nfi n2Lp S ( )

ot Tj est la tension d’un fil, p sa densité et S sa section.

La masse équivalente de chaque mode, comme on le démontrera avec le modeéle a constantes
réparties, vaut

2
_ My w,

i = (2.11)

2
2 w;
ol wy, > wy, w, étant la pulsation du mode pendule.

On suppose que ¢, (w) est, a une fréquence donnée, identique pour chaque mode ¢,, = ¢, ce
qui peut étre vrai par exemple si il s’agit de pertes internes indépendantes de la géométrie
de la vibration. On démontrera par ailleurs dans le paragraphe 2.3.6 que ’angle de pertes
des modes violon est double de I'angle de pertes du mode pendule

by = 20, (2.12)

Pour approximer le bruit en dehors des fréquences de résonance, on somme le bruit des
deux modes violon les plus proches w,, et w,,1 et on cherche la contribution a la fréquence
(wn + wWpt1)/2. On trouve alors un bruit hors résonance des modes violon, pour les quatre
fils de suspension d’un miroir, égal a

166, (w)w?

i’ = 4kpT
¢ B Mww?

pour f > f (2.13)
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oll wy est la pulsation du premier mode violon. Ce résultat peut aussi s’écrire, en exprimant
wp et wp en fonction des caractéristiques du fil,

N 64 ¢, (w)m
7 = 4kBTF% pour f > f; (2.14)

ou my est la masse du fil. D’ou, pour 'ensemble de l'interférometre, un bruit des modes
violon hors résonance

100 Hz \ **
F=4,2.10"2 <7Z> m/VHz (2.15)

et la sensibilité spectrale en h

3/2
hy = 2,3.10 2 (IO?CHZ> /VHz (2.16)

Le bruit hors résonance des modes violon est en-dessous du bruit des modes internes du
miroir. On ne s’en soucie donc pas; on cherche seulement & diminuer le nombre de pics de
résonance (de largeur trés petite puisque le coefficient de qualité est élevé). Pour diminuer
le nombre de pics parasites dans le spectre de sensibilité de I'interféromeétre, on a intérét a
avoir le fil le plus fin possible.

On obtient, pour f < fi,

{Z‘Z _ 4]€BT 8@51,(,()127 i
w Mwt = n

(2.17)

En utilisant $°°, 1/n* = 71/90, on a

;fz _ 4]€BT% ¢Um?c
w 45 M3w§

(2.18)

Dans ces conditions, avec les données employées pour la construction de Virgo [21], la
sensibilité de l'interféromeétre limitée par le bruit thermique des fils est celle de la figure
2.2.
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F1G. 2.2 — Bruit thermique des fils - Modéle avec série de résonateurs

Sur la figure, les deux lignes droites donnent ’amplitude du sommet des pics des modes
violon et le bruit des modes violon en dehors des résonances. La courbe en trait continu
figure la somme des bruits pendulaire et des modes violon. Les courbes en pointillés
représentent la contribution du pendule seul et celle des deux premiers modes violon.
Le bruit des modes violon hors résonance est légerement sous-estimé, car ’approximation
du bruit par la somme des deux modes violon les plus proches est insuffisante ; le facteur
exact de correction apparait dans le paragraphe suivant.

2.3 Modéle a constantes réparties

Je me propose de montrer ici un modeéle simple, utilisant des résultats déja connus pour
les lignes électriques hyperfréquences. Il permet le calcul du bruit thermique du mode
pendule et des modes violon simultanément. Ne sont considérées que les ondes acoustiques
transversales le long des fils de suspension, et seuls les déplacements dans la direction de
la cavité optique sont pris en compte. La masse suspendue est supposée ponctuelle.
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2.3.1 Equations de propagation

La propagation d’ondes transversales le long d'un fil dont on néglige la raideur est régie
par les équations [31]

0% T _
35
T =Ty (2.20)

p désigne la densité volumique du fil, S sa section, &(x,t) le déplacement transversal d'un
point situé a abscisse x du fil, Ty + T'(z, t) est la tension du fil au point x. Tj est la tension
constante du fil ; dans le cas des suspensions de Virgo, Tj est le poids du substrat divisé
par le nombre de fils de suspension. En notant v(z,t) = 90¢/0t, il vient immédiatement

ov 8T

pS— +—=0 2.21
8t ox ( )
ov 10T
—+—=——=0 2.22
or T, ot (2.22)
donc v(x,t), de méme que T'(z,t) et {(z,t), obéit a I’équation de propagation
*v 0%
el +c ta > =0 (2.23)
ol ¢; est la vitesse de propagation des ondes transversales,
T
2 0
= — 2.24
Ct pS ( )

La raideur du fil a été négligée ; ’équation de propagation qui en tient compte devient [45]

o’ 0% e
T— =pS— + El— 2.25
ox? " 0ot? Ot (2:25)
avec I = (w/4)r, r étant le rayon du fil. On vérifie sur le résultat final que le deuxiéme
terme du membre de droite est négligeable dans la gamme de fréquence intéressante pour
Virgo. Un développement complet tenant compte de la raideur a été effectué dans ’article

[46].

Les conditions aux limites sont :
a lextrémité fixe du fil (x = 0),

£(0,t) =v(0,t) =0 (2.26)
a Pextrémité ou est accrochée la masse M (z = L),
0%¢ o¢

ou f(t) est la force appliquée sur la masse.
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2.3.2 Analogie avec des lignes électriques

Les équations 2.22 sont formellement identiques a 1’élément de ligne

v(x) v(x+dx)
e YYYYYYYN -

pS

T(X) T(x+dx)
C=1UTo —_—

F1G. 2.3 — Analogie électrique formelle des équations de propagation

Ces équations sont également équivalentes mécaniquement a une série d’oscillateurs

p Sdx

k=To/dx

F1G. 2.4 — Schéma mécanique équivalent

L’analogie électrique permet d’utiliser immédiatement tous les résultats connus sur les
lignes hyperfréquences.

2.3.3 Reésolution des équations de propagation
La solution générale des équations 2.22, quelles que soient les conditions aux limites, s’écrit

T(x,t) = Fi(at —x) + Fy(et + x) (2.28)

o(z,1) = Ri[Fl(ctt ~2) = (et + )] (2.29)

C

F et F5 sont deux fonctions quelconques et I'impédance caractéristique R, est définie par

R, = \/pST, (2.30)
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En faisant une analyse harmonique des solutions,

T(z,t) = ™! [Tie " + Tye™| (2.31)
wwt
R,

ou 17 et T, sont deux nombres complexes, et

v(x, t) =

[Tre ™" — Tye'] (2.32)

y=if = cht (2.33)

En posant le coefficient de réflexion p(x) = %627’” = p(z = 0)e*"?, les grandeurs T et v
s’écrivent aussi

T(x,t) = e“te ™[l + p(z)] (2.34)

R,

v(x,t) = —e "*[1 — p(z)] (2.35)

L’impédance au point x se définit par

- T(w,z) 14p(x) Ao
Z(w,x) = o(@.7) _Rcl—p(x) = R.2(w, ) (2.36)

z(w, x) est 'impédance réduite au point x. Si zp est I'impédance réduite a l'origine, au
point x on aura

7z — tanh(yzx)

x

= 2.
1 — 2o tanh(vyx) (237)

De la condition & la limite x = 0 que l'on a exprimée découle p(0) = 1 donc Z; = oc.
L’équation établie en x = L permet de poser

Ty, =iwMuvg, — f(w) (2.38)

Le systéme global se modélise donc par

F1G. 2.5 — Analogie électrique des suspensions
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Si le fil a une longueur L, comme il y a quatre fils connectés & la masse suspendue, la force
f voit une impédance mécanique

R,
Ly =M 4 2.39
w= tanh(yL) (2:39)

2.3.4 Fréquences de résonance

La valeur de I'impédance 2.39 nous permet de calculer le mouvement de la masse M
lorsqu’on applique une force f

1
&L= o 5 oo (2.40)
—Mw? + ct tano(ﬂL)
Le dénominateur s’annule pour
4Ty
t L) = 241
an(BL) = - (2.41)

Pour le mouvement du mode pendule, SL < 1, on trouve donc la fréquence de résonance

wp =/9/L (2.42)

Les autres fréquences f,, vérifiant 1’équation 2.41 sont telles que tan(SL) = 0, soit
Ci
= =— 2.43
fa=nfy avee fi= b (2.43)

La modélisation par constantes réparties permet de calculer au passage la masse équivalente
des modes violon dans un modele ot on développe les résonances en série d’oscillateurs
mécaniques. Le rapport £,/ f, (équation 2.40) vaut approximativement

f_L_ 1

= S 2.44
fo = 2 i — ) (2.44)
ol
M w?
e T 9.45
= ( +w3) (2.45)
Wy = Wp (2.46)

™ TO
=y |2 2.4
Wn = Np 5 (2.47)

Ity est la masse équivalente du mode violon n.

Le développement 2.9 en série de résonateurs est donc valide, méme en dehors des
fréquences de résonance.
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2.3.5 Pertes acoustiques

Le modele décrit jusqu’a présent ne contient pas de pertes. On peut cependant compléter
le modéle.

Les pertes au point de contact des suspensions avec le support (z = 0) se modélisent
facilement en prenant la charge en bout de ligne Z, non infinie. On posera Z, = R par
exemple pour simuler un frottement au point de contact.

Pour simuler des pertes internes, on ajoute comme d’habitude une partie imaginaire a la
constante de raideur £ du schéma 2.4, ce qui revient sur le schéma électrique a multiplier le
terme 1/C du circuit électrique équivalent par 1+ i¢. on obtient alors le circuit équivalent

v(x) v(x+dx)
e YYYYYYYN -
pS
T(X) T(x+dx)
R=To/ w¢ J—
C=1To

F1G. 2.6 — Analogie électrique avec pertes

On est dans le cas général d'impédances quelconques

v(x) v(x+dx)
——{ >
Zy
T(X) T(x+dx)
Y2

FIG. 2.7 — Elément de ligne avec pertes

Il a fallu poser
Zy =ipSw (2.48)
w
Y= —— 2.49
2T To(1 +ig) (2.49)
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Le parametre v prend donc la nouvelle valeur
v=1\/21Yo=a+if (2.50)

ou f = w/c¢ et a = B¢/2. L’'impédance caractéristique R. = \/Z;/Y, ne change pas de
valeur au premier ordre (¢ < 1).

L’impédance vue par la force f vaut donc

1 + tan?(BL)
Zy =4R.aL
M Lt tan®(SL

4 (Mw _yp tn(3L) (1 - am))

«@?L? 4 tan?(SL) (2.51)

2.3.6 Bruit thermique

L’impédance mécanique étant connue, le bruit thermique est calculable. On suppose ¢
constant avec la fréquence.

Pour w, < w < 27 f;, on trouve le bruit du mode pendule pour la suspension d'un miroir

2
) (¢/2) w,
2 =4kgT——— 2.52
B MW (2:52)
En comparant avec I’équation 2.1, on voit que ’angle de pertes ¢ introduit dans ce modéle
est li¢ a I’angle de pertes du mouvement pendulaire ¢,

¢ = 2¢, (2.53)

Pour f > fi, en dehors des résonances des modes violon, on trouve un bruit thermique

8m o

~2 f

Dans I’équation 2.14, le bruit hors résonance ne tenait compte que des deux modes violon
les plus proches, et était légérement sous-estimé. En fait, comme on peut le voir ici, il
aurait fallu remplacer le facteur 64/7% par 8. L’angle de pertes de notre modéle étant celui

des modes violon (il définit la largeur & mi-hauteur des pics), il vient

Po(w) = 2¢p(w) (2.55)

2.4 Choix du matériau

Deux solutions sont possibles pour le choix du matériau. La premiere est d’optimiser le

facteur de renforcement K = ﬁ, ou ¢, est I’angle de pertes associé au mode pendule et ¢,,

Pw
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I’angle de pertes internes au matériau, en admettant que ¢,, est plus ou moins identique
dans tous les matériaux, indépendant de la fréquence et de I'ordre de 1073,

L’alternative est de minimiser les pertes thermoélastiques. Cela est équivalent & choisir la
fréquence vy du pic de Debye hors de la bande de fréquences ot le bruit pendulaire domine,
et & minimiser le facteur K¢y, ot

Ta2c?
¢o = c (2.56)

ol ¢? représente la vitesse du son des ondes transversales, ¢> = Ty/pS. La fréquence de
Debye se calcule par

K

=0,539———M—
N e (d)2)?

(2.57)

ol d est le diameétre du fil. En fait, les mesures existantes semblent montrer que ¢, est
indépendant de la fréquence [47, 48], de Pordre de ¢q [49]. C’est donc le facteur K¢ qu’on
optimise.

Pour déterminer la section, on choisit la plus petite possible dans des limites raisonnables
de sécurité, c¢’est-a-dire que la contrainte maximale se trouve a 50 % de la limite élastique
(indépendamment de ce qui peut exister en catalogue). Les calculs sont effectuées pour les
suspensions des miroirs d’entrée.

Les données se trouvent résumées dans le tableau suivant, ol p est la densité du matériau
(en kg.m™3), F le module d’Young (en GPa), Re la limite élastique (en MPa), C,, la
capacité calorifique massique (en J.kg!), a le coefficient de dilatation thermique (x107°),
d le diametre du fil (en micrometres), ¢y les pertes thermoélastiques (x1079) & la fréquence
de Debye, K = ¢,/¢, (x107?) le coefficient entre les pertes du mode pendule et les
pertes internes du matériau et enfin K¢y (x107°) les pertes si ¢,, = constante = ¢y. Les
caractéristiques des matériaux sont issues du catalogue [50].

‘ Matériau ‘ p ‘ E ‘ Re ‘ Cn ‘ « ‘ d ‘ oo ‘ K ‘ Kaoq ‘

Tungsténe dur | 19300 | 410 | 1380 | 133 | 4,50 | 310 | 970 1,35 | 1,31
Corde a piano 7850 | 210 | 1700 | 400 | 18 279 | 6500 0,783 5,09
Saphir 3980 | 379 | 280 | 753 | 5,8 688 | 1280 6,39 | 8,15
Quartz 2200 | 70 48 | 700 | 0,54 | 1660 3,98 | 16,0 0,0637
Silice fondue 2202 | 730 50 | 750 | 0,54 | 1630 3,87 | 15,7 0,0607
Cu98/Be2 8250 | 120 | 500 | 420 | 17 515 | 3000 2,01 | 6,04
Nickel 8900 | 206 | 490 | 460 | 12 520 | 2170 2,69 | 5,85
316 L 7930 | 190 | 860 | 400 | 17 392 | 5190 1,47 | 7,65
304 L 7930 | 190 | 176 | 400 | 17 867 | 5190 7,20 | 37,4
Cuivre 8960 | 250 | 250 | 385 | 17 728 | 3260 4,19 | 13,7
Niobium dur 8570 | 550 | 550 | 268 | 7,2 491 | 711 1,71 1,22
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Il apparait immédiatement que si les pertes internes sont & un niveau constant de 1’ordre
de 1073, la corde a piano est le meilleur choix, et I’angle de pertes qu’on peut attendre
alors est de ¢, = 7,8.107° pour la suspension des miroirs d’entrée. Si les pertes internes
sont de 'ordre des pertes thermoélastiques, alors le meilleur choix est une suspension en
silice ou en quartz: les chiffres pour ces matériaux sont intéressants en raison de leur faible
coefficient de dilatation. En fait, pour le quartz, la limite élastique ne peut pas étre atteinte,
il y a des lésions de surface pour des tensions plus faibles, et donc la section qui apparait
ici n’est pas réaliste [21].

2.5 Mesures de matériaux

M. Pham-Tu et moi-méme avons mené a Orsay une campagne de mesure des coefficients
de qualité des modes violon d’un fil tendu [49]. De la mesure de ’angle de pertes des modes
violon peut se déduire ’angle de pertes du mode pendule, moyennant certaines hypothéses
sur la dépendance en fréquence de cet angle de pertes.

2.5.1 Dispositif expérimental
Implantation mécanique

Le fil & tester est tendu entre deux étaux. Ces étaux, dont on peut faire varier la position
angulaire, sont solidaires d’une structure massive en aluminium formant un portique. Il
est possible d’insérer des espaceurs cylindriques dans les méchoires de 1’étau, pour tester
I'influence de 'espaceur et de son orientation sur I'angle de pertes (voir figure 2.8).

La tension du fil est réglable entre 1 et 10 kg au moyen d'un dynamomeétre.

L’ensemble de la structure se situe dans une enceinte a vide ou la pression résiduelle est
d’environ 10~° mbar.

Les vibrations du fil tendu sont excitées par une petite tige collée sur la membrane d'un
haut-parleur. Lorsque la tension alternative aux bornes du haut-parleur est suffisante (de
Pordre de 1 V), la tige vient frapper le fil. Si la fréquence d’excitation est voisine d’une
fréquence de résonance du fil, la vibration de celui-ci devient visible a I'ceil nu (de 'ordre
de la fraction de mm). Lorsque l’excitation est brusquement interrompue, 'oscillation
s’atténue lentement jusqu’a la position de repos.

Dispositif de mesure

Le dispositif de détection est constitué d’un laser de 1 mW et d’une photodiode en regard,
chacun situé a 'extérieur de I'enceinte, en face d’un hublot. Ces éléments sont montés sur
une table x-y qui permet un positionnement fin. Il est aisé de montrer que la lumiére recue
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F1G. 2.8 — Dispositif expérimental de mesure des coefficients de qualité des fils
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varie avec

1 T —20+ R 1 r—x0— R
P=P,x|l——-erf| ———— | + —erf| — + Pofse 2.58
s ) e ()| e e

ou x est la variation de coordonnée du fil, xy une abscisse absolue, lue sur un vernier, Py,
la puissance émise par le laser et Pygeet un décalage des tensions dii au courant d’obscurité
de la photodiode et a la lumiére ambiante résiduelle. La fonctions erf est définie par

erf(z) = % /OI e du (2.59)

L’expérience permet de vérifier cette formule et d’estimer la valeur des différents parametres
(figure 2.9).

Lors d’une excitation sinusoidale, le signal est amplifié & I'aide d’un amplificateur bas bruit,

filtré par un amplificateur sélectif pour éliminer le bruit hors de la fréquence de mesure
(figure 2.10).

Un analyseur de spectre permet la mesure précise de la fréquence de résonance. Il permet
également de constater si la résonance est dégénérée ou non. Pour la mesure du temps de
relaxation, le signal est redressé puis filtré, ce qui permet de ne conserver que ’enveloppe.
Un oscilloscope et un micro-ordinateur font 1’acquisition du signal; un programme
d’ajustement de courbe exponentielle permet alors le calcul du temps de relaxation.

Mesure de la position du fil

V),
>

N
n
[}

~
[&)]

tension sur la photodiode
[ 3

o

)
o

0.75 |

05 |

0.25 |

o S e T O S Y
10.2 10.4 10.6 10.8 " 11.2 11.4 11.6

position vernier (mm)

F1G. 2.9 — Caractéristique du systéme de mesure du mouvement du fil
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TUNESTEN.
d= 0.25 MM
T=4 hg
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F1G. 2.11 — Détection de la relazation

i | TUNGSTEN
% d=20.25 "m
T= 4 kg
1+

R
3
¥ ¥
fraquence 207.2
AR 0.999651
TAU 273 sec.
Q 1.78e+003 .
\ . . . , : ; . . ¥
y 267 249 250 332 373 413
) a1 a3 124 166 a3,

F1G. 2.12 — Estimation des parameétres de la décroissance
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Pour cette expérience, le fil est une corde a piano (acier) de 400 pm de diameétre (ce que ’on
retrouve par la largeur a mi-hauteur de la courbe). Un ajustement des parameétres permet
de déduire que le faisceau a une largeur de w = 134 pm sur le fil, le faisceau laser incident
induit une tension de 1,8 V en "absence de fil, la position du vernier ot un maximum de
lumiére est cachée par le fil est xg = 10,9 mm et la tension d’écart est 0,17 V. Le maximum
de sensibilité aux vibrations du fil est obtenu lorsque le fil cache la moitié de la lumiére du
faisceau incident, c’est-a-dire lorsque la tension continue sur la photodiode est de I'ordre de
1 V. La réponse est alors quasiment linéaire, et le systéme de détection a une dynamique
de 11,2 V/mm.

Les courbes recueillies aprés redressement et filtrage ont bien la forme d’une exponentielle
décroissante, comme le montre la figure 2.11 prise pour un fil de tungsténe de diametre
250 pm, tendu par une force d’environ 40 N.

Une échelle logarithmique en axe vertical (amplitude de l'oscillation) permet de vérifier
la loi exponentielle de décroissance et permet l’estimation des différents parameétres (par
exemple, pour la méme mesure que ci-dessus, cf. la figure 2.12).

Chaque mesure est répétée plusieurs fois; 'erreur sur le résultat est variable, suivant le fil
étudié; elle est de I'ordre de 5 %, avec une valeur extréme de 50 %. Lorsque 'incertitude
sur la mesure est grande, c’est que la résonance est dégénérée et deux vibrations voisines
sont excitées. Le signal, aprés détection, est alors ondulé, ce qui affecte beaucoup la valeur
de 'angle de perte calculé.

2.5.2 Influence des espaceurs

Deux types d’« espaceurs», cales introduites dans les méachoires des étaux, ont été essayés.
Les premiers sont des cylindres d’acier, les seconds des plaques. Les résultats ne montrent
pas d’influence évidente du type d’espaceur sur le résultat de la mesure, pour les mesures
sur une corde a piano de diameétre 400 pm (figure 2.13). Chaque mesure de coefficient
d’angle de pertes du mode violon ¢, est convertie en angle de pertes internes du fil ¢,,. La
courbe des pertes thermoélastiques est inscrite a titre de référence.

2.5.3 Influence de la tension du fil

La tension du fil ne parait pas beaucoup influencer ’angle de pertes internes. L’exemple
d’un fil de tungsténe est résumé par le graphique 2.14. Sur cette courbe, les coefficients
de qualité mesurés sont convertis en pertes internes ¢,. La courbe de dissipation
thermoélastique est imprimée pour référence.

Les pertes internes sont de ’ordre de 1073, et ne semblent pas dépendre de la fréquence.
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F1G. 2.13 — Influence des espaceurs sur l'angle de pertes
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2.5.4 Comparaison aux pertes thermoélastiques

Pour certains matériaux, les résultats sont treés proches des pertes thermoélastiques. Par
exemple, pour un fil cuivre-béryllium, les pertes sont celles de la thermoélasticité lorsque
celles-ci sont élevées (fréquences au-dessus de 200 Hz, figure 2.15).

Cug8 / Be2

0 g I S LA - :

r file: a\cube3 ! Q(wire - thermoelast)
[ S v Qviolin) o

o Q(wire

0 b s et s __,( ) e T

~'Y = 140 GPa
L : diam=250 pum ]

¥ v ¥ v 1 - T= 1kg

10 100 1000 10000
Frequency (Hz)

F1G. 2.15 — @ d’un fil cuivre-béryllium

2.5.5 Pertes internes pour différents matériaux

Pour chaque matériau, on donne le diameétre du fil (en microns), la fréquence du pic de
Debye, le facteur K = ¢,/¢,, la tension du fil (en kg). La longueur du fil tendu entre les
étaux est d’environ 0,94 m.

Pour chaque mesure, on donne le numéro de I’harmonique, sa fréquence, le nombre de
mesures effectuées, le coefficient de qualité du mode violon mesuré et le coefficient ¢,, qui
en est déduit. Lorsque plus de 3 mesures ont été faites, ’écart type est calculé.
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Corde a piano

Le fil a un diamétre de 400 pum, le pic de Debye est & vy = 57 Hz, le facteur K vaut 7.1073,

la tension est de 6 kg.

(o] fi| N]Qu(x10°) | ¢yy(x107°) |
1127 5[1,01+0,05] 1,4+0,07
21253 211,67 0,86
31330 3[0,36£0,2| 40+2
41507 211,85 0,77

6| 762 71]0,66+0,06| 0,66+0,06

Aux alentours de la fréquence de Debye, les pertes thermoélastiques dominent.

Tungsténe dur

Le fil a un diameétre de 250 pum, le pic de Debye est a 1y =
4,06.1073, la tension est de 5,4 kg.

Y

fi | N | Qu(x10°%) | ¢,(x107%) |

1]122] 5]3440,23 0,72+0,04
2245 | 7]4,0+0,16| 0,6140,02
31367| 6]0,79+0,17| 3,11+0,7
31366 | 4] 2,52+0,15| 0,980, 06
41490 | 11,56 1,58
51612 1|24 1,02
6735 | 1235 1,05
71857 1234 1,05

Cuivre-Béryllium

Le fil a un diameétre de 250 pm, le pic de Debye est & vy = 1000 Hz, le facteur K vaut

5,51.1073, la tension est de 1 kg.

(0| fi| N]Qu(x10%) | ¢(x1077) |
1| 73] 212,29 0,8
21245 711,55+0,3| 1,2+0,2
31218| 2]1,76+0,2 | 1,03+0,1
412901 1]1,6 1,1
51363 1]14 1,3
6436 1]1,1 1,7
715081 1]1,1 1,7

2330 Hz, le facteur K vaut
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Nickel-Chrome

Le fil a un diametre de 250 pum, le pic de Debye est & vy = 110 Hz, le facteur K vaut
3,67.1073, la tension est de 3 kg.

(0| fi| N]Q.(x10%) | ¢(x1077) |
1136 21,3 2.1
21271 ] 31213+0,07] 1,28+0,04
31408 | 310,57+0,03] 48+0,3
4544 | 41]1,1840,44] 2,3+0,9
51678 | 41248940,37] 0,94+0,12
6814 23,6 0,76
71950 213,9 0,7

Niobium écroui

Le fil a un diameétre de 250 pum, le pic de Debye est & vy = 805 Hz, le facteur K vaut
4,36.1073, la tension est de 1,2 kg.

(n]| fi | N]Qu(x10°) | ¢u(x10?) |
1] 87| 7]4,27+0,45] 0,54+0,05
21175 | 214,45 0,51
31262 214,25 0,54
41350] 2139 0,59
51437 2126 0,88
6526 2123 1,0
gl701| 11271 0,85
91789 112,34 0,9

Titane Ti90/Al6/V4

Le fil a un diametre de 250 pum, le pic de Debye est & vy = 400 Hz, le facteur K vaut

3,46.1073, la tension est de 2 kg.

(0| fi| N]Q.(x10%) | ¢(x1077) |
1]160] 231 0,93
21319] 31[3,34+0,05] 0,9+0,02
314781 31 1,454+0,02] 2,00+0,03
41637] 11214 1,35
517981 2121 1,38
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Tungsténe Rhénium

Le fil a un diameétre de 200 pm, le pic de Debye est & vy = 3565 Hz, le facteur K vaut
4,81.1073, la tension est de 2 kg.

In|  fi| N| Qu(x10°) [ u(x107%) ]
1] 188] 5 57+0,5 | 0,42%0,04
2| 376 3 2,6+0,13 | 0,91%0,04
3] 564 2 3,4 0,7
5| 940 | 2 1,74 1,37
6| 1128 | 3 |3+0,05 0,8£0,02
71317 3 3,67+0,16| 0,77%0,04

Saphir

Le fil a un diameétre de 110 pm, le pic de Debye est & vy = 2500 Hz, le facteur K vaut
2,08.10 3, la tension est de 650 g.

[ /i [N Qu(x10%) [ pu(x10 %) |
2221 2104 12

444 | 3 | 5,7+ 0,2 0,85%0, 03
665 | 4 |48+0,2 1,00+0, 04
838 | 2| 4,4 1,1

= ol o = B

Les pertes mesurées pour le saphir sont beaucoup moins intéressantes que ce a quoi on
pouvait s’attendre. Peut-étre ici n’est on pas sensible aux pertes internes mais a des pertes
de frottement aux points de contact.

2.5.6 Choix du matériau

Les mesures précédentes semblent montrer que les pertes internes ¢, (w) sont constantes
sauf si l'on est au voisinage de la fréquence de Debye ou les pertes thermoélastiques
dominent (comme par exemple pour la « corde & piano»).

Le choix d’un matériau pour le fil prend donc en compte:

— Un facteur de pertes internes ¢,, faible et une fréquence de Debye suffisamment
élevée, au-dessus de la bande de fréquence ot le bruit pendulaire domine, par exemple
vy > 500 Hz.

— Un facteur K = ¢,/¢,, suffisamment faible.
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Le premier repére permet de retenir, parmi les matériaux mesurés, le tungstene et le
tungsténe-rhénium parce que leur fréquence de Debye est particuliérement élevée (grande
conductivité thermique et faible capacité calorifique), et le niobium parce que ses pertes
internes sont particuliérement faibles. Le deuxiéme repére retient la corde & piano dont le
facteur K parait intéressant. Pour ces quatre derniers matériaux, on suppose ¢,, constant,
égal & ce qui a été mesuré pour les premiers modes. L.’angle de pertes du mode pendule est
alors, pour des suspensions pouvant supporter les miroirs d’entrée de Virgo

Matériau Ow K bp

Tungsténe 7.107* | 1,35.107% | 9,5.107°
Tungsténe-rhénium | 4.10~* | 1,35.10~ | 5,4.10°7
Niobium 5,5.107* [ 1,71.1072% | 9,4.10°°
Corde a piano 9.10* |7,83.10~* |7,0.10°7

La différence finale entre les différents matériaux n’est pas trés importante. La valeur pour
la corde a piano est trop optimiste: sa fréquence de Debye est basse (141 Hz), on est
sensible aux pertes thermoélastiques. En fait, la comparaison entre le modéle de pertes
constantes ¢,, = 1073 et un modele o1 les pertes sont la somme quadratique de ces pertes
constantes et des pertes thermoélastiques montre que la différence n’est pas trés sensible
(cf. figure 2.16).

Le Tungsténe-Rhénium semble meilleur. Cependant, comme la premiére fréquence de mode
violon est aussi plus basse, le gain réel en sensibilité n’est pas trés important (figure 2.17).
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FI1G. 2.17 — Comparaison entre un fil en acier (trait plein) et un fil en tungsténe-rhénium
(trait pointillé) pour la sensibilité de l'interférométre
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2.6 Conclusion

Le bruit pendulaire est simple a calculer lorsqu’on connait la fonction de dissipation. Il
faut donc pouvoir exprimer les pertes en fonction des pertes internes du matériau.

Le bruit des modes violon peut se calculer en identifiant chacune des résonances & un
résonateur. La seule difficulté est le calcul des masses équivalentes de chacun des modes.
Un modeéle & constantes réparties, équivalent & un circuit électrique hyperfréquence, a
I'intérét d’expliquer simultanément le bruit pendulaire et le bruit des modes violon, et de
fournir les masses équivalentes de ces derniers. Il permet également de modéliser les pertes
de recul ou les fuites aux points d’attache. On établit un rapport entre le coefficient de
qualité du mode pendule et celui du mode violon qui serait observé a la méme fréquence.

Les discussions du chapitre précédent sur les processus de dissipations autorisent un choix
a priori du matériau pour au moins minimiser les pertes par effet thermoélastique. Les
mesures effectuées & Orsay peuvent étre comparées aux prédictions de la thermoélasticité.
On constate alors que les pertes semblent avoir un seuil constant auquel se superposent les
pertes thermoélastiques lorsque celles-ci sont dans la gamme de mesure.

[’ensemble de ces considérations permet une estimation du bruit thermique des suspensions
a attendre pour Virgo. En fait, il n’est pas trés différent de celui qu’on obtient avec un
modeéle simple de corde a piano, sans pertes thermoélastiques.

Le bruit de position des miroirs dus au mouvement pendulaire thermique est donc

1002\ | —
Tiop = 5, 5-10718 <TZ> m/ Hz (260)
et la sensibilité spectrale en h correspondante

~ 10H 5/2
by = 3,6.107%! (%) /v/Hz (2.61)

Pour améliorer sensiblement ce résultat, il faut soit refroidir les fils, soit trouver un matériau
a tres faibles pertes. La solution qui consiste a suspendre le miroir par deux boucles de fils
peut également étre remise en cause, pour trouver un nouveau systéme.
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Chapitre 3

Bruit thermique des substrats des
miroirs

Chaque mode de vibration interne des substrats cylindriques des miroirs est excité
thermiquement. Un calcul précis du bruit simulant une onde gravitationnelle doit tenir
compte de la déformation de la surface et de son couplage avec un faisceau lumineux.

La démarche suivie commence par modéliser chaque mode de résonance par un résonateur
unidimensionnel. Le premier parameétre a évaluer est la fréquence de résonance. On
rappellera la méthode de Hutchinson permettant de calculer celle-ci. Cette méme méthode
fournit les outils pour calculer la déformation en chaque point du solide, et donc, pour
une énergie acoustique donnée, ’amplitude de déformation en chaque point de la surface
et le déphasage produit sur le faisceau lumineux. Le calcul de la masse équivalente dans
le modeéle de 'oscillateur est alors aisé.

Le calcul du bruit thermique interne des masses nécessite encore la connaissance du facteur
de dissipation ¢(w), que l'on peut obtenir expérimentalement. La limitation de sensibilité
de I'antenne gravitationnelle due a ce mode de vibration peut alors étre évaluée.

3.1 Fréquences de résonance des miroirs

3.1.1 Calcul des fréquences

La détermination des fréquences de résonance d’un solide peut se faire par un programme
d’éléments finis. Pour un cylindre libre dans I’espace, il existe une méthode de calcul plus
précise, développée en 1980 par J.R. Hutchinson [51]. L’intérét de cette méthode n’est pas
dans la précision qu’elle permet dans le calcul des fréquences de résonance; il est dans les
calculs qu’elle permet par la suite: déformation de la surface et couplage avec un faisceau
gaussien, calcul de I’énergie acoustique stockée, toutes opérations beaucoup plus laborieuses
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avec un programme par éléments finis. La méthode utilise les équations de propagation des
ondes acoustiques dans les milieux continus. On supposera pour ce calcul des fréquences
que les ondes acoustiques se propagent sans atténuation.

Les substrats des miroirs de Virgo peuvent étre considérés comme libres dans 1’espace,
c’est-a-dire avec des contraintes nulles en tout point de la surface. Dans la solution de
référence de construction de Virgo, ces substrats sont accrochés par deux boucles de fils
métalliques. Ces fils n’exercent des contraintes que localement, aux points de contact.

Une onde acoustique se propage suivant I'équation
pOrit = pAi 4+ (A + p)grad (div @) (3.1)

ou # est le déplacement d’'un point quelconque du solide, A et p sont les coefficients de
Lamé. En analyse harmonique, @ = (T, , 2)e™*. On ne considére que le phaseur u, par
la suite.

Il parait naturel de rechercher des solutions en coordonnées cylindriques a I’équation 3.1.
A.E.M. Love [52] en a fourni trois indépendantes :

Oy Jn(6r) cos(az — £5) cos(ng + o)
iy (r,¢,2) = | =% Ju(67) cos(az — £5) sin(ny + ¢o) (3.2)
—a J,(67)sin(az — £5) cos(ng + ¢o)

—ad, J,(0r)cos(az — £F) cos(ng + @)

Uy(r,p,2) = | @ J,(Br)cos(az —£F) sin(ny + @) (3.3)
—(%  Ju(Br)sin(az — £X) cos(ny + ¢o)

—2 J,(Br) cos(az — £5) cos(ng + ¢o)

tis(r, ¢, 2) = | 0, Jn(Br)cos(az — £F) sin(ng + ¢o) (3.4)
0

z est la coordonnée le long de I'axe du cylindre, r la coordonnée radiale et ¢ la coordonnée
angulaire. L’origine est fixée au centre du cylindre. J, est la n®fonction de Bessel. Les
solutions d’A.E.M. Love montrent que n est le nombre de diameétres nodaux et que & est
un indice de parité indiquant si les faces opposées vibrent en phase (£ = 1) ou en opposition
de phase (¢ = 0). Cette classification des résonances est cohérente avec les observations de
Mac-Mahon [53] en 1964.

L’onde u; est longitudinale, @5 et w3 sont des ondes transversales, c¢’est-a-dire que rotu; = 0
et div 62 = div 63 =0.

Pour vérifier ’équation de propagation des ondes acoustiques, les coefficients «, § et 6 sont
tels que

(3]

oF 462 = (3.5)
&
2
252 _ Y
o= (3.6)
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ol les vitesses des ondes longitudinales et transversales sont définies en 1.33 et 1.34.

Une onde acoustique doit vérifier I’équation 3.1, ainsi que
O(z,y,2)p =0 (3.7)

ol u est la coordonnée normale & la surface et v une coordonnée quelconque. Comme nous
l’avons montré, 3.7 est un ensemble de 9 équations (3 équations pour chacune des trois
surfaces du cylindre).

Il est impossible d’annuler toutes les contraintes sur les surfaces du cylindre avec une
des ondes de Love. L’idée de J.R. Hutchinson est d’utiliser un ensemble de combinaisons
linéaires de celles-ci

iy = 2C1Uy (aa, 04) + Cotiz(va, Ba) (3.8)
UB = 20361(53, OZB) + 04172(53, O(B) (39)
o = 2Cg; (OZC, 50) + C5ﬁg(ac, ﬁc) (310)

et on recherche une solution générale sous la forme:

NZ NR NZ
U= AzﬁAl + Z BjﬁBj + Z Ckﬁck (3.11)
i=1 =1 k=1

ol vy , Ba, 64 ont les indices i, ag, Bp et dp ont les indices j, et a¢ , B¢ et 6¢ les indices
k. Les entiers NR et NZ donnent le nombre d’éléments retenus dans la série. On les choisit
de fagon a ce que la convergence soit acceptable [54] et tels que

H
NZ = NR— 3.12
SR (3.12)
R est le rayon du cylindre, H en est 1'épaisseur.

Il est alors possible de calculer les tenseurs de déformation et de contraintes (voir [55] pour
le calcul détaillé).

Il faut annuler 3 contraintes sur chacune des surfaces, soit en z = +H/2:

Oar, =0 (3.13) O, =0 (3.14) Ocr. =0 (3.15)

Oap, =0 (3.16) 0y, =0 (3.17) Ocp. =0 (3.18)

Oa.. =0 (3.19) 0p.. =0 (3.20) Oc.. =0 (3.21)
etenr=R:

Oar, = (3.22) O, =0 (3.23) Ocr, =0 (3.24)

0
Oae =0 (325)  fOpn =0 (326) B =0 (3.27)
0

Oarp =0 (328) O, =0 (329)  Ocppo=0 (3.30)
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Soit donc 18 contraintes & annuler.

Parmi ces 18 équations aux limites, les équations 3.13, 3.15, 3.16 et 3.18 permettent d’établir

Qy, = Qg (331)
in(,or — £7/2) = 0 (3.32)
sin(a g, SR T/2) = )
(3.33)
L’équation 3.23 fournit
J;(aBjR) =0 (3.34)

Les équations 3.22, 3.24 et (3.14 et 3.17) impliquent des relations entre C; et Cy, entre Cj
et Cy, entre C5 et Cg. On peut donc déterminer ces 6 coefficients, pour que les équations
décrites soient vérifiées.

Les 9 équations aux limites restantes impliquent des relations matricielles entre les
coefficients A;, B; et Cy: elles fournissent les nombres a;, bj, ¢, @, bj, i, 44, bij, C; tels
que

NR
a; A +)_bijBj +¢;Ci =0 i=1,2,...,NZ (3.35)
7j=1
NZ B NZ
Y aAi+b;B;j+> ¢;C;=0 j=1,2,...NR (3.36)
i=1 =1
NR R
a; A +)_bijBj +¢C; =0 i=1,2,...,NZ (3.37)
j=1

Sous forme matricielle, ceci peut s’écrire

a Q cl (A
a 13 cl|Bl=1]0 (3.38)
a b ¢| \C

ol a, ¢, b, a et ¢ sont des matrices diagonales. Définissons les matrices suivantes,

a* =a—c(é) a (3.39)
a*=a—¢(6)'a (3.40)
b =b—c(&)'b (3.41)
b =b—c(¢)”'h (3.42)
d="b"—a*(a*) b (3.43)
les matrices A, B et C doivent vérifier
dB =0 (3.44)
A=—(a")"'v"B (3.45)

C'=—(¢)"|aA +bB] (3.46)
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On trouve finalement qu’il faut annuler le déterminant de la matrice d. Seules certaines
fréquences sont solutions. Parmi celles-ci, il faut encore retirer celles qui correspondent
a une dégénérescence des matrices, qui sont appelées fausses fréquences. Les solutions
restantes sont numeérotées par un indice m.

Chaque fréquence de résonance est donc caractérisée par trois nombres

— D’ordre circonférentiel n qui indique le nombre de diamétres nodaux,

— la parité £ qui vaut 1 (modes impairs) si les faces opposées vibrent en phase et 0
(modes pairs) si elles vibrent en opposition de phase,

— un numéro d’ordre m pour n et £ donné.

J’ai développé le code « CYPRES » [56] qui calcule les résonances d’un cylindre par la
procédure qu’on vient de voir, et le bruit thermique par la méthode qu’on va décrire par
la suite.

3.1.2 Mesures des fréquences de résonance

On remarque que la valeur calculée semble étre une valeur approchée par excés: quand
on fait croitre NR et NZ, la fréquence diminue. Une convergence intéressante est obtenue
lorsque le plus petit des deux termes vaut 4 (cf. [51]).

Il est intéressant de comparer les fréquences de résonance obtenues avec des mesures; c’est
ce que Hutchinson a fait en comparant ses résultats aux mesures effectuées par Mac-Mahon.
Pour les substrats en silice fondue (Hérasil) des miroirs de Virgo, nous pouvons également
comparer les prédictions aux mesures effectuées a Orsay |57, 58, 49| sur des blocs de 50
cm de diametre et 18 cm d’épaisseur (77 kg), et aux résultats fournis par le logiciel aux
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¢léments finis SYSTUS [59]:

Programme Mesures Eléments finis

« CYPRES » [57] [58] [49] SYSTUS

Mode freq. | freq. A freq. A freq. A freq. A

n,&,m Hz Hz % Hz % Hz % Hz %

2.1.1 3422 | 3430 0,23 | 3394 0,82 | 3394 0,82 | 3542 3,4
3544 3,4

0.1.1 4773 | 4773 0 4735 0,02 | 4735 0,02 | 4923 3,1

2.0.1 5618

3.1.1 6243 6227 0,26

1.0.1 6247 | 6250 0,05

0.0.1 6938

1.0.2 7153 7268 1,3

1.1.1 7569 7626 0,8

3.0.1 8572

41.1 8974

L’écart A est calculé avec (valeur calculée - valeur mesurée) / valeur calculée. Certaines
fréquences n’ont pas été mesurées: lorsque les mesures ont été menées, le programme de
calcul des fréquences n’existait pas; il est difficile alors de rechercher des résonances trés
étroites dans un spectre lorsqu’on n’a pas d’indication sur le lieu ou les trouver. De plus,
ces mesures n’avaient pas pour but une recherche systématique des résonances, mais une
mesure des coefficients de qualité.

On remarque que le programme par éléments finis prédit des valeurs légérement surévaluées,
ce qui est normal : le pas fini de la maille augmente la raideur du solide. Deux valeurs sont
parfois données par SYSTUS, correspondant a deux résonances de formes identiques mais
I'une avec une symétrie suivant (Ox), et 'autre suivant (Oy). L’accord entre les valeurs
prédites et les valeurs mesurées semble trés bon, inférieur & 1 % dans la plupart des cas.
Il n’est sans doute pas possible de réduire encore cet écart. D’une part, la précision de
la fréquence prédite est limitée par le nombre de termes NR et NZ retenus dans la série
et par la précision des données dont on dispose sur le matériau (1 %). D’autre part, de
légers écart & la forme cylindrique idéale peuvent également provoquer une variation des
fréquences.

Enfin, le bon accord permet de vérifier que la suspension par deux boucles de corde & piano
ne change pas notablement les conditions par rapport a un miroir libre dans 'espace.
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3.2 Calcul des masses équivalentes

3.2.1 Deéplacement équivalent pour un faisceau gaussien

Un des coefficients A;, B; et Cj doit étre choisi arbitrairement (par exemple A;). Les
équations 3.44, 3.45 et 3.46 permettent alors de calculer la déformation de la surface, mais
I’amplitude est arbitraire.

La donnée de la fréquence de résonance d’'un mode donnée et du coefficient A; par exemple
permet de calculer ’ensemble des autres coefficients et donc la déformation de la surface,
avec une amplitude arbitraire (fixée par A;).

Un mode TEMgy, dont le col a une dimension w sur la surface du miroir verra donc un
déplacement

Az = / u,(r, p, 2 = h)P(r, @) rdrdyp (3.47)
surface

ol P est la distribution d’intensité de lumiére,

2

Plr, ) = % exp(~2 ) (3.48)

Si le faisceau est centré, D = r, sinon D = \/r2 + d? — 2rd cos(¢p — ¢1). Ici d est la distance
entre le centre du faisceau et 1’axe du miroir, ¢, est un angle relatif a ’axe (Oy) par exemple.

Avec les formules de déplacement (3.2) (3.3) (3.4), on voit immédiatement que si le faiscean
est centré sur le miroir et si n > 1, alors Az = 0 (l'intégrale suivant ¢ s’annule). Seuls
les modes n = 0, a symétrie cylindrique, appelés « modes tambour », sont donc bruyants.
Les miroirs de Virgo n’étant ni des cylindres trés plats ni de longs tubes, la fréquence de
résonance la plus basse (mode 2.1.1) ne donne donc pas de bruit pour la détection. Le
mode bruyant de plus basse fréquence est alors le mode 0.1.1.

3.2.2 Calcul de I’énergie acoustique stockée

Le parameétre suivant du résonateur a obtenir est la masse effective. Pour cela, on calcule
la densité d’énergie potentielle acoustique stockée 33|

d€ = B (Z E) 2 + p 2}; Efk] dv (3.49)

ou Fj; est le tenseur de déformation.

La trace du tenseur de déformation peut se calculer analytiquement : elle est nulle pour les
ondes transversales puisqu’il n’y a pas variation de volume, et son expression pour les ondes
longitudinales est simple. Le deuxiéme terme par contre doit étre intégré numériquement.
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Pour une amplitude donnée, on peut donc calculer 1’énergie et le déplacement équivalent
vu par un faisceau gaussien; Si Az représente le maximum de déplacement, on peut définir
une masse effective de résonateur par

1
§Miwi2A22 =& (3.50)

ou i est I'indice du mode (I’ensemble n,&,m).

3.3 Modéle de calcul du bruit thermique

3.3.1 Procédure

Le programme « CYPRES » permet

— d’entrer les parameétres physiques relatifs au matériau du cylindre,
— d’entrer les parameétres du faisceau lumineux (taille du col, désalignement éventuel),

— de créer les fichiers permettant 1’affichage de différentes courbes, comme par exemple
la fréquence de résonance en fonction de la taille pour comparaison avec les résultats
de J.R. Hutchinson; cela offre par exemple la possibilité de concevoir le miroir de
maniére & maximiser la premiére fréquence de résonance de mode tambour,

— de calculer pour une amplitude arbitraire fixée par le programme, 1’énergie potentielle
acoustique, le déplacement équivalent pour un faisceau gaussien et en définitive la
masse effective du résonateur équivalent.

3.3.2 Validation des résultats

Le calcul des fréquences de résonance est validé par comparaison aux résultats obtenus
par MM. Hutchinson et Mac-Mahon, et par comparaison avec les résultats expérimentaux
obtenus & Orsay. On peut également vérifier que pour des facteurs d’aspects h = H/(2R)
petits, on obtient des modes fondamentaux impairs qui varient suivant la loi déja connue
f o< H/R?. Les substrats des miroirs de 'expérience Virgo sont trop épais pour vérifier cette
relation : la méthode développée par J.R. Hutchinson présente donc beaucoup d’intérét dans
ce cas.

On vérifie que le calcul de I’énergie n’est pas sensible aux nombres NR et NZ de termes dans
la série, quand NR et NZ sont suffisamment grands (il y a bien convergence). Il ne dépend
pas non plus du pas d’échantillonnage choisi dans le calcul numérique de I'intégration de
I’énergie, au moins lorsque m n’est pas trés élevé. Lorsque m est élevé, le nombre fini
de mailles dans chacune des dimensions (50) devient insuffisant pour que le résultat soit
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précis ; mais le temps de calcul d'un mode (quelques minutes) deviendrait alors rédhibitoire.
Néanmoins, chaque mode contribue alors peu au bruit thermique: le couplage avec le
faisceau lumineux est faible et les masses équivalentes sont élevées. La contribution de
chaque mode devenant faible, I’erreur sur le calcul de ’énergie devient négligeable.

Les résultats [60] ont aussi été comparés a ceux obtenus par 1’équipe de LIGO, qui ont
développé une méthode similaire en parallele [61], pour le calcul du bruit des miroirs du
prototype de 40 m de Caltech. Les résultats sont compatibles.

3.3.3 Reésultats
Fréquences de résonance des optiques de ’interférométre Virgo

La séparatrice, en silice fondue, a un diameétre de 230 mm et une épaisseur de 55 mm. Sa
masse est de 5 kg. Ses fréquences de résonance inférieures a 15 kHz sont donc

numéro de mode | fréquences
011 7798
101 13720
111 14666
201 12221
211 5392
311 10691
311 10691

Le miroir de recyclage a un diamétre de 120 mm et une épaisseur de 30 mm. Sa masse est
de 750 g. Les fréquences de résonance en dessous de 15 kHz sont donc

numéro de mode | fréquences
011 15377
211 10666
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Les miroirs a ’entrée des cavités ont un diametre de 350 mm et une épaisseur de 100 mm.
Leur masse est de 21,2 kg. Leurs premiéres fréquences de résonance sont

numéro de mode | fréquences
001 10380
011 5719
101 9013
111 10288
201 8031
202 13897
211 4005
212 14559
301 12278
311 7720
411 11503

Les miroirs a 'extrémité des cavités Fabry Perot ont un diametre de 350 mm et une
épaisseur de 200 mm. Leur masse est de 42,4 kg. Leurs premiéres fréquences de résonance
sont

numéro de mode | fréquences
001 10157
002 12981
011 7849
012 14886
101 8965
102 13109
103 14876
111 9707
112 12682
201 8030
202 12597
203 14430
211 5753
212 12963
301 12256
302 14224
311 9941
411 13826
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Déformation de la surface

Les modes résonnants ont des profils variés

secs doca riocs

(a) mode 0.1.1 (b) mode 0.1.2 (c) mode 0.1.3

secs doca riocs

(d) mode 1.1.1 (e) mode 1.1.2 (f) mode 2.1.1

Les modes pairs et impairs ont des allures identiques.

Le bruit thermique se calcule par

o, 4kgT
[ r—
w

3 bi(w)w; (3.51)

modes Ml [(WZQ - w2)2 + ng(w)w;l]

La premiére fréquence de résonance se situe au-dessus du spectre de détection. D’o, si les
pertes sont modélisées par ’angle ¢,

- 4kBT ¢(W)
2 7
- 3.52
) w mozd;si Mzle ( )
et si le modele est celui d’un () constant,
i’ =4kgT ) 1 (3.53)
modes ¢ QZMZwZB
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On fait I’hypothése que ’angle de pertes est le méme pour tous les modes & une fréquence
donnée. Cela peut étre vrai quand, par exemple, les pertes sont internes. Si les pertes
n’étaient pas identiques pour les ondes longitudinales et les ondes transversales, ou si elles
dépendaient de la géométrie du mode, alors il serait difficile de poursuivre le calcul.

On est donc amené & évaluer les facteurs

1
1
Meqwgq = (Z Miw~2> , pour tous modes f; < fiax (3.54)

i

dans le cas ou ¢ est indépendant de la fréquence, et

1
1
Meqwgq = (Z W) , pour tous modes f; < foax (3.55)

si () est constant.

La fréquence de coupure fi.x est déterminée de fagon a ce que les séries convergent. FEn
pratique, lorsqu’on essaie différentes tailles de miroirs, on choisit fi., = 150 kHz, fimax = 30
kHz, pour les calculs avec désalignements du faisceau (beaucoup de modes entrent alors en
ligne de compte) et fiax = 300 kHz avec la taille définitive choisie.

Miroir d’entrée

Pour le miroir d’entrée des cavités Fabry Perot, le col du faisceau vaut 1.98 cm. On cherche
a optimiser les dimensions du substrats cylindrique, en supposant ¢ constant ; il faut donc
minimiser le rapport 1/Meqw?,
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2.6 spot =a
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= A ¥
2.4 v /a/
22 F - /Z/
2 b '/ s
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1.6 ¥ R=200mm
Py
O R=225mm
1.4 J O R=250 mm
1.2

80 100 120 140 160 180 200 220
H (mm)

F1G. 3.1 — Optimisation de la taille du miroir d’entrée
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L’épaisseur du miroir d’entrée ne doit pas dépasser 100 mm: la puissance lumineuse
absorbée devient alors trop importante [62]. On a alors intérét, pour minimiser le bruit
interne des miroirs, a prendre un petit rayon. Il faut faire 14 un compromis avec le bruit
thermique pendulaire, qui diminue lorsque la masse augmente. On choisit donc R = 175
mm et 4 = 100 mm. On teste alors la convergence de la série 1 /Meqwgq en fonction de la
fréquence maximale de résonance calculée

n [
T [

4.5
¢ [ —

1/ (Mg ) (x 107" kg™ )
o
o EN

[ /. R=175mm
2
[ (’ H =100 mm

0 50 100 150 200 250 300
frequency ( x 1000 Hz)

FiG. 3.2 — Convergence du bruit thermique en fonction de la fréquence de coupure

La fréquence de coupure fr.x = 300 kHz semble donc acceptable (448 modes sont calculés).
La fréquence de coupure choisie pour le calcul des différentes tailles (150 kHz) est trop basse,
mais donne un bon ordre de grandeur du résultat. On trouve pour les dimensions retenues
que Meqwl, = 2,16.10° kg.s™>. La masse du substrat d’entrée est de 21,2 kg, la fréquence
tambour fondamentale est de 5 720 Hz, et la masse équivalente de ce mode est de 6,79 kg.

Miroir d’extrémité des cavités

Pour le miroir de fond, la taille du faisceau est de 5,48 cm. L’optimisation des dimensions
du substrat conduit au réseau de courbes
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F1G. 3.3 — Optimisation de la taille du miroir de fond
Il n’y a pas la de contraintes sur ’épaisseur du miroir. Par contre, un compromis avec le

bruit pendulaire améne a choisir un rayon de 175 mm. La meilleure épaisseur est alors de
200 mm. Pour ces dimensions, on peut vérifier la convergence :

s?)

1/ (Mg i) (x 107 kg™

0.8

0.6 /_/ R=175mm

L / H =200 mm

0.4 )

0.2
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FiG. 3.4 — Convergence du bruit thermique en fonction de la fréquence de coupure

Lorsque frax = 300 kHz, 752 modes sont calculés. On a alors Meqw?, = 8,86.10° kg.s™2, la
fréquence tambour fondamentale est de 7 850 Hz pour une masse effective de 23,5 kg.
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Taille du col de faisceau

Il est intéressant de voir ce qu’il advient du facteur Meqwgq lorsque la taille du faisceau varie,
de maniére a donner des indications utiles pour des générations futures d’interféromeétres.
La fréquence de coupure choisie pour ces calculs est fi.x = 30 kHz.

Pour le miroir d’entrée, on trouve

Col du faisceau (cm) 1,98 | 3 4 5 6

Meqwgq (x10° kg.s™%) | 4,36 | 4,90 | 5,66 | 6,95 | 7,92
et des résultats similaires pour le miroir de fond
Col du faisceau (cm) 5,48 | 6 7 8 9
Meqwzq (x107 kg.s™2) | 12,2 | 136 | 16,6 | 20,3 | 24,9

On a donc intérét & avoir le faisceau le plus large possible, ce qui est logique puisqu’ainsi
la déformation de la surface est mieux moyennée.

Désalignement du faisceau

Quand le faisceau est désaligné, tous les modes deviennent bruyants. Pour garder des
limites raisonnables au calcul, on choisit donc une fréquence de coupure de 30 kHz. Le
bruit dépend aussi de la disposition des diametres nodaux des uns par rapport aux autres.
Le modele exposé ici ne permet pas de briser la symétrie cylindrique ; on choisit donc de
faire le calcul dans le cas le plus défavorable, ot on se situe sur un ventre de vibration pour
tous les modes (¢ = 0).

On a alors, pour le miroir de fond

Désalignement (cm) 0 2 4 6 8 10 12
M2, (x107 kgs2) [ 12,2 | 13,7 | 135 | 131 | 12,2 | 10,8 | 103
et pour le miroir d’entrée
Désalignement (cm) 0 05 |1 1,5 |2 25 |3
M7, (x10° kg.s 2) | 4,36 | 4,37 | 4,30 | 4,41 | 4,45 | 4,49 | 4,53

Le bruit thermique interne ne semble donc pas trés sensible aux désalignements du faisceau.
L’amélioration apparente du bruit pour de légers désalignements vient du fait que la
contribution des modes tambour décroit alors que la contribution des autres modes ne
devient pas encore apparente. Toutefois, la faiblesse de la fréquence de coupure ne permet
pas de donner d’avis définitif ; du point de vue qualitatif, il semble qu’un léger désalignement
soit indifférent.
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Conclusion

Avec les dimensions retenues pour les substrats des miroirs de Virgo, le bruit interne de
ceux-ci devient :

1T 1 1
~9 B
_ 9 3.56
T= T ow)2x (2, 16100 8,86.109> (3:56)
D’ou

) T 100Hz. ¢

2 —38 2

—3.10 H 3.57

soit, en termes de sensibilité a h

ﬁn:1,16.10_22\/(30€K)(10(}HZ)( AN (3.59)

3.4 Des substrats en saphir?

Le saphir semble un matériau intéressant : sa densité est presque deux fois celle de la silice
fondue (3980 kg/m® au lieu de 2202). Pour des dimensions équivalentes, le bruit pendulaire
est donc réduit. De plus, les vitesses du son sont plus élevées ; les fréquences de résonance
sont donc plus grandes; ceci laisse penser que des miroirs en saphir donnent un bruit
thermique interne des substrats plus faible.

L’angle de pertes acoustiques internes est mal connu, mais il semble qu’il soit de 1’ordre
de 1077-107® [41]. La faisabilité de blocs de grandes dimensions semble possible [63]. Le
saphir étant un cristal, les propriétés optiques peuvent étre différentes d’'un matériau
amorphe comme la silice fondue. Avant le choix définitif d’un tel matériau, des études
de biréfringence, de pertes optiques restent donc a faire.

L’épaisseur des miroirs d’entrée en silice est déterminée par les pertes optiques: la lumiére
absorbée produit des dilatations et donc des gradients d’indice. La chaleur se propage plus
vite dans le saphir, on peut donc probablement supporter des pertes plus élevées. Mais
I’étude exacte n’étant pas effectuée, et les pertes optiques dans le saphir non mesurées,
on se borne a supposer une épaisseur identique (10 cm) aux substrats en silice. Pour un
diameéetre de 35 cm, la masse d’un tel substrat est alors de 38,3 kg. Une épaisseur double
ameéne a une masse tres élevée; on choisit donc de mettre les quatre miroirs de méme
dimensions.

L’utilisation du code « CYPRES» n’est pas si évidente. Ce code est basé sur les équations
de D'élasticité des milieux continus, évidemment isotropes. Dans un cristal, la vitesse
de propagation des ondes acoustiques dépend de la direction: strictement parlant, les
conditions ne sont pas remplies pour 'utilisation du code. Toutefois, une utilisation permet
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une premiére estimation, méme approximative. Une mesure des fréquences de résonance
d’un échantillon cylindrique permettra de vérifier ’écart; si celui-ci est faible, alors les
résultats sont valides. Cet avertissement étant effectué (et la mesure des fréquences de
résonance restant a faire), on peut calculer le bruit thermique d’un substrat en saphir.
Pour des miroirs de 350 mm de diamétre et 100 mm d’épaisseur, les fréquences de
résonance au-dessous de 20 kHz ne sont alors qu’au nombre de deux, et valent 10066 Hz
(mode 0.1.1) et 18475 Hz (mode 0.0.1).

En faisant I’hypothése d’un angle de pertes constant, on trouve alors

- pour les miroirs d’entrée des cavités Fabry Perot, Me,w?, = 1,22.10" kg.s™
- pour les miroirs d’extrémité, Mew?, = 3,38.10" kg.s™?

La sensibilité limite due au bruit des modes internes du miroir est donc

i 1,62.1023\/(30€K)(103£HZ)(1(?_7) Vi (3.59)

La figure 3.5 permet de comparer les sensibilités de Virgo si le miroir est en silice avec un
angle de pertes de 10~® (courbe du haut), en silice avec un angle de pertes de 10~7 (courbe
du milieu) et en saphir avec un angle de pertes de 10~7 (courbe du bas). Le diamétre du
fil, dans chacune des configurations, est calculé de facon a étre a chaque fois & 50 % de
la limite élastique. Les fréquences des modes violon sont donc les mémes dans chacun des
cas.

3.5 Mesures de facteurs de qualité

La mesure des coefficients de surtension mécanique des résonances suit le méme principe
que dans le cas des fils: exciter une résonance par application d’une force sinusoidale sur le
cylindre, couper I’excitation et mesurer le temps de relaxation de I’amplitude de vibration.

L’excitation est effectuée par une plaque de bandes paralleéles, chacune alternativement
reliée & une borne de ’alimentation électrique. Le cylindre, a quelques millimétres de cette
plaque, agit comme un diélectrique dans un condensateur : I’énergie est minimale lorsque le
diélectrique est complétement entre les deux plaques. Lorsqu’une tension est appliquée, une
force s’exerce donc sur le cylindre. Une tension alternative permet d’exciter les résonances.

La détection est simplement constituée par un faisceau laser se réfléchissant sur le miroir
puis tombant sur une photodiode & quadrants. Lorsque le miroir vibre, la lumiére sur
chacun des quadrants est différente; une mesure différentielle permet la mesure d’une
grandeur proportionnelle & I’amplitude de vibration (voir figure 3.6).

Les mesures ont été effectuées pour des intervalles de 11 et 7 ¢m entre les deux boucles de
suspension (corde & piano). Nous avons également, aprés la premiére campagne de mesure,
fait polir le miroir sur ses bords, pour étudier I'effet des pertes de surface.



112 CHAPITRE 3. BRUIT THERMIQUE DES SUBSTRATS DES MIROIRS

Frequence de Fourier (Hz)
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F1G. 3.5 — Sensibilité de linterférométre pour différents types de miroirs (voir texte). La
courbe du haut est pour un miroir en silice avec un angle de pertes ¢p(w) = 1078, la courbe

centrale pour un miroir en silice avec ¢p(w) = 1077, la courbe du bas pour un miroir en
saphir avec ¢p(w) =107
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F1G. 3.6 — Dispositif expérimental de mesure des résonances d’un bloc cylindrique de silice
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les coefficients de qualité mesurés sont alors:

CHAPITRE 3. BRUIT THERMIQUE DES SUBSTRATS DES MIROIRS

Fréquence (Hz)

espacement des boucles 11 cm

espacement des boucles 7 cm

Avant polissage | Aprés polissage | Avant polissage | Aprés polissage
3395 1,0.10° 1,1.10° 1,1.10° 1,3.10°
4730 1,0.10° 0,9.10° 0,73.10° 0,9.10°
7630 0,66.10° 0,6.10° 0,68.10° 0,9.10°

L’incertitude d’une mesure est d’environ 5 %.

Le polissage des surfaces n’améliore pas de fagon significative le coefficient de qualité. Le
changement de I'espacement entre les fils ne conduit pas & des modifications significatives
des coefficients de qualité.

Il semble qu’on puisse retenir un angle de pertes constant ¢ = 107% pour la modélisation
du bruit thermique dans 'interféromeétre.

3.6 Conclusion

Les calculs effectués dans le chapitre précédent permettent I’évaluation du bruit thermique
des fils de suspension; par exemple, avec des cordes & piano, telles que définies dans la
solution de référence, ce sont alors les pertes thermoélastiques qui dominent. Le bruit
thermique des modes internes de vibration des substrats que 1’on vient de calculer (avec
des pertes internes ¢ = 107%) permet, en ajoutant le bruit de photons étudié¢ au deuxiéme
chapitre, d’obtenir le spectre de sensibilité de Virgo (voir figure 3.7).

Les contributions du mode pendule (dominant de 5 a 40 Hz), des modes internes des miroirs
(dominant de 40 & 1 kHz) et du bruit de photons ont été représentées.
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3.6. CONCLUSION
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Chapitre 4

Faisabilité d’une expérience de
mesure directe de bruit thermique

4.1 Motivation

Une expérience de mesure directe du bruit thermique permettrait de tester et d’améliorer la
sensibilité de 'interféromeétre, ceci alors que I'antenne est en fonctionnement. De nouvelles
idées de suspensions, de matériaux pourraient ainsi étre essayées.

Le premier intérét est de vérifier que I'amplitude prédite par le modéle d’une série de
résonateurs, au moyen des valeurs connues des fréquences de résonances, des masses et
des coefficients de surtension mécanique mesurés, est bien celle attendue. En effet, les
mesures effectuées jusqu’ici n’ont été que celles des paramétres intervenant dans la formule
fluctuation-dissipation. L’hypothése est faite que les modes non pris en compte dans le
calcul sont négligeables. Une autre hypothése, a priori, sur le comportement en fréquence
de I’angle de pertes doit aussi étre avancée (par exemple que ce dernier est constant avec
la fréquence).

Un deuxieme intérét est de disposer d'un banc expérimental qui permet de tester des
solutions qui permettraient moins de bruit. Ainsi, ce banc n’oblige pas a immobiliser tout
linterféromeétre Virgo pour une amélioration éventuelle. Une amélioration progressive de
la sensibilité serait ainsi possible.

4.2 Sensibilité a atteindre

Pour améliorer la sensibilité, sur quoi faire porter les efforts? Pour répondre a cette
question, considérons par exemple le rapport signal a bruit du signal espéré de coalescence
de binaire, lorsque la masse caractéristique de I’événement est de 1 masse solaire et que
cet événement se déroule a 100 Mpc.
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Des calculs de sensibilité que j’ai menés en collaboration avec M. Sathyaprakash |[64]
donnent différents rapports signal a bruit pour différentes configurations des miroirs et
de leurs suspensions. L’angle de pertes est supposé constant avec la fréquence. Les fils de
suspension sont de type « corde a piano », mais les pertes thermoélastiques ne sont pas
prises en compte. Les résultats sont les suivants

Fils de suspension Substrats des miroirs rapport signal a bruit
angle de pertes internes | matériau ‘ angle de pertes

103 | silice fondue 10°° 0,74

103 | silice fondue 1077 2,13

1073 saphir 1077 3,00

10~* saphir 1077 3, 86

Il apparait qu’'une amélioration du bruit thermique des miroirs apporte plus de gain qu’'une
amélioration du bruit thermique des suspensions (pour ce type de signal, comme on 'a vu,
le signal est d’autant plus élevé que sa fréquence est importante; le signal utile se situe
donc surtout dans les fréquences proches de 1 kHz). Une expérience de mesure directe doit
donc permettre de mesurer aussi le bruit des modes internes des substrats cylindriques,
méme si la sensibilité requise est plus difficile & atteindre.

La coalescence de binaires n’est évidemment pas le seul type de signal attendu; ce calcul
a toutefois 'intérét de mettre en évidence les efforts & fournir. Cela ne veut pas dire non
plus qu’il est inintéressant de progresser en basses fréquences, lorsque le bruit pendulaire
domine. Au contraire, cela permet d’observer plus de cycles par exemple pour le type de
signal évoqué, et donc de connaitre avec plus de précision les ordres post-newtonniens.

Prenons le cas d’un fil o1 les pertes internes sont constantes et égales & 107 et d’un miroir
en silice de pertes constantes égales & 1075, Il faut construire une expérience capable de
mesurer les déplacements d’un miroir, d’'une amplitude de

Domaine spectral Bruit dominant sensibilité

572
de 10 & 30 Hz | bruit des suspensions & =5,5.107"8 (1_}9) m/vHz

f

P
de 30 4 1000 Hz |  bruit des miroirs 7 =5,5.1072° (M> m/v/Hz

Cette expérience devant étre capable de mesurer la sensibilité de versions avancées de
Virgo, il semble raisonnable de se fixer une limite de 1,4.1072° m/v/Hz de 10 & 1000 Hz
pour le bruit d’un miroir, soit une limite de 2.1072° m/+/Hz pour une cavité.
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4.3 Dispositif expérimental

Pour mesurer des déplacements de cet ordre de grandeur, 1'utilisation des propriétés
optiques d’une cavité résonnante semble la meilleure. L’étude de la faisabilité se focalise
donc d’abord sur les propriétés que doit avoir une telle cavité. La configuration mécanique
et optique doit étre aussi proche que possible de celle de I'interférométre Virgo pour que
les résultats de cette expérience soient applicables immédiatement.

Le principe de mesure est simple: utiliser une cavité résonnante, en transmission ou en
réflexion, illuminée par un faisceau laser stabilisé en fréquence. Pour que la mesure ne
soit pas sensible aux fluctuations d’amplitude du laser, il faut utiliser les techniques de
modulation de fréquence, comme il a été montré au chapitre 2 de la premiére partie.

La cavité doit bien str étre suspendue pour s’affranchir du bruit sismique.

Le principe du montage est donc celui représenté en figure 4.1.

Isolation sismique

|aser \

o] >W.
= e

R/_JR/_/

laser stabilisé en fréquence Mesure

F1G. 4.1 — Principe du dispositif expérimental d’une mesure directe de bruit thermique
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4.4 Isolation sismique

L’isolation sismique est effectuée par une chaine de pendules, appelée super-atténuateur
dans Virgo. Déterminons le nombre d’étages d’isolation sismique nécessaires. Le bruit
sismique de déplacement, au niveau du sol, s’exprime par

PR LU (4.1)

ou f est la fréquence d’analyse. Chaque étage pendulaire apporte une isolation dans le sens
horizontal

f
f2

ou fy est la fréquence de résonance du pendule.

(4.2)

Il y a donc besoin de 5 étages d’isolation sismique pour obtenir la sensibilité prévue ci-
dessus & 10 Hz. Comme alors le bruit sismique a une pente en f'2, il vient immédiatement
que cette isolation est suffisante aux fréquences supérieures.

4.5 Parameétres optiques

Les différents parameétres & déterminer sont la puissance du laser, le col du faisceau, la
longueur de la cavité, sa finesse et ses pertes. Il faut également choisir entre les deux
schémas possibles, utiliser la cavité en réflexion ou en transmission.

4.5.1 Transmission ou réflexion

Le bruit de photons doit étre inférieur au signal a mesurer. Cette contrainte indique qu’il
faut optimiser le rapport signal & bruit.

Les notations que nous retenons pour ce calcul sont identiques a celles du chapitre 2 de
la premiére partie. La finesse d’une cavité est notée F, le parameétre n s’en déduit par
n = F/m, les pertes p. se calculent par p. = 1 — r2(1 — py).

A résonance, le champ réfléchi par une cavité est
C =np.— 1 (43)
et le champ transmis s’exprime par le parametre ¢



4.5. PARAMETRES OPTIQUES 121

Sensibilité du schéma en réflexion

On utilise la méthode Pound Drever pour s’affranchir des fluctuations de puissance du
laser. La fréquence de modulation en fréquence de la lumieére du laser est grande devant la
largeur de raie de la cavité et petite devant l'intervalle spectral libre.

Le champ réfléchi par une cavité suit la loi

Yret _ G Fina (4.5)
Yin 1+ina
ol « est I'écart a la frange noire «y
drvL
a+ap = e (4.6)

Dans le cas de fluctuations de fréquence du laser incident, le facteur nda s’écrit aussi

ov
néoq = — 4.7
7 (4.7)
ou f, est le pole de la cavité; dans le cas de fluctuations de longueur de la cavité
o
néa = 4F Tx (4.8)

A est la longueur d’onde du laser.

L’équation 2.50 de la premiére partie permet de trouver le signal, valeur efficace de la
composante de fréquence f,, :

4

s(t) = nPy 7 Jo(m)J1(m)(1 — {)nda (4.9)

Le bruit de photons se calcule par

n(t) = \/2nPpch,v (4.10)

ol Ppc est la composante continue du signal. Dans I’équation 2.50, seules les premiéres
bandes latérales sont prises en compte. En fait, toutes sont réfléchies et la puissance
continue s’écrit

Phe = P | C23300) + 2 32m) (4.11)

i>1

en utilisant J§(m) + 23,5, J?(m) = 1, on obtient

Ppc = P ll —(1— g2)J3(m)l (4.12)
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Le rapport signal a bruit s’exprime donc, pour des fluctuations de longueur, par

NP T
2A4F— 4.13
hypv f)\ (4.13)

p:

Il faut choisir m,( de maniére & maximiser le facteur A
J J 1—
A — o(m)J1(m)(1 - ¢) (4.14)
V1= (1= ¢)I(m)
Pour chaque (, il existe un indice de modulation optimal ; ensuite on choisit la valeur de ¢
qui maximise, en valeur absolue, A.

07 e

06
08 [ \
05
06 04
\ / 03
04 [
\ / 0.2

0.1

Indice de madulation

0.2

-1 -075 -05 -025 O 025 05 075 1 -1 -075 -05 -025 0 025 05 075 1
zeta zeta

(a) indice de  modulation (b) facteur A en fonction de ¢
optimisant A en fonction de
¢

F1G. 4.2 — Optimisation de 'indice de modulation

On voit qu’on a intérét a choisir une cavité sous-couplée (¢ < 0), donc a faibles pertes, et
un bon contraste (¢ ~ 0). Le facteur A vaut alors 0, 7.

La sensibilité des mesures des variations de longueur de la cavité est donc

_ [l 1 X
 \\nPL.2A4F

i (4.15)

Donc, avec par exemple une puissance incidente de 100 mW, on a

~ —20 -F)in ~1/2 F ! \/_

Une finesse F = 13000 est donc suffisante. Les calculs suivants sont effectués avec cette
valeur.
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Sensibilité du schéma en transmission

Pour des écarts de phase a la résonance « petits devant l'intervalle spectral libre, la
transmission d’une cavité peut s’exprimer par

Uy t
—_— = 4.17
Yin 1+ina ( )

La puissance détectée sur la photodiode est alors
Py = Ppc + Pisin(f,, + ¢) + f1(sin(26,,)) + f2(cos(26,,)) + ... (4.18)

Un angle ¢ est ajouté: il est plus efficace de faire de la détection d’enveloppe (somme
quadratique pondérée des signaux en phase et en quadrature de phase). Le signal est alors

To
1+ 23

s(t) = %npm £2 43 (m) 3 (m)

ol x est le rapport de la fréquence de modulation sur le péle de la cavité. Le bruit s’exprime
comme déja indiqué ci-dessus en fonction de Ppc, ol

noa (4.19)

Ppc = Py t? |J2(m 2J;(m) 4.20
DC — mt 0 +Zl+ ( )

7>1 (]JIO

Le rapport signal a bruit vaut alors,

n Py T
= t2A4F= 4.21
P =\ ow 3 (4.21)

oul t est bien siir inférieur & 1 et A vaut, en transmission,

Jo(m)J1(m) 5=

: o (4.22)
J + EJ>1 1+ ]:1:0)2

Le couple xy, m qui maximise A est xq = 1,244 et m = 1, 266, et alors A vaut 0,203.
Le schéma par réflexion est donc plus sensible que le schéma par transmission.

Nous utiliserons donc la cavité en réflexion, en utilisant la méthode Pound Drever.

4.5.2 Longueur de la cavité

Le laser incident doit étre stabilisé en fréquence, comme on I’a vu au chapitre 2 de la
premiére partie. Pour ce faire, on utilise une cavité de référence dont la longueur fournit la
stabilité de fréquence désirée. Par exemple, on utilisera une cavité identique a la cavité de
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préstabilisation de Virgo (cf. troisiéme partie de cette these). Les fluctuations de fréquence
du laser stabilisé 7; apparaissent comme un bruit de longueur de la cavité:
L.
T=0— 4.23
-, (4.23)
Les fluctuations du laser peuvent aussi s’exprimer, de la méme maniére, en fonction de
fluctuations de longueur de la cavité de préstabilisation Z,, ; le bruit de fréquence du laser
stabilisé apparait donc comme un bruit de longueur
L
T = Tps— 4.24
ps Lps ( )
Par exemple, avec une cavité de 1 cm, le bruit de fréquence mesuré de la cavité de
préstabilisation améne le bruit suivant :

-16

10

£
> : R

10 o
0 \_\); "
. LN 4 e
g
= 1
=
«
(&7
-19 M
1 i
S
10 : : :
10 100 1000

frequency (Hz)

F1G. 4.3 — Longueur de la cavité et stabilisation de fréquence - la courbe par segments est
la sensibilité voulue, 'autre le bruit de fréquence mesuré rapporté en bruit de longueur

En fait, le bruit sera probablement meilleur : la plupart des pics sont dus a un effet Doppler
qui n’aura pas lieu si l'isolation sismique est meilleure que dans la mesure de stabilité de
fréquence, et ce sera le cas avec une chaine compléte d’isolateurs sismiques. Par ailleurs,
si la température de la cavité de référence est gardée aux environs de 20° C, les dérives
a long terme seront minimisées et le bruit de fréquence du laser en 1/f peut étre atténué
(voir dernier chapitre).
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Une cavité de longueur 1 cm, ou mieux de quelques millimétres, devrait donc suffire vu
la stabilité de fréquence escomptée pour le laser incident. Pour la suite, on suppose une
cavité de 1 cm.

4.5.3 Propriétés des miroirs

La finesse de la cavité de mesure du bruit thermique est F = 13000. Sa longueur est 10
mm ; 'intervalle spectral libre est donc 15 GHz. Le pole de la cavité est alors f, = 577
kHz.

Avec une cavité ol ry = ryax = 1, la condition de sous-couplage s’exprime par une condition
sur les pertes dans le miroir d’entrée

T

P < ? (425)
Ce qui est aisément réalisable. Si r; = 79, alors la condition de sous-couplage ne peut
pas étre vérifie. En fait, aucune égalité n’est stricte; mais la réflectivité du miroir de
renvoi doit étre beaucoup plus élevée que celle du miroir d’entrée pour que la condition de
sous-couplage soit vérifiée.

4.5.4 Propriétés du faisceau

Deux types de cavités sont réalisables: les cavités ou les deux miroirs sont plans et les
cavités ol un des miroirs est courbe. Il existe aussi des cavités optiques courbe-courbe,
mais les résultats ne sont pas fondamentalement différents des cavités plan-courbe.

Les cavités plan-plan ont plusieurs inconvénients: les modes sont dégénérés (tous sont
résonnants), et la rugosité empéche des finesses supérieures a quelques centaines [65]. La
dégénérescence des modes rend les problémes d’alignement beaucoup plus délicats.

On retient donc une cavité plan-courbe.

La taille du faisceau est déterminée par trois critéres
— la cavité ne doit pas étre dégénérée,
— la courbure du miroir de renvoi doit étre réalisable,

— l'intensité du faisceau devrait étre de 'ordre de grandeur d’intensités déja atteintes
dans d’autres expériences.

Le premier critére facilite 'alignement de la cavité, et donne des critéres optiques plus
faciles & manier. Le filtrage de modes permet alors ’alignement de la cavité. Le deuxieme
critére est sur la réalisation mécanique des substrats des miroirs. Si l'incertitude sur la
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courbure est trop élevée, la finesse par exemple risque d’étre notablement différente de
celle attendue. Le troisiéme critére enfin permet d’éviter d’endommager les miroirs ou les
couches diélectriques posées dessus par des intensités trop fortes.

Pour utiliser une cavité plan-courbe, on peut soit utiliser les miroirs de Virgo tels qu’ils sont,
soit contacter optiquement des miroirs sur les surfaces. L’inconvénient de cette deuxiéme
solution est que les effets de ce contact optique sur les modes de vibration des substrats
cylindriques et sur 'angle de pertes internes du substrat ne sont pas connus. On risque
donc de s’éloigner d’une expérience permettant effectivement de mesurer et d’améliorer la
sensibilité de Virgo.

On retient donc le choix d'une cavité utilisant les méme miroirs que les grandes cavité
Fabry Perot de Virgo. La courbure du miroir de renvoi étant de 3450 m [21], la taille du
col du faisceau est alors de 1,41 mm, en utilisant

wy = % L.(R—L.) (4.26)
oll wy est la taille du col du faisceau, R la courbure du miroir de renvoi. La puissance stockée
dans la cavité Py, vaut Py, = %Pin, si les pertes dans le miroirs d’entrée sont suffisamment
faibles, et si le miroir de renvoi a une réflectivité maximum. Alors Py, = 828 Watts pour une
puissance incidente de 100 mW, et I'intensité du faisceau I = Pyo/(7mw?) = 132 W/mm?.
Par comparaison, dans les cavités de Virgo on a environ 8 W/mm? et dans la cavité de
référence utilisée pour la préstabilisation il a été¢ imposé jusqu’a 3 kW /mm?.

La non-dégénérescence d’une cavité exprime que les modes qui ont des profils d’intensité
différents résonnent a des fréquences différentes. L’écart par rapport a la résonance du
mode TEMy, s’exprime par

AL,
=2 t 4.27
o (m 4 n) arctan (ww%) (4.27)

ou m et n caractérisent les modes d’Hermite-Gauss [66]. On voudrait donc que les modes
m +n < 5 par exemple ne soient pas résonnants, c’est-a-dire tels que

T
|t | > s (4.28)
OU (i, est exprimé sur lintervalle | — 7, w]. Avec les données retenues, on trouve ap =

3,4.10 73, qui vérifie bien la condition ci-dessus. Par ailleurs, 'angle «y; étant faible dans
notre cas, il y aura de trés nombreux modes filtrés.

4.6 Perspectives

Les éléments optiques pour la réalisation de ’expérience sont posés. Il reste a étudier les
tolérances sur les éléments donnés ici, par exemple si des finesses élevées sont possibles dans
de telles cavités. La faisabilité de I’expérience en termes d’alignements reste également a
analyser.
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Troisiéme partie

Stabilisation en fréquence du laser
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Chapitre 1

Principes pour la stabilisation en
fréquence du laser

1.1 Intérét de la stabilisation en fréquence

1.1.1 Intérét pour détecter des ondes gravitationnelles

Comme nous l'avons vu au deuxiéme chapitre de la premiére partie, une fluctuation
de fréquence du laser simule une onde gravitationnelle si l'interféromeétre n’est pas
parfaitement symétrique :

(1.1)

v opt

ol § est I'asymétrie entre les deux bras de Uinterférometre (de 'ordre de 1 %), et dvyp; une
fluctuation de fréquence de la lumiére qui illumine les cavités Fabry Perot.

Virgo est construit de facon a ce que le bruit de fréquence du laser ne limite pas la sensibilité
de 'interférometre. Les fluctuations de fréquence doivent donc étre inférieures a

1 -
7 < =Vopthn (1.2)

B

ol h, est le seuil de sensibilité de linterférometre a la fréquence de Fourier f, cette
sensibilité étant limitée par le bruit thermique et le bruit de photons.

1.1.2 Intérét pour une mesure directe de bruit thermique

Dans une mesure directe de bruit thermique, on cherche a mesurer les variations de longueur
d’une cavité de facon trés précise. En utilisant une cavité Fabry Perot, on mesure une
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phase: il faut que cette derniére ne dépende que des variations de longueur et non pas des
variations de fréquence de I'onde incidente. Les fluctuations doivent donc étre inférieures a

Dopt, < :f”zpt (1.3)

ol T est la sensibilité aux mesures de longueur désirée.

1.1.3 Intérét pour la métrologie des fréquences, des temps et des
longueurs

La stabilisation en fréquence d’oscillateurs est nécessaire pour la définition d’étalons de
temps (horloges), d’étalons de mesure de longueur (régles).

Les standards primaires de fréquences sont aujourd’hui définis par des oscillateurs dont
la fréquence est asservie sur des transitions atomiques. Pour améliorer la précision de ces
étalons, il faut interroger des raies de plus en plus étroites. Pour ce faire, le faisceau de
test doit lui-méme avoir une raie trés étroite. Une solution est d’asservir la fréquence de ce
faisceau sur la longueur d’une cavité optique dont la stabilité a court terme est excellente.

Les progrés en métrologie rendent possible, par exemple, des expériences de test de la
relativité générale: pour tester la structure de I'espace-temps, il faut des métronomes et
des regles dont le comportement s’approche le plus possible des outils de mesure idéaux,
au centre des « Gedanken Experiments» chéres & A. Einstein.

1.2 Principe

1.2.1 Asservissement sur la longueur d’une cavité

On considére par la suite ’asservissement de la fréquence d’un faisceau laser sur la longueur
d’une cavité optique Fabry Perot. A I'intérieur de la bande de fréquences de 1’asservissement
(cf annexe B), les variations de fréquence suivront les variations de longueur de la cavité de
référence. On peut résumer la situation par le schéma classique d’asservissement ci-apres:
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bruit en fréguence

du laser libre
longueur de n(t) bruit en fréguence
I ité " du laser stabilisé
acavité . ) o - i
o T 2 v

c(t)

F1G. 1.1 — Schéma de principe de [’asservissement de la fréquence d’un laser sur la longueur
d’une cavité

La consigne w(t) dans un schéma équivalent d’asservissement est la longueur de la cavité
Fabry Perot. Cette longueur est idéalement fixe; en fait, elle subit des variations dues aux
bruits internes de longueur de la cavité (bruit sismique, bruit thermique, dilatations). Le
signal de sortie est la fréquence v(t) stabilisée de I'oscillateur. Le bruit en fréquence n(t) de
I’oscillateur non asservi vient comme un bruit. Le signal de sortie est utilisé pour calculer
la correction ¢(t). La comparaison de la correction et du signal de commande permet le
calcul du signal d’erreur e(t). Les gains des différents éléments permettent la conception
de T'asservissement (fréquence de gain unité, fonction de transfert en boucle ouverte). Ils
prennent aussi en compte les éléments qui permettent de faire les conversions fréquence
optique/tension électrique et tension électrique/fréquence optique, ainsi que la propriété
de filtrage en fréquence d’une cavité. Le filtre passe-bas de fréquence qu’est la cavité est
caractérisé par son pole fp. Les sources de bruits (électronique, bruit de photons) ne sont
pas prises en compte dans la représentation trés schématique ici.

Les équations qui régissent ’asservissement sont donc:

e=w—Fv (1.4)
VvV = GQTL + G1G26

Il vient immédiatement

GG Go
_ 1.6
VT IT GG E Y T 11 GG E " (1.6)
Soit GGy, le gain en boucle ouverte défini par
Gpo = G1GLF (1.7)
et Gpy le gain en boucle fermée défini par
GG
Gy L2 (1.8)

T 1+ G.GoF
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Pour les fréquences de Fourier plus petites que le gain unité, Gy, > 1, G; > 1, et le retour
F est de 'ordre de l'unité. La sortie v(¢) suit donc la commande w(t) ; ses variations seront
d’autant plus petites que la référence est stable.

1.2.2 La technique Pound Drever

La fréquence est corrigée en utilisant un montage dont le principe est le suivant :

modul ation de fréquence

laser

Cavité
| optique

correction
A

<=

F1G. 1.2 — Utilisation de la technique Pound Drever pour la correction de fréquence

Un faisceau laser modulé en fréquence a la fréquence f,, est envoyé sur une cavité optique;
le faisceau réfléchi est recueilli sur une photodiode. Le courant dans la photodiode est
démodulé de fagon synchrone. La cavité opére comme un discriminateur de fréquence: la
différence de fréquence entre ’onde incidente et la référence de fréquence que constitue sa
longueur produit des bandes latérales a +f,, de la puissance recueillie sur la photodiode
d’amplitude proportionnelle & I’écart de fréquence.

Le signal Pound Drever établit un signal d’erreur. Ce signal électrique est envoyé dans un
amplificateur qui permet de construire la fonction de transfert désirée (gain, fréquence de
gain unité).

La correction est appliquée par un élément permettant de corriger la phase d’'un faisceau
laser: cristal électro-optique, ou bien cristal acousto-optique, ou bien un miroir dont la
position est animée par une céramique piezo-électrique.
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v (0

F1G. 1.3 — Schéma de ['asservissement de la fréquence, en utilisant la technique Pound
Drever

La référence de longueur d’une cavité est convertie simplement en référence de fréquence
par

v
SUpes(t) = 6L (1)~ (1.9)
L.
La cavité compare la référence de fréquence et le faisceau laser incident; en I’absence de
bruit la photodiode traduit cette référence en signal électrique
) enPn, 4 €
ih(t) = —=Jo(m)J1(m)(1 — )+
(1) = oI m)(1 = O 1
oll on a repris les notations du chapitre 2 de la premiére partie, e est la charge de 1’électron.
€ est le signal d’erreur, € = v,y — vs. Notons

(1.10)

__°n
Y hp Vopt

(1.11)

la conversion courant / puissance de la photodiode; celle-ci vaut v = 0,86 A/W si n = 1.
Le coefficient K; du schéma s’écrit

4 1
K, =~vP,—=Jo(m)Ji(m)(1 —()— |A/Hz 1.12
=R - ) A/ (112)
On voit donc l'intérét d’utiliser des cavités de finesses élevées: plus la finesse est grande,
plus le pole de la cavité est faible et ainsi le gain K est important. Le bruit électronique
aura donc moins d’importance.

Le bruit de photons s’exprime, en densité spectrale, par iy, = \/2elpc o Ipc est le courant
continu dans la photodiode ; d’ou
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On peut définir le contraste par C'= (1 — (?)/(1 + ¢?) = (Puax — Puin)/(Pmax + Puin)- On
obtient alors

Ton = 4.10”(0, 51/W>1/Z (1P\i;v>l/2\/1 — (1= @)%m) AV (1.14)

len permet de prendre en compte, si besoin, le bruit de fond de 1’électronique, ramené
en entrée des amplis. GG, est le gain de 1’électronique; il prend en compte le facteur de
conversion apporté par le démodulateur synchrone. K, prend en compte la conversion
courant/fréquence du modulateur de phase. Cette fonction peut, physiquement, étre
réalisée par plusieurs éléments, suivant leur dynamique et leur gamme de travail en
fréquence. 7y, est le bruit de fréquence du laser libre.

Lorsque la boucle d’asservissement est fermée, on a, en posant G = K;G,K>

G 1 G

% :—~m e ~sn ~en 115
S e f+K11+G(Z +len) + (1.15)

—U
1+G
Pour des fréquences inférieures au gain unité, si les bruits électroniques et de photons sont
suffisamment faibles, G > 1 et donc la fréquence de sortie suit la référence.

Le signal d’erreur 7; mesuré sur la photodiode est

_ 1 . 1. 1
i =Ki——(Ures + Z0pr) + 1+—G(

Ton 417, 1.1
3G G Tsn + Ten) (1.16)

Pour des fréquences inférieures au gain unité, la mesure du signal d’erreur est limitée par
le bruit de amplificateur qui vient lire la valeur de i, (¢).

1.3 La stabilisation de fréquence dans Virgo

1.3.1 Stabilité de fréquence requise

De quelle stabilité de fréquence y a-t-il besoin pour le laser qui éclaire l'interférometre
Virgo?

Le spectre de sensibilité h,, de Virgo, en supposant une amélioration du bruit thermique
des miroirs, peut s’approximer par

sensibilité h (/v/Hz) | intervalle de fréquence (Hz)
31020 (10/])? 10-100

3.1072% 100-600

310 % (£/600)? 600-10000
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f est la fréquence de Fourier d’analyse de la fréquence (en Hz).

Le faisceau incident sur les cavités Fabry Perot de 3 km doit donc avoir un bruit de
fréquence maximum,

1 ~
V= Byopth,n (117)

Et avec un facteur d’asymétrie 5 = 1072, cela donne

bruit de fréquence (Hz/v/Hz) | intervalle de fréquence
8,54.10° (10/])? 10-100
8,54.10 " 100-600
8,54.10 7 (f/600) 600-10000

Des filtres de fluctuations de fréquence sont utilisés. Ces filtres sont des cavités optiques qui
se comportent comme des filtres passifs passe-bas du premier ordre. Rappelons la définition
de la fréquence de coupure, vue au 2¢ chapitre:

_ ISt
- 2F

Deux cavités remplissent ce role: la cavité « Mode-Cleaner » de 144 m, dont le pole est a
600 Hz; I'interféromeétre avec recyclage, dont le pole est a 5 Hz (cf. partie 1, formule 2.97).

fp (1.18)

Les fluctuations de fréquence incidentes sur 'interféromeétre rg doivent donc, au maximum,
valoir

bruit de fréquence (Hz/v/Hz) | intervalle de fréquence
3,410%  (5/f) 10-100
1,60.10° (//100) 100-600
1,01.10-* (f/600)° 60010000

1.3.2 Asservissement en deux étages

Le laser utilisé dans Virgo a un bruit de fréquence, en fonctionnement libre, de

D 2 100 (10(}Hz> Hz/v/Hz (1.19)

Les fluctuations maximales de fréquence permises pour le laser qui illumine l'interférometre
sont répertoriées dans le tableau ci-dessus. Il reste donc 6 ordres de grandeurs a gagner
a 10 Hz, et 4 & 10 kHz, pour que la stabilité en fréquence du laser puisse permettre de
détecter des ondes gravitationnelles.

Il faut donc trouver, pour asservir le laser en fréquence, une référence de fréquence
extrémement stable. Or il existe une référence de longueur qui a ce niveau de stabilité:
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les cavités Fabry Perot de 3 km de Virgo. Plus précisément, la lumiére réfléchie par
I'interférométre posséde cette stabilité.

Quelles pourraient étre les caractéristiques d’'un asservissement de la fréquence sur la
lumiére réfléchie par 'interféromeétre? Les cavités ont une longueur de 3 km, on rencontre
donc une résonance tous les 50 kHz (intervalle spectral libre). La fréquence de gain unité
de I’asservissement peut étre de 'ordre du tiers de cette valeur, disons 15 kHz. La pente
du gain en boucle ouverte ne peut dépasser f~3/2 a 15 kHz, et le gain devrait étre de 4
ordres de grandeur a 10 kHz: c’est impossible a réaliser.

L’idée est donc d’asservir la fréquence en deux étapes [67, 68]. La fréquence est d’abord
asservie sur une petite cavité, rigide. L’intervalle spectral libre de celle-ci étant élevé (475
MHz), un gain unité élevé (1 MHz) est possible, et plusieurs ordres de grandeurs sont
gagnés, méme a 10 kHz. Cette cavité courte ne peut pas suffire, et n’a pas la précision
suffisante : son bruit de longueur (sismique, bruit thermique) comme nous le verrons dans
le chapitre suivant, est trop important. La lumiére en réflexion de l'interféromeétre est
nécessaire pour la stabilisation finale de fréquence.

Vi

CR 4

Vite +

A%
A + »

F1G. 1.4 — Principes de la stabilisation de Fréquence dans l'interférométre Virgo

Il vient immeédiatement

G 1

% = % + ——v 1.20
Vps 1 G Vcr 1 G Vfr ( )
% % L % (1 21)
Vg = 14 + v .
S 1 A ITF 1 A PS
Soit encore

= % U D 1.22
A TF Y G AT AG R T G A Ag (1.22)
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Uor est la référence de fréquence donnée par la petite cavité rigide, appelée « cavité
de référence ». vpg sont les fluctuations de fréquence du faisceau laser « préstabilisé »
par la cavité de référence. v;pp est la référence de fréquence donnée par la lumiére
réflechie par 'interférométre; rg sont les fluctuations de fréquence du faisceau incident
sur l'interféromeétre.

Pour la conception des fonctions de transfert en boucle ouverte, partons du dernier étage.
Nous faisons I’hypothése que la fréquence de gain unité de A est 15 kHz, et que la fonction
de transfert en boucle ouverte A est définie par les gains

gain intervalle de fréquence (Hz)
20000 (f/5)° 540

107 (40/f)° 40-5000

5,2 (5000/f)° 500015000

Avec ’équation 1.22, le bruit de fréquence de 1’étage préstabilisé a donc un niveau maximal
de

bruit de fréquence (Hz/v/Hz) | intervalle de fréquence
6,7 (f/5) 540

129 (f/40)° 10-100

11 (f/100) 100-600

0,31 600-5000

0,31 (f/5000)° 5000-15000

La fonction de transfert en boucle ouverte G de I'étage de stabilisation de la fréquence sur
la cavité de préstabilisation est définie par la fréquence de gain unité (1 MHz) et les gains
suivants :

gain intervalle de fréquence (Hz)
1,3.100 (5/f) 0-1500

5,3.100  (1500/f)2 150030 kil

33 (3.10*/F) 30 kHz 1 Mz

L’étage de préstabilisation n’a qu’un & deux ordres de grandeur & obtenir, & 600 Hz. Sa
fréquence de gain unité étant de 1 MHz, cela est largement possible, du point de vue des
gains électroniques.

Il reste & prouver que la cavité de préstabilisation a, par elle-méme, la stabilité de fréquence
suffisante : ¢’est I'objet du chapitre suivant.

1.3.3 Autre schéma d’asservissement

Pour simplifier I'implantation optique, la réalisation effective des deux boucles
d’asservissement de fréquence se fait en suivant le schéma
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ITF +

FIG. 1.5 — Asservissement de fréquence en deux étages dans Virgo

Les fonctions de transfert A, et G, sont les mémes que précédemment. Vérifions que le
comportement est le méme. Posons G = K|G, et A = A,K{/K;. Si 'on ne tient pas
compte des bruits, on obtient

€1 = VUcRr — Vs (1.23)
€y = VT — Vs (124)
v, = Ge + AGey + vy, (1.25)
D’ou
AG G 1
% % — U —_— 7 1.26
Vg vViTp + VCR+1+G+AG VFR ( )

T 1+G+AG 1+ G+ AG

En trés basses fréquences et en continu, G > 1, A < 1, Vs = Uog: les fluctuations de
fréquence suivent les fluctuations de longueur de la cavité de préstabilisation.

Dans le domaine de détection de 'interférometre, A > 1 et G > 1, donc g = Uypp: c’est
la stabilité en longueur de I'interférométre qui donne la stabilité de fréquence au laser qui
I'illumine.

Dans le domaine de fréquence 15 kHz < f <1 MHz, G > 1, A < 1, et alors Vg = Uog:
c’est la cavité de référence qui permet d’augmenter le gain méme a 10 kHz.

Le comportement est donc identique au cas ou les deux boucles d’asservissement sont
cascadées.
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1.3.4 Bruits

Evaluons maintenant l'effet des bruits, en particulier recherchons les puissances optiques
minimales qui doivent frapper les photodiodes pour que le bruit de photons ne limite pas
la stabilité de fréquence.

Le calcul de la fonction de transfert tenant compte des bruits donne, en posant iy, =
iQ,sn + iQ,en et il,n = il,sn + il,en

_ AG G . 1

Vs =TT arac Tt Ty ag Ot T T g ag e
1 a1 Aq

TR IrcrAd T T KIr G AG ™"

(1.27)

Pour que le bruit (électronique et de photons) soit négligeable dans la bande de détection,
il faut

Zl,n < KiUcgr (128)
o < K| U17p (1.29)

En faisant 'hypothése que chacune des cavités est équivalente & une cavité Fabry Perot
définie par le parametre ( = ter/tin & résonance et par son pole fp, ces équations sont
équivalentes & (pour un rapport signal a bruit égal a 1)

Vo> [0 ¢1— (L i) 1 a0

2 Jo(m)Ji(m)(1 =)

ou P, est la puissance incidente sur la cavité. On reconnait le facteur dépendant des
fonctions de Bessel et du couplage ¢ de la cavité étudié dans le chapitre précédent. La
fréequence de coupure fp vaut 8000 Hz pour la cavité de préstabilisation, 5 Hz pour
I'interférometre. 7 = Ugog pour la cavité de préstabilisation, 7 = Uyrp pour 'interférometre.

Cavité de préstabilisation

Dans le cas de la cavité de préstabilisation, le contraste de la cavité est C' = 0,6 (voir
chapitre suivant); elle est probablement sur-couplée donc ¢ = +0,5. Dans les figures 4.2
du chapitre précédent, on peut lire la valeur de

_ Jo(m)Ji(m)(1 = ¢) ~0.8 (1.31)

V1= (1= ¢)I(m)

v = veg et vaut 0,3 Hz/v/Hz au minimum. En se mettant une marge d’'un facteur 10 (bruit
de photons correspondant a 0,03 Hz/v/Hz au maximum), I’équation 1.30 donne

Py > 9.10 W (1.32)
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Ce qui est trés facilement réalisable. En prenant, avec une large marge, une puissance
incidente de 10 mW, la puissance réfléchie est alors 6,2 mW et le bruit de photons

correspondant 7, = \/2e7 P vaut
i =310""A/VHz (1.33)

Le bruit électronique ramené a l’entrée des amplificateurs devrait étre inférieur a cette
valeur.

Interféromeétre

Cherchons maintenant la puissance minimale incidente sur l'interférométre pour ne pas
étre géné par le bruit de photons dans la stabilisation de fréquence.

Assimilons d’abord linterféromeétre & une cavité simple; la fréquence est asservie en
utilisant la méthode Pound Drever avec la lumiére réfléchie. Le contraste de I'interférometre
a recyclage en réflexion n’est pas connu; il dépend des pertes. Faisons '’hypothése d’une
cavité sous-couplée (ou méme au couplage optimal), ce qui est possible si les pertes
dans le miroir de recyclage sont faibles. Le facteur A vaut alors approximativement 0,7.
Le bruit de fréquence minimal de la lumiére incidente sur l'interféromeétre est, comme
on 'a vu, 1074 Hz/\/m si 'on tient compte du « Mode-Cleaner » et de la cavité de
recyclage. vy, en réflexion de l'interférometre, est filtré par les cavités de recyclage et de
« Mode-Cleaner ». La valeur v;pp & faire intervenir dans le calcul est donc égale a celle
des fluctuations de fréquence devant les cavités de 3 km, soit 9.107" Hz/ vHz. On obtient
alors la valeur de la puissance incidente sur 'interféromeétre

Py >50 mW. (1.34)

Il faut prévoir une puissance plus élevée pour que le bruit de photons reste négligeable. La
puissance incidente sur l'interféromeétre est de 20 W ; le bruit de photons ne parait donc
pas limiter la stabilité de fréquence.

En fait, la situation est plus complexe. En particulier, le gain de recyclage n’est pas
complétement fixé. Il dépend des pertes dans les différents éléments optiques, des distorsions
de front d’onde qui seront mesurées plus tard. De plus, les bandes latérales ne sont pas
complétement réfléchies comme le suppose la méthode Pound Drever. En effet, on a besoin
de celles-ci pour la démodulation du signal en sortie, sur la photodiode de détection du
signal d’onde gravitationnelle. Elles sont donc résonnantes dans la cavité de recyclage.
Il sera prudent, lors de la définition finale des parameétres, de vérifier qu'une part non
négligeable des bandes latérales est réfléchie, fournissant ainsi un signal d’erreur pour
I’asservissement de la fréquence.
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1.4 Conclusion

Le schéma de stabilisation de fréquence dans l'interféromeétre Virgo permet de rendre les
fluctuations de fréquence négligeables devant un signal d’onde gravitationnelle. L’utilisation
des propriétés de filtrage des cavités optiques résonnantes (« Mode-Cleaner », cavité de
recyclage) avant les cavités de 3 km permet de réduire les performances attendues des
deux étages de stabilisation nécessaires. Le bruit de photons peut étre rendu négligeable,
et le bruit de fond des amplificateurs électroniques réduit en dessous du seuil ou il géne la
stabilité de fréquence.

Il reste a prouver que les cavités qui jouent le role de référence de fréquence ont effectivement
les propriétés attendues. Pour l'interférometre lui-méme, cela pourra étre fait lors de sa
réalisation. Pour la cavité de référence, c’est 1’objet du chapitre qui suit.
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Chapitre 2

Expérience de stabilisation en
fréquence du laser

2.1 Objectifs

L’expérience de stabilisation en fréquence menée & Orsay avait pour objectifs de:

— construire et tester le premier étage de stabilisation en fréquence du laser de
I'interférometre Virgo (cf. chapitre précédent),

— vérifier que la cavité de référence concue a cet effet posséde un niveau suffisant de
stabilité

— mettre au point les boucles d’asservissement et les automatismes

— mesurer les fluctuations de fréquence, les dérives sur le long terme.

Cette expérience est en cours depuis plusieurs années & Orsay. Mon travail a été de réaliser la
version finale de I'expérience, corriger les derniers éléments pour atteindre les performances
attendues, et enfin faire les mesures de stabilité qui valident le systéme [69, 70, 71].

2.2 Principes de ’expérience

Il s’agit d’asservir en fréquence un faisceau laser en utilisant la technique Pound Drever,
comme on ’a vu dans le chapitre précédent. La cavité optique utilisée a cet effet est une
référence de fréquence: elle permet 'asservissement de la fréquence a ses fluctuations de
longueur. Elle doit donc étre extrémement stable. Le matériau et la forme sont choisis en
conséquence, comme nous le montrerons.
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Pour mesurer les fluctuations de fréquence résiduelles, une simple boucle d’asservissement
ne suffit pas. En effet, seul le signal d’erreur est alors disponible ; mais sa valeur ne donne
pas le niveau absolu de fluctuations de fréquence. Pour mesurer celles-ci, il faut un étalon
de fréquences aussi bon que les fluctuations & mesurer. A priori, il n’en existe pas dans la
gamme de fréquences qui nous intéresse (5 Hz - 5 kHz) (nous le vérifierons plus loin). La
mesure des fluctuations de fréquence est donc effectuée par une deuxiéme cavité, identique
a la premiére; celle-ci joue le role de discriminateur de fréquence. Le faisceau en réflexion
de la deuxiéme cavité permet les mesures en utilisant la méme technique Pound Drever.

Le signal résultant est donc ’écart entre les fluctuations de fréquence du faisceau stabilisé
par la premiére cavité de référence avec les fluctuations de longueur de la cavité de mesure,
converties en fluctuations de fréquence par

~ ~ Vopt
= 2.1
V=21 I (2.1)

ol Vopt est la fréquence du faisceau laser et L. la longueur de la cavité. On peut supposer
que les deux cavités ont un bruit identique, puisqu’elles sont dans des environnements
identiques. Le signal est alors la somme quadratique des deux bruits de fréquence, soit v/2
fois le bruit absolu de fréquence du laser asservi sur une cavité.

Ce bruit absolu de fréquence doit étre comparé au niveau requis pour l'étage de
préstabilisation que nous avons calculé dans le chapitre précédent.

2.3 Implantation

2.3.1 Les cavités Fabry Perot
Stabilité de longueur des cavités

La stabilité de longueur de la cavité de référence est un point crucial. Il faut donc maitriser
les bruits qui peuvent en altérer la longueur: bruit sismique, bruit thermique, dilatations.

La cavité de référence est un support céramique de 30 cm de long, évidé sur son axe pour
permettre le passage du faisceau. Des miroirs sont adhérés par contact optique a chaque
extrémité ; ils forment la cavité optique proprement dite. Le support céramique est concu
de maniére & avoir sa premiére fréquence de résonance mécanique la plus haute possible.
La forme de bicone, la plus proche de la sphére, a été retenue. La premieére fréquence de
résonance longitudinale se situe alors & 11840 Hz [72] d’aprés le logiciel par éléments finis
SYSTUS (la fréquence mesurée est 11 690 Hz). Le logiciel SYSTUS donne une premiére
fréequence de résonance non longitudinale & 9680 Hz, mais celle-ci ne devrait pas avoir
d’effet sur la variation de chemin optique; elle n’est d’ailleurs pas observée. Une fréquence
de résonance élevée permet d’éviter que la résonance de la cavité ne soit excitée par le bruit
sismique. Avec un modele simple de bruit sismique, celui-ci a une valeur de 7 = 1076/ f?
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F1G. 2.2 — Calcul d’une résonance des cavités par SYSTUS



146 CHAPITRE 2. EXPERIENCE DE STABILISATION EN FREQUENCE

m/+v/Hz. Son amplitude & 11840 Hz est de ~ 7.107" m/+/Hz; méme avec une isolation
sismique minimale, la résonance de la cavité sera excitée de facon négligeable.

Les vibrations de la cavité sont excitées aussi par le bruit thermique. La géométrie complexe
ne permet pas un calcul exact de la déformation et de 'amplitude comme nous 1’avons fait
pour les miroirs cylindriques. Nous pouvons toutefois obtenir un ordre de grandeur a 'aide
d’un modeéle simplifié :

¢
(27 f)% (27 f)

ou T est la variation de longueur analysée a la fréquence f, f, la fréquence de résonance,
M = 13 kg la masse physique, ’angle de pertes ¢ étant supposé constant en fonction de
la fréquence. Cette formule est valide pour f < f,. Le coefficient de surtension mécanique
mesuré de la cavité est () = 60 000. Le seuil de bruit de fréquence calculé & partir du bruit
thermique et de I’équation 2.1 vaut alors

T 4kBTM (2.2)

b=2, 3.105<11}HZ> Hz/vHz (2.3)

Pour une détermination précise, tous les modes de vibrations devraient en fait étre pris en
compte, et la masse effective de chacun peut étre notablement inférieure a la masse réelle.

Pour éviter des dérives de dilatation de la longueur des cavités, celles-ci sont construites
en une céramique dont le coefficient d’expansion thermique « est trés faible, 'ULE [73]. «
est donné par le fournisseur d’'ULE

a=1,6.10""T - 3,2.10° (2.4)

ou T est la température en °C. « vaut donc de ’ordre de 10~ autour de 20 °C.

Définition optique

La cavité optique est triangulaire (cf. schéma 2.3), ce qui permet d’éviter les retours de
lumiére vers la source laser. Les deux miroirs montés sur un diédre a I'une des extrémités ont
la méme réflectivité. Le miroir courbe, a l'autre extrémité, a un dépot diélectrique pour le
rendre réfléchissant au maximum. On peut montrer qu'une telle cavité est équivalente, pour
ses propriétés optiques, a une cavité a deux miroirs ; le miroir courbe de renvoi n’intervient
pas alors dans les calculs de finesse et de contraste.

Comme nous ’avons montré, le rapport signal a bruit dans la mesure de fluctuations de
fréquence, ot le bruit est le bruit de photons, vaut

1Py 2Jo(m)J1(m)(1 —¢) v (2.5)

hvops \J1 = (1 = ¢2)J3(m) fr
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On a donc intérét & avoir une finesse élevée pour diminuer fp.

Pour mesurer 10~* Hz/+/Hz et en supposant une cavité couplée optimalement ({ = 0),
avec une puissance incidente de 10 mW, il faut un pole & 12 kHz. L’intervalle spectral libre
de la cavité valant 475 MHz, la finesse minimale doit étre de 20000.

En fait, la finesse mesurée est de 30000, et le pole se situe alors & 8 kHz. La puissance
incidente mesurée est d’environ 6 mW sur la premiére cavité et 2 mW sur la seconde. Le
contraste des cavités est d’environ 60 %. Le seuil minimal de fluctuations de fréquence
détectables est donc, avec un indice de modulation m ~ 0,9, 2.107* Hz/\/m pour la
premiére cavité et 3,5.10~* Hz/v/Hz pour la seconde (en utilisant I'équation 1.13 du
chapitre précédent).

Bruit de phase

La phase du faisceau lumineux doit rester trés stable. Il faut donc éviter toutes les sources
pouvant provoquer des variations de chemin optique.

Le faisceau stabilisé en fréquence se propageant dans l'air, les fluctuations d’indice sont
réduites en enfermant ’ensemble de 'expérience dans une enceinte. Il faut éviter aussi
d’enfermer les électro-optiques de correction de phase et de modulation dans des boitiers
dont les seules ouvertures laissent passer le faisceau: 1’air chauffé par les transistors a
proximité des cristaux vient perturber la phase de ces derniers.

Dans la version initiale de I’expérience, le faisceau stabilisé était envoyé sur le banc optique
par une fibre optique. Cette fibre produisait des fluctuations de fréquence par effet Kerr
[66]. Les fluctuations d’amplitude du faisceau, non corrigées, se transforment en fluctuation
d’indice du milieu cristallin ou se fait la propagation

n=mng+yI (2.6)

ou 7 est l'indice non-linéaire, et I l'intensité du faisceau. Par exemple, dans une fibre
optique de longueur [ = 30 m, de section 1072 m?, avec v = 4.107%°, une fluctuation P =
10~*W/v/Hz produit une fluctuation d’indice 7 = 4.107*2 /v/Hz et donc des fluctuations
de phase

~ l

¢ = 2m i = 7,5.10™" rad/vHz (2.7)
et des fluctuations de fréquence
v=2fd=0,5 Hz/VHz 4100 Hz (2.8)

Ces valeurs disqualifient la fibre optique.



148 CHAPITRE 2. EXPERIENCE DE STABILISATION EN FREQUENCE

2.3.2 Implantation optique

Le montage permet ’asservissement d'un « MISER» Nd:YAG commercial (Lightwave 123)
de 300 mW [74] sur une des cavités, qui est utilisée comme référence de longueur. L’autre
cavité sert a la mesure des fluctuations absolues de fréquence.

Le bruit en fréquence de ce laser mesuré sur une cavité de faible finesse donne

b= 100(10(}HZ> Hz/VHz (2.9)

Le montage du banc optique se schématise comme suit (figure 2.3):

température du cristal ) SEEE—

piezo Servo

électro-optique

Stabilisation de fréquence

Modulation de fréquence
av (o)
e
] |
|

i@ €0 /')

Cavité Fabry-Perot 1

optique synthétiseur de
fréquence (70 MHz)

:p:t{zj ' ® (’ 7>§ 3

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Cavité Fabry-Perot 2 Mesure de stabilité

F1G. 2.3 — Schéma du montage optique pour la mesure absolue de fluctuations de fréquence

Le faisceau laser est modulé en fréquence au moyen d’un cristal électro-optique LiTaOs3
modulateur de phase, a la fréquence de modulation 14 MHz. Une partie de ce faisceau est
envoyé sur la premiére cavité, une partie sur la seconde par une lame séparatrice.

Le faisceau réfléchi par la premiére cavité est envoyé sur une photodiode, puis démodulé de
facon synchrone. Le signal électrique est alors amplifié puis filtré pour obtenir la fonction
de transfert voulue (cf. chapitre précédent). La correction est appliquée suivant trois voies,
suivant la dynamique et la plage de fréquence de chacune. La voie piezo-électrique, en
agissant sur la longueur de la cavité laser, permet les corrections de fréquence jusqu’a 8 kHz.
La correction aux fréquences supérieures, jusqu’a 1 MHz, se fait avec un électro-optique
identique a celui qui fait la modulation de fréquence. La correction de la température du
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cristal permet des corrections sur le long terme, et évite les tensions continues sur le cristal
piezo-électrique, ce qui améliore sa linéarité et évite des sorties de la dynamique lorsque la
température change. Le fonctionnement de I’expérience sur le long terme est alors possible.

La deuxiéme cavité est du méme type que la premiére. Sa longueur optique est toutefois
légerement différente; leurs résonances sont séparées de quelques centaines de MHz.
L’ajustement des fréquences de résonance se fait par chauffage de l’enceinte de la
deuxiéme cavité et controle de cette température par thermistance. L’inconvénient est
qu’elle n'opére plus alors & température optimale pour sa dilatation. Le réglage fin
des fréquences de résonance est ajusté par un cristal acousto-optique, dirigé par un
synthétiseur de fréquence bas-bruit. On ajuste donc la température de maniére a ce que
les fréquences de résonance soient séparées d’environ 140 MHz ; le cristal acousto-optique,
dont la fréquence d’utilisation est 70+5 MHz, est utilisé en double passage; les quelques
kilohertz restants sont ajustés avec le synthétiseur de fréquence.

Le signal réfléchi par la cavité 2 est recueilli sur une photodiode, démodulé de facon
synchrone. Le signal résultant, une fois calibré, permet la mesure du bruit absolu de
fréquence.

Sur le schéma ne sont pas représentés de nombreux composants optiques utilisés dans
Pexpérience: lames A/2 et A\/4 servant & faire tourner la polarisation et passer d’une
polarisation elliptique a une polarisation longitudinale ; polariseurs; isolateur de Faraday
pour éviter les retours de lumiére vers la source laser; lentilles d’adaptation du faisceau
laser (taille du col, position de ce dernier) aux parameétres des cavités.

2.3.3 Implantation mécanique

Le montage mécanique vise a isoler ’expérience des bruits pouvant affecter la longueur des
cavités.

Isolation acoustique

Les cavités sont placées chacune dans une enceinte a vide (P &~ 5.10® mbar). Le bruit
acoustique ne vient donc pas exciter directement les résonances. Ce vide permet également
de ne pas dégrader le coefficient de qualité du matériau, et donc évite d’augmenter
inutilement le bruit thermique. Il garantit la propreté, et en empéchant la pollution des
miroirs, conserve la finesse de la cavité optique. La laine de verre entourant I’enceinte qui
contient ’ensemble du dispositif expérimental atténue aussi légérement le bruit acoustique.
Les ondes acoustiques ne peuvent alors plus se propager qu’au travers des pieds supportant
les cavités.
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laine de verre

Atténuateur
sismigue
ressort & gaz

tiges d'isolation sismique

Preumatiques

F1G. 2.4 — Isolation sismique, acoustique et thermique de [’expérience

Isolation sismique

Le plateau sur lequel est posé le montage optique est suspendu a un super-atténuateur a
gaz, prévu initialement pour l'isolation sismique des masses-test de Virgo.

Cela permet une isolation du bruit sismique dans le sens horizontal, grace au pendule, qui
agit comme un filtre passe-bas de second ordre avec une fréquence de coupure d’environ
0,5 Hz. L’isolateur a gaz permet également une isolation dans le sens vertical.

Chacune des cavités est posée sur 4 pieds, tiges métalliques pointues qui se comportent
comme des isolateurs sismiques au-dessus de leur fréquence de résonance. Dans la version
initiale de l'expérience, ces supports avaient une fréquence de résonance basse (8 Hz). Le
bruit sismique venait exciter cette résonance, & basse fréquence et de grande amplitude.
Cela n’était pas génant pour le mouvement d’élongation des cavités mais surtout pour
leffet Doppler relatif entre les deux cavités. L’amplitude du mouvement excité par le bruit
sismique provoque un bruit de fréquence

b= "%or i (2.10)
C
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Pour un mouvement d’amplitude 1 gm a la fréquence de 8 Hz cela fait environ 60 Hz/ VHz;
c’est au-dessus des spécifications pour 1’étage de préstabilisation en fréquence. C’est fort
probablement la cause d’un bruit qui nous génait dans la version initiale de ’expérience :
sans isolation sismique, le mouvement de la cavité est visible a I'ceil nu. J’ai donc concu
des supports de cavités avec des fréquences de résonance plus élevées (autour de 30 Hz).
Une tige en flexion a une constante de raideur

3r _ d*
k=—FE— 2.11

64 L3 (2.11)
ol E est le module d’Young, d le diameétre de la tige, L sa longueur. On estime la masse
sur chacune des tiges & M /4. Pour avoir une fréquence de résonance autour 30 Hz avec
des tiges en acier (E = 2.10'' N/m?), on choisit une longueur de 11 mm et un diamétre
de 2 mm. Les cavités montées sur ces tiges montrent une premiére résonance meécanique

mesurée de 52 Hz identique au calcul.

Si une cavité triangulaire a un léger mouvement de rotation autour d’un axe vertical passant
par son centre, par rapport a un référentiel galiléen, I'effet Sagnac, similaire a I'effet Doppler
va provoquer un bruit de fréquence

,,Opt%g (2.12)

U=

oil A est la surface délimitée par le faisceau lumineux, p le périmeétre du parcours, ) la
fréquence de Fourier de la pulsation de rotation. Un déplacement de ’extrémité de la cavité
de 1 ym /v/Hz dans le sens tangentiel donne un bruit # = 8 Hz/v/Hz. Cet effet Sagnac,
quoique plus faible que I’effet Doppler, donne un bruit de méme ordre de grandeur.

Isolation thermique

Pour atténuer les fluctuations de température trop rapides, ’enceinte qui contient le banc
optique est entourée de laine de verre. L’isolation, incompléte, n’empéche pas les variations
diurnes ou sur des intervalles de temps plus longs.

2.4 Reésultats et interprétation

2.4.1 Calibration

La calibration (tension détectée/écart de fréquence mesuré) est possible de plusieurs fagons.
Pour chaque calibration, une des cavités est asservie et l'autre voie permet la calibration.

La finesse de chacune des cavités est mesurée par balayage de la fréquence avec le
cristal piezo-électrique: la conversion tension/fréquence du cristal étant connue, le relevé
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des sommets du signal d’erreur Pound Drever permet la mesure directe des poles des
cavités. Une autre fagon de mesurer ce signal Pound Drever est d’envoyer une rampe
sur le synthétiseur de fréquences. La mesure des poles est alors directe. La connaissance
des fréquences des poles donne immeédiatement la caractéristique tension/fréquence par
balayage du signal Pound Drever de la cavité de mesure.

Une troisieme méthode est ’envoi d’un signal sinusoidal d’amplitude connue sur le
synthétiseur de fréquences. La mesure du pic donne la caractéristique tension/fréquence.

Les finesses mesurées sont F = 29000 (fp = 8200 Hz) pour la premiére cavité et F = 33000
(fp = 7200 Hz) pour la seconde.

2.4.2 Bruit de fréquence

Aprés aménagements du banc jusqu’a l'obtention de résultats satisfaisants, nous avons
mesuré les bruits indiqués sur la figure 2.5. Le laser est asservi en fréquence sur la premiére
cavité et la deuxiéme cavité sert de discriminateur. La courbe du haut indique le bruit de
fréquence du laser libre, mesuré dans une expérience indépendante. La courbe du milieu
représente la somme des bruits de fréquence des deux cavités; le pole de la cavité (8 kHz)
a été corrigé. La courbe du bas est le signal d’erreur sur la cavité 1.

Le bruit de fréquence doit étre comparé avec les spécifications pour 1’étage de
préstabilisation en fréquence de Virgo (voir figure 2.6). On voit que la stabilité de
fréquence remplit les conditions requises pour le premier étage de stabilisation en
fréquence, avec une large marge de sécurité (de 1 a 3 ordres de grandeur).

2.4.3 Analyse
Signal d’erreur

Le signal d’erreur mesuré vaut, comme on peut le montrer avec les formules du chapitre
précédent,

s 1 - 1. 1
ZIZKI (Vcr+_VfT)+1_|_G

5 C e (Ten + sn) (2.13)

ol GG est le gain en boucle ouverte, 7, est le courant de bruit de photons, 7, est le courant
de bruit d’électronique, 7., le bruit de fréquence d’une cavité donné par sa stabilité de
longueur, K7 est la conversion fréquence/courant de la photodiode et de la technique Pound
Drever. Avec les parameétres de la cavité mesurés (contraste C' = 0, 5, indice de modulation
m = 0,9, pole & 8 kHz, puissance incidente P, ~ 9 mW) K; = 2.10° 7 A/Hz. Le bruit de
photons peut étre évalué a 7, = v2elpc = 4,4.10° " A/V/Hz, soit # = 2.107* Hz/v/Haz.
La courbe du bas est donc plus petite que le bruit de photons. Elle est limitée par le bruit
électronique de la mesure du signal d’erreur. La remontée vers &~ 4 kHz montre qu’alors le
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gain n’est plus assez élevé (le bruit de photons varie avec la fréquence par /1 + (f/fp)?
et le gain baisse).

Signal de bruit de fréquence

Le signal de bruit de fréquence est la somme du bruit de longueur des deux cavités. En
basse fréquence, ce n’est plus le bruit de longueur des cavités qui est mesuré mais 1'effet
Doppler entre chacune des cavités, comme le montre le pic & 25 Hz, et les autres pics
jusqu’a environ 500 Hz.

Au-dessus de 500 Hz, le bruit sismique filtré par le pendule dépend de la fréquence comme
1/f*. La pente du bruit mesuré suit une pente de loi 1/f: elle a donc une autre cause.

Il est possible que cette pente soit due & des dérives lentes de fréquence. En effet, supposons
que la cavité 2, qui est chauffée, subisse des dilatations de longueur en fonction du temps
x(t) = at sur 'échelle du temps de mesure. L’analyseur de spectre donne une transformée
de Fourier sur un temps limité 7'

T .
TF[z(t)] = / (t)e 2Tty (2.14)
0
et, en gardant le terme dominant, la densité spectrale est

ol [2
T=——1/= 2.15
v 2rf\V T ( )
soit, avec T' = 80 ms (mesure de 'intervalle 200-20 kHz), a = 30 Hz/s correspond au bruit
mesuré 7 =~ 2/ f Hz/v/Hz. Une telle dérive est parfaitement possible et correspond a ce que
I’on peut mesurer par ailleurs (voir suite). J’ai pu vérifier expérimentalement qu’un signal
en forme de rampe donne un bruit en 1/f, d’amplitude donnée par 2.15, sur 'analyseur

de spectre.

2.4.4 Dérives a long terme

Pour mesurer les dérives a long terme, ’écart continu de fréquence sur la voie de mesure de
bruit de fréquence (cavité 2) est utilisé pour asservir le synthétiseur de fréquence. Le signal
de commande du synthétiseur mesure alors les dérives a long terme de la fréquence. Un
micro-ordinateur équipé d’une carte de conversion analogique/numérique vient mesurer
cette grandeur toutes les 60 s. La voie thermique de correction de la fréquence du laser
ajuste la température du cristal; ce signal est donc proportionnel aux variations de
température dans l’enceinte. Pour cette expérience, la suspension sismique n’est pas
utilisée : il n’y a pas besoin de bonne stabilité a court terme, et le ressort a gaz n’est pas
utilisable en opération continue sur plusieurs jours (fuites, dilatations importantes du gaz
en fonction de la température, et donc hauteur du banc optique peu controlable).
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F1G. 2.7 — Dérives a long terme de la fréquence

Comme on peut le voir en figure 2.7, les dérives de fréquences et les variations de
température sont corrélées. On peut évaluer la dérive moyenne & 1 MHz pour 10 heures,
soit 30 Hz/s, ce qui est bien la valeur trouvée dans la mesure de bruit.

Ces dérives sont principalement dues & la dilatation thermique de la deuxiéme cavité, qui
a été légerement chauffée pour étre a résonance avec la premiére. Elle n’est donc plus a
son point optimal de dilatation. Le bruit de fréquence mesuré est donc pessimiste, puisque
limité par ses dérives, qui n’existeront pas dans ’expérience Virgo ou la température de
I’environnement de la cavité de préstabilisation est maintenu autour de 20 °C.

2.4.5 Stabilité: variance d’Allan

La grandeur utilisée en métrologie de mesures de temps et de fréquences pour spécifier la
stabilité d’un oscillateur est la variance d’Allan |75, 76|. Celle-ci exprime la variance de la
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fréquence moyennée sur une période T'. Plus précisément, en posant

v(t)

o) = 20 (2.16)
Gt ) = % /t T ar (2.17)
g =gt +iT, 1) (2.18)

la variance d’Allan o, est définie par
1 1 ?
2 _ _
_ s — , 2.19
o N est le nombre de segments y; utilisés.

La variance d’Allan la plus couramment utilisée est calculée avec N = 2 et T = 7. Elle se
définit alors par

< (% — Jis1)* > (2.20)

<
DN =

Cette méme variance peut se calculer a partir du spectre de bruit de fréquence avec la
formule (cf. [77])

frax , sin(rfT)\?
; = - 2Sy(f) SIHQ(’ﬂ'fT) (7{']87T df (221)
ot Sy(f) est la densité spectrale de puissance de bruit de fréquence, fimin et fimax sont les
limites du spectres dues a 1’appareil de mesure.

A partir du spectre de bruit de fréquence mesuré, une variance d’Allan a court terme peut
étre calculée par I'équation 2.21. Pour la mesure sur des intervalles de temps plus longs,
les mesures de dérives du paragraphe précédent donnent la stabilité avec 1’équation 2.20.

Sur la figure 2.8, la courbe (1) est la stabilité de fréquence déduite de la mesure spectrale
de bruit de fréquence. Les courbes (2) et (3) sont déduites de mesures & moyen et long
terme (de 7' = 1 seconde a T' = 30 heures). La pente pour des intervalles de temps longs est
due aux dilatations thermiques de la cavité 2: si v(t) = at, alors o,(T) = (1/v/2) aT/vop:-
Pour T = 10 secondes, a vaut donc 8 Hz/s.

La variance d’Allan obtenue peut étre comparée a celle des meilleurs oscillateurs existant
actuellement (voir figure 2.8). La courbe (4) représente la stabilité de loscillateur
hyperfréquences a saphir de I'U.W.A. [78], la courbe (5) la stabilité de fréquence du maser
a hydrogene de 'observatoire de Shangai [79], la courbe (6) la stabilité de fréquence du
laser Nd:YAG du Tokyo Institute of Technology (expérience similaire a la notre) [80].

La stabilité de fréquence obtenue est donc la plus stable, a court terme, du monde. La
stabilité & long terme, a cause des dilatations de la cavité 2 qui est légérement chauffée,
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n’est pas trés bonne. Elle pourrait étre largement améliorée en ayant chacune des cavités a
son point optimal (autour de 20 °C), et par un asservissement de la température du banc
optique.

Frequency stability
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FI1G. 2.8 — Variance d’Allan du laser stabilisé sur une cavité de référence, courbes (1) (2)

et (3). Courbes (4), (5) et (6): voir texte

2.4.6 Automatisation de ’accrochage

Le laser qui illumine l'interférometre Virgo doit étre fiable. Un systéme permettant
I’accrochage automatique des boucles d’asservissement a donc été développé. Les mesures
de dérives de fréquence a long terme ont permis de tester les performances du systéme de
logique électronique qui réalise cette fonction.

Le systeme d’accrochage automatique utilise la photodiode en transmission de la premiére
cavité. La tension moyenne est comparée a un seuil; lorsqu’elle y est inférieure, le
laser est considéré comme décroché. La fréquence du laser est alors balayée par 1’envoi
d’une tension en rampe sur le cristal piezo-électrique du laser. Lorsque la fréquence
est proche de la fréquence de résonance, la lumiére transmise par la cavité s’accroit; le
comparateur reconnait le franchissement du seuil, stoppe le balayage et le gain de la
boucle d’asservissement passe de 0 a sa valeur réglée a ’avance. La durée moyenne d'un
raccrochage du laser est de quelques dizaines de secondes.
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L’expérience a consisté en la mesure de I'état accroché / décroché du laser pendant les
quelques 200 heures de mesures de dérives a long terme. Le micro-ordinateur qui mesure
les dérives enregistre également le nombre de décrochages pendant un intervalle de 60 s.

Decrochages du laser

nombre de decrochages
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Temps (heures)

F1G. 2.9 — Décrochages du laser lors de la mesure des dérives a long terme

Le résultat (figure 2.9) et I'analyse précise des données montre que a chaque fois que le
laser a décroché, il a aussitot raccroché dans des intervalles de temps de quelques dizaines
de secondes. Il n’est jamais resté dans un état ou il n’est pas en résonance avec la cavité
pendant une durée de plus d'une minute.

De plus, la plupart des décrochages du laser observés ont une cause connue. Les chocs
mécaniques ne sont pas filtrés par l'isolateur sismique (atténuateur a gaz), puisque ce
dernier n’est pas utilisé. Ils provoquent donc des décrochages. Les chocs contre 1’enceinte
abritant le banc optique pendant les 200 heures d’opération ont été répertoriés. D’autres
décrochages ont eu lieu & cause de parasites électriques, et d’une mauvaise isolation
électrique de la logique de commande. Le simple fait de brancher ou débrancher un fer a
souder a provoqué plusieurs des décrochages de la figure 2.9.

L’isolation de l'alimentation de la partie électronique a été réétudiée pour éviter les
parasites électromagnétiques. Lorsque les cavités sont isolées sismiquement, les chocs
mécaniques ne provoquent plus de décrochages du laser. Le systéme semble donc fiable, et
peut étre utilisé dans ’expérience Virgo.
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2.5 Conclusion

L’expérience de stabilisation en fréquence nous a permis de vérifier que le laser stabilisé
en fréquence posséde les performances suffisantes et est assez fiable pour étre utilisé dans
Iexpérience Virgo.

Le principe de fonctionnement du premier étage de stabilisation en fréquence est testé, et
sa validité est montrée: la cavité de référence posséde une stabilité de fréquence suffisante
pour étre utilisée.

Le laser stabilisé posséde la stabilité de fréquence a court terme la plus grande du monde. Sa
stabilité en fréquence sur le long terme peut étre améliorée par des améliorations techniques
simples, en particulier le controle de la température des cavités. Ceci n’a pas été fait parce
que non nécessaire pour la construction de l'interférométre Virgo ; mais les performances
du laser obtenu permettent d’envisager la construction d’un interférometre spatial comme

LISA [81].
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Conclusion
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I ES TRAVAUX présentés dans cette thése ont permis de préciser la sensibilité que
pourrait atteindre l'interférometre Virgo. Diverses pistes ont été ouvertes pour
I’améliorer.

Le bruit thermique des masses-test pourrait étre amélioré par le choix d'un substrat dont les
qualités sont meilleures que la silice fondue. Le saphir pourrait jouer ce role; la faisabilité
de substrats de grandes dimensions dans ce matériau, avec les propriétés optiques requises,
reste toutefois a prouver. L’angle de pertes, s’il est limité par les pertes aux points de
contact, pourrait étre diminué par une conception plus détaillée de cette interface.

Le bruit des suspensions pourrait étre amélioré par un matériau a faibles pertes, et en
limitant les pertes aux points de contact ; cela n’est pas possible avec des fils d’acier, ou
les pertes thermoélastiques, incompressibles, dominent.

Une expérience de mesure directe de bruit thermique demande & étre plus précisément
spécifiée. Elle sera un banc de mesure et d’amélioration de la sensibilité de Virgo. Elle
seule permet également de mesurer directement 1’angle de pertes des ondes acoustiques a
toutes les fréquences.

Les fluctuations de fréquence ne limitent pas la sensibilité, avec une symétrisation adéquate
des cavités et avec 'asservissement de la fréquence sur la longueur de cavités optiques. Le
premier étage de stabilisation de fréquence de Virgo a été construit. Nous avons démontré
qu’il remplit les spécifications, et que le systéme est suffisamment fiable pour étre utilisé en
continu. Nous avons méme obtenu une stabilité & court terme exceptionnelle. La stabilité
a long terme pourrait étre améliorée, au prix d’un meilleur controle en température.

Ces pistes permettraient 'amélioration de la sensibilité d’un détecteur interférométrique,
terrestre comme Virgo ou spatial comme LISA. Les enjeux en sont la quantité d’événements
détectables, 'amélioration de la précision des signaux, et plus généralement toute la
nouvelle physique qui sera basée sur ce nouveau type de signaux: les ondes de gravitation.
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Annexe A

Optique gaussienne

Pour une présentation générale de l'optique gaussienne, cf. [66], chapitre 3. Ce qui est
donné ici est destiné a faciliter la lecture et les parameétres de faisceaux utilisés dans les
calculs.

A.1 Approximation paraxiale

Les équations de Maxwell bien connues de propagation du champ électromagnétique dans
le vide conduisent & I’équation d’onde:

1
(V2 — gaf)E =0 (A1)

ol E est une composante du champ électrique, que I’on note sous forme complexe, il suffit
d’en prendre la partie réelle pour avoir 'onde physique. En faisant une analyse spectrale
de E, on écrit E = u(x,y, 2)e'“t. u vérifie alors I'équation d’Helmholtz:

(A4 EHu(x,y,2) =0 (A.2)

ol k = w/c et A est 'opérateur Laplacien. Une solution particuliére de A.2 bien connue
est 'onde plane:

U = uoefikz (A3)

avec k = 27 /X o A est la longueur d’onde, pour un faisceau se propageant le long de 'axe
(0z). On cherche d’autres solutions de A.2 sous la forme d’ondes paraxiales, c’est-a-dire
sous la forme de cette onde plane modulée spatialement :

u(x,y,z) = ¢(xayaz)€_ikz (A4)

On se place dans le cas d’amplitudes complexes lentement variables (pour négliger 9?1
devant ik0,1)) et 1 vérifie alors I’équation d’'Helmholtz paraxiale :

(V3 — 2ikd, ) =0 (A.5)
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ou Vi = 07 + 02.

A.2 Modes TEM,,,

L’équation A.5 admet comme solutions les fonctions (en coordonnées cartésiennes) :

E)Hn(ﬁﬁ)eiémn—(ﬁﬂﬁ)(w%y?) (A.G)
w w w

ou H,,,, sont les polynomes d’Hermite, ®,,, = (m + n + 1)((z), w et R sont des fonctions
de z:

w(z) = wy [1 + (%)21 " (A.7)
R(z) =z [1 4 (%)Q] (A.8)
((z) = tan™'(2/2) (A.9)

2 = WT“’O (A.10)

w(z) est la « taille» du faisceau au point z, minimale au col wy en z = 0, R(z) le rayon
de courbure du front d’onde, infini au col; z; est le parameétre de Rayleigh. Ces fonctions
supposent le col situé a z = 0.

Lorsque la position du col du faisceau est fixée, un seul parameétre, wy, permet donc
de décrire 'onde. L’ensemble des parameétres m, n permet alors de construire une base
compléete des fonctions 9 :

W(z,y,2) = Zamnz/)mn(x,y,z) (A.11)

A.3 Faisceau gaussien

Dans cette thése n’est considéré que le mode principal résonnant d’une cavité, le mode
m=0,n=0.

Une onde se propageant suivant z s’écrit alors:

Wo —ikz—(Zy+igs ) (22 +y?)+iC(2) (A.12)

L’intensité se distribue de fagon gaussienne.
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Annexe B

Asservissements: principes

B.1 Présentation

Le principe général d’un asservissement linéaire continu se représente par la figure B.1.

w(t) est le signal de commande, y(t) le signal de sortie, e(t) le signal d’erreur (appelé aussi
écart), d(t) une perturbation et ¢(t) le signal de correction. G, G et F sont des fonctions
de transfert, généralement des fractions rationnelles de la variable complexe p, p = i w.

Dans le domaine fréquentiel, la fonction de transfert de ’ensemble est :

Yp) _
@~ H)

G(p)

T 1+ GR)F(p) (B

ou on représente par des majuscules les transformées de Fourier, et G(p) = G1(p)Ga(p).
H(p) est la fonction de transfert en boucle fermée; on pose aussi T'(p) = G(p)F(p) la

d(t)

WO+, €0 y ye)

c(t)

F1G. B.1 — Schéma d’un asservissement linéaire continu
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fonction de transfert en boucle ouverte. T'(p) peut s’écrire

1) = 52

ou N(p) et D(p) sont des polyndomes de la variable p.

B.2 Gain unité

La bande passante de 1’asservissement est définie par la fréquence au gain unité, c’est-a-
dire la pulsation wy telle que |H(iwp)| = 1. Pour w > wy, |H(iw)| < 1 et pour w < wy,
|H(iw)| > 1. Pour w &~ wy, on peut approximer H par la fonction Hy/pF.

B.3 Stabilité

On se place dans le cas d'un systéme a déphasage minimum (Le dénominateur de la fonction
de transfert en boucle fermée n’a pas de zéro a partie réelle positive). La stabilité est assurée
si kb < 2.
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Les principaux symboles utilisés sont décrits ci-dessous. On se reportera & la partie
correspondante pour une définition exacte des termes.

Cavités

7>/)in
(8
(2
U
s
P, ref
I
P, sto
P, out
V& DC

champ incident
champ réfléchi
champ transmis
champ stocké

puissance incidente

puissance réfléchie

puissance transmise

puissance stockée

puissance sur la photodiode de détection
puissance continue sur la photodiode de détection

‘ miroir d’entrée ‘ miroir d’extrémité

réflectivité T Ty
transmission | t; ts
pertes p=1—r—t] |pp=1-7]—13
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c vitesse de la lumiere
L. longueur de la cavité
A longueur d’onde du faisceau incident
Vopt =€/ A fréquence optique
ISL =¢/(2L.) intervalle spectral libre
o = dmvopi L/ c déphasage d’'une onde sur un parcours aller-retour
Q@ déphasage a résonance
F =ayrry/(1 —1riry) finesse
n =1/(1 —rry) ~F/m si F>1 nombre effectif d’aller retour dans la cavité
pe =1-7131-p) pertes de la cavité
¢ =np.— 1 couplage de la cavité
(<0 cavité sous-couplée
(=0 cavité couplée optimalement
(>0 cavité sur-couplée
G =n(l = () = Psto/Pan gain de la cavité

Cavité en réflexion

R =,/ réflectivité (complexe) de la cavité
C =1-¢)/(1+¢* contraste
fp =1ISL/(2F) pole de la cavité
Détection
m indice de modulation
n efficacité quantique du détecteur
Ppe puissance continue incidente sur la photodiode

v =en/(hyvopt) conversion courant/puissance incidente du photodétecteur
(h, constante de Planck et e charge de 'électron)

Bruit thermique

Calcul par le théroréme fluctuation-dissipation

kp constante de Boltzmann
T température absolue
Z(w) impédance mécanique

f fréquence d’analyse

w=2rf pulsation
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Résonateurs
z bruit de position (en m/v/Hz)
M masse
wo fréquence de résonance
k= Mw? constante de raideur
fa coefficient de frottement
d(w) angle de pertes
Q = ¢ Y wy) coefficient de qualité
T temps de relaxation
Vo fréquence de Debye (pertes thermoélastiques)
oo angle de pertes maximum par thermoélasticité

Bruit des miroirs

D diameétre

R rayon

H épaisseur

mode; = n,m,{ description d'un mode de résonance

n ordre circonférentiel (nombre de diameétres nodaux)
19 numéro de parité

m numéro d’ordre

U, déplacement d’'un point de la surface

P densité d’intensité lumineuse sur la surface

Bruit des suspensions

Wy, fréquences de résonance des modes violon
Wp fréquence de résonance du mode pendule
Ow pertes internes au matériau

bp angle de pertes du mode pendule

o angle de pertes des modes violon

K = 28 penforcement de I’angle de pertes

Métrologie des fréquences

7 bruit de fréquence (en Hz/v/Hz)
o, écart type d’Allan (racine carrée de la variance d’Allan)
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Ondes gravitationnelles

(t) onde gravitationnelle

h
h,  seuil de sensibilité (en /v/Hz)



Index

C, voir contraste

G'ec, VOIr gain de recyclage

@, voir facteur de qualité

Sn(f), voir densité spectrale de bruit
Z(w), voir impédance mécanique

(3, voir asymétrie

1, voir efficacité quantique

7, voir conversion courant/puissance
F, voir finesse

ISL, voir intervalle spectral libre
¢(w), voir angle de pertes

¢p, voir angle de pertes, mouvement

pendulaire
¢y, voir angle de pertes, modes violon
0w, voir angle de pertes, internes
p, voir signal & bruit
T, voir temps de relaxation
h.,, voir seuil de sensibilité
¢, voir couplage
hi,5
hyy 5
w, voir taille de faisceau
équation d’Einstein, 4

anélasticité, 54

angle de pertes, 48
internes, 70, 105, 110
modes violon, 71
mouvement pendulaire, 70

asymétrie, 33, 37

cavité
contraste, 22
couplage, 20, 23
Fabry Perot, 19, 24
finesse, 21, 23
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gain de puissance, 23

intervalle spectral libre, 21, 23

pole, 22

puissance stockée, 23

temps de stockage, 21
coalescence de binaires, 8

coefficient de qualité, voir facteur de

qualité

coefficient de surtension mécanique, voir

facteur de qualité
coefficients de Lamé, 53

col de faisceau, voir taille de faisceau laser

compliance, 56
conversion
photodiode, 133

densité spectrale de bruit, 39
efficacité quantique, 27

facteur de qualité, 47
facteur de renforcement, 79
filtre adapté, 41

gain de recyclage, 36

impédance caractéristique, 75
impédance mécanique, 47

métrique, 3
masse caractéristique M, 8
mode cleaner, 39

pic de Debye, 56
Pound Drever, 27
pulsars, 9

quadrupole, 6, 12

courant /puissance
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réflectivité
cavite, 21
miroir, 19

raideur, 17

seuil de sensibilité, 30
signal a bruit, 29, 41
supernovee, 7

taille de faisceau laser, 23
temps de relaxation, 47
thermoélascticité, 56
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Résumé

La sensibilité d’un détecteur interférométrique d’ondes gravitationnelles comme Virgo
est cruciale pour l'analyse des sources astrophysiques. Une telle antenne détecte ’onde
gravitationnelle comme une variation de phase de faisceau lumineux. La précision de la
mesure peut étre limitée par le bruit de longueur des cavités, di aux vibrations thermiques,
et par le bruit de fréquence du laser incident.

Ma contribution a I’évaluation du bruit des modes de vibration interne des substrats des
miroirs a été d’écrire un programme, basé sur la propagation des ondes acoustiques dans
les solides. Il permet les calculs des fréquences de résonance, des masses équivalentes
des modes, de la déformation de la surface et son couplage avec un faisceau lumineux
incident. Les résultats permettent le dimensionnement des substrats. La sensibilité est
alors légérement moins bonne que celle fournie par une estimation grossiére, si les pertes des
ondes acoustiques sont constantes en fonction de la fréquence et égales a celles mesurées a
résonance. Elle peut étre améliorée par diminution des pertes ou par le choix d’un matériau
ayant de meilleures performances. Nous avons également mené des expériences pour aider
au choix du matériau des fils de suspension. Je propose une expérience de mesure directe
du bruit thermique qui permettrait de vérifier la sensibilité.

La configuration de l'interférométre rend le bruit de fréquence du laser négligeable si le
laser est asservi en fréquence. La stabilisation de fréquence se fera en deux étages, I'un
qui asservit la fréquence sur la longueur d’une cavité courte, le deuxiéme qui asservit sur
les grands bras de l'interférométre. Le premier étage a été construit. J’ai vérifié que ses
performances remplissent les spécifications. La stabilité de fréquence obtenue se révele étre
exceptionnelle.

Mbots clés:

VIRGO

Ondes de gravitation

Bruit thermique

Stabilisation de fréquence
Vibration de cylindres

Dissipation du son dans les solides



