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Introduction

L’objectif de cette these est I'étude des lois limites du processus empirique composé et ’ap-
plication de cette étude a ’estimation de la régression non paramétrique par la méthode
du noyau. Le processus empirique composé se définit par

U o(t) = VN (Upe(t) — E[U,.(t)]), pourt e [0,1], (1)

ou U, . est la fonction empirique composée continue a droite définie par
1 n
Un,c(t) - ﬁ Zl Y;I{Uigt}7 pour te [07 ]-]7 (2>

ou {Y; : ¢ > 1} désigne une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et iden-
tiquement distribuées et {U; : ¢ > 1} désigne une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1].
Les suites de variables aléatoires {Y; : i > 1} et {U; : i > 1} sont supposées indépendantes.
Pour plus de simplicité dans les calculs, nous supposerons, dans cette these que pour tout
entier ¢ > 1,

E[Y;] =1 et Var[y;] = 0? < .

Notons que le processus empirique uniforme {«,(t) = v/n (U,(t) —t) : 0 <t < 1} est un
cas particulier du processus empirique composé {a, (t) : 0 <t < 1}. En effet, il suffit de
prendre les variables aléatoires Y; égales a 1 pour obtenir le processus empirique uniforme
{an(t) : 0 <t <1}

L’étude du processus empirique et de la fonction de répartition empirique est I'un des
themes majeurs les plus fréquents dans le développement des statistiques (voir, par exem-
ple le livre de Shorack et Wellner [125] ou encore le livre de Csorgé et Révész [27]). En effet,
les applications en sont nombreuses, et ce du fait que de nombreuses statistiques peuvent
étre exprimées directement a partir du processus empirique. Par exemple, le processus em-
pirique peut intervenir dans des domaines comme les tests d’ajustement (Nikitin [106]), le
bootstrap (Shao et Tu [124], Hall [63]), les combinaisons linéaires de statistiques d’ordre
(Serfling [123]), les tests de rang (Hajek, Siddk et Sen [61]), les données censurées ( Elandt-
Johnson et Johnson [52]), Pestimation non paramétrique de la densité par la méthode du
noyau ou celle des k points les plus proches (Bosq et Lecoutre [11], Scott [122]). Le pro-
cessus empirique a donné naissance a plusieurs variantes telles que le processus empirique
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Introduction

pondéré par des variables qui peuvent étre déterministes ou aléatoires. Lorsque le proces-
sus empirique uniforme a été utilisé pour démontrer des lois du logarithme itéré en un
point ou des vitesses de convergence pour I'estimateur a noyau de la densité, il est naturel
de rechercher des résultats analogues dans le cadre de ’estimation non paramétrique de la
régression. On introduit alors un processus empirique composé. Pour établir, par exemple,
selon cette approche, des lois du logarithme itéré en un point pour un estimateur de ré-
gression du type Nadaraya-Watson (Nadaraya [102], Watson [135]), il faut préalablement
établir des lois limites fonctionnelles pour le processus empirique composé.

Le but de cette these est précisément d’introduire les outils techniques qui devraient étre
utiles pour obtenir de telles lois limites.

Le premier chapitre de cette these est consacré a I’'obtention de la meilleure vitesse possible
d’approximation uniforme du processus empirique composé {a, (t) : 0 < ¢t < 1} par une
combinaison linéaire d’un pont brownien et d’un processus de Wiener. Nous montrons dans
ce chapitre que la meilleure vitesse possible est de 1'ordre de n~*(logn)'/?(loglogn)'/*
et que cette vitesse semble optimale. Pour établir ce résultat, nous nous sommes inspirés
des arguments de Komlés, Major et Tusnady [83]-[84]. Nous obtenons en particulier (voir
§ 1.2, théoreme 1.2.1) :

Théoreme 0.0.1. Supposons que

(H.1) les suites de variables aléatoires {U; : i > 1} et {Y; : i > 1} soient indépendantes.

(H.2) La suite {U; :i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et
uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1].

(H.3) La suite {Y; : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de méme loi que la variable aléatoire Y =Y, qui est telle
que E[Y] =1 et Var[Y] = 0 < 0.

(H.4) Elexp(zY)] < 00 st |z| < zg pour une valeur convenable de zq > 0.

Alors, il existe une suite de ponts browniens {B%(t) : 0 <t < 1} et une suite de processus

de Wiener {W}(t) : t > 0} telles que

P | sup |ane(t) — oWi(t) — Bi(t)| > n~%(@logn +y) | < Cyexp(—Csy)
t€(0,1]
pour tout réel y > 0, ou Cq, Cy et C3 sont des constantes strictement positives.
Le théoreme suivant (voir § 1.2, théoreme 1.2.2) montre que cette vitesse est optimale.

Théoreme 0.0.2. Sous les conditions du théoreme 0.0.1, alors pour toute suite de ponts
browniens {B(t) : 0 < t < 1} et toute suite de processus de Wiener {W}(t) : t > 0}
construites sur le méme espace de probabilités que le processus empirique composé v, c, il
existe une constante C4 > 0 telle que

lim P | sup |ope(t) — oW (t) — Bi(t)| > Cun~ 2 logn| = 1.

n—oo t€[0,1]



Nous montrons également dans le chapitre 1 (voir § 1.2, théoreme 1.2.3) que le processus
empirique composé peut étre convenablement approximé par une combinaison linéaire
d’un processus de Kiefer et d'un processus de Wiener a deux parametres (voir le livre de
Csorgé-Révész [27], p.80 pour de plus amples renseignements sur le processus de Kiefer).

Théoréme 0.0.3. Sous les conditions (H.1-2-3-4), nous pouvons définir un processus de
Kiefer {K(t,y) : 0 <t < 1,0 <y < oo} et un processus de Wiener a deuz paramétres
{T'(t,y) : 0 <t <1,0 <y < oo} tels que

n

sup Z[Yil{Uigt} —t]—ol(t,n) — K(t,n)| =0 (n1/4(log n)l/Q) p.S.

t€l0,1] | 5=

Dans le chapitre 2, nous établirons un résultat similaire & celui de Finkelstein [55]. Soit
€ = £[0, 1] l'espace des fonctions définies sur l'intervalle [0, 1] muni de la norme uniforme
|| f]loe = Supg<i<; |f(t)|. Posons, pour tout ¢ € [0,1] et pour tout n > 3,

n (Un,c(t) - t)

Ghe(t) = :
() V2E[Y?] nloglogn

(3)

Soit Ky, 'ensemble (dit de Finkelstein [55]) des fonctions f. € €]0, 1] telles que
- fe(0) = fe(1) = 0,

-ii- f. est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et

e [ [f2(s)]?ds < 1,
ou la fonction f! est la dérivée de Lebesgue de la fonction f. (déterminée presque partout
par rapport a la mesure de Lebesgue). Notons que Ky, est la boule unité de I'espace de

Hilbert autoreproduisant associé au pont brownien (voir Deheuvels et Lifshits [30]-[31],
Menneteau [100]).

Théoréme 0.0.4. La suite {G,(-) : n > 3} est presque sirement relativement compacte
dans €0, 1] et l’ensemble de ses points limites est l’ensemble compact Ky, .

Le chapitre 3 donne quelques résultats utiles sur le processus de Poisson composé. Entre
autres, nous montrons que ce dernier a des accroissements indépendants et stationnaires, et
vérifions que le processus de Poisson composé centré définit une martingale relativement
a une certaine filtration. Cette propriété de martingale est commode pour établir des
inégalités de type exponentiel qui peuvent étre ensuite appliquées au processus empirique
composé. En effet, ce dernier n’a pas en général la propriété d’étre une martingale par
rapport a une filtration adaptée. Mais pour appliquer ces inégalités de type exponentiel
obtenues pour le processus de Poisson composé, faut il encore relier le processus empirique
composé au processus de Poisson composé. Le résultat correspondant est exprimé dans le
théoreme suivant (voir § 3.5.1, théoreme 3.5.2) :
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Théoréme 0.0.5. Soit {Y; : i > 1} une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes et identiquement distribuées. Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires
indépendantes et uniformément distribuées sur l'intervalle [0,1]. Les suites de variables
{Y; 10 > 1} et {U; : i > 1} sont supposées indépendantes. Soit {I1,(t) = 11 (At) : t > 0}
un processus de Poisson homogéne, continu a droite et de paramétre X > 0. Soit

un processus de Poisson composé. Alors, pour tout réel A > 0, nous avons [’égalité en
distribution suivante

(nUne(t) 10 < ¢ <1} 4 (I 0(8) : 0 < £ < 1|TI(A) = n}
ou la fonction empirique composée U, .(t) est définie en (2).

Enfin, nous établissons dans le chapitre 3 une inégalité fort commode dans 'esprit du
lemme 2.1 de Deheuvels et Mason [35]. En effet, le théoréme correspondant permet d’ob-
tenir une “approximation de Poisson”, qui est appropriée pour obtenir des lois limites
fortes pour le processus empirique composé {a, (t) : 0 < ¢t < 1} (voir § 3.5.2, théoreme

3.5.3).

Théoréme 0.0.6. Pour tout réel a € (0,1), il existe une constante C,, vérifiant 0 < C, <
00, et telle que, pour tout sous-ensemble B € B,, nous ayons

P[{nU,.(t): 0 <t <a} € B] <CP[{Il,.(t): 0<t <a}e€ BJ. (4)

Notons que Igc[0, a] représente I'ensemble des fonctions de répartition continues a droite,
positives et de mesures de Radon bornées de support inclus dans I'intervalle [0, a] et que
B, désigne la o-algebre de sous-ensembles boréliens induits sur l'espace Irc[0,a] (muni
de la topologie de la convergence en loi).

Les outils de ce chapitre, tres techniques, nous seront indispensables pour établir la suite
de nos résultats, en particulier pour ceux ayant trait au comportement des oscillations du
processus empirique composé. Ce chapitre est résumé dans une note au Comptes-Rendus
de I’Académie des Sciences sous la référence :

M.Maumy. Sur les oscillations du processus de Poisson composé.

C.R.Acad.Sci. Paris, Série I, Tome 334, pp.705-708, 2002.

Dans le chapitre 4, nous décrivons le comportement des oscillations du processus empirique
composé. Les résultats correspondants sont inspirés par les travaux de Stute [131]. Le
module d’oscillation w, . du processus empirique composé {a,.(t) : 0 < ¢t < 1} sur
'intervalle [0, a] est défini par
wn,f:(a) = wan,c(a) = Sup ‘Wn,C<C)| = Sup |O‘n,0(3at”
|C|<a 0<t—s<a

= sup |anc(t) — ane(s)| = sup  sup |anc(t+h) — an(t)]
0<t—s<a 0<h<a 0<t<1—h

Nous avons alors (voir § 4.3, théoréme 4.3.1) le théoreme :

4



Théoréme 0.0.7. Soit (a,),>1 une suite de constantes a valeurs dans (0,1) qui véri-
fie les conditions de Csirgd-Révész-Stute [CRS] (voir par exemple Csirgd-Révész [27],
Stute [131]), c’est-a-dire
(S.1) (i) a,, | O et (ii) na, T oo lorsque n T oo ;
(S.2) log(1/a,)/loglogn — oo lorsque n — oo ;
(S.3) log(1/ay,)/na, — 0 lorsque n — oo.
Alors, nous avons

Wn.e(ay)

lim
n—co \/2E[Y?]a, log(1/ay)

=1 ps. (5)

Pour démontrer le théoreme 0.0.7 nous allons utiliser une technique dite de “poissonisa-
tion”, consistant a approcher le processus empirique composé {a, .(t) : 0 < ¢ < 1} par un
processus de Poisson composé. Cette technique est celle établie au chapitre 3. Ce chapitre
fait 'objet d’une note au Comptes-Rendus de I’Académie des Sciences :

M.Maumy. Le comportement des oscillations du processus empirique composé.
C.R.Acad.Sci. Paris, Série I, Tome 333, pp.1101-1104, 2001.

Le chapitre 5 est principalement consacré a I’établissement de lois fonctionnelles du lo-
garithme itéré pour les accroissements du processus empirique composé. Ces résultats
s’appuient sur ceux de 'article de Deheuvels et Mason [35]. Deheuvels et Mason éta-
blissent une loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les accroissements du processus
empirique uniforme qui leur permet d’énoncer une loi du logarithme itéré pour les esti-
mateurs non paramétriques de la densité, tels que 'estimateur des k-plus proches voisins
ou l'estimateur a noyau. Une version partielle de ce résultat avait déja été établie par
Hall [62].

Enoncons la version que nous obtenons de la loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les
accroissements &, . du processus empirique composé o, .. Ces derniers sont

Encla, t;s) = an(t+ as) — an(t), (6)

on0<a<1,0<t<1et0<s<1. Nousnoterons Sy ’ensemble de Strassen (voir par
exemple l'article de Strassen [130]) qui est composé des fonctions f absolument continues
sur U'intervalle [0, 1] et telles que

FO) =0 et /0 () ds < 1.

ou la fonction f’ désigne la dérivée au sens de Lebesgue de la fonction f. Nous obtenons
alors (voir § 5.2, théoreme 5.2.1) :

Théoréme 0.0.8. Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
uniformément distribuées sur 'intervalle [0,1]. Soit {Y; : i > 1} une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de méme loi que la variable aléatoire
Y = Y1. Nous supposons que E[Y] = 1, Var[Y] < oo et |Y — 1| < M p.s. pour une
constante M convenable. De plus, les suites de variables {U; : i > 1} et {Y;:i > 1} sont

5



Introduction

supposées indépendantes. Alors, sous les conditions [CRS] (S.1-2-3), pour tout ¢ > 0 il
existe presque surement un entier n. tel que, pour tout entier n > n., nous ayons

{ fn,c(anat; ) 0<t<1-— an} C Sg (7>

V2E[Y?]a, log(1/a,)

De plus, pour toute fonction f € Sy et pour tout € > 0, il existe presque surement un entier
n! ; tel que, pour tout entier n > nl ;, il exviste un réelt, avec 0 <t =t,.r <1—a, et
tel que nous ayons

H el 1] <= ®

V2E[Y?]a, log(1/a,)

Ce résultat est soumis a la revue Statistics and Decisions.

Le chapitre 6 est inspiré par les résultats de I’article de Deheuvels et Mason [36]. Deheuvels
et Mason ont établi une généralisation de la loi fonctionnelle du logarithme itéré établie par
Mason [94]. Cette généralisation utilise les processus locaux indéxés par des ensembles.
Ces derniers serviront a établir des lois du logarithme itéré pour les estimateurs de la
densité multivariés.

Pour énoncer le théoréme principal de ce chapitre, introduisons quelques notations. Soit
B la classe des parties boréliennes de [0, 1]%. Notons A(+) la mesure de Lebesgue sur RY, et
Mo(+) la restriction de la mesure A(+) sur [0, 1]%. Introduisons la mesure empirique composée
indéxée par la classe B par

1 n
Ane(B) =~ > Yilg,epy, pour BEB. (9)
=1

Pour toute sous-classe D de la classe B, introduisons le processus empirique composé indexé
par la sous-classe D, défini par

tne(D) = Vit Mo D) = E[A (D)), pour D € D, (10)

Pour établir le résultat principal de ce chapitre, il faut considérer une classe D particuliere.
Soient t € [0,1]¢ et C la classe de parties boreliennes de R? de la forme [a, b]? ot a < b et
b—a=1.Soit a=(a,...,a) € R? et posons

D={t+C:CeC} (11)

De plus, nous supposons que

(C.1) t+ C C [0,1]¢ pour tout C' € C et, pour tout h > 0 suffisamment petit, t +
h/4 [a, )" C [0, 1]%

(C.2) C est engendrée par une famille dénombrable.

(C.3) C —{a} est une classe de Donsker pour \o.

(C.4) Pour tout 1/2 < hy < hy <1, hhC C h,C CC.
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(C.5) Pour tout sous ensemble fini {Cy,---,Cy} C C, avec A(C;) > 0, la classe C peut
étre agrandie, si cela est nécessaire, pour inclure un ensemble fini d’éléments disjoints
{Dy,---,Dy} CC, avec \(D;) > 0, tel que pour chaque C; il existe un sous-ensemble
J C{1,---,N} pour lequel Uje;D; = C;.

Posons, par commodité,

log" u = log (max(u,e)) et logyu =log™ (log" u) .

Soit une suite {k(n) : n > 1} de nombres réels vérifiant les conditions suivantes.
(K1) (i) 0 < k(n) <n, (ii) k(n) T oo et (iii) n™'k(n) | 0 lorsque n — o0o;
(K.2) k(n)/logyn — oo lorsque n — o0
(K.3) k(n)/logyn — € € (0,00) lorsque n — 0.

Soit C la classe de parties boréliennes de R? de la forme [a, b]?. Introduisons le processus
empirique composé local au point t indéxé par la classe C défini par

0,.(C) = O,. (o, @) _o,. <O7t’@)

— (ME[YQ])W . (t + (@)w C) , pour CeC (12)

n n

et le processus a;, () est défini en (10) dans sa version indexée par des ensembles.

Remarque 0.0.1. La définition (12) du processus ©,, . s’appuie sur celle du processus
empirique local ©,, au point t indéxé par la classe C. Ce processus O,, a été introduit par
Deheuvels et Mason [36] p.1620.

Introduisons la classe B(C ) qui est composée des fonctions bornées et définies sur la classe
C, ou C est munie de la topologie de la convergence uniforme.

Théoréme 0.0.9. Sous les hypothéses (K.1-2), (C.1-2-3-4-5) et (H1-2), la suite de
fonctions

O,.(C
—n’c( ) :CeC
\/2log,n
est presque sturement relativement compacte dans B(C) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. De plus, I’ensemble limite est égal a

S(C) = {f € B(C): f(C) = /C¢(s) dA(s) avec /Rd[(/b(s)]2 dA(s) < 1}. (13)

Dans le chapitre 7, nous introduisons un estimateur non parametrique de la courbe de
régression de Nadaraya-Watson (voir Nadaraya [102], Watson [135], Collomb [21]), dont
nous rappelons les propriétés asymptotiques et les propriétés de convergence ponctuelle
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Introduction

et asymptotique. L’estimateur de la courbe de régression que nous considérons dans le

chapitre 7 est défini par
YK
nhy, ZZ:; ( ho, )

ro(z) = R < pour = € R,
T — Ay
K
w2 ()
ou la suite {h,, : n > 1} vérifie les conditions suivantes

(S1) (1) hp—0, (i) hylO0, (i) nhytoo:

(S.2) nh,/logn — oo lorsque n — 0o}

(S.3) log(1/hy,)/loglogn — oo lorsque n — oo.

I faut noter que les propriétés de convergence de 'estimateur r,(x) vers la courbe de
régression 7(z) ont fait l'objet de nombreux travaux (voir Collomb [21], le chapitre 5 du
livre de Bosq et Lecoutre [11] et le livre de Nadaraya [105]). Il convient de citer tout par-
ticulierement a ce sujet Devroye [39]-[40], Collomb [19], Greblicki et Krzyzak [60] qui ont
montré que les conditions (S.1)(7) et (S.2) (respectivement (S.1)(i—iii)) étaient essentiel-
lement nécessaires et suffisantes pour obtenir la convergence presque siire (respectivement
la convergence en probabilité)

lim ( sup |1, (z) — 7"(1’)\) = 0. (14)

=00\ z€[a,b]

Le probleme de la vitesse de convergence de (14) est resté ouvert pendant de nombreuses
décennies avant d’étre résolu sur le fond par Einmahl et Mason [51] (rectifiant et précisant
des travaux antérieurs de Konakov et Piterbarg [86] et Haerdle, Janssen et Serfling [65]).
Tous ces résultats sont rappelés dans le chapitre 7. Enfin, nous concluons le chapitre 7
par une loi du logarithme itéré ponctuelle pour 'estimateur a noyau r, de la courbe de
régression défini ci-dessus.



Chapitre 1

Une approximation forte pour le
processus empirique composeé

L’essentiel de ce chapitre consacré a 'obtention de la meilleure vitesse possible d’approxi-
mation uniforme du processus empirique composé o, . par une combinaison linéaire d'un
pont brownien et d’un processus de Wiener. Nous montrons que la meilleure vitesse pos-
sible est de I'ordre de n='/2logn et que cette vitesse est optimale. Rappelons les résultats
qui existent déja pour le processus empirique et pour d’autres processus similaires.

1.1. Introduction et rappels

Soit {X; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées, de fonction de répartition F' continue. La fonction de répartition empirique associée

a la suite (X1, ..., X,) est définie, pour chaque entier n > 1, par
F()—lgnlx eR (1.1)
n(r) = — <ol our x . .
n {Xi<z} b

Nous savons que le processus empirique e,(x) = /n[F,(z) — F(x)] converge en loi vers
B(F(x)) dans I'espace D[—o0, 00| (voir Billingsley [5]), ou {B(x) : 0 < = < 1} désigne
un pont brownien. Nous nous intéressons a une construction de e,(-) et d’une suite de
répliques B, () de B(-) sur le méme espace de probabilités de sorte que

llen = Bu(F)|| =0 ps.

Nous savons, par Skorohod [126] qu’une telle construction existe, et la vitesse de conver-
gence de ||e,, — B, (F)|| qui peut étre établie par une construction optimale de B,, est une
question importante dans le domaine des statistiques ainsi que dans celui des probabilités.
D’ailleurs nombreux sont les articles sur ce sujet (voir par exemple les livres de Csorgd
et Révész [27] et de Shorack et Wellner [125]). La meilleure estimation obtenue est die a
Komlés, Major et Tusnady [83]. De leurs méthodes sont issus beaucoup de travaux (voir
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

par exemple les articles de Mason et van Zwet [96], Massart [97], Bonvalot et Castelle [8]).
Nous avons a ce sujet le théoreme :

Théoréme 1.1.1. [l eziste une suite de ponts browniens {B,(x) : 0 <z < 1} telle que

P |supleq(x) — B, (F(2))| > n™"2(Clogn + )| < Kexp(~Ay),

zeR

pour tout réel y > 0, ou C, K et A sont des constantes strictement positives.

Ici et dans la suite de cette these, P et [E désignent respectivement probabilité et espérance.
Démonstration. Voir l'article de Komlés, Major et Tusnady [83]. ]
Remarque 1.1.1. Il est commode de se ramener au cas du processus empirique uniforme
an(x) = /n(U,(x) — x), on

1 n
U,(z) = - Z li,<;y  pour z € [0,1],
i=1

est la fonction de répartition empirique uniforme associée a la suite {U; : i > 1} de
variables aléatoires uniformes sur l'intervalle [0, 1] définie par U; = F(X;) pour i > 1.
En observant que sup,c(o ) |an(z) — Bn(z)| = [len — Bn(F)]| le théoréme 1.1.1 peut étre
raffiné dans le résultat suivant :

Théoréme 1.1.2. [l eziste une suite de ponts browniens {B,(x) : 0 <z < 1} telle que

P | sup |on(z) — By (z)] > n " Y2(121ogn +y) | < 2exp (—y/6), (1.2)
xz€(0,1]

pour tout réel y > 0 et n > 1.
Démonstration. Voir larticle de Bretagnolle et Massart [12]. O

Remarque 1.1.2. Notons que le théoreme 1.1.1 implique directement (par le lemme de
Borel-Cantelli) que

sup |en(z) — Bo(F(z))| = O(n"Y?logn) ps.,

zeR

ol p.s. signifie presque strement.

Le théoreme 1.1.3 montre qu’il n’existe pas de ponts browniens {B}(z) : 0 < z < 1} tels
que

sug len(z) — BE(F(2))| = o(n"Y?logn) p.s.
Te
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1.1. Introduction et rappels

Théoreme 1.1.3. Si la fonction de répartition F est continue, alors pour toute suite de
ponts browniens {Bi(xz) : 0 < o < 1} sur le méme espace de probabilités que e, nous
avons .

lim P [suple,(z) — By, (F(x))| > gn’lﬂ logn| = 1.

Démonstration. Voir l'article de Komlés, Major et Tusnddy [83]. O

Remarque 1.1.3. Dans le cas du processus empirique uniforme «,(z) = /n(U,(z) — ),
le théoreme 1.1.3 implique I'existence d’une constante universelle K7 telle que, pour toute
suite de ponts browniens {B,(z) : 0 <z < 1}

lim P | sup

an(z) — By(z)| > Kin~?logn| =1,
n—00 | efo,1]

ou la constante X; est telle que K; > %. La démonstration de ce résultat se trouve par
exemple dans le livre de Csorg6 et Révész [27], p.114.

Plusieurs techniques statistiques, telles que I'estimation de la densité par la méthode du
noyau (voir, e.g. Csorgd et Révész [27], Deheuvels et Mason [35]), ou encore, les méthodes
statistiques basées sur la fonction caractéristique empirique (voir, e.g. Csorgé [23]) peuvent
étre commodément décrites a partir de processus empirique e, (). Les distributions limites
des estimateurs correspondants s’expriment comme fonctionnelles de B(F(z)). Ainsi ces
limites peuvent dépendre de la fonction de répartition inconnue F'. Pour pallier ce défaut,
il peut étre utile de faire usage de méthodes telles que le bootstrap (voir par exemple
Hall [63]), de plus en plus utilisé pour établir des approximations de ces distributions
limites. Pour la version bootstrappée des théoremes 1.1.1 et 1.1.3, nous renvoyons par
exemple aux articles de Csorgd, Horvath et Kokoszka [25] et Horvath et Steinebach [72].

Diebolt [43]-[44] et Diebolt et Laib [45] ont introduit et étudié des méthodes de tests non-
paramétriques pour la fonction autorégressive (voir par exemple, le livre de Bosq [10]) dans
une classe de processus autorégressifs non linéaires d’ordre un. Les propriétés asympto-
tiques qu’ils ont obtenues pour leurs méthodes peuvent étre déduites du comportement
limite des processus empiriques hybrides ainsi que celui de processus de sommes partielles.
Par exemple, le processus empirique bootstrappé construit sur des poids indépendants
est un cas particulier de processus hybride. De maniere générale, le processus hybride se
définit de la facon suivante. On pose

Ax,n) = Z&'U(Xi)l{xigx}, pour z € R.
i=1

Iei {X; :i > 1} et {g; : ¢ > 1} composent des suites de variables aléatoires satisfaisant
des conditions générales. Sous des hypotheéses convenables, Diebolt [43]-[44] et Diebolt et
Laib [45] ont montré que le processus n~'/2A(x, n) converge faiblement vers un processus
de Wiener a temps transformé.
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

Pour établir les propositions qui suivent et rappeler certains résultats utiles, nous allons

faire les hypotheses suivantes :

(H.1) les suites {X;: 7> 1} et {g; :

(H.2) Les variables aléatoires {X; :
buées.

(H.3) Les variables aléatoires {g; : i > 1} sont indépendantes et identiquement distri-
buées, telles que E[e;] = 0 et Var[e;] = 1.

(H.4) La fonction U : R — R est a variation bornée sur R.

(H.5) Les variables aléatoires {e; : i > 1} sont telles que, indépendamment de i > 1,
Elexp(te;)] < oo, pour [t| < ty, ou ty est une constante convenable.

1} sont mutuellement indépendantes.

i >
i > 1} sont indépendantes et identiquement distri-

La transformation temporelle du processus de Wiener se définit a partir de
Gn(z) = / U?(s)dF,(s) (1.3)
et de

G(z) = /z U?(s)dF(s), (1.4)

ou F(s) désigne la fonction de répartition commune des variables {X; : i > 1} et F,,(s) la
fonction de répartition empirique des variables X, --- | X,,, définie comme dans (1.1).

Nous supposerons, sans perte de généralité, que les variables aléatoires et les processus

introduits ici et par la suite, peuvent étre définis sur le méme espace de probabilités
(Q,A,P) (cf. 'appendice 2 du livre de Csorgd et Horvath [24], p.418).

Diebolt [44] obtient des bornes supérieures pour la vitesse de convergence du processus hy-
bride n~'/2A(n, z), vers un processus de Wiener, qui sont rappelées dans le théoreme 1.1.4
ci-dessous.

Théoréme 1.1.4. Supposons que les hypothéses (H.1-2-3-4-5) soient vérifiées. Alors
nous pouvons définir une suite de processus de Wiener {W,(x) : x > 0} telle que :

Les suites {W,(z) 12 >0,n>1} et {X;:i>1} sont indépendantes,  (1.5)

et

P |sup [n~ /2 A(z,n) — W, (Gu(2))] > n~*(Crlogn +y) | < Crexp(—Cay),  (1.6)

z€R

pour tout réel y > 0, ou C1,Cy et C3 sont des constantes strictement positives qui dé-
pendent uniquement de la fonction U et de la distribution de la variable aléatoire e1.

Si g désigne une fonctionnelle lipschitzienne d’ordre 1 et si g(W (+)) a une densité bornée,
ot {W(z) : © > 0} est un processus de Wiener, alors

ilelﬂg P [g(n’l/QA(~,n)) <z] =Plg(W()) <z]|=0 (n’1/4(logn)l/Q(loglogn)1/4) . (1.7)
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1.1. Introduction et rappels

Démonstration. Voir l'article de Diebolt [44]. O

En remplacant 'hypothese (H.5) par ’hypothese
(H.6) Elle1]"] < 0o ou r > 2,

on obtient alors une variante du théoreme 1.1.4, ci-dessous.

Théoréme 1.1.5. Supposons que les hypotheses (H.1-2-3-4) et (H.6) soient vérifiées.
Alors nous pouvons définir une suite de processus de Wiener {W,(z) : © > 0} telle que

P |sup |n~V2A(, n) — Wy (Ga(2))] > 0 2y| < aly)ny ™", (L8)

z€R

1/2

pour tout réel y tel que n'/" < y < (nlogn)'/?, ou a(y) — 0 lorsque y — oo et 2 < r < 3.

Démonstration. Voir larticle de Diebolt [44]. O

Théoréme 1.1.6. Supposons que les hypothéses (H.1-2-3-4) et (H.6) soient vérifiées.
Alors nous pouvons définir une suite de processus de Wiener {W,(z) : © > 0} telle que
U’hypothése (1.5) soit réalisée et

P |sup |n V2 A(z, n) — Wy (Ga(2))] > n2y| < aly)ny ™", (1.9)

T€R
pour tout réel y > 0, ot a(y) — 0 lorsque y — oo.
Remarque 1.1.4. L’approximation (1.9) est plus forte que 'approximation (1.8).

Démonstration. En utilisant 'extension die a Einmahl [49]-[50] des inégalités établies
par Komloés, Major et Tusnady a la place des inégalités données dans le livre de Shorack
et Wellner [125] p.67 (cf le théoreme 1.2 et le lemme 1.1 dans le livre de Csorgd et
Horvath [24] pp.2-4), nous adaptons la démonstration du théoreme 1.1.5 pour obtenir
I'approximation (1.9). O

Dans l'article [70], Horvath a établi que la transformation de temps aléatoire définie
de (1.3) dans les approximations (1.6) et (1.9) peut étre remplacée par la transformation
temps non aléatoire définie en (1.4) et ce sans modifier les vitesses de convergence. Les
démonstrations établies par Horvath utilisent ’approximation “Poissonnienne” pour le
processus empirique, associée a l'approximation gaussienne pour des sommes partielles a
temps d’arrét aléatoire (voir également, e.g. Csorgé, Deheuvels et Horvath [22]).

Théoreme 1.1.7. Si les conditions du théoréme 1.1.4 sont satisfaites, alors nous pouvons
définir une suite de processus de Wiener {W(z) : © > 0} telle que

P |sup |n’1/2A(a:, n) — Wy (G(z))| > n~Y2 (y 4 Crlogn)| < Ciexp(—Ciy)  (1.10)

zeR
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

pour tout réel y > 0, ou C7,C5 et C3 sont des constantes strictement positives qui dé-
pendent uniquement des fonctions U, F' et de la distribution de la variable aléatoire ¢ .

St les conditions du théoreme 1.1.6 sont satisfaites, alors nous pouvons définir une suite
de processus de Wiener {W(z) : x > 0} telle que

P |sup ‘n_1/2A(x,n) — W (G(2))| > n~ Y2yl <a*(y)ny " (1.11)
zeR

pour tout réel y > 0 et a*(y) — 0 lorsque y — oo.

Démonstration. Voir l'article de Horvath [70]. O

Les approximations établies dans (1.10) et dans (1.11) ont la méme forme que celles
de Komlés, Major et Tusnady [83]-[84] pour le processus empirique et pour les sommes
partielles. Nous noterons que I'optimalité de I’approximation dans (1.10) a été prouvée par
Horvath, Kokoszka et Steinebach [71] dans le cas particulier ou la fonction U(t) = 1. Le
théoreme 1.1.7 peut étre utilisé pour établir la vitesse de convergence de (1.7). Soient g une
fonctionnelle lipschitzienne d’ordre un et W un processus de Wiener. Nous supposerons
que g(W(-)) a une densité bornée. Sous les conditions du théoreme 1.1.4, nous avons

sup |]P’ [g(n’l/QA(-, n)) < z] —Plg(W(G("))) < zH =0 (n’1/2 log n) )

z€R

Si les conditions du théoreme 1.1.6 sont satisfaites, alors nous avons

sup [P [g(n~12A(,n)) < 2] = P[g(W(G()) < 2| = o (n~r2/@ 1),

z€R o

Le théoreme 1.1.8 étudie 'approximation du processus hybride A(x,n) par un processus
de Wiener a deux parametres et établit les vitesses de convergence presque surement.
Auparavant, définissons le processus de Wiener a deux parametres.

Définition 1.1.1. {I'(z,y) : 0 < x,y < oo} est un processus de Wiener a deuz para-
metres, si I'(x,y) est un processus gaussien tel que

E[l(z,y)] = 0

et
E[l'(z,y)I'(2’,y")] = min(z, 2’) min(y, y')

pour z,x',y,y > 0.

Pour de plus amples détails sur le processus I'(z, y), on pourra consulter le livre de Csorgé
et Révész [27].
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Théoreme 1.1.8. §i les conditions du théoréme 1.1.4 sont satisfaites, alors nous pouvons
définir un processus de Wiener a deux paramétres {T'(z,y) : 0 < z,y < oo} tel que

sup |A(z,n) — I'(G(x),n)| = O (n1/4(10g n)l/z) p.S. (1.12)

z€R

Si les hypothéses (H.1-2-3-4) sont satisfaites et si ’hypothése (H.6) est réalisée avec
r > 5, alors nous pouvons définir un processus de Wiener a deux paramétres {T'(z,y) :
0<=xy<oo} tel que

sup |A(z,n) — I'(G(z),n)| = O (nl/%‘;(r) (log n)1/2) D.S. (1.13)

zeR
ot 6(r) = (r—2)/4(r +1).
Démonstration. Voir l'article de Horvath [70]. O

Remarque 1.1.5. Dans le cas du processus empirique uniforme {a,(z) : 0 < = < 1},
I'égalité (1.12) devient

sup | o (z) — n_l/QK(a:,nﬂ = O(n"*(logn)?) p.s., (1.14)
z€[0,1]

ou K (x,n) est un processus de Kiefer (voir le livre de Csorgé et Révész [27], p.80 pour de
plus amples renseignements sur le processus K (z,n)).

Une conséquence immédiate du théoreme 1.1.8 est la loi du logarithme itéré pour le
processus hybride A(z,n).

Corollaire 1.1.1. Si les hypothéses (H.1-2-3-4) sont satisfaites et si [’hypothése (H.6)
est réalisée avec r > 5, alors nous avons

lim sup sup |A(z,n)| = (1.15)

1
—_— U2(s)dF (s 8.
n—oo V2nloglogn zcr \// b

/logl
lim inf Msup]fl (x,n)| = \/ /U2 JAF(s) p.s. (1.16)
n—00 n z€R

Démonstration. Si les hypotheses (H.1-2-3-4) sont satisfaites et si I'hypothese (H.6)
est réalisée avec r > 5, alors nous avons ’égalité (1.13) presque surement. De plus la loi
fonctionnelle du logarithme itéré pour le processus de Wiener a deux parametres {I'(x,y) :
0 <z,y < oo} (cf. le théoreme 1.14.1 p.75 dans le livre de Csorgd et Révész [27]) conduit
a ce résultat. O

et
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

1.2. Reésultats principaux

Nous supposons que

(C.1) les suites de variables aléatoires {U; : i > 1} et {Y; : i > 1} sont indépendantes.

(C.2) La suite {U; : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et
uniformément distribuées sur U'intervalle [0, 1].

(C.3) La suite {Y; : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de méme loi que la variable aléatoire Y = Y;. De plus,
nous supposons que E[Y] =1 et Var[Y] = 0% < oo.

(C.4) Elexp(zY7)] < oo pour |z| < zg ou xq est une constante strictement positive conve-
nable.

Parfois, nous remplagerons la condition (C.4) par la condition suivante

(C.5) E[|Y1]"] < oo pour r > 2.

Pour chaque entier n > 1, soit
1 n
U = - Yily, x}s € 0717 117
)= 23 Kl powr € 0.1 (117

la fonction empirique composée continue a droite, définie a partir des n premieres variables
aléatoires issues des suites {Y; : i > 1} et {U; : ¢ > 1}. Ici, 14 représente la fonction
indicatrice de ’événement A et, la lettre “c” est utilisée pour rappeler le terme “composé”.

Le processus empirique composé est défini, pour chaque entier n > 1, par
1 n
(@) = Vn[Upo(z) — E[U,(2)]] = NG Z [Yili,<sy — 2], pour z € [0,1]. (1.18)
i=1

Pour chaque entier n > 1 et pour chaque réel = ¢ 0,1}, a,,.(x) = 0.

Remarque 1.2.1. Calculons la variance du processus empirique composé {ay, .(x) : 0 <
x < 1}. Pour tout entier n > 1, nous avons

Elanc(xz)] =0 pour z € [0, 1],

et pour z € [0, 1], nous avons également

E [0672176<I>] - n_lE (Z(Kl{Uzﬁx} - ZE))

n 2 n
= n'E (Z Yﬂ{wg}) +n?z? — 2nx Z Ygl{Uzgac}
i=1

i=1

= n~' (nE[Y?|z + n(n — 1)E*[Y]2? 4+ n’z” — 2n°2°E[Y])
= (0 + 1)z — 27,

16



1.2. Résultats principauz

puisque E[Y] = 1. Nous en déduisons que, pour tout entier n > 1,
Var[ay, o(7)] = (6° + 1)z — 2° = o’z + x(1 —x), pour z € [0, 1].

Théoreme 1.2.1. (i) Supposons que les conditions (C.1-2-3-4) soient satisfaites. Alors,
il existe une suite de processus de Wiener {W(x) : x > 0} et une suite de ponts browniens
{Bnp(x):0 < x <1} telles que

< Crexp(—Cyy)  (1.19)

P [ sup |ape(z) — oW (z) — By(x)| > n~%(Cylogn + y)
z€]0,1]

pour tout réel y > 0, ou Cq1, Cqy et C3 sont des constantes strictement positives.

(ii) Supposons que les conditions (C.1-2-3) et (C.5) soient satisfaites. Alors il existe
une suite de processus de Wiener {W(z) : « > 0} et une suite de ponts browniens
{Bn(z) : 0 < ax <1} telles que

P [ sup |ane(x) —oWy(z) — By(z)| > n_l/gy] <a*(y)ny™" (1.20)
z€(0,1]

pour tout réel y > 0 et a*(y) — 0 lorsque y — oo.

Remarque 1.2.2. Notons que le résultat (1.19) implique directement que

sup |apc(z) — oWy (x) — By(z)| = O (n_l/2 logn)  p.s.
z€[0,1]

Remarque 1.2.3. Si les variables aléatoires Y; sont égales a 1, alors Var[Y;] = 0. Par
conséquent 'inégalité (1.19) devient alors I'inégalité (1.2) ou C; = 12, Co = 2 et C3 = 1/6.

Le théoreme suivant montre qu’il n’existe pas de processus de Wiener {W(z) : > 0} et
de ponts browniens {B,(z) : 0 < x < 1} tels que

sup | o(x) — oW (x) = Bu(z)| = o(n~"*logn)  p.s.
z€[0,1]

Théoreme 1.2.2. Si les conditions (C.1-2-3-4) sont satisfaites, alors pour toute suite
de processus de Wiener {W}(x) : x > 0} et toute suite de ponts browniens {B,(x) : 0 <
x < 1} nous avons

lim P | sup |oe(z) — oW (2) — Bu(x)] > Cn~?logn| =1, (1.21)
n—oo z€[0,1]
ou C4 est une constante strictement positive.

Le théoreme suivant établit une approximation du processus empirique composé a;, .(+)
par un processus de Wiener a deux parametres et un processus de Kiefer, et établit les
vitesses de convergence presque sirement.
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

Théoréme 1.2.3. Si les conditions (C.1-2-3-4) sont satisfaites, alors nous pouvons dé-
finir un processus de Wiener a deuzx paramétres {I'(z,y) : 0 < 2,0 < y < oo} et un
processus de Kiefer {K(z,y) :0<z<1,0<y < oo} tels que

n

Z[}/il{Uigx} —z] —ol(x,n) — K(x,n)

=1

sup =0 (n1/4(log n)l/Q) p.s. (1.22)

z€[0,1]

Si les conditions (C.1-2-3) sont satisfaites et si la condition (C.5) est réalisée avec r >5,
alors nous pouvons définir un processus de Wiener a deux paramétres {I'(x,y) : 0 < z,0 <
y < oo} et un processus de Kiefer {K(z,y):0<z<1,0<y< oo} tels que

n

Z[Y;’]_{Uigx} —z| —ol'(x,n) — K(x,n)

=1

ot 6(r) = (r—2)/4(r +1).

sup
z€[0,1]

=0 (nl/Q_‘s(r)(log n)l/Q) p.s. (1.23)

1.3. Démonstrations des théoremes

1.3.1. Démonstration du théoreme 1.2.1

Dans un premier temps, nous allons établir la premiere partie du théoreme 1.2.1 en 3
étapes.
Remarquons que, pour tout entier n > 1, nous avons

1 n
Ane(r)=—7=Y (Yi—1) 1< + an(z), pourx € 0,1].
i o
Pour des commodités d’écriture, posons :
H,(x) ! zn:(Y 1)1 € [0,1]
n\T) = —= i U;<z}, pourcx s L.
NG - { }

Premiere étape. Approximation du processus empirique uniforme par une suite de ponts
browniens.

D’apres le théoreme 1.1.2, il existe une suite de ponts browniens {B,,(z) : 0 < x < 1} telle
que

P | sup |an(x) — By(x)| > n_1/2(1210gn +y)| <2exp(—y/6),
z€[0,1]

pour tout réel y > 0 et n > 1.

Deuziéme étape. Approximation du processus {H,(x) : 0 < x < 1} par une suite de pro-
cessus de Wiener {cW}(z) : x > 0}.
Dans un premier temps, nous allons établir la proposition suivante.
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1.3. Démonstrations des théorémes

Proposition 1.3.1. Supposons que les conditions (C.1-2-3-4) soient satisfaites. Alors il
existe sur un espace de probabilités élargi une suite de processus de Wiener {W,(x) : © >
0} telle que

les suites {W,(z):x>0,n>1} et {U;:i>1}  sont indépendantes

et

P sup |Hn(x) - UWn(Un(x)N > n_1/2 (IKI logn + y) < j<:2 €xp <_J<3y) ) (124>
0<z<1

pour tout réel y > 0, ou Ky, Ko et K3 sont des constantes strictement positives qui

dépendent uniquement de la distribution de la variable aléatoire Y. De plus, nous avons

sup |H,(z) — oW, (U,(z))| = O (n_1/2 (logn))  p.s. lorsque n — oc. (1.25)

0<z<1

Si Uhypothese (C.4) est remplacée par 'hypotheése (C.5), alors nous obtenons que

P | sup |Hn(z) — oW, (Un(z))| > n Y2y| < o(n)y ™", (1.26)

0<z<1
pour tout réel y tel que n'/" <y < y/nlogn, ot 2 < r < 3. De plus, nous avons
sup |Hy(z) — oW, (U,(z))|=o (n_1/2+1/7") p.s. lorsque n — oo. (1.27)

0<z<1
Remarque 1.3.1. Cette proposition est en fait un corollaire des théoremes 1.1.4 et 1.1.5
de Diebolt [44].

Démonstration. La démonstration de cette proposition reprend certaines composantes
de l'article de Diebolt [44] en les adaptant au contexte de nos hypotheéses. Nous montrons
uniquement (1.24) et (1.25) sous les hypotheses (C.1-2-3-4). La démonstration de (1.26)
et de (1.27), lorsque I'hypothese (C.4) est remplacée par (C.5), est similaire.

L’idée est de réarranger les variables aléatoires de la somme définissant le processus
{H,(z):0 <z <1} pour appliquer le principe d’approximation forte de Komlds, Ma-
jor et Tusnady [83]-[84]. Pour cela, introduisons le processus de sommes partielles S,
construit sur les variables aléatoires (Y; — 1), défini par

|na)
1
Sp(x) = % Z(Y; —1), pour0<z<I1, (1.28)
i=1

ou |u] représente la partie entiere du réel u et la somme vide est égale a 0. Le processus
de sommes partielles nous permet d’utiliser un principe d’approximation forte de type
Komlés, Major et Tusnady [83]-[84]. D’apres ce principe, il existe sur un espace de pro-
babilités élargi un processus de Wiener W tel que, si nous notons W, (z) = n=/2W (nx),
pour xz > 0, nous ayons

P | sup |S,(z) — oWy(z)| > n 2 (Kilogn + 1) | < Kyexp (—Ksy), (1.29)

z€[0,1]
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

pour tout réel y > 0 et Ky, Ky et K3 qui sont des constantes strictement positives et qui
dépendent uniquement de la distribution de la variable Y. De plus, nous avons également

sup |Sp(z) — oW, (x)| = O (n_1/2 logn)  p.s. lorsque n — oo, (1.30)
z€0,1]

ou S, est le processus de sommes partielles défini en (1.28). Ceci conduit a estimer la
distance pour la norme sup entre le processus H, et le processus X, . défini par

k(n,z)

£ = 35 (0 (D) 1 (1)) e

=1

ou k(n,z) = nlU,(x). La conclusion s’ensuivra alors du fait que le processus gaussien
{Xpc(z) : 0 <z <1} est égal (via une transformation d’échelle du processus de Wiener)
en distribution au processus {W (U, (x)) : 0 <z < 1}.

Soient Uy, < --- < U;,, < -+ < Uy, les n statistiques d’ordre associées a la suite
{U1,...,U,}. Nous avons alors
d
H,(x) = \/_Z )1y, ,<sy  pour z € [0,1],

ou Y, ; désigne le réarrangement des variables aléatoires Y; correspondant. Ainsi, comme les
variables aléatoires Y; sont indépendantes et identiquement distribuées et de plus indépen-
dantes des variables uniformes U; qui sont elles-mémes identiquement distribuées, le pro-
cessus { H,(z) : 0 <z < 1} est égal en distribution au processus {S, o U,(z): 0 <x <1}
défini par

(S, 0U,) \/_ Z )14, <y pour z € [0,1].

La conclusion découle alors de (1.29)—(1.30). O

Maintenant, nous allons établir une approximation forte de type Komlds, Major et Tus-
nddy pour le processus {W(U,(z)) : 0 < z < 1}. Pour cela, nous avons besoin d’établir
trois lemmes. Le premier lemme montre que nous pouvons approcher la fonction de ré-
partition empirique uniforme U, (x) par une suite de processus de Poisson.

Lemme 1.3.1. Nous pouvons définir une suite de processus de Poisson {N,(z) :xz > 0}
telle que B[N, (x)] = x et telle que

N, (nz)

PN w)

n~'(Cslogn +y)| < Csexp(—Cry)

z€(0,1]

P [sup

pour tout réel y > 0 ou Cs, Cq et C7; sont des constantes strictement positives.

Démonstration. Voir le lemme 3.1 dans I'article de Horvath [70]. O
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1.3. Démonstrations des théorémes

Nous supposons que
(C.6) {W(x):0 <z <1} estunprocessusde Wiener, indépendant de la suite {U; : i > 1}
et du processus de Poisson {N,(z) : x > 0,n > 1} défini dans le lemme 1.3.1.

Remarque 1.3.2. Nous avons a notre disposition ce processus de Wiener. En effet, nous
'avons construit & partir du processus de sommes partielles S,,(x) défini par la suite de
variables {Y; : @ > 1}. De plus, ce processus de Wiener est indépendant de la suite de
variables {U; : ¢ > 1} par construction et par conséquent indépendant du processus de
Poisson {N,,(z) : > 0,n > 1} défini dans le lemme 1.3.1.

Lemme 1.3.2. Comme 'hypothése (C.6) est satisfaite, alors nous pouvons définir des
processus de Wiener {Wi ,(z) : @ > 0} et des processus de Poisson {Ny,(x) : x> 0} ou
E[Ny ,(z)] = x tels que

les processus {Wi ,(x) : © > 0} et {Ny1,(z) : x > 0} sont indépendants pour chaque n
et

P | sup |[W(U,(z)) — n’1/2W1,n(N1,n(nx))‘ >n~12(Cglogn +y)| < Cyexp(—Cioy)
z€[0,1]

(1.31)

pour tout réel y > 0, ou Cg, Cq et Cio sont des constantes strictement positives.

Démonstration. Voir le lemme 3.2 dans l'article de Horvath [70], dans le cas particulier
ou la fonction U(t) = 1. O

Soit {Wi,(z) : > 0} un processus de Wiener et {Ny,(z) : + > 0} un processus de
Poisson avec E[N(x)] = x. Nous supposons que

les processus {W1 ,(x) : @ > 0} et {Ny,(x) : © > 0} sont indépendants.

Remarque 1.3.3. Nous avons également a notre disposition ces 2 processus grace au
lemme 1.3.2.

Lemme 1.3.3. Nous pouvons définir un processus de Wiener {/W(x) cx >0} tel que

Win(Nip(nz)) — W(nm) > Cyylogn +y

P [ sup < Crpexp(—Cisy) (1.32)

z€[0,1]

pour tout réel y > 0, ou Cy1, Cio et Ci3 sont des constantes strictement positives.

Démonstration. Introduisons la suite de points x; définie par x; = i/n, 1 < i < n.
Introduisons un lemme nécessaire pour la suite de la démonstration de (1.32).

Lemme 1.3.4. Pour tout € > 0 il existe une constante C' = C(g) telle que l'inégalité

2
P| sup sup |[W(s+t)—W(s)| > vﬁ] < gexp (— v )
0<s<1—h 0<t<h h 2+¢

est réalisée pour tout réel positif v et h < 1.
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

Démonstration. Voir le lemme 1.1.1 p.24 du livre de Csorgé et Révész [27]. O

En utilisant le lemme 1.3.4, nous obtenons que

P |max sup |W(N(nz))—W(N(nx;))| > Culogn+y| < Ci5exp(—Ciey)
lsisn g, ) <a<a;
pour tout réel y > 0, ou €4, €15 et Ci6 sont des constantes strictement positives.
D’autre part, nous remarquons que le processus W (N (nz;)) s’écrit comme une somme de
différence de processus de Wiener

W (N (nz;)) = ij, pour 1 < i <mn,

j=1

ou w; = W(N(nxz;)) — W(N(nzj_1)), pour 1 < j < n. Il s’ensuit alors de la propriété
de Markov pour le processus de Wiener W que wq, - -+ ,w, sont des variables aléatoires
indépendantes. De plus, les variables aléatoires wq, . . . , w, vérifient ’égalité en distribution
suivante

N(i)
{wi,lgign}g Y Zii<i<ng,
J=N(i—1)+1
ou 4y, Zs,... sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de loi normale N(0,1). I est alors évident de montrer que wy, ..., w, sont également
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées qui ont une fonction
génératrice des moments finie dans un voisinage de zéro. En utilisant le résultat de Komlos,
Major et Tusnddy [83] on peut définir un processus de Wiener indépendant W tel que

Z w; — W (k)

pour tout réel y > 0, ou Cy7, €15 et C19 sont des constantes strictement positives.

> Cyrlogn +y| < Cigexp(—Cigy)

1<k<n

P [max

En utilisant a nouveau le lemme 1.3.4, nous obtenons que

P[max sup \/W<[nx4>—/W<m>|>egologn+y] < € exp(—Co).

Isisn g, <a<a;
pour tout réel y > 0, ce qui compleéte la démonstration de (1.32). O
En combinant (1.31) et (1.32), nous en déduisons le lemme suivant.

Lemme 1.3.5. Nous pouvons définir un processus de Wiener {W}(z) = n_l/Q/W(nx) ;
x > 0} tel que

< Coy exp(—Casy) (1.33)

z€[0,1]

g [ sup [W (U, (x)) — Wy(z)| > n~ "/ (Coslogn + )

pour tout réel y > 0, ou Ca3, Coy et Cos sont des constantes strictement positives.
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1.3. Démonstrations des théorémes

Enfin, en rassemblant la proposition 1.3.1 et le lemme 1.3.5, nous en déduisons le théoreme
suivant.

Théoreme 1.3.1. Il existe une suite de processus de Wiener {W;(z) : x > 0} telle que
P | sup |Hy(z) — oW;:(x)| > n~ "% (Cyslogn +y) | < Cor exp(—Casy) (1.34)
z€[0,1]
pour tout réel y > 0, ou Cqq, Coy et Cog sont des constantes strictement positives.

Troisieme étape. Pour montrer la premiere partie du théoreme 1.2.1, nous allons procéder
de la maniére suivante. Soient A, B, C, 3 expressions et A = sup |A| > o, B = sup |B| > 3
et C' = sup ]C | > v, 3 événements. De plus, supposons que

C=A+B et v=a+p.
Par conséquent, nous avons B B B
IC] < |A]+B].
En prenant le supremum, nous obtenons que

sup |C| < sup |A| + sup | B|.
On a

ANnB=C.

Nous en déduisons alors

1-P[C]=P[C]>P[ANB]=P[AUB].

Ainsi, on a

~P[AUB] >P[C].

Enfin, nous obtenons que

P[C] < P[A] + P[B]. (1.35)
Ici les 3 événements C, A et B sont définis respectivement par

C = Sl[lopl] | (1) — oW (2) — Bu(2)] > n Y2 (Crlogn +y),

z€(o,
A = 81[10p1] |H,,(z) — oW ()] > n~Y? (Cyglogn + y/2)

zelo,
B = 31[101)1] |l (z) — By (x)] > n~ Y% (121ogn + y/2)

z€[o,

ot C; = Gy + 12. On applique 'inégalité (1.35) aux 3 événements A, B et C et on obtient
la premiere partie du théoreme 1.2.1 en utilisant les deux théoremes 1.1.2 et 1.3.1.

La démonstration de la deuxieme partie du théoreme 1.2.1 est similaire a celle de la
premiere partie du théoreme 1.2.1. 11 suffit de remplacer (1.24) par (1.26) et d’utiliser les
mémes arguments.
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

1.3.2. Démonstration du théoreme 1.2.2

Remarquons que, pour tout entier n > 1, nous avons
1 n
pe(x) = NG Z (Y; = 1) Ly,<q) + an(x), pour z € [0,1].
i=1

D’apres la remarque 1.1.3, nous savons que pour toute suite de ponts browniens {En(x) :
0<z<1}

lim P | sup
n—0oo z€[0,1]
1

ot la constante X est telle que X; > ¢.

Maintenant étudions le processus {H,(z) — oW (x) : 0 <z < 1}, ou le processus H,(x)
est défini par

an(z) = Bp(z)| > Kin~?log n] =1, (1.36)

H,(z) =n"Y? Z(Y’ —1)1y,<sy pour z € [0, 1].
i=1

Nous allons établir un théoreme pour ce processus.

Théoréme 1.3.2. Si les conditions (C.1-2-3-4) sont satisfaites, alors pour toute suite
de processus de Wiener {W(z) : x > 0} nous avons

lim P | sup |H,(z) — oW (z)| > Coon ?logn| =1, (1.37)

n—00 | zefo,1]
ot Cog est une constante strictement positive.

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin dans un premier temps
de 3 lemmes techniques. Soit { N(z) : > 0} un processus de Poisson homogene continu &
droite et de parametre égal a 1, indépendant de la suite {Y; : ¢ > 1}. Nous allons d’abord
rappeler deux lemmes et en établir un.

Lemme 1.3.6. Soit {(; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuéees de loi exponentielle telle que E[(;] = 1 et définissons

S(i) =) ¢
j=1
Alors, pour chaque entier n > 1, nous avons l’égalité en distribution suivante

(U1 Unr+ Una} £ {S(1)/S(n+1),52)/S(n + 1), . S(n)/S(n+ 1)} (1.38)

Démonstration. Voir le livre de Csorgé et Horvath [24], p.112. O
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1.3. Démonstrations des théorémes

Lemme 1.3.7. Soit {N(x) : x > 0} un processus de Poisson homogéne, continu a droite,
tel que E[N(z)] =1 et ayant des sauts aux points S(1),5(2),... Alors, pour chaque entier
n > 1, nous avons l’égalité en distribution suivante

(U () 0<z <1} L {N@Sh+1):0<z<1).

Démonstration. La démonstration de ce lemme utilise la représentation exponentielle
du lemme 1.3.6. Le livre de Csorgd et Horvath [24] donne la démonstration de ce lemme,
p.144. m

On déduit, du lemme 1.3.7, le lemme suivant.

Lemme 1.3.8. Soit {N(x) : x > 0} un processus de Poisson homogéne, continu a droite,
tel que E[N(x)] =1 et ayant des sauts aux points S(1),S(2),... Alors, pour chaque n > 1,
nous avons l’égalité en distribution suivante

(VaH,(2): 0 <2 <1} L (I(N@S(n+1)) 0 <z <1},

ot la somme 11.(k) est définie, pour tout entier k > 1, par

k

i=1

Démonstration. D’abord, pour chaque entier n > 1, nous avons 1’égalité en distribution
suivante

n nUn, (z)
{Z(K—l)l{mgx}:omgl}i D Wi-1:0<z<1y. (1.39)
=1 =1

D’autre part, nous avons, en utilisant le lemme 1.3.7, pour chaque entier n > 1, I’égalité
en distribution suivante

nUn (z) d N(zS(n+1))
Y (Yi-1):0<a<1y = Y YMi-1):0<z<1,. (1.40)
i=1 i=1
Ce qui acheve la démonstration du lemme 1.3.8. n

Remarque 1.3.4. Le processus {II.(N(zS(n+1))) : 0 < x < 1} est un processus de
Poisson composé. Nous I’étudierons plus particulierement dans le chapitre 3.

Maintenant, nous avons a notre disposition tous les outils pour démontrer le théoreme 1.3.2.
Posons, pour 0 <17 < n,
(i) = o
z(i,n) = ———,
S(n+1)
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

et
|C'logn|

a(n) = m,

ou |u] désigne la partie entiere du réel u. D’apres (1.39) il existe des variables aléatoires
7(i,n), 0 <i <net h(n) telles que

{Z(Y; —D1l<ay : 0< 2 <1, 7(4,n), 0 < i < n, h(n)}

=1

(1.41)
4L (N@Sth+ 1) :0< 2 <1, 2(i,n), 0 < i < n, a(n)}.

Introduisons un théoreéme essentiel pour la suite de la démonstration, di a Erdos et
Rényi [53].

Théoréme 1.3.3. Soit {X; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées. Nous supposons que la fonction génératrice des moments de la
suite des variables aléatoires {X; :1 > 1}

M(t) = Elexp(X1)]
existe pourt € I ou I est un voisinage ouvert contenant [’origine. De plus, supposons que
E[X:] =0  pour tout entier i > 1.

Soit
p(r) = inf exp (—tz) M(?),

ou p désigne la fonction de Chernoff de la variable aléatoire Xi. Alors pour tout réel
C > 0 nous avons, lorsque n — 00,

V (k+ [Clogn]) —V(k) p.s.
1§k§7rzri?)(§lognj |Clogn] — B(C), (1.42)

ouV(n)=X1+--+X,, pourn>1 et

B(C) = sup{z : p(z) = exp(—1/C)}. (1.43)

De plus, la fonction B(C) détermine uniquement la fonction de répartition de la variable
aléatoire X .

Démonstration. La démonstration de ce théoreme est établie dans I'article de Erdés
et Rényi [53]. On peut également consulter le livre de Csorgd et Révész [27] et plus
particulierement les théoremes 2.4.3 et 2.4.5. p.98-101. O
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1.3. Démonstrations des théorémes

Remarque 1.3.5. Nous avons, pour tout entier n > 1 et pour tout réel = € [0, 1],
Var [, (N(zS(n+1)))] = Var[N(zS(n+ 1)) (E[Y — 1))
+E [N(xS(n+1))] Var[y — 1]
= o’na.

Pour calculer la variance d'un processus de Poisson composé, on utilise une identité de
Wald (voir par exemple le livre de Rolski, Schmidli, Schmidt et Teugels [114]).

Il s’ensuit d’apres la loi des grands nombres de Erdés et Rényi (théoréeme 1.3.3) que pour
toute constante C' > 0
1
_ I, (N 2 S 1
TG e, [N ((e(im) + a(m)S(n -+ 1))
— L. (N (2(i,n)S(n + 1)))
1 } (1.44)

= TCTogn] ocie gy e (Y (0 + [Clogn])) — T (N ()

iy B*(C) lorsque n — oo,

ou 3*(C) est définie en (1.43).

Erdés et Rényi [53] ont également montré qu’il existe une relation entre la fonction 5*(C)
et la fonction génératrice des moments de II.(N(1)). En rassemblant (1.41) et (1.44),
lorsque n — oo nous obtenons que

NZD _ : P
= B H, — H * 1.4
7 [C logn] 0<i< g [Hn(7(é,n) + h(n)) = Hu(7(i,n))] = 57(C) (1.45)
pour toute constante C' > 0. Soit {W(z) : 0 < x < 1} un processus de Wiener. Nous
pouvons définir un processus de Wiener {W(z) : 0 <z < 1} tel que
{W(z):0<z<1,7(i,n), 0<i<n, h(n)}

4 W (@) :0<z<1,2(i,n),0<i<n, aln)}. (1.46)

D’apres la loi du logarithme itéré pour une somme partielle nous avons que |S(n+1)—n| =
O(v/loglogn). De plus, d’apres le théoreme 1.2.1 p.30 du livre de Csorgé et Révész [27],
nous obtenons que

vn

[Clogn] o<i<n-Clogn) [W('Z(i’ n) +a(n)) — W(z(, n))]

4 4 (1.47)
_ 1 _
L | S SRS B - (A | Y
|C'log n] o<i<n—[Clogn) n n n
La transformation d’échelle du processus de Wiener W conduit &
Ny | s
VAU |- G (A SR e -
|C'logn| o<i<n—|Clogn| n n n (1.48)

d 1 S -
N m 0<i<£?§lognj [W (Z - I‘C 1Og TLJ) - W (l)] .
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

En utilisant le résultat 4.1 de larticle de Erdds et Rényi [53] nous obtenons que

[Clogn] Ogigg—l?é’(lognj [W (i+|Clogn|)—W (z)] 23 “E lorsque n — oo,  (1.49)
pour toute constante C' > 0. En combinant (1.46) et (1.49), nous en déduisons que pour
tout processus de Wiener {W(z) : 0 <z < 1} nous avons

% e, [W(r(in) 4 h(n) = W(r(i,n))] A \/g lorsque n — 00, (1.50)
pour toute constante C' > 0.

Si M(t) représente la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire Y — 1,
alors la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire I1.(N (1)) est égale a
exp(M(t) — 1). Il est facile de vérifier que exp(M(t) — 1) ne peut pas étre la fonction
génératrice des moments d’une variable aléatoire de loi normale N(0,1). Comme il y a
une relation entre les limites établies par Erdds et Rényi [53] et les fonctions génératrices

des moments, il existe une constante C* > 0 telle que B*(C*) # /(2/C*). Alors le
théoreme 1.3.2 découle de (1.45) et de (1.50) avec Cp > C*|B*(C*) — /(2/C*)|. O

En combinant (1.36) et (1.37) on en déduit la conclusion du théoreme 1.2.2.

1.3.3. Démonstration du théoreme 1.2.3

Démontrons d’abord (1.22). Remarquons que, pour tout entier n > 1, nous avons

Vna,(z) = n(U,.—x)

= > Yl —na
=1

= Z (Y; - 1) 1{U¢§z} + \/ﬁan<x)7 pour r € [07 1]

i=1
D’apres la remarque 1.1.5, nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 1.3.4. Siles conditions (C.1-2-3) et (C.5) sont satisfaites, alors nous pouvons
définir un processus de Kiefer {K(z,y) : 0 <z <1,0<y < oo} tel que

sup |vnan(z) — K(z,n)| = O((logn)®)  p.s. (1.51)

z€[0,1]
Démonstration. La démonstration de ce théoreme se fait en deux étapes. On établit une
approximation de type Komlds, Major et Tusnady entre le processus empirique uniforme
et le processus de Kiefer et on conclut en utilisant le lemme de Borel-Cantelli. Pour de plus

amples détails sur cette démonstration, nous renvoyons au livre de Csorgé et Révész [27],
p.150. O
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1.3. Démonstrations des théorémes

Maintenant étudions le comportement du processus {y/nH, (z)—ol'(z,n) : 0 <z < 1}, on
{T(z,y) : 0 <2 <1,0 <y < oo} est un processus de Wiener a deux parametres, lorsque
n — oo. Nous pouvons appliquer le théoreme 1.1.8 de Horvath. Il suffit de remplacer le
processus A(x,n) par le processus v/nH,(x) (qui est centré comme le processus A(z,n)),
de prendre la fonction U égale a 1 et la fonction G égale a la fonction identité. Ce qui
donne le résultat suivant.

Théoréeme 1.3.5. Siles conditions (C.1-2-3) et (C.5) sont satisfaites, alors nous pouvons
définir un processus de Wiener d deux parameétres {I'(z,y) : 0 < 2 < 1,0 < y < oo} tel
que
sup ‘\/ﬁHn(x) —ol(x, n)| =0 (n1/4(10g n)1/2) Pp.s. (1.52)
z€[0,1]
Par souci du détail, nous allons rappeler la démonstration du théoreme 1.3.5.

Démonstration. Pour des commodités d’écriture, posons
J
U(z,1,7) = Z (Y — 1)1ly,<qy, pourz € [0,1]et 1 <i<j<oo.
k=i+1

L’idée de la démonstration de (1.52) est la suivante. Introduisons une suite d’entiers telle
que 0 = ng < ny < ny < ---. Les processus {U.(z,ng, np—1) : 0 < = < 1} sont alors
indépendants. D’apres I'approximation (1.34), il existe une suite de processus de Wiener
qui approche U.(z, ng, nk_1). Nous sommons ces k approximations et nous obtenons ’ap-
proximation de U, (z, 0, ny) par une suite de processus de Wiener. Ensuite, nous montrons
que les accroissements de U.(x, 0, ny) — U.(z,0,n) sont uniformément petits, si 0 < x < 1
et np_1 < n < ng. De fagon analogue, nous estimons les accroissements du processus de
Wiener a deux parametres.

Nous commengons la démonstration de (1.22) en établissant un lemme qui sera utile par
la suite.

Lemme 1.3.9. Si E[|Y1]"] < 0o avecr > 2 et 0 < a < b <1, alors nous avons, pour tout

réel r tel que r > 2,
P [ > (Millagyicny — (0= a)E[|Yi]])| > y] 53
e (1.53)

<2(14(2/r))" (b= a)y(r)y™" + 2exp (—4(r +2) " exp(—r)y*/(n(b — a)¥(2)))

pour tout réel y > 0, ou y(2) = Var|Yy| et y(r) = 2" E[|Y1|"], si r > 2.

J

Démonstration. D’abord remarquons que

Var[|Ye|lo<v,<b] > = (b — a)v(2)

N | —

et
EllYi[Lacv,<o — (0 = @)E[|[Yi[]]" < ~(r).
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

Ensuite, nous utilisons un résultat de Fuk et Nagaev [81] (voir également le livre de
Petrov [111] p.78) et nous obtenons (1.53). O

Maintenant introduisons la suite d’entiers 0 = ng < ny < ny < ---, ol ng = k2 et posons
my = ny — ng_1. D’apres (1.34) il existe une suite de processus de Wiener indépendants

{Wk(:p) 10 <z <1} telle que

IP’[ s%p” Ue(z, gy 1) — a\/m_ka(x)‘ > (142/C3)logmy| < Cy/ms. (1.54)
€0,
En utilisant les processus Wl, WQ, ... nous pouvons définir un processus gaussien
I(z,n;) = i: \/m_kwk(x), pour z € [0, 1]. (1.55)
k=1
Il existe un processus de Wiener a deux parametres temps {I'(z,y) 0<z<1ly> 0}
(cf. Section 1.11 du livre de Csorgd et Révész [27]) tel que I'(z,n;) = I'(z,n;), 0 < o < 1,

i > 1. L’inégalité (1.54) conduit a

P| sup |Ue(x,ng,ng—1) — o(T(z,n) — D(x,ng—1))| > (1 +2/c3) logmy,
z€[0,1] (1.56)

< /K.

Pour tout entier K posons z; = z; x = i/nk, 0 <i <ng = K?2. 11 s’ensuit alors que

1
sup |z —x| =x; — i = —.
Ti—1<T<T; £7¢

Maintenant établissons une approximation pour U.(x, 0, n). Nous avons
sup ‘uc<w7 07 nK) - O’F(.’L‘, nK)’

0<z<L1

< max |Ue(z,0,ng) — ol (z;, nk)]
1<i<ng

+ max sSup ‘uc($7oynK) _uc(xiaoanK”

IsisnK g <w<a;

+ max sup |ol'(z,nk) — ol'(zs, nK)|
1SisnK ¢ <w<w;

= ch (TLK) + UQQ(TLK) -+ ucjg(nK). (157)

Posons '
¢ = Ui, my mie—1) — o{T (s, ng) — Tlas, ng_r) b,

s
(Ue (i, niy ni—1) — oD (w,mp) — T'(@i, ng—1) }H < C'log my,

ou C'=1+2/c et 0 sinon.
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1.3. Démonstrations des théorémes

Maintenant montrons que

max
1<i<ng

K .
>
k=1

En appliquant 'inégalité de Hoeffding [67], nous obtenons que

=0 (x/KlognK long) p.Ss. (1.58)

P | max
1<i<ng

K
3
> 562 ; log? my, log ny,

K .
3¢
k=1

K
3
> 562 ; log? my, log ny,

nK
<) P
i=1

<2/n% =2/K*

K .
>
k=1

ou € est une constante strictement positive. De plus, le lemme de Borel-Cantelli im-
plique (1.58). D’apres (1.56) nous avons

Ui (nx) = O (n}&(lognK)w) ps. (1.59)

Maintenant nous allons établir 'ordre de U, 2(ng). Nous avons

nK

UC,Q(HK) < 1I<n%X <|Y}€ - 1|1{33i—1,K§Uk§xi,K}) : (1'60)
SIS k=
Le lemme 1.3.9 implique, en remarquant que E[|Y), — 1|] = 0, que

nK
P [ max Z (|Yk - ]‘|1{xi—1,K§Uk§l’i,K}) > n%TKWT]

1<i<ng
- k=1

nK
<P 1Y (Ve = Uljocvy<i/mgy) | > n%TKQ/T]
Ll k=1
<CO(r)/K? (1.61)

ou la constante C(r) dépend uniquement du réel r et de E|Y|". D’apres le lemme de
Borel-Cantelli, et d’apres (1.61) nous concluons a

Uea(ng) = O (n%’) p.s. (1.62)
Afin d’obtenir l'ordre de U, 3(nk), nous remarquons que

Ues(ng) < sup  sup  o|l(x +y,nk) — Iz, ng)|. (1.63)
z€[0,1] y€[0,1/nk]
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

De plus, nous avons

sup — sup  o|l'(z +y,nk) — T2, k)|
0<2<10<y<l/ng

d sup  sup ovng|W(zr+y,ng)—W(x,ng),
0<a<10<y<1/nx

ou W est un processus de Wiener. En utilisant le lemme 1.3.4 et le lemme de Borel-Cantelli,

nous avons
Ues(ng) = O (x/log nK> p.s. (1.64)

En rassemblant (1.57), (1.59), (1.62) et (1.64) nous obtenons que

sup |Ue(z,0,nk) —ol(x,nk)| = O (n};(/4 (log ng)*? + ni(/T> p.s. (1.65)
z€[0,1]

Maintenant nous allons montrer que lordre de U.(x,0,n) est légérement différent de
l'ordre de U.(x,0,nk). Soit ng_1 < n < ng. Alors, nous avons

sup ‘uc<x7 0, n) - O'F(LL’, TL)|
z€[0,1]

< sup max |U.(z,0,ng) — Up(z,0,n)]
vel0,1] M- 1<nSnK

+ sup max |o[['(z,ng) — T'(x,n)]|

z€[0,1] Mk-1<NSNK

+ sup |uc($70anK) - UP(ZL’,TLK”
z€[0,1]

= uc,4(nK) + UC75(nK) + uc76(7’LK). (166)

D’abord notons 1'égalité en distribution suivante

d
uc,4(nK> = uc,4 (mK)7

ou

uc,4(mK) = Sup 1max ’uc(iﬂ,O,Z”
velo,1) 1SiSmic

Pour estimer U, 4(mg) introduisons y; = j/mg, 1 < j < mg. Il est facile de vérifier que

Uea(mg) <  Jnax | max [Uc(y;,0,9)]

4+ max max
1<j<mg 1<i<mg

Z |Y2 - 1‘1{yj—1§Ul§yj}
=1

D’apres un résultat de Fuk et Nagaev [81], il existe une constante C(r) strictement positive
telle que pour tout 1 < j < mg nous avons

P [[Uelys: 0, muc)| > v/miclogmx| < C(rymy; "/ (1.67)
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1.3. Démonstrations des théorémes

si 7 > 4. D’apres le théoreme 2.4 du livre de Petrov [111], nous avons

L<m<ax |Uc(y;,0,7)] > 4\/mK10ng} <A4C(rym;y, /2 (1.68)

pour tout 1 < 7 < myg. De plus, nous avons

P

max max |[Ued(y;,0,7)| > 4v/mx 1ong] <AC(rymi"? < C*(r)/K?, (1.69)

1<j<mpg 1<i<mg

sir > 8, ou C*(r) est une constante strictement positive. En associant le théoreme 2.4 du
livre de Petrov [111] et le lemme 1.3.9, nous obtenons que

Z Vi — 1|1{y1 1<Ui<y;} — > 4m UTKQ/T <C(r )/K?

P | max max
1<j<mk 1<i<mg

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, nous pouvons conclure que
Uea(ni) = O ((nx)*(logng)?)  pas. (1.70)

En associant le lemme 2 de 'article de Lai [87] et le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons
que
Ues(ng) = O ((n k)Y (log ng )1/2) p.S. (1.71)

En ce qui concerne 'ordre de U.g(ng), nous 'avons déja établi dans (1.65).

Enfin, nous avons a notre disposition tous les outils pour établir I’approximation de
U.(z,0,n). On associe alors (1.65), (1.66), (1.70), (1.71), et nous obtenons que

sup |Uq(z,0,n) —ol'(z,n)| =0 (n1/4(log n)1/2 + n2/7’) p.s.
z€[0,1]

Nous pouvons choisir le réel r aussi grand que nous voulons et la démonstration de (1.52)
est ainsi établie. ]

Pour établir la démonstration de (1.22), il suffit de rassembler les théoremes 1.3.4 et 1.3.5.

Démontrons maintenant (1.23). Pour cela, nous allons suivre la démonstration de (1.22)
avec les modifications nécessaires. Il suffit en fait de modifier le théoreme 1.3.5 et sa
démonstration comme suit. Introduisons une suite ny telle que ny = k% on R = 2(r +
1)/(r — 2) et posons my = ny — ng—1. D’apres (1.34), il existe une suite de processus de
Wiener indépendants {W(a:) 10 <z <1} telle que

P [ sup ‘uc (, ng, Ng—1) — aw/mk/va(a:)‘ > m,lg/rkz/r < O/k? (1.72)

z€0,1]
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

ou C est une constante strictement positive. Définissons maintenant I'(z, z) le processus
de Wiener a deux parametres comme celui défini dans (1.55). D’apres (1.72), nous avons

P[ sup |Ue (z,ng, nk-1) — o (D(x, nk) — Ti(z, 1))
z€[0,1]

(1.73)

>my "k < Ok

Maintenant, nous allons estimer les expressions U.;, U.2 et U.3 comme dans (1.57).
Posons

¢ = Ueo(s, gy ni—) — o{T (s, ng) — Tlas, np_y) b
si
Wi, n, ni—r) — o{ D (1, mp) — D(i, 1)} < my/ k"

et 0 sinon. Montrons que

max
1<i<ng

K
=0 log KnKZmi/Tk‘l/T p.s. (1.74)
k=1

K .
3¢

L’inégalité de Hoeffding [67] conduit a

lglgsch ZC > logKnKkzI;mi/rk‘l/r < 2/K?
ce qui prouve (1.74). Ainsi nous avons,
U =0 (ngHRH)/(%R) log nK> p.s. (1.75)
De fagon analogue a (1.60) et (1.61), nous avons
Ueo = O (ng+R)/(TR)> p.S. (1.76)

D’apres (1.63) et (1.64), nous avons

wﬁ:0<¢ﬁﬁg> ps. (1.77)

En rassemblant (1.73)-(1.77) nous obtenons que
sup |Uq(z,0,ng) — ol(x, nk)|
z€[0,1]

1.78
_ O( (2R+2+7)/(2rR) (10gn )1/2 +ng+R)/(rR)> ( )

p-s.

34



1.4. Remarques

Comme dans la démonstration du théoreme 1.3.5, nous allons montrer que l'ordre de
U.(x,0,n) est légerement différent de 'ordre de U.(x, 0, nk ). Pour cela, nous avons besoin
de bornes supérieures pour Ue4(z,0,nk), Ues(z,0,nk) et U g(x,0,ng). En utilisant le
résultat de Fuk et Nagaev [81], comme dans (1.67)- (1.69), nous obtenons que

P [UM x,0,nK) > 4y/mg long} >4C(r T/Q (1.79)

Comme mi{—(r/Q) = O (KB-DU=1)/2) et sous 'hypothese que r > 5, nous avons (R —
1)(4 —r)/2 < —1. De plus, (1.79) et le lemme de Borel-Cantelli impliquent que

Uea(z,0,n5) = O (nﬁ?il)/(m)\/log nK> p.s. (1.80)

Le lemme 2 de l'article de Lai [87] entraine que

Ues(z,0,n5) = O (nﬁ?il)/(m)\/log nK> p.s.

De plus, d’apres (1.77) et (1.80) nous avons

sup |U(x,0,n) —ol'(z,n)|
z€[0,1]

-0 (n(2R+2+r)/(2rR) log n 4+ nFHD/CR) L (R=1/@R) flo0 n) DS,

Le choix de R = 2(r +2)/(r — 2) établit I'approximation (1.23).0]

1.4. Remarques

Lorsqu’on établit une approximation de type KMT, pour le processus empirique uniforme,
des applications en découlent. Nous citons ici la plus importante : la loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour le processus empirique uniforme.

O‘n(x)

v2loglogn

compacte dans D[0,1] et l'ensemble de ses points limites est F, ou F est l'ensemble des
fonctions absolument continues f telles que

Théoréme 1.4.1. La suite { 0<z < 1} est presque surement relativement

1
FO) = F1)=0 et / F(#)]2dt < 1. (1.81)
0
De plus, nous avons
i — sup Jau(o)| =5 (1.82)
imsup ——— an(z)] = = 8. .
naoop \/2loglognze[0 1 y P
et
2
hmlnf\/loglogn sup |a, ()| = 7; P.S. (1.83)

z€[0,1]
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Chapitre 1. Une approximation forte pour le processus empirique composé

Remarque 1.4.1. (D[0, 1], S) est I'espace des fonctions f(z) de [0, 1] vers [0, 1], continues
a droite et ayant une limite a gauche, muni de la topologie de Skorohod. Le chapitre 3
du livre de Billingsley [5] donne une étude détaillée de 'espace (D]0, 1], S). De plus, sous
certaines conditions (voir Jacod et Shiryaev [73] p.287) la convergence dans (D][0,1],S)
est équivalente a la la convergence dans (D0, 1], U), U étant la topologie uniforme.

Démonstration. La premiere partie du théoreme 1.4.1 se démontre de deux fagons. La
premieére méthode est celle de Finkelstein [55]. La seconde méthode se déroule en quatre
étapes.

Premiere étape.

Théoréme 1.4.2. Nous pouvons définir un processus de Kiefer {K(x,z):0 <z <1,0<
z < oo} tel que

P | max sup }klﬂak(x) - K(as,k)| > (Cyalogn +y)logn| < Cszexp (—Csqy)
1<k<n p<z<1

pour tout réel y > 0, ou Czq, C33 et C34 sont des constantes strictement positives.

Démonstration. On pourra consulter I'article de Komlds, Major et Tusnady [83] ainsi
que celui de Bonvalot et Castelle [7] ou les auteurs ont établi également ce résultat en
précisant 632 = 767 633 = 2.028 et 634 = 1/41 ]

Deuziéeme étape. Le théoreme 1.4.2 et le lemme Borel-Cantelli donnent

sup |a(z) — n V2K (x, n)| = O(n~Y?*(logn)?) p.s. (1.84)
z€[0,1]
Troisieme étape.
K(z,z)
Vv2zloglog z

relativement compacte dans C[0,1] et l’ensemble de ses points limites est F, ou F est
I’ensemble des fonctions absolument continues f telles que

Théoréme 1.4.3. La suite { 0<2<1,0<z2< oo} est presque surement

FO) = F1)=0 et /O[f’(t)]2dt§1. (1.85)

Démonstration. Voir le théorme 1.15.1 du livre de Csorgé et Révész [27]. O

Quatrieme étape. Cette loi fonctionnelle du logarithme itéré pour le processus de Kiefer
associée a I'approximation (1.84) conduisent & la premiere partie du théoreme 1.4.1 ainsi
qu’aux lois du logarithme itéré (1.82) et (1.83). O

Remarque 1.4.2. On peut montrer directement (1.82). Pour cela, on pourra consulter
les articles de Chung [14] et de Smirnov [127]. En ce qui concerne une démonstration
directe de (1.83), on renvoie a l'article de Mogul’skii [101].
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1.4. Remarques

Dans notre cas, on ne peut pas se servir de 'approximation obtenue sur le processus
empirique composé pour établir des lois du logarithme itéré. En effet, la combinaison
linéaire d’un processus de Wiener et d’'un pont brownien ne permet pas d’utiliser les
techniques classiques, c¢’est-a-dire appliquer une approximation de type Komlds, Major et
Tusnady pour obtenir une loi du logarithme itéré. Par conséquent, nous sommes obligés
d’utiliser une autre méthode, celle de Finkelstein.
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Chapitre 2

Loi fonctionnelle du logarithme itéré

2.1. Introduction

2.1.1. Définitions et notations

Ci-dessous, (€[0,1],]].||co) désigne I'espace des fonctions continues sur Iintervalle [0, 1],
muni de la topologie uniforme. En particulier

Vi eC0,1], |[lflle = sup [f(z)]. (2.1)

z€(0,1]

Pour tous f, g éléments de Iespace (C[0, 1], ||.||) et pour tout sous-ensemble K de
(€[0, 1], ||-]|00), nous notons

dif.9) =f —glle et d(f.K) = il [|f — gl (2.2)

Les lois classiques fonctionnelles du logarithme itéré (€0, 1], ||.||) peuvent s’exprimer le
plus souvent de la facon suivante.

Définition 2.1.1. Une suite de fonctions aléatoires {f, : n > 1} de l'espace C[0,1]

satisfait la loi fonctionnelle du logarithme itéré sur l'espace (C[0, 1], ||.||s0) st

— (C.1) la suite {f, : n > 1} est presque surement relativement compacte dans [’espace
C[0, 1] ;

— (C.2) l’ensemble de tous les points limites possibles de la suite {f, : n > 1} est presque
sturement €gal a un ensemble compact donné X dans l'espace C[0, 1].

Remarque 2.1.1. Puisque Iespace C[0, 1] est un espace métrique complet, la condition
(C.1) est équivalente a la proposition suivante. On peut extraire de toute suite de fonctions
aléatoires une sous-suite uniformément convergente.

La définition 2.1.1 de la loi fonctionnelle du logarithme itéré est celle formulée par Taqqu
et Czado [133]. Ces derniers ont établi une synthese des principaux résultats sur les lois
fonctionnelles du logarithme itéré des processus self-similaires. Taqqu et Czado énoncent
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Chapitre 2. Lot fonctionnelle du logarithme itéré

d’autres formulations équivalentes de la loi fonctionnelle du logarithme itéré, la plus ma-
niable étant, a notre avis, la suivante

(C2) & ]P’[liminfd(fme):O = 1;

n—oo

(C3) < P [liminf [|fn — 9lloo, POUr tout g € 9(] = 1.

2.1.2. Résultats de type Strassen

Soient Xi,---, X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
définies sur un espace de probabilité (€2, A, P), et de fonction de répartition F'(x) définie sur
un intervalle compact [a, b]. Soit € = Ea, b] 'espace des fonctions définies sur 'intervalle
la,b] muni de la norme uniforme ||f||o définie en (2.1) et de la distance d(f, g), définie
en (2.2) selon les notations de Finkelstein [55]. Supposons que X; a une espérance E[X]| <
oo et une variance Var[X;] = 02 < co. On définit alors S, la fonction de I'espace &, pour

tout entier n > 1, par
i\ [ Xk - E[X)]
S <H) => [—U ] (2.3)

k=1
pour ¢ = 1,--- ., n. On remarque que la fonction .S,, est linéaire sur les intervalles de la
forme [(: — 1)/n,i/n] pour i = 1,2,--- ,n. Le théoréme suivant sur la convergence en
distribution de la fonction S, est di & Donsker [46].

Théoréme 2.1.1. La fonction aléatoire S, définie en (2.3) vérifie la convergence en
distribution suivante

% a W, lorsque n — oo, (2.4)

ou W est un processus de Wiener standard de [’espace €.

Démonstration. On peut consulter, par exemple le livre de Billingsley [5], en particulier
pour donner un sens précis a la convergence (2.4). O

Strassen prouve dans [130] un théoreme fondamental qui permet d’établir une loi fonc-
tionnelle du logarithme itéré pour le processus de sommes partielles. Pour énoncer ce
théoreme, nous avons besoin d’introduire des notations. Soient Z, Zs,--- des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Supposons que pour tout entier
i>1,onalE[Z]=0. Pour n > 1, on définit S(nt) par

[nt]

St =3 7, ot S,() = o)

v2nloglogn

On désigne par X 'ensemble des fonctions f absolument continues sur [0, 1] telles que
f(0)=0et fol [f'(s)]*ds < 1, ou la fonction f est la dérivée de Lebesgue de la fonction

pour ¢ € [0, 1].

40



2.1. Introduction

f définie presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue. L’ensemble X est alors
équivalent a

= {reeo: g0 =o0.s - [ Feas [ reras<)

Théoréme 2.1.2. La suite {S, : n > 3} est presque strement relativement compacte
dans l’espace C[0, 1] et l’ensemble de tous les points limites est égal a ’ensemble compact

X.

Démonstration. On peut consulter, pour la démonstration du théoreme 2.1.2, I'article
de Strassen [130] (voir Deheuvels et Lifshits [30]-[31] pour les raffinements de ce résultat).
m

Remarque 2.1.2. Le théoreme 2.1.2 équivaut a

le&mW%—%H:ﬂzl et P r]@mmmzfjHZQ ~ 1

n—00 fex
Pour x € [0, 1], on note F,(z) la fonction de répartition empirique. Ainsi, nlF,(x) est égal

au nombre de variables aléatoires X1, --- , X,, qui sont inférieures ou égales a x.

Soit D 'espace des fonctions définies sur [0, 1] qui sont continues a droite et qui ont une
limite a gauche [cadlag]. On munit I'espace D de la topologie de Skorohod. On définit la
distance entre deux éléments, f et g, de 'espace D par

(A = M+ 1A =I))

inf

XEA
ou A est 'ensemble des applications continues strictement croissantes de [0, 1] sur lui-
méme et 'application J € A est I’application identité.

Remarque 2.1.3. Pour de plus amples renseignements et références sur la topologie de
Skorohod, on pourra consulter le chapitre 3 du livre de Billingsley [5].

Remarque 2.1.4. Si les variables aléatoires Uy, --- , U, indépendantes suivent une loi
uniforme sur U'intervalle [0, 1], alors I’équivalent du théoreme 2.1.1 de Donsker dans le cas
de la fonction de répartition empirique uniforme U, (x) est, pour = € [0, 1],

Vn[U,(z) — 7] 4q B(x) lorsque n — oo, (2.5)

ou B(x) est le pont brownien et pour n > 1, U, (x) est définie par

1 n
U,(z) = - Z 1{v,<a}, pour z € [0, 1]. (2.6)
i=1

(B(x) d W(x) — xzW (1) ou W(.) est un processus de Wiener standard et d représente
égalité en distribution).
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Chapitre 2. Lot fonctionnelle du logarithme itéré

2.1.3. La loi fonctionnelle du logarithme itéré pour des distri-
butions empiriques uniformes

Finkelstein s’est intéressée dans [55], & une version du théoreme de Strassen dans le cas de
distributions empiriques. Le théoreme 2.1.3 ci-dessous établit le résultat pour des variables
aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1]. Le paragraphe
suivant sera consacré a la généralisation du théoreme 2.1.3 pour des variables de fonction
de répartition quelconque.

Soient Uy, - - - , U, des variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur

[0, 1]. Posons, pour tout entier n > 3, pour tout x € [0, 1],

nU,(z) — nz
V2nloglogn
Selon les notations de Finkelstein dans [55], K désigne I’ensemble des fonctions f de
€[0, 1], telles que

- J(0) = 7(1) =0,

-ii- f est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et

ii- [J[f(s)]2ds < 1,
ou la fonction f’ est la dérivée de Lebesgue de la fonction f (déterminée presque partout
par rapport a la mesure de Lebesgue).

Gn(r) = (2.7)

Théoréme 2.1.3. La suite {G,(.) : n > 3} est presque sirement relativement compacte
dans l'espace £[0,1] et l'ensemble de ses points limites est l’ensemble compact K.

Démonstration. Pour la démonstration du théoreme 2.1.3, on pourra consulter I'article
de Finkelstein [55] p.609. O

Remarque 2.1.5. La compacité de I’ensemble K est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Soit f une fonction a valeurs réelles sur lintervalle [0, 1]. Les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes :
1. La fonction f est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque et

/o [f'(5)]?ds < C < oc.

9 i (f(xi) — f(xi—l))Q

Ty — Ti—1

< C pour tout partition finie {xg,x1, - , x5} de Uintervalle
i=1

0,1].

Démonstration. Pour la démonstration du lemme 2.1.1, on peut consulter le livre de
Riesz et Nagy [113], p.75. O

42



2.1. Introduction

Remarque 2.1.6. Chung [14] et Smirnov [127] ont montré indépendamment que si la
fonction de répartition de la variable aléatoire X; est continue alors nous avons (voir (2.7)
pour la définition de G,,)

presque partout. (2.8)

e

lim sup (sup G, (:C)) <

n

1
Le facteur 1 s’explique par la propriété suivante de ’ensemble K, qui se déduit du lem-
me 2.1.1 :

(f(s+1t) = f(s)* <t(1—1t) <

pour 0 < s < s+t <1etpourtout f € K. De plus, la borne supérieure est atteinte.

(2.9)

o

Démonstration. Transformons la fonction f comme suit. Posons

gx) = fla+s)—f(s) pour 0 < x < t,
= flx—=t)+ f(t+s)— f(s) pourt<z<s+t,
= f(z) pour s+t <z <1.

Ainsi la fonction g est un élément de 'ensemble K ; on peut donc appliquer le lemme 2.1.1
a la fonction ¢; ce qui donne : [g(t)]* < (1 —t). O

2.1.4. Une généralisation du théoréme précédent

Soient Xi,---, X, des variables aléatoires indépendantes de fonction de répartition F'(x)
définie sur un intervalle compact [a, b].
Soit K I'ensemble des fonctions f de 'espace E[a, b] telles que

-i- fla) = f(b) =0,
-ii- f est absolument continue par rapport a la fonction F, et
ii- [C[df /dF)?dF <1,
ou la fonction (df /dF) est la dérivée de la fonction f par rapport a la fonction F' déter-

minée presque partout par rapport a la fonction F.

Théoréme 2.1.4. La suite {G,(.) : n > 3} est presque sirement relativement compacte
dans E[a, b] et 'ensemble de ses points limites est l'ensemble compact Kp.

Démonstration. Pour la démonstration du théoreme 2.1.4, on peut consulter I'article
de Finkelstein ([55], page 615). O

Remarque 2.1.7. La compacité de 'ensemble K est également une conséquence du
lemme 2.1.1.
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Chapitre 2. Lot fonctionnelle du logarithme itéré

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous intéresser aux distributions empiriques
composées. Plus particulierement notre but est d’établir une loi du logarithme itéré pour
ces distributions. Pour cela, nous allons suivre la méme méthode de démonstration que
celle de Finkelstein [55]. Notons au passage que cette méthode est antique mais efficace. 11
est possible de démontrer plus simplement des lois fonctionnelles du logarithme itéré grace
a des techniques telles que celle de Lai [87] (voir également Deheuvels et Lifshits [30]-[31]).
Toutefois, une méthodologie du type de celle de Finkelstein peut s’avérer tout aussi efficace
dans le cadre par exemple de lois indexées (voir par exemple Deheuvels et Mason [37]).
Introduisons auparavant quelques notations.

2.2. Notations

Soit une suite {Y; : i > 1} de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées (v.a.i.i.d.) de méme loi que la variable aléatoire Y = Y; et de fonction de répartition
F continue sur R. De plus, supposons que E[Y] = 1 et Var[Y] = 02 < oo. Soit une suite
{U; i > 1} de variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur 'inter-
valle [0, 1]. Posons, pour tout n > 1,

1 n
U, c(x) = - ZYil{Uin} pour z € [0, 1], (2.10)
i=1

la fonction de répartition empirique composée. La lettre “c” est utilisée ici et par la suite
pour rappeler “composé”.

2.3. Résultats préliminaires

Théoréme 2.3.1. Soit {Y; : ¢ > 1} une suite de v.a.i.i.d. Supposons que pour tout i > 1,
E[Y;] = 1. Soit {U; : i > 1} une suite de v.a. indépendantes et uniformément distribuées
sur Uintervalle [0,1]. Les suites de v.a. {Y; : i > 1} et {U; : © > 1} sont supposées
indépendantes. Alors, nous avons [’égalité en distribution suivante

nUy, (z)
d Yii0<x<1ln>1,, (2.11)

i=1

1
{Unc(m):0<x<1,n>1}ﬁ :
n

ot U, (x) est la fonction de répartition empirique uniforme définie en (2.6).
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Démonstration. Pour tout entier n > 1, pour tous réels = € [0, 1] et x> 0, nous avons

PlUpe(x) <pl = P [{Unelz) < ppn {U (nUy(z) = Z)}]

=0

— P U{Unc <u}ﬂ{nU()—i}]
= ZP{UM ) < py N{nUn(z) = i}]

_ Zp [{Une(w) < p}| {nUn(z) = i}] P [nUn(z) = ]

- Z]P’[MU( [ ZYl{U<m}<u {Zl{Uk<x}—z}]

Comme les variables aléatoires Y; sont indépendantes et identiquement distribuées et
indépendantes des variables Uj, alors les variables aléatoires Y; sont échangeables. Pour
des détails sur cette notion, on peut consulter le livre de Chow et Teicher [13]. Ainsi il
existe une permutation 7 de {1,--- ,n} dans {1,--- ,n} telle que nous ayons I’égalité en
distribution suivante

d

(}/17}/27"' 7Yn) (Yﬂ(l)ayﬂ@);"' 7Y7r(n))

D’autre part, on a également pour x € [0, 1], I'inégalité en distribution

> < 3 > lw<a)s
k=1 k=1

ou Uy., désigne la k® statistique d’ordre et Uy.,, < Us., < - -+ < Up.p, les statistiques d’ordre
de Uy,...,U, p.s. distinctes. Alors, pour tout entier n > 1 et pour tous réels =z € [0, 1],
nous obtenons que

PUp.(z) <
=Y Phly(@)=dP |n' Y Vel < < p {Z LUpn<a) = 2}]
i=1 L =1 k=1
= Z]P) nU,(x) =P |n~ Z Y. ])1{UJ w<z) <M {Z L, <2y = }]
i=1 L =1 k=1
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Ainsi nous avons, pour n > 1 et pour x € [0, 1],

PUnc(z) <pl = ZP[nUn(fﬁ) =P |n7' Yy Ya(j) < M]

= ZP[nUn(x):i]lP’ n! Y, <p
i=1

nUp (z

1
:]}D_E:
njzl

)
Y, <u

]

Théoréme 2.3.2. Soit {Y; : i > 1} une suite de v.a.i.i.d. telle que pour tout i > 1,
E[Y;] = 1 et Var[Y;] = 0% < oo. Soit {U; : i > 1} une suite de v.a. indépendantes et
uniformément distribuées sur [0, 1]. Les suites {Y; : i > 1} et {U; : ¢ > 1} sont supposées
indépendantes. Nous avons alors, pour tout n > 1 et pour tout x € [0,1] :

E[Unc(z)] == (2.12)

et
Var[U, .(z)] =n"" [E[YQ]ZL‘ — 552]. (2.13)

Démonstration. Démontrons d’abord (2.12). Pour tout n > 1 et pour tout = € [0, 1],
nous avons

1 n
E[Unc(z)] = E[;me}] =E [Yil{<ny] = EWE [1 <]
=1
= 1xP[U, <z|=rz,

car les suites {Y; : ¢ > 1} et {U; : i > 1} sont supposées indépendantes et E[Y;] = 1.

Démontrons maintenant (2.13). Premiére méthode. Pour tout n > 1 et pour tout = € [0, 1],
nOus avons

Var[Umc(x)] = E[Ui}c(x)}—EQ[Un’c(x)}

n?Y Vi +070 ) ViVl < | — 27

= K
i=1 i#j
1 -1
= —><]E[Y12]><x+n x x? — z?
n n
1
= — []E[YQ]J: — :cﬂ ,
n

car les suites {Y; : ¢ > 1} et {U; : i > 1} sont supposées indépendantes, E[Y;] = 1 et
E[Y?] = E[Y?].
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Deuxieme méthode. Nous avons, d’apres le théoreme 2.3.1,

nUnp ()
1
(Unela):0<a<in>13 202 Y viio<a<inz=1
[ —
nUn (x)
Calculons la fonction génératrice des moments de X, .(x) = Z Y;. Nous avons pour
i=1
tout ¢t >0
nUn ()

9xno@(t) = Elexp (tX,c(x))] =E |exp tZ Y,
i=1

no [ nUn ()
= ZE exp [ ¢ Z Yi | [nUn(z) = j | PnU,(z) = j]
= ZE exp (tzyi) PnU,(z) = j]
= ZE Hexp(th-) PnU,(z) = j]

= Y Cial (=) Elexp(tY))

ou gy (t) désigne la fonction génératrice des moments de Y. Calculons maintenant
Var[X,, .(x)]. Nous avons, par définition,

Var[Xy,o(2)] = E[X, (2)] — E*[ X o(2)].

Calculons d’abord E[X, .(z)]. Nous avons

B[X,,(2)] = {—dgx”c’;f)(ﬂ B

= {nagy(t)[rgy (t) + (1 —x)]" '},
= nxgg/(O)[a:gy(O) + (1 - x)]n_l
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olt gy (0) = 1 et g4(0) = 1. Calculons d’abord E[X? (x)]. Nous avons

B (o) = {Fel)

= {d(nxggf(t) [Igy<t) + (1 _ x)]nfl) }
dt o

_ {nxg;£<t>[xgy<t> (-

+n(n — 1) (zgy (t))*[zgy (t) + (1 - x)]n—Q} 0

nzgy (0)[zgy (0) + (1 — 2)]" " + n(n — 1)(xgy (0))*[zgy (0) + (1 — 2)]"~?
= nzE[Y?] +n(n — 1)2*

Ainsi, nous avons

Var[X,,.(r)] = naE[Y?] +n(n - 1)2* — (nz)?
= nzE[Y?] — na®
= n[zE[Y?] — 27

Comme nous avons, pour tout n > 1 I’égalité en distribution

d

1
Upe(x) ﬁXn7C(a:), pour tout réel z € [0, 1],

nous en déduisons, pour tout n > 1 et pour tout x € [0, 1], que
Var[U, .(z)] = n 2 x n[zE[Y?] — 27
= n '[zE[Y?] — 27].
L]

Remarque 2.3.1. Ces calculs sont licites d’aprés un corollaire du livre de Lukacs [91]
qui s’énonce ainsi :

Si la fonction caractéristique gx(t) de la variable aléatoire X de fonction de répartition
F(x) admet des dérivées jusqu’a 'ordre k a l'origine, alors tous les moments jusqu’a l'ordre
k existent si k est pair, respectivement jusqu’a l'ordre (k — 1) si k est impair.

2.4. Reésultat principal : la loi fonctionnelle du loga-
rithme itéré

Soit une suite {Y; : ¢ > 1} de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de méme loi que la variable aléatoire Y = Y] et de fonction de répartition F'
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continue et définie sur R. Nous supposons que E[Y] = 1 et Var[Y] = 02 < co. Soit une
suite {U; : ¢ > 1} de variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur
I'intervalle [0, 1] de fonction de répartition U. Les suites {Y; : ¢ > 1} et {U; : i > 1} sont
supposées indépendantes.

Posons, pour tout z € [0, 1] et pour tout n > 3,

 {Upe(x) — o}
Gre(z) = V2E[Y?2] nlog logn

(2.14)

Soit Ky, 'ensemble des fonctions f. € £[0, 1] telles que
-1- fc(o) - fc(l) =0,

-ii- f,. est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et

e [ [f2(s)]?ds < 1,
ou la fonction f! est la dérivée de Lebesgue de la fonction f. (déterminée presque partout
par rapport a la mesure de Lebesgue).

Théoréme 2.4.1. La suite (Gpc(+))n=sa.. est presque sirement relativement compacte
dans £[0,1] et l'ensemble de ses points limites est ’ensemble compact Ky, .

Remarque 2.4.1. La compacité de Ky, est une conséquence du lemme 2.1.1.

2.5. Démonstration du théoreme 2.4.1

La preuve du théoreme 2.4.1 dépend de la borne (2.8) et de la généralisation de la loi du
logarithme itére pour les sommes de variables aléatoires indépendantes a valeurs réelles
(voir le lemme 2.5.1).

Lemme 2.5.1. Soit Zy,Zs, - - des vecteurs aléatoires idépendants et identiquement dis-
tribués a valeurs dans l’espace euclidien R™ de dimension m, tels que

E[Z,] =0

et
E[Z1Z1T] =1, oul,, désigne la matrice identité de dimension m.

Soit .
P
" V2nloglogn

Alors, la suite {3, : n > 3} est presque surement relativement compacte et ’ensemble de
ses points limites est
By ={z e R™:||z|| <1}

ot ||.]| est la norme euclidienne de R™.
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Démonstration. On pourra consulter la démonstration du lemme 2.5.1 dans 'article de

Finkelstein ([55], page 609-610). O
Soit m un entier suffisamment grand. Divisons alors 'intervalle [0, 1] en m sous-intervalles
égaux I; = [(i — 1)/m,i/m] pour i = 1,2,--- 'm. Pour tout entier n = 1,2,--- et pour
tout entier 1 = 1,2, --- , m définissons
= 0 siU, &1

Les vecteurs Wy, = (W1, Wia, - -+, W) de R™ sont des vecteurs aléatoires indépendants
et identiquement distribués, tels que

1 1

E[W,] _ <__)
m m
E[(W1 — E[W4])(W; — E[W,])T] = r

ou I est la matrice de coefficients (7;;)i=1,... m, j=1,--m, Ol 7;; est défini par

1 1
Vij = Vc(—) - — sti=y;

— — 5 sii#],

ou
1 E[Y?]

VC(E) :E[Yfl{weli}] =E [Y]|E {1{(]@}} - (2.15)

Lemme 2.5.2. La suite

Vv2nloglogn

est presque surement relativement compacte et [’ensemble de ses points limites est

Con =X ER™ x= (21, , &) : x; =0 et — <1y,
{ 1 2 2T ) }

i=1

{2?21 (W; — E[W;]) ‘n> 3}

ot V. (1/m) aété définie en (2.15).
Démonstration. L’étendue de Wy — E[W/] est '’hyperplan H défini par

=1

pour x = (z1,- -+ ,Z,,) € R™. Il existe une transformation linéaire 7' : R™™! — H et des
vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribués Zq, Zs, - - - de R™ ! tels que
E[Z1] =0, E[Z1Z,") =1, et

W; — E[W)] = TZ;
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pour ¢ = 1,2, ---. Pour tout vecteur a € H, on a

1
al' = VC(—>a
m

On peut alors choisir la transformation T comme la composition d’une isométrie et de
'homothétie de rapport V. (1/m). On obtient ainsi T(B,,—1) = Cp,. On peut donc appli-
quer le lemme 2.5.1 aux variables aléatoires Z;, et 'application de la transformation T a
ce résultat donne le lemme 2.5.2. O]

Soit H,, m.c(x) 'interpolation de la fonction G, .(x) sur [0, 1], définie de la facon suivante :
pour  =i/m : Hyme(x) = Gpo(x), et pour z € I; = [(i — 1)/m,i/m] :

() = G (Z;1> tm <:c— (l;l)) (G (é) G, (’;1>) .

Lemme 2.5.3. Pour tout m > 1 fizé, la suite (Hy m.c(%))n=sa4,.. est relativement compacte
dans &€ et l’ensemble de ses points limites est égal a

Ime =A{f. € K. : [, est linéaire sur I; pouri=1,2,--- ,m}.

Démonstration. D’abord remarquons que pour i =1,2,--- ., m

n

. 1 —
Hn,m,c (i> - Hn,m,c <Z ) — =1 . (216)
m m V2E[Y?|nloglogn

Soit L., 'espace des fonctions continues sur [0, 1] qui valent 0 au point 0 et linéaires sur les
intervalles [; pour i = 1,2,--- ,m. Munissons L,, de la topologie uniforme. Alors H,, ., .(-)
est un élément de L,,.

Soit V T'application de L,, vers R™ qui a f € L,, associe le vecteur de coordonnées
(f(i/m)— f((i—1)/m)) pour i = 1,--- ,m. Alors I'égalité (2.16) et le lemme 2.5.2 im-
pliquent que la suite {VH, n.(-) : n > 3} est relativement compacte dans R™ et l'en-
semble de ses points limites est C,,. Comme 'application V' est 1 — 1 et bicontinue, la
suite {Hpme(-) : n > 3} est relativement compacte dans € et ’ensemble de ses points
limites est V=1(C,y,) = Jpn. O

1 )
Soit f. € K. et soit g € J,, . son approximation linéaire : g, <—> = fe (—) pour
m m

i=0,1,---,m. De (2.9), il s’ensuit que pour z € I;

o) = 1)+

2
<

N

|[fe(x) = ge(z)] <
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Chapitre 2. Lot fonctionnelle du logarithme itéré

Alors J,, . est une bonne approximation de K. dans le sens ou pour tout fonction f, € K. il
existe une fonction g. € J,,. telle que ||f. — g || < 2/m~Y2. Alors le lemme 2.5.3 implique
le corollaire suivant.

Corollaire 2.5.1.  -i- La suite {Hpm(-) : n > 3} est relativement compacte,

-11- L’ensemble de ses points limites est inclus dans K.,

2

-i1- Pour toute fonction f. € K. et pour toute > 0, si m > %g alors, infiniment souvent

sup |Hyme(x) — fe(z)| <& quand n — oc.
z€[0,1]

Lemme 2.5.4. Pour tout entier m > 1 et pour tout i = 1,2,--- ,m il existe un entier
positif N tel que sin > N

sup ‘Hn,m’c(x) — Gmc(x)‘ <

xel;

3

Démonstration. Fixons les entiers m et i. Posons

d.(n) = \/2E[Y2]nloglog n sup | Hp (W, 2) — Gy o(w, )|

zel;

Définissons v, une fonction de N a valeurs réelles définies par

) 1
v.(0)=0 et v.n)=nU,, (%) —nUy,. (Z —

Pour tout n > 1, on a

> pour n > 1.

ve(n) = v(n—1)4Y, sU,é€l; (2.17)
= v.(n—1) siU,¢ .
ve(n) est une somme de variables aléatoires Y; ou le nombre de variables aléatoires Y; de

cette somme dépend du nombre de variables alatoires de Uy, --- ,U, qui tombent dans
I'intervalle I;.

Par calcul, nous obtenons que

U, (l_l) —n(l_l) —nUmc(:c)—l—nx—l—m(:z:—Z_l)
m m m
X {nUnyc (i) —n<i> —nU,. (2_1> —O—n(z_l ] ‘
m m m m

de(n) = sup
z€el;

— 1  — 1
= sup |nU,(z) — nU,, (l )—m(m—Z )
zel; m m
X {nUnc (i) —nU, (Z_ 1)} ‘
m
1—1 1—1
_ U, .(2) —nU,, — v, — ) 2.1
s 1000) = e (125) = st (=22 ) 219
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2.5. Démonstration du théoreme 2.4.1

On remarque que, d’apres (2.18), d.(n) dépend uniquement des variables aléatoires U;
parmi les variables aléatoires Uy, --- , U, qui tombent dans l'intervalle I;.

Soient k < j; < j2 < -+ < jp, < K des entiers positifs. Soit A ’ensemble de F sur lequel,
excepté les variables Uy, Upy1, - -+ , Uk, toutes les variables de I'ensemble U;,, Uj,, - -+, Uj ,
mais aucune autre, prennent leurs valeurs dans [;. La distribution jointe conditionnelle
des variables alatoires U;,,Uj,, - - ,U;, sachant A est égale a la distribution de p variables

aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur I; .

Afin de déterminer la distribution de d., définissons U;, U, --- des variables aléatoires
indépendantes et uniformément distribuées sur I;. Soit U;, () la fonction de répartition
empirique composée des variables aléatoires Y; et U;. Posons

 — 1
nU, .(z) —nm (93 ! )‘ .

m

d:(n) = sup
zel;

Posons A(z) = 1/2E[Y2]z log log z.
Si (Sk, Sk41, -+, Sk) une suite de nombres réels des valeurs possibles que peut prendre la
suite (v.(k),v.(k+ 1), - ,v.(K)), alors selon 2.17, 'ensemble

B ={v.(k) = sp,ve(k+ 1) = Sp41,- -, Ve(K) = sk}

semblable a ’ensemble A. Alors la probabilité conditionnelle

P [ d.(n) > AMve(n)) pourntel que : k<n< K‘B} (2.19)
= ]P’[dz(s) > A(s)  pour s tel que : s, <5< sK].

Soit S I'ensemble de toutes les suites possibles des valeurs que peut prendre v.(n). Pour
s € S posons s= (8;);=1,2... Alors (2.19) implique

P [ d.(n) > A(ve(n)) pour n tel que : k <n < K] (2.20)
= /]P’[d:(s) > A(s) pour s tel que s, <5< SK]]P’,,C(dS)
s

ou P, est la distribution de (v.(n))n=12.....

Posons C' = {s€ S : lim,, s, = oo}. D’apres la loi forte des grands nombres, on a P, (C) =
1. Alors le théoréeme de la convergence monotone appliqué a (2.20) en faisant tendre K
vers oo et par conséquent k T oo, conduit a

P [ limnsup{dc(n)>)\(’/c(n))}]

- /Cp[hmsup{dﬁ(sn) > A(sn))}] Py, (ds)

Sn

_ /C P[limsup{d’(s) > A(s))}]P.. (ds).

S
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Chapitre 2. Lot fonctionnelle du logarithme itéré

Pour conclure la démonstration de ce lemme, nous avons besoin de rappeler un résultat
établi au chapitre précédent.

Théoreme 2.5.1. Soit une suite {Y; : i > 1} de v.a.i.i.d. de méme loi que la variable
aléatoire Y = Y;. Supposons que E[Y] = 1, Var[Y] < ¢ < oo et que pour r > 5,
E[|Y]"] < oo. Soit une suite {U; : ¢ > 1} de v.a. uniformément distribuées sur l'intervalle
0,1]. Les suites {Y; : i > 1} et {U; : i > 1} sont supposées indépendantes. Alors, nous
avons

1 n
lim su su Yl <or — nx| = 1p.s. 2.21
ol V2E[Y?]nloglogn mE[OI,)l] ; (e} P (2:21)
(2.21) implique que
P llim sup(dz(s) > )\(s))} = 0.
De plus, nous avons
P [lim sup(d.(n) > )\(Vc(n)))] = 0. (2.22)
La loi forte des grands nombres implique
A, 1
(:(7(17;)) — NG p.s.  lorsque n — oo. (2.23)
Comme,
sup |Hn,m,c(l‘) - Gn,c(x>| =
zel;
(2.22) et (2.23) impliquent le lemme 2.5.4. O

Il s’ensuit du lemme 2.5.4 et du corollaire 2.5.1 que
-i- la suite (Gpc(+))n>3 est relativement compacte,
-ii- I'ensemble de ses points limites est contenue dans l’ensemble compact Ky, , et

-iii- pour toute fonction f € K, et pour tout € > 0, sup,¢jo 1) |Gn(*) — f(7)] < ¢ infini-
ment souvent lorsque n — oo. Ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.4.1.
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Chapitre 3

Quelques résultats sur le processus
de Poisson composé

3.1. Définition et exemples

Dans ce chapitre, nous définissons un processus de Poisson composé comme un processus
stochastique défini, pour tout réel t > 0, par

()
(t) =Y Y, (3.1)

ou {II(¢) : t > 0} désigne un processus de Poisson homogene continu a droite et de para-
metre A > 0, et la famille {Y; : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de meéme loi que la variable aléatoire Y = Y;. Le processus
de Poisson {II(t) : t > 0} et la suite de variables aléatoires {Y; : ¢ > 1} sont supposés
indépendants. Posons

> ()=0

0

pour donner un sens a la définition (3.1) lorsque II(¢) = 0. On rappelle que la lettre “c”
est utilisée ici pour évoquer le caractere composé.

Remarque 3.1.1. Le membre droit de (3.1) est une somme d’'un nombre aléatoire de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

Exemple 3.1.1. Des clients entrent dans un grand magasin selon un processus de Poisson
{II(t) : t > 0} de parametre A > 0. On suppose que les montants {Y; : i > 1} des
dépenses faites par chaque client forment une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. De plus, on suppose que la suite de variables aléatoires {Y; :
i > 1} est indépendante du processus de Poisson {II(¢) : ¢ > 0}. Avec la notation (3.1), le
processus {II.(¢) : ¢ > 0} est le montant des dépenses faites par les clients dans le magasin
pendant U'intervalle de temps [0, ¢].
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Chapitre 3. Quelques résultats sur le processus de Poisson composé

Exemple 3.1.2. Soit I1(¢) le nombre de sinistres enregistrés par une compagnie d’assu-
rance durant U'intervalle de temps [0,t]. Le processus {II(¢) : ¢ > 0} peut étre considéré
comme un processus de Poisson de parametre A > 0. Supposons que chaque sinistre est
classé. Précisons alors le classement de ces sinistres : un sinistre est de type k, si son cotut
est égal a k unités de monnaie. Alors

I(t) = Z I1x(t) est le nombre total de sinistres pendant I'intervalle [0, ¢]

et
S(t) = Z EIL,(t) est le cott total des sinistres pendant l'intervalle [0, ¢].

On peut imaginer une autre expression pour le colit total des sinistres. Dans 'intervalle
de temps [0, t| se produisent II(¢) sinistres, qui cottent Y7,Y5, ..., Yy unités de monnaie,
respectivement. Le colit total de ces sinistres est donc égal a S'(t) = Y1 + ... + Yyq.
Supposons que les cotits Y; sont des variables aléatoires, équidistribuées, de loi ), prex
et que (I1(t), Y7, Y5, ...) est une suite de variables aléatoires indépendantes, la variable
I1(¢) suivant la loi de Poisson de parametre At > 0. Chaque variable aléatoire Y; est ainsi
interprétée comme le cout d’un sinistre non personnalisé. Sous ces hypotheses, on a le
théoreme suivant.

Théoréme 3.1.1. Les deux sommes S(t) et S'(t) ont méme loi de probabilité. L’expression
de S'(t) montre que cette loi est une loi de Poisson composée.

Démonstration. Notons

Gy (u) = Zpkuk

k>1

la fonction génératrice de chaque variable aléatoire Y;. Par ailleurs, les variables de Poisson
I1(t) et I, (t) ont pour fonctions génératrices respectives

G (u) = exp (At(u — 1))

et
G, 1) (u) = exp (Appt(u —1)).

Comme Gy, (1) (u) = E[uf®] = Gy, 1 (u*), la fonction génératrice de S(t) est égale a

Gs@y(u) = HGka(t)(U) = H G, 1) (u¥) = exp ()\t Zpk (uf — 1))

k>1 k>1 k>1

= exp ()\t <Zpkuk — 1>) = exp (At (Gy (u) — 1))

= GH(t) e} Gy(u),

qui est précisément la fonction génératrice de S’(t). O
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3.2. Des résultats classiques sur le processus de Poisson composé

3.2. Des résultats classiques sur le processus de Pois-
son composé

Pour obtenir une information sur la loi du processus de Poisson composé {I1.(t) : t >
0}, lorsque la suite de variables {Y; : i > 1} est quelconque (dans l'exemple 3.1.2 la
suite de variables {Y; : @ > 1} est supposée a valeurs dans N), on détermine la fonction
caractéristique du processus {Il.(¢) : ¢ > 0}, au lieu de sa fonction génératrice.

3.2.1. Stationnarité des accroissements et fonction caractéris-
tique du processus de Poisson composé

Théoréme 3.2.1. Un processus de Poisson composé {I1.(t) : t > 0} a des accroissements
indépendants et stationnaires. De plus, sa fonction caractéristique est définie, pour tous
réels u et t > 0, par

i (u) = exp (= M(1 = oy (u))), (3.2)

ot oy (u) = Elexp(iuY)] désigne la fonction caractéristique de la variable aléatoire Y et
A > 0 représente le paramétre du processus de Poisson {II(t) : t > 0}.

Si E[Y?] < oo, alors le processus de Poisson composé {I1.(t) : t > 0} a des moments
d’ordre 2, qui sont donnés, pour tout couple de réelst et s > 0, par

E[ll(t)] = ME[Y]
Var[ll.(t)] = ME[Y?] .
Cov|[ll.(t),11.(s)] = AE[Y?]min(t,s). (3.5)

Remarque 3.2.1. Les égalités (3.3) et (3.4) sont des cas particuliers de identité de
Wald.

Démonstration. Ce résultat est classique (voir par exemple le livre de Karlin et Tay-
lor [80] pp.427-429). Nous en donnons néanmoins une démonstration par souci du détail.
Pour montrer que le processus de Poisson composé {Il.(¢) : t > 0} a des accroissements
indépendants et stationnaires, nous allons procéder en deux étapes.

Premiere étape. Montrons d’abord que les accroissements du processus de Poisson composé
{I1.(t) : t > 0}, qui ne se chevauchent pas, sont indépendants.

Soit une suite de réels {to,...,t,}, telle que 0 < ¢ty < t; < ... < t,. Comme les variables
aléatoires Y7, Ys, . .. sont mutuellement indépendantes et aussi indépendantes du processus
de Poisson {II(t) : t > 0}, qui lui-méme a des accroissements indépendants, les variables

aléatoires
Yl) R YH(t0)7 H(to) }7
YH(to)Jrlv SRR YH(t1)7 H(t1> - H(to)

PN N

}
: : : : 1
{ YH(tn,1)+17 SRR YH(tn)7 H<tn) - H<tn—l> }
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Chapitre 3. Quelques résultats sur le processus de Poisson composé

sont indépendantes.

Ainsi les accroissements du processus de Poisson composé {II.(¢) : ¢ > 0}

Mo(to) = TL(0) = Yi+...+ Vi,
Hc(tl) — Hc(to) = YH(t0)+1 +...+ YH(t1)7

He(tn) — He(tn1) = Yo+ + -+ Yoe,)

sont indépendants.

Deuzieme étape. Montrons maintenant que la distribution des accroissements du processus
de Poisson composé {II.(t) : ¢ > 0} est stationnaire. Soient deux réels t > 0 et h > 0.
Alors II(t + h) — II(t) et II(h) ont méme loi de probabilité. De méme Yi,..., Yy et
Yii()+1, - - - » Yresn) sont de méme loi. Ainsi

IL.(t + h) — TI.(t) = Yiw+1 + -+ Yien)

et
Hc(h) =Y +...+ YH(h)

ont la méme distribution. Ceci complete la preuve de I'indépendance et de la stationnarité
des accroissements du processus de Poisson composé {II.(t) : ¢ > 0}.

Pour établir I'inégalité (3.2), il suffit de prouver, pour tout couple de réels ¢ et s tels que
t > s >0, et pour tout réel u, que

Pi.()-(s) (1) = exp [A(t = s){oy (u) — 1}]. (3.6)
Observons que, pour tout entier n > 0, nous avons
E [exp (1u{TL(t) = ()} )[112) = T1(5) = n] = {or(w)}",

sachant qu’il y a n événements réalisés dans l'intervalle (s,t], que II.(¢) — II.(s) est la
somme de n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de méme loi
que la variable aléatoire Y. Donc, pour tout réel u et pour tout couple de réels t et s tels
que t > s > 0, nous avons

Pric-Tes) (u) = ZE [exp (iu{Hc(t) - Hc(s)}> )H(t) ~(s) =n
x PII(t) — II(s) = n]
- Z_: {oy(u)} " exp (—A(t — ) w

— exp (At — 5)) exp (At — )y (1))
= exp ()\(t — s){@y(u) — 1}) )
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3.2. Des résultats classiques sur le processus de Poisson composé

La preuve de I’égalité (3.6) est ainsi achevée.

Pour prouver les inégalités (3.3), (3.4) et (3.5), on peut soit dériver I’équation (3.2), soit
utiliser les formules pour la moyenne et la variance d’'une somme d’un nombre aléatoire
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, ce qui donne

E[ll.(t)] = E[I®)E[Y]
= ME[Y],

Var[ll.(t)] = E[II(t)]Var[Y] + Var[lI(t)|E*[Y]
= E[I(t)] (Var[Y] + E*[Y])

= ME[Y?],
Cov[ILe(t), Ie(s)] = E[L(t)e(s)] — E[IL(t)]E[IL(s)]
[11(t)  11(s)

= E ZY ZY — N2 stE?[Y]
mln(H(t),H(s))

= E > Y +E

—1

— A2StE2[Y]

PROY

i#]

= min(t, s)\E[Y?],
puisque la variable aléatoire II(¢) suit une loi de Poisson de parametre A > 0. Ceci acheve

la démonstration du théoreme 3.2.1. OJ

3.2.2. Fonction de répartition du processus de Poisson composé

La fonction de répartition du processus de Poisson composé {Il.(t) : ¢ >} peut étre
représentée explicitement en conditionnant par les valeurs entieres prises par le processus
de Poisson {II(t) : t > 0} de parametre A > 0. Ainsi, pour tous réels = et ¢ > 0, nous
obtenons que

PIL(t) <a] = P|) Yi<a

(At)™ exp

Mg

3
=)
.
Il
—

(At)™ exp (—At)

n!

F™(z), (3.7)

NE

3
Il
o

puisque le processus de Poisson {II(¢) : t > 0} et la suite de variables {Y; : ¢ > 1} sont
supposés indépendants et ou

F(z) =PV +...+Y, <]
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avec

1 our z > 0
(0) _ P = U,
Fo(x) { 0 pourz <O0.

Exemple 3.2.1. Soient II(¢) le nombre de chocs regus par un systéme jusqu’au temps ¢
et Y; le dégat ou la détérioration produit par le zeme choc. Nous supposons que la variable
aléatoire “dégat” est positive, que P[Y; > 0] = 1 et que les dégats sont additifs, ¢’est-a-dire
que le dégat total a I'instant ¢ est donné par la somme des dégats diis aux chocs jusqu’a
I'instant . Avec nos notations, le dégat total a I'instant ¢ est égal au processus de Poisson
composé {I1.(t) : t > 0}. Supposons que le sytéme continue & fonctionner aussi longtemps
que le dégat total est strictement plus petit qu'une certaine valeur critique a, sinon le
systeme s’arréte. Soit 1" le temps ot le systeme tombe en panne. Alors nous avons

{T >t} sietseulement si {Il.(t) < a}. (3.8)

D’apres (3.7) et (3.8), pour tout réel ¢ > 0, nous obtenons que

PIT > ¢ = f: Q)" exD (=2) o, (3.9)

Calculons la moyenne de la variable aléatoire T'. Pour tout réel A > 0, nous avons
E[T] = / P[T > t]dt par définition,
0

_ i ( /0 b (At)neXp(_)\t)dt) FO(a) dapres (3.9),

n!
n=0

1 o0
= 3 Z F™(q)
n=0

tous les termes étant positifs nous pouvons permuter le signe | et le signe > .

Considérons le cas particulier ou chaque variable aléatoire Y7, Ys, ... suit une loi exponen-
tielle de parametre p > 0, c’est-a-dire

PlY;<a]=1—exp(—pa), oua>0.

La somme Y] + ... 4+ Y, suit alors une loi gamma, et par conséquent nous avons

3
,_.

F(n)<a> —1— (:UJa) eXp Z exp /Ml) n > 0.

Y
k=n

il
o
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3.2. Des résultats classiques sur le processus de Poisson composé

Par conséquent, nous en déduisons que

Z@ F () = Zz(ua) ezli(—ua)

n=0 k=n
o k
-y (na)* exp (—pa)
k=0 n=0 k'
S (1a)* exp (—pa)
= k+1
D
= 14+ pa

Dans ce cas particulier, pour tout réel A > 0, la moyenne de la variable aléatoire T" est

égale a
1 & 1+,ua
Xz:% A

3.2.3. Le processus de Poisson composé centré est une martin-
gale

Théoréme 3.2.2. Le processus de Poisson composé centré {I1.(t) — E[I1.(t)] : t > 0} est
une martingale relativement a la filtration As = o{Il.(u) : u < s},s > 0.

Démonstration. La démonstration s’appuie sur le fait que le processus de Poisson com-
posé {II.(t) — E[IL.(t)] : t > 0} est centré, avec des accroissements indépendants (voir le
théoreme 3.2.1 de ce chapitre). Introduisons la o-algebre A, définie par : Ay = o{Il.(u) :
u < s}, s > 0. Pour tout couple de réels t > 0 et s > 0, remarquons que

Hc(t) - E[Hc(t)] = Hc(t) - HC(S) + HC(S) - ]E[HC(S)] + E[HC(S)] - E[Hc(t)] (310)

En faisant usage du fait que I'accroissement I1.(t) — I1.(s) est indépendant de 1’accroisse-
ment I1.(s), nous obtenons alors

E[TL(t) — E[L(1)][As] = E[L(t) — I(s) + Me(s) — E[T(s)]
+E[II(s)] — E[HCG)H‘AS}
= E[IL(t) — I(s)|A] + E[IL.(s) — E[IL(s)]]A,]
+E[E[I(5)] — E[(1)]|4.]
= E[L(t) — He(s)] + Ie(s) — E[lle(s)] + E[IL(s)] — E[IL(¢)]
= E[IL(t )] E[Hc(s)] +1I (S) — E[IL.(s)]

= He(s) = [ c(S)]
Le processus de Poisson composé centré {11, t > 0} est donc une martingale

relativement a la filtration A; = o{Il.(u) : u < s}, s > 0. O

—~
~
N—
|
&=
—
—

o
—
~
S~—
Pt
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Chapitre 3. Quelques résultats sur le processus de Poisson composé

3.3. Inégalités de type exponentiel pour le processus
de Poisson composé

Le résultat principal de ce paragraphe est basé sur une inégalité de type Bennett pour le
processus de Poisson composé {II.(¢) : ¢ > 0}. Dans un premier temps, nous rappelons
l'inégalité classique de Bennett [2] dans le théoreme 3.3.1. Pour cela, introduisons la
fonction

oh(1+u) 2

Y(u) = ———=—5{(1+u)log(l +u) —u} pour u>0, (3.11)
u u
ol
ulogu —u+1 pour u > 0,
h(u) =< 1 pour u = 0, (3.12)
o0 pour u < 0.

Nous allons énoncer quelques propriétés de la fonction ¢ qui seront utiles par la suite.

Proposition 3.3.1. Les propriétés les plus importantes de la fonction i sont

Y(C) est décroissante pour ¢ > —1, et (0) = 1. (3.13)
21

P(C) ~ 086 lorsque ¢ — oc. (3.14)

P(()>1—-6 st 0<(<35 e 0<0<I. (3.15)
Démonstration. Pour la démonstration de cette proposition, on pourra consulter par
exemple la proposition 1 p.441 du livre de Shorack et Wellner [125]. O
Théoreme 3.3.1. Soient Yi,...,Y, des variables aléatoires centrées et indépendantes
telles que |Y;| <M pouri=1,...,n. Alors, pour tout x > 0 et tout V> V,,, nous avons

1 (22 Mz

ou V,, = Var[Yy + ... + Y,], et ou la fonction ¢ est définie en (3.11).

Démonstration. Il suffit de montrer que

1 (x? Mz
PYi+...4Y,>2] < ——< — — . 3.17
(G o
La version négative en découlera en faisant le changement formel de la variable Y; en la
variable —Y; pour i = 1,...,n. Soit une variable aléatoire centrée Y telle que |Y| < M.

Posons Var[Y] = 02 < co. Alors, pour tout réel ¢ > 0, nous avons

e tk:f2
Elexp(tY)] = E|1+tY +*Y? Fy’f—2
k=2
2 o (M2 5 [exp(Mt) — 1 — Mt
< 14+t ;T_1+U e
=2

< exp (02¢(Mt) ,
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ou la fonction ¢(+) est définie par

_exp(u) —1—u
¢(u) - M2

Ainsi, en posant 02 = Var[V,], V;, = 0%+ ... + 02 et S, =Y, + ... +Y,, pour tout réel
t > 0 et pour V > V,, nous obtenons que

n

Elexp(tS,)] = HE[eXp(tYk)] < ﬁ exp (0pd(Mt)) = exp (V,0(Mt)) < exp (Vo (Mt)).

k=1 k=1
Nous concluons en remarquant que, pour tout réel x > 0, nous avons
P[S, > z] <exp (— sup {tz — log E[exp(tsn)}}> < exp (— sup {tz — V(b(Mt)}) .
t>0 t>0
La solution de I’équation

d _ o Vi(exp(Mt) —1)
pr (tx — Vp(Mt)) == — M =0,

est obtenue pour

1

Mz V Mz Mz
Mz Mz Mz
1+—)10g<1+7) —7}

e} () ) 2]

Par conséquent, nous avons

tQZE - ng (Mt()) =

==

I
NI~ N R =N
2=
~—— =
X
—N— +
N\
S

Auparavant nous avons obtenu l'inégalité suivante

P[S, > 2] <exp(—{tox — Vo (Mty)}).

1 2 M
Comme tox — Vo (Mty) = = r P b , nous en concluons que
2|1V V
1 (2? Mz
Ce qui acheve la démonstration du théoreme 3.3.1. O
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Maintenant, introduisons les notations nécessaires pour énoncer le résultat principal de
ce paragraphe, le théoreme 3.3.2. Soit un réel b > 0. Soit II.(b) une variable de Poisson
composée définie par

Me(b) = ) Vi, (3.18)

ou II(b) désigne une variable de Poisson de parametre b > 0 et la famille {Y; : i > 1} est
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de méme loi
que la variable aléatoire Y = Y;.

Théoréeme 3.3.2. Soit un réel b > 0. Soit I1.(b) une variable de Poisson composée définie
en (3.18). Supposons que la variable aléatoire Y wvérifie |Y — E[Y]| < M p.s. pour une
constante M convenable et que 0 < E[Y?] < co. Alors, pour tout réel y > 0, nous avons

2

P(|TL.(5) — EML(B)]| > 1] < 2exp (—%ﬂg‘[mw( bggg])) BENERT)

ot la fonction v est définie en (3.11).

Remarque 3.3.1. Si, pour tout entier ¢ > 1, les variables aléatoires Y; = 1, alors nous
avons 'égalité suivante

1(b)
I(b) = ) 1 =TI(b).

Par conséquent, la variable II.(b) suit une loi de Poisson de parametre b > 0. Alors, pour
tout réel p > 0, I'inégalité (3.19) devient

PLL(TI(E) — b) > ] < exp (—%w(%)) | (3.20)

ou la fonction v est définie en (3.11). Cette inégalité est classique (voir par exemple le livre
de Shorack et Wellner [125] pp.485-486). Nous en donnons néanmoins une démonstration
de I'inégalité (3.20) par souci du détail.

Démonstration. Pour tout réel p > 0, nous avons successivement

P[£(II(b) = b) > p] = Plexp(£t[IL(b) —b]) > exp(tp)]  pour tout réel ¢ > 0
< %I>1£ exp (—tp + b (exp(£t) — 1) £+ tb)

b
exp [ pu— (b+ p)log (%)) dans le cas “+”

<
- b
exp | —p + (b — ) log (b—)) dans le cas “~”
—H
2
e tpu
le minimum est obtenu en dérivant I’exponentielle par rapport a la variable t. O
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Démonstration. La démonstration du théoreme 3.3.2 se fait en cinq étapes.

Premieére étape. Soit un réel b > 0. Soit X, .(b) une variable aléatoire définie, pour tout
entier m > 1, par

Xm,c(b) = Z}/;']-{Uigb/m}a (321)

i=1

ou {Uj; : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distri-
buées et {Y; : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de méme loi que la variable aléatoire Y = Y;. De plus, les suites de variables
{U; :i > 1} et {Y; : i > 1} sont supposées indépendantes. Nous allons établir une inégalité
de type Bennett pour la variable aléatoire X, .(b).

Inégalité 3.3.1. Soit un réel b > 0. Soit X,, .(b) la variable aléatoire définie en (3.21).
Supposons que la variable aléatoire Y vérifie |Y — E[Y]| <M p.s. pour une constante M
convenable et que 0 < E[Y?] < co. Alors, pour tout réel u > 0, nous avons

P [Ponlt) — B 2 ] < o0 (o (i) ) 322

ot la fonction ¢ est définie en (3.11).

Démonstration. Le cas positif et le cas négatif sont similaires. Nous traiterons ici uni-
quement le cas positif. En appliquant l'inégalité de Bennett (3.17) avec V =V, =
mVar [Y]_{Ulgb/m}], pour tout réel ;o > 0, nous obtenons que

m

P [Xne(b) = E[Xpc(b)] = p] =P [Z (Yz'l{UiSb/m} = E [Y 1, <p/my] ) = N]

=1

<exp4q — MQ (G My :
2mVar [Y]_{Ulgb/m}] mVar [Yl{Ulgb/m}}

D’autre part, comme les suites {U; : i > 1} et {Y; : i > 1} sont indépendantes, pour tout
réel b > 0 et pour tout entier m > 1, nous avons

Var [Ylw,<pmy] = E[YLi<oymy) — (B [Y1w<hmy])”
= E [Liy<om] E[Y’] = (B [1.<am]) B [V

= %E V2] - (%)ZEQ [Y]
< %E [v?].
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Finalement, pour tout réel u > 0, nous en déduisons que

P [Komelb) — E[Xome(®)] 2 1] < exp |~y [ D

o mlE[Y?] \mlE[v?]
m m

< (-t (2%))

]

Deuzieme étape. Maintenant établissons un lemme qui sera tres utile dans létape suivante.
Lemme 3.3.1. Soit un réel b > 0. Alors, pour tout entier m > 1, nous avons

(m,b/m)

ZY]-{U<b/m}— Z Y,

oi 2 signifie [’égalité en loi ou en distribution, et ou B(m, b/m) désigne une variable qui
suit une loi binomiale de paramétres m et b/m.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est évidente puisque les variables aléa-
toires {Y; : i > 1} et {U; : i > 1} sont indépendantes et qu'une somme de m indicatrices
de variables uniformes sur l'intervalle [0, 1] suit une loi binomiale de parameétres m et
b/m. O

Troisieme étape. Soit un réel b > 0. Introduisons la variable aléatoire composée suivante

B(m,b/m)

Z Y;. (3.23)

Nous avons 'inégalité suivante.

Inégalité 3.3.2. Soit un réel b > 0. Soit Y,,.(b) la variable aléatoire composée définie
n (3.23). Supposons que la variable aléatoire Y wvérifie |Y — E[Y]| < M p.s. pour une
constante M convenable et que 0 < E[Y?] < oco. Alors, pour tout réel > 0, nous avons

2

P [Vonel) - B 0] 2 ] S 0 (b () ) 2o

ou la fonction ¢ est définie en (3.11).

Démonstration. La démonstration de cette inégalité s’appuie sur le lemme 3.3.1 et sur
I'inégalité 3.3.1. [

Quatriéeme étape. Nous avons le lemme suivant.
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Lemme 3.3.2. Soit un réel b > 0. Soit Y, .(b) la variable aléatoire composée définie
en (3.23). Alors la variable Y,, .(b) converge en loi vers la variable de Poisson composée
I1.(b) ot la variable I1.(b) est définie en (3.18).

Démonstration. Pour démontrer cette inégalité, il suffit de calculer la fonction carac-
téristique de la variable aléatoire composée Y,,.(b) et d'utiliser le fait qu’une variable
aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres m et b/m converge en loi vers une
variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de parametre b > 0. O

Cinquiéme étape. D’apres le lemme 3.3.2, la variable aléatoire composée Y,,, .(b) converge
en loi vers la variable composée de Poisson II.(b). Alors, pour tout réel p > 0, nous
obtenons que

P ML) - B0 2 1) < exp (gt (7t ) ). (3.25)

Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.3.2. ]

Introduisons maintenant {I,, .(¢) : ¢ > 0} un processus de Poisson composé défini, pour

tout entier n > 1, par
I1,,..(t) = I.(nt), (3.26)

ou {Il.(¢) : t > 0} désigne le processus de Poisson composé défini en (3.1). Dans la suite,
nous posons sans perte de généralité (au prix du changement d’échelle t — t/\) A = 1.
Ce processus {II, .(t) : t > 0} sera tres utile dans le chapitre suivant.

Nous allons énoncer une version uniforme du théoreme 3.3.2 pour le processus de Poisson
composé {II,, .(t) : t > 0}.

Théoréme 3.3.3. Soit un réel a > 0. Soit {II,,.(t) : ¢ > 0} un processus de Poisson
composé défini en (3.26). Supposons que la variable aléatoire Y vérifie |Y — E[Y]| <M
p.s. pour une constante M convenable et que 0 < E[Y?| < oo. Alors, pour tout réel u > 0,
nous avons
IT,.(t) — E[IL, o(t 2
p [y [Maclt) = Bl (0]

Iz Mu
> < 32 — 2
0<t<a vn B 4 =7 exp( 32@E[Y2]w (4a\/ﬁE[Y2]>) - (320)
ot la fonction ¢ est définie en (3.11).

Remarque 3.3.2. Pour un processus de Poisson, nous avons une inégalité semblable qui
s’énonce ainsi.

Soit un réel b > 0. Soit {II(¢) : ¢ > 0} un processus de Poisson homogene, continu a droite
et de parametre A = 1. Alors, pour tout réel p > 0, nous avons

= (e (7))
P|sup —— > <exp| —— — :
e Vb TP T2 v Vo
La démonstration de cette inégalité se trouve par exemple, dans le livre de Shorack et
Wellner [125], p.570.
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Remarque 3.3.3. Pour un processus de Poisson multivarié, nous avons également une
inégalité similaire.

Soit {II(nt) : t € [0,1]4} un processus de Poisson de parametre A = n > 0. Alors, pour
tout réel p > 0, nous avons

P TR 2 | <2 (gt (aphm) )

ou R est un rectangle d’une classe R de rectangles semi-ouverts définie par R = {R(z,y) :
R(z,y) C [0,1]%} et F désigne la fonction de répartition de la suite de variables aléatoires
La démonstration de cette inégalité se trouve dans l'article de Ruymgaart et Wellner [118].

Démonstration. Pour démontrer 'inégalité (3.27), nous allons établir quelques résultats
préliminaires.

Définition 3.3.1. Une variable aléatoire X est symétrique si X a la méme loi que —X.
Sotent X et X' deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi. On appelle
symétrisation de la variable aléatoire X la variable X*° définie par

X¥=X-X. (3.28)
Inégalité 3.3.3. Si la variable aléatoire X est intégrable, alors nous avons

X — E[X]| < +/2Var[X], (3.29)
ou uX et Var[X] représentent respectivement la médiane et la variance de la variable X .

Démonstration. D’apres I'inégalité de Tchebychev, nous avons

E|X —EX]*] _ 1
P [[X—]E[X]\ > zvar[X}] < S Na 1

Nous distinguons deux cas.
Premier cas. Si

P [X > E[X] + 2Var[X]] <

| —

alors cette inégalité implique que
pX < E[X]+ /2Var[X],

car par définition de la médiane, nous avons

1
PX > pX] > 3.

Deuziéeme cas. Si

P|X <E[X] - MZVar[X]} <

DN | —
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alors cette inégalité implique que

pX > E[X] — y/2Var[X],

car par définition de la médiane, nous avons

1
P[X < pX] > 3
Ce qui acheve la démonstration de I'inégalité 3.3.3. m
Inégalité 3.3.4 (Inégalité de symétrisation.). Soit la variable aléatoire X° définie
en (3.28). Alors, pour tout couple de réels a et X > 0, nous avons

1 A
SPIX —uX| 2 N <P[IX%] 2 A] <2P @X—a| 251. (3.30)

Démonstration. Pour la premiere inégalité, il suffit de montrer que P [X s> )\} >
27'P[X — uX > \]. Le cas négatif se déduira du cas positif en faisant le changement
formel de la variable X en la variable —X. Posons m = puX. La premiere inégalité pro-
vient du fait que

La seconde inégalité se démontre ainsi. Pour tous réels a et A > 0, nous avons
P|X5%) 2 A] =P[I(X —a) = (X' —a)| 2 A

A A
<p[ix-d 25| +p[x-a <]

2 2
:2IP’[|X—a|Z%]

Ceci acheve la démonstration de I'inégalité 3.3.4. O

Lemme 3.3.3. Soit X un processus de Wiener a N parameétres a valeurs dans [’espace
euclidien RY. Soit S = A(u,v) un intervalle de temps. Alors, pour tout réel p > 0, nous
avons

P [Rp X(R)| > u] < PX ()] > 4,

ou R décrit tous les intervalles inclus dans S.

Démonstration. La démonstration de ce lemme se trouve dans l'article de Orey et
Pruitt [108]. O
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Remarque 3.3.4. On peut établir la méme inégalité pour un processus symétrique a
accroissements indépendants.

Soit {IT; .(t) : t > 0} un processus de Poisson composé de méme loi que le processus de
Poisson composé {I1,,(t) : t > 0}. De plus, le processus {1, .(¢) : t > 0} est indépendant
du processus {Il,.(t) : t > 0}. Pour tout réel ¢ > 0, notons ull, .(¢) la médiane de la
variable de Poisson composée II,, .(t). Posons

Hﬁ,c = Hn,c - MHn,c
et
S *
I, =1, — 11, ..

Remarquons que les variables aléatoires Hgvc(t) sont symétriquement distribuées pour tout
réel t > 0. En appliquant I'inégalité (3.29) a la variable de Poisson composée I1,, .(t), nous
obtenons que

|, o (t) — B[, (1)]] < v/2Var[IL,(1)]E[Y?] = /2ntE[Y2],  pour ¢ > 0. (3.31)

Par conséquent, pour tout réel ¢ € (0, a], ol a est un réel strictement positif, nous avons

‘Hn,c<t> — E[Hn,c(t)” _ ‘Hn,c<t) B HHn,c(t) + ﬂHn,c@) — ]E[Hn,c(t)“

NG Vi
NENG] N 2ntE[Y2]

= T NG

% + /2aE[Y 7], (3.32)

IA

d’apres 'inégalité (3.31).
Ces remarques établies, nous pouvons maintenant établir I'inégalité (3.27). D’apres (3.32),
pour tout réel p > 0, nous avons

b [ e (t) — E[Lc(1)] 115, (0)

sup

> L > — A /2aE[Y2
_u] sup B0 /BT

i) u] |

IN
g

sup

0<t<a Vn

< P | sup

o<t<a VM 2
si > 4/8aE[Y?]. D’apres la premiere partie de 'inégalité (3.30), nous avons

[y M) EIL], ] o [upw > g]

D’apres le lemme 3.3.3 appliqué au processus {Hfjc(t) : t > 0} qui est un processus

symétrique a accroissements indépendants, pour tout réel p > /8aE[Y 2], nous avons

— S (a
PLZ%L t) Bl () Zﬂ] < awip [lﬂnjé s %]
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Comme |11 (a)| < [e(a) — E[ll,c(a)]] + |1} .(a) — E[Il,c(a)]], ot IT; d I1,,., alors
nous obtenons que

Plaup Mol “EWslOl 5 ] < g [Mlaclt) =Bl , 4]

Ssu —
i Vn NG =4

En appliquant l'inégalité (3.19) a la variable de Poisson composée 11, .(a), pour tout réel
p > +/8aE[Y?], nous concluons a

Cependant, pour 0 < p < 1/8aE[Y?], la borne est plus grande que 1, ce qui implique que
I'inégalité (3.19) est une borne supérieure pour tout réel p > 0, ce qui reste vrai pour tout
réel a > 0. Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.3.3. m

3.4. Approximation forte pour le processus de Pois-
son composé

Dans ce paragraphe, nous allons établir la meilleure vitesse d’approximation du processus
de Poisson composé {Il.(t) : ¢ > 0} par un processus de Wiener {W (t) : ¢t > 0}.

Soit {Y; : @ > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de méme loi que la variable aléatoire Y = Y;. De plus, nous supposons que
Var[Y] = 02 < co. Soit {II(¢) : ¢ > 0} un processus de Poisson homogene, continu & droite
et de parametre A > 0. Rappelons des notations déja introduites dans le chapitre 1 dont
nous allons avoir besoin dans ce paragraphe. Soit {S(¢) : ¢ > 0} le processus de sommes

partielles défini par
|t]

S(t) = ZY}, pour ¢t > 0,

i=1
ou [t] désigne la partie entiere de ¢ ([t] <t < [t] +1) et
S(0) =0.

Le processus de Poisson {II(t) : ¢ > 0} et le processus de sommes partielles {S(¢) :
t > 0} ont été étudiés dans de nombreux livres et articles aussi bien d’un point de vue
théorique que d’un point de vue appliqué. Il est bien connu que, via une normalisation, ces
processus convergent, faiblement vers un processus de Wiener-Lévy ou encore mouvement
Brownien. Ici nous allons utiliser des résultats récents d’approximation forte pour les
processus {II(t) : t > 0} et {S(¢) : t > 0} afin d’établir la meilleure approximation pour
le processus de Poisson composé {I1.(t) : ¢t > 0}.

Afin de donner les vitesses de convergence pour les principes d’invariance, nous avons be-
soin de conditions supplémentaires sur la suite de variables {Y; : ¢ > 1}. Nous supposerons
tantot que
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(C.1) Elexp(tY)] < o dans un voisinage de 0,
tantot l'existence de moments d’ordre r
(C.2) E[Y|] <o pour r > 2.
De plus, nous supposons, comme dans le chapitre 1, que les variables aléatoires et les

processus introduits dans ce paragraphe, peuvent étre définis sur le méme espace de pro-
babilités (2, A, P) (cf. 'appendice 2 du livre de Csorgé et Horvath [24], p.418).

Rappelons les résultats d’approximation de Komlds, Major and Tusnady [83]-[84] et Ma-
jor [93] pour le processus de sommes partielles {S(t) : t > 0}.

Théoréme 3.4.1. Nous pouvons définir un processus de Wiener {Wi(t) : t > 0} tel que
(i) si la condition (C.1) est satisfaite, alors nous avons

P | sup [(S() = E[Y]H) Jo— Wi(t)| > Arlog T +y| < Brexp(—Cry)  (3.33)
0<t<T

pour tout réel y > 0, ou Ay, By et C7 sont des constantes strictement positives. Lorsque
T — oo, alors nous avons

sup [(S(t) — E[Y]t) Jo — Wi(t)| = O (log T) p.s. (3.34)

0<t<T
(i1) Si la condition (C.2) est satisfaite, alors nous avons

P | sup |(S(t) —E[Y]t) /o = Wi(t)| > y| < Bo(T)Ty™" (3.35)

0<t<T

pour tout TVr < y < Agy/TlogT, ou Ay est une constante strictement positive et
By(T) — 0 lorsque T — oo. Lorsque T — oo, alors nous avons

sup [(S(t) —E[Y]t) Jo — Wi(t)| = O (T"") p.s. (3.36)

0<t<T

Maintenant énongons des résultats similaires pour le processus de Poisson {II(¢) : t > 0}
de parametre A > 0. Nous supposerons tantot que

(C.3) Elexp(tIl(1))] < oo dans un voisinage de 0,
tantot existence de moments d’ordre r

(C4) E[I1)]"] < oo pour r > 2.

Théoréeme 3.4.2. Nous pouvons définir un processus de Wiener {Ws(t) : t > 0} tel que
(i) si la condition (C.3) est satisfaite, alors nous avons

P [ sup ’(H(t) — ) /A= Wo(t)| > Aslog T + y} < Bsexp (—Csy) (3.37)

0<t<T
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pour tout réel y > 0, ou As, Bs et Cs sont des constantes strictement positives. Lorsque
T — oo, alors nous avons

sup )(H(t) ) V- Wg(t)’ — 0 (logT) p.s. (3.38)

0<t<T

(i) Si la condition (C.4) est satisfaite, alors nous avons

P [ sup ‘(H(t) — M) VA= Wg(t)‘ >yl < By(T)Ty™" (3.39)

0<t<T

pour tout A,TY" <y < Cy/TlogT, ou Ay, Cy sont des constantes strictement positives
et B4(T) — 0 lorsque T — oo. Lorsque T — oo, alors nous avons

sup ‘(H(t) — M) VA - Wg(t)’ =0 (TY") p.s. (3.40)

0<t<T

Démonstration. Comme le processus de Poisson {II(¢) : ¢ > 0} de parametre A > 0 est
un cas particulier de processus de renouvellement, nous pouvons appliquer les résultats
obtenus pour le processus de renouvellement par Csorgd, Horvath et Steinebach [26]. [

Remarque 3.4.1. Comme le processus de Poisson {II(¢) : ¢ > 0} et la suite de variables
{Y; :i > 1} sont supposés indépendants, par conséquent les processus de Wiener {IW;(t) :
t >0} et {W(t) : t > 0} sont aussi indépendants.

Nous allons maintenant établir le résultat d’approximation forte pour le processus de
Poisson composé {II.(t) : ¢ > 0} défini en (3.1).

Théoréme 3.4.3. Nous pouvons définir un processus de Wiener {W (t) : t > 0} tel que
(i) si les conditions (C.1) et (C.3) sont satisfaites, alors nous avons

P { sup ‘(Hc(t) ~AE[Y]t) /\/AE[Y?] — W(t)‘ > Aslog T + y] < Byexp(—Csy) (3.41)

0<t<T

pour tout réel y > 0, ou As, Bs et C5 sont des constantes strictement positives. Lorsque
T — o0, alors nous avons

sup ‘(Hc(t) CAE[Y]t) /VAE[Y?] — W(t)’ — 0 (logT) p.s. (3.42)

0<t<T

(i1) Si les conditions (C.2) et (C.4) sont satisfaites, alors nous avons

P [p (11.() ~ XE[Y]0) /BT - w(o)| > y} < B(D)Ty~ (343

pour tout AgTY" <y < Ce\/TlogT, ot Ag, Cs sont des constantes strictement positives
et Bs(T) — 0 lorsque T — oo. Lorsque T — oo, alors nous avons

sup ’(Hc(t) CAE[Y]E) VA — W(t)( — 0 (1) pas. (3.44)

0<t<T
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Démonstration. Pour démontrer le théoreme 3.4.3, nous avons besoin de trois lemmes.
Les deux premiers lemmes établissent une approximation du processus de Poisson composé
{Il.(t) : t > 0} par une combinaison linéaire des processus de Wiener {W;(t) : ¢t >
0} et {Wy(t) : ¢ > 0} définis auparavant. Le troisieme lemme donne également une
approximation. L’approximation a lieu entre la combinaison linéaire des processus de
Wiener {Wy(t) : t > 0} et {Wa(t) : t > 0} et le processus de Wiener {W (t) : ¢t > 0} défini
dans le théoreme 3.4.3 multiplié par le coefficient /AE[Y2].

Lemme 3.4.1. Supposons que les conditions (C.1) et (C.3) sont satisfaites. Alors, avec
les processus de Wiener {Wy(t) : t > 0} et {Wa(t) : t > 0} des théorémes 3.4.1 et 3.4.2,

nous avons

i [oi?% ( (IL(t) — AE[Y]t) — <0W1 (/\t + ﬁwz(t)) +E[Y] x/XWQ(t)) ]

(3.45)

> A7logT +y| < Brexp (—Cry),

pour tout réel y > 0, ou A7, By et C7 sont des constantes strictement positives.

Démonstration. Pour tous réels t > 0 et A > 0, nous avons
II.(t) — AE[Y]t = II.(¢t) — E[Y]II(t) + E[Y] (IL(t) — At) .

D’apres le théoreme 3.4.2, il suffit de montrer que

]P’[ sup ] (IL(t) — E[Y]IL(t)) — oW, ()\t + \/XWQ(t)) ) > Aglog T +y

0<t<T

< Bgexp (—Cyy),

pour tout réel y > 0, ou Ag, By et Cg sont des constantes strictement positives. En utilisant
le théoreme 3.4.2, pour tous réels A > 0 et y > 0, nous avons

PINT) > 2 T +2y] < P [\/XWQ(T) > AT + 2y — (Azlog T + y)} + Bz exp (—Csy)

< P |VAWR(1) > WT + T2y = T2 44 log T |

+Bs exp (= C3y)
By exp (—Coy) . (3.46)

IN
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D’apres le théoreme 3.4.1 et 'inégalité (3.46), pour tout réel y > 0, nous obtenons que

Pl sw |(Ie(t) — EY]II(2)) — oWy (I1(#))| = Ay log T +y

<P| sup |(S(t) =E[Y]t)— oW (t)| > AglogT +y
| 0<t<II(T)

<P sup  |(S(t) — E[Y]t) = oWi (1) = Aiglog T +y

0<t<2AT+2y

< Bygexp (—Choy) , (3.47)

+ By exp (—Cyy)

pour tout réel y > 0, ou Ajg, By et Cig sont des constantes strictement positives. En
combinant le lemme 1.2.1 du livre de Csorgé and Révész [27], I'inégalité (3.46) et le
théoreme 3.4.2, nous en déduisons que

P [ sup ‘Wl(H(t))—Wl ()\t+\/XW2(t)>‘ > AplogT +y

0<t<T

§P[ sup sup |[Wi(t+s) — Wi(t)| > AnlogT +y

0<t<2T+2XA" 1y 0<s<A—1Azlog T+A"1y

+By exp (—Cyy) + By exp (—Csy)
< Byiexp (—=Chy) ,

pour tout réel y > 0, ou A1, By; et Ci;1 sont des constantes strictement positives. Ce qui
acheve la démonstration du lemme 3.4.1. O

Maintenant établissons le deuxieme lemme.

Lemme 3.4.2. Supposons que les conditions (C.2) et (C.4) sont satisfaites. Alors, avec
les processus de Wiener {Wy(t) : t > 0} et {Wa(t) : t > 0} des théorémes 3.4.1 et 3.4.2,

nous avons

i [ sup ‘(Hc(t) COE[Y]) — (gwl (At + \/XWQ(t)> + E[Y]\/sz(t)) ‘ > y}

0<t<T

S BlQ(T)Ty_Tv

(3.48)

et

sup
0<t<T

(IL.(1) — AE[Y]t) — (an ()\t + \/XWQ(t)) + E[Y]ﬁwz(t)) ( —o(TV") p.s.

(3.49)
pour tout ATV < y < CiovT'logT, ou Ap et Cia sont des constantes strictement
positives et Bia(T) — 0 lorsque T — o0.
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Chapitre 3. Quelques résultats sur le processus de Poisson composé

Démonstration. La démonstration de (3.48) est similaire a celle de 'inégalité (3.45).
La démonstration de 'égalité (3.49) est également semblable a celle de 'inégalité (3.45),
a I'exception que les inégalités de probabilité sont remplacées par les événements corres-
pondants presque stirement. Nous allons donner les grandes lignes de la démonstration de
I’égalité (3.49). D’abord nous allons rappeler un résultat classique.

Proposition 3.4.1. Soit {II(t) : t > 0} un processus de Poisson homogéne, continu a
droite et de parametre X > 0. Alors, nous avons

II(t
lim ¥ =\ p.s (3.50)

Démonstration. Pour la démonstration de cette proposition, on pourra consulter, par
exemple, le livre de Cocozza-Thivent [15] p.29. O

L’égalité (3.50) et le théoreme 3.4.1 impliquent que

sup |(IL(t) — EIYITI(1)) — oWA(IK(0)| = 0 (T7)  pss.

0<t<T

D’apres le théoreme 1.2.1 du livre de Csorgd and Révész [27] et le théoréme 3.4.2, nous

avons sup ’W1 (I1(t)) — W, ()\t + \/XW2(15)> ‘ =0 (Tl/(ZT) \/@) p.s.

0<t<T

En utilisant & nouveau le théoreme 3.4.2, I’égalité (3.49) s’ensuit immédiatement. O

Lemme 3.4.3. Il existe un processus de Wiener {W (t) : t > 0} tel que

P { sup ’0W1 ()\t + ﬁWz(t)) E[Y]VAWa(t) — /AE[Y 2 W (¢ ‘ > Ay logT—l—y}
0<t<T
< Bizexp (—Chzy),

pour tout réel y >, ou Ay3, Biz et Ci3 sont des constantes strictement positives.

Démonstration. Pour tous réels t > 0 et A > 0, posons
Z(t) = oW, <t + \/XWQ(t/)\)) +E[Y]VAWa(t/A).
Par conséquent nous avons ’égalité en distribution suivante
(Z(t) -t > 0} L {oWi(t + Walt) + E[Y]Wa(t) : £ > 0}, (3.51)

Considérons une suite {Z; : i > 1} de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées telle que

Elexp(tZ;)] < oo dans un voisinage de 0
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3.4. Approzimation forte pour le processus de Poisson composé

et

E[Z] =E[Y] et Var[Z]=o0"< o0.

Soit {v(t) : t > 0} un processus de Poisson construit sur des variables aléatoires qui
suivent une loi exponentielle de parametre 1. De plus, nous supposons que le processus
{v(t) : t > 0} est indépendant de la suite de variables {Z; : ¢ > 1}. Le processus
> <i<u(®) Z; est, par définition alors un processus de Poisson composé a accroissements
indépendants d’apres le théoreme 3.2.1 et sa fonction génératrice des moments existe.
D’apres 'approximation de Komlds, Major et Tusnady [83]-[84] :

il existe un processus de Wiener {W (t) : t > 0} tel que

v(t)
P|sw [z -Ez) /\/Var[Zl] YEZ)] - W(t)| > AnlogT +y
=1

(3.52)

0<t<T

< Buyexp (—Chuy),

pour tout réel y > 0, ou A4, Bis et Ci4 sont des constantes strictement positives. Comme
le processus de Poisson {v(t) : ¢ > 0} est un processus de renouvellement, d’apres les
théoremes 3.4.1 et 3.4.2 :

Il existe deux processus de Wiener {Wl (t) :t >0} et {Wg(t) :t > 0} tels que, d’apres le
lemme 3.4.1, nous ayons

ut)
Plsw [[Y Zi—Ez)] - (JW1 (t + Wg(t)> + E[Y]WQ(t)) > AlogT +y
o<t<T | \ =
< Bisexp (—=Cisy) ,
(3.53)

pour tout réel y > 0, ou A5, Bis et Ci5 sont des constantes strictement positives. Les
inégalités (3.52) et (3.53) conduisent a l'inégalité suivante

P [ sup WVar[zl] TEAZW () — (U”MZ <t + ”WQ@) + E[Y]Wg(t)) \ > A log T + x]

0<t<T
< Bygexp (—Ciex) ,
(3.54)

ou Aig, Big et O sont des constantes strictement positives. Les inégalités (3.54) et (3.51)
combinées avec le théoreme A.1 de De Acosta [28] impliquent le lemme 3.4.3. O
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Pour démontrer l'inégalité (3.41), il suffit de remarquer

IL(t) — AE[Y]t — /AE[Y2W (1) = [Hc(t) _AE[Y]t
- (0W1 (At + \/XWQ(t)) FE[Y] \/XWQ@) ]
< +[ <UW1 </\t + \/XWQ(t)> + E[Y]\/Xwg(t))

- \/)\E[YQ]W(t)}

- Dl —F‘DQ

Ensuite nous appliquons le lemme 3.4.1 a la quantité D; et le lemme 3.4.3 a la quantité
Dy, ce qui conduit a l'inégalité (3.41). L'inégalité (3.42) est une conséquence directe de
l'inégalité (3.41).

Pour démontrer 'inégalité (3.43), nous procédons de facon similaire. L’inégalité (3.48)
appliquée a la quantité Dy et le lemme 3.4.3 appliqué a la quantité Dy donnent I'inéga-
lité (3.43). L’inégalité (3.44) découle de l'inégalité (3.49). O

3.5. Liens entre le processus de Poisson composé et
le processus empirique composé

3.5.1. Construction d’un processus de Poisson

Le résultat suivant se rapporte a la définition de la mesure empirique composée ou pon-
dérée par des variables aléatoires pour les processus de Poisson composés. En fait, la
définition la plus simple des processus de Poisson composés utilise les mesures empiriques
pondérées par une suite de variables aléatoires {Y; : i« > 1} indépendantes et identique-
ment distribuées. Cette suite de variables {Y; : i > 1} est indépendante de la suite de
variables {X; : ¢ > 1} qui définit la mesure empirique. Un processus de Poisson composé
se construit de la maniere suivante.

Soit un espace métrique séparable €, muni d’une o-algebre B de sous-ensembles boréliens.
Notons par i une mesure borélienne positive de Borel bornée sur €. Considérons une suite
{X; : i > 1} de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées dans
I'espace €, de méme loi que la variable aléatoire X = X, c’est-a-dire

P[X € B] = uo(B) = uB) pour B € B. (3.55)

1(€)

Considérons également une seconde suite {Y; : ¢ > 1} de variables aléatoires réelles in-
dépendantes et identiquement distribuées et de fonction de répartition Fy continue sur
R. Les suites de variables {X; : i« > 1} et {Y; : @« > 1} sont supposées indépendantes.
Définissons maintenant une variable aléatoire notée II, indépendante des deux suites de
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variables {X; : i > 1} et {Y; : ¢ > 1}. De plus, la variable II suit une loi de Poisson de
parametre A > 0, c’est-a-dire

n

Pl =n| = ool exp(—A\), pour n € N, (3.56)

Le processus de Poisson composé sur l'espace € de moyenne v, = AE[Y ]| est alors défini
comme la mesure aléatoire sur ’espace &

II
N, =) Yibx,, (3.57)
=0

ou on utilise la convention que Z() = 0.

0
La caractéristique la plus importante de la mesure aléatoire N, est que, quelle que soit
la suite Bj, Bs, ... de parties boréliennes disjointes de I'espace &, les variables aléatoires

Nc(B1), N.(Bs), ... sont indépendantes. De plus, pour tout B € B, la variable aléatoire
N.(B) suit une loi de Poisson composée de moyenne v.(B).

Théoréme 3.5.1. Soient N} et N? deuz processus de Poisson composés indépendants
sur l'espace €, de moyenne respective vy . et vy .. Alors la somme NC1 + Nf est encore un
processus de Poisson composé de moyenne vy + Vo .

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, on pourra consulter le livre de
Karlin et Taylor [80]. O

De ce fait, il en découle que les mesures directrices des processus de Poisson composés
sont bornées et définissent ainsi un processus de Poisson composé de moyenne

—n (3.58)

1=—00

Ce processus peut se construire formellement en superposant (c’est-a-dire en additionnant)
une suite dénombrable de processus de Poisson composés indépendants et chacun de
moyenne v; . ou ¢ varie de —oo a 4-oo. L’intérét particulier que I'on porte a cette remarque
est le cas ou la mesure v, est la mesure de Lebesgue sur R pondérée par une suite {Y; : i >
1} de variables aléatoires et v; . la mesure uniforme sur (i, + 1] pondérée par la variable
aléatoire Y;. Dans ce cas, on obtient le processus de Poisson composé standard sur R. Si
nous notons ce processus par Ny, il est habituel de définir Ny, sur RT par la version
continue a droite de sa fonction de répartition

I1.(t) = No,.(0,t] pour ¢ > 0. (3.59)
On peut désormais énoncer le théoreme suivant
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Théoréme 3.5.2. Soit {Y; : i > 1} une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes et identiquement distribuées. Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires
indépendantes et uniformément distribuées sur l'intervalle [0,1]. Les suites de variables
{Y; 10 > 1} et {U; : i > 1} sont supposées indépendantes. Soit {I1,(t) = 11 (At) : t > 0}
un processus de Poisson homogéne, continu a droite et de paramétre X > 0. Soit

un processus de Poisson composé. Alors, pour tout réel A > 0, nous avons l’égalité en
distribution suivante

(Uo() 0 <t <1} 2L (I, .(£): 0 <t < 1[TI(\) = n}

ou la fonction empirique composée U, .(t) est définie par
Uno(t) = 1 En ;1 t €[0,1]
nelt) = Ly, our , 1.
; n £ {vi<t} P

Démonstration. La démonstration du théoreme 3.5.2 est évidente a partir des résultats
énoncés précédemment. O

Remarque 3.5.1. Il existe un résultat analogue pour la fonction de répartition empirique
uniforme U, (¢) qui s’énonce de la fagon suivante.

Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distri-
buées sur 'intervalle [0, 1]. Soit {II,(¢) : 0 <t < 1} un processus de Poisson homogene,
continu a droite et de parametre A > 0. Alors, on a ’égalité en distribution suivante

(UL (1) 0<t <1} (1) : 0 <t < 1TI(\) = n},

ou la fonction de répartition empirique uniforme U,,(¢) est définie par
1 n
Un(t) = ﬁ Zl 1{U1§t} pour t e [O, 1]

Remarque 3.5.2. Comme le choix du parametre A > 0 dans le théoreme 3.5.2 est
arbitraire, il est préférable pour la suite, de réécrire ce théoreme en choisissant A = n.
Alors, pour tout réel t € [0, 1], nous avons alors 1’égalité suivante

E[nU, ()] = E[L, .(t)] = E[(nt)|E[Y] = E[Y]nt.
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3.5.2. Un théoreme d’approximation pour le processus empi-
rique composé

Le théoreme 3.5.2 montre, dans un sens, que le processus {nU, .(t) : 0 < ¢ < 1} est proche
du processus de Poisson composé {II,.(t) : 0 < ¢ < 1}. Ce qui nous permet, parfois, de
remplacer le processus {U,.(t) : 0 < t < 1} par le processus {Il,.(t) : 0 < t < 1}.
Le processus {II,.(t) : t > 0} est plus facile a manipuler parce qu’il a des accroissements
indépendants (cette propriété a été démontrée dans le théoreme 3.2.1) ce que n’a pas le
processus empirique composé {a, (t) = /1 (Up.(t) = E[U,.(¢)]) : 0 <t < 1}.

Introduisons quelques notations. Soit un réel a € (0,1). Considérons l'ensemble M0, a]
de mesures boréliennes positives bornées sur U'intervalle [0, a]. Chaque mesure p € M|0, a]
est caractérisée par sa fonction de répartition F,(z) = 1 ([0, z]), pour z € R. Nous notons
Irc[0, a] Pensemble de ces fonctions de répartition. Remarquons qu’il existe une corres-
pondance entre p € M[0,a] et F,, € Ipc[0,a]. En particulier, la connaissance de F),(z)
pour tout x € [0, a] est suffisante pour déterminer la mesure u. De plus, la fonction F'
appartient a Irc[0,a] si et seulement si la fonction F' est croissante, positive, bornée,
continue a droite et telle que

F(z)=0 pourz<0, F(x)=F(a) pourzx > a.

Nous définissons une métrique (la distance de Lévy) sur M[0, a] ou de fagon équivalente
sur Irc[0,al, par

dr (p,v) =dp (Fy, F) =inf{e >0: F,(zr —¢) < F,(z) <: F (v +¢) VozeR}, (3.60)

ou les mesures p,v € M|0,a]. La topologie définie sur la mesure p € M[0,a] par df
est aussi appelée la topologie faible (voir le livre de Billingsley [5] pour de plus amples
détails). Notons par C[0, a] ’ensemble des fonctions continues sur l'intervalle [0, a]. Nous
avons alors 1’équivalence, pour u € M[0,al et p, € M[0,a], n =1,2,...,

lim dp, (fin, ) =0 < lim / fdu, :/ fdu Yf e Clo,al. (3.61)

Soit B, la o-algebre de sous-ensemble boréliens induits sur l'espace Irc[0,a] (muni de
la topologie de la convergence en loi). Notons que pour tout réel a € (0,1) et pour tout
sous-ensemble B € B, les probabibilités

P[{nU,.(t): 0<t<a} € B] et P[{IL,.(t):0<t<a}€ B,

sont bien définies. Ces préliminaires établis, nous pouvons énoncer le théoreme 3.5.3.
Ce théoreme permet d’obtenir une “approximation de Poisson”, qui est appropriée pour
obtenir des lois limites pour le processus empirique composé {a, (t) : 0 <t < 1}.
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Théoréme 3.5.3. Pour tout réel a € (0,1), il existe une constante C, telle que 0 < C, <
oo et telle que, pour tout sous-ensemble B € B,, nous ayons

P{nU,(t): 0 <t <a} € B] <CP[{Il,.(t): 0<t<a}e BJ. (3.62)

Remarque 3.5.3. Il existe une version de ce théoreme pour la fonction de répartition
empirique uniforme U, (¢) qui s’énonce de la fagon suivante.

Pour tout réel a € (0,1), il existe une constante C, telle que 0 < C, < oo et telle que,
pour tout sous-ensemble B € B,, nous ayons

P[{nU,(t): 0 <t <a} € B] <C,P[{Il(nt) : 0 <t <a} € B. (3.63)

Il faut noter que ce résultat a souvent été utilisé dans une série d’articles de Deheuvels et
de Deheuvels et Mason (voir, e.g., le lemme 2.7 de Deheuvels [29] et les lemmes 2.1 et 3.1
de Deheuvels et Mason [35]).

Démonstration. Soit un réel A > 0. Soit une variable aléatoire Z qui suit une loi de
Poisson de parametre A\ > 0. Alors, par définition de la loi de Poisson, nous avons

M exp(—))

P[Z = k] = ——

pour k € N.

I1 est facile de vérifier que

M()\) = maXP(Z = k) — ]P)(Z _ L/\J) _ A exp(—)\)

keN B (3.64)

ou |u] <u < |u|+ 1 représente la partie entiere de u. (Pour ce calcul, on peut consulter
également le livre de Johnson et Kotz [76] p.92). Par des calculs tres simples et en utilisant
la formule de Stirling (n! = (1 +o(1))(n/e)"v2mn lorsque n — o), nous obtenons

1 +o(1)

V2 A 7

Maintenant sous les conditions du théoréme 3.5.3, posons R = I1(na) et R = I1(n)—TII(na).
Remarquons que les variables aléatoires R et R sont indépendantes et suivent une loi
de Poisson de parametres respectivement na et n(l — a). Comme la variable aléatoire
R+ R = TI(n) suit une loi de Poisson de paramétre n, d’apres (3.64) et (3.65), il s’ensuit,
lorsque n — oo, que

M(MN) lorsque A — 0. (3.65)

oy FE=H) Mol )

kel P(R+ R = n) M(n)

_ (it Loy 1 aprds
B ( 27m(1—a))/( V2mn ) vVi—a’ dapres (5.69).
(3.66)
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D’apres (3.66), nous pouvons alors définir une constante 0 < €, < 0o en posant

M (n(1 - a)) 1
C’a = ilé}? {W} S {ﬁ, OO) . (367)

Introduisons les événements
&:{{mw@:ogtga}eB}a82:{§mmﬁyogt§a}63}. (3.68)

D’apres le théoreme 3.5.2, comme le processus {nU, .(t) : 0 <t < 1} est égal en distribu-
tion au processus de Poisson composé {II, .(¢) : 0 < ¢ < 1} sachant [I(n) = n, alors nous
avons

Pl&] = P[&|R+R=n]
P[81Q{R+§:n}}
P[{R+ R =n}]
PN {R=n—j}n{R=j}]
B Z IP’[RJrE:n] '

J=0

De plus, comme les événements {€; N{R =n — j}} et {R = j} sont indépendants, nous
avons

Ple,] = Zﬁwmezquxpéfgﬁﬂ

IN

P[R = j]
L oy
S ea]P)[gl]‘

Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.5.3. O

De ce théoreme, nous pouvons énoncer une version uniforme pour le processus empirique
composé {a,(t) : 0 <t <1} défini par

ne(t) = VN (Upe(t) — E[U,.(t)]) pour 0 <t<1.

Corollaire 3.5.1. Pour tout réel a € (0,1), il existe une constante réelle C, telle que
0 < @, < o0 et telle que pour tout réel p > 0, nous ayons

P | sup ta,.(t) > /L} <e,P [sup £ (Mne(t) = Elln.e (1)) > ul . (3.69)

0<t<a 0<t<a N4 o
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Chapitre 3. Quelques résultats sur le processus de Poisson composé

Démonstration. La démonstration de ce corollaire est semblable a celle du théoreme 3.5.3.
Par souci du détail, nous en donnons les grandes lignes. Soient les deux événements sui-

vants

£ (IL, () — E|IL, (¢

A= { sup fay,.(t) > u} et Ay = { sup (I (%) [ ®)) > u}
0<t<a 0<t<a vn

Comme nous avons 1’égalité en distribution suivante

— E[Hn,c(t)]
Vn
et en utilisant I'indépendance des variables aléatoires R = II(na) et R = II(n) — Il(na),

variables introduites dans la démonstration du théoreme 3.5.3, nous obtenons successive-
ment

{ane(t):0<t <1} d {Hn,c(t) 0<t< 1'H(n) = n}

P[A] = P[Ay|TI(n) = n]
P[A; N {ll(n) =
P[II(n) = n

ZP[Azm{R:k}m{E:n—k}}

n}l

P{II(n) = n]
Comme les événements {A, N {R = k}} et {R =n — k} sont indépendants, nous avons

" P[R=n—k
P[A,] = ;WPMQH{R:H]

Pr: n — k]
< S BT =]

En utilisant & nouveau I’approximation (3.66) et la notation (3.67) nous obtenons
P[A;] < C,PP[A,].
Cecl acheve la démonstration du corollaire 3.5.1. OJ

Remarque 3.5.4. Une version du corollaire 3.5.1 pour le processus empirique multivarié
{a,(t) : t € ]0,1]¢} est établie dans Particle de Ruymgaart et Wellner [118]. Cette version
s’énonce ainsi.

Soit la classe
R = {R(z.y) : Rlz,y) C [0,1]%)

de rectangles semi-ouverts dans [0, 1]%. Soit {X; : i > 1} une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de fonction de répartition F. Soit F,(t) la
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3.5. Liens entre le processus de Poisson composé et le processus empirique composé

fonction de répartition empirique construite sur les n premieres variables aléatoires X;.
Soit {a,(t) = \/n (E,(t) — F(t)) : t € [0,1]¢} le processus empirique multivarié. Pour tout
rectangle R € R tel que F(R) < 1 et pour tout réel x> 0, nous avons

I1,(S) — nF(S)
\/ﬁ

ou le supremum est pris sur tous les rectangles S de R tels que S C R, C' (6) tend vers 1
lorsque 6 tend vers 1, et C'(0) < 2 pour 6 > %

P [sup u($)] 2 ] < € (F (8)) P [swp

‘Zu],
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Chapitre 4

Le comportement des oscillations du
processus empirique composé

4.1. Introduction et historique

Soit D T’espace des fonctions (cadlag) définies sur I'intervalle [0, 1] qui sont continues a
droite et qui admettent une limite & gauche pour tout point de l'intervalle [0, 1]. Alors

(D, ||.]]) est un espace métrique complet non séparable.

On désigne par Dy la o-tribu de Borel des parties de D, par Dﬁ I la o-tribu des parties
de D engendrée par les boules ouvertes et par D la o-tribu engendrée par les parties de
dimension finie de D. On en déduit que

D = Dy € Dy

Pour de plus amples détails, on pourra consulter le chapitre 2 du livre de Shorack et
Wellner [125]. Soit X un processus défini sur 1'espace (D, D). Dans ce chapitre, C' désigne
un intervalle de type (s, t] dans I'intervalle [0, 1] et |C'| représente la longueur de 'intervalle,
i.e., |C| =t —s. Nous notons par X(C) = X(t) — X(s) I'accroissement du processus X. Le
module d’oscillation wx du processus X est défini par

wx(a) = sup [X(C)[ = sup [X(s,t]| = sup [X(t) —X(s)|

|C|<a 0<t—s< 0<t—s<a

= sup sup [X(t+h)—X(#)].

0<h<a 0<t<1-h

(4.1)

Comme les grands intervalles controlent le comportement du module d’oscillation wx, nous
définissons également

wx(a) = sup [X(C)| = sup [X(t+a)—X(t)].

|C|=a 0<t<l—a

Nous allons nous intéresser uniquement dans ce paragraphe au pont brownien B et plus
particulierement a ses modules d’oscillation notés

w=wg et w=uwg.
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Chapitre 4. Le comportement des oscillations du processus empirique composé

Comme le mouvement brownien ou processus de Wiener W a des accroissements indé-
pendants, il est plus facile d’étudier le module d’oscillation du mouvement brownien W
et d’utiliser ensuite le fait que nous avons 1’égalité en distribution suivante

B < w— gw(), (4.2)

ou J désigne I'application identité.

4.1.1. Le module de continuité du pont brownien
Comme la trajectoire du pont brownien B est continue presque partout, alors nous avons
w(a) — 0 presque surement (p.s.) lorsque a — 0.

En 1937, Lévy [89] a précisé la vitesse de convergence du pont brownien B vers 0, dans le
théoreme suivant.

Théoréme 4.1.1. Nous avons

ol g, (4.3)

lim ——
alo  /2alog(1/a)

Remarque 4.1.1. En fait, Lévy a établi une vitesse de convergence pour le mouvement
brownien W. Le théoreme s’énonce ainsi.

lim —ww(a)
alo  /2alog(1/a)

La transition de (4.4) a (4.3) via (4.2) est triviale.

=1 ps. (4.4)

En ce qui concerne le module d’oscillation @ du pont brownien B, nous avons un théoreme
analogue au théoreme 4.1.1 qui s’énonce de la fagon suivante.

Théoréme 4.1.2. Nous avons

ooy, (4.5)

lim ——

alo /2log(1/a)
Pour la démonstration des théoremes 4.1.1 et 4.1.2, nous renvoyons au livre de Shorack
et Wellner [125] p.537 et suivantes.

Remarque 4.1.2. Le pont brownien B est la limite naturelle du processus empirique
uniforme {a,(t) : 0 <t < 1} défini par

() = VA(Un(t) — E[U(8)])  pour ¢ € [0,1],

ou U,(¢) est la fonction de répartition empirique uniforme définie par

U,(t) = Z liy,<sy pourt € [0,1].
i=1
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4.1. Introduction et historique

4.1.2. Le module d’oscillation du processus empirique uniforme

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser au module d’oscillation w, du processus
empirique uniforme {a,(t) : 0 <t < 1}. Posons

Wn = Wa, (a) = sup |a,(C)| = sup |an(s,t]|
|C|<a 0<t—s<a (4 6)
= sup |an(t) —an(s)|= sup sup |a,(t+h)—a,(t)|. .
0<t—s<a 0<h<a 0<t<l—h

Par analogie avec le théoreme 4.1.1 de Lévy, nous aimerions montrer que

lim wn(an)
n—oo \ /2a, log(1/a,)

Toutefois, ce résultat ne peut étre établi que sous des conditions additionnelles partant
SUr a,.

=1 ps. poura, 0.

Remarque 4.1.3. La vitesse avec laquelle la suite de réels (a,),>1 tend vers 0 est ici
un facteur crucial. En effet, celle-ci peut a la fois influencer la valeur de la limite presque
strement et la forme de la constante appropriée a la normalisation.

Suite a cette remarque, nous allons supposer que la suite (ay,),>1 vérifie les conditions
sulvantes.

(S.1) (i) a, L 0 et (ii) na, T oo lorsque n — oo}

(S.2) log(1/ay)/loglogn — oo lorsque n — 0o}

(S.3) log(1/ay)/na, — 0 lorsque n — oc.

Remarque 4.1.4. Ces conditions sont connues sous le nom de conditions de Csorgo-
Révész-Stute [CRS] (voir par exemple Csorgé-Révész [27], Stute [131]).

En 1982, Stute [131] établit un résultat analogue a celui de Lévy pour le module d’oscil-
lation w,, du processus empirique uniforme {a,(t) : 0 <t < 1}.

Théoréeme 4.1.3. Soit une suite (a,)n,>1 qui vérifie les conditions (S.1-2-3). Alors, nous

avons
wn(any)

lim =1 p.s
n—oo  /2a, log(1/a,)

Démonstration. La démonstration du théoreme 4.1.3 se trouve dans I'article de Stute [131].
On peut également la trouver dans le livre de Shorack et Wellner [125], p.552 et sui-
vantes. 0

Remarque 4.1.5. La condition (S.1) est une condition de lissage. La condition (S.3)
impose a la suite (a,,),>1 de ne pas étre trop petite; en effet si
cn logn

Qp = 5
n
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Chapitre 4. Le comportement des oscillations du processus empirique composé

alors la condition (S.3) est réalisée si la suite ¢, tend vers oo lorsque n — oco. Par contre,
si ¢, € (0,00) alors la condition (S5.3) n’est plus vérifiée. La condition (S5.2) impose a la
suite (a,)n,>1 de ne pas étre trop grande; en effet si

1

= logn)e’

alors la condition (S.2) est réalisée si la suite ¢,, tend vers oo lorsque n — oo. Si ¢, € (0, 00)
alors la condition (S.2) n’est plus vérifiée. En résumé, le théoreme 4.1.3 de Stute [131]
traite les cas de lissage qui englobent les valeurs de la suite (a,),>; aussi petites que
a, = (¢, logn)/n avec ¢,, — oo aux valeurs de la suite (a,,),>; aussi grandes que 1/(log n)*
avec ¢, — 00.

Remarque 4.1.6. Le théoreme 4.1.3 sert a Stute [131] pour établir une loi du logarithme
pour estimer la densité par la méthode du noyau de convolution. L’estimateur a noyau
pour la densité univariée a été introduit par Rosenblatt [115] puis par Parzen [109]. Il se

définit ainsi
R =a; [ K (t - ) F(dr), teR

G

ou (a,)n>1 est une suite positive qui tend vers 0 lorsque n — oo et K est une fonction a
variation bornée sur R, positive et telle que [, K(u)du = 1.

La loi du logarithme pour l'estimateur a noyau pour la densité établie par Stute [131]
s’énonce ainsi.

Théoréme 4.1.4. Soit {X; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées sur R de fonction de répartition F(x) =P (X; <z), ou x € R
et de densité f(x) = F'(x) supposée continue et positive sur un intervalle compact [A, B|
avec A < B. Soit (a,)n>1 une suite de réels qui vérifie les conditions (S.1 —2 — 3). Soit
K un noyau a variation bornée sur R tel que K(u) =0 siu & [r,s) et [, K(u)du = 1.
Alors, pour tous réels C et D tels que A < C < D < B, nous avons

na,,

fn(t) — E[fn(t)]
f@)
Démonstration. La démonstration du théoreme 4.1.4 se trouve dans 'article [131] de

Stute. Elle s’appuie essentiellement sur deux idées : une intégration par parties et 1'utili-
sation du théoreme 4.1.3. O

lim ,/———F—— su
n—oo \| 2log(1/ay,) cgth

|: /RKQ(u)du D.S. (4.7)

Remarque 4.1.7. L’intégration par parties a déja été utilisée par Nadaraya [103].

Remarque 4.1.8. En 1981, Hall [62] a établi la loi du logarithme itéré pour I’estimateur
a noyau pour la densité.

Remarque 4.1.9. En 1992, Deheuvels and Mason [35] établissent également une loi
du logarithme pour 1’ estimateur a noyau pour la densité. La nouveauté réside dans la
démonstration du théoreme 4.1.5 et par une extension de (4.7).
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Théoréme 4.1.5. Soit (a,),>1 une suite de réels qui vérifie les conditions (S.1-2-3). Soit
K un noyau a variation bornée sur R tel que K(u) = 0 pour |u| > M, ot 0 < M < oo et
fRK(u)du = 1. Alors, pour tous réels C' et D tels que A < C < D < B, nous avons

. nan su fn(t) _E[fn(t)] _ 2(u)du s
w2\ 2log(1/a) c§t£D< 70 ) /RK e b

Démonstration. La démonstration du théoreme 4.1.5 fait appel a des lois limites fonc-
tionnelles locales. Elle se trouve dans 'article de Deheuvels et Mason [35]. [

4.2. Notations et hypotheses

Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distri-
buées sur l'intervalle [0, 1]. Soit {Y; : ¢ > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de méme loi que la variable aléatoire Y = Y;. Nous suppo-
sons maintenant que E[Y] = 1, Var[Y] < co et que |[Y — 1| < M p.s. pour une constante
M convenable. De plus, les suites de variables {Y; : i > 1} et {U; : i > 1} sont supposées
indépendantes.

Remarque 4.2.1. Comme E[Y] =1 et Var[Y] < oo, ceci implique que
0 < E[Y? < oo.

Pour tout entier n > 1, nous notons
1 n
U,.(t) = - Z;Yil{UiSt}? pour t € [0, 1], (4.8)

la fonction composée empirique, continue a droite, et définie en fonction des n premieres
variables aléatoires des suites de variables {Y; : ¢ > 1} et {U; : ¢ > 1}. On rappelle que,
ici 14 représente la fonction indicatrice de I'événement A et la lettre “c” est utilisée pour
rappeler “composé”.

Pour tout entier n > 1, nous introduisons

ne(t) = Vn (Un(t) — E[U,.(t)]) pourt € [0,1], (4.9)
le processus empirique composé. Par la suite, pour tout entier n > 1 et pour tout réel
t & [0,1], nous posons o, .(t) = 0.

Le module d’oscillation w,, . du processus empirique composé {a,, () : 0 < t < 1} sur
'intervalle [0, a] est défini par
Wnela) = Wan,c(a) = sup |wno(C)| = sup |ayc(s,t]|
IC|<a 0<t—s<a

= sup |ane(t) — ane(s)| = sup  sup |anc(t+h) — ane(t)].
0<t—s<a 0<h<a 0<t<1—h
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4.3. Résultat sur le comportement des oscillations du
processus empirique composé

Le théoreme 4.3.1 donne un résultat décrivant le comportement limite du module d’oscil-
lation wy, . du processus empirique composé {a, .(t) : 0 <t < 1} défini en (4.9).

Théoreme 4.3.1. Supposons que les hypothéses du paragraphe 4.2 sont satisfaites. Soit
(@n)n>1 une suite de constantes a valeurs dans (0,1) qui vérifie les conditions de Csorgd-
Révész-Stute [CRS)|, c¢’est-a-dire
(S.1) (i) a, |0 et (i) na, T oo lorsque n — oo
(S.2) log(1/a,)/loglogn — oo lorsque n — oo ;
(S.3) log(1/a,)/na, — 0 lorsque n — oo.
Alors, nous avons

Wn.e(y)

lim
n—co \/2E[Y?]a, log(1/a,)

=1 p.s (4.10)

Pour démontrer le théoreme 4.3.1 nous allons utiliser une technique dite de “poissonisa-
tion”, consistant a approcher le processus empirique composé {a,, .(t) : 0 < ¢ < 1} par un
processus de Poisson composé.

4.4. Reésultats préliminaires : deux inégalités

Pour démontrer le théoreme 4.3.1, nous utiliserons les deux inégalités qui vont suivre. La
premiere inégalité se déduit de 'approximation du processus empirique composé par un
processus de Poisson composé et d’une inégalité de type exponentiel pour le processus
de Poisson composé établies au chapitre précédent. La seconde inégalité est un exemple
d’inégalité maximale ; ces inégalités jouent un role fondamental pour établir des résultats
asymptotiques presque siirs; elles sont attachées au nom de Kolmogorov.

Inégalité 4.4.1. Soit un réel a tel que 0 < a < < % Alors, pour tout réel u > 0, nous
avons

s M
P lonela) 2 i) < o (— (10 b (e ) ). @)

ot la fonction 1 est définie par

P(u) = %{(1 +u)log(l+u) —u}  pour u>0. (4.12)

Remarque 4.4.1. Pour le processus empirique uniforme {a,(t) : 0 <t < 1} nous avons
une inégalité semblable qui s’énonce de la facon suivante.
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4.4. Résultats préliminaires : deuz inégalités

Soit un réel a tel que 0 < a < < % Alors pour tout réel 1 > 0, nous avons

P [wn(a) > pv/a] < %GXP (—(1—5)4%2 (\//;—n)>,

ol wy est le module d’oscillation du processus empirique uniforme {a,(¢) : 0 < ¢t < 1}
défini en (4.6). Cette inégalité est diie & Mason, Shorack et Wellner [95]. Pour la démons-
tration de cette inégalité, on pourra consulter I'article de Mason, Shorack et Wellner [95]
ou encore le livre de Shorack et Wellner [125].

Démonstration. La démonstration de I'inégalité (4.11) se fait en plusieurs étapes.

Nous allons d’abord rappeler le théoreme 3.3.3 et le corollaire 3.5.1 du chapitre précédent.
Théoréme 4.4.1. Soit un réel a > 0. Soit {II,,.(t) : 0 < t < 1} un processus de
Poisson composé défini dans le chapitre précédent. Supposons que les variables aléatoires

Y; vérifient, pour i > 1, |Y; — E[Y;]| < M p.s. pour une constante M convenable. Alors,
pour tout réel > 0, nous avons

ot la fonction ¢ est définie en (4.12).

Corollaire 4.4.1. Soit {Il,, .(t) : 0 <t < 1} un processus de Poisson composé. Pour tout
réel a € (0,1), il existe une constante réelle C, telle que 0 < C, < oo et telle que pour
tout réel > 0, nous ayons

P { sup Fa, (1) > u} < @,P [Sup + (Io(t) — B[ o(1)])
0<t<a 0<t<a vn

Remarque 4.4.2. Nous allons préciser la constante €, dans le cas qui nous intéresse.
Rappelons que nous avons défini la constante €, par

e { =

> M] . (4.14)

ou
AN

TR

ol |u] désigne la partie entiere de u. Comme n! = (n/e)"(27n)"2exp (6, /n), avec 0 <
0, < 1/12 pour n > 1, alors nous obtenons que

M(A) exp (=A),

_ 1/2
M(n(1 —a)) < n exp(l{/lf) <2 powrn>s.
M (n) (%n — 1)

Désormais la constante C, sera prise égale a 2, sans perte de généralité pour n > 5.
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Premiere étape. D’apres le corollaire 4.4.1, pour tout couple de réels a € (0,1/2] et p > 0,
NOUS avons

Plw) (a) > pv/a] = IP’[ sup O‘n,C(Svt]ZVJ\/E]

0<t—s<a

II t| — E[I t
. 21@[ wup Daelst] B o(s.]
0<t—s<a \/ﬁ

Soit N un entier non nul. Remarquons que, pour tous réels s et t tels que t — s < a, nous
avons

Zu\/a}-

I e(s,t] = E[llne(s,t]] = Ipe(t) — I e(s) - n(t —s) |
< M,o(f) — L, (%) _n (t - %) + %

si 7/N est le point du maillage le plus proche du point s et qui ne le dépasse pas. Parfois
nous utiliserons la notation suivante : 1T}, (t) = 1L, c(t) — E[IL,.(t)]. Pour tout réel a €
(0,1/2], nous avons

sup II,.(s,t] — E[Il,.(s,t]] < max sup {H;vc <l J oy r} + ﬁ},

. )
0<t—s<a 0<j<SN—1g<r<a+1/N N N N

Comme le processus de Poisson composé {II,.(t) : 0 < t < 1} a des accroissements
stationnaires (propriété établie dans le théoreme 3.2.1 du chapitre précédent), nous avons

II t| — E|IL t
P| sup n:C(Su ] [ n,C(Sa H

> a
0<t—s<a Vn = m/a

0<r<a+1/N VT

e o T ).
(4.15)

Ainsi, pour tous réels a € (0,1/2] et u > 0, nous en déduisons que

sup Hn,C(T) - E[Hn,C(T)]

P |wt(a) > a|l <2NP
(@) 2 p/a] < 0<r<a+1/N vn

Zu\/_—%]-

En ce qui concerne le terme w;, .(a), nous pouvons faire une démonstration analogue. En
effet, nous avons

- (Hn,c(sa t] - E[Hn,c(svt]]) = n(t - S) - (Hn,c(t) - Hn,c(3>>

() (5 ) ).

Cette derniere inégalité conduit a

—(II
Plw. (a) > al <2NP| su :
o) 2 1] < 2NP | sup. -
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Deuzieme étape. En utilisant le théoreme 4.4.1, nous obtenons que

P lwy.(a) > pva] < 2N]P’[ sup Wn

0<r<a+1/N vn

(1v/a—ya/N)* ( M (uv/a — v/u/N) ))

I, o(r) = EllLo(r)] e \/_]

32E[Y?] (a + 1/N) 4E[Y?] (a 4+ 1/N)+/n
< 64Nexp< I ¢ (1 vn )2

< 64 Nexp (—

©32E[Y?] (a+1/N) "  uN+a
Mpu
<t (Elya) >

puisque la fonction v est décroissante. Ce résultat a été établi dans la proposition 3.3.1
du chapitre précédent.

Troisieme étape. Maintenant nous choisissons N comme étant le plus petit entier non nul
pour lequel nous avons

1
N < ad®, ce qui implique que N > N1 > ad®. (4.17)

Remarquons aussi que si g > §%y/an, alors I'inégalité (4.17) implique que

p> 0% /an > N*/\Zé. (4.18)

En utilisant I'inégalité (4.17) puis I'inégalité (4.18), nous avons

a _ >
a+1/N 146 ~

1—46 (4.19)

et

) > (1-9). (4.20)
D’apres les inégalités (4.17), (4.19) et (4.20), et si u > §%y/an, alors nous obtenons que

128 2

Plui(a) 2 p/a] < —zexp (— (1—29)° 3215[1/2]1/} (4E[3/V2[]#\/ﬁ>) :

Quatrieme étape. En ce qui concerne le terme w, .(a), la démonstration est analogue.
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D’apres I'inégalité (4.16), le corollaire 4.4.1 et le théoreme 4.4.1, nous avons successivement

Plw () > pv/a] < 2NP {p ~lclr) “E) %ﬁ]

(uv/a — \/7/N)? M (pv/a — v/n/N)
< 64N exp <— 39E[Y 7] (G <_ 4E[Y?]a\/n >>
p YN
< 64N exp <_ 32E[Y?] <1 - MN—\/E)

< (v (1 %)))

< oo (-0 gl (e 0 -9))
a2 (0 s () )

puisque la fonction 1) est décroissante.
Cinquiéme étape. En regroupant le cas positif et le cas négatif et si u > §%\/an, alors pour
tous réels a € (0,1/2] et ;> 0, nous obtenons que

<

128

P anel) 2 wva] < e (— (1= o (=) ).

Sizieme étape. Nous allons démontrer I'inégalité dans le cas ou p < 62y/an. D’abord
d’apres le corollaire 4.4.1, pour tout réel a € (0,1/2], nous avons

P [wno(a) > p/a] < 4P Li‘iﬁza TLc(s, 1 —;{Hmc(s,tm

Soit N un entier non nul. Remarquons que, pour tous réels s et ¢ tels que 0 <t — s < a,
nous avons
J J
H;z,c (N, N + 7":| ‘

J J
(< —r 2|
(3]

(4.21)

zu\/&]-

su II,, (s, t| — E|Il,, (s, t||| < max su
o, Ml ] = Elllnc (s ] < e, smp.

+2 max sup
1<j<No<r<i/N

Le facteur 2 sur le second terme est nécessaire dans le cas ot aucun point de la forme j/N
se trouve entre les points s et t.

Septieme étape. Maintenant nous choisissons /N comme étant le plus petit entier non nul
tel que nous ayons

ad 5

4
< — ce qui implique que N < — +1< —. (4.22)

1 2
N 4"’ ad? ad?
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4.4. Résultats préliminaires : deuz inégalités

En utilisant I'inégalité (4.21) et la stationnarité des accroissements du processus de Poisson
composé {II,, .(t) : 0 <t < 1} nous obtenons que

P [wn.(a) > pv/a] < 4Zp{oigga| I,,.(r >—ﬁ[ (7] ZW%H
[IL,.(r) — E[IL, (r)]| )
+4;P osigrl)/N vn 2(1+9)

= R+ S.

Neuvieme étape. En appliquant successivement le corollaire 4.4.1 et le théoreme 4.4.1 a la
quantité R, nous obtenons que

R < e[y Do) =l

0<r<a \/ﬁ

128 N exp (—SQGEDZ?% e (4E[Y2?;[%1 +59) ))

12

=

IN

Ziéo exp (— TRV 5)2¢ (41@[5/2]%(1 + 5)))
640 i

a0 (-0~ s ()

640 =
a0? eXp( (1-9) 32E[Y2])’

IN

[\

IN

IN

en utilisant I'inégalité (4.22), le fait que > (1—0)?, la décroissance de la fonction

1
(1+9)2 —
¥ et la propriété suivante 1(t) > (1 —0) pour 0 < ¢ < 30 ou 0 < § < 1. Cette derniere
propriété a été énoncée dans la proposition 3.3.1 du chapitre précédent.

Pour la quantité S, nous procédons de maniere analogue. Ainsi nous obtenons que

s < unp LSE?/N TL(r) —;g[n Ol 5 a0 (1 L
< 128N exp (_ 32E[Y2](;1Lj?\(fs)24(1 T 5)2¢ (4E[Y2](1J;[£)éajﬁ(1 + 5)>)
< 6?3 exp <— (1-4)° 3215[23/2]¢ <4E[Y2](1%>¢25§ﬁ (1+ 5>>)
puisque % <N< % et <1+15)2 > (1-9),
< ff;g exp (— (1-0)° 3215;/2] (1- 5)> s 4E[£]M2\/¢aﬁ(s(]1v+ 5 =%
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Chapitre 4. Le comportement des oscillations du processus empirique composé

Ainsi, nous avons

P [wnela) > pv/a] < o (—(1_5)3 e ) i< ZENVAQ 4 6)

as? 32E[Y?] M/aN

Cette derniére condition sur p est compatible avec la conditon p < §%y/an pour un ¢ bien
choisi lorsque la constante M et E[Y?] sont fixées. Ainsi, I'inégalité (4.11) est démontrée
dans le cas pu < 6%y/an. O

Inégalité 4.4.2. Soit un réel r > 0. Soient (am)m>1 €t (fim)m>1 deuz suites de réels qui
vérifient les conditions suivantes

(i) am | et pm T;

(ii) may, T;

(iii) fim/\/Mam < d ot d est une constante strictement positive ;

(1v) pm > \/2l0g (1/ay,).

Soit un réel € > 0 firé. Pour ny = | (14 6)*| nous pouvons choisir un réel 6 = 6. 4 si petit
que pour tout entier k > k. q, nous avons

p[ ineltn) 5 o,

max
ng_1<mny JU—_— /E[YQ]am B

< 2P

(1+0)VEY a,, ~ 140 ™
(4.23)

g (L4 0) an,) 7 te ]

Remarque 4.4.3. Pour le processus empirique uniforme {a,(t) : 0 <t < 1}, nous avons
une inégalité semblable qui a été démontrée par Stute [131] et qui s’énonce ainsi.
Soit un réel r > 0. Soient (am)m>1 €t (fm)m>1 deux suites de réels qui vérifient les
conditions de l'inégalité (4.4.2). Soit un réel € > 0 fixé. Pour ny = [(1 + 0)*] nous
pouvons choisir un réel 6 = 0. 4 si petit que pour tout entier k > k. 4, nous avons

W (L+0) an,) 7 te
1+0)/a, ~1 gl

4.24
Ne—1SMIng [y A/ Ay, ( )

La démonstration de cette inégalité se trouve dans I'article de Stute [131] ou encore dans
le livre de Shorack et Wellner [125].

P max MZT+2€}§2P[

Démonstration. Soit un réel ¢ > 0 fixé. Pour plus de facilité d’écriture, posons
n="ng-1, N="Ng N ="Nkt-

Pour n < m < n, définissons

Ape=| sup Lan(s,t] > (r+2¢) pmvV/EY?]an,

t—s<am

(Yilg,<y —t)  pour ¢ € [0,1].
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4.4. Résultats préliminaires : deuz inégalités

Définissons également, pour n < m < n,

Bm,c = sup |VM,C(57t]| < K\/glum \% E[Y2]am )

t—s<am

ou K = K, 4 est une constante tres grande et § = 0. ; est une constante tres petite qui
seront précisées ci-dessous. Remarquons que

az(s,t] = v/m/ o (s, t] + / M/TVao(s, t]. (4.25)

Nous allons d’abord montrer que nous pouvons choisir les constantes K = K, s et = 0. 4
telles que

inf P[Bp. > (4.26)

n<m<n

N —

Nous avons successivement
10240 K202 MEKVO uy,
P [Bﬁl c] < exp | — Mm@b \/_,u
’ am 256 4,/E[Y?|Ma,,
d’apres l'inégalité (4.11) en prenant 6 = 1/2,

10240e K?0 o ( 1 ) s V2MEK i,
w | -2 = _ Ve B hn
am P\ 7128 0 ) U\ B

<
d’apres la condition (iv) et puique la fonction v est décroissante
et M =m(n/m—1)>m(n/n—1) > mb/2 pour k > ky,
10240 K?%9 1 V2MKd

< exp | =g log | — |V | —F ===

A 128 A, 4/E[Y?]
d’apres la condition (iii).
21log(N)

Comme () ~ lorsque A — oo (propriété établie dans la proposition 3.3.1 du

chapitre précédent), alors lorsque K — 0o nous avons

K20 g(l)w(\/@MKd>NKG\/WIOg<L)IOg< MKd>'

am E[Y?] 16v/2Md E[Y?]

128 e \a, m

Par conséquent, nous en déduisons que

P ] < 10240 (_KGN/E[YQ] 10g( MKd >log < 1 ))

A, 32Md E[YQ] A

pour K suffisamment grand,

10240 1
< exp (—Glog (—)) =10240a%"1  d’apres (4.27),
Ay, m
< 10240457 puisque la suite (a,,)m>1 est décroissante,
1
< 3 si G est choisi suffisamment grand,
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Chapitre 4. Le comportement des oscillations du processus empirique composé

ou

D g2 e E[Y?] 64GMd
K=K ==, 0=0.,=—, D=D.4=—Y_—"_ ———|. 27
4T e 479D . Md P <5 E[W]) 427)

Nous avons ainsi démontré 'inégalité (4.26) et précisé les constantes K et . Démontrons
maintenant que

wnk+1,6((1 + 0)2 ank) > r+e
(1+0)EY a,, ~ 1+06 ™

1 m,Cc m
EEP[ m Win,o(am) >r+4 2

ax R ———
ng_1<m<ng JI— /]E[YQ]am -

Remarquons d’abord que pour k > kg et pour tout n < m < n, nous avons

am < (1402 (n/n)am < (14 0)*(may,/n) < (14 6)%ay, (4.28)

en utilisant la croissance de la suite (may,)m,>1. Ainsi, pour n < m < n, pour I’événement
{A,.N By, .}, nous avons successivement

+ag (s, t] +ag (s, t]
sup —— > SuUp ——
t—s<(1+0)2an \/E[Y?]a, t—s<am \/E[Y?]a,
d’apres (4.28) et la décroissance de la suite (a,)m>1,

m Fm.e(s, 1] M |Vare(s, t]|

> — SUp ————= —\/— su
= N7, VEY e, VT e JEY 2,
d’apres (4.25),
> 2+ 22— | KV i
n n

d’apres ce que nous venons de démontrer.

Par définition des entiers n et 7, lorsque k — 00, nous avons

\/%(T—F%)um— ﬁ%QK\/@,umw (1’:’79) [(r+25)—\/(1—|—0)2—1K\/5].

Par conséquent, nous avons

+ag.c(s,t : N
sup Fone(s ] > pp(r+¢e) puisque d’apres (4.27) nous avons K6 = E,
t—s<(140)2a, \/E[Y?]ay, 2

> un(r +¢) d’apres la croissance de la suite (g, )m>1-

Ainsi, nous obtenons que

" n,c 7t
(Awe M Bug) € Duo= | sup  Aomel® il 0y g
n t-s<(1+6)%a, /E[Y?]ay,

m=n
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4.5. Démonstration du théoréme 4.3.1

Par conséquent, nous avons

n m—1
PDn > Y P |(AneN Bue)\ [ (Ake N Bre)
m=n k=n

2

m—1
(Am,c N Bm,c) \ U Ak,c
k=n

n [ m—1
— Z P Am,c\ U Ak,c M Bm,c
m=n k=n

m—1
= Z P Amﬁ\ U Ag.c ]P)[Bm,C]
k=n

par indépendance des événements,

[nﬁlgfgnp [Bm,c]:| P kL_J Ak,c

v

1 n
> §IP> kL_J A d’apres (4.26) .
Ce qui acheve la démonstration de I'inégalité (4.23). O

4.5. Démonstration du théoréeme 4.3.1

Pour démontrer le théoreme 4.3.1, nous procéderons en deux étapes, en montrant que,
pour tout € > 0

(i) la limite supérieure est presque surement inférieure a 1 + ¢,

(ii) la limite inférieure est presque surement supérieure a 1 — €.

Nous pourrons conclure en faisant tendre e vers zéro. Nous associons, a chaque € un
ensemble presque sur et, en considérant une suite de £ qui tend vers zéro, nous utilisons
le fait qu'une réunion dénombrables d’ensembles négligeables est négligeable.

Premiere étape. D’abord nous allons montrer que

& Wn.e(an)
Ve>0, > P (\/QE[W]% e > 1+ e) < .

n=1

Ensuite le premier lemme de Borel-Cantelli nous permettra de conclure que, presque
stirement, nous avons

lim sup Wn.o(@n)

<l+e.
n—00 \/2E[Y2]an IOg (1/an)
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Chapitre 4. Le comportement des oscillations du processus empirique composé

La démonstration qui va suivre s’inspire de celle écrite dans 'article de Mason, Shorack
et Wellner [95]. Soit un réel e > 0 fixé. Définissons I’événement

n,c —
n

melln) > (r + 2€) 4/ 2log (i) ] : (4.29)

ol le réel r sera précisé plus tard. Nous cherchons a montrer que

f: P[A, ] < 0.
n=1

En fait ceci est une conséquence de I'inégalité maximale a condition de montrer que
n
> P[Dy] < 0, (4.30)
k=1

ou I'événement Dy, . est défini par

Whgy1,c ((1‘|‘d)2 ank) > (7’—|—€) 210g ( ! ) ]
- Qny_q

(1+d)EYa, ~ 1+d

k,c —

avec
ng = |(1+d)*| et d=d.un nombre suffisamment petit.

D’apres I'inégalité (4.11) nous avons

1280 5 r+e \* 1
PDy] < — -(1- e

< EqlA=9*(r+e)n/16(1+d)?| -1 d’apres (H.1), (4.31)

)) . (4.32)

M(r+¢€ 1
A1 + d)*/E[Y?]an, s in
Supposons désormais que les hypotheses du théoreme 4.3.1 sont vérifiées. Prenons r = 1
dans (4.29), la définition de I'événement A, .. D’apres (4.32) et les conditions (S.1) et
(5.3), nous remarquons que

ou

v — 1 lorsque k — oo,

puisque la fonction 1 (\) tend vers 1 lorsque A tend vers 0. Ainsi, d’apres (4.31) nous avons
pour 6 = J. suffisamment petit et K = K, 5 suffisamment grand

P [Dyy1] < Ca;, ~ pour k > K. (4.33)
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4.5. Démonstration du théoreme 4.3.1

La pire situation pour la convergence du membre droit de I'inégalité (4.33) est lorsque les
termes de la suite (ay,),>1 sont aussi grands que possible. Or d’apres 'hypothese (5.2),
nous savons que pour k suffisamment grand nous avons

1
an, < ———— pour toute constante C' € (0, 00),
(log ng)
1
(klog(1+d))”
1
~ en spécifiant maintenant la constante C' = 2/¢.(4.34)

(klog(1 + d))**

Ainsi les inégalités (4.33) et (4.34) montrent que

P[Dy.] < k—;, ou K. est une constante strictement positive.

Ainsi U'inégalité (4.30) est vérifiée puisque

0o X,
k=1

Nous en déduisons par une application du premier lemme de Borel-Cantelli, sous les
hypotheses du théoreme 4.3.1, que nous avons

lim Wnelan) <
sup >
n—00 \/QE[YQ]an log (1/0'71)

1 p.s.

Deuzieme étape. Maintenant nous allons montrer que

Ves o, SOt |y
— \/2]E [Y?]a, log(1/a,)

Le premier lemme de Borel-Cantelli nous permettra de conlure que, presque surement,

nous avons
o Wnela
lim inf n’c( n) >1—c.

n—00 \/QE[YZ]&n log(1/a,)

Nous commencons la démonstration en introduisant une suite de points t; tels que
ti=(i—1)a,, pourl<i<M,,
ou

M, = {iJ . (4.35)
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Chapitre 4. Le comportement des oscillations du processus empirique composé

Nous définissons également

+ , — 1 ) 1
Bt = | max Z0nell= Dania] _ —6)7“\/2E[Y2] log <—) ] .
: 1<i<M, Van n

Rappelons le théoreme 3.5.2 du chapitre précédent qui va nous étre tres utile pour conti-
nuer la démonstration du théoreme 4.3.1.

Théoréme 4.5.1. Soit {II(nt) : 0 <t < 1} un processus de Poisson homogéne, continu
a droite et de paramétre 1. Soit {Il,, .(t) : 0 <t < 1} un processus de Poisson composé.
Alors, nous avons [’égalité en distribution suivante

(U, (t) : 0 <t <1} L {I,.(t) : 0 < t < 1II(n) = n},

ot la fonction U, .(t) est la fonction empirique composée définie en (4.8).

Pour des facilités d’écriture, posons

Donc, d’apres le théoreme 4.5.1 nous en déduisons que

PBE] = P[ max Tmell ~ Dan iaa] ) —g)r\/zE[yz] log (i)

1<i<Mp na., Qp,

II(n) = n]

+II! (ay
p [2lcee)

et < (1<) oe (1o |

P[II(n) = n] ’

en utilisant 'inégalité classique

~—

P(E
P(E|F> < W

et le fait que le processus de Poisson composé {II,.(t) : 0 < t < 1} a des accroisse-
ments indépendants (cette propriété a été démontrée dans le théoreme 3.2.1 du chapitre
précédent).

Nous rappelons que pour un processus de Poisson de parametre 1, nous avons

nn

P[II(n) = n] = (F) exp(—n).

En utilisant la formule de Stirling, nous en déduisons que

lorsque n — oo.
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4.5. Démonstration du théoreme 4.3.1

Et par conséquent nous pouvons affirmer que

1
> —.
=30

Rappelons ici le théoreme 3.3.2 du chapitre précédent qui va nous permettre de continuer
la démonstration.

P[II(n) = n]

Théoréme 4.5.2. Soit un réel b > 0. Soit I1.(b) une variable de Poisson composée de
paramétre b > 0. Supposons que les variables Y; vérifient |Y; — E[Y;]| < M pour i > 1.
Alors, pour tout réel p > 0, nous avons

2

PIL0) - B0 > ] < 2o (~ gt (s ) ).

ot la fonction v est définie en (4.12).

En utilisant le théoréme 4.5.2, nous en déduisons, pour n suffisamment grand que
PB,.] < 3Vn [1 — exp ( — (1 —¢)*r%log (1/ay)
M(1 21og (1 e
o ( (1—2)ry/2Tog /an>> )]

E[Y?]a,n
Mp

< 3yl —exp(—(1—2)r?log (1/a,))] "

d’apres 'hypothese (H.3) et le fait que la fonction ¢ () tend vers 1 lorsque A tend vers
0 (propriété établie dans la proposition 3.1 du chapitre précédent). Ainsi, nous obtenons
successivement que

P(B;.]

IN

3Vﬁi(1——ag_d%ﬂ)kM

< 3vnexp (—Mnag_{fPﬂ)

~ 3y/nexp (—a%1_£)2T2_1> d’apres (4.35).
Ainsi en prenant » = 1, nous avons

PIBE) < —V
’ exp(a,°)
3v/n
= U d’apres (H.2).
exp((log n)=cn) Ol Gn = 0o d'apres (H.2)

Or nous savons que

nz; eXp((IOg n)scn) < Q.
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Chapitre 4. Le comportement des oscillations du processus empirique composé

Ainsi le lemme de Borel-Cantelli implique que
P[B; is.] =0,

ou l'abréviation “i.s.” signifie infiniment souvent. Par conséquent, sous les hypotheses du
théoreme 4.3.1, nous avons

ta, o ((i — 1)ay, iay)

liminf max > p.s.
n—oo 1<i<Ma.  /2E[Y ?]a, log (1/a,)
ol )
M, = H |
an
Sous les hypotheses du théoreme 4.3.1, nous avons également
+a,..(C
liminf sup e O) p.s.

>
n=% |Cl=a, \/2E[Y?]a, log (1/a,) ~
Ceci complete la deuxieme étape et acheve la démonstration du théoreme 4.3.1.00

Remarque 4.5.1. Notons que la démonstration de la borne inférieure du théoreme 4.3.1
peut étre modifiée pour montrer, sous les hypotheses du théoreme 4.3.1, que

+a, (C
lim inf sup o) >1 p.s.  pour chaque 0 < Cy < Dy < 1;
=00 |Cl=a,,CC[Co.Do] v/ 2E[Y ?ay, log (1/a,)
. . . Dy — Cy
il suffit simplement de modifier la constante M,, en remplacant | — | par | ———|.
n an
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Chapitre 5

Lois fonctionnelles du L.I. pour les
accroissements du processus ay ¢

5.1. Introduction

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler brievement les lois fonctionnelles du logarithme
itéré pour le processus empirique uniforme de queue et pour les accroissements d’ordre
a, > 0 du processus empirique uniforme. Les limites de ces lois fonctionnelles dépendent
principalement, comme les limites des oscillations du processus empirique, des conditions
que vérifie la suite (a,),>1. A cet effet, nous allons rappeler des résultats limites connus
sur le comportement des oscillations du processus empirique uniforme.

Une suite de constantes (a,,),>1 satisfait les conditions de Csorg6-Révész-Stute [CRS] (voir
par exemple Csorg6-Révész [27], Stute [131]) si elle vérifie les trois conditions suivantes
(S.1) (i) 0 < a, <1 pourn >1, (i) a, | 0 et (iii) na, T oo lorsque n — oo;

(S.2) log(1/ay)/loglogn — oo lorsque n — 00;

(S.3) na,/logn — oo lorsque n — co.

Introduisons également les trois conditions suivantes qui nous seront utiles par la suite.
Dans ce qui suit, € désigne une constante.

(S.4) nay,/loglogn — oo lorsque n — oo ;

(S.5) nay,/loglogn — € € (0,00) lorsque n — oo ;

(S.6) na,/logn — € € (0,00) lorsque n — .

Sous les conditions [CRS] (S.1-2-3), Stute [131] a montré que

=+ (o (t n) — Qp(t
lim  sup (an(t + an) a(>):1 p-s.
n—00 0<i<l-ay 2a,, log(1/ay,)

Dans le cas borné c’est-a-dire lorsque na,/logn — € € (0, 00), Mason, Shorack et Well-
ner [95] ont prouvé que

lim sup + (an(t + an) — an(t)) = :i:\/g (5% — 1) p-s.,

n—00 0<t<1—ay 2a, log(1/ay)
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Chapitre 5. Lois fonctionnelles du L.1. pour les accroissements du processus o, .

ol 0 < §; <1< ¢ < oo sont les racines de I'équation h(§) = 1/€, avec la convention
que de = 0 pour 0 < € < 1 et ou la fonction h(-) est définie par

ulogu —u+1 pour u > 0,
h(u) =< 1 pour u = 0, (5.1)
o0 pour u < 0.

Sur cet exemple, nous notons que les limites varient en fonction des conditions que vérifie
la suite (an),>1 et plus particulierement en fonction de la limite de na,,/logn.

Afin de rappeler les lois fonctionnelles du logarithme itéré valables dans le cas qui nous
intéresse, nous avons besoin d’introduire quelques notations.

Notons Irc(0,1) 'ensemble des fonctions de répartition continues a droite, positives, de
mesures de Radon bornées de support inclus dans l'intervalle [0, 1]. Pour toute fonction
f € Irc(0,1) et pour tout réel ¢, posons

Flt£) =lim f(t <)

De plus, pour toute fonction f € Irc(0,1) et pour tout réel ¢, posons

£(t) = / (s)ds + fo(t).

ou la fonction fg € Irc(0, 1) est la fonction de répartition de la composante singuliere dans
la décomposition de Lebesgue de df et la fonction f’ est la dérivée au sens de Lebesgue
de la partie absolument continue de cette décomposition.

Nous noterons Sy I’ensemble de Strassen (voir par exemple l'article de Strassen [130]) qui
est composé des fonctions f absolument continues sur l'intervalle [0, 1] et telles que

f0)=0 et /0 [F/(s)]) ds < 1,

ou la fonction f’ désigne la dérivée au sens de Lebesgue de la fonction f.

Notons B(0,1) l'espace des fonctions bornées définies sur l'intervalle [0, 1] et a valeurs
réelles. La norme de la convergence uniforme d’une fonction f € B(0, 1) est notée par

Il = sup |f(2)].
0<t<1
Pour tout ¢ > 0 et tout ensemble C' C B(0,1), on note C° l'ensemble des fonctions
f € B(0,1) telles qu'il existe une fonction g € C vérifiant || f — g|| < e.

Enfin, nous allons rappeler la définition du processus empirique uniforme de queue. Ce
dernier (voir par exemple l'article de Mason [94]) est défini pour tout entier n > 1 par

pour 0<t<1,
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5.1. Introduction

ou {a,(t) : 0 <t < 1} est le processus empirique uniforme, et (a,),>1 est une suite de
constantes positives qui vérifie a,, — 0 et na,, — oo lorsque n — oc.
Nous pouvons maintenant énoncer les théoremes qui établissent des lois fonctionnelles du

logarithme itéré pour le processus empirique uniforme de queue. Le premier théoreme est
di a Mason en 1988.

Théoréme 5.1.1. Sous les hypothéses (S.1) et (S.4), la suite de fonctions

t
M 0<t<1 (5_2)
2a, loglogn

est presque surement relativement compacte dans B(0,1) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. De plus, I’ensemble des points limites de cette suite est égal a l’ensemble
de Strassen Sy.

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, on peut consulter ’article de
Mason [94]. O

Remarque 5.1.1. Cette loi fonctionnelle du logarithme itéré pour le processus empirique
uniforme de queue permet de donner une nouvelle démonstration de la loi limite suivante,
déja établie par Kiefer [82].

Sous les hypotheses (S.1) et (S.4), nous avons

j: n n
lim sup On(an)

n—oo V2ayloglogn

Remarque 5.1.2. Ce théoreme peut étre également appliqué a I’'étude du comporte-
ment asymptotique presque str de sommes de valeurs extrémes. Pour cette étude, nous
renvoyons a l'article de Deheuvels et Mason [32].

=1 ps.

Le second théoréme est du a Deheuvels et Mason en 1990.

Théoréme 5.1.2. Sous les hypothéses (S.1)(i) et (S.5), la suite de fonctions
nUp(ant)
—=:0<t<1 5.3
{\/loglogn - } (5:3)

est presque surement relativement compacte dans Irc(0,1) muni de la topologie de la
convergence uniforme. De plus, [’ensemble des points limites de cette suite est égal a Ae,
ot Ae désigne l’ensemble des fonctions absolument continues dans Irc(0,1) et telles que

e/olh(f/és)> ds <1,

ot la fonction h(-) est définie en (5.1).

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, on peut consulter ’article de
Deheuvels et Mason [33]. O
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Chapitre 5. Lois fonctionnelles du L.1. pour les accroissements du processus o, .

Remarque 5.1.3. Cette loi fonctionnelle non-standard du logarithme itéré pour le pro-
cessus empirique de queue peut étre utilisée pour obtenir des lois limites comme

. ian(an> \/E +
1 ———— =4/ = (05— 1 .S.
linf:ip V2a, loglogn 2 (0 =1) ps,
sous 'hypothese (S.5). Cette loi limite a d’abord été établie par Kiefer [82]. Pour d’autres

utilisations de cette loi fonctionnelle du logarithme itéré, nous renvoyons a l'article de
Deheuvels et Mason [34].

Ces lois fonctionnelles du logarithme itéré existent également pour les accroissements 7,
de la fonction de répartition empirique uniforme U, ou pour les accroissements &, du
processus empirique uniforme «,, définis respectivement par

(Un(t + ans) —Uy,(t)) ,

N (A, t;5) = log

pour 0<s<let0<t<1—a,,et
Enlan,t;8) = ap(t + ays) — ay(t),
pour 0 <s<let0<t<1.
Théoréme 5.1.3. Sous l’hypothése (S.6), pour tout ¢ > 0, il existe presque sturement un
entier N! tel que, pour tout entier n > N!, nous ayons
{alan,t;) : 0<t<1—a,} C A%

De plus, pour toute fonction f € Ag et pour tout € > 0, il existe presque siurement un
entier N, tel que, pour tout entier n > NZ, il existe un réel t, avec 0 <t <1 — ay, tel
que nous ayons

H%(Cbm ) f” <E.
Démonstration. La démonstration de ce théoreme se trouve dans ’article de Deheuvels
et Mason [35]. O

Enfin, le dernier théoreme établit une loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les ac-
croissements du processus empirique uniforme.

Théoréme 5.1.4. Sous les conditions [CRS] (S.1-2-3), pour tout e > 0, il existe presque
sturement un entier n. tel que, pour tout entier n > n., nous ayons

{ Snl@n i) g cycq an} CSE (5.4)
2a, log(1/ay)

De plus, pour toute fonction f € Sy et pour tout € > 0, il existe presque surement un entier
n'g’,f tel que, pour tout entier n > n’E'yf, il existe un réel t, avec 0 <t =t,.r <1 —ay, tel
que nous ayons

H Snltn, —fll <e. (5.5)

2a, log( 1/an
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5.2. Résultat principal

Démonstration. La démonstration de ce théoreme se trouve également dans 'article de
Deheuvels et Mason [35]. O

Remarque 5.1.4. Cette loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les accroissements
du processus empirique uniforme permet d’établir la loi du logarithme itéré pour les
estimateurs non paramétriques comme I’estimateur a noyau pour la densité, résultat déja
mentionné dans le chapitre précédent ou encore pour les estimateurs des k-plus proches
voisins. Enon(;ons ce dernier résultat.

Soit {X; : 4 > 1} une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées de fonction de répartition F(t) = P [X; < ] et de densité f(t) = F'(t) suppo-
sées continues et positives sur un intervalle compact [A, B] (ou A < B). Soit {\, : n > 1}
une suite de réels telle que pour tout entier n > 1, 0 < A\, < 1. L’estimateur de densité
par la méthode des k points les plus proches, introduit par Fix et Hodges [56] et étudié
par la suite par Loftsgaarden et Quesenberry [90], estime la densité f associée a la suite
{X;:i>1} par

fn(t):)\n/inf{a>0:Fn <t+g) —F, <t—g> zAn}. (5.6)

Notons, pour n > 1, M, la fonction définie par
. a a
Mn(t):)\n/1nf{a>O:F<t+§>—F(t—§> 2/\n}. (5.7)

Nous énoncons une loi du logarithme itéré pour 'estimateur J?n défini en (5.6) de la densité.

Théoréme 5.1.5. Soit {a, : n > 1} une suite de constantes qui vérifie les conditions
[CRS] (5.1-2-3). Alors, pour tous réels C et D tels que A < C < D < B, nous avons

P g1/ 052 (T) oo o

Démonstration. La démonstration de ce théoréme se trouve dans 'article de Deheuvels
et Mason [35]. O
5.2. Résultat principal

Nous allons maintenant établir une version de la loi fonctionnelle du logarithme itéré pour
les accroissements &, . du processus empirique composé a, . définis par

Enela, t;s) = an(t+ as) — an(t), (5.9)
oul<a<1,0<t<let0<s< 1.
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Chapitre 5. Lois fonctionnelles du L.1. pour les accroissements du processus o, .

Théoréme 5.2.1. Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
uniformément distribuées sur intervalle [0,1]. Soit {Y; : i > 1} une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de méme loi que la variable aléatoire
Y =Y. Nous supposons que E[Y] =1, Var[Y] < co et que la variable aléatoire Y vérifie
Y — 1] < M p.s. pour une constante M convenable. De plus, les suites de variables
{U; - i > 1} et {Y; : © > 1} sont supposées indépendantes. Alors, sous les conditions
[CRS] (S.1-2-3), pour tout € > 0, il existe presque sirement un entier n. tel que, pour
tout entier n > n’e, nous ayons

o) Y
{ V2E[Y?]a, log(1/a,) O<ts<l ”} C S (5.10)

De plus, pour toute fonction f € Sy et pour tout € > 0, il existe presque surement un entier
s tel que, pour tout entier n > n! 4 Wl existe un réel t, avec 0 <t =t,. 7 <1—ap, tel
que nous ayons
gn e(n, t; )
V2E[Y%a, log(1/ay)

—fll<e (5.11)

5.3. Démonstration du théoreme 5.2.1

Sauf mention du contraire, nous supposons que les conditions [CRS] (5.1-2-3.) sont véri-
fiées.

Pour tout réel a € (0,1) posons

[IL,c(t + as) — 11, .(t) — nas]
\/ﬁ )

pour 0 <t <1let0<s<1etou{ll,.(t) :¢ > 0} désigne un processus de Poisson
composé. Pour une définition de ce processus, nous renvoyons au chapitre 3.

L,c(a,t,s)= (5.12)

Lemme 5.3.1. I existe une constante Cy (dépendant de la suite (a,)n,>1 seulement) avec

0 < Gy < o0, et telle qu’on ait la propriété suivante. Pour tout choiz de {ti, -+ t,,} C
{ka, : 0 <k < a;l — 1} avec 0 < ma, < % et pour tout choix de sous-ensembles boréliens
By, ..., By, de B(0,1) muni de la topologie de la convergence uniforme sur l'intervalle
0,1], s
={&c(an,ti;.) € Bi,i=1,...,m}

et

Ay ={L,c(an,t;;.) € Bj,i=1,...,m},
alors

P[A;] < €y P[A,].
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5.83. Démonstration du théoreme 5.2.1

Démonstration. Posons
m

I=Jtit: + an).

i=1

Notons que la mesure de Lebesgue de ’ensemble I, notée |I|, est égale a ma,, < % Posons
I=1[0,1]~—1.

D’apres le théoreme 3.5.2 du chapitre 3, le processus {nU,.(t) : 0 < ¢ < 1} est égal en
distribution au processus de Poisson composé {II, .(t) : 0 < ¢ < 1} sachant que II(n) = n.
Par conséquent, nous avons

P[A)] = P[AyIl(n) = n]
P[A; N1I(n) =

P[II(n) = n|
P[4 N {II(al) = j} N {II(n]) = n — j}]
- Z B = n |

n]

Comme les événements {Ay N {II(nl) = j}} et {II(nI) = n — j} sont indépendants, alors
nous obtenons que

P [II(n]) = n — j]

PlA] = S PAN{II(n]) = j}] x

P [I(n) = 7)
]P[AQ] = .
= P[II(n) = n] Orélaaﬁ}izp ([(nd) =7 —J]
_ P b = InlT

ou |u] <wu < |u] + 1 représente la partie entiere de u. Nous avons utilisé ici le fait que
la variable aléatoire II(nl) suit une loi de Poisson de parametre nl et que (voir, e.g., le
livre de Johnson et Kotz [76], p.92) P [II(nA) = j] < P[II(nA) = |n|A]] ], pour tout choix
de j et de A C [0,00). En posant

P [1(n]) = [nT]]] _
B[(m)=n] "

nous obtenons le résultat annoncé. De plus, en utilisant la formule de Stirling (n! =
(n/e)™(2mn)? exp (6, /n), o1 0 < 6,, < 1/12 pour n > 1), nous obtenons que

P [II(n]) = |n|I]]] < n'/%e!/? <2, pourn>5

0< P[I(n) = n] - (%n — 1)z =

Ce qui permet de démontrer que 0 < Cy < 0o et de conclure. n
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Le lemme suivant (connu sous le nom de théoréme de Schilder ; voir par exemple I'article
de Schilder [119]) donne un résultat de grandes déviations qui est un outil dont nous
aurons besoin par la suite. Pour toute fonction f € B(0, 1), posons

1 ) ds si la fonction f est absolument continue sur [0, 1],
0 " ou f’ est la dérivée au sens de Lebesgue,

J(f) =

00, sinon,
et, pour tout ensemble B C B(0, 1), posons

J(B) = inf J(f).

feB

Lemme 5.3.2. Soit {W(t) : t > 0} un processus de Wiener standard. Pour tout réel
d > 0 et pour tout réel t € [0, 1], posons

Ws(t) = 27267 W (4t). (5.13)

Nous avons alors la propriété suivante.
(i) Pour tout sous-ensemble fermé F de B(0,1) muni de la topologie de la convergence
uniforme sur 'intervalle [0, 1],

limsupd~'logP [Ws € F| < —J(F). (5.14)

d—00

(i1) Pour tout sous-ensemble ouvert G de B(0,1) muni de la topologie de la convergence
uniforme sur 'intervalle [0, 1],

lim inf 6 tlogP[Ws € G] > —J(G). (5.15)

Démonstration. Pour la démonstration du lemme 5.3.2, nous renvoyons a l’article de
Ventsel [134]. O

Le lemme suivant démontre la deuxieme partie [i.e. 'inégalité (5.11)] du théoreme 5.2.1
pour le processus &, ..

Lemme 5.3.3. Sous les conditions [CRS] (5.1—2 3) pour toute fonction f € Sy et pour
tout € > 0, il existe presque sturement un entier n” s tel que, pour tout entier n > nef, il
existe un réel t =t,. ¢ € [0,1 — a,] tel que nous ayons

—f

<E.

Enclan t;.)
V2E[Y?]a, log(1/a,)
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5.83. Démonstration du théoreme 5.2.1

Démonstration. La démonstration reprend certaines composantes de I’article de Deheu-
vels et Mason [35] en les adaptant au contexte élargi de nos hypotheses. La démonstration
de ce lemme se fait en plusieurs étapes.

Premiére étape. Posons, pour € > 0 et f € B(0,1),

N.(f)={g9€ B(0,1) : [[f —gll <e}.

D’apres le lemme 5.3.1 appliqué a la suite de points t; = ia,,i =1,--- ,m, = |1/(2a,)]
et B; = B(0,1) — N.(f), pour i = 1,--- ,m,, nous obtenons que

- mn Enclan, ti;.)
M Lyc(an, ti;.)
o l.ﬂ (mmn gL/ NM)] o

B - Ln.o(an, 0:) o
= G (1 o A e, ety <V >D

= @0(1 - ]PLn)mn.

IN

Deuzxieme étape. Maintenant, nous allons évaluer P; ,,. Pour cela, nous allons appliquer le
principe d’invariance de Komlds, Major et Tusnddy [83] au processus de Poisson composé.
Ceci nous permet de construire sur un meéme espace de probabilité un processus de Poisson
composé {II.(t) : t > 0} et un processus de Wiener standard {W(¢) : ¢ > 0}. Nous avons
alors le théoreme suivant.

Théoréeme 5.3.1. Soit {II.(t) : t > 0} un processus de Poisson composé défini par

11(¢)

() = > Y,

=1

ou {Y; : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de méme loi que Y =Y7 et {II(t) : t > 0} un processus de Poisson homogéne,
continu a droite et de paramétre X > 0. La suite {Y; : i > 1} et le processus {II(t) : t > 0}
sont supposés indépendants. Supposons de plus qu’il existe un ty tel que

Elexp(tY)] < oo pour |t| < t.

Alors sur un espace de probabilité éventuellement €largi, il existe un processus de Wiener
{W(t) : t > 0} tel que, pour tout T > 1,

(1) — E[L(1)]
E[Y?]

—W(t)| > CilogT +y| < Cyexp(—Cay), (5.17)

0<t<T

P[sup

pour tout réel y > 0, ou Cy,Cy et C3 sont des constantes strictement positives.
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Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, nous renvoyons au théoreme
3.4.3 du chapitre 3. O

D’apres la définition (5.12) et les inégalités (5.16) et (5.17), nous obtenons que

I (an,O; )
P, = P \/21@ el Ne(f)]
Hc(nan ) nan-
= P N(f)|
| V2E[Y?]nay log(1/a,,) (f)]

avec I1.(0) = 0. Ainsi, nous avons

V/2na, log(1/ay)

‘H na,s) — na,s — \/E[Y?|W (na,s) )
sup
0<s<1 V2E[Y%na, log(1/a,)

Py, > P[ Winan ) GNe/z(f)] (5.18)

> /2

= Py, — P2

Troisieme €tape. Intéressons nous maintenant a la quantité Py ,,. Remarquons 1’égalité en
distribution
W{(na,-)
V/2nay, log(1/ay,)

sous les conditions (5.2 — 3). Par conséquent, nous obtenons que

4 912 (log(1/a,)) "W (log(1/an) - ),

Pan =P [Wiog(1/an) () € Nepa(f)]

ot le processus W, () est défini en (5.13). Comme f € Sy, nous avons J(N.o(f)) < 1.
Alors, d’apres I'inégalité (5.15), il s’ensuit que pour tout réel p € (J(N./2(f)),1), nous
avons

Py, > exp(—plog(1l/a,)) =al, lorsque n — oo. (5.19)

Quatriéme étape. Maintenant étudions la quantité P§ / . La condition (S.1) implique que

log(nay,)
V/2nay, log(1/ay,)

Ainsi, en appliquant I'inégalité (5.17), tenant compte du fait de nos hypotheses impliquent
que, a partir d'un certain rang,

— 0 lorsque n — oo.

Cylog(nay,) > Z\/Qnan log (1/ay,),
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5.83. Démonstration du théoreme 5.2.1

nous pouvons écrire que, pour tout n assez grand

IL.(t) — t — /EY2 W (2)
E[Y?]

Py < P[ sup

0<t<nan

> C1 log(nay,) + Z\/2nan log (1/an)]

< Chexp (—03 <Z) \/Qnan log (1/%)) )

De méme, comme, a partir d'un certain rang,

Cs (Z) V/2na, log (1/a,) > plog (1/ay),
nous avons, pour tout n assez grand
ez 1 1
Py, < 5 exp (—plog (1/ay)) = §aﬁ. (5.20)

Cinquiéme étape. D’apres les inégalités (5.18), (5.19) et (5.20), lorsque n — oo, alors nous
obtenons que

1
Pl,n > ]PQ,n — ]Pg{z Z (lfl - §CLZ
1

Pl,n 5 (lﬁ.

v

Sizieme étape. Ainsi, d’apres I'inégalité (5.16), nous obtenons successivement

1
P, < Cpexp (—imnafL), d’apres ci-dessus,
1 1 .
P, < Cyexp|—=|-—)¢a’ |, puisque m, = |1/(2a,)],
2 \ da,,
1
P, < Cpexp (—gafl_1>. (5.21)

Comme p — 1 < 0 et d’apres la condition (S.2), le membre droit de I'inégalité (5.21) est
finalement inférieur ou égal a

1
Cp exp (—g (log n)r>

pour un réel r > 1 arbitraire. Il vient alors que ZP” < 00, ce qui d’apres le lemme de

Borel-Cantelli implique 'inégalité (5.11) du théoréme 5.2.1, ce qui acheve par conséquent
la démonstration du lemme 5.3.3. O
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Maintenant démontrons la premiere partie [ie I'inclusion (5.10)] du théoreme 5.2.1. Fixons
un réel v > 0 et un réel € > 0. Posons

ve = [(1+)",
pour tout entier k > 1 et

b, = v/2E[Y?]a, log(1/a,,).

Considérons les deux événements suivants
Cule) = { (/) 0] ool ) 255
pour certains 0 <t <1 —a,_, et v <n < yk+1},

et
Dy(e,y) = { ,,Hlfukﬂ, (aukﬂ, ; ) ¢ S, pour certains 0 <t <1— al,,m} )

Lemme 5.3.4. Pour tout € > 0 et pour tout réel v > 0, il existe un entier K = K., tel
que pour tout entier k > K, nous ayons

P[Ck(e,7)] < CoP [Di(e/2,7)] . (5.22)

Démonstration. Soit {r; : i > 1} une suite de rationnels dans l'intervalle [0,1 — a,,,,].
Pour tout entier ¢+ > 1 et pour tout entier n tel que vy < n < vy introduisons les trois
événements suivants

Brin(e) = {(n/ma)' 05} Guclan,ris) €55},
Ek,n(g) - UEk,i,n<€>

i>1
et

Fiin() = {0,

Observons que pour tout £, > 0 et tout e5 > 0, les suites d’événements {Eg; n(c1) : i > 1}
et {Fyin(e2) 14 > 1} sont indépendantes. Notons A le complémentaire de I'événement A.
Nous avons

ka+17C<aVk+17ri; ) - (n/yk+1)1/2 gn’c(a’VkJrl?Ti; )H < 8} ’

Vk+1 00 i—1 q—1
P[Ck(e,7)] Z ZP Eiqle )mmEkJ#](g) ﬂ Eyq(e)
q=v+1 i=1 j=1 r=vi+1
Ainsi nous avons
,onf inf P [Fiesmn(€/2)] P [C(e, 7)]
Vk+1 00 i—1 q—1 o
< DY P Eig(e) N Frig(6/2) N[ ) Erjale) () Ergle) (5.23)
q=vr+1 i=1 7=1 r=vip+1 ’
<P | JErin.. (5/2)] =P [Di(e/2,7)] .
i=1
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5.83. Démonstration du théoreme 5.2.1

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un entier kg tel que pour tout entier k > k,
nous ayons

inf  inf P[Frma(e/2)] >

vp<n<vgip m>1

| —

Pour cela, nous allons montrer qu’il existe un entier K tel que pour tout entier k > K|,
nous ayons
P [kan(s/Q)] <e.

Remarque 5.3.1. Deheuvels et Mason [35] utilisent pour établir cette inégalité le fait

e {n (Un(t) —t)

0<t<1
00}

est une martingale par rapport a la o-algebre F,(t) définie par
Fo(t) =0[lj<sy : 1 <1 <n,0<s <t] pourtel01).

Dans le cas qui nous intéresse, nous ne pouvons pas utiliser un argument semblable puisque
les variables aléaoires Y; ne vérifient pas la condition suivante

n
E Y; = n,
i=1
qui permettrait d’énoncer la propriété suivante qui serait

{n (Une(t) = 1)

0<t«1
e TR

est une martingale par rapport a la o-algebre JF,, .(¢) définie par
Fne(t) =0lYiliy<y : 1 <i<n,0< s <t] pourtel01).

Nous allons donc procéder autrement. Nous allons rappeler deux résultats déja établis
dans le chapitre 3.

Inégalité 5.3.1. Pour tout réel a € (0, 1), il existe une constante C, telle que 0 < €, < 0o
et telle que, pour tout réel p > 0, nous ayons

P sup +von(t) > u] <e,p [ sup £ (Moe(t) — ML) > ] . (5.24)

0<t<a 0<t<a

Démonstration. On peut consulter la démonstration de cette inégalité dans le chapitre
3 corollaire 3.5.1. O

Propriété 5.3.1. Le processus de Poisson composé centré {I1.(t) — E[IL.(¢)] : t > 0} est
une martingale relativement a la filtration As = o {Il.(u) : u < s}, s > 0.
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Démonstration. La démonstation de cette propriété se trouve dans le chapitre 3 théo-
reme 3.2.2. O

Ainsi, pour tout entier n > 1 et pour tout couple de réels 0 < a < 1 et 8 > 0, nous avons

P [ e ﬁ] <oe,p [ sup [e(t) — E[L.(0)]] = A .

0<t<a 0<t<a

D’apres la propriété 5.3.1, le processus de Poisson composé centré {11, .(t) — E[IL, .(¢)] : ¢t > 0}
est une martingale par rapport a la o-algebre A, définie dans la propriété 5.3.1. Nous en
déduisons que

P[sup V7 ()] zﬁ} <2, ElMela) ~ Ellne(@)lT] _ )0

0<t<a 32

puisque d’apres le théoreme 3.2.1 du chapitre 3, nous avons

naE[Y?]
A

Var[Il.(t)] = ME[Y?].

A partir de cette derniere inégalité, pour tout couple d’entiers m et n tels que m > 1 et
v < n < Vi1, DOus obtenons que

P[Frmn(e/2)] = Plugg® swp (s =n)|Usy,ne(w) —ul > (e/2)by,,

0<u<ay,
4E[Y2]<Vk+1 - Vk)

2
Vi4+1

aVk+1

V11
2

log(1/an.) — 0 lorsque k — oo, d’apres la condition (S.1).

Ainsi, nous avons
P [Fk,m,n (5/2)] — 0 lorsque k — o0.

Ainsi, nous en déduisons qu’il existe un entier kg tel que pour tout entier £ > kg nous

ayons
1
inf  inf P[Fymna(e/2)] > .

vp<n<viyr m>1 2

En utilisant cette borne dans (5.23), on en déduit I'inégalité (5.22). O

Lemme 5.3.5. Nous avons

lim | limsup max sup
~10 k—o00 Vk<n§l’k+10§t§17a,,k+1

(5.25)

(nfve) 0, = 0

x ||5n,c<ayk+1,t;->|<) ~0 ps
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5.83. Démonstration du théoreme 5.2.1

Démonstration. Le membre de gauche de (5.25) est inférieur ou égal a

bnb;kil — (Vk+1/n)1/2D x lim sup b;lwnvc(an), (5.26)

n—o0o

lim lim sup max
Y10 koo Ve <n<vgi1

oll wy ¢(ay) est défini, pour 0 < a,, < 1 et pour n > 1, par

wn,c(an) = sup ‘5n,c<an>t§ )|

0<t<l—an

Remarque 5.3.2. Le module d’oscillation w, . du processus empirique composé a été
défini dans le chapitre 4.

Sous les conditions [CRS] (S.1-2-3), nous pouvons appliquer le théoreme 4.4.1 du chapitre
précédent et nous avons
lim b, 'w,.(a,) =1 p.s. (5.27)
De plus, la condition (S.1) implique que
a, | 0 et na,Too lorsque n — oo.

Par conséquent la suite (b,),>1 est décroissante a partir d'un certain rang et est telle que,
pour tout entier n tel que vy < n < Vg,

0<b,/b
Ainsi, en combinant les résultats (5.26) et (5.27), nous obtenons (5.25). O

—1<by, /by, —1< (1 + 0(1)) (Vk+1/Vk) —1—+~ lorsque k — 0.

Vi+1

Lemme 5.3.6. Nous avons

lim (lim sup max sup b;l||fn,c(a,,k+1,t; ) = &nclan, t; )H) =0 ps (528)

710 koo Vk<n<vpi Ogtgl—a,,k_H

Démonstration. Comme la suite (a,),>1 tend vers 0 en décroissant lorsque n — oo
(d’apres la condition (S.1) (ii)), pour tout entier n tel que vy < n < V441, NOUS avons

an — Ay = (1= @y, Jan) < an(l—ay,,, /ay,). (5.29)

Comme la suite (na,),>1 est croissante lorsque n — oo (d’apres la condition (S.1) (iii)),
nous avons
Ay /Oy 2> Vi Vky1 > 1 =7 lorsque k — oo. (5.30)

Ainsi, pour tout entier n tel que vy < n < vg4q, en rassemblant (5.29) et (5.30), nous en
déduisons que

Up — Ay, < an(l - al,kﬂ/al,k) <~a, lorsque k — oc.

Ainsi, le membre de gauche de (5.28) est inférieur ou égal a

lim < lim b;lwmc('yan)> : (5.31)
710 \n—oo
D’apres (5.27) et (5.31) il est facile d’obtenir le résultat (5.28). Ce qui acheve la démons-
tration du lemme 5.3.6. O
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Chapitre 5. Lois fonctionnelles du L.1. pour les accroissements du processus o, .

Avec les lemmes 5.3.4 et 5.3.6, nous allons montrer dans ce qui suit que la démonstration
de 'inclusion (5.10) du théoreme 5.2.1 se ramene a montrer que, pour tout € > 0 et tout
v >0

ZP[Dk(e,v)] < 00. (5.32)

A cette fin, nous allons utiliser 'inégalité suivante.

Lemme 5.3.7. Pour tout réel 6 tel que 0 < 8 < 1, pour tout € > 0 et pour tout entier
n > 1, nous avons

P|b, ¢ c(an, t;-) € S5 pour certains 0 <t <1 — an]

< (0an) P[5, 60,0 )  ST°] + P (b o e(Ban) > /4]

Démonstration. Pour ¢ tel que fia, <t < 0(i+1)a, et pouri > 0,1,...,[(a;'—1)/0] —
1 = pu, —1, ou pour t tel que p,a, <t <1-—a, et pour ¢+ = pu,, nous avons uniformément
pour 0 < s <1,

‘fn,c(anu ta S) - §n,c(anu Zeany S)} S }an,c(t + San) - an,c(iean + San)|
+ {oznyc(t) — ozn,c(iﬁanﬂ
< 2wy (6hy,).

Le reste de la démonstration du lemme 5.3.7 est évident. O

Maintenant nous pouvons montrer que, pour tout € > 0 et tout v > 0,

Z P [Dy(e,7)] < o0.

Pour cela, nous allons procéder en plusieur étapes.
Premiere étape. Nous utilisons le lemme 5.3.7 pour obtenir que, pour tout réel § > 0
suffisamment petit,

-1

P[Di(e, )] < () P [ iy elang,, 05.) # 577

+PP4<WHMw%HJEeM]

Vi1

< Qi+ Qo

Il ne reste plus qu’a montrer que

[e.9] [e.9]
ZQl,k <oo et ZQM < 00.
k=1 k=1
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5.83. Démonstration du théoreme 5.2.1

Deuzieme étape. Pour montrer que

0
Z Ql,k < 00,
k=1

nous allons également procéder en plusieurs étapes. D’abord, nous utilisons le lemme 5.3.1
pour obtenir I'inégalité suivante

(ehka)Ql,k = P |:b;k1+1£l’k+l(a’l/k+17o; ) ¢88/2]
<GP [b—l L(ay,,,,0;.) gggﬂ

Vi1

= CoQs3 -

Ensuite nous reprenons les arguments de la démonstration du lemme 5.3.3 pour obtenir
une inégalité analogue a (5.18) et alors nous obtenons que

Qs < P(Wiog(1/ar,,) #S7") + P, = Qi + Qs (5.33)

Etudions d’abord la quantité Q4. Comme B(0,1) — Sg/ * est fermé (pour la topologie de
la convergence uniforme) et satisfait a la condition

J (B(o, 1) — 83/4) > 1,

d’apres I'inégalité de grandes déviations (5.14), pour tout réel p € (J <B(O, 1) — Sg/4> : 1),

nous en déduisons que
Qi < exp (— plog(l/ay,,,)) = ay, ., lorsque k — oo. (5.34)

Pour la quantité Qs x, les mémes arguments que ceux utilisés pour (5.19) et (5.20) en-

tralnent que
Qsx < hY lorsque k£ — o0. (5.35)

V41

Ainsi, en combinant les inégalités (5.33), (5.34) et (5.35), nous obtenons que
Co

Qir < 7 Qs
a"/k+1
< 2_60 p—1
- 0 VE+1
2C
= 70 exp (—(p— 1) log (1/ay,,,)) - (5.36)

Comme la condition (S.2) implique que
log(1/ay,,,)/logk — oo  lorsque k — oo,
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Chapitre 5. Lois fonctionnelles du L.1. pour les accroissements du processus o, .

d’apres I'inégalité (5.36), nous en déduisons que
1
Qi < e lorsque k£ — o0
et par conséquent que

D Qur < 0. (5.37)
k=1

Troisiéme étape. Etudions maintenant la quantité ()9 . Pour cela, nous allons utiliser
I'inégalité 4.3.1 du chapitre précédent. Posons

g
0= 1/27 a = 9aVk-+17 n="Vgy1, H= m\/2E[Y2] IOg(l/aVkJrl)'

Nous obtenons alors

10240 (_82 log(l/aum)w (Mf\/m» . (5.38)

20486 40\/E[Y?|vp i1y,

Qa2 <

Ves1
Comme la condition (S.3) implique que
na,/log(1/a,) — oo  lorsque n — oo,
et d’autre part, d’apres la proposition 3.3.1 du chapitre 3, nous savons que
(x) — 1 lorsque z |0,

nous en déduisons que le membre de droite de (5.38) est inférieur ou égal a

10240 2 Ve
—€eX — — (0] .
o P\ 7\ 10960 *\a,.,

Ainsi, le méme argument utilisé pour établir l'inégalité (5.37) montre que, pour tout
0 < 0 < &/128, nous avons

D Qo < . (5.39)
k=1

Quatriéme étape. En combinant (5.37) et (5.39), nous remarquons que (5.32) reste vraie.
D’apres le lemme de Borel-Cantelli et les lemmes 5.3.4 et 5.3.6, il vient que pour tout
e > 0, des que le réel v > 0 est suffisamment petit, I’événement

U {0 'Gelant;):0<t<1—a,,,} ¢S]
v<n<viii

arrive un nombre fini de fois avec une probabilité égale a 1. Le lemme 5.3.8 montre que
la méme chose est vraie pour I’événement

U {bglfn,c(anaﬂ ) 1= Augeyq <t<1- an} §Z S(E)u

v <n<vp4q

ce qui acheve la démonstration de 'inclusion (5.10) du théoreme 5.2.1.
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5.83. Démonstration du théoreme 5.2.1

Lemme 5.3.8. Nous avons

lim (hm sup  sup sup bt

~v10 k—oo  vp<n<vpiq l—ay, , <t<l—a,

(5.40)
X ||£n,c(an7 t; ) - gn,c(&na 1— al/k+1; )H) =0 pb-s.

Démonstration. Avec les mémes arguments que ceux utilisés pour la démonstration du
lemme 5.3.6, nous remarquons que le membre droit de (5.40) est inférieur ou égal a

lim (2 lim b;lwnyc(van)> ,

710 n—00

qui vaut 0 presque strement d’apres (5.27) et (5.31). O
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Chapitre 6

Lois du L.I. pour le processus
empirique composé indexé par des
ensembles

6.1. Notations et définitions

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la définition du processus empirique composé
défini en un point a celle du processus empirique composé indexé par des ensembles et
plus particulierement par des intervalles qui ne sont en fait qu'une famille particuliere
d’ensembles. Pour cela introduisons quelques notations.

Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distri-
buées sur [0,1]? ott d > 1. Soit B la classe de sous-ensembles de Borel de [0, 1]¢. Notons
A(.) la mesure de Lebesgue sur R? et \o(.) la restriction de la mesure A(.) sur [0,1]%
Introduisons la mesure empirique uniforme indexée par la classe B, définie par

1 n
Ai(B) =~ > len, ot BeBetn>1. (6.1)
=1

En calquant sur le modele précédent, définissons la mesure empiriqgue composée indexée
par la classe B par

1 n
Ane(B) =~ > Yilg.en, onBEB, (6.2)
i=1

et {Y; : ¢ > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de méme loi que la variable aléatoire Y = Y;. De plus, les suites de variables
aléatoires {Y; : i > 1} et {U; : @ > 1} sont supposées indépendantes.

Pour toute sous-classe D de la classe B, introduisons le processus empirique uniforme
indezé par la sous-classe D et le processus empirique composé indexé par la sous-classe D,
définis respectivement par

an(D) = /i (A(D) — \o(D)), o DeD (6.3)

127



Chapitre 6. Lois du L.I. pour le processus empirique composé indexé par des ensembles

et
ne(D) = vV/n(Me(D) —E[N, (D)), ouD eD. (6.4)
Soit la sous-classe D définie ainsi. Soient t € [0, 1]¢ et C une classe de sous-ensembles de
Borel de la forme [a,b]? ott a < b et b —a = 1. Soit a = (a,...,a) € R? et posons
D={t+C:CeC}. (6.5)

Nous allons donner deux définitions qui seront utiles par la suite.

Définition 6.1.1. La classe C est engendrée par une famille dénombrable si il eziste une
sous-classe dénombrable G de la classe C telle que, pour tout D € C, il existe une suite
{D, :n>1} de G qui vérifie, pour tout x € R?,

nh—{go 1{x€Dn} = 1{x€D}- (66)

Remarque 6.1.1. Par la suite, nous dirons qu’une classe G de ce type est une famille
génératrice dénombrable de C.

Définition 6.1.2. Une classe D est une classe de Donsker pour la mesure A\ si les mesures
empiriques normalisées {a, (D) : D € D} définies en (6.3) convergent en loi [dans le sens
de Dudley [48], section 1, Kuelbs et Dudley [75], p.406 et Gaenssler [57], p.46,65 et 115]
vers une mesure gaussienne {G(D) : D € D}.

Remarque 6.1.2. Nous renvoyons au théoreme B, p.113 de Gaenssler [57] et aux ar-
ticles de Giné et Zinn [59], Talagrand [132] et Alexander [1] pour de plus amples détails
concernant les classes de Donsker.

De plus, nous supposons que

(C.1) t+ C C [0,1]¢ pour tout C' € C et, pour tout h > 0 suffisamment petit, t +
hY/4 [a, )" C [0, 1]%

(C.2) C est engendrée par une famille dénombrable.

(C.3) C —{a} est une classe de Donsker pour .

(C.4) Pour tous 1/2 < hy < hy <1, hhC C hyC CC.

(C.5) Pour tout sous-ensemble fini {C4, -+ ,Cy} C C, avec A(C;) > 0, la classe C peut
étre agrandie, si cela est nécessaire, pour inclure un ensemble fini d’éléments disjoints
{Dy,---,Dy} CC, avec \(D;) > 0, tel que pour chaque C; il existe un sous-ensemble
J C{1,---,N} pour lequel Uje;D; = Ci.

Pour tout C' € C, notons que

limdy(h €, C) =0, (6.7)

ol dy est la pseudométrique définie sur la classe C par
dx(A, B) = AM(AAB), pour tous A et B € C, (6.8)

et ou AAB = (A — B)U (B — A) représente la différence symétrique entre A et B.
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6.1. Notations et définitions

Posons
log" u = log (max(u,e)) et log,u =log™ (log™ u) .

Soit une suite {k(n) : n > 1} qui vérifie les conditions suivantes.

(K.1) (i) 0 < k(n) <mn, (ii) k(n) T oo et (iii) n 'k(n) | 0 lorsque n — oo;
(K.2) k(n)/logyn — oo lorsque n — o0

(K.3) k(n)/logyn — € € (0,00) lorsque n — oo.

Introduisons enfin le processus empiriqgue composé local au point t indexé par la classe C
défini par

0,.(C) = O,. (q @) _o,. (C,t,@)

= (ME[YQ])W e (t + (M)Ud C) , ouCeC (6.9

n n

et le processus a;, . est défini en (6.4).

Remarque 6.1.3. La définition (6.9) du processus O, . s’appuie sur celle du processus
empirique local ©,, au point t indexé par la classe C. Ce processus 0,, a été introduit par
Deheuvels et Mason [36] p.1620. Il se définit par

0,(C) = O, (C, @) =0, (C,t, @) = (@)_man <t+ (@)Wcﬁ

= (k(n))~Y? {i 1 (Ui ct+ (@) . C) — k(n))\o(C)} , ouCeC.
(6.10)

Remarque 6.1.4. Nous pouvons particulariser la classe C et la sous-classe D afin de
définir le processus O, . indexé par des intervalles. Soient un réel t € [0, 1] et

Ci={(y,z]: —1/2 <y <2<1/2} (6.11)

la classe des sous-intervalles de Uintervalle [—1/2,1/2]. Par conséquent la sous-classe D
devient
Dy ={t+1:1€C;}. (6.12)

Le processus 0, indexé par des intervalles se définit alors par

One((y,2]) = On. ((y, 2], @) =0, ((y,z],t, M)

n

_ <@E[Y2])_l/2an,c (HM(y,z]), oit (4,2 € C1, (6.13)

n

et ol le processus a,, . est défini en (6.4).
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6.2. Résultats antérieurs concernant le processus em-
pirique local

Les propriétés limite du processus empirique local ©,, défini en (6.10) ont déja été étudiées
dans le cas particulier ou d = 1, t = 0 et ou C représente la classe des intervalles de la
forme [0, s] pour 0 < s < 1. Lorsque ¢t = 0, le processus est appelé le processus empirique
de queue. Nous allons commencer par rappeler tres brievement les principales lois fortes
qui ont été obtenues dans ce cas.

Pour s € [0, 1], posons

-0, (040 5) . io-n (pEO]) o

n

ou le processus ©,, est défini en (6.10) et la mesure empirique A, en (6.1).
Rappelons que B(0, 1) désigne I'espace des fonctions bornées définies sur I'intervalle [0, 1]
et a valeurs réelles muni de la norme de la convergence uniforme et que la fonction h est
définie par
ulogu —u+1 pour u > 0,
h(u)=4¢ 1 pour u = 0, (6.15)
o0 pour u < 0.

Rappelons deux résultats déja cités dans le chapitre précédent.

Théoréme 6.2.1 (Mason (1988)). Sous les hypotheéses (K.1) et (K.2), la suite de

fonctions
§n ()
——:0<t <1
{\/2loglogn -

est presque surement relativement compacte dans B(0,1) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. De plus, I’ensemble des points limites de cette suite est égal a l’ensemble
de Strassen Sg défini dans le chapitre précédent.

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, on pourra consulter 'article de
Mason [94]. O

Théoréme 6.2.2 (Deheuvels et Mason (1990)). Sous les hypothéses (K.1)(i) et
(K.3), la suite de fonctions

nn,(t)
——:0<t<1
{\/loglogn - }

est presque surement relativement compacte dans B(0,1) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. De plus, [’ensemble des points limites de cette suite est égal a [’ensemble
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composé des fonctions f absolument continues sur lintervalle [0, 1] telles que f(0) =0 et
qui ont une dérivée f' au sens de Lebesque qui vérifie

G/Olh (f/((:)) ds < 1, (6.16)

ou la fonction h(-) est définie en (6.15)

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, on pourra consulter I’article de
Deheuvels et Mason [33]. O

Des résultats tels que ceux donnés dans les théoremes 6.2.1 et 6.2.2 sont tres utiles pour
décrire le comportement limite des statistiques de queue. Ces dernieres se basent sur les
valeurs extrémes supérieures (respectivement inférieures) d’un échantillon univarié. Pour
de plus amples détails nous renvoyons a l'article de Deheuvels et Mason [34].

Enfin citons un dernier résultat qui est la base du résultat principal de ce chapitre. Ce
théoreme est une généralisation de la loi fonctionnelle du logarithme itéré énoncée dans
le théoreme 6.2.1. Pour énoncer ce résultat, introduisons la classe B(C) qui est composée
des fonctions définies et bornées sur C, ot C est muni de la topologie de la convergence
uniforme.

Théoréme 6.2.3. Sous les hypothéses (K.1-2) et (C.1-2-3-4-5), la suite de fonctions

0,(C
\/2logyn
est presque sturement relativement compacte dans B(C) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. De plus, I’ensemble limite est égal a

S(C) = {f € B(C): f(C) = /Cgb(s) dA(s) avec /Rd[¢(s)]2d)\(s) < 1}. (6.17)

Démonstration. La démonstration de ce théoreme se trouve dans ’article de Deheuvels
et Mason [36]. O

Appliquons ce théoreme a une classe particuliere, la classe C; définie par
Ci={(y,2]: -1/2<y <2<1/2} (6.18)

la classe des sous-intervalles de Uintervalle [—1/2,1/2]. Par conséquent la sous-classe D
devient
Dlz{t—l—lzleCl}.

Nous obtenons ainsi le corollaire suivant.
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Corollaire 6.2.1. Sous les hypothéses (K.1-2) et (C.1-2-3-4-5), la suite de fonctions

On ((y, 7)) .
{ oz, n : (y, 2] G(Cl}

est presque surement relativement compacte dans B(C 1) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. De plus, I’ensemble limite est égal a

€)= { € BCY: 1.4 - / sdsawe [oPas<i}. (619

Ce corollaire sera utilisé dans le paragraphe “Applications” pour établir une loi du loga-
rithme itéré pour la convergence forte en un point de 'estimateur de la densité f, qui
améliore les résultats établis par Hall [62].

6.3. Résultat principal

L’objet de ce chapitre est d’établir une approche unifiée de I'étude du comportement
presque sture des statistiques univariées locales ou de queue telles que les statistiques
locales qui étudient par exemple les estimateurs de régression non parametriques dans le
cas univarié. Ces derniers seront étudiés dans le chapitre 7.

Rappelons que C désigne une classe de sous-ensembles de Borel de la forme [a, b]? ou
a<betb—a=1.

De plus, introduisons les hypotheses suivantes.
(H.1) La suite {Y; : i > 1} de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées est telle que
E[Y;]=1 pour tout ¢ > 1.

H.2) La suite {Y; : 7 > 1} de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
=z p q
buées est telle que
|YZ~ — El[Yi]\ <M pour tout ¢ > 1.

Théoréme 6.3.1. Sous les hypothéses (K.1-2), (C.1-2-3-4-5) et (H.1-2), la suite de
fonctions

O,.(C

\/2log,n
est presque sturement relativement compacte dans B(C) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. De plus, I’ensemble limite est égal a

S(C) = { feB(C): f(C) = /C 6(s) d\(s) avec /R o) dAls) < 1}. (6.20)

Appliquons le théoreme 6.3.1 a la classe C; définie en (6.18). Le corollaire suivant en
découle.
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Corollaire 6.3.1. Sous les hypothéses (K.1-2), (C.1-2-3-4-5) et (H.1-2), la suite de

fonctions
Onel(y,2])
{ OE[Y?]log,n v,7] € Cl}

est presque surement relativement compacte dans B(C 1) muni de la toplogie de la conver-
gence uniforme. De plus, l’ensemble limite est égal a

S(Cl)z{feB@l):f((yv»Z]): / " 4(s) ds avec / [cb(s)Pdsg}. (6.21)

Dans le paragraphe 6.4, nous donnons une preuve du théoreme 6.3.1. Les méthodes uti-
lisées s’appuient sur celles utilisées par Deheuvels et Mason [36] et sont essentiellement
basées sur la théorie générale des processus empiriques et n’utilisent pas de principes d’in-
variance forte. Nous présenterons une utilisation du corollaire 6.3.1 dans le paragraphe
“Applications”.

6.4. Démonstration du résultat principal

Pour démontrer le théoreme 6.3.1, nous avons besoin d’établir quelques résultats prélimi-
naires.

6.4.1. Résultats préliminaires

Soit la suite {U; : i > 1} de variables aléatoires indépendantes, uniformément distribuées
sur [0, 1]? et définies sur un méme espace de probabilités (2, A, P). Nous commengons par
énoncer des propriétés utiles qui découlent des hypotheses (C.1-2-3-4-5).

Notons By(C ) I'espace linéaire composé de 'espace des fonctions bornées, définies sur C,
a valeurs réelles et uniformément continues par rapport a la pseudométrique d, définie
en (6.8).

Remarque 6.4.1. Notons que C' — A(C') appartient a By(C ), sous la condition que pour
deux ensembles mesurables C; et Cy, nous ayons

IA(C1) = AM(Cy)| < dy (C1,Cy).

Notons B;(C) l'espace linéaire composé de 'espace des fonctions ¢ définies sur C, a
valeurs réelles et de la forme

k
=1

oflaiER,xiERd,1§i§k,k€N,et¢1€Bg(C).
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Remarque 6.4.2. Notons que
By(C) C B1(C).

Munissons ces deux espaces de la norme de la convergence uniforme définie par

9llc = sup [¢(C)]. (6.23)
ceC

Pour tout C' € C, considérons la fonction m¢ : B1(C) — R définie par no(¢) = ¢(C).
Notons A = o (7¢ : C € C) la g-algebre de B;(C) engendrée par {ro: C € C}, et By la
o-algebre engendrée par les boules ouvertes par rapport a la norme ||.||c.

Propriété 6.4.1. Sous l’hypothése (C.2), nous avons
By C A. (6.24)

De plus, si G est une sous classe dénombrable de C, alors, pour tout ¢ € B(C) et € > 0,
nous avons

{f€BC):ll¢—fllc <e} = [ {f€B(C):|p(D) - f(D)| <e}. (6.25)

DeG

De plus, pour tout n > 1, l'ensemble des fonctions dont les applications qui a C' € C
associent \,(a+ C) [resp. ©,(C)] est (A, A) mesurable, et chaque chemin échantillon de
{M(a+C),C € C} [resp. {6,(C),C € C}] est uniquement déterminé par ses valeurs
sur G.

Démonstration. Pour la démonstration de cette propriété, on pourra, par exemple,
consulter le lemme 20, p.108 de Gaenssler [57]. O

Pour tout n > 1 et pour tout A € B, soit
ane(A) = V1 (A e(A) = E N o(A)]) .
Pour tout € > 0, posons
On.c(e) =sup{|anc(A) —anc(B)|: A,BeC —a,d\(A, B) <e}, (6.26)
ou dy est la pseudométrique définie en (6.8).

Remarque 6.4.3. Sous I'hypothese (H.1), notons que

EAnc(A)] = E = EMJE[Lv,eay] = Ao(4),

1 n
- Zlyil{UieA}

puisque les suites {U; : i > 1} et {Y; : @ > 1} sont supposées indépendantes et identique-
ment distribuées.
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6.4. Démonstration du résultat principal

Pour tout réel h > 0 et pour tout C' € B, posons

1
@n,c<07 h) = m Oémc(t + hl/dC) (627)

et, pour tout € > 0, posons également
Wne(e,h) =sup{|©nc(C,h) — O, (D, h)|: C;D € C,d\(C,D) < e}. (6.28)

Propriété 6.4.2. Supposons que les hypothéses (H.1-2) sont vérifiées. Les hypothéses
(C.2) et (C.3) impliquent que

la classe C est totalement bornée par rapport a dy, (6.29)

et pour tout € > 0 et v > 0,

li%l (hm sup P[0, .(¢) > ﬂ) = 0. (6.30)

n—oo

Démonstration. Pour démontrer la propriété (6.29), on pourra consulter, par exemple,
le théoreme 1.2, p.903 de Dudley [48] et plus particulierement 1'article [47] de Dudley, ou
encore le théoreme B, p.113 de Gaenssler [57]. Pour établir le résultat (6.30), on utilisera
de nouveau le théoreme 1.2, p.903 de Dudley [48], I'hypothese (H.2) et 'indépendance des
deux suites de variables aléatoires {Y; : 4 > 1} et {U; : i > 1} entre elles. O

6.4.2. Résultats sur le module d’oscillation du processus empi-
rique composé local

Dans ce paragraphe, nous allons établir une borne supérieure uniforme pour les oscillations
du processus {0,,.(C) : C € C} par rapport a la pseudométrique d, définie en (6.8). Ce
résultat, établi dans le lemme 6.4.7, sera un outil essentiel dans la démonstration du
théoreme 6.3.1.

Lemme 6.4.1. Soit {U; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
uniformément distribuées sur [0,1]%. Soit {Y; : i > 1} une suite de variables aléatoires
mdépendantes et identiquement distribuées de méme loi que la variable aléatoire Y =Y].
Alors, pour m tel que 1 < m < n, nous avons l’égalité en distribution

{ ZY;I{UZE t+hl/4C}
i=1

Ui§Zt+hl/d[a,b]d,7j:m+1,...,n:C’GC} d {ZY;‘]-{UZECa}:CGC}~

U et+hYa,b)?i=1,...,m,

i=1
Démonstration. Evident. O
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Lemme 6.4.2. Sous les hypothéses (K.1) et (H.1-2) et si la classe C vérifie (6.30), alors,
pour tout n > 0, nous avons

o ) o

el0 n—00
Démonstration. Pour tout € > 0 et n > 0, posons

O (e,m) = limsupP[0,..(c) > n/4].

n—oo

Soit Z une variable aléatoire qui suit une loi normale standard N(0,1). Pour tout ¢ €
(0,1/2), définissons z(e) par

P[|Z]| > z(e)] = . (6.32)

D’apres le résultat (6.30), pour chaque n > 0, nous avons

hﬂ)l d. (g,m) = 0. (6.33)

Comme

21 1
Pl|Z] >z2]=(1+ 0(1))\/;—exp (—522) lorsque z — o0,

z

un calcul simple montre que
hfgl ez (e) =0. (6.34)

Maintenant, pour tout & € (0,1/2) tel que nE[Y?] — ez (¢) > 1/2, nous allons établir que

k
lim sup P [wn,c <£, %) >n| <d.(e,n) +e. (6.35)

n—oo

Cette derniere inégalité combinée avec (6.33) et (6.34) implique alors le résultat (6.31). I
reste donc a démontrer (6.35). Pour cela, introduisons

Nn:#{Ul,...,UnetJr <@>1/d[a,b]d}.

La variable aléatoire N,, suit une loi binomiale B (n, k(n)/n) qui vérifie, sous 'hypothese
(K.1), [remarquons que (K.1) implique que n(k(n)/n)(1 —k(n)/n) = (14+o(1))k(n) — oo
lorsque n — oo,

N. —
No = k(n) LN N(0,1) lorsque n — oo, (6.36)
k(n)
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6.4. Démonstration du résultat principal

ou “—" signifie converge en loi. Nous avons alors I'inégalité suivante

R

S L R

m:m—k(n)|<z(e)y/k(n)
+P [|Nn — k(n)] > 2(e) k@)}

S Z IP>1,'r7, + ]P)Q,n'
m:m—k(n)|<z(e)r/k(n)

D’apres (6.36) et (6.32), nous en déduisons que

limsup Py, = «. (6.37)

n—oo

Etudions maintenant la quantité P; ,. D’apres la définition de la probabilité conditionnelle
P[AN B] = P[A|B]P[B], nous avons

o 52) v
)

I 2 1/d
xIP’[wn,c (5’(771)) >n|U;, €t + (ﬂ> [a,b]%i=1,...,m,

n
2 1/d
Uigt—l—(%) [a,b]d,i:m—i—l,...,n},

puisque la variable N,, suit une loi binomiale B(n, k(n)/n). Les deux inégalités suivantes
AMCAD) <e et |m—k(n)| <z(e)Vkn)

impliquent que
IAC) = A(D)| x |m —k(n)| <ez(e)\/k(n). (6.38)

Ainsi, d’apres le lemme 6.4.1 et l'inégalité (6.38), nous obtenons

o (5) o] (-2 ()

P lﬁn,c (e) > % (nE[Y?] — ez(s))] :
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Remarquons également que

k 1
k(n) > 5 uniformément sur |m — k(n)| < z(¢)y/k(n) lorsque n — oo.
m

Comme nous avons choisi ¢ tel que 7E[Y?] — ez(g) > 1/2, nous avons, uniformément sur

Im — k(n)| < z()\/k(n), que
P {w ( @) >N, = m] <P [N, = ] P[0 (¢) > 0/4].

Ainsi nous en déduisons que

Z ]P’[u)n’c <6, @) >n, N, = m}
mem—k(n)|<z(e)y/k(n)
<Pl (e) >n/4 Z P [Ny =m]
mem—k(n)|<z(c)y/k(n)
< POne(e) >n/4].

Le passage a la “lim sup,,_,.” sur cette inégalité et (6.37) impliquent le résultat (6.35). La
démonstration du lemme 6.4.2 est maintenant complete. O

Soit {s; : i > 1} une suite de signes aléatoires indépendants et identiquement distribués.
De plus, nous supposerons que la suite {s; : i« > 1} est indépendante des suites de variables
aléatoires {U; 1 i > 1} et {Y; : i > 1} et est telle que P[s, = 1] = P[s,, = —1] = 5. Posons,
pour tout C' € C,

n

Sne(C) =D s:Yiliyetrcy- (6.39)
i=1
Remarque 6.4.4. Comme les suites {s; : i« > 1}, {Y; : ¢ > 1} et {U; : i > 1} sont
supposées indépendantes, notons que

ZE Sz 1{U et+C}] 0,
car pour tout ¢ > 1, nous avons
1 1
Els;] =1x=-—-1x==0.
[si] X X 3
Lemme 6.4.3. Sous les hypothéses (H.1-2), pour tout n > 0, Uhypothése (C.3) implique
que
lim < limsup P |su ’ ’ cdy(C,D) <ep > =0. 6.40
1o { i p{ E[Y?n W{GD) ! (6.40)
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Démonstration. Pour de plus amples détails sur la démonstration de ce lemme, on
pourra consulter le théoreme 2.14 p.941 de l'article de Giné et Zinn [58]. O]

Pour tout € > 0 et pour tout C' € C, posons

A, (Cre) = sup{|Snc(C) — Sne(D)| : D € C,d\(C,D) < e} (6.41)
Lemme 6.4.4. Sous I’hypothese (H.2), pour tout € > 0 il existe un entier N = N(g) > 0
tel que, pour tout entier k = 1,2,--- |n/N]|, et pour tous réels A > 0 et b > 0, nous
ayons
)\2
P[Agnc(C e) > 2Mb] < exp (—AQ +59 (E[Y?], M, N, k, A, b, 5)> : (6.42)
ot
172R[Y?2lkN 1 2N 1) A
¢ (E[Y?], M, N, k, A\, b,e) = { - ME N 73 XD (%)17&1@@/%%.

(6.43)

Démonstration. La démonstration de ce lemme se trouve dans le paragraphe “Appen-
dice”. O]

Remarque 6.4.5. Pour tout entier n > N et pour tous réels A > 0 et b > 0, 'inéga-
lité (6.42) conduit &

2
P[A,.(Cye) > 2\b+ N] < exp (—)\2 + %qﬁ (E[YQ], M, N, % D, 5)> . (6.44)

ou nous utilisons le fait que A, .(C,e) < Agno(C,e)+ N, ou k = [n/N]| et |u] représente
la partie entiere de u.

Pour tout réel h > 0 et pour tout C' € C, posons

Tn,C(C’, h) = Z Y; {1{Uiet+h1/dc} - 1{U;et+h1/dc}} ) (6-45)
i=1

ou {U] : i > 1} est une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément
distribuées sur [0, 1]%. De plus, les suites de variables aléatoires {U] : i > 1} et {U; : i > 1}
sont supposées indépendantes. Posons également

D, (C,h,e) =sup{|T1,.(C,h) —T,.(D,h)| : D € C,d\(C,D) <e}. (6.46)

Lemme 6.4.5. Supposons que les hypothéses (C.1-2-3-4), (K.1)(i1), (K.1)(iii) et (K.2)
sont vérifiées. Alors pour tout 0 < e <1 et C' € C, il existe une constante K < 832M 2 +

128 telle que nous ayons
Dn,c (Ca @7 g)
lim sup 1 < Ke p.s. (6.47)

n—oo  +/E[Y2]k(n)log,n
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Démonstration. Posons n, = [p"], ou r > 0 et p est tel que 1 < p < 2. D’apres les
hypotheses (K.1)(ii), (K.1)(iii), (C.4), le résultat (6.7), et I'inégalité suivante

A((RC)AD) < A((RC)AC) + M(CAD),

pour p tel que 1 < p < 2 qui dépend de € > 0, nous obtenons que

Dy o(C k(n)/n,e/2) Dy o(C k() /1y, €)
max . < max : .
ne<n<nei o /E[Y2]k(n) log, n ne<n<nrit  /E[Y?2]k(n,) log, n,

Maintenant, d’apres une généralisation de I'inégalité de Lévy [voir le paragraphe “Appen-
dice”, lemme 6.6.1], pour tout ¢ > 0 et € > 0, nous en déduisons que

P| max Dy o(C, k(ny) /s €)
np<n<nyii \/E Y2 /f nr) logy

> 8(5]

6.48
nr+1 C(C k(nr)/nr, ) ( )

\/E [Y2|k(n,)log, n,

> 8(6] = 2P(r).

Pour r > 1, posons

1/d
NTI#{Ulv"-aUnle et+ <k§1n7‘)> [CI/)b]d}

1/d
N, = #{U{,.. U, Et+ <M) [a,b]d}.

ny

Notons que les variables aléatoires N, et N/, sont indépendantes et suivent une loi bino-
miale B(n,41, k(n,)/n,). Pour tout réel h > 0 et pour tout C' € C, posons

nc C h Z ;Y ( {U;et+nl/dCc} — 1{U{et+h1/d0}) )

ou {s; : i > 1} est une suite de signes aléatoires définie en (6.39), indépendante des suites
{U;i i >1},{U] :i > 1} et {Y; : i > 1}. Comme nous avons ’égalité en distribution

{T,.(C,h): CeCYL{T, (C,h):CeC},
nous obtenons alors 1’égalité en distribution suivante
(D, .(C,he): CeCYL(D,.(C,he):CeC},
ol
D, o(C h,e) = sup {|Tpo(C,h) — Tho(D,h)] : D € C,d\(C,D) <e}. (6.49)
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6.4. Démonstration du résultat principal

Pour {i1, ... 0m,J1,---,Jm} € {1,..., 0011}, posons

P/(c) = P {E (C,k(ny) /)
(6.50)

>8§6\/E[Y2]k‘(nr)log2nr A(ila"'aimajla"'7jm’) )

ou A(z’l, e Ty J1y e e ,jm/) est ’événement suivant

1/d
k;(nr)) [a, b]d pour i € {i1,...,im},

(
U, ¢ t+(k(nr))l/d[a,b]d pour i € {1,...,ne1} — {ir, .- im},
(

I 1/d
(nr)) a, b]d pour j € {j1,. -, Jjm' }

, B\ . -
U; ¢ t+ [a, b] pour j € {1,....n1} — {J1,- -, o }-
De ceci, nous en déduisons que
Zsikmk <1{Uik€c} - 1{Uik€D}) - Z 55, (1{U§ZEC} - 1{U§£eD}> ’
k=1 =1

> 8Ce/E[Y2k(n,)logyn, : D € C,dy\(C, D) < 8}}

Pi(e) = P sup {

<P [Am,C(C’, £) > 4 e/E[Y2k(n,) log, nr]

+P [Amgc(C, g) > 4(e/E[Y2?]k(n,) log, nr] =P(r,m) + P(r,m').

(6.51)
D’apres (6.48), (6.49), (6.50) et (6.51), il s’ensuit que
P(r) < > (P(r,m) + P (r,m' )P [N, =m|P[N.=m']
k(n,)<m,m’/<3k(n,) (652)

+2P [N/ > 3k(n,) ou N, < k(n,)] =Pyi(r) + Pa(r).
Etudions d’abord Pg(r). Rappelons que la variable aléatoire N, suit une loi binomiale
B (n41,k(n.)/n.). A ce propos, énongons une inégalité classique.

Inégalité 6.4.1. Soit Z une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n,p). Alors,
pour tout v > 0, et pour tout p tel que 0 < p < 1/2, nous avons

12—l 2 i) <20 (-2 o(-2=)). (65
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ot la fonction 1 est définie par
2
Y(u) = = {(1+u)log(l +u) —u}  pouru>0. (6.54)

Démonstration. La démonstration de cette inégalité se trouve, par exemple, dans le
livre de Shorack et Wellner [125], inégalité 1, p.440. O

Dans (6.53), remplacons n par n,,1, p par k(n,)/n, et

7y par k(n;)//ny+1 min { (3 - (nr+1/nr>>a ((nr-i—l/nr) - 1)} = k(”?)/\/ﬂ(ﬂ — 1),

puisque par définition p = n,y1/n, € (1,2). Par conséquent, nous obtenons que

7 (p=1)?

Ainsi nous en déduisons que

Py(r) < dexp (_(p;_pnz k(n,)0 (Lpl)) —dexp(—cik(n)),  (6.55)

ou l'on pose

o — (p—l)Qw (p—l).

2p p
L’hypothese (K.2) implique que, a partir d'un certain rang,

k(nr) Z (S/Cl) IOgQ Ny 2 210g )

ce qui, d’apres (6.55), implique que

4

R

Py(r) <

<

Ainsi nous en déduisons que

D Pa(r) < oo (6.56)

Maintenons intéressons nous a la quantité Py (r). Soit N = N(e) défini comme en (6.44).
Comme \/k(n,.) logy(n,) — oo lorsque r — oo, nous avons, pour r assez grand et m tel
que k(n,) <m < 3k(n,),

tom =P TR

<P [Am,c(o, e) > 2 Ce/E[Y2Jk(n,) log, (1) + N} .
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En remplacant A par A\, = \/(log,n,, k par m/N et b par b, = £4/Ck(n,) dans (6.43),

pour 7 assez grand et m tel que k(n,) < m < 3k(n,), nous obtenons que

qﬁ(E[Y?]’M’N’%’)\MbT’g)S{ SIER?] | SB[ <2N(M+1) 1og2nr>}.

¢/logy 1, " ¢ € k(n,)

(6.58)
D’apres 'hypothese (K.2), nous obtenons que
52E[Y?]

& (E[W],M, N,%,)\T,br,a‘) <

lorsque r — oc.

Maintenant choissisons ¢ tel que ¢ = 52E[Y?] 4+ 8. En combinant (6.44), (6.57) et (6.58),
pour 7 assez grand et m tel que k(n,) < m < 3k(n,), nous en déduisons que

Plr,m] < exp (X (=146 (EIL0 N, 2 A broc) )

N
< exp ((26E[Y?] — () logy n,) = exp (—41log, n,) (6.59)
<L
S5

D’apres (6.52) et (6.59), nous avons alors

Py(r) < —  pour r assez grand.
r

Cette inégalité implique alors que
Z Py (r) < oo.

De plus, d’apres (6.48), (6.52) et (6.56), nous concluons grace au lemme de Borel-Cantelli
que l'inégalité (6.47) est vérifiée en prenant K = 16 ( = 832M? + 128. Ceci complete la
preuve du lemme 6.4.5. O

Nous allons utiliser une procédure de symétrisation qui figure dans le lemme 2.1 de I'article
de Ledoux et Talagrand [88] (on peut également consulter le lemme 3.16 de 'article de
Kuelbs et Dudley [75]).

Lemme 6.4.6. Soit X un espace vectoriel topologique de Hausdorff. Soient B les en-
sembles correspondant de la o-algébre de Borel. Soit || - || une semi-norme B-mesurable
sur X. Soitent {Z, :n > 1} et {Z, : n > 1} deux suites indépendantes et identiquement
distribuées de variables aléatoires a valeurs dans X telles que la suite {Z, — Z! :n > 1}
est presque surement bornée (resp. convergente vers 0) et {Z! : n > 1} est bornée (resp.
convergente vers 0) en probabilité. Alors {Z, : n > 1} est presque surement bornée (resp.
convergente vers 0). De plus, si, pour tous réels M et A, nous avons

limsup || Z, — Z,|| <M p.s. (6.60)

n—oo
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et
limsupP[||Z)|| > 4] < 1, (6.61)
alors nous avons
limsup||Z,|| <2M + A p.s. (6.62)

Démonstration. On pourra consulter a ce propos le lemme 2.3 p.1631 de l'article de
Deheuvels et Mason [36]. O

Soit ©,,.(C, h) défini en (6.27). Pour C € C, h > 0, e > 0 et n > 1, définissons
Wi o(C,hye) = sup{|©,,.(C,h) — O, (D,h)| : D € C,d\(C,D) < e}. (6.63)

Lemme 6.4.7. Supposons que les conditions (C.1-2-3-4), (K.1)(ii), (K.1)(iii) et (K.2)
soient vérifiées. Alors il existe un gy > 0 tel que, pour tout 0 < € < gg, nous ayons

W, (C,M €

. n 2
lim sup ¢ sup

n—oo | CceC V/1ogyn

) <2Ke p.s. (6.64)

Démonstration. Nous allons appliquer le lemme 6.4.6 aux deux suites définies respec-
tivement par

1
P = VE[Y?]k(n)log, n Z {ml{UiEtJr(kE?))l/do} - k(nMO(C)}

et

/ 1 n
ch - \/E[YQ]k(n) logyn Z {Y;]_{UZ{Et—i—(k(nn))l/dc} — k(n))\O(C)} .

=1

Remarquons que les variables aléatoires Z, . et Z], . sont a valeurs dans B(C). Pour tout
e>0et ¢ € B(C), posons

l|¢]le = sup{|p(C) —¢(D)|: C € C,D € C,d\(C,D) < e}. (6.65)

Selon la propriété 6.4.1, les hypotheses (C.1), (C.2) et(C.4) impliquent que ||.||. est une
semi-norme mesurable sur B(C). D’apres (6.45), (6.46) et de (6.65), nous obtenons que

D
limsup ||Z,. — Z/, .||c = limsup { sup —= (€ k(n)/n. ) : (6.66)
n—oo 7 n—oo ceC \/E[Yz]k:(n) log2 n
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6.4. Démonstration du résultat principal

En utilisant la propriété 6.4.1 puis le lemme 6.4.5, nous remarquons que si G est une
sous-classe dénombrable de C, alors nous obtenons, presque stirement,

lim sup ¢ sup Dne (C k(m)/n.e) | _ lim sup { sup Dy (C,k(n)/n,€)
cec /E[Y?]k(n)logyn nooo | ceG \/E[Y2]k(n)log,n

n—oo

(6.67)
Dy (C K )
= sup [ limsup (C k(n)/m, ) < Ke.
cec | nooo /E[Y2]k(n)log,n

Ainsi, en combinant (6.66) et (6.67), nous obtenons que

limsup||Zn,c — 2, /|- < Ke ps. (6.68)
D’autre part, d’apres (6.27) et (6.28), nous remarquons que

Wne (€, k(n)/n)

|| n,CHa = (6.69)

k(n)log,n

Soient A > 0 et n > 0 choisis arbitrairement. Le lemme 6.4.2 appliqué a (6.69), implique
que, en choisissant, indépendamment de A, un £(n) > 0 suffisamment petit, pour tout e
tel que 0 < e < &(n), nous obtenons alors

limsupP[||Z,c||c > A] = limsupP [wnc(e k(n)/n) > Av/k( loan}
<limsup P [w, . (e, k(n)/n) >n] < 1.
D’apres (6.68), (6.70) et le lemme 6.4.6, pour tout ¢ tel que 0 < & < g9 = £(n), il s’ensuit
que,

k 2
lim sup {sup W (€, k(n)/n, e/ )} =limsup||Z, .|| <2Ke+ A ps. (6.71)

n— 00 CceC \/ 1Og2 n n— 00

Comme A est arbitraire, nous obtenons directement le résultat (6.64) en appliquant (6.71)
a une suite A,, | 0. Ceci complete la preuve du lemme 6.4.7. O]

6.4.3. Démonstration du théoréme 6.3.1

Commencons par établir un cas particulier du théoreme 6.3.1 en considérant le compor-
tement limite
{—@”’C(C"> 1<i< M} :

v/ 2logyn

ou l'entier M > 1 et les intervalles C,---,Cy € C sont fixés, et \(C;) > 0 pour
1=1,---,M. Ce résultat est donné dans le lemme 6.4.13 ci-dessous. Avant d’établir ce
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lemme, nous avons besoin des résultats préliminaires qui vont suivre. Nous supposons,
maintenant, que les hypotheses du théoreme 6.3.1 sont vérifiées.

Choisissons Dy, ..., Dy comme dans 'hypothese (C.5). Soit

4 - NN
Xl ) =~ Do) (n)logyn' ™ (H(m) Dj)' (6:72)

- V2v;logyn - 2E[Y?|v;k

Posons alors
Xpe = (Xne(1),..., Xpo(N)) € RY.

Nous allons décrire le comportement limite du vecteur X, . dans les lemmes 6.4.11 et 6.4.12.
Les démonstrations de ces deux lemmes nécessitent deux résultats techniques établis dans
les lemmes 6.4.8 et 6.4.10.

Soit {II.(t) : ¢ > 0} un processus de Poisson composé continu a droite tel que E[I1.(¢)] =
E[Y]E[II(t)] = E[II(¢)], puisque I'hypothese (H.1) est vérifiée. Pour j = 1,..., N, soit

Yoelj) = \/QVjE[YQ]Ii(n) log, (Hc (k(n) Z l/i) — I, (k(n) Z Vi) — k(”)%‘) .
(6.

i=1 i=1
73)

Posons alors
Yoe = (Yne(l),..., Y, e(N)) € RN,

Lemme 6.4.8. Lorsquen > 5 et

N | —

k(n) o
7 . <

nous avons, pour tout sous-ensemble de Borel A de RY,
P[X,.€ A <2P[Y,.€ A].

Démonstration. En utilisant le fait que la distribution de Y,, ., sachant que II(n) = n,
est égale a la distribution de X, ., la démonstration est similaire a celle du théoreme 5.3

du chapitre 3. O
Lemme 6.4.9. Soit N > 1 fizé. Soient L = L(n) et n > 1 des entiers positifs. Soit
R = (Ry,...,Ry) un vecteur de loi multinomiale de la forme
I N L*Z;'V:1 Tj
P[Ry=r1,...,Ry =7rn]| = ' R 1—ij ,
ril.ory! (L—ZN r-)! =1
j=1"7J J

pour les entiers ry > 0,...,ry >0 et Zjvzl r; < L. De plus, soit
pj = ——=v; et r;=DLp;j+d;+/2npjlogan  pourj=1,... N,
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6.4. Démonstration du résultat principal

et supposons que n/L et §; = 6, ; pour j = 1,..., N sont bornés lorsque n — oo. Alors,
pour tout € > 0, il existe une constante C' > 0 telle que nous ayons, pour n suffisamment
grand,

P[Ry =71,...,Ry =rn] > Ck(n)™?exp ( (I1—¢) (Zé ) log, n> . (6.74)

Démonstration. Nous commencons la démonstration de ce lemme dans le cas d’une
variable binomiale. Dans ce cas, le lemme 6.4.9 devient :
Soit R une variable binomiale de parametres L = L(n) et p. De plus, posons

p=—-=v et r=Lp+d,\/2nplog,n.

n

De plus, supposons que n/L et ¢, sont bornés lorsque n — oo. Alors, pour tout € > 0, il
existe une constante C > 0 telle que, pour n suffisamment grand, nous ayons

P[R =] > Ck(n) ?exp (— (1—¢) %(52 log, n) . (6.75)

Démonstration. Commmencons par rappeler quelques résultats dis essentiellement a
Hoglund [69].

Théoreme 6.4.1. Supposons que

(F.1) la distribution de la variable aléatoire X est non dégénérée, i.e. P[X = z] <1 pour

reR;
(F.2) to =sup{t: ¥(t) = Elexp(tX)] < oo} > 0;
(F.3) EX] = pu € R existe;

(F.4) t; = inf {t: 1/1( ) = Elexp(tX)] < o0} < 0.
Posons Var[X] = 02 < 0o (avec o > 0). Alors, uniformément pour tout 1 < z = O (y/n),
lorsque n — 00, nous avons

2

p{sf;;ﬁm‘zx} :[1—<I>(x)]exp(%—n\l’<u+\/_)+O(\/ﬁ))>

ot la fonction U est définie par

W () = sup {ut — log (1)} (6.76)
telp
ou Iy = {t : ¥(t) < co}.
Démonstration. Voir le théoreme A.(i) p.107 de P'article de Hoglund [69]. O

Propriété 6.4.3. La fonction T qui a x associe [1 — ®(y/z)] exp (x/2) est strictement
monotone, vérifie 7(0) = 1/2 et

1
1——<7(x)V2rx <1 pourz>0. (6.77)
x
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Démonstration. Voir l'article de Hoglund [69], p.115 pour la premiére partie de cette
propriété. Pour les inégalités (6.77), nous renvoyons au livre de Feller [54], p.166. O]

Corollaire 6.4.1. Supposons que
(F.1) la distribution de la variable aléatoire X est non dégénérée, i.e. P[X = x| <1 pour

reR;
(F.2) to =supt: ¥(t) = Elexp(tX)] < oo >0;
(F.3) E[X] = u € R existe;

(F.4) t; =inf {t: ¢¥(t) = Elexp(tX)] < oo} < 0.

Posons Var[X] = 02 < 0o (avec o > 0). Alors, uniformément pour tout 1 < z = O (y/n),
lorsque n — 0o, nous avons

Sp —np C ox
Pl——>z| >— —nU il
Ptz = grew (e (e 7))
ot C est une constante convenable et ou la fonction ¥ est définie en (6.76).

Démonstration. On se sert du théoreme 6.4.1 et des inégalités (6.77). O

Nous avons maintenant tous les outils a notre disposition pour démontrer l'inégalité 6.74
dans le cas d’une variable binomiale R de parametres L et p. Ainsi, nous obtenons que

\/Lp (1—p \/Lp(l —p)

exp (—U(r)), en appliquant le corollaire 6.4.1 avec n = 1.

R — Lp r—Lp ]

>

\/k(n)

D’autre part, d’apres 'article de Deheuvels et Steinebach [38], nous savons que lorsque
a—0

U(p+a)=-—+o(a?). (6.78)

Ainsi, en utilisant (6.78) nous obtenons que

C

P[R=1r] > o O (=W(r))
e
> o) exp (—¥(Lp+ (r — Lp)))
> ¢ exp <—(1 — 5)%62 log, n) :

gy
2

ce qui acheve la démonstration du lemme 6.4.9 dans le cas d’'une variable binomiale R de
parametres L et p. O

148



6.4. Démonstration du résultat principal

Pour un vecteur R de loi multinomiale, la démonstration se généralise facilement et utilise
sensiblement les mémes arguments. O

Le lemme 6.4.9 est une étape intermédiaire pour établir le lemme technique 6.4.10 men-
tionné ci-dessus. Rappelons que nous avons 1’égalité en distribution suivante

B(na:

Z Y; pour x € [0,1],

ou B(n, z) est une variable binomiale de parametres n et z. Cette égalité peut se généraliser
dans le cas du processus empirique composé local au point t indexé par la classe C. Nous
en déduisons alors 1’égalité en distribution suivante

v (Ui ct+ (@)wo) iin,

i=1
ou le vecteur R suit une loi multinomiale de parametres.

Lemme 6.4.10. Soit {Y; : i > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de méme loi que la variable aléatoire Y = Y;. De plus, supposons
que E[Y] =1 et Var[Y] = 02 < 0o. Soit N > 1 fizé. Soient L = L(n) et n > 1 des entiers

positifs. Soit R = (Ry, ..., Ry) un vecteur de loi multinomiale de la forme
N L—Zévzﬁ"j
L! T T
P[Rlz'rl;""RN:rN]: N pllp]\]fv (1_Zp]> )
r!.ory! (L—ijlrj)! =1

pour les entiers ry > 0,...,ry >0 et Zjvzl r; < L. De plus, soit

k(n
pjzﬁl/j et rj=Lp;+0\/2npjlogon pourj=1,...,N,
n
et supposons que n/L(n) et §; = 0, ; pour j =1,..., N sont bornés lorsque n — oo. Alors,

pour tous € > 0 et ¢ > 0, il existe une constante C' > 0 telle que, pour n suffisamment
grand, et pour tout réel > 0 nous ayons

ZY>6 > Ck(n)~W+D/ exp( (1—¢)— <Z52>log2n>exp< (1_8>ﬁ;>

- (6.79)

Démonstration. Ici, nous présentons la démonstration de ce lemme uniquement lorsque
le vecteur aléatoire R est réduit a une variable aléatoire binomiale. La démonstration du
cas ou le vecteur aléatoire R suit une loi multinomiale utilise les mémes arguments que
celle du cas d’une variable binomiale que nous allons faire maintenant. La démonstration
du cas multinomial s’acheve en utilisant le lemme 6.4.9.
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Soit R une variable aléatoire binomiale de parametres L = L(n) et p. De plus, posons

k
p= ﬂy et r=Lp+ d,\/2nplog,n.

Supposons que n/L et d, sont bornés lorsque n — co. Pour tout réel 8 > 0, nous avons

R

Y Yvi>p

=1

T

Y vizp

=1

P > P[R=r|P

D’une part, remarquons que

En appliquant le corollaire 6.4.1, nous en déduisons qu’il existe une constante C, telle que,
uniformément pour tout r, lorsque n — 0o, nous ayons

Sz e (0 ()
P = > > exp| —rV¥ =] ],
{ o T o T k) :
ou la fonction W est définie en (6.76). De plus, d’apres l'article de Deheuvels et Steine-
bach [38], nous savons que lorsque o« — 0

U (p+a)= ;‘722 +o0(a?). (6.80)

Ainsi, nous obtenons que pour tout ¢ > 0, il existe une constante Cy telle que, lorsque
n — 00, NOUS ayons

S ]

Nous en déduisons qu’il existe une constante G, telle que, lorsque n — 0o, nous ayons

R
C n e
P Zzlyzﬁ > _k‘(n) exp <—(1 — 6)352 log, n) exp (_(1 _ 6/)§> 7
en utilisant le lemme 6.4.9 dans le cas d’une variable R binomiale. O

Lemme 6.4.11. Supposons que les hypotheses (C.1-2-3-4-5), (K.1-2) et (H.1-2) sont
vérifiées. Alors la suite {X,.:n > 1} est presque stirement relativement compacte dans
RN . De plus, l’ensemble limite est inclus dans

JLN:{x:(xl,...,xN);Zx§g1}. (6.81)
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6.4. Démonstration du résultat principal

Démonstration. La démonstration de ce lemme se décompose en quatre étapes.

Premiére étape. Fixons v € (0, 1) et introduisons la suite n(m) = [(1+)™|. Considérons
les ensembles définis, pour n tel que et m > 0 par

k(n(m)) 1/d
D'(n) = [ — ) D:=p,D;. .82
J(H) (k(n) n(m) 3= P (6.82)
En conséquence, pour j =1,..., N et n > 1, posons

n

)\ V4
X}Aﬁ=a¢2prqmawk%ﬂfmﬁ<t+(E%l> Dﬁ@) (6.83)

et
Xl o= (X)), X (V)

Nous allons montrer que, pour tout € > 0, il existe un réel 75 > 0 tel que, pour tout
0 < v < 70, nous ayons

li Xoe(d) =X (4 8. 84
msup (e 1,.0) = X)) <= ps (6:89
D’abord, remarquons que, pour tout m assez grand et n tel que n(m — 1) < n < n(m),
NOUS avons

1—v<

<1. (6.85)

n(m)

Comme k(n) T 0 et n='k(n) | 0, (6.85) implique, pour tout m assez grand et n tel que
n(m —1) <n < n(m) que

log, n(m) o

(1 =) k(n(m)) k(n(m)) < k(n) < k(n(m)). (6.86)

logon = n(m)

Ainsi, d’apres (6.82), (6.85) et (6.86), pour tout m assez grand et n tel que n(m — 1) <
n < n(m), nous avons

Di(n) =paD;, ot (1—7)""<p, <1

D’apres (6.7) appliqué a {D; : 1 < j < N}, il s’ensuit que, pour tout ¢ > 0, nous pouvons
choisir v = 7y(g) > 0 si petit que, pour tout m assez grand,

, e . 1
max : ( max _d, (D, Dj(n))) < 5 min <1, ?> : (6.87)

n(m—1)<n<n(m) \1<j<N

ou K est définie en (6.64). Pour conclure nous appliquons le lemme 6.4.7, qui sous I’hy-
pothese (H.2), lorsqu’il est combiné a (6.87), suffit & prouver (6.84).
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Deuxiéme étape. Pour j =1,..., N, m > 1 et n tel que n(m—1) < n < n(m), introduisons

"o\ n o k(n(m)) B ]
Xn,c(]) = \/QVjJE[Y2]/€(n(m)) logy n(m) ™° (t + ( n(m) ) D])

_ \/ k(n)logy n X1.(7) (6.88)

k(n(m))logy n(m)

k(n)

=\ &n(m))

Xne(d),

et
Xhe = (X7 (1), ..., X5 (N)).

» “Ine

D’apres (6.83), nous remarquons que

Pour n tel que n(m — 1) < n < n(m), notons également que nous avons l'égalité en
distribution suivante

v vy d n(m) —n k(n(m))\ "
Hotey ) = ) = \/ 30, BV logg ) (t - () Dj) ‘

Soient & = (01,...,0n) et = (n1,...,nn). Introduisons les événements

Coe(64+7) = { M IX0.G) = 6+,

1<j<N

pour n tel que n(m — 1) <n < n(m)},

Dy (8) = { N rx;:m),c(j)\zaj}—{ N an<m>,c<j>\zaj} daprés (6.89) .

1<j<N 1<j<N

Nous allons prouver que si §; > 0 et n; > 0ousid; =n; =0 pour j =1,..., N, alors il
existe un entier mg tel que, pour tout m > mg, nous ayons

P[Cme(d+m)] <2P[Dp.(6)]. (6.91)
Pour établir I'inégalité (6.91), posons
Ene(d+m) = { m |X;L,,C(j)| > 0; +77j} 3

1<j<N

(6.92)
Fone(n) = { ﬂ | X my.c () — X5 ()] < 77]} :

1<j<N
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6.4. Démonstration du résultat principal

Dans la suite de la démonstration, sans perdre en généralité, nous supposons que
min (61,...,05) >0 et np=min(mn,...,ny) > 0.

Pour n tel que n(m — 1) < n < n(m), remarquons que les événements {F,. (6 +n) :
n(m —1) < ¢ < n} et Fp,,.(n) sont indépendants. Notons E le complémentaire de
I’événement FE. Il s’ensuit que

n(m) r—1
PlCun(@+m]= > PlE(+m)Nn () Fuld+n)
r=n(m—1)+1 g=n(m—1)+1

Par conséquent, nous avons

inf P [Fm,n,c (77) Cm,n (5 + ”7)]

n(m—1)<n<n(m)

n(m) r—1
< Y P|E@+mNFu ()N () Eu(d+m)| (693)
r=n(m—1)+1 g=n(m—1)+1
<P [Dpc (8)] .

D’autre part, d’apres (6.90) et 'inégalité de Chebyshev, uniformément pour n tel que
n(m — 1) <n < n(m), lorsque m — oo, nous avons que,

P[F

— 0.

-2 = " . noray |2 N(n(m) — n)E[Y2]
nne (M) <1 ;EU%»CW = X0 ] < Gy gy nie)

Ainsi, nous en déduisons qu’il existe un entier mg tel que, pour tout m > my,

1
inf  P[Fpae®m)]> =

n(m—1)<n<n(m) 2

ce qui, d’apres (6.93), implique (6.91).
Troisiéme étape. Notons |.| la norme euclidienne sur RY. Pour tout sous-ensemble E de
RY et ¢ > 0, définissons

EFF={xeR:|x-y|<e pouryeFE}

Fixons € € (0,1). Nous allons d’abord démontrer qu’il existe une constante K (¢) telle
que, pour n assez grand, nous ayons

P.(e)=P [ngc ¢ L%s pour n tel que n(m —1) <n < n(m)}
<P[X) *>1+¢c pourn tel que n(m—1) <n < n(m)] (6.94)
< K () exp (— (1 + Z) log, n(m)) :
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Soit [16 N/e]. Remarquons que si
2 2 _
i+ try=1+e<2,

alors, pour [01] <2/Q,...,|0n] < 2/Q, nous avons

N
(x1+51)2+...+(:vN—|—5N)221+€—4Z|5i|21+§. (6.95)

=1

Supposons que ]X;’LC 2> 1+4e¢, et posons, pour j =1,..., N,

Vite . o x; sim; =0,
xj:(lxw Xac@), my=Qlxl] et &=9 Z7 Y

Comme |§;] < 2/Q pour j = 1,..., N, il s’ensuit d’apres (6.95) que m = (my,...,my)
varie dans I’ensemble

Sy(e)={me{0,...,2Q}": Z (mj_1>221—i-E . (6.96)

2
1<j<N:m;>2 Q

De plus, en utilisant la définition (6.92) de I’événement E, ., nous avons les inclusions des
événements suivantes

{(XiP>1+}C | EBue@/Q)

HnESN(E)

c U N {ma=mst

meSy(e) | 1SG<N:m;>2

(6.97)

Posons M; = max (0,m; — 1) pour j = 1,..., N. D’apres (6.91) et (6.97) nous obtenons
que

]P’[ X7 .|* > 1+ ¢ pour n tel que n(m —1) <n < n(m)}

ma my
< EN P{Om,c(ay-~a6>]
_ M My (6.98)
<2 P_Dm,C<Q,..., Q)]

<2 Y rl N AXwozY

meSy(e) _1§j§N:Mj21
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D’apres le lemme 6.4.8 et le fait que les variables aléatoires Y,(n) . sont indépendantes
pour 7 =1,..., N, nous avons

Pl N ozl < T p|{memaiz ] 6o

1<j<N:M;>1 1<j<N:M;>1

A cette étape de la démonstration, nous allons rappeler une inégalité établie au chapitre
3.

Inégalité 6.4.2. Soit un réel b > 0. Soit 11.(b) une variable de Poisson composée. Sous
la condition (H.2), pour tout u > 0, nous avons

1.(5) — EITL(3)] N
) (20 (20)). e
ot la fonction 1 est définie en (6.54).

Démonstration. La démonstration de cette inégalité se trouve dans le chapitre 3, para-
graphe 3, théoreme 3.3.2. O

Rappelons également une propriété de la fonction .

Propriété 6.4.4. Au voisinage de 0, la fonction 1 admet le développement suivant

uwoou? ol (—1)"2u"
=l—=—4———+--- <1
V() 375 10 T hemrn pour [y
Démonstration. Pour la démonstration de cette propriété, on pourra consulter la pro-
priété 15, p.441 du livre de Shorack et Wellner [125]. O

D’apres l'inégalité 6.100, la propriété et la définition (6.73), nous obtenons, pour M; > 1,
la borne supérieure suivante

. M; ~ (loeen M; 2 MM, 2logyn
P[!Yn,cwza]szexp( o) () (1 Q VjE[YQ]Mn))). (6.101)

D’apres les hypotheses (K.1-2), 'expression ci-dessus est, pour n assez grand, pour j =
1,...,N et pour 1 <M, <@, inférieure a

2 exp (- G i i;é) (logy 1) (%)2) |

Soit Ky () = #Sn (). D’apres (6.94), (6.96), (6.98), (6.99) et (6.101), nous obtenons,
pour n assez grand que,

P () <2% 37 exp <_ (%) o) 3 (%)2>

]mESN(E)

(6.102)

< 2VP2K (g) exp (— (1 + Z) log, n(m)) :
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En choisissant K; (g) = 2V 2K, (), nous obtenons (6.94) d’apres (6.98) et (6.102).

Quatrieme étape. D’apreés (6.94) nous remarquons que pour tout € > 0,

f:[?’m (e) < 0,

m=1

ce qui, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, implique que
PX. [?>1+¢ is]=0. (6.103)
D’apres (6.88), remarquons que, lorsque I'encadrement (6.86) est vérifié, nous avons
(1= X < IX7
Ainsi, d’apres (6.103), nous obtenons que

1+¢
L—7

PIX, P> is.| =0. (6.104)

Comme ¢ > 0 et 7 > 0 peuvent étre choisis arbitrairement petit dans (6.84) et (6.104),
nous complétons la preuve du lemme (6.4.11) d’apres 'inégalité triangulaire. O]

Lemme 6.4.12. Supposons que les hypotheses (C.1-2-3-4-5), (K.1-2) et (H.1-2) sont
vérifiées. Alors, la suite {X,,.:n > 1} est presque sirement relativement compacte dans
RN . De plus, l’ensemble limite contient

Démonstration. La démonstration se décompose en deux étapes.

Premieére étape. Soit v > 0 fixé et posons n(m) = |(1 + v)™] pour m > 0. Pour j =
1,..., N, introduisons

. (m) Kln(m)) ) "
Z o) = \/2VjE[y2]k(n(m)) log, n(m) Onfm—1)c (t * ( n(m) ) Dj)

et

"o\ n(m) k(n(m)) 1/d
Zmel0) = \/2vjE[Y2]k<n<m)) logy n(m) “"" (t * (W) Dj)
_ n(m —1) . k(n(m))\ V* |
\/QV]E[YQ]/{:(n(m)) ]0g2 n(m) n(m—1),c (t + (—n(m) ) DJ) (6105)

nim-—1)_,

Zm,c(j)'

= Xn(m),c(.ﬁ - n(m)
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6.4. Démonstration du résultat principal

Remarquons que les variables aléatoires 7 .(j) sont indépendantes pour m > 1 et nous
avons 'égalité en distribution suivante

" . Q n(m) — n(m — 1) k(n(m)) 1/d
Zmd9) = \/QVJE[YZ]k(n(m)) logyn(m) ~ nmmnim e (t * (W) Dj) '

En répétant les arguments utilisés dans la troisieme et quatrieme étapes de la preuve du

lemme 6.4.11, nous obtenons directement que, pour tout j =1,..., N,
limsup|Z,, .(j)] <1 ps. (6.106)
Soit
Lo = (Zn (1), Z o(N)) .
Comme
n(m —1)
—— = — 1 lorsque m — o0,
n(m)

(6.105) et (6.106) impliquent que, pour tout € > 0, il existe presque surement un réel
v =7 (g) > 0 tel que, pour tout v > 71, nous ayons pour m assez grand

|Xn(m)7c — Z;;%J < E. (6107)

Deuziéme étape. Soit Q > 1, (mq,...,my) € {1,...,Q} fixés, (e,...,en) € {—1,1}".
Introduisons

A (61 7 (1) € (le_ S %1 enZl (N) € (mNQ_ L %D . (6.108)

Nous allons démontrer dans cette étape que, lorsque

XN: (%)2 <1, (6.109)

j=1

nous pouvons choisir v > 0 aussi grand que

> P, = (6.110)
Comme @ > 1 peut étre choisi arbitrairement grand dans (6.108) et € > 0 arbitrairement
petit dans (6.107), le lemme de Borel-Cantelli, I'inégalité (6.109) le résultat (6.110) et le
fait que les variables aléatoires Z!" sont indépendantes, impliquent alors la conclusion du
lemme 6.4.12.
Afin de prouver (6.110), nous allons utiliser le lemme 6.4.10. D’apres (6.73), (6.108) et en
appliquant le lemme 6.4.10 ot 'on pose n = n(m), 0; = €;(m;/Q) et L = n(m)—n(m—1),
il s’ensuit que pour tout € > 0 et pour m suffisamment grand,

P’ > Kexp (—(1 - g)n(m) f(zsn my {; (%) }log2 n(m)> .
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Finalement, nous remarquons, d’apres cette minoration, si nous choisissons ¢ suffisamment
petit et v suffisamment grand, que

l—c & /my)\?
— = N (=) <1,
Camx (@)
alors (6.110) est vérifiée. Ceci acheve la preuve du lemme. O

Lemme 6.4.13. La suite de fonctions

@n,c(cl) . @n,c(CM) ‘n >3
V2logon’ T \/2logyn

est presque stirement relativement compacte dans RM. De plus, [’ensemble limite est égal
{( o(s) dA(s), -, o(s) d/\(s)) ; ¢*(s) d\(s) < 1} . (6.111)
C1 Cum R4

Démonstration. D’apres les lemmes 6.4.11 et 6.4.12, nous obtenons que la suite de

fonctions
{@n,c(Dl) @nc(D ) >3}

V2logan 7 \/2logyn

est presque stirement relativement compacte dans RY. De plus, 'ensemble limite est égal

a N r
(Y1, yn) - <1,. (6.112)
{ jzl A(D;)

Soit

N

=> b

XD

J=1

Remarquons que, si (6.112) est vérifié, alors pour 7 = 1,..., N, nous avons

/ ¥ (s) d\(s) et Y2 (s) dX(s) < 1.
R4
Inversement, supposons que ¢(s) est une fonction quelconque mesurable sur R?, telle que

5 ¢*(s)dA (s) <1,

et introduisons

yjI/ng(s)d)\(s) pour j=1...,N.

J
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6.4. Démonstration du résultat principal

D’apres 'inégalité de Cauchy Schwarz et le fait que les ensembles D; sont disjoints, nous

i {fewof
cin L #mia) ()

¢* (s) dA (s)

N yz
J —
2 MD;)

j=1

>/

Mz M=

IN

INA
E%\» i

<

D’apres ceci, et étant donné (6.81), il s’ensuit que I'ensemble défini en (6.112) coincide
avec I'ensemble suivant

{([owme. [ swnw) [ donw<} o

Comme chaque Cj, pour ¢ = 1,..., M, est, presque partout pour la mesure )\, 'union
disjointe des ensembles pris parmi {Dy,..., Dy}, (6.111) s’ensuit directement de (6.113).
m

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour prouver le théoreme 6.3.1. Fixons
e > 0 arbitrairement. Cette démonstration reprend les arguments de ceux utilisés dans
le théoreme 2.1 p.415-416 de larticle de Kuelbs et Dudley [75]. Si nous choisissons
g =1 5 min(ep, e/8K, £2/4) dans le lemme 6.4.7, alors, d’apres ce lemme, il existe presque
surement un entier ny tel que, pour tout n > ny, nous ayons

sup Wh.e (C,k(n)/n, 5/2)

ceC V/2logyn

D’apres (6.29) il existe une suite {C; : 1 <i < M} C C avec la propriété suivante.

(6.114)

wlm

Propriété 6.4.5. Pour tout C € C, il existe un entier i € {1,---, M}, tel que nous
ayons dx(C, C;) < e1/2.

D’apres (6.59) et (6.114), nous obtenons

@n,c(C) o Gn,c(cz) S f (6115)
V2logyn  y/2logyn| T 2
Soit 1 <nf <---<nl, <--- une suite telle que, la suite

@n,c(ci)
\/2log,n
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converge vers une limite pour chaque 1 < i < M. D’apres le lemme 6.4.13, il existe une
fonction mesurable ¢ qui vérifie
/¢2(s) d\(s) <1
R

\/210g2n /¢ JaA(s

D’autre part, 'inégalité de Cauchy Schwarz entraine

5)dr (s /¢ Jarts \//cw A E VARG (6.117)
3
ST

et telle que,

< (6.116)

max
1<i<M

%Im

82

uniformément par rapport a ¢ € S(C) et dy\(C,C;) < —
Ainsi, en combinant (6.115), (6.116) et (6.117), nous obtenons que,

0,.(C)
ggg \/Tm Cgb(s) d\(s)| <e (6.118)

Nous allons maintenant montrer que, presque stirement,
On(C)

lim su inf sup | ————=- < e. 6.119
n—»oop {fES((C) (Ceg \/ 210g27’L ) } o ( )

Pour prouver cette inégalité, nous remarquons que si (6.119) n’est pas vérifiée, alors il
existe un € > 0 et une suite 1 < ny; < ny < --- telle que, nous ayons
On.e(C)

inf sup | ————— >e4 £
fes(C) (Ceg \/2logyn )

D’autre part, le lemme 6.4.13 nous permet d’extraire de {n,,} une suite {n, } telle que

- f(C)

- f(C)

@n,c(ci)

v/2log,n
converge pour tout 1 < i < N. D’apres (6.118), nous obtenons une contradiction. Comme
e > 0 peut étre choisi aussi petit que 1'on veut (6.119), il s’ensuit que, presque surement,

One(0) } = 0. (6.120)
C

lim ¢ inf ||———=
n—00 {fGS(C) v/2logyn

D’autre part, nous avons la propriété suivante.

- f(C)
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Propriété 6.4.6. S (C) défini en (6.20) est un sous-ensemble compact de B (C).

Démonstration. Afin de prouver que cette propriété est réalisée, il suffit de montrer
que S (C) est totalement borné et complet par rapport a la topologie de la convergence
uniforme. Etant donné D'égalité des ensembles définis en (6.112) et (6.113) et d’apres la
compacité de la boule unité de R la premiere partie est une conséquence évidente de la
propriété (6.29) combinée avec I'existence, pour chaque ¢ >0, de {C;: 1 <i < M} € C,
telle que I'inégalité (6.117) soit réalisée. La seconde partie découle directement du fait que
S (C) est un sous-ensemble fermé de B (C). O

D’apres (6.120), il s’ensuit que 1’ensemble limite de

{@_<0> e @}

\/2logy,n

est presque strement inclus dans S(C). Pour montrer que nous avons 1’égalité, nous
choisissons une fonction quelconque ¢ € S(C). D’apres le lemme 6.4.13, il existe une
suite 1 < nj < n) < ..., qui dépend de € > 0, suivant que (6.116) et (6.118) ont lieu
au voisinage de oco. De plus, il existe un entier n = n (e, ¢) tel que (6.118) ait lieu. En

répétant cet argument pour une suite € = g, | 0, nous obtenons facilement 1’existence
d’une suite croissante 1 < nj < nj < ..., suivant laquelle
On(C)

‘ \/2log,n

Ceci implique que ¢ appartient a I’ensemble limite de

— 0.

C

@TLC
——:n>1
{\/21og2n }

et complete la démonstration du théoreme 6.3.1.

6.5. Applications

6.5.1. Quelques théoremes locaux pour des échantillons non-
uniformes

Le premier théoreme donne un exemple de la maniere dont on peut appliquer le corol-
laire 6.2.1 & des suites de variables aléatoires de distribution non uniforme.

Théoréme 6.5.1. Soit {X,, : n > 1}, une suite de variables aléatoires indépendantes de
fonction de répartition F dérivable au point x de dérivée F'(x) = f(x) > 0. Supposons
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que la suite {k(n) : n > 1} vérifie les conditions (H.1) et (H.2). Alors, pour tout réel t
fixé, la suite de fonctions de s € [0,1] définie par

{ws) = (2log, m—”%%(@ f@)) h (F <x + ﬂ”%) ~ F(x),

F(x+M(t+s)) —F(x)),F(x),Mf(x)) tn > 1} (6.121)

n n

est presque surement relativement compacte dans [’ensemble des fonctions bornées sur
Uintervalle [0,1], muni de la topologie de la convergence uniforme. L’ensemble de ses
points limites contient les fonctions de la forme

P(s) = /OS o(u) du avec /0 o(u) du < 1. (6.122)

Démonstration. Nous nous limitons ici au cas ou la fonction de répartition F' est conti-
nue et strictement croissante sur R. Soit la suite {U,, = F,,(X,,) : n > 1}, ou les U, sont
des variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur l'intervalle (0, 1).
En appliquant le corollaire 6.2.1, nous obtenons que, pour tout A > 0, la suite de fonctions
de (y, z) définie par

0n ({41 F), 2 (0))

n
v/2logyn 7

est presque stirement relativement compacte par rapport a la topologie de la convergence
uniforme. L’ensemble limite contient les fonctions de la forme

\I]n(% Z) =

pour—A<y<z<A (6.123)

U(y, z) = /z o(t)dt avec /_00 P*(t)dt < 1. (6.124)

Un argument basé sur I’équicontinuité uniforme de la fonction ¥ définie en (6.124) permet
de montrer que la suite W, (g,(y), gn(2)) est aussi relativement compacte et ’ensemble
limite est caractérisé par (6.124), lorsque g,, est une suite de fonctions non décroissantes
telle que, pour tout M > 0,

o\ JzI<M

gulz) = (@f@)) B (F (:c + @2) . F(a:)) .

Comme cette fonction satisfait (6.125), nous pouvons conclure au théoréeme 6.5.1. ]

lim (sup lgn(2) — z|> = 0. (6.125)

Soit
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Notre second résultat donne également un exemple de la maniere dont on peut appliquer
le corollaire 6.3.1 a des suites de variables aléatoires de distribution non uniforme.

Théoréme 6.5.2. Soit {Y; : i > 1}, une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, de fonction de répartition Fy dérivable au point x, de dérivée
fyv(z) > 0. De plus, la suite {Y; : i > 1} vérifie les hypothéses (H.1-2). Soit {X; : i > 1},
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de fonction
de répartition Fy dérivable au point x, de dérivée fz(x) > 0. Supposons que la suite
{k(n) : n > 1} vérifie les hypotheses (K.1-2). Alors, pour tout réel t fixé, la suite de
fonctions de s € [0,1] définie par

{\I/njc(s) = (2log, n)_1/2

one (M) (o 42 - vt

Fy (w+ @(ws)) - FX(x)>,FX(:p), @fﬂ@) ‘n > 1}

est presque surement relativement compacte dans l’ensemble des fonctions bornées sur
Uintervalle [0,1], muni de la topologie de la convergence uniforme. L’ensemble de ses
points limites contient les fonctions de la forme

W(s) = /OS¢(u) du avec /01 o(u) du < 1.

Démonstration. La démonstration se fait de la méme maniere que celle du théoreme 6.5.1.
m

6.5.2. Estimation de la densité

Soit X, X4, Xo, -+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées a valeurs réelles de fonction de répartition F' et de densité f. Le probleme de
I’estimation de f par des techniques non-paramétriques a été largement abordé. En par-
ticulier, Parzen [109] et Rosenblatt [115] s’y sont intéressés et ont introduit 'estimateur
a noyau qui porte leur nom. Il se définit ainsi

B = -3 (55

_ /Oo hinK (xh_nt> dF,(t), (6.126)

o0

ou {h, : n > 1} est une suite de constantes positives, et le noyau K (-) est une fonction
qui vérifie les conditons suivantes.
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(K1) [3 K(u)du=1.
(K.2) K(-) est a variation bornée sur R.
(K.3) Il existe un M < oo tel que K(u) = 0 pour |u| < M/2.

Théoreme 6.5.3. Supposons que la fonction de répartition F soit dérivable au point
x € R et admette une dérivée f(x) > 0. Supposons de plus que la suite {h, : n > 1}
vérifie les conditions suivantes

(S.1) (i) h, \\O0; (it) nh, oo lorsque n — oo.
(S2)

— 00 lorsque n — Q.
log, n

Soit un noyau K(-) qui vérifie les propriétés (K.1-2-3). Alors nous avons

nhy,

limsup £ [ (1 () ~ Bl (2)]) = \/f(x)/RKz(u) du ps (6.127)

00 2log,

Démonstration. Posons pour = € R,
Foz)=n""#{X;<x:1<i<n} et F(z)=PX, <) (6.128)

Pour la suite de cette démonstration, nous poserons également K (t) = K (—t) pour t € R.
Nous obtenons, apres un changement de variable et d’apres (K.3),

=gl = [ () ano- [ _gon (57) o
_ /: hinK (ﬁh_n t) (dF, () — dF ()}

— hi /M K (u) d{F,(x + hyu) — F(z + hyu)}. (6.129)

En intégrant par parties (6.129), nous obtenons

{fa(@) — E[fa(2)]}

., /M { Vi (Fo(@ + hott) = Fy (2 — hyM) — F(z + hyu) + F(z — hy, M))

\/2h,logyn }d{—f((u)}

(6.130)

Maintenant, une application du théoreme 6.5.1 montre que 1’ensemble des points limites
du membre de droite de (6.130) est presque sirement égal a

Leviw [ owasha-icy: [ swansi)
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Nous concluons en procédant de nouveau a une intégration par parties pour obtenir que
I’ensemble limite est égal a

{i%/j\z () K (u)du - /_Z & (u)du < 1}.

Enfin, nous appliquons l'inégalité de Cauchy Schwarz et nous obtenons la conclusion du
théoreme 6.5.3. O

Remarque 6.5.1. Ce théoreme se généralise en dimension d > 1. Pour de plus amples
détails, nous renvoyons a 'article [36].

6.6. Appendice

Dans cette section, nous allons établir le lemme 6.4.4. Pour cela, nous allons rappeler et
établir quelques résultats.

Lemme 6.6.1 (Inégalité de Lévy). Soit V' un espace vectoriel réel et || - || une semi-
norme sur V. Soient {D; : i > 1} une suite de variables aléatoires a valeurs dans V,
Sp, =Dy + -+ D, et Sy, = Sy — (D1 +---+ D,,), 1 < m < n. Supposons que,
pour 1 < m <n, ||Sn|| et ||Smn|| sont mesurables et que < ||Si||, -+, ||Smll, ||Sal| > ont
la méme distribution jointe sur R™ que < [|S1|],- -+, [|Sml|, |Smnl| >. Alors, pour tout
réel K > 0 et pour tout entier n > 1, nous avons

P |maxisyl > K] <22 (15,11 2 K1
j_?’l,
Démonstration. La démonstration de ce lemme se trouve dans ’article de Kuelbs et

Dudley [75]. O

Le lemme qui suit est tres connu dans le cas séparable. Nous renvoyons par exemple aux
articles de Kahane [79], p.16, Hoffman-Jorgensen [68], 3.3, Jain et Marcus [74], lemme 3.4.

Lemme 6.6.2. Supposons que les hypotheses du lemme 6.6.1 sont vérifées et qu’il existe
un réel K tel que pour tout entier i > 1, ||D;|| < K. De plus, supposons que, pour tout
1 <m <mn, les deux variables aléatoires < ||Si||,--- ,||Sm|| > de R™ et ||S,, — Si|| de R
sont indépendantes. Alors, pour tout réel t > K et pour tout entier n > 1, nous avons

P[|1S,]] > 3t] < 4P[||S,|| > t]*.

Démonstration. La démonstration de ce lemme se trouve dans 'article de Kuelbs et

Dudley [75]. O

Soit {Y; : @ > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de méme loi que la variable Y =Y} et qui vérifie I'hypothese (H.2). Soit {U; : i > 1}
une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur I'intervalle
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[0,1]. Soit {V; : @ > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que la suite {U; : @ > 1}. Nous allons appliquer les lemmes 6.6.1 et 6.6.2 aux variables
D; = Y1y, — Y;1y,, pour i > 1, et nous allons remplacer la norme ||.|| par la norme ||.||e
définie dans la proposition 3.2 de Dudley [48].

Lemme 6.6.3. Pour toute classe de Donsker P €-Suslin € et pour tout € > 0, il existe un
entier v et une décomposition € = €y U---U C,, ou les C; sont disjoints, tels que chaque
C; = C(j) est P €-Suslin et pour A; € C;, N = N(g) < oo, et |[f]|; = supceey [ f(C) —
f(A;)], nous avons pour chaque j =1,...,r,

1
sup P [Hsnuj > Ex/IE[YZ]n] <.
n>N 80

Démonstration. La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemme 3.3 p.411
de l'article de Kuelbs et Dudley [75]. O

Lemme 6.6.4. Pour tout e > 0, pour tout j =1,...,r et pour n > max (N(g),2e72), ot
N(e) et C; sont définis dans le lemme 6.6.3, nous avons

E[[|Sa]l7] < 172 E[Y?]n.
Démonstration. Posons u = e2E[Y?n > 2(M+ 1). Comme ||S, ||; est mesurable et

rappelons que D; = Y1y, — Y;1y,, les lemmes 6.6.1 et 6.6.2 sont vérifiés en prenant
K =2(M+1) et la norme ||.||; dans le cas présent. Alors nous avons

EISIEO] = [ Plls.l>3vi] d

< u—l—/ P IS, > 3vE | dt

UOO )
< u+/ 4P [HSTLHJ>\/¥} dt  d’apres le lemme 6.6.2
< u—l—/ P[||Sn||j>\/E] dt/20  d’apres le lemme 6.6.3
<

u+/00019> [18all; > V] dt/20.

Ainsi, nous concluons a

180
E[][Sa][5] < T 17 E[Y ?]n.

O

Lemme 6.6.5. Soit N > max (N(g),2e72), ou N(¢) est défini dans le lemme 6.6.3 et
€>0. Soit T, =Sy et Zy, =T, — Ti_1 pour k =1,...,N. Alors, pour tout j =1,...,r
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etk=1,..., N, nous avons
Zell; < 2(M+1)N, (6.131)
E[|1Z)?] < 17eE[Y?]N,, (6.132)
E[||Tkll;] < 17e2E[Y2]kN, . (6.133)

Pour tout entier m > 1 et pour tout réel h, nous avons

E [exp (]| Tl[;)] < exp (hE[HTmHj] -+ 20% exp (4 ( NR)Y E[]1Zl]} )
= (6.134)

Pour tous réels b > 0 et A > 0, nous avons

P[IITll; > 23]

gexp< e {W*@W( 20T Y B [ })
k=1

“ e (_A2+ %2 { VITEEYmN 12 o (M) 1762E [7?) mN}) .

3

Ab b

Démonstration. Pour tous entiers ¢ et j, nous avons
1Dill; < 2(M+1),

ce qui implique (6.131). Le lemme implique (6.132) et (6.133). Pour démontrer (6.134)
introduisons By la plus petite o-algebre pour laquelle Y;, U; et V; sont mesurables, pour
1 <1 < kN et By la o-algebre usuelle. Soient E, I'espérance conditionnelle par rapport
a la o-algebre By et Eo[X] = E[X] lorsque E[|X|] < oco. Soit Fy, = (Ex — Ex—1) || Tl ;-
Alors nous avons

E[Fy] =0
et
1 Tnll; = BLITlly 1+ Fe
k=1
Alors pour tout réel h, nous avons
E [exp (k]| Twl];)] = E | exp (hE Tl 1] + ZH)
L k=1
- - (6.136)
=E |exp (hE[ Tl ]+ Fk> E,._1exp (hF,,),
L k=1
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puisque, pour tout k < m, F}, est B,,_; mesurable. Posons
Xy =T, —Z,, pourl<k<m.
Nous en déduisons alors que
Xkl = 11 Zell; < 1 Twll; < 1 Xkll; + 1126l
ce qui implique que

E[[|T5n]1;]
Er [ |[Tnll5]

Eel [ Xell; ]+ Ex 11 Zk]15 ],
Ep 1 [[|Xkll; ] — Era[ ]| Z2]];]-

Par conséquent, nous obtenons
Fr < B[ [ Xll;] + Ex[|[Zkll; ] = Booa [ [ Xkll; ] + Era[ [ Z5]]; ]-
Nous avons également
Bl [1Ze]l;] = 11Zkll;,  BealllZell;] = E[Zell;] et Ex[[[Xell;] = Era[[| Xk]l;]-

Ainsi, nous avons
Ey < || Zkll; + E[[1Z]]; ]

De maniere analogue, nous obtenons
Fy = = Zell; = EL11Zk]15]-
Nous en déduisons alors que
| Fel < (12515 + B[ 2]l ] (6.137)
En utilisant (6.136) et en itérant cette inégalité, I'inégalité (6.134) découlera de
Ej_1 lexp (hFy)] < exp (2h*exp (ANR)E [[|Zi|[7])  pour k=1...,m. (6.138)

I1 ne reste donc plus qu’a démontrer (6.138). Remarquons que E;_[F;] = 0. Pour r > 2,
d’apres (6.137) nous avons

Er1 [F] < Eea [(1Zell; +E[NZell; D] = E [ Z0ll; + E[I[Z3]];])]
< YE[)1Zl). (6.130)
puisque, pour s = 0,1,...,7 et en posant f = ||Z;||; > 0, nous avons les inégalités
suivantes

E[f] < E[f DY et E[f7] < (E[f])Y"
qui impliquent que

E[f*] (B[N <E[f"].
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Nous avons
h?F ,f h3F,§’

exp (hFy) =1+ hFy + o + 3l
Comme E;_; F}, = 0, nous obtenons
2 . ;
h? h? s
< 1+ o X 2°E [|1Z:|17] + ETe PE[||1Z:|[}] +... dapres (6.139)

< 1+20°E[||Z|[;] S dapres (6.131)

ou
272

34 (2M+1)N)*+... <exp(d(M+1)Nh).

2h
S = 1+?2(M+1)N+
Ainsi, nous en concluons que

Ei_1 [exp (hF})] 1+ 2h°E [ || Zi|[7] exp (4 (M + 1) Nh)

exp (20°E [ || Zx||7] exp (4(M + 1) Nh))  puisque 1 4+ z < exp,

IA A

ce qui acheve la démonstration de 1'inégalité (6.138) et par conséquent celle de (6.134).
Alors en posant h = A/2b dans 'inégalité (6.134), nous obtenons la premieére partie de
'inégalité (6.135). Nous appliquons ensuite les inégalités (6.132) et (6.133) pour obtenir
la seconde partie de 'inégalité (6.135). O
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Chapitre 7

Estimation non-paramétrique de la
courbe de régression

7.1. Introduction et préliminaires

7.1.1. Introduction

Soient X un vecteur aléatoire de R?, Y une variable aléatoire réelle et (X;,Y;),i =1,--- | n
une suite de n couples aléatoires indépendants ayant méme loi que le couple (X,Y). On
désigne par r la fonction de régression de la variable aléatoire Y sur la variable aléatoire
X définie par

r(z) = E[Y|X = ] = L W (@ 9)dy (7.1)

fx(x)
ou fxy désigne la fonction de densité jointe et fx la fonction de densité marginale. On
considere le probleme de l'estimation de cette fonction, lorsqu’on ne fait a priori aucune
hypothese sur la loi du couple (X,Y’) autre que celle de lexistence de la fonction de
régression 7.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de passer en revue des travaux relevant de la
statistique mathématique et relatifs au probleme d’estimation non-paramétrique de la
courbe de régression r définie en (7.1). Il existe dans la littérature plusieurs estimateurs
non-paramétriques de la régression r (a ce propos, on pourra, par exemple, consulter
'article de Collomb [21]). Ici nous allons nous intéresser uniquement a la méthode du
noyau. Pour étre plus précis, un noyau K (-) est une fonction réelle de variable réelle (pas
nécessairement de signe constant), qui vérifie, pour une constante réelle M > 0 convenable,
les conditions suivantes.

(K1) [p K(u)du =1;
(K.2)  K(-) est continue sur (—M /2, M /2| et a variation bornée sur R ;
(K.3)  K(u) =0 pour |u| > M/2.
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Chapitre 7. Estimation non-paramétrique de la courbe de régression

Cet estimateur r,, défini, pour tout entier n > 1, par

i = n sl ! ZK (
1 - r—X; nhy, —
ro(T) = ZK (—) =1

nh,, 4 h,
=1

R r— X,
0 i K = 0.
Slnhn; ( I )

0
h )#’

n

(7.2)

\

a été introduit et étudié par Nadaraya [102] et Watson [135] indépendamment et simul-
tanément. Nadaraya donne dans son article quelques résultats de convergence pour le cas
p = 1, en signalant que les démonstrations, omises, sont analogues a celles de Parzen [109]
sur I'estimateur de densité défini, pour tout z € R, par

fola) = nih,’i S K (x ;nX) (7.3)

déja étudié par Rosenblatt [115]. Watson [135] I’étudie a 'aide d’échantillons empiriques
de loi connue. L’intérét pour I'estimateur r, de la régression a toujours augmenté ce qui
a provoqué de nombreux travaux dans ce domaine. Citons, par exemple les travaux de
Collomb [19]-[20], Devroye [39]-[40], Nadaraya [102], Stone [129] et également l'ouvrage
de Bosq et Lecoutre [11] dans lequel un chapitre entier est consacré aux propriétés de
Iestimateur r,,. En raison de la forme de 'estimateur r,, qui est un rapport, les propriétés
de convergence de cet estimateur sont obtenues plus difficilement et avec des conditions
plus restrictives que pour 'estimateur f,, de la densité f de la variable aléatoire X.

Les résultats que nous allons rappeler ici sont souvent des résultats asymptotiques, liant
la convergence de 'estimateur r, vers la fonction r, selon divers modes, aux propriétés
de la suite réelle (h,),>1 intervenant dans la définition de l'estimateur r,. Ces résultats
font également intervenir des hypotheses sur la loi du couple (X, Y'), hypotheses que nous
allons énoncer dans le paragraphe ci-dessous.

Remarque 7.1.1. Il faut noter que le dénominateur de I’estimateur r,, est constitué, via
un coefficient, de l'estimateur a noyau de Rosenblatt-Parzen de la densité f de la variable
aléatoire X. On peut consulter a cet effet Rosenblatt [115], Parzen [109].

7.1.2. Hypotheses générales

Par souci du détail, nous allons rappeler brievement la définition de méthodes non pa-
ramétriques. La méthode considérée ici c’est-a-dire celle du noyau est qualifiée de non
paramétrique parce qu’elle ne se ramene pas a l'estimation d’'un nombre fini de para-
metres réels associés a la loi de probabilité P du couple (X,Y). Cette loi est cependant
soumise a des hypotheses trés variées comme
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— la seule condition E|Y|? < oo, ¢ > 1, lorsque 'estimateur r, vérifie la propriété de
convergence universelle (Devroye et Wagner [41])

Vg>1, E|Y|?<o0= Elr,(z)—r(z)|? — 0, (7.4)

le vecteur aléatoire X est indépendant de {(X;,Y;),i =1, - ,n},

— lorsqu’on étudie la convergence de l'estimateur a noyau r,(x) vers la courbe de régression
r(z), « fixé (respectivement la convergence uniforme de l'estimateur & noyau r,, vers la
fonction de régression 7, sur une partie non vide A de R?), les conditions imposées sont
les suivantes.

(C.1) La fonction r est continue au point x (respectivement sur un voisinage de A).

(C.2) Laloi marginale Py admet par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? une fonction
de densité f minorée par un nombre positif sur un voisinage de x (respectivement
sur un voisinage de A).

(C.3) On a E[Y?] < oo et la variance conditionnelle V définie par
Vo e R?, V(z) =E[Y —r(2))*|X = 1] (7.5)

est bornée sur un voisinage de = (respectivement sur un voisinage de A).

Ces hypotheses sont de simples hypotheses de régularité, analytique sur la fonction de
régression r et probabiliste sur Px et la loi conditionnelle PX de Y par rapport & X.
Beaucoup d’auteurs font intervenir des hypotheses plus restrictives comme Y bornée ou
au contraire rendent moins restrictives ces mémes hypotheses, par exemple Collomb [19]
pour lexistence de E[Y]. Ici, nous ne discuterons pas de 'aspect de ce probléme mais nous
étudierons I’évolution de la nature des résultats de convergence.

7.1.3. Position du probleme

Afin de situer les résultats énoncés par la suite, nous donnons un résultat négatif qui est
une conséquence directe (Bosq [9]) d'un théoreme du a Bickel et Lehman [3].

Sous les conditions (C.1-2-3), il n’existe pas d’estimateur non biaisé de la fonction r, en
ce sens que si D désigne ’ensemble des lois P vérifiant les conditions (C.1-2-3), il n’existe
pas d’estimateur 7, vérifiant

VP e D, VreRP, Ef,(x)]=r(z).

Cependant, notons de suite que les estimateurs non-paramétriques r,, que nous étudions
ici sont asymptotiquement sans biais. Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons
au théoreme 7.2.3.
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7.1.4. Remarque d’ordre historique

Le terme de régression trouve son origine dans les travaux de Pearson et Lee [110] qui

introduisent la notion de droite de régression a propos d’observations du couple de va-

riables (X, Y)=(taille du pere, taille du fils). Cette droite de régression est déterminée a

'aide d’une représentation graphique (diagramme 1 de Pearson et Lee [110]) associée aux

observations (X;,Y;), i = 1...,n, et qui n’est qu'un régressogramme. Sur ce travail, qui

a été fondamental dans 1’évolution ultérieure de la statistique, nous remarquons que

— le régressogramme de Pearson et Lee apporte plus d’informations, pour la variable X
‘grand’ ou "petit’, que la droite de régression qui en est issue.

— ce régressogramme est introduit pour simplifier le calcul (peu automatisé a cette époque)
des coeflicients de la droite de régression, mais, curieusement, I’étude mathématique du
régressogramme, tres tardive par rapport a Pearson et Lee repose sur le développe-
ment de la statistique non-paramétrique, développement qui est lié a celui des moyens
automatiques de calcul.

7.2. Propriétés asymptotiques de I’estimateur a noyau

Soit (X, Y') un vecteur aléatoire de RxR de fonction de densité jointe fxy et fx la fonction
de densité marginale de la variable aléatoire X. Dans ce paragrahe, nous supposons que
E[]Y|] < co. Le noyau K (-) introduit ci-dessus est une fonction de densité quelconque qui,
dans le cadre de ce paragraphe, vérifie les conditions suivantes.

(A1)  supK(z) < oo,
z€R
(A.2) ‘llim |z| K (z) =0,
(A3)  K(z) = K(-z),
(A4)  2°K(z) € Li(R).
Introduisons, pour n > 1 et pour tout réel x, les fonction suivantes

(o) = e Yovia (). (7.6
n n

flz) = — iK(xan> (7.7)

nhy, —
m@) = [ uber@n)dy (73)
Viz) = /RnyX,y(x,y)dy. (7.9)

Théoréme 7.2.1. Supposons que E[Y?] < oo et nh,, — oo lorsque n — oo. Alors pour
tout réel x pour lequel les fonctions r, fx, m etV définies respectivement en (7.6), (7.7),
(7.8) et (7.9) sont continues et pour tout réel x, fx(x) > 0, r, défini en (7.2) est un
estimateur convergent de la régression r.
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Démonstration. D’apres l'article de Parzen [109], f,, est un estimateur convergent de la
densité f. Il suffit donc de montrer que la fonction m,, définie (7.6) en est un estimateur
convergent de la fonction m définie en (7.8). Pour cela, calculons E[m,(x)]. Nous avons

it - Lo (22 - o (2
_ _/ {wc( )'X—u] Fxc(w)du (7.10)
_ h_n/RK(x};“) r () f (1) du
_ hin/RK(xh_n“) m(u)du. (7.11)

A ce stade de la démonstration, rappelons le théoréme 1A. de I'article de Parzen [109].

Théoreme 7.2.2. Supposons que K (-) soit une fonction de Borel qui vérifie les conditions
sutvantes.

sup |K(u)] < oo, (7.12)
u€R
/ |K(u)]du < oo, (7.13)
R
lim [uK(u)] = 0. (7.14)
Soit f(u) une fonction qui vérifie
/ |f(u)| du < oo. (7.15)
R
Soit (hyp)n>1 une suite de réels positifs qui vérifie
lim A, = 0. (7.16)

Définissons
1 U

fulw) = - /R K (h—) (& — u) du. (7.17)

Alors, en tout point x ou la fonction f est continue, nous avons

n—oo

lim f,(z) = / K(u (7.18)

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, on pourra consulter I’article de
Parzen [109]. O
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Chapitre 7. Estimation non-paramétrique de la courbe de régression

Comme la fonction m est intégrable et continue au point z, on peut donc appliquer le
théoreme 7.2.2 et on obtient alors que

E[m,(xz)] — m(z) lorsque n — oo. (7.19)
Maintenant calculons Var[m,(x)]. On a alors
2
mn

Var(m, ()] = E[m3(z)] — (Elm,(z)])” ,
_ E?EP%@<£i£)-+Z%}@4fK(m@¥)D
- (=P (57)))

Aqé%w@ K2(u)du, (7.20)

en appliquant de nouveau le théoreme 7.2.2.

Les relations (7.19) et (7.20) impliquent que E [(m,,(z) — m(z))?] — 0 lorsque n — oo. Le
théoreme 7.2.1 est ainsi prouvé. O

Théoréme 7.2.3. a) Si |Y| < € < oo presque surement et nh, — oo lorsque n — oo,
alors on a

El[r,(x)] = % +0 (nihn) lorsque n — oo. (7.21)
b) Si E[Y?] < oo et nh? — oo lorsque n — oo, alors on a
E[r,(x)] = % +0 (\/ﬁhn) lorsque n — oo. (7.22)

Remarque 7.2.1. Les assertions a) et b) impliquent que r,, est un estimateur asympto-
tiquement sans biais de la courbe de régression r pour tout point x ou les fonctions m,
fx et V sont continues.

Démonstration. En utilisant 'identité
1 u—-C (u—0C)?

1
oo e e o G700 uAl

nous obtenons

H”@”"Em@n (E[fn(x)])? e fal) (E[falx)])?
_ Ema@)] | Caz) + Ca(z) (7.23)

Elfu(@)] — (Elfa(z)])?

Nous allons d’abord prouver a). Pour cela, nous avons besoin d’'un lemme.
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Lemme 7.2.1. Pour la variance de [’estimateur f,, nous avons

Var|fn(z)]

x)/KQ(u) du  lorsque n — oo. (7.24)
R

Démonstration. Ce résultat a été démontré dans le cadre de I'article de Parzen [109]. [

En combinant (7.24) et (7.20), on en déduit alors que

1
CHx)=0 (nh ) lorsque n — oo. (7.25)

Comme la distribution de la variable aléatoire Y est bornée, on obtient que

|CE(z)] < CUE [(fulz) — E[fn(2)])?] ~ :E)/RKQ(u)du lorsque n — oo.

(7.26)
Les relations (7.23), (7.25) et (7.26) conduisent a I’assertion a).

Pour démontrer 'assertion b), remarquons d’abord que la relation (7.25) reste valable
dans le cas présent. Intéressons nous maintenant a la quantité C%(z). On a

Ch@)] < E [maX{lYll,l- oWl o) - E[fu(x)]*]

(Z E[Yf}) / (E[(fulx) — E[fu())']) 2
< VA EY) E (@) - BlnE@) ).

En utilisant le lemme 1.2.3 p.35 du livre de Nadaraya [105], nous obtenons que
E () ~ Elfu(@)') = 0 ().

Par conséquent, on en déduit que

1
2
= _ 2
Ci(x)=0 (\/ﬁhn) (7.27)
Les relations (7.23), (7.25) et (7.27) conduisent a I’assertion b). O

IN

Théoréme 7.2.4. Supposons que E[|Y|**°] < oo pour § € (1/2,1]. De plus, supposons
que la fonction V' est continue, que les fonctions m et fx admettent des dérivées bornées
jusqu’a Uordre 2. Alors, si n°h2*% — oo et nh? — 0 lorsque n — 0o, nous obtenons que

V/ihy, (ra(2) = r())

suit asymptotiquement une loi normale N(0,0(x)) o
D(Y X =
o2(z) = | z) / K2(u (7.28)
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ot la fonction D est définie par

Démonstration. Nous avons

CEmy)] _ Gl
") T E @] @) EL@] (7.29)

ou

1 - X;
) = g 2 (e 0 K (),

n

et ou 'on a posé
a, = E[f.(x)] — fx(z) lorsque n — oo, d’apres 'article de Parzen [109]

et
Bn = E[m,(z)] = m(z) lorsque n — oo d’apres (7.19).

De plus, par un calcul, on remarque que

E[Cn(xﬂ =0 (7.30)

D’apres (7.30), il en découle que

Nl D Gu(2) = nhy (G (2)] — E2[C(2)]) = nha E[(E(2)]
_ _/K2< )V(u)fx(u)du—Qa;f”/RK2 (ﬂ;“) m(u) du

hn/RK2< - )fX(u)du

En appliquant de nouveau le théoreme 7.2.2; nous en déduisons que

nhy, D (z) — v(z) =D (Y|X = x) f}g’((x)/RK%u) du  lorsque n — oo. (7.31)

Nous allons montrer que la variable aléatoire

()
DCn(l‘)

suit asymptotiquement une loi normale N(0, 1). Pour cela, il suffit de montrer que

7|

> 5\/5} — 0 lorsque n — oo (7.32)
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Zn = hin (.Y — Bn) K (a: ;nX> )

Pour vérifier (7.32), il suffit de montrer que

_ _Ellal]
n n5/2(Dzn)1+5/2

ou

— 0. (7.33)

La condition (7.33) est remplie. En effet, nous avons
245 apt? 243 245
B[] < s [ [ e (S0 vt dudy

e [ L (5

E UY‘Z—HS]

) fX,Y(% y) du dy
Cy

— h2+6
hn

et
(h D2,)" 7% = (w(2)) T2

1
L, = I ——
n=0 (hn (nhn)5/2)

Il s’ensuit, d’apres (7.31) et de 'assertion précédente que

Inh,

suit asymptotiquement une loi normale N(0, 1). D’ot, en utilisant (7.29) et en utilisant le
fait que f,(2)E[f,(z)] converge en probabilité vers f%(z), nous obtenons que

vnh, B E [m,,(z)]
P{am (7""(‘”) E[f, (@)

Maintenant, nous utilisons (7.10) pour obtenir que

Ainsi, nous obtenons

) < )\} o). (7.34)

E[m,(z)] = )+ —/m ) (x + Quh,) v K (u) du
= ()+O(hi), 0<6<1. (7.35)
De facon analogue, on peut démontrer que
E[fu(z)] = fx(z) + O (h2) . (7.36)
Ainsi, (7.34), (7.35) et (7.36) impliquent la validité du théoreme 7.2.4. O
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Théoréme 7.2.5. Supposons que |Y| < Gy < 00 presque sirement, la fonction V' soit
continue, les fonctions m et fx admettent des dérivées d’ordre 1 bornées.

a) Si

1
— 0 lorsque n — 0,
nhy,
alors lorsque n — 00, nous avons
1 1
n(T) — = —— m(z) — E[n, Op | hy, , 7.37
(o) = 1(0) = 5 o) = Bl + O (ot i) (030

o

W) = S, a0 = @) K () s

b) Si
1

nhy,

nh®—0 et — 0 lorsquen — 0,

alors nous avons
Vi hy (ra(z) — ()

suit asymptotiquement une loi normale N(0,0(z)), ot o(z) est défini en (7.28).

Démonstration. Pour tout réel x, posons

D’apres la définition (7.38) de la fonction 7, (x), nous avons

(%) = ma(x) = r(2) fo(2).

D’autre part, nous avons

S ol oI )
- 8 (-
- o (")
- 2 (- T <)
- i (e 35)
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E[ x_fx(w)]:E[

De plus, comme ab < 271(a? + b?), nous avons alors

(%) (fn(z) — fx(2)) H _
fx (@)

_ N () 1 () ) — )2
B | (o) = 20| < L (@ [0a(0) = (@] < B (o) - fx@)F]) . (739
L’identité () ()
Tn(ﬂf) = fX(x) - fX(iL')fn(x) (fn('r) _fX(:E))
implique que
7"90—7"902:; mx—mm—m"(x) ) — x :
B [(ra(0) = r(0))"] = a7 | (o) = mlo) = T (o) = Fta)) ]
Ainsi en considérant 'inégalité
M, (2) <€ ps
falz) = -

(cette derniere s’ensuit du fait que la variable aléatoire Y est bornée presque stirement),
nous obtenons

2 Cs
E [(ra(a) ()] < g

Estimons d’abord la quantité

(B [(mn(z) = m(2))?] + E [(fulx) = fx(2))?]) . (7.40)

E [(mn(z) — m(x))ﬂ :

La continuité et I'intégrabilité de la fonction V' impliquent que

Dy (z) < nzn /RK2 <“”h_n“> V(u)du=0 (nih) .

Ensuite, la condition sur la fonction m conduit a

E [m,(x)] = m(x) + O (hy,) .

Par conséquent, nous en déduisons que

E [(ma(z) — m(2))’] =0 (n}ln + hi) . (7.41)
De fagon analogue, on peut montrer que
2 1 2
E (7o) = Fx()) =0 (- +12). (7.2
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Ainsi d’apres (7.41) et (7.42), nous obtenons que

E [(rp(z) — r(x))z} =0 ( ! + hi) . (7.43)

nh,,

D’apres (7.42), (7.43) et d’apres (7.39) nous avons que

ro(z) — 1(z) = }7;((?) + 05 (nizn + hi) .

Enfin, pour compléter la preuve du théoreme, il suffit seulement de remarquer que la borne
E [n(x)] = O (hy) .

L’assertion a) est ainsi prouvée.

L’assertion b) découle directement de (7.37) puisque

() — En, ()]
Dnn($)

suit asymptotiquement une loi normale N(0, o(z) fx(z)). O

Remarque 7.2.2. Les théoremes 7.2.4 et 7.2.5 nous permettent de construire un intervalle
de confiance pour la courbe de régression r. A ce propos, l'écart-type o(z) pourrait étre
remplacé par un estimateur convergent. Par exemple, on peut choisir pour cet estimateur
la statistique suivante

Sous les conditions des théoremes 7.2.4 et 7.2.5, nous avons

Ao, ()
vnh,
Remarque 7.2.3. La fagon la plus simple pour caractériser I'erreur de ’estimation de la

courbe de régression r inconnue est d’utiliser I'espérance mathématique de la déviation
quadratique

P [\rn(ar) — ()| < ] 5 26(A) =1 lorsque n — oo.

0, =2 | [ ) o) ds] =2 | [ o) - 0P 20 b ]

ou h est la fonction de poids que nous supposerons bornée et intégrable. La quantité U,
définit la fonction risque de 'estimateur r,,.
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Théoreme 7.2.6. Supposons que les dérivées d’ordre deux des fonctions m et fx soient
continues, bornées et de carré intégrable avec la fonction de poids h. De plus, si

sup [V (z)] < 0o, r(x)h(x) et r*(x)h(x) € L (R)

zeR

alors nous avons
U, ~

(fxy: K) + hpAs(fxy, K), (7.44)

o

Ai(fxy, K) = /D (YIX =z) fx(x dx/KQ
As(fxy, K) = i/R(m”(x)— % (2)r(2))” hz) de </Ru2 K (u) du)Q-

Démonstration. Le théoréme de Fubini conduit a

U, = nig (B[ —r@)?] 2 (”3 ;HX) h(z) da
(1 _ 1) h_12/ (IE Y - (@) K (x ;HX))Qh(x)dx
— Dt

Etudions d’abord le comportement de D,,. Comme on peut permuter sous le signe [, on
peut alors écrire que

D, ~ (/V( da:—Q/m dm+/R ()fX(:v)h(:p)dx)
/K2

=) fx(x d:)s/K2

Maintenant nous allons estimer &,,. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral,
nous avons

= hfl/R </R/R(1 — ) {m" (z + tuh,) — r(x) % (x + tuhy,) Y w2 K (u) dudt>2h(x) dzx

D’apres le théoreme de Lebesgue, nous en déduisons que
A, — As(fxy,K) lorsque n — oo.
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Chapitre 7. Estimation non-paramétrique de la courbe de régression

Ainsi, nous en concluons que
4
Sn ~ hn X .AQ(fXA/,K).

Les comportements asymptotiques de D,, et &, impliquent le théoreme 7.2.6.

Maintenant, nous allons déterminer la valeur asymptotique h, = h® qui maximise le
membre de droite de (7.44). La valeur optimale de h,, est égale a

o _ (42U, K) e 1/
" -Al(fX,YvK) '

Pour ce choix de h,,, nous avons alors

1

1 4
U, ~ (41/5 - m) A (P ) AV (few K) % .

]

Remarque 7.2.4. Le théoreme 7.2.6 peut se généraliser. Pour cela, introduisons les no-
tations suivantes.

Soit Wg I'ensemble des fonctions ¢(z) qui admettent des dérivées jusqu’a l'ordre s et dont
la dérivée d’ordre s, ¢{*)(x), est une fonction continue, monotone par morceaux, bornée
et appartenant a Ls (R).

Soit Hg (o S > 2 est un nombre pair) la classe des fonctions qui vérifient les conditions
de régularité suivantes

K(x) = K(—x), /RK(u)duzl, sup | K (z)] < A < o0,

z€R

/uiK(u)du:O, pouri=1,...,8—1, /usK(u)du#O,
R R
/uS\K(u)|du<oo.

R

En particulier, si les fonctions m, fx € Wg et si le noyau K € Hg alors la valeur optimale
de h,, est égale a

h?l = Cu(fxy, K) n— 1/ (1+2s)

et pour h,, = hY, nous avons

Un ~ 65(fX7y,K) X

n2s/(1+2s)’

ou Cy(fxy, K) et Cs5(fxy, K) sont des fonctions qui dépendent de la fonction fxy et du
noyau K.
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7.3. Propriétés de convergence ponctuelle de 1’esti-
mateur a noyau

On s’intéresse ici uniquement aux résultats concernant les propriétés de 'estimateur r,
en un point fixé, ou, éventuellement, en un nombre fini de points.
Rosenblatt [116] et Konakov [85] étudient l'estimateur r,(z), dans le cas p = 1, en I'écri-

vant sous la forme
Je Yoz, y)dy

- X; y Y;
gn(T,y) = —5 Z :
w2 () »

k noyau de R? tel que / k(z,y)dy = K(z).
R
IIs utilisent les propriétés de g, en tant qu’estimateur de la densité jointe fxy de la loi
du couple aléatoire (X,Y), densité dont on suppose alors 'existence et la continuité. Ils
obtiennent ainsi divers résultats de convergence ponctuelle, en imposant a la suite (hy,)n>1

la condition suivante

nhit!t — oo, lorsque n — oo.

Des démonstrations plus directes (voir Collomb [16]) permettent d’obtenir ces mémes
propriétés sans supposer l'existence de la densité jointe fxy et avec sur (hy,),>1 'hypothese
nécessaire et suffisante (cas p > 1)

nh; — oo, lorsque n — oo.
Le résultat s’énonce ainsi.

Théoréme 7.3.1. Supposons que E[Y?] < co. Si l'estimateur r,, est associé a un noyau
de Parzen-Rosenblatt, alors en tout point de continuité x des fonctions f, r et v tel que

f(xz) #0, ona
h, — 0, nhl 00 < r(zx)—r(x) P, lorsque n — oo,
ou P désigne la convergence en probabilité.

Remarque 7.3.1. Un noyau K(-) de Parzen-Rosenblatt est une application de R® dans
R, bornée, intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue, d’intégrale 1 et qui vérifie

Jim e K (@) =0,

Démonstration. Pour la démonstration du théoreme 7.3.1, on pourra consulter la these
de Collomb [16]. O
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Chapitre 7. Estimation non-paramétrique de la courbe de régression

La premieére étude directe de l'estimateur r,(z), pour x fixé, semble étre celle de Schus-
ter [120] qui obtient la propriété de convergence asymptotique normale, en corrigeant le
résultat de méme type donné par Nadaraya [102]. Il montre également que r,(x) et r,(2'),
x # 2/, sont asymptotiquement indépendants au sens de Paul Lévy. Les théoremes 7.2.4
et 7.2.5 énoncés dans le paragraphe précédent généralisent ces résultats.

Noda [107] étudie les propriétés de convergence ponctuelle et donne une majoration

asymptotique de lerreur quadratique E[r,(z) — r(z)]*.

Collomb [18] donne une évaluation asymptotique du biais et de la variance de I’estimateur
rn(x) pour z fixé, en fonction de h,,, r'(x),r"(z), fx (), fix (z) et V(x) définie en (7.5). Nous
avons alors le théoreme (biais et variance asymptotiques) suivant.

Théoreme 7.3.2. Sous les conditions suivantes :

la courbe de régression r est bornée;

les fonctions v et fx sont deux fois différentiables, de dérivées partielles continues et
bornées ;

E[Y?] < o0;

la variance conditionnelle V est continue et bornée au voisinage de x ;

K est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif pair et tel que [, ||u|]*K(u) du < oc.
Alors, si h, — 0 lorsque n — oo et s’il existe a > 0 tel que n'~“h — oo lorsque n — oo,
en tout point x ot la fonction fx(x) # 0, on a les développements asymptotiques suivants

9 s s 1\2
Bl = 7o) = 5 33 bus(o) [ wugk (a0 () torsquen - o,
i=1 j=1 s n
ot l’'on a posé
_ &r(x)  Or(x)dlog fx(x) Or(x)dlog fx(x)
bi,j<$) N 81'@83;] * 89@ 8.1']‘ * ﬁxj 8:172 .

et
1 vV 1
i —fX((xil?) N KQ(u)du +0 <_nh;§) lorsque n — oo.

Par conséquent l’erreur quadratique s’écrit

2
h4 s s 1 ’V 1
A,(z) = Z" (Z me /RS uiqu(u)du> + i fX((”?) 5 K*(u)du + o (hi + nhs) :

i=1 j=1 n

Elra(x) — Elra(2)]] =

Démonstration. On peut consulter I'article de Collomb [18]. O

Remarque 7.3.2. Ces formules permettent notamment de montrer que

min E[r,(z) — r(z))?

~ ————  lorsque n — oo
hn€R+ n4/(P+4) 4 ’

ou C est une constante qui dépend uniquement du noyau K et de la loi du couple (X,Y).

Remarque 7.3.3. Rosenblatt [116] a obtenu I’évaluation du biais et de la variance asymp-
totique pour s = 1.
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7.4. Propriétés de convergence en norme

L’étude de propriétés de convergence de l'estimateur fonctionnel r, en fonction de la
vitesse avec laquelle h, — 0 lorsque n — oo. Les résultats sont analogues a ceux de
Bleuez et Bosq [6] relatifs & un estimateur de la densité. Seules les hypotheses sur la loi P
sont plus complexes.

7.4.1. Notations

Introduisons la quantité dg(ry, ) définie par

dG(Tna r) = Sup |Tn($) - T(ZL’)|,
zeG

ou G est un ensemble borné de R* contenant un pavé [a,b]®. Soit K un noyau de R®, i.e.
un élément de

K= {K € Li(R*),|K| <M< ooet lim |ul*K(u)= O}.

[ul—o0

Pour € > 0 fixé, nous noterons

G.= | B(z.2)
el
et
L =L(G,e)

I’ensemble des lois P telles que fx et r soient continues sur G., fx étant minorée sur G
par un nombre o > 0, les moments conditionnels existant sur G. et vérifiant

(IM >0), (VrxeG.), (@=>2), E[|Y —r@)?|X =2z < MPp.

7.4.2. Résultats

Nadaraya [104] et Schuster et Yakowitz [121] dans le cas s = 1, Devroye [39] pour le cas
s > 1, obtiennent le résultat suivant

2s
nh;

logn

— o0 lorsquen — o0 = dg(rp,7)—0p.s., lorsque n — oo.

Le théoreme 7.4.1 est di a Collomb [16] ou [19] et généralise les résultats précédents, en
particulier il établit une condition nécessaire et suffisante de convergence uniforme presque
stire sur un ensemble borné.

Théoreme 7.4.1. Soit r, 'estimateur associé a un noyau lipschitzien positif 4 support
borné. Alors, nous avons
nh;

VP € D(G,K), dg(rp,r)—0p.s., lorsquen —oo0 = h, —0, I
ogn

— OQ.
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Chapitre 7. Estimation non-paramétrique de la courbe de régression

Inversement, nous avons

S
nh;

hn, — 0,
logn

—o00 = VPeD(G,K), dg(rn,r)— 0p.s., lorsque n — oc.

Démonstration. On pourra consulter a cet effet la these [16] ou I'article de Collomb [19].
[

Le corollaire 7.4.1 donne une condition nécessaire et suffisante de convergence uniforme
presque complete.

Corollaire 7.4.1. Dans les conditions du théoréme précédent, si E[Y?] < oo, alors nous
avons

S
nh;

logn

h, — 0, —o00 < VPeDGK), dg(ry,r) —0p.co., lorsque n — oo,

ou p.co. désigne la convergence uniforme presque complete.
Démonstration. On pourra consulter a cet effet I'article de Collomb [19]. O

Remarque 7.4.1. Révész obtient, dans le cas s = 1 un résultat de convergence en loi
pour dg(r,, 7). La loi P est alors assujettie & 'hypotheése supplémentaire V(x) = o2, pour
tout = € R.

Maintenant nous allons étuder les résultats relatifs a la convergence LP définie par
L= [ Ira(o) = r(@)PPx(do). p=1.

Dans le cas ol p = 1, c’est-a-dire dans le cadre de la convergence L', nous avons le
théoreme suivant.

Théoreme 7.4.2. Si [’estimateur r,, est associé a un noyau positif a support compact et
minoré par un nombre strictement positif. On suppose que la loi Px de la variable X est
abolument continue par rapport a la mesure de Lebesque de R® et que |Y| < €4 preque
surement. Alors nous avons

h, —0, nh) 00 = L,—0 P, lorsquen — o0

et

hp, — 0, (Va > 0), Zexp (—anh;) <oo = L, —0 ps., lorsque n — 0.
i=1

Démonstration. On pourra consulter 'article de Devroye et Wagner [42]. O

Dans le cas p > 1, nous avons la propriété de convergence universelle définie en (7.4), i.e.,
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Théoreme 7.4.3. Si r, est associé a un noyau positif a support compact et minoré par
un nombre strictement positif, si E[|Y|?] < oo, alors nous avons

h, — 0, nh) — oo = E[|r,(X)—r(X)P] =0 lorsque n — oo.
Démonstration. On pourra consulter 'article de Devroye et Wagner [41]. O

Remarque 7.4.2. Cette condition suffisante de convergence LP a été obtenue également
par Spielgelman et Sacks [128].

Remarque 7.4.3. La plupart des résultats de convergence en loi, pour diverses normes
de 7, —r, sont obtenus par application de résultats analogues a ceux de Révész [112] (voir
également 'article de Komlds, Major et Tusnddy [83]) sur 'approximation de processus
empiriques multidimensionnels et reposent sur une technique de démonstration introduite,
dans le cas s = 1, par Bickel et Rosenblatt [4] & propos de I'estimateur de la densité f,
défini en (7.3). Riischendorf [117] passe en revue de nombreux travaux du méme type.

7.5. Lois limites

Collomb généralise par “studentisation” le résultat de Schuster et obtient ainsi des résultats
a propos de la convergence asymptotiquement normale indépendante conjointement en un
nombre fini de points pour 'estimateur r, énoncés ci-dessous.

Théoréme 7.5.1. Sous les conditions suivantes :
-i- K est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif;
-11- E[|Y|P] < oo pour tout entier p;

les fonctions v, fx et 'V sont continues au point x, les fonctions fx etV sont strictement
positives en x1,...,Ts, points distincts de R® et la fonction V est bornée au voisinage de
ces points.

Si h, — 0 lorsque n — oo et sl existe a > 0 tel que n'~“h® — oo alors, pour tout t fixé
dans R?, nous avons

N , 5
lim P |\/nhs T”é(x? rn@)l s — T v,
\/f(mZ) Je K?(u) du i=1

ou N est la fonction de répartition de la loi N(0,1).

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, on pourra consulter 'article de Col-
lomb [17]. O
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Proposition 7.5.1. Soit W, (x) la variable aléatoire réelle définie pour tout x fizé dans
R® par

(

n;g;m—m@WK(”a&) .

oot (Ee(55)
0 si iK(‘”ani) = 0.

\ =1

Si la courbe de régression r est lipschitzienne d’ordre o au point x = x;,l = 1,...,m sur
un voisinage de x, le support de K est borné et la suite (hy)n>1 vérifie

nhP2* — 0 lorsque n — oo,

alors, pour tout t fixé dans R®, nous avons

. ro(z) — r(z;) . }S
lim P |2 ) i1 s| = [ V@)
n—00 Wn (ZEZ) i=1

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, on pourra consulter I’article de
Collomb [17]. O

Remarque 7.5.1. Ce résultat permet de définir pour la courbe de régression r un inter-
valle de confiance, de sécurité asymptotique donnée.

Le théoreme 7.5.1 montre que le processus

o rnéi))—]E[m(a?)]  seR’
\/f(m) [ K?(u) du

est asymptotiquement gaussien. Nous allons préciser ce résultat par 1’étude de la loi limite
de I’écart maximal entre ’estimateur r, et la fonction r, permettant ainsi la construction
de tests et de régions de confiance pour la courbe de régression r. Pour cela introduisons
quelques notations et hypotheses.

Supposons que

(H.1) fxy(z,y) =0 pour |y| > A, o A est une constante, c’est-a-dire que la variable
aléatoire Y est bornée presque stirement.

(H.2) La fonction de densité marginale fx(z) = [ fxy(z,y)dy est bornée sur R.
(H.3) Les fonctions fx, m et V sont continues sur l'intervalle [a, b].
(H.4) ming<,<p fx(x) >0, ming<,<,(x) >0, ou f(z) = D(Y|X = x).
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(H.5) Le noyau K(-) est une fonction de densité qui satisfait les 4 conditions suivantes,
le noyau K(-) est a variation bornée, K(—z) = K(z), K(|zs|) < K(|z1|) pour
29| > |21 et [ |u|K(u) du < .

Divisons l'intervalle [a,b] en s, sous-intervalles Ay, Ao, ..., A, de méme longueur 7,.

Posons

Ui (tj) - E[nn (tj)]
Dnn<tj)

Gulty) = , ouj=1,...,s, et n, est définie en (7.38)

et
en = max [E[G,(t;)C(t:)]]-

1<i<j<sn
Soit la fonction m,(x), définie pour = € [a, b], par

my(x) = r,(t;), out; sont les centres des sous-intervalles A;, oui=1,...,s,. (7.47)

Théoreme 7.5.2. Supposons que les fonctions fx, m et V admettent des dérivées d’ordre
1 bornées. De plus, les conditions suivantes doivent étre vérifiées lorsque n — oo

eplogs, — 0,

nh?logs, — O,

1 n m . -4
% — 0,  pour un entier m > 0 fizé,
Ty
nhalogs, -,
A

Alors, nous avons

my(z) —r(x)

o()

ou ls, est la racine de [’équation

1 1 o x?
- = E L exp (—?) dv, s, =0 <\/log3n> ,

my, est définie en (7.47) et o(x) en (7.28).

n—00 a<z<b

<K (zsn ; i)] — exp (~2exp (<),

lim P [ nh,, max l

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoréeme, on pourra consulter le livre de
Nadaraya [105]. O

Enoncons maintenant une loi du logarithme itéré dans le cas ou s = 1. Ce résultat a
été établi par Hérdle [64]. Pour énoncer ce théoréme, introduisons les notations utilisées
par Héardle dans [64]. Soit h une fonction de nombres entiers naturels n qui vérifie les
conditions suivantes

(1) h(n) —0 et (i) nh(n) — oo lorsque n — oc. (7.48)
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1 — Tz — X;
-~ YK J
()
Tap(®) = G PN xeR (7.49)
_ K k4
k()

S%(z) = E[YYX =2], Var[Y|X =z] = S*(z) —r*(z), zecR. (7.50)

Définissons

Supposons que les fonctions fx et r soient deux fois dérivables et la fonction S? est
continue. De plus, supposons que le noyau K (-) soit une fonction continue a support
compact sur l'intervalle (—1,1) et que f_lluK (u)du = 0. Introduisons également les
conditions suivantes

nh’®/loglogn — 0 lorsque n — oo, (7.51)
> " (h/1oglog n)E[Y *1{jy|sq,}] < 00, (7.52)
n=3

ol (an)n>1 est une suite de constantes positives tendant vers l'infini, telle que

(nh~'loglogn)'/?
ap, =0 .
(logn)?

(7.53)
lim lim sup{ sup |h(m)/h(n) — 1]} =0,

€ n—oo mely .
oul',. ={m:|m—n| <en}.

Théoréme 7.5.3. Sous les conditions énoncées ci-dessus et si

> <o
n2h 7
n=1
alors nous avons
h ~
liinﬂsolip + ﬂ();lm (Tnn(z) —7(2))

(7.54)

_ \/VarY|X — o] /K2 -

Démonstration. La démonstration de ce théoreme se trouve dans 'article de Hérdle [64].
[
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7.6. Vitesse de convergence

Le probleme délicat de la vitesse de convergence a été traité par Schuster et Yakowitz [121],
Mack et Silvermann [92], Hardle et Luckhaus [66]. Ce probleme est resté ouvert pendant de
nombreuses années. Récemment Einmahl et Mason [51] ont apporté de nouveaux résultats
qui précisent les résultats antérieurs de Konakov et Piterbarg [86], et de Hérdle, Janssen
et Serfling [65].
Pour établir une vitesse exacte de convergence uniforme pour I'estimateur r,,, nous allons
d’abord énoncer un théoreme qui concerne uniquement le numérateur de ’estimateur r,,,
c’est-a-dire pour my,(x).
Théoréme 7.6.1. Soit I = [a,b] un intervalle de R. Soit J un intervalle de R tel que
J =la—n,b+mn|, pour des n > 0. Supposons que
(G.1) la densité marginale fx de la variable aléatoire X soit continue et strictement po-
sitive sur J ;

(G.2) la densité jointe fxy du couple (X,Y) soit continue sur J x R.
De plus, supposons que la suite {h, : n > 1} vérifie les trois conditions suivantes
(S.1) h, | 0 et nh, T oo lorsque n — oo ;
(S.2) log(1/hy)/loglogn — oo lorsque n — oo ;
(S.3) nh,/logn — oo lorsque n — occ.
Alors pour tout noyau K (-) satisfaisant les conditions (K.1-2-3), nous avons

lim | — "l (2) — Efma()]|

\/supE[Y2|X =z|fx(x /K2 du p.s.

zel

Remarque 7.6.1. Ce théoreme est une version particuliere du théoreme 1, p.5 de I'article
de Einmahl et Mason [51].

On peut maintenant énoncer le corollaire qui établit la vitesse exacte de convergence
uniforme pour l'estimateur non paramétrique r,,.

Corollaire 7.6.1. Supposons que les densités fx et fxy satisfont les conditions (G.1) et
(G.2) respectivement. De plus, supposons que la suite {h, : n > 1} vérifie les conditions
(S.1-2-3). Enfin, supposons que la variable aléatoire Y soit bornée. Alors pour tout noyau
K(+) satisfaisant les conditions (K.1-2-3), nous avons

, nhy,
1m —————Su
n—oo \| 2log(1/hy,) xel?

E[m.(2)]
Elfn(2)]

V YX =
= \/Sllp ar | v /K2 p.S.
zel

() —

(7.56)
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De plus, si la variable aléatoire Y n’est pas nécessairement bornée, mais vérifie pourp > 2,

la condition suivante
supE[[Y]P|X = z] < 00

zeJ

et si la suite {h, : n > 1} vérifie les conditions (S.1-2) et la condition suivante
h' < (n/log(1/hy)) 7"
alors (7.56) reste valable.

Remarque 7.6.2. Suite a une erreur typographique (confusion entre les membres de
droite de (1.15) et (1.16)), on note que ’énoncé du corollaire 3, p.7 de I'article de Einmahl
et Mason [51] est inexact. Il faut remplacer le membre de droite de (1.16), c’est-a-dire

K112/ inf v/gx(2)
par

|| Supaf_(z)7
zel /gx(2)

olt 03(z) = Var[Y| X = z].

Démonstration. La démonstration de ce corollaire figure p.30 dans ’article de Einmahl
et Mason [51]. O

7.7. Nouveaux résultats : une loi du logarithme itéré
en un point pour 'estimateur a noyau

Afin d’établir les résultats principaux, nous allons d’abord rappeler les hypotheses sous
lesquelles nous allons travailler et introduire quelques notations.

7.7.1. Hypotheses et notations

Afin d’assurer 'existence de la courbe de régression 7, nous supposons que E[|Y|] < co. De
plus, nous supposons également que la loi de la variable aléatoire X admette une densité
fx. En tout point  de R ou la densité marginale fx est non nulle, nous rappelons que la
courbe de régression, est définie par

r(z) =E[Y|X =z] = (7.57)

fx(x)’

ou la fonction m(x) est définie par
m(z) = / yfxy (. y)dy,
R
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et ol fxy est la densité jointe.

Nous allons considérer dans ce paragraphe, deux types d’estimateurs a noyau pour la
courbe de régression r(z) définie en (7.57). Le premier estimateur est di a Nadaraya-
Watson (voir Nadaraya [102], Watson [135]) et se définit, pour tout entier n > 1 et pour
tout réel x € R par

(7.58)

0, si zn:K(w ;nX) — 0.

Dans ce paragraphe, nous envisageons également des applications ou la densité marginale
fx de la variable aléatoire X est connue par le statisticien. Il est alors approprié de
remplacer I'estimateur f,, de la densité dans le dénominateur de 'estimateur a noyau 7,
de la régression par la densité marginale fx. Ce changement conduit alors a l’estimateur

suivant .
1 r—X;
n(z) = { ;KK( fn > si fx(z)#0
fx () Lo
0, si fx(z) =0,

étudié principalement par Johnston dans les articles [77] et [78].
Supposons que le noyau K soit une fonction qui vérifie les 3 conditions suivantes.
(K1) [3 K(u)du=1.
(K.2) K(-) est a variation bornée sur R.
(K.3) Il existe un réel M < oo tel que K (u) =0 pour |u| > M/2.

Enfin, pour des commodités d’écriture, posons pour tout réel x € R,

(7.59)

S(x)=E[Y?|X =2] et V(z)=S(z)—r*(z),

ou 7(-) est la courbe de régression définie en (7.57).

7.7.2. Principaux résultats

Nous allons commencer par établir une loi du logarithme itéré en un point pour I'estima-
teur a noyau de la régression dans le cas ou la densité marginale fx de la variable X est
connue par le statisticien.

Théoreme 7.7.1. Supposons que

(G.1) la densité marginale fx soit continue et strictement positive sur R,
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(G.2) les fonctions r et S soient continues sur R,
(G.3) il existe une constante M < oo telle que |Y — E[Y]| <M p.s.
Supposons de plus que la suite {h, : n > 1} vérifie

(S.1) (i) h, \ 0; (it) nh, oo lorsque n — oc.
nh,

— 00 lorsque n — 0.
log, n

Soit un noyau K(-) qui vérifie les propriétés (K.1), (K.2) et (K.3). Alors, nous avons

, nh, - Y2|X =z 2
llgl_ilipi g, (mn(z) —r(z)) = \/ /K )du p.s. (7.60)

Le deuxieme théoreme établit une loi du logarithme itéré en un point pour 'estimateur a
noyau de Nadaraya-Watson de la courbe de régression.

Théoreme 7.7.2. Supposons que

(G.1) la densité marginale fx soil continue et strictement positive sur R,

(G.2) la densité jointe fxy soit, poury fixé, continue et strictement positive sur R,
(G.3) les fonctions r et S soient continues sur R,

(G.4) il existe une constante M < oo telle que |[Y —E[Y]] <M p.s.

Supposons de plus que la suite {h, : n > 1} vérifie

(S.1) (i) h,\,0; (it) nh, /oo lorsque mn — o0.
(52) 1m

— 00 lorsque n — Q.
log, n

Soit un noyau K(-) qui vérifie les propriétés (K.1), (K.2) et (K.3). Alors, nous avons

Y|X =
liLIl_)Solipﬂ: 217?32721” (rn(z) —r(z)) = \/Var | ’ /K2 )du p.s. (7.61)

Remarque 7.7.1. Notons que la seule différence entre le théoreme 7.7.1 et le théo-
reme 7.7.2 est le facteur multiplicatif différent. Johnston [77] a montré que l'estimateur
my,(z) a une variance asymptotique proportionnelle a S(z) tandis que l'estimateur a
noyau r,(x) a une variance asymptotique proportionnelle a V(z). Comme nous avons
S(x) > V(z), nous espérons alors obtenir des intervalles de confiance asymptotiquement
plus proche pour 'estimateur r,(x) de Nadaraya-Watson que pour Iestimateur m,,(z).
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7.7.3. Démonstration des résultats

Pour établir les théoremes 7.7.1 et 7.7.2 ci-dessus, nous allons avoir besoin d’'un lemme
technique.

Lemme 7.7.1. Il existe un espace de probabilités (2, P, A) sur lequel il existe une suite
de variables aléatoires {Y;* : i > 1} indépendantes et identiquement distribuées de méme
loi que la suite de variables aléatoires {Y; : 1 > 1} telle que

-i- {YF i > 1} et {X; : i > 1} soient indépendantes et

-1i- 1l existe une suite {&; : 1 > 1} qui tend vers 0 lorsque i — oo telle que |Y; — Y| < &;.

Démonstration. Soit {X; : ¢ > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de densité fx. Soit {Y; : ¢ > 1} une suite de variables aléatoires
bornées, indépendantes et identiquement distribuées de densité fy. Soit le couple (X,Y)
de variables aléatoires.

Supposons que la densité jointe fxy (z,y) du couple (X, Y') notée pour plus de commodité
f(z,y) soit continue en les 2 variables sur R x R. Soit {h,, : n > 1} une suite qui vérifie
les conditions (S.1-2). On a alors pour tout réel x vérifiant |z — x| < Chy,, ot C' est une
constante positive convenable et pour tout réel y tel que |y| < M, ot M; est également
une constante positive

|f(x,y) — f(xo,y)] — 0 uniformément en |y| < M.

On peut alors construire sur le méme espace de probabilités (€2, P, A) une variable aléatoire
réelle Y* de densité f(zo,y), ou |y| < M, et indépendante de la variable aléatoire X. De
cette variable aléatoire Y*, on peut ainsi définir, sur le méme espace de probabilités
(Q,P, A), une suite de variables aléatoires {Y;* : ¢ > 1} telles que ces variables aléatoires
aient la méme densité que la variable Y*.

D’autre part, on a par définition, pour tout = tel que |x — xo| < Ch,, et pour tout réel y
tel que |y| < M,
PIY <y|X = 2] =Gy, z).

Définissons maintenant la fonction de quantile associée a la fonction G
inf{y: G(y,z) >t} =G '(t,x), pourte (0,1).
Définissons la fonction G* associée a la variable Y*
G*(y) = P[Y" <y,

puisque la variable aléatoire Y* est indépendante de la variable X. Ainsi, on peut relier
la variable aléatoire Y et la variable aléatoire Y* par I’équation suivante

Y =G HGH(Y*); X), (7.62)

ce qui équivaut a
GY,X)=G"(Y") pour|X — x| <Ch,.
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On montre également par cette construction

Py #Y"] < sup [f(x,y) = f(zo, y)l.
|z — 20| < Chy,
lyl <My

O

Remarque 7.7.2. Ce lemme construit une suite de variables aléatoires {Y* : i > 1}
indépendante de la suite de variables aléatoires {X; : ¢ > 1}. Cette suite de variables
{Y* : i > 1} est introduite pour pouvoir utiliser les résultats des chapitres précédents et
en particulier ceux du chapitre 6. En effet, il faut noter que dans la définition du processus
empirique composé {a,(z) : 0 < x < 1}, les suites {Y; : ¢ > 1} et {U; : @ > 1} sont
supposées indépendantes. C’est pour cette raison que nous avons besoin de construire une
suite de variables aléatoire {Y;* : ¢ > 1} qui est indépendante de la suite {X; : i > 1}
contrairement a la suite {Y; : ¢ > 1} qui elle, est dépendante de la suite {X; : i > 1}.

Nous allons d’abord démontrer le théoréeme 7.7.1.

Premiére étape. D’abord nous allons montrer que nous pouvons centrer I’estimateur m,, (z)
autour de son espérance E[m,(x)]. Cela vient du fait que nous avons, lorsque n — oo

E[m,(z)] = m /R K <%) r(u) fx(u)du=r(z)+ O (hl) . (7.63)

Ce résultat s’établit en utilisant la régularité de la courbe de régression r(-) ainsi que
celle de la densité marginale fx(-) et des hypothéses mentionnées ci-dessus sur le noyau
K(+). On pourra consulter, pour de plus amples détails sur la démonstration de (7.63) les
articles de Parzen [109] et de Rosenblatt [116]. L’hypothese (S.1)(4) implique alors que le
biais E[m,(x)] — r(x) tend vers 0 lorsque n — oc.

Deuziéeme étape. Cette premiere étape implique qu’il reste a montrer que

1
limsupt————
n—00 \/ thn 1Og2 n

ou la fonction m,,(-) est définie, pour tout = € R, par

() = i YK (x ;nX) . (7.65)

Pour montrer (7.64), nous allons étudier la quantité (m,(x) — E[m,(x)]) en faisant appa-
raitre la suite de variables aléatoires {Y;* : ¢ > 1} définies dans le lemme 7.7.1. Remarquons
que, pour tout entier n > 1 et pour tout x € R, nous avons

i=1 i=1

(mn(z) — E[m,(z)]) = \/S(x)fx(x)/RKQ(u) du p.s., (7.64)

- Tz — X; - z — X;
YK ) —E YK :
+; ( " ) ; ( i )]
- jl—l-jg.
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Troisiéme étape. Etudions la quantité Jo qui se définit, pour tout = € R, par

Jy = () — Elmy, (2)],

n n

ou la fonction m} () se définit, pour tout x € R, par

o) = oK (S
i=1 n

D’abord, remarquons que

S (555)] = e (4520

puisque les 2 suites {Y;* : i > 1} et {X; 1> 1}

sont identiquement distribuées,

— nE[Y}|E {K (m ;nXlﬂ

puisque les suites {Y;* : 4 > 1} et {X; 14> 1}

sont supposées indépendantes,

= el ()]

puisque E[Y]] =1,
R hn

D’autre part, pour tout x € R, nous avons

o) = v (50 ) = [ 1 (51) dato)
i=1 n

E

n

ou la fonction F;, . est définie, pour tout entier n > 1 et pour tout x € R, par

1,
=1

Ainsi, nous en déduisons que

T —U

(o) = Blg)] = [ (5 ) ) - dFx(w].
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En posant K (—u) = K (u), on obtient que

) ~ B @] = n [ R@)[aPuuta+ h) = dFxa + b
—dF, (t — hyM) + dFx(z — hnM)}

= n [mu){Fn,C(x + o) — Fx(x + hot)

— (Fuele = hM) — Fx(z — b)) }] Y

M
M
—n/ {Fc(z + hyu) — Fx(z + hyu)
M

— (Fuel = haM) = Fx(z = b M) }d (K (w)

en faisant une intégration par parties,
M
= n/ {Foc(z + hou) — Fx(z + hyu)
-M

— (Fpelw — hyM) — Fx(z — h,M)) }d (—f((u)) .

On a alors

1
- \/2nhylog, n (m
M /[ Foe(x + hpu) — Foo(@ — hyu) — Fx (2 4 hou) + Fx (2 — hou)] ~
+f { Vohdogn } 1(-Fw).

(7.66)
A cette étape de la démonstration, nous allons rappeler un théoreme établi au chapitre 6.

Théoréme 7.7.3. Soit {Y,F : n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes et
tdentiquement distribuées de méme loi que la varialbe aléatoire Y* = Y{*, de fonction
de répartition Fy dérivable au point x et de dérivée fy(x). De plus, nous supposons que
E[Y*] = 1, Var[Y*] = 02 < oo et que |Y* — 1] < My p.s., pour une constante M,
convenable. Soit {X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires de fonction de répartition
Fx dérivable au point x et de dérivée fx(x) > 0. Les suites de variables {Y,s :n > 1} et
{X,, : n > 1} sont supposées indépendantes. Supposons que la suite {k(n) : n > 1} vérifie
les conditions suivantes

-i- (i) 0 < k(n) <n, (it) k(n) 1 oo, et (iii) n~'k(n) | 0 lorsque n — oo ;

-1i- k(n)/logyn — oo lorsque n — oo.

200



7.7. Nouveauz résultats : une loi du logarithme itéré en un point pour l’estimateur a noyau

alors, pour tout réel t fixé, la suite de fonctions de s € [0,1] définie par

{mn,c<s> :ﬁ@< (M) (e (o + %) - o)

fx (x " @(04_ S)) - FX<:U)>,FX($)a fo(w)) tn > 1} o

est presque surement relativement compacte dans [’ensemble des fonctions bornées sur
Uintervalle [0, 1], muni de la topologie de la convergence uniforme. L’ensemble des points
limites correspondant contient les fonctions de la forme

P(s) = /08 o(u) du avec /01 o(u) du < 1.

Rappelons que le processus empirique composé local au point ¢ indexé par une certaine
classe C se définit par

0,.(C) = O, (C’,t,@)

k(n)\ k
- () e (50)e)
n n
ou C € C. Pour de plus amples détails sur le processus empirique composé local au point

t indexé par une certaine classe C, voir le chapitre 6.

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoreme, nous renvoyons au chapitre 6,
théoreme 6.5.2. O

En appliquant ce théoreme, nous montrons que ’ensemble des points limites du membre
de droite de (7.66) est presque sirement égal a

{i\/]E[(Y*)Q]fX(x) /Z {/; 4(s) ds} d(~Ew): /A; 62(u) du < 1} |

En faisant maintenant une intégration par parties, nous montrons que l’ensemble des
points limites du membre de droite de (7.66) est presque surement égal a

{NE[(Y*WX@) / Z o(w) K (u) du : / Z ¢*(u) du < 1} .

Enfin en appliquant 'inégalité de Cauchy Schwarz, nous montrons que 1’ensemble des
points limites du membre de droite de (7.66) est presque surement égal a

{i\/EKY*)z]fX(x) [ R [ g 1} .
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Quatrieme étape. Maintenant étudions la quantité J. D’apres le lemme 7.7.1, remarquons
que, pour tout entier ¢ > 1,

Y, - V' =GN (GHYF) X)) — Y

2 K3

On pose alors

DY) = G (GH(Y ) X)) - Y

)

Sorn(22)

i=1

Ainsi nous sommes ramenés a étudier

1 & T —X;
li t— (YK ‘) —E
imep (Z oo (4)

n—00 1/ 2nhn IOgQ n

En procédant de la méme maniere que dans la troisieme étape, nous obtenons que 1’en-
semble des points limites de

im<;® ( nXi)—]E

est presque sturement égal a

{i\/E[(q)(Y*))Q]fx(fv) / R2(u) du - / ) du< 1} |

Cinquiéme étape. Maintenant, il faut noter que lorsque nous faisons tendre n — oo, la
variable aléatoire Y* se rapproche de la variable aléatoire Y,,. Par conséquent E[(®(Y*))?]
tend vers 0 et E[(Y*)?] tend vers E[Y?X = z]. Ce qui acheve la démonstration du théo-
reme 7.7.1.

Montrons maintenant le théoréme 7.7.2.

Premiere étape. Pour tout = € R, décomposons la quantité r,(x) —r(x). Nous avons alors

ra(2) — (@) = fx' (@) [(nh) " (@) — 7(2) fu()]
+fx' (@) [ru(@) = r(@)] - [fx(2) = ful)],

ou la fonction my,(x) est définie en (7.65) et f,(x) est estimateur & noyau de la densité
fx(x) introduit par Parzen [109] et Rosenblatt[115] et défini, pour tout entier n > 1 et

pour tout x € R par,
1 © T
n = K
FE) = (

Deuzieme étape. A cette étape de la démonstration, nous avons besoin de rappeler un
théoreme de Deheuvels et Mason [36] déja cité dans le chapitre 6.

(7.68)

hnX") . (7.69)
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Théoreme 7.7.4. Supposons que la fonction de répartition Fx soit dérivable au point
x € R et admette une dérivée fx(x) > 0. Supposons de plus que la suite {h, : n > 1}
vérifie les conditions suivantes

(S.1) (i) h, \ 0; (it) nh, oo lorsque n — oc.
nh,,

— 00 lorsque n — oo.
log, n

Soit un noyau K(-) qui vérifie les propriétés (K.1-2-3). Alors nous avons

lig:sol.}p +4 %(fn(m) - E[fn(x)]> = \/fX(x)/RKQ(u) du p.s. (7.70)

Démonstration. La démonstration de ce théoreme se trouve dans le chapitre 6, p.164,
théoreme 6.5.3. Elle s’appuie essentiellement sur les arguments de 'article de Deheuvels
et Mason [36]. O

D’apres l'article de Noda [107], nous savons que
ro(x) —r(x) =0o(l) p.s.,

sous les hypotheses du theoreme 7.7.2. Ce dernier résultat et (7.70) impliquent alors que
le second terme du membre de droite de la décomposition de la quantité r,(z) — r(z)

ha,
ci-dessus est de 'ordre de o n p-s
2logyn

Troisiéme étape. Le premier membre de droite de la décomposition de la quantité r,(x) —
r(z) ci-dessus peut s’écrire sous la forme suivante

fx(z) fx(z) fx(z)
N r(z) (fx(z) — E[fu(x)])
fx(x) ’

ou la fonction m,(x) est définie en (7.65) et l'estimateur de densité f,(z) en (7.69). En
utilisant les mémes arguments de la démonstration du théoreme 7.7.1, il s’ensuit que les
biais ((nh,) E[m,(z)] —r(z) fx(2)) et (E[f.(2)]— fx(z)) tendent vers 0 lorsque n — oco.
Pour les démonstrations de ce type de résultats, nous renvoyons au paragraphe 7.2 de ce
chapitre, ou a l'article de Parzen [109].

(nhy) 7 (i (2) = Eln(@)]) | (nha) Bl (2)] = r(2) fx(@) _ r(@) (fo(2) = Elfu(@)])

Quatrieme étape. 1l reste donc a montrer que la quantité

(nhn) ™" (1 () = Eliitn (2)]) = 7(2) (fa(x) — E[fa(2)])
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suit la loi du logarithme itéré, i.e.

h,
lim sup + n
n—oo 2 10g2 n

{(nhy) ™" (A () = B[ ()]) = 7(2) (ful(z) — E[fu(2)])}

- \/V(x) Fe(@) /R K2(u)du ps.

Nous allons utiliser la méme méthode que celle utilisée dans la démonstration du théo-
reme 7.7.1, a savoir faire apparaitre la suite {Y;* : ¢ > 1} de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées, qui plus est, cette suite {Y;* : ¢ > 1} est indépendante
de la suite de variables {X; : ¢ > 1}. Ensuite on applique des résultats que nous avons
déja établis préalablement dans les autres chapitres de cette these.

Remarquons que la quantité {(nh,) ! (m,(z) — E[m,(z)]) — r(z) (f.(z) — E[f.(7)])} peut
s’écrire comme

o o () 252

_ (k) re) 2 (K (x anZ) _E [K (z ;”X)D

Nous sommes donc ramenés a étudier la

1 " — X - X
lim sup +————— Z(YiK (m ) —E[YK (“’ )D
n—00 1/ 2nhn 10g2 n 1 hn hn

1=

% (e () = ()

Apres réarrangement des termes, en fait nous sommes ramenés a étudier la

i s im{ il (m (@)K <"” ;f) _E [(Y @)K ("” ;f)]) }

Etudions donc la quantité

n

o) =3 (07 = o ()~ |0 ranr (7))

i=1

En introduisant la suite de variables {Y;* : i > 1}, nous avons

n

=5 (008 (52) - ()

i=1 n

(oo (52) [ (52)

n

= ®1+‘D2.
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Etudions d’abord la quantité D;. En appliquant la méme technique que celle utilisée dans
la démonstration du théoreme 7.7.1, nous montrons que ’ensemble des points limites de

o () o2

est presque strement égal a (apres une intégration par parties et une application de
'inégalité de Cauchy Schwarz)

{i\/fx(x)E[(Y* (@) /Rf@(u) ] - /_M 62(u) du < 1}.

Etudions maintenant la quantité D,. Avec la méme technique, nous montrons que l'en-
semble des points limites de

img <(Yi—Yi*)K (x;nXi) _E[(Y—Y*)K (x ;{)D

est presque surement égal a (aprés une intégration par parties et une application de
'inégalité de Cauchy Schwarz)

{:i:\/fx(x)E[(Y —Y*)? /Rf(Q(u) du] : /M *(u) du < 1}.

Enfin, remarquons que lorsque n — oo, alors la variable Y," se rapproche de la variable Y,
et par conséquent E[(Y —Y*)?] tend vers 0 et E[(Y* —r(x))?] tend vers E[(Y —r(x))?| X =
x], ¢’est-a-dire tend vers Var[Y | X = z|. Ce qui achéve la démonstration du théoreme 7.7.2.
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