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Introduction

Pr¶esentation g¶en¶erale

La preuve ¯nale de la conjecture de Milnor est due µa deux math¶ematiciens, Markus Rost et
Vladimir Voevodsky. Le premier a d¶emontr¶e un pas essentiel de la th¶eorie des vari¶et¶es<de
scindement> µa l'aide de calculs locaux en K-th¶eorie de Milnor. Le second, grâce µa l'apport
de la cohomologie motivique qu'il avait introduite, a termin¶e la d¶emonstration en utilisant
ce r¶esultat de M. Rost. Nous n'entrerons pas dans les d¶etails de l'histoire de cette preuve
et de la controverse qu'elle a soulev¶ee. Toutefois, dans cette thµese, nous d¶emontrons que
les m¶ethodes utilis¶ees par M. Rost et celle de V. Voevodsky sont profond¶ement entrelac¶ees.

Ainsi, le r¶esultat principal de cette thµese est la construction d'une ¶equivalence de
cat¶egories entre la cat¶egorie des modules de cycles de M. Rost (cf [Ros96]), et une
cat¶egorie construite µa partir de la cat¶egorie des faisceaux avec transferts invariants par
homotopie de V. Voevodsky (cf [FSV00b], prop 3.1.13). La r¶ef¶erence de ce th¶eorµeme
central est 6.1.1. Nous obtenons aussi l'¶enonc¶e plus simple que cette derniµere cat¶egorie
est obtenue par localisation de la cat¶egorie des modules de cycles de M. Rost.

L'int¶erêt de cette construction est double. Tout d'abord, elle d¶emontre que la cat¶egorie
des modules de cycles est ab¶elienne, et munit cette derniµere d'une structure tensorielle
canonique telle que la K-th¶eorie de Milnor est l'¶el¶ement neutre. Par ailleurs, elle donne
une nouvelle preuve du fait qu'un faisceau invariant par homotopie avec transferts a une
cohomologie invariante par homotopie. De plus, nous montrons que la d¶emonstration
d'une remarque de M. Rost { suivant l'indication qui se trouve µa la ¯n de [Ros96] { nous
permet de v¶eri¯er le fait que la famille des isomorphismes canoniques, index¶es par un
entier naturel n, entre la cohomologie motivique en degr¶e2n et en poids n et le groupe
de Chow classique en codimensionn, est compatible au produits sur chacun des groupes,
ainsi qu'aux transferts (cf th¶eorµeme8.3.4).

Dans la deuxiµeme partie, on interprµete les r¶esultats de la premiµere dans la cat¶egorie
d¶eriv¶ee des motifs mixtes. Ce travail d¶ebouche sur la cat¶egorie que l'on a baptis¶ee cat¶e-
gorie des<motifs g¶en¶eriques>. Les objets de cette cat¶egorie sont form¶es de pro-motifs.
Plus pr¶ecis¶ement, µa chaque extension de type ¯ni du corps de base, nous associons canon-
iquement un pro-objet de la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes d¶e¯nie par V. Voevodsky,
et nous prenons pour morphismes tous les morphismes de pro-objets. A l'aide de cette
construction, nous montrons comment on peut interpr¶eter les donn¶ee des pr¶e-modules de
cycles comme des morphismes d¶e¯nis dans la cat¶egorie des motifs g¶en¶eriques. Par ailleurs,
ces morphismes v¶eri¯ent toutes les relations de d¶e¯nition des pr¶e-modules de cycles, ce
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que l'on r¶esume dans une proposition synth¶etique en l'existence d'un foncteur canonique
µa valeur dans la cat¶egorie des motifs g¶en¶eriques (cf th¶eorµeme9.2.1).

Rappelons que la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes d¶e¯nie par V. Voevodsky est
canoniquement munie d'une t-structure qu'on appelle t-structure homotopique. On peut
interpr¶eter intuitivement notre r¶esultat cit¶e pr¶ec¶edemment en remarquant que les motifs
g¶en¶eriques pro-repr¶esentent des foncteurs exacts pour la t-structure homotopique sur la
cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes, qui commutent aux sommes directes in¯nies. En ef-
fet, comme nous le montrons dans la premiµere partie (cf prop.2.1.40), ils sont issus de
pro-objets dans la cat¶egorie des sch¶emas qui pro-repr¶esentent des foncteurs ¯bres du topos
de Nisnevich. Nous consid¶erons donc les motifs g¶en¶eriques comme des<points> pour la
t-structure homotopique sur la cat¶egorie des motifs mixtes. Par ailleurs, on appelle<mor-
phismes de sp¶ecialisation> les morphismes entre les pro-objets correspondant. Le th¶eorµeme
9.2.1 s'interprµete donc en l'existence de morphismes de sp¶ecialisation. On remarque que
si l'on ne considµere nos pro-objets que dans la cat¶egorie des sch¶emas alg¶ebriques lisses, ou
même dans la cat¶egorie des sch¶emas alg¶ebriques lisses munis des correspondances ¯nies,
ces morphismes de sp¶ecialisation n'existent pas tous. Les modules de cycles s'interprµetent
alors comme certains pr¶efaisceaux sur la cat¶egorie des motifs g¶en¶eriques.

Nous soulignons ainsi une analogie trµes forte avec la situation des foncteurs de Mackey
en topologie alg¶ebrique ¶equivariante. Ceux-ci sont e®ectivement d¶e¯nis comme des pr¶e-
faisceaux additifs sur la cat¶egorie des orbites vu comme objets de la cat¶egorie homotopique
stable ¶equivariante. Autrement dit, le rôle des orbites est jou¶e dans notre situation par
les motifs g¶en¶eriques. Dans les deux situations, on considµere ces objets comme des points,
et l'important est de les regarder dans la cat¶egorie d'oµu sont issus les objets. M. Rost
indique d¶ejµa dans [Ros96] qu'il a pens¶e aux foncteurs de Mackey dans sa d¶e¯nition des
modules de cycles. L'analogie que nous avons d¶egag¶e nous semble ¶eclairer parfaitement
cette indication.

Pour arriver au th¶eorµeme 9.2.1, on n'utilise pas beaucoup plus que les m¶ethodes de
la premiµere partie. Toutefois, nous montrons dans le chapitre 8 comment ¶etendre les
lemmes de la premiµere partie en une s¶erie de propositions concernant les motifs. Ainsi,
on notera particuliµerement l'¶etude que l'on a faite de la fonctorialit¶e du triangle de Gysin
construit dans [FSV00b]. Nous d¶ecrivons tout d'abord la fonctorialit¶e de ce triangle
dans le cas d'un morphisme transverse (premier point de8.4.7). Mais par ailleurs, nous
d¶ecrivons aussi cette fonctorialit¶e dans le cas de quelques d¶efauts mineurs de transversalit¶e
(deuxiµeme point de8.4.7, et 8.4.10), obtenant ainsi une interpr¶etation g¶eom¶etrique de la
rami¯cation en arithm¶etique (cas d'¶egale caract¶eristique) grâce µa l'espace de d¶eformation
de Fulton (dont nous rappelons la d¶e¯nition et les propri¶et¶es fonctorielles dans l'annexe B).

Nous donnons ¯nalement quelques applications ¶el¶ementaires de la cat¶egorie des motifs
g¶en¶eriques. Tout d'abord, grâce au calcul du motif g¶en¶erique d'une extension transcen-
dante pure, nous montrons comment obtenir une r¶eduction de la conjecture de Beilinson-
Soul¶e (cf9.3.5). Par ailleurs, nous obtenons un r¶esultat d'annulation de la partie libre de
certains groupes de morphismes dans la cat¶egorie d¶eriv¶ees des motifs mixtes (cf9.3.20).
Pr¶ecisons que ce r¶esultat a une interpr¶etation claire en termes de modules homotopiques
(cf 9.3.13) i.e. en termes de modules de cycles.
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Conventions adopt¶ees

Dans toute cette thµese, nous̄xons un corps de base k.
Dµes lors, tous les sch¶emas sont suppos¶es, sans pr¶ecision, êtres¶epar¶es et munis d'une

structure de k-sch¶ema .
Nous dirons simplement qu'un sch¶ema estalg¶ebrique(resp. lisse) pour dire qu'il est

de type ¯ni sur k (resp. lisse surk).

Si S est un k-sch¶ema, nous notonsS chS la cat¶egorie des sch¶emas s¶epar¶es surS, et
L S la cat¶egorie des sch¶emas s¶epar¶es, lisses et de type ¯ni surS.

Par ailleurs, nous avons raccourci la terminologie<faisceau invariant par homo-
topie avec transferts > en <faisceau homotopique >. De même, dans tout le corps de
cette thµese, nous appelons simplement<module homotopique > ce que nous avions ap-
pel¶e auparavant dans cette introduction<module homotopique avec transferts >. On
fera attention que cette terminologie est en con°it avec la terminologie utilis¶ee dans [Mor],
et qu'en toute rigeur, on doit au moins garder l'expression<avec transferts>. Toutefois,
nous avons exclusivement adopt¶e dans ce travail les faisceaux avec transferts, ce qui fait
que l'abus n'est pas source de confusion µa l'int¶erieur du travail.

La construction centrale

Nous pr¶ecisons maintenant la comparaison entre modules de cycles et faisceaux invariants
par homotopie avec transferts. Dans cette construction, nous nous sommes inspir¶ees de
la cat¶egorie des modules homotopiques d¶ecouverte par F.Morel dans [Mor]. Rappelons
que cette cat¶egorie est le coeur de la cat¶egorie homotopique stable pour la t-structure
homotopique que F.Morel a construite. Il s'agit de la cat¶egorie des faisceaux { pour la
topologie de Nisnevich { de groupes ab¶eliens gradu¶es, strictement invariants par homotopie
et munis d'une action du faisceauGm (:) telle que l'application adjointe µa cette action soit
un isomorphisme.

Nous remarquons dans la quatriµeme section du chapitre 3 que l'on peut faire la même
construction avec la cat¶egorie des faisceaux avec transferts invariants par homotopie, ob-
tenant ainsi une cat¶egorie que l'on peut appeler la cat¶egorie des modules homotopiques
avec transferts (cf d¶e¯nition 3.4.23). Or cette construction parâ³t particuliµerement perti-
nente lorsque nous d¶emontrons que le groupe de Chow en codimension0 d'un module de
cyles { encore appel¶e groupe de cohomologie non rami¯¶ee { est un module homotopique
avec transferts (cf th¶eorµeme4.3.9).

Le chapitre 5 est donc logiquement consacr¶e µa obtenir une transformation dans l'autre
sens, qui µa un module homotopique avec transferts associe un module de cycles. Nous
menons a bien compl¶etement cette construction, appelant<transform¶ee g¶en¶erique> le
module de cycles obtenu µa partir d'un module homotopique.

La situation est même parfaite puisque ces deux constructions sont des ¶equivalences
de cat¶egories quasi-inverses l'une de l'autre (th¶eorµeme4.3.9) { ainsi, on peut interpr¶eter
le foncteur qui µa un module de cycles associe sa cohomologie non rami¯¶ee comme une
<transformation g¶en¶erique inverse>.
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Par ailleurs, nous avan»cons la possibilit¶e de faire la construction des modules homo-
topiques avec transferts non pas seulement au niveau des faisceaux homotopiques, mais au
niveau de la cat¶egorie des complexes motiviques, obtenant ainsi une construction similaire
µa la cat¶egorie des spectres. Plus pr¶ecis¶ement, elle s'obtient en copiant la d¶e¯nition des
spectres de la topologie alg¶ebrique lorsque la sphµere est le motifZ(1)[1], qui correspond
au motif r¶eduit repr¶esent¶e par le sch¶emaGm , point¶e par 1. Cette cat¶egorie triangul¶ee
doit encore être munie d'une t-structure dont le coeur est la cat¶egorie des modules homo-
topiques avec transferts. Elle doit jouer un rôle analogue µa la cat¶egorie desP1-spectres de
[Mor], µa laquelle elle se compare naturellement.

Enonc¶es pr¶ecis

Nous avons synth¶etis¶e ci-dessous les r¶esultats principaux obtenus dans cette thµese :

Premiµere partie.{

Th¶eorµeme 1 Soit k un corps parfait.

1. (th¶eorµeme6.1.1) La cat¶egorie des modules de cycles surk est ¶equivalente µa la cat¶e-
gorie des modules homotopiques surk. On obtient deux ¶equivalences de cat¶egories
quasi-inverses l'une de l'autre en associant :

(a) µa tout module de cyclesM , le faisceau gradu¶eA0(:; M ) qui est un module ho-
motopique.

(b) µa tout module homotopiqueF¤, le foncteur qui µa une extension de type ¯niE=k
associe la ¯bre du faisceauF¤ au point correspondant µaE=k ; c'est en e®et un
module de cycles.

2. (th¶eorµeme6.3.12) La cat¶egorie des faisceaux invariants par homotopie avec transferts
de Voevodsky est une localisation de la cat¶egorie des modules de cycles de Rost. Un
des foncteurs de cette localisation est obtenu en associant µa tout module de cyclesM
le faisceauA0(:; M; 0).

Nous d¶eduisons de ce th¶eorµeme les corollaires suivants :

Th¶eorµeme 2 Soit k un corps parfait.
La cat¶egorie des modules de cycles surk est ab¶elienne, admet des sommes et produits

quelconques, une famille de g¶en¶erateurs et les limites inductives ¯ltrantes sont exacts.
Elle est munie d'une structure monoÄ³dale sym¶etrique telle que le module de cyclesK M

¤
en soit le neutre. Ce produit tensoriel commute au d¶ecalage de la graduation des modules
de cycles.

Par ailleurs, la proposition 8.6 de [Ros96], jointe aux m¶ethodes de [Voe02] permet de
donner une nouvelle d¶emontration du th¶eorµeme suivant dû µa Voevodsky (cf [FSV00b],
th¶eorµeme 3.1.12) :

Th¶eorµeme 3 Soit k un corps parfait.
Tout faisceau avec transferts qui est invariant par homotopie a une cohomologie Nis-

nevich invariante par homotopie.



xiii

Deuxiµeme partie.{
On rappelle que l'on associe suivant Voevodsky µa un couple(X; Z ) { appel¶e paire

ferm¶ee dans cette thµese { oµuX est un sch¶ema alg¶ebrique lisse etZ un sous-sch¶ema ferm¶e,
un motif M (X; Z ).

Pour une paire ferm¶ee(X; Z ) telle que Z est lisse de codimension pure ¶egale µan, on
obtient grâce µa la d¶eformation au cône normal un isomorphismeM (X; Z ) ' M (NZ X; Z ).
On dispose de plus d'un isomorphisme, appel¶e isomorphisme de Thom,M (NZ X; Z ) '
M (Z ) (n)[2n]. Alors :

Th¶eorµeme 4 Soit (X; Z ) une paire ferm¶ee telle queX et Z soient des sch¶emas alg¶ebriques
lisses,Z ¶etant par ailleurs connexe de codimensionn dans X .

Soit f : Y ! X un morphisme. On poseT = Z £ X Y, et on note g : T ! Z le
morphisme induit par f .

1. (cf 8.4.7) On suppose queT est lisse sur k, connexe de codimensionm dans Y .
Alors, le morphisme

M (f; g ) : M (Y; T) ! M (X; Z )

est isomorphe µa travers la d¶eformation au cône normal et l'isomorphisme de Thom
au morphisme

¡
M (g) ` ce(»)

¢
(m)[2m] : M (T) (m)[2m] ! M (Z ) (n)[2n];

oµu » = g¤(NZ X )=NT Y est le ¯br¶e vectoriel <en excµes>, de rang e = n ¡ m.

2. (cf 8.4.10) On suppose seulement queTr¶ed est lisse surk, mais queZ et T sont tous
deux de codimension1 dans X et Y respectivement.

Par ailleurs, on suppose que l'id¶eal deT dans Y est ¶egal µa la puissancer de l'id¶eal
de Tr¶ed dans Y . Alors, le morphisme

M (f; g ) : M (Y; T) ! M (X; Z )

est isomorphe µa travers la d¶eformation au cône normal et l'isomorphisme de Thom
au morphisme

M (Tr¶ed) (1)[2]
r:M (g)(1)[2]
¡¡¡¡¡¡¡! M (Z ) (1)[2]:

La deuxiµeme formule est l'interpr¶etation g¶eom¶etrique de la rami¯cation que l'on avait
annonc¶ee.

Les deux r¶esultats suivants ont moins d'importance que les pr¶ec¶edents, mais nous les
donnons a¯n d'̂etre complet :

Proposition 5 (cf 9.3.5) Les conditions suivantes sont ¶equivalentes :

1. (conjecture de Beilinson-Soul¶e) Pour tout sch¶ema alg¶ebrique lisseX , pour tout
couple d'entiers naturels(n; m) tel quem > 0,

HomDM ef f
gm (k) (M gm(X ) ; Z(n)[¡ m]) = 0 :
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2. Pour toute extension de type ¯ni E=k, pour tout entier naturel n,

Hompro¡ DM ef f
gm (k) (M gm(E ) ; Z(n)[¡ 1]) = 0 :

Remarque .{ B. Kahn nous a signal¶e que l'on conjecturait même que pour toute extension
de type ¯ni E=k, et tout entier naturel n > 0,

Hompro¡ DM ef f
gm (k) (M gm(E ) ; Z(n)) = 0 :

Notre d¶emonstration montre que cette derniµere assertion est encore ¶equivalente µa la
conjecture de Beilinson-Soul¶e.

Par ailleurs, on a obtenu le r¶esultat d'annulation suivant :

Proposition 6 (cf 9.3.20) Soient X=k un sch¶ema alg¶ebrique lisse de dimensiond, et L=k
une extension de type ¯ni dek. Pour tout entier p > d, on a

HomDM ef f
gm (k) (M gm(L )f pg; M (X ))  Q = 0 :

Grandes lignes de la thµese

Dans la premiµere partie, nous avons ¶et¶e guid¶es par un souci d'exhaustivit¶e et de d¶etail, ce
qui entraine la longeur de cette thµese. Pour que cela ne grµeve pas la lecture de ce m¶emoire,
nous en tra»cons donc les grandes lignes, en indiquant la place et l'importance de chaque
¶etape.

Les chapitres 1 µa 3 contiennent essentiellement des rappels concernant la th¶eorie des
faisceaux avec transferts de Voevodsky. Nous donnons un expos¶e complet et d¶etaill¶e de
cette th¶eorie, en nous appuyant sur le livre de r¶ef¶erence [FSV00a]. Exception faite de la
¯n du chapitre 3 oµu nous introduisons les modules homotopiques, tout le mat¶eriel de ces
chapitres est donc d¶ejµa connu.

Les chapitres 3 µa 6 forment la d¶emonstration proprement dite du r¶esultat principal
de la premiµere partie. Dans les deux premiers, nous construisons chacune des deux
¶equivalences de cat¶egories qui entrent en jeu dans ce th¶eorµeme. C'est surtout le chapitre
5 qui demande le plus de travail. Dans le chapitre 6, nous terminons la d¶emonstration, et
en tirons les corollaires d¶ejµa cit¶es.

Dans la deuxiµeme partie, le souci de d¶etail µa ¶et¶e beaucoup moins important. Le chapitre
7 toutefois est consacr¶e µa des rappels sur la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes d¶e¯nie par
V. Voevodsky pour que le lecteur dispose d'un panorama complet.

Notre apport apparait dans le chapitre 8, principalement avec l'¶etude des triangles de
Gysin de la derniµere section.

Le corps principal de cette thµese se termine sur la d¶e¯nition des motifs g¶en¶eriques,
qui sont des pro-objets de la cat¶egorieDM gm(k) destin¶es µa interpr¶eter les r¶esultats du
chapitre 5, en montrant comment on peut exploiter l'¶etude faite au chapitre 8. Ce
chapitre a surtout une vocation pr¶eparatoire pour la suite spectrale que nous avons en
vue (cf D¶eveloppements ¶eventuels), mais nous montrons tout de même comment on peut
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exploiter les motifs g¶en¶eriques sur deux exemples simples dans la derniµere section.

Suivant le souci d'exhaustivit¶e de la premiµere partie, nous avons int¶egr¶e en annexe
des rappels concernant l'espace de d¶eformation et la th¶eorie g¶en¶erale des pro-objets. En
annexe A, on trouvera aussi la d¶e¯nition, par ailleurs classique, d'une notion de ¯nitude
sur les sch¶emas qui nous sert dans cette thµese. Cette partie annexe se termine sur un index
des notations qui j'espµere facilitera la lecture du pr¶esent m¶emoire.

Description d¶etaill¶ee du travail

Nous d¶ecrivons ici pr¶ecis¶ement chaque partie. Le lecteur pourra se servir de cette descrip-
tion comme un guide de r¶ef¶erence pour chaque chapitre.

Premiµere partie.{ La premiµere partie a pour but la d¶emonstration du th¶eorµeme
6.1.1. Elle est ¶el¶ementaire, et nous prouvons compl¶etement toutes les propositions dont
nous avons besoin pour cela. Ainsi, nous avons ¶et¶e particuliµerement soucieux dans cette
premiµere partie de donner un expos¶e le plus complet possible de la th¶eorie des faisceaux
avec transferts de V. Voevodsky. Le lecteur y trouvera donc toutes les preuves { µa une
exception prµes { de cette th¶eorie avec plus de d¶etails que dans [FSV00a], ainsi qu'une
interpr¶etation des m¶ethodes du chapitre 3 de ce livre de r¶ef¶erence.

Chapitre 1.{ Le premier chapitre s'ouvre sur des rappels concernant la th¶eorie de
l'intersection des cycles telle qu'elle est expos¶ee dans [Ser58].

Dans la deuxiµeme section, on expose la th¶eorie des cycles relatifs de [SV00b] dans le
cas particulier des cycles ¶equidimensionnels de dimension0, puisque nous n'utiliserons que
ces derniers. Suivant A. Suslin et V. Vovevodsky, on montre en particulier que de tels
cycles disposent d'un pushout par un morphisme quelconque.

C'est dans la troisiµeme section qu'on entre dans le vif du sujet, avec la notion de
correspondances ¯nies introduite par V. Voevodsky. Pour cela, nous prenons pour base
une base r¶eguliµere surk arbitraire au lieu du corps k montrant ainsi que les bases de la
th¶eorie sont encore valides dans ce cas. Nous prouvons toutes les propri¶et¶es ¶el¶ementaires
v¶eri¯¶ees par ces correspondances, telles que le fait que leur composition est bien d¶e¯nie
par la formule classique. Le calcul de la composition d'une correspondance ¯nie avec un
morphisme de sch¶emas montre ais¶ement que la cat¶egorie des sch¶emas alg¶ebriques lisses
munie des correspondances ¯nies contient comme sous-cat¶egorie (non pleine!) la cat¶egorie
des sch¶emas alg¶ebriques lisses munie des morphismes de sch¶emas. Par ailleurs, nous avons
d¶egag¶e quelques propri¶et¶es ¶el¶ementaires concernant la fonctorialit¶e de cette cat¶egorie par
rapport µa la base choisie. Nous avons aussi d¶egag¶e un r¶esultat utile concernant les groupes
de correspondances ¯nies et les limites inductives de sch¶emas µa la source, qui n'¶etait pas
clairement d¶egag¶e dans la litt¶erature.

Dans la derniµere section, on introduit la notion d'homotopie entre correspondances
¯nies. Les groupes de correspondances ¯nies µa homotopie prµes ne sont rien d'autre que
des groupes d'homologie singuliµere au sens de Suslin en degr¶e0, mais nous montrons
que l'utilisation directe de l'¶equivalence d'homotopie permet une interpr¶etation claire
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des r¶esultats de V. Voevodsky (principalement ceux de [FSV00c]). Dans cette section,
nous introduisons les bonnes compacti¯cations d'une courbe notion due µa Suslin et Vo-
evodsky, et nous exposons compl¶etement la preuve de M.Walker concernant l'existence
semi-locale de bonnes compacti¯cations, pour un corps de base in¯ni. Nous donnons en-
suite l'interpr¶etation des groupes de correspondances ¯nies µa homotopie prµes en termes
de groupes de Picard relatifs due µa Suslin et Voevodsky (ici, nous faisons r¶ef¶erence µa leur
article [SV96] pour la d¶emonstration). L'originalit¶e de ce chapitre r¶eside dans les deux
derniµeres sous-sections oµu nous montrons comment utiliser les r¶esultats pr¶ec¶edents pour
obtenir des propri¶et¶es de la cat¶egorie des sch¶emas alg¶ebriques lisses munis des correspon-
dances ¯nies µa homotopie prµes. On fera attention que ces r¶esultats ne prendront tout leur
sens que dans le chapitre 3.

Chapitre 2.{ Ce deuxiµeme chapitre s'ouvre lui-aussi sur des rappels, concernant cette
fois la topologie de Nisnevich. Nous montrons ainsi la caract¶erisation classique des fais-
ceaux Nisnevich µa l'aide des<carr¶es distingu¶es ¶el¶ementaires> telle qu'elle se trouve par
exemple dans [MV01]. Par ailleurs, dans la troisiµeme section, nous faisons une ¶etude trµes
pr¶ecise des<points>, au sens de Grothendieck, du topos associ¶e au site desS-sch¶emas
lisses de type ¯ni, pour S un k-sch¶ema de dimension de Krull ¯nie. En e®et, cette ¶etude
nous servira de base dans la suite du travail, puisqu'elle explicite une famille conservative
de points pour ce topos. On d¶emontre ainsi que les foncteurs ¯bres correspondant sont
pro-repr¶esentables { ce qui est un fait g¶en¶eral dans les topos { et surtout, on explicite les
pro-objets de la cat¶egorie desS-sch¶emas lisses de type ¯ni qui les pro-repr¶esentent. Dans
le cas de la topologie de Zariski, on obtient plus pr¶ecis¶ement une ¶equivalence de cat¶e-
gorie entre la cat¶egorie des foncteurs ¯bres d'une famille conservative de points, munie
des transformations naturelles, et la cat¶egorie desS-algµebres locales formellement lisses et
essentiellement de type ¯ni (on renvoie le lecteur µa l'annexe A pour la d¶e¯nition de cette
derniµere condition de ¯nitude sur un morphisme de sch¶emas). Nous n'aurons r¶eellement
besoin dans la suite du travail que des tellesS-algµebres locales qui sont de dimension0 ou
1, mais pour l'assertion pr¶ec¶edente, cela ne change pas beaucoup le travail de consid¶erer
toutes les dimensions possibles. Toutefois, puisque nous utilisons particuliµerement dans la
suite lesS-algµebres locales formellement lisses essentiellement de type ¯ni, nous consacrons
µa ces objets un petit paragraphe µa la ¯n de la premiµere section.

Nous pouvons ensuite entrer dans le vif du sujet avec la deuxiµeme section, et d¶e¯nir,
suivant trµes exactement V. Voevodsky, les notions de pr¶efaisceau avec transferts et de
faisceau avec transferts, en ¶etendant toutefois les d¶e¯nitions au cas d'une baseS qui est
un k-sch¶ema r¶egulier noeth¶erien { ce qui ne pose pas de r¶eelle di±cult¶e. Nous avons
suivi ¯dµelement dans cette section la d¶emarche de ce math¶ematicien (cf [FSV00b], x3.1)
pour obtenir ¯nalement le fait que la cat¶egorie des faisceaux avec transferts est ab¶elienne,
et munie d'une structure monoÄ³dale canonique. Suivant toujours V. Voevodsky, nous
montrons qu'un sch¶emaX repr¶esente canoniquement un faisceau avec transferts not¶e
L[X ] (cf lemme 2.2.4). Par ailleurs, nous d¶emontrons le lemme fondamental que pour
tout faisceau avec transfertsF , le groupe d'extensionExt n

N tr
k

(L[X ] ; F ) est canoniquement

isomorphe µa la cohomologie du faisceau Nisnevich sous-jacent µaF par rapport µa X en degr¶e
n.
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Chapitre 3.{ Dans ce chapitre, nous introduisons ¯nalement les faisceaux invariants par
homotopie avec transferts, sous le nom abusif de<faisceaux homotopiques>. La d¶e¯nition
garde encore tout son sens au-dessus d'une baseS d¶e¯nie sur k, r¶eguliµere et noeth¶erienne.
Nous prouvons ainsi que la cat¶egorie des faisceaux homotopiques surS est munie d'une
structure monoÄ³dale canonique, µa l'aide du foncteurh0, adjoint µa gauche du foncteur
d'oubli des faisceaux homotopiques dans les faisceaux avec transferts.

Nous prouvons dans la deuxiµeme section un lemme utile concernant les extensions tran-
scendantes pures, µa savoir que pour toute extension transcendante pureL de k, pour tout
faisceau homotopiqueF sur S, et pour tout sch¶ema alg¶ebrique lisse surS, le morphisme
canonique F (X ) ! F (X L ) est un monomorphisme, oµuF (X L ) est encore le groupe des
sections du faisceau homotopiqueF ¶etendu µaSL .

Cet ¶enonc¶e est valable sur une baseS quelconque, mais par contre, nous sommes
oblig¶es d'abandonner rapidement cette g¶en¶eralit¶e pour nous restreindre au cas oµuS est le
corps de base. Dans ce cas, le lemme concernant les extensions transcendantes pures nous
sert µa combler une lacune dans le chapitre [FSV00c]. En e®et, la d¶emonstration deloc.cit.
concernant la proposition correspondant µa3.3.1 (et donc celle de son corollaire3.3.3) ne
sont valides que dans le cas oµuk est un corps in¯ni, parce que le th¶eorµeme de M.Walker
1.3.11 n'est d¶emontr¶e que dans ce cas. Nous utilisons le r¶esultat de la deuxiµeme section
pour montrer que le cas d'un corps ¯ni k s'en d¶eduit, par extension des scalaires au corps
in¯ni k(t). Cette troisiµeme section est particuliµerement dense, puisque la deuxiµeme sous-
section montre un th¶eorµeme trµes important de V. Voevodsky (cf3.3.18), qui nous permet
de d¶eduire suivant la m¶ethode de Voevodsky que le faisceau associ¶e µa un pr¶efaisceau avec
transferts invariants par homotopie est encore invariant par homotopiei.e. est un faisceau
homotopique grâce aux r¶esultats du chapitre 2. Ceci montre que la cat¶egorie des faisceaux
homotopiques est ab¶elienne de Grothendieck, et monoÄ³dale sym¶etrique ferm¶ee, r¶esultat
fondamental.

Les d¶emonstrations de cette section suivent comme nous l'avons indiqu¶e la d¶emarche
de Voevodsky. Toutefois, nous apportons un peu d'originalit¶e en montrant que l'on peut
faire toutes les constructions µa l'aide de la cat¶egorie des sch¶emas alg¶ebriques lisses munis
des correspondances ¯nies µa homotopie prµes. Ceci simpli¯e et clari¯e substantiellement les
d¶emonstrations de [FSV00c], x4.1 µax4.4, dans le cas restreint des faisceaux avec transferts
(au lieu des pr¶eth¶eories) qui est le seul dont nous nous servirons. Nous esp¶erons que le
lecteur trouvera ces d¶emonstrations ¶eclairantes dans les fondements de la th¶eorie g¶en¶erale
de la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes.

La derniµere section est par contre originale, puisqu'elle introduit la notion de<module
homotopique avec transferts> que nous avons d¶ejµa mentionn¶ee, sous le nom abusif de
<module homotopique>. La premiµere sous-section rappelle la construction de Voevodsky
qui µa un faisceau homotopiqueF associe un faisceau homotopiqueF¡ 1 (cf [FSV00c], ¯n du
x3.1). Nous montrons, suivant µa nouveau V. Voevodsky, que ce foncteur est exact. Nous
en donnons par ailleurs une interpr¶etation en terme de Hom interne de source le faisceau
homotopique S1

t , appell¶e <sphµere de Tate>, ¶egal au conoyau du morphisme canonique
h0(f 1g) ! h0(Gm ) { pr¶ecisons que ce faisceau homotopique est ¶egal dans la cat¶egorie des
complexes motiviques au motif de Tate classiqueZ(1) lorsqu'on l'a d¶ecal¶e µa gauche de
1, i.e. Z(1)[1] = S1

t (cf 8.2.12). Dans les deux derniµeres sous-sections, nous montrons
comment r¶ealiser la construction des spectres de la topologie alg¶ebrique dans le cas de
la cat¶egorie des faisceaux homotopiques avec pour sphµereS1

t . Nous introduisons donc
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les modules gradu¶es au-dessus deS1
t , qui sont l'analogue des spectres. Par ailleurs, nous

appelons module homotopique tout module gradu¶eF¤ sur S1
t tel que le morphisme adjoint

² : F¤ ! HomHN tr
k

¡
S1

t ; F¤
¢

= ( F¤)¡ 1

au morphisme structural
¿ : S1

t  Htr F¤ ! F¤

est un isomorphisme. Ces objets sont l'analogue des spectres ¯brants de la topologie al-
g¶ebrique. Nous d¶emontrons ensuite que cette cat¶egorie est ab¶elienne de Grothendieck, et
que l'on dispose d'un foncteur qui µa unS1

t -module F¤ associe un module homotopique
 1 (F¤), mais nous reportons µa la ¯n du chapitre 6 la construction d'une structure monoÄ³-
dale canonique sur la cat¶egorie des modules homotopiques, pour laquelle le module homo-
topique  1

¡
S1

t

¢
sera inversible comme il se doit. La raison est que nous n'avons pu nous

passer du r¶ecent th¶eorµeme de simpli¯cation de Voevodsky, tel qu'il est ¶enonc¶e dans un cas
particulier dans le num¶ero6.3.5.

Chapitre 4.{ Ce chapitre a pour but de montrer qu'on peut associer µa un module de
cycles un module homotopique.

Il commence par des rappels concernant les d¶e¯nitions des pr¶e-modules et modules de
cycles dues µa M. Rost. Ces rappels n'ont ¶et¶e ins¶er¶es que pour la commodit¶e du lecteur,
et ils n'apportent rien par rapport µa la r¶ef¶erence originale [Ros96]. A la ¯n de la premiµere
section toutefois, nous introduisons une cat¶egorie d¶e¯nie par g¶en¶erateurs et relations de
telle maniµere que les pr¶e-modules de cycles deviennent des foncteurs additifs de cette
cat¶egorie vers les groupes ab¶eliens. Cette cat¶egorie di®µere l¶egµeremant de la d¶e¯nition
originale de la remarque 1.10 de [Ros96] puisque nous consid¶erons que ses objets sont
les couples(E; n) oµu E=k est une extension de type ¯ni, etn un entier relatif arbitraire,
a¯n de voir la graduation des pr¶e-modules de cycles comme une donn¶ee interne µa cette
cat¶egorie. Cette cat¶egorie nous servira seulement dans le chapitre 9.

La deuxiµeme section concerne la th¶eorie de l'intersection qu'on peut d¶evelopper pour
les groupes de Chow µa coe±cients dans un module de cycles. Dans la premiµere sous-
section, elle suit l'approche originale de M. Rost qui utilise l'espace de d¶eformation pour
d¶e¯nir un morphisme de sp¶ecialisation. Toutefois, dans la deuxiµeme sous-section, nous
avons montr¶e comment on peut d¶evelopper en s'appuyant sur les r¶esultats de [Ros96] une
th¶eorie des morphismes de Gysin associ¶es aux morphismes localement d'intersection com-
plµete, similaire µa celle de [Ful98] (cf d¶e¯nition 4.2.23). Suivant cette derniµere r¶ef¶erence,
nous nous limitons aux morphismes localement d'intersection complµete dont la source est
un sch¶ema que l'on peut immerger dans un sch¶ema lisse surS. Nous montrons que ces
morphismes de Gysin satisfont les propri¶et¶es de base telles qu'elles sont ¶enonc¶ees dans le
chapitre 6 de [Ful98]. Par ailleurs, nous construisons suivantloc.cit. des morphismes de
Gysin ra±n¶es, qui permettent d'¶enoncer en g¶en¶eral une formule de projection (cf d¶e¯ni-
tion 4.2.29, et proposition 4.2.36). Signalons que nous n'avons d¶evelopp¶e la th¶eorie des
morphismes de Gysin ra±n¶es que pour des pullback d'immersions ferm¶ees r¶eguliµeres, et
qu'on doit pouvoir le faire suivant [Ful98] pour des pullback de morphismes localement
d'intersection complµete. Nous montrons ¯nalement que notre d¶e¯nition coÄ³ncide avec celle
de Rost dans le cas oµu l'on considµere un morphisme localement d'intersection complµete µa
valeur dans un sch¶ema lisse surS. Dans la derniµere sous-section, nous suivons µa nouveau
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[Ros96] pour d¶e¯nir un produit d'intersection sur un corps k lorsqu'on s'est donn¶e un
pairing de modules de cycles. Toutefois, en plus des r¶esultats de M. Rost sur ce produit
d'intersection, nous obtenons grâce µa l'¶etude de la deuxiµeme sous-section une formule de
projection v¶eri¯¶ee par ce produit d'intersection, lorsqu'on considµere un morphisme propre
et localement d'intersection complµete. La ¯n de la derniµere sous-section est consacr¶ee µa
l'¶etude du cas de la K-th¶eorie de Milnor, oµu nous d¶emontrons l'assertion ¯nale de [Ros96],
suivant l'indication qui s'y trouve. Ce r¶esultat nous permettra de montrer que le produit
sur la cohomologie motivique en degr¶e2n et poids n pour un entier naturel n variable
coÄ³ncide avec le produit sur les groupes de Chow.

Dans la derniµere section, on s'occupe du r¶esultat annonc¶e. La premiµere sous-section
construit donc une action des correspondances ¯nies sur les groupes de ChowA¤(:; M )
pour un module de cyclesM sur un corps k (non n¶ecessairement parfait). Le plus dif-
¯cile est de montrer que cette action est compatible avec le produit de composition des
correspondances ¯nies, ce que l'on fait grâce µa une ¶etude pr¶ecise des intersections mises
en jeu, nous servant µa plusieurs reprises du fait que pour composer deux correspondances
¯nies, on se r¶eduit µa une intersection propre. Nous utilisons µa nouveau pour ce travail les
r¶esultats de la deuxiµeme section concernant les morphismes de Gysin ra±n¶es. Ce travail
¶etant e®ectu¶e, il ne nous reste plus qu'µa montrer que pour un module de cyclesM le
faisceau gradu¶eA0(:; M ) est un module homotopique (cf4.3.9).

Chapitre 5.{ Ce chapitre est le plus technique de la thµese, et en occupe pratiquement
le quart. Nous nous occupons de la r¶eciproque du chapitre 4, µa savoir qu'un module
homotopique F¤ d¶e¯nit un module de cycles (cf ¶enonc¶e en5.1.2), que l'on note F̂¤, et que
l'on appelle transform¶ee g¶en¶erique deF¤ { puisqu'il s'agit en particulier de la restriction
de F aux points Nisnevich qui correspondent µa des sch¶emas alg¶ebriques lisses connexes
localis¶es en leur point g¶en¶erique. Il s'agit de construire les donn¶ees des pr¶e-modules de
cycles, de d¶emontrer les relations que doivent v¶eri¯er ces donn¶ees, et de montrer en¯n les
axiomes des modules de cycles. Le lecteur trouvera dans le tableau page130 les r¶ef¶erences
oµu chacune de ces tâches est e®ectu¶ee. Nous avons essay¶e de donner des ¶enonc¶es pr¶ecis qui
permettent la lecture de cette d¶emonstration en suivant les indications du tableau, puis
en glanant au besoin des d¶etails grâce au jeu des r¶ef¶erences.

Nous indiquons ici la d¶emarche adopt¶ee dans cette d¶emonstration. On ¯xe dans tout
le chapitre 5 un module homotopique(F¤; ²). Il s'agit dans chaque cas de d¶e¯nir un
morphisme entre les ¯bres du faisceauF¤ aux points correspondant aux extensions de
type ¯ni de k. Pour cela, on procµede toujours de la même maniµere ; on donne d'abord
la construction g¶eom¶etrique qui correspond µa la donn¶ee D* que l'on veut construire. On
montre ensuite, dans un paragraphe toujours intitul¶e <situation g¶en¶erique> comment
cette donn¶ee passe µa la limite pour induire un morphisme sur les ¯bres (on utilise ici
la th¶eorie des pro-objets ; le lecteur en trouvera un rappel complet dans l'annexe C).
On d¶e¯nit la donn¶ee arithm¶etique en question en montrant comment elle se mod¶elise
g¶eom¶etriquement en introduisant une notion appropri¶ee de<modµele>, et on montre que
la d¶e¯nition est ind¶ependante du modµele choisi. On d¶emontre ¯nalement les relations qui
sont rattach¶ees µa cette donn¶ee.

La deuxiµeme section du chapitre 5 concernant la donn¶ee D1 est ¶el¶ementaire.
La troisiµeme section s'attache µa d¶e¯nir la donn¶ee D2. Pour cela, la construction



xx

g¶eom¶etrique utilis¶ee est la transpos¶ee des morphismes ¯nis ¶equidimensionnels de sch¶emas
dans la cat¶egorie des correspondances ¯nies (sous-section5.3.1). Nous montrons ensuite
qu'on peut toujours trouver un modµele d'une extension ¯nie E=L, c'est-µa-dire un mor-
phisme ¯ni surjectif X ! Y de k-sch¶emas connexes alg¶ebriques lisses, tel que· (X )=· (Y )
soit canoniquement k-isomorphe µaE=L. La d¶emonstration de l'axiome R1c respose sur
une relation analogue (cf5.3.5) v¶eri¯¶ee par les correspondances ¯nies.

La quatriµeme section permet de construire la donn¶ee D4. C'est la di±cult¶e princi-
pale de ce chapitre. Notons que la construction aurait ¶et¶e beaucoup moins technique si
l'on avait accept¶e d'utiliser le th¶eorµeme 3.1.12 de [FSV00b] concernant l'invariance par
homotopie stricte des faisceaux homotopiques. Nous montrons comment ¶eviter le recours
µa ce th¶eorµeme, µa l'aide d'une construction inspir¶ee de la construction dux4.2 de [FSV00c].
Nous avons d¶egag¶e, pour clari¯er la construction, la notion de paire ferm¶ee inspir¶ee de la
topologie. Une paire ferm¶ee est tout simplement un couple(X; Z ) form¶e d'un sch¶emaX
et d'un sous-sch¶ema ferm¶eZ de X . A une telle paire ferm¶ee, et µa un faisceau homotopique
F , nous associons un groupe ab¶elien not¶eF 1(X; Z ). La construction que nous proposons
a l'avantage que le groupe ab¶elien ainsi construit d¶epend fonctoriellement de la paire fer-
m¶ee (X; Z ). Or cette fonctorialit¶e est un peu particuliµere. En e®et, nous consid¶erons
pour morphismes de paires ferm¶ees(f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) les morphismes de sch¶emas
f : Y ! X tels que f ¡ 1(Z )red = Tred , que nous baptisons morphismes quasi-cart¶esiens.
Autrement dit, il nous su±t que l'espace topologique sous-jacent µaf ¡ 1(Z ) soit ¶egal µaT
(nous ajoutons l'hypothµese que le morphismeg : T ! Z doit être la compos¶ee d'un ¶epais-
sissement canonique avec le morphisme induit parf ). Il apparâ³t que le groupeF 1(X; Z )
ainsi construit satisfait la propri¶et¶e d'excision classique en g¶eom¶etrie. Le r¶esultat central
de cette construction est le fait (cf 5.4.24) que

F 1(A1
X ; X ) ' F¡ 1(X );

analogue du th¶eorµeme 4.14 de [FSV00c]. Nous insistons sur le fait que le lemme cl¶e qui
nous sert dans cette proposition est le lemme d¶emontr¶e et utilis¶e par V. Voevodsky pour
ce th¶eorµeme. Toutefois, notre construction v¶eri¯e des propri¶et¶es su±santes pour que l'on
obtienne grâce µa l'espace de d¶eformation un isomorphisme canonique

F 1(X; Z ) ' F 1(NZ X; Z )

lorsque la paire ferm¶ee(X; Z ) est <param¶etrisable> (cf 5.4.26). Dans la sous-section5.4.3,
nous montrons que cet isomorphisme est naturel par rapport µa tout morphisme quasi-
cart¶esien (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) entre des paires ferm¶ees de codimension1, qui est tel
que l'¶epaississment canoniqueT ! f ¡ 1(Z ) entre sous-sch¶emas ferm¶es deY soit <exact>
(i.e. l'id¶eal de f ¡ 1(Z ) dans Y est ¶egal µa une puissance entiµere de l'id¶eal deT dans Y).
Ceci nous servira par la suite pour interpr¶eter de maniµere g¶eom¶etrique la formule R3a de
[Ros96] qui fait intervenir un indice de rami¯cation. Signalons en¯n que l'on dispose d'un
morphisme canonique

F (X ¡ Z ) ! F 1(X; Z )

que l'on peut consid¶erer comme la version g¶eom¶etrique du r¶esidu. On montre ensuite
comment ce r¶esidu passe µa la limite. Par la suite, on introduit la notion dek-modµele d'un
anneau de valuation discrµeteOv qui est essentiellement de type ¯ni surk. C'est ici que
l'on utilise l'hypothµese que k est parfait, puisqu'un tel modµele est une paire ferm¶ee(X; Z )
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telle que X et Z sont lisses, connexes et de type ¯ni surk, et Z est de codimension1
d'anneau local canoniquement isomorphe µaOv . On ne peut pas esp¶erer une telle situation
en g¶en¶eral pour un anneau de valuation discrµete sur un corps non parfaitk, puisque son
corps r¶esiduel peut ne pas être une extension s¶eparable dek. Nous montrons que de tels
modµeles existent, en d¶eduisons la d¶e¯nition du r¶esidu µa l'aide du pr¶e-r¶esidu, et montrons
que cette d¶e¯nition est ind¶ependante du modµele choisi (notamment ind¶ependante d'une
uniformisante de Ov qu'il faut choisir pour construire le morphisme r¶esidu). La derniµere
sous-section d¶emontre les relations R3a et R3b que doit v¶eri¯er un pr¶e-module de cycles,
µa l'aide de l'interpr¶etation g¶eom¶etrique de la rami¯cation que nous avons obtenue grâce
µa la d¶eformation au cône normal. Nous utilisons notamment le fait que le groupe des
endomorphismes du faisceau homotopiqueS1

t est isomorphe µaZ.
Dans la section 5, on s'occupe de l'action de la K-th¶eorie de Milnor. Celle-ci r¶esulte

simplement de l'action naturelle de la cohomologie motivique sur les sections d'un faisceau
homotopique. Nous introduisons cette action en terme de cup-produit externe. Dans la
deuxiµeme sous-section, nous rappelons que la cohomologie motivique d'un corps en degr¶e
n et poids n est le n-iµeme groupe de K-th¶eorie de Milnor, r¶esultat obtenu par A.Suslin
et V. Voevodsky. Toutefois, nous ¶enon»cons cette proposition µa propos du groupe que l'on
a not¶e Sn

t (E ) (et qui correspond en fait µaH n (Z(n))( E )) ; puisque nous avons d¶emontr¶e
toutes les propri¶et¶es ¶el¶ementaires du cup-produit { comme une formule de projection {
pour les faisceaux homotopiques, nous montrons que la d¶emonstration de A. Suslin et
V. Voevodsky concernant la cohomologie motivique se traduit en fait litt¶eralement pour
donner une d¶emonstration concernant le groupeSn

t (E ). Nous avons donc ins¶er¶e cette
d¶emonstration dans le cas du faisceau homotopique gradu¶e

S¤
t = ©n2 N(S1

t ) Htr ;n

principalement par souci d'exhaustivit¶e. L'action de la K-th¶eorie de Milnor est alors facile
µa d¶e¯nir. Toutefois, on caract¶erise cette action pour lui donner une forme g¶eom¶etrique (cf
5.5.26). Ceci nous permet de donner ¯nalement une d¶emonstration des derniµeres relations
des pr¶e-modules de cycles { signalons que nous avons besoin pour la derniµere relation d'une
propri¶et¶e suppl¶ementaire du morphisme pr¶e-r¶esidu de la section 4 (¶enonc¶e en5.5.30).

Dans la section 6, on d¶emontre les axiomes des modules de cycles. La propri¶et¶e (FD)
est facile compte tenu de notre construction. Par contre, pour terminer la d¶emonstration
on utilise µa nouveau le fait que le corpsk est parfait, et la caract¶erisation des modules
de cycles montr¶ee par M. Rost dans ce cas ([Ros96], theorem 2.3). En e®et, on d¶emontre
que le pr¶e-module de cycle d¶e¯ni par un module homotopique v¶eri¯e la propri¶et¶e (H), qui
entrâ³ne facilement la propri¶et¶e (WR), ce qui conclut le chapitre 5 d'aprµes le r¶esultat de
M. Rost.

Chapitre 6.{ Dans ce chapitre, on d¶emontre le th¶eorµeme principal de la premiµere partie,
pour un corps parfait k. On a d¶ejµa construit deux foncteurs canoniques entre la cat¶egorie
des modules de cycles surk et celle des modules homotopiques surk. Il reste µa montrer
que ces deux morphismes sont r¶eciproques l'un de l'autre. On construit donc des transfor-
mations naturelles canoniques (qui correspondent au fait que ces foncteurs sont adjoints),
et on montre que ce sont des isomorphismes.

Ainsi, pour un module de cyclesM , on construit facilement un foncteur canonique
\A0(:; M ) ! M entre la transform¶ee g¶en¶erique deA0(:; M ) et le module de cyclesM . Toute
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la di±cult¶e consiste µa voir que c'est un morphisme de modules de cycles, c'est-µa-dire qu'il
est compatible aux donn¶ees D1-D4. Ce sont les donn¶ees D3 et D4 qui posent le plus de
problµemes. Pour la donn¶ee D3, on utilise le fait que le module homotopiqueA0(:; M ) est
strictement invariant par homotopie, comme il r¶esulte de la proposition 6.5 de [Ros96].
On montre que le morphisme pr¶e-r¶esidu consid¶er¶e dans la section 4 du chapitre 5 coÄ³ncide
avec le morphisme bord d¶e¯ni par M. Rost dansloc.cit. , x3.7. Ceci permet de conclure
en revenant µa la d¶e¯nition de celui-ci. Pour la donn¶ee D4 on utilise la caract¶erisation de
l'action de la K-th¶eorie de Milnor sur \A0(:; M ) (i.e. celle du corollaire 5.5.26), ainsi que
la d¶e¯nition de l'isomorphisme structural du module homotopique A0(:; M ).

Pour un module homotopique F¤, on construit de même assez facilement pour tout
sch¶ema alg¶ebrique lisseX un morphismeF¤(X ) ! A0(X ; F̂¤). Le problµeme est de montrer
qu'il est compatible aux transferts sur chacun des deux membres. On fait cela en plusieurs
¶etapes, en commen»cant par le cas des morphismes plats dominants et de la transpos¶ee des
morphismes ¯nis surjectifs. Le cas le plus di±cile est celui des immersions ferm¶ees, et on
utilise notamment le corollaire 12.4 de [Ros96] concernant le calcul du morphisme de Gysin
d'une immersion ferm¶ee µa l'aide d'une suite r¶eguliµere qui la param¶etrise. On a besoin ici
d'un lemme qui permet d'interpr¶eter g¶eom¶etriquement les morphismes de sp¶ecialisation
(grâce au lemme6.1.2). On peut alors d¶emontrer le cas g¶en¶eral µa partir de ces trois cas,
car on s'y r¶eduit dans le cas d'une correspondance ¯nie associ¶ee µa un sous-sch¶ema ferm¶e
lisse surk. On termine la d¶emonstration en utilisant le fait que le morphisme construit
est un isomorphisme sur les points correspondant aux extensions de type ¯ni dek, ce qui
su±t puisque c'est un morphisme de faisceaux homotopiques.

On en d¶eduit ensuite le corollaire dont nous avons d¶ejµa parl¶e concernant les modules
de cycles, sans la structure monoÄ³dale dans un premier temps. Par ailleurs, on en
d¶eduit un corollaire concernant les modules homotopiquesi.e. en tant que faisceaux,
ils v¶eri¯ent la r¶esolution de Gersten, sont strictement invariants par homotopie, et leur
cohomologie est ¶egale au groupe de Chow µa coe±cients du module de cycles correspondant.

Dans la derniµere section, on d¶eduit des r¶esultats suppl¶ementaires qui font appel au
r¶ecent preprint [Voe02] de V. Voevodsky.

Dans la premiµere sous-section, on montre comment interpr¶eter { certains diraient d¶e-
tourner { les lemmes principaux de loc.cit. pour obtenir le lemme suivant (cf corollaire
6.3.2) :

Lemme 7 Pour tous faisceaux homotopiquesF et G, le morphisme canonique

HomHN tr
k

(G; F ) ! HomHN tr
k

¡
S1

t  Htr G; S1
t  Htr F

¢

est un monomorphisme.

Nous avons besoin d'une relation suppl¶ementaire qui ne ¯gure pas dans [Voe02], et que
nous d¶emontrons, µa savoir la relation sym¶etrique de celle du lemme 4.4 deloc.cit. suivante :

Soit Z : Gm X ! Gm Y une correspondance ¯nie telle que½n (Z ) est d¶e¯nie. Alors,
pour toute correspondance ¯nieW : Y ! Y 0, ½n ((1Gm  W ) ± Z) est d¶e¯nie et

½n ((1Gm  W ) ± Z) = W ± ½n (Z ):
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On en d¶eduit le fait que pour un faisceau homotopique, le morphisme canoniqueF !
 1 (§ 1 F ) est un monomorphisme, ce qui permet de d¶eduire le fait queF est strictement
invariant par homotopie du fait correspondant pour le module  1 (§ 1 F ).

Dans la deuxiµeme sous-section, on rappelle le th¶eorµeme de simpli¯cation de V. Voevod-
sky (corollaire 4.10 de [Voe02]) sous la forme a®aiblie que l'on utilise dans le chapitre 6.
Ce th¶eorµeme implique tout d'abord que le faisceau gradu¶e

S¤
t =

M

n2 N

(S1
t ) Htr ;n

est un module homotopique. On en d¶eduit ensuite que la cat¶egorie des faisceaux homo-
topiques est une localisation de la cat¶egorie des modules homotopiques. Ceci montre grâce
µa notre th¶eorµeme que la cat¶egorie des faisceaux homotopiques est une localisation de la
cat¶egorie des modules de cycles. En¯n, on en d¶eduit ¯nalement une structure monoÄ³dale
sur la cat¶egorie des modules homotopiques telle queS¤

t soit l'¶el¶ement neutre. Ceci im-
plique l'existence d'une structure monoÄ³dale sur la cat¶egorie des modules de cycles telle
que K M

¤ soit l'¶el¶ement neutre.
En¯n, dans la derniµere sous-section, on note que les r¶esultats d¶emontr¶es permettent

d'obtenir un isomorphisme, pour tout sch¶ema alg¶ebrique lisseX ,

CH ¤(X )
½¤¡!

M

n

H n (X ; Sn
t );

qui est compatible aux structures d'anneaux des deux membres, et aux transferts par
rapport µa X . Cet isomorphisme ¶etait d¶ejµa bien connu, nous avons simplement ajout¶e une
v¶eri¯cation montrant qu'il est compatible aux di®¶erentes structures.

Deuxiµeme partie.{ La deuxiµeme partie a pour but de montrer comment on peut in-
terpr¶eter les r¶esultats de la premiµere dans la cat¶egorie des motifs. Elle est moins d¶etaill¶ee
que la premiµere, et nous mettons de côt¶e le souci d'exhaustivit¶e qui avait ¶et¶e le nôtre
jusqu'alors.

Dans toute cette partie, on suppose que le corpsk est parfait.

Chapitre 7.{ L'expos¶e n'aurait pas ¶et¶e complet sans la description de la cat¶egorie
d¶eriv¶ee des motifs mixtes de V. Voevodsky, qui est la motivation principale pour introduire
les faisceaux homotopiques.

Dans la premiµere section, nous commen»cons par rappeler la d¶e¯nition des complexes
motiviques (e®ectifs) de V. Voevodsky. Les d¶emonstrations ne sont donn¶ees qu'µa titre
indicatif.

Dans la deuxiµeme section, on rappelle la d¶e¯nition de la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs
mixtes due µa V. Voevodsky, et qui utilise directement la cat¶egorie des sch¶emas alg¶ebriques
lisses munis des correspondances ¯nies. On rappelle particuliµerement le r¶esultat fondamen-
tal de [FSV00b] (th¶eorµeme 3.2.6) qui montre que la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes
e®ectifs est une sous-cat¶egorie pleine de la cat¶egorie des complexes motiviques (e®ectifs)
; c'est ce th¶eorµeme qui permet de travailler e±cacement avec la cat¶egorie introduite par
V. Voevodsky. On ¶enonce par ailleurs le corollaire du th¶eorµeme de simpli¯cation qui af-
¯rme que la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes e®ectifs est une sous-cat¶egorie pleine de
la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes.
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Dans la derniµere section, nous donnons une d¶emarche qui permettrait de d¶e¯nir une
cat¶egorie de complexes motiviques analogue µa la cat¶egorie homotopique stable (cf [Mor]),
en utilisant la construction des spectres de la topologie alg¶ebrique. Cette cat¶egorie devrait
être munie d'une t-structure canonique, appel¶ee t-structure homotopique, dont le coeur
est la cat¶egorie des modules homotopiques (avec transferts), r¶ealisant ainsi une partie du
programme de [Mor] concernant les modules homotopiquessans transferts.

Chapitre 8.{ C'est dans ce chapitre que nous interpr¶etons les m¶ethodes de la premiµere
partie. La premiµere section montre ainsi que l'on peut transposer, dans la cat¶egorie d¶eriv¶ee
des motifs mixtes, les morphismes ¯nis ¶equidimensionnels de sch¶emas. Cette transpos¶ee
v¶eri¯e par ailleurs une formule de projection qui met en jeu le cup-produit externe dans
la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes (cf section8.1.2 pour la d¶e¯nition de celui-ci).

L'¶etude la plus int¶eressante concerne sans doute celle e®ectu¶ee dans la deuxiµeme sec-
tion, concernant les motifs relatifs introduits par V. Voevodsky. Il s'agit du motif M (X; Z )
associ¶e µa une paire ferm¶ee(X; Z ) oµu X est un sch¶ema alg¶ebrique lisse, etZ un sous-sch¶ema
ferm¶e quelconque deX . La section 5.4.1 prend ici tout son sens. Il r¶esulte ainsi triviale-
ment de la d¶e¯nition que M (X; Z ) ne d¶epend que de la structure r¶eduite du sous-sch¶ema
ferm¶e Z . Dµes lors, ce motif est naturel par rapport aux morphismes quasi-cart¶esiens de
paires ferm¶ees que nous avons introduits dans la d¶e¯nition5.4.4. Nous montrons ainsi
dans la deuxiµeme sous-section toutes les propri¶et¶es ¶el¶ementaires v¶eri¯¶ees par les motifs
relatifs. Dans la troisiµeme sous-section, nous introduisons un type particulier de motifs re-
latifs, baptis¶es motif de Thom en r¶ef¶erence µa la d¶e¯nition 2.16 du paragraphe 3 de [MV01].
Pour un sch¶ema alg¶ebrique lisseX , et un ¯br¶e vectoriel E sur X , le motif de Thom de
E est ¶egal au motif relatif associ¶e µa la paire ferm¶ee(E; X ) oµu X est vu comme un sous-
sch¶ema ferm¶e µa travers la section nulle. Nous montrons certaines propri¶et¶es v¶eri¯¶ees par
ces motifs relatifs, et nous rappelons l'interpr¶etation du motif de Tate Z(1) en termes de
motifs de Thom du ¯br¶e vectoriel trivial de rang 1 sur k, d¶ecal¶e de2. La derniµere sous-
section montre que pour toute paire ferm¶ee(X; Z ) telle que X et Z soient des sch¶emas
alg¶ebriques lisses,M (X; Z ) ' M Th ( NZ X ) µa travers les isomorphismes de d¶eformation au
cône normal. La d¶emonstration suit trµes exactement la d¶emonstration du fait analogue et
plus g¶en¶eral concernant la cat¶egorie homotopique stable (cfx3, th¶eorµeme 2.23 de [Mor].
Nous l'avons d¶egag¶ee ici car elle nous permettra de montrer plusieurs formules concernant
le triangle de Gysin de la section 4.

Avant d'en arriver lµa, on construit un isomorphisme canonique pour tout ¯br¶e vectoriel
E de rang n sur un sch¶ema alg¶ebrique lisseX :

M Th ( E)
µ(E )
¡¡¡! M (X ) (n)[2n]:

Ce morphisme est induit par la classe de Thom suivante dans le groupe de Chow de
P(E © 1) :

t(E ) =
nX

i =0

(¡ 1)i p¤(cn¡ i (E )) :c1(¸ ) i ;

oµu ¸ d¶esigne le ¯br¶e inversible canonique du ¯br¶e projectifP(E © 1) et p sa projection
canonique. Pour arriver µa la construction de l'isomorphisme de Thom, on rappelle tout
d'abord l'isomorphisme canonique pour tout sch¶ema alg¶ebrique lisseX

H 2n (X ; Z(n)) ' CH n (X );
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dû µa V. Voevodsky. Nous utilisons d'abord pour la construction de cet isomorphisme le
th¶eorµeme de simpli¯cation de Voevodsky. Par ailleurs, on rappelle que l'on a identi¯¶e
µa la ¯n du chapitre 6 les groupes de Chow classiques deX avec la cohomologie enX
du faisceau de K-th¶eorie de Milnor non rami¯¶e, de telle maniµere que les structures pro-
duits coÄ³ncident { l'une est d¶e¯nie par la th¶eorie de l'intersection classique, l'autre par la
th¶eorie de l'intersection sur les groupes de Chow µa coe±cients d¶e¯nie par M. Rost. Cette
identi¯cation nous permet de d¶emontrer que l'isomorphisme ci-dessus est compatible aux
structures produits et aux transferts, fait dont on se servira par la suite. La th¶eorie des
classes de Chern classique pour les groupes de Chow induit donc des classes canoniques
dans la cohomologie motivique, que l'on interprµete comme des morphismes de la cat¶egorie
DM ef f

¡ (k). On rappelle ainsi le th¶eorµeme du ¯br¶e projectif de V. Voevodsky (proposition
3.5.1 de [FSV00b]), donnant une brµeve indication de preuve. Ce th¶eorµeme nous permet
de montrer que, pour un ¯br¶e vectoriel E de rang n sur un sch¶ema alg¶ebrique lisseX , la
classe de Thom introduite ci-dessus d¶e¯nit une classe canonique

M Th ( E) ! Z(n)[2n]

qui par cup-produit avec la projection canonique induit l'isomorphisme de Thom. On
termine la sous-section8.3.4.2en montrant les bonnes propri¶et¶es fonctorielles de cet iso-
morphisme de Thom. Par exemple, sii : F ! E est un monomorphisme de ¯br¶es vectoriels
sur un sch¶ema alg¶ebrique lisseX (connexe), il induit un morphisme M Th ( i ) qui est ¶egal
µa travers les isomorphismes de Thom au morphisme

M (X ) (m)[2m]
M(1X )` ce(E=F )( m)[2m]
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡! M (X ) (n)[2n]

oµu m et n sont les rangs respectifs deE et F , et ce(E=F ) est le morphisme correspondant
µa la classe de Chern du ¯br¶e vectorielE=F sur X .

Dans la derniµere section en¯n, on montre comment, pour une paire ferm¶ee(X; Z )
telle que X et Z soient alg¶ebriques lisses, la consid¶eration de l'isomorphisme induit par la
d¶eformation au cône normal et de l'isomorphisme de Thom permet de d¶e¯nir le triangle
distingu¶e dit de Gysin { obtenu dans [FSV00b], proposition 3.5.4. Le principal r¶esultat de
ce chapitre concerne la fonctorialit¶e de ce triangle de Gysin, dans le cas d'un morphisme
transverse, mais aussi dans le cas de d¶efauts mineurs par rapport au cas transverse. Par
ailleurs, on obtient une fonctorialit¶e du triangle de Gysin par rapport µa la transpos¶ee de
certains morphismes ¯nis ¶equidimensionnels de paires ferm¶ees.

La ¯n de cette derniµere section se clôt sur quelques formules certes moins importantes
mais qui m¶eritaient tout de même d'être signal¶ees, et dont le leitmotiv est toujours la
traduction des r¶esultats de la premiµere partie dans la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes.

Chapitre 9.{ Dans ce dernier chapitre, on montre comment interpr¶eter les constructions
du chapitre 5 en termes de certains pro-objets dans la cat¶egorie d¶eriv¶ees des motifs mixtes,
que nous avons appel¶es motifs g¶en¶eriques. On a pos¶e dans ce chapitreZf 1g = Z(1)[1]. A
tout couple (E; n) oµu E=k est une extension de type ¯ni dek, et n un entier relatif, on
associe un pro-motif

M gm(E )f ng = limÃ¡
A½E jA=k est lisse de type ¯ni

M (Spec (A)) f ng:
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On note DM (0)
gm (k) la cat¶egorie des tels pro-objets deDM ef f

gm (k), munie des morphismes
de pro-objets1.

Le r¶esultat principal de ce chapitre est le fait que toutes les donn¶ees D1 µa D4 des pr¶e-
modules de cycles ont leur analogue en tant que morphismes de motifs g¶en¶eriques, et que
par ailleurs, toutes les relations des pr¶e-modules de cycles sont vraies dans la cat¶egorie des
motifs g¶en¶eriques. On formule ceci de maniµere synth¶etique dans l'existence d'un foncteur
canonique

M (0) : ( ~Ek )op ! DM (0)
gm (k) ; (E; n) 7! M gm(E )f ng;

oµu la cat¶egorie ~Ek est la cat¶egorie introduite par M. Rost dans la remarque 1.10 de [Ros96],
sauf que l'on considµere les extensions accompagn¶ees d'un entier relatif.

La construction de ce foncteur, bien que moins d¶etaill¶ee que celle du chapitre 5, mon-
tre par sa concision l'utilit¶e de consid¶erer ces motifs g¶en¶eriques. On obtient donc une
interpr¶etation de la transform¶ee g¶en¶erique de la premiµere partie : tout module homo-
topique F¤ induit un foncteur sur la cat¶egorie DM gm(k), donc un foncteur sur la cat¶egorie

pro¡ DM gm(k) qui par restriction µa la cat¶egorieDM (0)
gm (k) induit µa travers le foncteur M (0)

le pr¶e-module de cycles not¶êF¤ dans la premiµere partie.
Dans une derniµere section, on donne quelques applications suppl¶ementaires de ces mo-

tifs g¶en¶eriques. Tout d'abord, on calcule le motif g¶en¶erique d'une extension transcendante
pure (qui est l'analogue de la propri¶et¶e (H) v¶eri¯¶ee par les modules de cycles). Ceci nous
permet d'en d¶eduire une r¶eduction de la conjecture de Beilinson-Soul¶e { cette r¶eduction
¶etait apparemment d¶ejµa connue. Par ailleurs, nous posons la question dans la derniµere
sous-section de savoir si le foncteurM (0) est plein { la question de savoir s'il est ¯dµele
est aussi ouverte. Nous montrons qu'une r¶eponse a±rmative µa cette question entrâ³ne de
maniµere surprentante le fait que tout module de cycles qui est de type ¯ni au sens de9.3.12
(µa travers notre ¶equivalence de cat¶egorie) est born¶e inf¶erieurement. Nous d¶emontrons un
cas ¶el¶ementaire en direction de cette a±rmation, et nous obtenons en d¶esespoir de cause
un r¶esultat d'annulation concernant la partie libre de certains groupes de morphismes dans
la cat¶egoriesDM ef f

gm (k).

D¶eveloppements ¶eventuels

Nous terminons cette introduction par les pistes sur lesquelles d¶ebouchent cette thµese.
Tout d'abord, nous avons obtenu le fait que la cat¶egorie des faisceaux homotopiques

est une localisation des modules de cycles. Une des premiµeres questions qui se pose dµes
lors est la possibilit¶e de faire une th¶eorie des<modules de cycles e®ectifs> qui corresponde
aux faisceaux homotopiques de la même maniµere que la cat¶egorie des modules de cycles
correspond aux modules homotopiques. Pour ceci, nous avons d¶ejµa essay¶e de faire la
même th¶eorie que celle de M. Rost pour des objets gradu¶es n¶egativement. On peut d¶e¯nir
facilement une notion de pr¶e-modules de cycles gradu¶es n¶egativement, en consid¶erant par
exemple la cat¶egorie~Ek . Par contre, les axiomes n¶ecessaires pour faire de ces pr¶e-modules
de cycles<e®ectifs> des modules de cycles<e®ectifs> ne sont pas clairs. Ainsi, dans la
d¶emonstration des propri¶et¶es cruciales (H) et (RC) des modules de cycles, M. Rost utilise

1A.Beilinson a d¶ejµa consid¶er¶e les pro-objetsM gm (E ) dans le preprint [Bei], pour formuler une carac-
t¶erisartion de la t-structure motivique conjecturale sur DM ef f

gm (k)
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toute la graduation pour construire des sections canoniques. Il faudrait donc a priori
demander que les modules de cycles e®ectifs v¶eri¯ent les propri¶et¶es (H) et (RC) en plus
des propri¶et¶es (FD) et (C). Si l'on r¶eussissait µa faire marcher cette variante<e®ective>
des modules de cycles, on n'aurait pas besoin pour red¶emontrer le th¶eorµeme de Voevdsky
6.3.3 d'utiliser les m¶ethodes de [Voe02].

Les m¶ethodes d¶evelopp¶ees dans cette thµese (et particuliµerement dans la deuxiµeme par-
tie) montrent que nos propositions doivent pouvoir se g¶en¶eraliser lorsqu'on remplace la
cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes par la cat¶egorie homotopique stable des sch¶emas. On
pourrait ainsi esp¶erer g¶en¶eraliser la d¶e¯nition de la transform¶ee g¶en¶erique dans le cas oµu
l'on remplace les modules homotopiques (avec transferts) par les modules homotopiques
(sans transferts) d¶e¯nis par F.Morel dans [Mor]. On obtiendrait ainsi le d¶ebut du pro-
gramme pens¶e par F.Morel µa propos de ces modules homotopiques. Ceci devrait conduire µa
une notion de modules de cycles (non orient¶es) oµu l'on remplace la K-th¶eorie de Milnor par
la K-th¶eorie de Milnor-Witt comme il est expliqu¶e briµevement dans [Mor]. Une partie de ce
programme serait de d¶emontrer par ailleurs que les modules homotopiques avec transferts
de cette thµese sont ¶equivalents aux modules homotopiques de la cat¶egorie homotopique
stable qui sont de plus orient¶es. Par exemple, une des di±cult¶es provient du fait que les
morphismes r¶esidus d¶ependent dans le cas des modules homotopiques (sans transferts) de
l'uniformisante choisie. Or, M.Schmid a donn¶e une m¶ethode dans sa thµese [Sch97] pour
d¶e¯nir des complexes de Cousin canoniques même lorsque les r¶esidus d¶ependent d'une uni-
formisante (il s'agit de consid¶erer le d¶eterminant du ¯br¶e normal en jeu...) Par ailleurs, les
progrµes r¶ecents concernant le groupe de Witt d'un sch¶ema, et notamment la r¶esolution de
Gersten qui lui est associ¶ee, montrent un exemple d'une th¶eorie cohomologique qui devrait
entrer dans ce cadre.

Le dernier d¶eveloppement que nous proposons justi¯e pleinement la deuxiµeme partie
de cette thµese. Il s'agit de g¶en¶eraliser la suite spectrale de [Ros96] au cas oµu le module de

cycles est remplac¶e par un motif. Ainsi, pour un morphisme lisseT
Á
¡! B entre sch¶emas

alg¶ebriques lisses, et pour un motifM , il devrait exister une suite spectrale de la forme

E p;q
2 ) HomDM gm (k) (M (T) ; M [p + q])

et dont le terme E2 s'exprime comme la<cohomologie d'un systµeme local> induit par les
¯bres de Á.

Ce systµeme local est conjecturalement un module de cycles surB d¶e¯ni par la formule
suivante :

H q(Á; M ) : Es
B ! Z ¡ A b

E=B 7!
L

n2 Z HomDM gm (k) (M (T £ B (E )) ( ¡ n)[¡ n]; M [q])

A l'aide de ce module de cycles, le termeE2 de cette suite spectrale doit être ¶egal µa

E p;q
2 = Ap(B ; H q(Á; M ); p):

En consid¶erant le pullback de la ¯ltration par codimension du support de B { ¯ltra-
tion classiquement consid¶er¶ee pour d¶e¯nir une suite spectrale de Gersten { nous avons
d¶ejµa pu d¶e¯nir une suite spectrale qui converge vers le but souhait¶e. Le problµeme reste
l'identi¯cation du terme E2 telle que nous venons de la d¶ecrire.
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Pour le moment, nous avons uniquement d¶emontr¶e, en utilisant la même d¶emon-
stration que dans le chapitre 9, que le foncteurH q(Á; M ) est un pr¶e-module de cycles.
L'identi¯cation du terme E2 devrait montrer que c'est même un module de cycles.

L'utilisation de cette suite spectrale pourrait d¶eboucher sur la mise en ¶evidence de
certaines classes caract¶eristiques suivant les m¶ethodes de la topologie alg¶ebrique appliqu¶ees
µa la suite spectrale de Serre.



Part I

Faisceaux avec transferts et
modules de cycles

1





Chapter 1

Correspondances ¯nies

1.1 Cycles

Dans cette section, tous les sch¶emas sont suppos¶es noeth¶eriens .

1.1.1 Rappels sur l'intersection des cycles

A la base de notre travail se trouve la d¶e¯nition classique et fondamentale :

D¶e¯nition 1.1.1 Soit X un sch¶ema.
On note Z (X ) le groupe ab¶elien libre engendr¶e par l'ensemble sous-jacent µajX j.
Les ¶el¶ements deZ (X ) sont appel¶es les cycles deX .
Si ® est un cycle deX , et x un point de l'espace associ¶e µaX , on note ®x le coe±cient

de x dans ®.

Notre r¶ef¶erence g¶en¶erale pour la th¶eorie des cycles et de l'intersection est [Ful98].
Toutefois, W.Fulton utilise syst¶ematiquement la relation d'¶equivalence rationnelle sur les
cycles. Le but de ces rappels est de montrer que dans la th¶eorie de V. Voevodsky, on n'est
pas oblig¶e de consid¶erer les classes de cycles pour l'¶equivalence rationnelle, et que l'on peut
travailler directement avec les cycles.

On rappelle la fonctorialit¶e ¶el¶ementaire suivante :

1. Si f : X ! X 0 est un morphisme plat, il existe un morphisme canoniquef ¤ :
Z (X 0) ! Z (X ), que l'on appelle changement de base ou encore<pullback>.

2. Si f : X ! Y est un morphisme propre, il existe un morphisme canoniquef ¤ :
Z (X ) ! Z (Y ), que l'on appelle image directe ou encore<pushout>.

Ces deux morphismes font deZ un foncteur contravariant (respectivement covariant)
pour la cat¶egorie des sch¶emas noeth¶eriens munie des morphismes plats (resp. propres),
d'aprµes loc.cit. , 1.4 et 1.7.

Passons maintenant au produit d'intersection de cycles :

D¶e¯nition 1.1.2 Soit X un sch¶ema,Z (respectivementZ 0) un sous-sch¶ema ferm¶e intµegre
de X de codimensiond (respectivementd0). On dit que l'intersection de Z et Z 0 est propre
si et seulement si les composantes irr¶eductibles deZ \ Z 0 sont de codimensiond + d0.

3



4 CHAPTER 1. CORRESPONDANCES FINIES

On dira que deux cycles deX s'intersectent proprement si et seulement si leurs com-
posantes respectives s'intersectent deux µa deux proprement.

Remarque 1.1.3 .{ Lorsque X est r¶egulier, siZ et Z ' sont des sous-sch¶emas ferm¶es de
X , d'aprµes [Ser58], on a toujours l'in¶egalit¶e :

codimX (Z \ Z 0) ¸ codimX Z + codimX Z 0:

On peut alors, suivant loc.cit. , d¶e¯nir le produit d'intersection suivant :

D¶e¯nition 1.1.4 (Serre) Soit X un sch¶ema,Z et Z 0 deux sous-sch¶emas ferm¶es intµegres
de X dont l'intersection est propre, on d¶e¯nit le cycle intersection deZ et Z 0 comme suit :

Notons (Wi ) i =1 ;:::;n les composantes irr¶eductibles deZ \ Z 0, vus comme des sous-
sch¶emas r¶eduits, etwi le point g¶en¶erique deWi .

Alors, le complexe
OZ;w i  L

OX;w i
OZ 0;w i

est cohomologiquement born¶e, et on d¶e¯nit la multiplicit¶e d'intersection deWi dansZ \ Z 0

comme l'entier relatif

m(Wi ; Z; Z 0) =
X

k

(¡ 1)k :lgOX;w i

³
Tor k

OX;w i

¡
OZ;w i ; OZ 0;w i

¢́
:

Le cycle intersection deZ et Z 0 est alors

Z:Z 0 =
nX

i =1

m(Wi ; Z; Z 0)wi

Plus g¶en¶eralement, si® et ¯ sont des cycles deX qui s'intersectent proprement, on
d¶e¯nit :

®:¯ =
X

(x;y )2j X j2

®x ¯ yx:y :

Remarque 1.1.5 .{ On dit qu'on se trouve dans le cas d'¶egale caract¶eristique(ou en-
core ¶equicaract¶eristique) lorsque tous les corps r¶esiduels deX ont même caract¶eristique.
Autrement dit, il existe un corps k tel que le sch¶emaX est un k-sch¶ema.

Dans ce cas, on peut encore donner la d¶e¯nition suivante de la multiplicit¶e
d'intersection. Pour Z et Z 0 des sous-sch¶emas ferm¶es deX , on note C le cône normal
de Z \ Z 0 dans Z £ k Z 0. Alors, pour tout point g¶en¶erique wi de Z \ Z 0, wi est un point
g¶en¶erique deC, et W.Fulton donne la d¶e¯nition suivante de la multiplicit¶e d'intersection :

m(Wi ; Z; Z 0) = lg( OC;w i ):

LorsqueX est lisse de type ¯ni surk, on trouvera une d¶emonstration que ces deux d¶e¯ni-
tions coÄ³ncident dans [Ful98], x20.4. La même d¶emonstration reste valide siX est obtenu
par localisation d'un sch¶ema de type ¯ni (i.e. X est essentiellement lisse surk, suivant la
d¶e¯nition A.2.1).

Le th¶eorµeme suivant est particuliµerement important en th¶eorie des cycles :
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Th¶eorµeme 1.1.6 (Serre) Soit X un sch¶ema, etZ , Z ' des sous-sch¶emas ferm¶es. SiX
est r¶egulier d'¶egale caract¶eristique, les multiplicit¶es d'intersection deZ et Z 0 sont positives.

Remarque 1.1.7 .{ Ce th¶eorµeme a ¶et¶e g¶en¶eralis¶e par O. Gabber dans le cas oµuX est
r¶egulier mais pas n¶ecessairement d'¶egale caract¶eristique.

On utilisera par ailleurs les deux propri¶et¶es fondamentales suivantes de ce produit :

Proposition 1.1.8 Soit X un sch¶ema et®, ¯ , ° des cycles surX s'intersectant propre-
ment deux µa deux :

1. Commutativit¶e :
®:¯ = ¯:®

2. Associativit¶e :
(®:¯ ):° = ®:(¯:° )

Remarque 1.1.9 .{ Ces deux propri¶et¶es r¶esultent en fait des propri¶et¶es correspondantes
du produit tensoriel d¶eriv¶e dans la cat¶egorie d¶eriv¶ee desOX -modules.

Toujours dans [Ser58], on trouvera la proposition suivante :

Proposition 1.1.10 Soit X et Y des sch¶emas etf : Y ! X un morphisme :

1. Supposonsf plat. Pour tous cycles® et ¯ de X , on a

f ¤(®:¯ ) = f ¤(®):f ¤(¯ )

dµes que les termes de l'¶equation sont d¶e¯nis.

2. Formule de projection : supposonsf propre et plat. Pour tous cycles® de X et ¯
de Y , on a

f ¤ (f ¤(®):¯ ) = ®:f¤(¯ )

dµes que les termes de l'¶equation sont d¶e¯nis.

1.1.2 Cycles relatifs

1.1.2.1 D¶e¯nition

Dans cette partie, on expose une partie du formalisme des cycles relatifs qui se trouve
dans [SV00b]. Nous nous sommes limit¶es au cas des cycles relatifs ¶equidimensionnels de
dimension 0, puisqu'ils su±sent µa d¶e¯nir les correspondances ¯nies et leur produit de
composition.

On rappelle tout d'abord la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 1.1.11 Soit f : X ! S un morphisme. On dit quef est ¶equidimensionnel si
et seulement si

1. f est de type ¯ni.

2. f est de dimension relative constante.
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3. Toute composante irr¶eductible deX domine une composante irr¶eductible deS.

Si S est g¶eom¶etriquement unibranche, cette condition ¶equivaut µa la condition d'̂etre
universellement ouvert et de dimension relative d'aprµes la proposition 2.1.7 deloc.cit.

Le lemme suivant permet de clari¯er cette notion dans le cas particulier oµu on
l'utilisera :

Lemme 1.1.12 Soit f : X ! S un morphisme, avecX et S irr¶eductibles noeth¶eriens, et
S g¶eom¶etriquement unibranche. Les conditions suivantes sont ¶equivalentes :

1. f est ¯ni ¶equidimensionnel.

2. f est ¯ni surjectif.

3. f est propre et ¶equidimensionnel de dimension0.

Preuve : Les conditions1 et 2 sont ¶equivalentes puisque sif est ¯ni, il est de dimension
relative constante et universellement ferm¶e. L'¶equivalence entre1 et 3 r¶esulte de la
factorisation de Stein. ¤

Ainsi, dans le cas g¶en¶eral, un morphisme ¯ni ¶equidimensionnel sur un sch¶ema
g¶eom¶etriquement unibranche est obtenu comme somme de morphismes ¯nis surjectifs entre
sch¶emas irr¶eductibles.

D¶e¯nition 1.1.13 Soit S un sch¶ema r¶egulier etX=S un S-sch¶ema de type ¯ni.
On d¶e¯nit le groupe ab¶eliencequi(X=S; 0) comme le sous-groupe deZ (X ) engendr¶e par

les points x de X tels que Z (x)=S est ¯ni ¶equidimensionnel, oµu Z (x) d¶esigne le sous-
sch¶ema ferm¶e r¶eduit deX adh¶erence def xg.

On appelle les ¶el¶ements de ce groupe des cycles relatifs deX sur S.

Remarque 1.1.14 .{ On fera attention que A. Suslin et V. Voevodsky appellent les
¶el¶ements du groupe ci-dessus des cycles relatifs ¶equidimensionnels de dimension0. Nous
ne considµererons jamais les cycles relatifs de dimension strictement positive, et un tel abus
ne porte donc pas µa confusion dans cette thµese.

Plus pr¶ecis¶ement, suivantloc.cit. , le groupe que l'on vient de d¶e¯nir est plutôt not¶e :

P ropCyclequi(X=S; 0);

groupe des cycles µa support propre ¶equidimensionnel de dimension0 sur S (voir loc.cit. ,
d¶e¯nition 3.1.3). Le groupe cequi(X=S; 0) est le sous-groupe du pr¶ec¶edent dont les
cycles ont un pullback bien d¶e¯ni sur n'importe quel S-sch¶ema noeth¶erien (voirloc.cit. ,
d¶e¯nition aprµes le lemme 3.3.9). Le fait que ces deux derniers groupes coÄ³ncident lorsque
S est r¶egulier est la proposition 3.3.15 deloc.cit. .

Jusqu'µa la ¯n de cette sous-sous-section, on ¯xe un sch¶ema r¶egulierS.
Ainsi un cycle ® de X est relatif sur S si et seulement si le support de® est ¯ni

¶equidimensionnel surS, autrement dit chaque composante de® est un sch¶ema ¯ni et
surjectif sur une composante irr¶eductible deS d'aprµes le lemme1.1.12 (puisque S est en
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particulier g¶eom¶etriquement unibranche).

Remarque 1.1.15 .{ Puisque S est r¶egulier, ses composantes irr¶eductibles sont des com-
posantes connexes. Ainsi, commecequi(X=S1 t S2; 0) = c equi(X=S1; 0) © cequi(X=S2; 0),
notre groupe de cycles relatif se d¶ecompose toujours en somme de groupes de cycles relat-
ifs µa une base connexe.

D¶e¯nition 1.1.16 Soit Z un sous-sch¶ema ferm¶e deX , qui est ¯ni ¶equidimensionnel sur
S. On note (zi )f i =1 ;:::;n g les points g¶en¶eriques deZ qui sont dominants surS.

On d¶e¯nit le cycle relatif sur S associ¶e µaZ comme le cycle

[Z ]X=S =
X

i

lg(OZ;z i ):zi :

En e®et,zi est alors ¯ni ¶equidimensionnel surS (d'aprµes le lemme1.1.12).

D¶e¯nition 1.1.17 Consid¶erons un carr¶e cart¶esien :

X 0
q //

²²
X
²²

S0
p //S

tel queS et S0 sont r¶eguliers, etp est plat.
Si Z est un sous-sch¶ema ferm¶e intµegre deX , ¯ni ¶equidimensionnel sur S, Z £ S S0 est

un sous-sch¶ema ferm¶e deX 0, ¯ni et ¶equidimensionnel sur S0.
On pose donc

q¤[Z ] = [ Z £ S S0]X 0=S0 2 cequi
¡
X 0=S0; 0

¢
:

On d¶e¯nit ainsi par lin¶earit¶e un morphisme de changement de base :

q¤ : cequi(X=S; 0) ! cequi
¡
X 0=S0; 0

¢
:

A priori, ce morphisme de changement de base est plutôt fonction dep, et en toute
rigueur, on aurait dû le noter (p; q)¤. Toutefois, comme il est ¶egal µa la restriction du
morphisme pullback q¤ sur les cycles deX d¶e¯ni dans le paragraphe pr¶ec¶edent, on
conserve cette notation abusive. Par ailleurs, cette remarque montre que ce morphisme
est naturel en (p; q).

1.1.2.2 Image directe

Le premier int¶erêt des cycles relatifs est de disposer d'un morphisme pushout par n'importe
quel morphisme au-dessus de la base :

Lemme 1.1.18 Soient S un sch¶ema connexe etf : X ! Y un morphisme deS-sch¶emas
de type ¯ni. Si Z est un sous-sch¶ema ferm¶e intµegre deX ¯ni et surjectif sur S, f (Z )
muni de sa structure r¶eduite est un sous-sch¶ema ferm¶e irr¶eductible deY , qui est ¯ni et
surjectif sur S.
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Le morphisme Z ! f (Z ) est donc un morphisme ¯ni dominant de sch¶emas irr¶e-
ductibles. On pose donc

f ¤(Z ) = d:f (Z ) 2 cequi(X=S; 0)

oµu d est le degr¶e de l'extension induite parf entre les corps de fonctions deZ et f (Z ).
On d¶e¯nit ainsi par lin¶earit¶e un morphisme

f ¤ : cequi(X=S; 0) ! cequi(Y=S;0) :

Preuve : En e®et, puisqueZ=S est propre f (Z ) est ferm¶e dansY et f (Z ) muni de sa
structure r¶eduite de sous-sch¶ema deY est propre surS, comme on le v¶eri¯e par exemple
avec la caract¶erisation de la propret¶e par les traits. Comme de plus, les ¯bres def (Z )
au-dessus deS sont ¯nies, d'aprµes [EGA3] 4.4.2, f (Z ) ¯ni sur S.

Il en r¶esulte que le morphismeZ ! f (Z ) est ¯ni, et par d¶e¯nition dominant. ¤

Remarque 1.1.19 .{ Plus g¶en¶eralement, on aurait un lemme analogue si on avait
consid¶er¶e les cycles deX µa support propre surS (voir [ SV00b], corollaire 3.6.2).

Enon»cons briµevement :

Lemme 1.1.20 Soit X
f
¡! Y

g
¡! Z desS-morphismes. Alors, (g ± f )¤ = g¤ ± f ¤.

Preuve : En e®et, il s'agit juste de la multiplicativit¶e des degr¶es des extensions r¶esiduelles.
¤

Proposition 1.1.21 Soit p : S0 ! S un morphisme plat entre sch¶emas r¶eguliers. Con-
sid¶erons de plus les carr¶es cart¶esiens de sch¶emas :

X 0 t //
g ²²

X
f²²

Y 0

²²

q //Y
²²

S0
p //S:

Alors, pour tout cycle relatif ® 2 cequi(X=S; 0), on a

g¤t¤(®) = q¤f ¤(®):

Preuve : On se ramµene par lin¶earit¶e au cas oµu® est la classe d'un sous-sch¶ema ferm¶e
intµegre deX , ¯ni et ¶equidimensionnel sur S. Puisque f ¤(Z ) est µa support dansf (Z ) par
d¶e¯nition, on peut supposer Y = f (Z ), auquel cas le morphismef est propre. Dµes lors,
la formule est exactement la formule de projection classique (voir par exemple [Ful98],
proposition 1.7). ¤

1.2 Correspondances ¯nies

On ¯xe pour tout le reste du chapitre un k-sch¶ema r¶egulier noeth¶erien S.

Sauf mention explicite du contraire, tous les sch¶emas consid¶er¶es sont des
S-sch¶emas lisses de type ¯ni

On utilise dans ce paragraphe les cycles relatifs pour d¶e¯nir le produit de composition
de certaines correspondances sans passer au quotient par une relation d'¶equivalence.
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1.2.1 D¶e¯nition et composition

D¶e¯nition 1.2.1 Soit X et Y deux sch¶emas dansL S.
On appelle groupe desS-correspondances ¯nies deX vers Y le groupe ab¶elien

cS (X; Y ) = c equi(X £ S Y=X; 0)

d¶e¯ni en 1.1.13.

Dans cette sous-section, on fait la convention de noterXY pour le produit X £ S Y
au-dessus deS a¯n d'abr¶eger les notations. Si X et Y sont lisses surS, c'est un
sch¶ema lisse surS (et donc r¶egulier). Par ailleurs, on note de fa»con conventionnelle
pX

XY : XY ! X le morphisme de projection canonique.

L'id¶ee de d¶epart de V. Voevodsky dans sa d¶e¯nition de la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs
mixtes est que dans le cas des correspondances ¯nies, le produit de composition d¶e¯ni par
la formule classique (cf [Ful98], chap. 16) reste valide bien que les sch¶emas consid¶er¶es ne
soient plus propres sur la base. Qui plus est, quand on se restreint aux correspondances
¯nies, on n'a plus besoin de quotienter le groupe de cycles sous-jacents par une relation
d'¶equivalence, car les intersections que l'on doit consid¶erer sont toujours propres.

Tout ceci est justi¯¶e dans le lemme suivant, dont on trouve l'¶enonc¶e dans [FSV00b],
2.1 :

Lemme 1.2.2 Soit X , Y et Z trois sch¶emas dansL S, ® 2 cS (X; Y ) et ¯ 2 cS (Y; Z).

1. Les cycles(pY Z
XY Z )¤(¯ ) et (pXY

XY Z )¤(®) de XY Z s'intersectent proprement.

2. D'aprµes le premier point, on peut consid¶erer le produit de cycles deXY Z

Â = ( pY Z
XY Z )¤(¯ ):(pXY

XY Z )¤(®)

(cf d¶e¯nition 1.1.4). Alors, Â appartient au groupecequi(XY Z=X; 0).

Preuve : Cette proposition concerne chaque composante des deux cycles de l'¶enonc¶e, et
on peut donc se r¶eduire au cas oµu® et ¯ sont les classes de sous-sch¶emas ferm¶es intµegres.
Puisque ® domine une composante irr¶eductible deX , on peut remplacer X par cette
composante irr¶eductible, et supposerX connexe.

Il s'agit d'¶etudier le support des cycles concern¶es. Or, le support de(pY Z
XY Z )¤(¯ ) (resp.

(pXY
XY Z )¤(®)) est le produit X¯ (resp. ®X ).

Consid¶erons la construction suivante :

¯ £ Y ® //

²²

¯ //

²²
Z

® //

²²
Y

X:

Les °µeches verticales sont ¯nies et ¶equidimensionnelles (car cette propri¶et¶e des morphismes
de sch¶emas est stable par changement de base). Donc,¯ £ Y ® est ¯ni et ¶equidimensionnel
sur X .
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Or, la °µeche canonique

¯ £ Y ® ! (X¯ ) £ XY Z (®Z) = ( X¯ ) \ (®Z)

est un isomorphisme. Il s'ensuit que chaque composante irr¶eductible de cette derniµere
intersection est ¯nie et ¶equidimensionnelle surX , donc de même dimension queX puisque
X est connexe. Dµes lors, l'intersection est propre, et de plus le cycle intersection est ¯ni
¶equidimensionnel surX . ¤

D¶e¯nition 1.2.3 Soient X et Y des sch¶emas dansL S.
On d¶e¯nit en appliquant le lemme qui pr¶ecµede un produit de composition bilin¶eaire

cS (Y; Z)  Z cS (X; Y ) ! cS (X; Z )
¯  ® 7! ¯ ±®

en posant
¯ ±® = pXZ

XY Z ¤

³
pY Z

XY Z
¤
(¯ ):pXY

XY Z
¤
(®)

´

oµu le morphismepXZ
XY Z ¤ d¶esigne le pushout d¶e¯ni en1.1.18 par le X -morphisme pXZ

XY Z .

Exemple 1.2.4 .{ Soit maintenant f : X ! Y un morphisme dansL S. Le sch¶emaY ¶etant
s¶epar¶e, leS-graphe def , ¡ f est un sous-sch¶ema ferm¶e deXY . Par ailleurs, le morphisme de
projection ¡ f ! X est un isomorphisme, donc en particulier ¯ni ¶equidimensionnel. Ainsi,
le cycle [¡ f ]XY=X appartient µa cS (X; Y ). On d¶e¯nit donc par ce biais une application

HomL S (X; Y ) ! cS (X; Y )

qui est de plus injective. On confondra d¶esormais le morphismef et la correspondance ¯nie
repr¶esent¶ee par son graphe, ce qui induit une confusion entre le produit de composition
des cycles sous-jacents que l'on vient de d¶e¯nir et celui des applications.

Le lemme suivant nous permet de justi¯er cette confusion ; il est analogue µa la propo-
sition 16.1.1 de [Ful98], sauf que l'on ne considµere pas les cycles µa ¶equivalence rationnelle
prµes, que les sch¶emas consid¶er¶es sont au-dessus deS, et qu'ils ne sont par ailleurs pas
propres surS.

Lemme 1.2.5 Soient X , Y , Z des sch¶emas dansL S. On a les ¶egalit¶es suivantes entre
cycles :

1. Pour tout ® 2 cS (X; Y ), ¯ 2 cS (Y; Z), et ° 2 cS (Z; T ),

° ± (¯ ±®) = ( ° ± ¯ ) ±®:

2. Pour tout ® 2 cS (X; Y ), et f : Y ! Z un morphisme dansL S,

f ±® = (1 X £ S f )¤(®)

oµu le morphisme(1X £ S f )¤ est le morphisme image directe des cycles relatifs sur
X .
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3. Pour ¯ 2 cS (Y; Z), et f : X ! Y un morphisme plat dansL S,

®± f = ( f £ S 1Z )¤(¯ )

oµu le morphisme(f £ S 1Z )¤ est le morphisme image inverse d¶e¯ni en1.1.17 (associ¶e
au changement de basef ).

4. Pour f : X ! Y et g : Y ! Z des morphismes dansL S,

[¡ g] ± [¡ f ] = [¡ g±f ]

Remarque 1.2.6 .{ On peut se passer de l'hypothµese de platitude surf faite dans le 3,
quitte µa remplacer le morphisme pullback par le morphisme de changement de base d¶e¯ni
dans [SV00b], cycl(f ) : cequi(XY=X; 0) ! cequi(XY £ X X 0=X 0; 0), mais nous n'utiliserons
jamais ce r¶esultat.

Preuve : 1. Cette a±rmation consiste essentiellement µa voir que pour composer les trois
correspondances, on peut tirer chaque cycle correspondant surXY ZT , faire l'intersection
et repousser le r¶esultat surXT . On d¶etaille ici ce calcul :

° ± (¯ ±®) = ° ±
³

pXZ
XY Z ¤

³
pY Z

XY Z
¤
(¯ ):pXY

XY Z
¤
(®)

´´

= pXT
XZT ¤

³
pZT

XZT
¤
(° ):pXZ

XZT
¤
pXZ

XY Z ¤

³
pY Z

XY Z
¤
(¯ ):pXY

XY Z
¤
(®)

´´

= pXT
XZT ¤

³
pZT

XZT
¤
(° ):pXZT

XY ZT ¤pXY Z
XY ZT

¤
³

pY Z
XY Z

¤
(¯ ):pXY

XY Z
¤
(®)

´´
(1)

= pXT
XZT ¤pXZT

XY ZT ¤

³
pXZT

XY ZT
¤
pZT

XZT
¤
(° ):pXY Z

XY ZT
¤

³
pY Z

XY Z
¤
(¯ ):pXY

XY Z
¤
(®)

´´
(2)

= pXT
XY ZT ¤

³
pZT

XY ZT
¤
(° ):

³
pY Z

XY ZT
¤
(¯ ):pXY

XY ZT
¤
(®)

´´
(3)

= pXT
XY ZT ¤

³
pZT

XY ZT
¤
(° ):pY Z

XY ZT
¤
(¯ ):pXY

XY ZT
¤
(®)

´
(4)

avec les justi¯cations suivantes :

(1) On applique la proposition 1.1.21pour le changement de baseXT ! X , et les carr¶es
cart¶esiens :

XY ZT //
²²

XY Z
²²

XZT //
²²

XZ
²²

XT //X:

(2) On applique la formule de projection, i.e. le 2 de la proposition 1.1.10, car les
cyclespXZT

XY ZT
¤pZT

XZT
¤(° ) et pXY Z

XY ZT
¤ ¡

pY Z
XY Z

¤(¯ ):pXY
XY Z

¤(®)
¢

s'intersectent proprement
(même justi¯cation que pour le lemme 1.2.2). On notera que le morphismepXZT

XY ZT ¤
n'est pas propre, mais les cycles dont il faut prendre l'image directe sont propres par
rapport µa ce morphisme, et la formule reste valide dans ce cas.

(3) On applique la fonctorialit¶e du morphisme de changement de base par un morphisme
plat, le 1 de la proposition 1.1.10 et la fonctorialit¶e du morphisme image directe
(lemme 1.1.20).
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(4) Cette ¶ecriture est valide d'aprµes l'associativit¶e du produit d'intersection (cf 1.1.8).

On peut faire le même calcul pour l'autre membre de l'¶egalit¶e, et comme le r¶esultat
¯nal ne d¶epend pas du parenth¶esage, on en conclut l'¶egalit¶e.

2. On se ramµene par lin¶earit¶e au cas oµu® est un sous-sch¶ema ferm¶e intµegre. Il s'agit
alors de calculer :

f ±® = pXZ
XY Z ¤

³
pY Z

XY Z
¤
[¡ f ]:pXY

XY Z
¤
(®)

´

= pXZ
XY Z ¤ ([X ¡ f ]:[®Z]) :

Or dans ce cas, l'intersection est particuliµerement simple comme le montre le dia-
gramme suivant :

X ¡ f £ XY Z ®Z //

b
**VVVV•_

²²

®Z•_

²²

%%JJJ
JJ

X ¡ f £ XY ® a //
•_

²²

®•_

i ®

²²
X ¡ f

�• i //

VVVVVVVVVV
VVVVVVVVVV XY Z

%%JJJJ

X ¡ f p
» //XY

oµup est l'isomorphisme de projection canonique,i et i ® les immersions ferm¶ees canoniques.
Tout d'abord, le carr¶e de face est cart¶esien par d¶e¯nition, ce qui implique que le

morphisme a est un isomorphisme. Par ailleurs, le carr¶e de derriµere est aussi cart¶esien,
ainsi que le carr¶e de droite. Dµes lors, le carr¶e de gauche est cart¶esien, ce qui implique que
le morphismeb est un isomorphisme.

Ainsi, W = X ¡ f £ XY Z ®Z est un sch¶ema intµegre. Autrement dit, l'intersection de
X ¡ f et ®Z est constitu¶ee d'une unique composante correspondant µaW . Comme W
est isomorphe µa®, cette intersection est propre. Par ailleurs, l'anneau local deW en
son point g¶en¶erique est de longueur1. Puisque W est une composante propre de cette
intersection, il r¶esulte de la proposition 8.2 de [Ful98], que la multiplicit¶e d'intersection de
cette composante est ¶egale µa1. On obtient donc :

[X ¡ f ]XY Z :[®Z]XY Z = [ X ¡ f £ XY Z ®Z]XY Z

= i ¤([X ¡ f £ XY Z ®Z]X ¡ f ) = i ¤([X ¡ f £ XY ®]X ¡ f )

= i ¤p¤(®):

Comme en¯n, on a la factorisation suivante :

X ¡ fp
uul l l i ))TTT

XY 1X £ S ° f

//XY Z

oµu ° f : Y ! Y Z est le morphisme graphe, on a donci ¤ = (1 X £ S ° f )¤p¤, c'est-µa-dire
(1X £ S ° f )¤ = i ¤p¤ puisque p est un isomorphisme.

Au ¯nal, on obtient donc :

pXZ
XY Z ¤ ([X ¡ f ]:[®Z]) = pXZ

XY Z ¤(1X £ S ° f )¤(®) = (1 X £ S f )¤®:
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3. Supposons quē est repr¶esent¶e par un sous-sch¶ema ferm¶e. Il s'agit de calculer :

¯ ± f = pXZ
XY Z

¤
([X¯ ]XY Z :[¡ f Z ]XY Z )

Consid¶erons le diagramme suivant :

X¯ £ XY Z ¡ f Z �• //

a **VVVV
•_

²²

¡ f Z•_
¶

²²

p
» %%KKK

¯ £ Y Z XZ �• //

²²

XZ

f £ 1Z

²²
X¯ �• //

**VVVVVVVVVVVV XY Z
%%KKK

¯ �•
i ¯

//Y Z

oµu p est le morphisme de projection canonique, eti , i ¯ les morphismes d'immersions
canoniques.

Les carr¶es de face, de derriµere et du bas sont cart¶esiens. On en d¶eduit que le carr¶e du
haut est cart¶esien, et le morphismea est un isomorphisme. Ainsi, commef £ 1Z est plat,
les multiplicit¶es d'intersection de ¡ f Z et X¯ se r¶eduisent aux multiplicit¶es g¶eom¶etriques.
On a donc :

[X¯ ]XY Z :[¡ f Z ]XY Z = [ X¯ £ XY Z ¡ f Z ]XY Z

= ¶¤[X¯ £ XY Z ¡ f Z ]¡ f Z

= ¶¤p¤[¯ £ Y Z XZ ]XZ

= ¶¤p¤(f £ S 1Z )¤(¯ )

= ( ° f £ S 1Z )¤(f £ 1Z )¤(¯ )

avec pour la derniµere ¶egalit¶e, oµu le morphisme° f : X ! XY est le morphisme graphe, la
même justi¯cation que pr¶ec¶edemment :p¤ = ( p¤)¡ 1 et ¶= ( ° f £ S 1Z ) ±p.

Comme en¯n, pXZ
XY Z ± (° f £ S 1Z ) = 1 XZ , on conclut.

4. Il ne reste plus qu'µa terminer par les calculs suivants :

[¡ g] ± [¡ f ] = [¡ g] ± ([¡ f ] ±1X ) (1)

= (1 X £ S g)¤(1X £ S f )¤([¢ X ]) (2)

= (1 X £ S (g ± f ))¤([¢ X ])

= [¡ g±f ] ±1X (2)

oµu ¢ X est la diagonale deX . L'¶egalit¶e (1) r¶esulte du troisiµeme point de cette d¶emonstra-
tion et les ¶egalit¶es (2) du deuxiµeme point. ¤

On a donc justi¯¶e que le produit ± sur lesS-correspondances ¯nies est associatif et que
le morphisme1X vu commeS-correspondance est neutre, d'oµu :

D¶e¯nition 1.2.7 On d¶e¯nit la cat¶egorie L cor;S dont les objets sont les sch¶emas lisses,
s¶epar¶es et de type ¯ni surS, et dont les morphismes sont lesS-correspondances ¯nies.

On obtient de plus un foncteur ¯dµele ¶egal µa l'identit¶e sur les objets et induit par
l'application graphe sur les morphismes,i : L S ! L cor;S .
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Remarque 1.2.8 .{ Si X est un sch¶ema dansL S, on notera souvent [X ] l'objet de
¼L cor;S correspondant.

Il est imm¶ediat que cette cat¶egorie possµede la propri¶et¶e suivante :

Lemme 1.2.9 La cat¶egorieL cor;S est additive, et la somme dans cette cat¶egorie est don-
n¶ee par : [X ] © [Y ] = [ X t Y ].

1.2.2 Structure mono Ä³dale

Commen»cons par le lemme suivant :

Lemme 1.2.10 Soit ® 2 cS (X; Y ) et ¯ 2 cS (X 0; Y 0). Alors, les cyclespXY
XY X 0Y 0

¤(®) et
pX 0Y 0

XY X 0Y 0
¤
(¯ ) s'intersectent proprement, et le cycle intersection est ¯ni ¶equidimensionnel

sur XX 0.

Preuve : On se r¶eduit au cas oµu® et ¯ sont les classes de sous-sch¶emas ferm¶es intµegres.
On fait la même construction que pour le produit de composition :

X¯ £ X ® //

²²

®

²²
X¯ //

²²
X

XX 0:

Dans ce diagramme, toutes les °µeches verticales sont ¯nies ¶equidimensionnelles. Or,
X¯ £ X ® est isomorphe µaXY ¯ \ ®X 0Y 0 ; on en d¶eduit donc que cette intersection est
¯nie ¶equidimensionnelle surXX 0, ce qui impose que l'intersection est propre et conclut.
¤

D¶e¯nition 1.2.11 Soit ® 2 cS (X; Y ) et ¯ 2 cS (X 0; Y 0), on pose :

® tr
S ¯ = pXY

XY X 0Y 0
¤
(®):pX 0Y 0

XY X 0Y 0
¤
(¯ )

oµu le produit d'intersection est pris surk. Ce produit tensoriel est donc une correspondance
¯nie dans cS (XX 0; Y Y0) d'aprµes le lemme pr¶ec¶edent.

Par ailleurs, ce produit de composition est fonctoriel dans le sens suivant :

Lemme 1.2.12 Soient

® : X ! Y

®0 : Y ! Z

¯ : X 0 ! Y 0

¯ 0 : Y 0 ! Z 0

desS correspondances ¯nies. Alors,

(®0±®)  tr
S (¯ 0±¯ ) = ( ®0 tr

S ¯ 0) ± (® tr
S ¯ ):
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Preuve : Ce lemme se d¶emontre comme pour l'associativit¶e du produit de compo-
sition des correspondances ¯nies ; il consiste µa montrer que pour calculer les deux
membres de l'¶egalit¶e, on peut tirer toutes les correspondances dansXY ZX 0Y 0Z 0 et
repousser le r¶esultat dansXZX 0Z 0. On utilise la formule de projection 1.1.21, la formule
de projection g¶en¶eralis¶ee pour le produit d'intersection et la fonctorialit¶e de l'image
inverse (resp. directe) ; la d¶emarche est alors la même que pour d¶emontrer le 1. de1.2.5. ¤

On a donc obtenu la proposition suivante :

Proposition 1.2.13 La cat¶egorie L cor;S munie du produit tensoriel

[X ]  tr
S [Y ] = [ X £ S Y]

pour X et Y des sch¶emas dansL S et du produit des correspondances de la d¶e¯nition1.2.11
est monoÄ³dale sym¶etrique.

Le foncteur ¯dµele L S ! L cor;S est de plus monoÄ³dal, oµu L S est muni de sa structure
monoÄ³dale triviale ( i.e. cart¶esienne).

Preuve : L'associativit¶e et la commutativit¶e du produit  tr
S r¶esultent des propri¶et¶es

analogues du foncteurs£ S de L S.
Pour la fonctorialit¶e, on doit montrer que [¡ f ]  tr

S [¡ g] = [¡ f £ S g] pour f : X ! X 0

et g : Y ! Y 0 des morphismes dansL S. A nouveau, la d¶emonstration est analogue µa la
d¶emonstration des propri¶et¶es 3 et 4 de1.2.5. ¤

1.2.3 Fonctorialit¶e

On ¶etudie dans cette sous-section la fonctorialit¶e de la cat¶egorieL cor;S par rapport µa S.
On ¯xe donc en plus de S un k-sch¶ema r¶egulier noth¶erienT et un k-morphisme de

sch¶emas¿ : T ! S.

Par ailleurs, on fait les conventions suivantes pour ne pas trop alourdir les notations :
Dans le premier point, X et Y sont des sch¶emas dansL S et dans le deuxiµeme des

sch¶emas dansL T :

1. on poseXY = X £ S Y et on note pX
XY : X £ S Y ! X la projection canonique

(comme pr¶ec¶edemment).

2. On note T pX
XY : X £ T Y ! X la projection canonique.

1.2.3.1 Restriction

On suppose dans cette sous-section que le morphisme¿ : T ! S est lisse et de type ¯ni.
On cherche µa prolonger le morphisme de restriction naturelL T ! L S.

Soient X et Y des sch¶emas dansL T . On note ±XY : X £ T Y ! X £ S Y l'immersion
ferm¶ee r¶eguliµere canonique (obtenue par changement de base suivant le morphisme diagonal
du S-sch¶emaT).
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Lemme 1.2.14 Soit X et Y des sch¶emas dansL T , et ® 2 cT (X; Y ). Puisque le mor-
phisme ±XY est un X -morphisme, le cycle±XY ¤(®) appartient µa cequi(X £ S Y=X; 0).

Par ailleurs, ce morphisme v¶eri¯e les propri¶et¶es suivantes, oµuX , Y et Z sont des
sch¶emas dansL T :

1. Si f : X ! Y est un T-morphisme, ±XY ¤
¡
[¡ f ]T

¢
= [¡ f ]S.

2. Si ® 2 cT (X; Y ), et f : Y ! Z est un T-morphisme,

±XZ ¤(f ±®) = f ± (±XY ¤(®)) :

3. Si ® 2 cT (Y; Z), et f : X ! Y est un T-morphisme,

±XZ ¤(®± f ) = ( ±Y Z ¤(®)) ± f:

Preuve : La premiµere a±rmation, ainsi que la premiµere ¶egalit¶e qui la suit, sont ¶evidentes.
Pour la deuxiµeme ¶egalit¶e, on fait les calculs suivants :

±XZ ¤(f ±®)
(1)
= ±XZ ¤(1X £ T f )¤® =

¡
(±XZ ± (1X £ T f )

¢
¤®

=
¡
(1X £ S f ) ±±XY

¢
¤® = (1 X £ S f )¤(±XY ¤®)

(1)
= f ± (±XY ¤®)

oµu les ¶egalit¶es (1) d¶ecoulent du lemme1.2.5.
En¯n, pour la derniµere ¶egalit¶e,

±XZ ¤(®± f )
(1)
= ±XZ ¤(f £ T 1Z )¤®

(2)
= ( f £ S 1Z )¤±Y Z ¤®

(1)
= ( ±Y Z ¤®) ± f

oµu les ¶egalit¶es (1) proviennent µa nouveau du lemme1.2.5, et l'¶egalit¶e (2) de la formule de
projection 1.1.21appliqu¶ee au carr¶e cart¶esien :

X £ T Z
±XZ //

f £ T 1Z ²²

X £ S Z
f £ S 1Z²²

Y £ T Z
±Y Z //Y £ S Z:

¤

D¶e¯nition 1.2.15 Pour ¿ : T ! S un morphisme lisse de type ¯ni, et pour touteT-
correspondance ¯nie ® : X ! Y , on pose simplement~¿¤(®) = ±XY ¤®.

Remarque 1.2.16 .{ Il nous semble que ~¿¤ est un foncteur, mais la d¶emonstration que
l'on a propos¶e en premier lieu ¶etait fausse, comme nous l'a indiqu¶e A.Suslin lors de son
rapport sur ce m¶emoire. D'aprµes le lemme pr¶ec¶edent, on sait tout du moins que~¿¤ coÄ³ncide
sur la cat¶egorieL T avec le foncteur de restrictionL T ! L S.

Par ailleurs, il est ¶evident que si l'on se donne de plus unk-morphisme¾: R ! T lisse
de type ¯ni, on a

(̂¿ ±¾)¤ = ~¿¤ ± ~¾¤ :
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1.2.3.2 Changement de base

On s'occupe maintenant de prolonger le foncteur de changement de base. On suppose
cette fois que¿ est plat, mais on insiste sur le fait que cette hypothµese n'est pas n¶ecessaire
si on utilise complµetement la th¶eorie de [SV00b].

Si X est un sch¶ema dansL S, on poseX T = X £ S T, et on note ¿X : X T ! X
l'application d¶eduite de ¿ par changement de base selonX=S.

Par ailleurs, si X et Y sont des sch¶emas dansL S, on identi¯e, µa travers l'isomorphisme
canonique les sch¶emasX T £ T YT et X £ T Y, que l'on note XYT .

On considµere alors le carr¶e cart¶esien :

XYT
¿XY //

²²
XY

²²
X T

¿X //X:

D'aprµes la d¶e¯nition 1.1.17, on en d¶eduit donc un morphisme

¿¤
XY : cequi(XY=X; 0) ! cequi(XYT =XT ; 0) :

Pour toute correspondance ¯nie® 2 cS (X; Y ), on note donc ®T la correspondance ¯nie
¿¤

XY (®).
Le lemme suivant est imm¶ediat :

Lemme 1.2.17 Soit X et Y des sch¶emas dansL S. Alors, pour tout ® 2 cS (X; Y ) et
¯ 2 cS (Y; Z), on a

¯ T ±®T = ( ¯ ±®)T :

Preuve : En e®et, on peut e®ectuer le calcul suivant :

(¿¤
Y Z ¯ ) ± (¿¤

XY ®) = T pXZ
XY Z ¤

¡
T pY Z

XY Z
¤
(¿¤

Y Z ¯ ):T pXY
XY Z

¤
(¿¤

XY ®)
¢

= T pXZ
XY Z ¤

³
¿¤

XY Z (pY Z
XY Z

¤
¯ ):¿¤

XY Z (pXY
XY Z

¤
®)

´
(1)

= T pXZ
XY Z ¤¿¤

XY Z

³
(pY Z

XY Z
¤
¯ ):(pXY

XY Z
¤
®)

´
(2)

= ¿¤
XZ

Ã

pXZ
XY Z ¤

³
(pY Z

XY Z
¤
¯ ):(pXY

XY Z
¤
®)

´
!

: (3)

Avec pour justi¯cations :

(1) la fonctorialit¶e du morphisme pullback (cf le paragraphe qui suit 1.1.17).

(2) la premiµere propri¶et¶e de1.1.10

(3) la formule de projection de la proposition 1.1.21. ¤

D¶e¯nition 1.2.18 Pour ¿ : T ! S un morphisme plat, on note~¿¤ le foncteur

L cor;S ! L cor;T

X=S 7! X T =T
cS (X; Y ) 3 ® 7! ®T :
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Ce foncteur satisfait de plus les propri¶et¶es suivantes :

Lemme 1.2.19 1. Le foncteur ~¿¤ est monoÄ³dal.

2. Le diagramme suivant de foncteurs commute :

L S
//

¿¤
²²

L cor;S

~¿¤²²
L T

//L cor;T :

Dans ce diagramme, les morphismes horizontaux sont les inclusions naturelles, et le
morphisme vertical de gauche le foncteur de restriction classique.

3. Si de plus on se donne unk-morphisme (plat) ¾: T0 ! T , on a un isomorphisme
canonique de foncteurs

(̂¿ ±¾)
¤

' ~¾¤ ± ~¿¤:

Preuve : 1. Soit ® 2 cS (X; Y ) et ¯ 2 cS (X 0; Y 0). Alors,

(® tr ¯ )T = ¿¤
XX 0Y Y 0

³
pXY

XX 0Y Y 0
¤
(®):pX 0Y 0

XX 0Y Y 0
¤
(¯ )

´

=
³

¿¤
XX 0Y Y 0pXY

XX 0Y Y 0
¤
(®)

´
:
³

¿¤
XX 0Y Y 0pX 0Y 0

XX 0Y Y 0
¤
(¯ )

´

=
³

T pXY
XX 0Y Y 0

¤
(®T )

´
:
³

T pX 0Y 0

XX 0Y Y 0
¤
(¯ )

´
:

2. Cela r¶esulte du fait que pourf : X ! Y un S-morphisme, on a un isomorphisme
canonique¡ f T ! ¡ f £ S T.

3. En e®et, on a un isomorphisme canoniqueX T 0 ' (X T )T 0. Le fait qu'il soit naturel
par rapport aux correspondances ¯nies viens de la fonctorialit¶e du morphisme pullback
utilis¶e. ¤

1.2.3.3 Restriction et changement de base

La formule suivante prolonge au cas des correspondances ¯nies la formule ¶evidente con-
cernant les morphismes de sch¶emas :

Proposition 1.2.20 Soit ¿ : T ! S un morphisme lisse de type ¯ni,X et Y des sch¶emas
dans L S et ® 2 cS (X; Y ).

Alors, le diagramme suivant est commutatif dansL cor;S

X T
~¿¤ ~¿¤ (®)//

¿X ²²

YT
¿Y²²

X
® //Y:

Preuve : Par d¶e¯nition,
~¿¤~¿¤(®) = ±XY ¤(¿¤

XY ®):

Ainsi, la commutativit¶e du diagramme ¶equivaut aux ¶egalit¶es ¶equivalentes

¿Y ±±XY ¤(¿¤
XY ®) = ®±¿X

, (1X T £ S ¿Y )¤ ±XY ¤(¿¤
XY ®) = ( ¿X £ S 1Y )¤ ®:
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Or, d'aprµes le diagramme, form¶e de deux carr¶es cart¶esiens,

XYT
±XY //

²²

X T £ S YT
1X T £ S ¿Y //

²²

X T £ S Y

²²
T

¢ T=S //T £ S T //T £ S S:

le morphisme compos¶e² = (1 X T £ S ¿Y ) ± ±XY est un isomorphisme. Ainsi, ²¤ = ( ²¤)¡ 1.
La commutativit¶e du diagramme est donc r¶eduite µa l'¶egalit¶e

¿¤
XY ® = ²¤(¿X £ S 1Y )¤®

ce qui r¶esulte du fait que¿XY = ( ¿X £ S 1Y )±² et de la fonctorialit¶e du morphisme pullback.
¤

1.2.4 Une propri¶et¶e de ¯nitude

Notons que la d¶e¯nition du produit de composition des correspondances ¯nies, qui n'utilise
que la formule de Serre pour les multiplicit¶es, des morphismes pushout et pullback et un
lemme sur la propret¶e d'une intersection (cf1.2.2) n'utilise pas la propri¶et¶e de type ¯nitude
impos¶ee aux sch¶emas.

On peut donc ¶etendre la d¶e¯nition des correspondances ¯nies aux sch¶emas noeth¶eriens,
r¶eguliers et s¶epar¶es surS, et d¶e¯nir de maniµere identique le produit de composition. On
n'aura pas besoin de cette cat¶egorie, et elle n'apparâ³tra que dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.21 Soit X un sch¶ema dansL S.
Soit (Yi ) i 2I un pro-objet essentiellement a±ne (cf [EGA4], 8.13.4) de sch¶emas dans

L S dont la limite est un sch¶ema noeth¶erienY. Alors, le morphisme canonique

lim¡!
i 2I op

cS (Yi ; X ) ! cS (Y; X )

est un isomorphisme.

Remarque 1.2.22 .{ Autrement dit, le sch¶ema X v¶eri¯e la propri¶et¶e (coPF) de C.2.33
dans la cat¶egorieL cor;k par rapport aux pro-objets essentiellement a±nes deL k .

Preuve : Pour tout i 2 I , on note pi : Y ! Yi le morphisme de projection canonique.
On note ±i : cS (Yi ; X ) ! cS (Y; X ) le morphisme canonique induit par composition avec
pi .

Le problµeme revient donc µa montrer que le morphisme de groupes ab¶eliens

' = lim¡!
i

±i

est bijectif.

On montre d'abord qu'il est surjectif. Il su±t de le faire sur une base du groupe libre
d'arriv¶ee. Soit donc Z un sous-sch¶ema ferm¶e deYX qui est de plus ¯ni sur Y. Alors, Z
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est d¶e¯ni par un id¶eal quasi-coh¶erent deOYX . Or, comme YX est noeth¶erien, cet id¶eal
est coh¶erent et il est engendr¶e par un nombre ¯ni de sectionsf 1; :::; f n . Comme OYX est
limite inductive des OYi X , on peut supposer qu'il existe uni 0 tel que f 1; :::; f n se relµeve
en g1; :::; gn dans OYi X . Consid¶erons le sous-sch¶ema ferm¶e r¶eduitZ i de Yi X d¶e¯ni par les
¶equationsg1; :::; gn = 0 . Alors, par d¶e¯nition, le carr¶e suivant

Z //

²²

YX
pi £ S 1X²²

Z i //Yi X

est cart¶esien.
Consid¶erons la cat¶egorieI =i des objetsj de I munis d'une °µechej ! i que l'on note

par abus simplementj . Soit j un objet de I =i. On note Z j le pullback de Z i sur Yj par le
morphisme de transition correspondant. On a construit ainsi un pro-objet(Z j ) j 2I =i . Par
d¶e¯nition, le morphisme canonique

Z ! limÃ¡
j 2I =i

Z j

est un isomorphisme.
Dµes lors, d'aprµes[EGA4], on peut trouver un j ¸ i tel que :

1. Z j est intµegre par application du corollaire 8.4.3 deloc.cit. car les morphismes de
transition du pro-objet (Z j ) j ¸ i sont dominants.

2. Z j est ¯ni, surjectif sur Yj , d'aprµes loc.cit. , 8.10.5.

Ainsi, le cycle associ¶e µaZ j dans Yj X , not¶e [Z j ], est une correspondance ¯nie deYj

dans X . Comme de plus,(pj £ 1X )¡ 1(Z j ) = Z est un sch¶ema intµegre, on obtient

[Z j ] ±pj = ( pj £ S 1X )¤([Z j ]) = [ Z ]:

Autrement dit, ±j ([Z j ]) = [ Z ], et donc ' ([Z j ]) = [ Z ].

On montre que ' est injectif. Soit i un ¶el¶ement deI et ®i 2 cS (Yi ; X ) une corre-
spondance ¯nie telle que' (®i ) = 0 . Soit j un objet de I =i, et f ji : j ! i le morphisme
correspondant. On noteZ j le support de ®± f ji .

On a ainsi construit un pro-objet (Z j ) j 2I =i . Or, puisque ®±pi est nul, donc de support
vide, ce pro-objet admet pour limite projective dans la cat¶egorie des sch¶emas le sch¶ema
vide. Autrement dit, le morphisme canonique

; ! limÃ¡
j 2I =i

Z j

est un isomorphisme. Il r¶esulte alors de 8.10.5. (i) qu'il existe unj ¸ i tel que
Z j = ; . Cela signi¯e ® ± f ji = 0 , ce qui montre que®i est nulle dans la limite inductive
lim¡!

i 2I op

cS (Yi ; X ) et nous permet de conclure. ¤

Remarque 1.2.23 .{ Cette proposition est implicite dans [SV00b], chap.5, preuve de la
prop. 3.1.3.



1.3. EQUIVALENCE D'HOMOTOPIE 21

1.3 Equivalence d'homotopie

Dans cette partie, on r¶einterprµete les r¶esultats de [FSV00c] pour les appliquer directement
aux correspondances ¯nies. Les propositions qui sont pr¶esent¶ees ici nous serviront par la
suite pour d¶emontrer les propri¶et¶es fondamentales des faisceaux avec transferts.

On espµere que cette approche apportera des ¶eclaircissements sur les m¶ethodes de
[FSV00c] qui servent de fondement pour la d¶e¯nition de la cat¶egorie triangul¶ee des motifs
mixtes de V. Voevodsky.

1.3.1 D¶e¯nition

On commence par introduire la d¶e¯nition suivante qui est un cas particulier de la relation
d'¶equivalence d¶e¯nie par V. Voevodsky sur les cycles ¶equidimensionnels de dimension0
(cf [FSV00c], x2) :

D¶e¯nition 1.3.1 Soient X et Y des sch¶emas dansL S, et ®; ¯ : X ! Y deux S-
correspondances ¯nies.

On dit que ® est homotope µā si et seulement si il existeH 2 cS
¡
A1 £ X; Y

¢
telle

que

1. H ± i 0 = ®

2. H ± i 1 = ¯

oµu i 0 (resp. i 1) d¶esignent les immersions respectivesX ! A1
X correspondant au point

ferm¶e 0 (resp. 1) de A1
X .

On note » h la relation d'¶equivalence engendr¶e par cette relation r¶e°exive et sym¶etrique.
Elle est compatible µa la loi d'addition : on note¼S (X; Y ) le groupe ab¶elien quotient de
cS (X; Y ) par cette relation.

La relation » h est compatible avec la loi de composition deL cor;S . On peut donc
consid¶erer la cat¶egorie homotopique associ¶ee µa cette relation d'¶equivalence :

D¶e¯nition 1.3.2 On note ¼L cor;S la cat¶egorie homotopique deL cor;S , ayant mêmes ob-
jets que L cor;S et dont les morphismes sont les classes d'¶equivalence de correspondances
¯nies pour la relation » h .

Remarque 1.3.3 .{ C'est l'utilisation de cette cat¶egorie qui nous permet, au pris d'une
g¶en¶eralit¶e moindre, de simpli¯er les m¶ethodes deloc.cit.

1.3.2 Compacti¯cations

On introduit dans ce paragraphe la notion de compacti¯cation, et plus pr¶ecis¶ement de
bonne compacti¯cation (cf [SV96], x3) qui va nous servir µa interpr¶eter certains groupes
de correspondances ¯nies µa homotopie prµes.

Remarque 1.3.4 .{ L'hypothµese queS est un k-sch¶ema r¶egulier noeth¶erien est, dans cette
sous-section concernant les compacti¯cations, surper°ue.
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1.3.2.1 D¶e¯nition

D¶e¯nition 1.3.5 Soit X une courbe surS.

1. Une compacti¯cation de X=S est un S-sch¶ema ¹X , muni d'un S-morphisme X i¡! ¹X
tel que :

(a) i est une immersion ouverte.

(b) ¹X=S est une courbe propre.

(c) ¹X est normal.

On note dans ce casX 1 = ¹X ¡ i (X ) le sous-sch¶ema ferm¶e r¶eduit de¹X associ¶e.

2. On dit qu'une compacti¯cation ¹X=S de X=S est bonne ssi X 1 admet un voisinage
ouvert a±ne sur S dans ¹X .

Remarque 1.3.6 .{ Ainsi, si ¹X=S est une bonne compacti¯cation deX=S, X 1 est ¯ni
sur S, car il est propre et a±ne sur S.

Remarque 1.3.7 .{ Consid¶erons dans cette remarque que tous les sch¶emas sont essen-
tiellement de type ¯ni (cf d¶e¯nition A.1.1) sur un corps de basek. Soit X un S-sch¶ema
tel que X est normal. Supposons donn¶e¹X un S-sch¶ema v¶eri¯ant les conditions (a) et
(b) de la d¶e¯nition pr¶ec¶edente, et tel queX 1 admette un voisinage a±ne V . Soit ~X le
normalis¶e de ¹X . Alors, ~X

p
¡! ¹X est ¯ni car ¹X=k est essentiellement de type ¯ni, donc

~X=S est une courbe propre normale. Par ailleurs,X ¶etant normal, c'est un ouvert de ~X .
En¯n, l'image r¶eciproque de V par p est un voisinage a±ne de ~X ¡ X dans ~X , puisquep
est en particulier a±ne. Donc ~X=S est une bonne compacti¯cation deX=S.

Pr¶ecisons qu'on appelle simplement paire ferm¶ee tout couple de sch¶emas(X; Z ) tel que
Z est un sous-sch¶ema ferm¶e deX , d'aprµes la d¶e¯nition 5.4.1.

D¶e¯nition 1.3.8 Soit (X; Z ) une paire ferm¶ee.
Soit S un sch¶ema etf : X ! S un morphisme de sch¶emas de dimension relative ¶egale

µa 1 qui fait de X un S-sch¶ema.
Une bonne compacti¯cation de(X; Z ) relativement µa S est un S-sch¶ema ¹X qui est µa

la fois une bonne compacti¯cation deX=S et de (X ¡ Z )=S.

Remarque 1.3.9 .{ On dira encore que (X; Z ) admet une bonne compacti¯cation sur
S pour dire qu'il existe un S-sch¶ema ¹X tel que ¹X=S est une bonne compacti¯cation de
(X; Z ) relativement µa S.

Autrement dit, une bonne compacti¯cation de (X; Z ) sur S est une compacti¯cation
de X=S telle que X 1 t Z admet un voisinage ouvert a±ne surS.

Dans ce qui suit, on montre l'existence de certaines bonnes compacti¯cations.
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1.3.2.2 Le cas des courbes sur un corps de base

La situation est simple dans le cas oµu on ¶etudie les courbes sur un corps.

Proposition 1.3.10 Soit C=k une courbe quasi-a±ne et r¶eguliµere.
Alors, il existe une courbe projective r¶eguliµere surk not¶ee ¹C telle que pour tout sous-

sch¶ema ferm¶eZ de C ne contenant aucune composante irr¶eductible deC, ¹C est une bonne
compacti¯cation de (X; Z ) sur k.

Preuve : On peut se ramener au cas oµuC est a±ne. Dµes lors,C=k ¶etant a±ne et de
type ¯ni, on peut consid¶erer une immersion ferm¶eeC ! An

k . Soit ¹C l'adh¶erence deC
dans Pn

k , munie de sa structure r¶eduite. Alors, par d¶e¯nition, ¹C=k est une courbe intµegre
et projective.

Consid¶erons ~C=k la normalisation de C=k, qui est une courbe de type ¯ni puisque ¹C=k
est de type ¯ni. Alors, ~C est ¯ni sur C, donc propre surk. Comme ~C est normal, il r¶esulte
de [EGA2], 7.4.5 et 7.4.10, que~C=k est une courbe projective et r¶eguliµere.

Par ailleurs, C est un ouvert dense de¹C. Donc, commeC est un sch¶ema normal, c'est
encore un ouvert dense de~C.

Soit Z une partie ferm¶ee deC de dimension nulle. Le sous-ensemble( ~C ¡ C) t Z est
donc une partie ferm¶ee de~C=k, constitu¶ee d'un nombre ¯ni de points. Elle admet donc
un voisinage a±ne puisque ~C=k est projective. ¤

1.3.2.3 Cas semi-local

Le th¶eorµeme suivant est dû µa M.Walker :

Th¶eorµeme 1.3.11 (Walker) Supposons quek est un corps in¯ni.
Soit (X; Z ) une paire ferm¶ee, telle queX est un sch¶ema a±ne dansL k . On suppose

que Z est partout de codimension non nulle dansX .
Consid¶eronsf x1; :::; xng un ensemble de points deX .
Alors, il existe :

1. un sch¶ema a±neS alg¶ebrique lisse.

2. un voisinage ouvert a±ne U desx i .

3. un k-morphisme f : U ! S lisse de dimension relative1

tels que le couple(U; U \ Z ) admet une bonne compacti¯cation surS.

Preuve : La preuve suivante reprend la d¶emonstration correspondante dans [Wal96],
remarque 4.13.

1) R¶eduction : On peut tout d'abord supposer que X est irr¶eductible, puisqu'il est
somme disjointe de ses composantes irr¶eductibles.

Par ailleurs, on peut supposer que tous lesx i sont ferm¶es quitte µa prendre des sp¶ecial-
isations, et queZ est de codimension1 dans X , quitte µa le grandir.

En¯n, si l'on peut trouver une bonne compacti¯cation relative au voisinage de chacun
des points s¶epar¶ement, puisque ceux-ci sont ferm¶es, on peut r¶eduire les ouverts correspon-
dants pour qu'ils soient disjoints, ce qui donne ensuite une compacti¯caton pour la somme
disjointe de ces ouverts, qui convient.
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Le problµeme se r¶esume donc µa trouver une bonne compacti¯cation relative pour un
diviseur Z de X au voisinage d'un point ferm¶e not¶ex.

2) Construction de S : Soit r + 1 la dimension de X . Ainsi, Z est purement de
dimension r .

Puisque X est a±ne de type ¯ni sur k, on peut consid¶erer une immersion ferm¶ee
X ,! An

k , ce qui nous permet d'identi¯er X µa un sous-sch¶ema ferm¶e deAn
k . On note :

1. ¹X l'adh¶erence deX dans Pn
k vu comme sous-sch¶ema r¶eduit dePn

k

2. ¹Z l'adh¶erence deZ dans Pn
k vu comme sous-sch¶ema r¶eduit dePn

k

3. _X = ¹X ¡ X la frontiµere de X dans Pn
k , qui est encore l'intersection de ¹X avec

l'hyperplan µa l'in¯ni. C'est un sch¶ema de dimension inf¶erieure µar .

On se r¶eserve le droit d'augmentern en consid¶erant un plongement arbitraire
An

k ,! An0

k .

On cherche le morphismef en consid¶erant les projections orthogonales deAn
k dont le

centre est enposition g¶en¶eraleparmi les sous-vari¶et¶es lin¶eaires deAn
k de codimensionr .

Param¶etrisation des projections orthogonalesAn
k ! Ar

k .
Plus pr¶ecis¶ement, ces projections sont param¶etr¶ees par les points du sch¶emaAnr

k . En
e®et, si¸ est un point de Anr

k , notant · (¸ ) son corps r¶esiduel, il correspond µa un point
rationnel de Anr

· (¸ ) , c'est-µa-dire un ¶el¶ement(¸ i;j ) 1· i · r
1· j · n

de · (¸ )nr .

On associe donc µa̧ une projection lin¶eaire p¸ =: An
· (¸ ) ! Ar

· (¸ ) d¶e¯nie comme le
spectre du morphisme· (¸ )-lin¶eaire

· (¸ )[t1; :::; t r ] ! · (¸ )[X 1; :::; X n ]
t i 7!

P n
j =1 X j ¡ ¸ i;j :

On note L ¸ le centre de cette projection, c'est-µa-dire le sous-sch¶ema ferm¶e d¶e¯ni par
l'intersection des r hyperplans correspondant aux z¶eros de chaque projections dep¸ sur
A1

· (¸ ) .

Par ailleurs, si _L ¸ d¶esigne la frontiµere deL ¸ vu comme sous-sch¶ema dePn
· (¸ ) , le mor-

phisme p¸ se prolonge sur les espaces projectifs en un morphisme

¹p¸ : Pn
· (¸ ) ¡ _L ¸ ! Pr

· (¸ ) :

Munis de ces notations, on peut ¶enoncer le lemme suivant qui va nous servir µa trouver
le morphismef de l'¶enonc¶e :

Lemme 1.3.12 Notons  n l'ouvert de Anr
k form¶e des points¸ tels que :

1. p¸ jZ · ( ¸ ) est ¯nie.

2. _X · (¸ ) \ _L ¸ est constitu¶e d'un nombre ¯ni de points ferm¶es.

3. p¸ est lisse en tous points deX · (¸ ) \ p¡ 1
¸ (p¸ (x)) .
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Alors, pour n assez grand, n est dense dansAnr
k .

Preuve : Il est facile de montrer que n est ouvert, et la partie di±cile est de voir que cet
ouvert est dense. On fait la d¶emonstration en deux ¶etapes :

i) On se place d'abord dans le cas oµux est un point rationnel de X . On peut donc supposer
que x = 0 dans An

k .
Le fait que la premiµere condition est dense r¶esulte du fait queZ est ferm¶e de dimension

r dans An
k .

Le fait que la deuxiµeme condition est dense r¶esulte de ce que l'intersection dansPn
k

de la sous-vari¶et¶e projective _X , qui est de dimension inf¶erieure µar , avec une sous-vari¶et¶e
projective lin¶eaire de codimensionr en position g¶en¶erale est ¯nie.

Pour la troisiµeme condition, il su±t de garantir que l'intersection de L ¸ avec X est
transverse en0. On utilise alors le th¶eorµeme suivant pour lequel on renvoie µa [SGA4],
expos¶e XI, th¶eorµeme 2.1 :

Th¶eorµeme 1.3.13 L'intersection dans An
k deX avecr hypersurfaces de degr¶e2 contenant

0 et qui sont en position g¶en¶erale est transverse.

Or, quitte µa plonger An
k dans An2

k par le plogement de Veronese, une sous-vari¶et¶e
lin¶eaire de An2

k correspond µa une quadrique (donc de degr¶e2) de An
k , et le th¶eorµeme

pr¶ec¶edent s'applique pour montrer que la troisiµeme condition est dense.

ii) Cas g¶en¶eral.
On considµere une extension ¯niek0=k telle que la ¯bre de x dansX  k k0soit constitu¶ee

de points rationnels x0
i . Pour chacuns de ces points, les conditions de l'¶enonc¶e donnent

donc un ouvert  0
n;i dense dansAnr

k0 . L'extension Ar
k0=Ar

k ¶etant ¯dµelement plate, les
conditions de l'¶enonc¶e se redescendent, et l'image directe de\ i  0

n;i dans Anr
k est incluse

dans  n , ce qui implique que n est dense. ¤

Puisque k est in¯ni,  n admet donc un point rationnel ¸ . On note alors p : X ! Ar
k

la restriction de p¸ µa X . On pose _L = _X \ _L ¸ qui est donc un sch¶ema ¯ni surk d'aprµes la
condition 2 du lemme pr¶ec¶edent. On dispose donc du morphisme¹p : ¹X ¡ _L ! Pr

k obtenu
par restriction du morphisme ¹p¸ .

On utilise le truc classique suivant pour rendre¹p projectif. On note ~X l'adh¶erence du
graphe de ¹p dans ¹X £ k Pr

k . Dµes lors, ¹X ¡ _L est un ouvert dense de ~X , et la projection
canonique ~p : ~X ! Pr

k prolonge ¹p. Comme ¹X=k est projectif, ~p est projectif. On a donc
obtenu le diagramme suivant :

X
p

²²

�• // ¹X ¡ _L
¹p

²²

�• // ~X

~p||xx
xx

xx
x

A r
k

�• //Pr
k

.

3) Construction de la compacti¯cation :
Comme le carr¶e du diagramme ci-dessus est cart¶esien et queL est ¯ni sur k (condition

2 du lemme pr¶ec¶edent), les ¯bres de~p dans ~X ¡ X au-dessus deAr
k sont ¯nies.
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Donc, il existe un voisinage ouvertS de p(x) dans Ar
k tel que ~p¡ 1(S) \ ( ~X ¡ X ) est

¯ni sur S. Quitte µa r¶eduire S, puisque d'aprµes la condition 3 du lemme pr¶ec¶edent,p est
lisse enp¡ 1(p(x)) , on peut supposer quep¡ 1(S) ! S est lisse.

Finalement, on pose doncU = p¡ 1(S), et on note f : U ! S la restriction de p µa
U. Le morphisme f est donc lisse de dimension relative1. De plus, d'aprµes la premiµere
condition du lemme pr¶ec¶edent, le morphismeZ \ U ! S, obtenu par restriction de p, est
¯ni.

On pose encore¹U = ~p¡ 1(S), de sorte que le morphisme¹f : ¹U ! S obtenu par
restriction du morphisme ~p est projectif. Il en r¶esulte en¯n que ¹U ¡ U est ¯ni sur S,
d'aprµes le choix deS.

Pour conclure, le lemme suivant montre, quitte µa restreindre encoreS au voisinage de
p(x), que( ¹U ¡ U) t Z \ U admet un voisinage ouvert a±ne, ce qui conclut la d¶emonstration
du th¶eorµeme :

Lemme 1.3.14 Soit ¹p : ¹U ! S un courbe projective, etF un ferm¶e de ¹U tel queF=S est
¯ni. Soit x un point de F , d'image s dans S.

Alors, il existe un ouvert a±ne S0 de S contenant s, et un diviseur e®ectifD dans ¹X
tel que :

1. FS0 est inclus dans ¹US0 ¡ D .

2. ¹US0 ¡ DS0 est a±ne.

Preuve du lemme : On regardeFs la ¯bre de F au-dessus des. L'ensemble sous-jacent µa
Fs est donc ¯ni. Comme ¹U=S est projectif, il existe une sectionf dans ¡( ¹U;O ¹U (i )) , pour
i su±samment grand, dont le diviseur D est disjoint de Fs. Il existe donc un voisinage
ouvert a±ne S0 de s dans S, tel que D est disjoint de FS0, ce qui garantit la premiµere
condition. Comme S0 est a±ne, et DS0 est le diviseur associ¶e µa une section globale d'un
¯br¶e trµes ample sur ¹US0, le sch¶ema¹US0 ¡ DS0 est a±ne. ¤ ¤

1.3.3 Homotopie et groupe de Picard relatif

On va voir dans ce paragraphe comment calculer certains groupes de correspondances
¯nies. Pour cela, on rappelle la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 1.3.15 Soit (X; Z ) une paire ferm¶ee.
On note Pic (X; Z ) le groupe des classes d'isomorphismes de couples(L ; s) oµu L est un

faisceau inversible surX , et s : OZ
»¡! Lj Z une trivialisation de L sur Z , oµu l'on impose

aux isomorphismes d'être compatible µa la trivialisation donn¶ee.
La structure de groupe est induite par le produit tensoriel deOX -modules.

On dispose donc en particulier d'un morphisme

Pic (X; Z ) ! Pic(X ):

D¶e¯nition 1.3.16 Soit X un sch¶ema, etZ un sous-sch¶ema ferm¶e deX .
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1. Si Z 0 est un sous-sch¶ema ferm¶e deZ , on d¶e¯nit un morphisme :

Pic (X; Z )
r Z 0
¡¡! Pic (X; Z 0)

(L ; s) 7! (L ; sjZ 0)

dit de restriction de Z µa Z 0.

2. Consid¶erons un morphisme cart¶esien de paires ferm¶ees(f; g ) : (Y; W) ! (X; Z ) (cf
d¶e¯nition 5.4.4). On d¶e¯nit un morphisme image inverse en posant :

Pic (X; Z )
f ¤

¡! Pic (Y; W)
(L ; s) 7! (f ¤(L ); g¤(s)) :

Remarque 1.3.17 .{ Plus g¶en¶eralement, ce groupe de Picard est fonctoriel par rapport
aux morphismes de la paire ouverte(X=X ¡ Z ) associ¶ee µa la paire ferm¶ee(X; Z ). On
retrouvera une telle fonctorialit¶e plus en d¶etail dans5.4.1, ainsi que dans la d¶e¯nition8.2.1.

Le th¶eorµeme qui suit est fondamental pour la suite. Il nous permet de manipuler
e®ectivement les correspondances ¯nies µa homotopie prµes. Il s'agit d'une reformulation du
th¶eorµeme 3.1 de [SV96], et il est donc dû µa A. Suslin et V. Voevodsky. On a tout de même
eu soin de pr¶eciser la fonctorialit¶e de l'isomorphisme qu'on a construit.

Th¶eorµeme 1.3.18 Soit k un corps et S un k-sch¶ema r¶egulier noeth¶erien. On se donne :

1. Y un sch¶ema a±ne dansL S.

2. X un sch¶ema dansL S, tel que X=S est une courbe quasi-a±ne lisse qui admet une
bonne compacti¯cation not¶ee ¹X=S. On poseX 1 = ¹X ¡ X .

Alors, il existe un isomorphisme canonique

¼S (Y; X ) ! Pic
¡
Y £ S ¹X; Y £ S X 1

¢

qui v¶eri¯e de plus :

1. Si Y 0 f
¡! Y est un morphisme plat dansL S entre sch¶emas a±nes, le diagramme

suivant commute :

¼S (Y; X )
±f ²²

//Pic
¡
Y £ S ¹X; Y £ S X 1

¢

(f £ S 1 ¹X )¤
²²

¼S (Y 0; X ) //Pic
¡
Y 0£ S ¹X; Y 0£ S X 1

¢
:

Le morphisme (f £ S 1 ¹X )¤ est le morphisme image inverse de la d¶e¯nition1.3.16.

2. Soit Z un sous-sch¶ema ferm¶e deX tel que ¹X=S est une bonne compacti¯cation de
(X; Z ). Notons j : X ¡ Z ! X l'immersion ouverte canonique. Alors, le diagramme
suivant commute :

¼S (Y; X ¡ Z )
j ± ²²

//Pic
¡
Y £ S ¹X; Y £ S X 1 t Y £ S Z )

¢

r Y £ S X 1²²
¼S (Y; X ) //Pic

¡
Y £ S ¹X; Y £ S X 1

¢
:

Le morphisme vertical de droite est la restriction de la trivialisation canonique µa
Y £ S X 1 d¶e¯nie en 1.3.16.
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Remarque 1.3.19 .{ L'hypothµese de platitude sur f faite dans le 2 n'est pas n¶ecessaire,
mais l'on ne se servira pas du cas g¶en¶eral. Par ailleurs, on peut exiger seulement queY=S
soit quasi-a±ne.
Preuve : On peut supposer tout d'abord que Y est irr¶eductible, compte tenu de
l'additivit¶e des deux foncteurs par rapport µa Y .

1. On commence par associer µa toute correspondance ¯nie un ¶el¶ement du groupe de
Picard relatif.

Consid¶erons l'immersion ouvertek : Y X ! Y ¹X . On obtient alors la suite suivante de
morphismes :

cequi(Y X=Y;0) k¤¡! cequi
¡
Y ¹X=Y; 0

¢ (1)
½ Z 1(Y ¹X )

(2)
¡¡! Pic(Y ¹X )

oµu le morphismek¤ est bien d¶e¯ni µa cause du lemme1.1.18. L'inclusion (1) existe car
Y ¹X=Y est une courbe, et le morphisme(2) est obtenu parce queY ¹X est normal.

Par ailleurs, si ® 2 cequi(Y X=Y;0) de support Z , et que l'on note L un repr¶esentant de
la classe dansPic(Y ¹X ) de l'image de® par le morphisme pr¶ec¶edent, on a une trivialisation
canonique t : OY ¹X ¡ Z ! L Y ¹X ¡ Z . Comme Y X1 ½ (Y ¹X ) ¡ Z par d¶e¯nition, on obtient
s = tjY X 1 , et (L ; s) 2 Pic

¡
Y ¹X; Y X 1

¢
. Or il est imm¶ediat que cette classe(L ; s) ne

d¶epend pas du repr¶esentant choisi, ce qui nous donne en fait le morphisme attendu

cS (Y; X ) = c equi(Y X=Y;0) //

++WWWWWW Pic(Y ¹X )

Pic
¡
Y ¹X; Y X 1

¢
:

OO

Pour la ¯n de la d¶emonstration, on se r¶efµere µa [SV96], theorem 3.1, en remarquant que

¼S (Y; X ) = H sing
0 (Y X=Y)

oµu H sing
0 d¶esigne l'homologie singuliµere de Suslin. On v¶eri¯e exactement :Y est a±ne

normal, Y X=Y est une courbe quasi-a±ne lisse, etY ¹X=Y en est une bonne compacti¯ca-
tion. On notera que Y X=Y n'est pas n¶ecessairement connexe, mais c'est un ouvert dense
de Y ¹X=Y . Par ailleurs, l'¶enonc¶e deloc.cit. porte sur une courbe a±ne, mais on v¶eri¯era
sans peine que la d¶emonstration reste valable dans le cas d'une courbe quasi-a±ne.

La d¶emonstration de ce th¶eorµeme montre pr¶ecis¶ement que l'application construite
pr¶ec¶edemment est un isomorphisme.

Il nous reste µa montrer les propri¶et¶es de fonctorialit¶e de cet isomorphisme :
2. Soit ® 2 ¼S (Y 0; X ), alors d'aprµes le lemme1.2.5, ®± f = ( f £ S 1X )¤(®). Dµes lors,

k¤(f £ S 1X )¤(®) = ( f £ S 1 ¹X )¤k0
¤(®)

d'aprµes la formule de la proposition1.1.21oµu l'on a not¶ek : Y X ! Y ¹X et k0 : Y 0X ! Y 0 ¹X
les immersions ouvertes canoniques. La formule r¶esulte du fait que le morphisme(2) (de
la construction ci-dessus) est compatible au pullback.

3. Si ® 2 ¼S (Y; X ¡ Z ), il r¶esulte du lemme1.2.5 que j ±® = (1 Y £ S j )¤(®). Dµes lors,
cette derniµere propri¶et¶e est ¶evidente. ¤

Remarque 1.3.20 .{ Dans la situation du th¶eorµeme pr¶ec¶edent, pour tout® 2 ¼S (Y; X ),
on fera le choix d'un repr¶esentant(L (®); s(®)) de la classe de l'image® par l'isomorphisme
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pr¶ec¶edent.

1.3.4 Applications

Dans cette partie, on ¯xe un corps k et on interprµete, comme annonc¶e, les r¶esultats de
[FSV00c] dans la cat¶egorie¼L cor;k .

1.3.4.1 Factorisations

Les applications du th¶eorµeme1.3.18 consistent en des th¶eorµemes d'existence deS-
correspondances ¯nies, v¶eri¯ant des propri¶et¶es µa homotopie prµes. On ¯xe donc de plus
une courbeX=S a±ne lisse, et un ouvert U de X , notant i : U ! X l'immersion ouverte
correspondante etZ le ferm¶e compl¶ementaire. On suppose que(X; Z ) admet une bonne
compacti¯cation sur S, not¶ee ¹X=S.

Si Y est un sch¶ema a±ne qui appartient µaL S, et si l'on se donne ® : Y ! X
une S-correspondance ¯nie, rappelons que l'on note conventionnellement(L (®); ¾(®))
un couple repr¶esentant l'image de ® par l'isomorphisme canonique ¼S (Y; X ) !
Pic

¡
Y £ S ¹X; Y £ S X 1

¢
de 1.3.18.

Proposition 1.3.21 Avec les notations introduites ci-dessus, les conditions suivantes
sont ¶equivalentes :

1. Pour tout sch¶ema a±ne Y dans L S, l'application

¼S(Y; U) i ±¡! ¼S(Y; X )

est surjective.

2. L'application
¼S(X; U ) i ±¡! ¼S(X; X )

est surjective.

3. Le ¯br¶e inversible L (1X )jX £ S Z est trivial.

Ayant remarqu¶e que 1 et 2 sont ¶equivalentes µa l'existence d'uneS-correspondance
¯nie qui est une section dei µa homotopie prµes, le lemme pr¶ec¶edent est une cons¶equence
imm¶ediate du lemme plus pr¶ecis :

Lemme 1.3.22 Soit Y un sch¶ema a±ne dansL S et ¯ : Y ! X une S-correspondance
¯nie. Les conditions suivantes sont ¶equivalentes :

1. Il existe une S-correspondance ¯nie ® tel que le diagramme suivant est commutatif
dans ¼L cor;S,

X ¡ Z
i

##HH
HHH

HHH
H

Y
¯ //

®
;;wwwww

X:
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2. Le faisceau inversibleL (¯ )jY £ S Z est trivial.

Remarque 1.3.23 .{ Pr¶ecisons même que de plus, lesS correspondances v¶eri¯ant la
condition de 1 sont en bijection avec les trivialisations deL (¯ )jY £ S Z µa isomorphisme prµes.

Preuve : Ce lemme est un corollaire du th¶eorµeme1.3.18, que l'on applique µa la courbe
a±ne X=S, mais aussi µa la courbe quasi-a±neU=S.

2 ) 1 : Il su±t de consid¶erer une trivialisation s de L (¯ )jY £ S Z . Dµes lors, la classe du
couple (L (¯ ); ¾(¯ ) © s) dans Pic

¡
Y ¹X; Y X 1 t Y Z

¢
d¶e¯nit une S-correspondance ¯nie®,

et d'aprµes le point 3 de1.3.18, on a bien i ±® = ¯ .
1 ) 2 : R¶eciproquement, la S-correspondance ¯nie® correspond µa un ¶el¶ement du

groupePic
¡
Y ¹X; Y X 1 t Y Z

¢
repr¶esent¶e par le couple(L (®); ¾(®)) . Alors, puisquei ±® =

¯ , il existe un isomorphismeÁ : L (¯ ) ! L (®) tel que le diagramme suivant est commutatif :

L (¯ )jY X 1

ÁjY X 1 //

¾(¯ ) ''PPP
PP

L(®)jY X 1

¾(®)jY X 1
wwnnn

nn

OY X 1

et l'on remarque que¾(®)jY Z ±Á¡ 1jY Z est une trivialisation de L (¯ )jY Z . ¤

1.3.4.2 Sections locales des immersions ouvertes dans ¼L cor;k

On a vu dans le paragraphe pr¶ec¶edent des conditions n¶ecessaires et su±santes de factori-
sation d'une S-correspondance ¯nie par une immersion ouverte. On applique maintenant
ce fait pour en d¶eduire la proposition importante qui suit, que l'on peut voir comme une
reformulation de la proposition 4.17 de [FSV00c] (dans le cas local) :

Proposition 1.3.24 On suppose quek est in¯ni .
Soit X un sch¶ema alg¶ebrique lisse,U un ouvert dense deX , et x un point de X . Alors

il existe

1. un voisinage ouvertV de x dans X ,

2. une correspondance ¯nie® : V ! U

tels que le diagramme suivant est commutatif dans¼L cor;k

V
®

~~}
}

}
}

j
²²

U
i //X:

oµu l'on note i et j les immersions ouvertes canoniques.

Preuve : On note Z = X ¡ U.
Tout d'abord, d'aprµes le th¶eorµeme1.3.11, il existe un sch¶ema a±neS alg¶ebrique lisse,

un voisinage ouvert a±ne V de x dans X , un morphisme f : V ! S lisse de dimension1,
et un S-sch¶ema¹V tels que ¹V =S est une bonne compacti¯cation de(V; V \ Z ).
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Compte tenu du diagramme commutatif

V \ U

²²

//V
²²

U //X;

on voit que si le th¶eorµeme est vrai pourV , il l'est pour X . Donc on peut supposerX = V .
Ainsi, (X; Z ) admet une bonne compacti¯cation surS.

On va maintenant pouvoir appliquer le lemme1.3.22.
Soit donc L (1X ) le faisceau inversible surX £ S ¹X qui repr¶esente1X 2 ¼S(X; X )

d'aprµes le th¶eorµeme1.3.18. Or Z=S est ¯ni, car c'est un ferm¶e de ¹X=S qui est une courbe
propre et a±ne par hypothµese. En particulier, Spec (OX;x ) £ S Z est ¯ni sur le sch¶ema local
Spec (OX;x ). C'est donc un sch¶ema semi-local. Dµes lors,Pic(Spec (OX;x ) £ S Z ) = 0 . En
particulier, L (1X ) est trivial sur Spec (OX;x ) £ S Z , ce qui signi¯e qu'il existe un voisinage
ouvert V de x dans X tel que L (1X ) est trivial sur V £ S Z .

D'aprµes le lemme1.3.22, appliqu¶e avecY = V , µa la correspondance ¯nie repr¶esent¶ee

par l'inclusion V
j
¡! X , la section que l'on vient de trouver est donc ¶equivalente µa une

S-correspondance ¯nie® : V ! U qui fait commuter le diagramme de¼L cor;S :

V®

¨̈ j²²
X ¡ Z i //X:

Il su±t maintenant de regarder ce diagramme µa travers le la restriction ~¿¤ avec la
notation de 1.2.15oµu ¿ : S ! k est le morphisme lisse structural deS. En e®et, d'aprµes
le lemme1.2.14, la k-correspondance ¯nie~¿¤(®) convient. ¤

Corollaire 1.3.25 On suppose quek est in¯ni .
Soit X un sch¶ema alg¶ebrique lisse,U un ouvert dense deX . Alors il existe

1. un recouvrement ouvertp : W ! X de X ,

2. une correspondance ¯nie® : W ! U

tels que le diagramme suivant est commutatif dans¼L cor;k

W
®

~~}
}

}
}

j
²²

U
i //X

oµu l'on note i et j les immersions ouvertes canoniques.

Preuve : Il su±t d'appliquer le lemme pr¶ec¶edent en tout point x de X , ce qui nous donne
pour chaquex un voisinage ouvertVx dex dansX et une correspondance ¯nie®x : Vx ! U
qui v¶eri¯e la condition du lemme. Par quasi-compacit¶e deX , il existe un nombre ¯ni de
points x1; :::; xn tels que les ouvertsVx1 ; :::; Vxn recouvrent X . On pose alors :

W =
G

i

Vx i

® =
X

i

®x i :

¤
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1.3.5 Droite a±ne sur un corps

Toujours dans le même esprit, la proposition suivante s'inspire du lemme 4.6 de [FSV00c] :

Proposition 1.3.26 Soit C un ouvert de A1
k .

Alors, pour tout ouverts U, V de C tels queC = U [ V , le complexe

0 ! U \ V
j 1 ¡ j 2¡¡¡! U © V

(i 1 ;i 2 )
¡¡¡¡! C ! 0

est contractile dans la cat¶egorie additive¼L cor;k , oµu i 1; i 2; j 1; j 2 d¶esignent les immersions
ouvertes canoniques.

Remarque 1.3.27 .{ On interprµete cette proposition par le fait que dans la cat¶egorie
K b(¼L cor;k ) form¶ee des complexes µa ¶equivalence d'homotopie prµes, les ouverts deA1

k
satisfont la propri¶et¶e de Mayer-Vietoris. Cette remarque prendra tout son sens dans le
chapitre sur la cat¶egorie triangul¶ee des motifs mixtes de V. Voevodsky.

Preuve : Fixons les notations suivantes :W = U \ V , T = C ¡ (U [ V ), Z = C ¡ U et
Z 0 = C ¡ V ; donc T = Z t Z 0. Par hypothµese,Z et Z 0 sont disjoints. On munit tous ses
sous-espaces de la structure r¶eduite de sous-sch¶ema correspondante.

Puisque C=k est une courbe a±ne lisse, il existe d'aprµes la proposition1.3.10 une
courbe projective lisse ¹C=k qui est une bonne compacti¯cation deC=k, et en même temps
une bonne compacti¯cation deU \ V=k.

On considµere l'¶el¶ement1C dans¼k (C; C). D'aprµes le th¶eorµeme1.3.18, il lui correspond
un unique ¶el¶ement dePic

¡
C £ k ¹C; C £ k C1

¢
. On peut donc consid¶erer un couple(L ; ¾)

qui le repr¶esente. Ainsi,L repr¶esente le diviseur correspondant µa la diagonale¢ C dans
C £ k ¹C, et la trivialisation ¾provient en fait d'une trivialisation

s : O
»¡! Lj 

oµu  = ( C £ k ¹C) ¡ ¢ C .
Mais par ailleurs le sch¶emaC £ k T est un ouvert deA1

T , donc Pic (C £ k T) = 0 . Il en
r¶esulte que le faisceauLj C£ k T est trivial. On choisit donc une trivialisation

t : O(C£ k T )
»¡! Lj (C£ k T ) :

Fixons maintenant une notation commode : pour tout ouvert U de C, et tout ferm¶e Y
de C ditinct de C, on poseT (U; Y) le groupe additif des isomorphismes de ¯br¶e deOUY

dans Lj UY . On a donc un morphisme canonique

T (U; Y) ! ¼k (U; C ¡ Y ) ; r 7! ®(r )

qui µa une trivialisation r associe le couple(Lj U ¹C ; r © ¾jUC1 ) (Notons que l'on peut faire
la somme directe de deux trivialisations sur un ferm¶e strict de¹C, puisque celui-ci admet
un voisinage a±ne).

Par ailleurs, pour i : U0 ! U et j : X ¡ Y ! X ¡ Y 0 deux immersions ouvertes, pour
r 2 T (U; Y), on a les relations suivantes :

®(r ) ± i = ®(r jU0Y ) j ±®(r ) = ®(r jUY 0)
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qui r¶esultent de la fonctorialit¶e de l'isomorphisme de1.3.18. Si Y est vide, T (U; Y) est
r¶eduit µa un singleton, d'image l'immersion ouverteU ! C par ® (compte tenu du choix
de (L ; ¾)).

Muni de ces notations, on peut maintenant construire une homotopie explicite

0 //U \ V
j 1 ¡ j 2 //U © V

(i 1 ;i 2 ) //

(f 1 ;f 2 )
¢¢

C //

g2

xx

0

0 //U \ V j 1 ¡ j 2

//U © V
(i 1 ;i 2 )

//C //0

en posant :

1. g2 = ®(tjCZ 0) : C ! V

2. f 1 = ®(sjUZ © tjUZ 0) : U ! U \ V

3. f 2 = ®(tjV T ) ¡ ®(sjV Z 0 © tjV Z )

On peut alors v¶eri¯er que c'est bien une homotopie :

1. On obtient tout d'abord : i 2 ±g2 = ®(tj; ) = 1 C .

2. Par ailleurs,

f 1j 1 ¡ f 2j 2 = ®(sjW Z © tjW Z 0) + ®(sjW Z 0 © tjW Z ) ¡ ®(tjW T )

Cette correspondance ¯nie correspond donc au ¯br¶e inversibleL  L  ·L , muni de
la trivialisation

(sjW Z © tjW Z 0 © sjW C1 )  (sjW Z 0 © tjW Z © sjW C1 )  (·t jW T © ·sjW C1 ):

Ce couple est isomorphe µa(L ; sjW Z © sjW Z 0 © sjW C1 ), soit µa la correspondance ¯nie
1W .

Les quatre autres relations se v¶eri¯ent de la même fa»con. ¤

Remarque 1.3.28 .{ On g¶en¶eralisera cette proposition lorsqu'on aura d¶e¯ni la topologie
de Nisnevich.
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Chapter 2

Faisceaux avec transferts

Sauf mention explicite du contraire, tous les faisceaux que l'ont considµere sont
des faisceaux en groupes ab¶eliens.

2.1 Topologie de Nisnevich

On ¯xe dans cette partie un sch¶ema noeth¶erien de dimension de Krull ¯nie S.

2.1.1 D¶e¯nition

D¶e¯nition 2.1.1 On d¶e¯nit la topologie de Nisnevich surL S, not¶eeNis comme la topolo-
gie engendr¶ee par les familles couvrantes d'un sch¶emaX dans L S

(Vi
f i! X ) i 2 I

telle que

(N1) f i est un S-morphisme ¶etale

(N2) Pour tout point x de X , il existe i dans I , et y un point de Vi au-dessus dex tel que
le morphisme induit sur les corps r¶esiduels· (x) ! · (y) est un isomorphisme.

De plus, on appelle voisinage de Nisnevich deX en x tout couple (V; y) oµu V est un
sch¶ema ¶etale et de type ¯ni surX et y un point de Y au-dessus dex tel que le morphisme
induit · (x) ! · (x) est un isomorphisme.

La topologie Nis s'insµere dans la suite d¶ecroissante de topologies surL S :

Can ¸ Et ¸ Nis ¸ Zar

oµu Can, Et , Zar d¶esignent respectivement les topologies canonique, ¶etale et Zariski. En
particulier, tout pr¶efaisceau repr¶esentable surL S est un faisceau pourNis.

2.1.2 .{ On note N S (resp. Z S) la cat¶egorie des faisceaux de groupes ab¶eliens surL S

pour la topologie de Nisnevich (resp. Zariski).

35
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Exemple 2.1.3 .{ Si X est un sch¶ema dansL S, le pr¶efaisceau

L X ! A b; Y 7! Z:HomL S (Y; X )

est un faisceau pour la topologie de Nisnevich. On le noteZS (X ), en tant qu'objet de N S.

On utilisera particuliµerement le lemme de<structure> suivant pour les voisinages de
Nisnevich :

Lemme 2.1.4 Soit X un sch¶ema irr¶eductible dansL S, x le point g¶en¶erique deX . Soit
V un sch¶ema dansL S, y un point de Y et f : V ! X un S-morphisme tel quef (x) = y.
Alors les propri¶et¶es suivantes sont ¶equivalentes :

1. f induit un isomorphisme de · (x) dans · (y).

2. Il existe un ouvert U de X contenant x, et un morphisme s : (U; x) ! (V; y) qui est
une section def jf ¡ 1 (U) , ie f ±s = Id U .

Preuve : Il su±t d'appliquer le lemme

Lemme 2.1.5 Soit s un point de S. Soient (X; x ) et (Y; y) deux (S; s)-sch¶emas,Y ¶etant
localement de pr¶esentation ¯nie surS.
Soit F ((X; x ); (Y; y)) le germe desS-morphismes deX dans Y envoyant x sur y (ie les
S-morphismes de sch¶emas d¶e¯nis sur un voisinage ouvert dex, envoyant x en y). Alors
on a une bijection

F ((X; x ); (Y; y)) ! Homloc¡O S;s (OY;y; OX;x )
f 7! f ]

x :

Consid¶erons l'application '

OY;y ¡! · (y)
(f ]

y ) ¡ 1

¡¡¡¡! · (x) = OX;x :

D'aprµes le lemme, ce morphisme local correspond µa unS-morphisme s d¶e¯ni sur un
voisinage ouvert dex. Par ailleurs, si l'on se restreint µa un ouvert U encore plus petit,
compte tenu de ce que(f ±s)]

x = Id , s d¶e¯nit bien une section de f jU . ¤ ¤

Remarque 2.1.6 .{ Le cas desk-algµebres locales-¶etales de corps r¶esiduelk montre qu'on
ne peut pas esp¶erer obtenir une telle section sur un ouvert en g¶en¶eral (mais seulement un
ouvert localement ferm¶e).

2.1.2 Base pour la topologie de Nisnevich

Tout recouvrement de X pour la topologie de Zariski surL S admet un sous-recouvrement
¯ni (car X est noeth¶erien donc quasi-compact). Le lemme de structure nous permet de
d¶eduire une propri¶et¶e semblable pour la topologie de Nisnevich. Plus pr¶ecis¶ement,
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Lemme 2.1.7 (de strati¯cation) Soit
³

X i
f i! X

´

i 2 I
un recouvrement de X pour la

topologie de Nisnevich surL S.
Alors il existe une suite ¯nie d¶ecroissante de ferm¶es deX ( i.e. une strati¯cation)

X = Z j 0 ¾6= ::: ¾6= Z j n ¾6= Z j n +1 = ;

telle queJ = f j 0; :::; j n+1 g est inclus dansI et pour tout indice m, f j m £ X (Z j m ¡ Z j m +1 )
admet une section.

Preuve : On poseX = Z j 0 .
Soit x le point g¶en¶erique deZ j 0 , et j 1 2 I tel que X j 1 est un voisinage de Nisnevich de

x sur X . D'aprµes le lemme pr¶ec¶edent appliqu¶e au pointx de X j 0 , il existe un ouvert Uj 0

de Z j 0 contenant x tel que f j 0 admet une section d¶e¯nie surUj 0 .
On pose doncZ j 1 = X ¡ Uj 0 , et on peut appliquer le proc¶ed¶e pr¶ec¶edent µaZ j 1 , puisque

(Z j 1 £ X Vi ! Z j 1 ) i 2 I est un recouvrement Nisnevich deZ j 1 .
It¶erant ce processus, on obtient une suite strictement d¶ecroissante de ferm¶es deX ,

qui est donc n¶ecessairement ¯nie puisqueX est noeth¶erien. ¤

Or, si f : V ! X est un morphisme ¶etale qui admet une section sur un sous-sch¶ema
X 0 de X , alors c'est un voisinage de Nisnevich deX en tous points deX 0. Ainsi, dans la
situation du lemme pr¶ec¶edent, puisque la famille d'ouverts(Uj ) j 2 J recouvre X , (f j ) j 2 J

est d¶ejµa un recouvrement pour Nisnevich deX .

En fait le lemme de strati¯cation donne même une propri¶et¶e plus pr¶ecise sur la topologie
de Nisnevich. On introduit pour d¶egager cette propri¶et¶e la notion suivante de F. Morel et
V. Voevodsky (cf [MV01], x3, d¶ef. 1.3) :

D¶e¯nition 2.1.8 On appelle carr¶e distingu¶etout diagramme cart¶esien dansL S

U £ X V //

²²

V
p

²²
U �• ±

i //X

tel que

1. i est une immersion ouverte,

2. p est ¶etale,

3. si l'on note Z = X ¡ U sous-espace deX muni de sa structure de sous-sch¶ema
r¶eduit, p induit un isomorphisme p¡ 1(Z ) ! Z .

Le couple(i; p), qui est alors une famille couvrante deX pour la topologie de Nisnevich,
est alors appel¶efamille couvrante ¶el¶ementaire.

Remarque 2.1.9 .{ On d¶esignera par abus un carr¶e distingu¶e du type de la d¶e¯nition
ci-dessus, par le triplet (X; U; V ) qui lui est associ¶e.

Lemme 2.1.10 Les familles couvrantes ¶el¶ementaires forment une base pour la topologie
de Nisnevich surL S.
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Preuve : On note T0(X ) l'ensemble des familles couvrantes ¶el¶ementaires deX , et T 0 la
topologie la moins ¯ne sur L S telle que ces familles soient couvrantes.

On doit montrer que T 0 = Nis . Or, toute famille couvrante ¶el¶ementaire ¶etant couvrante

pour Nisnevich, on a T 0 est moins ¯ne que Nis. R¶eciproquement, soit
³

Vi
f i! X

´

i 2 I
un

recouvrement pour Nisnevich. On cherche µa voir que le cribleR engendr¶e par cette famille
est un crible couvrant pour T 0. D'aprµes la remarque qui suit le lemme de strati¯cation,
on peut donc supposer queI est ¯ni, et par suite, on peut supposer queR est engendr¶e
par une unique application, f =

P
i 2 I f i : Y =

F
i 2 I Vi ! X .

On raisonne par r¶ecurrence sur la longueur d'une châ³ne de strati¯cation deX . Soit
Z le premier terme d'une strati¯cation de longueur n de X . Par d¶e¯nition, f admet une
section sur U = X ¡ Z , not¶ee s. On note encoreY 0 = f ¡ 1(U) ¡ Im(s), et V = Y ¡ Y 0.

Dµes lors, (i : U ! X; V
f
! X ) forment un recouvrement ¶el¶ementaire deX (en e®et,

f ¡ 1(U)
T

V = Im( s)). Par ailleurs, Y £ X U ! U admet une strati¯cation de longueur
n ¡ 1 (donn¶ee par la strati¯cation d'ordre n de X d¶ejµa choisie), donc est couvrante pour la
topologie T 0. Or le crible couvrant R est obtenu par composition des familles couvrantes
((Y £ X U ! U); (Id V )) avec la famille couvrante(U ! X; V ! X ), il appartient donc µa
T 0. ¤

Comme de plus la collection des familles couvrantes ¶el¶ementaires est stable par change-
ment de base. Donc, d'aprµes le corollaire 2.3 de [SGA4], expos¶e II, pour voir queF est
un faisceau pour la topologie de Nisnevich, il su±t de le tester sur les familles couvrantes
¶el¶ementaires. On d¶eduit de ce fait le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.11 Soit F un pr¶efaisceau d'ensembles surL S. Alors, les conditions suiv-
antes sont ¶equivalentes :

1. F est un faisceau pour la topologie de Nisnevich.

2. Pour tout carr¶e distingu¶e (X; U; V ), le diagramme d'ensembles

F (X ) //

²²

F (V )
²²

F (U) //F (U £ X V)

est cart¶esien.

Remarque 2.1.12 .{ On se placera toujours dans le cas oµuF est un faisceau de groupes
ab¶eliens ; on notera que, puisque le foncteur d'oubli des groupes ab¶eliens dans les ensembles
est exact µa gauche, le corollaire pr¶ec¶edent est encore valable si l'on remplace partout
<ensemble> par <groupe ab¶elien>.

2.1.3 Points pour la topologie de Nisnevich

On utilise dans cette sous-section la th¶eorie g¶en¶erale des points d'un topos dans le cas
du topos Nisnevich (et en même temps le cas classique du topos Zariski), pr¶esent¶ee dans
l'appendice C.3.
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2.1.3.1 Localis¶e pour la topologie de Nisnevich

Pour d¶e¯nir des points du topos Nisnevich (resp. Zariski), on commence en fait par d¶e¯nir
des cat¶egories de voisinages (d'aprµes l'annexeC.3, c'est en fait ¶equivalent)

D¶e¯nition 2.1.13 Soit X un sch¶ema dansL S, et x un point de X . On note Vx (X )
l'ensemble des ouverts deX contenant x ordonn¶e par inclusion (i.e. des voisinages dex
dans X pour la topologie de Zariski).

Similairement, on note Vh
x (X ) la cat¶egorie des voisinages de Nisnevich deX en x (cf

d¶e¯nition 2.1.1).

Remarque 2.1.14 .{ On reconnâ³tra dans cette d¶e¯nition la d¶e¯nition g¶en¶erale C.3.6.

Lemme 2.1.15 Les cat¶egoriesVx (X ) et Vh
x (X ) sont essentiellement petites et co¯l-

trantes.

Preuve : Soit V et V 0 deux voisinages Nisnevich (resp. Zariski) dex dans X . Alors,
V £ X V 0 est un voisinage Nisnevich (resp. Zariski) dex dans X 0, plus ¯n que V et V 0.

Dans le cas des voisinages Zariski, la cat¶egorie est même petite. Dans le cas des
voisinages Nisnevich, il su±t d'utiliser la forme ¶el¶ementaire d'une extension ¶etale de
sch¶ema, et le fait queX est noeth¶erien, pour trouver une (petite) famille essentielle. ¤

D¶e¯nition 2.1.16 On d¶e¯nit le localis¶e de X en x pour la topologie Zariski, not¶e X x ,
comme le pro-objet deL S

X x = ~limÃ¡
U2V x (X )

U:

On d¶e¯nit aussi le localis¶e deX en x pour la topologie Nisnevich, not¶eX h
x , comme le

pro-objet deL S

X h
x = ~limÃ¡

V 2V h
x (X )

V:

Proposition 2.1.17 1. Le pro-objet X h
x (resp. X x ) pro-repr¶esente un foncteur ¯bre

du topos Nisnevich (resp. Zariski) deL S.

2. La famille des points X h
x (resp. X x ) pour X dans L S et x un point de X est

conservative sur le topos Nisnevich (resp. Zariski) deL S.

Preuve : On ne donne la d¶emonstration que dans le cas de la topologie de Nisnevich
(l'autre cas ¶etant µa la fois plus simple et similaire).

1) Il s'agit de v¶eri¯er la condition (C) de la proposition C.3.10 pour le pro-objet X h
x .

Soient V un voisinage Nisnevich dex dans X , Y un sch¶ema dansL S et (Yr )r 2 ¤ ! Y
un recouvrement Nisnevich deY , et f : V ! Y un morphisme. Soit v le point de V tel
que l'extension induite · (v)=· (x) soit triviale, et y = f (v). Puisque (Yr )r ! Y est un
recouvrement, il existe unr dans¤ et un point z dansYr au-dessus dey tel que l'extension
induite · (z)=· (y) soit triviale. D'aprµes le lemme 2.1.4, il existe donc un ouvert U de Y
contenant y tel que le morphismeYr £ Y U ! U admet une section, not¶ees. Or, V £ Y U
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est un ouvert de U contenant v, c'est donc un voisinage Nisnevich deX . On en d¶eduit
donc le diagramme commutatif attendu :

V £ Y U //

f U ((QQQQ
QQ V

f

²²

U
s ²²

Yr £ Y U

wwnnnn
nn

Yr //Y:

2) Soit u : F ! G un morphisme de faisceau.
On montre d'abord que si pour tout point x de X , ux est injective alors u est un

monomorphisme. Tout d'abord, uX : F (X ) ! G(X ) est injective. Soit donc s; t deux
X -sections deF , telles que uX (s) = uX (t). Alors pour tout point x de X , consid¶erant
le morphisme canoniqueF (X ) ! Fx , ux (sx ) = ux (tx ), donc sx = tx dans l'ensembleFx .
Par d¶e¯nition, cela implique qu'il existe (V; v) voisinage de Nisnevich deX en x tel que
sjV = tjV . Par ailleurs, appliquant ceci en tous points deX , on obtient un recouvrement
pour Nisnevich Vi ! X tel que sjVi = tjVi , ce qui implique s = t (puisqueF est un faisceau
pour Nisnevich).

Supposons maintenant que pour tout point x, ux est un isomorphisme, et montrons
que u est alors un isomorphisme. D'aprµes ce qui pr¶ecµede, il su±t de voir queuX est
surjective. Soit donc s0 une section dansG(X ). Comme ux est surjective, il existe un
¶el¶ement ® dans Fx d'image s0

x . Encore une fois, le calcul deFx montre que ® se relµeve
sur un voisinage Nisnevich dex, not¶e Vx . On note encoresVx la V -section deF dont la
¯bre est ®. Dµes lors, le systµeme dessVx et sVy coÄ³ncide surVx £ X VY car elles ont même
image par u qui est d¶ejµa un monomorphisme. CommeF est un faisceau pour Nisnevich,
le systµeme des(sVx )x2 X se relµeve en une sections dans F (X ), dont l'image par ux est
¶egale µas0. ¤

On introduit la notation temporaire Pt (N S)ess (respectivement Pt (Z S)ess) pour la
cat¶egorie form¶ee des pro-objets de la formeX h

x (respectivement X x ) pour X un sch¶ema
dans L S et x un point de X .

Cette cat¶egorie est donc ¶equivalente µa une cat¶egorie<conservative> de foncteurs ¯bres
(ou encore points) du toposN S (respectivement Z S).

Ainsi, si F est un faisceau Nisnevich surL S, X un sch¶ema dansL S et x un point de
X , la ¯bre de F au point pro-repr¶esent¶e par le pro-objetX h

x sera donc

F (X h
x ) = lim¡!

V 2V h
x (X )

F (V ):

Remarque 2.1.18 .{ Notons par ailleurs que si f : (X; x ) ! (Y; y) est un morphisme de
sch¶emas point¶es (iey = f (x)), on d¶e¯nit un morphisme ¹f canonique de pro-objets obtenu
par composition des morphismes suivants

X x ! X £ Y Yy ! Yy :

En e®et, pour tout V 2 Vy (Y ), l'ouvert X £ Y V appartient µa Vx (X ).
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2.1.3.2 Limites de localis¶es et anneaux hens¶eliens

On va d¶eterminer les limites des pro-objets pr¶ec¶edents dans la cat¶egorie des sch¶emas.
Pour cela, on a besoin de conditions de ¯nitude particuliµeres sur les sch¶emas, pour
lesquelles on se r¶efµere µa l'annexeA.

2.1.19 .{ Si X est un S-sch¶ema local d'anneauO. On appelle lieu deX le point de S
image du point ferm¶e deX , not¶e s. La donn¶ee du morphisme structuralX ! S est alors
¶equivalente µa la donn¶ee d'un morphisme localOS;s ! O . On notera pour abr¶egerO=S une
telle donn¶ee, et on l'appellera simplement uneS-algµebre locale. Cela correspond donc µa un
point s de S, le lieu (ou localit¶e) de O=S, et µa un morphisme local d'anneauxOS;s ! O .

On dit qu'une S-algµebre localeO est essentiellement de type ¯ni (resp. essentiellement
lisse) si et seulement si le morphisme correspondantSpec (O) ! S est essentiellement de
type ¯ni (resp. essentiellement lisse). Sis est le lieu deO=S, cela ¶equivaut donc, d'aprµes
la proposition A.1.9, au fait que O est uneOS;s-algµebre essentiellement de type ¯ni (resp.
formellement lisse et essentiellement de type ¯ni).

Un morphisme de S-algµebres est simplement unS-morphisme des sch¶emas locaux
sous-jacents. Donc, pour qu'il existe unS-morphisme entre deuxS-algµebres localesO=S
et O0=S, il faut qu'elles aient même lieu. Alors, si s est le lieu commun de ces deux
algµebres, unS-morphisme O ! O 0 est donc ¶equivalent µa un morphisme deOS;s-algµebre.

Ayant ¯x¶e ces d¶e¯nitions, on introduit la cat¶egorie suivante :

D¶e¯nition 2.1.20 On note A S la cat¶egorie desS-algµebres locales essentiellement lisses,
muni des morphismes deS-algµebres d¶ecrits ci-dessus.

On dira encore qu'un objet O=S de A S est un point essentiellement lisse deS.

Remarque 2.1.21 .{ Par d¶e¯nition, la cat¶egorie A op
S est ¶equivalente µa la cat¶egorie des

S-sch¶emas locaux essentiellement lisse.

2.1.22 .{ Or, pour tout sch¶ema X dans L S et tout point x de X , le pro-objet X x admet
par d¶e¯nition pour limite projective (dans la cat¶egorie des sch¶emas) le sch¶ema local
Spec (OX;x ). Alors, il r¶esulte de A que OX;x est uneS-algµebre locale essentiellement lisse,
donc un objet de A S. On verra plus loin que cette propri¶et¶e caract¶erise la limite des
pro-objets de la formeX x .

Avant cela, int¶eressons nous au cas de la topologie de Nisnevich. On commence par
quelques rappels d'algµebre, dont la r¶ef¶erence principale est [Ray70].

D¶e¯nition 2.1.23 Un anneau local A est hens¶eliensi et seulement si touteA-algµebre
¯nie B est d¶ecompos¶ee,i.e. le morphisme canonique

B ¡!
Y

x2 Spem(B )

Bx

oµu Spem(B ) d¶esigne le spectre maximal deB , est un isomorphisme.



42 CHAPTER 2. FAISCEAUX AVEC TRANSFERTS

Remarque 2.1.24 .{ A ¶etant local et B ¶etant une A-algµebre ¯nie, l'ensemble des id¶eaux
maximaux de B est toujours ¯ni.

On utilisera particuliµerement la caract¶erisation suivante des anneaux locaux hens¶eliens
(cf [Ray70]) :

Proposition 2.1.25 Soit A un anneau local, k son corps r¶esiduel,X = Spec (A) et x0

son point ferm¶e ; les conditions suivantes sont ¶equivalentes :

1. A est hens¶elien.

2. Pour tout morphisme ¶etaleY
f
! X , les conditions suivantes sont ¶equivalentes :

(a) f admet une section.

(b) Y est un voisinage de Nisnevich deX en x0.

Ce que l'on peut encore exprimer en disant qu'une section en haut du diagramme
suivant se descend surX

Y £ X x0 //

²²

x0

²²

ss

Y
f //X:

On rappelle en¯n la construction suivante (cf [Ray70]) :

Proposition 2.1.26 Le foncteur d'oubli de la cat¶egorie des anneaux locaux hens¶eliens
(munis des morphismes locaux) dans la cat¶egorie des anneaux locaux admet un adjoint µa
droite.

Si A est un anneau local, on noteAh l'image de A par l'adjoint pr¶ec¶edent, appel¶e
hens¶elis¶e deA.

Remarque 2.1.27 .{ Plus g¶en¶eralement, siX est un anneau local,X = Spec (A), on
note X h = Spec

¡
Ah

¢
, appel¶e hens¶elis¶e deX .

A d¶efaut d'une meilleure caract¶erisation, on introduit la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 2.1.28 On note A h
S la cat¶egorie desS-algµebres locales qui sont obtenues par

hens¶elisation d'uneS-algµebre dansA S.

Remarque 2.1.29 .{ Soit X=S un S-sch¶ema local essentiellement lisse. Par d¶e¯nition
du foncteur hens¶elisation de [Ray70], X h est alors limite projective de X -sch¶emas ¶etales.
Ainsi, X h est formellement lisse. Mais le contre-exemple ci-dessous, que j'ai appris de
Laurent Fargues, montre queX h=S n'est plus n¶ecessairementessentiellement de type ¯ni,
même siS est le spectre d'un corps.

On poseS = Spec (C), et on note Gm le groupe multiplicatif sur le corps des nombres
complexes. Soit O l'hens¶elis¶e de l'anneau local deGm au point 1, K son corps des
fractions. Alors, ¼1(Gm ) = Ẑ, compl¶et¶e pro-¯ni de Z, d'aprµes le th¶eorµeme de comparaison
du groupe fondamental (les points complexes deGm = P1

C ¡ f 0; 1g ¶etant une sphµere de
Riemann priv¶ee de deux points). SoitK nr l'extension maximale non rami¯¶ee en0 et 1
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de C(t) ; par d¶e¯nition, Gal(K nr =C(t)) ' ¼1(Gm ), donc K nr =C(t) n'est pas de type ¯ni.
Or, K nr ½ K , donc K=C n'est pas de type ¯ni.

2.1.30 .{ Si X est un sch¶ema deL S, et x un point de X , le pro-objet X h
x admet pour limite

projective dans la cat¶egorie des sch¶emas le sch¶ema localSpec
³

Oh
X;x

´
, oµu Oh

X;x d¶esigne
l'hens¶elis¶e de l'anneau localOX;x dans A S.

De plus, le morphisme canonique de pro-objetsX h
x ! X x est induit par le morphisme

d'adjonction, OX;x ! O h
X;x (ce qui justi¯e nos notations).

Remarque 2.1.31 .{ On en d¶eduit la reformulation suivante du lemme 2.1.4 :
Soit f : V ! X un morphisme ¶etale,x un point de X ; alors les conditions suivantes

sont ¶equivalentes :

1. f est un voisinage de Nisnevich deX en x.

2. Le morphismeV £ X X h
x ! X h

x admet une section.

Pour r¶esumer ce qu'on a obtenu dans ce paragraphe, on a donc des morphismes

Pt (Z S)ess ! (A S)op Pt (N S)ess ! (A h
S )op

X x 7! Spec (OX;x ) X h
x 7! Spec

³
Oh

X;x

´

qui consistent tout simplement µa prendre la limite projective du pro-objet consid¶er¶e dans
la cat¶egorie desS-sch¶emas. Par ailleurs, ces deux morphismes sont pleinement ¯dµeles
d'aprµes C.2.35.

Le but du paragraphe suivant est de voir que ce sont des ¶equivalences de cat¶egorie, et
même de fournir un quasi-inverse.

2.1.3.3 Modµeles

Commen»cons par le lemme suivant, qui d¶ecoule principalement de l'annexeA :

Lemme 2.1.32 Soit O=S une S-algµebre locale,s l'image de son point ferm¶e.
Les conditions suivantes sont ¶equivalentes :

1. O est essentiellement lisse surS.

2. Il existe une sous-S-algµebreB de O lisse et de type ¯ni sur S et un id¶eal premier x
de B tel queBx = O.

Remarque 2.1.33 .{ Par extension, on appelle S-algµebre tout anneau A muni d'un
morphisme Spec (A) ! S. Si (P) est une propri¶et¶e duS-sch¶emaSpec (A), on dit encore
que A v¶eri¯e la propri¶et¶e (P). Si A=S et B=S sont deux S-algµebres, on dit queA est une
sous-S-algµebre deB si et seulement siA ½ B est le morphisme induit par cette inclusion
Spec (B ) ! Spec (A) est un S-morphisme.

Preuve : Le fait que 2 ) 1 est ¶evident.
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R¶eciproquement, par d¶e¯nition, il existe un ouvert a±ne U de S contenant s, d'anneau
A, tel que O=A est essentiellement de type ¯ni. D'aprµes la d¶e¯nitionA.1.1, il existe donc
une sous-A-algµebre B de O telle que B=A est de type ¯ni et telle que S¡ 1B ! O est
un isomorphisme, oµuS = B \ O £ . Il est ¶evident que S est le compl¶ementaire de l'id¶eal
premier x de B image r¶eciproque de l'id¶eal maximal deO.

CommeS est noeth¶erien, l'immersion ouverteSpec (A) ! S est de type ¯ni (cf [EGA1],
6.3.5). Donc, le morphismeSpec (B ) ! S est de type ¯ni. Par ailleurs, Spec (B ) est lisse
sur S en x, puisque O=OS;s est formellement lisse. Comme cette condition est ouverte, il
existe un ouvert principal de Spec (B ) contenant x et lisse surS, c'est-µa-dire un ¶el¶ement
f de B tel que f =2 x et B f est uneS-algµebre lisse de type ¯ni. ¤

D¶e¯nition 2.1.34 Soit O un anneau local dansA S. On note M lis (O=S) l'ensemble,
ordonn¶e pour l'inclusion, des sous-S-algµebresB de O telles que :

1. Spec (B ) est lisse de type ¯ni surS.

2. Si l'on note x la trace de l'id¶eal maximal deO dans B , Bx = O.

Lemme 2.1.35 Pour tout anneau O dans A S, M lis (O=S) est un ensemble ¯ltrant.
De plus, O =

S
A2M lis (O=S) A.

Preuve : O est d'abord non vide d'aprµes le lemme2.1.32.
C'est de plus un ensemble ordonn¶e ¯ltrant : soitB et B 0deux ¶el¶ements deM lis (O=S).

Si l'on note s l'image dansS du point ferm¶e deO, on peut consid¶erer un voisinage ouvert
a±ne de s dans S, d'anneau A. Consid¶erons la sous-A-algµebre B 00= A[B [ B 0] de O.
Alors, B 00est dominant sur O, et la trace de l'id¶eal maximal de O dans B 00, not¶ee x,
v¶eri¯e : B 00

x = O. Ainsi, B 00=A est lisse enx, et comme cette propri¶et¶e est locale, on peut
µa nouveau trouver unf dans B 00x tel que B 00

f =A est lisse, et contientB , B 0.
L'anneau O est en¯n r¶eunion ¯ltrante des tels objets puisque pour tout ¶el¶ement f

de O, on peut appliquer le raisonnement pr¶ec¶edent µaA[f [ B ] oµu B est un ¶el¶ement de
M lis (O=S). ¤

2.1.36 .{ La correspondance qui µa uneS-algµebreO associe le pro-objet(O) dans pro¡ L S

est fonctorielle. En e®et, si' : O1 ! O 2 est un morphisme deS-algµebre, on en d¶eduit un
morphisme (' ) : (O2) ! (O1) en consid¶erant la limite

~limÃ¡
A2M lis (O1=S)op

³
Spec (' (A)) lis ! Spec (A)

´

oµu Spec (' (A)) lis d¶esigne le lieu lisse duk-sch¶ema de type ¯ni Spec (' (A)) . Pr¶ecisons en
e®et que le pro-objet

~limÃ¡
A2M lis (O1=S)op

Spec (' (A)) lis

est canoniquement isomorphe au pro-objet(O2) (notamment parce que le morphisme'
est local).

On arrive donc µa la d¶e¯nition suivante :
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D¶e¯nition 2.1.37 Soit O un anneau dansA S. On d¶e¯nit le pro-objet de L S, not¶e sim-
plement (O), ¶egal µa

~limÃ¡
A2M lis (O=S)op

Spec (A) :

On a ainsi d¶e¯ni un foncteur

A S
op ! pro¡ L S

O 7! (O):

Dans la suite du travail, nous utiliserons donc les pro-objets attach¶es µa des anneaux
locaux dansA S. On adopte encore la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 2.1.38 Soit O un anneau dansA S.
On appelle modµele deO=S tout couple (X; x ) oµu X est un sch¶ema intµegre dansL S,

x : Spec (O) ! X un point dominant de X tel quex induit un isomorphisme x ] : OX;x !
O.

On d¶e¯nit aussi la cat¶egorie des modµeles deO=S form¶ee des objets ci-dessus et dont
les morphismes sont les diagrammes commutatifs

X
f

²²
Spec (O)

x 55

y ((
Y:

On confondra souvent le morphismex et l'unique point de X dans son image.

Lemme 2.1.39 Soit O=S un anneau dansA S. Alors,

1. O=S admet un modµele.

2. Soit (X; x ) un modµele deO=S. Il existe un isomorphisme canonique de pro-objets
de L S, induit par x ] ,

(O) ¡! X x :

3. Soit (X; x ) ! (Y; y) un morphisme de modµeles deO=S ; on a alors un diagramme
commutatif :

X x

¹f
²²

(O)

66mmmm

''PPPP

Yy :

Preuve : Le 1: n'est qu'une reformulation de la proposition 2.1.32 puisque si O = Ax ,
X = Spec (A) convient.

Pour 2: et 3:, il su±t de remarquer que chaque objet deOuvx (X ) v¶eri¯e la condition
coPF dansL S, et d'appliquer le lemme C.2.33. ¤

En d'autres termes, un modµele deO=S est un pro-objet X x isomorphe µa (O), et
obtenu par localisation d'un sch¶emaX dansL S en un point. Les ¶el¶ements deM lis (O=S)
se caract¶erisent (µa isomorphisme prµes) comme les modµeles a±nes deO=S qui sont de plus
domin¶es parSpec (O).
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On a donc deux fa»cons ¶equivalentes de d¶ecrire un même pro-objet (l'une alg¶ebrique µa
partir d'un anneau local et l'autre g¶eom¶etrique µa partir d'un sch¶ema de type ¯ni) et on
se servira des deux d¶e¯nitions suivant ce que l'on veut dire de notre pro-objet.

Si l'on ajoute la condition que la cat¶egorieA S est satur¶ee par isomorphisme, on peut
r¶esumer ce qu'on a obtenu dans la proposition qui suit :

Proposition 2.1.40 Le foncteur A S
op ! pro¡ L S; O 7! (O) induit un foncteur

A S
op ! P t (Z S)ess

qui est un quasi-inverse du foncteur canonique (d¶e¯ni dans le paragraphe pr¶ec¶edent)

Pt (Z S)ess ! A S
op:

Preuve : Il s'agit d'abord de v¶eri¯er que le pro-objet (O) est un foncteur ¯bre. Or, on
l'obtient facilement, puisque O admet un modµele(X; x ) d'aprµes le lemme2.1.39, et que
dµes lors,(O) ' X x est un foncteur ¯bre.

Pour montrer que les deux foncteurs sont quasi-inverses l'un de l'autre, il su±t de
constater que siX est un sch¶ema dansL S, x un point de X , (X; x ) est tautologiquement
un modµele deOX;x , et que donc le morphisme canoniqueX x ! (OX;x ) est un isomor-
phisme de pro-objets (lemme2.1.39). ¤

2.1.41 .{ On obtient de la même maniµere un quasi-inverse du foncteur

Pt (N S)ess ! A h
S

op

en attachant µa toute S-algµebre localeO dans A h
S le pro-objet (O)h ¶egal µa

~limÃ¡
A=S

Spec (A)

oµu la limite projective parcourt la cat¶egorie essentiellement petite desS-algµebresA qui
sont ¶etales sur une sous-S-algµebre lisse de type ¯ni deO. Puisque, par d¶e¯nition, l'anneau
O est obtenu par hens¶elisation d'uneS-algµebreO0 dans A S, un modµele(X; x ) de O0=S
d¶e¯nit un isomorphisme canoniqueX h

x ! (O)h . L'¶enonc¶e et la preuve de l'analogue de la
proposition pr¶ec¶edente pour la topologie de Nisnevich se traduisent donc litt¶eralement.

2.1.3.4 Points de basses dimensions

La cat¶egorie A S est ¯ltr¶ee par la dimension. On ¶etudie particuliµerement les objets de
dimension 0, et on note A S(0) la sous-cat¶egorie deA S engendr¶ee par ces objets.

Dans [EGA1], 3.4.5, les auteurs appellent points g¶eom¶etriques deS tout couple (E; ´ )
oµu E est un corps, et´ : Spec (E) ! S un morphisme. Cette donn¶ee est donc ¶equivalente
µa la donn¶ee d'un ¶el¶ements de l'ensemble sous-jacent µaS, lieu de E=S, et d'un morphisme
· (s) ! E .

Dans cette thµese, on appelle simplement point de S tout couple (E; ´ ) tel
que E est un corps, ´ : Spec (E) ! S un morphisme essentiellement de type ¯ni .
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Cela signi¯e encore, sis est le lieu du point E=S, que E=· (s) est une extension de
type ¯ni (cf d¶e¯nition A.1.1 et lemme A.1.5).

Par ailleurs, on introduit la d¶e¯tion suivante :

D¶e¯nition 2.1.42 On note Es
S la cat¶egorie des pointsE=S de S tels que, sis est le lieu

de E=S, l'extension E=· (s) est s¶eparablede type ¯ni.
On dit encore queE=S est un point s¶eparable.

Ainsi, lorsque S = Spec (k) est le spectre d'un corps,Es
S est la cat¶egorie des extensions

s¶eparables de type ¯ni dek, not¶ee simplementEs
k .

Par ailleurs, on a le lemme suivant :

Lemme 2.1.43 Soit E=S un point de lieu s dans S. Alors, les conditions suivantes sont
deux µa deux ¶equivalentes :

1. (a) E=S est essentiellement de type ¯ni.

(b) E=· (s) est une extension de type ¯ni.

2. (a) E=S est formellement lisse.

(b) E=· (s) est s¶eparable.

Preuve : La premiµere ¶equivalence est tautologique.
La deuxiµeme ¶equivalence est classique, et l'on donne [Mat89], th. 26.9 comme

r¶ef¶erence. ¤

Autrement dit, on obtient dans tous les cas :

A S(0) = Es
S :

On obtient par ailleurs les cas particuliers suivants :

Corollaire 2.1.44 Si S est le spectre d'un corps parfait,A S(0) est la cat¶egorie des exten-
sions de type ¯ni de k.

Si S est de caract¶eristique0, A S(0) est la cat¶egorie des pointsE=S de lieu s tels que
E=· (s) est de type ¯ni.

Ce r¶esultat peut encore être renforc¶e, car on a la proposition suivante (voir par exemple
[Ray70]) :

Proposition 2.1.45 Tout corps est un anneau hens¶elien.
Ainsi,

A h
S (0) = A S(0) = Es

S :

Remarque 2.1.46 .{ Un mot de terminologie : un modµele d'un point s¶eparableE=S est
donc un S-sch¶ema lisse de type ¯ni muni d'un point g¶en¶erique et d'unS-isomorphisme
du corps r¶esiduel de ce point dansE (par la suite, on consid¶erera le plus souvent des
modµeles connexes). Pour cette raison, on dira que le pro-objet(E ) est un point g¶en¶erique
(sous-entendu du toposN k ), autrement dit de codimension nulle.
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Par la suite, lorsqu'on regardera plus g¶en¶eralement des points d'un sch¶ema dansL S,
on s'occupera de leur codimension dansX (plutôt que de leur dimension en tant que
partie de X ), car celle-ci correspond µa la dimension du localis¶e.

2.1.47 .{ On considµere maintenant les objets de dimension un dansA S. Soit O=S un
anneau local dansA S de dimension un. C'est alors un anneau de valuation discrµete, car
il est r¶egulier et de dimension un.

Autrement dit, O est un trait sur S suivant une terminologie courante.

Dans cette thµese, on appelle simplement trait de S tout couple (O; ´ ) tel
que O est un anneau de valuation discrµete et ´ : Spec (O) ! S est un morphisme
essentiellement de type ¯ni .

On fera attention que par contre, toute S-algµebre qui est un anneau de valuation
discrµete n'est pas n¶ecessairement formellement lisse surS.

La plupart du temps, on consid¶erera le cas oµuS est le spectre d'un corps, et même un
corps parfait. On rappelle le lemme suivant qui permet de simpli¯er la cat¶egorieA S dans
ce cas :

Lemme 2.1.48 On suppose quek est un corps parfait. Soit O un anneau local noeth¶erien
contenant k.

Alors, les conditions suivantes sont ¶equivalentes :

1. O est formellement lisse surk.

2. O est r¶egulier.

Preuve : Ce lemme r¶esulte du lemme 19.6.4 de [EGA4] que l'on rappelle ici :

Lemme 2.1.49 (on ne suppose plusk parfait) Soit O une k-algµebre locale, dont le corps
r¶esiduel · est une extension s¶eparable dek. Alors les conditions suivantes sont ¶equiva-
lentes :

1. O=k est formellement lisse.

2. O=k est r¶egulier.

indication de Preuve : pour 2 ) 1 : L'hypothµese signi¯e que · est formellement lisse
sur k. Par ailleurs, dire que O est r¶egulier signi¯e que son cône normal en son point
ferm¶e est un ¯br¶e vectoriel. Il su±t alors d'utiliser la seconde suite exacte fondamentale
associ¶ee au point ferm¶e deO pour conclure que les formes di®¶erentielles deO=k ont la
bonne dimension.

Corollaire 2.1.50 Si k est parfait, la cat¶egorie A S(1) est la cat¶egorie des anneaux de
valuation discrµete contenantk qui sont desk-algµebres essentiellement de type ¯ni.

Remarque 2.1.51 .{ Si k n'est pas parfait, ce lemme et son corollaire ne sont plus vrais.
Consid¶erons en e®et un corpsk non parfait de caract¶eristique p, L=k l'extension ¯nie de
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k engendr¶ee par une racinep-iµeme, et posonsO = L[t](t ) . Alors, O est un anneau de
valuation discrµete qui est essentiellement de type ¯ni surk. Mais son corps des fractions
n'est pas une extension s¶eparable dek, donc O ne peut pas être formellement lisse surk.

Remarque 2.1.52 .{ Nous aurions aim¶e obtenir le r¶esultat suivant :
Pour un anneau de valuation discrµeteOv contenant k, le fait que Ov=k soit essentielle-

ment de type ¯ni { i.e. une localisation d'une k-algµebre de type ¯ni { est ¶equivalent au
fait que le corps des fractions deOv soit une extension de type ¯ni sur k.

2.2 Transferts

Dans toute cette partie, S d¶esigne un k-sch¶ema r¶egulier noeth¶erien.

On s'appuie sur le paragraphe 3.1 de [FSV00b]. On ¶etend les r¶esultats deloc.cit. au cas
oµu la baseS n'est plus n¶ecessairement un corps, mais un sch¶ema d'¶egale caract¶eristique.
Une telle g¶en¶eralisation ne pose pas de di±cult¶e majeure, et le lecteur constatera que nous
avons pour l'essentiel transpos¶e les d¶emonstrations deloc.cit. au cas de la baseS.

2.2.1 Pr¶efaisceaux avec transferts

On rappelle que les pr¶efaisceaux consid¶er¶es sont toujours des pr¶efaisceaux de groupes
ab¶eliens.

D¶e¯nition 2.2.1 Soit i : L S ! L cor;S le foncteur d'inclusion.
On appelle pr¶efaisceau avec transfertssur S tout pr¶efaisceau ~F additif sur L cor;S .
On note P tr

S la cat¶egorie des pr¶efaisceaux avec transferts surS, sous-cat¶egorie pleine
de P S.

Tout pr¶efaisceau avec transferts ~F induit canoniquement un pr¶efaisceau surL S,
F = ~F ± i . Dans la suite de l'expos¶e, on confondraF et ~F , et on dira encore queF est
muni d'une structure de pr¶efaisceau avec transferts (ou encore admet des transferts).

Exemple 2.2.2 .{ Soit X un sch¶ema deL S, on note LS [X ] le pr¶efaisceau avec transfert
repr¶esent¶e parX dans L cor;k , soit encorecS (:; X ). En e®et,

cS
¡
Y t Y 0; X

¢
= c S (Y; X ) © cS

¡
Y 0; X

¢
:

2.2.3 .{ Si F est un pr¶efaisceau avec transfert, le lemme de Yoneda appliqu¶e dans la
cat¶egorieL cor;S implique que pour tout S-sch¶ema lisseX

F (X ) ' HomP tr
S

(L S [X ] ; F ) :

Par ailleurs, nous allons voir que le pr¶efaisceau avec transfertLS [X ] d¶e¯nit un pr¶efais-
ceau surL k qui est un faisceau pour la topologie de Nisnevich.
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2.2.2 Faisceaux avec transferts

2.2.2.1 Exemples et d¶e¯nitions

On a d¶ejµa montr¶e que le foncteurLS [X ] est additif ; en fait, sa restriction µa L S est même
un faisceau :

Lemme 2.2.4 Soit Y un sch¶ema dansL S ; alors, LS [Y ] consid¶er¶e comme un pr¶efaisceau
sur L S est un faisceau ¶etale.

Preuve : Pour montrer que LS [Y ] est un faisceau surL S, comme tous les objets deL S

sont noeth¶eriens, il su±t de consid¶erer les recouvrements ¶etales ¯nis.
Soit donc X un sch¶ema dansL S, et (Ui ) i 2 I un recouvrement ¶etale ¯ni de X . Par

additivit¶e de LS [Y ], on peut supposer queX est irr¶eductible.
On poseU = t i 2 I Ui qui est un sch¶ema dansL S, et on note f : U ! X le morphisme

¶etale surjectif correspondant au recouvrement. On considµere aussip1 et p2 les deux pro-
jections canoniquesU £ X U ! U. PuisqueLS [Y ] est additif, on doit montrer que la suite
de groupes ab¶eliens

0 ! cS (X; Y )
±(f )
¡¡! cS (U; Y)

±(p1 )¡ ±(p2 )
¡¡¡¡¡¡¡! cS (U £ X U; Y)

est exacte, oµu±(f ) (resp. ±(pi )) est le morphisme qui µa une correspondance ¯nie® dans
cS (X; Y ) (resp. ¯ dans cS (U; Y)) associe la correspondance ¯nie®± f (resp. ¯ ±pi ).

Or, puisquef (resp. pi ) est plat, si l'on note g : UY ! XY (resp. qi : (U£ Y U)£ S Y !
U £ S Y) le morphisme induit par f (resp. pi ), il en r¶esulte que ® ± f = g¤(®) (resp.
¯ ±pi = q¤

i (¯ )), d'aprµes 1.2.5.
Consid¶eronsz un point de XY . On note Z le sous-sch¶ema ferm¶e r¶eduit deXY d'espace

sous-jacent l'adh¶erence def zg dansXY . On suppose que la projection deZ sur X est ¯nie
¶equidimensionnelle. Notons alors[z] la correspondance ¯nie danscS (X; Y ) correspondant
µa z. Le sch¶emag¡ 1(Z ) est alors ¶etale surZ . Il est donc r¶eduit, et ses points g¶en¶eriques
sont les ¶el¶ements de la ¯bre (vu comme ensemble)g¡ 1(z). La multiplicit¶e de chaque
composante irr¶eductible deg¡ 1(Z ) est donc ¶egale µa1, et il s'ensuit que

[z] ± f = g¤([z]) =
X

w2 g¡ 1 (z)

[w]

oµu [w] est la correspondance ¯nie danscS (U; Y) correspondant µaw.
Le même calcul est valable lorsqu'on remplacef et g par pi et qi .

On en d¶eduit tout d'abord que ±(f ) est injective. Plus pr¶ecis¶ement, le morphisme
g¤ est injectif, car g est ¯dµelement plat. En e®et, si il existe une combinaison lin¶eaire
nulle

P r
i =1 ni :g¤(Z i ) oµu (Z i ) i est une suite de ferm¶es irr¶eductibles distincts deXY ,

et ni 2 Z ¡ f 0g. On a donc n1:g¤Z1 =
P r

i =2 ni :g¤(Z i ) ; ces deux cycles ont donc en
particulier même support, soit g¡ 1(Z1) = g¡ 1(Z2 [ ::: [ Zr ), ce qui est absurde puisqueg
est surjectif.

Par ailleurs, la premiµere °µeche est surjective sur le noyau des deux autres.
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Soit donc ® 2 cS (U; Y) tel que q¤
1(®) ¡ q¤

2(®) = 0 . Il existe un entier naturel n, des
entiers relatifs non nuls ¸ 1; :::; ¸ n et des pointsz1; :::zn de UY dont l'adh¶erence dansUY
est ¯nie surjective sur U et tels que

® =
nX

i =1

¸ i :zi :

Alors, d'aprµes le calcul pr¶ec¶edent,
nX

i =1

¸ i :
X

x2 p¡ 1
1 (zi )

x =
nX

j =1

¸ j :
X

y2 p¡ 1
2 (zi )

y:

Consid¶erons alorsI l'ensemble f f (z1); :::; f (zn )g, qui est inclus dans l'ensemble sous-
jacent µa XY .

Alors, f z1; :::; zng = f ¡ 1(I ). En e®et, pour tout w dans I , il existe par d¶e¯nition un
entier i tel que w = f (zi ). Soit z un ¶el¶ement quelconque def ¡ 1(w). Alors, l'¶el¶ement
x = ( zi ; z) de l'ensemble sous-jacent µa(UY) £ X (UY) v¶eri¯e q1(x) = zi . Donc, d'aprµes
l'¶egalit¶e ci-dessus, il existe un entierj tel que x appartient µa q¡ 1

2 (zj ), ce qui ¶equivaut µa
zj = z, et d¶emontre l'¶egalit¶e attendue.

Par ailleurs, si w appartient µa I , et zi , zj sont tels que f (zi ) = w = f (zj ), alors,
¸ i = ¸ j . En e®et, si l'on posex = ( zi ; zj ), vu comme ¶el¶ement de l'ensemble sous-jacent µa
(UY) £ X (UY), puisquex 2 q¡ 1

1 (zi ) et x 2 q¡ 1
2 (zj ), l'¶egalit¶e ci-dessus montre quȩ i = ¸ j .

On note donc, pour tout w dans I , ¸ (w) l'entier ¶egal µa ¸ i pour un indice i tel que
w = f (zi ).

Ainsi, si l'on d¶e¯nit ¯ =
P

w2 I ¸ (w):w, par d¶e¯nition, g¤(¯ ) = ®.
Il nous reste µa voir que¯ est une correspondance ¯nie danscS (X; Y ). Soit w un

¶el¶ement deI , et W son adh¶erence, munie de sa structure r¶eduite de sous-sch¶ema deXY .
Alors, par d¶e¯nition, en tant que sous-sch¶ema ferm¶e deUY,

g¡ 1(W ) =
[

i 2 [1;n]jf (zi )= w

Z i

oµu Z i d¶esigne l'adh¶erence r¶eduite def zi g dans UY. Ainsi, puisque chacun desZ i est ¯ni
¶equidimensionnel,g¡ 1(W ) est ¯ni ¶equidimensionnel. Or, le morphismeg : UY ! XY est
¯dµelement plat, car ¶etale et surjectif, et quasi-compact puisqu'il est de type ¯ni. Dµes lors,
d'aprµes [EGA4], W est ¯ni (prop. 2.7.1) et universellement ouvert (prop. 2.6.4) sur X .
Comme X est g¶eom¶etriquement unibranche, cette condition ¶equivaut µa celle d'être ¯ni
¶equidimensionnel, ce qui achµeve notre d¶emonstration. ¤

Le faisceauLS [X ] est donc en particulier un faisceau pour la topologie de Nisnevich qui
nous int¶eresse ici. C'est encore l'<objet libre> engendr¶e parX dans la cat¶egorie suivante :

D¶e¯nition 2.2.5 Soit F un pr¶efaisceau avec transferts surS. On dira que c'est un fais-
ceau (pour la topologie de Nisnevich) avec transferts si et seulement si la restriction deF
µa L S est un faisceau pour la topologie de Nisnevich.

On note N tr
S la sous-cat¶egorie deP tr

S form¶ee des faisceaux avec transferts.

Ainsi, le lemme pr¶ec¶edent a±rme que pour tout sch¶emaX dans L S, LS [X ] est un
faisceau avec transferts.
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2.2.2.2 Foncteur faisceau avec transferts associ¶e

Le but de ce qui suit est de d¶emontrer que le foncteur d'oubliN tr
S ,! P tr

S admet un
adjoint µa gauche (dit <faisceau avec transferts associ¶e>) qui prolonge le foncteur faisceau
Nisnevich associ¶e surcL S (cf corollaire 2.2.9).

La remarque clef pour y parvenir, faite par V. Voevodsky dans [FSV00b], prop. 3.1.3,
est que le foncteurLS [:] transforme le complexe de Cech d'un recouvrement Nisnevich de
X en une r¶esolution acyclique deLS [X ].

Commen»cons par ¯xer des notations. SiU est un X -sch¶ema, etn un entier relatif, on
note Un

X la puissancen-iµeme deU en tant que X -sch¶ema.
Fixons un X -sch¶emaU. Pour tout couple d'entiers (n; i ) tels que 0 · i · n on note

±n;i le morphisme (quali¯¶e de d¶eg¶en¶erescence)

Un
X ! Un¡ 1

X

qui consiste en la projection sur chaque facteur sauf lei -µeme.
Lorsque U=X est un recouvrement Nisnevich, on pose classiquement

dn¡ 1 =
nX

i =0

(¡ 1)i ±n;i

ce qui permet d'obtenir le complexe de Cechaugment¶eassoci¶e au recouvrementU de X

::: //Un
X

dn
//::: //U2

X
d1

//U
d0

//X:

On peut alors ¶enoncer la proposition suivante qui est directement tir¶ee deloc.cit. , prop.
3.1.3 dans le cas oµuS est le spectre d'un corps :

Proposition 2.2.6 Soit X un sch¶ema dansL S, et p : U ! X un recouvrement Nisnevich
de X .

Alors, le complexe deN tr
S

::: ! LS [Un
X ] dn

¡! ::: ! LS
£
U2

X

¤ d1

¡! LS [U] d0

¡! LS [X ] ! 0

est exact.

Remarque 2.2.7 .{ Autrement dit, le complexe

::: ! LS
£
U2

X

¤ d1

¡! LS [U]

est une r¶esolution acyclique deLS [X ].

Preuve : La d¶emonstration reprend exactement la d¶emarche deloc.cit.
Pour d¶emontrer que le complexe est exact, il su±t de le faire sur une famille conserva-

tive de points. On considµere doncY un sch¶ema alg¶ebrique lisse, ety un point quelconque
de Y .
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Si l'on poseY = Spec
³

Oh
Y;y

´
, d'aprµes la proposition 1.2.21, le morphisme canonique

suivant
cS

³
Y h

y ; X
´

! cS (Y; X )

est un isomorphisme, oµuY h
y d¶esigne le pro-objet de2.1.16et le groupe ab¶elien de droite

d¶esigne le groupe des cycles deY £ S X dont chaque composante est ¯nie et ¶equidimen-
sionnelle surY.

On est donc ramen¶e µa montrer que le complexe de groupes ab¶eliens

C¤ = ::: ! cS (Y; Un
X ) ! ::: ! cS (Y; U) ! cS (Y; X ) ! 0

est exact.
Soit F l'ensemble, ordonn¶e par inclusion, des sous-sch¶emas ferm¶es deYX qui sont ¯nis

et ¶equidimensionnels surY. Soit Z un ¶el¶ement deF . Pour tout entier naturel n, on pose

Cn
Z = c equi((ZU )n

Z =Y; 0) ½ cequi(YUn
X =Y; 0) :

Ainsi d¶e¯nis, le complexe C¤
Z est un sous-complexe deC¤. De plus, le complexeC¤

Z
est croissant par rapport µaZ , et

C¤ = lim¡!
Z 2F

C¤
Z :

Donc, pour montrer que C¤ est exact, il su±t de le faire pour chacun des complexesC¤
Z .

On ¯xe donc Z un ¶el¶ement deF et on montre que le complexeC¤
Z est contractile.

Si l'on note ±n;i les morphismes de d¶eg¶enerescence pour leZ -sch¶emaZU , la di®¶erentielle
n-iµeme du complexeC¤

Z est ¶egale au morphisme image directe pour les cycles relatifs (cf
1.1.18) :

nX

i =0

(¡ 1)i :(±n;i )¤ :

Or, Z est ¯ni sur Y. CommeY est hens¶elien,Z est somme disjointe de sch¶emas locaux
hens¶eliens. Ainsi, d'aprµes le lemme2.1.25, le recouvrement NisnevichpZ : ZU ! Z admet
une sections1 : Z ! ZU . Comme d0 = pZ , on en d¶eduit doncd0 ±s0 = 1 Z .

On peut alors poser, pourn > 0,

sn = s0 £ Z 1 : Z £ Z (ZU )n
Z ! ZU £ Z (ZU )n

Z :

Dµes lors, ces morphismes v¶eri¯ent les relations, pour tout couple d'entiers(n; i ) tel que
0 · i · n,

sn ±±n+1 ;0 = 0

sn ±±n+1 ;i +1 = ±n;i ±sn¡ 1:

Il en r¶esulte que la suite des morphismes images directes
¡
(sn )¤

¢
n¸ 0 forment une

homotopie entre le morphisme identit¶e et le morphisme nul deC¤
Z . ¤

Dµes lors, le lemme suivant est directement tir¶e du lemme analogue 3.1.6 de V. Voevod-
sky dans loc.cit. :
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Lemme 2.2.8 Soit F un pr¶efaisceau avec transferts,FNis le faisceau sur L S pour la
topologie de Nisnevich qui lui est associ¶e, et́ : F ! FNis le morphisme canonique de
pr¶efaisceaux surL S.

Alors il existe un unique pr¶efaisceau avec transfertsgFNis tel que

1. Il existe une transformation naturelle F ! gFNis , entre pr¶efaisceaux avec transferts,
qui prolonge´ .

2. gFNis ± i = FNis .

Preuve : Notons ·H 0 le foncteur cohomologie de Cech en degr¶e0 pour la topologie de
Nisnevich. Alors, FNis ' ·H 0 ·H 0(F ). On se r¶eduit donc µa montrer le lemme lorsqu'on
remplace le foncteur(:)Nis par le foncteur ·H 0.

Comme F est un pr¶efaisceau avec transfert, on a donc une inclusion canonique

F (X ) ' HomP tr
S

(L S [X ] ; F ) ½ HomP S (L S [X ] ; F )

R¶eciproquement, une transformation naturelle (entre pr¶efaisceaux surL S) de la forme

F
Á
¡! HomP S (L S [:] ; F )

est ¶equivalente µa la donn¶ee d'une structure de pr¶efaisceau avec transferts, pourvue qu'elle
respecte le produit de composition (auquel cas, cette application est injective, et c'est
la transformation naturelle donn¶ee plus haut grâce au lemme de Yoneda), grâce µa la
tautologie

8® 2 cS (Y; X ) ; a 2 F (X ); F (®):a = ÁX (a)Y :® (2.1)

C'est sur ce type de transformations naturelles que nous allons travailler.

1) Tout d'abord, supposons d¶e¯ni ]·H 0F .
Soient ® 2 cS (Y; X ) une correspondance, eta 2 FNis(X ). On a par d¶e¯nition :

·H 0F (X ) = lim¡!
U! X

Ker
¡
F (U) ! F (U £ X U)

¢
:

Donc, cette limite inductive ¶etant ¯ltrante, il existe un recouvrement U
p
¡! X tel que

a est la classe d'un ¶el¶ementaU 2 F (U).
De plus, d'aprµes le lemme2.2.6, LS [U] ! LS [X ] est un ¶epimorphisme, donc il existe

un recouvrementV de Y et une correspondance®U 2 cS (V; U) tels que p ±®U = ®jV .
On obtient le diagramme commutatif suivant (le carr¶e du bas ¶etant commutatif d'aprµes

la condition 1 de l'¶enonc¶e)

·H 0F (X ) //

²²

HomP S

¡
LS [X ] ; ·H 0F

¢

²²
·H 0F (U) //HomP S

¡
LS [U] ; ·H 0F

¢

F (U) //
´

OO

HomP S (L S [U] ; F ) :

OO
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Ce qu'on traduit par une ¶equation locale caract¶erisant]·H 0F

]·H 0F (®jV ):a = ´ Y (F (®U ):aU ) 2 F (V ):

2) R¶eciproquement, il s'agit de voir que l'¶egalit¶e pr¶ec¶edente d¶e¯nit]·H 0F , de fa»con ind¶epen-
dante du recouvrementU choisi.

Soit U ! X un recouvrement deX pour Nisnevich. D'aprµes le lemme2.2.6, le foncteur
H = Hom P S (:; FNis) ¶etant exact µa gauche, le diagramme suivant est exact

0 ! H (L S [X ]) ! H (L S [U]) ! H (L S [U £ X U]):

Comme pr¶ec¶edemment, consid¶erons la °µeche

F (X ) ,! HomP S (L S [X ] ; F )
´ X¡¡! HomP S

¡
LS [X ] ; ·H 0F

¢

On en d¶eduit le diagramme suivant :

0 //H (L S [X ]) //H (L S [U]) //H (L S [U] £ X U)

0 //Ker U

OOÂ
Â
Â

//F (U)

OO

//F (U £ X U)

OO

Ce diagramme est naturel par rapport au recouvrementU de X , ainsi on a construit
une transformation naturelle en X :

ÁNis
X : ·H 0F (X ) ' lim¡!

U! X

¡
Ker U

¢
¡! H (L S [X ]) = Hom P S

¡
LS [X ] ; ·H 0F

¢

Si ® 2 cS (Y; X ) est une correspondance ¯nie, on d¶e¯nit donc d'aprµes2.1

]·H 0F (®) : F (X ) ! F (Y ); a 7! ÁNis
X (a)Y :®

Par construction, pour a 2 ·H 0F (X ), et ® 2 cS (Y; X ), consid¶erant comme dans le
1) un recouvrement U

p
¡! X , un recouvrement V de Y et des relµevementsaU 2 F (U),

®U 2 cS (V; U), on a par construction le diagramme commutatif

0 //HomP S

¡
LS [X ] ; ·H 0F

¢
//HomP S

¡
LS [U] ; ·H 0F

¢

·H 0F (X )

OO

HomP S (L S [U] ; F )

OO

0 //Ker U

OO

//F (U)

kkXXXXXXXXXXXXXXXXXX
OO

Ce qui implique la structure locale attendue

]·H 0F (®jV ):a = ´ Y (F (®U ):aU )

On d¶eduit facilement de cette ¶equation locale le fait queÁNis est compatible au produit
des correspondances. Par construction,ÁNis prolonge bienÁ, ce qui donne la condition 1.¤

La construction pr¶ec¶edente nous garantit queFNis ! gFNis est bien une transformation
naturelle, d'oµu
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Corollaire 2.2.9 Le foncteur atr qui µa un pr¶efaisceau avec transfertsF associe le faisceau
avec transferts gFNis (construit pr¶ec¶edemment) est adjoint µa gauche du foncteur d'oubli
N tr

S ,! P tr
S . De plus, le diagramme suivant commute

P tr
S

atr //

²²

N tr
S

²²
P S

aNis //N S

dans lequelaNis est le foncteur faisceau associ¶e pour la topologie de Nisnevich.

2.2.2.3 La cat¶egorie ab¶elienne des faisceaux avec transferts

Dans la cat¶egorie des pr¶efaisceaux avec transferts toutes les limites inductives (resp. pro-
jectives) sont repr¶esentables, car une limite inductive (resp. projective) de pr¶efaisceaux
additifs est un pr¶efaisceau additif.

Le foncteur atr nous permet de conclure :

Proposition 2.2.10 La cat¶egorie N tr
S est complµete et cocomplµete (cf d¶e¯nitionC.1.1).

Elle est donc ab¶elienne, et même de Grothendieck (cf d¶e¯nitionC.1.4).

Preuve : En e®et, il r¶esulte du corollaire pr¶ec¶edent que le foncteuratr est exact. Dµes
lors, puisque P tr

S est complµete, cocomplµete, ab¶elienne et de Grothendieck, il en est de
même de la cat¶egorieN tr

S d'aprµes les lemmesC.1.3 et C.1.7. ¤

On en d¶eduit encore la construction suivante :

Lemme 2.2.11 Le foncteur d'oubli N tr
S ! N S admet un adjoint µa gauche, not¶eLS [:].

Preuve : Soit F un faisceau Nisnevich. Alors, il est limite inductive

F = lim¡!
X=F 2 L S =F

ZS (X ) :

On rappelle queZS (X ) d¶esigne le faisceau ab¶elien repr¶esent¶e parX .
On poseLS [F ] = lim¡!

X=F 2 L S =F

LS [X ], oµu cette derniµere limite est calcul¶ee dans la cat¶e-

gorie des faisceaux avec transferts.
Il su±t alors d'appliquer le lemme de Yoneda HomN tr

S
(L S [X ] ; F ) = F (X ) =

HomN S (ZS (X ) ; F ) pour conclure sur l'assertion d'adjonction. ¤

Remarque 2.2.12 .{ On fera attention que le foncteur L : N S ! N tr
S n'est pas exact µa

gauche.

Pour la proposition suivante, si X est un sch¶ema dansL S, on note

´ X : ZS (X ) ! O tr LS [X ]

le morphisme de faisceaux Nisnevich induit par l'application graphe, oµuOtr d¶esigne le
foncteur d'oubli ¶evident.
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Utilisant la description des groupes d'Ext en terme d'extensions, on en d¶eduit une
application canonique, naturelle par rapport µaF

´ ¤
X : Ext i

N tr
S

(L S [X ] ; F )
´ ¤

X¡¡! Ext i
N S

(ZS (X ) ; Otr F ) = H i (X ; Otr F ):

Proposition 2.2.13 Pour tout faisceau F dans N tr
S , pour tout sch¶emaX dans L S et

pour tout entier i ¸ 0, l'application ´ ¤
X ci-dessus est un isomorphisme.

Preuve : D'aprµes le lemme de Yoneda, cette propri¶et¶e est vraie si l'on ¯xei = 0 . On se
ramµene donc µa la montrer pouri > 0.

Soit F un faisceau avec transferts surS, I ! F une r¶esolution injective de F dans
N tr

S , et C son conoyau dansN tr
S . La suite exacte longue d'Ext associ¶ee µa la suite exacte

courte
0 ! I ! F ! C ! 0

montre que la propri¶et¶e µa d¶emontr¶ee pourF et i > 0 est ¶equivalente µa la propri¶et¶e suivante :
pour tout sch¶ema X dans L S, pour tout entier i > 0, le groupe H i (X ; I ) =

Ext i
N S

(ZS (X ) ; I ) est nul.
Or, d'aprµes [Mil80], prop. III.2.11, cette propri¶et¶e est encore ¶equivalente au fait que

pour tout sch¶emaX dans L S, la cohomologie de Cech deX µa coe±cient dansI est nulle.
La proposition 2.2.6 implique alors imm¶ediatement le r¶esultat. ¤

Corollaire 2.2.14 Soit F un pr¶efaisceau avec transferts. Alors, pour tout entier naturel
i , le pr¶efaisceauH i

Nis(:; FNis) est canoniquement muni d'une structure de pr¶efaisceau avec
transferts.

2.2.2.4 Structure mono Ä³dale

On rappelle que l'on a construit une structure monoÄ³dale sur la cat¶egorieL cor;S (cf 1.2.13).
On peut prolonger cette structure µa la cat¶egorie des faisceaux avec transferts :

Proposition 2.2.15 La cat¶egorie N tr
S admet une structure monoÄ³dale sym¶etrique telle

que le foncteurL cor;S ! N tr
S est monoÄ³dal.

Preuve : Puisque L cor;S est monoÄ³dale, on en d¶eduit une structure monoÄ³dale sur la
cat¶egorie des pr¶efaisceaux avec transferts repr¶esentables, autrement dit, des faisceaux avec
transferts repr¶esentables. Pour cette structure, on a donc d'aprµes la proposition1.2.13,
LS [X ]  tr LS [Y ] = L S [X £ k Y].

Soient F et G deux faisceaux avec transferts. D'aprµes l'existence du faisceau associ¶e
avec transferts,F = lim¡!

X=F 2 L S =F

LS [X ] et G = lim¡!
Y=F2 L S =G

LS [Y ]. On pose donc

F  tr G = lim¡!
X=F;Y=G

(L S [X ]  tr LS [Y ])

puisque  tr est un bi-foncteur sur la cat¶egorie des faisceaux repr¶esentables. ¤
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D¶e¯nition 2.2.16 On note  tr le produit tensoriel sur N tr
S d¶e¯ni dans la preuve de la

proposition pr¶ec¶edente.

Remarque 2.2.17 .{ Par d¶e¯nition, le foncteur  tr est exact µa droite.
On en d¶eduit un ensemble de g¶en¶erateurs pourF  tr G(X ). En e®et, pour tout Y

dans L S, on a un ¶epimorphisme de faisceaux avec transferts
L

X 2 L S
F (X )  Z LS [X ] ! FL

X 2 L S
F (X )  Z cS (Y; X ) ! F (Y )

½ ® 7! ®¤(½):

Dµes lors, puisque tr est exact µa droite, on en d¶eduit un ¶epimorphisme de faisceaux avec
transferts

L
X;X 02 L S

(F (X )  Z LS [X ])  tr (G(Y )  Z LS [X 0]) ! F  tr GL
X;X 02 L S

F (X )  Z G(X 0)  Z cS (Y; X £ X 0) ! (F  tr G)(Y )
½ ¹  ® 7! ®¤(½)  tr ®¤(¹ ):

Proposition 2.2.18 La cat¶egorie monoÄ³daleN tr
S est ferm¶ee. Autrement dit, le bifoncteur

 tr admet un adjoint µa droite not¶eHomN tr
S

(:; :).

Preuve : Si F et G sont des faisceaux avec transferts, on pose

HomN tr
S

(F; G) (X ) = Hom N tr
S

¡
F  tr LS [X ] ; G

¢
:

Dµes lors, par d¶e¯nition du produit  tr et en utilisant le fait qu'un faisceau avec transferts
est limite inductive de faisceaux avec transferts repr¶esentables, ce bifoncteur est bien
adjoint µa droite du foncteur  tr . ¤

Remarque 2.2.19 .{ Il y a dans notre choix une convention puisqu'on aurait pu prendre

HomN tr
S

(F; G) (X ) = Hom N tr
S

¡
L[X ]  tr F; G

¢
:

La cat¶egorieN tr
S est sym¶etrique, donc cette convention peut sembler anodine. Toutefois,

cette convention correspondra par la suite µa une convention de signe. La convention
choisie correspond µa celle faite par V. Voevodsky dans [FSV00b], mais par contre, c'est la
convention inverse de celle de Mac Lane dans [ML98] chapitre VII.7.

2.2.20 .{ Cup-produit Comme en topologie, on peut d¶eduire de ce produit tensoriel un
cup-produit externe.

D¶e¯nition 2.2.21 Soient F et G des faisceaux avec transferts,½2 F (X ) et ¹ 2 G(X )
des sections sur un sch¶emaX dans L S.

D'aprµes le lemme de Yoneda,½(respectivement ¹ ) correspond µa une transformation
naturelle LS [X ] ! F (respectivementLS [X ] ! G) que l'on note par la même lettre. On
pose donc

½` ¹ = ( ½ tr ¹ ) ±L[¢ X ]

oµu ¢ X=S : X ! X £ S X est l'application diagonale. On a ainsi d¶e¯ni un morphisme

F (X )  Z G(X )
` X¡¡! (F  tr G)(X ).
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Ainsi d¶e¯nie, ` est une transformation naturelle de pr¶efaisceaux. En e®et, soitf :
Y ! X , alors

(f ¤½) ` Y (f ¤¹ ) = f ¤(½` X ¹ )

car
¡
(½±L[f ]) tr (¹ ±L[f ])

¢
±L[¢ Y ]

= ( ½ tr ¹ ) ± (L[ f ]  tr L[f ]) ±L[¢ Y ]

et l'on conclut puisque f £ S f ±¢ Y = ¢ X ± f .

Remarque 2.2.22 .{ On notera encore ` l'unique transformation naturelle

F  Z G
`
¡! F  tr G entre faisceaux induite par l'application pr¶ec¶edente.

2.2.23 .{ Si X ,Y et U sont des sch¶emas dansL S, on a donc d¶e¯ni ci-dessus, dans le cas
particulier oµu F = L S [X ] et G = L S [Y ], un cup-produit de cycles :

cS (U; X )  Z cS (U; Y) ! cS (U; X £ S Y)
® ¯ 7! ® ` ¯

qui n'est rien d'autre que ® ` ¯ = ( ® ¯ ) ±¢ U=S.
On calcule même plus explicitement cette derniµere correspondance puisque

® ` ¯ = (1 S £ S pX )¤(®):(1S £ S pY )¤(¯ ):

2.2.2.5 Changement de base

Soit ¿ : T ! S un k-morphisme entrek-sch¶emas r¶eguliers noeth¶eriens.
On rappelle qu'on a un foncteur de changement de base, not¶e¿¤ : L cor;S ! L cor;T .

D¶e¯nition 2.2.24 On d¶e¯nit le foncteur image directe de pr¶efaisceau avec transferts par
la formule

¿̂¤ : P tr
T ! P tr

S
F 7! F ± ~¿¤:

Ce foncteur coÄ³ncide avec le foncteur de changement de base sur les pr¶efaisceaux sous-
jacents et laisse donc stables les cat¶egories de faisceaux avec transferts correspondantes.
On note ¿¤ sa restriction aux faisceaux avec transferts.

Lemme 2.2.25 Le foncteur ¿̂¤ (respectivement¿¤) admet un adjoint µa gauche¿̂¤ (respec-
tivement ¿¤) qui prolonge le foncteur classique sur les pr¶efaisceaux (resp. faisceaux) sans
transferts.

Preuve : Soit F un pr¶efaisceau avec transferts surS. On a toujours

F = lim¡!
X=F 2 L cor ;S =F

LS [X ] :

On pose donc

¿̂¤(F ) =

0

@ lim¡!
X=F 2 L cor ;S =F

LT [X £ S T]

1

A
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qui d¶e¯nit bien un pr¶efaisceau avec transfert. Utilisant le lemme de Yoneda, ce foncteur
est bien adjoint µa gauche dê¿¤.

Si F est un faisceau avec transferts, on pose en¯n

¿¤(F ) = atr;T (¿̂¤(F ))

¤

Prenons par exemple le cas oµuT est un sch¶ema essentiellement lisse surS.
En particulier, si X est un sch¶ema dansL T ,

X = limÃ¡
X=X 0=S

X 0

oµu la limite parcourt la cat¶egorie des triplets (X 0; f ) oµu X 0 est un sch¶ema dansL S, et
f : X ! X 0 est un S-morphisme.

On en d¶eduit alors le calcul suivant du changement de base pour les pr¶efaisceaux avec
transferts :

Lemme 2.2.26 Soit X un sch¶ema dansL T , F un faisceau avec transferts surS. Alors,

¿̂¤(F )(X ) = lim¡!
X=X 0=S

F (X 0):

Preuve : Par d¶e¯nition,

¿̂¤F (X ) = lim¡!
U=F

cT (X; U £ S T) :

Le morphisme structural X ! S n'est pas de type ¯ni. Mais on peut consid¶erer
l'extension des correspondances ¯nies d¶ecrites avant la proposition1.2.21, et on obtient
l'identi¯cation suivante

cT (X; U £ S T) ' cS (X; U ) :

Par ailleurs, appliquant la proposition 1.2.21, on obtient

cS (X; U ) = c S

Ã

limÃ¡
X=X 0=S

X 0; U

!

= lim¡!
X=X 0=S

cS
¡
X 0; U

¢
:

Dµes lors, on termine facilement le calcul :

lim¡!
U=F

lim¡!
X=X 0=S

cS
¡
X 0; U

¢
= lim¡!

X=X 0=S

lim¡!
U=F

cS
¡
X 0; U

¢
= lim¡!

X=X 0=S

F (X 0):

¤



Chapter 3

Faisceaux homotopiques (avec
transferts)

On ¯xe un k-sch¶ema r¶egulier noeth¶erien S de dimension de Krull ¯nie .

On prendra garde toutefois que, bien que toutes les d¶e¯nitions soient valables pourS
quelconque, les propositions importantes de ce chapitre n¶ecessitent l'hypothµese queS est
le spectre d'un corps.

3.1 D¶e¯nition

3.1.1 Invariance par homotopie

D¶e¯nition 3.1.1 Soit F un pr¶efaisceau surL S. On dit que F est invariant par homotopie
si et seulement si pour toutS-sch¶emaX alg¶ebrique lisse, le morphisme

F (X ) ! F (A1 £ X )

induit par la projection sur X est un isomorphisme.

Munis de cette d¶e¯nition, on peut d¶e¯nir les faisceaux introduits par V. Voevodsky
dans [FSV00b] dont il se sert pour d¶e¯nir les complexes motiviques.

D¶e¯nition 3.1.2 On note HN tr
S (respectivement HP tr

S ) la sous-cat¶egorie deN tr
S (re-

spectivement P tr
S ) form¶ee des faisceaux (resp. pr¶efaisceaux) invariants par homotopie

avec transferts surS.

Convention 3.1.3 .{ Dans la suite de cette thµese, on appellera simplement
faisceaux homotopiques les faisceaux invariants par homotopie avec transferts
( idem pour les pr¶efaisceaux).

Le lemme suivant utilise quelques trucs ¶el¶ementaires familiers en topologie alg¶ebrique :

Lemme 3.1.4 Soit F un pr¶efaisceau avec transferts. Les conditions suivantes sont ¶equiv-
alentes :

61
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1. F est invariant par homotopie.

2. Pour tout S-sch¶emaX alg¶ebrique lisse, si l'on notes0 : X ! A1
X (resp. s1 : X !

A1
X ) la section nulle (resp. unit¶e) de A1

X , s¤
0 = s¤

1.

3. Le foncteur F se factorise par le foncteur canoniqueL cor;S ! ¼L cor;S.

Preuve : 1 ) 3 : Puisque pouri = 0 ou 1,si est une section de la projectionp : A1
X ! X ,

on en d¶eduit ques¤
i est un isomorphisme de r¶eciproquep¤.

Soit donc®; ¯ : X ! Y deux correspondances ¯nies, etH : X £ A1 ! Y une homotopie
de ® vers ¯ . On en d¶eduit alors le diagramme commutatif

F (X )s¤
0

tti i i i i
i i

F (X £ A1) F (Y )

®¤uukkkkkk

¯ ¤iiSSSSSSS
H ¤oo

F (X ):s¤
1

jjVVVVVV

On peut alors conclure que®¤ = ¯ ¤ puisque s¤
0 ±p¤ = s¤

0 ± (s¤
1)¡ 1 = 1 .

3 ) 2 : L'application s0 est canoniquement homotope dansL cor;S (et même dans
L S) µa s1. En e®et, si¹ : A1 £ A1 ! A1 d¶esigne la multiplication du sch¶ema en anneau
A1, le morphismeH = ¹ £ 1X r¶ealise une homotopie entres0 et s1.

2 ) 1 : Soit X un S-sch¶ema alg¶ebrique lisse, etp : A1
X ! X la projection canonique.

Soit s0 : X ! A1
X la section nulle deA1

X . Pour montrer que p¤ est un isomorphisme, il
nous su±t de montrer que p¤s¤

0 = 1 .
Consid¶erons µa nouveau la multiplication¹ : A1 £ A1 ! A1. Consid¶erons de plus

¾0 : A1
X ! A1 £ A1

X (resp. ¾1 : A1
X ! A1 £ A1

X ) la section nulle (resp. unit¶e) du ¯br¶e en
anneauA1 £ A1

X sur A1
X . Pour conclure, il su±t de remarquer que

(¹ £ 1X ) ±¾0 = s0 ±p

(¹ £ 1X ) ±¾1 = 1 :

¤

Remarque 3.1.5 .{ Ainsi, la cat¶egorie des pr¶efaisceaux homotopiques n'est rien d'autre
que la cat¶egorie des pr¶efaisceaux sur¼L cor;S.

De même, la cat¶egorie des faisceaux homotopiques est ¶equivalente µa la cat¶egorie des
pr¶efaisceaux sur¼L cor;S dont la compos¶ee avec le foncteurL S ! ¼L cor;S est un faisceau
pour la topologie de Nisnevich. Cette remarque nous permettra de faire le lien entre les
faisceaux homotopiques et les r¶esultats de la ¯n du premier chapitre.

3.1.6 .{ Soit F un pr¶efaisceau avec transferts. On lui associe un pr¶efaisceau avec transferts
not¶e ĥ0 (F ) tel que pour tout sch¶emaX dans L S, ĥ0 (F ) est le conoyau de

F (A1
X )

s¤
0 ¡ s¤

1¡¡¡¡! F (X ):
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Il r¶esulte de la premiµere ¶equivalence du lemme pr¶ec¶edent quêh0 (F ) est invariant
par homotopie. Par ailleurs, si F est invariant par homotopie, le morphisme canonique
F ! ĥ0 (F ) est un isomorphisme. Ainsi, le foncteur

ĥ0 : P tr
S ! HP tr

S

est adjoint µa gauche du foncteur d'oubli ¶evident.

Dans le cas des faisceaux avec transferts, la situation est plus compliqu¶ee. Supposons
que F est un faisceau avec transferts. On noteh(1)

0 F le faisceau avec transferts associ¶e µa

ĥ0 (F ). Pour tout entier naturel n, on note h(n)
0 F l'application du foncteur h(1)

0 µa F it¶er¶ee
n fois.

On en d¶eduit donc une suite de morphismes

F ! h(1)
0 F ! ::: ! h(n)

0 F ! :::

On pose alors
h0(F ) = lim¡!

n2 N

h(n)
0 F:

calcul¶ee dans la cat¶egorie des faisceau avec transferts (ou ce qui revient au même des
pr¶efaisceaux avec transferts).

Proposition 3.1.7 Pour tout faisceau avec transfertsF , le faisceau avec transfertsh0(F )
d¶e¯ni ci-dessus est invariant par homotopie.

Le foncteur h0 : N tr
S ! HN tr

S ainsi d¶e¯nit est adjoint µa gauche du foncteur d'oubli
¶evident.

Preuve : Soit X un S-sch¶ema alg¶ebrique lisse,s0 et s1 les sections nulles et unit¶es de
A1

X sur X . D'aprµes le lemme pr¶ec¶edent, montrer queh0(F ) est invariant par homotopie
revient µa v¶eri¯er que s¤

0 = s¤
1.

Or tout d'abord, remarquons que

h0(F )(A1
X ) = lim¡!

n2 N

h(n)
0 F (A1

X ):

Soit x un ¶el¶ement dansh0(F )(A1
X ). Il est donc repr¶esent¶e par un ¶el¶ementy de

h(n)
0 F (A1

X ) pour un entier naturel n donn¶e.
Or, le morphisme de transition de la limite inductive qui d¶e¯nit h0 se factorise comme

suit

h(n)
0 F

a //ĥ0

³
h(n)

0 F
´

b //h(n+1)
0 F:

D'aprµes le paragraphe qui pr¶ecµede la proposition,̂h0

³
h(n)

0 F
´

est invariant par homo-

topie. Donc, d'aprµes le lemme pr¶ec¶edent,s¤
0(ay) = s¤

1(ay). Dµes lors,s¤
0(bay) = s¤

1(bay),
ce qui ¶equivaut donc, puisquea et b sont naturelles, µaba(s¤

0y) = ba(s¤
1y), i.e. s¤

0x = s¤
1x. ¤

Remarque 3.1.8 .{ Nous verrons que siS = Spec (k), pour tout faisceau avec transferts
F , le faisceau avec transfertsh(1)

0 F est d¶ejµa invariant par homotopie ; le passage µa la limite
ci-dessus est donc inutile dans ce cas.

Dans ce cas, nous poserons encoreh0(X ) = h0L[X ] = h(1)
0 L[X ].
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3.1.2 Structure mono Ä³dale

Proposition 3.1.9 Le bifoncteur

(HN tr
S )2 ! HN tr

S
F; G 7! h0(F  tr G)

d¶e¯nit un produit tensoriel associatif et commutatif.

Preuve : Ce produit est commutatif d'aprµes les propri¶et¶es de tr . Pour montrer
l'associativit¶e, on utilise le calcul suivant :

Lemme 3.1.10 Soient F et G des faisceaux avec transferts, alors

h0(F )  Htr h0(G) ' h0(F  tr G)

Preuve : On a des °µechesF ! h0(F ) et G ! h0(G), d'oµu une °µeche

h0(F  tr G) ! h0(h0(F )  tr h0(G))

et on montre que cette °µeche est un isomorphisme.
Or, puisque le foncteur tr commute aux limites inductives, d'aprµes la construction de

la proposition 3.1.7, il su±t de montrer cette assertion lorsqu'on remplaceh0 par h(1)
0 .

De plus, puisque h(1)
0 commute aussi aux limites inductives, on peut supposer que

F = L S [X ] et G = L S [Y ]. On peut aussi faire la d¶emonstration en deux ¶etapes et
commencer par d¶emontrer que

h(1)
0 (L S [X ]  tr LS [Y ])

(1)
¡¡! h(1)

0 (L S [X ]  tr h(1)
0 (L S [Y ]))

est un isomorphisme.
Or h(1)

0 (L S [Y ]) est le conoyau dei ¤
0 ¡ i ¤

1 : HomN tr
k

¡
LS

£
A1

¤
; LS [Y ]

¢
! LS [Y ], oµu i 0

(respectivement i 1) d¶esigne la section nulle (respectivement unit¶e) deA1.
Soit T un point Nisnevich dans pro¡ L S, alors

h(1)
0 (L S [X ]  tr LS [Y ])(T) = c S (T; X £ Y) =cS

¡
A1 £ T; X £ Y

¢

oµu le quotient d¶esigne le conoyau de(i ¤
0 ¡ i ¤

1)T .

Comme LS [X ]  tr est exact µa droite,LS [X ]  tr h(1)
0 (L S [Y ]) est le conoyau de1X  tr

i ¤
0 ¡ 1X  tr i ¤

1. On peut donc calculer

h(1)
0 (L S [X ]  tr h(1)

0 (L S [Y ]))( T)

= (L S [X ]  tr h(1)
0 (L S [Y ]))( T)=(L S [X ]  tr h(1)

0 (L S [Y ]))( A1 £ T)

= c S (T; X £ Y) =N

oµu N est le groupe ab¶elien

LS [X ]  tr HomN tr
k

¡
LS

£
A1¤

; LS [Y ]
¢

(T) © cS
¡
A1 £ T; X £ Y

¢
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et la °µeche N ! cS (T; X £ Y) est

(1X  tr i ¤
0 ¡ 1X  tr i ¤

1)T © (i ¤
0 ¡ i ¤

1)T :

Le morphisme (1) ¶etant alors la projection canonique, il su±t de montrer que l'image de
(1X  tr i ¤

0 ¡ 1X  tr i ¤
1)T est incluse dans l'image de(i ¤

0 ¡ i ¤
1)T .

Or, d'aprµes la remarque2.2.17on a une surjection

L
U;V 2 L k

cS (U; X )  Z cS
¡
V £ A1; Y

¢
 Z cS (T; U £ V)

¡! LS [X ]  tr HomN tr
k

¡
LS

£
A1

¤
; LS [Y ]

¢
(T)

® Z ¯  Z ° 7! (® tr ¯ ) ± °:

Soient doncU et V alg¶ebrique lisse, et l'¶el¶ement

® Z ¯  Z ° 2 cS (U; X )  Z cS
¡
V £ A1; Y

¢
 Z cS (T; U £ V) :

Son image danscS (T; X £ Y) par la compos¶ee de(1X  tr i ¤
0¡ 1X  tr i ¤

1)T et de la surjection
pr¶ec¶edente est £

® tr ¡
¯ ± (1V  tr (i 0 ¡ i 1))

¢¤
±°:

Or,

[® tr ¡
¯ ± (1V  tr (i 0 ¡ i 1))

¢
] ± °

= ( ® tr ¯ ) ± (1U  tr 1V  tr (i 0 ¡ i 1)) ± °

= ( ® tr ¯ ) ± (°  tr 1A1 ) ± (1T  tr (i 0 ¡ i 1)) :

Par d¶e¯nition, ce dernier ¶el¶ement est l'image de(® tr ¯ ) ±(°  tr 1A1 ) 2 c(T £ A1; X £ Y)
par le morphisme(i ¤

0 ¡ i ¤
1)T , ce qui achµeve la d¶emonstration. ¤

D¶e¯nition 3.1.11 On note  Htr le produit tensoriel sur HN tr
S d¶e¯nit dans la proposition

pr¶ec¶edente.
Il munit la cat¶egorie HN tr

S d'une structure monoÄ³dale sym¶etrique.

3.2 Extensions transcendantes pures

Dans cette section, on commence µa compl¶eter les premiers r¶esultats que nous avons
obtenus sur la cat¶egorie¼L cor;S µa la ¯n du premier chapitre.

3.2.1 .{ Soit O une S-algµebre locale dansA S. On rappelle qu'on a d¶e¯ni dans 2.1.34 un
pro-objet, not¶e simplement (O), dans pro¡ L S.

On notera encore[O] le pro-objet dans pro¡ ¼L cor;S obtenu par composition avec le
foncteur canoniqueL S ! ¼L cor;S.

Plus g¶en¶eralement, siÁ est un pro-objet danspro¡ L S, on notera [Á] le pro-objet dans
pro¡ ¼L cor;S obtenu par composition avec le foncteur canoniqueL S ! ¼L cor;S .

La proposition suivante concerne le cas oµuS = Spec (k).
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Proposition 3.2.2 Soit L une extension transcendante pure dek, de degr¶e de transcen-
dance ¯ni.

Alors, le morphisme induit par l'application k ! L dans pro¡ ¼L cor;k

[L ] ! [k]

admet une section.

Preuve : On commence par le cas oµu le degr¶e deL est ¶egal µa1. On peut alors supposer
que L = k(t). Si l'on poseC = A1

k , et si l'on note x le point g¶en¶erique deC, (C; x) est un
modµele deL=k. Le morphisme de l'¶enonc¶e est alors isomorphe µa

[Cx ] ¼¡! [Spec (k)]

obtenu comme limite projective des morphismes de projections canoniques pour les ouverts
non vides deC.

Or, soit j le morphisme de pro-objets ¶egal µa

~limÃ¡
U½A1

k

³
[U]

j U¡! [A1
k ]

´

oµu la (pseudo-)limite projective parcourt les ouverts non vides deA1
k , et pour un tel ouvert

U, j U d¶esigne l'immersion ouverte canonique.
Alors, le morphisme ¼est ¶egal µa la compos¶ee

[Cx ]
j
¡! [A1

k ]
[p]
¡! [Spec (k)]

oµu p est le morphisme de projection canonique.
Comme le morphisme[p] est scind¶e, il nous su±t de construire, pour chaque ouvertU

de C, une section®U de j U , de telle fa»con que®U soit naturel par rapport µa U.
Or, le k-sch¶emaP1

k est une bonne compacti¯cation deA1
k sur k, et plus g¶en¶eralement

de tout ouvert non vide U de A1
k . Le morphisme 1A1

k
, vu comme ¶el¶ement de¼k

¡
A1

k ; A1
k

¢
,

correspond donc µa la classe d'un couple(L ; s1 ) dans

Pic
¡
A1

k £ k P1
k ; A1

k £ k 1
¢

:

Or, le faisceau inversibleLj A1
k £ k A1

k
est trivial. On choisit donc une trivialisation t corre-

spondante. Pour un ouvert U de A1
k , on note ZU = A1

k ¡ U et tU la restriction de t au
sch¶emaA1

k £ k ZU .
Il r¶esulte alors du lemme1.3.22appliqu¶e avecZ = ZU et ¯ = 1 X (et plus pr¶ecis¶ement

de la remarque qui le suit) que la classe du couple(L ; tU + s1 ) dans

Pic
¡
A1

k £ k P1
k ; A1

k £ k ZU t A1
k £ k 1

¢

correspond µa une section®U de j U .
De plus, par construction, siU et V sont deux ouverts non vides deA1

k tels queU ½ V,
et si l'on note j UV : U ! V l'immersion canonique, on a

®V ± j UV = ®U :
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Ainsi, ® = ~limÃ¡
U½A1

k

®U est une section dej , ce qui conclut le premier cas.

On peut alors utiliser une r¶ecurrence sur le degr¶e de transcendancen de L sur k. Si la
propri¶et¶e est vraie au rangn, on se donne une extensionL=k transcendante pure de degr¶e
n + 1 . On peut supposer queL = k(t0; :::; tn ). On pose alorsK = k(t1; :::; tn ). Dµes lors, le
morphisme canonique

[K ] ! [k]

admet une section¯ d'aprµes l'hypothµese de r¶ecurrence.
Par ailleurs, d'aprµes le casn = 1 , le morphisme

[k(t0)] ¼¡! [k]

admet une section®.
Soient X = An

k , et x son point g¶en¶erique. C'est un modµele deK . Soit U un ouvert
non vide deX , et ¿U : U ! Spec (k) le morphisme canonique.

Alors, comme ¿U est lisse de type ¯ni, d'aprµes les d¶e¯nitions1.2.15et 1.2.18, le mor-
phisme

®U = f¿U ¤f¿U
¤(®)

de pro¡ L cor;k est une section def¿U ¤f¿U
¤(¼). Il est ¶egal au morphisme induit par la

projection canonique
[U(t0)] ! [U]

oµu l'on poseU(t0) = U £ k (k(t0)) vu comme un pro-objet deL k (on a fait l'abus de noter
encoref¿U ¤ et f¿U

¤ les morphismes induits sur les pro-objets).

Alors, le diagramme suivant est commutatif danspro¡ L cor;k :

[V (t0)]
®V //

j V U (t0 ) ²²

[V ]
j V U²²

[U(t0)]
®U //[U]:

On calcule en e®et :

®U ± j V U(t0) = ( f¿U ¤f¿U
¤(®)) ± j V U(t0)

(1)
= f¿U ¤( f¿U

¤(®) ± j V U(t0))
(2)
= f¿U ¤(j V U ± gj V U¤

gj V U
¤
f¿U

¤(®))
(3)
= j V U ±

³
f¿U ¤

gj V U¤
gj V U

¤
f¿U

¤(®)
´

(4)
= j V U ±®V :

On le justi¯e par :

(1) le fait que f¿U ¤(j V U(t0)) = j V U(t0) oµu j V U(t0) est vu µa la fois comme unk-morphisme
et un U-morphisme,

(2) la proposition 1.2.20appliqu¶ee µaj V U et µa chaque composante du pro-objetU(t0),

(3) le fait que f¿U ¤(j V U) = j V U ,
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(4) la fonctorialit¶e des morphismes~¿¤ et ~¿¤ par rapport au morphisme ¿ (cf les derniµeres
assertions de1.2.14et 1.2.19).

Donc, le morphisme®¤ = ~limÃ¡
U½X

®U est une section du morphisme[X x £ k (k(t0))] ! [X x ]

qui est isomorphe µa[L ] ! [K ]. Ainsi, le morphisme ®¤ ±¯ est une section de[L ] ! [k]. ¤

Si L=k est une extension s¶eparable de type ¯ni, on pose

S(L ) = S £ k (L )

que l'on considµere comme un pro-objet dansL S.

Corollaire 3.2.3 Soit L=k une extension transcendante pure de type ¯ni.
Pour tout sch¶emaX dans L S, le morphisme depro¡ ¼L cor;S

[X £ S S(L ) ] ! [X ]

admet une section.

Preuve : Consid¶erons, d'aprµes la proposition pr¶ec¶edente, une section® de [L ] ! [k]
dans ¼L cor;k . Soit ¿ : S ! k le morphisme de projection canonique. Alors,¿¤(®) est
une section de[S(L ) ] ! [S] dans ¼L cor;S. Si p : X ! S d¶esigne le morphisme structural
du S-sch¶emaX , ~p¤~p¤(®) fournit la section attendue d'aprµes la deuxiµeme propri¶et¶e des
lemmes1.2.14et 1.2.19. ¤

Remarque 3.2.4 .{ Ce corollaire nous servira µa d¶eduire une proposition sur un corps ¯ni
k de la proposition analogue concernant le corps in¯nik(x).

3.3 Le cas oµu la base est un corps

Le titre indique que l'on se place dans le casS = Spec (k). Dans cette section, on d¶emontre
un ensemble de faits fondamentaux concernant les faisceaux homotopiques. Ces r¶esultats
forment la th¶eorie µa la base de la cat¶egorie des motifs de V. Voevodsky.

3.3.1 Points pour les faisceaux homotopiques

3.3.1.1 Immersions ouvertes

Dans ce qui suit, on s'appuie comme annonc¶e sur les r¶esultats de la ¯n du premier chapitre.
On obtient une d¶emonstration, que nous esp¶erons plus simple, du r¶esultat suivant de
V. Voevodsky :

Proposition 3.3.1 Soit F un pr¶efaisceau dansHP tr
k .

On considµere une topologiet sur L k telle que t = Nis ou t = Zar ; on note Ft le
faisceau associ¶e au pr¶efaisceauF sur L k .

Soit X un sch¶ema alg¶ebrique lisse,U un ouvert dense deX , alors le morphisme de
restriction

Ft (X ) ! Ft (U)

est un monomorphisme.
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Preuve : On commence par d¶emontrer la proposition dans le cas oµu le corpsk est in¯ni.
Soit a 2 Ft (X ) tel que ajU = 0 dans Ft (U).

Pour montrer que a est nul, on considµere un pointx de X et on montre que le germe
ax de a au point associ¶e µax pour la topologie t est nul. Or, il existe un voisinageV de x
dans X pour t tel que ax se relµeve enb 2 F (V ). On peut supposer queV est connexe.

On considµere dµes lorsbjU£ X V 2 F (V £ X U) la restriction de b. Par hypothµese, la classe
de b dansFt (U £ X V) est nulle. Cela signi¯e qu'il existe un recouvrement(Wi ! V £ X U) i

pour la topologie t tel que bjW i est nul pour tout i . Si t = Nis , on peut supposer que ce
recouvrement est compos¶e de familles couvrantes ¶el¶ementaires (cf d¶e¯nition2.1.8) d'aprµes
le lemme2.1.10. En particulier, il existe un indice i tel que Wi est un ouvert non vide de
V £ X U.

Dµes lors,Wi est un ouvert non vide deV tel que bjW i = 0 .
Or, appliquant la proposition 1.3.24 avec V , pour l'ouvert dense  i dans V , et au

point x de V , on obtient un ouvert  de V contenant x tel que l'on ait un diagramme
commutatif dans ¼L cor;k :


®
}}{

{
²²

Wi //V:

Dµes lors,bj = ®¤(bjW i ) = 0 , ce qui implique que le germe deb en x, qui n'est autre
que ax , est nul. Cela conclut la d¶emonstration pourk in¯ni.

Dans le cas oµuk est ¯ni, on utilise le corollaire 3.2.3. Soit L = k(x). Le diagramme
suivant est commutatif

Ft (X )
j ¤

//

² ²²

Ft (U)

²²
Ft

¡
X (L )

¢ j ¤
L //Ft

¡
U(L )

¢
:

Dans ce diagramme,X (L ) d¶esigne le pro-objetX £ k (L ) dans pro¡ L k , Ft ¶etant prolong¶e
naturellement aux cat¶egories de pro-objets.

Soit ¿ : Spec (L ) ! Spec (k). Par d¶e¯nition, Ft (X (L ) ) = ¿¤
¡
Ft

¢
(X  k L), oµu ¿¤ d¶esigne

le foncteur de changement de base pour la topologiet entre les sitesL k et L L . De plus,

¿¤¡
Ft

¢
=

¡
¿̂¤F

¢
t ;

oµu ¿̂¤F d¶esigne le pr¶efaisceau avec transferts surL obtenu par changement de base (cf
d¶e¯nition 2.2.24).

D'aprµes ce qu'on vient de d¶emontrer, appliqu¶e au corpsL et au pr¶efaisceau avec
transferts ¿̂¤F , j ¤

L admet donc une r¶etraction. Or, d'aprµes le corollaire3.2.3, le morphisme
² admet aussi une r¶etraction, ce qui permet de conclure. ¤

Remarque 3.3.2 .{ Cette proposition a ¶et¶e d¶emontr¶ee par V. Voevodsky dans [FSV00c]
(prop. 4.17), dans le cadre plus g¶en¶eral des pr¶eth¶eories, et dans le cas oµux est remplac¶e
par un nombre ¯ni de points. Toutefois, la d¶emonstration n¶eglige le cas oµu le corps de
base est ¯ni. Nous avons propos¶e ici une fa»con de traiter ce cas.

On en d¶eduit imm¶ediatement, dans le cas oµut = Nis et lorsque F est un faisceau, le
corollaire
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Corollaire 3.3.3 Soit F un faisceau homotopique,X un sch¶ema alg¶ebrique lisse etU un
ouvert dense dansX . Alors, le morphisme de restriction

F (X ) ! F (U)

est un monomorphisme qui admet une r¶etraction.

3.3.1.2 Points g¶en¶eriques

On a d¶ejµa vu, grâce au paragraphe2.1.41combin¶e µa la proposition2.1.17, que lesk-sch¶emas
locaux hens¶eliens qui sont obtenus par hens¶elisation d'un anneau local essentiellement
lisses (cf d¶e¯nition A.2.1) forment un systµeme conservatif de points pour la topologie de
Nisnevich sur L k . Plus pr¶ecis¶ement, la cat¶egorieA h

k est ¶equivalente µa une sous-cat¶egorie
de la cat¶egorie des points pour la topologie de Nisnevich surL k .

On a vu de plus que la cat¶egorieEs
k form¶ee des extensions s¶eparables de type ¯ni est

une sous-cat¶egorie deA h
k . Si E=k est une telle extension, le pro-objet(E )h de L k est

canoniquement isomorphe au pro-objet(E ) de L k .

La proposition suivante, due µa V. Voevodsky, montre que les foncteurs ¯bres associ¶es
µa ces points su±sent pour les faisceaux homotopiques.

Proposition 3.3.4 Les foncteurs ¯bres associ¶es aux objets de la cat¶egorieEs
k forment un

systµeme conservatif de points pour la cat¶egorieHN tr
k .

Preuve : Il su±t en e®et d'appliquer le lemme suivant au morphisme´ et µa la topologie
t de Nisnevich.

Lemme 3.3.5 Soient ´ : F ! G un morphisme de pr¶efaisceaux dansHP tr
k , et t une

topologie sur L k plus ¯ne que la topologie de Zariski. Alors les conditions suivantes sont
¶equivalentes :

1. ´ t : Ft ! Gt est un isomorphisme.

2. Pour tout E=k dans Es
k , ´ E : F (E) ! G(E) est un isomorphisme.

Preuve : Le fait que 1 entrâ³ne 2 est ¶evident. Pour la r¶eciproque, on considµereN0 le
noyau de´ dans la cat¶egorie des pr¶efaisceaux avec transferts ;N0 est encore invariant par
homotopie d'aprµes le lemme des cinq. SoitN le faisceau associ¶e µaN0 pour la topologie
t. Alors pour tout sch¶ema connexeX alg¶ebrique lisse,x d¶esignant son point g¶en¶erique, la
proposition 3.3.1 implique que l'application

N (X ) ! N (X x )

est injective. De plus, le groupe ab¶elien

N (X x ) ' N (· (X ))

est nul par hypothµese, puisque c'est le noyau de l'applicationF (· (X )) ! G(· (X )) . On
en conclut que N est le faisceau nul. On peut e®ectuer le même raisonnement pour le
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conoyau de´ , ce qui conclut le lemme et la proposition. ¤

Remarque 3.3.6 .{ On fera attention au fait que pour une extension E=k de type ¯ni,
on a not¶e

F (E) = lim¡!
A2M lis (E=k )

F (Spec (A))

oµu M lis (E=k) d¶esigne la cat¶egorie des sous-k-algµebres deE qui sont lisses de type ¯ni
sur k (cf d¶e¯nition 2.1.34).

Remarque 3.3.7 .{ On r¶esume cette proposition par la maxime : les points pour les
faisceaux homotopiques sont les extensions s¶eparables de type ¯ni dek.

3.3.8 .{ Dans ce num¶ero, on anticipe le corollaire3.3.25pour illustrer la proposition pr¶ec¶e-
dente. La cat¶egorieHN tr

k est ab¶elienne.
Par extension, on appelle encorefoncteur ¯bre d'une cat¶egorie ab¶elienneA tout fonc-

teur exact Á : A ! A bqui commute aux limites inductives (ou ce qui revient au même aux
sommes directes in¯nies). On rappelle qu'µa toute extension s¶eparable de type ¯niE=k, on
a associ¶e un pro-objet deL k dans 2.1.34. Par ailleurs, si F est un faisceau homotopique,
on a pos¶e simplement :

F (E) = lim¡!
A2M lis (E=k )op

F (Spec (A)) :

On obtient dµes lors le lemme suivant :

Lemme 3.3.9 Soit E=k une extension s¶eparable de type ¯ni. Alors, le foncteur

HN tr
k ! A b; F 7! F (E)

est un foncteur ¯bre de la cat¶egorieHN tr
k .

Preuve : Soit
0 ! F ! G ! H ! 0

une suite exacte courte dans la cat¶egorieHN tr
k . Puisque le foncteur d'oubli HN tr

k ! N tr
k

est exact, et que les limites inductives ¯ltrantes sont exactes, on en d¶eduit une suite exacte
longue

0 ! F (E) ! G(E) ! H (E) ! Ext 1
N tr

k
((E ); F ) ! :::

Par ailleurs, d'aprµes la proposition2.2.13, on a un isomorphisme canonique

Ext 1
N tr

k
((E ); F ) ' H 1

Nis(Spec (E) ; F ) = 0

ce qui montre que le foncteur consid¶er¶e est exact. Comme de plus le foncteur d'oubli
HN tr

k ! N k commute aux sommes disjointes in¯nies, le foncteur consid¶er¶e est bien un
foncteur ¯bre de la cat¶egorieHN tr

k dans le sens que l'on a d¶e¯ni ci-dessus. ¤

La proposition pr¶ec¶edente signi¯e que cette famille de foncteurs ¯bres deHN tr
k est

conservative.
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Si F est un faisceau homotopique, on d¶e¯nit un foncteur1

F̂ : (Es
k )op ! A b
E=k 7! F (E):

Ainsi, le foncteur
HN tr

k ! (A b)Es
k

F 7! F̂

est ¯dµele et conservatif.
On peut voir ce foncteur comme une premiµere approche de la transform¶ee g¶en¶erique

que l'on d¶e¯nit en 5.1.1.

Remarque 3.3.10 .{ Un des points cl¶es qui guide cette thµese est que ce ne sont pas seule-
ment les foncteurs ¯bres eux mêmes qui sont importants, mais aussi tous leurs morphismes,
que l'on appelle encoremorphismes de sp¶ecialisations. C'est pourquoi nous avons ¶et¶e si
pointilleux dans la proposition 2.1.40, puisqu'elle nous dit que les morphismes de sp¶eciali-
sations des points pour la topologie de Nisnevich ne sont rien d'autre que les morphismes
locaux dek-algµebres.

On illustre ce point dans la sous-section suivante.

3.3.1.3 Anneaux de valuation discrµete

Les objets de la cat¶egorieA k induisent un systµeme conservatif de points pour la topologie
de Zariski. On notera particuliµerement que les points qui correspondent µa des extensions
s¶eparables de type ¯ni dek sont non seulement des points pour la topologie de Nisnevich,
mais aussi pour la topologie de Zariski.

Dans cette sous-section, on illustre la proposition pr¶ec¶edente en montrant qu'un mor-
phisme de sp¶ecialisation entre points pour la topologie de Zariski admet une section
lorsqu'on ne considµere plus seulement les morphismes de sch¶emas, mais les correspon-
dances ¯nies µa homotopie prµes. Plus pr¶ecis¶ement,

Proposition 3.3.11 Soit O=k un anneau local dansA k , et E son corps des fonctions.
On suppose queE=k est de degr¶e de transcendance1.

Alors le morphisme canonique
[E ] ! [O]

admet une section danspro¡ ¼L cor;k .

Preuve : Soient (X; s ) un k-modµele deO, et x son point g¶en¶erique (cf2.1.32 pour
l'existence). On doit en fait construire une section du morphisme[X x ] ! [X s] dans
pro¡ ¼L cor;k . On pose par commodit¶eZ = f sg qui est donc un point ferm¶e deX .

Quitte µa r¶eduire X au voisinage des, on peut supposer queX est a±ne. C'est alors
une courbe alg¶ebrique a±ne surk par hypothµese surE . Donc, d'aprµes la proposition
1.3.10, il existe une courbe normale et propre surk, not¶ee ¹X , telle que pour tout ouvert
U non vide deX , ¹X=k est une bonne compacti¯cation deU=k.

1Dans le cadre des topos, ce foncteur est consid¶er¶e dans [SGA4], 6.7.1, oµu A.Grothendieck remarque
qu'il pr¶esente une <certaine analogie formelle avec une transform¶ee de Fourrier>.
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Le morphisme 1X vu comme ¶el¶ement de ¼k (X; X ) est donc repr¶esent¶e dans
Pic

¡
X ¹X; XX 1

¢
par un couple (L ; s1 ) (et L correspond au diviseur associ¶e µa la diag-

onale deX ). Quitte µa r¶eduire de nouveauX , on peut consid¶erer une trivialisation t de L
sur XZ .

Alors, d'aprµes le lemme1.3.22 appliqu¶e avec¯ = 1 X , la classe du couple(L ; s1 + t)
dans Pic

¡
X ¹X; XX 1 t XZ

¢
correspond µa un ¶el¶ement®X de ¼k (X; X ¡ Z ) qui s'inscrit

dans le diagramme commutatif

X®X
tthhhhhhhh

X ¡ Z
j

//X:

Mais de même, siU est un ouvert de X contenant s (i.e. Z ½ U), le morphisme
1U correspond µa la classe d'un couple(L U ; sU

1 ) dans Pic
¡
U ¹X; UU1

¢
. On peut supposer

que L U est ¶egal au faisceau inversibleL U ¹X obtenu par pullback. D'aprµes le même lemme
appliqu¶e cette fois µa1U , le couple(L U ; sU

1 + tjUZ ) correspond µa un ¶el¶ement®U qui est une
section dej U : U ¡ Z ! U.

Mais par ailleurs, si U et V sont deux voisinages ouverts des dans X tels queU ½ V,
compte tenu des choix e®ectu¶es, le diagramme suivant est commutatif :

V
®V //

j V U ²²

V ¡ Z
j 0

V U²²
U

®U //U ¡ Z:

En e®et, d'aprµes la fonctorialit¶e d¶ecrite dans le th¶eorµeme1.3.18, les correspondances ¯nies
µa la gauche du tableau ci-dessous sont repr¶esent¶ees par les couples µa droite :

j 0
V U ±®V

¡
L V ; sV

1 jV U1 + tjV Z
¢

®U ± j V U
¡
L U jV ¹X ; sU

1 jV U1 + tjV Z
¢
:

Or, L V = Lj V ¹X = L U jV ¹X , et puisque les sectionssU
1 et sV

1 correspondent aux trivial-
isations canoniques des diviseurs correspondants,sV

1 jV U1 = sU
1 jV U1 , ce qui montre la

commutativit¶e du diagramme ci-dessus.
Il en r¶esulte que le morphisme ~limÃ¡

U½X

®U est bien d¶e¯ni, et donne une section du

morphisme [X x ] ! [X s] comme attendu. ¤

Remarque 3.3.12 .{ L'hypothµese de cette proposition entrâ³ne queO est un anneau de
valuation discrµete. Mais la d¶emonstration montre que la même proposition est valable si
l'on remplace l'hypothµese queO est local par l'hypothµeseO est semi-local (essentiellement
lisse).

3.3.2 Faisceau homotopique associ¶e

Dans cette sous-section, on ¶etudie le foncteur faisceau associ¶e µa un pr¶efaisceau homotopique
; les premiµeres propositions sont les r¶esultats qui nous permettent de montrer qu'on obtient
un faisceau homotopique.
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3.3.2.1 Courbes et topologie de Nisnevich

La proposition suivante a pour but de montrer que la proposition1.3.26se g¶en¶eralise dans
le cas de la topologie de Nisnevich. Elle est directement inspir¶ee de la proposition 4.7 de
[FSV00c].

Proposition 3.3.13 Soit C une courbe alg¶ebrique quasi-a±ne lisse.
Consid¶erons un carr¶e distingu¶e ¶el¶ementaire (cf d¶e¯nition2.1.8) dans L k

V ¡ T l //

h ²²

V
f²²

C ¡ Z
j //C:

On suppose quePic (CZ) = 0 .

Alors, il existe des correspondances ¯nies

V ¡ T V
¯oo

C ¡ Z

°
OO

C
®oo

telles qu'on a les ¶egalit¶es suivantes dans¼L cor;k :

8
>>>>>><

>>>>>>:

j ±® = 1 C (1)

l ± ¯ = 1 V (2)

®±f = h ± ¯ (3)

l ± ° = 0 (4)

h ±° = 1 C¡ Z ¡ ®± j (5)

° ±h = 1 V ¡ T ¡ ¯ ± l (6)

Preuve : D'aprµes la proposition 1.3.10, C admet une bonne compacti¯cation ¹C sur k,
qui est aussi une bonne compacti¯cation deC ¡ Z .

Dµes lors, le morphisme1C vu dans ¼k (C; C) correspond µa un couple(L (1C ); s(1C ))
dans Pic

¡
C ¹C; CC1

¢
, d'aprµes le th¶eorµeme1.3.18.

De plus par hypothµese surC, Pic (CZ) = 0 ; le faisceau inversibleL (1C ) est donc
trivial sur CZ . Soit t une trivialisation correspondante. On considµere tout d'abord la
correspondance ¯nie suivante qui correspond au couple dePic

¡
C ¹C; CC1 t CZ

¢
µa sa droite

® $ (L (1C ); s(1C ) + t)

La relation (1) r¶esulte alors du lemme1.3.22, comme on l'a d¶ejµa souvent utilis¶e.
Par ailleurs, d'aprµes le th¶eorµeme de Zariski, il existe unk-sch¶ema~V tel que V est un

ouvert de ~V , et un morphisme ¯ni ~f : ~V ! ¹C qui s'inscrivent dans le diagramme suivant :

V //

f ²²

~V
~f²²

C // ¹C:
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Le sch¶ema~V est de type ¯ni sur k ; sa normalisation ¹V est donc un sch¶ema ¯ni sur ~V ,
qui contient µa nouveauV comme un ouvert puisqueV est normal. Ainsi, ¹V est une bonne
compacti¯cation de V , qui s'inscrit dans le diagramme suivant :

V //

f ²²

¹V
¹f²²

C // ¹C

oµu le morphisme ¹f est ¯ni, et v¶eri¯e ¹f ¡ 1(C1 ) ½ V1 .
A nouveau, le morphisme1V vu dans ¼k (V; V) correspond µa un couple(L (1V ); s(1V ))

dans Pic
¡
V ¹V ; V V1

¢
.

Par construction, le ¯br¶e L (1C ) (resp L (1V )) correspond au sous-sch¶ema ferm¶e
repr¶esent¶e par la diagonale¢ C (resp. ¢ V ) de C (resp. V ) vu comme sous-sch¶ema ferm¶e
de C ¹C (resp. V ¹V ). Comme le morphismeg : T ! Z , ¶egal µaf £ X Z , est un isomorphisme,
il en r¶esulte que

(f £ g)¡ 1(¢ X \ XZ ) = ¢ V \ V T

ce qui se traduit par le fait que

(f £ g)¤(L (1C )jXZ ) = L (1V )jV T :

Ainsi, la section ¿ = ( f £ g)¤t induit une trivialisation de L (1V ) sur V T. Si l'on d¶e¯nit
¯ comme correspondant au couple

¯ $ (L (1V ); s(1V ) + ¿)

la relation (2) r¶esulte µa nouveau de1.3.22.
Il nous reste µa construire° . Consid¶erons pour cela le faisceau inversibleM sur C ¹V

¶egal µa (1C £ ¹f )¤L (1C ). Ce ¯br¶e correspond au diviseur associ¶e au sous-sch¶ema ferm¶e
D = (1 C £ ¹f )¡ 1(¢ C ). Soit u une section deM qui correspond µa sa trivialisation canonique.
Comme g est un isomorphisme,v = (1 C £ g)¤t est une trivialisation de Mj CZ .

Consid¶erons un ouvert a±ne U dans ¹V qui contient V1 t T . Alors, CU est a±ne
sur C. D'aprµes le th¶eorµeme chinois, il existe une fonctionh sur CU qui est ¶egale µa1 sur
CV1 , et ¶egale µauv¡ 1 sur CT. On d¶e¯nit alors ° comme correspondant au couple de
Pic

¡
C ¹V ; CV1 t CT

¢
:

° $ (OC ¹V ; hjCV1 t CT ):

Dµes lors, l ± ° correspond au couple(OC ¹V ; hjCV1 ) = ( OC ¹V ; 1), qui est donc la corre-
spondance nulle, d'oµu la relation (4).

Pour la relation (5), il r¶esulte de la fonctorialit¶e explicit¶ee dans1.3.18que h ±° corre-
spond au couple

³
(1C¡ Z £ ¹f )¤(O(C¡ Z ) ¹V ); N (h)

´
=

³
O(C¡ Z ) ¹C ; N (h)

´

oµu N (h) d¶esigne la norme deh par rapport au morphisme ¯ni (C ¡ Z ) ¹V ! (C ¡ Z ) ¹C.
La section N (h) est ¶egale µa1 sur (C ¡ Z )C1 . Puisque g est un isomorphisme,N (h) est
de plus ¶egal µas(1C¡ Z )t ¡ 1 sur (C ¡ Z )Z (puisque le pullback de cette derniµere section sur
(C ¡ Z )T est ¶egal µaN (h)).
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Or d'un autre côt¶e, la correspondance ¯nie1X ¡ Z ¡ ®± j correspond au couple
³

L (1C¡ Z )  (L (1C )j(C¡ Z ) ¹C )¡ 1; s(1C¡ Z ):(s(1C ) + t)¡ 1
´

La relation (5) est donc maintenant claire.
En¯n, d'aprµes le même th¶eorµeme,° ±h correspond au couple

³
(h £ 1¹V )¤(O(C¡ Z ) ¹V ); (h £ 1¹V )¤h

´
=

³
O(V ¡ T ) ¹V ); 1 + s(1V ):¿¡ 1

´
:

En e®et, on notera particuliµerement que le pullback dev sur (V ¡ T) ¹V est par d¶e¯nition
¶egal µa¿.

La relation (6) r¶esulte dµes lors du fait que la correspondance ¯nie1V ¡ T ¡ ¯ ±l correspond
au couple ³

L (1V ¡ T )  (L (1V )j(V ¡ T ) ¹V )¡ 1; s(1V ¡ T ):(s(1V ) + ¿)¡ 1
´

:

Il nous reste µa d¶emontrer la relation (3). Elle ¶equivaut µa montrer que les couples
suivants sont ¶egaux dansPic

¡
V ¹C; V C1 t V Z

¢

³
(f £ 1 ¹C )¤L(1C ); (f £ 1 ¹C )¤(s(1C ) + t)

´

³
(1V £ ¹f )¤L (1V ); N (s(1V ) + ¿)

´

Cette fois, N d¶esigne la norme associ¶ee au morphisme ¯niV ¹V ! V ¹C. Comme on l'a
d¶ejµa vu, puisqueg est un isomorphisme, on obtientN (¿) = ( f £ 1 ¹C )¤t, µa un isomorphisme
canonique prµes. Or, du fait que1C ±f = f ±1V , il r¶esulte que les couples suivants coÄ³ncident

³
(f £ 1 ¹C )¤L (1C ); (f £ 1 ¹C )¤(s(1C ))

´

³
(1V £ ¹f )¤L(1V ); N (s(1V ))

´
:

On remarque que l'isomorphisme qui identi¯e ces deux couples est le même isomorphisme
qui identi¯e les fonctions N (¿) et (f £ 1 ¹C )¤t, ce qui conclut la relation (3). ¤

Cette proposition admet imm¶ediatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.14 Soit F un pr¶efaisceau homotopique, etC=k une courbe alg¶ebrique
quasi-a±ne lisse.

Consid¶erons un carr¶e distingu¶e ¶el¶ementaire

V ¡ T l //

h ²²

V
f²²

C ¡ Z
j //C

tel quePic (CZ) = 0 .

Alors, le morphisme induit par h

F (C ¡ Z )=F(C) ! F (V ¡ T)=F(V )

est un isomorphisme, dont la r¶eciproque, avec les notations de la proposition pr¶ec¶edente,
est induite par ° .
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Remarque 3.3.15 .{ On peut interprµeter ce corollaire en consid¶erant le foncteur qui µa
une paire ferm¶ee(X; Z ), oµu X est un sch¶ema alg¶ebrique lisse, associe le groupe ab¶elien
F (X ¡ Z )=F(X ). Le corollaire signi¯e que ce foncteur v¶eri¯e la propri¶et¶e d'excision pour
les paires(C; Z ) oµu C est une courbe alg¶ebrique, quasi-a±ne et lisse. On pr¶ecisera cette
notion dans la sous-section5.4.1.

Mais par ailleurs, la proposition pr¶ec¶edente est formul¶ee exactement pour donner la
proposition qui suit, qui constitue la g¶en¶eralisation annonc¶ee de1.3.26aux carr¶es distingu¶es
¶el¶ementaires de la topologie de Nisnevich :

Proposition 3.3.16 Soit C=k une courbe alg¶ebrique quasi-a±ne lisse.
On considµere un carr¶e distingu¶e ¶el¶ementaire (cf d¶e¯nition2.1.8)

V ¡ T l //

h ²²

V
f²²

C ¡ Z
j //C

tel quePic (CZ) = 0 .
Alors, le complexe

0 ! [V ¡ T] h¡ l¡¡! [C ¡ Z ] © [V ]
(j;f )
¡¡¡! [C] ! 0

est contractile dans la cat¶egorie additive¼L cor;k .
Adoptant les notations de la proposition pr¶ec¶edente, la contraction est donn¶ee par les

morphismes
[C ¡ Z ] © [V ]

(°; ¡ ¯ )

wwooooooooooo
[C]

®
xxqqqqqqqqqqq

[V ¡ T] [C ¡ Z ] © [V ]:

Preuve : En e®et, les relations de la proposition qui pr¶ecµede celle-ci sont exactement les
relations qui montrent que la contraction d¶e¯nie ci-dessus est une ¶equivalence d'homotopie
entre le morphisme identit¶e et le morphisme nul.

3.3.2.2 Cohomologie de la droite a±ne

La proposition que l'on a ¶enonc¶ee ci-dessus, nous permet d'obtenir le r¶esultat fondamental
qui suit. C'est une l¶egµere g¶en¶eralisation de la proposition 5.4 de [FSV00c] ; elle est donc
pour l'essentiel due µa V. Voevodsky.

Soit C=k une courbe alg¶ebrique. On commence par introduire la propri¶et¶e suivante
sur C :

(N) Pour toute extension ¯nie L=k, Pic (C  k L) = 0 .

Remarque 3.3.17 .{ Si cette propri¶et¶e est vraie pour C, elle l'est pour tout ouvert de
C. Si C est a±ne d'anneau A, cela revient µa dire (cf [EGA4], 21.7.6 et 21.7.7) que pour
toute extension ¯nie L=k, l'anneau A  k L est factoriel.
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Cette propri¶et¶e implique que pour tout sous-sch¶ema ferm¶eZ de C de dimension nulle,
Pic (CZ) = 0 . Dµes lors :

Th¶eorµeme 3.3.18 Soit C=k une courbe alg¶ebrique quasi-a±ne lisse v¶eri¯ant la propri¶et¶e
(N).

Soit F un pr¶efaisceau homotopique, ett une topologie surL k telle que t = Nis ou
t = Zar .

Alors, pour tout entier naturel n, le n-groupe de cohomologie de Cech deC µa coe±cient
dans F est ¶egal µa

·Hn
t (C; F ) =

½
F (C) si n = 0
0 sinon.

Par ailleurs, le pr¶efaisceauF restreint au petit site Zariski CZar est un faisceau pour
la topologie de Zariski.

Preuve : On peut se r¶eduire au cas oµuC est connexe. D'aprµes la proposition3.3.14, pour
tout carr¶e distingu¶e (C; C ¡ Z; V ), le complexe suivant

0 ! F (V ) ! F (V ¡ T) © F (C ¡ Z ) ! F (V ¡ T) ! 0

est contractile.
Comme les familles couvrantes associ¶es aux carr¶es distingu¶es forment une base pour

la topologie de Nisnevich, l'assertion pourt = Nis en d¶ecoule.
Par ailleurs, les recouvrements ouverts form¶es de deux ouverts sont aussi associ¶es µa un

carr¶e distingu¶e ¶evident, et comme ces recouvrements forment une base pour la topologie
de Zariski, l'assertion pour la cohomologie de Cech avect = Zar en d¶ecoule.

En¯n, tout ouvert U de C satisfait la propri¶et¶e (N). Il en r¶esulte d'aprµes la
proposition 1.3.26 que F v¶eri¯e la condition des faisceaux relativement µaU et µa tout
recouvrement ouvert deU ; donc F est un faisceau pour la topologie de Zariski surCZar . ¤

Corollaire 3.3.19 Soit C=k une courbe alg¶ebrique quasi-a±ne lisse v¶eri¯ant la propri¶et¶e
(N).

Soit F un pr¶efaisceau homotopique, ett une topologie surL k telle que t = Nis ou
t = Zar .

Alors, pour tout entier n > 0,

Hn
t (C; Ft ) = 0

Preuve : En e®et, puisque lat-cohomologie deF µa coe±cient dans C est nulle en
dimension strictement sup¶erieure µa1, il su±t d'appliquer [ Mil80], III.2.10 pour conclure. ¤

Remarque 3.3.20 .{ Dans les hypothµeses de ce th¶eorµeme, le fait queC v¶eri¯e la propri¶et¶e
(N ) est non seulement su±sant mais n¶ecessaire. En e®et, soitC=k une courbe alg¶ebrique
lisse telle que pour tout pr¶efaisceau homotopique,H 1(C; FNis) = 0 . Alors, si L=k est
une extension ¯nie, notant j : Spec (L ) ! Spec (k) le morphisme associ¶e, on peut consid-
¶erer le faisceau homotopiquej ¤j ¤Gm , oµu Gm est vu comme un faisceau surL k . Alors,
H 1(C; j ¤j ¤Gm ) = Pic ( C  k L), ce qui montre queC v¶eri¯e la propri¶et¶e (N ).
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3.3.2.3 D¶emonstration ¯nale

On arrive au but de cette sous-section :

Th¶eorµeme 3.3.21 Soit F un pr¶efaisceau homotopique, alorsFNis (consid¶er¶e comme pr¶e-
faisceau avec transfert), est invariant par homotopie.

Preuve : On fait cette d¶emonstration en trois ¶etapes :
1) Le faisceau Zariski FZar est un pr¶efaisceau homotopique.
Le point d¶elicat est de montrer que FZar est muni d'une structure de faisceau avec

transferts. Pour cela, on adopte la d¶emonstration de [FSV00c], proposition 4.22 et 4.25.
Elle consiste µa montrer que le pr¶efaisceau s¶epar¶e pour la topologie de Zariski

s(F )(X ) = F (X )=Ker

0

@F (X ) !
M

(Ui ) i rec. de X

F (Ui )

1

A

admet une structure de pr¶efaisceau avec transferts, en utilisant la proposition3.3.1(cf loc.
cit. , 4.22). On en d¶eduit qu'il existe une unique structure de pr¶efaisceau avec transferts
sur FZar telle que F ! FZar soit un morphisme de pr¶efaisceaux avec transferts (cfloc. cit. ,
4.25). Pour cela, on utilise µa nouveau3.3.1 mais aussi le r¶esultat suivant :

Pour tout sch¶ema semi-localW;

formellement lisse et essentiellement de type ¯ni surk; FZar (W) = F (W ):
(3.1)

2) On utilise le lemme suivant :

Lemme 3.3.22 (F d¶esigne toujours un pr¶efaisceau homotopique surk.)
On considµere la topologiet = Zar ou Nis sur L k . Si pour toute extension de type ¯ni

K=k et tout pr¶efaisceau homotopiqueG sur E , Gt (A1
K ) = G(A1

K ), alors Ft est invariant
par homotopie.

Preuve : Soit X un sch¶ema alg¶ebrique lisse. On doit montrer que l'application

Ft (X ) ! Ft (A1 £ X )

est bijective.
Or l'application Ft (A1 £ X ) ! Ft (X ) induite par la section nulle de A1

X en est une
r¶etraction. Il su±t donc de montrer que cette derniµere application est injective.

On peut supposer queX est connexe. SoitU un ouvert non vide de X . Alors, dans le
diagramme

Ft (A1 £ X ) //

²²

Ft (A1 £ U)

²²
Ft (X ) //Ft (U)

les °µeches horizontales sont injectives d'aprµes la proposition3.3.1.
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Consid¶erons maintenant la limite inductive de ces diagrammes lorsqueU parcourt
l'ensemble ordonn¶e des ouverts deX . Si x est le point g¶en¶erique deX , on obtient donc le
diagramme

Ft (A1 £ X ) //

²²

Ft (A1 £ X x )

²²
Ft (X ) //Ft (X x )

dans lequel les °µeches horizontales sont encore injectives (A1 £ X x et X x sont des pro-
objets). Soit K le corps des fonctions deX , qui est une extension s¶eparable dek. Notons
¿ : Spec (K ) ! Spec (k) le morphisme canonique. Puisque(X; x ) est tautologiquement
un modµele deK , on a un isomorphisme de pro-objets canonique(K ) ! X x . Or, d'aprµes
la proposition 3.3.1 (qui se g¶en¶eralise par les mêmes d¶emonstrations au cas oµut = Zar ,
compte tenu de l'¶etape pr¶ec¶edente), on a

(Ft )(K ) = ¿¤(Ft )(Spec (K )) = ( ¿̂¤F )t (Spec (K ))

(Ft )(A1 £ (K )) = ( ¿̂¤F )t (A1
K ):

Il su±t donc de montrer que le morphisme canonique(¿̂¤F )t (A1
K ) ! (¿̂¤F )t (Spec (K ))

est injectif, et on s'est donc ramen¶e µa l'hypothµese du lemme.

3) Le lemme pr¶ec¶edent, ainsi que le th¶eorµeme3.3.18appliqu¶e avect = Zar , montre que
FZar est invariant par homotopie.

Or par ailleurs, FZar est s¶epar¶e pour la topologie de Nisnevich. En e®et, soitX un
sch¶ema connexe dansL k , et (Wi ) i un recouvrement deX pour la topologie de Nisnevich,
obtenu par composition de recouvrements ¶el¶ementaires. On doit montrer que

FZar (X ) !
M

i

FZar (Wi )

est injectif. Soit a 2 FZar (X ) est tel que pour tout indice i , ajW i = 0 . A nouveau, il existe
un indice i tel que Wi est un ouvert non vide deX . Dµes lors, d'aprµes la proposition3.3.1
appliqu¶ee µa l'ouvert denseWi de X et µa t = Zar , on en d¶eduit quea = 0 .

Dµes lors, si on applique le th¶eorµeme3.3.18 au pr¶efaisceau homotopiqueFZar , avec
t = Nis , on en d¶eduit

FNis(C) = ( FZar )Nis(C) = ·H0
Nis(C; FZar ) = FZar (C) = F (C):

Dµes lors, le lemme de l'¶etape 2 appliqu¶e avect = Nis nous permet de conclure. ¤

Remarque 3.3.23 .{ Dans notre expos¶e, cette d¶emonstration est donc partiellement
incomplµete. Pr¶ecisons toutefois que l'assertion (3.1) r¶esulte de la proposition analogue de
1.3.24, oµu l'on remplace le singletonf xg par un nombre ¯ni de points de X , en utilisant
µa nouveau1.3.11 pour l'existence d'une compacti¯cation au voisinage de ce nombre ¯ni
de points.

Le th¶eorµeme pr¶ec¶edent implique donc les propri¶et¶es suivantes des faisceaux homo-
topiques :
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Corollaire 3.3.24 Le foncteur atr : P tr
k ! N tr

k laisse stable la propri¶et¶e d'invariance
par homotopie.

Il induit donc un foncteur aHtr : HP tr
k ! HN tr

k qui est adjoint µa gauche du foncteur
d'inclusion HN tr

k ,! HP tr
k . De plus, le diagramme suivant commute

HP tr
k

aHtr //

²²

HN tr
k

²²
P k

aNis //N k :

Corollaire 3.3.25 La cat¶egorie des faisceaux homotopiques est ab¶elienne et de
Grothendieck (cf d¶e¯nition C.1.4) et admet des sommes et produits in¯nis.

De plus, le foncteur d'inclusion HN tr
k ,! N tr

k est exact.

Preuve : En e®et, il r¶esulte du corollaire pr¶ec¶edent queaHtr est exact. Dµes lors, la
premiµere partie de la proposition r¶esulte des lemmes ¶el¶ementairesC.1.3 et C.1.7.

La deuxiµeme partie r¶esulte du fait que le noyau (resp. conoyau) d'un morphisme
u : F ! G de faisceaux avec transferts est invariant par homotopie dµes queF et G sont
invariants par homotopie. ¤

On obtient même la propri¶et¶e suivante qui ¶eclaire la d¶emonstration du th¶eorµeme3.3.21:

Corollaire 3.3.26 Soit F un pr¶efaisceau homotopique.
Alors, le morphisme canoniqueFZar ! FNis est un isomorphisme.

Preuve : D'aprµes ce qui pr¶ecµede, le faisceauFNis est un pr¶efaisceau homotopique. Dµes
lors, le corollaire r¶esulte de3.3.5 appliqu¶e au morphisme de pr¶efaisceaux homotopiques
F ! FNis et µa la topologiet = Zar . ¤

3.4 Modules homotopiques (avec transferts)

Dans cette partie, on revient au cas g¶en¶eral d'une base S r¶eguliµere, noeth¶eri-
enne et de dimension de Krull ¯nie, d¶e¯nie sur k.

Toutefois, certaines propositions n¶ecessitent l'hypothµese queS = Spec (k) ; on le pr¶e-
cisera alors.

3.4.1 Graduation inf¶erieure

D¶e¯nition 3.4.1 Soit F un pr¶efaisceau homotopique surS, on d¶e¯nit le pr¶efaisceau ho-
motopiqueF¡ 1 par la formule :

F¡ 1(X ) = coKer
¡
F (A1 £ X ) ! F (Gm £ X )

¢

pour X dans L S.
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On justi¯e cette d¶e¯nition puisque la cat¶egorie des pr¶efaisceaux avec transferts surS est
ab¶elienne, et que d'aprµes le lemme des cinq,F¡ 1 est de plus invariant par homotopie.

Par ailleurs, on obtient une r¶etraction

F (A1 £ X ) //

' ²²

F (Gm £ X )

s¤
1vvl l l l l l l l

F (X ):

Le morphismes1 est obtenu par l'immersion ferm¶eef 1g £ X ! Gm £ X . On dispose donc
de la suite exacte courte scind¶ee :

0 ! F (A1 £ X ) ! F (Gm £ X ) ! F¡ 1(X ) ! 0:

3.4.2 .{ On consid¶erera d¶esormais queF¡ 1(X ) ½ F (Gm £ X ) au moyen de la section
associ¶ee µa la r¶etraction plus haut. Par ailleurs, cette inclusion est naturelle enX puisqu'il
en est de même de la r¶etraction.

Lemme 3.4.3 Soit F un pr¶efaisceau homotopique dansHP tr
S .

Il existe un isomorphisme canonique, naturel enF ,

F¡ 1
»¡! HomP tr

S
(L S [Gm =f 1g] ; F ) ;

pour lequel on a not¶eLS [Gm =f 1g] le conoyau, dans la cat¶egorie des faisceaux avec trans-
ferts sur S, de l'immersion ferm¶ee f 1g ! Gm .

Preuve : Consid¶erant la r¶etraction canonique deF (A1 £ X ) ! F (Gm £ X ), on obtient
une suite exacte

0 ! F¡ 1(X ) ! F (Gm £ X ) ! F (X ) ! 0

dans laquelle le dernier morphisme correspond µa la sectionX ! Gm £ X; x 7! (x; 1).
Or, F (Gm £ X ) = Hom P tr

S
(L S [Gm ] ; F ) (X ). Il su±t maintenant d'appliquer le fait que

HomP tr
S

(:; F ) est exact µa gauche pour terminer la d¶emonstration. ¤

On en d¶eduit dµes lors le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.4 Si F est un faisceau homotopique surS, le pr¶efaisceau F¡ 1 est un
faisceau homotopique surS.

Par ailleurs, le foncteur (:)¡ 1 dispose d'une propri¶et¶e plus remarquable encore pour les
faisceaux homotopiques :

Proposition 3.4.5 (cas S = Spec (k)) Le foncteur

HN tr
k ! HN tr

k ; F 7! F¡ 1

est exact.
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Preuve : Soit donc
0 ! F ! G ! H ! 0

une suite exacte de faisceaux homotopiques ; montrons que la suite

0 ! F¡ 1 ! G¡ 1 ! H ¡ 1 ! 0

de faisceaux homotopiques est exacte. D'aprµes le lemme3.4.3, on sait d¶ejµa que ce foncteur
est exact µa gauche.

Puis, d'aprµes la proposition3.3.4, il su±t de montrer l'exactitude sur les ¯bres en un
point E=k dans Es

k .
Par d¶e¯nition, on a donc le diagramme suivant :

0
²²

0
²²

0
²²

0 //F (A1
E ) //

²²

G(A1
E ) //

²²

H (A1
E )

²²

//0

0 //F (Gm £ (E)) //

²²

G(Gm £ (E))
(¤) //

²²

H (Gm £ (E))

²²
0 //F¡ 1(E ) //

²²

G¡ 1(E ) //

²²

H ¡ 1(E )

²²
:0 0 0

Toutes les lignes de ce diagramme sont exactes carF ,G et H sont invariants par homotopie.
Il reste donc µa montrer que la °µeche(¤) est surjective. Or, on connait son conoyau qui
s'inscrit dans la suite exacte de cohomologie

0 ! F (Gm £ (E)) ! G(Gm £ (E)) ! H (Gm £ (E))

! H1(Gm £ (E); F ) ! :::

Par changement de base, il su±t maintenant d'appliquer le th¶eorµeme3.3.18pour conclure
que H1(Gm £ (E); F ) = 0 , et achever la d¶emonstration. ¤

D¶e¯nition 3.4.6 Soit F un faisceau homotopique surS.
On d¶e¯nit par r¶ecurrence le faisceau homotopiqueF¡ n , qui est l'application du foncteur

(:)¡ 1 n fois µa F .

Exemple 3.4.7 .{ Le cas desk-Extensions ¶etales :

Proposition 3.4.8 Soit X un sch¶ema alg¶ebrique ¶etale.

1. Le faisceau avec transfertsL[X ] est invariant par homotopie.

2. Pour tout entier n > 0, L[X ]¡ n = 0 .

Preuve : CommeX est somme directe de spectres de la formeSpec (E), oµu E=k est ¯nie
s¶eparable, on peut se restreindre au casX = Spec (E).

Dµes lors, siY est un sch¶ema alg¶ebrique lisse,

c (Y;Spec (E)) = Z¼0 (YE )
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oµu l'on a pos¶eYE = Y £ k Spec (E), et ¼0(:) est le foncteur des composantes connexes
(pour la topologie de Zariski).

Dµes lors, si Y est g¶eom¶etriquement connexe, il s'ensuit queL[Spec (E)] (Y ) = Z.
Comme A1

k est g¶eom¶etriquement connexe, le foncteurL[Spec (E)] est invariant par ho-
motopie.

Par ailleurs, commeGm est aussi g¶eom¶etriquement connexe, il s'ensuit par d¶e¯nition
que L[Spec (E)]¡ 1 = 0 . ¤

3.4.2 Sphµere de Tate

Lemme 3.4.9 Soit F un faisceau homotopique surS.
On a un isomorphisme canonique

F¡ 1 ' HomN tr
S

(h0LS [Gm =1] ; F ) :

Preuve : Compte tenu du lemme3.4.3, on regarde le morphisme d'adjonction canonique
LS [Gm =1] ! h0LS [Gm =1] qui r¶esulte du fait que h0 est adjoint µa gauche du foncteur
d'oubli.

Celui-ci induit un morphisme

HomN tr
S

(h0LS [Gm =1] ; F ) ! HomN tr
S

(L S [Gm =1] ; F ) :

Or, soit X un S-sch¶ema alg¶ebrique lisse, le morphisme induit sur les sections deX est
alors

HomN tr
S

¡
LS [X ]  tr h0LS [Gm =1] ; F

¢
! HomN tr

S

¡
LS [X ]  tr LS [Gm =1] ; F

¢
:

Comme ces deux derniers groupes sont isomorphes µa
HomN tr

k

¡
h0(L S [X ]  tr LS [Gm =1]); F

¢
d'aprµes le lemme3.1.10 (par des isomorphismes

compatibles au morphisme consid¶er¶e), on peut conclure. ¤

D¶e¯nition 3.4.10 On appelle sphµere de Tate (sur S) le faisceau homotopique
h0LS [Gm =1], que l'on note S1

t .
Par ailleurs, si n 2 N, on note Sn

t le faisceau homotopique(S1
t ) Htr ;n .

Dµes lors, le lemme pr¶ec¶edent se traduit par un isomorphisme canonique

F¡ 1 ' HomHN tr
S

¡
S1

t ; F
¢

que l'on peut d'ailleurs g¶en¶eraliser pout tout entiern ¸ 0 en un isomorphisme canonique

F¡ n ' HomHN tr
S

(Sn
t ; F ) :

Remarque 3.4.11 .{ Dans le cas oµu S = Spec (k), on peut de plus consid¶erer les
faisceaux Sn

t comme des points pour les faisceaux homotopiques, puisque le groupe
ab¶elien HomHN tr

k
(Sn

t ; F ) n'est autre que le groupeF¡ n (k), et constitue donc un fonc-
teur ¯bre (au sens de3.3.8) pour la cat¶egorie ab¶elienneHN tr

k (d'aprµes la proposition3.4.5).

Par ailleurs, les puissances de la sphµere de Tate admettent la pr¶esentation suivante :
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Proposition 3.4.12 Soient n 2 N et 1 · i · n deux entiers, et notons¶i : Gn¡ 1
m !

Gn
m l'immersion ferm¶ee donn¶ee sur les points rationnels par l'application(x1; :::; xn¡ 1) 7!

(x1; :::; 1; :::; xn ), oµu la coordonn¶ee1 est en i -µeme position.
Il existe une suite exacte courte canonique dansHN tr

S

nM

i =1

h0LS
£
Gn¡ 1

m

¤ P
i ¶i

¤¡¡¡! h0LS [Gn
m ] ¡! Sn

t ! 0:

Si n = 1 , le morphisme de gauche admet une r¶etraction, et on obtient donc une
d¶ecomposition canonique dansHN tr

S

h0LS [Gm ] ' ZS © S1
t :

Preuve : On peut en e®et appliquer le lemme3.1.10, pour obtenir le calcul :

Sn
t = h0LS [Gm =1]  Htr :::  Htr h0LS [Gm =1]

' h0
¡
LS [Gm =1]  tr :::  tr LS [Gm =1]

¢
:

Or, par exactitude µa droite du foncteur produit tensoriel, le faisceau avec transferts qui
apparâ³t est simplement le faisceau avec transfert obtenu comme conoyau du morphisme

nM

i =1

LS
£
Gn¡ 1

m

¤ P
i ¶i

¤¡¡¡! LS [Gn
m ] :

Commeh0 est exact µa droite (puisqu'adjoint µa gauche), on en d¶eduit la suite exacte courte

nM

i =1

h0LS
£
Gn¡ 1

m

¤ P
i ¶i

¤¡¡¡! h0LS [Gn
m ] ¡! Sn

t ! 0:

En¯n, pour le cas n = 1 , la r¶etraction est donn¶ee par le morphisme de projection
Gm ! Spec (k). ¤

La proposition suivante est un calcul dû µa V. Voevodsky (cf [FSV00b], 3.4.2) dont la
g¶en¶eralisation au cas d'une base d'¶egale caract¶eristique ne pose pas de problµeme :

Proposition 3.4.13 Soit X un S-sch¶ema alg¶ebrique lisse, alors le morphisme compos¶e
suivant

O£
X = Gm (X ) ¡¡! cS (X; Gm ) ! ¼S (X; Gm ) = h0LS [Gm ] (X ) ! S1

t (X )

est un isomorphisme (¡ est l'application graphe, et les autres morphismes sont les ¶epimor-
phismes canoniques).

Preuve : Consid¶erons, d'aprµes la proposition3.4.12, la suite exacte courte deHN tr
k :

0 ! h0LS [f 1g] i ¤¡! h0LS [Gm ] ! S1
t ! 0

oµu i est l'immersion ferm¶ee canonique.
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Mais par ailleurs, on peut consid¶erer le triangle commutatif suivant dansHN tr
S

h0LS [f 1g]
i ¤ //h0LS [Gm ]

j ¤
vvmmmm

mm

h0LS
£
A1

k

¤
p¤

OO

oµu j : Gm ! A1
k est l'immersion ouverte canonique etp : A1

k ! Spec (k) la projection.
Comme le morphisme induit p¤ est un isomorphisme, on obtient encore une suite exacte
courte

0 ! S1
t ! h0LS [Gm ]

j ¤¡! h0LS
£
A1

k

¤
! 0

puisque s¤ ± j ¤ est une r¶etraction dei ¤.
Or, soit X un S-sch¶ema alg¶ebrique lisse ; le th¶eorµeme1.3.18donne le carr¶e commutatif

suivant :

¼S (X; Gm;S )
j ¤ jX //

»
²²

¼S
¡
X; A1

S

¢

»
²²

Pic
¡
P1

X ; X 1 t X 1
¢ r 1 //Pic

¡
P1

X ; X 1
¢

:

Pour calculer le morphismej ¤jX , on est donc ramen¶e µa calculer le morphisme de restric-
tion r1 (qui µa une trivialisation sur X 1 t X 1 associe sa restriction µaX 1 ). Consid¶erons
donc la suite exacte longue associ¶ee au groupe de Picard relatif :

Gm (P1
X ) //

²²

Gm (X 1 t X 1 )
(1)//

²²

Pic
¡
P1

X ; X 1 t X 1
¢

//

²²

Pic(P1
X ) //

²²

Pic(X 1 t X 1 )

²²
Gm (P1

X ) //Gm (X 1 ) //Pic
¡
P1

X ; X 1
¢

//Pic(P1
X ) //Pic(X 1 ):

Ce diagramme de suite exacte nous permet donc de conclure que le noyau dej ¤jX
s'identi¯e avec le noyau du morphisme de projectionGm (X 1) © Gm (X 1 ) ! Gm (X 1 ).

Par ailleurs, puisque la °µeche (1) est induite par le graphe, la forme pr¶ecise de
l'isomorphisme en d¶ecoule. ¤

Remarque 3.4.14 .{ Ainsi, on obtient un isomorphisme de faisceaux dansN k

Gm (:) ! S1
t :

Ceci munit donc canoniquement le faisceauGm (:) d'une structure de faisceau avec trans-
ferts. Or cette structure est particuliµerement simple. En e®et, siX et Y sont des sch¶emas
alg¶ebriques lisses connexes, etZ ½ X £ k Y un sous-sch¶ema ferm¶e intµegre dont la projec-
tion sur X est ¯ni surjective, on peut consid¶erer le morphismeZ ¤ d¶e¯ni par le diagramme
suivant

OY (Y )£ //

Z ¤ ''OOO
OOO

O OZ (Z )£ �• //

²²Â
Â · (Z )£

N · ( Z ) =· ( X )²²
OX (X )£ �• //· (X )£ ;

oµu N · (Z )=· (X ) d¶esigne la norme de l'extension ¯nie correspondante. La °µeche pointill¶ee
est d¶e¯nie car Y est normal, ce qui implique que l'anneauOX (X ) est int¶egralement clos.
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Ce proc¶ed¶e munit donc le faisceauGm (:) de transferts. On peut v¶eri¯er que
l'isomorphisme de la proposition pr¶ec¶edenteGm (:) ! S1

t est alors un morphisme de
faisceaux avec transferts, pour la structure que l'on vient de d¶e¯nir surGm (:).

Remarque 3.4.15 .{ On obtient en particulier l'isomorphisme

k£ = Gm (k) ' (c (k; Gm ) =c (k; f 1g))=» h

oµu » h est la relation d'homotopie.
Soit  une clôture alg¶ebrique dek. Alors, c (k; Gm ) est en bijection avec les points

ferm¶es deGm , autrement dit, avec les ¶el¶ements alg¶ebriques surk dans  .
Le morphisme Gm (k) ! c (k; Gm ) consiste donc uniquement µa voir un ¶el¶ement dek£

comme un point ferm¶e (rationnel) deGm .
Par ailleurs, soient x un ¶el¶ement de alg¶ebrique surk, et Qx son polynôme minimal.

Alors,
f xg » h f Qx (0)g:

Par ailleurs, si x et y sont dansk£ n f 1g, on a encore

f xg + f yg » h f x:yg:

On a donc montr¶e d'une deuxiµeme fa»con que la °µecheGm (k) ! c (k; Gm ) induit un
morphisme de groupes surjectifGm (k) ! h0(L S [Gm =f 1g])(k).

On en d¶eduit une d¶etermination explicite des gradu¶es inf¶erieurs de la sphµere de Tate :

Corollaire 3.4.16 Pour tout entier n > 0,

(S1
t )¡ n =

½
ZS si n = 1
0 sinon

La notation ZS d¶esigne le faisceau Zariski constant surL S de valeurZ.

Preuve : Par d¶e¯nition, et d'aprµes la proposition 3.4.13, on dispose de la suite exacte
courte :

0 ! Gm (A1 £ X )
j ¤

¡! Gm (Gm £ X ) ! (S1
t )¡ 1(X ) ! 0:

Or, si X est connexe,Gm (Gm £ X ) = Gm (X ) © Z, et le morphisme j ¤ correspond µa
l'inclusion de Gm (X ) dans le groupe pr¶ec¶edent. Donc dans ce cas,(S1

t )¡ 1(X ) = Z. Le
r¶esultat pour n = 1 en d¶ecoule puisqueS1

t est additif en tant que faisceau.
Par ailleurs, la même suite exacte montre que les gradu¶es inf¶erieurs du faisceau

constant ZS sont nuls, d'oµu les autres cas. ¤

3.4.3 S1
t -modules

On note Z ¡ HN tr
S la cat¶egorie des objetsZ-gradu¶es de la cat¶egorieHN tr

S , munie de sa
structure monoÄ³dale sym¶etrique canonique (cfC.5.3). Par ailleurs, pour des raisons qui
apparâ³tront plus tard (cf 9.1.7), si F¤ est un faisceau homotopique gradu¶e, on noteF¤f ng
le faisceau gradu¶e obtenu par d¶ecalage deF¤ de n rangs µa gauche.

On adopte tout d'abord les notations suivantes :
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D¶e¯nition 3.4.17 Si F est un faisceau homotopique surS, on note § 1 F le faisceau
gradu¶e

(§ 1 F )n =
½

0 si n< 0
Sn

t  Htr F sinon.

Lorsque F = ZS, on poseS¤
t = § 1 ZS.

Cela d¶e¯nit un foncteur § 1 : HN tr
S ! Z ¡ HN tr

S .

Ainsi, pour tout faisceau homotopiqueF , on a l'¶egalit¶e

S¤
t ̂ F = § 1 (F ):

3.4.18 .{ Consid¶erons le morphisme gradu¶e¹ : S¤
t ̂ S¤

t ! S¤
t qui en degr¶en est ¶egal µa

la somme des isomorphismesSp
t  Htr Sq

t ! Sn
t pour n = p + q. Ce morphisme munit

l'objet S¤
t d'une structure d'algµebre dans la cat¶egorie additive monoÄ³daleZ ¡ HN tr

S , oµu le
morphisme unit¶e est le morphisme canoniqueZS ! S¤

t .

Proposition 3.4.19 L'algµebre gradu¶eeS¤
t de HN tr

S est anti-commutative (cf d¶e¯nition
C.5.4).

Preuve : Soit ² l'endomorphisme <inverse> du sch¶ema en groupe deGm .
Alors, la permutation des facteurs surG2

m est ¶egale dans la cat¶egorie¼L cor;k au mor-
phisme 1 £ k ² (appliquer la m¶ethode du d¶ebut de la d¶emonstration5.5.10pour produire
une homotopie).

Or, ² induit un morphisme canonique sur S1
t que l'on note encore². Dµes lors, la

permutation des facteurs sur S2
t est aussi ¶egale au morphisme1  Htr ². Or, µa travers

l'isomorphisme de3.4.16
HomHN tr

S

¡
S1

t ; S1
t

¢
' Z;

et le morphisme² est envoy¶e sur¡ 1, ce qui permet de conclure. ¤

D¶e¯nition 3.4.20 On appelleS1
t -module surS tout S¤

t -module gradu¶e µa gauche deHN tr
S

(cf d¶e¯nition C.4.7). On note S1
t ¡ HN tr

S la cat¶egorie desS1
t -modules.

L'algµebre S¤
t est l'algµebre gradu¶ee engendr¶ee parS1

t en degr¶e1. Ainsi, la donn¶ee d'un
S1

t -module est ¶equivalente µa la donn¶ee d'un faisceau homotopique gradu¶eF¤ muni d'un
morphisme gradu¶e de degr¶e1 :

¿ : S1
t  Htr F¤ ! F¤

Pour cette raison, lorsqu'on consid¶erera unS1
t -module, on utilisera la notation abr¶eg¶ee

(F¤; ¿) oµu ¿ d¶esigne le morphismeS1
t  Htr F¤ ! F¤.

D'aprµes le lemmeC.5.6, le faisceau homotopique gradu¶eS¤
t ̂ F = § 1 F est muni

d'une structure canonique deS1
t -module, et le foncteur§ 1 : HN tr

S ! S1
t ¡ HN tr

S qui en
r¶esulte est adjoint µa gauche du foncteur d'oubli.

3.4.21 .{ Soit (F¤; ¿) un S1
t -module. On pose

( F¤) = Hom HN tr
S

¡
S1

t ; F¤
¢

f 1g:
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Par adjonction, le morphisme ¿ correspond µa un morphisme gradu¶e (de degr¶e0)

² : F¤ ! ( F¤):

Puisque S¤
t est une algµebre gradu¶ee anti-commutative,F¤ est muni d'une structure de

S¤
t -module µa droite canonique, telle queF¤ est un (S¤

t ; S¤
t )-bimodule (cf C.5.7). Ainsi, on

en d¶eduit une structure de S¤
t -module µa droite sur  F¤ telle que l'application ci-dessus

soit un morphisme de module µa droite. A cette structure correspond une unique structure
de S¤

t -module µa gauche ; donc( F¤) est canoniquement unS1
t -module, et le morphisme

ci-dessus est un morphisme deS1
t -module.

La cat¶egorieZ ¡ HN tr
S admet des conoyaux (car le conoyau d'un faisceau est un fais-

ceau) ; elle est de plus ab¶elienne lorsqueS = Spec (k) d'aprµes3.3.25. Ainsi les propositions
C.5.8 et C.5.9 se reformulent dans notre cas en la proposition :

Proposition 3.4.22 La cat¶egorie S1
t ¡ HN tr

S est munie d'une structure monoÄ³dale
sym¶etrique canonique.

De plus, la cat¶egorieS1
t ¡ HN tr

k est ab¶elienne et sa structure monoÄ³dale est ferm¶ee.

Ajoutons que la cat¶egorieS1
t ¡ HN tr

k admet toutes les limites inductives et toutes les
limites projectives.

3.4.4 D¶e¯nition ¯nale

D¶e¯nition 3.4.23 Soit (F¤; ¿) un S1
t -module.

On dit que (F¤; ¿) est un module homotopique avec transferts surS si et seulement
si 8n 2 Z, le morphisme ²n : Fn ! HomN tr

S

¡
S1

t ; Fn+1
¢

obtenu par adjonction µa partir de
¿n est un isomorphisme.

On notera de fa»con abr¶eg¶e(F¤; ²) un tel module, ² d¶esignant la famille d'isomorphismes
de d¶e¯nition (²n )n2 Z .

On note en¯n HM tr
S la sous-cat¶egorie desS1

t -modules surS form¶ee des modules ho-
motopiques avec transferts.

Autrement dit, (F¤; ²) est un module homotopique si et seulement si le morphisme
² : F¤ !  F¤ est un isomorphisme.

Remarque 3.4.24 .{ Ces objets sont l'analogue des -spectres de la topologie alg¶ebrique,
consid¶erant queS1

t est la sphµere dans notre situation.

Convention 3.4.25 .{ Conform¶ements µa la convention 3.1.3 , on abr¶egera la ter-
minologie <module homotopique avec transferts > en <module homotopique >.

Remarque 3.4.26 .{ On fera attention qu'il s'agit lµa d'un abus, les modules homo-
topiques d¶e¯nis dans [Mor], d¶ef. 3.2.1 ¶etant plus g¶en¶eraux. Dans le cas oµuS est le spectre
d'un corps parfait, on conjecture suivant F.Morel que les modules homotopiques avec
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transferts d¶e¯nis ci-dessus sont ¶equivalents aux modules homotopiques orient¶es deloc.cit.

3.4.27 .{ Soit (F¤; ²) un module homotopique. On d¶e¯nit par r¶ecurrence sur l'entierp > 0
le morphisme

²n;p : Fn ! (Fn+ p)¡ p

en posant, ²n;1 = ²n , et ²n;p ¶egal µa

Fn
²n;p ¡ 1
¡¡¡¡! (Fn+ p¡ 1)¡ (p¡ 1)

(²n + p¡ 1;1 ) ¡ ( p¡ 1)
¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡! ((Fn+ p)¡ 1)¡ (p¡ 1)

»¡! (Fn+ p)¡ p:

3.4.4.1 Le cas oµu la base est un corps

On a d¶ejµa vu pr¶ec¶edemment que dans ce cas, la cat¶egorieS1
t ¡ HN tr

k est ab¶elienne,
monoÄ³dale sym¶etrique et ferm¶ee. De plus, elle admet toutes les limites inductives et toutes
les limites projectives. On en d¶eduit tout d'abord, µa l'aide de l'exactitude du foncteur?¡ 1

(cf 3.4.5), la proposition suivante :

Proposition 3.4.28 La cat¶egorie HM tr
k est ab¶elienne, et admet des sommes et produits

quelconques. De plus, les limites inductives ¯ltrantes y sont exactes.

Remarque 3.4.29 .{ Autrement dit, la cat¶egorie HM tr
k est non seulement ab¶elienne,

mais v¶eri¯e l'axiome AB5 de [Gro57]. Nous verrons plus tard qu'elle est même de
Grothendieck (cf d¶e¯nition C.1.4).

Par ailleurs, l'exactitude du foncteur ?¡ 1 permet encore de d¶eduire facilement le lemme
suivant :

Lemme 3.4.30 Le foncteur d¶e¯ni dans 3.4.21

 : S1
t ¡ HN tr

k ! S1
t ¡ HN tr

k

est exact.

On en d¶eduit imm¶ediatement la construction :

Proposition 3.4.31 Soit F¤ un S1
t -module.

Pour tout entier naturel n, on note  nF¤ l'application it¶er¶ee n fois de  µa F¤. On
considµere alors la limite inductive ¯ltrante dans S1

t ¡ HN tr
k

 1 F¤ = lim¡!
n2 N

 nF¤:

Alors,  1 F¤ est un module homotopique.

Preuve : En e®et, cela r¶esulte du fait que 1 '  1  , d'aprµes le lemme pr¶ec¶edent.¤

On utilisera plus tard ce foncteur pour montrer que la cat¶egorie des modules
homotopiques est monoÄ³dale sym¶etrique et ferm¶ee. La raison pour remettre µa plus
tard cette a±rmation est que nous aurons besoin d'un th¶eorµeme de Voevodsky ; or,
l'esprit de ces premiers chapitres est d'exposer la th¶eorie en minimisant les r¶esultats admis.
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Remarque 3.4.32 .{ Ces notations sont particuliµerement inspir¶ees de la th¶eorie homo-
topique stable en topologie alg¶ebrique. Comme on l'a d¶ejµa remarqu¶e lesS1

t -modules cor-
respondent aux spectres de la topologie alg¶ebrique, et les modules homotopiques aux
 -spectres. Le foncteur 1 correspond au spectre des lacets in¯nis.

L'analogue de la cat¶egorie homotopique des espaces topologiques est alors la cat¶egorie
des modules homotopiques. La di®¶erence avec la topologie alg¶ebrique tient au fait que l'on
considµere des spectres directement dans la cat¶egorie homotopique, alors qu'en topologie, on
considµere des spectres dans la cat¶egorie des espaces topologiques, que l'on localise ensuite
µa <homotopie stable prµes>.

On remarque que la sphµereS0 de la topologie alg¶ebrique est, µa homotopie prµes, anti-
commutative comme la sphµereS¤

t que l'on a consid¶er¶e ici. Le fait que le spectre des sphµeres
S0 ne soit pas commutatif sans passer µa la cat¶egorie homotopique force les topologues µa
utiliser (par exemple) les spectres sym¶etriques pour d¶e¯nir un produit tensoriel sym¶etrique
sur les spectres.

On verra plus loin que nous n'avons pas besoin de ces consid¶erations, car le produit
tensoriel desS1

t -modules su±t.



92 CHAPTER 3. FAISCEAUX HOMOTOPIQUES (AVEC TRANSFERTS)



Chapter 4

Modules de cycles

Dans tout ce chapitre, on adopte les conventions suivantes :

1. k d¶esigne un corps quelconque.

2. S est un k-sch¶ema essentiellement de type ¯ni.

3. En l'absence de pr¶ecisions, les sch¶emas consid¶er¶es sont des S-sch¶emas
essentiellement de type ¯ni.

En tout ¶etat de cause, suivant la convention g¶en¶erale de cette thµese, tous les sch¶emas
de ce chapitre sont munis d'une structure dek-sch¶ema. Pour dire que le sch¶emaX n'est
pas n¶ecessairement muni d'une structure deS-sch¶ema, on pr¶ecisera<soit X un k-sch¶ema>.

4.1 Rappels

4.1.1 Pr¶e-modules et modules de cycles

On rappelle les d¶e¯nitions suivantes introduites dans2.1.3.4:

D¶e¯nition 4.1.1 On note ES la cat¶egorie des morphismes essentiellement de type ¯ni
Spec (E) ! S oµu E est un corps, avec pour morphismes les triangles commutatifs ¶evidents.
On appelle de tels morphismes simplement despoints de S.

Par ailleurs, si E=S est un tel point, et v une valuation sur E , on dit que v est une
valuation g¶eom¶etrique deE=S si et seulement si le morphisme canoniqueSpec (E) ! S
se factorise en unk-morphisme Spec (Ov) ! S essentiellement de type ¯ni.

En¯n on appellera simplement traits de S les morphismesSpec (Ov) ! S, et on les
notera de fa»con abr¶eg¶eeOv=S.

Remarque 4.1.2 .{ Compte tenu des conventions de ce chapitre, un point deS est donc
un sch¶ema intµegre dont l'ensemble sous-jacent est un singleton ; un trait deS (ou sur S)
est un sch¶ema r¶egulier dont l'espace topologique sous-jacent est form¶e de deux points, l'un
ferm¶e et l'autre ouvert.

Ainsi, dans ce chapitre, on ne se restreint plus aux points qui sont essentiellement
lisses surS (cf 2.1.3.4). Pour cette raison, l'hypothµese quek est parfait est inutile, et l'on
peut même e®ectuer la plupart des constructions dans le cas oµu la base estS.

93
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Remarque 4.1.3 .{ Si v est une valuation g¶eom¶etrique sur un pointE=S, Spec (Ov) est
essentiellement de type ¯ni surS, donc sur k. Dµes lors, cette valuation est n¶ecessairement
discrµete, puisqueOv est alors noeth¶erien.

Dans cette section, on rappelle pour la commodit¶e du lecteur la th¶eorie des modules
de cycles dues µa M. Rost, telle qu'elle est expos¶ee dans [Ros96]. On a reproduit ci-dessous
exactement les d¶e¯nitions des paragraphes 1 et 2 :

D¶e¯nition 4.1.4 Un pr¶e-module de cyclesM sur S est la donn¶ee :

D1: Pour tout morphisme ' : E ! L de ES, d'un morphisme ' ¤ : M (E) ! M (L) de
degr¶e0, parfois not¶e rL=E et appel¶e restriction.

D2: Pour tout morphisme ¯ni ' : E ! L dans ES, d'un morphisme ' ¤ : M (L) ! M (E)
de degr¶e0, parfois not¶e cL=E et appel¶e corestriction.

D3: Pour tout point E=S, d'une action gradu¶ee deK M
¤ (E ) sur le groupe gradu¶eM (E).

D4: Pour tout point E=S et pour toute valuation g¶eom¶etriquev de E=S, d'un morphisme
@v : M (E) ! M (· (v)) de degr¶e¡ 1, appel¶e r¶esidu.

Cette donn¶ee doit satisfaire de plus les conditions suivantes, dans lesquelles toutes les
°µeches qui apparaissent sont des morphismes deES :

R1a: Pour Ã : K ! E et ' : E ! L , (' ±Ã)¤ = ' ¤ ±Ã¤.

R1b: Pour ' : K ! E , Ã : E ! L , (Ã ± ' )¤ = ' ¤ ±Ã¤.

R1c: Pour ' : E ! K ¯ni et Ã : L ! K , notant E  K L (0) les id¶eaux maximaux de lak-
algµebre artinienneE  K L, et pour z un tel id¶eal, ' z : L ! E  K L=z (respectivement
Ãz) le morphisme induit, on a

Ã¤' ¤ =
X

z2 E  K L (0)

lg
¡
E  K L z

¢
:(' z)¤(Ãz)¤

R2: Pour ' : E ! K , x 2 K M
¤ (E ), y 2 K M

¤ (K ), ½2 M (E) et ¹ 2 M (K ), on a

R2a: ' ¤(x:½) = ' ¤(x):' ¤(½),

R2b: si ' est ¯ni, ' ¤(' ¤(x):¹ ) = x:' ¤(¹ ),

R2c: si ' est ¯ni, ' ¤(y:' ¤(½)) = ' ¤(y):½.

R3a: Soient ' : E ! K , et v une valuation g¶eom¶etrique deK=S. Si v induit une valuation
w non triviale sur E d'indice de rami¯cation e, notant ¹' : · (w) ! · (v) le morphisme
induit, alors

@v ± ' ¤ = e:¹' ¤ ±@w :

R3b: Soient ' : E ! K un morphisme ¯ni et v une valuation g¶eom¶etrique deE=S. Pour
toute extensionw de v µa E (¶eventuellement rami¯¶ee), on note ' w : · (v) ! · (w) le
morphisme induit. Alors,

@v ± ' ¤ =
X

wjv

' ¤
w ±@w :
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R3c: Soit ' : E ! K un morphisme, et v une valuation g¶eom¶etrique deK=S qui soit
triviale sur E . Alors

@v ± ' ¤ = 0 :

R3d: Soient ' et v comme dansR3c, et ' : E ! · (v) le morphisme induit. Alors, pour
toute uniformisante ¼de v, et tout ½2 M (E), on a

@v
¡
f¡ ¼g:' ¤(½)

¢
= ¹' ¤(½):

R3e: Pour toute valuation g¶eom¶etriquev de F=S, pour toute unit¶e u de v et tout ½2
M (F ), on a

@v
¡
f ug:½

¢
= ¡f ¹ug:½ :

En¯n, un morphisme M ! N de pr¶e-modules de cycles surS est la donn¶ee pour tout
point E=S d'un morphisme M (E) ! N (E) qui soit compatible aux donn¶eesD1 µa D4.

Remarque 4.1.5 .{ Si M est un pr¶e-module de cycles surS, on posera encore

s¼
v (½) = @v(f¡ ¼g:½)

pour F=S un point, v une valuation g¶eom¶etrique deF=S, ¼ une uniformisante de v et
½2 M (F ). Rappelons que R3e entrâ³ne alors la rµegle suppl¶ementaire

R3f: : Pour toute valuation g¶eom¶etrique v sur F , pour tout x dans K M
n (F ), pour

toute uniformisante ¼de v et pour tout ½2 M (F ), on a

@v
¡
x:½

¢
= @v(x):s¼

v (½) + ( ¡ 1)ns¼
v (x):@v(½) + f¡ 1g:@v(x):@v(½);

s¼
v (x:½) = s¼

v (x):s¼
v (½):

On se refµere µaloc.cit. , paragraphe 1, pour d'autres compl¶ements sur les axiomes des
pr¶e-modules de cycles.

La d¶e¯nition suivante introduit les notations de loc.cit. , paragraphe 2 :

D¶e¯nition 4.1.6 Soient M un pr¶e-module de cycles surS, et X un sch¶ema.

1. Pour tout point x de X , on poseM (x) = M (· (x)) .

2. SupposonsX normal. Soit ´ son point g¶en¶erique etz un point de codimension1.
Alors z correspond µa une valuation discrµetevz sur le corps des fonctions deX , ¶egal
µa · (´ ). D'aprµes l'axiome D4, on d¶e¯nit donc

@X
z = @vz : M (´ ) ! M (z):

3. Soient x et y des points deX . On note Z l'adh¶erence r¶eduite dex dans X . On note
~Z le normalis¶e deZ ; le morphisme canoniquef : ~Z ! Z est ¯ni.

Supposons quey 2 Z (1) , et notons ~Zy la ¯bre de f au-dessus dey. Alors, tout point
z 2 ~Zy est de codimension1 dans ~Z . Pour un tel point z, on note ' z : · (y) ! · (z)
le morphisme induit par f sur les corps r¶esiduels ; c'est un morphisme ¯ni.



96 CHAPTER 4. MODULES DE CYCLES

On pose alors :

@x
y =

8
<

:

P

z2 ~Zy

' ¤
z ±@~Z

z si y 2 Z (1)

0 sinon

9
=

;
: M (x) ! M (y):

Finalement, on arrive µa la d¶e¯nition (2.1) de loc.cit. :

D¶e¯nition 4.1.7 Soit M un pr¶e-module de cycles surS. On dit que M est un module
de cycles si et seulement si les conditions suivantes sont v¶eri¯¶ees :

(FD) Pour tout sch¶ema normalX de point g¶en¶eriqué , et pour tout ½2 M (´ ), l'ensemble
f x 2 X (1) j @´

x (½) 6= 0g est ¯ni.

(C) Pour tout sch¶ema X intµegre, local et de dimension2, dont on note ´ le point
g¶en¶erique etx0 le point ferm¶e, on a

X

x2 X (1)

@x
x0

±@́x = 0 :

On note M CyclS la cat¶egorie des modules de cycles surS, munie des morphismes de
pr¶e-modules de cycles.

Les axiomes ci-dessus permettent de d¶e¯nir le complexe de (co)cycles µa coe±cients
dans M :

D¶e¯nition 4.1.8 Soient M un module de cycles surS, et X un sch¶ema.
Pour tout entier naturel p, on pose :

Cp(X ; M ) =
M

x2 X ( p)

M (x):

Pour tout entier naturel p, on d¶e¯nit un morphisme

dp
X;M =

X

(x;y )2 X ( p) £ X ( p+1)

@x
y :

D'aprµes les axiomes des modules de cycles,C¤(X ; M ), muni de ces morphismes, est
un complexe. On d¶e¯nit lep-iµeme groupe de Chow µa coe±cients dansM , not¶e Ap(X ; M ),
comme lep-iµeme groupe de cohomologie du complexe de cocycles µa coe±cients dansM .

4.1.9 .{ Num¶erotations : Les groupes de Chow µa coe±cients ainsi obtenus sont de plus
bigradu¶es, comme le yoga des poids l'impose. On rappelle les num¶erotations suivantes
choisies par M. Rost et qui interviendront dans diverses situations :

Cp(X ; M ) =
M

x2 X ( p)

M (x)

Cp(X ; M; m ) =
M

x2 X ( p)

M m¡ p(x)

Cp(X ; M; m ) =
M

x2 X ( p)

M m+ p(x):
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On obtient donc un complexe homologiqueC¤(X ; M ), dont on note l'homologie
A¤(X ; M ). Les deux autres notations sont particuliµerement utiles lorsqu'on veut faire
intervenir des questions de poids. On fera attention que la convention adopt¶ee ne cor-
respond pas la convention de la cohomologie motivique, ni même µa la num¶erotation des
groupes de Chow sup¶erieurs de Bloch ! En e®et, pour un sch¶ema alg¶ebrique lisseX (sur
un corps parfait k), on dispose d'isomorphismes canoniques

Ap(X ; K M
¤ ; p) ' CH p(X; 0) ' H p(X ; Z(2p)) :

(le premier isomorphisme est ¶evident, et l'on se r¶efµere µa la partie suivante pour le deux-
iµeme).

On aura besoin dans la suite de la caract¶erisation suivante, due µa M. Rost (cfloc. cit.
, 2.3), des modules de cycles sur un corps parfait :

Th¶eorµeme 4.1.10 Supposons quek est parfait.
Soit M un pr¶e-module de cycles surk. Alors, M est un module de cycles si et seulement

si les conditions suivantes sont v¶eri¯¶ees pour toute extension de type ¯niE=k :

(FDL) Pour tout ½2 F (t), l'ensemble

f v valuation g¶eom¶etrique surF (t)=F j @v(½) 6= 0g

est ¯ni.

(WR) Soit @1 le r¶esidu associ¶e µa la valuation µa l'in¯ni deF (t), alors

@1
¡
A0(A1

F ; M )
¢

= 0 :

Remarque 4.1.11 .{ Il n'y a pas besoin du fait que C¤(X ; M ) soit un complexe pour
d¶e¯nir le groupe A0(X ; M ), puisqu'en e®et,

A0(X ; M ) = Ker( d0
X;M ):

La r¶ef¶erence pour ce th¶eorµeme est [Ros96] theorem 2.3.

4.1.2 Les quatre <basic maps > de Rost

On rappelle dans cette partie la fonctorialit¶e de base des groupes de Chow µa coe±cients,
et plus pr¶ecis¶ement du complexe des cycles µa coe±cients. La r¶ef¶erence est de nouveau
[Ros96], et plus pr¶ecis¶ement lesx3 et 4.

D¶e¯nition 4.1.12 Soit M un module de cycles surS.

1. Soit f : Y ! X un morphisme de sch¶emas plat de dimension relative contante.

Pour tout entier naturel p, on d¶e¯nit un morphisme de groupes ab¶eliens

f ¤ : Cp(X ; M; n ) ! Cp(X ; M; n )
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en posant pour toutx 2 X , y 2 Y ,

(f ¤)x
y =

½
lg(OZ;x ):r · (y)=· (x) si x = f (y)

0 sinon

oµu l'on a pos¶eZ = g¡ 1
³

f yg
´

munie de sa structure r¶eduite de sous-sch¶ema ferm¶e
de X .

2. Soit f : X ! Y un morphisme de sch¶emas essentiellement de type ¯ni. Pour tout
entier naturel p, on d¶e¯nit un morphisme

f ¤ : Cp(X ; M; n ) ! Cp(Y ; M; n )

en posant pour toutx 2 X , y 2 Y ,

(f ¤)x
y =

½
c· (x)=· (y) si f (x) = y; et · (x)=· (y) est ¯nie

0 sinon.

La proposition suivante est alors constitu¶ee par les deux premiers points de la propo-
sition 4.6 de loc.cit. :

Proposition 4.1.13 Soit M un module de cycles surS.
Si f : Y ! X est un morphisme plat,f ¤ est un morphisme de complexe.
Si g : Y ! X est un morphisme propre,g¤ est un morphisme de complexe.

Avec les hypothµeses de cette proposition, on notera encoref ¤ et resp. f ¤ les morphismes
induits sur les groupes de cohomologie :

f ¤ : Ap(X ; M; n ) ! Ap(Y ; M; n )

g¤ : Ap(Y ; M; n ) ! Ap(X ; M; n )

Remarque 4.1.14 .{ Cette proposition n'est pas une cons¶equence imm¶ediate des
axiomes, et c'est même, µa notre avis, un des points d¶elicats sur lesquels repose la th¶eorie
de M. Rost. Ainsi, dans le cas def ¤, il utilise la propri¶et¶e (RC) que v¶eri¯e les modules de
cycles. Cette derniµere d¶ecoule des axiomes (FD) et (H) des modules de cycles (cfloc.cit. ,
¶etape 3 de la d¶emonstration de (2.2) et (2.3) pour cette derniµere a±rmation). Rappelons
que la propri¶et¶e (RC) est une g¶en¶eralisation de la loi de r¶eciprocit¶e de Weil.

Une fonctorialit¶e plus particuliµere aux modules de cycles, et cruciale dans les construc-
tions qui vont suivre se trouve dans la d¶e¯nition :

D¶e¯nition 4.1.15 Soient M un module de cycles surS, et X un sch¶ema.

1. Soient a1; :::; ar 2 Gm (X ) des unit¶es surX . Pour tout entier naturel p, on d¶e¯nit
un morphisme

f a1; :::; ar g : Cp(X ; M; n ) ! Cp(X ; M; n ¡ r )

en posant pour toutx; y dans X

f a1; :::; ar gx
y (¾) =

½
f a1(x); :::; ar (x)g:¾ si x = y

0 sinon

oµu ai (x) d¶esigne la ¯bre deai au point x, et f a1(x); :::; ar (x)g est vu comme un
¶el¶ement deK M

n (· (x)) .
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2. Si Z est un ferm¶e deX , posant U = X ¡ Z , on d¶e¯nit un morphisme (pour la
r¶eunion X = U [ Z ),

@U
Z : Cp(U; M; n ) ! Cp+1 (Z ; M; n )

par la formule :
@U

Z = ¼Z ±dX ±¶U

oµu ¼Z : Cp+1 (X ; M; n ) ! Cp+1 (Z ; M; n ) d¶esigne la projection canonique,

¶U : Cp(U; M; n ) ! Cp(X ; M; n ) l'injection canonique.

Remarque 4.1.16 .{ Il est imm¶ediat, avec les notations de cette d¶e¯nition, que

f a1; :::; ang = f a1g ±::: ± fang:

Les deux derniers points de la proposition 4.6 deloc.cit. sont alors :

Proposition 4.1.17 Soient M un module de cycles surS, et X un sch¶ema.
Soit d¤

X la di®¶erentielle du complexeC¤(X ; M ).
On obtient les relations suivantes :

1. Si a 2 Gm (X ), f ag ±d¤
X = ¡ d¤

X ± fag.

2. Si Z est un ferm¶e deX , U son ouvert compl¶ementaire,@U
Z ±d¤

X = ¡ d¤
X ±@U

Z .

En cons¶equence, avec les notations de ces deux points, on d¶eduit des morphismes canon-
iques pour tout couple d'entiers(p; n) tels quep ¸ 0 :

f ag : Ap(X ; M; n ) ! Ap(X ; M; n + 1)

@U
Z : Ap(X ; M; n ) ! Ap+1 (X ; M; n ):

On peut d¶eduire entre autre de ces morphismes la formule de projection suivante :

Proposition 4.1.18 (Rost, 4.1) Soit

Y 0
q //

g
²²

X 0

f
²²

Y
p //X

un carr¶e cart¶esien tel quep est plat, et f est propre. Alors, p¤f ¤ = g¤q¤.

4.1.3 Compl¶ement : cat¶egorie enrichie des extensions

Dans cette sous-section, on montre comment, suivant [Ros96], 1.10, on peut enrichir la
cat¶egorieES a¯n d'obtenir une d¶e¯nition abstraite des modules de cycles. Dans notre cas,
enrichir signi¯e ajouter des morphismes en conservant les objets.

Cette cat¶egorie nous servira essentiellement comme d'un outil pratique pour formuler
les r¶esultats de la deuxiµeme partie.

4.1.19 .{ Dans ce num¶ero, on se donne un ensemble d'objetsO, et un ensemble de °µeches
F entre ces objets. Autrement dit, on se donne une application sources et une application
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but b de F dans O. On peut alors consid¶erer la cat¶egorie libre engendr¶ee parO et F ,
not¶eeL (F ) (les objets ¶etant sous-entendus) :

Elle a pour objets l'ensembleO. Si E et L sont des ¶el¶ements deO, un morphisme de
E dans L est form¶e par la donn¶ee

1. d'un entier n, positif si E = L et strictement positif sinon,

2. et d'un n-uplets (f n ; :::; f 1) 2 F n tel que

(a) Pour tout 1 · i < n , s(f i +1 ) = b(f i ),

(b) s(f n ) = L et b(f 1) = E .

La composition est simplement donn¶ee par la concat¶enation desn-uplets. On appellera
encore unn-uplet (f n ; ::::; f 1) v¶eri¯ant les conditions ci-dessus uncompos¶e formel.

Cela donne bien une cat¶egorie, l'¶el¶ement neutre deE ¶etant donn¶e par le 0-uplet
correspondant.

On consid¶erera plutôt la cat¶egorie libre additive ZL (F ) engendr¶ee parF , qui est
simplement la cat¶egorie additive engendr¶ee par la cat¶egorie pr¶ec¶edente.

Supposons que l'on se soit donn¶e un ensemble de morphismesR de la cat¶egorieZL (F ).
Alors, pour tous objets E et L dans O, on peut consid¶erer le sous-groupe, not¶eR(E; L ),
de HomZL (F ) (E; L ) engendr¶e par tous les morphismes de sourceE, de but L et de la
forme

h ± f ±h0

oµu f est un ¶el¶ement deR, et h, h0 des morphismes deZL (F ).
Dµes lors, on d¶e¯nit la cat¶egorieZL (F )=R ayant pour objets l'ensembleO, et pour

morphisme deE dans L le groupe ab¶elien

HomZL (F ) (E; L ) =R(E; L ):

Cette cat¶egorie est donc la cat¶egorie additive universelle qui contient les morphismesF
et qui satisfait les relations R.

4.1.20 .{ Muni de ce formalisme, on peut d¶e¯nir la cat¶egorie souhait¶ee. Les objets de la
cat¶egorieES ne forment pas un ensemble ; mais par contre, cette cat¶egorie est essentielle-
ment petite.

On d¶e¯nit alors O comme l'ensemble des couples(E; n) oµu

1. n est un entier relatif,

2. E est un point de S (plus pr¶ecis¶ement la classe d'isomorphisme d'un morphisme
Spec (E) ! S essentiellement de type ¯ni).

Par ailleurs, on d¶e¯nit l'ensemble de °µechesF form¶e des morphismes suivants :

D1: Pour tout S-morphisme E
'
¡! L , pour tout entier relatif n, un morphisme

' ¤ : (E; n) ! (L; n ):
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D2: Pour tout S-morphisme ¯ni E
'
¡! L , pour tout entier relatif n, un morphisme

' ¤ : (L; n ) ! (E; n):

D3: Pour tout morphisme essentiellement de type ¯niSpec (Ov) ! S oµuOv est un anneau
de valuation discrµete de corps des fractionsE, et de corps r¶esiduel· (v), pour tout
entier relatif n, un morphisme

@v : (E; n) ! (· (v); n ¡ 1)):

D4: Pour tout point E=S, pour tout symbole ¾2 K M
r (E ) oµu r est un entier naturel, et

pour tout entier relatif n, un morphisme

°¾ : (E; n) ! (E; n + r ):

En¯n, on d¶e¯nit l'ensemble suivant de relations de ZL (F ) qui est l'exacte transposition
de la d¶e¯nition des pr¶e-modules de cycles :

R1a: (' ±Ã)¤ = ' ¤ ±Ã¤

R1b: (Ã ± ' )¤ = ' ¤ ±Ã¤

R1c: Ã¤' ¤ =
P

z2 E  K L (0) lg
¡
E  K L z

¢
:(' z)¤(Ãz)¤

R2a: ' ¤ ±° x = ° ' ¤ (x) ± ' ¤

R2b: ' ¤ ±° ' ¤ (x) = ° x ± ' ¤

R2c: ' ¤ ±° y ± ' ¤ = ° ' ¤ (y)

R3a: @v ± ' ¤ = e:¹' ¤ ±@w

R3b: @v ± ' ¤ =
P

w=v ' ¤
w ±@w

R3c: @v ± ' ¤ = 0

R3d: @v ±° f¡ ¼g ± ' ¤ = ¹' ¤

R3e: @v ±° f ug = ¡ ° f ¹ug ±@v .

On renvoie µa la d¶e¯nition 4.1.4pour les hypothµeses de chacune de ces relations (il su±t
en fait que les termes de chacune de ces ¶egalit¶es soient d¶e¯nis).

D¶e¯nition 4.1.21 Avec les notations pr¶ec¶edentes, on d¶e¯nit la cat¶egorie enrichie des
points de S, not¶ee ~ES, ¶egale µa la cat¶egorie

ZL (F )=R:

On consid¶erera aussi la pr¶e-cat¶egorie enrichie des points deS, not¶ee ~E0
S, ¶egale µa

ZL (F ).
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Cette cat¶egorie est donc gradu¶ee, puisque tout objet porte par d¶e¯nition un degr¶e.
On notera encore(E; ¤) l'objet de ~ES ¶egal µa

M

n2 Z

(E; n):

Remarque 4.1.22 .{ La cat¶egorie introduite ci-dessus est pratiquement analogue µa la
cat¶egorie ~F (S) d¶e¯nie par M. Rost dans loc.cit. , (1.10). Plus pr¶ecis¶ement, la cat¶egorie
~F (S) d¶e¯nie par Rost est obtenue µa partir de ~ES en oubliant l'entier attach¶e µa un ob-

jet. Pour ce que l'on veut en faire, la cat¶egorie introduite ci-dessus s'avµerera plus pratique.

Grâce µa cette cat¶egorie, on peut donner la caract¶erisation abstraite suivante des pr¶e-
modules de cycles :

Lemme 4.1.23 La cat¶egorie des pr¶e-modules de cycles surS est ¶equivalente µa la cat¶egorie
des foncteurs additifs ~ES ! A b.

En¯n, le lemme suivant est une reformulation d'une partie de la remarque (1.10) de
[Ros96] :

Lemme 4.1.24 Le groupe de morphismes

Hom ~ES
((E; p); (L; q))

est form¶e des combinaisons lin¶eaires de morphismes de la forme

Ã¤ ±° x ± ' ¤ ± (@vr ± ::: ±@v1 ) ± ° y

oµu (r; m; n ) est un triplet d'entiers naturels non nuls tel quem + n ¡ r = q¡ p, et on s'est
donn¶e

1. Une suite de points deS, (E1; :::; Er +1 ) telle queE1 = E et pour tout 1 · i · r , une
valuation g¶eom¶etriquevi sur E i telle queE i +1 soit le corps r¶esiduel devi ,

2. desS-morphismes
Er +1

' ''OOO
L

Ã
zzt t t

K

tels que' est ¯ni,

3. des symbolesx 2 K M
n (L ) et y 2 K M

m (E ).

4.2 Th¶eorie de l'intersection

Dans cette section, on utilise le travail de M. Rost pour d¶e¯nir une th¶eorie de l'intersection
sur les groupes de Chow µa coe±cients. Ici, nous avons adopt¶e une fa»con l¶egµerement
di®¶erente de [Ros96] pour aborder ce problµeme, et nous apportons quelques compl¶ements
sur les d¶e¯nitions et propositions de cet article.
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La premiµere sous-section s'appuie essentiellement sur les r¶esultats deloc.cit. de même
que le d¶ebut de la sous-section suivante, concernant le morphisme de Gysin associ¶e µa une
immersion ferm¶ee r¶eguliµere.

La nouveaut¶e est que l'on a transpos¶e certaines m¶ethodes de [Ful98] (particuliµerement
x6.2) qui nous permettent de d¶e¯nir des morphismes de Gysinra±n¶es . Ceci nous
permet de d¶e¯nir un morphisme pullback pour les morphismes d'intersection complµete,
qui coÄ³ncide avec le morphisme d¶e¯ni par M. Rost pour les morphismes d'intersection
complµete qui sont µa valeurs dans un sch¶ema lisse (cf4.2.24 pour ce dernier point). Mais
surtout, cela nous permet de d¶emontrer une formule de projection (cf4.2.47). Par ailleurs,
on a d¶emontr¶e la fonctorialit¶e de ces morphismes pullback dans le cas oµu les sch¶emas sont
lissi¯ables (cf d¶e¯nition 4.2.17pour <lissi¯able> et la proposition 4.2.27).

4.2.1 .{ Dans cette section, on suit la convention de [Ros96] qui consiste µā xer un module
de cycles M sur S et µa noter

® : X ²¡! Y

tout morphisme de complexesC¤(X ; M ) ! C¤(Y ; M ), oµu X et Y sont des sch¶emas.
On ne pr¶ecisera pas les degr¶es de ces morphismes en g¶en¶eral, et on admettra aussi que

ces morphismes commutent au signe prµes avec les di®¶erentielles.
On adopte par contre une convention di®¶erente de [Ros96] qui consiste µa voir ces

morphismes µa quasi-isomorphisme prµes. Un morphisme® : X ²¡! Y peut donc être le
quasi-inverse d'un morphisme de complexes bien d¶e¯nit.

Remarque 4.2.2 .{ C'est un choix personnel : on perd en pr¶ecision, mais on gagne en
simplicit¶e. Pr¶ecisons en e®et que nous ne sommes int¶eress¶es que par la cohomologie des
complexes consid¶er¶es. On attire tout de même l'attention sur le fait que nos constructions
peuvent toujours être explicit¶ees dans la cat¶egorie des complexes, µa la maniµere deloc.cit.
(c'est-µa-dire que l'on peut d¶e¯nir les applications au niveau des cycles au moyen dechoix
que M. Rost appelle coordinations).

4.2.1 Sp¶ecialisation au cône normal

On s'appuie ici sur la d¶e¯nition de l'espace de d¶eformation deB.3. Rappelons qu'on
a d¶e¯ni, pour toute immersion ferm¶ee i : Y ! X , un espace de d¶eformation muni
d'immersions ferm¶eesCY X ! DY X et Gm £ X ! DY X . Dans la suite, on confon-
dra la source et l'image de ces deux immersions ferm¶ees. Ainsi, on aura

DY X = CY X t Gm £ X:

On rappelle tout d'abord la d¶e¯nition du morphisme de sp¶ecialisation du paragraphe
11 de [Ros96], qui est une extension du paragraphe 5.2 de [Ful98] au cas du module de
cyclesM :

D¶e¯nition 4.2.3 Soit i : Y ! X une immersion ferm¶ee. On appelle morphisme de
sp¶ecialisation au cône normal, not¶eJ (X; Y ), le morphisme compos¶e

X
¼¤

²¡! X £ Gm
f tg

²¡! X £ Gm
@

²¡! CY X
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oµu ¼: X £ Gm ! X est la projection, t est la fonction coordonn¶ee canonique surGm , et
@est le morphisme bord pour la r¶eunionDY X = CY X t Gm £ X . C'est un morphisme
de degr¶e0.

On notera souvent, comme dans [Ful98], ¾Y X ce morphisme de sp¶ecialisation.

La proposition suivante est le lemme 11.3 de [Ros96] :

Proposition 4.2.4 Consid¶erons un carr¶e cart¶esien

Y 0�• j //

g
²²

X 0

f²²
Y �• i //X

tel que i est une immersion ferm¶ee etf un morphisme plat.
On note Cf : CY 0X 0 ! CY X le morphisme canonique attach¶e µa ce carr¶e cart¶esien

(voir B.2.3). C'est un morphisme plat d'aprµesB.2.8.
Par ailleurs, le diagramme suivant est commutatif :

X ²
¾Y X //

²
f ¤

²²

CY X
²

Cf ¤

²²
X 0²

¾Y 0X 0
//CY 0X 0

Par contre, la fonctorialit¶e par rapport au morphisme image directe n'est pas ¶enonc¶ee
; on le fait maintenant :

Proposition 4.2.5 Consid¶erons un carr¶e cart¶esien

Y 0�• j //

g
²²

X 0

f²²
Y �• i //X

tel que i est une immersion ferm¶ee etf est propre. Alors, le diagramme suivant est
commutatif

X 0²
¾Y 0X 0

//
²

f ¤
²²

CY 0X 0
²

Cf ¤
²²

X ²
¾Y X //CY X;

dans lequelCf : CY 0X 0 ! CY X d¶esigne le morphisme propre induit par le carr¶e cart¶esien
de d¶epart.

Preuve : Rappelons la fonctorialit¶e du cône normal :

CY 0X 0 h //

''OOOOOOOO g¤(CY X )
g0

//

²²

CY X

²²
Y

g //X:
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Alors, h est une immersion ferm¶ee (d'aprµes le lemmeB.2.8 appliqu¶e µa notre carr¶e cart¶esien).
Par ailleurs, le carr¶e qui apparâ³t ¶etant cart¶esien,g0 est propre, doncCf = g0± h est un
morphisme propre.

On doit montrer que le diagramme suivant est commutatif :

X 0²
¼0¤

//
²

f ¤

²²

Gm £ X 0²
f tg //Gm £ X 0²

@0
//CY 0X 0

²
h¤²²

g¤(CY X )
²

g0
¤²²

X ²
¼¤

//Gm £ X ²
f tg //Gm £ X ²

@ //CY X;

dans lequel on a not¶e@(resp. @0) le morphisme bord pour DY X = CY X t Gm £ X (resp.
DY 0X = CY 0X t Gm £ X 0).

Or, on a aussi une fonctorialit¶e de l'espace de d¶eformation :

DY 0X 0 ~h //

''OOOOOOOOO DY X £ X X 0
~f //

²²

DY X

²²
A1

X 0
1£ f //A1

X

oµu le morphisme~h est une immersion ferm¶ee, et le morphisme~f est propre.
D'aprµes le num¶eroB.3 oµu l'on explicite cette fonctorialit¶e, on obtient le diagramme

commutatif

Gm £ X•_
²²

Gm £ X 0 1£ f //•_
²²

Gm £ X 0
•_

²²
DY 0X 0 ~h //DY X £ X X 0

~f //DY X

CY 0X 0 h //?�
OO

g¤(CY X )
g0

//
?�
OO

CY X;
?�

OO

dans lequel chaque carr¶e est cart¶esien.
On peut donc appliquer la proposition 4.4 de [Ros96] au morphisme propre ~f ± ~h ; on

en d¶eduit le diagramme commutatif :

Gm £ X 0
²

@0

²²

²
(1£ f )¤ //Gm £ X

²
@

²²
CY 0X 0²

(g0±h)¤ //CY X:

Or, les carr¶es suivants sont commutatifs :

X 0²
¼0¤

//
²

f ¤
²²

Gm £ X 0
²

(1£ f )¤
²²

Gm £ X 0²
f tg //

²
(1£ f )¤

²²

Gm £ X 0
²

(1£ f )¤
²²

X ²
¼¤

//Gm £ X Gm £ X ²
f tg //Gm £ X:

La commutativit¶e du carr¶e de droite est ¶evidente, alors que la commutativit¶e du carr¶e de
gauche r¶esulte de la formule de projection (cf [Ros96], proposition 4.1 (3)). ¤
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4.2.2 Morphismes de Gysin

4.2.2.1 Immersion ferm¶ee r¶eguliµere

Dans cette sous-section, on suit le traitement de [Ful98] de la th¶eorie de l'intersection, en
rappelant la d¶e¯nition du morphisme de Gysin qui intervient implicitement dans l'article
[Ros96].

Le lecteur constatera que l'on s'appuie beaucoup sur [Ros96] en esp¶erant que les
compl¶ements que l'on y apporte soient ¶eclairant.

On rappelle pour cela le corollaire de la proposition 8.6 deloc.cit. :

Proposition 4.2.6 (Rost) Soient E=X un ¯br¶e vectoriel sur X , et p : E ! X la pro-
jection canonique.

Alors, le morphisme p¤ : X ²¡! E est un isomorphisme.

Compte tenu de la convention qu'on a adopt¶e, ce corollaire nous su±t pour d¶e¯nir le
morphisme suivant (µa quasi-isomorphisme prµes) :

D¶e¯nition 4.2.7 Si i : Y ! X est une immersion r¶eguliµere, on d¶e¯nit le morphisme de
Gysin de i , not¶e i ¤, de degr¶e0, comme la compos¶ee :

X
¾Y X
²¡! NY X

(p¤ ) ¡ 1

²¡! Y

oµu p : NY X ! Y est le morphisme de projection canonique.

Remarque 4.2.8 .{ Intuitivement, ce morphisme de Gysin correspond µa l'intersection
avec le cycle deX induit par le sous-sch¶ema ferm¶eY d'un cycle quelconque deX (voir
aussi [Ful98], 8.1.1 pour une a±rmation plus pr¶ecise).

Proposition 4.2.9 Soient f : X ! Y un morphisme lisse, eti : Y ! X une section de
f . Alors, i est une immersion r¶eguliµere, et on a

i ¤ ± f ¤ = 1 Y :

Preuve : Le fait que i est r¶eguliµere est classique. Par ailleurs, le morphisme induit parf
sur les espaces de d¶eformation au cône normal

DY X
Df
¡¡! DY Y

est alors plat, puisquef est lisse.
On a donc un diagramme commutatif :

Gm £ X

1£ f
²²

//DY X

Df
²²

NY X

Nf
²²

oo

Gm £ Y //DY Y NY Yoo
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et on peut lui appliquer la proposition 4.4 de [Ros96]. Donc, dans le diagramme suivant,
le carr¶e (1) est commutatif :

Y ² //
²

f ¤

²²

¾Y Y

++
Gm £ Y ²

f tg //
²

1£ f ¤

²²

Gm £ Y ²
@

//
²

1£ f ¤

²²
(1)

NY Y
²

(Nf )¤

²²
X ² //

¾Y X

33Gm £ X ²
f tg //Gm £ X ²

@ //NY X:

Par ailleurs, les deux permiers carr¶es sont commutatifs (cfloc.cit. (4.1) pour le premier,
et (4.3) pour le deuxiµeme).

Dµes lors, consid¶erantp : NY X ! Y et q : NY Y ! Y les projection canoniques, on
peut encore transformer le diagramme pr¶ec¶edent en le diagramme commutatif :

Y
²

f ¤

²²

²
¾Y Y //NY Y

²

(Nf )¤

²²

(q¤ ) ¡ 1

**TTTTTTTTT

(2) Y

X ²
¾Y X

//NY X (p¤ ) ¡ 1

44jjjjjjjjj

oµu le triangle (2) est commutatif puisque le pullback par un morphisme plat est naturel .
Finalement, on s'est donc r¶eduit au cas trivial du morphisme identit¶e deY . Or,

l'axiome R3d des pr¶e-modules de cycles permet de montrer facilement que le morphisme
de Gysin (1Y )¤ est l'identit¶e sur les complexes de cycles, ce qui conclut. ¤

Corollaire 4.2.10 Soit E
p
¡! X un ¯br¶e vectoriel.

Alors, si s : X ! E est une section quelconque de ce ¯br¶e, le morphisme de Gysin de
s est ¶egal µa(p¤)¡ 1.

Remarque 4.2.11 .{ Ceci nous permet d'interpr¶eter l'op¶eration de pullback d¶e¯nie µa
travers la d¶eformation au cône normal. La recette est la suivante : pour intersecter un
cycle de X avec un sous-sch¶ema ferm¶eZ immerg¶e r¶eguliµerement dansX , on d¶eforme
d'abord l'immersion ferm¶ee deZ en la section nulle du ¯br¶e normal deZ dans X , et pour
cette derniµere section l'op¶eration d'intersection est triviale puisqu'il s'agit de la r¶eciproque
du pullback par la projection canonique.

On introduit maintenant une s¶erie de propositions qui se trouveront g¶en¶eralis¶ees par la
suite, mais qui nous servent de lemmes pour parvenir aux constructions ¯nales. Le lecteur
constatera que les preuves s'appuient encore ici sur [Ros96] :

Lemme 4.2.12 Soit

Y 0�• j //

g
²²

X 0

f²²
Y �• i //X

un carr¶e cart¶esien tel quei est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, etf un morphisme plat.
Alors, j est une immersion r¶eguliµere etj ¤f ¤ = g¤i ¤.
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Preuve : Pour la premiµere a±rmation, on se r¶efµere µa [EGA4], 19.1.5(ii).
On conclut dµes lors par application de la proposition 4.2.4 (et par naturalit¶e du

pullback plat pour les morphismes de projection des ¯br¶es normaux dei et j ). ¤

Les lemmes suivants sont des cas particuliers de la fonctorialit¶e g¶en¶erale de4.2.27. Ce
premier lemme est celui de [Ful98], prop. 6.5(a) (dans le cas particulier des immersions
r¶eguliµeres) :

Lemme 4.2.13 Soient Z i¡! Y une immersion r¶eguliµere de codimensiond, et p : Y ! X
un morphisme plat de dimension relativen.

Si pi est un morphisme plat de dimension relativen ¡ d, alors (pi)¤ = i ¤p¤.

Preuve : En e®et, les hypothµeses impliquent que l'on se trouve dans le cas du lemme
11.4 de [Ros96]. On en d¶eduit donc¾Z Y ±p¤ = q¤(pi)¤ oµu q : NZ Y ! Z est la projection
canonique. Ceci conclut. ¤

On continue d'¶egrainer des cas particuliers de4.2.27:

Lemme 4.2.14 Soient Z
j
¡! Y i¡! X des immersions ferm¶ees r¶eguliµeres. Alors,ij est

une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, et(ij )¤ = j ¤i ¤.

Preuve : D'aprµes le lemme4.2.12, on peut tout d'abord d¶eformer l'immersion j en
l'immersion k : NY X jZ ! NY X

X ²
i ¤

//
²

¾Y X ""E
EE

EE
EE Y ²

j ¤
//

²
»

²²

Z
²

»
²²

NY X ²
k¤

//NY X jZ

oµu les morphismes verticaux sont induits par les projections canoniques de ¯br¶es.
Or, M. Rost a d¶ejµa fait le pas essentiel pour nous dans la d¶emonstration du th¶eorµeme

13.1 de [Ros96] puisqu' il a prouv¶e

J (NY X; N Y X jZ ) ±J (X; Y ) = J (NZ X; N Z Y) ±J (X; Z );

grâce µa l'existence de l'espace de d¶eformation double (cfx10), et par application des lemmes
11.6 et 11.7 deloc.cit.

Pr¶ecisons que l'on a identi¯¶eN (NY X; N Y X jZ ) et N (NZ X; N Z Y) par l'isomorphisme
canonique. Dµes lors, si l'on notel : NZ Y ! NZ X l'immersion ferm¶ee induite par i , on
obtient le diagramme commutatif suivant :

X ²
i ¤

//
²

¾Z X ""E
EEE

EEE
EE Y ²

j ¤
//Z

²

» q¤

²²
NZ X ²

l¤
//NZ Y

oµu q : NZ Y ! Z est la projection canonique.
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On s'est donc r¶eduit au lemme4.2.13. En e®et, si l'on note encorep : NZ X ! Z
la projection canonique, on peut appliquer ce lemme µap et l . On en d¶eduit q¤ = l¤p¤,
c'est-µa-dire p¤ = ( q¤)¡ 1l¤, ce qui conclut. ¤

Il nous reste un dernier cas pour compl¶eter cette s¶erie de lemmes pr¶eliminaires. Il se
trouve µa nouveau dans [Ful98], prop. 6.5(b), comme proposition pr¶eliminaire :

Lemme 4.2.15 Soient i : Z ! Y une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, etp : Y ! X un
morphisme lisse.

Si pi est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, alors(pi)¤ = i ¤p¤.

Preuve : A nouveau, il nous su±t d'appliquer le lemme 11.5 de [Ros96] (et la naturalit¶e
du morphisme pullback par un morphisme plat). ¤

4.2.2.2 Morphismes localement d'intersection complµete

On rappelle la d¶e¯nition VIII.1.1 de [ SGA6] :

D¶e¯nition 4.2.16 Soit f : Y ! X un morphisme.
On dit que f est localement d'intersection complµete si et seulement si pour tout point

y de Y , il existe un voisinage ouvertU de y dans Y tel que f admette la factorisation

U
j

²²

i //Z
p

²²
Y

f //X

dans laquellej est l'immersion ouverte canonique,i est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere
et p est un morphisme lisse.

On introduit ci-dessous une notion trµes faible qui nous permet de globaliser cette
propri¶et¶e locale des morphismes localement d'intersection complµete pour la rapprocher de
la d¶e¯nition de [Ful98], B.7.6.

D¶e¯nition 4.2.17 Soit X un S-sch¶ema. On dira queX est lissi¯able sur S (ou simple-
ment <lissi¯able> dans ce chapitre) si et seulement si il existe unS-sch¶ema ¹X lisse et une
S-immersion ferm¶ee X ! ¹X .

Remarque 4.2.18 .{ Cette condition est beaucoup plus faible que la r¶esolution des
singularit¶es. On peut par exemple restreindre l'¶etude aux sch¶emas quasi-projectifs.

Remarque 4.2.19 .{ La condition pr¶ec¶edente impose queX est localement de type ¯ni.
Par convention, puisque l'on travaille ici avec des sch¶emas essentiellement de type ¯ni, on
pourra consid¶erer queX est lissi¯able sur S si et seulement si on peut le plonger dans un
sch¶ema essentiellement lisse surS.

Dµes lors, on obtient la proposition suivante

Proposition 4.2.20 Soit f : Y ! X un S-morphisme, oµuY est lissi¯able sur S.
Alors, les conditions suivantes sont ¶equivalentes :
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1. f est localement d'intersection complµete.

2. Il existe une factorisation de f

P p
&&MMM

MM

Y

i 88qqqqq f //X

oµu i est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, etp un morphisme lisse.

Preuve : Le sens2 ) 1 est tautologique. Pour l'autre implication, on considµere ¹Y un S-
sch¶ema lisse muni d'une immersion ferm¶ee¶: Y ! ¹Y . On en d¶eduit alors la factorisation
suivante de f

X £ S ¹Y p
((QQQQ

Y
i 66mmmm f //X

oµu l'on a pos¶ei = f £ S ¶, et oµu p est le morphisme de projection. Par d¶e¯nition, p
est lisse. De plus,i est une immersion ferm¶ee car le morphisme de projection canonique
q : X £ S ¹Y ! ¹Y est s¶epar¶e.

Il nous su±t dµes lors de nous r¶ef¶erer µa la proposition 1.2 de [SGA6], VIII, pour
conclure quei est alors r¶eguliµere, puisquef est localement d'intersection complµete. ¤

Remarque 4.2.21 .{ La caract¶erisation pr¶ec¶edente est la d¶e¯nition que prend W.Fulton
des morphismes localement d'intersection complµete (cf [Ful98], B.7.6). Mais par
ailleurs, on aura besoin plus loin d'un r¶esultat un peu plus ¯n qui n¶ecessitera µa nou-
veau l'hypothµese<lissi¯able>, c'est pourquoi nous avons choisi de la d¶egager explicitement.

A tout morphisme d'intersection complµete, nous allons associer un morphisme de Gysin
qui g¶en¶eralise le cas d'une immersion ferm¶ee r¶eguliµere. Pour cela, il nous su±t du lemme
suivant :

Lemme 4.2.22 Soit
P p

%%LLL
L

Y
i 99rrrr

j %%JJJ
J X

Q q
99ssss

un diagramme commutatif, oµui ,j sont des immersions ferm¶ees r¶eguliµeres, etp,q des mor-
phismes lisses.

Alors, i ¤p¤ = j ¤q¤.

Preuve : On fait la construction suivante :

P p
%%LLL

L

Y
(i;j )//P £ X Q

¼ 66mmmm

Â ((QQQQ
Q X:

Q q
99tttt

Alors, puisque ¼, Â, p et q sont lisses, on a¼¤p¤ = Â¤q¤.
Il ne reste plus maintenant qu'µa appliquer le lemme4.2.15 µa l'immersion r¶eguliµere

(i; j ) et au morphisme lisse¼(resp. Â), puisque ¼±(i; j ) = i (resp. Â ± (i; j ) = j ) est une
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immersion r¶eguliµere. ¤

On en d¶eduit la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 4.2.23 Soit f : X ! Y un morphisme localement d'intersection complµete tel
que X est lissi¯able.

On d¶e¯nit un morphisme de Gysin pour f , not¶e f ¤, en consid¶erant une factorisation
arbitraire f = pi oµu i est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere etp un morphisme lisse (grâce
µa 4.2.20), et en posant f ¤ = i ¤p¤.

Le lemme pr¶ec¶edent garantit que cette d¶e¯nition est ind¶ependante du choix de la
factorisation.

On fait les calculs suivants, qui montrent que notre notation n'introduit pas
d'ambiguÄ³t¶e :

Proposition 4.2.24 Soit f : Y ! X un morphisme, tel queY est lissi¯able.

1. Si f est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, alorsf est localement d'intersection com-
plµete, et les morphismes respectifs associ¶es µaf en tant qu'immersion et morphisme
localement d'intersection complµete coÄ³ncident.

2. Si f est plat et localement d'intersection complµete (autrement dit plat et
d'intersection complµete au sens de [EGA4], 19.3.6), le morphisme de Gysin asso-
ci¶e µa f coÄ³ncide avec le pullback d¶e¯ni en4.1.13.

3. Si X et Y sont lisses surS, alors f est localement d'intersection complµete etf ¤

coÄ³ncide avec le morphismef ² de [Ros96], x12.

Remarque 4.2.25 .{ Pour nous, l'int¶erêt des morphismes localement d'intersection
complµete est qu'ils permettent d'uni¯er ces trois types de morphismes.

Preuve : 1. Tautologique.
2. C'est le lemme4.2.13.
3. On peut alors factoriser f en l'immersion ferm¶ee r¶eguliµere correspondant µa son

graphe (car Y est lisse surS), suivie de la projection deXY sur Y , qui est lisse puisque
X est lisse surS). Cela montre que f est localement d'intersection complµete ; de plus,
c'est justement cette factorisation qui permet µa M. Rost de d¶e¯nir le morphismef ² , en
utilisant le morphisme de Gysin de l'immersion ferm¶ee r¶eguliµere que l'on a d¶e¯nie, et le
pullback par le morphisme de projection, qui est plat. Il en r¶esulte tautologiquement que
le pullback d¶e¯ni par M. Rost coÄ³ncide avec notre d¶e¯nition dans ce cas. ¤

Remarque 4.2.26 .{ Pour d¶e¯nir le morphisme f ² , M. Rost n'a besoin que de supposer
que Y est plat sur S, en imposant la factorisation du morphismef .

On arrive ¯nalement µa la formule d'associativit¶e g¶en¶erale.

Proposition 4.2.27 Soient Z
g
¡! Y

f
¡! X deux morphismes localement d'intersection

complµete tels queZ et Y soient lissi¯ables.
Alors, fg est localement d'intersection complµete, et(fg )¤ = g¤f ¤.
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Remarque 4.2.28 .{ D'aprµes [SGA6], VIII.1.5., gf est localement d'intersection complµete
sans hypothµese surZ et Y .

Preuve : Tout d'abord, d'aprµes la proposition 4.2.20, il existe une factorisation de f en
une immersion r¶eguliµerei : Y ! P suivie d'un morphisme lissep.

Consid¶erons maintenantM un S-sch¶ema lisse et¶: Z ! M une immersion ferm¶ee (au-
dessus deS). Revenons µa la preuve de la proposition cit¶ee ci-avant, et posonsQ = Y £ S M .
Alors, j = ( g; ¶) : Z ! Q est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere (toujours d'aprµes [SGA6],
VII.2.1). On note q : Q ! Y la projection canonique surY .

Dµes lors, si l'on poseR = P £ S M , et si l'on note l : R ! P la projection canonique,
on obtient le diagramme commutatif suivant

Z
j //

g ''OOOOOOOOO Q k //
q²²

(1)
R

l²²
Y

f ''OOOOOOOOO
i //P

p²²
X;

dans lequel le carr¶e(1) est cart¶esien.
Puisque (kj; pl ) forme une factorisation du morphismefg , celui-ci est bien localement

d'intersection complµete et il nous su±t d'appliquer le lemme 4.2.12au carr¶e cart¶esien(1)
pour conclure l'¶egalit¶e attendue. ¤

4.2.2.3 Formule de projection et ra±nement

On continue µa suivre [Ful98], et on d¶e¯nit donc un morphisme de Gysin ra±n¶e :

D¶e¯nition 4.2.29 Consid¶erons un carr¶e cart¶esien

Y 0�• j //

g
²² ¢

X 0

f
²²

Y �•
i

//X

oµu i est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere.
On peut alors d¶e¯nir le morphisme de Gysin du carr¶e¢ , not¶e ¢ ¤, comme la compos¶ee

des morphismes

X 0 ¾0

²¡! CY 0X 0 h¤²¡! g¤NY X
(p¤ ) ¡ 1

²¡! Y 0

oµu ¾0 est le morphisme de sp¶ecialisation associ¶e µa l'immersion ferm¶eej , h : CY 0X 0 !
g¤NY X est l'immersion ferm¶ee induite par ¢ (cf B.2.3) et p : g¤NY X ! Y 0 est la
projection canonique du ¯br¶e consid¶er¶e.

Remarque 4.2.30 .{ Dans [Ful98], x6.2, on considµere plutôt ce morphisme comme le
morphisme de Gysin dei (sous-entendu ra±n¶e parj ), et on le note i !. Notre notation est
plus lourde mais a l'avantage d'être plus pr¶ecise.
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Lemme 4.2.31 Soit

Y 0�• j //

g
²² ¢

X 0

f
²²

Y �•
i

//X

un carr¶e cart¶esien tel quei est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere. On suppose que le mor-
phisme induit h : NY 0X 0 ! g¤NY X est un isomorphisme.

Alors, ¢ ¤ = j ¤.

Preuve : En e®et, l'hypothµese entrâ³ne queh¤ = ( h¤)¡ 1.
Dµes lors, par fonctorialit¶e du morphisme pullback par rapport aux morphismes plats,

le triangle du diagramme suivant est commutatif

X 0²
¾//NY 0X 0²

(h¤ ) ¡ 1
//

²

(p¤ ) ¡ 1 $$II
III

g¤(NY X )
²

(q¤ ) ¡ 1xxrrr
rr

Y 0;

dans lequel les °µechesp et q d¶esignent les projections canoniques. Ceci conclut en revenant
µa la d¶e¯nition. ¤

Corollaire 4.2.32 Soit

Y 0�• j //

g
²² ¢

X 0

f
²²

Y �•
i

//X

un carr¶e cart¶esien.
On suppose quei et j sont toutes deux des immersions ferm¶ees r¶eguliµeres partout de

même codimension. Alors,¢ ¤ = j ¤.

Preuve : D'aprµes le lemme pr¶ec¶edent, il nous su±t de montrer que le morphisme canon-
ique h : NY 0X 0 ! g¤NY X est un isomorphisme.

On considµere doncI (resp. J ) l'id¶eal de i (resp. j ). Alors, h est le spectre du mor-
phisme d'algµebres sym¶etriques engendr¶e par l'¶epimorphisme canoniqueg¤(I =I 2) ! J =J 2

(cf annexeB). Par ailleurs, puisque ces deux ¯br¶es sont localement libres de même rang
en tous points, cet ¶epimorphisme est un isomorphisme, ce qui conclut. ¤

Remarque 4.2.33 .{ On notera que ce cas correspond justement au cas classique (sif
est une immersion ferm¶ee) oµu l'intersection est propre.

Corollaire 4.2.34 Soit

Y 0�• j //

g
²² ¢

X 0

f
²²

Y �•
i

//X

un carr¶e cart¶esien.
On suppose quei est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, etf un morphisme plat.
Alors, j est une immersion r¶eguliµere et¢ ¤ = j ¤.
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Preuve : En e®et, il su±t d'appliquer la remarque B.2.8 qui a±rme justement que le
morphisme canoniqueNY 0X 0 ! g¤(NX Y) est un isomorphisme. ¤

Pour nous, la raison d'être du morphisme de Gysin (ra±n¶e) d'une immersion non n¶eces-
sairement r¶eguliµere est le fait qu'il permet de donner une formule de projection g¶en¶erale :

Proposition 4.2.35 Consid¶erons un diagramme

Y 0�• //

t0

»»0
00

00
00

00
00 g

''PPPPPPPPPPP X 0
f

((PPPPPPPPPPP

»»1
11

11
11

11
11

Y �• //

t~~~~
~~

~
X

~~}}
}}

}

Z �•
i

//V

oµu chaque carr¶e est cart¶esien,i est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere etf un morphisme
propre. On appelle¢ (resp. £ ) le carr¶e de devant (resp. de derriµere) ayant pour arêtei .

Alors,
¢ ¤ ± f ¤ = g¤ ±£ ¤:

Preuve : On commence par introduire les morphismes canoniques qui correspondent µa
la fonctorialit¶e du cône normal (cf B.2.3) d¶e¯nis par le diagramme

CY 0X 0 º 0
//

k
ÀÀ;

;;
;;

;;
;;

&&NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN t0¤(NZ V)

++WWWWWWWWWWWW

q

²²

h

!!B
BB

BB
BB

BB
B

NZ V

²²

CY X º //

((PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP t¤NZ V

88pppp

p

²²

Y 0

++XXXXXXXXXXXXXXXXX

g

""E
EE

EE
EE

EE
E

Z

Y

77ooooooo

oµu p,p0 sont les projections canoniques, etº , º 0 des immersions ferm¶ees.
Dµes lors, la proposition est ¶equivalente µa la commutativit¶e du diagramme ci-dessous :

X 0²
¾0

//
²

f ¤

²²
(1)

CY 0X 0²
º 0

¤ //
²

k¤

²²
(2)

t0¤(NZ V) ²
(q¤ ) ¡ 1

//

h¤

²²
(3)

Y 0
²

g¤

²²
X ²

¾
//CY X ²

º ¤ //NY X ²
(p¤ ) ¡ 1

//Y:

Or, le carr¶e(1) est commutatif d'aprµes la proposition4.2.5(¾et ¾0sont les morphismes
de sp¶ecialisation au cône normal respectifs), le carr¶e(2) d'aprµes la fonctorialit¶e du pushout
par un morphisme propre, et le carr¶e(3), par application de la formule de projection
(¶el¶ementaire) 4.1.18. ¤

On note le corollaire imm¶ediat suivant dont la formulation est plus simple que la
proposition pr¶ec¶edente :
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Corollaire 4.2.36 Soit

Y 0�• j //

g
²² ¢

X 0

f
²²

Y �•
i

//X

un carr¶e cart¶esien tel quei est une immersion ferm¶ee r¶eguliµere, etf un morphisme propre.
Alors, i ¤f ¤ = g¤¢ ¤.

Remarque 4.2.37 .{ Nous n'aurons pas besoin d'autres propri¶et¶es que cette formule de
projection vis-µa-vis du morphisme de Gysin ra±n¶e. On note toutefois que l'on doit pouvoir
encore continuer le travail de transposition de [Ful98] aux modules de cycles, et montrer
ainsi que le morphisme de Gysin ra±n¶e d'une immersion ferm¶ee est fonctoriel (6.5 de
loc.cit. ), commutatif (6.4 de loc.cit. ) et v¶eri¯e une formule du type <excess intersection
formula> (6.3 de loc.cit ). Ceci permettrait de d¶e¯nir le morphisme de Gysin ra±n¶e d'un
morphisme localement d'intersection complµete, et achµeverait la transposition du chapitre
6 de loc.cit. au cas des modules de cycles.

4.2.3 Produit d'intersection

Dans cette sous-section, on suppose que S est alg¶ebrique lisse.
Par ailleurs, tous les sch¶emas sont suppos¶es être alg¶ebriques.

Autrement dit, le mot <sch¶ema> d¶esigne toujours unS-sch¶ema, mais qui est suppos¶e
de plus être de type ¯ni. Un tel sch¶ema porte une unique structure dek-sch¶ema, µa laquelle
on se r¶efµerera sans plus de pr¶ecisions.

4.2.3.1 D¶e¯nition ; produit crois¶e

On revient dans ce qui suit µa la m¶ethode suivie par M. Rost pour d¶e¯nir le produit
d'intersection, et plus pr¶ecis¶ement au paragraphe 14 de [Ros96].

On introduit tout d'abord une terminologie qui nous est propre :

D¶e¯nition 4.2.38 Soit N un module de cycles surS. On dit que N est absolu si et
seulement si il existe un module de cycles¹N sur k tel queN est la restriction de ¹N µa S.

Remarque 4.2.39 .{ Nous renvoyons µa4.2.52 pour une explication de cette d¶e¯nition,
ainsi qu'une discussion critique. Pour l'instant, on se borne µa remarquer qu'il en existe,
et qu'ils sont plus faciles µa manipuler.

Exemple 4.2.40 .{ La K -th¶eorie de Milnor est l'exemple fondamental de module de
cycles absolu.

On rappelle que M. Rost a introduit la notion de <pairing> dans [Ros96] : si M et N
sont des modules de cycles surk, un <pairing> ¹ : N £ M ! M est la donn¶ee, pour toute
extension de type ¯ni E=k d'un morphisme

¹ E : N (E) £ M (E) ! M (E); (½; ¿) 7! ½:¹ ¿

satisfaisant les relations



116 CHAPTER 4. MODULES DE CYCLES

P1: Pour x 2 K M
¤ (E ), ½2 N (E) et ¹ 2 M (E), on a

P1a: (x:½):¹ = x:(½:¹).

P1b: (½:x):¹ = ½:(x:¹ ).

P2: Pour ' : E ! K , ´ 2 N (E), º 2 N (K ), ½2 M (E) et ¹ 2 M (K ), on a

P2a: ' ¤(´:½) = ' ¤(´ ):' ¤(½),

P2b: si ' est ¯ni, ' ¤(' ¤(´ ):¹ ) = ´:' ¤(¹ ),

P2c: si ' est ¯ni, ' ¤(º:' ¤(½)) = ' ¤(º ):½.

P3: Pour une valuation g¶eom¶etriquev sur F , pour ´ 2 N (F ) et ½2 M (F ), pour une
uniformisante ¼de v, on a

@v
¡
´:½

¢
= @v(´ ):s¼

v (½) + ( ¡ 1)ns¼
v (´ ):@v(½) + f¡ 1g:@v(´ ):@v(½):

On introduit la d¶e¯nition compl¶ementaire suivante :

D¶e¯nition 4.2.41 Soit N et M des modules de cycles surS.
On dit qu'on s'est donn¶e un accouplement de modules de cycles surS

¹ : N £ M ! M;

si ¹ est un <pairing> au sens de M. Rost et que, de plus,N est absolu.

Lorsqu'on s'est donn¶e un accouplement surS

¼: N £ N ! N;

on dira encore queN est muni d'une structure d'anneau surS.

Remarque 4.2.42 .{ Ainsi, un modules de cycles muni d'une structure d'anneau
est, d'aprµes notre d¶e¯nition, toujours absolu. Par contre, on ne requiert pas que
l'accouplement soit donn¶e surk.

Exemple 4.2.43 .{ Si M est un module de cycles quelconque surk, il est par d¶e¯nition
(donn¶ee D3) muni d'un accouplement canonique surk

K M
¤ £ M ! M:

Le cas oµuM est lui-même le module de cycles form¶e par la K-th¶eorie de Milnor sera
¶etudi¶e dans le prochain paragraphe.

4.2.44 .{ Soit ¹ : N £ M ! M un accouplement. M. Rost a d¶e¯ni un produit crois¶e (cf
[Ros96] 14.1), pour tous sch¶emasY et Z ,

£ ¹ : Cp(Y ; N; n )  Z Cq(Z ; M; m ) ! Cp+ q(Y £ k Z ; M; n + m);

oµu Y £ k Z est vu comme unS-sch¶ema µa travers la projection deZ sur S. D'aprµes
loc.cit. , 14.4, ce produit sur les complexes induit un produit sur les groupes de cohomologie.

Suivant M. Rost, on en d¶eduit le produit d'intersection suivant :



4.2. TH ¶EORIE DE L'INTERSECTION 117

D¶e¯nition 4.2.45 Soit N £ M
¹
¡! M un accouplement de modules de cycles surS, et X

un sch¶ema lisse surS.
On d¶e¯nit alors un produit

Ap(X ; N; n )  Aq(X ; M; m ) ! Ap+ q(X ; M; n + m)
x  y 7! (±X )¤(x £ ¹ y) = x:¹ y:

On pr¶ecise que±X : X ! X £ k X est l'immersion ferm¶ee diagonale deX sur k,
vu commeS-morphisme pour la structure deS-sch¶ema surX £ k X par la projection du
deuxiµeme facteur surS. Comme X est lisse surk, ±X est donc uneS-immersion ferm¶ee
r¶eguliµere et±¤

X d¶esigne le morphisme de Gysin associ¶e (cf4.2.7).

Remarque 4.2.46 .{ Pour ne pas alourdir les notations, la r¶ef¶erence µa l'accouplement¹
sera parfois omise suivant la notation de [Ros96].

Ce produit d'intersection dispose alors des formules classiques suivantes :

Proposition 4.2.47 Fixons ¹ : N £ M ! M un accouplement de modules de cycles sur
S.

Soient X et Y des sch¶emas lisses surS, et f : Y ! X un S-morphisme. On note f ¤

le morphisme de Gysin associ¶e au morphisme localement d'intersection complµetef dans
la d¶e¯nition 4.2.23.

1. (Associativit¶e) On suppose queS = Spec (k), et que N est de plus muni d'une
structure d'anneau sur k. Alors pour tout triplet (x; y; z) 2 A¤(X ; N ) £ A¤(X ; N ) £
A¤(X ; M ), on a

(x:y):¹ z = x:¹ (y:¹ z):

2. (Fonctorialit¶e) Pour tout couple (x; y) 2 A¤(X ; N ) £ A¤(X ; M ), on a :

(f ¤x):¹ (f ¤y) = f ¤(x:¹ y):

3. (Projection) Si f est propre, pour tout couple(x; y) 2 A¤(X ; N ) £ A¤(Y ; M ), on a :

f ¤(x:¹ f ¤y) = ( f ¤x):¹ y:

Remarque 4.2.48 .{ Dans cette proposition, on d¶emontre les a±rmations de [Ros96],
(14.6) avec les deux premiµeres ¶egalit¶es, en utilisant notamment les r¶esultats deloc.cit.
sur les produits crois¶es. Par contre, nous avons trouv¶e pratique d'utiliser la m¶ethode de
Fulton ( i.e. l'introduction des morphismes de Gysin ra±n¶es) pour prouver la formule de
projection dans le cas g¶en¶eral.
Preuve : 1. Commen»cons par constater que le carr¶e suivant deL k

X
±X //

±X
²²

X £ x X

±X £ k 1X
²²

X £ k X
1X £ k ±X//X £ k X £ k X

est cart¶esien.
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Dµes lors, on peut faire le calcul suivant :

(x:y):¹ z = ±¤
X (±¤

X (x £ y) £ ¹ z) = ±¤
X (±X £ k 1X )¤((x £ y) £ ¹ z)

(1)
= ±¤

X (±X £ k 1X )¤(x £ ¹ (y £ ¹ z))
(2)
= ±¤

X (1X £ k ±X )¤(x £ ¹ (y £ ¹ z)) = x:(y:z)

oµu (1) r¶esulte de la formule d'associativit¶e du produit crois¶e (14.2 de [Ros96]), et (2)
r¶esulte du lemme4.2.14.

Dans la suite de cette d¶emonstration, dµes qu'on considµere un produit surk de deux
S-sch¶emas, on le munit de sa structure deS-sch¶ema grâce µa la projection du deuxiµeme
facteur sur S.

2. Pour cette a±rmation, on considµere le carr¶e cart¶esien dansL S

Y
±Y //

f
²²

Y £ k Y

f £ k f
²²

X
±X //X £ k X:

Alors,

f ¤(x:y) = f ¤±¤
X (x £ ¹ y)

(1)
= ±¤

Y (f £ k f )¤(x £ ¹ y)
(2)
= ±¤

Y (f ¤x £ ¹ f ¤y) = ( f ¤x):(f ¤y)

oµu (1) r¶esulte de4.2.27et (2) r¶esulte de la propri¶et¶e 14.5 deloc.cit. .
3. On a d¶ejµa remarqu¶e dans une situation semblable que le morphismef est bien

localement d'intersection complµete puisqu'il se factorise enX
° f
¡! X £ k Y

pY
X £ k Y

¡¡¡¡! Y oµu ° f

est le graphe def , immersion ferm¶ee r¶eguliµere puisqueY est lisse, etpY
X £ k Y la projection

canonique qui est lisse puisqueX est lisse surk.
Dµes lors, consid¶erons le carr¶e cart¶esien deL S

X
° f //

f
²²

¢

X £ k Y

f £ k 1X
²²

Y
±Y //Y £ k Y:

On peut alors faire le calcul

(f ¤x):y = ±¤
X (f £ k 1Y )¤(x £ ¹ y)

(1)
= f ¤¢ ¤(x £ ¹ y)

(2)
= f ¤° ¤

f (x £ ¹ y)

oµu l'¶egalit¶e (1) r¶esulte de4.2.36appliqu¶e au carr¶e cart¶esien pr¶ec¶edent, et l'¶egalit¶e(2) du
lemme 4.2.31, car, puisqueY=k est lisse,NX (X £ k Y) ' f ¤(TY), oµu TY d¶esigne le ¯br¶e
tangent de Y=k.

Mais par ailleurs, pour le deuxiµeme membre de l'¶equation, on a

f ¤(x:f ¤y) = f ¤±¤
Y (1Y £ k f )¤(x £ ¹ y)

(3)
= f ¤° ¤

f (x £ ¹ y)

oµu l'¶egalit¶e (3) r¶esulte de ce que° f = (1 Y £ k f ) ±±Y , et de la proposition 4.2.27. ¤
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4.2.3.2 K-th¶eorie de Milnor et groupe de Chow

Dans ce paragraphe, on ¶etudie le cas oµuM = K M
¤ est la K -th¶eorie de Milnor, que l'on

considµere muni de sa structure d'anneau canonique.
Par d¶e¯nition, si X est un sch¶ema,

An (X ; K M
¤ ; n) = CH n (X )

(cf 4.1.9 pour la num¶erotation du membre de gauche). Pour plus de claret¶e, six est la
classe d'un cycle dansCH n (X ), on note f xg son image dansAn (X ; K M

¤ ; n).
Pour clôturer ce paragraphe sur l'intersection, on va commencer par d¶emontrer que

le morphisme de sp¶ecialisation construit par M. Rost coÄ³ncide avec celui de W.Fulton,
suivant une indication de M. Rost au d¶ebut du paragraphe 11 de [Ros96] :

Lemme 4.2.49 Soit X un sch¶ema, etZ un sous-sch¶ema ferm¶e deX . Alors, pour le
module de cyclesK M

¤ , J (X; Z ) = ¾Z X , oµu J (X; Z ) d¶esigne la construction de M. Rost
(cf d¶e¯nition 4.2.3), et ¾Z X est le morphisme de sp¶ecialisation de W.Fulton (cf [Ful98],
5.2).

Preuve : Commen»cons par rappeler que le sous-sch¶ema ferm¶eCZ X de DZ X est un
diviseur de Cartier, param¶etr¶e par le paramµetret de la d¶eformation, t : DZ X ! A1

k . Dµes
lors, d'aprµes [Ful98], chap. 2, def. 2.3, si l'on notei : CZ X ! DZ X , on peut d¶e¯nir de
maniµere ¶el¶ementaire le morphisme de Gysini ¤ : CH¤(DZ X ) ! CH¤(CZ X ).

Par ailleurs, si l'on regarde la ¯n de la suite exacte de localisation pour le groupe de
Chow, on en d¶eduit le diagramme commutatif suivant identique µa celui de la d¶emonstration
de loc.cit. , prop. 5.2 oµu l'on a remplac¶e l'espace d¶eformationM ±

Z X (¯br¶e sur P1
k ) par DZ X

(qui en est un ouvert) :

CHn (X )
¼¤

²²
¾Z X

tt

CHn+1 (CZ X )
i ¤ //CHn+1 (DZ X )

j ¤
//

i ¤ **TTTTTTTTT CHn (Gm £ X ) //

¶²²Â
Â 0

CHn (CZ X )

oµu j : Gm £ X ! DZ X d¶esigne l'immersion ouverte canonique ; le morphisme¶ existe
car i ¤i ¤ = 0 d'aprµes loc.cit. prop. 2.6(c). Le fait que ¾Z X = ¶¼¤ est le contenu de la
d¶emonstration de la prop. 5.2.

Revenant µa la d¶e¯nition 4.2.3, et puisque le pullback par un morphisme plat coÄ³ncide
sur les deux groupes de Chow, il s'agit donc de montrer que le diagramme suivant est
commutatif :

An (Gm £ X ; K M
¤ ; n)

f tg: ²²
¶

**VVVVVVVVVVV An (DZ X ; K M
¤ ; n)

i ¤
²²

j ¤
oo

An (Gm £ X ; K M
¤ ; n)

@
//An (CZ X ; K M

¤ ; n)

oµu @est le morphisme bord pour la d¶ecompositionDZ X = Gm £ X t CZ X .
On considµere donc® un ¶el¶ement deAn (DZ X ; K M

¤ ; n). Par lin¶earit¶e, on peut se re-
streindre au cas oµu® est la classe d'un pointx de DZ X .
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Si x appartient µa CZ X , on a d¶ejµa vu quei ¤x = 0 , et la commutativit¶e en d¶ecoule
puisque j ¤x = 0 .

Sinon, par d¶e¯nition

@± f tg: ± j ¤(x) =
X

y2 (W \ CZ X ) (1)

@x
y

¡
t(x)

¢
:y

oµu W d¶esigne l'adh¶erence r¶eduite dex dans DZ X .
Or, par ailleurs, d'aprµes la d¶e¯nition (cf loc. cit. def. 2.3), puisquet paramµetre le

diviseur de Cartier CZ X , on a d'un autre côt¶e

i ¤(x) =
X

y2 (W \ CZ X ) (1)

ordy(t):y

oµu ordy d¶esigne la fonction ordre d¶e¯ni enloc. cit. , x1.2.
Il su±t donc de d¶emontrer que pour tout point y, les entiers@x

y

¡
t(x)

¢
et ordy(t) sont

¶egaux. Mais pour celµa, il su±t de revenir µa la d¶e¯nition de @x
y (cf 4.1.6) et d'appliquer

l'exemple 1.2.3 deloc. cit. , en remarquant que l'assertion est triviale siW \ CZ X est
normal. ¤

Dµes lors, la proposition suivante est presque imm¶ediate :

Proposition 4.2.50 Soit X un sch¶ema alg¶ebrique lisse. Pour toutx (resp. y) dans
CH n (X ) (resp. CH m (X )), on a l'¶egalit¶e

f xg:f yg = f x:yg

oµu les points d¶esignent respectivement le produit dansA¤(X ; K M
¤ ; ¤) d¶e¯ni en 4.2.45 et le

produit dans CH ¤(X ) d¶e¯ni dans [Ful98], chap. 8.

Preuve : On rappelle la d¶e¯nition 8.1.1 de [Ful98] : si x et y sont des classes de cycles dans
CH ¤(X ), alors x:y = ±!(x £ y) (on considµere ici le cas oµuf = 1 X ), avec ± : X ! XX le
morphisme diagonal deX , et ±! est le morphisme de Gysin associ¶e µa l'immersion r¶eguliµere
±, et x £ y est le produit ext¶erieur de x et y d¶e¯ni en 10.1.

Or, par d¶e¯nition, ±! = ( p¤)¡ 1 ±¾X (XX ), oµu p : TX ! X est la projection canonique
du ¯br¶e tangent, et ¾X (XX ) est le morphisme de sp¶ecialisation au cône normal associ¶e µa
l'immersion diagonale (d¶e¯nition dans le x5.2).

Dµes lors, compte tenu du lemme pr¶ec¶edent, il su±t de d¶emontrer que le produit crois¶e
d¶e¯ni par M. Rost coÄ³ncide avec le produit ext¶erieur de cycles d¶e¯ni par W.Fulton (cf
[Ful98], 1.10).

Consid¶erons µa cet e®etx 2 CH n (X ) et y 2 CH m (Y ), oµu X et Y sont desk-sch¶emas.
On peut se r¶eduire par bilin¶earit¶e au cas oµux (resp. y) est la classe deV (resp. W ), sous-
sch¶ema ferm¶e deX (resp. Y ). Dµes lors, par d¶e¯nition, x £ y = [ V £ k W ] est le cycle associ¶e
au sous-sch¶ema ferm¶eV £ k W de XY . Or, si l'on considµere la projection¼: V X ! X , on
a par d¶e¯nition : x £ y = i ¤¼¤(y), oµu i : V X ! XX est l'immersion ferm¶ee canonique. Si
x d¶esigne encore le point g¶en¶erique deV , on peut tout aussi bien consid¶erer la projection
¼x : Spec (· (x)) X ! X , et i x : Spec (· (x)) X ! XX , on a encore (puisque les cycles en
question ne d¶ependent que des points g¶en¶eriques) :x £ y = ( i x )¤(¼x )¤(y). Or, on reconnait
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lµa la d¶e¯nition 14.1 de [Ros96], et donc, comme le pullback par un morphisme plat (resp.
le pushout par un morphisme propre) coÄ³ncident sur le groupe de Chow µa coe±cients et
le groupe de Chow classique, par d¶e¯nition :

f x £ yg = f (i x )¤(¼x )¤(y)g = ( i x )¤(¼x )¤f yg = f xg £ f yg:

¤

Remarque 4.2.51 .{ On obtient une d¶emonstration plus conceptuelle de cette proposi-
tion en appliquant l'exemple 6.1.9 de [Ful98]. En e®et, la premiµere propri¶et¶es que doit
v¶eri¯er le produit d'intersection ( <normalisation>) r¶esulte de la proposition 4.2.10, et
la deuxiµeme propri¶et¶e r¶esulte de la compatibilit¶e de la suite spectrale de M. Rost par
rapport au produit de composition des modules de cycles.

4.2.52 .{ Modules de cycles absolus
La d¶e¯nition 4.2.38est inspir¶ee du cadre topologique des systµemes locaux.

Dans ce cadre, un systµeme local surX est un pr¶efaisceau sur le groupoÄ³de fondamental
de X (c'est-µa-dire la cat¶egorie dont les objets sont les points deX et les morphismes
sont les chemins deX µa homotopie prµes). Alors, un systµeme local surX est simple si
et seulement si il provient d'un systµeme local sur l'espace topologique form¶e d'un seul point.

Cette situation est donc analogue µa la nôtre, puisqu'un module de cycles surS est en
particulier un pr¶efaisceau sur les points (au sens de la g¶eom¶etrie alg¶ebrique) deS (i.e. la
cat¶egorie enrichie introduite dans4.1.21). La grosse di®¶erence tient au fait que les points
de la g¶eom¶etrie alg¶ebrique portent chacun leur propre structure alors que les points au
sens de la topologie alg¶ebrique sont tous ¶equivalents. C'est pourquoi nous avons pr¶ef¶er¶e la
terminologie <absolu>, qui signi¯e que le module de cycles provient d'un module de cycles
sur le <plus petit point > possiblek.

Plus pr¶ecis¶ement, les modules de cycles sont l'analogue des foncteurs de Mackey
de la topologie alg¶ebrique ¶equivariante. Rappelons que ceux-ci sont d¶e¯nis comme les
pr¶efaisceaux additifs sur la cat¶egorie des orbites, vues commes des espaces topologiques
¶equivariants discrets dans la cat¶egorie homotopique stable ¶equivariante. En anticipant
sur la deuxiµeme partie, on note que la cat¶egorie des motifs g¶en¶eriques joue le rôle de
la cat¶egorie des orbites pour la topologie alg¶ebrique ¶equivariante, puisque les modules
de cycles sont en particuliers des pr¶efaisceaux sur la cat¶egorie des motifs g¶en¶eriques.
Autrement dit, les motifs g¶en¶eriques jouent le rôle des points dans notre cadre, que l'on
considµere comme des objets de la cat¶egorie homotopique stable sous-jacente (ici, il s'agit
de la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes).

Les modules de cycles et les foncteurs de Mackey correspondent donc en quelque sorte
µa une version stable de systµemes locaux. Pour les foncteurs de Mackey, la notion analogue
de la notion de systµeme local simple serait la propri¶et¶e d'̂etre constant. En g¶eom¶etrie
alg¶ebrique toutefois, il y a une notion interm¶edaire avant celle d'être constant, qui est
la notion de module de cycle absolu que nous avons introduite, consid¶erant que, dans la
th¶eorie des motifs, le plus petit point possible est le corps de base. Nous n'avons pas
trouv¶e de caract¶erisation simple de ces objets pourtant, ni même de condition su±sante {
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rappelons qu'en topologie alg¶ebrique, si un espace topologiqueX est simplement connexe,
tout systµeme local surX est simple.

Toutes ces consid¶erations prendraient beaucoup plus de sens avec l'analogue de la suite
spectral de Serre dont nous parlons conjecturalement dans l'introduction. En e®et, µa une
¯bration (morphisme lisse dans notre cadre), on associe un module de cycle sur la base. Il
se pose naturellement la question de d¶eterminer ce module de cycles ; la premiµere question
que l'on peut se poser est donc de savoir s'il est absolu dans le sens qu'on a introduit { on
souligne que cette simpli¯cation doit être rare, et demande donc µa être approfondie.

4.3 Module homotopique induit

Dans cette section, on se place dans le cas S = Spec (k).
De plus, tous les sch¶emas sont suppos¶es être alg¶ebriques.

On va voir comment d¶eduire d'un module de cycles sur un corps (non n¶ecessairement
parfait) un module homotopique.

4.3.1 Transferts

Dans cette sous-section, on ¯xe donc un module de cyclesM sur k, et on construit des
transferts sur les groupes de Chow µa coe±cients dansM .

On note ¹ : K M
¤ £ M ! M l'accouplement canonique.

4.3.1 .{ Soient X et Y des sch¶emas alg¶ebriques lisses et® 2 c (X; Y ). On note U le support
de ® dans XY , i l'immersion canonique deU dans XY et pX

U la projection de U sur X ,
qui est ¯ni ¶equidimensionnelle.

Soit ° i : U ! UXY le graphe dei . Alors, puisque XY est lisse surk, ° i est une
immersion ferm¶ee r¶eguliµere. On peut donc d¶e¯nir :

D¶e¯nition 4.3.2 Avec les notations qui pr¶ecµedent, on note encoref ®gU la classe du cycle
® dans A0(U; K M

¤ ).
Adoptant les notations introduites ci-dessus, pour tout¾2 A¤(Y ; M ), on pose

®¤(¾) = ( pX
U )¤° ¤

i

³
f ®gU £ ¹ pY

XY
¤
(¾)

´
:

On a donc construit une action des correspondances ¯nies sur les modules de cycles.
Il s'agit de montrer que cette action est d'abord lin¶eaire, puis compatible au produit de
composition par rapport aux correspondances ¯nies.

Le lemme suivant nous permet de montrer la lin¶earit¶e :

Lemme 4.3.3 Soit X et Y deux sch¶emas alg¶ebriques lisses.
Soit ® 2 c (X; Y ) une correspondance ¯nie, etU son support. Soit V un sous-sch¶ema

ferm¶e intµegre deXY qui est ¯ni ¶equidimensionnel sur X , et qui contient U.
On note par ailleurs j : V ! XY l'immersion ferm¶ee canonique,° j son graphe etpX

V
la projection de V sur X . En¯n, on note f ®gV la classe du cycle® dans A0(V ; K M

¤ ).
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Alors, pour tout ½2 A¤(Y ; M ),

®¤(½) = ( pX
V )¤° ¤

k

³
f ®gV £ ¹ pY

XY
¤
(¾)

´
:

Preuve : On peut supposer queX et Y sont connexes. Notons encorei l'immersion de
U dans XY et pX

U la projection de U sur X .
Par d¶e¯nition, si f ®gU d¶esigne la classe du cycle® dans A0(U; K M

¤ ), on a l'¶egalit¶e
f ®gV = l¤(f ®gU ), oµu l : U ! V d¶esigne l'immersion ferm¶ee canonique.

Consid¶erons le carr¶e cart¶esien

U
° i //

j ²²
¢

UXY
j £ k 1XY²²

V
° j //V XY

Alors,

(pX
V )¤° ¤

k

³
f ®gV £ ¹ pY

XY
¤
(¾)

´
= ( pX

V )¤° ¤
k (j £ k 1XY )¤

³
f ®gU £ ¹ pY

XY
¤
(¾)

´

(1)
= ( pX

V )¤j ¤¢ ¤
³

f ®gU £ ¹ pY
XY

¤
(¾)

´

(2)
= ( pX

U )¤° ¤
i

³
f ®gU £ ¹ pY

XY
¤
(¾)

´

Pour l'¶egalit¶e (1), on applique le corollaire 4.2.36 au carr¶e ¢ , et pour l'¶egalit¶e (2), on
applique le lemme 4.2.31 puisque ° i et ° j sont deux immersions ferm¶ees r¶eguliµeres de
même codimension pure ¶egale µa la dimension deY . ¤

Muni de ce lemme, la lin¶earit¶e devient ¶evidente :

Lemme 4.3.4 Soit ® et ¯ deux correspondances ¯nies dansc (X; Y ), et ½2 A¤(Y ; M ).
Alors, (®+ ¯ )¤(½) = ®¤(½) + ¯ ¤(½).

Preuve : Soit U et V les supports de® et ¯ . On poseW = U [ V . On note i ,j ,l les
immersions respectives deU,V ,W dans XY .

Alors, ®+ ¯ a pour support W et on obtient

(®+ ¯ )¤½= ( pX
W )¤° ¤

l (f ®+ ¯ gW £ ¹ ½)

= ( pX
W )¤° ¤

l (f ®gW £ ¹ ½) + ( pX
W )¤° ¤

l (f ¯ gW £ ¹ ½)

= ®¤(½) + ¯ ¤(½);

la derniµere ¶egalit¶e provenant du lemme pr¶ec¶edent. ¤

On v¶eri¯e en¯n que cette action est bien compatible au produit de composition des
correspondances ¯nies :

Proposition 4.3.5 Soient X , Y et Z des sch¶emas alg¶ebriques lisses. Alors, pour tout
® 2 c (X; Y ), ¯ 2 c (Y; Z) et ¾2 A0(Z ; M ), on a :

®¤¯ ¤¾= ( ¯ ±®)¤¾



124 CHAPTER 4. MODULES DE CYCLES

Preuve : Par lin¶earit¶e, on se ramµene tout d'abord au cas oµuX , Y et Z sont connexes.
Soit U le support de ® et V le support de ¯ .

On pose ~U = U £ Y V. C'est un sous-sch¶ema ferm¶e deXY Z , qui est ¯ni surjectif sur
X . On note W sa projection surXZ , qui est donc un sous-sch¶ema ferm¶e, ¯ni surjectif sur
X .

On note i : U ! XY , j : V ! Y Z et l : W ! XZ , les immersions ¶evidentes.
Par ailleurs, on adopte la convention de noterp!

? les morphismes projections (pr¶ec¶ed¶e
au besoin d'une immersion ferm¶ee) d'un sch¶ema? dans un sch¶ema! qui sont clairs dans
notre contexte.

On note simplement f ®g la classe de® dans A0(U; K M
¤ ) et f ¯ g la classe dē dans

A0(V ; K M
¤ ). On considµere pour notre premier calcul le carr¶e cart¶esien :

~U
i 1 //

pU
~U ²²

¢ 1

UXV
1U £ pXY

XV²²
U

° i //UXY

On peut dµes lors calculer le premier membre de la relation µa prouver :

®¤¯ ¤(½) = pX
U ¤° ¤

i

³
f ®g £ ¹ (pY

XY )¤pY
V ¤° ¤

j

¡
f ¯ g £ ¹ (pZ

Y Z )¤(½)
¢́

= pX
U ¤° ¤

i

³
f ®g £ ¹ pXY

XV ¤(pV
XV )¤° ¤

j

¡
f ¯ g £ ¹ (pZ

Y Z )¤(½)
¢́

= pX
U ¤° ¤

i (1U £ k pXY
XV )¤

³
f ®g £ ¹ (pV

XV )¤° ¤
j

¡
f ¯ g £ ¹ (pZ

Y Z )¤(½)
¢́

(1)
= pX

U ¤pU
~U ¤

i ¤
1

³
f ®g £ ¹ (pV

XV )¤° ¤
j

¡
f ¯ g £ ¹ (pZ

Y Z )¤(½)
¢́

(2)
= pX

~U ¤
(p1 £ k p2 £ k p3)¤¡

f ®g £ ¹ (f ¯ g £ ¹ ½)
¢
:

On donne les justi¯cations suivantes pour ce calcul :

(1) Cette ¶egalit¶e r¶esulte du fait que i 1 est une immersion r¶eguliµere (car l'intersection
de U et V est propre), et du fait que i 1 et ° i ont même codimension pure ¶egale µa
dim(X ) + dim( Y ) ; en e®et, cela implique, d'aprµes le lemme4.2.31, ¢ ¤

1 = i ¤
1, et il ne

reste plus qu'µa appliquer le corollaire4.2.36.

(2) On a pos¶e pour cette ¶egalit¶ep1 : ~U ! U, p2 : ~U ! V et p3 : ~U ! Z les projections
canoniques (on rappelle que~U = U £ Y V).

Elle r¶esulte de la fonctorialit¶e du morphisme pushout par un morphisme propre et
de la fonctorialit¶e du morphisme de Gysin d'un morphisme localement d'intersection
complµete (cf4.2.27).

Int¶eressons-nous par ailleurs µa l'autre membre. Le support dē ± ® est par d¶e¯nition
inclus dansW . De plus,

¯ ±® = pXZ
XY Z ¤(pXY

XY Z
¤
®:pY Z

XY Z
¤
¯ );
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Or, pXY
XY Z

¤®:pY Z
XY Z

¤¯ est µa support dans~U. On peut par ailleurs calculer la classe de cycle
correspondante grâce au carr¶e cart¶esien,

~U
i 2 //

²²
¢ 2

UZXV

²²
XY Z

±XY Z //(XY Z )2:

En e®et, puisque l'intersection deU et V est propre, i 2 est r¶eguliµere est de bonne codi-
mension ; donc¢ ¤

2 = i ¤
2, et l'on obtient

f pXY
XY Z

¤
®:pY Z

XY Z
¤
¯ g~U = i ¤

2

¡
pU

UZ
¤
f ®g £ pV

XV
¤
f ¯ g

¢

grâce µa la proposition4.2.50.
En¯n, par d¶e¯nition, ce n'est pas tout µa fait pXZ

XY Z ¤ que l'on considµere, mais plutôt la
projection de ~U sur son image dansXZ , not¶eepW

T , qui est un morphisme propre. Ainsi,

f ¯ ±®gW = ( p
~U
W )¤i ¤

2

¡
pU

UZ
¤
f ®g £ pV

XV
¤
f ¯ g

¢
:

On peut donc faire le calcul du deuxiµeme membre, en prenant soin d'introduire tout
d'abord le carr¶e cart¶esien

~U
i 3 //

pW
~U ²²

¢ 3

~UXZ
pW

~U
£ 1XZ²²

W
° l //WXZ:

Ainsi,

(¯ ±®)¤(½) = pX
W ¤° ¤

l

³
(pW

~U )¤i ¤
2

¡
pU

UZ
¤
f ®g £ pV

XV
¤
f ¯ g

¢
£ ¹ (pZ

XZ )¤(½)
¢́

(1)
= pX

W ¤(pW
~U )¤i ¤

3

³
i ¤
2

¡
pU

UZ
¤
f ®g £ pV

XV
¤
f ¯ g

¢
£ ¹ (pZ

XZ )¤(½)
¢́

(2)
= pX

~U ¤
(p1 £ k p2 £ k p3)¤¡

(f ®g £ f ¯ g) £ ¹ ½
¢
:

On donne les justi¯cations suivantes pour ce calcul :

(1) De nouveau, cette ¶egalit¶e r¶esulte de4.2.36 appliqu¶e au carr¶e¢ 3. En e®et, i 3 est
le graphe du morphisme ~U ! XZ , et comme XZ est lisse, cette immersion est
r¶eguliµere. Par ailleurs,i 3 et ° l ont même codimension pure ¶egale µadim X + dim Z .
Donc, le lemme4.2.31permet de conclure¢ ¤

3 = i ¤
3.

(2) Cette ¶egalit¶e r¶esulte µa nouveau de la fonctorialit¶e du pushout propre et du morphisme
de Gysin.

Ainsi, la relation attendue r¶esulte ¯nalement de la formule d'associativit¶e (14.2) de
[Ros96]. ¤

On a donc obtenu :
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Corollaire 4.3.6 Pour tout module de cyclesM sur k, pour tout entier positif n, la
d¶e¯nition 4.3.2 munit le pr¶efaisceauAn (:; M ) sur L k d'une structure de pr¶efaisceau avec
transferts.

La proposition qui suit permet d'exprimer plus simplement ces transferts dans certain
cas :

Proposition 4.3.7 Soit M un module de cycles,X et Y des sch¶emas alg¶ebriques lisses,
et ® 2 c (X; Y ) une correspondance ¯nie.

On suppose que® est intµegre, c'est-µa-dire que® est la classe d'un sous-sch¶ema ferm¶e
intµegre Z de XY . On suppose de plus queZ est lisse surk.

Consid¶erons les morphismes suivants :

Z
p

²²

i //XY
q //Y

X

oµu p est ¯ni ¶equidimensionnel, i est l'immersion ferm¶ee canonique, etq est le morphisme
de projection.

Alors, pour tout ½2 An (Y ; M ),

®¤(½) = p¤i ¤q¤(½)

oµu i ¤ d¶esigne le morphisme de Gysin associ¶e µai .

Preuve : On note ° i le graphe de l'immersioni . D'aprµes la d¶e¯nition on obtient

®¤(½) = p¤° ¤
i (f Z g £ ¹ (pY

XY )¤½):

Or, par d¶e¯nition, la classe f Z g £ ¹ (pY
XY )¤½ dans A¤(ZXY ; M ) est ¶egale µa

(pXY
ZXY )¤(pY

XY )¤(½).
Dµes lors, puisquepXY

ZXY ± ° i = i , et que i est une immersion r¶eguliµere puisqueZ est
lisse, on peut conclure grâce au lemme4.2.15. ¤

Exemple 4.3.8 .{ Ainsi, dans le cas oµuM = K M
¤ , la d¶e¯nition 4.3.2 munit le groupe

An (:; K M
¤ ) d'une structure de pr¶efaisceau gradu¶e avec transferts. Dµes lors, on en d¶eduit

un structure de pr¶efaisceau avec transferts sur

An (:; K M
¤ ; n) = CH n (:):

Soient X , Y des sch¶emas alg¶ebriques lisses, etZ un sous-sch¶ema ferm¶e intµegre deXY ,
¯ni ¶equidimensionnel sur X . On note q : Z ! X la projection de Z sur X , et i : Z ! XY
l'immersion ferm¶ee canonique.

Alors, le morphisme d¶e¯nit par Z vu comme correspondance ¯nie est ¶egal µa la compos¶ee

CH n (Y )
(pY

XY )¤

¡¡¡¡! CH n (XY ) i ¤

¡! CH n (Z )
q¤¡! CH n (X )

oµu le morphisme i ¤ est le morphisme de Gysin associ¶e µa l'immersion r¶eguliµerei et
d¶e¯nit dans [Ful98]. Celµa r¶esulte en e®et de la proposition pr¶ec¶edente, et de4.2.49pour
l'identi¯cation du morphisme i ¤.
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4.3.2 Th¶eorµeme ¯nal

On en d¶eduit ¯nalement le th¶eorµeme suivant qui inspire le d¶ebut de cette thµese et constitue
un large r¶eservoir d'exemples de modules homotopiques. On souligne quek n'est pas
suppos¶e parfait :

Th¶eorµeme 4.3.9 Soit M un module de cycles surk.
Alors le pr¶efaisceau gradu¶eA0(:; M ) est canoniquement muni d'une structure de module

homotopique (avec transferts) surk.
On obtient plus pr¶ecis¶ement un foncteur

M Cyclk ! HM tr
k

M 7! A0(:; M ):

Preuve : D'aprµes ce qui pr¶ecµede,A0(:; M ) est un pr¶efaisceau avec transferts surL k .
Pr¶ecisons par ailleurs que d'aprµes le corollaire pr¶ec¶edent, pour tout morphismef : X ! Y
de sch¶emas dansL k , pour tout ¾2 A0(Y ; M ), [¡ f ]¤(¾) = f ¤(¾), oµu f ¤ est le morphisme
de Gysin du morphisme localement d'intersection complµetef d¶e¯ni en 4.2.23. Le
morphisme f ¤ coÄ³ncide de plus avec le morphismef ² construit par Rost ([Ros96], x12).

Or, A0(:; M ) est de plus un faisceau Nisnevich. On commence par montrer pour cela
que C¤(:; M ) est un faisceau Nisnevich, en utilisant la caract¶erisation du corollaire2.1.11)
; consid¶erons donc un carr¶e distingu¶e ¶el¶ementaire de sch¶emas alg¶ebriques lisses

UV
j //

²²
V

p²²
U

i //X

et posonsZ = ( X ¡ U)red .
On doit montrer que, pour tout entier naturel n, l'image de ce carr¶e parC¤(:; M ) est un

carr¶e cocart¶esien. Or, par d¶e¯nition,Cn (X ; M ) = Cn (U; M ) © Cn (Z ; M ) et Cn (V ; M ) =
Cn (UV ; M ) © Cn (ZV ; M ). Par ailleurs, le morphisme pullback Cn (ZV ; M ) ! Cn (Z ; M )
est un isomorphisme. On en d¶eduit donc la propri¶et¶e attendue.

Ainsi, C¤(:; M ) est un faisceau Nisnevich. CommeA0(:; M ) est le noyau du morphisme
C0(:; M ) ! C1(:; M ), on en d¶eduit queA0(:; M ) est aussi un faisceau Nisnevich.

Donc A0(:; M ) est donc un faisceau homotopique surk, car d'aprµes la proposition (8.6)
de [Ros96], il est de plus invariant par homotopie. Ce faisceau est de plus naturellement
gradu¶e.

Soit X un sch¶ema dansL k . Consid¶erons la suite exacte longue de localisation associ¶ee
µa l'immersion ouverte j : Gm £ k X ! A1

X :

0 ! A0(A1
X ; M; n )

j ¤

¡! A0(Gm £ k X ; M; n ) @¡! A0(X ; M; n ¡ 1)

! A1(A1
X ; M; n ¡ 1) ! :::

oµu le morphisme@est le morphisme bord associ¶e µa la d¶ecompositionA1
X = Gm £ k X t X .

D'aprµes le corollaire3.4.4, A0(:; M; n )¡ 1(X ) est ¶egal au conoyau dej ¤. On en d¶eduit
donc un morphisme canonique

²0
n : A0(:; M; n )¡ 1(X ) ! A0(X ; M; n ¡ 1):
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Or, d'aprµes la proposition 8.6 de [Ros96], le morphisme A0(X ; M; n ¡ 1) !
A1(A1

X ; M; n ¡ 1) est un isomorphisme. Ainsi, le morphisme²0
n est un isomorphisme,

et on pose donc²n = ( ²0
n )¡ 1.

Or le morphisme j ¤ est naturel par rapport aux transferts sur A0(:; M ), et il en est
de même du morphisme@. Ainsi, le morphisme ²n est un isomorphisme de faisceaux avec
transferts, ce qui munit le faisceau gradu¶eA0(:; M ) d'une structure de module homotopique
canonique.

La derniµere assertion r¶esulte de la compatibilit¶e des<basic maps> de Rost avec les
morphismes de modules de cycles. ¤

Remarque 4.3.10 .{ Notons M le faisceau Nisnevich surL k qui coÄ³ncide avecA0(:; M ).
On a montr¶e dans cette d¶emonstration queC¤(:; M ) est un faisceau Nisnevich qui v¶eri¯e
la condition de Brown-Gersten. Comme c'est une r¶esolution deM , il en r¶esulte que

Hi
Nis(X ; M ) = A i (X ; M ):

Dµes lors, d'aprµes la proposition 8.6 de [Ros96] d¶emontr¶e par M. Rost, le faisceauM a
une cohomologie invariante par homotopie (propri¶et¶e que l'on appellera être<strictement
invariant par homotopie>). On notera que l'hypothµese<k est parfait> n'est pas n¶ecessaire
pour obtenir ce r¶esultat.



Chapter 5

Transform¶ee g¶en¶erique

Dans tout ce chapitre, k d¶esigne un corps parfait.
Toutes les extensions de k sont suppos¶ees être de type ¯ni.

5.1 D¶e¯nition et th¶eorµeme fondamental

On ¶etudie dans ce paragraphe la r¶eciproque du th¶eorµeme4.3.9.
La cat¶egorie Es

k est ici la cat¶egorie des extensions (de type ¯ni) dek. Rappelons
qu'µa toute extension E=k on a associ¶e dans2.1.34un pro-objet de L k not¶e (E) qui pro-
repr¶esente un foncteur ¯bre du topos Nisnevich deL k .

Comme on l'a d¶ejµa annonc¶e dans3.3.8, on adopte la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 5.1.1 Soit F¤ un module homotopique.
On d¶e¯nit un foncteur not¶e F̂¤

(Es
k )op ! Z ¡ A b

E=k 7! F¤(E ):

Le th¶eorµeme principal de ce chapitre est le suivant :

Th¶eorµeme 5.1.2 (k est un corps parfait)
Pour tout module homotopique(F¤; ²), le foncteur F̂¤ est muni d'une structure canon-

ique de pr¶e-module de cycles surk. Pour cette structure, c'est un module de cycles, et on
l'appelle la transformation g¶en¶erique de(F¤; ²).

Cette transformation est naturelle, et induit donc le foncteur

HM tr
k ! M Cyclk
F¤ 7! F̂¤:

Remarque 5.1.3 .{ On peut notamment introduire la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 5.1.4 Pour toute extensionE=k, on note h0(E ) le pro-objet deHN tr
k obtenu

par composition du pro-objet (E ) de L k et du foncteur canonique

pro¡ L k
pro¡ h0¡¡¡¡! pro¡ HN tr

k :

129
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On obtient ainsi un foncteur contravariant de la cat¶egorieEs
k dans la cat¶egorie ab¶eli-

enne pro¡ HN tr
k . On note HN tr ;(0)

k la sous-cat¶egorie depro¡ HN tr
k compos¶ee des objets

de la formeSn
t  Htr h0(E ) oµu n est un entier naturel, et E=k une extension (de type ¯ni).

On peut voir la cat¶egorieHN tr ;(0)
k comme la cat¶egorie des points pour la cat¶egorie des

faisceaux homotopiques (cf3.3.4et 3.4.5). Ainsi, on peut voir la transformation g¶en¶erique
d'un module homotopique(F¤; ²) comme la<restriction> du faisceau homotopique gradu¶e
F¤ µa la cat¶egorie des points deHN tr ;(0)

k . Comme nous l'avons remarqu¶e, cette transfor-
m¶ee g¶en¶erique pr¶esente une certaine analogie avec la transform¶ee de Fourrier (le rôle des
harmoniques est jou¶e ici par les points g¶en¶eriques), et on montrera plus loin que l'on peut
d¶e¯nir une transform¶ee g¶en¶erique inverse.

Dans la partie concernant les motifs, on montrera comment on peut voir les donn¶ees
des pr¶e-modules de cycles directement grâce aux morphismes de la cat¶egorieHN tr ;(0)

k ,
concr¶etisant ainsi la remarque ¯nale de3.3.8.

Preuve : La preuve ¶etant plutôt longue, on l'a r¶epartie dans les sections qui suivent.
Il s'agit de construire les donn¶ees d'un module de cycles, de v¶eri¯er les relations que ces
donn¶ees doivent satisfaire, et de montrer les axiomes des modules de cycles. Pour que le
lecteur s'y retrouve, on pr¶ecise donc l'endroit oµu chacune de ces tâches est e®ectu¶ee :

Donn¶ees R¶ef¶erence Relations R¶ef¶erence Axiomes R¶ef¶erence
(D1) 5.2.1 (R1a) 5.2.2 (FD) 5.6.1
(D2) 5.3.21 (R1b) 5.3.22 (WR) 5.6.3
(D3) 5.5.17 (R1c) 5.3.24
(D4) 5.4.57 (R2a) 5.5.18

(R2b) 5.5.19
(R2c) 5.5.19
(R3a) 5.4.63
(R3b) 5.4.64
(R3c) 5.4.58
(R3d) 5.5.29
(R3e) 5.5.32

On renvoie donc µa la section5.7 pour la conclusion de cette d¶emonstration.

Dans tout le reste de ce chapitre, on ¯xe le module homotopique (F¤; ²).

5.2 Fonctorialit¶e ¶el¶ementaire et donn¶ee D1

Consid¶erons' : E ! L un morphisme d'extensions dek.
On rappelle que dans le num¶ero pr¶ec¶edant la d¶e¯nition2.1.37, on a associ¶e µa' un

morphisme de pro-objets (' ) : (L ) ! (E ). Dans le cas particulier oµu l'on considµere
des corps au lieu des anneaux locaux, cette d¶e¯nition est de plus particuliµerement simple
puisque le morphisme(' ) est la limite projective

~limÃ¡
A2M lis (E=k )

¡
Spec (' (A)) ! Spec (A)

¢
:
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En e®et, le morphisme' ¶etant un isomorphisme sur son image, pour toutek-algµebreA
lisse de type ¯ni, ' (A) est lisse de type ¯ni sur k.

D¶e¯nition 5.2.1 (Donn¶ee D1) Soit ' : E ! L un morphisme dansEs
k . On en d¶eduit

pour tout n 2 Z un morphisme ' ¤ : Fn (E ) ! Fn (L ), en posant

' ¤ = F̂¤(' );

avec les notations introduites ci-dessus.

5.2.2 .{ Si E
'
¡! L

Ã
¡! K sont des morphismes dansEs

k , on a bien sûr (' ) ± (Ã) = ( Ã ± ' ).
Ainsi, la donn¶eeD1 satisfait tout d'abord l'axiome R1a.

5.2.3 .{ Soit de nouveau ' : E ! L un morphisme dansEs
k , et consid¶erons de plus(X; x )

(resp. (Y; y)) un modµele deE=k (resp. L=k). Alors, on en d¶eduit le diagramme suivant

(L )
( ' ) //

»
²²

(E )

»
²²

Yy //___ X x

oµu les °µeches verticales sont les isomorphismes canoniques (cf2.1.39), et la °µeche pointill¶ee
est l'unique morphisme induit.

Dµes lors, par d¶e¯nition, le morphisme pointill¶e se relµeve en un morphismeU ! Y , oµu
U est un ouvert de X .

Quitte µa remplacer X par U, on a donc trouv¶e un morphisme dominantf : X ! Y ;
on note ¹f le morphisme de pro-objets compos¶e

X x ! X £ Y Yy ! Yy :

Dans cette situation, on dira quef est un k-modµele du morphisme' , ¶etant donn¶e que
le diagramme ci-dessous est commutatif

Spec (E)
' //

x
²²

Spec (L )
y

²²
X

f //Y:

Ce diagramme implique de plus que le diagramme de pro-objets suivant est commutatif

(E )
( ' ) //

x
²²

(L )
y

²²
X x

¹f //Yy :

5.3 Transpos¶ee, norme et donn¶ee D2

Dans cette section, on d¶e¯nit la donn¶eeD2 pour F̂¤. Cela passe par la d¶e¯nition d'une
°µeche entre pro-objets deL cor;k , qu'on appelle transpos¶ee.
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5.3.1 Correspondances ¯nies et transpos¶ee

On revient µa l'¶etude des correspondances ¯nies avec l'exemple suivant particuliµerement
important pour nous :

D¶e¯nition 5.3.1 Soient f : X ! Y un morphisme ¯ni ¶equidimensionnel dansL k , et
² : X £ Y ! Y £ X l'isomorphisme qui permute les facteurs.

On appelle transpos¶ee def , not¶ee t f , la correspondance ¯nie

²¤([¡ f ])

oµu ¡ f est le graphe def .

En e®et, puisquef est ¯ni ¶equidimensionnel, toute composante irr¶eductible det f est
bien ¯nie ¶equidimensionnelle surY .

Remarque 5.3.2 .{ Contrairement au cas des correspondances entre vari¶et¶es projectives
lisses, on ne peut pas transposer toutes les correspondances ¯nies, puisqu'on ne peut
pas, par exemple, transposer le morphisme de projection canoniqueX ! Spec (k) d'un
sch¶emaX dans L k de dimension strictement positive.

Le lemme suivant r¶esume les propri¶et¶es ¶el¶ementaires de la transpos¶ee :

Lemme 5.3.3 Soit f : Y ! X un morphisme ¯ni ¶equidimensionnel dansL k . Alors, on
a les relations suivantes :

1. Si ® 2 c (Y; Z) est une correspondance ¯nie,

®± t f = ( f £ 1Z )¤(®):

2. Si g : Z ! Y est un morphisme ¯ni ¶equidimensionnel alg¶ebrique lisse,

t (f ±g) = t g ± t f:

Preuve : 1. La d¶emonstration est la même que pour la relation 2 du lemme1.2.5 ; on se
ramµene au cas oµu® est la classe d'un sous-sch¶ema ferm¶e intµegre et on calcule l'intersection
suivante :

®± t f = pXZ
XY Z ¤

³
pY Z

XY Z
¤
(®):pXY

XY Z
¤
[¡ 0

f ]
´

= pXZ
XY Z ¤

¡
[X®]:[¡ 0

f Z ]
¢

oµu on a not¶e¡ 0
f pour le ferm¶e image de¡ f par l'isomorphisme de permutation des facteurs.

Un calcul analogue µa celui deloc.cit. montre que

[X®]:[¡ 0
f Z ] = ( ° 0

f £ 1Z )¤(®)

oµu le morphisme° 0
f : Y ! XY est la composition du morphisme graphe avec la permuta-

tion des facteurs. La premiµere relation en d¶ecoule.



5.3. TRANSPOS¶EE, NORME ET DONN ¶EE D2 133

2. D'aprµes ce qui pr¶ecµede, on a l'¶egalit¶e suivante :

t g = 1 Z ± t g = ( g £ 1Z )¤(¢ Z ):

Dµes lors, on peut e®ectuer le calcul ¶el¶ementaire suivant :

t g ± t f = ( f £ 1Z )¤(t g) = ( f £ 1Z )¤(g £ 1Z )¤(¢ Z )

= (( f ±g) £ 1Z )¤(¢ Z ) = t (f ±g):

¤

Muni de ce morphisme transpos¶e, on dispose du lemme de repr¶esentation suivant :

Lemme 5.3.4 Soient X ,Y et Z des sch¶emas alg¶ebriques lisses tels queZ est un sous-
sch¶ema ferm¶e deXY , dont la projection sur X est ¯ni ¶equidimensionnelle. Le cycle
associ¶e µaZ dans XY , not¶e [Z ] est donc une correspondance ¯nie.

Alors, consid¶erant les projections canoniques

X Z
q //poo Y;

on a dansL cor;k : [Z ] = q ± t p.

Preuve : En e®et, le sous-sch¶ema deX £ Z £ Y intersection de t ¡ f et de ¡ g est
isomorphe µaZ (vu comme graphe de l'immersion ferm¶eeZ ! X £ Y), qui est intµegre. Les
multiplicit¶es d'intersections sont donc toutes ¶egales µa1, et le cycle associ¶e est ¶egal µa[Z ]. ¤

En¯n, la proposition suivante est une interpr¶etation g¶eom¶etrique de la formule R1c
v¶eri¯¶ee par les pr¶e-modules de cycles :

Proposition 5.3.5 Soient X , Y , Z des sch¶emas alg¶ebriques lisses et connexes, etf :
Y ! X et g : Z ! X des morphismes dominants de sch¶emas tels quef est ¯ni ¶equidi-
mensionnel.

On considµere le carr¶e cart¶esien suivant :

Y £ X Z
q //

p
²²

Y
f²²

Z
g //X;

et on poseR = · (Y )  · (X ) · (Z ).

1. Spec (R) ! (Y £ X Z )(0) est une bijection.

2. Supposons que(Y £ X Z )red soit lisse. Alors

t f ±g =
X

x2 Spec(R)

lgR (Rx ):qjZ (x) ± t (pjZ (x) )

oµu x est consid¶er¶e comme un point g¶en¶erique deY £ X Z , et Z (x) d¶esigne son
adh¶erence dansY £ X Z , munie de sa structure de sous-sch¶ema r¶eduit.



134 CHAPTER 5. TRANSFORM ¶EE G ¶EN ¶ERIQUE

Preuve : La premiµere assertion r¶esulte du fait que, puisque les morphismes sont domi-
nants, on dispose d'un morphisme birationnel

Spec (· (Y )) £ Spec(· (X )) Spec (· (Z )) ! Y £ X Z:

Pour la deuxiµeme assertion, on note¡ f et ¡ g les graphes def et g. Ils sont tous deux
intµegres.

¡ g £ X
t ¡ f //

²²

t ¡ f
» //

²²

Y

¡ g //

»
²²

X

Z

¡ g£ X
t ¡ f est isomorphe µaZ £ X Y, l'isomorphisme ¶etant donn¶e par le morphisme canonique

¡ g £ X
t ¡ f ! Z £ Y . Donc le sous-sch¶ema intersection det f et g dans Z £ X £ Y , que

l'on note W est isomorphe µaZ £ X Y (et son image dansZ £ Y est ¶egale µa l'image de
Z £ X Y ! Z £ Y).

Par ailleurs, chaque composante de cette intersection est propre ; on notef x1; :::; xng
les ponts g¶en¶eriques deW . De plus, pour tout i , commeWred est lisse par hypothµese, il
en r¶esulte que(OW;x i )red est un anneau local de Cohen-Maccaulay {i.e. de profondeur
¶egale µa sa dimension ; cf [Ful98], A.7. Il en r¶esulte que OW;x i est de Cohen-Maccaulay.
Dµes lors, par application de la proposition 7.1 de [Ful98], la multiplicit¶e d'intersection de
x i dans W est ¶egale µa la longeur de l'anneau artinienOW;x i .

Autrement dit, la correspondance ¯nie t f ± g est le cycle associ¶e au sous-sch¶emaW
dans Z £ Y :

t f ±g =
nX

i =1

lg(OW;x i ):jZ (x i )jZ £ Y

D'aprµes le 1., le morphisme canoniqueSpec (R) ! Wx1 ;:::;x n est un isomorphisme. Pour
x 2 Spec (R), il est ¶evident que le localis¶e enx de Wx1 ;:::;x n est le localis¶e deW en x. Donc
lg(OW;x ) = lg( Rx ).

En¯n, le lemme 5.3.4 permet de conclure queqjZ (x) ± t (pjZ (x) ) = jZ (x)jZ £ Y . ¤

On en d¶eduit le cas particulier suivant :

Corollaire 5.3.6 Soit

Y 0
q //

p
²²

Y

f
²²

X 0
g //X

un carr¶e cart¶esien dansL k , tel que f soit ¯ni ¶equidimensionnel, alors

t f ±g = q ± t p:

On rappelle qu'on a d¶e¯nit un cup-produit ext¶erieur sur les correspondances ¯nies dans
2.2.21. Ce cup-produit v¶eri¯e logiquement la formule de projection suivante vis-µa-vis de
la transpos¶ee :
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Proposition 5.3.7 Soient X ,Y ,S,T des sch¶emas alg¶ebriques lisses etf : X ! Y un
morphisme ¯ni dominant.

Alors, pour toutes correspondances ¯nies® 2 c(Y; S) et ¯ 2 c(X; T )), on a les ¶egalit¶es
suivantes :

¡
(®± f ) ` ¯

¢
± t f = ® ` (¯ ± t f ) 2 c (X; S £ T)

¡
¯ ` (®± f )

¢
± t f = ( ¯ ± t f ) ` ® 2 c (X; T £ S) :

Preuve : Pour la premiµere assertion, on doit montrer

(f £ 1S£ T )¤
£¡

(1X £ pS)¤(f £ 1S)¤(®)
¢
:(1X £ pT )¤(¯ )

¤

= (1 Y £ pS)¤(®): [(1Y £ pT )¤(f £ 1T )¤(¯ )]

Or, (f £ 1S) ± (1X £ pS) = (1 Y £ pS) ± (f £ 1S£ T ), et le carr¶e suivant est cart¶esien :

X £ S £ T
1X £ pT //

f £ 1S £ T ²²

X £ T
f £ 1T²²

Y £ S £ T
1Y £ pT

//Y £ T

Finalement, en appliquant la proposition 1.1.21au carr¶e pr¶ec¶edent, on se ramµene µa montrer

(f £ 1S£ T )¤
£¡

(f £ 1S£ T )¤(1Y £ pS)¤(®)
¢
:(1X £ pT )¤(¯ )

¤

= (1 Y £ pS)¤(®): [(f £ 1S£ T )¤(1X £ pT )¤(¯ )]

Or cette derniµere formule est juste la formule de projection1.1.10appliqu¶ee au morphisme
f £ 1S£ T .

La deuxiµeme assertion est bien sûr sym¶etrique µa la premiµere. ¤

5.3.2 Situation g¶en¶erique

On ¶etudie dans cette sous-section la situation g¶en¶erique correspondant au paragraphe
pr¶ec¶edent. Le lemme suivant explique pourquoi on peut le faire :

Lemme 5.3.8 Soit f : X ! Y un morphisme ¯ni ¶equidimensionnel de sch¶emas.
Alors pour tout ouvert denseU de X , l'ouvert f ¡ 1(Y ¡ f (X ¡ U)) est dense et inclus

dans U.

Preuve : Z = X ¡ U est un ferm¶e de codimension sup¶erieure µa1, puisque U est dense.
En particulier, f (Z ) est un ferm¶e de codimension sup¶erieure µa1 dans Y , puisque f est
¯ni. Dµes lors, Y ¡ f (Z ) est un ouvert de Y , dense dansf (X ). Son image r¶eciproque est
donc un ouvert dense deX , qui contient U. ¤

Corollaire 5.3.9 Soit f : X ! Y un morphisme ¯ni dominant entre sch¶emas alg¶ebriques
irr¶eductibles. Soit x (resp. y) le point g¶en¶erique deX (resp. Y ).

Alors le morphisme canonique de pro-objets

X x ! X £ Y Yy

est un isomorphisme
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Preuve : En e®et, le lemme pr¶ec¶edent montre que l'ensemble des ouvertsX £ Y V de X ,
pour V parcourant les ouverts non vides deY est co¯nal dans Vx (X ). ¤

5.3.10 .{ Soit f : X ! Y un morphisme ¯ni dominant de sch¶emas alg¶ebriques lisses et
connexes. Soitx (resp. y) le point g¶en¶erique deX (resp. Y ).

Consid¶eronsV et V 0 deux ouverts non vides deY , tels queV 0 ½ V. Alors, le corollaire
5.3.6 appliqu¶e au carr¶e cart¶esien dansL k

X £ Y V 0
•_

²²

f V 0 //V 0•_

²²
X £ Y V

f V //V

montre que le diagramme suivant est commutatif dansL cor;k

V 0•_

²²

t f V 0 //X £ Y V 0
•_

²²
V

t f V //X £ Y V:

On d¶e¯nit donc un morphisme danspro¡ L cor;k , not¶e ¿¹f : Yy ! X £ Y Yy ,

~limÃ¡
V 2V y (Y )

(V
t f V¡¡! X £ Y V):

D¶e¯nition 5.3.11 Soit f : X ! Y un morphisme ¯ni dominant, oµu X et Y sont des
sch¶emas alg¶ebriques lisses et connexes. Soitx (resp. y) le point g¶en¶erique deX (resp. Y )
; on note ¹f : X x ! Yy le morphisme induit par f .

On d¶e¯nit un morphisme Yy
t ¹f
¡! X x dans pro¡ L cor;k , appel¶e transpos¶e de¹f en con-

sid¶erant la compos¶ee

Yy
¿ ¹f
¡! X £ Y Yy

(1)
¡¡! X x

oµu (1) est l'isomorphisme r¶eciproque du morphisme canoniqueX x ! X £ Y Yy (cf corollaire
pr¶ec¶edent).

Commen»cons par v¶eri¯er que cette d¶e¯nition est fonctorielle :

Lemme 5.3.12 Soient f : X ! Y et g : Y ! Z des morphismes ¯nis ¶equidimensionnels
avecX ,Y ,Z des sch¶emas alg¶ebriques lisses connexes, de points g¶en¶eriques respectifsx,y,z.

Posonsh = g ± f qui est un morphisme ¯ni ¶equidimensionnel. Alors,

t ¹h = t ¹f ± t ¹g:

Preuve : Consid¶erons tout d'abord un ouvert non videU (resp. V ) de Z (resp. Y ) tel
que V ½ Y £ X U. On peut alors consid¶erer le diagramme suivant dansL k :

X £ Y V•_
²²

f V //V•_

²²
X £ Z U•_

²²

f U //Y £ Z U•_
²²

gU //U•_

²²
X

f //Y
g //Z:
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On en d¶eduit le diagramme commutatif suivant dansL cor;k :

U
t gU //Y £ Z U

t f U //X £ Z U

V
t f V //

OO

X £ Y V

OO

X £ Y V:

Or, d'aprµes le corollaire5.3.6, ce diagramme est fonctoriel par rapport µaU. On peut donc
consid¶erer sa limite projective par rapport aux ouvertsU et V , et on obtient :

Zz

¿¹g //

t ¹f ((QQQQQQQQQ Y £ Z Zz
Á //X £ Z Zz

Yy
¿ ¹f //

»
OO

t ¹g ))TTTTTTTTTTTT X £ Y Yy

»
OO

X x :
»

OO

Mais par ailleurs, d'aprµes le lemme5.3.3, t f U ±t gU = t (gU ± f U ). CommegU ±f U = hU ,
on en d¶eduit que Á ± ¿¹g = ¿¹h, ce qui prouve l'¶egalit¶e attendue d'aprµes le diagramme
pr¶ec¶edent. ¤

Lemme 5.3.13 Consid¶erons un carr¶e cart¶esien dans la cat¶egorie des sch¶emas

X 0
f 0

//

q
²²

Y 0

p
²²

X
f //Y

dans lequelp, q sont dominants, f , f 0 sont ¯nis dominants, et X , Y , Y 0 sont alg¶ebriques
lisses et connexes.

Pour tout point z dans X 0(0) , X 0
z est un sch¶ema artinien local, et on a un diagramme

commutatif

(X 0
z)red

¹qz

²²

¹f 0
z //Y 0

y0

¹p
²²

X x
¹f //Yy

Alors, dans pro¡ L cor;k ,

t ¹f ± ¹p =
X

z2 X 0(0)

lg(X 0
z):¹qz ± t ¹f 0

z:

La longueur du pro-objet X 0
z n'est bien sur pas autre chose que la longueur de l'anneau

artinien OX 0;z .

Preuve : Comme k est parfait, il existe un ouvert dense de X 0 tel que  red est lisse
sur k.
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Soit V un ouvert dense deY tel que q¡ 1(f ¡ 1(V )) ½  . Posons U = X £ Y V et
V 0 = Y 0£ Y V ; on a donc un carr¶e cart¶esien

U £ V V 0
f 0

V 0 //

qU
²²

V 0

pV
²²

U
f V //V:

Alors, par d¶e¯nition, U £ V V 0 ½  , et donc (U £ V V 0)red est lisse surk.
On peut donc appliquer le lemme5.3.5 au carr¶e cart¶esien pr¶ec¶edent :

t f V ±pV =
X

z2 (U£ V V 0) (0)

lg((U £ V V 0)z):qU j ¹z ± t (f 0
V 0j ¹z);

ce qui nous permet de conclure (par passage µa la limite) puisque(U £ V V 0)(0) = X 0(0) et
(U £ V V 0)z = X 0

z. ¤

Soient X ,Y ,S,T des sch¶emas alg¶ebriques lisses tels queX et Y soient connexes de
points g¶en¶eriques respectifsx et y. Puisque le produit ext¶erieur de cycles est fonctoriel
(voir la d¶e¯nition 2.2.21) il induit un produit ext¶erieur sur les ¯bres :

c (X x ; S)  Z c (X x ; T)
`
¡! c (X x ; S £ T) :

On peut donc en d¶eduit une formule de projection<g¶en¶erique>, analoque µa celle de la
proposition 5.3.7 :

Proposition 5.3.14 Avec les hypothµeses ci-dessus, consid¶erons un morphisme ¯ni sur-
jectif f : X ! Y . Alors, pour tout ® 2 c (Yy ; S) et ¯ 2 c (X x ; T), on a

¡
(®± ¹f ) ` ¯

¢
± t ¹f = ® ` (¯ ± t ¹f )

¡
¯ ` (®± ¹f )

¢
± t ¹f = ( ¯ ± t ¹f ) ` ®:

Preuve : Il s'agit juste de v¶eri¯er que la situation g¶en¶erique se ramµene µa distance ¯nie.
Ainsi, il existe un ouvert U (resp. V ) de X (resp. Y ) tel que ® se relµeve en®V 2 c (V; S)
et ¯ se relµeve en®U 2 c (U; T).

De plus, quitte µa restreindreU et V , on peut supposer que¹f se relµeve en un morphisme
¯ni dominant f : U ! V d'aprµes le lemme5.3.8.

En¯n, appliquant la proposition 5.3.7au morphismef , on obtient la formule attendue.
¤

5.3.3 Modµeles et d¶e¯nition

A¯n d'exploiter le paragraphe pr¶ec¶edent, on ramµene la situation algµebrique d'une extension
¯nie au cas g¶eom¶etrique. On passe pour cela par la d¶e¯nition suivante :

D¶e¯nition 5.3.15 Soient E=k et L=k deux extensions et' : E ! L un morphisme tel

queL=E est ¯nie. On appellek-modµele deE=L tout triplet ((X; x ); (Y; y); X
f
¡! Y ), tel que
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(X; x ) est un modµele deE=k, (Y; y) un modµele deL=k, et f un morphisme ¯ni dominant
tel que le diagramme suivant commute

Spec (E) i //

x
²²

Spec (L)

y
²²

X
f //Y;

les °µeches verticales correspondant aux points canoniques des modµeles concern¶es, eti cor-
respond µa l'injection de L dans E.

Bien sûr, de tels modµeles existent toujours :

Lemme 5.3.16 Soient L=k une extension etE=L une extension ¯nie. Alors il existe un
k-modµele deE=L.

Preuve : Soit Y 0 un modµele deL . Soit ~Y 0 le normalis¶e deY 0 dans E=L. Alors ~Y 0 est
de type ¯ni sur k (car Y est de type ¯ni sur k), ~Y 0 est muni d'un E-point qui induit un

isomorphisme· ( ~Y 0) ! E , et on a un morphisme ¯ni canonique ~Y 0 f
¡! Y 0, compatible avec

les points canoniques de ces sch¶emas. En¯n,~Y 0 est g¶en¶eriquement lisse. SoitU un ouvert

lisse de ~Y 0, Y = Y 0 ¡ f ( ~Y 0 ¡ U) et X = f ¡ 1(Y ) : X
f jX¡¡! Y convient d'aprµes le lemme

5.3.8. ¤

D¶e¯nition 5.3.17 Soient E=k et L=k deux extensions, et' : E ! L un k-morphisme

tel que L=E soit ¯nie. Soit X
f
¡! Y un k-modµele deL=E et x (respectivementy) le point

g¶en¶erique deX (respectivementY ).
On note [E ] le pro-objet deL cor;k induit par le pro-objet (E ) de L k d¶e¯ni dans 2.1.40.

On d¶e¯nit alors la transpos¶ee de(' ) comme le morphisme depro¡ L cor;k

[E ]
t ( ' )
¡¡! [L ]

obtenu par la composition

[E ] »¡! Yy
t ¹f
¡! X x

»Ã¡ [L ];

oµu t ¹f est le morphisme d¶e¯ni dans5.3.11.

5.3.18 .{ On montre que cette d¶e¯nition est ind¶ependante du modµele choisi. Pour cela, on
utilise le lemme suivant :

Lemme 5.3.19 Soit E=k une extension, etL=E une extension ¯nie. Consid¶eronsX ! Y
et X 0 ! Y 0 deux k-modµeles deL=E . Alors il existe un k-modµeleX 00! Y 00de L=E tel
que :

X
f //Y

X 00
f 00

//

²²

OO

Y 00

OO

²²
X 0

f 0
//Y 0;

les °µeches verticales ¶etant compatibles avec les points dominants canoniques des modµeles
consid¶er¶es.
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Preuve : On se ramµene au cas a±ne. Soient doncX = Spec (B ) ; X 0 = Spec (B 0) ; Y =
Spec (A) ; Y 0 = Spec (A0). Puisque X ! Y et X 0 ! Y 0 sont des modµeles deL=E , les
isomorphismes canoniques sont compatibles :

· (X ) //

» ²²

· (Y )
»²²

E //L

· (X 0) //
»

OO

· (Y 0):
»

OO

Soient X = Spec (A), X 0 = Spec (A0). On peut supposer queA; A 0 ½ L, B; B 0 ½ E.
Consid¶erons les sous-k-algµebre de type ¯ni A00= k[A [ A0] ½ E et B 00= k[B [ B 0] ½ L.
Tout ¶el¶ement de B [ B 0 est entier sur A00, ce qui implique queB 00=A00est intµegrale. En
particulier, la clôture normale de A00 dans L=E contient B 00, donc elle contient B et
B 0. Notant X 00son spectre, etY 00= Spec (A00), on obtient un morphisme ¯ni dominant
X 00 ! Y 00, avec le diagramme attendu dans l'¶enonc¶e, les morphismes dominants ¶etant
donn¶es par les inclusions canoniques.

Il su±t maintenant de consid¶erer des ouverts de lissit¶e deX 00et Y 00pour obtenir les
modµeles d¶esir¶es. ¤

Dµes lors, sif : X ! Y et f : X 0 ! Y 0 sont deux k-modµeles deL=E , d'aprµes le lemme
2.1.39, on se r¶eduit µa montrer que pour un carr¶e cart¶esien (i.e. un morphisme dek-modµeles
de L=E )

X 0
f 0

//

q
²²

Y 0

p
²²

X
f //Y

oµu p et q0 forment un morphisme dek-modµele, et sont donc en particulier des morphismes
birationnels, le diagramme depro¡ L cor;k suivant est commutatif

Y 0
y0

t ¹f 0
//

¹p
²²

X 0
x0

¹q

²²
Yy t ¹f

//X x :

Or, c'est un cas particulier du lemme5.3.13, avecp birationnel. On a donc prouv¶e que la
d¶e¯nition ci-dessus est ind¶ependante du modµele choisi.

On peut voir dµes lors que cette donn¶ee est fonctorielle :

Lemme 5.3.20 Soient E=k, L=k et K=k des extensions,' : E ! L et Ã : L ! K des
k-morphismes tels queL=E et K=L soient ¯nies.

Alors, dans pro¡ L cor;k , on a l'¶egalit¶e de morphismes

t (' ) ± t (Ã) = t (' ±Ã):
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Preuve : On commence par choisir unk-modµele f : X ! Y de L=E . Dµes lors, on
peut trouver un k-modµeleg : V ! Z de K=L oµu V est un ouvert dense deY . On peut
supposerY = V , et la formule se ramµene alors par d¶e¯nition au lemme5.3.12. ¤

On en d¶eduit maintenant la donn¶eeD2, car un faisceau homotopique est en particulier
un pr¶efaisceau surL cor;k , et induit donc un foncteur contravariant de pro¡ L cor;k dans
A b :

D¶e¯nition 5.3.21 (D2) Soit F¤ un module homotopique.
Alors, pour tout ' : E ! L morphisme ¯ni dans Es

k , on pose' ¤ = F¤
¡

t (' )
¢
, oµu t (' )

est le morphisme de la d¶e¯nition5.3.17.

On obtient imm¶ediatement la relation R1b comme corollaire du lemme pr¶ec¶edent :

Corollaire 5.3.22 (R1b) Soit F¤ un module homotopique.
Pour des k-morphismes ¯nis ' : E ! L , Ã : L ! K entre extensions de type ¯ni de

k, on a
(Ã ± ' )¤ = ' ¤ ±Ã¤:

5.3.4 Axiome R1c

L'axiome R1c est cons¶equence d'un lemme concernant la cat¶egorie additivepro¡ L cor;k :

Lemme 5.3.23 Soient ' : P ! E un morphisme ¯ni et Ã : P ! L un morphisme
quelconque oµuP=k, E=k et L=k sont des extensions .

La k-algµebreE  P L est artinienne et on note E  P L (0) l'ensemble de ses id¶eaux
maximaux. Si z 2 E  P L (0) , on note · (z) l'extension de k quotient E  P L=z :

· (z) E
Ãzoo

L

' z
OO

P:

'
OO

Ã
oo

Alors, on a dans pro¡ L cor;k ,

t (' ) ± (Ã) =
X

z2 (E  P L ) (0)

lg(E  P L)z:(Ãz) ± t (' z):

Preuve : Consid¶eronsX
f
¡! Y un k-modµele deE=P, et (Y 0; y0) un modµele deL=k. Soit

x (resp. y) le point g¶en¶erique deX (resp. Y ).
On obtient donc le diagramme danspro¡ L k

(L )
(Ã) //

y0

²²

(P)

x

²²

(E )
( ' )oo

y

²²
Y 0

y0
¿ //X x Yy

¹foo
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oµu ¿ = xÃ¤y0¡ 1. Le morphisme¿ se relµeve en un morphismeV 0 p
¡! U oµu V 0 est un ouvert

dense deY 0 et U un ouvert dense deX .
Quitte µa restreindre X grâce au lemme5.3.8, on peut supposer queV 0 = Y 0 et U = X .

De même, on peut supposer que le morphisme¹f se relµeve en un morphisme dominant
f : Y ! X . On est donc dans les conditions d'application du lemme5.3.13. Adoptant les
notations de celui-ci, on a donc :

t ¹f ± ¹p =
X

z2 X 0(0)

lg(X 0
z):¹qz ± t ¹f 0

z:

Or, X 0(0) ' E  P L (0) , et si z est un ¶el¶ement deX 0(0) , on a un isomorphisme canonique
induit par y  x y0 :

Spec ((E  P L)z) ! X 0
z

qui induit un isomorphisme x0
z : Spec (· (z)) ! (X 0

z)red .
Par ailleurs, si Z (z) d¶esigne la composante irr¶eductible deX 0 correspondant µaz, le

morphisme restriction Z (z) ! Y 0 induit un k-modµele deL=· (z), quitte µa le restreindre µa
un ouvert de Z (z). En particulier, ' z¤ = ( x0

z)¡ 1 ± t ¹f 0
z ±y0.

La formule du lemme 5.3.13donne donc la formule attendue par composition avec les
isomorphismes canoniques de nos divers modµeles. ¤

Corollaire 5.3.24 (R1c) Sous les hypothµeses du lemme pr¶ec¶edent, on a

Ã¤ ± ' ¤ =
X

z2 (E  P L ) (0)

lg(E  P L)z:' z
¤ ±Ãz¤

Preuve : Il su±t d'appliquer F¤ µa l'¶egalit¶e de morphismes du lemme pr¶ec¶edent. ¤

5.4 R¶esidu et donn¶ee D4

Pour d¶e¯nir le r¶esidu, on va prolonger tout faisceau homotopique en un pr¶efaisceau d¶e¯nit
sur la cat¶egorie des paires ferm¶ees, et satisfaisant certaines propri¶et¶es simples telles que
l'excision. On commence donc par introduire cette notion d'excision, ce qui nous permet
de pr¶eciser les d¶e¯nitions sur les paires (cf d¶e¯nitionB.2.2).

5.4.1 Paires et excision

La notion suivante est classique en topologie :

D¶e¯nition 5.4.1 On appelle paire tout couple(X; Y ) tel que X est un sch¶ema etY un
sous-sch¶ema deX .

De plus,

1. On appelle paire ouverte (resp. ferm¶ee) toute paire(X; Y ) telle queY est un sous-
sch¶ema ouvert (resp. ferm¶e).

2. Si (X; Y ) est une paire, on dit que(X; Y ) est r¶eduite si et seulement siY est r¶eduit.
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3. Un morphisme de paire est simplement un carr¶e commutatif,

Y 0

²²

g //Y
²²

X 0
f //X;

que l'on note (f; g ). Si ce carr¶e est cart¶esien, on dit que(f; g ) est cart¶esien.

Si S est une cat¶egorie de sch¶emas, on noteP o(S ) la cat¶egorie des paires ouvertes
(X; Y ) telles queX est un sch¶ema deS , et Y est ouvert dansX .

Remarque 5.4.2 .{ Pour un morphisme cart¶esien(f; g ) : (X 0; Y 0) ! (X; Y ), on abr¶egera
souvent (f; g ) en f , notant f Y = g. Si (P) est une propri¶et¶e des morphismes de sch¶emas
stable par changement de base, on dira encore que(f; g ) v¶eri¯e la propri¶et¶e (P) si et
seulement sif v¶eri¯e (P).

Convention 5.4.3 .{ Pour di®¶erencier la notion de paire ferm¶ee et de paire ouverte, on
note (X=Y ) les paires ouvertes.

Notons qu'µa toute paire ferm¶ee (X; Z ), il correspond une unique paire ouverte
(X=X ¡ Z ), mais la r¶eciproque n'est pas vraie, puisqueZ peut ne pas être r¶eduit. On
mettra la plupart du temps en avant la paire ferm¶ee (X; Z ) pour cette raison, bien que
nos constructions seront fonctorielles par rapport aux morphismes de la paire ouverte
correspondante. C'est pourquoi on introduit les d¶e¯nition suivantes :

D¶e¯nition 5.4.4 On appelle pseudo-morphisme de paires ferm¶ees tout morphisme entre
les paires ouvertes correspondantes.

Soit (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un morphisme de paires ferm¶ees. On dit que :

1. (f; g ) est quasi-cart¶esien si et seulement si le morphisme canoniqueT ! Z £ X Y
induit par (f; g ) est un ¶epaississement (i.e. une immersion ferm¶ee d'id¶eal nilpotent).

2. (f; g ) est excisif si et seulement si

(a) (f; g ) est quasi-cart¶esien.

(b) f est ¶etale.

(c) gred : Tred ! Zred est un isomorphisme.

Si S est une cat¶egorie de sch¶emas, on noteP f (S ) la cat¶egorie dont les objets sont
les paires ferm¶ees(X; Y ) telles queX est un sch¶ema deS , et Y est ferm¶e dansX , avec
pour morphismes les morphismes quasi-cart¶esiens de paires ferm¶ees.

Remarque 5.4.5 .{ Ainsi, un morphisme de paires ferm¶ees quasi-cart¶esien est un pseudo-
morphisme, puisqu'il induit un morphisme cart¶esien sur les paires ouvertes correspon-
dantes. Cette notion est particuliµerement pertinente dans le cas des paires ferm¶ees r¶e-
duites. Ainsi, un morphisme quasi-cart¶esien de paires r¶eduites n'est rien d'autre qu'un
morphisme cart¶esien sur les paires ouvertes associ¶ees.

Les morphismes excisifs correspondent aux carr¶es distingu¶es de la topologie de
Nisnevich (cf 2.1.11).

La proposition suivante donne un moyen simple de construire des morphismes excisifs.
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Proposition 5.4.6 Consid¶erons un diagramme commutatif

Z
i //

j ²²

X
f²²

X 0
g //Y

oµu i; j sont des immersions ferm¶ees, etf , g des morphismes ¶etales.
Alors il existe un ouvert canonique dense de X £ Y X 0, muni d'une immersion ferm¶ee

¶: Z !  qui s'inscrit dans le diagramme commutatif :

Z
¶
!!

j

ÁÁ

i

##
 p

//

q
²²

X

²²
X 0 //Y

et tel que les morphismes induits

( ; Z )
q

xxrrr
rr p

%%LLL
LL

(X 0; Z ) (X; Z )

soient (cart¶esiens) excisifs.

Preuve : Consid¶erons pour commencer le carr¶e cart¶esien :

Z
k

%%

j
$$

i

%%
X £ Y X 0

p
//

q
²²

X
f

²²
X 0

g //Y:

Comme p et q sont ¶etales, il s'agit de trouver un ouvert  de X £ Y X 0 tel que les
images r¶eciproques deZ dans  par p et q soient ¶egales µak(Z ).

Or, on peut consid¶erer le carr¶e cart¶esien suivant :

Z
k0

##

=

##

k

&&
q¡ 1(Z )

j 0
//

q0

²²

X £ Y X 0

q
²²

Z
j //X 0:

Puisque f est ¶etale,q et q0 sont ¶etales. Alors,k0 est une section du morphisme ¶etaleq0 ;
c'est donc une immersion ouverte. Comme c'est de plus une immersion ferm¶ee,k0Z est
facteur direct dans q¡ 1(Z ). Ainsi, q¡ 1(Z ) ¡ kZ est canoniquement un sous-sch¶ema ferm¶e
de q¡ 1(Z ), donc deX £ Y X 0.

Par sym¶etrie des rôles, on d¶emontre quep¡ 1(Z ) ¡ kZ est ferm¶e dansp¡ 1(Z ), compl¶e-
mentaire de l'image deZ .
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On peut alors poser

 = X £ Y X 0¡
¡
(q¡ 1(Z ) ¡ kZ ) [ (p¡ 1(Z ) ¡ kZ )

¢

qui satisfait alors la propri¶et¶e attendue. ¤

Remarque 5.4.7 .{ Le fait que cet ouvert est canonique se traduira pour nous en dis-
ant qu'il est fonctoriel par rapport µa (X; Z ) (resp. (X 0; Z )) pour les morphismes cart¶esiens.

On introduit maintenant une d¶e¯nition commode et classique :

D¶e¯nition 5.4.8 Soit (X; Z ) une paire ferm¶ee, oµuX est unk-sch¶ema. On appelle simple-
ment param¶etrisation de (X; Z ) sur k tout morphisme de paires ferm¶ees(f; g ) : (X; Z ) !
(Ac+ n

k ; An
k ) oµu

1. n et c sont des entiers naturels.

2. An
k est vu comme un sous-sch¶ema ferm¶e deAc+ n

k µa travers l'annulation des c pre-
miµeres coordonn¶ees.

3. (f; g ) est cart¶esien ¶etale.

L'existence d'une param¶etrisation de(X; Z ) est implique que X et Z sont lisses sur
k, Z de codimension pure dansX ¶egale µac. R¶eciproquement, siX et Z sont lisses surk,
il existe un ouvert U de X et une param¶etrisation de(U; Z \ U).

5.4.9 .{ On utilisera dµes lors le proc¶ed¶e suivant pour associer µa une param¶etrisation deux
morphismes excisifs (on peut voir ce proc¶ed¶e comme la version g¶eom¶etrique du th¶eorµeme
de puret¶e) :

Si (X; Z ) est une paire ferm¶ee, et(f; g ) : (X; Z ) ! (Ac+ n
k ; An

k ) une param¶etrisation, on
considµere le carr¶e commutatif :

Z
s0 //

²²

Ac
Z

f Z £ 1
²²

X //Ac+ n
k :

oµu s0 est la section nulle du ¯br¶e consid¶er¶e.
Alors, d'aprµes la proposition5.4.6, il existe une paire( ; Z ) et des morphismes excisifs :

(X; Z ) ! ( ; Z ) Ã (Ac
Z ; Z ):

Par ailleurs, cette donn¶ee est fonctorielle par rapport µa(X; Z ) et par rapport µa sa
param¶etrisation pour les morphismes de paires cart¶esiens.

5.4.2 Excision des faisceaux avec transferts

Dans toute la suite de cette section sur le r¶esidu, les paires qui apparaissent
sont suppos¶ees être de la forme (X; Y ) oµu X est alg¶ebrique lisse.

Le but de ce qui suit est de prolonger un faisceau avec transferts en un foncteur sur
les paires ferm¶ees r¶eduites, munies des morphismes quasi-cart¶esiens :
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D¶e¯nition 5.4.10 Soit (X; Y ) une paire telle queX et Y sont lisses surk.
On note L[X=Y ] le faisceau Nisnevich dansN tr

k obtenu comme conoyau du monomor-
phisme L[Y ] ! L[X ], induit par l'immersion canonique.

Lorsqu'on restreint ce proc¶ed¶e aux paires ouvertes, on obtient un foncteurL[:=:] :
P oL k ! N tr

k . D'aprµes la convention 5.4.3, pour toute paire ferm¶ee(X; Y ), on pose

L[X; Y ] = L[ X=X ¡ Y ] ;

ce qui d¶e¯nit un foncteur sur P fL k .

Le lemme suivant n'est alors qu'une reformulation du corollaire2.1.11:

Lemme 5.4.11 Soit (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un morphisme quasi-cart¶esiens.
Si (f; g ) est excisif alors le morphisme induitL[f; g ] : L[Y; T] ! L[X; Z ] est un iso-

morphisme.

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin d'une construction qui se localise par
rapport au ferm¶e de la paire consid¶er¶ee, lorsqu'il est muni de sa topologie de Nisnevich.
Suivant l'utilisation qu'on a fait des pro-objets, on montre comment on peut faire cela en
consid¶erant non plus un faisceau avec transferts mais un pro-objet de tels faisceaux. On
introduit donc en particulier l'ensemble projectif suivant :

D¶e¯nition 5.4.12 Soient (X; Z ) une paire ferm¶ee, etV=Z un sch¶ema ¶etale surZ .
On d¶e¯nit la cat¶egorie VV (X; Z ) dont les objets sont les triplets(U; h; k) qui s'insµerent

dans le diagramme commutatif

V
k //

²²

U
h²²

Z //X

oµu h est ¶etale, etk est une immersion.
Un morphisme g : (U; h; k) ! (U0; h0; k0) est simplement un diagramme commutatif :

U h ((QQQ
g²²V

k0
''OOO

k 77nnn
X:

U0 h0

66nnn

Remarque 5.4.13 .{ Soit (U; h; k) un objet de VV (X; Z ). Puisque le diagramme de la
d¶e¯nition ci-dessus est commutatif, le morphismek se factorise canoniquement en

V
k //

l &&MMM
M

²²

U

Z £ X U

88qqqq

xxqqqq
Z:

Or, puisque les projections deV et Z £ X U sur Z sont ¶etales, il r¶esulte de [EGA4], prop.
17.3.4 quel est ¶etale. Comme c'est de plus une immersion, c'est donc une immersion
ouverte.
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La cat¶egorieVV (X; Z ) ainsi d¶e¯nie est co¯ltrante puisque si (U; h; k) et (U0; h0; k0) en
sont des objets, on peut consid¶erer le produit ¯br¶e(U £ X U0; h £ X h0; k00) oµu k00: V !
U £ X U0 est l'immersion induite.

Comme elle est de plus form¶ee d'objets ¶etales au-dessus deU, elle est essentiellement
petite.

On en d¶eduit alors :

D¶e¯nition 5.4.14 Soient (X; Z ) une paire ferm¶ee, etV=Z un sch¶ema ¶etale. On pose

LV [X; Z ] = ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[U; Z £ X U] ;

qui est donc un pro-objet deN tr
k .

5.4.15 .{ Cette construction est fonctorielle par rapport aux morphismes quasi-cart¶esiens :
Si (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) est un tel morphisme, on poseW = V £ Z T, qui est ¶etale sur

T. Alors, pour tout objet (U; h; k) de VV (X; Z ), on obtient on objet (UY ; hY ; kY ) d¶e¯nit
par le diagramme suivant :

W
kY //

²²

gV

{{www
ww

UY

hY

²²

f Uzzuuu
uu

V
k //

²²

U
h

²²
T //

g{{www
www

Y

fzzuuu
uuu

Z //X;

dans lequel les carr¶es de droite et de gauche sont cart¶esiens. Le morphismekY est
l'immersion canonique qui s'inscrit dans ce diagramme commutatif.

Le morphisme(f U ; gV ) : (UY ; T £ X UY ) ! (U; Z £ X U) est encore quasi-cart¶esien, et
on en d¶eduit un morphisme

L[f U ; gV ] : L[UY ; T £ Y UY ] ! L[U; Z £ X U] :

Les morphismes ainsi construits sont compatibles par rapport µa(U; h; k). On en d¶eduit
donc un morphisme de pro-objets :

~limÃ¡
U2V V (X;Z )

³
L[UY ; T £ Y UY ]

L[ f U ;gV ]
¡¡¡¡¡! L[U; Z £ X U]

´
:

Comme pour tout (U; h; k) comme ci-dessus,(UY ; hY ; kY ) est un objet de VT (W; Y ), ce
morphisme d¶e¯ni un morphisme de pro-objets :

LV [f; g ] : LV £ Z T [Y; T] ! LV [X; Z ]

Ce morphisme nous permet d'¶enoncer le lemme suivant :

Lemme 5.4.16 Soit (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un morphisme quasi-cart¶esien.
Si (f; g ) est excisif, alors pour tout sch¶emaV ¶etale sur Z , le morphisme LV [f; g ] est

un isomorphisme.
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Preuve : On poseW = V £ Z T, et plus g¶en¶eralement, on reprend les notations de5.4.15.
On d¶emontre ce lemme en traitant deux cas particuliers. Pour chacun d'eux, l'¶etape de
r¶eduction suivante est valable :

0) Pour tout (U; h; k) dans VV (X; Z ), le morphisme (f U ; gV ) : (UY ; T £ Y UY ) !
(U; Z £ X U) est encore excisif, et donc le morphismeL[f U ; gV ] est un isomorphisme d'aprµes
le lemme5.4.11. Dµes lors, si l'on noteÁ le foncteur

VV (X; Z ) ! V W (Y; T) ; (U; h; k) 7! (UY ; hY ; kY );

il su±t de montrer que Á est ¯nal.

1) On commence par supposer queX = Y, et f = 1 X . Par d¶e¯nition, le morphisme
g : T ! Z est donc un ¶epaississement.

On se place aprµes la r¶eduction 0). Dans ce cas, le morphismeÁ associe µa un objet
(U; h; k) de VV (X; Z ) le triplet (U; h; k £ Z T).

Si (U; h; k0) est un objet de VW (X; T ), puisque h est formellement ¶etale, et queV est
un ¶epaississement deW, on en d¶eduit par d¶e¯nition (cf [EGA4], 17.1.1) l'existence d'un
unique morphisme pointill¶e dans le diagramme suivant

W //

k0
((PPPPPPPPPPPPPP V //

k

ÃÃA
A

A
A U

h
²²

X:

En utilisant µa nouveau le fait queh est formellement ¶etale, on obtientÁ(U; h; k) = ( U; h; k0)
ce qui montre queÁ est ¯nal (et même inversible µa droite) et termine la d¶emonstration
de ce cas.

2) Grâce au cas 1), on peut se restreindre au cas oµuZ et T sont r¶eduits.
Pla»cons nous dµes lors aprµes l'¶etape de r¶eduction 0).
Soit (U0; h0; k0) un objet dans VW (Y; T). On poseh = f ± h0, qui est un morphisme

¶etale.
Or, par hypothµese,g est un isomorphisme. Donc, le morphismegV : W ! V qui s'en

d¶eduit par changement de base est aussi un isomorphisme. Dµes lors, si l'on posek = k±g¡ 1
V ,

on obtient bien une immersion ; le triplet (U0; h; k) est donc un objet deVV (X; Z ). En¯n,
si l'on poseÁ(U0; h; k) = ( U0

Y ; hY ; kY ), on insµere ce triplet dans le diagramme commutatif
suivant :

W

gV

²²

kY //

k0

ÃÃA
AA

AA
AA

A U0
Y

hY //

²²

Y

f
²²

V

g¡ 1
V

BB

k
//___ U0

h
//___

h0
>>}}}}}}}}
X

(pour plus de clart¶e, on a trac¶e en pointill¶e les °µeches qu'on a construites µa partir des
°µeches donn¶ees rigides). Ce diagramme d¶e¯nit donc une °µecheÁ(U0

Y ; h; k) ! (U0; h0; k0),
ce qui conclut. ¤

Le lemme suivant a±rme que le ra±nement que l'on vient de d¶e¯nir est continu au
sens de la topologie de Nisnevich :
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Lemme 5.4.17 Soit (X; Z ) une paire, et s un point de Z . Alors, on a un isomorphisme
canonique

~limÃ¡
V 2V h

s (Z )

LV [X=X ¡ Z ] »Ã¡ L
h
X h

s =X h
s ¡ Z h

s

i

oµu le pro-objet de droite est le conoyau du monomorphisme de pro-objets deN tr
k ,

L
£
X h

s ¡ Z h
s

¤
! L

£
X h

s

¤
(avec X h

s ¡ Z h
s = X h

s £ X (X ¡ Z )).

Preuve : Par d¶e¯nition, le pro-objet de gauche est index¶e par la cat¶egorie`
V 2V h

s (Z ) VV (X; Z ).

D'aprµes le lemmeC.2.21, il su±t donc de construire un foncteur ¯nal
a

V 2V h
s (Z )

VV (X; Z ) ! V h
s (X ) :

Soient V est un voisinage Nisnevich des dans Z , et (U; h; k) un objet de VV (X; Z ), ce
que l'on r¶esume dans le diagramme suivant :

V
k //

f ²²
U

h²²
Z

i //X:

Par d¶e¯nition, il existe un point t de V tel que le morphisme induit · Z (s)
f ]

¡! · V (t)
sur les corps r¶esiduels soit un isomorphisme. On peut alors regarder le diagramme

· V (t) · U (ht)k ]
oo

· Z (s)
f ]

OO

· X (is)
h]

OO

i ]
oo

Comme k] et i ] sont des isomorphismes (puisque les morphismes correspondants respec-
tivement sont des immersions), on en d¶eduit queh] est un isomorphisme ; doncU est un
voisinage Nisnevich des dans X .

Le morphisme annonc¶e est donc simplement(U; h; k) 7! U.
Il est bien sûr ¯nal, puisque pour tout voisinage Nisnevich U0 de s dans X , Z £ X U0

est un voisinage Nisnevich des dans Z , et U0 muni des morphismes triviaux est un objet
de VZ £ X U0 (X; Z ). ¤

5.4.2.1 Un invariant pour les faisceaux homotopiques associ¶e µa une paire fer-
m¶ee

D¶e¯nition 5.4.18 Soit F un faisceau homotopique, et(X; Z ) une paire ferm¶ee.
Si V=Z est un sch¶ema ¶etale surZ , on pose

F̂(X;Z ) (V ) = Hom pro¡ D (N tr
k ) (L V [X=X ¡ Z ] ; F [1]) :

On a donc d¶e¯ni un pr¶efaisceau F̂(X;Z ) sur le site ¶etale deZ , et l'on note F(X;Z ) le
faisceau Nisnevich associ¶e.

On pose en¯n : F 1(X; Z ) = ¡ Nis(Z ; F̂(X;Z ) ).
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Remarque 5.4.19 .{ Cette construction est directement inspir¶ee de la construction de
V. Voevodsky [FSV00c], x4.2. La construction que l'on propose permet de b¶en¶e¯cier des
propri¶et¶es de la topologie de Nisnevich.

5.4.20 .{ Ainsi, elle est fonctorielle par rapport aux morphismes quasi-cart¶esiens : si(f; g ) :
(Y; T) ! (X; Z ) est un tel morphisme, compte tenu de la fonctorialit¶e de5.4.15, on en
d¶eduit un morphisme de pr¶efaisceaux surZNis

F̂(f;g ) : F̂(X;Z ) ! g¤F̂(Y;T)

et donc un morphisme de groupes ab¶eliens

F 1(f; g ) : F 1(X; Z ) ! F 1(Y; T):

On a ainsi d¶eduit de F un pr¶efaisceau sur la cat¶egorie des paires munies des mor-
phismes quasi-cart¶esiens.

5.4.21 .{ Rappelons que par d¶e¯nition, on dispose de la suite exacte de pro-faisceaux
suivante :

0 ! ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[U ¡ ZU ] ! ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[U] ! LV [X=X ¡ Z ] ! 0:

Posant alors, A = ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[U ¡ ZU ], et B = ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[U], puisque X est un objet

de VV (X; Z ), on d¶eduit de la suite exacte ci-dessus le diagramme suivant :

F (X )
j ¤

//

²²

F (X ¡ Z )

²²

@0
V

))RRRRRRRRRRRR

Hompro¡ D (N tr
k ) (B; F ) //Hompro¡ D (N tr

k ) (A; F ) //F̂(X;Z ) (V )

oµu j : X ¡ Z ! X est l'inclusion naturelle. La suite du bas est un morceau de suite exacte
longue, qui est limite inductive ¯ltrante de suites exactes longues de cohomologie.

Ainsi, on a tout au moins la relation @0
V ± j ¤ = 0 . Par ailleurs, le morphisme @0

V
est naturel par rapport µa V , et induit donc un morphisme du groupe F (X ¡ Z ) dans
le pr¶efaisceauF̂(X;Z ) . Comme le foncteur sections globales du faisceau associ¶e se d¶ecrit
comme une limite inductive de sections du pr¶efaisceau, on en d¶eduit donc un morphisme,
qu'on appellera pr¶e-r¶esidu,

F (X ¡ Z )
@0

( X;Z )
¡¡¡¡! F 1(X; Z )

tel que @0
(X;Z ) ± j ¤ est nulle (ce qui est une premiµere approximation d'une suite exacte de

localisation).
Ce morphisme est de plus naturel par rapport aux morphismes de paires quasi-

cart¶esiens.

On d¶eduit le lemme suivant des propri¶et¶es montr¶ees dans la sous-section pr¶ec¶edente :
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Lemme 5.4.22 Soit (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un morphisme de paires ferm¶ees.
Si (f; g ) est excisif, le morphismeF 1(f; g ) : F 1(X; Z ) ! F 1(Y; T) est un isomor-

phisme.

Preuve : En e®et, d'aprµes le lemme5.4.16, le morphisme F̂f : F̂(X;Z ) ! (f Z )¤F̂(Y;T) est
un isomorphisme de pr¶efaisceaux, donc il induit un isomorphisme aprµes application du
foncteur sections globales. ¤

Remarque 5.4.23 .{ En particulier, si (X; Z ) est une paire ferm¶ee, on obtient un isomor-
phisme

F 1(X; Z ) ' F 1(X; Z r¶ed):

L'invariant qu'on a d¶e¯ni ne d¶epend donc que de la structure r¶eduite deZ .

On arrive au point cl¶e qui justi¯e notre construction :

Proposition 5.4.24 Soient X un sch¶ema alg¶ebrique lisse connexe etF un faisceau ho-
motopique. On considµere la paire ferm¶ee(A1

X ; X ), oµu X est vu comme un sous-sch¶ema
ferm¶e µa travers la section nulle.

Alors le morphisme pr¶e-r¶esidu

F (A1
X ¡ X )

@0
( A1

X ;X )
¡¡¡¡¡! F 1(A1

X ; X )

induit un isomorphisme

F¡ 1(X ) = F (A1
X ¡ X )=F(A1

X ) ! F 1(A1
X ; X );

oµu l'on rappelle que le faisceauF¡ 1 a ¶et¶e d¶e¯ni dans3.4.1.

Preuve : On rappelle que pour tout sch¶emaV dansL k , F¡ 1(V ) = F (Gm £ V)=F(A1£ V).
Or, A1 £ V est un objet deVV

¡
A1

X ; X
¢
. On dispose donc du morphisme de projection

LV
£
A1

X =A1
X ¡ X

¤
! L

£
A1 £ V=Gm £ V

¤
. D'oµu le morphisme induit

F¡ 1(V ) //HomD (N tr
k )

¡
L

£
A1 £ V=Gm £ V

¤
; F [1]

¢

²²
Hompro¡ D (N tr

k )
¡
LV

£
A1

X =A1
X ¡ X

¤
; F [1]

¢
= F̂(A1

X ;X ) (V ):

Ce morphismes est naturel par rapport µaV , et il su±t alors de voir qu'il induit un iso-
morphisme de faisceaux surX Nis . On est donc ramen¶e µa une assertion sur les ¯bres des
faisceaux en question.

Or, on peut calculer facilement les dites ¯bres :

Lemme 5.4.25 Soit F un faisceau dansN tr
k , (X; Z ) une paire telle queX est alg¶ebrique

lisse, et s un point de X . Alors il existe un isomorphisme canonique

F(X;Z ) (X
h
s ) »Ã! F (X h

s ¡ Z h
s )=F(X h

s )

oµu le groupe ab¶elien de droite est un quotient, etX h
s ¡ Z h

s est le pro-objet deL k ¶egal µa
X h

s £ X (X ¡ Z ).



152 CHAPTER 5. TRANSFORM ¶EE G ¶EN ¶ERIQUE

Preuve : En e®et,F(X;Z ) (X h
s ) est isomorphe µaF̂(X;Z ) (X h

s ). Par ailleurs, d'aprµes le lemme
5.4.17, cette derniµere limite inductive est isomorphe µa

Hompro¡ D (N tr
k )

³
L

h
X h

s =X h
s ¡ Z h

s

i
; F [1]

´
:

Or, puisque la limite inductive ¯ltrante est exacte, ce dernier groupe s'insµere dans la
suite exacte suivante :

::: ! F (X h
s ) ! F (X h

s ¡ Z h
s ) ! Hompro¡ D (N tr

k )

³
L

h
X h

s =X h
s ¡ Z h

s

i
; F [1]

´

! H 1(X h
s ; F ) ! :::

On conclut donc puisque par d¶e¯nition H 1(X h
s ; F ) = 0 . ¤

On est ramen¶e d'aprµes ce calcul, µa montrer que le morphisme

F
³

Gm £ X h
s

´
=F

³
A1 £ X h

s

´
! F

³
(A1 £ X )h

s ¡ X h
s

´
=F

³
(A1 £ X )h

s

´

est un isomorphisme.
Or, on a : (A1 £ k X )h

s = ( A1 £ k (X h
s ))h

s . Dans ce qui suit, on poseX = Spec
³

Oh
X;s

´
,

et on confond ce sch¶ema avec le pro-objetX h
s dont il est la limite.

Consid¶erons avec cet abus la cat¶egorieEs(X ) form¶ee des couples(V; f ) tels quef : V !
A1

X est un morphisme ¶etale tel que le morphisme induitf ¡ 1(X ) ! X est un isomorphisme.
Alors,

(A1 £ k X )h
s ' ~limÃ¡

V 2Es (X )

V:

En e®et, siV est un voisinage Nisnevich des dans A1
X , g : f ¡ 1(X ) ! X est un voisinage

Nisnevich de s dans le sch¶ema local hens¶elienX . Alors, d'aprµes 2.1.25, g admet une
section. Il existe donc un sous-sch¶ema ouvert et ferm¶eX 0 de f ¡ 1(X ) qui est isomorphe µa
X . On peut donc trouver un ouvert de V tel que l'image r¶eciproque deX soit ¶egale µaX 0,
ce qui montre queEs(X ) est ¯nal dans la cat¶egorieVh

s

¡
A1

X

¢
.

Ainsi, il su±t de d¶emontrer pour tout (V; f ) dans Es(X ), le morphisme induit par f

F (A1
X ¡ X )=F(A1

X ) ! F (V ¡ T)=F(V )

est un isomorphisme, oµu l'on a pos¶eT = f ¡ 1(X ).
On s'est donc donn¶e un carr¶e distingu¶e ¶el¶ementaire

T //

²²

V
²²

X //A1
X :

(5.1)

Or la proposition 3.3.13 s'applique encore dans ce cas, même si l'on remplace la courbe
alg¶ebrique lisseC=k par A1

k £ k X . En e®et,A1
X admet P1

X comme bonne compacti¯cation
au-dessus deX , et par ailleurs,

Pic
¡
A1

X £ X 0X
¢

= 0 :
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L'hypothµese de3.3.13est donc v¶eri¯¶ee dans ce cas ¶etendu, et la d¶emonstration se g¶en¶eralise
telle quelle en consid¶erant la compacti¯cationP1

X de A1
X =X .

On obtient donc des correspondances ¯nies qui v¶eri¯ent les mêmes relations que celles
de 3.3.13, mais qui sont d¶e¯nies surX .

Pour conclure, on remplace tous les ¶el¶ements du carr¶e (5.1) par des pro-objets index¶es
par les voisinages Nisnevich des dans X . La m¶ethode montre en fait que si l'on remplace
X = X h

s par un voisinage NisnevichW quelconque des dans X , il existe un voisinageW 0

plus ¯n que W tel que la proposition 3.3.13s'applique avec le carr¶e

TW //

²²

VW

²²
W //A1

W

en consid¶erant desW 0-correspondances ¯nies. Dans ce cas, grâce µa la d¶e¯nition1.2.15
(puisque W 0=k est de type ¯ni), ces correspondances induisent des correspondances ¯nies
sur k entre les mêmes sch¶emas, qui v¶eri¯ent encore les-dites relations.

Dµes lors, le corollaire3.3.14s'applique au-dessus deW 0, nous permettant de conclure
que

F (A1
W 0 ¡ W 0)=F(A1

W 0) ! F (VW 0 ¡ TW 0)=F(VW 0)

est un isomorphisme. Comme c'est vrai pourW 0 aussi petit qu'on veut, on peut conclure.
¤

5.4.2.2 Puret¶e par d¶eformation

Dans cette sous-sous-section, on d¶emontre que notre construction v¶eri¯e le th¶eorµeme de
puret¶e en utilisant la d¶eformation au cône normal ce qui nous permet de garantir la
fonctorialit¶e n¶ecessaire µa la d¶e¯nition et aux propri¶et¶es du r¶esidu.

Si (X; Z ) est une paire, on rappelle que l'on a des °µeches de d¶eformation au cône

normal (X; Z ) d¡! (DZ X; A1
Z ) d0

Ã¡ (NZ X; Z ) qui sont des morphismes de paires cart¶esiens.
Par ailleurs, dZ : Z ! A1

Z (resp d0
Z ) est la section unit¶e (resp. nulle) deA1

Z .

Th¶eorµeme 5.4.26 Soit (X; Z ) une paire ferm¶ee.
Alors, si il existe une param¶etrisation (f; g ) : (X; Z ) ! (An+1

k ; An
k ) (cf d¶e¯nition 5.4.8),

les morphismes de d¶eformation

F 1(X; Z ) F 1dÃ¡¡ F 1(DZ X; A1
Z ) F 1d0

¡¡¡! F 1(NZ X; Z )

sont des isomorphismes.

Preuve : Commen»cons par noter que la d¶eformation au cône normal donne le diagramme
commutatif :

(X; Z ) //

(f;g )
²²

(DZ X; A1
Z )

(Df; 1£ g)
²²

(NZ X; Z )oo

(Nf;g )
²²

(An+1
k ; An

k ) //(D (An+1
k ; An

k ); A1 £ An
k ) (N (An+1

k ; An
k ); An

k )oo

oµu tous les morphismes sont cart¶esiens, et les morphismes verticaux sont ¶etales.
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Or, on rappelle que dans la paire ferm¶ee(An+1
k ; An

k ), le sch¶emaAn
k est consid¶er¶e comme

un sous-sch¶ema ferm¶e µa travers l'annulation de la premiµere coordonn¶ee. CommeAn+1
k est

un ¯br¶e au-dessus deAn
k , il existe un isomorphisme canoniqueD(An+1

k ; An
k ) ! A1 £ An+1

k
qui induit l'isomorphisme canonique N (An+1

k ; An
k ) ! An+1

k et l'identit¶e sur Gm £ An+1
k .

La °µeche Df (resp. Nf ) induit donc une param¶etrisation de (DZ X; A1
Z ) (resp.

(NZ X; Z )), et on a les morphismes suivants entre ces param¶etrisations :

(X; Z ) //

f
²²

(DZ X; A1
Z )

Df
²²

(NZ X; Z )oo

Nf
²²

(An+1
k ; An

k ) //(A1 £ An+1
k ; A1 £ An

k ) (An+1
k ; An

k ):oo

Dµes lors, d'aprµes la construction de5.4.9, on en d¶eduit le diagramme suivant

(X; Z ) //(DZ X; A1
Z ) (NZ X; Z )oo

( 1; Z ) //

²²

OO

( ; A1
Z )

²²

OO

( 0; Z )oo

²²

OO

(A1
Z ; Z ) //(A1 £ A1

Z ; A1
Z ) (A1

Z ; Z )oo

oµu les morphismes verticaux sont excisifs.
On obtient alors ¯nalement le diagramme suivant :

F 1(X; Z )
» ²²

F 1(DZ X; A1
Z )F 1doo F 1d0

//

» ²²

F 1(NZ X; Z )
» ²²

F 1(A1
Z ; Z )

OO

F 1(A1 £ A1
Z ; A1

Z )

OO

//oo F 1(A1
Z ; Z )

OO

F¡ 1(Z )

»
OO

F¡ 1(A1
Z )

F 1s0 //F 1s1oo

»
OO

F¡ 1(Z ):

»
OO

La partie sup¶erieure est obtenue µa partir du diagramme pr¶ec¶edent par application du
pr¶efaisceau sur les paires induit parF ; les morphismes verticaux dans cette partie sont
donc des isomorphismes d'aprµes le lemme5.4.22. La partie inf¶erieure r¶esulte du lemme
5.4.24, et les morphismes verticaux sont lµa encore des isomorphismes.

Les morphismes horizontaux du bas sont induits par les sections nulle et unit¶e, puisqu'il
en est de même sur la ligne du dessus, et par fonctorialit¶e de la construction.

Or, d'aprµes le lemme3.4.4, F¡ 1 est invariant par homotopie, ce qui conclut. ¤

5.4.3 Fonctorialit¶e ra±n¶ee de la d¶eformation au cône normal

L'isomorphisme du th¶eorµeme5.4.26 est naturel par rapport aux morphismes cart¶esiens
de paires ferm¶ees. Or, le membre de gauche est fonctoriel par rapport aux morphismes
quasi-cart¶esiens. On va donc ¶etendre la fonctorialit¶e de l'espace de d¶eformation au cône
normal par rapport aux morphismes quasi-cart¶esiens, de telle maniµere que l'isomorphisme
ci-dessus soit naturel.

On a besoin d'introduire la d¶e¯nition suivante :
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D¶e¯nition 5.4.27 Consid¶erons un diagramme commutatif dans la cat¶egorie des sch¶emas

Z �o

i ÃÃ@
@@

@
�• ¶ ////Z 0

nN
i 0~~|||
|

X

dans lequel chaque morphisme est une immersion ferm¶ee, et¶ est un ¶epaississement. No-
tons I (resp. I 0) l'id¶eal de i (resp. i 0).

1. Soit ® un entier naturel. On dira que l'¶epaississement¶ est exact d'ordre® dans X
si et seulement si

I 0 = I ®:

2. Plus g¶en¶eralement, on dira que l'¶epaississement¶ est exact par rapport µaX si et
seulement si pour toute composante irr¶eductibleZ 0

¸ de Z 0, notant Z¸ la composante
irr¶eductible de Z qui correspond µaZ 0, il existe un entier ®¸ tel que le morphisme
induit par restriction ¶̧ : Z¸ ! Z 0

¸ soit exactement d'ordre®¸ dans X .

Remarque 5.4.28 .{ Dans la deuxiµeme partie de la d¶e¯nition, la suite d'entiers ®¸ oµu ¸
parcourt les composantes irr¶eductibles deZ 0 est unique.

En e®et, siZ est r¶eduit, pour toute composante irr¶eductible Z 0
¸ de Z 0, notant z0

¸ le
point g¶en¶erique deZ 0

¸ , on a
®¸ = lg( OZ 0

¸ ;z0
¸
) + 1 :

Muni de ces restrictions sur les ¶epaississements, on peut introduire une notion plus
forte que celle de morphisme quasi-cart¶esien pour laquelle on puisse ¶etendre la naturalit¶e
de la d¶eformation au cône normal :

D¶e¯nition 5.4.29 Soit (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un morphisme quasi-cart¶esien de paires
ferm¶ees dans la cat¶egorie des sch¶emas.

On dit que (f; g ) est exact si et seulement si l'¶epaississement canoniqueT ! Z £ Y X
est exact par rapport µaY .

5.4.30 .{ On se donne un morphisme de paires ferm¶ees(f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) quasi-
cart¶esien exact. On suppose queZ est intµegre, et queT est r¶eduit, r¶eunion disjointe de
ses composantes irr¶eductibles.

Si l'on poseT0 = Z £ X Y, on a par d¶e¯nition une d¶ecomposition du morphisme(f; g )
en le diagramme

T•_
¶²²²² &&MMM

MMM
MM

g

»»

T0 //

g0
²²

Y
f²²

Z //X

oµu ¶ est un ¶epaississement exact par rapport µaY .
Le morphisme (f; g 0) ¶etant cart¶esien, il nous reste µa construire un morphisme sur

les espaces de d¶eformation pour le triangle du haut, c'est-µa-dire le morphisme de paires
quasi-cart¶esien exact(1Y ; ¶) : (Y; T) ! (Y; T0).
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Commen»cons par supposer queT est intµegre. On noteI (resp. I 0) l'id¶eal de T (resp.
T0) dans Y , et on note ® l'ordre de l'¶epaississement exact¶. Par d¶e¯nition, c'est l'unique
entier ® tel que

I 0 = ( I )®:

Dµes lors, on peut d¶e¯nir simplement un morphisme sur les espaces de d¶eformation :
L

m2 Z(I 0)n :t ¡ n !
L

n2 Z(I )n :t ¡ n

x:t ¡ n 7! x:t ¡ ®n

puisque dans cette formule,x 2 (I 0)n = ( I )®n. En particulier, ce morphisme est l'¶el¶evation
µa la puissance® sur le paramµetre de la d¶eformation, et il d¶e¯nit un morphismeD¶ : DT Y !
DT 0Y.

Mais par ailleurs, par construction, ce morphisme induit canoniquement un morphisme
quasi-cart¶esien exact de pairesD¶ : (DT Y;A1

T ) ! (DT 0Y;A1
T 0), et plus pr¶ecis¶ement le

morphisme canonique
A1

T ! A1
T 0 £ D T 0Y DT Y

est un ¶epaississement exact d'ordre® dans DT Y.
On calcule par ailleurs les ¯bres en0 et 1 de cette construction pour arriver au dia-

gramme de paires ferm¶ees suivant :

(Y; T)

(1Y ;¶)
²²

//(DT Y;A1
T )

D ¶

²²

(CT Y; T)

(C¶;¶)
²²

oo

(Y; T0) //(DT 0Y;A1
T 0) (CT 0Y; T0)oo

dans lequel les morphismes horizontaux sont tous cart¶esiens ferm¶es, et les morphismes
verticaux sont quasi-cart¶esiens exacts d'ordre®.

On notera particuliµerement que le morphismeC¶ est d¶e¯ni comme le spectre du mor-
phisme suivant

M

n2 N

(I 0)n=(I 0)n+1 =
M

n2 N

I ®n=I ®n+ ® (1)
¡¡!

M

n2 N

I ®n=I ®n+1

(2)
¡¡!

M

m2 N

I m =I m+1 ;

oµu le morphisme(1) est l'¶epimorphisme canonique, et(2) est le monomorphisme canonique
correspondant µa l'inclusion du facteur direct.

Autrement dit, d'un point de vue g¶eom¶etrique, le morphisme C¶ se factorise comme
ci-dessous

CT Y
(2)

//

C¶

**

''PPPPPPPPP ¶¤CT 0Y
(1)

//

²²

g¤
¸ NZ X

²²
T0 ¶ //T;

factorisation dans laquelle le morphisme(1) est obtenu par changement de base (c'est donc
un ¶epaississement), et le morphisme(2) est dominant de degr¶e®.
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Ce calcul montre en¯n que le morphisme canoniqueT0 £ CT 0Y CT Y ! T0 est un
isomorphisme, et donc que(C¶; ¶) est un morphisme quasi-cart¶esien exact bien d¶e¯ni.

Dans le cas g¶en¶eral, commeT0 est r¶eunion disjointe de ses composantes irr¶eductibles
not¶ees(T0

¸ )¸ , on poseD¶ =
P

¸ D ¶̧ oµu ¶̧ est l'¶epaississement canonique correspondant µa
T0

¸ .

Ceci nous permet donc de d¶e¯nir le morphisme annonc¶e µa partir du morphisme quasi-
cart¶esien exact(f; g ) en consid¶erant le diagramme commutatif

(Y; T)

(1;¶)
²²

dT Y //

(f;g )

$$

(DT Y;A1
T )

D ¶

²²

(CT Y; T)

(C¶;¶)
²²

d0
T Yoo

(Cg f;g )

zz

(Y; T0) //

(f;g 0)
²²

(DT 0Y;A1
T 0)

(D g0f; 1£ g0)
²²

(CT 0Y; T0)oo

(Cg0f;g 0)
²²

(X; Z )
dZ X

//(DZ X; A1
Z ) (CZ X; Z )

d0
Z X

oo

(5.2)

et en posant : Dgf = Dg0f ± D¶ et Cgf = Cg0f ± C¶ (oµu les morphismesDg0f et Cg0f ont
¶et¶e d¶e¯nis dansB.2.3).

La d¶eformation au cône normal est donc naturelle non seulement par rapport aux
morphismes cart¶esiens, mais aussi par rapport aux morphismes quasi-cart¶esiens exacts
grâce µa cette construction.

Il s'ensuit que l'isomorphisme de5.4.26est naturel par rapport aux morphismes quasi-
cart¶esiens exacts.

5.4.3.1 Transferts

On termine les propri¶et¶es de notre construction en montrant qu'elle est munie de
transferts pour les morphismes quasi-cart¶esiens ¯nis.

5.4.31 .{ Soit (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un morphisme quasi-cart¶esien ¯ni ¶equidimensionnel.
Appliquant la proposition 5.3.5, on en d¶eduit le diagramme commutatif dansL cor;k

Y ¡ T //Y

X ¡ Z //

t f X ¡ Z

OO

X

t f

OO

On obtient donc un morphisme

L
£t (f; g )

¤
: L[X; Z ] ! L[Y; T] :

Ces morphismes sont de plus naturels dans le sens suivant :
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Lemme 5.4.32 Consid¶erons un carr¶e cart¶esien de paires ferm¶ees dansP fL k :

(Y 0; T0)
(h0;k0) //

(f 0;g0) ²²

(Y; T)
(f;g )²²

(X 0; Z 0)
(h;k ) //(X; Z )

Alors, le carr¶e suivant est commutatif dansN tr
k :

L[X 0; Z 0]
L[t (f 0;g0)] ²²

L[( h;k )] //L[X; Z ]

L[t (f;g )]²²
L[Y 0; T0]

L[( h0;k0)] //L[Y; T]

Preuve : Il su±t d'appliquer 5.3.5 µa la fois pour le carr¶e form¶e par les sch¶emas
X ,Y ,X 0,Y 0 et pour le carr¶e form¶e par leurs ouverts. Il en r¶esulte que le carr¶e form¶e sur
les conoyaux est commutatif. ¤

Par ailleurs, si V=Z est ¶etale, pour tout U dansVV (X; Z ), on peut appliquer le proc¶ed¶e
pr¶ec¶edent au morphisme quasi-cart¶esien ¯ni ¶equidimensionnel(f U ; gU ) : (UY ; UT ) !
(U; UZ ), obtenu par changement de base selonY=X. Les morphismes t (f U ; gU ) ainsi
obtenus sont compatibles par rapport µaU d'aprµes le lemme pr¶ec¶edent, et on obtient donc
un morphisme de pro-objets canonique :

LV [X; Z ] = ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[U; UZ ] ! ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[UY ; UT ] :

Grâce au foncteur VV (X; Z ) ! V VY (Y; T) ; (U; h; k) 7! (UY ; hY ; kY ), on a aussi un
morphisme de changement d'indice

LVY [Y; T] ! ~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[UY ; UT ] :

Si l'on pose

ÁY=X (F ):V = Hom pro¡ D (N tr
k )

Ã

~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[UY ; UT ] ; F [1]

!

;

on obtient donc des morphismes de pr¶efaisceaux surZNis

F̂(X;Z ) Ã ÁY=X (F ) ¿¡! g¤F̂(Y;T) :

Le lemme suivant va nous permettre de construire les transferts dans le cas g¶en¶eral :

Lemme 5.4.33 Si (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) est un morphisme cart¶esien ¯ni ¶equidimen-
sionnel, avec les notations ci-dessus, le morphisme

¿ : ÁY=X (F ) ! g¤F̂(Y;T)

induit un isomorphisme sur les faisceaux associ¶es.
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Preuve : Il su±t de montrer que pour tout point s de Z , le morphisme induit sur les
¯bres

ÁY=X (F ):Z h
s ! (g)¤F̂(Y;T) :Z

h
s

est un isomorphisme. Pour cela, on montre que le morphisme de pro-objets qui l'induit :

~limÃ¡
V 2V h

s (Z )

~limÃ¡
W 2V VY (Y;T)

L[W; WT ] ! ~limÃ¡
V 2V h

s (Z )

~limÃ¡
U2V V (X;Z )

L[UY ; UT ]

est un isomorphisme. Il s'agit donc de voir que le foncteur de changement d'indice corre-
spondant `

V 2V h
s (Z ) VV (X; Z ) !

`
V 2V h

s (Z ) VVY (Y; T)
(V;(U; h; k)) 7! (V;(UY ; hY ; kY ))

est ¯nal.
Soit donc V un voisinage Nisnevich des dans Z , et (U0; h0; k0) un objet de VVY (Y; T).
On obtient tout d'abord le diagramme suivant form¶e de carr¶es cart¶esiens :

Y· (s) //

²²
Spec (· (s))

²²
VY

²²

//V
²²

T
g //Z

dans lequel on a pos¶eY· (s) = Y £ X Spec (· (s)) . Or, comme g est ¯ni,

Y· (s) ' t y2 f ¡ 1 (s) (Y· (s) )y

oµu (Y· (s) )y est un sch¶ema local artinien de corps r¶esiduel· (y).
Pour tout point y de la ¯bre f ¡ 1(s), VY est un voisinage Nisnevich dey dans T.

Dµes lors, comme par d¶e¯nition VY
k0

¡! U0 est une immersion, il s'ensuit queU0 est un
voisinage Nisnevich dey dans Y (même raisonnement que dans la preuve de5.4.17), ce
qui permet de d¶e¯nir une °µeche canoniqueY h

y ! U0. On en d¶eduit donc une °µeche
canoniquet y2 f ¡ 1 (s)Y

h
y ! U0.

Par ailleurs, commef est ¯ni, Y £ X X h
s est somme de sch¶emas locaux hens¶eliens, et

plus pr¶ecis¶ement
Y £ X X h

s = t y2 f ¡ 1 (s) (Y £ X X h
s )y

puisque ce sch¶ema contient comme sous-sch¶ema ferm¶eY· (s) . Or par ailleurs, on a un
isomorphisme canoniqueY h

y ' (Y £ X X h
s )y . Ainsi, on a donc obtenu un isomorphisme

canoniquet y2 f ¡ 1 (s)Y
h

y ' Y £ X X h
s .

On obtient donc un morphismeY £ X X h
s ! U0, qui s'insµere de plus dans le diagramme

commutatif suivant :
Y £ X Z h

s
//

²²
Y £ X X h

s
²²

VY
k0

//

²²
U0

h0²²
T //Y
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Dµes lors, puisque par d¶e¯nition Z h
s = Z £ X X h

s , il existe un voisinage NisnevichU de s
dans X et un diagramme commutatif

Y £ X UZ
kY //

²²

Y £ X U

²²
hY

§§

VY
k0

//

²²

U0

h0
²²

T //Y

oµu h : U ! X est le morphisme ¶etale de d¶e¯nition deU, et k : UZ ! U l'immersion
ferm¶ee canonique. Ainsi,(UZ ; (UY ; hY ; kY )) est au-dessus de(VY ; (U0; h0; k0)) . ¤

D¶e¯nition 5.4.34 Soit F un faisceau avec transferts, et(f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un
morphisme de paires ferm¶ees.

1. Si (f; g ) est cart¶esien ¯ni ¶equidimensionnel, on d¶e¯nit un morphisme appel¶e transfert

F 1(f; g )¤ : F 1(Y; T) ! F 1(X; Z )

comme la compos¶ee

¡( Z ; g¤F̂(Y;T) )
(¿¤ ) ¡ 1

¡¡¡¡! ¡( Z ; ÁY=X (F )) ! ¡( Z ; F̂(X;Z ) );

avec les notations qui pr¶ecµedent.

2. Plus g¶en¶eralement, si(f; g ) est quasi-cart¶esien ¯ni ¶equidimensionnel, on obtient en-
core un transfert en consid¶erant le morphisme cart¶esien ¯ni ¶equidimensionnel

(f; g 0) : (Y; ZY ) ! (X; Z )

attach¶e µa(f; g ), et en posant

F1(f; g )¤ : F 1(Y; T) »¡! F 1(Y; ZY )
F 1 (f;g 0)¤¡¡¡¡¡¡! F 1(X; Z )

oµu le premier morphisme est la r¶eciproque de l'isomorphisme de5.4.23.

Par construction, on obtient donc la proposition suivante qui exprime la compatibilit¶e
entre le pr¶e-r¶esidu et les transferts que l'on vient de d¶e¯nir :

Proposition 5.4.35 Soit (f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) un morphisme quasi-cart¶esien ¯ni
¶equidimensionnel de paires ferm¶ees, etF un faisceau avec transferts. Alors, le diagramme
suivant est commutatif :

F (Y )
@0

( Y;T ) //

F ( t f )
²²

F 1(Y; T)

F 1 (f;g )¤
²²

F (X )
@0

( X;Z )//F 1(X; Z )

Preuve : En e®et, il su±t de le faire pour un morphisme cart¶esien ¯ni ¶equidimensionnel
compte tenu de la fonctorialit¶e du pr¶e-r¶esidu par rapport aux morphismes quasi-cart¶esiens
(cf 5.4.21). Mais alors, cela r¶esulte de la d¶e¯nition. ¤
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5.4.4 Situation g¶en¶erique

D¶e¯nition 5.4.36 Soit X un sch¶ema alg¶ebrique lisse. On appelle point sp¶ecial deX tout
point s de X , de codimension1 dans X .

On dira encore que(X; s ) est un sch¶ema point¶e par un point sp¶ecial.

On peut appliquer µa cette situation le formalisme du paragraphe pr¶ec¶edent. Si l'on
note Z l'adh¶erence r¶eduite des dans X , on a en particulier une paire ferm¶ee(X; Z ).

5.4.37 .{ Soit (X; s ) est un sch¶ema point¶e par un point sp¶ecial. NotantZ l'adh¶erence
r¶eduite des dansX , on en d¶eduit une pro-paire ferm¶ee not¶ee(X s; Zs) ¶egale µaX s£ X (X; Z ).

Ainsi, pour un faisceau homotopiqueF , on pourra encore consid¶erer le complexe suiv-
ant :

F (X s) ! F (X s £ X (X ¡ Z ))
@0

X;s
¡¡¡! F 1(X s; Zs)

oµu F 1(X s; Zs) = lim¡!
U2V s (X )

F 1(U; ZU ) conform¶ement µa nos conventions g¶en¶erales, et@0
X;s est

induit par le morphisme du num¶ero 5.4.21.
Notons x le point g¶en¶erique deX . Dµes lors,X s est un trait de point g¶en¶eriquex, et le

pro-objet X s £ X (X ¡ Z ) est canoniquement isomorphe au pro-objetX x . On a donc un
morphisme qui va nous servir µa construire le r¶esidu

@0
X;s : F (X x ) ! F 1(X s; Zs)

qui est nul sur F (X s).

Dans le même esprit, on pose

(DZs X s; A1
Zs

) = X s £ X (DZ X; A1
Z )

(NZs X s; Zs) = X s £ X (NZ X; Z ):

Proposition 5.4.38 Soit F un faisceau homotopique.
Soient (X; s ) un sch¶ema point¶e par un point sp¶ecial, etZ l'adh¶erence des dans X .
Alors, les morphismes de d¶eformation au cône normal induisent des isomorphismes

F 1(X s; Zs) F 1dsÃ¡¡¡ F 1(DZs X s; A1
Zs

)
F 1d0

s¡¡¡! F 1(NZs X s; Zs):

Preuve : Puisque k est parfait, · (s)=k est s¶eparable, etZ est lisse surk au point s.
On peut donc consid¶erer un ouvertU deX tel que U£ X (X; Z ) admet une param¶etrisa-

tion. Dµes lors, d'aprµes le th¶eorµeme5.4.26, les morphismes de d¶eformation au cône normal

F 1(U £ X (X; Z ))
F 1dUÃ¡¡¡ F (U £ X (DZ X; A1

Z ))
F 1d0

U¡¡¡! F (U £ X (NZ X; Z ))

sont des isomorphismes.
Par ailleurs, pour tout ouvert U0deU contenant s, la param¶etrisation de(U; ZU ) induit

une param¶etrisation de(U0; ZU0) et donc les morphismes de d¶eformation au cône normal
relativement µa U0 sont encore des isomorphismes.
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Ces isomorphismes sont naturels par rapport µaU. On peut donc consid¶erer leur limite
inductive, ce qui nous donne l'isomorphisme attendu. ¤

Ainsi, on a donc r¶eduit canoniquement l'¶etude de la pro-paire(X s; Zs) µa celle de
(NZs X s; Zs) qui correspond µa la section nulle du ¯br¶e normal deZs dans X s. Rappelons
rapidement la description alg¶ebrique suivante :

Lemme 5.4.39 Soient (X; s ) un sch¶ema alg¶ebrique lisse point¶e par un point sp¶ecial, et
Z l'adh¶erence r¶eduite des dans X .

Soit OX;s l'anneau local deX en s, et M X;s son id¶eal maximal.
Alors, on a une bijection entre :

1. L'ensemble des uniformisantes de l'anneau de valuationOX;s .

2. L'ensemble des bases du· (s)-espace vectorielM X;s =M 2
X;s , oµu · (s) d¶esigne le corps

r¶esiduel des et M X;s l'id¶eal maximal de l'anneau localOX;s .

3. L'ensemble des trivialisations de ¯br¶e vectoriel surZs

' : NZs X s ! A1
Zs

:

Preuve : Notons pour simpli¯er A = OX;s et M = M X;s .
La bijection entre (1) et (2) est imm¶ediate, puisqueM est l'id¶eal maximal de l'anneau

de valuation A.
Il reste donc µa d¶emontrer la bijection entre(2) et (3). Or, puisque l'immersion de Zs

dansX s est r¶eguliµere, le cône normal est en fait un ¯br¶e et siM est l'id¶eal deZs dansX s,

NZs X s = SpecZs

Ã
M

n

M n=M n+1

!

= SpecZs

¡
SA=M

¡
M =M 2¢¢

:

Donc les isomorphismes

SpecZs

¡
SA=M

¡
M =M 2¢¢

! SpecZs

¡
SA=M

¡
A=M

¢¢
= A1

Zs

sont en bijection avec les isomorphismes deA=M -espaces vectorielsA=M ! M =M 2. ¤

Remarque 5.4.40 .{ On appellera par la suite simplement uniformisante de X s un ¶el¶e-
ment de l'un de ces ensembles en bijection.

D¶e¯nition 5.4.41 Soient F un faisceau homotopique,(X; s ) un sch¶ema alg¶ebrique lisse
point¶e par un point sp¶ecial et¼une uniformisante de X s ; on note

½F
¼ : F 1(X s; Zs) ! F¡ 1(Zs)

l'isomorphisme obtenu par composition :

F 1(X s; Zs) ' F 1(NZs X s; Zs)
»Ã F 1(A1

Zs
; Zs) ' F¡ 1(Zs);

oµu le premier isomorphisme est obtenu par les morphismes de d¶eformation au cône normal
(cf 5.4.38), le second est induit par ¼ (en tant que trivialisation du ¯br¶e normal de Zs

dans X s) et le troisiµeme est obtenu par la proposition5.4.24.
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Remarque 5.4.42 .{ Il est particuliµerement important que cet isomorphisme d¶epende
uniquement d'une uniformisante. Ainsi, on peut construire beaucoup plus facilement un
tel isomorphisme par le choix d'une param¶etrisation de(X; Z ) au voisinage des, mais
il est d¶elicat de d¶emontrer que cet isomorphisme est ind¶ependant d'un tel choix. La
m¶ethode que l'on propose µa l'avantage de donner des isomorphismes canoniques grâce µa
la d¶eformation au cône normal. Nous verrons par ailleurs que ces isomorphismes satisfont
une bonne fonctorialit¶e.

On arrive en¯n µa la d¶e¯nition du r¶esidu dans le cas g¶eom¶etrique, associ¶e µa une trivial-
isation du ¯br¶e normal :

D¶e¯nition 5.4.43 Soient F un faisceau homotopique,(X; s ) un sch¶ema alg¶ebrique lisse
point¶e par un point sp¶ecial, et¼une trivialisation du ¯br¶e normal NZs X s.

On d¶e¯nit le r¶esidu de X en s associ¶e µa¼

@¼;F
X;s : F (X x ) ! F¡ 1(Zs);

obtenu par composition :

F (X x )
@0

X;s
¡¡¡! F 1(X s; Zs)

½F
¼¡¡! F¡ 1(Zs):

Le morphisme@0
X;s est d¶e¯ni en 5.4.37, et le morphisme½F

¼ dans la d¶e¯nition pr¶ec¶edente.

On va voir que le r¶esidu ainsi d¶e¯nit est ind¶ependant de la trivialisation choisie.

Proposition 5.4.44 Soient (X; s ), (Y; t) des sch¶emas point¶es par un point sp¶ecial, etZ
(resp. T) l'adh¶erence ets dans X (resp. t dans Y) munie de sa structure de sous-sch¶ema
r¶eduit.

1. Soient ¿ : (A1
Tt

; Tt ) ! (A1
Zs

; Zs) un isomorphisme cart¶esien (surk), et ¹¿ le mor-
phisme induit sur les ferm¶es correspondants.

Alors, le diagramme suivant est commutatif

F¡ 1(Zs) » //

F¡ 1 (¹¿) ²²

F 1(A1
Zs

; Zs)
F 1 (¿;¹¿)²²

F¡ 1(Tt )
» //F 1(A1

Tt
; Tt );

oµu les °µeches verticales sont les isomorphismes de la proposition5.4.24.

2. Soit f t : Yt ! X s un isomorphisme. Dµes lors,f t induit un unique isomorphisme sur
les points ferm¶es,gt : Tt ! Zs, d'oµu un morphisme cart¶esien(f t ; gt ).

Alors, pour toute uniformisante ¼ (resp. Â) de NZs X s (resp. NTt Yt ) le diagramme
suivant est commutatif

F 1(X s; Zs)
½F

Â //

F 1 (f t ;gt ) ²²

F¡ 1(Zs)
F¡ 1 (gt )²²

F 1(Yt ; Tt )
½F

¼ //F¡ 1(Tt ):
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Remarque 5.4.45 .{ On donnera un ¶enonc¶e plus g¶en¶eral de cette proposition dans la
sous-sous-section concernant la rami¯cation.

Preuve : On peut consid¶erer que tous ces morphismes sont des morphismes de pro-objets
ou alternativement des morphismes des sch¶emas obtenus par limite projective.

1. Ainsi, ¿ est en fait un morphisme a±ne, et ¹¿ est le spectre d'unk-isomorphisme
entre les corps r¶esiduels¹¿] : · (s) ! · (t). Par ailleurs, puisque¿ est un isomorphisme, il
est le spectre d'un morphisme de la forme

· (s)[X ] ! · (t)[Y ]
x 2 · (s) 7! ¹¿] (x)

T 7! ¸:T

oµu ¸ appartient µa · (t)£ .
Ainsi, ¿ est compos¶e des morphismes

A1
Tt

° ¸¡! A1
Tt

1A1 £ ¹¿
¡¡¡¡! A1

Zs

oµu ° ¸ est l'isomorphisme de ¯br¶e donn¶e par la multiplication par ¸ .
D'aprµes la preuve de5.4.24, on a des isomorphismes canoniquesF 1(A1

Zs
; Zs) ' F¡ 1(Zs)

et F 1(A1
Tt

; Tt ) ' F¡ 1(Tt ). On identi¯e ces groupes deux µa deux par ces isomorphismes.
Dµes lors, compte tenu de cette identi¯cation, le morphismeF 1(¿;¹¿) est induit par le
diagramme suivant :

0 //F (A1
Zs

) //

F (¿)
²²

F (Gm £ Zs) //

F (¿0 )
²²

F¡ 1(Zs) //

F 1 (¿;¹¿)
²²Â
Â 0

0 //F (A1
Tt

) //F (Gm £ Tt ) //F¡ 1(Tt ) //0

oµu ¿0 est obtenu par restriction de ¿.
Or, ce diagramme est encore ¶equivalent, µa travers les sections canoniques (cf3.4.2) qui

proviennent du fait que F est invariant par homotopie, au diagramme suivant

0 F (Zs)oo

F (¿s )
²²

F (Gm £ Zs)oo

F (¿0 )
²²

F¡ 1(Zs)oo

F 1 (¿;¹¿)²²Â
Â 0oo

0 F (Tt )oo F (Gm £ Tt )oo F¡ 1(Tt )oo 0:oo

Or, le morphisme de paires ferm¶ees(¿0; ¹¿) : (Gm £ Tt ; Tt ) ! (Gm £ Zs; Zs) induit un
unique morphisme sur les faisceaux homotopiques

S1
t  Htr h0(Tt ) ! S1

t  Htr h0(Zs)

d'aprµes la proposition3.4.13. On calcule, compte tenu de la d¶ecomposition du morphisme
¿ d¶ejµa explicit¶ee, ce morphisme comme la compos¶ee

S1
t  Htr h0(Tt )

~° ¸¡! S1
t  Htr h0(Tt )

1 Htr h0 (¹¿)
¡¡¡¡¡¡¡! S1

t  Htr h0(Zs):
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Or, puisqu'µa travers l'identi¯cation End
¡
Gm;· (t )

¢
= Z © · (t)£ , l'isomorphisme ° ¸ est ¶egal

µa 1 + ¸ , et que le morphisme canonique

End
¡
Gm;· (t )

¢
! EndHN tr

k

¡
S1

t  Htr h0(· (t)
¢

est la projection sur Z, il s'ensuit que ~° ¸ = 1 , ce qui conclut la premiµere assertion.

2. Il su±t d'appliquer la premiµere a±rmation en consid¶erant l'isomorphisme ¿

A1
Tt

Â¡ 1

¡¡! NTt Yt
Ngt f t
¡¡¡! NZs X s

¼¡! A1
Zs

compte tenu du fait qu'alors, le morphisme induit ¹¿ est simplementgt . ¤

Appliquant le deuxiµeme point de cette proposition au morphisme identit¶e, on obtient
tout d'abord :

Corollaire 5.4.46 Soient F un faisceau homotopique, et(X; s ) un sch¶ema point¶e par un
point sp¶ecial, Z = f sg.

Pour tout couple (¼; Â) de trivialisation de NZs X s, @¼;F
X;s = @Â;F

X;s .

D¶e¯nition 5.4.47 Soient F un faisceau homotopique, et(X; s ) un sch¶ema alg¶ebrique
lisse point¶e par un point sp¶ecial.

Choisissant une trivialisation ¼de (X; s ), on pose simplement

@F
X;s = @¼;F

X;s

qui est ind¶ependant de la trivialisation choisie d'aprµes le corollaire pr¶ec¶edent.

On obtient par ailleurs la fonctorialit¶e suivante de ce morphisme r¶esidu :

Corollaire 5.4.48 Soient (Y; t) et (X; s ) deux sch¶ema connexes alg¶ebrique lisse point¶es
par un point sp¶ecial sur k, x le point g¶en¶erique deX et y celui de Y .

Soit f : Y ! X un morphisme tel quef (t) = s, et qui induit un isomorphisme
f s : Yt ! X s. On note f x : Yy ! X x le morphisme qui s'en d¶eduit sur les points
g¶en¶eriques, et¹f s : Yt ! Zs le morphisme sur les points ferm¶es.

Alors, pour tout faisceau homotopiqueF , f induit un diagramme commutatif :

F (X x )
@F

X;s //

F (f x )
²²

F¡ 1(Zs)

F¡ 1 ( ¹f s )
²²

F (Yy)
@F

Y;t //F¡ 1(Tt ):

On termine cette section en ¶enon»cant la fonctorialit¶e du r¶esidu vis-µa-vis du faisceau
F :

Lemme 5.4.49 Soit ´ : F ! G un morphisme de faisceaux homotopiques. Alors, pour
tout sch¶emaX alg¶ebrique lisse point¶e par un point sp¶ecials, le diagramme suivant com-
mute :

F (X x )
@F

X;s ²²

´ //G(X x )
@G

X;s²²
F¡ 1(Zs)

´ ¡ 1 //G¡ 1(Zs)
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Preuve : Cela d¶ecoule uniquement de la construction, et du fait que l'isomorphisme½F
¼

est naturel enF , notamment parce que l'isomorphisme de la proposition5.4.24est naturel
en F . ¤

5.4.5 Modµeles et d¶e¯nition (D4 et R3c)

On rappelle qu'on a not¶eA k (1) la cat¶egorie desk-algµebres locales essentiellement lisses de
dimension 1 (cf 2.1.20).

Puisque k est parfait, il s'agit uniquement des anneaux de valuation discrµete essen-
tiellement de type ¯ni sur k.

Ainsi, lorsque E=k est une extension de type ¯ni, et v une valuation discrµete surE
nulle sur k, Ov=k est unek-algµebre dansA k (1) .

Remarque 5.4.50 .{ Si k n'est pas parfait, il existe des anneaux de valuation discrµete
qui sont formellement lisses surk mais dont le corps r¶esiduel n'est pas s¶eparable surk {
si E=k est une extension ins¶eparable, on peut consid¶ererE [t](t ) . Si l'on voulait supprimer
l'hypothµese k parfait, il faudrait a priori se restreindre aux anneaux de valuation discrµete
dont le corps r¶esiduel est une extension s¶eparable dek (et dont le corps des fractions est
une extension de type ¯ni dek), qui sont alors formellement lisse surk (cf 2.1.49).

Toutefois, cette restriction n'est pas satisfaisante pour la th¶eorie des modules de
cycles, car sur un corps non parfait, il existe toujours une courbe lisse dont un point
ferm¶e n'est pas s¶eparable surk. L'anneau de valuation discrµete correspondant ne satisfait
donc pas l'hypothµese pr¶ec¶edente.

Comme on l'a fait pour la donn¶ee D2, on introduit une notion de modµele appropri¶ee
dans notre situation :

D¶e¯nition 5.4.51 Soit V =k une k-algµebre dansA k (1) . On appelle k-modµele deV tout
couple (X; t ) tel que

1. t est un k-morphisme Spec (V ) t¡! X ( i.e. un trait sur X ).

2. Le morphisme t ] : OX;s ! V induit par t est un isomorphisme.

3. X est intµegre, et si l'on notes l'image du point ferm¶e deV dans X , f sg muni de sa
structure r¶eduite de sous-sch¶ema deX est lisse surk.

On appelleras le point sp¶ecial duk-modµele(X; t ).

Remarque 5.4.52 .{ Par la suite, dans la situation de la d¶e¯nition ci-dessus, on confondra
le morphismet et le point s.

Lemme 5.4.53 Soit V une k-algµebre dansA k (1) . Alors V admet un k-modµele.

Preuve : En e®et, d'aprµes la proposition2.1.32, l'anneau V admet un modµele surk, not¶e
X . Si l'on note s l'image du point sp¶ecial deSpec (V ) dansX , et Z l'adh¶erence r¶eduite du
point s dansX , Zs est le spectre d'un corps s¶eparable surk par hypothµese ;Z est donc lisse
sur k en s. Il existe dµes lors un ouvertU de X tel que Z \ U est lisse surk, et U convient. ¤

On peut dµes lors donner la d¶e¯nition suivante du morphisme r¶esidu :
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D¶e¯nition 5.4.54 Soient F un faisceau homotopique,E=k une extension de type ¯ni et
v une valuation de E=k. On note V l'anneau de valuation discrµete dev et · son corps
r¶esiduel.

Soient (X; t ) un k-modµele deV , s son point sp¶ecial etZ l'adh¶erence r¶eduite des dans
X . On d¶e¯nit le morphisme r¶esidu associ¶e µav comme le morphisme

@F
v : F (E)

(1)
¡¡! F (X x )

@X;s
¡¡¡! F¡ 1(Zs)

(2)
¡¡! F¡ 1(· )

oµu les °µeches(1) et (2) sont les isomorphismes canoniques induits part ] : OX;s ! V .

Pour que cette d¶e¯nition soit valide, il nous faut montrer que le morphisme @F
v est

ind¶ependant des choix que l'on fait. Plus pr¶ecis¶ement :

Lemme 5.4.55 Dans la situation de la d¶e¯nition ci-dessus, l'application @F
v ne d¶epend

pas duk-modµele deV choisi.

Preuve : Soient (X; s ) et (X 0; s0) deux modµeles s deV sur k.
D'aprµes le corollaire5.4.48, s'il existe un morphisme f : (X; s ) ! (X 0; s0) de modµeles,

commef s est un isomorphisme, les r¶esidus d¶e¯nis µa partir de ces deux modµeles coÄ³ncident.
Il nous reste donc µa dominer nos deux modµeles par un modµele(X 00; s00).
Or, on peut supposerX et X 0 a±nes quitte µa les remplacer par des ouverts, compte

tenu du corollaire 5.4.48. On note A et A0 les anneaux respectifs deX et X 0. On identi¯e
As et A0

s0 µa V . Donc on a A ½ V et A0 ½ V . Alors, si l'on choisit ¼ une uniformisante
de V , s (respectivement s0) correspond µa l'id¶eal engendr¶e par¼ dans A, et ¼2 A \ A0 ;
d'aprµes l'identi¯cation ci-dessus, A¼ = V = A0

¼.
Or, k[A [ A0] est une sous-k-algµebre de V . Puisque Frac(V )=k est s¶eparable,

Spec (k[A [ A0]) est lisse surk en son point g¶en¶erique. Il existeh 2 k[A [ A0] tel que
k[A [ A0]h est lisse surk. Or, puisque k[A [ A0]¼ = V , on peut de plus supposer queh ne
divise pas¼, car V est formellement lisse surk.

Il ne reste plus qu'µa poserX 00 = Spec (k[A [ A0]h) ; on a donc par d¶e¯nition des

morphismes dominantsX 00 f
¡! X et X 00 g

¡! X 0. ¼engendre un id¶eal dek[A [ A0]h (non nul)
qui correspond µa un points00de X 00de codimension1. En¯n, on a encoreX 00

s00 = X s = X 0
s0

(modulo notre identi¯cation). ¤

Par ailleurs, il su±t d'appliquer le lemme 5.4.49pour voir que ce r¶esidu est fonctoriel
en F :

Lemme 5.4.56 Soient E=k une extension de type ¯ni, etv une valuation deE=k de corps
r¶esiduel · (v). Alors, pour tout morphisme ´ : F ! G de faisceaux homotopiques, on a :

F (E)

@F
v ²²

´ //G(E)

@G
v²²

F¡ 1(· (v))
´ ¡ 1//G¡ 1(· (v)) :

Revenons maintenant µa la d¶emonstration du th¶eorµeme6.1.1, concernant le module
homotopique (F¤; ²) :
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D¶e¯nition 5.4.57 (D4) Soient E=k une extension de type ¯ni, v une valuation deE=k
et · le corps r¶esiduel associ¶e µav.

On d¶e¯nit le morphisme r¶esidu associ¶e µav comme le morphisme suivant :

@v : F¤(E )
@F ¤

v¡¡! (F¤)¡ 1(· ) ²¡! F¤(· ):

Comme ² est un morphisme homogµene de degr¶e¡ 1, @v est bien un morphisme homogµene
de degr¶e¡ 1.

On peut facilement d¶emontrer la propri¶et¶e suivante :

Proposition 5.4.58 (R3c) Soit E=k une extension de type ¯ni,v une valuation deE=k
de corps r¶esiduel· . Soit ' : L ! E un morphisme dansEs

k tel quev(' (L £ )) = 0 .
Alors,

@v ± ' ¤ = 0

Preuve : Il su±t de d¶emontrer cette proposition pour @F
v oµu F est un faisceau homo-

topique quelconque.
Consid¶erons(Y; y) un k-modµele deL=k, et (X; t ) un modµele deV =k. Soient s le point

sp¶ecial deX et Z son adh¶erence r¶eduite dansX . Alors, si l'on note x le E-point de X
induit par t, on a le diagramme commutatif de pro-objets

(E)
( ' ) //

x
²²

(L )

y
²²

X s ¡ Zs X x
¹f //»oo Yy

oµu toutes les °µeches verticales sont des isomorphismes. On est donc ramen¶e µa montrer que
l'image de F ( ¹f ) tombe dans le noyau du r¶esidu correspondant µa(X s; Zs).

Or, puisque v(' (L )) = 0 , on en d¶eduit ' (L ) ½ V . Autrement dit, le morphisme ' se
factorise enL ! V ! E , ce qui se traduit au niveau des modµeles stricts par la factorisation
de ¹f en X x ! X s ! Yy .

Par d¶e¯nition du pr¶e-r¶esidu (cf 5.4.21), on a un complexe

F (X s) ! F (X x )
@0

X;s
¡¡¡! F 1(X s; Zs)

qui, en composant le dernier morphisme par l'isomorphisme½¼ de la section pr¶ec¶edente,
donne le complexe

F (X s) ! F (X x )
@X;s
¡¡¡! F¡ 1(Zs):

En particulier, si ½2 F (L) = F (Yy), ' ¤(½) = ¹f ¤(½) 2 F (X x ), et en fait, ¹f ¤(½) est
image d'un ¶el¶ement deF (X s) d'aprµes la factorisation de ' en X x ! X s ! Yy , donc
@X;s (' ¤(½)) = 0 . ¤
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5.4.6 Rami¯cation (axiomes R3a et R3b)

Comme annonc¶e, on va g¶en¶eraliser la proposition5.4.44. Pour cela, on s'appuie sur la
fonctorialit¶e ¶etendue de la d¶eformation au cône normale que l'on a construite en5.4.3.

Lemme 5.4.59 Soit f : (Y; t) ! (X; s ) un morphisme de sch¶emas alg¶ebriques lisses
point¶es par des points sp¶eciaux (i.e. f (t) = s). On note Z (resp. T) l'adh¶erence r¶eduite
de s (resp. t) dans X (resp. Y ).

Le morphisme f induit donc un morphisme de paires ferm¶eesf t : (Yt ; Tt ) ! (X s; Zs).
Alors, f t est quasi-cart¶esien exact (cf d¶e¯nition 5.4.29). Par ailleurs, l'ordre de

l'¶epaississementTt ! Zs £ X s Yt est ¶egal µa

lg(Zs £ X s Yt ):

De plus, il existe un voisinage ouvertU de s dansX et un voisinage ouvertV de t dans
Y tels quef (V ) ½ U et que le morphisme de paires ferm¶ees induitf jUV : (V; TV ) ! (U; ZU )
est quasi-cart¶esien exact.

Preuve : Par d¶e¯nition, le morphisme f induit un k-morphisme local

OX;s
f ]

t¡! O Y;t :

Soit M X;s (resp. M Y;t) l'id¶eal maximal de OX;s (resp. OY;t). Comme OY;t est un anneau
de valuation discrµete, il existe un unique entierr > 0 tel que

f ]
t (M X;s ):OY;t = M r

Y;t :

Ainsi, le ferm¶e Zs £ X s Yt de Yt a pour id¶eal M r
Y;t , et le morphismeTt ! Zs £ X s Yt est

donc par d¶e¯nition un ¶epaississement exact d'ordrer par rapport µa Yt . De plus,

lg(Zs £ X s Yt ) = lg( OY;t=M r
Y;t) = r:

ce qui conclut les deux premiµeres assertions.
Pour la derniµere assertion, on se ramµene au cas oµuX (resp. Y ) est a±ne d'anneau

A (resp. B ). Le morphisme f correspond donc µa un morphisme' : A ! B . On peut
supposer de plus, quitte µa localiserB , que f ¡ 1(f sg) = f tg. On confond les pointss et t
avec les id¶eaux auxquels ils correspondent respectivement. Par d¶e¯nition,s (resp. t) est
principal, engendr¶e par une uniformisante¼2 A (resp. Â 2 B ). De plus, ' (¼) = b:Âr , oµu
b 2 B ¡ s. Dµes lors, les ouvertsU = Spec (A) et V = Spec (Bb) conviennent, puisqu'alors
' (¼):Bb = ( Â)r . ¤

D¶e¯nition 5.4.60 Soit (X; s ) (resp. (Y; t)) un k-sch¶ema alg¶ebrique lisse point¶e par un
point sp¶ecial. On noteZ (resp. T) l'adh¶erence r¶eduite des dans X (resp. t dans Y).

Consid¶erons unk-morphisme point¶e f : (Y; t) ! (X; s ). On appelle indice de rami¯-
cation de f en t l'entier

r t (f ) = lg( Zs £ Yt Tt ):

Muni de cette d¶e¯nition, on peut ¶enoncer la proposition suivante :
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Proposition 5.4.61 Soient (X; s ), (Y; t) des sch¶emas alg¶ebriques lisses, connexes et
point¶es par un point sp¶ecial etf : (Y; t) ! (X; s ) un morphisme point¶e dominant. On
note Z (resp. T) l'adh¶erence r¶eduite des dans X (resp. t dans Y) et gt : Tt ! Zs le
morphisme induit par f . On note aussi x (resp. y) le point g¶en¶erique deX (resp. Y ), et
f x : Yy ! X x le morphisme induit.

Alors, pour tout faisceau homotopiqueF , le diagramme suivant est commutatif

F (X x )
@F

X;s //

F (f x )
²²

F¡ 1(Zs)

r t (f ):F ¡ 1 (gt )
²²

F (Yy)
@F

Y;t //F¡ 1(Tt ):

Preuve : Il s'agit essentiellement d'exploiter la fonctorialit¶e d¶e¯nie en 5.4.3.
On note g : T ! Z le morphisme induit par f . D'aprµes le lemme5.4.59, le morphisme

(f t ; gt ) : (Yt ; Tt ) ! (X s; Zs) est quasi-cart¶esien exact.
On d¶ecompose alors nos morphismes en le diagramme suivant :

Tt
¶²² !!

gt

»»
T0

t
//

g0
t²²

Yt
f t²²

Zs //X s

oµu ¶ est un ¶epaississement exact d'ordre l'indice de rami¯cationr = r t (f ).
Appliquant la fonctorialit¶e de 5.4.3au morphisme quasi-cart¶esien(f t ; gt ) (que l'on peut

consid¶erer comme un morphisme de sch¶emas en prenant sa limite projective), on obtient
le diagramme suivant dans la cat¶egorie des paires ferm¶ees dek-sch¶emas, ou ce qui revient
au même, dans la cat¶egoriepro¡ P fL k :

(X s; Zs)

(f t ;gt )
²²

d //(DZs X s; A1
Zs

)

D g f t²²

(NZs X s; Zs)

Ng f t
²²

d0
oo

(Yt ; Tt )
d //(DTt Yt ; A1

Tt
) (NTt Yt ; Tt ):

d0
oo

Dµes lors, on en d¶eduit le diagramme commutatif

F 1(X s; Zs)

F 1 (f t ;gt )
²²

» //F 1(NZs X s; Zs)

F 1 (Ng f t )
²²

oo

F 1(Yt ; Tt )
» //F 1(NTt Yt ; Tt )oo

oµu les morphismes horizontaux sont les isomorphismes obtenus par d¶eformation au cône
normal.

On note M X;s (resp. M Y;t , I ) l'id¶eal de Zs dans X s (resp. Tt , T0
t dans Yt ). Par

d¶e¯nition, on a donc I = M r
Y;t . Ainsi, le morphisme Ngf t est le spectre du morphisme

suivant :
M

n2 Z

M n
X;s =M n+1

X;s ¡!
M

n2 Z

I n=I n+1 =
M

n2 Z

M rn
Y;t=M r (n+1)

Y;t

,!
M

m2 Z

M m
Y;t=M m+1

Y;t
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oµu le premier morphisme est canoniquement induit parf t (puisque celui-ci envoie par
d¶e¯nition M X;s sur I ), et le deuxiµeme est l'inclusion canonique d'aprµes la construction
5.4.3.

On choisit ¼(resp. Â) une uniformisante de l'anneau de valuation discrµeteOX;s (resp.
OY;t). Par d¶e¯nition, f ]

t (¼) = ¸:Â r . Ces uniformisantes correspondent µa des trivialisations
du ¯br¶e normal, et µa travers ces trivialisations, le morphisme d¶ecrit ci-dessus devient :

Ã : · (s)[¼] ! · (t)[Â]
x 7! g]

t (x)
¼ 7! ¸:Â r

et on en d¶eduit le diagramme commutatif suivant :

F 1(X s; Zs)
F 1 (f t ;gt ) ²²

» //F 1(NZs X s; Zs)
F 1 (Ng f t )²²

» //F 1(A1
Zs

; Zs)
F 1 (Spec(Ã);gt )²²

F 1(Yt ; Tt )
» //F 1(NTt Yt ; Tt )

» //F 1(A1
Tt

; Tt )

Il nous reste donc µa calculer le morphisme induit par le morphisme de paires quasi-cart¶esien
(Spec (Ã) ; gt ). Or, celui-ci se d¶ecompose lui-même en les deux morphismes suivants

(A1
Tt

; Tt )
° r

¸¡! (A1
Tt

; Tt )
1A1 £ gt
¡¡¡¡! (A1

Zs
; Zs)

oµu ° r
¸ transforme le paramµetreÂ du deuxiµeme ¯br¶e en¸:Â r .

On peut alors raisonner comme dans la preuve de la proposition5.4.44 ; on calcule
donc le morphisme induit sur les faisceaux homotopiques :

S1
t  Htr h0(Tt )

r:¡! S1
t  Htr h0(Tt )

1 Htr h0 (gt )
¡¡¡¡¡¡¡¡! S1

t  Htr h0(Zs)

oµu le premier morphisme est la multiplication par r , puisque ° r
¸ = ¸ + r µa travers

l'identi¯cation End (Gm £ Zs) = · (s)£ © Z, et puisque le morphisme canonique
End (Gm £ Zs) ! EndHN tr

k

¡
S1

t £ Zs
¢

est la projection sur Z (d'aprµes 3.4.13).
Ceci conclut la d¶emonstration d'aprµes la d¶e¯nition du r¶esidu5.4.43. ¤

Remarque 5.4.62 .{ On peut toujours associer µa (f t ; gt ) un morphisme canonique
NTt Yt ! Tt £ Zs NZs X s de ¯br¶es vectoriels sur Tt . Si f est non rami¯¶e en t, c'est un
isomorphisme. Par contre, si la rami¯cation est strictement sup¶erieure µa1, il ne peut
qu'être nul pour des raisons de degr¶e. C'est pourquoi nous avons ¶et¶e forc¶e de d¶e¯nir une
fonctorialit¶e <ra±n¶ee> de la d¶eformation au cône normal, qui induit bien un morphisme
NTt Yt ! Tt £ Zs NZs X s, mais ce dernier est homogµene de degr¶e correspondant µa la
rami¯cation.

On en d¶eduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.63 (R3a) Soient E=k et E 0=k des extensions de type ¯ni. Consid¶erons
v (resp. w) une valuation stricte de E=k (resp. E 0=k) de corps r¶esiduel· (resp. · 0). Soit
' : E 0 ! E un morphisme tel quev ± ' = e:w pour e 2 N¤.
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Alors, ' induit par restriction un morphisme local sur les anneaux de valuations, et
donc un morphisme ~' : · 0 ! · .

On a alors la formule :
@v ± ' ¤ = e:~' ¤ ±@w

dans HomZ¡ A b(F¤(E 0); F¤(· )) .

Preuve : On se r¶eduit au cas d'un faisceau homotopiqueF , et on prouve la proposition
pour le r¶esidu@F

v .
Soit (X; s ) un k-modµele deV (anneau dev) et (Y; t) un k-modµele deV 0.
On note s le point sp¶ecial deX , s0 celui de X 0. Alors ' induit un unique morphisme

local ¿ : X s ! X 0
s0. Choisissons¼(resp. ¼0) une uniformisante de X s (resp. Yt ).

Or, par d¶e¯nition, l'indice de rami¯cation de ¿ est e, puisque ' (¼) = u:¼0e. Il nous
su±t maintenant d'appliquer la proposition 5.4.61µa ¿ pour conclure. ¤

En¯n, l'axiome suivant met en jeu la norme et le r¶esidu :

Proposition 5.4.64 (R3b) Soient E=k et L=k des extensions de type ¯ni. Consid¶erons
v une valuation deE=k de corps r¶esiduel· . Soit ' : E ! L un morphisme ¯ni.

Soit w1; :::; wr les valuations surL=k telles quewi ± ' = v.
Alors, si l'on note · (wi ) le corps r¶esiduel dewi , et ~' i : · ! · (wi ) le morphisme ¯ni

induit sur les corps r¶esiduels, on obtient la formule :

@v ± ' ¤ =
rX

i =1

~' ¤
i ±@wi

dans HomZ¡ A b(F¤(L ); F¤(· )) .

Preuve : Encore une fois, on se r¶eduit au cas d'un faisceau homotopiqueF , et on ¶etudie
@F

v .
Soit (X; s ) un k-modµele deV =k (anneau dev) et (Y; y) un modµele deL=k. Le mor-

phisme ' correspond µa un morphisme ¯niYy ! X x . On peut supposer que ce morphisme
se relµeve en un morphisme ¯nif : Y ! X , d'aprµes le lemme5.3.8.

On note Z l'adh¶erence r¶eduite des dans X , et on poseT0 = Z £ X Y. Les points
g¶en¶eriques deT0 sont de codimension1 dans Y , et correspondent tous µa une valuation
extension dev. On les notet1; :::; td. Par ailleurs, l'ensemble de ces valuations est exacte-
ment en bijection avec l'ensemble des valuations extensions dev µa · (Y ) (voir par exemple
[Ser68], prop. 11, puisqueY est normal).

On a besoin de la g¶en¶eralisation suivante du lemme5.4.59:

Lemme 5.4.65 Soient (X; s ) un sch¶ema alg¶ebrique lisse point¶e par un point sp¶ecial, etY
un sch¶ema alg¶ebrique lisse. Consid¶erons un morphismef : Y ! X de dimension relative
constante.

On note Z l'adh¶erence r¶eduite des dans X , et on poseT = ( Z £ X Y)red .
Alors il existe des ouvertsU et V de X et Y respectivement tels que

1. s 2 U et ZU = Z \ U est lisse surk,

2. f ¡ 1(f sg) ½ V et TV = T \ V est lisse surk,
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3. f (V ) ½ U,

4. le morphisme de paires ferm¶ees induitf jUV : (V; TV ) ! (U; ZU ) est quasi-cart¶esien
exact.

Preuve : Comme k est parfait, quitte µa r¶eduire X (resp. Y ), on peut tout d'abord
supposer queZ (resp. T) est lisse surk.

On note (t1; :::; td) les points g¶en¶eriques deT. Le point t i est de codimension1 dans
Y . On peut donc appliquer le lemme5.4.59au morphisme point¶ef : (Y; ti ) ! (X; s ), et
on trouve des ouvertsVi et Ui de Y et X respectivement tels quet i 2 Vi et s 2 Ui , et
tels que le morphisme induit f jUi

Vi
: (Vi ; TVi ) ! (Ui ; ZUi ) soit un morphisme quasi-cart¶esien

exact de paires ferm¶ees.
On pose alorsU =

T
i Ui , et V =

S
i Vi \ f ¡ 1(U) ; ces deux ouverts conviennent.¤

Quitte µa remplacer X et Y par les ouverts respectifsU et V de ce lemme, on peut donc
supposer que le morphisme de paires ferm¶ees(f; g ) : (Y; T) ! (X; Z ) est quasi-cart¶esien
exact.

On peut donc lui appliquer la fonctorialit¶e de la d¶eformation au cône normal d¶ecrite
en 5.4.3, pour obtenir le diagramme :

(Y; T)

(f;g )
²²

d //(DT Y;A1
T )

D g f
²²

(NT Y; T)

Ng f
²²

d0
oo

(X; Z ) d //(DZ X; A1
Z ) (NZ X; Z )d0

oo

oµu le morphismeDgf (resp. Ngf ) est quasi-cart¶esien par construction, et de plus ¯ni
(car compos¶e de trois morphismes ¯nis). Par pullback avecX s sur X , on se ramµene au
diagramme

(Ys; Ts)

(f s ;gs )
²²

d //(DTs Ys; A1
Ts

)

D g f s²²

(NTs Ys; Ts)

Ng f s
²²

d0
oo

(X s; Zs) d //(DZs X s; A1
Zs

) (NZs X s; Zs)d0
oo

oµu l'on a not¶eYs = Y £ X X s et ainsi de suite. On en d¶eduit alors le diagramme commutatif
suivant, d'aprµes la d¶e¯nition 5.4.34

F 1(Ys; Ts)

F 1 (f s ;gs )¤ ²²

F 1(DTs Ys; A1
Ts

)

F 1 (D g f s )¤²²

» //»oo F 1(NTs Ys; Ts)

F 1 (Ng f s )¤²²
F 1(X s; Zs) F 1(DZs X s; A1

Zs
) » //»oo F 1(NZs X s; Zs):

Or, Ts est la ¯bre r¶eduite de f s en s ; on a donc Ts = ©d
i =1 Spec (· (t i )) . Pour tout

i = 1 ; ::; d, on choisit Âi une trivialisation de NTs Ys au-dessus deSpec (· (t i )) . On choisit
¼une trivialisation de NZs X s.

On est donc ramen¶e µa l'¶etude du morphisme quasi-cart¶esien de paires ferm¶ees

Á :
dG

i =1

(A1
· (t i ) ; · (t i )) ! (A1

· (s) ; · (s))
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avec Á =
P

i ¼¡ 1 ± (Ngf t ) ± Âi . Il s'inscrit dans le diagramme commutatif suivant, oµu les
isomorphismes horizontaux sont ceux de la proposition5.4.24:

F 1(NTs Ys; Ts)

F 1 (Ng f s )¤ ²²

P
i Âi

»
//F 1(A1

Ts
Ys; Ts) »

//

F 1 (Á)¤ ²²

F¡ 1(Ts)

a
²²

F 1(NZs X s; Zs) ¼
»

//F 1(A1
Zs

X s; Zs) »
//F¡ 1(Zs):

(5.3)

Il nous reste µa comprendre le morphisme vertical de droite.
Or, le morphisme Á s'exprime µa nouveau µa l'aide des indices de rami¯cation def aux

points t i . Si l'on poser i = r t i (f ), on obtient la relation suivante

(f t i
s )] (¼) = ¸ i :Â

r i
i

oµu ¸ i est un ¶el¶ement inversible deOY;t i (que l'on identi¯e avec sa classe dans· (t i )),
avec f t i

s : Yt i ! X s le morphisme obtenu par restriction def s. Ce calcul montre que le
morphisme Á est ¶egal µa

dG

i =1

(A1
· (t i ) ; · (t i ))

P
i °

r i
¸ i¡¡¡¡!

dG

i =1

(A1
· (t i ) ; · (t i ))

P
i 1A1 £ gi

¡¡¡¡¡¡! (A1
· (s) ; · (s))

oµu le morphisme ° r i
¸ i

envoie le paramµetre t du ¯br¶e trivial sur ¸ i :t r i , et gi = gt i
s :

Spec (· (t i )) ! Spec (· (s)) est le morphisme induit par f .
On en d¶eduit comme dans la preuve de5.4.61, que le morphisme induit par Á sur les

faisceaux homotopiques est

Á0 :
dM

i =1

S1
t  Htr h0(· (t i ))

P
i r i :

¡¡¡¡!
dM

i =1

S1
t  Htr h0(· (t i ))

P
i 1 Htr h0 (gi )

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡! S1
t  Htr h0(· (s))

Mais par construction des transferts surF 1, et par d¶e¯nition de l'isomorphisme de
la proposition 5.4.24, on en d¶eduit que le morphismea du diagramme (5.3) est ¶egal µa
HomN tr

k

¡
t Á0; F

¢
, oµu t Á0 est le morphisme induit dans le diagramme suivant :

h0Spec (· (s)) //

P
i h0 ( t gi )

²²

h0(Gm £ Spec (· (s))) //
P

i h0 ( t °
r i
¸ i

)
²²

S1
t  Htr h0(· (s))

t Á0

²²Â
Â
Â

©i h0Spec (· (t i )) //©i h0(Gm £ Spec (· (t i ))) //©i S1
t  Htr h0(· (t i ))

dans lequel les lignes horizontales sont des suites exactes courtes depro¡ HN tr
k .

Or, dans Endpro¡ L cor ;k

³
A1

· (t i )

´
,

° r i
¸ i

± t ° r i
¸ i

= r i :1

d'aprµes la proposition 5.3.13.
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On en d¶eduit donc que dansEndpro¡ HN tr
k

¡
S1

t  Htr h0· (t i )
¢

= Z on a t ° r i
¸ i

= 1 .
Pour r¶esumer le travail qu'on a e®ectu¶e, on trace le diagramme commutatif suivant :

F 1(Ys; Ts)

F 1 (f s ;gs )¤
²²

P
i ½Âi //©i F¡ 1(· (t i ))

P
i F¡ 1 ( t gi )

²²
F 1(X s; Zs)

½¼ //F¡ 1(· (s))

ce qui, compte tenu de la proposition5.4.35, et du fait que pour tout i , (Y; ti ) est un
k-modµele dewi , nous permet de conclure. ¤

Remarque 5.4.66 .{ Comme dans la preuve de5.4.63, on aurait pu ¶eviter le recours
au lemme 5.4.65 en raisonnant directement sur les morphismes de pro-objets, puisque le
morphisme(f s; gs) : (Ys; Ts) ! (X s; Zs) est quasi-cart¶esien exact. Toutefois, cette derniµere
d¶emonstration est plus pr¶ecise et montre comment on peut ramener la situation g¶en¶erique
pour obtenir une d¶emonstration valable sur des ouverts assez petits donn¶es.

5.5 K-th¶eorie de Milnor et donn¶ee D3

5.5.1 Cup-produits

D¶e¯nition 5.5.1 Soient F , G et H des faisceaux avec transferts, et¹ : F  tr G ! H un
morphisme. On d¶e¯nit un cup-produit induit par ¹ , not¶e ` ¹ , donn¶e par la compos¶ee

F  Z G
`
¡! F  tr G

¹
¡! H

oµu la premiµere °µeche est le morphisme de faisceaux associ¶e µa l'application cup-produit de
2.2.21.

Pour E=k une extension de type ¯ni, ce morphisme induit donc sur les ¯bres un
morphisme not¶e

F (E)  Z G(E) ! H (E)
® ¯ 7! ® ` ¹ ¯:

On peut de plus calculer ce produit. Si on confond® (resp. ¯ ) et l'application
L[E ] ! F (resp. L[E ] ! G) qu'elle repr¶esente par le lemme de Yoneda (danspro¡ N tr

k ),
l'application associ¶ee µa l'¶el¶ement® ` ¹ ¯ dans H (E) est simplement

L[E ]
¢ E¡¡! L[E ]  tr L[E ]

® tr ¯
¡¡¡¡! F  tr G

¹
¡! H:

En e®et, quand on considµere l'application induite sur les ¯bres par le morphisme de
faisceaux ` ¹ , il n'y a pas lieu de di®¶erencier entre le morphisme de pr¶efaisceaux d¶e¯ni
en 2.2.21 et le morphisme de faisceaux qui lui est associ¶e, ce qui explique la formule
pr¶ec¶edente.

On en d¶eduit facilement la fonctorialit¶e suivante du cup-produit :
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Lemme 5.5.2 Soient F ,G et H des faisceaux avec transferts, et¹ : F  tr G ! H un
morphisme.

Consid¶erons un morphisme' : E ! L dans Es
k , et ® 2 F (E), ¯ 2 G(E) des ¯bres de

F et G. Alors, on obtient la relation

H (' ):(® ` ¹ ¯ ) = ( F (' ):®) ` ¹ (G(' ):¯ )

oµu (' ) : (L ) ! (E ) est l'application de pro¡ L k d¶e¯nie en 2.1.37.

Preuve : On ne fait qu'exprimer par lµa le fait que le ` ¹ est une transformation naturelle
(ce qui r¶esulte de la remarque qui suit2.2.21). ¤

La formule suivante est moins facile :

Proposition 5.5.3 Soient F ,G et H des faisceaux avec transferts, et¹ : F  tr G ! H
un morphisme.

Soit ' : E ! L un morphisme ¯ni dans Es
k . Alors, pour tout ® 2 F (E) et ¯ 2 G(L),

on a les relations

H (t (' )) :
¡
F (' ):® ` ¹ ¯

¢
= ® ` ¹ G(t (' )) :¯

H (t (' )) :
¡
® ` ¹ G(' ):¯

¢
= F (t (' )) :® ` ¹ ¯

oµu t (' ) : [E ] ! [L ] est le morphisme depro¡ L cor;k d¶e¯ni en 5.3.17.

Preuve : En e®et, par d¶e¯nition du produit tensoriel et du cup-produit, on peut
supposer queF = L[ S] (resp. G = L[ T]) quitte µa consid¶erer la limite inductive des
faisceaux avec transferts repr¶esentables au-dessus deF (resp. G). Consid¶erons alors un
k-modµelef : X ! Y de L=E ; il nous su±t maintenant d'appliquer la proposition 5.3.14
au morphisme induit ¹f : X x ! Yy pour conclure, compte tenu du calcul dè ¹ . ¤

Remarque 5.5.4 .{ Ce qui pr¶ecµede est valable si l'on considµere des faisceaux avec trans-
ferts qui sont de plus invariants par homotopie. En e®et, siF ,G et H sont des faisceaux
homotopiques, on a un produit ext¶erieur :

F  Z G ! F  tr G ! F  Htr G = h0(F  tr G):

De plus, la donn¶ee d'une application¹ : F  tr G ! H est ¶equivalente µa celle d'une
application ¹ 0 : F  Htr G ! H par adjonction (puisque H est invariant par homotopie).

5.5.5 .{ Si F¤; G¤ et H¤ sont des faisceaux gradu¶es, et¹ ¤ : F¤̂ G¤ ! H¤ un morphisme
gradu¶e, on d¶e¯nit plus g¶en¶eralement un cup-produit gradu¶e induit par¹

F¤̂ ZG¤ ! F¤̂ G¤
¹
¡! H¤:

Ce cup-produit est tout simplement la somme des cup-produits (non gradu¶es) induit par
¹ sur chaque composantes deF¤ et G¤. En particulier, la proposition 5.5.3 est encore
valable dans ce cas.
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5.5.2 K-th¶eorie de Milnor et sphµere de Tate

On ¶etudie dans cette section l'algµebreS¤
t d¶e¯nie dans 3.4.17, et plus pr¶ecis¶ement, le fonc-

teur qu'elle induit sur les extensions de type ¯ni dek.
On a donc en particulier un produit (d¶e¯ni en 3.4.18)

¹ : S¤
t  Htr S¤

t ! S¤
t

qui induit un cup-produit d'aprµes le paragraphe pr¶ec¶edent (que l'on notera simplement̀ )

Ŝ¤
t (E )  Z Ŝ¤

t (E ) ! Ŝ¤
t (E ):

Par ailleurs, ce groupe ab¶elien gradu¶e est encore ¶egal µa

Ŝ¤
t (E ) = Z © E £ © S2

t (E ) © :::

et le produit ext¶erieur donne un morphisme d'algµebre de degr¶e0 que l'on note

S (E £ ) ! Ŝ¤
t (E )

a1  :::  an 7! ha1; :::; an i :

Or, le travail qu'on a e®ectu¶e jusque lµa nous permet d¶ejµa de montrer que les ¯bres de
S¤

t satisfont la fonctorialit¶e suivante :

1. Soit ' : E ! L un k-morphisme dansEs
k . On a un morphisme

Ŝ¤
t (' ) : Ŝ¤

t (E ) ! Ŝ¤
t (L )

oµu (' ) : (L ) ! (E ) est le morphisme d¶e¯ni dans2.1.37.

On pose' ¤ = Ŝ¤
t (' ).

2. Soit ' : E ! L un k-morphisme ¯ni dans Es
k . Alors, on a un morphisme

Ŝ¤
t (t (' )) : Ŝ¤

t (L ) ! Ŝ¤
t (E )

oµu t (' ) : [E ] ! [L ] est le morphisme d¶e¯ni dans5.3.17.

On pose' ¤ = Ŝ¤
t (t (' )) .

On obtient tout d'abord les propri¶et¶es ¶el¶ementaires suivantes :

Lemme 5.5.6 Soient E=k et L=k des extensions de type ¯ni, et' : E ! L un morphisme.

1. Pour tous a1; :::; an dans E £ , ha1i ` ::: ` han i = ha1; :::; an i .

2. Pour tous a; b dans E £ , hai + hbi = ha:bi .

3. Pour tous a1; :::; an dans E £ , ' ¤(ha1; :::; an i ) = h' (a1); :::; ' (an )i .

Preuve : Le 1 est vrai par d¶e¯nition, et le 2 d'aprµes la structure de faisceau ab¶elien du
faisceau en groupesS1

t . Pour le 3, on fait une r¶ecurrence surn et on applique le lemme
5.5.2. ¤
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Lemme 5.5.7 1. On a un morphisme surjectif

c (E; Gn
m ) ! Sn

t (E ); ¾7! [¾]E

et le premier groupe est form¶e des combinaisons lin¶eaires formelles de points ferm¶es
de Gn

m  k E.

2. Consid¶erons l'inclusion
' n : Gn

m (E ) ! c (E; Gn
m )

qui consiste µa voir un point rationnel du sch¶emaGn
m comme un point ferm¶e du

même sch¶ema. Alors, pour tousa1; :::; an dans E £ , le n-uplet (a1; :::; an ) est un
point rationnel de Gn

m (E ) et

[(a1; :::; an )]E = ha1; :::; an i :

Preuve : Pour le premier point tout d'abord, d'aprµes le lemme3.1.10, on a

Sn
t = h0

¡
L

£
Gn

m = t n
i =1 Gn¡ 1

m

¤¢
:

On a donc un ¶epimorphisme naturel

L[Gn
m ] ! L

£
Gn

m = t n
i =1 Gn¡ 1

m

¤
! h0

¡
L

£
Gn

m = t n
i =1 Gn¡ 1

m

¤¢
:

Pour le deuxiµeme point, on se ramµene par changement de base au cas oµuE = k.
Par r¶ecurrence, il su±t de traiter le cas n = 2 . Soit donc (a; b) un ¶el¶ement de(k£ )2 ;

on doit donc montrer que ' 2((a; b)) = ' 1(a) ` ' 1(b).
Notons ¾a (respectivement ¾b) la correspondance ¯nie dansc (k; Gm ) repr¶esent¶ee par

le point rationnel a (respectivement b) de Gm . Alors, ' 1(a) ` ' 1(b) est la classe de la
correspondance ¯nie¾a ` ¾b. Par ailleurs, ¾a ` ¾b est l'intersection des deux cycles
¾a £ Gm et Gm £ ¾b dans Z (Gm £ Gm ). Or ces deux cycles s'intersectent en un seul
point, (a; b), avec une multiplicit¶e 1, d'oµu le lemme. ¤

On connâ³t d¶ejµa certaines propri¶et¶es ¶el¶ementaires du module homotopiqueS¤
t , notam-

ment µa cause des paragraphes pr¶ec¶edents :

Proposition 5.5.8 1. Soit ' : E ! L un morphisme ¯ni dans Es
k , alors pour tout

½2 Ŝ¤
t (E ) et µ 2 Ŝ¤

t (L ),

' ¤¡
' ¤(½) ` µ

¢
= ½` (' ¤(µ))

' ¤¡
µ ` ' ¤(½)

¢
= ( ' ¤(µ)) ` ½:

2. Soit ' : E ! L un morphisme ¯ni dans Es
k . Alors, pour tout ½2 Ŝ¤

t ,

' ¤' ¤(½) = [ L : E ]:½:

3. Soient ' : K ! E et Ã : K ! L des morphismes dansEs
k avec ' ¯ni. Alors, pour

tout ½dans Ŝ¤
t ,

Ã¤' ¤(½) =
X

z2 (E  K L ) (0)

lg(E  K L z):(' z)¤(Ãz)¤(½):
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4. Soient ' : K ! E et Ã : K ! L des morphismes dansEs
k tels queE=K soit ¯nie et

L=K soit ¯nie et normale. On suppose queHomK (E; L ) 6= ; .

Alors, pour tout ½dans Ŝ¤
t ,

Ã¤' ¤(½) = [ E : K ]i
X

j 2 HomK (E;L )

j ¤(½)

Preuve : Le premier point r¶esulte de la proposition5.5.3et le troisiµeme r¶esulte simplement
de la proposition 5.3.23.

Pour la deuxiµeme formule, on applique le 1 avecµ = 1 2 Z(E) :

' ¤
z

¡
1 ` (' z)¤(½)

¢
= ' ¤

z(1) ` ½

Or Z est repr¶esentable, etZ = L[Spec (k)]. La d¶e¯nition du produit externe montre donc
que 1 ` (' z)¤(½) = ( ' z)¤(½) (et plus g¶en¶eralement que le cup-produit par un ¶el¶ement de
Z(E) est la multiplication par les scalaires). Par ailleurs, ' ¤ : c (L; k ) ! c (E; k ) est une
application entre limites inductives qui est la multiplication par [L : E ] µa distance ¯nie
d'aprµes la d¶e¯nition du pullback de cycles. Donc' ¤

z(1) = [ L : E ], et l'on a bien r¶eduit la
formule pr¶ec¶edente µa celle qu'on attendait.

Pour le quatriµeme point, on va utiliser le 3. Supposons pour commencer queE=K soit
s¶eparable.

Alors, d'aprµes le th¶eorµeme de l'¶el¶ement primitif, il existex dans E tel que E = K [x].
Soit P le polynôme minimal de x sur K , on a doncE = K [X ]=(P). Ainsi,

E  K L = L[X ]=(P):

Puisqu'il existe un morphisme deE dansL , P a au moins une racine dansL , et comme
L est normal et P irr¶eductible, P est scind¶e. En¯n, commeE=K est s¶eparable, les racines
de P dans L sont distinctes :

P = ( X ¡ x1):::(X ¡ xr ):

D'aprµes le th¶eorµeme chinois,

E  K L =
rY

i =1

L[X ]=(X ¡ x i ):

Ainsi, E  K L est un anneau artinien dont les id¶eaux premiers sont en bijection avec
les racines deP (dans L). Par ailleurs, si z est un tel ¶el¶ement, le morphisme induit
' z : L ! E  K L=z = L[X ]=(X ¡ z) est un isomorphisme.

On obtient donc un morphisme

E  K L (0) ! HomK (E; L )
z 7! ' ¡ 1

z ±Ãz:

R¶eciproquement, soitj 2 HomK (E; L ), on d¶e¯nit

z = h1  ' (l ) ¡ Ã(¶(l))  1 j l 2 L i ;
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id¶eal engendr¶e dansE  K L. Par d¶e¯nition de z, on a donc un triangle commutatif :

L
' z

²²
E

j
<<zzzzzzzz

Ãz

//E  K L=z:

Donc ' z est surjectif. Comme il est non nul, il est aussi injectif puisque sa source est un
corps. Ainsi, ' z est un isomorphisme etz est un id¶eal maximal deE  K L. Par ailleurs,
j = ' ¡ 1

z ±Ãz.
On a donc construit HomK (E; L ) ! E  K L (0) , inverse µa droite du morphisme pr¶ec¶e-

dent. Par ailleurs, puisque E=K est s¶eparable,HomK (E; L ) est en bijection avec les
racines deP, donc les deux morphismes que l'on vient de d¶e¯nir sont des isomorphismes
r¶eciproques l'un de l'autre.

Appliquant le troisiµeme point, on trouve

Ã¤' ¤(½) =
X

z2 E  K L (0)

(' z)¤(Ãz)¤(½) (5.4)

car la longueur d'un corps est ¶egale µa1.
Or, puisque ' z est un isomorphisme, en appliquant2 et 3, on obtient

(' z)¤(' z)¤ = ( ' z)¤(' z)¤ = Id:

Il s'ensuit que (' z)¤ est un isomorphisme de r¶eciproque(' z)¤. Dµes lors, par fonctorialit¶e,
on obtient (' z)¤ = ( ' ¡ 1

z )¤, et la formule (5.4) devient, en utilisant la bijection explicite de
E  K L (0) et de HomK (E; L ),

Ã¤' ¤(½) =
X

z2 E  K L (0)

(' ¡ 1
z )¤(Ãz)¤(½)

=
X

j 2 HomK (E;L )

j ¤(½):

Supposons maintenant que l'extensionE=K soit radicielle, et notons ¶: E ! L le K -
morphisme unique (puisqueE=K est radicielle) qui existe par hypothµese. On doit montrer
que :

Ã¤' ¤ = [ E : K ]:¶¤ :

Par r¶ecurrence, on peut supposer queE=K est obtenue par adjonction d'une racineq-iµeme.
Dµes lors,E = K [X ]=(X q ¡ a) pour a dans K . Soit b une racineq-iµeme dea dans L , qui
existe d'aprµes l'existence de¶. Dµes lors,E  K L = L[X ]=((X ¡ b)q). Donc E  K L est un
anneau local artinien de longueurq, et d'aprµes le3,

Ã¤' ¤ = q:¹' ¤ ¹Ã¤

oµu ¹' : L ! L [X ]=(X ¡ b) et ¹Ã : E ! L [X ]=(X ¡ b) sont les morphismes induits. Dµes lors,
¹' est un isomorphisme, et¹' ¤ ¹Ã¤ = ( ¹' ¡ 1 ¹Ã)¤. Par ailleurs, E=K ¶etant radicielle, j = ¹' ¡ 1 ¹Ã,
d'oµu la formule attendue.
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En¯n, pour conclure dans le cas g¶en¶eral, on considµereEs la clôture s¶eparable deK
dans E. Alors, Es=K est s¶eparable, etE=Es est radicielle. NotonsK

' s¡! Es
' r¡! E . On

obtient ¯nalement

Ã¤' ¤ = Ã¤' ¤
s ' ¤

r

=
X

j 2 HomK (Es ;L )

j ¤' ¤
r

=
X

j 2 HomK (Es ;L )

[E : Es]:j ¤¶¤

= [ E : K ]i :
X

j¶2 HomK (E;L )

(j¶)¤;

ce qui termine la d¶emonstration. ¤

Si E=K est une extension ¯nie, on noteNE=K : E £ ! K £ la norme qui lui est
classiquement associ¶ee (voir [Lan95] VI. x5). Classiquement, on obtient le corollaire suivant
de la proposition pr¶ec¶edente :

Corollaire 5.5.9 Soit ' : K ! E un morphisme ¯ni dans Es
k . Alors le morphisme

' ¤ : Ŝ¤
t (E ) ! Ŝ¤

t (K ) est ¶egal en degr¶e1 µa l'application norme NE=K usuelle.

preuve : Puisque E=K est ¯nie, E = K [x1; :::; xn ]. Soit L=K l'extension normale ¯nie
engendr¶ee parx1; :::; xn (i.e. l'extension engendr¶ee par lesx i et leurs conjugu¶es),Ã : K !
L . Soit ½2 E £ . Alors, d'aprµes le4 de la proposition pr¶ec¶edente :

Ã¤' ¤(½) = [ E : K ]i
X

j 2 HomK (E;L )

j ¤(½) 2 Gm (E )

Or, par d¶e¯nition,

NE=K (½) =

0

@
Y

j 2 HomK (E;L )

j (½)

1

A

[E :K ]i

2 E £

La structure produit de E £ est la structure additive sur Gm (E ). Par ailleurs, j ¤ :
Gm (K ) ! Gm (E ) est simplement le morphisme d'injectionj : E £ ! K £ . Dµes lors,

Ã¤
¡
NE=K (½)) = Ã¤' ¤(½)

On en d¶eduit, puisqueÃ¤ est injectif, que NE=K (½) = ' ¤(½). ¤

Le th¶eorµeme suivant du µa A. Suslin et V. Voevodsky (cf [SV00a], th. 3.4) ¶eclairci

complµetement la situation vis-µa-vis des gradu¶es sup¶erieurs dêS¤
t :

Th¶eorµeme 5.5.10 (Suslin-Voevodsky) Soit E=k une extension de type ¯ni.

1. Pour tout a dans E £ , on a la relation de Steinberg dans l'algµebre gradu¶eêS¤
t (E ) :

hai ` h1 ¡ ai = 0 :
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2. Le morphisme canonique
S (E £ ) ! Ŝ¤

t (E )

se factorise en

K M
¤ (E )

¸ E¡¡! Ŝ¤
t (E );

et ce dernier morphisme est un isomorphisme d'algµebres gradu¶ees.

preuve : La preuve qui suit reprend la preuve de A. Suslin et V. Voevodsky du th¶eorµeme
3.4 dans [SV00a]. On l'a int¶egr¶ee µa la fois par commodit¶e pour le lecteur, et aussi pour
montrer qu'elle n'utilise pas la cat¶egorie d¶eriv¶ee des motifs mixtes d¶e¯nie par V. Voevodsky.

Remarquons tout d'abord que par changement de base, on peut toujours se r¶eduire
au cas oµu E est le corps de base, r¶eduction que l'on utilisera fr¶equemment dans la
d¶emonstration.

On rappelle queh?i d¶esigne le morphisme deS (E £ ) ! Ŝ¤
t (E ).

Lemme 5.5.11 1. S'il existe N 2 N tel que

8E=k 2 Es
k ; 8a 2 E £ n f 1g; N:ha;1 ¡ ai = 0 (¤:N )

alors, 8E=k 2 Es
k ; 8a 2 E £ n f 1g; ha;1 ¡ ai = 0 :

2. S'il existe N 2 N tel que

8E=k 2 Es
k ; 8a 2 E £ n f 1g; N:ha; ¡ ai = 0

alors, 8E=k 2 Es
k ; 8a 2 E £ n f 1g; ha; ¡ ai = 0 :

Preuve : Pour la premiµere a±rmation, il su±t de d¶emontrer que l'assertion (¤:(N 0p))
implique (¤:N 0), pour p un nombre premier. Soit donca 2 E £ nf 1g, et supposons(¤:(N 0p)) .
On veut d¶emontrer N 0:ha; 1 ¡ ai = 0 . Si a est une puissancep-iµeme, il su±t d'appliquer
l'hypothµese. Supposons donc quea n'est pas une puissancep-iµeme, et posons® = a1=p

dans une clôture alg¶ebrique deE, L = E(®) et ' : E ! L . Dµes lors,

N 0:ha; (1 ¡ a)i = N 0:ha; NL=E (1 ¡ ®)i = N 0:ha; ' ¤(1 ¡ ®)i

= N 0:' ¤ha; (1 ¡ ®)i

= ' ¤((N 0p):h®;(1 ¡ ®)i ) = 0

et l'on a donc (¤:N 0), ce qui d¶emontre la premiµere assertion.
On procµede de même pour la deuxiµeme assertion.¤

Lemme 5.5.12 Soient a; b2 E £ , alors hab; abi = ha; ai + hb; bi .

Preuve : On se ramµene au casE = k.
Consid¶eronsH le sous-sch¶ema ferm¶e deA1

k £ Gm = Spec
¡
k[t; X; X ¡ 1]

¢
donn¶e par

l'¶equation

t:(X ¡ a)(X ¡ b) + (1 ¡ t):(X ¡ ab)(X ¡ 1) = 0

, X 2 ¡ (t:(a + b) + (1 ¡ t):ab)X + ab= 0 :
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Alors H est isomorphe µaGm par la deuxiµeme projection : il est donc intµegre. Par ailleurs,
il est ¯ni et surjectif sur A1

k .
Consid¶erons l'immersion ferm¶eeA1

k £ Gm ! A1
k £ Gm £ Gm ; (t; x ) 7! (t; x; x ), et soit

H 0 l'image de H par cette immersion ferm¶ee.
Le sch¶emaH 0 est encore ¯ni et surjectif sur A1

k , et d¶e¯nit donc une correspondance
¯nie

¾: Spec (k) £ A1
k ! Gm £ Gm :

Soient i 0 et i 1 les injections de h0i et h1i dans A1. Alors, pour t = 0 ; 1, ¾± i t 2
c (k; Gm £ Gm ), et par d¶e¯nition, on a

¾± i 0 » h ¾±i 1

ce qui implique, avec les notations du lemme5.5.7 que dansGm (k), [¾± i 0]k = [ ¾± i 1]k .
Or, H \h 0i£ Gm est le ferm¶e deGm form¶e des points rationnelsabet 1. Donc, H ±i 0 est

le cycle associ¶e au sous-sch¶ema ferm¶e form¶e des pointsabet 1. Dµes lors,H 0\h 0i£ Gm £ Gm

est le ferm¶e deGm £ Gm form¶e des points rationnels(ab; ab) et (1; 1). On obtient donc,
compte tenu du lemme5.5.7,

[¾± i 0]k = hab; abi + h1; 1i :

De même,H \ h 1i £ Gm est le ferm¶e form¶e des points rationnelsa et b. Donc H 0 \
h1i £ Gm £ Gm est le ferm¶e form¶e des points(a; a) et (b; b), d'oµu

[¾± i 1]k = ha; ai + hb; bi

ce qui prouve le r¶esultat attendu puisqueh1; 1i = 0 . ¤

Corollaire 5.5.13 Dans S1
t  Htr S1

t (E ), on a les relations :

1. 8a 2 E £ ; ha; ¡ ai = 0 .

2. 8a 2 E £ n f 1g; ha; 1 ¡ ai + ha¡ 1; 1 ¡ a¡ 1i = 0 .

Preuve : En e®et, appliquant le lemme pr¶ec¶edent avecb = a, on obtient

ha2; a2i = 2 :ha; ai :

Or, 2:ha; ¡ ai = 2 :ha; ¡ 1i + 2 :ha; ai = ha; 1i + 2 :ha; ai = 2 :ha; ai , donc

ha2; (¡ a)2i = 2 :ha; ¡ ai

, 4:ha; ¡ ai = 2 :ha; ¡ ai

, 2:ha; ¡ ai = 0 ;

et d'aprµes le premier lemme,ha; ¡ ai = 0 .
La deuxiµeme relation se d¶eduit de la premiµere en utilisant¡ a = (1 ¡ a)=(1 ¡ a¡ 1). ¤

Lemme 5.5.14 Pour tout extension E=k de type ¯ni, pour tout a 2 E £ n f 1g,

12:ha3; (1 ¡ a3)i = 0 :
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Preuve : On se ramµene au casE = k.
La m¶ethode de la preuve est la même que pour le lemme pr¶ec¶edent : consid¶erons

le sous-sch¶ema ferm¶eH de A1 £ Gm n f 1g = Spec
¡
k[t; X; X ¡ 1; (X ¡ 1)¡ 1]

¢
donn¶e par

l'¶equation
X 4 ¡ t:(a3 + 1) :X 2 + t:(a3 + 1) :X ¡ a3 = 0 :

De nouveau, la projectionH ! Gm n f 1g est un isomorphisme, doncH est intµegre et de
plus, H est ¯ni surjectif sur A1.

Consid¶erons maintenant l'immersion ferm¶eeA1
k £ (Gm nf 1g) ! A1

k £ Gm £ Gm ; (t; x ) 7!
(t; x; 1¡ x), et notons H 0 l'image de H par celle-ci, ainsi que¾la correspondance ¯nie qui
lui correspond.

On conclut comme dans la preuve pr¶ec¶edente que[¾± i 0]k = [ ¾± i 1]k dans Gm  Htr

Gm (k).
Soient» une racine primitive cubique de l'unit¶e, et x1 une racine de l'¶equationX 2¡ X +1

dans une clôture alg¶ebrique dek. Notons L = k(»; x1), ' : k ! L l'inclusion canonique,
et e®ectuons tout d'abord nos calculs dansS1

t  Htr S1
t (L ).

Dans ce cas,H \ (f 0g £ Gm n f 1)  k L est form¶e des pointsa, »:a et »2:a. Donc,
H 0\ f 0g £ Gm £ Gm  k L est form¶e des points(a;1 ¡ a), (»:a;1 ¡ »:a) et (»2:a; 1 ¡ »2:a) :

[¾± i 0]L = ha;1 ¡ ai + h»a;1 ¡ »ai + h»2a;1 ¡ »2ai :

De même, H \ (f 1g £ Gm n f 1g) est form¶e des pointsa3, et des racinesx1 et x2 de
l'¶equation X 2 ¡ X +1 = 0 . Donc, H 0\f 0g£ Gm £ Gm  k L est form¶e des points(a3; 1¡ a3),
(x1; 1 ¡ x1) et (x2; 1 ¡ x2). D'oµu l'¶egalit¶e

[¾± i 1]L = ha3; 1 ¡ a3i + hx1; 1 ¡ x1i + hx2; 1 ¡ x2i :

Il nous reste maintenant µa manipuler la relation obtenue pour arriver µa la formule
voulue. Or,

ha;1 ¡ ai + h»a;1 ¡ »ai + h»2a; 1 ¡ »2ai

= ha; (1 ¡ a)(1 ¡ »a)(1 ¡ »2a)i + h»;1 ¡ »ai + h»2; 1 ¡ »2ai

= ha;1 ¡ a3i + h»;(1 ¡ »a)(1 ¡ »2a)2i ;

et commex2 = x1
¡ 1, d'aprµes le corollaire pr¶ec¶edent appliqu¶e au point rationnelx1, on a

hx1; 1 ¡ x1i + hx2; 1 ¡ x2i = 0 .
En¯n, comme »3 = 1 , en multipliant la relation initiale par 3, on obtient dans S1

t  Htr

S1
t (L )

3ha; 1 ¡ a3i = 3ha3; 1 ¡ a3i , 2ha3; 1 ¡ a3i = 0 :

Ainsi, dans S1
t  Htr S1

t (k), d'aprµes le deuxiµeme point de la proposition5.5.8,

' ¤(2ha3; 1 ¡ a3i ) = ' ¤(' ¤(2ha3; 1 ¡ a3i ))[L : k]:2:ha3; 1 ¡ a3i :

Comme [L : k] divise 6, on a donc dansS1
t  Htr S1

t (k), 12:ha3; 1 ¡ a3i = 0 . ¤

Pour ¯nir de d¶emontrer la relation de Steinberg, on va montrer que pour tout a 2 E £ ,
36:ha;1¡ ai = 0 , et on pourra alors appliquer le lemme5.5.11pour conclure que la relation
de Steinberg est vraie.
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Or, si a est un cube dansE, a = b3, et on a 12:hb3; 1 ¡ b3i = 0 d'aprµes le lemme
pr¶ec¶edent. Supposons donc quea n'est pas un cube dansE, et soit ® une racine cubique de
a. PosonsL = E(®), et ' : E ! L le morphisme canonique. Alors, dansGm  Htr Gm (E ),
on a 12:h®3; 1 ¡ ®3i = 0 , autrement dit, 12:' ¤(ha; 1 ¡ ai ) = 12 :h' (a); 1 ¡ ' (a)i = 0 .
Appliquant de nouveau le deuxiµeme point de la proposition5.5.8, on a donc

0 = ' ¤(12:' ¤(ha;1 ¡ ai )) = 36 :ha; 1 ¡ ai

ce qui conclut la d¶emonstration de la relation de Steinberg.

On passe maintenant µa la deuxiµeme partie de la proposition. On a d¶ejµa vu que pour
un morphisme ¯ni, le morphisme ' ¤ coÄ³ncide en degr¶e1 avec le morphisme norme. On
¶etend maintenant cette ¶egalit¶e au niveau des gradu¶es sup¶erieurs, en utilisant le morphisme
norme de la K-th¶eorie de Milnor (voir [BT73]).

Lemme 5.5.15 Soient E=k et L=k des extensions dansEs
k , et ' : E ! L un morphisme

¯ni. Alors, le diagramme suivant est commutatif :

K M
¤ (L )

¸ L //

NL=E ²²

Ŝ¤
t (L )

' ¤
²²

K M
¤ (E )

¸ E //Ŝ¤
t (E ):

Preuve : On se r¶eduit au casE = k.
Soit p un nombre premier. Consid¶erons tout d'abord unp-Sylow du groupe de Galois

absolu de k, et notons kp l'extension de k qui lui correspond. Dans ce caskp n'a pas
d'extension de degr¶e premier µap. Soit L=kp une extension ¯nie. Elle est donc de degr¶epr .
De plus, d'aprµes [BT73], K M

¤ (L ) est engendr¶e additivement par les symboles de la forme
f a1; :::; an¡ 1; bg oµu pour tout i , ai 2 kp, et b 2 L . Dµes lors,

NL=k p (f a1; :::; an¡ 1; bg) = f a1; :::; an¡ 1; NL=k p (b)g

et la proposition dans le cas deL=kp r¶esulte du corollaire5.5.9.
Dµes lors, dans le cas g¶en¶eral, consid¶erons un ¶el¶ement½2 K M

¤ (L ). On pose de plus
¹ = ¸ kNL=k (½) ¡ ' ¤¸ E (½). Alors, pour tout entier premier p, notons ' p : k ! kp le
morphisme ¯ni canonique. Il r¶esulte de ce qui pr¶ecµede que(' p)¤(¹ ) = 0 , et donc [kp :
k]:¹ = ' ¤

p(' p)¤(¹ ) = 0 . Comme ceci est valable pour toutp, on en conclut que¹ = 0 . ¤

Corollaire 5.5.16 Le morphisme K M
¤ (E )

¸ E¡¡! Ŝ¤
t (E ) est surjectif.

Preuve : On suppose queE = k. Par d¶e¯nition, le groupe Ŝn
t (k) est engendr¶e par les

points ferm¶es deGn
m . Soit (x1; :::; xn ) un tel point, et · son corps r¶esiduel dansGn

m . Alors,
hx1; :::; xn i · est un ¶el¶ement deŜn

t (· ) qui est dans l'image dȩ · . Dµes lors,' ¤(hx1; :::; xn i · )
est ¶egal µa½d'aprµes 5.5.8, et appartient µa l'image de ¸ k d'aprµes le lemme pr¶ec¶edent.¤

De plus, on peut construire un inverse explicite au morphismȩ k . Soit (x1; :::; xn )
un point ferm¶e de Gn

m , de corps r¶esiduel· . On pose µ(x1; :::; xn ) = N ·=k (f x1; :::; xng).
Ceci d¶e¯nit une application µ : c (Spec (k) ; Gn

m ) ! K M
n (k). Par ailleurs, d'aprµes la loi de
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r¶eciprocit¶e de Weil pour le module de cycleK M
¤ (propri¶et¶e (RC) des modules de cycles, cf

[Ros96], x2), pour tout ¶el¶ement H dansc
¡
A1

k ; Gn
m

¢
, µ(H ±s0) = µ(H ±s1). Autrement dit,

µ se factorise en un morphisme~µ : Sn
t (k) ! K M

n (k). Par d¶e¯nition, et d'aprµes le lemme
5.5.15, ce morphisme est un inverse dȩ k . ¤

5.5.3 Action de la K-th¶eorie de Milnor (D3 et R2a,b,c)

Revenons donc au module homotopique(F¤; ²). Il est par d¶e¯nition muni d'une structure
de S¤

t -module gradu¶e :
S¤

t ̂ F¤
¿¡! F¤:

Pour toute extension E=k de type ¯ni, on d¶eduit de la d¶e¯nition 5.5.1 un cup-produit
gradu¶e :

Ŝ¤
t (E )̂ ZF̂¤(E )

` ¿¡¡! F̂¤(E ):

D¶e¯nition 5.5.17 (D3) On d¶e¯nit la donn¶ee D3 en posant, pour toute extensionE=k
de type ¯ni, ¡

K M
¤ (E ) ' Ŝ¤

t (E )
¢
̂ ZF¤(E ) ! F¤(E )

¾ ½ 7! ¾:½= ¾` ¿ ½:

5.5.18 .{ Puisque le cup-produit ` ¿ est naturel, et que le morphisme' ¤ des ¯bres de
Ŝ¤

t coÄ³ncide avec le morphisme analogue de la K-th¶eorie, cette donn¶ee v¶eri¯e l'axiome R2a.

Par ailleurs, la section5.5.1 sur les cup-produits nous permet de d¶eduire facilement le
corollaire suivant :

Corollaire 5.5.19 (R2b & R2c) Soit ' : E ! L un morphisme ¯ni.

1. Pour tout x 2 K M
¤ (E ) et tout ½2 ·F (L ),

' ¤(NL=E (x):½) = x:' ¤(½):

2. Pour tout y 2 K M
¤ (L ) et tout ¹ 2 ·F (E),

' ¤(y:' ¤(¹ )) = ' ¤(y):¹:

preuve : Il su±t d'appliquer la proposition 5.5.3 et le lemme5.5.15. ¤

5.5.20 .{ Pour les deux formules restantes, on a besoin de calculer plus pr¶ecis¶ement l'action
que l'on a construite. Fixons F un faisceau avec transferts. On note

evF : S1
t  Htr F¡ 1 ! F

l'application d'¶evaluation canonique (voir C.4), obtenue en utilisant le fait que

F¡ 1 = Hom N tr
k

¡
S1

t ; F
¢

:

On a donc un cup-produit

S1
t  Z F¡ 1

` ev F¡¡¡! F:

Avant de montrer le lien entre ce cup-produit et l'action de la K-th¶eorie de Milnor con-
struite ci-dessus, exprimons la fonctorialit¶e de celui-ci :
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Lemme 5.5.21 Soit ´ : F ! G un morphisme de faisceaux homotopiques. Alors, le
diagramme suivant est commutatif :

S1
t  Z F¡ 1

` ev F //

1 Z (´ ¡ 1 )
²²

F

´

²²
S1

t  Z G¡ 1
` ev G //G:

Preuve : Par d¶e¯nition du cup-produit, il su±t de montrer la commutativit¶e du dia-
gramme :

S1
t  tr F¡ 1

evF //

1 tr (´ ¡ 1 )
²²

F

´

²²
S1

t  tr G¡ 1
evG //G

qui est juste l'expression de la naturalit¶e du morphisme d'¶evaluation. ¤

On en vient maintenant au lien de l'application d'¶evaluation avec l'action de la K-
th¶eorie de Milnor.

Lemme 5.5.22 Soit (F¤; ²) un module homotopique.
Pour tout n 2 Z, le morphisme ¿n : S1

t  Htr Fn ! Fn+1 est ¶egal µa la compos¶ee

S1
t  Htr Fn

1 Htr ²n¡¡¡¡¡! S1
t  Htr (Fn+1 )¡ 1

evF n +1¡¡¡¡! Fn+1 :

Autrement dit, on a le diagramme commutatif :

S1
t  Htr Fn

¿n //

» 1 Htr ²n²²

Fn+1

S1
t  Htr (Fn+1 )¡ 1 evF n +1

//Fn+1 :

Preuve : Il s'agit juste de revenir µa la d¶e¯nition de l'application evFn +1 , qui est le
morphisme adjoint µa 1(Fn +1 ) ¡ 1 . ¤

Rappelons que pour le module homotopique(F¤; ²), on a d¶e¯ni par r¶ecurrence des
isomorphismes

²n;p : Fn ! (Fn+ p)¡ p

dans le num¶ero3.4.27.

Corollaire 5.5.23 Soient E=k une extension de type ¯ni, f xg 2 K M
1 (E ) et ½2 Fn (E ),

alors ²n;1(½) 2 (Fn )¡ 1(E ) et l'on a :

f xg ` ¿n ½= f xg ` ev ²n;1(½):

Plus g¶en¶eralement, sif x1; :::; xpg 2 K M
p (E ), alors ²n;p (½) 2 (Fn )¡ p(E ) et l'on a :

f x1; :::; xpg ` ¿n;p ½= f x1; :::; xpg ` ev ²n;p (½):
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Preuve : La premiµere formule d¶ecoule du lemme pr¶ec¶edent et de la d¶e¯nition du cup-
produit.

La deuxiµeme formule s'obtient par r¶ecurrence µa partir de la premiµere en utilisant le
fait que f x1; :::; xpg = f x1g ` ev ::: ` ev f xpg. ¤

5.5.24 .{ Le corollaire pr¶ec¶edent montre qu'il su±t donc d'¶etudier le cup-produit induit
par une application d'¶evaluation

Sp
t  Htr F¡ p

ev¡! F

oµu F est un faisceau homotopique ¯x¶e.
Pour un tel faisceau homotopiqueF , pour tout entier p 2 N, pour tout ¾2 K M

p (E ) et
½2 F̂¡ p(E ), on note simplement

¾` ev ½2 F̂ (E)

le cup-produit (d¶e¯nition 5.5.1) pour l'application d'¶evaluation canonique Sp
t  Htr F¡ p !

F , oµu l'on a identi¯¶e F¡ p et Hom (Sp
t ; F ).

Rappelons que d'aprµes la proposition3.4.12, on peut donc consid¶erer la projection
canonique

´ : h0L[Gn
m ] ! Sn

t

qui induit en particulier un monomorphisme de faisceaux homotopiques

F¡ n ' HomN tr
k

(Sn
t ; F ) ! HomN tr

k
(h0(Gn

m ) ; F ) ' F (Gn
m £ k :) ;

not¶e simplement ´ ¤.

Lemme 5.5.25 Soit x = ( x1; :::; xn ) un point rationnel de Gn
m  k E, autrement dit, un

morphisme x : (E) ! Gn
m (dans pro¡ L k ).

On en d¶eduit un morphisme

° x : (E )
¢ ( E )
¡¡¡! (E ) £ k (E )

x£ k 1( E )
¡¡¡¡¡! Gn

m £ k (E ):

Pour tout ½2 F¡ n (E ), on a

f x1; :::; xng ` ev ½= ° ¤
x (´ ¤½) 2 F (E)

oµu ´ : h0(Gn
m ) ! Sn

t est l'¶epimorphisme canonique rappel¶e ci-dessus.

Preuve : Il s'agit essentiellement de comprendre les di®¶erentes d¶e¯nitions en jeu.
On peut tout d'abord supposer E = k par changement de base.
Alors, ½correspond µa un morphismeL[k] ! F¡ n . Par adjonction, ce dernier morphisme

correspond µa½0 : L[k]  tr Sn
t ! F .

L'¶el¶ement f x1; :::; xng est par d¶e¯nition la compos¶ee

L[k]
(x1 ;:::;x n )
¡¡¡¡¡¡! L[Gn

m ]
´
¡! Sn

t :
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Notant encore ev : Sn
t  tr F¡ n ! F l'application d'¶evaluation relative µa Sn

t , on a donc par
d¶e¯nition

f x1; :::; xng ` ev ½= ev ± (( ´ ±x)  tr ½) ±¢ X

= ev ±
¡
1Sn

t
 tr ½

¢
±

¡
(´ ±x)  tr 1k

¢
±¢ X :

Or, par d¶e¯nition, ev ±
¡
1Sn

t
 tr ½

¢
= ½0, donc

f x1; :::; xng ` ev ½= ½0± (´  tr 1k ) ± (x  tr 1k ) ±¢ X :

La derniµere application est bien induite par l'application ° x = ( x £ k 1k ) ±¢ k .
En¯n, confondre ½avec son image dansF (Gn

m ) revient µa confondre½0 et ½0±(´  tr 1k ).
On peut donc conclure (en appliquant le lemme de Yoneda) ¤

On arrive ainsi au calcul annonc¶e de l'action d¶e¯nie en5.5.17, pour le module homo-
topique (F¤; ²) que nous avons ¯x¶e dans ce chapitre :

Corollaire 5.5.26 Soient n 2 N et m 2 Z deux entiers, et x = ( x1; :::; xn ) un point
rationnel de Gn

m;E , i.e. un morphisme x : (E ) ! Gn
m (dans pro¡ L k ).

On peut alors consid¶erer les trois morphismes suivants :

1. Le morphisme construit dans la proposition pr¶ec¶edente :

° x : (E )
¢ ( E )
¡¡¡! (E ) £ k (E )

x£ k 1( E )
¡¡¡¡¡! Gn

m £ k (E ):

2. L'¶epimorphisme ´ : h0(Gn
m ) ! Sn

t , rappel¶e ci-dessus (cf proposition3.4.12).

3. D'aprµes 3.4.27, on a un isomorphisme canonique de faisceaux homotopiques

²m;n : Fm ! (Fm+ n )¡ n :

Alors pour tout ½2 Fm (E ), f x1; :::; xng:½se calcule comme l'image de½par la com-
pos¶ee de morphismes suivante :

Fm (E )
²m;n
¡¡¡! (Fm+ n )¡ n (E ) ' Hom (Sn

t ; Fm+ n ) (E )
´ ¤

¡! Hom (h0(Gn
m ) ; Fm+ n ) (E ) ' Fm+ n (Gn

m £ k E)
° ¤

x¡! Fm+ n (E ):

5.5.4 R¶esidu et K-th¶eorie (axiomes R3d et R3e)

5.5.4.1 Axiome R3d

On d¶emontre ici le premier axiome des pr¶e-modules de cycles qui concerne le r¶esidu et
l'action de la K-th¶eorie de Milnor. D'aprµes l'¶etude de la sous-sous-section pr¶ec¶edente, on
se r¶eduit µa ¶etudier le cas de l'application d'¶evaluation pour un faisceau homotopique, et
on en d¶eduit ensuite le cas d'un module homotopique quelconque.
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Proposition 5.5.27 Soit F un faisceau homotopique.
Soient ' : L ! E un morphisme ¯ni dans Es

k , et v une valuation g¶eom¶etrique sur
E=k de corps r¶esiduel· (v). On suppose quev(' (L £ )) = 0 . Dµes lors, ' induit un unique
morphisme ¹' : L ! · (v). Soit en¯n ¼une uniformisante dev dans E £ . Alors, pour tout
½2 F¡ 1(E )

@F
v

¡
f ¼g ` ev ' ¤(½)

¢
= ¹' ¤(½) 2 F¡ 1(E ):

Preuve : Consid¶erons tout d'abord (Y; y) un modµele deL=k, et (X; s ) un modµele de
(E; v)=k, dont on note x le point g¶en¶erique. On note encoreZ l'adh¶erence du points dans
X , j : X x ! X s le morphisme naturel, et i : Zs ! X s le morphisme d'immersion ferm¶ee.

Le morphisme ' correspond µa un unique morphismef : X x ! Yy qui se prolonge par
hypothµese en un morphisme~f : X s ! Yy .

L'¶el¶ement ¼2 E £ correspond µa un unique morphisme¼: X x ! Gm . On va appliquer
le lemme5.5.25pour calculer f ¼g ` ev ' ¤(½), et on note donc°¼ = ( ¼£ k 1X x )±¢ X x comme
dans ce lemme. L'¶egalit¶e µa d¶emontrer pour tout½est alors ¶equivalente µa la commutativit¶e
du diagramme :

F¡ 1(X x ) �• //F (Gm £ k X x )
° ¤

¼ //F (X x )

@F
X;s

²²

F¡ 1(Yy)

f ¤ 77oooooo

~f ¤ ''OOO
OOO

F¡ 1(X s) i ¤
//F¡ 1(Zs):

Par ailleurs, ¼correspond µa une trivialisation du ¯br¶e normal, ¼: NZs X s ! A1
Zs

. On
se sert de cette trivialisation pour calculer le r¶esidu, d'aprµes la d¶e¯nition5.4.43, comme la
compos¶ee

@F
X;s : F (X x )

@0
X;s

¡¡¡! F 1(X s; Zs) »¡! F 1(NZs ; Zs)

F 1 (¼)
¡¡¡! F 1(A1

Zs
; Zs) ' F¡ 1(Zs)

dans laquelle le deuxiµeme morphisme est obtenu par d¶eformation au cône normal.
Dµes lors, pour montrer la commutativit¶e du diagramme, on le d¶ecoupe en deux parties

comme suit :

F¡ 1(Yy)
f ¤

**VVVVVVVVVVVVV
g¤

²²
~f ¤

tti i i i i i i i i i i

F¡ 1(X s)

²²

(1)

F¡ 1(NZs X s ¡ Zs)•_
²²

F¡ 1(X x )•_
²²

(2)

F (Gm £ (NZs X s ¡ Zs))

²²

F (Gm £ X x )
° ¤

¼²²
F (NZs X s ¡ Zs)

²²

F (X x )

²²
F¡ 1(Zs) » //F 1(NZs X s; Zs) » //F 1(X s; Zs);oo
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en consid¶erant le morphisme

g : NZs X s ¡ Zs ! NZs X s ! Zs ! X s
~f

¡! Yy :

On remarquera que le diagramme(1) correspond au cas particulier oµuX s est remplac¶e
par NZs (X s), ¯br¶e vectoriel. En posant E = NZs X s, on d¶emontre ainsi le lemme plus
facile :

Lemme 5.5.28 Soient E=Zs un ¯br¶e de rang 1, i sa section nulle etj l'immersion ouverte
compl¶ementaire. Soit¼une trivialisation de E=Zs, i.e. un isomorphisme¼: E ! A1

Zs
.

On en d¶eduit une application compos¶ee que l'on note¹¼:

E ¡ Zs
¼jE ¡ Z s¡¡¡¡! Gm £ Zs

pr
¡! Gm :

On pose° ¹¼ = ( ¼£ 1) ±¢ E ¡ Zs : E ¡ Zs ! Gm £ (E ¡ Zs).
Soit g : E ! Yy un morphisme, alors le diagramme suivant est commutatif :

F¡ 1(E ¡ Zs) �• //

(1)

F (Gm £ (E ¡ Zs))
° ¤

¹¼²²
F¡ 1(Yy)

(gj )¤ 66mmmmmmm

(gi)¤ ((QQQQQQQ
F (E ¡ Zs)

@0
E;Z s //F 1(E; Z s)

F¡ 1(Zs) »
Ã

//F 1(A1
Zs

; Zs):

» F 1 (Á¼)
OO

La °µeche Ã est l'isomorphisme canonique du lemme5.4.24, et la °µeche@0
E;Z s

le morphisme
pr¶e-r¶esidu de5.4.37.

Preuve : D'aprµes la proposition 5.4.24, le morphisme Ã est induit par le diagramme
suivant :

F (Gm £ Zs)=F(A1
Zs

) = F¡ 1(Zs)
Ã //F (A1

Zs
; Zs):

F (Gm £ Zs)

p
OO

@0
A1

Z s
;Z s

;;

Consid¶erant µa nouveau l'¶epimorphismé : h0(Gm ) ! S1
t , comme le morphisme

´ ¤
s : Hom

¡
S1

t ; F
¢

(Zs) ! Hom (h0(Gm ) ; F ) (Zs)

est une r¶etraction du morphismep, on obtient la factorisation Ã = @0
A1

Z s
;Z s

± ´ ¤
s . On peut

donc compl¶eter le diagramme

F¡ 1(E ¡ Zs) �• //F (Gm £ (E ¡ Zs))
° ¤

¹¼²²
F¡ 1(Yy)

(gj )¤ 66mmmmmmm

(gi)¤ ((QQQQQQQ
F (E ¡ Zs)

@0
E;Z s //

(1)

F 1(E; Z s)

F¡ 1(Zs) �• //F (Gm £ Zs)
(Á£

¼ )¤ »
OO

@0
A1

Z s
;Z s

//F 1(A1
Zs

; Zs)

» Á¤
¼

OO
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oµu Á£
¼ est la restriction ¶evidente du morphismeÁ¼. Le carr¶e (1) ¶etant commutatif, la

commutativit¶e de tout ce diagramme est ¶equivalente µa la commutativit¶e du morceau de
gauche.

Puisque le morphisme canoniqueF¡ 1(Yy) ! F (Gm £ Yy) est injectif, on est donc r¶eduit
µa d¶emontrer que le diagramme suivant est commutatif :

F (Gm £ (E ¡ Zs))
° ¤

¹¼ //F (E ¡ Zs)

F (Gm £ Yy)

(gi)¤
OO

(gj )¤
//F (Gm £ Zs):

(Á£
¼ )¤

OO

Or, dans la cat¶egorie des sch¶emas (ou ce qui revient au même danspro¡ L k ), on a
trivialement la relation j ± (Á£

¼) = i ± ° ¹¼, ce qui conclut. ¤

Il nous reste donc µa montrer que le diagramme(2) commute. Pour cela, on regarde
pr¶ecis¶ement la d¶eformation au cône normal. Tout d'abord, on peut consid¶erer le mor-
phisme

h : DZs X s ! A1
Zs

! Zs ! X s
~f

¡! Yy

car celui-ci prolonge en fait le morphisme~f dans le sens du diagramme suivant

X s

~f $$II
III

I
d //DZs X s

h²²

NZs X s

gxxqqq
qqq

q
d0

oo

Yy

oµu d et d0 sont les morphismes de d¶eformation au cône normal.
On a ¯nalement encore d¶ecoup¶e le diagramme(2) de la maniµere suivante :

F¡ 1(Yy)
h¤

²²
g¤

**UUUUUUUUUU~f ¤

uuj j j j j j j j j j

F¡ 1(X x )•_
´ ¤

²²

F¡ 1( _DZs X s)•_
´ ¤

²²

//oo F¡ 1(N £
Zs

X s)•_
´ ¤

²²
F (Gm £ X x )

²² (20)

F (Gm £ _DZs X s) //oo F (Gm £ N £
Zs

X s)

²²
F (X x )

@0
²²

F ( _DZs X s)oo //

@0
²²

F (N £
Zs

X s)

@0
²²

F 1(X s; Zs) F 1(DZs X s; A1
Zs

)»oo » //F 1(NZs X s; Zs)

oµu l'on a not¶e N £
Zs

X s = NZs X s ¡ Zs et _DZs X s = DZs X s ¡ A1
Zs

. Les morphismes du
type ´ ¤ sont naturels, et les morphismes pr¶e-r¶esidus du type@0 sont aussi naturels, donc il
nous reste µa d¶emontrer la commutativit¶e du diagramme(20), puisque les deux morphismes
verticaux (morphismes de d¶eformation) sont des isomorphismes (cf th¶eorµeme5.4.26).
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On est donc r¶eduit µa un digramme danspro¡ L k (ou de maniµere ¶equivalente dans la
cat¶egorie des sch¶emas) :

Gm £ X x

1£ dZ X
²²

X x

dZ X
²²

° ¼oo

,

X x

dZ X
²²

¼ //Gm

Gm £ _DX s X s _DX s X s _DX s X s

Gm £ N £
Zs

X s

1£ d0
Z X

OO

N £
Zs

X s

d0
Z X

OO

° ¹¼oo N £
Zs

X s

d0
Z X

OO

¹¼ //Gm :

Soit O l'anneau du sch¶ema a±neX x , et M son id¶eal. Alors M = ( ¼). Par ailleurs,
l'anneau deNZs X s est S(M =M 2) et ¹¼est l'image de¼dans M =M 2. En¯n, l'anneau de
DZs X s est ©nM n :t ¡ n , et cet anneau contient ¹¹¼, image de¼ dans M [t]=M [t]2. Puisque
¼ (respectivement ¹¼) s'envoie sur ¹¹¼ par le morphisme dZ X ] (respectivement d0

Z X ] ), le
diagramme est bien commutatif. ¤

Corollaire 5.5.29 (R3d) Soient E=k une extension de type ¯ni, et v une valuation
stricte de E sur k, de corps r¶esiduel· (v).

Soit ' : L ! E un morphisme ¯ni dans Es
k tel que v(' (L £ )) = 0 . ' induit un unique

morphisme ¹' : L ! · (v).
Alors, pour toute uniformisante ¼de dev et pour tout ½2 ·Fn (E )

@v
¡
f ¼g:' ¤(½)

¢
= ¹' ¤(½) 2 ·Fn (E ):

Preuve : Toujours d'aprµes le corollaire5.5.23,

f ¼g:' ¤(½) = f ¼g ` ev ²n;1(' ¤(½)) :

Par ailleurs, ² ¶etant une transformation naturelle, ²n;1(' ¤(½)) = ' ¤(²n;1(½)) .
En¯n, @v = ( ²n;1)¡ 1 ± @Fn

v par d¶e¯nition (voir d¶e¯nition 5.4.57). On est donc ramen¶e
µa montrer que :

(²n;1)¡ 1

Ã

@Fn
v

³
f ¼g ` ev ' ¤

¡
²n;1(½)

¢́
!

= ¹' ¤(½):

Or, on peut maintenant appliquer la proposition 5.5.27, et on a donc

@Fn
v

³
f ¼g ` ev ' ¤

¡
²n;1(½)

¢́
= ¹' ¤(²n;1(½)) :

On conclut en appliquant µa nouveau la naturalit¶e de²n;1. ¤

5.5.4.2 Lemme pr¶eliminaire

Pour le dernier axiome, il nous faut revenir µa la d¶e¯nition 5.4.18pour d¶e¯nir le morphisme
du lemme suivant :
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