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Introduction

Présentation g§n@rale

La preuve nale de la conjecture de Milnor est due p deux mathgmaticiens, Markus Rost et
Vladimir Voevodsky. Le premier a dgmontr§ un pas essentiel de la th§orie des vari§t&de
scindement- g I'aide de calculs locaux en K-thgorie de Milnor. Le second, grace g l'apport
de la cohomologie motivique qu'il avait introduite, a termin§ la dgmonstration en utilisant
ce rgsultat de M. Rost. Nous n'entrerons pas dans les dgtails de I'histoire de cette preuve
et de la controverse qu'elle a soulevge. Toutefois, dans cette thgse, nous dgmontrons que
les mgthodes utilisges par M. Rost et celle de V. Voevodsky sont profondgment entrelacges.
Ainsi, le rgsultat principal de cette thpse est la construction d'une §quivalence de
catggories entre la catggorie des modules de cycles de M. Rost (EoE9€]), et une
catggorie construite p partir de la cat®gorie des faisceaux avec transferts invariants par
homotopie de V. Voevodsky (cf [ESV00D], prop 3.1.13). La rgffrence de ce th§orgme
central est6. 11 Nous obtenons aussi I'Bnonc§ plus simple que cette dernigre cat§gorie
est obtenue par localisation de la catggorie des modules de cycles de M. Rost.

L'intgrét de cette construction est double. Tout d'abord, elle dgmontre que la catgorie
des modules de cycles est abglienne, et munit cette dernigre d'une structure tensorielle
canonique telle que la K-thgorie de Milnor est I'§l§ment neutre. Par ailleurs, elle donne
une nouvelle preuve du fait qu'un faisceau invariant par homotopie avec transferts a une
cohomologie invariante par homotopie. De plus, nous montrons que la dgmonstration
d'une remarque de M. Rost { suivant l'indication qui se trouve p la n de [Ros9§ { nous
permet de vEri er le fait que la famille des isomorphismes canoniques, index®§s par un
entier naturel n, entre la cohomologie motivique en degr2n et en poidsn et le groupe
de Chow classique en codimension, est compatible au produits sur chacun des groupes,
ainsi qu'aux transferts (cf thorgmeB.3.9).

Dans la deuxigme partie, on interprete les rgsultats de la premigre dans la cat§gorie
dgrivge des motifs mixtes. Ce travail dgbouche sur la cat§gorie que I'on a baptisge cat§-
gorie des<motifs ggn®riques. Les objets de cette cat®gorie sont form§s de pro-motifs.
Plus prgcisgment, p chaque extension de type ni du corps de base, nous associons canon-
iguement un pro-objet de la cat§gorie dgrivEe des motifs mixtes d§ nie par V. Voevodsky,
et nous prenons pour morphismes tous les morphismes de pro-objets. A l'aide de cette
construction, nous montrons comment on peut interprter les donnge des pr&-modules de
cycles comme des morphismes d& nis dans la catg§gorie des motifs ggn®riques. Par ailleurs,
ces morphismes vEri ent toutes les relations de d® nition des pr§-modules de cycles, ce
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que I'on résume dans une proposition synth§tique en l'existence d'un foncteur canonique
p valeur dans la catggorie des motifs g&n®riques (cf th§org@.]).

Rappelons que la catgorie dgrivBe des motifs mixtes d§ nie par V. Voevodsky est
canoniquement munie d'une t-structure qu'on appelle t-structure homotopique. On peut
interpriter intuitivement notre r§sultat cit§ prgcdemment en remarquant que les motifs
g&n®riques pro-reprgsentent des foncteurs exacts pour la t-structure homotopique sur la
catggorie dgrivBe des motifs mixtes, qui commutent aux sommes directes in nies. En ef-
fet, comme nous le montrons dans la premigre partie (cf prop2.1.40), ils sont issus de
pro-objets dans la cat®gorie des sch&mas qui pro-reprgsentent des foncteurs bres du topos
de Nisnevich. Nous considg§rons donc les motifs ggngriques comme d@®ints> pour la
t-structure homotopique sur la catggorie des motifs mixtes. Par ailleurs, on appellemor-
phismes de sp%cialisation les morphismes entre les pro-objets correspondant. Le thorgme
@.2.1 s'interprgte donc en I'existence de morphismes de sp$cialisation. On remarque que
si I'on ne considgre nos pro-objets que dans la cat§gorie des sch®mas alggbriques lisses, ou
méme dans la catgorie des schEmas alggbriques lisses munis des correspondances nies,
ces morphismes de sp%cialisation n'existent pas tous. Les modules de cycles s'interprgtent
alors comme certains pr§faisceaux sur la catggorie des motifs ggngriques.

Nous soulignons ainsi une analogie trgs forte avec la situation des foncteurs de Mackey
en topologie alggbrique ®quivariante. Ceux-ci sont e®ectivement d§ nis comme des pr§-
faisceaux additifs sur la cat®gorie des orbites vu comme objets de la catggorie homotopique
stable §quivariante. Autrement dit, le réle des orbites est jou§ dans notre situation par
les motifs ggngriques. Dans les deux situations, on considgre ces objets comme des points,
et I'important est de les regarder dans la catggorie d'ou sont issus les objets. M. Rost
indigue d&ja dansRos9€ qu'il a pens® aux foncteurs de Mackey dans sa d® nition des
modules de cycles. L'analogie que nous avons dggag® nous semble §clairer parfaitement
cette indication.

Pour arriver au thgoreme@.2.1 on n'utilise pas beaucoup plus que les mgthodes de
la premigre partie. Toutefois, nous montrons dans le chapitre 8 comment ®tendre les
lemmes de la premigre partie en une srie de propositions concernant les motifs. Ainsi,
on notera particuligrement I'gtude que I'on a faite de la fonctorialit§ du triangle de Gysin
construit dans [FSV0O0L]. Nous dgcrivons tout d'abord la fonctorialit de ce triangle
dans le cas d'un morphisme transverse (premier point d&.4.7). Mais par ailleurs, nous
dgcrivons aussi cette fonctorialit® dans le cas de quelques d§fauts mineurs de transversalit§
(deuxipme point de@.4.7, et B.4.10), obtenant ainsi une interprtation ggometrique de la
rami cation en arithm®tique (cas d'ggale caract®ristique) grace p l'espace de d&formation
de Fulton (dont nous rappelons la d§ nition et les propri§t§s fonctorielles dans I'annexe B).

Nous donnons nalement quelques applications ®lfmentaires de la catggorie des motifs
gBn®riques. Tout d'abord, grace au calcul du motif ggn®riqgue d'une extension transcen-
dante pure, nous montrons comment obtenir une rgduction de la conjecture de Beilinson-
Soul§ (cf@.3.5. Par ailleurs, nous obtenons un r§sultat d'annulation de la partie libre de
certains groupes de morphismes dans la cat§gorie dgrives des motifs mixtesM&.20).
Precisons que ce r§sultat a une interpr§tation claire en termes de modules homotopiques
(cf@.3.13 i.e. en termes de modules de cycles.
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Conventions adopt§es

Dans toute cette thgse, nousxons un corps de base k.

Dps lors, tous les sch§mas sont suppos®s, sans prgcision, 8figarfis et munis d'une
structure de k-schfma.

Nous dirons simplement qu'un sch®ma esalggbrique (resp. lisse) pour dire qu'il est
de type ni sur k (resp. lisse surk).

Si S est un k-sch§ma, nous notonsS chs la catggorie des sch§mas s®&pargs ssir et
L s la cat®gorie des sch§mas sBpar®s, lisses et de type ni Sur

Par ailleurs, nous avons raccourci la terminologie<faisceau invariant par homo-
topie avec transferts > en <faisceau homotopique >. De méme, dans tout le corps de
cette thpse, nous appelons simplementmodule homotopique > ce que nous avions ap-
pel§ auparavant dans cette introduction<module homotopique avec transferts >, On
fera attention que cette terminologie est en con®it avec la terminologie utilisge dansMor],
et gu'en toute rigeur, on doit au moins garder l'expression<avec transferts>. Toutefois,
nous avons exclusivement adopt® dans ce travail les faisceaux avec transferts, ce qui fait
que l'abus n'est pas source de confusion p l'intgrieur du travail.

La construction centrale

Nous pr&cisons maintenant la comparaison entre modules de cycles et faisceaux invariants
par homotopie avec transferts. Dans cette construction, nous nous sommes inspirges de
la cat§gorie des modules homotopiques dgcouverte par F.Morel darldr]. Rappelons
que cette cat®gorie est le coeur de la catggorie homotopique stable pour la t-structure
homotopique que F.Morel a construite. |l s'agit de la cat§gorie des faisceaux { pour la
topologie de Nisnevich { de groupes abgliens gradu$s, strictement invariants par homotopie
et munis d'une action du faisceauGn, (:) telle que I'application adjointe p cette action soit

un isomorphisme.

Nous remarquons dans la quatrigme section du chapitre 3 que I'on peut faire la méme
construction avec la catg§gorie des faisceaux avec transferts invariants par homotopie, ob-
tenant ainsi une cat§gorie que I'on peut appeler la cat§gorie des modules homotopiques
avec transferts (cf d§ nition [3.4.23. Or cette construction paradt particuliprement perti-
nente lorsque nous dgmontrons que le groupe de Chow en codimensidm'un module de
cyles { encore appel® groupe de cohomologie non rami §e { est un module homotopique
avec transferts (cf thBorgme4.3.9.

Le chapitre 5 est donc logiguement consacrg p obtenir une transformation dans l'autre
sens, qui p un module homotopique avec transferts associe un module de cycles. Nous
menons a bien compl®tement cette construction, appelanktransform$§e ggngrique le
module de cycles obtenu p partir d'un module homotopique.

La situation est méme parfaite puisque ces deux constructions sont des §quivalences
de cat®gories quasi-inverses l'une de l'autre (thgorgni®&3.9 { ainsi, on peut interprter
le foncteur qui p un module de cycles associe sa cohomologie non rami e comme une
<transformation g&n®rique inverse.



Xii

Par ailleurs, nous avansons la possibilitg¢ de faire la construction des modules homo-
topiques avec transferts non pas seulement au niveau des faisceaux homotopiques, mais au
niveau de la catggorie des complexes motiviques, obtenant ainsi une construction similaire
p la cat§gorie des spectres. Plus prgcisgment, elle s'obtient en copiant la d§ nition des
spectres de la topologie alg®brique lorsque la sphere est le mafi{1)[1], qui correspond
au motif rgduit reprgsent§ par le schgmas,,, point® par 1. Cette cat®gorie triangulge
doit encore &tre munie d'une t-structure dont le coeur est la catggorie des modules homo-
topiques avec transferts. Elle doit jouer un réle analogue p la cat®gorie dé%'-spectres de
[Mor], p laquelle elle se compare naturellement.

Enoncés précis
Nous avons synth§tis® ci-dessous les rgsultats principaux obtenus dans cette thgse :

Premigre partie.{

Th§orgme 1 Soit k un corps parfait.

1. (thgorpmel61]) La cat®gorie des modules de cycles sl est §quivalente p la cat§-
gorie des modules homotopiques sult. On obtient deux ®§quivalences de catfgories
guasi-inverses l'une de l'autre en associant :

(@) p tout module de cyclesM, le faisceau gradu®A®(:; M) qui est un module ho-
motopique.

(b) p tout module homotopiqueFs, le foncteur qui p une extension de type niE=k
associe la bre du faisceauF, au point correspondant pE=Kk ; c'est en e®et un
module de cycles.

2. (thgorpmeb.3.12) La catBgorie des faisceaux invariants par homotopie avec transferts
de Voevodsky est une localisation de la cat§gorie des modules de cycles de Rost. Un
des foncteurs de cette localisation est obtenu en associant p tout module de cydies
le faisceauA°(:; M; 0).

Nous dgduisons de ce th§orgme les corollaires suivants :

Th@orame 2 Soit k un corps parfait.
La catggorie des modules de cycles slrest abglienne, admet des sommes et produits
guelconques, une famille de g&n®rateurs et les limites inductives Ttrantes sont exacts.
Elle est munie d'une structure monddale sym$trique telle que le module de cycl&s)
en soit le neutre. Ce produit tensoriel commute au dgcalage de la graduation des modules
de cycles.

Par ailleurs, la proposition 8.6 de [Ros94, jointe aux m$&thodes de [{/oe0Z permet de
donner une nouvelle dgmontration du th§orgme suivant d0 p Voevodsky (cfEEV00h],
th§orgme 3.1.12) :

Th§orgme 3 Soit k un corps parfait.
Tout faisceau avec transferts qui est invariant par homotopie a une cohomologie Nis-
nevich invariante par homotopie.



Xiii

Deuxigme partie.{

On rappelle que l'on associe suivant Voevodsky g un coupléX;Z ) { appel® paire
ferm$e dans cette thpse { o)X est un sch§ma alg®brique lisse && un sous-sch§ma ferm®,
un motif M (X;Z).

Pour une paire ferm§e(X;Z ) telle que Z est lisse de codimension pure §galem on
obtient grace p la dgformation au céne normal un isomorphismé (X;Z)"' M (NzX;Z).
On dispose de plus d'un isomorphisme, appel§ isomorphisme de Thom¥) (NzX;Z)

M (Z) (n)[2n]. Alors :

Th@orgame 4 Soit (X;Z ) une paire ferm§e telle queX et Z soient des sch§mas alg§briques
lisses,Z ®§tant par ailleurs connexe de codimensiom dans X .

Soit f : Y I X un morphisme. On poseT = Z£x Y, etonnoteg: T ! Zle
morphisme induit par f .

1. (cf B:4.7) On suppose queT est lisse surk, connexe de codimensionm dans Y.
Alors, le morphisme

M(f;g): M(Y;T)! M(X;Z)

est isomorphe p travers la d&formation au cone normal et lI'isomorphisme de Thom
au morphisme

' ¢
'M(9) " ce(») (m)2m]: M (T)(m)[2m]! M (Z)(n)[2n];
ou»= g°(NzX)=NtY est le br§ vectoriel <en excps, de range= nj m.

2. (cf[8.4.10) On suppose seulement quégy est lisse surk, mais queZ et T sont tous
deux de codimensionl dans X et Y respectivement.

Par ailleurs, on suppose que l'idgal dd dansY est §gal p la puissance de l'id§al
de Tygg dans Y. Alors, le morphisme

M((f;g): M(Y;T)! M(X;Z)

est isomorphe p travers la d§formation au cone normal et I'isomorphisme de Thom
au morphisme

M (Tea) D121 i 0P M (2) @)2:

La deuxipme formule est l'interpr§tation ggom®trique de la rami cation que l'on avait
annoncge.

Les deux rgsultats suivants ont moins d'importance que les prgcgdents, mais nous les
donnons a n d'étre complet :

Proposition 5 (cf @.3.5) Les conditions suivantes sont §quivalentes :

1. (conjecture de Beilinson-Soul§) Pour tout sch§ma alg§brique liss& , pour tout
couple d'entiers naturels(n; m) tel quem > 0O,

HomDM grf; (k)(Mgm(X) ;Z(n)[i m])=0:
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2. Pour toute extension de type niE=k, pour tout entier naturel n,

HOM_ . o gtt (9 (Mam(E) s Z(Mi 1]) = 0:

Remarque .{ B. Kahn nous a signal§ que I'on conjecturait méme que pour toute extension
de type ni E=k, et tout entier naturel n> 0,

Homproi o™ &t (k)(Mgm(E) ;Z(n))=0:

Notre d®monstration montre que cette dernigre assertion est encore §quivalente p la
conjecture de Beilinson-Soul§.

Par ailleurs, on a obtenu le rgsultat d'annulation suivant :

Proposition 6 (cf @3.20) Soient X=k un schma alg®brique lisse de dimensiah et L=k
une extension de type ni dek. Pour tout entier p>d, on a

Homy,y, il (k)(Mgm(L)f pg; M (X)) - Q=0:

Grandes lignes de la thpse

Dans la premigre partie, nous avons §t§ guidgs par un souci d'exhaustivitg et de d§tail, ce
gui entraine la longeur de cette these. Pour que cela ne grgve pas la lecture de ce mgmoire,
nous en traxons donc les grandes lignes, en indiquant la place et lI'importance de chaque
Btape.

Les chapitres 1 p 3 contiennent essentiellement des rappels concernant la th§orie des
faisceaux avec transferts de Voevodsky. Nous donnons un expos® complet et d§taill§ de
cette th®§orie, en nous appuyant sur le livre de rgfgrencd&EV00e]. Exception faite de la
“n du chapitre 3 op nous introduisons les modules homotopiques, tout le mat®riel de ces
chapitres est donc d§ja connu.

Les chapitres 3 p 6 forment la dgmonstration proprement dite du r§sultat principal
de la premigre partie. Dans les deux premiers, nous construisons chacune des deux
®quivalences de catggories qui entrent en jeu dans ce th§orgme. C'est surtout le chapitre
5 qui demande le plus de travail. Dans le chapitre 6, nous terminons la dgmonstration, et
en tirons les corollaires dgja citgs.

Dans la deuxigme partie, le souci de d§tail p §t® beaucoup moins important. Le chapitre
7 toutefois est consacrg p des rappels sur la cat®gorie dgrivie des motifs mixtes dg nie par
V. Voevodsky pour que le lecteur dispose d'un panorama complet.

Notre apport apparait dans le chapitre 8, principalement avec I'§tude des triangles de
Gysin de la dernigre section.

Le corps principal de cette thgse se termine sur la d® nition des motifs g&n®riques,
qui sont des pro-objets de la catggorieDM gm(k) destings p interpriter les rgsultats du
chapitre 5, en montrant comment on peut exploiter I'Gtude faite au chapitre 8. Ce
chapitre a surtout une vocation pr§paratoire pour la suite spectrale que nous avons en
vue (cf D®veloppements §ventuels), mais nous montrons tout de méme comment on peut
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exploiter les motifs g&ngriques sur deux exemples simples dans la dernigre section.

Suivant le souci d'exhaustivitg de la premigre partie, nous avons intggrg en annexe
des rappels concernant lI'espace de d§formation et la th§orie ggn§rale des pro-objets. En
annexe A, on trouvera aussi la d§ nition, par ailleurs classique, d'une notion de nitude
sur les sch§mas qui nous sert dans cette thgse. Cette partie annexe se termine sur un index
des notations qui j'espgre facilitera la lecture du prgsent mgmoire.

Description d§taill§e du travail

Nous dgcrivons ici prgcisgment chaque partie. Le lecteur pourra se servir de cette descrip-
tion comme un guide de r§f§rence pour chaque chapitre.

Premigre partie.{ La premigre partie a pour but la dgmonstration du th§orgme
Elle est §l€mentaire, et nous prouvons compl§tement toutes les propositions dont
nous avons besoin pour cela. Ainsi, hous avons §t%§ particuligrement soucieux dans cette
premigre partie de donner un expos$® le plus complet possible de la thgorie des faisceaux
avec transferts de V. Voevodsky. Le lecteur y trouvera donc toutes les preuves { g une
exception pres { de cette th®orie avec plus de d®tails que danE3V00d], ainsi qu'une
interprgtation des m$thodes du chapitre 3 de ce livre de rgf§rence.

Chapitre 1. Le premier chapitre s'ouvre sur des rappels concernant la thgorie de
l'intersection des cycles telle qu'elle est expos§e dariSdr5§.

Dans la deuxigme section, on expose la thgorie des cycles relatifs /004 dans le
cas particulier des cycles gquidimensionnels de dimensi@n puisque nous n‘utiliserons que
ces derniers. Suivant A. Suslin et V. Vovevodsky, on montre en particulier que de tels
cycles disposent d'un pushout par un morphisme quelconque.

C'est dans la troisipme section qu'on entre dans le vif du sujet, avec la notion de
correspondances nies introduite par V. Voevodsky. Pour cela, nous prenons pour base
une base rgguligre suk arbitraire au lieu du corps k montrant ainsi que les bases de la
th§orie sont encore valides dans ce cas. Nous prouvons toutes les propri®tg§s §lfmentaires
vBri §es par ces correspondances, telles que le fait que leur composition est bien d§ nie
par la formule classique. Le calcul de la composition d'une correspondance nie avec un
morphisme de sch§mas montre aisgment que la catggorie des sch§mas alg®briques lisses
munie des correspondances nies contient comme sous-catggorie (non pleine!) la catggorie
des sch§mas alg§briques lisses munie des morphismes de sch§mas. Par ailleurs, nous avons
d®gag® quelques proprigtes Blfmentaires concernant la fonctorialitg de cette catggorie par
rapport p la base choisie. Nous avons aussi dggag® un rgsultat utile concernant les groupes
de correspondances nies et les limites inductives de schmas p la source, qui n'§tait pas
clairement dggag® dans la littgrature.

Dans la dernigre section, on introduit la notion d'homotopie entre correspondances
‘nies. Les groupes de correspondances nies p homotopie prgs ne sont rien d'autre que
des groupes d'homologie singuligre au sens de Suslin en de@®mais nous montrons
que l'utilisation directe de I'Bquivalence d'homotopie permet une interprgtation claire
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des rgsultats de V. Voevodsky (principalement ceux deHSV0Qd). Dans cette section,
nous introduisons les bonnes compacti cations d'une courbe notion due p Suslin et Vo-
evodsky, et nous exposons complgtement la preuve de M.Walker concernant I'existence
semi-locale de bonnes compacti cations, pour un corps de base in ni. Nous donnons en-
suite l'interprgtation des groupes de correspondances nies p homotopie prgs en termes
de groupes de Picard relatifs due p Suslin et Voevodsky (ici, nous faisons r§f§rence p leur
article [SV9€] pour la dgmonstration). L'originalit$ de ce chapitre rgside dans les deux
dernigres sous-sections oy nous montrons comment utiliser les r§sultats prgcgdents pour
obtenir des propri®tgs de la catggorie des sch®mas alg&briques lisses munis des correspon-
dances nies p homotopie prgs. On fera attention que ces rgsultats ne prendront tout leur
sens que dans le chapitre 3.

Chapitre 2.{ Ce deuxigme chapitre s'ouvre lui-aussi sur des rappels, concernant cette
fois la topologie de Nisnevich. Nous montrons ainsi la caractgrisation classique des fais-
ceaux Nisnevich p l'aide des<carrgs distingugs ®lmentairestelle qu'elle se trouve par
exemple dans/MV01]. Par ailleurs, dans la troisipme section, nous faisons une §tude trgs
prcise des<points>, au sens de Grothendieck, du topos associ® au site d8ssch§mas
lisses de type ni, pour S un k-schma de dimension de Krull nie. En e®et, cette §tude
nous servira de base dans la suite du travail, puisqu'elle explicite une famille conservative
de points pour ce topos. On dgmontre ainsi que les foncteurs bres correspondant sont
pro-reprgsentables { ce qui est un fait ggn%ral dans les topos { et surtout, on explicite les
pro-objets de la catBgorie desS-schgmas lisses de type ni qui les pro-reprsentent. Dans
le cas de la topologie de Zariski, on obtient plus prgcisgment une gquivalence de cat$-
gorie entre la cat®gorie des foncteurs bres d'une famille conservative de points, munie
des transformations naturelles, et la cat§gorie deS-alggbres locales formellement lisses et
essentiellement de type ni (on renvoie le lecteur p I'annexe A pour la d§ nition de cette
dernigre condition de nitude sur un morphisme de schmas). Nous n'aurons rgellement
besoin dans la suite du travail que des telle§$-alggbres locales qui sont de dimensiod ou

1, mais pour l'assertion prgcgdente, cela ne change pas beaucoup le travail de considgrer
toutes les dimensions possibles. Toutefois, puisque nous utilisons particuligrement dans la
suite lesS-alggbres locales formellement lisses essentiellement de type ni, nous consacrons
A ces objets un petit paragraphe p la n de la premigre section.

Nous pouvons ensuite entrer dans le vif du sujet avec la deuxigme section, et d§ nir,
suivant trgs exactement V. Voevodsky, les notions de prgfaisceau avec transferts et de
faisceau avec transferts, en gtendant toutefois les d§ nitions au cas d'une basequi est
un k-sch§ma rggulier noeth§rien { ce qui ne pose pas de rgelle dizcult§. Nous avons
suivi dplement dans cette section la dgmarche de ce mathgmaticien (CEEV00D], x3.1)
pour obtenir nalement le fait que la catBgorie des faisceaux avec transferts est abglienne,
et munie d'une structure monddale canonique. Suivant toujours V. Voevodsky, nous
montrons qu'un schgmaX reprsente canoniquement un faisceau avec transferts not§
L[X] (cf lemme[Z24). Par ailleurs, nous dgmontrons le lemme fondamental que pour
tout faisceau avec transfertsF, le groupe d‘extensionExtr,\‘lktr (L[X];F) est canoniqguement

isomorphe p la conomologie du faisceau Nisnevich sous-jacenEgpar rapport p X en degrg
n.
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Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous introduisons nalement les faisceaux invariants par
homotopie avec transferts, sous le nhom abusif defaisceaux homotopiques. La d§ nition
garde encore tout son sens au-dessus d'une baSal§ nie sur k, rgguligre et noeth®rienne.
Nous prouvons ainsi que la cat®gorie des faisceaux homotopiques ssirest munie d'une
structure moncfdale canonique, p l'aide du foncteurhg, adjoint p gauche du foncteur
d'oubli des faisceaux homotopiques dans les faisceaux avec transferts.

Nous prouvons dans la deuxigme section un lemme utile concernant les extensions tran-
scendantes pures, g savoir que pour toute extension transcendante puiede k, pour tout
faisceau homotopiqueF sur S, et pour tout schgma alg®brique lisse su, le morphisme
canoniqueF(X) ! F(X_) est un monomorphisme, ouF (X ) est encore le groupe des
sections du faisceau homotopiqué ®tendu pS, .

Cet ®nonc® est valable sur une bas8& quelconque, mais par contre, nous sommes
obliggs d'abandonner rapidement cette ggn$®ralitg pour nous restreindre au cas §uest le
corps de base. Dans ce cas, le lemme concernant les extensions transcendantes pures nous
sert @ combler une lacune dans le chapitreéSV00d. En e®et, la dgmonstration ddoc.cit.
concernant la proposition correspondant g3.3.7 (et donc celle de son corollairé3.3.3 ne
sont valides que dans le cas oj4 est un corps in ni, parce que le thoreme de M.Walker
311 n'est dgmontr§ que dans ce cas. Nous utilisons le rgsultat de la deuxipme section
pour montrer que le cas d'un corps nik s'en dgduit, par extension des scalaires au corps
inni k(t). Cette troisipme section est particuliprement dense, puisque la deuxipme sous-
section montre un th®orgme trgs important de V. Voevodsky (cB.3.18, qui nous permet
de d®duire suivant la mgthode de Voevodsky que le faisceau associ® p un prgfaisceau avec
transferts invariants par homotopie est encore invariant par homotopiei.e. est un faisceau
homotopique grace aux rgsultats du chapitre 2. Ceci montre que la cat§gorie des faisceaux
homotopiques est ab®lienne de Grothendieck, et moAdale sym€trique fermge, rgsultat
fondamental.

Les dgmonstrations de cette section suivent comme nous l'avons indiqu§ la dgmarche
de Voevodsky. Toutefois, nous apportons un peu d'originalit§ en montrant que l'on peut
faire toutes les constructions p l'aide de la catggorie des schgmas alggbriques lisses munis
des correspondances nies p homotopie prgs. Ceci simpli e et clari e substantiellement les
dgmonstrations de[FSV00d, x4.1 px4.4, dans le cas restreint des faisceaux avec transferts
(au lieu des prgth®ories) qui est le seul dont nous nous servirons. Nous esp®rons que le
lecteur trouvera ces dgmonstrations §clairantes dans les fondements de la thg§orie ggngrale
de la catggorie dgrivBe des motifs mixtes.

La dernigre section est par contre originale, puisqu'elle introduit la notion de<module
homotopique avec transferts que nous avons d§jp mentionnge, sous le nom abusif de
<module homotopique>. La premigre sous-section rappelle la construction de Voevodsky
qui p un faisceau homotopique= associe un faisceau homotopiquE; 1 (cf [FSV00d, n du
x3.1). Nous montrons, suivant p nouveau V. Voevodsky, que ce foncteur est exact. Nous
en donnons par ailleurs une interpr§tation en terme de Hom interne de source le faisceau
homotopique S}, appell <sphgre de Tate, ®gal au conoyau du morphisme canonique
ho(f19) ! ho(Gn) { precisons que ce faisceau homotopique est §gal dans la catg§gorie des
complexes motiviqgues au motif de Tate classiqueZ(1) lorsqu'on I'a dgcal® p gauche de
1, i.e. Z(D[1] = St (cf BZID. Dans les deux dernigres sous-sections, nous montrons
comment rgaliser la construction des spectres de la topologie alggbrique dans le cas de
la catBgorie des faisceaux homotopiques avec pour sphgg. Nous introduisons donc
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les modules gradu®s au-dessus @&, qui sont I'analogue des spectres. Par ailleurs, nous
appelons module homotopique tout module graduf. sur St tel que le morphisme adjoint

i ¢
2:Fal Homyy v SiFa = (Fa)i1

au morphisme structural
¢:St-HY Fol Ry

est un isomorphisme. Ces objets sont I'analogue des spectres brants de la topologie al-
g®brique. Nous dgmontrons ensuite que cette catggorie est ab%lienne de Grothendieck, et
que l'on dispose d'un foncteur qui p unSt-module F, associe un module homotopique

- 1 (Fu), mais nous reportons p la n du chapitre 6 la construction d'une structure moné
dale canonique¢sur la cat®gorie des modules homotopiques, pour laquelle le module homo-
topique - ! IStl sera inversible comme il se doit. La raison est que nous n‘avons pu nous
passer du rgcent thorgme de simpli cation de Voevodsky, tel qu'il est §nonc® dans un cas
particulier dans le numgrol6.3.3

Chapitre 4.{ Ce chapitre a pour but de montrer qu'on peut associer p un module de
cycles un module homotopique.

Il commence par des rappels concernant les d§ nitions des pr§-modules et modules de
cycles dues p M. Rost. Ces rappels n'ont $t§ ins®rs que pour la commodit® du lecteur,
et ils n‘apportent rien par rapport p la rgf§rence originale [Ros9¢. A la n de la premigre
section toutefois, nous introduisons une catggorie d§ nie par g&n®rateurs et relations de
telle manigre que les prg-modules de cycles deviennent des foncteurs additifs de cette
catggorie vers les groupes abtgliens. Cette catfgorie di®gre IBggremant de la d§ nition
originale de la remarque 1.10 de[Ros9€ puisque nous considgrons que ses objets sont
les couples(E; n) ouy E=k est une extension de type ni, etn un entier relatif arbitraire,

a n de voir la graduation des prg-modules de cycles comme une donn§e interne p cette
cat®gorie. Cette cat§gorie nous servira seulement dans le chapitre 9.

La deuxigme section concerne la th§orie de l'intersection qu'on peut dgvelopper pour
les groupes de Chow p coezcients dans un module de cycles. Dans la premigre sous-
section, elle suit I'approche originale de M. Rost qui utilise I'espace de dgformation pour
d® nir un morphisme de sp%cialisation. Toutefois, dans la deuxigme sous-section, nous
avons montr§ comment on peut dgvelopper en s'appuyant sur les rgsultats dB$s9¢ une
thorie des morphismes de Gysin associ®§s aux morphismes localement d'intersection com-
plete, similaire p celle delful98] (cf d§ nition [£.2.23. Suivant cette dernigre rgfgrence,
nous nous limitons aux morphismes localement d'intersection complgte dont la source est
un sch&ma que I'on peut immerger dans un schg§ma lisse s8t Nous montrons que ces
morphismes de Gysin satisfont les propri®t§s de base telles qu'elles sont §noncges dans le
chapitre 6 de [Ful98]. Par ailleurs, nous construisons suivantloc.cit. des morphismes de
Gysin ratn®s, qui permettent d'8noncer en ggn®ral une formule de projection (cf d® ni-
tion et proposition 4.2.3§. Signalons que nous n‘avons d§velopp® la th&orie des
morphismes de Gysin ratngs que pour des pullback d'immersions fermges rgguligres, et
qgu'on doit pouvoir le faire suivant [Ful98] pour des pullback de morphismes localement
d'intersection complete. Nous montrons nalement que notre dg nition cédncide avec celle
de Rost dans le cas opu I'on considgre un morphisme localement d'intersection complgte p
valeur dans un schgma lisse su. Dans la dernigre sous-section, nhous suivons g nouveau
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[Ros9q pour d® nir un produit d'intersection sur un corps k lorsqu'on s'est donn§ un
pairing de modules de cycles. Toutefois, en plus des r§sultats de M. Rost sur ce produit
d'intersection, nous obtenons grace p I'Btude de la deuxigme sous-section une formule de
projection v&ri §e par ce produit d'intersection, lorsqu'on considgre un morphisme propre
et localement d'intersection complgte. La n de la dernigre sous-section est consacrge p
I'Btude du cas de la K-thgorie de Milnor, ou nous dgmontrons l'assertion nale déRos9q,
suivant l'indication qui s'y trouve. Ce rgsultat nous permettra de montrer que le produit
sur la cohomologie motiviqgue en degrn et poids n pour un entier naturel n variable
cc?ncide avec le produit sur les groupes de Chow.

Dans la dernigre section, on s'occupe du r§sultat annoncg. La premigre sous-section
construit donc une action des correspondances nies sur les groupes de ChéW(:;M)
pour un module de cyclesM sur un corpsk (non ngcessairement parfait). Le plus dif-
“cile est de montrer que cette action est compatible avec le produit de composition des
correspondances nies, ce que I'on fait grace p une ®tude precise des intersections mises
en jeu, nous servant p plusieurs reprises du fait que pour composer deux correspondances
“nies, on se rgduit p une intersection propre. Nous utilisons p nouveau pour ce travail les
rgsultats de la deuxigme section concernant les morphismes de Gysin ratn§s. Ce travail
fitant e®ectu®, il ne nous reste plus qu'a montrer que pour un module de cyclés le
faisceau gradu®A®(:;; M) est un module homotopique (cf4d.3.9).

Chapitre 5. Ce chapitre est le plus technique de la thgse, et en occupe pratiguement
le quart. Nous nous occupons de la rgciprogue du chapitre 4, p savoir qu'un module
homotopique F. d€ hit un module de cycles (cf #nonc® eB.1.9), que I'on note Fa, et que

I'on appelle transform®&e g&n®rique d&, { puisqu'il s'agit en particulier de la restriction

de F aux points Nisnevich qui correspondent p des sch§mas alg®briques lisses connexes
localis®s en leur point ggn®rique. Il s'agit de construire les donnges des prg-modules de
cycles, de d&montrer les relations que doivent vEri er ces donnges, et de montrer en n les
axiomes des modules de cycles. Le lecteur trouvera dans le tableau pd#l les r§fgrences

o chacune de ces tAches est e®ectuge. Nous avons essay$® de donner des §nonc$s prgcis qui
permettent la lecture de cette dgmonstration en suivant les indications du tableau, puis

en glanant au besoin des dtails grace au jeu des rgf§rences.

Nous indiguons ici la dgmarche adopt§e dans cette dgmonstration. On xe dans tout
le chapitre 5 un module homotopique (Fg;2). Il s'agit dans chaque cas de d® nir un
morphisme entre les bres du faisceauF. aux points correspondant aux extensions de
type ni de k. Pour cela, on procgde toujours de la méme manigre ; on donne d'abord
la construction ggom$trique qui correspond p la donnge D* que I'on veut construire. On
montre ensuite, dans un paragraphe toujours intitulg <situation ggngrigue> comment
cette donnge passe p la limite pour induire un morphisme sur les bres (on utilise ici
la th§orie des pro-objets ; le lecteur en trouvera un rappel complet dans l'annexe C).
On d® nit la donnge arithm$tique en question en montrant comment elle se modglise
gBometriquement en introduisant une notion approprife de<modgle>, et on montre que
la dg nition est indgpendante du modgle choisi. On dgmontre nalement les relations qui
sont rattachges p cette donnge.

La deuxigme section du chapitre 5 concernant la donnge D1 est §l§mentaire.
La troisipme section s'attache p d® nir la donnge D2. Pour cela, la construction
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gBom®trique utilisBe est la transpos®e des morphismes nis §quidimensionnels de schEmas
dans la catggorie des correspondances nies (sous-sectbr8.]). Nous montrons ensuite
gu'on peut toujours trouver un modgle d'une extension nie E=L, c'est-p-dire un mor-
phisme ni surjectif X ! Y de k-sch§mas connexes alg®briques lisses, tel que )=-(Y)

soit canoniquementk-isomorphe pE=L. La dgmonstration de l'axiome R1c respose sur
une relation analogue (cf5.3.5) vEri §e par les correspondances nies.

La quatripme section permet de construire la donnge D4. C'est la ditcultg§ princi-
pale de ce chapitre. Notons que la construction aurait §t® beaucoup moins technique si
I'on avait accept® d'utiliser le th§orgme 3.1.12 deHSVOOL] concernant l'invariance par
homotopie stricte des faisceaux homotopiques. Nous montrons comment viter le recours
a ce thgorgme, p I'aide d'une construction inspirge de la construction dut.2 de [ESV00(.
Nous avons d®gag®, pour clari er la construction, la notion de paire ferm®e inspirge de la
topologie. Une paire ferm§e est tout simplement un coupléX;Z ) formg d'un schgmax
et d'un sous-schgma ferm® de X. A une telle paire ferm$ge, et g un faisceau homotopique
F, nous associons un groupe abglien nof&!(X;Z ). La construction que nous proposons
a l'avantage que le groupe ab®lien ainsi construit dgpend fonctoriellement de la paire fer-
mee (X;Z). Or cette fonctorialith est un peu particuligre. En e®et, nous considgrons
pour morphismes de paires fermgeff;g) : (Y;T) ! (X;Z) les morphismes de schgmas
f:Y! X telsquefil(Z)eqd = Tred, que nous baptisons morphismes quasi-cartgsiens.
Autrement dit, il nous sut que I'espace topologique sous-jacent gf i 1(Z) soit §gal pT
(nous ajoutons I'hypothgse que le morphismeg : T ! Z doit &tre la composge d'un §pais-
sissement canonique avec le morphisme induit pafr). Il appara®t que le groupe F(X;Z)
ainsi construit satisfait la propri®t§ d'excision classique en ggomstrie. Le rgsultat central
de cette construction est le fait (cf6.4.29 que

FYAX) " Fia(X);

analogue du thorgme 4.14 déEEV00d. Nous insistons sur le fait que le lemme clg§ qui
nous sert dans cette proposition est le lemme dgmontrg et utilis§ par V. Voevodsky pour
ce th®orgme. Toutefois, notre construction vBri e des proprift®s sutsantes pour que I'on
obtienne grace p l'espace de d§formation un isomorphisme canonique

FI(X;Z)' FY(NzX;Z)

lorsque la paire ferm®&eX; Z ) est<param$trisable> (cf[5.4.26. Dans la sous-sectionb.4.3
nous montrons que cet isomorphisme est naturel par rapport p tout morphisme quasi-
cartsien(f;g) : (Y;T) ! (X;Z) entre des paires fermges de codimensidh qui est tel
que I'Bpaississment canoniqud ! fi1(Z) entre sous-schmas fermgs d¢ soit <exact>
(i.e. lidgal de fi1(Z) dansY est Bgal p une puissance entigre de l'idgal de dansY).
Ceci nous servira par la suite pour interprgter de manigre ggoms®trique la formule R3a de
[Ros9€ qui fait intervenir un indice de rami cation. Signalons en n que I'on dispose d'un
morphisme canonique
F(Xi zZ)! FY{X;2)

gue l'on peut considgrer comme la version ggom$trique du rsidu. On montre ensuite
comment ce rsidu passe R la limite. Par la suite, on introduit la notion d&k-modgle d'un
anneau de valuation discrgteO, qui est essentiellement de type ni surk. C'est ici que
I'on utilise I'nypothpse quek est parfait, puisqu'un tel modgle est une paire fermgéx; Z )
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telle que X et Z sont lisses, connexes et de type ni suk, et Z est de codimensionl
d'anneau local canoniquement isomorphe @,. On ne peut pas esp®rer une telle situation
en g®n®ral pour un anneau de valuation discrgte sur un corps non parfait, puisque son
corps rsiduel peut ne pas &tre une extension sg§parable e Nous montrons que de tels
modgles existent, en dgduisons la d§ nition du rgsidu p l'aide du prg-rgsidu, et montrons
gue cette d® nition est indgpendante du modele choisi (notamment indgpendante d'une
uniformisante de O, qu'il faut choisir pour construire le morphisme r§sidu). La dernigre
sous-section dgmontre les relations R3a et R3b que doit vEri er un prg-module de cycles,
p l'aide de l'interprgtation gBom®trique de la rami cation que nous avons obtenue grace
p la dgformation au céne normal. Nous utilisons notamment le fait que le groupe des
endomorphismes du faisceau homotopiqu8} est isomorphe pZ.

Dans la section 5, on s'occupe de l'action de la K-th§orie de Milnor. Celle-ci rgsulte
simplement de I'action naturelle de la cohomologie motivique sur les sections d'un faisceau
homotopique. Nous introduisons cette action en terme de cup-produit externe. Dans la
deuxigme sous-section, nous rappelons que la cohomologie motivique d'un corps en degr
n et poids n est le n-igme groupe de K-th§orie de Milnor, r§sultat obtenu par A.Suslin
et V. Voevodsky. Toutefois, nous §nonsons cette proposition p propos du groupe que l'on
a not® S"(E) (et qui correspond en fait pH"(Z(n))(E)) ; puisque nous avons dgmontr§
toutes les proprigths €lmentaires du cup-produit { comme une formule de projection {
pour les faisceaux homotopiques, nous montrons que la dgmonstration de A. Suslin et
V. Voevodsky concernant la cohomologie motivique se traduit en fait littgralement pour
donner une dgmonstration concernant le groupeS'(E). Nous avons donc insgrg cette
dgmonstration dans le cas du faisceau homotopique gradu®

SP = ©Onan(Sty

principalement par souci d'exhaustivitg. L'action de la K-thgorie de Milnor est alors facile

a d® nir. Toutefois, on caract®rise cette action pour lui donner une forme ggoms®trique (cf
£.5.26. Ceci nous permet de donner nalement une dgmonstration des dernigres relations
des prg-modules de cycles { signalons que nous avons besoin pour la dernigre relation d'une
propri®t® suppl®mentaire du morphisme pr§-résidu de la section 4 (gnoncg B3.30.

Dans la section 6, on dgmontre les axiomes des modules de cycles. La propri§tg (FD)
est facile compte tenu de notre construction. Par contre, pour terminer la dgmonstration
on utilise g nouveau le fait que le corpk est parfait, et la caract§risation des modules
de cycles montrge par M. Rost dans ce casRpbs9€, theorem 2.3). En e®et, on dgmontre
gue le prg&-module de cycle d§ ni par un module homotopique VEri e la proprigtg (H), qui
entra®ne facilement la proprigt® (WR), ce qui conclut le chapitre 5 d'aprgs le rgsultat de
M. Rost.

Htr n

Chapitre 6.{ Dans ce chapitre, on dgmontre le th§orgme principal de la premigre partie,
pour un corps parfait k. On a dgja construit deux foncteurs canoniques entre la cat§gorie
des modules de cycles suk et celle des modules homotopiques suWk. Il reste p montrer
que ces deux morphismes sont r§ciproques I'un de l'autre. On construit donc des transfor-
mations naturelles canoniques (qui correspondent au fait que ces foncteurs sont adjoints),
et on montre que ce sont des isomorphismes.

Ainsi, pour un module de cyclesM, on construit facilement un foncteur canonique

Ab(:; M)! M entre latransform§e ggn®rique dA°(:; M) et le module de cyclesM . Toute
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la dizcultg consiste p voir que c'est un morphisme de modules de cycles, c'est-p-dire qu'il
est compatible aux donnges D1-D4. Ce sont les donnges D3 et D4 qui posent le plus de
problemes. Pour la donnge D3, on utilise le fait que le module homotopiqua®(:; M) est
strictement invariant par homotopie, comme il rsulte de la proposition 6.5 de[Ros94.

On montre que le morphisme pr-rgsidu considgrg dans la section 4 du chapitre Pecide
avec le morphisme bord d® ni par M. Rost dansloc.cit., x3.7. Ceci permet de conclure
en revenant p la d§ nition de celui-ci. Pour la donnge D4 on utilise la caractgrisation de
I'action de la K-th®&orie de Milnor sur Ab(:; M) (i.e. celle du corollaire.5.26), ainsi que

la dg nition de l'isomorphisme structural du module homotopique A°(:;; M).

Pour un module homotopique F4, on construit de méme assez facilement pour tout
schma alg®brique liss& un morphismeFa(X) ! A9(X;F.). Le probleme est de montrer
gu'il est compatible aux transferts sur chacun des deux membres. On fait cela en plusieurs
ftapes, en commenxgant par le cas des morphismes plats dominants et de la transpos§e des
morphismes nis surjectifs. Le cas le plus ditcile est celui des immersions ferm§es, et on
utilise notamment le corollaire 12.4 delRos9€ concernant le calcul du morphisme de Gysin
d'une immersion fermge p l'aide d'une suite rgguligre qui la param$trise. On a besoin ici
d'un lemme qui permet d'interprgter ggom®triguement les morphismes de sp$cialisation
(grace au lemmeB.1.2). On peut alors dgmontrer le cas ggn®ral p partir de ces trois cas,
car on s'y reduit dans le cas d'une correspondance nie associe p un sous-schma fermg
lisse surk. On termine la dgmonstration en utilisant le fait que le morphisme construit
est un isomorphisme sur les points correspondant aux extensions de type ni de ce qui
su+t puisque c'est un morphisme de faisceaux homotopiques.

On en d®duit ensuite le corollaire dont nous avons d§ja parl® concernant les modules
de cycles, sans la structure monflale dans un premier temps. Par ailleurs, on en
d®duit un corollaire concernant les modules homotopiques.e. en tant que faisceaux,
ils vBri ent la rgsolution de Gersten, sont strictement invariants par homotopie, et leur
cohomologie est §gale au groupe de Chow p coezxcients du module de cycles correspondant.

Dans la dernigre section, on dgduit des r§sultats supplgmentaires qui font appel au
ricent preprint [Voe0Z4 de V. Voevodsky.

Dans la premigre sous-section, on montre comment interprgter { certains diraient dg-
tourner { les lemmes principaux deloc.cit. pour obtenir le lemme suivant (cf corollaire

6332 :

Lemme 7 Pour tous faisceaux homotopique$ et G, le morphisme canonique
Homyy « (G;F) ! HomHthriStl- Hir G; st - Hr F¢

est un monomorphisme.

Nous avons besoin d'une relation supplgmentaire qui ne gure pas dan¥¢e07, et que
nous dgmontrons, p savoir la relation sym§trique de celle du lemme 4.4 te.cit. suivante :

Soit Z : GmX ! GpY une correspondance nie telle queé/a(Z) est d§ nie. Alors,
pour toute correspondance nieW : Y ! YO %4 ((1g, -W )+ Z) est d§ nie et

Ya((le, -W ) £Z)= W +%(Z):
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On en dgduit le fait que pour un faisceau homotopique, le morphisme canonique !
- 1 (8* F) est un monomorphisme, ce qui permet de d§duire le fait quE est strictement
invariant par homotopie du fait correspondant pour le module- 1 (§1 F).

Dans la deuxigme sous-section, on rappelle le thorgme de simpli cation de V. Voevod-
sky (corollaire 4.10 de [Woe02]) sous la forme a®aiblie que I'on utilise dans le chapitre 6.
Ce thgorgme implique tout d'abord que le faisceau gradu®

M
S= (St)
n2N

Htr ‘n

est un module homotopique. On en dgduit ensuite que la catggorie des faisceaux homo-
topiques est une localisation de la catggorie des modules homotopiques. Ceci montre grace
a notre thBorgme que la cat®gorie des faisceaux homotopiques est une localisation de la
catgorie des modules de cycles. En'n, on en dgduit nalement une structure moAdale
sur la catggorie des modules homotopiques telle qug soit I'Blfment neutre. Ceci im-
plique l'existence d'une structure monddale sur la cat®gorie des modules de cycles telle
que KM soit I'Blfment neutre.

En n, dans la dernigre sous-section, on note que les rgsultats dgmontr§s permettent
d'obtenir un isomorphisme, pour tout sch§ma alg&brique liss& ,

Ya M
CH®(X) } H"(X;S);
n
qui est compatible aux structures d'anneaux des deux membres, et aux transferts par
rapport p X . Cet isomorphisme ®tait dgjp bien connu, nous avons simplement ajout® une
vBri cation montrant qu'il est compatible aux di®®rentes structures.

Deuxigme partie.{ La deuxigme partie a pour but de montrer comment on peut in-
terpriter les rgsultats de la premigre dans la catg§gorie des motifs. Elle est moins d§taill§e
que la premigre, et nous mettons de c6tg le souci d'exhaustivitg qui avait §tg le notre
jusqu'alors.

Dans toute cette partie, on suppose que le corpk est parfait.

Chapitre 7.{ L'expos® n'aurait pas §t§ complet sans la description de la cat§gorie
dgrivee des motifs mixtes de V. Voevodsky, qui est la motivation principale pour introduire
les faisceaux homotopiques.

Dans la premigre section, nous commensons par rappeler la dg nition des complexes
motiviques (e®ectifs) de V. Voevodsky. Les dgmonstrations ne sont donnges qu'p titre
indicatif.

Dans la deuxigme section, on rappelle la d§ nition de la catgorie dgrivBe des motifs
mixtes due p V. Voevodsky, et qui utilise directement la cat§gorie des schmas alg®briques
lisses munis des correspondances nies. On rappelle particuligrement le rgsultat fondamen-
tal de [FSV0O0DQ] (thorpme 3.2.6) qui montre que la catggorie dgrivge des motifs mixtes
e®ectifs est une sous-catggorie pleine de la cat§gorie des complexes motiviques (e®ectifs)
; c'est ce th&orpme qui permet de travailler excacement avec la catggorie introduite par
V. Voevodsky. On §nonce par ailleurs le corollaire du th€orgme de simpli cation qui af-
‘rme que la cat®Bgorie dgrivEe des motifs mixtes e®ectifs est une sous-cat§gorie pleine de
la cat§gorie d&rivBe des motifs mixtes.
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Dans la dernigre section, nous donnons une dgmarche qui permettrait de d§ nir une
catggorie de complexes motiviques analogue p la catggorie homotopique stable {(dbf]),
en utilisant la construction des spectres de la topologie alg§brique. Cette catggorie devrait
etre munie d'une t-structure canonique, appel§e t-structure homotopique, dont le coeur
est la catggorie des modules homotopiques (avec transferts), rgalisant ainsi une partie du
programme de [Mor|] concernant les modules homotopiquesans transferts

Chapitre 8.{ C'est dans ce chapitre que nous interprtons les mgthodes de la premigre

partie. La premigre section montre ainsi que I'on peut transposer, dans la cat§gorie dgrivie

des motifs mixtes, les morphismes nis ®quidimensionnels de schmas. Cette transposge
vBri e par ailleurs une formule de projection qui met en jeu le cup-produit externe dans

la cat®gorie dgrivie des motifs mixtes (cf sectioB.1.2 pour la d§ nition de celui-ci).

L'etude la plus intgressante concerne sans doute celle e®ectuge dans la deuxigme sec-
tion, concernant les motifs relatifs introduits par V. Voevodsky. Il s'agit du motif M (X;Z)
associ® p une paire ferm$eX; Z ) ouX est un sch§ma alg®brique lisse, & un sous-schgma
ferm®§ quelconque deX . La section5.4.7 prend ici tout son sens. Il rgsulte ainsi triviale-
ment de la d§ nition que M (X;Z ) ne d&pend que de la structure rgduite du sous-sch§ma
ferm® Z. Des lors, ce motif est naturel par rapport aux morphismes quasi-cartgsiens de
paires ferm§es que nous avons introduits dans la d§ nitio®.4.4 Nous montrons ainsi
dans la deuxigme sous-section toutes les proprift®s ®lfmentaires vgri Bes par les motifs
relatifs. Dans la troisigme sous-section, nous introduisons un type particulier de motifs re-
latifs, baptis®s motif de Thom en rgf§rence p la d§ nition 2.16 du paragraphe 3 d&IV01].
Pour un sch§ma alg®brique liss& , et un br® vectoriel E sur X, le motif de Thom de
E est §gal au motif relatif associ§ p la paire ferm®E; X ) o X est vu comme un sous-
schma ferm§ g travers la section nulle. Nous montrons certaines propri¢t®s veri $es par
ces motifs relatifs, et nous rappelons l'interpr§tation du motif de Tate Z(1) en termes de
motifs de Thom du br§ vectoriel trivial de rang 1 sur k, d§calg de2. La dernigre sous-
section montre que pour toute paire ferm§egX;Z ) telle que X et Z soient des sch§mas
alg®briques lissesM (X;Z)"' M Th(NzX) g travers les isomorphismes de dgformation au
cone normal. La dgmonstration suit trgs exactement la dgmonstration du fait analogue et
plus g&n®ral concernant la catggorie homotopique stable (o3, thorgme 2.23 deNor].
Nous l'avons dggag®e ici car elle nous permettra de montrer plusieurs formules concernant
le triangle de Gysin de la section 4.

Avant d'en arriver |g, on construit un isomorphisme canonique pour tout br§ vectoriel
E de rangn sur un sch§ma alggbrique lissX :

MTh(E) ™ M (X)) (n)2n]:

Ce morphisme est induit par la classe de Thom suivante dans le groupe de Chow de
PE®©1):
X - .
t(E)= (i 1'p°(cnii(E):ca(.)
i=0
ou , designe le brg inversible canonique du brg projectifP(E © 1) et p sa projection

canonique. Pour arriver g la construction de lisomorphisme de Thom, on rappelle tout
d'abord lisomorphisme canonique pour tout schgma alg§brique liss¥

H2M(X;Z(n)) " CH"(X);
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dd p V. Voevodsky. Nous utilisons d'abord pour la construction de cet isomorphisme le
th§orgme de simpli cation de Voevodsky. Par ailleurs, on rappelle que I'on a identi §
A la n du chapitre 6 les groupes de Chow classiques d& avec la cohomologie enX

du faisceau de K-thgorie de Milnor non rami &, de telle manigre que les structures pro-
duits coPncident { 'une est d§ nie par la thgorie de l'intersection classique, l'autre par la
thgorie de l'intersection sur les groupes de Chow p coezcients d§ nie par M. Rost. Cette
identi cation nous permet de dgmontrer que l'isomorphisme ci-dessus est compatible aux
structures produits et aux transferts, fait dont on se servira par la suite. La thgorie des
classes de Chern classique pour les groupes de Chow induit donc des classes canoniques
dans la cohomologie motivique, que I'on interprgte comme des morphismes de la catg§gorie
DM ie” (k). On rappelle ainsi le thBorgme du brg projectif de V. Voevodsky (proposition
3.5.1 de [ESV0O0L]), donnant une brgve indication de preuve. Ce th§orgme nous permet
de montrer que, pour un br§ vectoriel E de rangn sur un sch§ma alg®brique lissX , la
classe de Thom introduite ci-dessus d§ nit une classe canonique

MTh(E)! Z(n)[2n]

qui par cup-produit avec la projection canonique induit l'isomorphisme de Thom. On
termine la sous-sectiori8.3.4.2 en montrant les bonnes proprigtgs fonctorielles de cet iso-
morphisme de Thom. Par exemple, si : F | E estun monomorphisme de br§s vectoriels
sur un sch$ma alg®brique lissX (connexe), il induit un morphisme M Th (i) qui est §gal
p travers les isomorphismes de Thom au morphisme

M(lr )" Ce(E=F)(m)[2m]

M (X') (m)[2m)] i M (X)) (n)[2n]

oum et n sont les rangs respectifs d& et F, et ¢.(E=F) est le morphisme correspondant
A la classe de Chern du br® vectorieE=F sur X .

Dans la dernigre section en n, on montre comment, pour une paire fermgex;zZ)
telle que X et Z soient alg§briques lisses, la considgration de l'isomorphisme induit par la
dgformation au cone normal et de l'isomorphisme de Thom permet de d® nir le triangle
distingu® dit de Gysin { obtenu dans [FSV0O0L], proposition 3.5.4. Le principal r§sultat de
ce chapitre concerne la fonctorialitg¢ de ce triangle de Gysin, dans le cas d'un morphisme
transverse, mais aussi dans le cas de d§fauts mineurs par rapport au cas transverse. Par
ailleurs, on obtient une fonctorialitg du triangle de Gysin par rapport p la transpos§e de
certains morphismes nis §quidimensionnels de paires ferm§es.

La n de cette dernigre section se clot sur quelques formules certes moins importantes
mais qui m®ritaient tout de méme d'étre signalges, et dont le leitmotiv est toujours la
traduction des rgsultats de la premigre partie dans la catg§gorie d&rivBe des motifs mixtes.

Chapitre 9. Dans ce dernier chapitre, on montre comment interprter les constructions
du chapitre 5 en termes de certains pro-objets dans la catggorie dgrives des motifs mixtes,
que nous avons appelgs motifs ggn®riqgues. On a pos% dans ce chaptrég = Z(1)[1]. A
tout couple (E;n) ou E=k est une extension de type ni dek, et n un entier relatif, on
associe un pro-motif

Mgm(E)fng= I'%F] M (Spec A))f ng:
A%EjA=k est lisse de type ni
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On note DM é?%(k) la catggorie des tels pro-objets d&OM &fﬁ (k), munie des morphismes

de pro-objetd.

Le rgsultat principal de ce chapitre est le fait que toutes les donnges D1 p D4 des pr§-
modules de cycles ont leur analogue en tant que morphismes de motifs ggn®riques, et que
par ailleurs, toutes les relations des pr&-modules de cycles sont vraies dans la catggorie des
motifs ggn®riques. On formule ceci de manigre synth®tique dans I'existence d'un foncteur
canonique

M@ (B)P1 DM @ (K);(E;n) 7! Mgm(E)fng;

oM la cat§gorieEy est la catggorie introduite par M. Rost dans la remarque 1.10 deHos9q,
sauf que I'on considgre les extensions accompagn®es d'un entier relatif.

La construction de ce foncteur, bien que moins dgtaille que celle du chapitre 5, mon-
tre par sa concision I'utilit¢ de considgrer ces motifs ggngriques. On obtient donc une
interprtation de la transform®e ggn®riqgue de la premigre partie : tout module homo-
topique Fq induit un foncteur sur la catggorie DM gm(k), donc un foncteur sur la catggorie

proj DM gm(K) qui par restriction p la catggorieDM £S?%(k) induit p travers le foncteur M ©)
le prg-module de cycles not§. dans la premigre partie.

Dans une dernigre section, on donne quelques applications supplgmentaires de ces mo-
tifs ggn®riques. Tout d'abord, on calcule le motif ggn®riqgue d'une extension transcendante
pure (qui est I'analogue de la propri§t® (H) vBri §e par les modules de cycles). Ceci nous
permet d'en dgduire une rgduction de la conjecture de Beilinson-Soul$ { cette r&duction
Btait apparemment d§ja connue. Par ailleurs, nous posons la question dans la dernigre
sous-section de savoir si le foncteuM @ est plein { la question de savoir s'il est “dele
est aussi ouverte. Nous montrons qu'une rgponse atrmative p cette question entra®ne de
manigre surprentante le fait que tout module de cycles qui est de type ni au sens d&3.12
(p travers notre quivalence de catggorie) est born® infrieurement. Nous dgmontrons un
cas Blgmentaire en direction de cette atrmation, et nous obtenons en dgsespoir de cause
un rgsultat d'annulation concernant la partie libre de certains groupes de morphismes dans
la cat@goriesDM Sif (k).

D&veloppements §ventuels

Nous terminons cette introduction par les pistes sur lesquelles dgbouchent cette thgse.
Tout d'abord, nous avons obtenu le fait que la cat§gorie des faisceaux homotopiques
est une localisation des modules de cycles. Une des premigres questions qui se pose dgs

lors est la possibilit§ de faire une th§orie desmodules de cycles e®ectitsqui corresponde
aux faisceaux homotopiques de la méme manigre que la cat§gorie des modules de cycles
correspond aux modules homotopiques. Pour ceci, nous avons d§jp essay® de faire la
meéme th®orie que celle de M. Rost pour des objets gradu®s nggativement. On peut d§ nir
facilement une notion de pr§-modules de cycles gradugs n§gativement, en considg§rant par
exemple la cat§gorieE;. Par contre, les axiomes n§cessaires pour faire de ces prg-modules
de cycles<e®ectifs des modules de cyclese®ectifs ne sont pas clairs. Ainsi, dans la
dgmonstration des proprigt®s cruciales (H) et (RC) des modules de cycles, M. Rost utilise

A Beilinson a d§ja consid§rg les pro-objetsMgm (E) dans le preprint [[Bei], pour formuler une carac-
trisartion de la t-structure motivique conjecturale sur DM g;j (k)
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toute la graduation pour construire des sections canoniques. |l faudrait donc a priori
demander que les modules de cycles e®ectifs vEri ent les proprigts (H) et (RC) en plus
des proprigtgs (FD) et (C). Si lI'on rgussissait p faire marcher cette variantece®ectiver
des modules de cycles, on n'aurait pas besoin pour redgmontrer le thorgme de Voevdsky
B33 d'utiliser les m$§thodes deY/oe0d].

Les m&thodes d&veloppges dans cette thgse (et particuligrement dans la deuxigme patr-
tie) montrent que nos propositions doivent pouvoir se g&n®raliser lorsqu'on remplace la
catggorie dgrivge des motifs mixtes par la catggorie homotopique stable des sch§mas. On
pourrait ainsi esp®rer ggngraliser la d§ nition de la transform§e ggn®rique dans le cas op
I'on remplace les modules homotopiques (avec transferts) par les modules homotopiques
(sans transferts) d§ nis par F.Morel dans Mor]. On obtiendrait ainsi le dgbut du pro-
gramme pens§ par F.Morel pa propos de ces modules homotopiques. Ceci devrait conduire p
une notion de modules de cycles (non orientgs) op I'on remplace la K-th§orie de Milnor par
la K-thgorie de Milnor-Witt comme il est expliqug brigvement dans Mor]. Une partie de ce
programme serait de dgmontrer par ailleurs que les modules homotopiques avec transferts
de cette thpse sont §quivalents aux modules homotopiques de la catggorie homotopique
stable qui sont de plus orientg§s. Par exemple, une des dixcult§s provient du fait que les
morphismes r§sidus dgpendent dans le cas des modules homotopiques (sans transferts) de
l'uniformisante choisie. Or, M.Schmid a donn®§ une m%thode dans sa thes8dh97 pour
d® nir des complexes de Cousin canoniques méme lorsque les rgsidus dgpendent d'une uni-
formisante (il s'agit de considgrer le dgterminant du br& normal en jeu...) Par ailleurs, les
progrgs r&cents concernant le groupe de Witt d'un sch§ma, et notamment la r§solution de
Gersten qui lui est associge, montrent un exemple d'une th§orie cohomologique qui devrait
entrer dans ce cadre.

Le dernier dgveloppement que nous proposons justi e pleinement la deuxigme partie
de cette these. Il s'agit de ggn®raliser la suite spectrale dB9s9€ au cas op le module de

cycles est remplacg par un motif. Ainsi, pour un morphisme lissd'! iA B entre sch§mas
alg®briques lisses, et pour un motiM , il devrait exister une suite spectrale de la forme

ES)  Hompy ey (M (T) i M [p+ d)

et dont le terme E» s'exprime comme la<cohomologie d'un systgme local induit par les
“bres de A

Ce systpme local est conjecturalement un module de cycles sBrd§ ni par la formule
suivante :

HIAM):ES ! Zi Ab
E=B 7! ,zHomoy .ao(M (T £8 (E))(i n)i nl;M [d])
A l'aide de ce module de cycles, le termé&, de cette suite spectrale doit étre §gal p
ES9= AP(B;HIY(A M );p):

En considgrant le pullback de la Ttration par codimension du support de B { Ttra-
tion classiqguement considgre pour d® nir une suite spectrale de Gersten { nous avons
d&jp pu d® nir une suite spectrale qui converge vers le but souhait®. Le probleme reste
I'identi cation du terme E telle que nous venons de la dgcrire.
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Pour le moment, nous avons uniquement dgmontr§, en utilisant la méme dg§mon-
stration que dans le chapitre 9, que le foncteurH 9(A; M ) est un prg-module de cycles.
L'identi cation du terme E, devrait montrer que c'est méme un module de cycles.

L'utilisation de cette suite spectrale pourrait dgboucher sur la mise en $§vidence de
certaines classes caractgristiques suivant les m§thodes de la topologie alggbrique appliquges
g la suite spectrale de Serre.
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Chapter 1

Correspondances nies

1.1 Cycles

Dans cette section, tous les schfmas sont suppos#is noeth§riens

1.1.1 Rappels sur l'intersection des cycles
A la base de notre travail se trouve la d§ nition classique et fondamentale :

D& nition 1.1.1  Soit X un sch§ma.

On note Z(X) le groupe ablien libre engendr§ par I'ensemble sous-jaceniXfj.

Les §I®ments deZ (X)) sont appel§s les cycles d¥ .

Si ® est un cycle deX, et x un point de I'espace associ§ i, on note ® le coextcient
de x dans®.

Notre rgf§rence gBn®rale pour la thgorie des cycles et de lintersection esulP8].
Toutefois, W.Fulton utilise systgmatiquement la relation d'§quivalence rationnelle sur les
cycles. Le but de ces rappels est de montrer que dans la th§orie de V. Voevodsky, on n'est
pas obligk de consid®rer les classes de cycles pour I'Bquivalence rationnelle, et que I'on peut
travailler directement avec les cycles.

On rappelle la fonctorialitg §l§mentaire suivante :

1. Sif : X I X9est un morphisme plat, il existe un morphisme canoniquef ® :
Z(X9 1 Z(X), que I'on appelle changement de base ou encoggpullback>.

2. Sif : X I Y est un morphisme propre, il existe un morphisme canoniqué :
Z(X)! Z(Y), que lI'on appelle image directe ou encorgpushout>.

Ces deux morphismes font deZ un foncteur contravariant (respectivement covariant)
pour la catggorie des schgmas noeth§riens munie des morphismes plats (resp. propres),
d'aprgsloc.cit., 1.4 et 1.7.

Passons maintenant au produit d'intersection de cycles :

D& nition 1.1.2  Soit X un sch§ma,Z (respectivementZ9 un sous-sch§ma fermg intggre
de X de codimensiond (respectivementd9. On dit que l'intersection de Z et Z%est propre
si et seulement si les composantes irrductibles d&\ Z° sont de codimensiond + d°

3
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On dira que deux cycles d&X s'intersectent proprement si et seulement si leurs com-
posantes respectives s'intersectent deux p deux proprement.

Remarque 1.1.3.{ Lorsque X est rggulier, siZ et Z' sont des sous-schmas ferm§s de
X, d'aprgs Ser5§, on a toujours l'inggalit® :

codimy (Z\ 29, codimy Z + codimy Z¢

On peut alors, suivant loc.cit., d§ nir le produit d'intersection suivant :

D# nition 1.1.4 (Serre) Soit X un sch®ma,Z et Z%deux sous-sch§mas ferm§s intggres
de X dont l'intersection est propre, on d& nit le cycle intersection deZ et Z%comme suit :
sch®mas rgduits, etw. le point g&n§rique dew;.
Alors, le complexe
Ozw; - (L)x;wi Ozow,

est cohomologiquement born§, et on d§ nit la multiplicitg d'intersection dew; dansz\ z°
comme l'entier relatif
X k R
mWi;Z;2%= (i 1) 190y, TOrS,,  Ozw;Ozow
k

¢, .
Le cycle intersection deZ et Z%est alors

X0
zz%=  m(W;;Z;Z%w;
i=1

Plus g®&n®ralement, si® et~ sont des cycles deX qui s'intersectent proprement, on
d® nit : ~ X ~
®: = ® yxy:
(xy)2iXj?

Remarque 1.1.5.{ On dit qu'on se trouve dans le cas d§gale caractgristique(ou en-
core §quicaractgristique) lorsque tous les corps rgsiduels de ont méme caractgristique.
Autrement dit, il existe un corps k tel que le schmaX est un k-schgma.

Dans ce cas, on peut encore donner la d® nition suivante de la multiplicitg
d'intersection. Pour Z et Z°% des sous-schEmas ferm®s de, on note C le cOne normal
dez\ z%dansZ £, z% Alors, pour tout point ggn®rique w; de Z \ Z% w; est un point
g®n®rique deC, et W.Fulton donne la d§ nition suivante de la multiplicit§ d'intersection :

m(Wi;Z;Z9 =1g( Ocuw,):

Lorsque X est lisse de type ni surk, on trouvera une dgmonstration que ces deux d® ni-
tions cencident dans [Ful98], x20.4. La méme dgmonstration reste valide sk est obtenu
par localisation d'un schgma de type ni (i.e. X est essentiellement lisse suk, suivant la
d® nition [A.Z1).

Le th§orgme suivant est particuliprement important en th§orie des cycles :
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Th@orgme 1.1.6 (Serre)  Soit X un sch§ma, etZ, Z' des sous-sch§mas ferm$s. S
est regulier d'§gale caract§ristique, les multiplicitgs d'intersection d& et Z%sont positives.

Remarque 1.1.7.{ Ce th§orpme a %t§ g&n€ralisg par O. Gabber dans le cas Xuest
reégulier mais pas ngcessairement d'ggale caract§ristique.

On utilisera par ailleurs les deux proprigtes fondamentales suivantes de ce produit :

Proposition 1.1.8  Soit X un sch§ma et®, , ° des cycles surX s'intersectant propre-
ment deux p deux :

1. Commutativit§ :

2. Associativitg :

(®:)° =®(:°)

Remarque 1.1.9.{ Ces deux proprigt®s rgsultent en fait des propri§tgs correspondantes
du produit tensoriel dgrivg dans la catggorie dgrivke de®x -modules.

Toujours dans [Ser5§, on trouvera la proposition suivante :
Proposition 1.1.10 Soit X etY des sch§mas et : Y ! X un morphisme :
1. Supposond plat. Pour tous cycles® et  de X, on a
fo®) = f®):f()
des que les termes de I'Bquation sont d§ nis.

2. Formule de projection : supposond propre et plat. Pour tous cycles® de X et
deY,ona
fa(f(®):) = ®fa(")

dps que les termes de I'§quation sont d§ nis.

1.1.2 Cycles relatifs
1.1.2.1 D#§ nition

Dans cette partie, on expose une partie du formalisme des cycles relatifs qui se trouve
dans [SVO0OH. Nous nous sommes limitgs au cas des cycles relatifs §quidimensionnels de
dimension 0, puisqu'ils suxsent g d® nir les correspondances nies et leur produit de
composition.

On rappelle tout d'abord la d§ nition suivante :

D& nition 1.1.11  Soitf : X ! S un morphisme. On dit quef est §quidimensionnel si
et seulement si

1. f est de type ni.

2. f est de dimension relative constante.
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3. Toute composante irrgductible deX domine une composante irrgductible des.

Si S est ggom®triquement unibranche, cette condition §quivaut p la condition d'etre
universellement ouvert et de dimension relative d'aprgs la proposition 2.1.7 dkoc.cit.

Le lemme suivant permet de clari er cette notion dans le cas particulier oy on
l'utilisera :

Lemme 1.1.12 Soitf : X ! S un morphisme, avecX et S irrgductibles noethgriens, et
S gBom®triquement unibranche. Les conditions suivantes sont §quivalentes :

1. f est ni §quidimensionnel.
2. f est ni surjectif.
3. f est propre et quidimensionnel de dimensiog.

Preuve : Les conditions1 et 2 sont §quivalentes puisque sf est ni, il est de dimension
relative constante et universellement ferm®. L'§quivalence entrel et 3 rgsulte de la
factorisation de Stein. o

Ainsi, dans le cas g®n®ral, un morphisme ni ®quidimensionnel sur un schma
gBom®triquement unibranche est obtenu comme somme de morphismes nis surjectifs entre
sch®mas irrgductibles.

D& nition 1.1.13  Soit S un sch§ma r§gulier etX=S un S-sch§ma de type ni.

On d€ nit le groupe ab®liencequi(X=S; 0) comme le sous-groupe d& (X) engendr§ par
les points x de X tels queZ(x)=S est ni ®quidimensionnel, oy Z(x) dgsigne le sous-
schgma ferm$§ rgduit deX adh®rence def xg.

On appelle les §l€ments de ce groupe des cycles relatifsXesur S.

Remarque 1.1.14 { On fera attention que A. Suslin et V. Voevodsky appellent les
®I®ments du groupe ci-dessus des cycles relatifs §quidimensionnels de dimen§iomNous
ne considgrerons jamais les cycles relatifs de dimension strictement positive, et un tel abus
ne porte donc pas p confusion dans cette thgse.

Plus prgcisgment, suivantloc.cit., le groupe que I'on vient de d§ nir est plutot not§ :

P ropCyclequi(X=S; 0);

groupe des cycles p support propre gquidimensionnel de dimensifnsur S (voir loc.cit.,
dg nition 3.1.3). Le groupe Cequi(X=S;0) est le sous-groupe du preckdent dont les
cycles ont un pullback bien d® ni sur n'importe quel S-schma noethgrien (voirloc.cit.,
d® nition aprgs le lemme 3.3.9). Le fait que ces deux derniers groupesfoaident lorsque
S est rggulier est la proposition 3.3.15 ddoc.cit..

Jusqu'p la n de cette sous-sous-section, on xe un sch§ma rgguli&.

Ainsi un cycle ® de X est relatif sur S si et seulement si le support de® est ni
®quidimensionnel surS, autrement dit chague composante de® est un sch®ma ni et
surjectif sur une composante irrgductible deS d'aprgs le lemmdLl. 112 (puisque S est en
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particulier ggom$triguement unibranche).

Remarque 1.1.15.{ Puisque S est rggulier, ses composantes irrgductibles sont des com-
posantes connexes. AiNsi, COMMEequi(X=S1t S3;0) = Cequi(X=S1;0) © Cequi(X=S2;0),
notre groupe de cycles relatif se dgcompose toujours en somme de groupes de cycles relat-
ifs p une base connexe.

D& nition 1.1.16  Soit Z un sous-sch§ma ferm® d& , qui est ni §quidimensionnel sur

On d® nit le cycle relatif sur S associ§ pZ comme le cycle

X
[Z]x=s = 19(0z;z,):z:

En e®et,z est alors ni Bquidimensionnel surS (d'apres le lemmel.1.12.

D& nition 1.1.17 Consid®rons un carrg cart®sien :

x 0Ly

28

tel que S et SO sont r§guliers, etp est plat.
Si Z est un sous-sch§ma ferm® intggre d¢, ni Bquidimensionnel sur S, Z £ s SPest
un sous-schgma ferm® dX © "ni et §quidimensionnel sur S°
On pose donc .
a iy can?
q[Z]1=[Z £ SYx =50 2 Cequi X ES%0 :

On d® nit ainsi par lingarit® un morphisme de changement de base :
o [ ¢
g : Cequi(X=S;0) ! Cequi X &sto:

A priori, ce morphisme de changement de base est plutdt fonction de, et en toute
rigueur, on aurait do le noter (p;g“°. Toutefois, comme il est §gal p la restriction du
morphisme pullback g sur les cycles deX d® ni dans le paragraphe prgc®dent, on
conserve cette notation abusive. Par ailleurs, cette remarque montre que ce morphisme
est naturel en(p; Q).

1.1.2.2 Image directe

Le premier intgrét des cycles relatifs est de disposer d'un morphisme pushout par n'importe
gquel morphisme au-dessus de la base :

Lemme 1.1.18 Soient S un sch§ma connexe et : X ! Y un morphisme deS-sch§mas
de type ni. Si Z est un sous-sch&ma ferm® integre d¥ ni et surjectif sur S, f(Z)
muni de sa structure rduite est un sous-sch®ma ferm® irrgductible dé, qui est ni et
surjectif sur S.
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Le morphisme Z ! f(Z) est donc un morphisme ni dominant de sch§mas irr§-
ductibles. On pose donc
fa(Z) = d:f (Z) 2 Cequi(X=S; 0)
oud est le degr§ de I'extension induite paf entre les corps de fonctions d&Z et f (Z).
On d® nit ainsi par lingarit§ un morphisme

faCequi(X=S;0) ! Cequi(Y=S;0):

Preuve : En e®et, puisqueZ=S est propref (Z) est ferm®& dansY et f (Z) muni de sa
structure rgduite de sous-schma d& est propre surS, comme on le vEri e par exemple
avec la caract@risation de la propret® par les traits. Comme de plus, les bres die(Z)
au-dessus deS sont nies, d'aprgs EGA3] 4.4.2,f (Z) nisur S.

Il en rgsulte que le morphismezZ ! f (Z) est ni, et par d§ nition dominant. o

Remarque 1.1.19.{ Plus g&n®ralement, on aurait un lemme analogue si on avait
considgrg les cycles d¥ p support propre surS (voir [[SV0O0L], corollaire 3.6.2).

Enonsons brigvement :

Lemme 1.1.20 Soit X!if v z des S-morphismes. Alors, (g£f)a = Qu +fa.

Preuve : Ene®et, il s'agit juste de la multiplicativitg des degrgs des extensions rgsiduelles.
o]

Proposition 1.1.21  Soit p: S°! 'S un morphisme plat entre schmas réguliers. Con-
sidgrons de plus les carrfs cartgsiens de sch§mas :

X 0/
Yoy
§°ﬂ§:
Alors, pour tout cycle relatif ® 2 Cequi(X=S;0), on a
gt’(®) = q°fa(®):

Preuve : On se ramgne par lingaritg au cas o est la classe d'un sous-sch®ma ferm§
integre de X, ni et Bquidimensionnel sur S. Puisquef(Z) est p support dansf (Z) par
d® nition, on peut supposerY = f (Z), auquel cas le morphisme est propre. Dgs lors,
la formule est exactement la formule de projection classique (voir par exemple=0198],
proposition 1.7). o

1.2 Correspondances nies

On xe pour tout le reste du chapitre un k-sch@ima r§gulier noeth§rien S.

Sauf mention explicite du contraire, tous les schmas consid§rfis sont des
S-sch@imas lisses de type ni

On utilise dans ce paragraphe les cycles relatifs pour d& nir le produit de composition
de certaines correspondances sans passer au quotient par une relation d'§quivalence.
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1.2.1 D8 nition et composition

D§ nition 1.2.1  Soit X et Y deux sch®mas dans s.
On appelle groupe des-correspondances nies deX versY le groupe ablien

Cs (X;Y ) =cequi(X £5 Y=X;0)
de ni en [.I.13

Dans cette sous-section, on fait la convention de noteXY pour le produit X £5Y
au-dessus deS a n d'abrgger les notations. Si X et Y sont lisses surS, c'est un
sch§ma lisse surS (et donc rggulier). Par ailleurs, on note de fasxon conventionnelle
p§Y : XY I X le morphisme de projection canonigue.

L'idge de dgpart de V. Voevodsky dans sa d§ nition de la cat®gorie dgrivée des motifs
mixtes est que dans le cas des correspondances nies, le produit de compaosition d® ni par
la formule classique (cf[Ful98|, chap. 16) reste valide bien que les schgmas considgrgs ne
soient plus propres sur la base. Qui plus est, quand on se restreint aux correspondances
“nies, on n'a plus besoin de quotienter le groupe de cycles sous-jacents par une relation
d'®quivalence, car les intersections que l'on doit consid§rer sont toujours propres.

Tout ceci est justi  dans le lemme suivant, dont on trouve I'énonc® dansHSVO0O0L],
2.1:

Lemme 1.2.2 Soit X, Y et Z trois schmas dand. s, ®2 cs(X;Y ) et 2 cs(Y;2).
1. Les cycles(pyZ,)°(7) et (pXY,)°(®) de XY Z s'intersectent proprement.

2. D'aprgs le premier point, on peut consid®rer le produit de cycles dXY Z
A=(pxvz)°():(PY 2)°(®)
(cf d§ nition [T.T.4). Alors, A appartient au groupe Cequi (XY Z=X; 0).

Preuve : Cette proposition concerne chaque composante des deux cycles de I'Bnonc$, et
on peut donc se r&duire au cas o@ et  sont les classes de sous-sch§mas ferm$s intggres.
Puisque ® domine une composante irrgductible deX, on peut remplacer X par cette
composante irrgductible, et supposeiX connexe.

Il s'agit d'gtudier le support des cycles concerngs. Or, le support d ;52 )?(7) (resp.
(PXY £ )°(®) est le produit X~ (resp. ®X).

Consid®&rons la construction suivante :

£y e 17

-

;

X:

Les °pches verticales sont nies et §quidimensionnelles (car cette propri§t® des morphismes
de sch®mas est stable par changement de base). Donct y ® est ni et §quidimensionnel
sur X.
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Or, la °pche canonique
CEv®! (X )Exyz (®2)=(X )\ (®2)

est un isomorphisme. Il s'ensuit que chaque composante irrgductible de cette dernigre
intersection est nie et §quidimensionnelle suiX , donc de méme dimension qu& puisque
X est connexe. Dps lors, l'intersection est propre, et de plus le cycle intersection est ni
®quidimensionnel surX . o

D# nition 1.2.3 Soient X et Y des schmas dank s.
On d® nit en appliquant le lemme qui prcgde un produit de composition bilin§aire

cs(Y;2Z2)-zes(X5Y) 1 cs(X;2)
- ® 70 1®
en posant 3
T2®= pGz. PXvz ()iPXvz (®)
op le morphismepl? , . dBsigne le pushout d& ni ef.I.I8 par le X -morphisme pX¢ ., .
Exemple 1.2.4.{ Soitmaintenant f : X ! 'Y un morphisme dansL 5. Le schgmayY ®tant
skpar®, leS-graphe def , j ¢ est un sous-sch®ma ferm® d€Y . Par ailleurs, le morphisme de

projection j ¢ ! X est un isomorphisme, donc en particulier ni §quidimensionnel. Ainsi,
le cycle[j f Ixy=x appartient p cs (X;Y ). On d® nit donc par ce biais une application

Hom . (X;Y)! ¢cs(X;Y)

qui est de plus injective. On confondra d§sormais le morphismie et la correspondance nie
reprsentg§e par son graphe, ce qui induit une confusion entre le produit de composition
des cycles sous-jacents que I'on vient de d& nir et celui des applications.

Le lemme suivant nous permet de justi er cette confusion ; il est analogue p la propo-
sition 16.1.1 de [Ful98], sauf que I'on ne considgre pas les cycles p §quivalence rationnelle
pres, que les schgmas considgrgs sont au-dessusSdeet qu'ils ne sont par ailleurs pas
propres surS.

Lemme 1.2.5 Soient X, Y, Z des schmas dank s. On a les ®galitfs suivantes entre
cycles :

1. Pourtout ®2 cs(X;Y), 2cs(Y;Z),et°® 2cs(Z;T),
cx( t®)=(°% )=®:

2. Pourtout ®2 cs(X;Y ), etf : Y ! Z un morphisme dansL s,
f+®=(1x £sf)a(®)

ou le morphisme(1x £sf)s est le morphisme image directe des cycles relatifs sur
X.
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3. Pour  2cs(Y;Z),etf : X ! Y un morphisme plat dansL s,
®+f =(f £512)°()

op le morphisme(f £ s17) est le morphisme image inverse d§ ni effl.1.17 (associ$
au changement de base).

4, Pourf : X! Y etg:Y! Z des morphismes dand s,
ligl2li¢]1=1[i o]

Remarque 1.2.6.{ On peut se passer de I'hypothgse de platitude suf faite dans le 3,
quitte p remplacer le morphisme pullback par le morphisme de changement de base d€ ni
dans [SVOOH], cycl(f ) : Cequi(XY=X; 0) ! Cequi(XY £x X %=X%0), mais nous n'utiliserons
jamais ce r§sultat.

Preuve : 1. Cette axzrmation consiste essentiellement p voir que pour composer les trois
correspondances, on peut tirer chaque cycle correspondant sitY ZT , faire l'intersection

et repousser le rgsultat surXT . On dgtaille ici ce calcul :
3 3 e

"r(C2®) =% Bz Pz ()PYz (®

XT 7T %oy. XZ O X7 Yz 80— . Xy ©
pXZTu3pXZT (°)pxzT PXYz p)évz ()Pkyz (®)

= PXzT 0 PRoT ugo):p§$TZT DY XY 2 :(_)1)%2 "© 3 1)
= Pzt npﬁng o pﬁ\Z(TZTs P )P Pxyz )Py (® (2)
= PXY 27 o, PRzt () pxtzr (OB 2 D(@) 3)
=B z1e Bzt C)PkEzr (O)BY 2z (® (4)

avec les justi cations suivantes :

(1) On applique la proposition[I.IT.2Z1pour le changement de basXT ! X, et les carrgs
cartgsiens :

XYETA—JXﬁZ
x%j———ng
XT —Ix:

(2) On applique la formule de projec}ion, i.e. le 2 de la proposition [L1.IQ car les
cyclespXZl. “pal. “(°) et XV 2. T prZ, T():pXY, °(®)  s'intersectent proprement
(meéme justi cation que pour le lemme[l.Z2). On notera que le morphismepX$l+ .
n'est pas propre, mais les cycles dont il faut prendre l'image directe sont propres par
rapport p ce morphisme, et la formule reste valide dans ce cas.

(3) On appligue la fonctorialit® du morphisme de changement de base par un morphisme
plat, le 1 de la proposition [L.T.T0 et la fonctorialit du morphisme image directe

(lemme[L1.20).
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(4) Cette ®criture est valide d'aprgs l'associativit® du produit d'intersection (cf[L.1.9).

On peut faire le méme calcul pour l'autre membre de I'ggalit®, et comme le rgsultat
“nal ne d&pend pas du parenth§sage, on en conclut I'ggalit®.

2. On se ramgne par lingaritg au cas o est un sous-sch§ma ferm§ intggre. Il s'agit

alors de calculer :
3

t20=pfZ, . Pedz LiflpXYz (®)
= pX$ 2 o ([Xi 1 1:[®Z]):

Or dans ce cas, l'intersection est particuligrement simple comme le montre le dia-
gramme suivant :

oup est l'isomorphisme de projection canoniquei et ig les immersions fermg§es canoniques.

Tout d'abord, le carr§ de face est cartgsien par dg nition, ce qui implique que le
morphisme a est un isomorphisme. Par ailleurs, le carr§ de derrigre est aussi cart§sien,
ainsi que le carrg de droite. Dps lors, le carrg de gauche est cartgsien, ce qui implique que
le morphismeb est un isomorphisme.

Ainsi, W = Xjt £xyz ®Z est un sch§ma intggre. Autrement dit, l'intersection de
Xij¢ et ®Z est constituge d'une unique composante correspondant @/. Comme W
est isomorphe p®, cette intersection est propre. Par ailleurs, I'anneau local dew en
son point g&ngrique est de longueull. Puisque W est une composante propre de cette
intersection, il rgsulte de la proposition 8.2 delFul98]|, que la multiplicitg d'intersection de
cette composante est §gale . On obtient donc :

Xiftlxyz:[®Zlxyz =[Xit £Exvz ®Z]xyz
= 1a([Xif Exyz ®Z]x;,) = ia([Xif £xy ®lx;,)
= ip°(®):

Comme en n, on a la factorisation suivante :

X .
VURARRIL)
xy T xvz

1x £5°f
ou°s : Y ! YZ estle morphisme graphe, on a donés = (1x £5 °f )aPa, C'est-p-dire

(Ix £s °f)a = iap® puisque p est un isomorphisme.
Au nal, on obtient donc :

PG 2 o (X ¢ 11®Z]) = pXG 2 o(lx £5°)a(®) = (L x £5f)a®:
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3. Supposons que est reprgsent® par un sous-schgma ferm®. Il s'agit de calculer :

Txf = X, T (X Ixvz i1 ZIxvz)
Considgrons le diagramme suivant :

X_£XY..Z ifa&h—/ifz

X~ W.—/XY ZK%OLfElz

. YZ

ou p est le morphisme de projection canonique, ef, i— les morphismes d'immersions
canoniques.

Les carrgs de face, de derrigre et du bas sont cartgsiens. On en dgduit que le carr§ du
haut est cartgsien, et le morphismea est un isomorphisme. Ainsi, commd £ 1; est plat,
les multiplicit®s d'intersection de j 1 Z et X se rgduisent aux multiplicitBs ggom®triques.
On a donc :

X IxvzilitZlxvz =[X E£xvz itZlxyz
= kX Exvzitl],z
= 5P [ £vz XZ]xz
= &p*(f £512)°(C)
=(°t £s1z)a(f £ 12)°()

avec pour la dernigre ®galit®, oy le morphisme; : X | XY est le morphisme graphe, la
méme justi cation que prgcgdemment :p° = (pa)i et 1=(°f £512) £p.
Comme enn, X%, +(°¢ £51z) = 1xz, on conclut.

4. 1l ne reste plus qu'a terminer par les calculs suivants :

iglxlifl=0 olx(if]+x1x) (1)
=(Ax £59)a(lx £s)a([¢ x]) (2)
=(Ix £s(9xf))a([¢ x])
=[i g«t]2x1x (2

ou ¢ x est la diagonale deX . L'§galit (1) rgsulte du troisipme point de cette dgmonstra-
tion et les §galit®s (2) du deuxigme point. a

On a donc justi § que le produit + sur lesS-correspondances nies est associatif et que
le morphisme 1x vu comme S-correspondance est neutre, d'ou :

D# nition 1.2.7  On d® nit la cat§gorie L ¢or.s dont les objets sont les sch§mas lisses,
s®pars et de type ni surS, et dont les morphismes sont lesS-correspondances nies.

On obtient de plus un foncteur dple §gal p l'identit® sur les objets et induit par
I'application graphe sur les morphismesj :Ls! L cors.
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Remarque 1.2.8.{ Si X est un schgma dand. s, on notera souvent[X] I'objet de
YL cor:s correspondant.

Il est imm%diat que cette cat§gorie posspde la propri§t® suivante :
Lemme 1.2.9 La catBgoriel cor.s est additive, et la somme dans cette cat§gorie est don-
nge par : [X]O[Y]=[X 1t Y].
1.2.2 Structure mono Adale
Commenxsons par le lemme suivant :

Lemme 1.2.10 Soit ®2 cs(X;Y ) et~ 2 ¢cs (X2Y9. Alors, les cyclesplYy oyo (®) et
pﬁﬁyxoovon(_) s'intersectent proprement, et le cycle intersection est ni §quidimensionnel
sur XX ©

Preuve : On se rgduit au cas o® et~ sont les classes de sous-schEmas ferm®s intggres.
On fait la méme construction que pour le produit de composition :

X~ £x ®—®

: :

X~ —Ix

i
XX @

Dans ce diagramme, toutes les °gches verticales sont nies ®quidimensionnelles. Or,
X~ £x ® est isomorphe pXY ~ \ ®X%?; on en dgduit donc que cette intersection est

“nie ®quidimensionnelle surXX © ce qui impose que l'intersection est propre et conclut.
o]

D& nition 1.2.11  Soit®2 cs(X;Y) et~ 2 cs (X% Y9, on pose :
— o] 0 o __
®- &7 = plYx oyo (®):pXyK oyo ()

ou le produit d'intersection est pris surk. Ce produit tensoriel est donc une correspondance
Tnie dans cs (XX %Y Y9 d'aprgs le lemme précgdent.

Par ailleurs, ce produit de composition est fonctoriel dans le sens suivant :

Lemme 1.2.12 Soient

®: X! Y
®&:vy! z

D CIRA
—0.y0p 70

des S correspondances nies. Alors,

(@+®)- & (%)= (& L 9@ §):
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Preuve : Ce lemme se dgmontre comme pour l'associativitg du produit de compo-
sition des correspondances nies ; il consiste p montrer que pour calculer les deux
membres de I'Bgalite, on peut tirer toutes les correspondances dansY ZX % %0 et
repousser le rsultat dansxZX %% On utilise la formule de projection [I-1.23, la formule
de projection ggngralisBe pour le produit d'intersection et la fonctorialitg de l'image
inverse (resp. directe) ; la dgmarche est alors la méme que pour dgmontrer le 1. [@&.5 ©

On a donc obtenu la proposition suivante :

Proposition 1.2.13  La catggorie L ¢o:s munie du produit tensoriel
[X]- §[Y]=[X £s5Y]

pour X etY des sch§mas dank s et du produit des correspondances de la d§ nitiof.Z. 17
est monddale sym$trique.

Le foncteur dple L s! L ¢ors est de plus mon&dal, opL s est muni de sa structure
moncaidale triviale (i.e. cart@sienne).

Preuve : L'associativit§ et la commutativitg du produit - tsr rgsultent des proprigtgs
analogues du foncteurs£ s delL s.

Pour la fonctorialit, on doit montrer que [it]- £ [i g] = [i resg] pour f : X ! X0
etg:Y ! YOdes morphismes dand s. A nouveau, la dgmonstration est analogue p la
dgmonstration des propri%tgs 3 et 4 d&. 23 a

1.2.3 Fonctorialit§

On ®tudie dans cette sous-section la fonctorialitg de la catggorie .or.s par rapport p S.
On xe donc en plus de S un k-sch§ma rggulier nothgrienT et un k-morphisme de
sch®masg, : T! S.

Par ailleurs, on fait les conventions suivantes pour ne pas trop alourdir les notations :
Dans le premier point, X et Y sont des schmas dank s et dans le deuxipme des
sch®mas dand. T :

1. on poseXY = X £s5Y etonnotepfy, : X £sY ! X la projection canonique
(comme prgctdemment).

2. On noteTp§Y X £1Y ! X laprojection canonique.

1.2.3.1 Restriction

On suppose dans cette sous-section que le morphismge T ! S est lisse et de type ni.
On cherche g prolonger le morphisme de restriction natureL + ! L s.

Soient X et Y des schfmas dank 1. Onnote txy : X £7Y ! X £5Y limmersion
ferm$e rgguligre canonique (obtenue par changement de base suivant le morphisme diagonal
du S-schgmar).
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Lemme 1.2.14 Soit X et Y des sch§mas dan& 1, et ® 2 cr (X;Y ). Puisque le mor-
phisme #xy est un X -morphisme, le cycletxy (®) appartient g Cequi(X £5s Y=X;0).

Par ailleurs, ce morphisme v@ri e les propri§t®s suivantes, olX, Y et Z sont des
schfmas dand. 1 :

i ¢
1. Sif : X ! Y estunT-morphisme, txy u'[; tlr =1 tls-

2.Si®2cr (X;Y),etf : Y ! Z estunT-morphisme,
txz of £®) = f £(dxv o(®)):
3. Si®2cr(Y;2Z2),etf : X ! Y estunT-morphisme,

xz n(®if): ( i'YZn(®)) tf:

Preuve : La premigre atrmation, ainsi que la premigre ggalit® qui la suit, sont §videntes.
Pour la deuxigme ®galit§, on fait les calculs suivants :

1 i ¢
iz off £®) @ bz o(lx £171)e®= (3xz £(1x £7) L@
. ¢ l
= Ux Es )iy ,®=(1x £5f)alixy «® D T (5 4@)

op les §galites (1) dgcoulent du lemm&Z3
En n, pour la dernigre ggalit®,

l o 2 ol 1
iz o(@2F) D 17 o(F £112)°02 (F £517)"8 2.0 (2y7,@) 21

ou les ggalitgs (1) proviennent p nouveau du lemnie2.5 et I'ggalit (2) de la formule de
projection [L.T.21 appliqu§e au carr§ cartsien :

XE1Z22IX £527
fE.le f£'S,:I-Z
YErZ22Y E5Z:

D& nition 1.2.15 Pour ¢ : T ! S un morphisme lisse de type ni, et pour touteT-
correspondance nie®: X ! Y, on pose simplementgx(®) = 1y ®.

Remarque 1.2.16.{ Il nous semble queg: est un foncteur, mais la dgmonstration que
I'on a propos® en premier lieu §tait fausse, comme nous l'a indiqu§ A.Suslin lors de son
rapport sur ce mgmoire. D'aprgs le lemme prec®dent, on sait tout du moins qug ce®ncide
sur la catggorieL 1+ avec le foncteur de restrictionL v ! L s.

Par ailleurs, il est §vident que si I'on se donne de plus ukR-morphisme%: R! T lisse
de type ni, on a

Qi%)g: et
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1.2.3.2 Changement de base

On s'occupe maintenant de prolonger le foncteur de changement de base. On suppose
cette fois queg, est plat, mais on insiste sur le fait que cette hypothgse n'est pas n§cessaire
si on utilise completement la th§orie del$V00L).

Si X est un schgma dand. s, on poseXt = X £5 T, eton note ¢x : Xt ! X
I'application dgduite de ¢ par changement de base seloX=S.

Par ailleurs, siX etY sont des schgmas danis s, on identi e, p travers l'isomorphisme
canonique les schgmaXt £1 Yr et X £7 Y, que l'on note XYr.

On considgre alors le carr§ cartgsien :

XY & Ixy
XPT L/x%
D'aprgs la d nition [.I.17 on en dgduit donc un morphisme
éxy Cequi(XY=X; 0) ! Cequi(XYT=Xt;0):
Pour toute correspondance nie® 2 cs (X;Y ), on note donc®r la correspondance nie

.0
XY (®)
Le lemme suivant est imm®diat :

Lemme 1.2.17 Soit X et Y des sch§mas dang s. Alors, pour tout ® 2 cs(X;Y ) et
~2cs(Y;Z),ona
TTE@r = (T @)

Preuve : En e®et, on peut e®ectuer le calcul suivant :
,a — ,a — XZ I yz ® & —. XY % &
(vz )x(exy ®) = TPXYz o, TPxYz (évz )TPxyz (éxy ®).

= TRYze Givz (xvz )ievz (kvz © (D)

TGz aivz (PXEz )XYz ®) @

iz PGra (X8 Y ® 1 @3

Avec pour justi cations :
(1) la fonctorialit du morphisme pullback (cf le paragraphe qui suitl.1.1T9.
(2) la premigre proprigt® del.1.10
(3) la formule de projection de la proposition[I.1.21 a

D& nition 1.2.18  Pour ¢ : T ! S un morphisme plat, on noteg” le foncteur

L cor;S ! L cor;T
X=S 7! Xt=T
cs(X;Y)3® 7! ®r:
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Ce foncteur satisfait de plus les proprigt§s suivantes :
Lemme 1.2.19 1. Le foncteur ¢* est monddal.
2. Le diagramme suivant de foncteurs commute :

L S 4“— cor;S

c.u % LZZ-:G
Lt —/L cor;T -

Dans ce diagramme, les morphismes horizontaux sont les inclusions naturelles, et le
morphisme vertical de gauche le foncteur de restriction classique.

3. Si de plus on se donne urk-morphisme (plat) %: T°! T, on a un isomorphisme
canonigue de foncteurs

Gt¥) '+ xS
Preuve : 1. Soit®2 cs(X;Y) et 2 cs(X®Y9. Alors,
3
— a o, o &,
(®-")r = X oy vO PXX oy yo (®),-p§3>3Y°YY0 ()

- @ XY o . ;@ X 0y0 & —
=, G0 or yoPxx oy o (3®) D éxx oy yoPxx oy yo ()

o] 0 o __
TR ovyo (®r) © TPxYoryo (1)
2. Cela rgsulte du fait que pourf : X ! Y un S-morphisme, on a un isomorphisme
canoniquejt, ! it £sT.
3. En e®et, on a un isomorphisme canoniqu¥to' (X7)to. Le fait qu'il soit naturel

par rapport aux correspondances nies viens de la fonctorialite du morphisme pullback
utilis®. a

1.2.3.3 Restriction et changement de base

La formule suivante prolonge au cas des correspondances nies la formule §vidente con-
cernant les morphismes de sch§mas :

Proposition 1.2.20 Soit¢,: T! S un morphisme lisse de type ni,X etY des sch§mas
dansL s et®2 cs(X;Y).
Alors, le diagramme suivant est commutatif dansL cor:s

. .ﬂ®
X+ &E( )(YT

& b e

X —2—Jy:
Preuve : Par d® nition,
22" (®) = vy o(ixy ®):
Ainsi, la commutativitg§ du diagramme gquivaut aux §galitgs gquivalentes
& Tixy olixy ®) = ®tix
o (Ixy £sév)atxy aléixy ® = (ix £5 1y)° @:
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Or, d'aprgs le diagramme, form$ de deux carrgs cartgsiens,

1x - £s¢
XYt LIXTESYT ﬂ/x.rgsy

; ° :

¢ -
T— ™ HgsT— ITEgS:

le morphisme compos® = (Lx, £s ¢éy) £#xy est un isomorphisme. Ainsi,2, = (27)i L.
La commutativit¢ du diagramme est donc rgduite p I'ggalit®

ixy ®= 2%(¢x £51y)°®

ce qui rgsulte du fait que¢xy = (¢éx £ s1y )22 et de la fonctorialitg du morphisme pullback.
o}

1.2.4 Une propri§t§ de nitude

Notons que la d§ nition du produit de composition des correspondances nies, qui n'utilise
que la formule de Serre pour les multiplicitgs, des morphismes pushout et pullback et un
lemme sur la propret§ d'une intersection (cfl.Z.2) n'utilise pas la propri§t§ de type nitude
imposge aux schgmas.

On peut donc §tendre la d§ nition des correspondances nies aux schgEmas noeth§riens,
rgguliers et s§pargs sus, et d§ nir de manigre identique le produit de composition. On
n'‘aura pas besoin de cette cat§gorie, et elle n‘apparattra que dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.21  Soit X un sch§ma dand. s.
Soit (Yj)i21 un pro-objet essentiellement atne (cf EGA4], 8.13.4) de schfmas dans
L s dont la limite est un schfma noeth$rieny. Alors, le morphisme canonique

ym cs (Yi; X) ! cs(Y;X)

| op
est un isomorphisme.

Remarque 1.2.22 { Autrement dit, le schEma X vEri e la propri§t® (coPF) de [C.2.33
dans la catggorieL ok par rapport aux pro-objets essentiellement atnes del .

Preuve : Pourtouti 21 ,onnotep :Y ! Y;le morphisme de projection canonique.
On note £ : cs (Yi; X) ! cs(Y;X) le morphisme canonique induit par composition avec
pi.

Le problgme revient donc g montrer que le morphisme de groupes abgliens

est bijectif.

On montre d'abord qu'il est surjectif. Il suzt de le faire sur une base du groupe libre
d'arrive. Soit donc Z un sous-sch§ma ferm®& d¥ X qui est de plus ni sur Y. Alors, Z
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est d® ni par un idgal quasi-coh®rent deOyyx . Or, comme Y X est noeth®rien, cet idgal
est coh®rent et il est engendrg par un nombre ni de sectionfg;:::;f,. Comme Oyyx est
limite inductive des Oy,x , on peut supposer qu'il existe unig tel que fq;:::;f, se relgve
eng; i on dansOy, x . Considgrons le sous-schma ferm§ rgdud de Y; X d® ni par les
®quationsgs;:::;;gn = 0. Alors, par d& nition, le carr§ suivant

z —Iyx
L pi€ 5 1x
zi —Ivx
est cart§sien.
Consid®rons la catggorid =i des objetsj del munis d'une °gchej ! i que I'on note
par abus simplementj . Soitj un objet de |l =i. On note Z; le pullback de Z; surY; par le

morphisme de transition correspondant. On a construit ainsi un pro-objet(Z;); =. Par
d® nition, le morphisme canonique

Z! lhm Z

j2l =i

est un isomorphisme.
Des lors, d'apredEGA4], on peut trouver un j , i tel que:

1. Z; est intggre par application du corollaire 8.4.3 deloc.cit. car les morphismes de
transition du pro-objet (Zj); i sont dominants.

2. Zj est “ni, surjectif sur Y;, d'aprgsloc.cit., 8.10.5.

Ainsi, le cycle associ§ gZ; dansY;X, not§ [Zj], est une correspondance nie deY;
dans X. Comme de plus,(p; £ 1x)’ 1(Zj) = Z est un schgma intggre, on obtient

[Zj1xp = (p £5 1x)°(Z;]) = [ Z]:
Autrement dit, #([Zj])=[Z], etdonc’ ([Z;]) =[Z].

On montre que ' est injectif. Soit i un §lment del et & 2 cs(Yi;X) une corre-
spondance nie telle que' (&) = 0. Soitj un objetde | =i, etfj;; :j ! i le morphisme
correspondant. On noteZ; le support de ®+fj; .

On a ainsi construit un pro-objet (Z;); 2 =. Or, puisque ®+p; est nul, donc de support
vide, ce pro-objet admet pour limite projective dans la catg§gorie des sch&mas le schgma
vide. Autrement dit, le morphisme canonique

o i Z
j2l =i
est un isomorphisme. Il rgsulte alors de 8.10.5. (i) qu'il existe unj , i tel que
Zj = ;. Cela signie ®=*f;; =0, ce qui montre que® est nulle dans la limite inductive
ym cs (Yi; X) et nous permet de conclure. o
i21 o

Remarque 1.2.23.{ Cette proposition est implicite dans [[SVOO0H], chap.5, preuve de la
prop. 3.1.3.
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1.3 Equivalence d'homotopie

Dans cette partie, on rginterprpte les rgsultats deFSV00d pour les appliquer directement
aux correspondances nies. Les propositions qui sont prgsent§es ici nous serviront par la
suite pour dgmontrer les propri§t§s fondamentales des faisceaux avec transferts.

On esppre que cette approche apportera des ®claircissements sur les m§thodes de
[ESV00d qui servent de fondement pour la d§ nition de la catggorie triangul§e des motifs
mixtes de V. Voevodsky.

1.3.1 D@ nition

On commence par introduire la d§ nition suivante qui est un cas particulier de la relation
d'Bquivalence d® nie par V. Voevodsky sur les cycles gquidimensionnels de dimension
(cf [ESV0Qq, x2) :

D§ nition 1.3.1  Soient X et Y des sch®mas dant 5, et ® : X ! Y deux S-
correspondances nies. i ¢

On dit que ® est homotope | si et seulement si il existeH 2 cs AT£ X;Y telle
que

1. Hxipg=®
2. H+ip ="

Ou ig (resp. i1) d®signent les immersions respectiveX ! A>1( correspondant au point
ferm® O (resp. 1) de A} .

On note » , la relation d'§quivalence engendr§ par cette relation r§°exive et sym$§trique.
Elle est compatible p la loi d'addition : on note¥s (X;Y ) le groupe ab%lien quotient de
Cs (X;Y) par cette relation.

La relation » |, est compatible avec la loi de composition del ¢or:s. On peut donc
considgrer la cat§gorie homotopique assocife p cette relation d'gquivalence :

D& nition 1.3.2  On note YA o5 la catBgorie homotopique dé o5, ayant mémes ob-
jets quel ¢or:s et dont les morphismes sont les classes d'8quivalence de correspondances
“nies pour la relation » .

Remarque 1.3.3.{ C'est l'utilisation de cette cat§gorie qui nous permet, au pris d'une
g®n®ralite moindre, de simpli er les m$§thodes déoc.cit.

1.3.2 Compacti cations

On introduit dans ce paragraphe la notion de compacti cation, et plus prgcisEment de
bonne compacti cation (cf [SV9€], x3) qui va nous servir p interpriter certains groupes
de correspondances nies p homotopie prgs.

Remarque 1.3.4.{ L'hypothgse que S est unk-sch§ma rggulier noethgrien est, dans cette
sous-section concernant les compacti cations, surper°ue.
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1.3.2.1 D nition

D§ nition 1.3.5  Soit X une courbe surS.

1. Une compacti cation de X=S est un S-schfmaX , muni d'un S-morphisme X!{ X%
tel que :

(a) i est une immersion ouverte.
(b) X=S est une courbe propre.

(c) X est normal.
On note dans ce casX1 = X j i(X) le sous-schgma ferm® rgduit d& associ@.

2. On dit qu'une compacti cation X=S de X=S est bonne ssi X1 admet un voisinage
ouvert atne sur S dans X .

Remarque 1.3.6.{ Ainsi, si X=S est une bonne compacti cation deX=S, X1 est i
sur S, car il est propre et atne sur S.

Remarque 1.3.7.{ Consid®§rons dans cette remarque que tous les schmas sont essen-
tiellement de type ni (cf d® nition [A.1.T) sur un corps de basek. Soit X un S-sch§ma

tel que X est normal. Supposons donn® un S-sch&ma vEri ant les conditions (a) et
(b) de la d® nition préc®dente, et tel queX; admette un voisinage atneV. Soit X le
normalis® deX . Alors, X! X est i car X=k est essentiellement de type i, donc
X=S est une courbe propre normale. Par ailleursX ®tant normal, c'est un ouvert de X'.
En n, l'image rgciproque de V par p est un voisinage atne deX j X dans X, puisquep

est en particulier atne. Donc X=S est une bonne compacti cation deX=S.

Pr&cisons qu'on appelle simplement paire ferm§e tout couple de sch§m@g Z ) tel que
Z est un sous-sch®ma ferm§ de, d'aprgs la d§ nition

D§ nition 1.3.8 Soit (X;Z ) une paire fermge.

Soit S un sch§ma etf : X ! S un morphisme de sch&mas de dimension relative §gale
g 1 qui fait de X un S-sch§ma.

Une bonne compacti cation de(X;Z ) relativement p S est un S-schmaX qui est p
la fois une bonne compacti cation deX=S et de(X j Z)=S.

Remarque 1.3.9.{ On dira encore que (X;Z) admet une bonne compacti cation sur
S pour dire qu'il existe un S-schmaX tel que X=S est une bonne compacti cation de
(X;Z) relativement p S.

Autrement dit, une bonne compacti cation de (X;Z) sur S est une compacti cation
de X=S telle que X; t Z admet un voisinage ouvert atne surS.

Dans ce qui suit, on montre I'existence de certaines bonnes compacti cations.
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1.3.2.2 Le cas des courbes sur un corps de base

La situation est simple dans le cas o on §tudie les courbes sur un corps.

Proposition 1.3.10  Soit C=k une courbe quasi-atne et rgguligre.

Alors, il existe une courbe projective rgguligre suk note € telle que pour tout sous-
sch&ma ferm® de C ne contenant aucune composante irrgductible d€, ¢ est une bonne
compacti cation de (X;Z) sur k.

Preuve : On peut se ramener au cas o|C est atne. Dpgs lors,C=k ®tant atne et de
type ni, on peut considgrer une immersion fermg§eC ! A}. Soit ¢ 'adh®rence deC
dans PP, munie de sa structure réduite. Alors, par d§ nition, €=k est une courbe intggre
et projective.

ConsidronsC=k la normalisation de C=k, qui est une courbe de type i puisquet=k
est de type ni. Alors, C est ni sur C, donc propre surk. CommeC est normal, il rgsulte
de EGAZ2], 7.4.5 et 7.4.10, queC=k est une courbe projective et rgguligre.

Par ailleurs, C est un ouvert dense det. Donc, commeC est un schma normal, c'est
encore un ouvert dense deC.

Soit Z une partie ferm§e deC de dimension nulle. Le sous-ensemblgC i C)t Z est
donc une partie ferm$§e deC=k, constituge d'un nombre ni de points. Elle admet donc
un voisinage atne puisqueC=k est projective. a

1.3.2.3 Cas semi-local

Le th&orgme suivant est dd p M.Walker :

Th&orgme 1.3.11 (Walker) Supposons quek est un corps in ni.

Soit (X;Z) une paire fermge, telle queX est un sch§ma atne dand . On suppose
queZ est partout de codimension non nulle dans.

Consid®ronsfxy;:::; Xxng un ensemble de points d& .

Alors, il existe :

1. un sch§ma atneS alg§brique lisse.
2. un voisinage ouvert atne U desx;.
3. un k-morphismef :U! S lisse de dimension relativel
tels que le couplgU; U\ Z) admet une bonne compacti cation surS.

Preuve : La preuve suivante reprend la dgmonstration correspondante dand/ifal96],
remarque 4.13.

1) R®duction : On peut tout d'abord supposer que X est irrgductible, puisqu'il est
somme disjointe de ses composantes irrgductibles.

Par ailleurs, on peut supposer que tous leg; sont ferm§s quitte p prendre des sp$cial-
isations, et queZ est de codimensionl dans X, quitte p le grandir.

En n, si I'on peut trouver une bonne compacti cation relative au voisinage de chacun
des points s§parment, puisque ceux-ci sont ferm$s, on peut rgduire les ouverts correspon-
dants pour gu'ils soient disjoints, ce qui donne ensuite une compacti caton pour la somme
disjointe de ces ouverts, qui convient.
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Le probleme se résume donc p trouver une bonne compacti cation relative pour un
diviseur Z de X au voisinage d'un point ferm§ not®x.

2) Construction de S : Soit r + 1 la dimension de X. Ainsi, Z est purement de
dimensionr.

Puisque X est atne de type ni sur k, on peut considgrer une immersion fermge
X, AR, ce qui nous permet d'identi er X g un sous-schma ferm§ d&;. On note :

1. X l'adh®rence deX dansP] vu comme sous-schgma rgduit de}
2. 2 l'adh®rence deZ dans PR vu comme sous-sch§ma rgduit dey

3. X.= X j X la frontigre de X dans P, qui est encore lintersection deX avec
I'nyperplan p l'in ni. C'est un sch®ma de dimension infgrieure pr.

On se rgserve le droit d'augmentern en considgrant un plongement arbitraire
AR 1 AN

On cherche le morphismef en consid§rant les projections orthogonales da; dont le
centre est enposition ggn§raleparmi les sous-vari§tgs lingaires dAE de codimensionr.

Param$trisation des projections orthogonalesAp | Aj.

Plus prgcisgment, ces projections sont param§trges par les points du schAd . En
e®et, si, est un point de A", notant - (,) son corps rgsiduel, il correspond p un point
rationnel de AT“(’ X c'est-p-dire un §lgment(, ;; )11. i de-(,)™.

On associe donc g une projection lingaire p  =: A_”( y ! Af( ) d® nie comme le
spectre du morphisme: (, )-lingaire
SOt nt] b p(O)X g X
i 7! jn:1 Xii Lij:

On note L le centre de cette projection, c'est-p-dire le sous-schma ferm§ d§ ni par
l'intersection des r hyperplans correspondant aux z§ros de chaque projections ge sur

1
Ay

Par ailleurs, si L. d§signe la frontigre deL  vu comme sous-sch§ma dET‘< ) le mor-
phisme p se prolonge sur les espaces projectifs en un morphisme )

. ph . r .
bR b Py

Munis de ces notations, on peut noncer le lemme suivant qui va nous servir p trouver
le morphismef de I'§nonce :

Lemme 1.3.12 Notons - , l'ouvert de A" form& des points, tels que :
1. pjz., est nie.
2. X-(y\ L est constitug d'un nombre ni de points fermgs.

3. p, estlisse en tous points deX. ( y\ pj 1(p> (x)).
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Alors, pour n assez grand; , est dense dansA}".

Preuve : |l est facile de montrer que- , est ouvert, et la partie ditcile est de voir que cet
ouvert est dense. On fait la dgmonstration en deux §tapes :

i) On se place d'abord dans le cas op est un point rationnel de X . On peut donc supposer
quex =0 dansA}.

Le fait que la premigre condition est dense r§sulte du fait qué est ferm§ de dimension
r dansAp.

Le fait que la deuxipme condition est dense rgsulte de ce que l'intersection daiy
de la sous-varigt® projectiveX., qui est de dimension infgrieure g, avec une sous-varigt®
projective lingaire de codimensiorr en position ggn§rale est nie.

Pour la troisigme condition, il su+t de garantir que l'intersection de L avec X est
transverse en0. On utilise alors le th§orgme suivant pour lequel on renvoie ESIGA4),
expos® Xl, thgorgme 2.1 :

Th§orgame 1.3.13 L'intersection dans A} de X avecr hypersurfaces de degr® contenant
0 et qui sont en position g§ngrale est transverse.

Or, quitte p plonger A} dans Ark‘2 par le plogement de Veronese, une sous-vari§tg
lingaire de AEZ correspond p une quadrique (donc de degr®) de A, et le thgorgme
préc®dent s'applique pour montrer que la troisigme condition est dense.

i) Cas ggnfral

On considgre une extension ni&k%k telle que la "bre de x dansX - , k%soit constituge
de points rationnels x{. Pour chacuns de ces points, les conditions de I'Bnonc§ donnent
donc un ouvert - J; dense dansAp;. L'extension Aj,=A; Btant dglement plate, les
conditions de I'tnonc§ se redescendent, et image directe dg- J; dans A" est incluse
dans- , ce qui implique que- , est dense. a

Puisquek est in ni, - , admet donc un point rationnel ;. On note alorsp: X | A}
la restriction de p pX. On posel-= X\ L qui est donc un schma ni surk d'aprgs la
condition 2 du lemme précgdent. On dispose donc du morphisnie: X | L.! P, obtenu
par restriction du morphisme p .

On utilise le truc classique suivant pour rendrep projectif. On note X I'adh§rence du
graphe dep dans X £ P.. Des lors,X | L est un ouvert dense deX, et la projection
canoniquep: X ! P} prolonge p. Comme X=k est projectif, p est projectif. On a donc
obtenu le diagramme suivant :

X —I% Lgxx
X
IR

}(XX 54
Al —IPL.

3) Construction de la compacti cation :
Comme le carr§ du diagramme ci-dessus est cart§sien et guesst ni sur k (condition
2 du lemme pr§c®dent), les bres dgpdansX j X au-dessus deA] sont nies.
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Dong, il existe un voisinage ouvertS de p(x) dans A tel que p! S)\ (Xj X) est
‘ni sur S. Quitte p rgduire S, puisque d'aprgs la condition 3 du lemme prgcgdenp est
lisse enpi 1(p(x)), on peut supposer quep’ 1(S) ! S est lisse.

Finalement, on pose doncU = pi 1(S), et on notef : U ! S la restriction de p p
U. Le morphismef est donc lisse de dimension relativel. De plus, d'aprgs la premigre
condition du lemme prgc®dent, le morphisme& \ U ! S, obtenu par restriction de p, est
ni.

On pose encorell = pi 1(S), de sorte que le morphismef : U | S obtenu par
restriction du morphisme p est projectif. Il en rgsulte en'n que U j U est i sur S,
d'aprgs le choix desS.

Pour conclure, le lemme suivant montre, quitte g restreindre encoré&s au voisinage de
p(x), que(Uj U)t Z\ U admet un voisinage ouvert ane, ce qui conclut la dgmonstration
du thgorpme :

Lemme 1.3.14 Soitp: U ! S un courbe projective, etF un ferm® deU tel que F=S est
“ni. Soit x un point de F, dimage s dans S.

Alors, il existe un ouvert atne S%de S contenant s, et un diviseur e®ectifD dans X
tel que :

1. Fso est inclus dansUsoj D.
2. Usoj Dso est atne.

Preuve dulemme : On regardeFg la bre de F au-dessus des. L'ensemble sous-jacent p
Fs est donc hi. Comme U=S est projectif, il existe une sectionf dans j( L1J;OL1J(i)), pour

i suxsamment grand, dont le diviseur D est disjoint de Fs. Il existe donc un voisinage
ouvert atne S°de s dans S, tel que D est disjoint de Fso, ce qui garantit la premigre
condition. Comme SP est a+ne, et D<o est le diviseur associ® A une section globale d'un
"brg tres ample sur Uso, le schBmalso Dso est atne. o o}

1.3.3 Homotopie et groupe de Picard relatif

On va voir dans ce paragraphe comment calculer certains groupes de correspondances
“nies. Pour cela, on rappelle la d& nition suivante :

D& nition 1.3.15  Soit (X;Z ) une paire ferm§e.

On note Pic (X;Z ) le groupe des classes d'isomorphismes de coup(és s) opu L est un
faisceau inversible surX , et s: Oz lilj 7 une trivialisation de L sur Z, op I'on impose
aux isomorphismes d'étre compatible g la trivialisation donn§e.

La structure de groupe est induite par le produit tensoriel deOy -modules.

On dispose donc en patrticulier d'un morphisme

Pic(X;Z)! Pic(X):

D& nition 1.3.16 Soit X un sch®ma, etZ un sous-schma ferm§ d .
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1. Si Z%est un sous-sch®ma fermg d&, on d€ nit un morphisme :

Pic(X;Z) §2° Pic(X;Z9
(L;s) 7! (L;sjzo)

0

dit de restriction de Z p Z°

2. Consid®rons un morphisme cart§sien de paires ferm®&ds; g) : (Y;W) ! (X;Z) (cf
d® nition [5.4.4). On d§ nit un morphisme image inverse en posant :

o

Pic(x:z) | Pic(Y:W)
(Lis) 70 (F(L);g(s):
Remarque 1.3.17.{ Plus ggn%ralement, ce groupe de Picard est fonctoriel par rapport

aux morphismes de la paire ouverte(X=X | Z) associe p la paire ferm®€x;Z). On
retrouvera une telle fonctorialit§ plus en dgtail dands. 4.7, ainsi que dans la d§ nition8.2Z1

Le th®orgme qui suit est fondamental pour la suite. [l nous permet de manipuler
e®ectivement les correspondances nies p homotopie prgs. Il s'agit d'une reformulation du
thgorgme 3.1 del$V9€], et il est donc dd p A. Suslin et V. Voevodsky. On a tout de méme
eu soin de prgciser la fonctorialitg de I'isomorphisme qu'on a construit.

Th§orgme 1.3.18 Soit k un corps etS un k-sch&ma rggulier noeth§rien. On se donne :
1. Y un sch§ma atne dansL s.

2. X un sch§ma dand. s, tel que X=S est une courbe quasi-atne lisse qui admet une
bonne compacti cation notgeX=S. On poseX; = X | X.

Alors, il existe un isomorphisme canonique
' ¢
Ve (Y:X)! Pic' Y £sX:Y £5 X,
qui v&ri e de plus :

1. Si Yo!if Y est un morphisme plat dansL s entre sch§mas atnes, le diagramme

suivant commute :
i ¢
Ve (Y:X) —IPic' Y Es XY £5 X4

+f b : b(f £515)°
Ye (YO X) —/Pic YOEgX;Y £ X,

Le morphisme (f £ 13 )" est le morphisme image inverse de la d§ nitiof.3.16

2. Soit Z un sous-schfma ferm$§ d& tel que X=S est une bonne compacti cation de
(X;Z). Notonsj : X j Z! X limmersion ouverte canonique. Alors, le diagramme
suivant commute :

i ¢
Ve (Y:X i Z)—Pic Y £5 XY £gX1 t Y £s2Z)
jt% i Hve sX1 ¢
Ve (Y:X)————1Pic YES XY £5X1

Le morphisme vertical de droite est la restriction de la trivialisation canonique p
Y £5 X1 d€nie en[.3.18
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Remarque 1.3.19.{ L'hypothgse de platitude sur f faite dans le 2 n'est pas ngcessaire,
mais I'on ne se servira pas du cas ggn®ral. Par ailleurs, on peut exiger seulement queS
Soit quasi-atne.
Preuve : On peut supposer tout d'abord que Y est irrgductible, compte tenu de
l'additivith des deux foncteurs par rapport p Y.

1. On commence par associer p toute correspondance nie un ®lment du groupe de
Picard relatif.

Consid®&rons l'immersion ouvertek : Y X ! Y X . On obtient alors la suite suivante de
morphismes :

Cequi(Y X=Y;0) ¥ cequiivkzv;o“ll)zzl(Yk)!i;(z) Pic(Y X)

oM le morphismek, est bien d§ ni p cause du lemmé&lT.I8 L'inclusion (1) existe car
YX=Y est une courbe, et le morphisme2) est obtenu parce queY X est normal.

Par ailleurs, si® 2 cequi(Y X=Y;0) de supportZ, et que I'on note L un reprgsentant de
la classe dandic(Y X ) de I'image de® par le morphisme précgdent, on a une trivialisation
canoniquet : Oyy, z 'L vy, 7. CompeYX; % (YX) i Z par d§ nition, on obtient
S = tjyx, , et (L;s) 2 Pic YX;Y X1 . Oril estimm$diat que cette classe(L;s) ne
dgpend pas du reprgsentant choisi, ce qui nous donne en fait le morphisme attendu

cs (Y:X) = Cequi(Y Wpic(gﬂ
W

Pic' Y% Y X 1
Pour la n de la dgmonstration, on se rgfgre g3V9€)], theorem 3.1, en remarquant que
Y (Y;X) = Hging (Y X=Y)

opu Hg" designe I'homologie singulipre de Suslin. On v@ri e exactement Y est atne
normal, Y X=Y est une courbe quasi-atne lisse, e¥ X=Y en est une bonne compacti ca-
tion. On notera que Y X=Y n'est pas ngcessairement connexe, mais c'est un ouvert dense
de YX=Y . Par ailleurs, 'Bnonc® deloc.cit. porte sur une courbe a+ne, mais on vEri era
sans peine que la dgmonstration reste valable dans le cas d'une courbe gquasi-atne.

La dgmonstration de ce th§orgme montre prgcisgment que l'application construite
préctdemment est un isomorphisme.

Il nous reste p montrer les proprigt®s de fonctorialitg de cet isomorphisme :

2. Soit®2 Y (Y% X), alors d'aprgs le lemmél. 25 ®+f = (f £5 1x)"(®). Dgs lors,

ka(f £5 1x)(®) = (f £5 13)°kY(®)

d'apres la formule de la propositiofI.I.21op 'on anotgk : Y X | YX etk®: YX 1 YR
les immersions ouvertes canoniques. La formule r§sulte du fait que le morphisn{2) (de
la construction ci-dessus) est compatible au pullback.

3. SI®2 Y (Y; X i Z), il rgsulte du lemme[l.Z3quej +®=(1y £5])a(®). Dps lors,
cette dernigre propri®t® est §vidente. o

Remarque 1.3.20.{ Dans la situation du th&orgme prgcgdent, pour tout® 2 ¥g (Y; X),
on fera le choix d'un reprgsentant(L (®); s(®)) de la classe de I'imag®® par l'isomorphisme
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préckdent.

1.3.4 Applications

Dans cette partie, on xe un corpsk et on interprgte, comme annonc®, les rgsultats de
[ESV00d dans la cat®gorie¥L cork-

1.3.4.1 Factorisations

Les applications du th®orgme[l.3.18 consistent en des th&orgmes d'existence d8-
correspondances nies, vBri ant des propritgs p homotopie prgs. On xe donc de plus
une courbeX=S atne lisse, et un ouvertU de X, notant i : U! X limmersion ouverte
correspondante etZ le ferm® complgmentaire. On suppose qugX;Z ) admet une bonne
compacti cation sur S, note X=S.

Si Y est un schgma atne qui appartient pL g, et si I'on se donne® : Y I X
une S-correspondance nie, rappelons que l'on note conventionnellemen(L (®); ¥{®))
un icouple reprgsentagt image de® par l'isomorphisme canonique ¥g (Y;X) !
Pic Y £sX;Y £5X; de[l318

Proposition 1.3.21  Avec les notations introduites ci-dessus, les conditions suivantes
sont §quivalentes :

1. Pour tout schma atne Y dansL g, I'application
Ya(Y; U Ye(Y;X)
est surjective.

2. L'application _
Ys(X; U™ Ya(XiX)

est surjective.

3. Le br® inversible L(1x )jx £z est trivial.

Ayant remarqu® que 1 et 2 sont §quivalentes p I'existence d'uneS-correspondance
“nie qui est une section dei p homotopie prgs, le lemme prgc®dent est une cons®quence
imm®diate du lemme plus prgcis :

Lemme 1.3.22 Soit Y un sch§ma atne dansL s et :Y ! X une S-correspondance
“nie. Les conditions suivantes sont §quivalentes :

1. Il existe une S-correspondance nie ® tel que le diagramme suivant est commutatif
danS ]/L COT;SI
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2. Le faisceau inversibleL (" )jyg ¢z est trivial.

Remarque 1.3.23.{ Prgcisons méme que de plus, le$ correspondances vEri ant la
condition de 1 sont en bijection avec les trivialisations deL (" )jyg sz B isomorphisme prgs.

Preuve : Ce lemme est un corollaire du thorem&.3.18 que I'on applique p la courbe
atne X=S, mais aussi p la courbe quasi-atndJ=S.

2) 1:llsuttde consid&reriune trivialisation S deL( )jvesz. Des lors, la classe du
couple (L(7);%4)©s) dansPic YX;YX1 t YZ d¥ nit une S-correspondance nie®,
et d'aprgs le point 3 delI.3718 on a bieni +®= ",

1) 2 : R&ciproquemerdl, la S-correspondance nie® correspond p un glfment du
groupePic YX;Y X1 t YZ représent® par le coupléL (®); %®)). Alors, puisquei+® =
~, il existe un isomorphismeA: L(7) 'L (®) tel que le diagramme suivant est commutatif :

. Aj .
LO)iy x gt L (@)jy x,

) Oy x ®)jyx 1

1

et I'on remarque que¥{®)jy z +Ai 1jy 7 est une trivialisation de L(")jy z. o

1.3.4.2 Sections locales des immersions ouvertes dans YL cork

On a vu dans le paragraphe prgc®dent des conditions n§cessaires et sutsantes de factori-
sation d'une S-correspondance nie par une immersion ouverte. On applique maintenant
ce fait pour en dgduire la proposition importante qui suit, que I'on peut voir comme une
reformulation de la proposition 4.17 de [ESV00d (dans le cas local) :

Proposition 1.3.24  On suppose quek est in ni.
Soit X un sch§ma alg®brique lissd) un ouvert dense deX, et x un point de X . Alors
il existe

1. un voisinage ouvertV de x dans X,
2. une correspondance nie®:V ! U

tels que le diagramme suivant est commutatif dan®l cor-k

oM l'on note i et les immersions ouvertes canoniques.

Preuve : OnnoteZ = X j U.

Tout d'abord, d'aprgs le thgoremeL.3.1] il existe un schma atneS alggbrique lisse,
un voisinage ouvert atneV de x dans X, un morphismef :V ! S lisse de dimensioni,
et un S-schmaV tels queV =S est une bonne compacti cation de(V;V\ Z).
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Compte tenu du diagramme commutatif
v\ u—v

e P

u—x;

on voit que si le thorpme est vrai pou/, il I'est pour X . Donc on peut supposetX = V.
Ainsi, (X;Z) admet une bonne compacti cation surS.

On va maintenant pouvoir appliquer le lemme[1.3.22

Soit donc L(1x) le faisceau inversible surX £g X qui reprsentely 2 Yg(X;X )
d'aprpgs le thoremé 318 Or Z=S est ni, car c'est un ferm& deX=S qui est une courbe
propre et atne par hypothgse. En particulier, Spec Ox:x )£ sZ est ni sur le schgma local
Spec Ox:x ). C'est donc un sch§ma semi-local. Dps lor®ic(SpecOxx)£sZ)=0. En
particulier, L(1x ) est trivial sur Spec Oxx ) £ s Z, ce qui signi e gu'il existe un voisinage
ouvert V de x dans X tel que L(1x) est trivial sur V £5 Z.

D'apregs le lemmeIL.3.22 appliqug avecY = V, R la correspondance nie reprsent§e

par l'inclusion V! i X, la section que l'on vient de trouver est donc ®quivalente p une
S-correspondance nie®:V ! U qui fait commuter le diagramme de¥L co:s :
7.
X i z-Ix:
Il suxt maintenant de regarder ce diagramme g travers le la restriction & avec la
notation de[L.ZI50u ¢ : S! k est le morphisme lisse structural deS. En e®et, d'aprgs
le lemme[l.2.14 la k-correspondance nie#(®) convient. a

Corollaire 1.3.25 On suppose quek est in ni.
Soit X un sch$ma alg®brique lissd) un ouvert dense deX . Alors il existe

1. un recouvrement ouvertp: W ! X de X,

2. une correspondance nie®: W ! U
tels que le diagramme suivant est commutatif dan®l ¢ork

}
ol
oy

ou l'on note i et les immersions ouvertes canoniques.

Preuve : Il suxt d'appliquer le lemme prgc®dent en tout point x de X, ce qui nous donne
pour chaguex un voisinage ouvertVy dex dansX et une correspondance nie®y : Vy ! U
qui v&ri e la condition du lemme. Par quasi-compacit§ deX, il existe un nombre ni de
points X1;::1; X, tels que les ouvertsVy, ; :::;\c/;X recouvrent X . On pose alors :

n

W=V,



32 CHAPTER 1. CORRESPONDANCES FINIES

1.3.5 Droite atne sur un corps

Toujours dans le méme esprit, la proposition suivante s'inspire du lemme 4.6 d&EV00( :

Proposition 1.3.26  Soit C un ouvert de A;.
Alors, pour tout ouverts U, V de C tels queC = U[ V, le complexe

(i13i2)

01 U\ V2 yeviy Cl o0

est contractile dans la catBgorie additive/L cork, OM i1;i2;]1;]2 d®signent les immersions
ouvertes canoniques.

Remarque 1.3.27.{ On interprgte cette proposition par le fait que dans la cat§gorie

KP(YL cork) formBe des complexes m ®quivalence d'homotopie pres, les ouverts Ale

satisfont la proprigt® de Mayer-Vietoris. Cette remarque prendra tout son sens dans le
chapitre sur la catggorie triangul§e des motifs mixtes de V. Voevodsky.

Preuve : Fixons les notations suivantes W = U\ V, T=Cj (U[ V),Z=Cj Uet
Z%=Cj V;doncT = Zt z% Par hypothgse,Z et Z°sont disjoints. On munit tous ses
sous-espaces de la structure rgduite de sous-sch§ma correspondante.

Puisque C=k est une courbe atne lisse, il existe d'aprgs la propositiofi.3.10 une
courbe projective lisse¢=k qui est une bonne compacti cation deC=k, et en méme temps
une bonne compacti cation deU\ V=k

On considgre I'Elﬁmenltlc dans¥% (C; C).¢D‘aprﬂs le thoremd&L.3.18 il lui correspond
un unique §l¢ment dePic C £, €;C £, C1 . On peut donc considgrer un couplgL ;%)
qui le reprgsente. Ainsi,L repr§sente le diviseur correspondant p la diagonalé ¢ dans
CEy é, et la trivialisation %aprovient en fait d'une trivialisation

s: 0. il

opu-=( C£4C)i ¢c.
Mais par ailleurs le schgmaC £ T est un ouvert de A+, doncPic(CE£x T)=0. llen
rgsulte que le faiscealjcg, 7 est trivial. On choisit donc une trivialisation

t:Owce, il (ce 1

Fixons maintenant une notation commode : pour tout ouvert U de C, et tout fermg Y
de C ditinct de C, on poseT (U;Y) le groupe additif des isomorphismes de brg d®©yy
dansLjyy. On a donc un morphisme canonique

TUY)!D Y%U;Ci Y);r 7' ®&r)

qui p une trivialisation r associe le coupldLj a;r © ¥uyc, ) (Notons que I'on peut faire
la somme directe de deux trivialisations sur un ferm® strict deC, puisque celui-ci admet
un voisinage atne).

Par ailleurs, pouri : U%l Uetj:Xj Y! X i Y%deux immersions ouvertes, pour
r 2T (U;Y), on a les relations suivantes :

®(r) 2i = ®&rjuoy) | £&r) = &rjuyo)
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qui rgsultent de la fonctorialit® de lisomorphisme deI.3 18 SiY est vide, T (U;Y) est
rgduit g un singleton, d'image I'immersion ouverteU ! C par ® (compte tenu du choix

de (L;%)).

Muni de ces notations, on peut maintenant construire une homotopie explicite

0 ’U\ Vv j1ij2 IU©V (i15i2) ’C (0

BAZ) x/

—Iuy\ V—/U© —/C

en posant :
1. gp = ®(tjcz0) : C! V
2. f1= ®(Sjuz ©tjuzo):U! U\ V
3. f2= ®(tjvt) i ®(SjvzoOtjyvz)
On peut alors vEri er que c'est bien une homotopie :
1. On obtient tout d'abord : i>+g = ®(tj.) =1c.
2. Par alilleurs,
faj1i faj2= ®(sjwz ©Otjwzo) + ®(Sjwzo©tjwz) i ®(tjwt)

Cette correspondance nie correspond donc au br§ inversible -L - L, muni de
la trivialisation

(Siwz © tjwzo© sjwec; ) - (Sjwzo© tjwz © Sjwe, ) - (tiwt © sjwc, ):
Ce couple est isomorphe fL; sjwz © Sjwz0© Sjwc, ), Soit a la correspondance nie
1y .
Les quatre autres relations se vEri ent de la méme fason. o}

Remarque 1.3.28.{ On g§n®ralisera cette proposition lorsqu'on aura d ni la topologie
de Nisnevich.
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Chapter 2

Faisceaux avec transferts

Sauf mention explicite du contraire, tous les faisceaux que I'ont considgre sont
des faisceaux en groupes ab#liens.

2.1 Topologie de Nisnevich

On xe dans cette partie un sch§ma noeth@rien de dimension de Krull nie S.

2.1.1 D& nition

D# nition 2.1.1 On d® nit la topologie de Nisnevich surL s, not§e Nis comme la topolo-
gie engendr§e par les familles couvrantes d'un schgm@a dansL s

fi
Vi ' X)izi
telle que

(N1) f; est un S-morphisme $tale

(N2) Pour tout point x de X, il existe i dansl, ety un point de V; au-dessus de tel que
le morphisme induit sur les corps rgsiduels (x) ! - (y) est un isomorphisme.

De plus, on appelle voisinage de Nisnevich d€ en x tout couple (V;y) ouV est un
sch®ma ®tale et de type ni suiX ety un point de Y au-dessus de tel que le morphisme
induit - (x) ! - (x) est un isomorphisme.

La topologie Nis s'insgre dans la suite dg§croissante de topologies surs :
Can, Et, Nis, Zar

op Can, Et, Zar dgsignent respectivement les topologies canonique, §tale et Zariski. En
particulier, tout prgfaisceau reprgsentable suil. s est un faisceau pourNis.

2.1.2.{ On note Ns (resp. Zs) la cat®gorie des faisceaux de groupes abliens slrs
pour la topologie de Nisnevich (resp. Zariski).

35
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Exemple 2.1.3.{ Si X est un schgma dang g, le prgfaisceau
Lx! AbYT7!Z:Hom (Y;X)
est un faisceau pour la topologie de Nisnevich. On le notés (X ), en tant qu'objet de N s.

On utilisera particuligrement le lemme de<structure> suivant pour les voisinages de
Nisnevich :

Lemme 2.1.4 Soit X un sch§ma irrgductible dand. s, x le point ggn®rique deX . Soit
V un sch§ma dand. s, y un pointde Y etf : V! X un S-morphisme tel quef (x) = v.
Alors les proprit§s suivantes sont §quivalentes :

1. f induit un isomorphisme de- (x) dans - (y).

2. Il existe un ouvert U de X contenant x, et un morphismes: (U;x) ! (V;y) qui est
une section def j;i 1y, ie f £s=Idy.

Preuve : Il sutt d'appliquer le lemme

Lemme 2.1.5 Soit s un point de S. Soient (X;x) et (Y;y) deux(S;s)-sch§mas,Y §tant
localement de pr§sentation nie surS.

Soit F ((X;x);(Y;y)) le germe desS-morphismes deX dansY envoyantx sury (ie les
S-morphismes de sch®mas d® nis sur un voisinage ouvert de envoyantx eny). Alors
on a une bijection

F((X;x);(Y;y) ! Hompgeio o (Oviy; Oxix )
fo7 fy:

Considgrons l'application

("
Ovy i - (y) - (X) = Oxx :

D'aprgs le lemme, ce morphisme local correspond g u8-morphisme s d§ ni sur un
voisinage ouvert dex. Par ailleurs, si I'on se restreint g un ouvertU encore plus petit,
compte tenu de ce qudf J_rs)]x = |d, s d® nit bien une section defjy. © o

Remarque 2.1.6 { Le cas desk-alggbres locales-§tales de corps rgsiddemontre qu'on
ne peut pas esp®rer obtenir une telle section sur un ouvert en g&ngral (mais seulement un
ouvert localement ferm®).

2.1.2 Base pour la topologie de Nisnevich

Tout recouvrement de X pour la topologie de Zariski surL s admet un sous-recouvrement
‘ni (car X est noeth®rien donc quasi-compact). Le lemme de structure nous permet de
dgduire une propri®t® semblable pour la topologie de Nisnevich. Plus prgcisgment,
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3
Lemme 2.1.7 (de strati cation) Soit X !fi

topologie de Nisnevich surL s.
Alors il existe une suite nie dfcroissante de ferm$§s d&X (i.e. une strati cation)

X ol un recouvrement de X pour la
I

X=2Zj, % % Zj, Y6 Zj,., =,

telle queJ = fjo;::5;jn+1 g estinclus dansl et pour tout indice m, fj £x (Zj,, i Zjm.u)
admet une section.

Preuve : On poseX = Zj,.

Soit x le point ggn®rique deZ;,, etj1 2 | tel que X;j, est un voisinage de Nisnevich de
x sur X . D'aprgs le lemme prgc®dent appliqug au poink de Xj,, il existe un ouvert U;,
de Zj, contenant x tel que fj, admet une section d§ nie sury;,,.

On pose doncZj, = X j Uj,, et on peut appliquer le prockd® préctdent &;,, puisque
(Zj, Ex Vi! Zj,)i21 estun recouvrement Nisnevich deZ;, .

It§rant ce processus, on obtient une suite strictement dgcroissante de ferm§s de,
qui est donc ngcessairement nie puisqu& est noeth®rien. o

Or,sif : V! X estun morphisme ®tale qui admet une section sur un sous-schma
X %de X, alors c'est un voisinage de Nisnevich d& en tous points deX °. Ainsi, dans la
situation du lemme prgc®dent, puisque la famille d'ouverts(U;);25 recouvre X, (fj)j2s
est dgja un recouvrement pour Nisnevich de .

En fait le lemme de strati cation donne méme une propri§t® plus pr&cise sur la topologie
de Nisnevich. On introduit pour dggager cette propri§t® la notion suivante de F. Morel et
V. Voevodsky (cf [MVO1], x3, d®&f. 1.3) :

D# nition 2.1.8  On appelle carr§ distingu§tout diagramme cart§sien danslL s

UEyx V—IV
L

tel que
1. i est une immersion ouverte,
2. p est §tale,

3. silonnote Z = X | U sous-espace de&X muni de sa structure de sous-sch§ma
rgduit, p induit un isomorphisme pi 1(2)! Z.

Le couple(i; p), qui est alors une famille couvrante deX pour la topologie de Nisnevich,
est alors appel§famille couvrante §lgmentaire

Remarque 2.1.9.{ On d®signera par abus un carrg distingu® du type de la d® nition
ci-dessus, par le triplet(X; U; V) qui lui est associ§.

Lemme 2.1.10 Les familles couvrantes §l§mentaires forment une base pour la topologie
de Nisnevich surL s.
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Preuve : On note TO(X) I'ensemble des familles couvrantes §l€mentaires de, et T%la
topologie la moins ne surL s telle que ces familles soient couvrantes.
On doit montrer que T 0= Nis. Or, toute famille couvrante §l€mentairg &tant couvrante

pour Nisnevich, on aT? est moins ne que Nis. R®&ciproquement, soit V, !' X un

recouvrement pour Nisnevich. On cherche g voir que le cribl& engendr§ par cette famllle
est un crible couvrant pour T® D'aprgs la remarque qui suit le lemme de strati cation,
on peut donc supposer qud esb ni, et par syite, on peut supposer queR est engendr§
par une unique application,f =, fi:Y =, Vil X.

On raisonne par rgcurrence sur la longueur d'une cha®ne de strati cation d& . Soit
Z le premier terme d'une strati cation de longueur n de X . Par d® nition, f admet une
section surU = X | Z, notges. On note encoreY?= fiX(U)j Im(s), etV =Y YO

Des Ior§, (:uU! XV !f X) forment un recouvrement §l€mentaire deX (en e®et,
fil(U) V =1Im(s)). Par ailleurs, Y £x U! U admet une strati cation de longueur
nj 1 (donn®e par la strati cation d'ordre n de X d®ja choisie), donc est couvrante pour la
topologie T® Or le crible couvrant R est obtenu par composition des familles couvrantes
(Y £x U! U);(ldy)) avec la famille couvrante(U ! X;V ! X), il appartient donc p
TO o

Comme de plus la collection des familles couvrantes §l§mentaires est stable par change-
ment de base. Donc, d'aprgs le corollaire 2.3 d&GA4], expost I, pour voir queF est
un faisceau pour la topologie de Nisnevich, il sutt de le tester sur les familles couvrantes
®l®mentaires. On d®&duit de ce fait le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.11  Soit F un pr§faisceau d'ensembles sur 5. Alors, les conditions suiv-
antes sont §quivalentes :

1. F est un faisceau pour la topologie de Nisnevich.

2. Pour tout carrg distingu® (X;U; V), le diagramme d'ensembles

F(X) —F(V)

P p
F(U)—FUEx V)

est cart@sien.

Remarque 2.1.12.{ On se placera toujours dans le cas offf est un faisceau de groupes
ab®liens ; on notera que, puisque le foncteur d'oubli des groupes abgliens dans les ensembles
est exact p gauche, le corollaire prgc®dent est encore valable si I'on remplace partout
<ensemble> par <groupe abglierr.

2.1.3 Points pour la topologie de Nisnevich

On utilise dans cette sous-section la thgorie g&n®rale des points d'un topos dans le cas
du topos Nisnevich (et en méme temps le cas classique du topos Zariski), prgsent®e dans
l'appendicelC.3
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2.1.3.1 Localis§ pour la topologie de Nisnevich

Pour d§ nir des points du topos Nisnevich (resp. Zariski), on commence en fait par d§ nir
des cat®gories de voisinages (d'aprgs I'annek&3, c'est en fait ®quivalent)

D# nition 2.1.13  Soit X un sch®ma dansL s, et x un point de X. On note V, (X)
I'ensemble des ouverts dX contenant x ordonn® par inclusion (i.e. des voisinages d&
dans X pour la topologie de Zariski).

Similairement, on note V! (X) la cat§gorie des voisinages de Nisnevich d¢ en x (cf

d® nition [Z.1.7).
Remarque 2.1.14 { On reconnadtra dans cette d§ nition la d& nition g&n®rale(C.3.6

Lemme 2.1.15 Les cat@goriesV, (X) et VI (X) sont essentiellement petites et co I-
trantes.

Preuve : Soit V et V°deux voisinages Nisnevich (resp. Zariski) dex dans X . Alors,
V £x VOest un voisinage Nisnevich (resp. Zariski) dex dans X © plus n que V et V°

Dans le cas des voisinages Zariski, la catggorie est méme petite. Dans le cas des
voisinages Nisnevich, il suxt d'utiliser la forme ®lgmentaire d'une extension ®tale de
schgma, et le fait queX est noeth®rien, pour trouver une (petite) famille essentielle. ©

D& nition 2.1.16 On d® nit le localis§ de X en x pour la topologie Zariski, not§ X,
comme le pro-objet del s
Xy = i U:
U2v, (X)

On d§nit aussi le localis§ deX en x pour la topologie Nisnevich, not8X ', comme le
pro-objet delL g
XM= hm Vv
V2vi(Xx)

Proposition 2.1.17 1. Le pro-objet X! (resp. X) pro-reprsente un foncteur bre
du topos Nisnevich (resp. Zariski) deL s.

2. La famille des points X' (resp. Xx) pour X dans L s et x un point de X est
conservative sur le topos Nisnevich (resp. Zariski) dd. s.

Preuve : On ne donne la dgmonstration que dans le cas de la topologie de Nisnevich
(l'autre cas gtant p la fois plus simple et similaire).

1) Il s'agit de vErier la condition (C) de la proposition[C.3.10 pour le pro-objet X P,
Soient V un voisinage Nisnevich dex dans X, Y un schgma dansL s et (Y;)r2a ! Y
un recouvrement Nisnevich deY, etf : V I Y un morphisme. Soitv le point de V tel
que l'extension induite - (v)=-(x) soit triviale, et y = f(v). Puisque (Y;); ! Y est un
recouvrement, il existe unr dansa et un point z dansY; au-dessus de tel que I'extension
induite - (z)=-(y) soit triviale. D'aprps le lemme[Z1.4 il existe donc un ouvertU de Y
contenant y tel que le morphismeY; £y U ! U admet une section, notges. Or, V £y U
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est un ouvert de U contenant v, c'est donc un voisinage Nisnevich deX. On en d®duit
donc le diagramme commutatif attendu :

VEyUse— Iy

ey

sp f
Yr £Y U

Yr Iy

2) Soitu: F ! G un morphisme de faisceau.

On montre d'abord que si pour tout point X de X, ux est injective alors u est un
monomorphisme. Tout d'abord, ux : F(X) ! G(X) est injective. Soit donc s;t deux
X -sections deF, telles queuy (s) = ux (t). Alors pour tout point x de X, consid§rant
le morphisme canoniqueF (X) ! Fy, ux(Sx) = ux(tx), donc sy = tx dans I'ensembleFy.
Par d® nition, cela implique qu'il existe (V;V) voisinage de Nisnevich deX en x tel que
sjyv = tjy. Par allleurs, appliquant ceci en tous points deX , on obtient un recouvrement
pour NisnevichV; I X tel que sjy, = tjy,, ce qui impliques = t (puisqueF est un faisceau
pour Nisnevich).

Supposons maintenant que pour tout pointx, uy est un isomorphisme, et montrons
gue u est alors un isomorphisme. D'aprgs ce qui prgcgde, il suxt de voir quax est
surjective. Soit donc s° une section dansG(X). Comme uy est surjective, il existe un
glEment® dans Fy d'image s¢. Encore une fois, le calcul deFy montre que ® se relgve
sur un voisinage Nisnevich dex, not§ Vi. On note encoresy, la V-section deF dont la
“bre est ®. Dps lors, le systgme des,, et Sy, co®ncide surVy £x VW car elles ont méme
image paru qui est dgja un monomorphisme. Commé- est un faisceau pour Nisnevich,
le systeme degqsy, )x2x Se relgve en une sectios dans F(X), dont limage par uy est
fgale ps® a

On introduit la notation temporaire Pt(Ns).. (respectivement Pt (Zs),..) pour la
cat§gorie formge des pro-objets de la form¥ ' (respectivement X ) pour X un sch§ma
dansL s et x un point de X.

Cette cat®gorie est donc ®quivalente p une cat§gorieconservative> de foncteurs "bres
(ou encore points) du toposN s (respectivementZ g).

Ainsi, si F est un faisceau Nisnevich sul. 5, X un sch§ma dand. s et x un point de
X, la "bre de F au point pro-reprgsent® par le pro-objetX ! sera donc

F(XD) = ffm  F(V):

V2Vh(x)

Remarque 2.1.18.{ Notons par ailleurs que sif : (X;x) ! (Y;y) est un morphisme de
schmas point®s (i = f (x)), on dg nit un morphisme f* canonique de pro-objets obtenu
par composition des morphismes suivants

En e®et, pour toutV 2 Vy (Y), l'ouvert X £y V appartient p Vy (X).
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2.1.3.2 Limites de localis§is et anneaux hens§liens

On va dgterminer les limites des pro-objets prgc®dents dans la catggorie des sch§mas.
Pour cela, on a besoin de conditions de nitude particulipres sur les sch®mas, pour
lesquelles on se rgfgre p I'annei®

2.1.19.{ Si X est un S-sch§ma local d'anneauO. On appelle lieu de X le point de S
image du point ferm®§ deX, not® s. La donn®e du morphisme structuralX ! S est alors
®quivalente p la donn®e d'un morphisme locas.s ! O . On notera pour abrggerO=S une
telle donnge, et on l'appellera simplement uné&-alggbre locale. Cela correspond donc p un
point s de S, le lieu (ou localit§) de O=S, et p un morphisme local d'anneauxOs:s ! O

On dit qu'une S-alggbre localeO est essentiellement de type ni (resp. essentiellement
lisse) si et seulement si le morphisme correspondar8pec©) ! S est essentiellement de
type ni (resp. essentiellement lisse). Sis est le lieu deO=S, cela ®quivaut donc, d'aprgs
la proposition au fait que O est une Ogs-algebre essentiellement de type ni (resp.
formellement lisse et essentiellement de type ni).

Un morphisme de S-alggbres est simplement unS-morphisme des sch§mas locaux
sous-jacents. Donc, pour gu'il existe unS-morphisme entre deuxS-alggbres locale€D=S
et O%S, il faut qu'elles aient meéme lieu. Alors, si s est le lieu commun de ces deux
alggbres, unS-morphisme O ! O Cest donc §quivalent p un morphisme d®ss-algebre.

Ayant x§ ces d® nitions, on introduit la catggorie suivante :

D& nition 2.1.20  On note As la cat§gorie desS-alggbres locales essentiellement lisses,
muni des morphismes de5-alggbres d§crits ci-dessus.

On dira encore qu'un objet O=S de As est un point essentiellement lisse dé&.

Remarque 2.1.21.{ Par d§nition, la catBgorie AgP est Bquivalente p la catfgorie des
S-schmas locaux essentiellement lisse.

2.1.22 { Or, pour tout schgma X dansL g et tout point x de X, le pro-objet X, admet
par d€ nition pour limite projective (dans la cat§gorie des schgmas) le sch&ma local
Spec Oxx ). Alors, il résulte delAlque Ox.x est une S-algebre locale essentiellement lisse,
donc un objet de As. On verra plus loin que cette proprigt§ caract§rise la limite des
pro-objets de la formeXy.

Avant cela, intgressons nous au cas de la topologie de Nisnevich. On commence par
quelques rappels d'alggbre, dont la rgfrence principale e$Rdy7(].

D& nition 2.1.23  Un anneau local A est henstliensi et seulement si touteA-alggbre
‘nie B est dgcompos®e,e. le morphisme canonique

Y
B i Bx

x2 Spem(B)

ou Spem@B) dgsigne le spectre maximal d8, est un isomorphisme.
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Remarque 2.1.24.{ A ®tant local et B ®tant une A-alggbre nie, 'ensemble des idgaux
maximaux de B est toujours ni.

On utilisera particuligrement la caract§risation suivante des anneaux locaux hensgliens
(cf [Ray7Q)) :

Proposition 2.1.25 Soit A un anneau local, k son corps rgsiduel,X = Spec(A) et Xg
son point ferm® ; les conditions suivantes sont §quivalentes :

1. A est henstlien.
2. Pour tout morphisme ftaleY !f X, les conditions suivantes sont §quivalentes :

(@) f admet une section.
(b) Y est un voisinage de Nisnevich d& en Xp.

Ce que l'on peut encore exprimer en disant qu'une section en haut du diagramme

suivant se descend suX
S—
Y £y Xo —IXo

L

f
y —Ix:
On rappelle en n la construction suivante (cf [Ray7Q)) :

Proposition 2.1.26  Le foncteur d'oubli de la catfgorie des anneaux locaux hens§liens
(munis des morphismes locaux) dans la cat§gorie des anneaux locaux admet un adjoint p
droite.

Si A est un anneau local, on noteA" limage de A par I'adjoint préc@dent, appel®
hensglis§ deA.

Remarque 2.1.127 {L Plus ggn®ralement, siX est un anneau local,X = Spec(A), on
note X" = Spec A", appel€ hens€lis§ dX .

A d®faut d'une meilleure caractgrisation, on introduit la d§ nition suivante :

D& nition 2.1.28  On note ASh la cat§gorie desS-alggbres locales qui sont obtenues par
hensglisation d'uneS-alggbre dansAs.

Remarque 2.1.29.{ Soit X=S un S-sch®ma local essentiellement lisse. Par d§ nition
du foncteur henséglisation de[Ray7(], X " est alors limite projective de X -schmas §tales.
Ainsi, X" est formellement lisse. Mais le contre-exemple ci-dessous, que j'ai appris de
Laurent Fargues, montre queX "=S n'est plus ncessairemenessentiellement de type nj
méme siS est le spectre d'un corps.

On poseS = Spec (C), et on note G, le groupe multiplicatif sur le corps des hombres
complexes. SoitO I'hensglis§ de l'anneau local deG,, au point 1, K son corps des
fractions. Alors, ¥4(Gm) = 2, compl§tg pro- ni de Z, d'aprgs le thgorgme de comparaison
du groupe fondamental (les points complexes d&, = P(l: if 0;1g ®tant une sphgre de
Riemann privge de deux points). SoitK, I'extension maximale non rami §e en0 et 1
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de C(t) ; par d® nition, Gal(K=C(t)) ' %4 (Gn), donc K, =C(t) n'est pas de type ni.
Or, Ko 2K, donc K=C n'est pas de type ni.

2.1.30.{ Si X estun schma dé s, et x un point de X, le pro-objet X ¥ admet pour limite
projective dans la cat§gorie des schmas le schma loGyec OQ;X , OM OQ;X designe
I'nens®lis§ de I'anneau locaDyx.x dansAs.

De plus, le morphisme canonique de pro-objetX ) ! X est induit par le morphisme
d'adjonction, Oxx ! O Q;X (ce qui justi e nos notations).

Remarque 2.1.31.{ On en d®duit la reformulation suivante du lemme[Z1.4:
Soitf : V! X un morphisme $tale,x un point de X ; alors les conditions suivantes
sont §quivalentes :

1. f est un voisinage de Nisnevich d&X en x.

2. Le morphismeV £x X1 X[ admet une section.

Pour résumer ce qu'on a obtenu dans ce paragraphe, on a donc des morphismes

Pt(Zs)ess ! (Ag)°P Pt(Ns)ess ! (AP
Xx 7' SpecOxx) Xy 7! Spec O%,

qui consistent tout simplement p prendre la limite projective du pro-objet considgrg dans
la cat§gorie desS-sch§mas. Par ailleurs, ces deux morphismes sont pleinement degles
d'apreslC.2.38

Le but du paragraphe suivant est de voir que ce sont des §quivalences de catggorie, et
méme de fournir un quasi-inverse.

2.1.3.3 Modgles

Commenxgons par le lemme suivant, qui dgcoule principalement de I'anne¥s :

Lemme 2.1.32 Soit O=S une S-alggbre locale,s I'image de son point ferm®.
Les conditions suivantes sont §quivalentes :

1. O est essentiellement lisse sus.

2. Il existe une sousS-alggbreB de O lisse et de type ni surS et un idgal premier x
de B tel queByx = O.

Remarque 2.1.33.{ Par extension, on appelle S-alggbre tout anneauA muni d'un
morphisme Spec @) ! S. Si (P) est une proprigt® duS-schgmaSpec @), on dit encore
gue A vEri e la proprigt® (P). Si A=S et B=S sont deux S-alggbres, on dit queA est une
sousS-algebre deB si et seulement siA %2 B est le morphisme induit par cette inclusion
SpecB)! Spec@) est un S-morphisme.

Preuve : Le fait que 2) 1 est §vident.
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R®ciproquement, par d nition, il existe un ouvert atne U de S contenant s, d'anneau
A, tel que O=A est essentiellement de type ni. D'apres la d& nition[A. 1.1} il existe donc
une sousA-algebre B de O telle que B=A est de type ni et telle que Si1B | O est
un isomorphisme, ouS = B\O £ |l est Bvident que S est le complgmentaire de l'idgal
premier x de B image r&ciproque de l'idgal maximal deD.

CommesS est noethgrien, I'immersion ouverteSpec @) ! S est de type ni (cf [EGA1],
6.3.5). Donc, le morphismeSpec@) ! S est de type ni. Par ailleurs, Spec ) est lisse
sur S en x, puisque O=Osg s est formellement lisse. Comme cette condition est ouverte, il
existe un ouvert principal de Spec 8) contenant x et lisse surS, c'est-p-dire un §lgment
f deB tel quef 2 x et By est uneS-alggbre lisse de type ni. a

D# nition 2.1.34 Soit O un anneau local dansAs. On note M s (0O=S) l'ensemble,
ordonn§ pour l'inclusion, des sousS-alggbresB de O telles que :

1. SpecB) est lisse de type ni surS.

2. Si l'on note x la trace de I'idgal maximal deO dansB, By = O.

Lemme 2.1.35 Féour tout anneau O dansAg, M IS (0=S) est un ensemble Ttrant.
De plUS, O = A2M lis (O:S) A.

Preuve : O est d'abord non vide d'aprgs le lemm&.1.32

C'est de plus un ensemble ordonn® Ttrant : soitB et B deux §lgments deM 'S (0=S).
Si I'on note s limage dans S du point ferm®& de O, on peut considgrer un voisinage ouvert
atne de s dans S, d'anneau A. Considgrons la sousA-algebreB%°= A[B [ B de O.
Alors, B%est dominant sur O, et la trace de l'idBal maximal de O dans B not@e x,
verie : BY%= O. Ainsi, BO%A est lisse enx, et comme cette proprigtg est locale, on peut
p nouveau trouver unf dansB%x tel que B%A est lisse, et contientB, B®

L'anneau O est en n rgunion ltrante des tels objets puisque pour tout §lfmentf
de O, on peut appliquer le raisonnement prgcgdent gA[f [ B] ou B est un §l§ment de
M lis (0=S). o

2.1.36 { La correspondance qui p uneS-alggbreO associe le pro-obje{O) dansproj L g
est fonctorielle. En e®et, si : O1! O » est un morphisme deS-alggbre, on en dgduit un
morphisme (' ) : (O2) ! (O1) en considgrant la limite

3

Spec( (A));s ! Spec@)
A2M lis (0,=S)°%

opu Spec( (A)),s designe le lieu lisse dik-schgma de type niSpec( (A)). Prgcisons en
e®et que le pro-objet

Spec( (A))is
A2M lis (0;=5)°P

est canoniguement isomorphe au pro-obje{O;) (notamment parce que le morphisme'
est local).
On arrive donc p la d® nition suivante :
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D# nition 2.1.37 Soit O un anneau dansAs. On d® nit le pro-objet de L s, not§ sim-
plement (O), §gal p

Spec@):
A2M lis'(0=S)P
On a ainsi d& ni un foncteur
As®® I projLs
o 7t (O):

Dans la suite du travail, nous utiliserons donc les pro-objets attach§s p des anneaux
locaux dansAs. On adopte encore la d§ nition suivante :

D§ nition 2.1.38  Soit O un anneau dansAs.
On appelle modele de€)=S tout couple (X;x) ou X est un schgma intggre dang s,
x : Spec©)! X un point dominant de X tel quex induit un isomorphisme x! : Oy !
0.
On d§ nit aussi la catBgorie des modples d®=S form$§e des objets ci-dessus et dont
les morphismes sont les diagrammes commutatifs
x/5(
Spec©) Lf

y\(Y :

On confondra souvent le morphismex et I'unique point de X dans son image.

Lemme 2.1.39 Soit O=S un anneau dansAs. Alors,
1. O=S admet un modgle.

2. Soit (X;x) un modele deO=S. Il existe un isomorphisme canonique de pro-objets
de L s, induit par x!,
O) it Xy

3. Soit (X;x) ! (Y;y) un morphisme de modgles d®=S ; on a alors un diagramme
commutatif :

X

(0) Ry,

Yy:

Preuve : Le 1: n'est qu'une reformulation de la proposition [Z1.32 puisque siO = Ay,
X = Spec (A) convient.

Pour 2: et 3;, il suxt de remarquer que chaque objet deOuvy (X ) vEri e la condition
coPF dansL s, et d'appliquer le lemmelC.2.33 o

En d'autres termes, un modgle deO=S est un pro-objet X, isomorphe p(O), et
obtenu par localisation d'un schmaX dansL s en un point. Les §l&ments dev s (0=S)
se caractgrisent (g isomorphisme prgs) comme les modgles atznes@eS qui sont de plus
domin®s parSpec Q).
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On a donc deux fasons §quivalentes de dgcrire un méme pro-objet ('une alggbrique p
partir d'un anneau local et l'autre ggom®trique p partir d'un schma de type ni) et on
se servira des deux dg nitions suivant ce que l'on veut dire de notre pro-objet.

Si I'on ajoute la condition que la cat§gorieAs est saturge par isomorphisme, on peut
résumer ce gqu'on a obtenu dans la proposition qui suit :

Proposition 2.1.40 Le foncteur As®?! proj L s; O 7! (O) induit un foncteur
AsPIP t(Zs)ess

qui est un quasi-inverse du foncteur canonique (d® ni dans le paragraphe précgdent)
Pt(Zs)ess! As:

Preuve : Il s'agit d'abord de v&ri er que le pro-objet (O) est un foncteur bre. Or, on
I'obtient facilement, puisque O admet un modgle(X;x) d'apres le lemme2.1.39 et que
des lors,(O) ' Xy est un foncteur bre.

Pour montrer que les deux foncteurs sont quasi-inverses I'un de l'autre, il sutt de
constater que siX est un sch&ma dand. s, X un point de X, (X;x) est tautologiquement
un modele deOx.x , et que donc le morphisme canoniqueXy ! (Ox:x) est un isomor-
phisme de pro-objets (lemmdZ1.39. a

2.1.41 { On obtient de la m&me manigre un quasi-inverse du foncteur
Pt(Ng)ess! AL™
en attachant p toute S-alggbre localeO dansAJ' le pro-objet (O)" §gal p

iMm Spec@)
4

op la limite projective parcourt la catggorie essentiellement petite desS-algebresA qui
sont Btales sur une sous-algebre lisse de type ni deO. Puisque, par d§ nition, 'anneau
O est obtenu par hens®lisation d'uneS-alggbre O° dans As, un modgle (X;x) de O%S
d® nit un isomorphisme canoniqueXf ! (O)". L'gnonct et la preuve de I'analogue de la
proposition prgcgdente pour la topologie de Nisnevich se traduisent donc litt§ralement.

2.1.3.4 Points de basses dimensions

La catfgorie As est Itrge par la dimension. On ®tudie particuligrement les objets de
dimension 0, et on note As(g) la sous-catgorie deA s engendrge par ces objets.

Dans [EGAI], 3.4.5, les auteurs appellent points ggom$triques de tout couple (E; ")
OUE estun corps, et” : SpecE)! S un morphisme. Cette donne est donc ®quivalente
a la donnge d'un §l¥mens de I'ensemble sous-jacent i, lieu de E=S, et d'un morphisme
-(s)! E.

Dans cette thgse, on appelle simplement point de S tout couple (E;") tel
que E estun corps, ~ :SpecE)! S un morphisme essentiellement de type ni
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Cela signi e encore, sis est le lieu du point E=S, que E=: (s) est une extension de
type ni (cf dg nition [AIT et lemmelALD).
Par ailleurs, on introduit la d® tion suivante :

D§ nition 2.1.42  On note ES la cat§gorie des pointsE=S de S tels que, sis est le lieu
de E=S, I'extension E=- (s) est s§parablede type ni.
On dit encore queE=S est un point s§parable.

Ainsi, lorsque S = Spec (k) est le spectre d'un corpsES est la catgorie des extensions
skparables de type ni dek, notge simplementEp.

Par ailleurs, on a le lemme suivant :

Lemme 2.1.43 Soit E=S un point de lieu s dans S. Alors, les conditions suivantes sont
deux p deux ®quivalentes :

1. (a) E=S est essentiellement de type ni.
(b) E=-(s) est une extension de type ni.

2. (a) E=S est formellement lisse.
(b) E=-(s) est s§parable.

Preuve : La premigre §quivalence est tautologique.
La deuxipme ®quivalence est classique, et I'on donndat89], th. 26.9 comme
rgf@rence. o}

Autrement dit, on obtient dans tous les cas :

As() = Es:
On obtient par ailleurs les cas particuliers suivants :

Corollaire 2.1.44  Si S est le spectre d'un corps parfait,As ) est la catggorie des exten-
sions de type ni dek.

Si S est de caractristique0, As) est la catggorie des pointE=S de lieu s tels que
E=- (s) est de type ni.

Ce resultat peut encore étre renforc®, car on a la proposition suivante (voir par exemple
[Ray7()]) :

Proposition 2.1.45  Tout corps est un anneau hensglien.
Ainsi,
h = — Es-
Ad ) = As() = Es:

Remarque 2.1.46.{ Un mot de terminologie : un modgle d'un point s§parableE=S est
donc un S-schgma lisse de type ni muni d'un point ggn®rique et d'unS-isomorphisme
du corps residuel de ce point dan€ (par la suite, on considgrera le plus souvent des
modgles connexes). Pour cette raison, on dira que le pro-obj€E) est un point ggn®rique
(sous-entendu du toposN i), autrement dit de codimension nulle.
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Par la suite, lorsqu'on regardera plus ggngralement des points d'un sch§ma dabss,
on s'occupera de leur codimension danX (plutét que de leur dimension en tant que
partie de X)), car celle-ci correspond g la dimension du localis§.

2.1.47 { On considgre maintenant les objets de dimension un dan#®\s. Soit O=S un
anneau local dansAs de dimension un. C'est alors un anneau de valuation discrgte, car
il est rggulier et de dimension un.

Autrement dit, O est untrait sur S suivant une terminologie courante.

Dans cette thpse, on appelle simplement trait de S tout couple (O;") tel
que O est un anneau de valuation discrpte et " :Spec©)! S estun morphisme
essentiellement de type ni

On fera attention que par contre, toute S-alggbre qui est un anneau de valuation
discrpte n'est pas ngcessairement formellement lisse s8r

La plupart du temps, on consid§rera le cas of$ est le spectre d'un corps, et méme un
corps parfait. On rappelle le lemme suivant qui permet de simpli er la catggorieAs dans
cecas:

Lemme 2.1.48 On suppose qué est un corps parfait. SoitO un anneau local noeth§rien
contenant k.
Alors, les conditions suivantes sont §quivalentes :

1. O est formellement lisse surk.
2. O est rigulier.
Preuve : Ce lemme r§sulte du lemme 19.6.4 d&GA4] que I'on rappelle ici :

Lemme 2.1.49 (on ne suppose pluk parfait) Soit O une k-alggbre locale, dont le corps
risiduel - est une extension s§parable dk. Alors les conditions suivantes sont §quiva-
lentes :

1. O=k est formellement lisse.
2. O=k est rgqgulier.

indication de Preuve : pour 2) 1: L'hypothgse signi e que- est formellement lisse
sur k. Par ailleurs, dire que O est rggulier signi e que son cébne normal en son point
ferm® est un br§ vectoriel. Il su+t alors d'utiliser la seconde suite exacte fondamentale
associe au point ferm® d®© pour conclure que les formes di®grentielles d®=k ont la
bonne dimension.

Corollaire 2.1.50  Si k est parfait, la catBgorie As(;) est la catggorie des anneaux de
valuation discrpte contenantk qui sont desk-alggbres essentiellement de type ni.

Remarque 2.1.51.{ Si k n'est pas parfait, ce lemme et son corollaire ne sont plus vrais.
Consid®&rons en e®et un corpk non parfait de caract®ristique p, L=k I'extension nie de
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k engendrge par une racing-igme, et posonsO = L[t]y). Alors, O est un anneau de
valuation discrpte qui est essentiellement de type ni surk. Mais son corps des fractions
n'‘est pas une extension s§parable die, donc O ne peut pas étre formellement lisse suk.

Remarque 2.1.52.{ Nous aurions aim§ obtenir le r§sultat suivant :

Pour un anneau de valuation discrgteO, contenant k, le fait que O, =k soit essentielle-
ment de type ni { i.e. une localisation d'une k-alggbre de type ni { est ®quivalent au
fait que le corps des fractions deD, soit une extension de type ni surk.

2.2 Transferts

Dans toute cette partie, S dEsigne un k-sch§ma r§gulier noeth@rien.

On s'appuie sur le paragraphe 3.1 déHSV00h]. On §tend les r§sultats ddoc.cit. au cas
oM la baseS n'est plus n§cessairement un corps, mais un schgma d'ggale caract§ristique.
Une telle ggn®ralisation ne pose pas de ditcult$ majeure, et le lecteur constatera que nous
avons pour l'essentiel transpos$§ les dgmonstrations dec.cit. au cas de la base.

2.2.1 Pr@faisceaux avec transferts

On rappelle que les pr&faisceaux considgrgs sont toujours des prgfaisceaux de groupes
abgliens.

D& nition 2.2.1  Soiti:Ls! L ¢rs le foncteur d'inclusion.

On appelle pr&faisceau avec transfertsur S tout prgfaisceau F additif sur L cors.

On note P ¢ la cat®gorie des prfaisceaux avec transferts si8, sous-catggorie pleine
deP s.

Tout prgfaisceau avec transfertsF induit canoniquement un prgfaisceau surl s,
F = F zi. Dans la suite de I'expos®, on confondrd et F, et on dira encore queF est
muni d'une structure de prgfaisceau avec transferts (ou encore admet des transferts).

Exemple 2.2.2.{ Soit X un schgma deL s, on note Lg [X] le prgfaisceau avec transfert
reprgsent® parX dansL cork, SOit encorecs (:; X). En e®et,

i o ¢ ivao®
cs Yt Y®X =cs(Y;X)©cs YEX

2.2.3{ Si F est un pr§faisceau avec transfert, le lemme de Yoneda appliqu§ dans la
catggoriel ¢or:s implique que pour tout S-sch§ma lisseX

F(X)' Hompg(LS[X];F):

Par ailleurs, nous allons voir que le pr&faisceau avec transfetts [X ] d§ nit un pr§fais-
ceau surL g qui est un faisceau pour la topologie de Nisnevich.
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2.2.2 Faisceaux avec transferts
2.2.2.1 Exemples et d§ nitions

On a d®&ja montrg que le foncteulLg [X ] est additif ; en fait, sa restriction p L s est méme
un faisceau :

Lemme 2.2.4 SoitY un sch§ma dand. s ; alors, Ls[Y] considg§r§ comme un pr§faisceau
sur L g est un faisceau $tale.

Preuve : Pour montrer que Ls[Y] est un faisceau sur. s, comme tous les objets dd. g
sont noeth®riens, il sutt de considgrer les recouvrements §tales nis.

Soit donc X un sch®ma danslL s, et (U;j)i2; un recouvrement §tale ni de X. Par
additivitg de Ls[Y], on peut supposer queX est irrgductible.

On poseU = t j»; U; qui est un schma dand. s, et on notef : U! X le morphisme
Btale surjectif correspondant au recouvrement. On considgre auspi et p» les deux pro-
jections canoniquesU £x U ! U. PuisquelLs[Y] est additif, on doit montrer que la suite
de groupes abtliens

0! e (V)i U i s UEK UY)

est exacte, out(f ) (resp. H(p;)) est le morphisme qui p une correspondance ni® dans
Ccs (X;Y) (resp. danscs (U;Y)) associe la correspondance ni®+f (resp. =p).

Or, puisquef (resp. p;) estplat, silonnoteg: UY ! XY (resp. g : (UEyU)EgY !
U £5 Y) le morphisme induit par f (resp. pi), il en rgsulte que®+=f = ¢°(®) (resp.
“ip = g'()), dapresI28

Consid®ronsz un point de XY . On note Z le sous-sch§ma ferm® rgduit d&Y d'espace
sous-jacent 'adh®rence dézg dansXY . On suppose que la projection d& sur X est nie
®quidimensionnelle. Notons alorgz] la correspondance nie danss (X;Y ) correspondant
pz. Le schBmag 1(Z) est alors ®tale surZ. Il est donc rgduit, et ses points g&n®riques
sont les §lfments de la bre (vu comme ensembledi 1(z). La multiplicite de chaque
composante irrgductible degi 1(Z) est donc ®gale [, et il s'ensuit que

X
[2]£f = g°([z]) = [w]

w2gi 1(z)

oM [w] est la correspondance nie dangs (U;Y) correspondant pw.
Le me&me calcul est valable lorsqu'on remplacé et g par p; et G.

On en d®duit tout d'abord que +(f) est injective. Plus pr&cisgment, le morphisme
g° estpmjectlf car g est dglement plat. En e®et, si il existe une combinaison lingaire
nulle -, ni:g°(Zi) op (Z); est une SLﬁte de ferm®s irrgductibles distincts deXY ,
etni 2 Zijf 0g. On a doncn;:g°Z; = -, Ni:g°(Zi) ; ces deux cycles ont donc en
particulier méme support, soit g 1(Z1) = g 1(22[ [ Zr), ce qui est absurde puisquey
est surjectif.

Par ailleurs, la premigre °gche est surjective sur le noyau des deux autres.
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Soit donc ® 2 cs (U;Y) tel que g(®) i ;(®) = 0. Il existe un entier naturel n, des
entiers relatifs non nuls | 1;:::;, n et des pointsz;:::z, de UY dont I'adh§rence dansUY
est nie surjective sur U et tels que

X
®= LivZi
i=1
Alors, d'aprgs le calcul prgcgdent,
X X X X
e X = e Y.
=1 xepitz) IR y2ph (@)

Considgrons alorsl I'ensembleff (z1);:::;f (zn)g, qui est inclus dans I'ensemble sous-
jacent p XY .

Alors, fzy;::;z0g = f13(1). En e®et, pour tout w dans |, il existe par dg nition un
entier i tel que w = f(z). Soit z un §lfment quelconque dd i 1(w). Alors, I'Blfment
X = (z;z) de I'ensemble sous-jacent gUY) £x (UY) vBrie qi(x) = z. Donc, d'aprgs
I'Bgalit ci-dessus, il existe un entierj tel que x appartient p @b 1(2,-), ce qui Bquivaut p
zj = z, et dgmontre I'ggalitg attendue.

Par ailleurs, si w appartient p |, et z;, z sont tels quef(z) = w = f(z), alors,
.i = .j- Ene®et, sil'on posex = (z;z), vu comme §lgment de 'ensemble sous-jacent p
(UY)£x (UY), puisquex 2 ¢ (z) et x 2 ¢, *(z), I'Bgalit® ci-dessus montre quej = , j.

On note donc, pour tout w dans |, , (w) l'entier §gal pa,; pour un indice i tel que
w = f (7). =

Ainsi, silondgnit = ,, . (w):w, par dg nition, g°( ) = ®.

Il nous reste p voir que est une correspondance nie danss (X;Y ). Soit w un
€l®ment del , et W son adh®rence, munie de sa structure rgduite de sous-schEmaxig .
Alors, par dg nition, en tant que sous-sch§ma ferm§ d&J Y,

g (W)= Zi
i2[L;n])jf (zi)=w
ou Z; designe l'adh®rence rgduite dézyg dansUY. Ainsi, puisque chacun desZ; est ni
€quidimensionnel,g (W) est ni gquidimensionnel. Or, le morphismeg: UY ! XY est
“delement plat, car ®tale et surjectif, et quasi-compact puisqu'il est de type ni. Des lors,
d'aprgs EGA4], W est ni (prop. 2.7.1) et universellement ouvert (prop. 2.6.4) sur X.
Comme X est gBom®triquement unibranche, cette condition ®quivaut p celle d'eétre ni
fquidimensionnel, ce qui achpve notre dgmonstration. o

Le faisceaulL s [X ] est donc en particulier un faisceau pour la topologie de Nisnevich qui
nous intgresse ici. C'est encore<objet libre> engendr§ parX dans la catggorie suivante :

D& nition 2.2.5  Soit F un pr§faisceau avec transferts suiS. On dira que c'est un fais-
ceau (pour la topologie de Nisnevich) avec transferts si et seulement si la restriction de
p L s est un faisceau pour la topologie de Nisnevich.

On note N S“ la sous-cat§gorie deP ‘S' form§e des faisceaux avec transferts.

Ainsi, le lemme prgcgdent atrme que pour tout schgmaX dansL s, Ls[X] est un
faisceau avec transferts.
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2.2.2.2 Foncteur faisceau avec transferts associ

Le but de ce qui suit est de dgmontrer que le foncteur d'oubliNg™ ! P £ admet un
adjoint p gauche (dit <faisceau avec transferts associ qui prolonge le foncteur faisceau
Nisnevich associ® sufCs (cf corollaire [Z.2.9).

La remarque clef pour y parvenir, faite par V. Voevodsky dans/ESV00h], prop. 3.1.3,
est que le foncteurL s [:] transforme le complexe de Cech d'un recouvrement Nisnevich de
X en une rgsolution acyclique dd_g [X].

Commenxsons par xer des notations. SU est un X -sch®ma, etn un entier relatif, on
note Uy la puissancen-igme deU en tant que X -sch§ma.

Fixons un X -schgmaU. Pour tout couple d'entiers (n;i) tels queO - i - n on note
% |e morphisme (quali ® de dggBnBrescence)

ug tougit
gui consiste en la projection sur chaque facteur sauf lepme.
Lorsque U=X est un recouvrement Nisnevich, on pose classiqguement
X o
dni 1_ (i 1)|in;|
i=0

ce qui permet d'obtenir le complexe de Ceclaugment§associ®§ au recouvrement) de X

fug g2 Sy Ly

On peut alors §noncer la proposition suivante qui est directement tirge déoc.cit., prop.
3.1.3 dans le cas o5 est le spectre d'un corps :

Proposition 2.2.6  Soit X un sch§ma dand. s, etp: U ! X un recouvrement Nisnevich
de X.
Alors, le complexe deN J'

dl

n £ Q 0
d d
il Ls[URTEE it Ls U2 1 Ls[UIE Ls[X]! O

est exact.

Remarque 2.2.7 { Autrement dit, le complexe

dl

£ o
2l Ls UZ 1 Lg[u]

est une rgsolution acyclique dd_s [X].

Preuve : La dgmonstration reprend exactement la dgmarche déoc.cit.

Pour dgmontrer que le complexe est exact, il sutt de le faire sur une famille conserva-
tive de points. On considgre doncY un sch®ma alg§brique lisse, gt un point quelconque
dev.



2.2. TRANSFERTS 53

3
Si I'on poseY = Spec O{};y , d'apres la proposition[L.Z.2] le morphisme canonique
suivant 3 ’
cs X I ocs(Y;X)

est un isomorphisme, ouYyh dgsigne le pro-objet dé2. 1. 16 et le groupe ab®lien de droite
dgsigne le groupe des cycles d¢ £ s X dont chaque composante est nie et §quidimen-
sionnelle surY.

On est donc ramen$§ g montrer que le complexe de groupes abgliens

Co= 1l cs(Y;UQ) ! il es(Y;U) ! cs(Y;X)! O

est exact.
Soit F I'ensemble, ordonn§ par inclusion, des sous-schmas ferm$§sydé qui sont nis
et gquidimensionnels sury. Soit Z un §I%ment deF . Pour tout entier naturel n, on pose

Ainsi d§ nis, le complexe C; est un sous-complexe d&®. De plus, le complexeC;
est croissant par rapport pZ, et
C" = gm Cy:
2F
Donc, pour montrer que C* est exact, il su+t de le faire pour chacun des complexe€; .

On xe donc Z un §l&ment deF et on montre que le complexeC; est contractile.
Si I'on note " les morphismes de d&ggnerescence pourdeschEmaZy, la di®grentielle
n-igme du complexeC; est §gale au morphisme image directe pour les cycles relatifs (cf
ITIIY :
X _ .
G D"
i=0
Or, Z est nisur Y. CommeY est hensglienZ est somme disjointe de sch§mas locaux
henstliens. Ainsi, d'aprgs le lemmE. 125 le recouvrement Nisnevichpz : Zy ! Z admet
une sections; : Z ! Zy. Commed® = pz, on en d§duit doncd® +sg=1.
On peut alors poser, pourn > 0,

Shn=S0E£z1:Z£7(Zu)3! Zu£z (Zu)%:

Dps lors, ces morphismes vEri ent les relations, pour tout couple d'entierfn; i) tel que
O-i- n,

s, +£"1:0 =0

n+1l;i+1 — n;i .

, . : o ¢
Il 'en rgsulte que la suite des morphismes images directegsn). ,, , forment une
homotopie entre le morphisme identit§ et le morphisme nul deC;. | a

Dpgs lors, le lemme suivant est directement tirg du lemme analogue 3.1.6 de V. Voevod-
sky dansloc.cit. :
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Lemme 2.2.8 Soit F un pr§faisceau avec transferts,Fyis le faisceau surL s pour la
topologie de Nisnevich qui lui est associ§, et : F ! Fyis le morphisme canonique de
pr&faisceaux surlL s.

Alors il existe un unique pr@faisceau avec transfert®y;s tel que

1. Il existe une transformation naturelle F ! Byis, entre préfaisceaux avec transferts,
qui prolonge”.

Preuve : Notons H° le foncteur cohomologie de Cech en degr pour la topologie de
Nisnevich. Alors, Fnis ' HPHO(F). On se rgduit donc p montrer le lemme lorsqu'on
remplace le foncteur(:),;s par le foncteur H 0,

CommeF est un prgfaisceau avec transfert, on a donc une inclusion canonique

F(X)' HomP:Sr(Ls[X];F) YaHomp ((Ls[X];F)

R®ciproguement, une transformation naturelle (entre pr§faisceaux suL. s) de la forme

F1{ Homp . (Ls[]:F)

est §quivalente p la donnge d'une structure de prgfaisceau avec transferts, pourvue qu'elle
respecte le produit de composition (auquel cas, cette application est injective, et c'est
la transformation naturelle donnge plus haut grace au lemme de Yoneda), grace g la
tautologie

8®2 cs(Y;X); a2 F(X); F(®:a= A (a)y:® (2.1)

C'est sur ce type de transformations naturelles que nous allons travailler.

1) Tout d'abord, supposons d€ ni b oF .
Soient® 2 c¢s (Y; X) une correspondance, et 2 Fyis(X). On a par d§ nition :

HOF(X):LI}m KeriF(U)! F(U £ U)¢:
I X

Donc, cette limite inductive §tant Ttrante, il existe un recouvrement U! ip X tel que
a est la classe d'un §l¢menay 2 F (U).

De plus, daprgs le lemméZ28 Ls[U]! Ls[X] est un §pimorphisme, donc il existe
un recouvrementV de Y et une correspondance®y 2 cs (V;U) tels quept®y = ®jy.

On obtient le diagramme commutatif suivant (le carrg du bas §tant commutatif d'aprgs
la condition 1 de I'Bnonc®)

HOF(X)—/HompSiLS [X];H°F¢
; P
H OF (U) ——/Homp SlLs(gU] o ©
| |
F(U) ——Homp (Ls[U];F):
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Ce qu'on traduit par une ®quation locale caractﬁrisantﬂ'—l OF
HOF (@)v):a="v (F(@u):au) 2 F(V):

2) Rgciproqguement, il s'agit de voir que I'ggalitg préc®dente dﬁ_nilll OF, de fason indgpen-
dante du recouvrementU choisi.

SoitU ! X unrecouvrement deX pour Nisnevich. D'aprgs le lemmé&.2.§ le foncteur
H =Homp . (:; Fnis) ®tant exact p gauche, le diagramme suivant est exact

0 H(Ls[X]))! H(Ls[UD! H(Ls[UEx U]:
Comme prgctdemment, consid§rons la °gche
F(X)! Homp (Ls [X];F)!ii,X HompsiLg [X];H0F¢
On en dgduit le diagramme suivant :

0— H (LX) —H(LJUl) —/H(Ls[ULEx V)
A

A
0——Kery IF (V) IF(U E£x V)

Ce diagramme est naturel par rapport au recouvrementJ de X, ainsi on a construit
une transformation naturelle en X :

ANis . 14 0 ' R [ ¢.| — [ .q0 ¢
A THEF(X) Jlm Kery §# H(Ls[X])=Homp  Ls[X];H"F
L X

Si®2 cs (Y; X) est une correspondance nie, on d§ nit donc d'apre&.1

HOF(®): F(X)! F(Y); a7 A¥S(a)y:®

Par construction, pour a 2 HOF(X), et ® 2 cs(Y;X), considgrant comme dans le
1) un recouvrement U! ip X, un recouvrementV de Y et des relgvementsay 2 F(U),
®y 2 ¢s (V;U), on a par construction le diagramme commutatif

- ¢ i ¢
0—/Homp ' Ls[X1;HOF —/Homp . 'Ls[U]; HOF
| |

HOF(SX) Homp S(Lé [U];F)
0——Kery F (U)

Ce qui impligue la structure locale attendue

HOF (@jy):a= "y (F(Gy):ay)

On d®duit facilement de cette ®quation locale le fait quedV’s est compatible au produit
des correspondances. Par constructiomAV' prolonge bienA, ce qui donne la condition 1.o

La construction prgcgdente nous garantit queFnis ! Byis est bien une transformation
naturelle, d'op
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Corollaire 2.2.9 Le foncteur a; qui p un pr§faisceau avec transfert$ associe le faisceau
avec transferts Byis (construit préc®demment) est adjoint p gauche du foncteur d'oubli
NJ" )] P Z. De plus, le diagramme suivant commute

tr 8w g otr
PS NS

a,
P S Nis [N s
dans lequela,, est le foncteur faisceau associ pour la topologie de Nisnevich.

2.2.2.3 La catigorie ab§lienne des faisceaux avec transferts

Dans la catggorie des pr§faisceaux avec transferts toutes les limites inductives (resp. pro-
jectives) sont reprgsentables, car une limite inductive (resp. projective) de pr§faisceaux
additifs est un prgfaisceau additif.

Le foncteur a; nous permet de conclure :

Proposition 2.2.10  La cat§gorie N ' est complgte et cocomplete (cf d§ nitiodC.1.1).
Elle est donc abglienne, et méme de Grothendieck (cf d§ nitioj.1.4).

Preuve : En e®et, il rgsulte du corollaire prgckdent que le foncteua;, est exact. Dps
lors, puisque P I est complete, cocomplete, abglienne et de Grothendieck, il en est de
méme de la catggorieN ' d'aprgs les lemme&. 1.3 et[C 1.7 a

On en d®duit encore la construction suivante :
Lemme 2.2.11 Le foncteur d'oubli NJ" ! Ng admet un adjoint p gauche, notfLs [:].

Preuve : Soit F un faisceau Nisnevich. Alors, il est limite inductive

F = Igm Zs (X):
X=F 2L g=F

On rappelle queZs (X) designe le faisceau ab®lien reprsent® pAr.

On poselLg[F] = Igm Ls[X], ou cette dernigre limite est calcul§e dans la cat§-
X=F 2L g=F
gorie des faisceaux avec transferts.
Il suxt alors d'appliquer le lemme de Yoneda HomNStr Ls[X];F) = F(X) =
Homy (Zs (X); F) pour conclure sur l'assertion d'adjonction. o

Remarque 2.2.12.{ On fera attention que le foncteur L : Ng! NJ" n'est pas exact p
gauche.

Pour la proposition suivante, si X est un schma dand. s, on note
“x 1Zs(X)!0 yLs[X]

le morphisme de faisceaux Nisnevich induit par l'application graphe, opuOy d®signe le
foncteur d'oubli §vident.
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Utilisant la description des groupes d'Ext en terme d'extensions, on en dgduit une
application canonique, naturelle par rapport pF

"X tExtye (Ls[XTiF)i * Exty, (Zs(X):OrF) = H'(X; Oy F):

Proposition 2.2.13  Pour tout faisceau F dans N J", pour tout schfmaX dansL s et
pour tout entier i , 0, I'application "y ci-dessus est un isomorphisme.

Preuve : D'aprps le lemme de Yoneda, cette propri§t® est vraie si I'on xe& =0. On se
ramgne donc p la montrer pouri > 0.
Soit F un faisceau avec transferts surS, | ! F une r§solution injective de F dans
N J", et C son conoyau dansN &". La suite exacte longue d'Ext assocife p la suite exacte
courte
or1trFI Clt O

montre que la propri®t® p dBmontrge pouF eti > 0 est §quivalente p la propri®t® suivante :
pour tout schBma X dans L 5, pour tout entier i > 0, le groupe H'(X;l) =
Exty (Zs(X);1) est nul.
Or, d'aprgs Mil80Q], prop. 111.2.11, cette propri§t§ est encore ®quivalente au fait que
pour tout schEmaX dansL s, la cohomologie de Cech dX g coezcient dansl est nulle.
La proposition [2.2.6 implique alors imm$diatement le rgsultat. a

Corollaire 2.2.14  Soit F un prgfaisceau avec transferts. Alors, pour tout entier naturel
i, le pr§faisceauH ;s (:; Fnis) est canoniquement muni d'une structure de pr§faisceau avec
transferts.

2.2.2.4 Structure mono Adale

On rappelle que I'on a construit une structure monddale sur la cat®goriel or.s (cf[1.2.13.
On peut prolonger cette structure p la catggorie des faisceaux avec transferts :

Proposition 2.2.15 La cat®gorie NJ" admet une structure monddale sym@trique telle
que le foncteurL ¢or.s ! N ' est monddal.

Preuve : Puisque L cor:s est monddale, on en d®duit une structure mongdale sur la
cat®gorie des prgfaisceaux avec transferts reprgsentables, autrement dit, des faisceaux avec
transferts reprsentables. Pour cette structure, on a donc d'aprgs la propositiod.Z.13
Ls[X]- " Ls[Y]=Ls[X £k Y].
Soient F et G deux faisceaux avec transferts. D'aprgs I'existence du faisceau associ§
avec transferts,F = Iim Ls[X]etG= I{Zm Ls[Y]. On pose donc
X=F 2L s=F Y=F2L s=G

F.UGg= T] (Ls[X1- " Ls[Y]
X=F;Y=G

puisque- ' est un bi-foncteur sur la catggorie des faisceaux reprgsentables. a
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D§ nition 2.2.16  On note - ' le produit tensoriel sur N & dg ni dans la preuve de la
proposition prcgdente.

Remarque 2.2.17 { Par d€ nition, le foncteur - ' est exact p droite.
On en dgduit un ensemble de g®n®rateurs pouf - ¥ G(X). En e®et, pour tout Y
dansL g, on a un ®pimorphisme de faisceaux avec transferts

- x2Ls F(X)-zLs[X] ! F
x2Ls F(X)-zces(Y;X) 1 F(Y)
v ® 71 @(W:

Des lors, puisque- ' est exact p droite, on en dgduit un §pimorphisme de faisceaux avec
transfer}_s
xxpeLs(FX) - zLs[X]) - " (G(Y)- zLs[XY ! F-V"G
xx 2L F(X)-z2G(X9Y- zcs (Y;XEXY 1 (F-" G)Y)
Yool ® 7! ®'M-Y @():

Proposition 2.2.18  La catgorie monddaleN J' est ferm$e. Autrement dit, le bifoncteur
- ' admet un adjoint p droite not§ HomNStr .

Preuve : SiF et G sont des faisceaux avec transferts, on pose
i ¢
Homy « (F;G)(X)=Homy« F - ¥ Ls[X];G :

Des lors, par d§ nition du produit - ' et en utilisant le fait qu'un faisceau avec transferts
est limite inductive de faisceaux avec transferts reprgsentables, ce bifoncteur est bien
adjoint p droite du foncteur - V. a

Remarque 2.2.19.{ Il y a dans notre choix une convention puisqu'on aurait pu prendre
' ¢
Homy « (F;G)(X) = Hom v L[X]- " F;G :

La cat®gorieN & est sym#trique, donc cette convention peut sembler anodine. Toutefois,
cette convention correspondra par la suite p une convention de signe. La convention
choisie correspond p celle faite par V. Voevodsky dan&§V00b], mais par contre, c'est la
convention inverse de celle de Mac Lane dan®ML98] chapitre VII.7.

2.2.20 { Cup-produit Comme en topologie, on peut dgduire de ce produit tensoriel un
cup-produit externe.

D# nition 2.2.21  Soient F et G des faisceaux avec transferts’22 F(X) et® 2 G(X)
des sections sur un sch®mX danslL s.

D'aprps le lemme de Yonedalz(respectivement!) correspond p une transformation
naturelle Ls[X]! F (respectivementLs[X]! G) que I'on note par la méme lettre. On
pose donc

Yo 1=(Y T1)xL]e ]

ou ¢y : X ! X £g X est I'application diagonale. On a ainsi d&§ ni un morphisme
F(X)-zG(X)§* (F-" G)(X).
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Ainsi d® nie, ~ est une transformation naturelle de prgfaisceaux. En e®et, sofit :
Y ! X, alors

(F2) vy (Fo1) = 1o x 1)
car
et Lif])- T 2L E L v ]
= (¥ Uy £(U[F]- LF]) £L[C v]

et I'on conclut puisquef £5f £¢y =¢ x =f.

Remarque 2.2.22 { On notera encore ~ l'unique transformation naturelle
F-7Glj F-' G entre faisceaux induite par I'application prgcgdente.

2.2.23.{ Si X,Y et U sont des schmas dank s, on a donc d§ ni ci-dessus, dans le cas
particulier ou F =L s[X] et G =L s[Y], un cup-produit de cycles :

cs(U;X)-zcs(U;Y) T cs(U; X EsY)
®- 7 ®

qui n'est rien d'autre que ®~ = (®- ) *¢ -g.
On calcule méme plus explicitement cette dernigre correspondance puisque

® " =(1sfspx)(®:(Is£spy)°():

2.2.2.5 Changement de base

Soit ¢ : T! S un k-morphisme entrek-sch§mas rgguliers noeth§riens.
On rappelle gu'on a un foncteur de changement de base, not : L cors ! L corT-

D& nition 2.2.24 On d® nit le foncteur image directe de pr&faisceau avec transferts par
la formule

&iPI 1 PU
F 7! F x5

Ce foncteur cdncide avec le foncteur de changement de base sur les prfaisceaux sous-
jacents et laisse donc stables les catggories de faisceaux avec transferts correspondantes.
On note ¢» sa restriction aux faisceaux avec transferts.

Lemme 2.2.25 Le foncteur &, (respectivement¢s) admet un adjoint p gauche2” (respec-
tivement ¢7) qui prolonge le foncteur classique sur les prfaisceaux (resp. faisceaux) sans
transferts.

Preuve : Soit F un prgfaisceau avec transferts suS. On a toujours

F= I'&m Ls[X]:
X=F 2L cor:s =F

On pose donc 0 1

2%(F)= @ im Lt [X £sTJA
X=F 2L ¢or;s=F
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qui d®& nit bien un prgfaisceau avec transfert. Utilisant le lemme de Yoneda, ce foncteur
est bien adjoint p gauche degs.
Si F est un faisceau avec transferts, on pose en n

¢(F) = art (2°(F))

Prenons par exemple le cas ol est un schgma essentiellement lisse s@&.
En particulier, si X est un schgma dand T,

op la limite parcourt la cat®gorie des triplets (X %f) op X © est un schma dand. s, et
f :X 1 X%estunS-morphisme.

On en dgduit alors le calcul suivant du changement de base pour les pr&faisceaux avec
transferts :

Lemme 2.2.26 Soit X un sch§ma dand 1, F un faisceau avec transferts surS. Alors,

&(F)(X) = |§|Ln F(X9:
X=X 0=S

Preuve : Par d® nition,

2°F(X) = I;m cr(X;U £sT):
U=F

Le morphisme structural X ! S n'est pas de type ni. Mais on peut consid§rer
I'extension des correspondances nies dgcrites avant la propositidfi.2.2] et on obtient
l'identi cation suivante

ct (XU EsT)' es(XU):

Par ailleurs, appliquant la proposition [I.2.2], on obtient
A !

T
cs(;U)=cs  fm X%U = Itn cs ' XOU
X=X 0=S X=X 0=S

Des lors, on termine facilement le calcul :

¢ ¢
im | cs ' XOU = ILr(n jim cs X%U = Iim F(X9:
U=F X=X 0=S X=X 0=S U=F X=X 0=S
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Faisceaux homotopiques (avec
transferts)

On xe un k-sch@ma r§gulier noeth§rien S de dimension de Krull nie

On prendra garde toutefois que, bien que toutes les d® nitions soient valables pous
guelconque, les propositions importantes de ce chapitre ngcessitent I'hypothpse gBeest
le spectre d'un corps.

3.1 D8 nition

3.1.1 Invariance par homotopie

D& nition 3.1.1  Soit F un pr&faisceau surL s. On dit que F est invariant par homotopie
si et seulement si pour toutS-schmaX alg®brique lisse, le morphisme

F(X)! F(A'£ X)
induit par la projection sur X est un isomorphisme.

Munis de cette d§ nition, on peut d® nir les faisceaux introduits par V. Voevodsky
dans [ESVO00D] dont il se sert pour d§ nir les complexes motiviques.

D§ nition 3.1.2  On note HN &' (respectivementHP ) la sous-catfgorie deN " (re-
spectivement P ) form$e des faisceaux (resp. prefaisceaux) invariants par homotopie
avec transferts surS.

Convention 3.1.3.{ Dans la suite de cette thpse, on appellera simplement
faisceaux homotopiques les faisceaux invariants par homotopie avec transferts
(idem pour les prifaisceaux).

Le lemme suivant utilise quelques trucs §l®#mentaires familiers en topologie alggbrique :

Lemme 3.1.4 Soit F un prgfaisceau avec transferts. Les conditions suivantes sont §quiv-
alentes :

61
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1. F est invariant par homotopie.

2. Pour tout S-sch&maX alg®brique lisse, si I'on notesg : X ! A% (resp. sp: X !
Al) la section nulle (resp. unit§) de AL, s§ = si.

3. Le foncteur F se factorise par le foncteur canonique. cors ! YL cors.

Preuve : 1) 3: Puisque pouri =0 oul,s; est une section de la projectiorp : A}( I X,
on en dgduit ques;’ est un isomorphisme de rgciproque”.

Soitdonc®; : X ! Y deux correspondances nies, e : X £ All Y une homotopie
de ® vers . On en d®duit alors le diagramme commutatif

i PO e

FXE£AHYQL—un- F(Y)

" g
StOF(X): ©

On peut alors conclure que®® = ~ puisquesg £p° = s§=(s])i 1 = 1.

3) 2: Lapplication sp est canoniqguement homotope dand ¢o.s (et méme dans
Ls) psi. Ene®et, sit : ALE£ Al Al designe la multiplication du sch&ma en anneau
Al, le morphismeH = ! £ 1x rgalise une homotopie entresy et s;.

2) 1: Soit X un S-sch&ma alggbrique lisse, go: AL ! X la projection canonique.
Soit sp @ X ! A>1< la section nulle deA>1<. Pour montrer que p° est un isomorphisme, il
nous suxt de montrer que psy = 1.

Consid§rons p nouveau la multiplicationt : AL £ A I Al. Consid§rons de plus
Yo: AL ! ALE AL (resp. %1 : AL ! AYE£ A}) la section nulle (resp. unitg) du brg en
anneauAl £ A} sur A} . Pour conclure, il sutt de remarquer que

(*£1x)t¥% = soxp
(£ 1) +% =1:

Remarque 3.1.5.{ Ainsi, la cat®gorie des prgfaisceaux homotopiques n'est rien d'autre
que la catggorie des prgfaisceaux st ¢ors.

De méme, la cat§gorie des faisceaux homotopiques est §quivalente p la catggorie des
prgfaisceaux sur’L ¢or:s dont la compos®e avec le foncteuk s ! YA o5 €st un faisceau
pour la topologie de Nisnevich. Cette remarque nous permettra de faire le lien entre les
faisceaux homotopiques et les rgsultats de la n du premier chapitre.

3.1.6.{ Soit F un prgfaisceau avec transferts. On lui associe un pr&faisceau avec transferts
notg Ay (F) tel que pour tout schBmaX dansL s, fig (F) est le conoyau de

SD.SD
FAOE ™ F(X):
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Il rgsulte de la premigre ®quivalence du lemme prgcgdent qlfQ)(F) est invariant
par homotopie. Par ailleurs, siF est invariant par homotopie, le morphisme canonique
F! ﬁo(F) est un isomorphisme. Ainsi, le foncteur

fio:P &1 HPY

est adjoint p gauche du foncteur d'oubli §vident.

Dans le cas des faisceaux avec transferts, la situation est plus compliquge. Supposons
que F est un faisceau avec transferts. On notdngl) F le faisceau avec transferts associ§ p
ﬁo(F). Pour tout entier naturel n, on note hg‘)F I'application du foncteur hgl) pF itgrge
n fois.

On en dgduit donc une suite de morphismes

FiohlPF 1 w1 piVE

On pose alors
ho(F) = fjm h{"F:
n2N
calculge dans la cat®gorie des faisceau avec transferts (ou ce qui revient au méme des
prgfaisceaux avec transferts).

Proposition 3.1.7  Pour tout faisceau avec transfertsF, le faisceau avec transfertshg(F)
d® ni ci-dessus est invariant par homotopie.

Le foncteur hg : N&" ! HNJ" ainsi d& nit est adjoint p gauche du foncteur d'oubli
Bvident.

Preuve : Soit X un S-schma alg®brique lissesy et s; les sections nulles et unit§s de
Al sur X. D'aprgs le lemme préc®dent, montrer quéig(F) est invariant par homotopie
revient p vBri er que sy = Sj.

Or tout d'abord, remarquons que

ho(F)(A%) = ljm hg"F (A%):
n2N

Soit X un ®§lgment dansho(F)(A>1<). Il est donc reprgsent® par un §lfmeny de

hg')F(A}<) pour un entier naturel n donn$§.
Or, le morphisme de transition de la limite inductive qui d& nit hg se factorise comme
suit 3 .
hWE 2y h{VF 2 /p(D) g,
3 .
D'aprgs le paragraphe qui précede la propositiorf)g hé”)F est invariant par homo-

topie. Donc, d'aprgs le lemme prgcgdentsy(ay) = sj(ay). Dps lors,sg(bay) = sj(bay),
ce qui quivaut donc, puisquea et bsont naturelles, pba(sgy) = ba(siy), i.e. sgx = six. =

Remarque 3.1.8.{ Nous verrons que siS = Spec (k), pour tout faisceau avec transferts
F, le faisceau avec transfermgl) F est d§jp invariant par homotopie ; le passage R la limite
ci-dessus est donc inutile dans ce cas.

Dans ce cas, nous poserons encong(X) = hoL[X] = hél)L[X ]
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3.1.2 Structure mono Adale

Proposition 3.1.9  Le bifoncteur

(HNJ)Z 1 HNJ
F;G 7! ho(F-" G)

d® nit un produit tensoriel associatif et commutatif.

Preuve : Ce produit est commutatif d'apres les propri§tes de- . Pour montrer
I'associativitg, on utilise le calcul suivant :

Lemme 3.1.10 SoientF et G des faisceaux avec transferts, alors
ho(F) - ™ ho(G) ' ho(F - ' G)
Preuve : On ades °gched=! ho(F) et G! hg(G), d'ou une °gche
ho(F - " G) ' ho(ho(F) - * ho(G))

et on montre que cette °gche est un isomorphisme.
Or, puisque le foncteur- ¥ commute aux limites inductives, d'aprgs la construction de
la proposition B 1.7, il su+t de montrer cette assertion lorsqu'on remplace hg par hgl).

De plus, puisque hgl) commute aussi aux limites inductives, on peut supposer que
F =Ls[X]etG =Ls[Y]. On peut aussi faire la dgmonstration en deux ®tapes et
commencer par dgmontrer que

MO LsX]- " Ls[YDE™ hP(LsX]- " K (Ls YD)

est un isomorphisme. - ¢

Or hgl)(Lg[Y]) est le conoyau deigi i} : Homy v lLS Al :Ls[Y] ! Ls[Y], opio
(respectivementi) dgsigne la section nulle (respectivement unit§) de\®.

Soit T un point Nisnevich dansproj L s, alors

& _tr _ . N T ¢
hD(Ls[X]- " Ls[YI(T)=cs(T;X £ Y)=cs ALE T;X £ Y

op le quotient d§signe le conoyau déigi i7)T-
Commelsg[X]- " estexact p droite,Lg[X]- " hgl) (Ls[Y]) estle conoyau dely - '
igi 1x - " ij. On peut donc calculer

hP(LsXT- " h LsYD)(T)

=(LsX]- " hLsYDAT)=(Ls [X]- " h§)(Ls[YD)(ALE T)
=cs(T; X £ Y)=N

ou N est le groupe abglien

tr i £ 10. ¢ i 1 . ¢
Ls[X]- Homeu Ls A ,Ls[Y] (T)@CS AET,XEY
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etla°pcheN ! cs(T;X £Y) est
(Ix - "igi Ix - "iDT ©(igi D7

Le morphisme (1) ®tant alors la projection canonique, il sutt de montrer que l'image de
(Ax - "igi 1x - " if)1 estincluse dans limage dei§i i5)T.
Or, d'aprps la remarquelZZ.I7on a une surjection

L i ¢
uvaL, Gs(UiX)-z cs VEALY - 265 (TzUE V)

! Ls[X]- " Homy« 'Ls Al iLs[Y] (T)
®- 7 -2° 7! (®- 1 7)xe:

Soient doncU et V alg®brique lisse, et I'§lfment
i ¢
® 7 -7°2cs(UX)-z205 VEALY - ;cs(T:UE V):

Son image danss (T; X £ Y) par la compos®e dély - "ifi 1x - i)t et de la surjection
précgdente est i

£ Ca
®- " Tx(ly-"(ioi i1)) £

Or,

i ¢

[@ "' 7Ly - " (i 1) 1£°
=(®-"")x(Ly-"1-" (i0i in)z°
=(®- ") £(°- " 1a) £ (A7 - T (0 i1)):

Par d§ nition, ce dernier §ifment est Iimage dg(®- " ) +(°- " 1,1) 2 ¢(TE£ AL X £Y)
par le morphisme(igi i7)t, ce qui achpve la dgmonstration. a

D& nition 3.1.11  On note- M le produit tensoriel sur HN &" d§ nit dans la proposition
préc@dente.
Il munit la catBgorie HN J" d'une structure moncdidale sym$trique.

3.2 Extensions transcendantes pures

Dans cette section, on commence p complgter les premiers rgsultats que nous avons
obtenus sur la catggorie/L cor-s B la n du premier chapitre.

3.2.1.{ Soit O une S-alggbre locale dansAs. On rappelle qu'on a d® ni dansZ.1.34 un
pro-objet, not® simplement(O), dansproj L s.

On notera encore[O] le pro-objet dans proj ¥4 cor.s Obtenu par composition avec le
foncteur canoniqueL s ! YL cors.

Plus g&n®ralement, siA est un pro-objet dansproj L s, on notera[A] le pro-objet dans
proj YL cor:s Obtenu par composition avec le foncteur canoniqué. s ! YL ¢or:s.

La proposition suivante concerne le cas ofp = Spec (k).
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Proposition 3.2.2  Soit L une extension transcendante pure dé&, de degr§ de transcen-
dance ni.
Alors, le morphisme induit par l'application k! L dansproj ¥4 cork

[L]! [K]
admet une section.

Preuve : On commence par le cas ou le degr§ de est §gal pl. On peut alors supposer
queL = k(t). Sil'on poseC = AL, et si I'on note x le point ggn®rique deC, (C;x) est un
modgle deL=k. Le morphisme de I'Gnonc$ est alors isomorphe p

[Cx]'i™ [Spec k)]

obtenu comme limite projective des morphismes de projections canoniques pour les ouverts
non vides deC.
Or, soit j le morphisme de pro-objets §gal p
3

U1 A4
UYeAL

op la (pseudo-)limite projective parcourt les ouverts non vides de\l, et pour un tel ouvert
U, ju designe I'immersion ouverte canonique.
Alors, le morphisme Y4est §gal p la composge

i AR [Spec )]
oM p est le morphisme de projection canonique.

Comme le morphismel[p] est scind®, il nous sutt de construire, pour chaque ouvert)
de C, une section®y dejy, de telle fason queRy soit naturel par rapport p U.

Or, le k—sch&maPﬁ est une bonne compacti cation deA& sur k, et plus g&nﬁralemqpt
de tout ouvert non vide U de A}. Le morphisme La:, VU comme glement de/i AL AL,
correspond donc g la classe d'un coupl@-;s; ) dans

i ¢
Pic' AL £ PLALE, 1

Or, le faisceau inversibleL;j Alg, AL €St trivial. On choisit donc une trivialisation t corre-

spondante. Pour un ouvertU de A, on note Zy = A& i U etty la restriction de t au
schgmaA £ Zy.

Il rgsulte alors du lemmel.3.22appliqug avecZ = Zy et = 1x (et plus prgcisgment
de la remarque qui le suit) que la classe du couplé_;ty + s; ) dans

i ¢
Pic' ALEPLALE Zut ALE,1

correspond p une sectio®y dejy.
De plus, par construction, siU et V sont deux ouverts non vides deA& tels queU .V,
et sil'on note jyy : U! V limmersion canonique, on a

®y tjyv = ®u:
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Ainsi, ®= KM ®y est une section dg, ce qui conclut le premier cas.
U%AL

On peut alors utiliser une rgcurrence sur le degr§ de transcendancede L sur k. Si la
proprigt§ est vraie au rangn, on se donne une extensioh=k transcendante pure de degr§
n+1. On peut supposer queL = K(tp;:::;th). On pose alorsK = Kk(ty;:::;th). Des lors, le
morphisme canonique

[KI! [K]
admet une section d'aprgs I'nypothgse de rcurrence.
Par ailleurs, d'aprgs le casn = 1, le morphisme

k(to)]'i"* [K]

admet une section®.

Soient X = A}, et x son point ggngrique. C'est un modele d& . Soit U un ouvert
non vide deX, et ¢y : U! Speck) le morphisme canonique.

Alors, comme ¢y est lisse de type ni, d'aprgs les d§ nitiondI.Z.I5 et [L.Z.18 le mor-
phisme

®y = fabu"(®)

de proj L cork €st une section defyafy”(¥). |l est Bgal au morphisme induit par la
projection canonique

[U(to)] ! [U]

oM I'on poseU(tg) = U £ (k(tg)) vu comme un pro-objet deL  (on a fait I'abus de noter
encorefy, et §,° les morphismes induits sur les pro-objets).

Alors, le diagramme suivant est commutatif dansproj L cork :

[V (to)] 2/[V]
ivu (to) b . bivu
[U (to)] —/[U]:

On calcule en e®et :

@y +jvulto) = (Eustu®(®) £jvu(to) © Eus(bu™(®) 2jyvu(to))
2 bualivu 8 ekl u b0 (@),
Divut el oo @ @jvuzey:

On le justi e par :

(1) le fait que fua(jvu(to)) = jvu(to) odjvu(ty) estvu p la fois comme urk-morphisme
et un U-morphisme,

(2) la proposition [[.Z.20appliquge pjvu et p chaque composante du pro-objet(to),
(3) le fait que ua(jvu) = jvu,
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(4) la fonctorialit® des morphismesg et &” par rapport au morphisme ¢, (cf les dernigres
assertions ddl.Z.14 et [1.2.19.

Donc, le morphisme®, = }z{h ®y est une section du morphismdXy £  (k(to))] ! [Xx]
Uex

qui est isomorphe g[L]! [K]. Ainsi, le morphisme®,+ est une section ddL]! [Kk]. =

Si L=k est une extension s§parable de type ni, on pose
Sy = SEk (L)
que I'on considgre comme un pro-objet dang s.

Corollaire 3.2.3  Soit L=k une extension transcendante pure de type ni.
Pour tout schgmaX dansL g, le morphisme deproj YL cors

X £s Syl [X]
admet une section.

Preuve : Consid®rons, d'aprgs la proposition prgctdente, une sectigh de [L] ! [K]
dans YL ¢ork. Soit ¢ : S'! k le morphisme de projection canonique. Alors,:®(®) est
une section de[Sy )] ! [S] dans¥L ¢ors. Sip: X ! S designe le morphisme structural
du S-schgmaX, pup”(®) fournit la section attendue d'aprgs la deuxigme propri§t des
lemmes[l.2.14et[1.2.19 a

Remarque 3.2.4.{ Ce corollaire nous servira p dgduire une proposition sur un corps ni
k de la proposition analogue concernant le corps in nik(x).

3.3 Le cas oy la base est un corps

Le titre indique que I'on se place dans le ca$ = Spec (k). Dans cette section, on dgmontre
un ensemble de faits fondamentaux concernant les faisceaux homotopiques. Ces r§sultats
forment la th§orie p la base de la catggorie des motifs de V. Voevodsky.

3.3.1 Points pour les faisceaux homotopiques
3.3.1.1 Immersions ouvertes

Dans ce qui suit, on s'appuie comme annonc® sur les rgsultats de la n du premier chapitre.
On obtient une dgmonstration, que nous espgrons plus simple, du r§sultat suivant de
V. Voevodsky :

Proposition 3.3.1  Soit F un pr&faisceau dansHP .
On considgre une topologiet sur L i telle quet = Nis out = Zar ; on note F; le
faisceau associ§ au pr@faisceab sur L .
Soit X un sch$ma alggbrique lisselJ un ouvert dense deX, alors le morphisme de
restriction
F(X) ! F(U)

est un monomorphisme.
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Preuve : On commence par dgmontrer la proposition dans le cas ou le corfsest in ni.
Soit a2 Fy(X) tel que ajy =0 dansF(U).

Pour montrer que a est nul, on considgre un pointx de X et on montre que le germe
ay de a au point associ® px pour la topologie t est nul. Or, il existe un voisinageV de x
dans X pourt tel que ax se relgve erb2 F (V). On peut supposer queV est connexe.

On considgre dgs lor§ue v 2 F(V £ x U) la restriction de b. Par hypothgse, la classe
debdansF{(U£ x V) est nulle. Cela signi e qu'il existe un recouvrement(W; ! V £ x U);
pour la topologie t tel que by, est nul pour tout i. Sit = Nis, on peut supposer que ce
recouvrement est compos® de familles couvrantes g§lfmentaires (cf dg niti@nl.8) d'aprgs
le lemmelZ1IQ En particulier, il existe un indice i tel que W; est un ouvert non vide de
V Ex U.

Dgs lors,W; est un ouvert non vide deV tel que bjy, = 0.

Or, appliquant la proposition [1.3.24 avec V, pour l'ouvert dense - ; dans V, et au
point x de V, on obtient un ouvert - de V contenant x tel que l'on ait un diagramme
commutatif dans YL cork :

@ {
s

Des lors,bj. = ®(bjw,) = 0, ce qui implique que le germe dé en x, qui n'est autre
gue ay, est nul. Cela conclut la dg#monstration pourk in ni.

Dans le cas ok est ni, on utilise le corollaire 323 Soit L = k(x). Le diagramme
suivant est commutatif

Fu(X) ——IF (V)

!

[ e i ¢
Ft X(L) L Ft U(L) .

Dans ce diagramme X () d®signe le pro-objetX £ (L) dansproj L k, F; §tant prolong®
naturellement aux catggories de pro-objets.

Soit¢,: Spec) ! Speck). Par dg nition, F¢(X))= ¢° Ft (X - kL), op¢” designe
le foncteur de changement de base pour la topologieentre les sitesL et L . De plus,
c',ulFt¢= léuF t
ou 2°F designe le prfaisceau avec transferts sur obtenu par changement de base (cf
d® nition 2.Z.29.

D'aprgs ce gu'on vient de dgmontrer, appliqug au corpt et au prgfaisceau avec
transferts ¢°F, j admet donc une r§traction. Or, d'aprgs le corollairé3.2.3 le morphisme
2 admet aussi une rgtraction, ce qui permet de conclure. o}

Remarque 3.3.2.{ Cette proposition a §t% dgmontrge par V. Voevodsky dansgSV00d
(prop. 4.17), dans le cadre plus g&n®ral des prgth§ories, et dans le cas»opst remplac®
par un nombre ni de points. Toutefois, la dgmonstration ngglige le cas ou le corps de
base est ni. Nous avons propos® ici une fagson de traiter ce cas.

On en dgduit imm%diatement, dans le cas ojt = Nis et lorsque F est un faisceau, le
corollaire
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Corollaire 3.3.3 Soit F un faisceau homotopique X un sch$ma alggbrique lisse &f un
ouvert dense dansX . Alors, le morphisme de restriction

F(X)! F(U)

est un monomorphisme qui admet une rgtraction.

3.3.1.2 Points g&n@riques

On a d§ja vu, grace au paragraph2.1.41combin® p la propositiori2.1.17 que lesk-schgmas
locaux henstliens qui sont obtenus par hens$lisation d'un anneau local essentiellement
lisses (cf d§ nition [A.Z.T) forment un systgme conservatif de points pour la topologie de
Nisnevich surL . Plus prgcisgment, la catﬁgorieﬂ\kh est gquivalente p une sous-catggorie
de la catggorie des points pour la topologie de Nisnevich sur .

On a vu de plus que la catggorieE’ formge des extensions s§parables de type ni est
une sous-catggorie de!\kh. Si E=k est une telle extension, le pro-objet(E)" de L  est
canoniquement isomorphe au pro-objef{E) de L .

La proposition suivante, due p V. Voevodsky, montre que les foncteurs bres associgs
A ces points suxsent pour les faisceaux homotopiques.

Proposition 3.3.4  Les foncteurs bres associfs aux objets de la catggol® forment un
systeme conservatif de points pour la catggorielN .

Preuve : Il sutt en e®et d'appliquer le lemme suivant au morphisme” et p la topologie
t de Nisnevich.

Lemme 3.3.5 Soient” : F ! G un morphisme de prfaisceaux dan$iP ', et t une
topologie surL ¢ plus ne que la topologie de Zariski. Alors les conditions suivantes sont
®quivalentes :

1. "¢ :F;! Gt est un isomorphisme.

2. Pour tout E=k dansEZ, " : F(E)! G(E) est un isomorphisme.

Preuve : Le fait que 1 entra®ne 2 est ®vident. Pour la rgciproque, on considerég le

noyau de” dans la catg§gorie des prfaisceaux avec transfertdNy est encore invariant par

homotopie d'aprgs le lemme des cing. SoiN le faisceau associ§ flg pour la topologie

t. Alors pour tout schma connexeX alg®brique lissex dgsignant son point ggngrique, la
proposition [3.3. 1 implique que I'application

N(X)! N(Xx)
est injective. De plus, le groupe ablien
N(Xx) " N(- (X))

est nul par hypothgse, puisque c'est le noyau de l'applicatior-(- (X)) ! G(- (X)). On
en conclut que N est le faisceau nul. On peut e®ectuer le m&éme raisonnement pour le



3.3. LE CAS OU LA BASE EST UN CORPS 71

conoyau de”, ce qui conclut le lemme et la proposition. a

Remarque 3.3.6.{ On fera attention au fait que pour une extension E=k de type ni,
on a not§
F(E)= I'Em F (Spec @A))
A2M 'lis (E=k)

op M 'S (E=k) d®signe la catBgorie des sousalggbres deE qui sont lisses de type i
sur k (cf dg nition [Z1.39.

Remarque 3.3.7.{ On rsume cette proposition par la maxime : les points pour les
faisceaux homotopiques sont les extensions s§parables de type ni He

3.3.8 .{ Dans ce numgro, on anticipe le corollaird3.3.25pour illustrer la proposition préc®-
dente. La catggorieHN " est abglienne.

Par extension, on appelle encordoncteur bre d'une catggorie abgliennéA tout fonc-
teur exact A: A! A bqui commute aux limites inductives (ou ce qui revient au méme aux
sommes directes in nies). On rappelle qu'p toute extension s§parable de type =k, on
a associ® un pro-objet dau ¢ dans[Z.1.34 Par ailleurs, si F est un faisceau homotopique,
on a pos® simplement :

F(E)= I;m F (Spec@A)):
A2M s (E=k)°P

On obtient dgs lors le lemme suivant :

Lemme 3.3.9 Soit E=k une extension s§parable de type ni. Alors, le foncteur
HN," ! ADb;F7! F(E)
est un foncteur "bre de la catfgorieHN "'

Preuve : Soit
O! F!I G! H! O

une suite exacte courte dans la catggorielN " . Puisque le foncteur d'oubliHN " | N "
est exact, et que les limites inductives "Ttrantes sont exactes, on en dgduit une suite exacte
longue

0! F(E)! G(E)! H(E)! Extﬁ,ktr ((E);F)!

Par ailleurs, d'aprgs la propositionZ.2.13 on a un isomorphisme canonique
Exty « (E);F)" Hyis(SpecE);F)=0

ce qui montre que le foncteur considgrg est exact. Comme de plus le foncteur d'oubli
HN k” I Nk commute aux sommes disjointes in nies, le foncteur consid®rg est bien un
foncteur bre de la cat®gorie HN k” dans le sens que I'on a d§ ni ci-dessus. o

La proposition prgcdente signi'e que cette famille de foncteurs "bres déiN, " est
conservative.
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Si F est un faisceau homotopique, on dg nit un foncted?

FI(EDP | Ab
E=k 7! F(E):
Ainsi, le foncteur
HNE 1 (ADK
F 7' F

est dgle et conservatif.
On peut voir ce foncteur comme une premigre approche de la transform§e g&ngrique
que I'on d® nit en

Remarque 3.3.10.{ Un des points cl§s qui guide cette thgse est que ce ne sont pas seule-
ment les foncteurs bres eux mémes qui sont importants, mais aussi tous leurs morphismes,
que l'on appelle encoremorphismes de sp$cialisations C'est pourquoi nous avons ®t§ si
pointilleux dans la proposition [Z.1.4Q puisqu'elle nous dit que les morphismes de spgciali-
sations des points pour la topologie de Nisnevich ne sont rien d'autre que les morphismes
locaux dek-alggbres.

On illustre ce point dans la sous-section suivante.

3.3.1.3 Anneaux de valuation discrgte

Les objets de la catggoriéd ¢ induisent un systgme conservatif de points pour la topologie
de Zariski. On notera particuliprement que les points qui correspondent p des extensions
s®parables de type ni dek sont non seulement des points pour la topologie de Nisnevich,
mais aussi pour la topologie de Zariski.

Dans cette sous-section, on illustre la proposition prgc®dente en montrant qu'un mor-
phisme de sp®cialisation entre points pour la topologie de Zariski admet une section
lorsqu'on ne considgre plus seulement les morphismes de sch§mas, mais les correspon-
dances nies p homotopie prgs. Plus prgcisgment,

Proposition 3.3.11  Soit O=k un anneau local dansA, et E son corps des fonctions.
On suppose quée=k est de degr§ de transcendance
Alors le morphisme canonique
[E]! [O]

admet une section danroj YL cork-

Preuve : Soient (X;s) un k-modgle deO, et x son point g&n®rique (cfZ1.32 pour
I'existence). On doit en fait construire une section du morphisme[Xx] ! [Xs] dans
proj ¥4 cork. ONn pose par commodit$Z = fsg qui est donc un point ferm$ deX .

Quitte p rgduire X au voisinage des, on peut supposer queX est atne. C'est alors
une courbe alg®brique atne surk par hypothgse surE. Donc, d'aprgs la proposition
[L.3.1Q il existe une courbe normale et propre suik, not&e)%, telle que pour tout ouvert
U non vide de X, X=k est une bonne compacti cation deU=k.

IDans le cadre des topos, ce foncteur est considgr§ dansSIGA4], 6.7.1, op A.Grothendieck remarque
qu'il prsente une <certaine analogie formelle avec une transform$§e de Fourriep.
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Le morphis&ne 1x vu comme ®I®ment de%(X;X ) est donc reprgsent® dans
Pic X X;XX 1 par un couple (L;s1 ) (et L correspond au diviseur associ¢ p la diag-
onale deX). Quitte p rgduire de nouveauX, on peut considgrer une trivialisationt de L
sur XZ .

Alors,. d'apregs le Iemmm appligug avec = 1y, la classe du couplglL;s; + t)
dans Pic X X;XX 1 t XZ correspond p un §lgmen®y de Y% (X;X i Z) qui s'inscrit
dans le diagramme commutatif

e
XiZz j—/x:

Mais de meéme, siU est un ouvert de X contenant s (i.e. Z % U), le morphisme
1y correspond B la classe d'un coupléLy;sy ) dans Pic ! UX:;UU; . On peut supposer
que Ly est ®gal au faisceau inversiblé ;3 obtenu par pullback. D'aprgs le méme lemme
appliqu® cette fois ply, le couple(Ly;sy + tjuz) correspond p un §lEmen®y qui est une
sectiondejy:Uj Z! U.

Mais par ailleurs, siU et V sont deux voisinages ouverts de dans X tels queU %2V,
compte tenu des choix e®ectugs, le diagramme suivant est commutatif :

i Z
jvu L p\(}u
u-—21y; z

En e®et, d'aprgs la fonctorialitg dgcrite dans le thorgniE3.18 les correspondances nies
a la gauche du tableau ci-dessous sont reprgsentes par les couples p droite :

. O i . V - . ¢

Jvu t® Lvistivu ttvz ¢

®y tjvu Luivg:stivu + tivz :

Or, Ly = Ljyg = Lujyx., et puisque les sectionssy et s} correspondent aux trivial-
isations canoniques des diviseurs correspondantsy jyu, = Sy jvu, » Ce qui montre la
commutativitg du diagramme ci-dessus.

Il en rgsulte que le morphisme I ®y est bien d€ ni, et donne une section du
Ubex
morphisme [Xx]! [Xs] comme attendu. a

Remarque 3.3.12.{ L'hypothgse de cette proposition entra®ne queO est un anneau de
valuation discrpte. Mais la dBmonstration montre que la méme proposition est valable si
I'on remplace I'hypothgse queO est local par I'hypothgseO est semi-local (essentiellement
lisse).

3.3.2 Faisceau homotopique associ§

Dans cette sous-section, on §tudie le foncteur faisceau associ§ p un prgfaisceau homotopique
; les premigres propositions sont les rgsultats qui nous permettent de montrer qu'on obtient
un faisceau homotopique.



74 CHAPTER 3. FAISCEAUX HOMOTOPIQUES (AVEC TRANSFERTS)

3.3.2.1 Courbes et topologie de Nisnevich

La proposition suivante a pour but de montrer que la proposition[I.3.26se g&ngralise dans
le cas de la topologie de Nisnevich. Elle est directement inspirge de la proposition 4.7 de
[ESV0O0d|.

Proposition 3.3.13  Soit C une courbe alg®brique quasi-atne lisse.
Considgrons un carr§ distingu® §l®mentaire (cf d§ nitionZ 1.8) dans L

Vi Ty
kB
ci zc:
On suppose quePic(CZ) =0.

Alors, il existe des correspondances nies

Vigl -V

ci z%c

telles qu'on a les §galitgs suivantes dard cork :

jt®=1c¢ ®
% [+ =1y @
®+f = h+~ )
| £° = @
% ht°=1¢c,zi ®t] ¢
°+

h=1v;ti =l @

Preuve : D'aprgs la proposition[I.3:I0 C admet une bonne compacti cation € sur k,
qui est aussi une bonne compacti cation deC i Z.

Des Ilors, le mobohismelc vu dans %/(C; C) correspond p un couple(L (1c);s(1c))
dansPic C¢;CC; , d'apres le thorgmé.3.18

De plus par hypothgse surC, Pic(CZ) = 0 ; le faisceau inversibleL (1¢) est donc
trivial sur CZ. Soit t une trivialisation correspondante. On considgre toug d'abord la
correspondance hie suivante qui correspond au couple deic CE;CC, t CZ R sa droite

® $ (L(1c);s(dc) + 1)

La relation (1) résulte alors du lemme[l.3.22 comme on I'a d§jp souvent utilis§.
Par ailleurs, d'aprgs le thorgme de Zariski, il existe uk-schgmaV tel que V est un
ouvert de ¥, et un morphisme i f~: v ! & qui s'inscrivent dans le diagramme suivant :

Vv —Iy

b b

c—é:
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Le sch®maV est de type ni sur k ; sa normalisation V est donc un sch®ma ni surVv,
qui contient p nouveauV comme un ouvert puisqueV est normal. Ainsi, V est une bonne
compacti cation de V, qui s'inscrit dans le diagramme suivant :

v —hy

19

c—/¢

op le morphismef" est i, et vérie fi1(Cy )%V .

A nouveau, le mprphismely vu dans%(V;V) correspond p un coupleL (1v );s(1v))
dansPic VV:V\

Par construction, le brg L(1c) (resp L(1v)) correspond au sous-sch§ma ferm
reprgsentg par la diagonal& ¢ (resp. ¢ v) de C (resp. V) vu comme sous-sch§ma ferm§
de C¢ (resp. VV). Comme le morphismeg: T ! Z, ®gal pf £x Z, est un isomorphisme,
il en rgsulte que

fFEQIItx\ XZ)=¢ v\ VT

ce qui se traduit par le fait que

(f £ 9)°(L(Le)ixz ) = L(Av)ivT:

Ainsi, la section ¢, = (f £ g)°t induit une trivialisation de L(1y) surV T. Sil'on d& nit
~ comme correspondant au couple

B $ (L(1v);s(lv)+ ¢)

la relation (2) rgsulte p nouveau ddé1.3.22

Il nous reste p construire®. Considgrons pour cela le faisceau inversibls! sur CV
%oal p(1c £ fl)"L(lC). Ce brg correspond au diviseur associ® au sous-schgma ferm
D = (1c£f)i }(¢ ¢). Soit u une section deM qui correspond R sa trivialisation canonique.
Comme g est un isomorphisme,v = (1 ¢ £ g)"t est une trivialisation de Mj ¢z .

ConsidBrons un ouvert atne U dans V qui contient V1 t T. Alors, CU est atne
sur C. D'aprgs le thgorgme chinois, il existe une fonctiom sur CU qui est §gale gl sur
CV; , et Bgale |atuvi¢1 sur CT. On d€ nit alors ° comme correspondant au couple de
Pic CV;CV t CT

° $ (Ocv:hjcv teT):

Des lors,| +° correspond au couple(Ocy;hjcv, ) = (Ocy; 1), qui est donc la corre-
spondance nulle, d'op la relation (4).
Pour la relation (5), il résulte de la fonctorialit® explicitBe dans[L.3.I8queh£° corre-
spond au couple
3 . 3

(Lci z £ )a(Oc; 2)v)iN(h) = O )¢ N(h)

op N (h) dgsigne la norme deh par rapport au morphisme i (Cj Z)V ! (Cj Z)¢.
La section N (h) est ®gale pl sur (C i Z)C; . Puisque g est un isomorphisme,N (h) est
de plus ®gal ps(1c, z)t 1 sur (Cj Z)Z (puisque le pullback de cette dernigre section sur
(Ci Z)T est ggal aN (h)).
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Or d'un autre cot®, la correspondance nielx; z i ®+j correspond au couple
3 :

L(lci z) - (L(L)ic; 9e) bisllci 2):(s(Le) + 1)
La relation (5) est donc maintenant claire.
En n, d'aprgs le m&éme th§orgme,” +h correspond au couple
3 ’ 3
(h£ 19)°(O(c; 2y%); (h€ 1y)°h = O myw)il+s(lv)el b :

En e®et, on notera particuligrement que le pullback des sur (V i T)V est par d§ nition

Bgal pe.
La relation (6) rgsulte dgs lors du fait que la correspondance nidy; ti #l correspond
au couple 3 .

L(Lvi 1) - (L@Wiv; 1ye)t sy 1)(s(@y) + &)1t e

Il nous reste @ dgmontrer la relation (3)¢ Elle §quivaut @ montrer que les couples
suivants sont §gaux dansPic VE;VC, t VZ
3

(P £ 1)L (Le): (F £ 16)7(s(2e) + )
(1v £ F)al (1v); N (S(1v) + ¢)

Cette fois, N dfsigne la norme assocife au morphisme ™V ! VE. Comme on l'a

d®jm vu, puisqueg est un isomorphisme, on obtientN (¢) = (f £ 1&)°t, p un isomorphisme

canonique prgs. Or, du fait quelc +f = f +1y, il rsulte que les couples suivants dacident
3 A

3(f £ 1¢)°L(1c); (f £ 1¢)°(s(1c))
(Lv £ Pal (1v);N(s(1v)) :
On remarque que l'isomorphisme qui identi e ces deux couples est le m&me isomorphisme
qui identi e les fonctions N (¢) et (f £ 1&)°t, ce qui conclut la relation (3). o
Cette proposition admet imm$diatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.14 Soit F un pr§faisceau homotopique, etC=k une courbe alggbrique
guasi-atne lisse.
Consid®rons un carrg distingug §lfmentaire

Vi TNy

hl Lf

cizIc
tel quePic(CZ)=0.
Alors, le morphisme induit par h
F(Ci Z)=F(C)! F(Vi T)=F(V)

est un isomorphisme, dont la rfciproque, avec les notations de la proposition prgcgdente,
est induite par °.
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Remarque 3.3.15.{ On peut interprgter ce corollaire en considgrant le foncteur qui p
une paire fermg§e(X;Z ), ou X est un sch§ma alggbrique lisse, associe le groupe abglien
F(X i Z)=F(X). Le corollaire signi e que ce foncteur vEri e la proprigt® d'excision pour
les paires(C;Z) ou C est une courbe alg§brique, quasi-atne et lisse. On pr§cisera cette
notion dans la sous-sectionb. 4.1

Mais par ailleurs, la proposition préc®dente est formulfe exactement pour donner la
proposition qui suit, qui constitue la ggngralisation annoncte d&.3.26aux carrgs distingu®s
#l®mentaires de la topologie de Nisnevich :

Proposition 3.3.16  Soit C=k une courbe alg§brique quasi-atne lisse.
On considgre un carr§ distingu® ®l®mentaire (cf d nitionZ.1.8)

Vi TN

hb 5

ci zc
tel quePic(CZ)=0.
Alors, le complexe

G:f)

or vi TI"' [ci zjevi™ ]t o

est contractile dans la catggorie additiveé/L cor k-
Adoptant les notations de la proposition pr§cgdente, la contraction est donn§e par les
morphismes
[Ci Z]©[V] [C]

(°i
Vi T] [Ci Z]O[V]

Preuve : En e®et, les relations de la proposition qui prgcgde celle-ci sont exactement les
relations qui montrent que la contraction d® nie ci-dessus est une §quivalence d'homotopie
entre le morphisme identitg et le morphisme nul.

3.3.2.2 Cohomologie de la droite atne

La proposition que I'on a §noncge ci-dessus, nous permet d'obtenir le résultat fondamental
qui suit. C'est une Iggere g&n®ralisation de la proposition 5.4 dEEV00( ; elle est donc
pour I'essentiel due p V. Voevodsky.

Soit C=k une courbe alg®brique. On commence par introduire la propri§t§ suivante
sur C :

(N) Pour toute extension nie L=k, Pic(C- xL)=0.

Remarque 3.3.17.{ Si cette propri§t® est vraie pour C, elle I'est pour tout ouvert de
C. Si C est atne d'anneau A, cela revient p dire (cf EGA4], 21.7.6 et 21.7.7) que pour
toute extension nie L=k, I'anneau A - | L est factoriel.
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Cette propri®t® impliqgue que pour tout sous-schgma fermg de C de dimension nulle,
Pic(CzZ)=0. Dgs lors :

Th@orame 3.3.18 Soit C=k une courbe alg§brique quasi-atne lisse v§ri ant la propri§t§
(N).
Soit F un pr§faisceau homotopique, et une topologie surL i telle quet = Nis ou
t =Zar.
Alors, pour tout entier naturel n, le n-groupe de cohomologie de Cech de p coezcient
dansF est §gal p A
F(C) sin=0
1N . —_
HE(CiF) = 0 sinon.
Par ailleurs, le prgfaisceauF restreint au petit site Zariski Cz4 est un faisceau pour
la topologie de Zariski.

Preuve : On peut se rgduire au cas oiC est connexe. D'aprgs la propositiof8.3.14 pour
tout carrg distingu® (C;C i Z;V), le complexe suivant

0! F(V)! F(Vi T)OF(Cj Z)! F(Vj T)! 0

est contractile.

Comme les familles couvrantes associ®s aux carrgs distingugs forment une base pour
la topologie de Nisnevich, I'assertion pourt = Nis en d§coule.

Par ailleurs, les recouvrements ouverts formgs de deux ouverts sont aussi associ§s g un
carrg distingug ®vident, et comme ces recouvrements forment une base pour la topologie
de Zariski, l'assertion pour la cohomologie de Cech avec= Zar en dgcoule.

Enn, tout ouvert U de C satisfait la proprigt§ (N). Il en r®sulte d'aprgs la
proposition [1.3.26 que F v&ri e la condition des faisceaux relativement pU et p tout
recouvrement ouvert deU ; doncF est un faisceau pour la topologie de Zariski SUCz5,. &

Corollaire 3.3.19  Soit C=k une courbe alg®brique quasi-atne lisse v&ri ant la propri§t§
(N).

Soit F un pr@§faisceau homotopique, et une topologie surL i telle quet = Nis ou
t = Zar.

Alors, pour tout entier n > 0,

HI'(C;Fy) =0

Preuve : En e®et, puisque lat-cohomologie deF p coezxcient dans C est nulle en
dimension strictement sup®rieure gL, il suxt d'appliquer [ Mil80], 111.2.10 pour conclure. ©

Remarque 3.3.20.{ Dans les hypothgses de ce th€orgme, le fait qu& vEri e la proprigt§
(N) est non seulement sutsant mais n§cessaire. En e®et, s@tk une courbe alggbrique
lisse telle que pour tout pr&faisceau homotopiqueH (C;Fnis) = 0. Alors, si L=k est
une extension nie, notantj : Spec)! Speck) le morphisme associ§, on peut consid-
®rer le faisceau homotopiqug oj "G, op G, est vu comme un faisceau sut . Alors,
H(C;jqj °Gm) = Pic( C - « L), ce qui montre queC vEri e la propri§tg (N).
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3.3.2.3 D&monstration nale

On arrive au but de cette sous-section :

Th@orgame 3.3.21 Soit F un pr§faisceau homotopique, alor$pis (considgr§ comme pr§-
faisceau avec transfert), est invariant par homotopie.

Preuve : On fait cette dgmonstration en trois §tapes :

1) Le faisceau Zariski Fz5 est un prgfaisceau homotopique.

Le point dglicat est de montrer que Fzy5, est muni d'une structure de faisceau avec
transferts. Pour cela, on adopte la dgmonstration de[fSV00d), proposition 4.22 et 4.25.
Elle consiste p montrer que le prgfaisceau s§parg pour la topologie de Zariski

0 1

M
s(F)(X) = F(X)=Ker @F (X) ! F(U)A
(Uj)i rec. de X

admet une structure de pr§faisceau avec transferts, en utilisant la propositio®.3.1 (cf loc.
cit., 4.22). On en d®duit qu'il existe une unique structure de pr&faisceau avec transferts
sur Fzo telle queF ! Fz4 soit un morphisme de pr&faisceaux avec transferts (dbc. cit.,
4.25). Pour cela, on utilise p nouvealB.3.1 mais aussi le rgsultat suivant :

Pour tout sch&ma semi-localWw;
formellement lisse et essentiellement de type ni suk; Fza (W) = F(W):

(3.1)

2) On utilise le lemme suivant :

Lemme 3.3.22 (F d®signe toujours un prgfaisceau homotopique sik.)

On considgre la topologiet = Zar ou Nis sur L . Si pour toute extension de type ni
K=k et tout prfaisceau homotopiqueG sur E, Gt(Aﬁ) = G(A&), alors F; est invariant
par homotopie.

Preuve : Soit X un sch®ma alg®brique lisse. On doit montrer que I'application
Fi(X)! Fe(ALE X)

est bijective.
Or l'application F{(Al1£ X) ! F¢(X) induite par la section nulle de A}( en est une
rgtraction. Il sutt donc de montrer que cette dernigre application est injective.
On peut supposer queX est connexe. SoitJ un ouvert non vide de X . Alors, dans le
diagramme
Fi(ALE£ X) —/F (AT £ U)

: :

Fi(X) ——IF(U)

les °gches horizontales sont injectives d'aprgs la propositidA.3.1
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Considgrons maintenant la limite inductive de ces diagrammes lorsqué& parcourt
I'ensemble ordonn§ des ouverts dX . Six est le point g&n®rique dexX , on obtient donc le
diagramme

Fi(ALE X) —IF(ALE X))

: :

Fe(X) ——/Fu(Xx)

dans lequel les °gches horizontales sont encore injective{£ X, et X, sont des pro-
objets). Soit K le corps des fonctions deX , qui est une extension s§parable dk. Notons
¢ SpecK) ! Speck) le morphisme canonique. PuisqugX;Xx) est tautologiguement
un modele deK, on a un isomorphisme de pro-objets canoniquéK ) ! Xy. Or, d'aprgs
la proposition [3.3.7 (qui se ggngralise par les mémes dgmonstrations au cas bg Zar,
compte tenu de I'Btape prgctdente), on a

(FO)(K) = ¢(Fo)(Spec(K)) = (°F)i(Spec K ))
(FO(ALE (K)) = ("¢°F)i(AK):

Il sut donc de montrer que le morphisme canonique(2°F):(AL) ! (2°F)i(Spec K))
est injectif, et on s'est donc ramen$ p I'hypothgse du lemme.

3) Le lemme pr&c®dent, ainsi que le thgorgni@3.18applique avect = Zar, montre que
Fzar est invariant par homotopie.

Or par ailleurs, Fz est s&par§ pour la topologie de Nisnevich. En e®et, sat un
sch§ma connexe dank g, et (W;); un recouvrement deX pour la topologie de Nisnevich,
obtenu par composition de recouvrements §lgmentaires. On doit montrer que

M
Fzar (X ) ! Fzar (WI)

est injectif. Soit a2 Fz,(X) est tel que pour tout indice i, ajw;, = 0. A nouveau, il existe
un indice i tel que W; est un ouvert non vide deX . Dgs lors, d'apres la propositiori3.3.1
appliquge p l'ouvert denseW; de X et pt = Zar, on en dgduit quea=0.

Dps lors, si on applique le thgorem&.3.18 au prgfaisceau homotopiqueFz,,, avec
t = Nis, on en dgduit

Fnis(C) = ( Fzar)pnis(C) = ch\)lis(C; Fzar) = Fzar(C) = F(C):

Des lors, le lemme de I'Btape 2 appliqu§ avec= Nis nous permet de conclure. o

Remarque 3.3.23.{ Dans notre expos®, cette dgmonstration est donc partiellement
incomplgte. Pr§cisons toutefois que I'assertiondJ) rgsulte de la proposition analogue de
ou I'on remplace le singletonf xg par un nombre ni de points de X, en utilisant
a nouveaul.3.11 pour l'existence d'une compacti cation au voisinage de ce nombre ni
de points.

Le th®orgme prc®dent implique donc les proprigt®s suivantes des faisceaux homo-
topiques :
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Corollaire 3.3.24 Le foncteur ay : P E ! thr laisse stable la propri§t® d'invariance
par homotopie.

Il induit donc un foncteur any :HP J ! HN," qui est adjoint p gauche du foncteur
diinclusion HN," | HP . De plus, le diagramme suivant commute

HP I 2% JHN I

.

a..
Pk4‘NIS NkZ

Corollaire 3.3.25 La catfgorie des faisceaux homotopiques est ab§lienne et de
Grothendieck (cf d§ nition [C.1.4) et admet des sommes et produits in nis.
De plus, le foncteur d'inclusion HN " | N, est exact.

Preuve : En e®et, il rgsulte du corollaire prgcgdent que; est exact. Dpgs lors, la
premigre partie de la proposition rgsulte des lemmes §l®mentair€s1.3 et[C. 1.7

La deuxipme partie rgsulte du fait que le noyau (resp. conoyau) d'un morphisme
u:F ! G de faisceaux avec transferts est invariant par homotopie dgs qué et G sont
invariants par homotopie. a

On obtient m&me la propri®t® suivante qui §claire la dgmonstration du thgorgn@&.3.21:

Corollaire 3.3.26  Soit F un pr§faisceau homotopique.
Alors, le morphisme canoniqueFzsr ! Fnis €st un isomorphisme.

Preuve : D'aprgs ce qui prgcgde, le faiscealyis est un prgfaisceau homotopique. Dps
lors, le corollaire rgsulte de3.3.5 appliqu§ au morphisme de prgfaisceaux homotopiques
F ! Fnis et pla topologiet = Zar. a

3.4 Modules homotopiques (avec transferts)

Dans cette partie, on revient au cas g§n8ral d'une base S r§guligre, noeth§ri-
enne et de dimension de Krull nie, d§ nie sur K.

Toutefois, certaines propositions ngcessitent I'hypothgse qus = Spec (k) ; on le pr§-
cisera alors.

3.4.1 Graduation inf§rieure

D& nition 3.4.1 Soit F un pr@faisceau homotopique sufs, on d® nit le pr&faisceau ho-
motopique F; 1 par la formule :

i ¢
F. 1(X)=coKer F(ALE X)! F(Gm£ X)

pour X danslL s.



82 CHAPTER 3. FAISCEAUX HOMOTOPIQUES (AVEC TRANSFERTS)

On justi e cette d® nition puisque la cat§gorie des prefaisceaux avec transferts sus est
ab®lienne, et que d'apres le lemme des cin§, 1 est de plus invariant par homotopie.

Par ailleurs, on obtient une r§traction

F(ALE X)JFI(GmE X)
"k vl"lsll
F(X): '

Le morphismes; est obtenu par I'immersion ferm§ef 1g£ X ! G, £ X. On dispose donc
de la suite exacte courte scindge :

0! F(ALEX)! F(GmE X)! F y(X)! O

3.4.2.{ On considg§rera dgsormais qud~; 1(X) ¥2 F(Gm £ X) au moyen de la section
associge p la rétraction plus haut. Par ailleurs, cette inclusion est naturelle ed puisqu'il
en est de méme de la r§traction.

Lemme 3.4.3 Soit F un préfaisceau homotopique dansiP I.
Il existe un isomorphisme canonique, naturel erf,

»

Fi1li Homp ¢ (Ls[Gm=f1d];F);

pour lequel on a not§Ls [G,=f 1g] le conoyau, dans la cat§gorie des faisceaux avec trans-
ferts sur S, de limmersion ferm§eflg! Gp.

Preuve : Considgrant la retraction canonique deF (A1£ X) ! F(Gn £ X), on obtient
une suite exacte

0! F,1(X)! F(GmEX)! F(X)! 0

dans laquelle le dernier morphisme correspond g la sectiod ! Gy £ X;x 7! (x; 1).
Or, F(Gy £ X) = Hom P (Ls[Gm];F)(X). Il sutt maintenant d'appliquer le fait que
Hompg (:; F) est exact p gauche pour terminer la dgmonstration. o

On en dgduit dgs lors le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.4 Si F est un faisceau homotopique suiS, le pr&faisceauF; 1 est un
faisceau homotopique suiS.

Par ailleurs, le foncteur (:); 1 dispose d'une propri§t® plus remarquable encore pour les
faisceaux homotopiques :

Proposition 3.4.5 (cas S = Spec (k)) Le foncteur
HN ! HNY; F 70 F

est exact.
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Preuve : Soit donc
or F! GI H! O

une suite exacte de faisceaux homotopiques ; montrons que la suite
0! Fj1! Gj1! H; 1! O

de faisceaux homotopiques est exacte. D'apregs le lemiiBed.3 on sait d§jp que ce foncteur
est exact p gauche.

Puis, d'aprgs la proposition[3.3.4 il sutt de montrer I'exactitude sur les bres en un
point E=k dansEg.

Par dg nition, on a donc le diagramme suivant :

0 0 0
oI CAD A —o
0—/F (G : (E) —/G(Gnm : E) (Gmi (E)
0o—F, f(E) —G, f(E) —H, f(E)

; ; ;

Toutes les lignes de ce diagramme sont exactes ciar,G et H sont invariants par homotopie.
Il reste donc p montrer que la °gche(v) est surjective. Or, on connait son conoyau qui
s'inscrit dans la suite exacte de cohomologie

0! F(Gm£ (E)! G(GmE (E)! H(GmE (E))
I HYGm £ (E);F)!

Par changement de base, il sutt maintenant d'appliquer le th&orgm&.3. 18 pour conclure
que HY(Gn, £ (E); F) =0, et achever la dgmonstration. a

D& nition 3.4.6  Soit F un faisceau homotopique susS.
On d€ nit par rgcurrence le faisceau homotopiquer, , qui est l'application du foncteur
(:)j 1 nfoispF.

Exemple 3.4.7.{ Le cas desk-Extensions §tales :
Proposition 3.4.8  Soit X un sch§ma alg&brique %tale.
1. Le faisceau avec transfertsL[X ] est invariant par homotopie.

2. Pour tout entier n> 0, L[X] , =0.

Preuve : CommeX est somme directe de spectres de la form@pec €), ouE=k est nie
s§parable, on peut se restreindre au ca¥ = Spec (E).
Dps lors, siY est un schgma alggbrique lisse,

c(Y;Spec€)) = z"(e)
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ou l'on a pos®Ye = Y £y Spec ), et ¥Y(:) est le foncteur des composantes connexes
(pour la topologie de Zariski).

Des lors, siY est ggBom§triguement connexe, il s'ensuit qué[SpecE)](Y) = Z.
Comme A& est gkom®triguement connexe, le foncteuL[Spec E)] est invariant par ho-
motopie.

Par ailleurs, comme G, est aussi ggom®triguement connexe, il s'ensuit par d§ nition
que L[SpecE)], ; =0. o

3.4.2 Sphpre de Tate

Lemme 3.4.9 Soit F un faisceau homotopique suiS.
On a un isomorphisme canonique

Fi 1 ' HoimNStr (hoLs [szl]; F) .

Preuve : Compte tenu du lemmel3.4.3 on regarde le morphisme d'adjonction canonique
Ls[Gm=1] ! holLs[Gn=1] qui rgsulte du fait que hg est adjoint p gauche du foncteur
d'oubli.

Celui-ci induit un morphisme

Homy « (hoLs [Gm=1];F)! Homy v (Ls[Gn=1];F):
S S

Or, soit X un S-schma alg®brique lisse, le morphisme induit sur les sections de est
alors

i ¢ i ¢
Homy o 'Ls[X]- ¥ hols [Gm=1];F | Homyu 'Ls[X]- " Ls[Gm=1]:F

Comme i ces deux de&niers groupes sont isomorphes A
Homen ho(Ls[X]- " Ls[Gm=1]);F daprgs le lemmeB.1.10 (par des isomorphismes
compatibles au morphisme considgr§), on peut conclure. o

D& nition 3.4.10 On appelle sphgre de Tate (surS) le faisceau homotopique
hoLs [Gm=1], que I'on note S{.
Par ailleurs, si n 2 N, on note S} le faisceau homotopique(S{)-

Htr n
Des lors, le lemme prgc®dent se traduit par un isomorphisme canonique
L} i 1. ¢
Fi 1 HomHNStr St y F
que 'on peut d'ailleurs ggn®graliser pout tout entiern , 0 en un isomorphisme canonique

Fin' Homyye (S5F):

Remarque 3.4.11.{ Dans le cas ouS = Spec(k), on peut de plus considgrer les
faisceaux S{' comme des points pour les faisceaux homotopiques, puisque le groupe
abglien HomHNkn (S{";F) n'est autre que le groupeF; n(k), et constitue donc un fonc-

teur "bre (au sens deB.3.8) pour la catfgorie abgliennedN " (d'aprgs la proposition3.4.5).

Par ailleurs, les puissances de la sphgre de Tate admettent la pr§sentation suivante :
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Proposition 3.4.12 Soientn 2 Netl1l - i - n deux entiers, et notonsY : G 11
G, limmersion ferm@e donnge sur les points rationnels par I'application(X1; :::; Xn; 1) 7!
(X1; 515 X)), oM la coordonngel est eni-gme position.

Il existe une suite exacte courte canonique dansiN J"

£ aPf
hoLs G 1 i
i=1

" hoLs[GM]1 S o

Sin = 1, le morphisme de gauche admet une r§traction, et on obtient donc une
dgcomposition canonique dan$iN J

hoLs [Gm]' Zs© Stl:
Preuve : On peut en e®et appliquer le lemm&.1.1Q pour obtenir le calcul :

SP' = hoLs [Gm=1]- "' - AT holg [Gr&:l]
" ho'Lg[Gm=1]- " - T Lg[Gm=1] :

Or, par exactitude p droite du foncteur produit tensoriel, le faisceau avec transferts qui
appara®t est simplement le faisceau avec transfert obtenu comme conoyau du morphisme

M £ .cP_'
Lsonti'"
i=1

Ls [Gnm] .

Commehg est exact p droite (puisqu'adjoint p gauche), on en dgduit la suite exacte courte
hols G % 1 '
i=1

hQLS [Gnm] i Stn I 0

Enn, pour le cas n = 1, la r@traction est donnge par le morphisme de projection
Gmn ! Speck). a

La proposition suivante est un calcul do p V. Voevodsky (cf[ESV00D], 3.4.2) dont la
g®n®ralisation au cas d'une base d'§gale caractgristique ne pose pas de problgme :

Proposition 3.4.13  Soit X un S-sch§ma alg®brique lisse, alors le morphisme compos$
suivant

Of = Gm(X)!i ¢s(X;Gm)! ¥s(X; Gm)= hoLs[Gm](X)! S(X)

est un isomorphisme ( est l'application graphe, et les autres morphismes sont les §pimor-
phismes canoniques).

Preuve : Considgrons, d'aprgs la propositiof8.4.12 la suite exacte courte deHN " :

0! hols[f1g)i® hoLs[Gm]! SE! O

opi est limmersion ferm§e canonique.
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Mais par ailleurs, on peut considgrer le triangle commutatif suivant dansHN <

hol.s § 1d] /oL s [Gm]
Po |
£ a
hols AL
opj : G ! Al est limmersion ouverte canonique etp : Al ! Speck) la projection.
Comme le morphisme induit p, est un isomorphisme, on obtient encore une suite exacte
courte .
1 jo £4"
0! Si! hoLs[Gm]i hoLs Ag ! O

puisquess £ ), est une rgtraction deis.
Or, soit X un S-schgma alg&brique lisse ; le thgoreriie3.18donne le carr commutatif
suivant : . ¢
Ve (X; Gms) v ' X; AL

i ¢ i ¢
Pic'PL X1t X1 /pic'PL Xy

Pour calculer le morphismej ojx , on est donc ramen® g calculer le morphisme de restric-
tion r; (qui g une trivialisation sur X1t X, associe sa restriction pX; ). Consid&rons
donc la suite exacte longue associg§e au groupe de Picard relatif :

i ¢
Gm(PY) /Gm (X1t X1 )(B/Piclp)l(;)(lt X1 Pic(PL) Pic(X1t X1)

o e ko

Gm(PL) —/Gm(X1 ) —IPic' PL ;X1 —IPic(PL ) —Pic(X1 ):

Ce diagramme de suite exacte nous permet donc de conclure que le noyau jdgx
s'identi e avec le noyau du morphisme de projectionGny, (X1) © Gn(X1)! Gm(X1).

Par ailleurs, puisque la °pche (1) est induite par le graphe, la forme pr§cise de
l'isomorphisme en d§coule. o}

Remarque 3.4.14 .{ Ainsi, on obtient un isomorphisme de faisceaux dans\ y
Gm()! St

Ceci munit donc canoniquement le faiscealGn, (;) d'une structure de faisceau avec trans-
ferts. Or cette structure est particuligrement simple. En e®et, sX et Y sont des schEmas
alg®briques lisses connexes, & ¥ X £, Y un sous-schgma ferm®§ intggre dont la projec-
tion sur X est ni surjective, on peut considgrer le morphismeZ"” d® ni par le diagramme
suivant .

Oy (Y)e—0z(2)F —- (2)F
A LN- (Z)= (X)

© ok (X)E L (X)E;

ou N. (z)=.(x) d®signe la norme de I'extension nie correspondante. La °gche pointillge
est d® nie car Y est normal, ce qui implique que l'anneauOx (X ) est intggralement clos.
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Ce proc®d® munit donc le faisceauGn(:) de transferts. On peut vEri er que
l'isomorphisme de la proposition precgdenteGn(:) ! St est alors un morphisme de
faisceaux avec transferts, pour la structure que I'on vient de d& nir surGp, (:).

Remarque 3.4.15.{ On obtient en particulier I'isomorphisme
k¥ = Gm(k) "' (c(k;Gm)=c(k;f1g))=,,

oM » p est la relation d’homotopie.

Soit - une cléture alg§brique dek. Alors, c(k; Gy) est en bijection avec les points
ferm$§s deGn,, autrement dit, avec les §l§ments alg§briques sl dans- .

Le morphismeGn(k) ! ¢ (k;Gn) consiste donc uniquement g voir un §lgment di®
comme un point ferm§ (rationnel) deGy,.

Par ailleurs, soientx un §l#ment de- alggbrique surk, et Qx son polyndbme minimal.
Alors,

fxg»n fQx(0)g:

Par ailleurs, six ety sont dans kf n f1g, on a encore

fxg+ fyg»p fxyo:

On a donc montrg d'une deuxigme fason que la °gch@®n (k) ! c(k; Gn) induit un
morphisme de groupes surjectifGy (k) ! hgo(Ls [Gm=f 1g])(k).

On en dgduit une dgtermination explicite des gradu§s infgrieurs de la sphgre de Tate :

Corollaire 3.4.16 Pour tout entier n > 0,

7 Z i 1
1 _ Lg Sin=
(Sin = 0 sinon

La notation Zg d®signe le faisceau Zariski constant sut. s de valeurZ.

Preuve : Par d® nition, et d'aprgs la proposition 3413 on dispose de la suite exacte
courte : .
0! Gm(AYE X)Y Gu(GmE X)! (SH, 1(X)! O

Or, si X est connexe,Gn(Gm £ X) = Gn(X) © Z, et le morphisme j® correspond p
linclusion de G (X ) dans le groupe precdent. Donc dans ce caSt), 1(X) = Z. Le
résultat pour n =1 en dBcoule puisqueS! est additif en tant que faisceau.

Par ailleurs, la méme suite exacte montre que les gradu®s inf@rieurs du faisceau
constant Zg sont nuls, d'op les autres cas. a

3.4.3 St-modules

On note Zj HNJ" la catBgorie des objetZ-gradugs de la catggorietdN &, munie de sa
structure monc2dale sym®trique canonique (ciC.5.3). Par ailleurs, pour des raisons qui
apparattront plus tard (cf @14, si Fs est un faisceau homotopique gradu®, on notEsf ng
le faisceau gradu§ obtenu par d§calage d&: de n rangs p gauche.

On adopte tout d'abord les notations suivantes :
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D# nition 3.4.17 Si F est un faisceau homotopique suiS, on note 81 F le faisceau
gradug 9

0 sin<0

(8 ! Fn =

St - A" F sinon.

Lorsque F = Zg, on poseSy =§ ! Zg.
Cela d§ nit un foncteur §* :HNJ'! Zj HNJ".

Ainsi, pour tout faisceau homotopique F, on a I'§galit§

SAF =81 (F):

3.4.18 { Consid®rons le morphisme gradu® : Sf**SP ! SP qui en degrgn est ®gal p
la somme des isomorphismes! - H" S? ! S pour n = p+ g. Ce morphisme munit
l'objet Sf d'une structure d'alggbre dans la cat®gorie additive monfaleZ i HN J", op le
morphisme unitg§ est le morphisme canoniqu&g ! Sf.

Proposition 3.4.19 L'alggbre gradugeS{ de HN &' est anti-commutative (cf d§ nition

C53).

Preuve : Soit 2 'endomorphisme <inverse> du schma en groupe d&,.

Alors, la permutation des facteurs surG?, est §gale dans la cat®gori#l corx au mor-
phisme 1 £ 2 (appliquer la m§thode du dgbut de la dEmonstratiori5.5.10 pour produire
une homotopie).

Or, 2 induit un morphisme canonique sur S que l'on note encore2. Dgs lors, la
permutation des facteurs surS? est aussi §gale au morphismd - "' 2. Or, p travers
l'isomorphisme de3.4.16 i ¢
Homyy o SESE " Z;
et le morphisme? est envoy® surj 1, ce qui permet de conclure. a

D& nition 3.4.20  On appelleS{-module surS tout S{-module gradu® p gauche deN J'
(cf d nition [C.4.7). On note St HNJ la catBgorie desSt-modules.

L'algebre S{ est l'alggbre graduge engendrge p&; en degrgl. Ainsi, la donnge d'un
St-module est §quivalente p la donnge d'un faisceau homotopique gradé muni d'un
morphisme gradu§ de degr§ :

<.":Stl_Htl’ Fu' FD

Pour cette raison, lorsqu'on considgrera urst-module, on utilisera la notation abrggge
(Fa; ¢) Ou ¢ dBsigne le morphismest - AU Fo | Fo.

D'aprgs le lemmelC5.6 le faisceau homotopique gradu§Sf~*F = § 1 F est muni
d'une structure canonique deSt-module, et le foncteur§1 : HNJ' ! Stj HNJ quien
risulte est adjoint p gauche du foncteur d'oubli.

3.4.21 .{ Soit (Fg;¢) un St-module. On pose

i ¢
-( Fa) = Hom & IStl;Fu f1g:
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Par adjonction, le morphisme ¢, correspond g un morphisme gradu§ (de degi®
2. Fg! -( Fo):

Puisque S{ est une alggbre gradu®e anti-commutativefF» est muni d'une structure de
Sf-module p droite canonique, telle queFs est un (S7; S¢')-bimodule (cfIC5.7). Ainsi, on
en d®duit une structure de Sf-module p droite sur- Fq telle que l'application ci-dessus
soit un morphisme de module p droite. A cette structure correspond une unique structure
de Sf-module p gauche ; done( Fo) est canoniquement unSt-module, et le morphisme
ci-dessus est un morphisme d&}-module.

La catBgorieZ i HN J" admet des conoyaux (car le conoyau d'un faisceau est un fais-
ceau) ; elle est de plus abglienne lorsque = Spec (k) d'apres3.3.23 Ainsi les propositions
et[C.5.9 se reformulent dans notre cas en la proposition :

Proposition 3.4.22 La catBgorie St i HNJ" est munie d'une structure monddale
sym®trique canonique.
De plus, la catBgorieSt j HN " est abglienne et sa structure morfgale est fermge.

Ajoutons que la catggorieS} j HN ' admet toutes les limites inductives et toutes les
limites projectives.

3.4.4 D8 nition nale

D& nition 3.4.23  Soit (Fs; ¢) un St-module.

On dit que (Fs;¢) est un module homotopique gyec transferts sug si et seulement
si 8n 2 Z, le morphisme?2, : Fy ! HoimNSu Stl; Fn+1 obtenu par adjonction p partir de
¢én €st un isomorphisme.

On notera de fason abrg§g®Fs; 2) un tel module,? d§signant la famille d'isomorphismes
de d® nition (2n)n2z.

On note en n HM g la sous-catggorie de§[1-modules surS form®e des modules ho-
motopiques avec transferts.

Autrement dit, (Fs;2) est un module homotopique si et seulement si le morphisme
2:Fs! - Fyg est unisomorphisme.

Remarque 3.4.24 .{ Ces objets sont I'analogue des -spectres de la topologie alggbrique,
considgrant queS{ est la sphgre dans notre situation.

Convention 3.4.25.{ Conform&ments g la convention B1.3] on abr§gera la ter-
minologie <module homotopique avec transferts > en <module homotopique >.

Remarque 3.4.26.{ On fera attention qu'il s'agit |p d'un abus, les modules homo-
topiques d® nis dans [Mor], d&f. 3.2.1 §tant plus gBn®raux. Dans le cas diest le spectre
d'un corps parfait, on conjecture suivant F.Morel que les modules homotopiques avec
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transferts dg nis ci-dessus sont §quivalents aux modules homotopiques orient®s lbe.cit.

3.4.27 { Soit (Fs;2) un module homotopique. On d® nit par rcurrence sur l'entierp > 0
le morphisme

Znp tFn ! (Fnep)ip

en posant,2,.1 = 2, et 2, gal p

+pi 1) (pi 1)

Znp i G » )
Fodi™"" (Fn+pi 1); (pi 1) il ((Frep)i 1) o »lic (Faep)ip:

3.4.4.1 Le cas oy la base est un corps

On a dgjp vu prgcgdemment que dans ce cas, la cat&goﬁé i HNktr est ab%lienne,
moncdale symstrique et ferm®e. De plus, elle admet toutes les limites inductives et toutes
les limites projectives. On en d®duit tout d'abord, p l'aide de I'exactitude du foncteur?; 1
(cf3.4.9), la proposition suivante :

Proposition 3.4.28 La cat®gorie HM ' est abglienne, et admet des sommes et produits
guelconques. De plus, les limites inductives ltrantes y sont exactes.

Remarque 3.4.29.{ Autrement dit, la catggorie HM " est non seulement ab®lienne,
mais VEri e I'axiome AB5 de [Gro57]. Nous verrons plus tard qu'elle est méme de
Grothendieck (cf d§ nition [C.1.4).

Par ailleurs, I'exactitude du foncteur ?; 1 permet encore de dgduire facilement le lemme
suivant :

Lemme 3.4.30 Le foncteur d§ ni dans[3:4.2]
-0 S HNT L St HNS
est exact.
On en dgduit imm$diatement la construction :

Proposition 3.4.31  Soit Fo un St-module.
Pour tout entier naturel n, on note - "F, I'application itBrge n fois de- p Fs. On
considpre alors la limite inductive Ttrante dans St j HN "

= l Fn = Im = nFn:
n2N

Alors, - 1 Fg est un module homotopique.

Preuve : En e®et, cela r§sulte du fait que- 1. .1_ d'aprgs le lemme prgc®dentn

On utilisera plus tard ce foncteur pour montrer que la catg§gorie des modules
homotopiques est mongdale symStrique et fermge. La raison pour remettre p plus
tard cette atrmation est que nous aurons besoin d'un th§orgme de Voevodsky ; or,
I'esprit de ces premiers chapitres est d'exposer la thgorie en minimisant les rgsultats admis.
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Remarque 3.4.32.{ Ces notations sont particuligrement inspirges de la th§orie homo-
topique stable en topologie algBbrique. Comme on I'a d&ja remarqu® 1&#-modules cor-
respondent aux spectres de la topologie alg®brique, et les modules homotopiques aux
- -spectres. Le foncteur- 1 correspond au spectre des lacets innis.

L'analogue de la catggorie homotopique des espaces topologiques est alors la cat§gorie
des modules homotopiques. La di®grence avec la topologie alg§brique tient au fait que I'on
considgre des spectres directement dans la catggorie homotopique, alors qu'en topologie, on
considgre des spectres dans la catggorie des espaces topologiques, que I'on localise ensuite
a <homotopie stable prgs.

On remarque que la spheres® de la topologie alg®brique est, p homotopie pres, anti-
commutative comme la sphereS” que I'on a considrg ici. Le fait que le spectre des sphgres
SO ne soit pas commutatif sans passer p la cat§gorie homotopique force les topologues p
utiliser (par exemple) les spectres sym$triques pour d§ nir un produit tensoriel sym§trique
sur les spectres.

On verra plus loin que nous n'‘avons pas besoin de ces considgrations, car le produit
tensoriel desSt-modules suxt.
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Chapter 4

Modules de cycles

Dans tout ce chapitre, on adopte les conventions suivantes :
1. k d§signe un corps quelconque.
2. S est un k-sch@ma essentiellement de type ni.

3. En l'absence de prficisions, les sch@imas consid§rfis sont des S-schimas
essentiellement de type ni.

En tout §tat de cause, suivant la convention ggngrale de cette thgse, tous les sch§mas
de ce chapitre sont munis d'une structure dek-sch®ma. Pour dire que le schEmX n'est
pas ngcessairement muni d'une structure d&-schgma, on prgciserasoit X un k-sch§me.

4.1 Rappels

4.1.1 Pr§-modules et modules de cycles
On rappelle les d§ nitions suivantes introduites dandZ.1.3.4:

D& nition 4.1.1  On note Es la cat®gorie des morphismes essentiellement de type ni
SpecE)! S opE estun corps, avec pour morphismes les triangles commutatifs §vidents.
On appelle de tels morphismes simplement dgmoints de S.

Par ailleurs, si E=S est un tel point, et v une valuation sur E, on dit que v est une
valuation g®om$trique deE=S si et seulement si le morphisme canoniqu&pecE) ! S
se factorise en unk-morphisme Spec ©y) ! S essentiellement de type ni.

En n on appellera simplement traits de S les morphismesSpec©,) ! S, et on les
notera de fason abr§gge®,=S.

Remarque 4.1.2.{ Compte tenu des conventions de ce chapitre, un point deS est donc
un sch§ma integre dont I'ensemble sous-jacent est un singleton ; un trait d8 (ou sur S)
est un schgma rggulier dont I'espace topologique sous-jacent est form§ de deux points, I'un
ferm® et l'autre ouvert.

Ainsi, dans ce chapitre, on ne se restreint plus aux points qui sont essentiellement
lisses surS (cf ZZ1.3.9. Pour cette raison, I'hypothpse quek est parfait est inutile, et I'on
peut méme e®ectuer la plupart des constructions dans le cas op la base 8st

93
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Remarque 4.1.3.{ Si v est une valuation ggomS$trique sur un pointE=S, Spec ©O,) est
essentiellement de type ni surS, donc surk. Dgs lors, cette valuation est ncessairement
discrpte, puisqueO, est alors noethgrien.

Dans cette section, on rappelle pour la commodit§ du lecteur la th§orie des modules
de cycles dues p M. Rost, telle qu'elle est exposte daf&k9€. On a reproduit ci-dessous
exactement les d§ nitions des paragraphes 1 et 2 :

D# nition 4.1.4  Un prg-module de cyclesM sur S est la donne :

D1: Pour tout morphisme' : E ! L deEs, dun morphisme' s : M(E)! M(L) de
degr®0, parfois not® r g et appel® restriction.

D2: Pour tout morphisme ni ' :E! L dansEs, d'un morphisme' ": M (L)! M (E)
de degrg0, parfois not§ c g et appel§ corestriction.
D3: Pour tout point E=S, d'une action graduge deK M (E) sur le groupe gradu§M (E).

D4: Pour tout point E=S et pour toute valuation ggom®$triquev de E=S, d'un morphisme
@:M(E)! M(-(v)) de degr® 1, appel® r§sidu.

Cette donn§e doit satisfaire de plus les conditions suivantes, dans lesquelles toutes les
°pches qui apparaissent sont des morphismes d&; :

Rla: Pour A:K! Eet' :E! L, (" £A)a="'o*A..
Rlb: Pour' :K! E,A:E! L, (A+")"=""+A"

Rlc: Pour' :E! K niet A:L! K, notant E - x L© les idgaux maximaux de l&-
alggbre artinienneE- ¢ L, et pourzun telidgal,’ ; : L ! E- g L=z (respectivement
A;) le morphisme induit, on a
. X i ¢
A U= Ig E-kLz:("2)(A)a
Z2E- ¢ L©

R2: Pour' :E! K,x2KM@E), y2KMK), %2 M(E)ett 2M(K), ona
R2a: ' o(X3 =" o(X):' (%),
R2b: si' est ni, ' °(" o(X):1) = x:' °(1),

R2c: si' est ni, ' “(y:' () = ' *(y):%

R3a: Soient' :E! K, etv une valuation gBom®trigue d&K=S. Si v induit une valuation
w non triviale sur E d'indice de rami cation e, notant? : - (w) ! - (v) le morphisme

induit, alors
@Qt's=els+t@:
R3b: Soient' :E! K un morphisme ni et v une valuation g8om®trique d€E=S. Pour
toute extensionw dev p E (®ventuellement rami §e), on note' , : - (v) ! - (w) le

morphisme induit. Alors, X
@+ "= 'Lx@:

wijv
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R3c: Soit' : E ! K un morphisme, etv une valuation ggom$trigue deK=S qui soit
triviale sur E. Alors
@zx' -=0:
R3d: Soient' etv comme dansR3c, et' :E ! - (v) le morphisme induit. Alors, pour

toute uniformisante Ysde v, et tout ¥22 M (E), on a
i ¢
@ fi YO' (3 = ao(%A:

R3e: Pour toute valuation gBom®triquev de F=S, pour toute unit§ u de v et tout %2
M (F), on a i ¢
@ fug¥z = jf bgs:

En n, un morphisme M ! N de pr§-modules de cycles sus est la donn§e pour tout
point E=S d'un morphisme M (E)! N(E) qui soit compatible aux donn§e® 1 p D 4.

Remarque 4.1.5.{ Si M est un pr§-module de cycles suB, on posera encore
s/ = @i vg¥)

pour F=S un point, v une valuation ggom®trique deF=S, % une uniformisante dev et
%2 M (F). Rappelons que R3e entra®ne alors la rggle suppl§mentaire

R3f: : Pour toute valuation ggom®trique v sur F, pour tout x dans KM (F), pour
toute uniformisante % de v et pour tout ¥22 M (F), on a

i ¢
@ x¥% = @)W+ (i 1'SHX):@M + fi 1g@(X):@(%:
s/(x¥) = s(x):s{(%:

On se refgre doc.cit., paragraphe 1, pour d'autres compl®ments sur les axiomes des
pr§-modules de cycles.

La d® nition suivante introduit les notations de loc.cit., paragraphe 2 :
D& nition 4.1.6  Soient M un prg-module de cycles sufs, et X un schma.
1. Pour tout point x de X, on poseM (x) = M (- (x)).

2. SupposonsX normal. Soit © son point g&n®rique etz un point de codimensionl.
Alors z correspond p une valuation discrgtes, sur le corps des fonctions deX , §gal
a- (). D'aprgs l'axiome D4, on d® nit donc

@& =@ :M()! M(2):

3. Soientx ety des points deX . On note Z lI'adh®rence rgduite dex dans X . On note
Z le normalis§ deZ; le morphisme canoniquef : Z'! Z est ni.

Supposons qug 2 ZW | et notons Zy la bre de f au-dessus dg. Alors, tout point
z 2 Zy est de codimensionl dans Z. Pour un tel point z, onnote' , : - (y) ! - (2)
le morphisme induit par f sur les corps r@siduels ; c'est un morphisme ni.
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On pose alors :

8 p 9
< i@ siy2z® =

@=. 22z M) M(y):
"0 sinon ’

Finalement, on arrive p la d& nition (2.1) de loc.cit. :

D& nition 4.1.7  Soit M un prg-module de cycles suS. On dit que M est un module
de cycles si et seulement si les conditions suivantes sont vEri §es :

(FD) Pour tout sch#ma normalX de point g&n®rique’, et pour tout %22 M ("), I'ensemble
fx2 XD @ 60gest ni.

(C) Pour tout schma X intpegre, local et de dimension2, dont on note =~ le point
ggngrique etxp le point ferm§, on a
X .
@,+@ =0:

x2X @)

On note M Cycls la catfgorie des modules de cycles s&, munie des morphismes de
pré-modules de cycles.

Les axiomes ci-dessus permettent de d§ nir le complexe de (co)cycles p coezxcients
dansM :

D& nition 4.1.8 Soient M un module de cycles sufS, et X un schg§ma.
Pour tout entier naturel p, on pose :

M
CP(X;M) = M (x):
x2X (P)

Pour tout entier naturel p, on d& nit un morphisme
X

df(;M = @:

(x;y)2X (P £ X (p+1)

D'aprps les axiomes des modules de cycle§*(X ;M ), muni de ces morphismes, est
un complexe. On d€ nit le p-ipme groupe de Chow p coezcients dandl, not® AP(X ; M),
comme lep-ipme groupe de cohomologie du complexe de cocycles p coe+cients d&hs

4.1.9.{ Num@rotations : Les groupes de Chow p coezcients ainsi obtenus sont de plus
bigradu®s, comme le yoga des poids l'impose. On rappelle les num§rotations suivantes
choisies par M. Rost et qui interviendront dans diverses situations :

M
Cp(X;M) = M (x)
x2X
M(P)
CP(X;M;m) = Mm; p(X)
xf\}l((p)
Cp(X;M;m) = M m+ p(X):
X2X(p)
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On obtient donc un complexe homologiqueC.(X;M), dont on note I'nomologie
Aax(X;M). Les deux autres notations sont particuligrement utiles lorsqu'on veut faire
intervenir des questions de poids. On fera attention que la convention adopt§e ne cor-
respond pas la convention de la cohomologie motivique, ni méme p la num§rotation des
groupes de Chow sup®rieurs de Bloch | En e®et, pour un schma alg§brique liXsdsur
un corps parfait k), on dispose d'isomorphismes canoniques

AP(X;KM:p)' CHP(X;0)" HP(X;Z(2p):

(le premier isomorphisme est §vident, et I'on se r§fgre p la partie suivante pour le deux-
ipme).

On aura besoin dans la suite de la caract®risation suivante, due p M. Rost (&c. cit.
, 2.3), des modules de cycles sur un corps parfait :

Th@orgme 4.1.10 Supposons que est parfait.
Soit M un prg§-module de cycles suk. Alors, M est un module de cycles si et seulement
si les conditions suivantes sont v&ri §es pour toute extension de type =k :

(FDL) Pour tout %2 F(t), I'ensemble
fv valuation ggomtrique surF (t)=F ] @(*2 6 Og
est ni.
(WR) Soit @ le rgsidu associ® p la valuation p I'in ni deF (t), alors
@ iAO(Al;M)¢=0:
Remarque 4.1.11.{ Il n'y a pas besoin du fait que C%(X ;M) soit un complexe pour
d® nir le groupe A%(X ; M), puisqu'en e®et,

AC(X ;M) =Ker( diy ):

La rgfgrence pour ce thorgme esRps9€ theorem 2.3.

4.1.2 Les quatre <basic maps> de Rost

On rappelle dans cette partie la fonctorialit de base des groupes de Chow p coezcients,
et plus prgcis&ment du complexe des cycles p coexcients. La rgfgrence est de nouveau
[Ros94, et plus pr&cisgment lex3 et 4.

D& nition 4.1.12  Soit M un module de cycles susS.

1. Soitf : Y ! X un morphisme de schmas plat de dimension relative contante.
Pour tout entier naturel p, on d& nit un morphisme de groupes ab%liens

f?:CP(X;M;n)! CP(X;M;n)
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en posant pour toutx 2 X,y 2Y,
1

/2 .
y 0 sinon
3

op I'on a pos€Z = g 1 fyg munie de sa structure réduite de sous-schma ferm®
de X.

2. Soit f : X ! 'Y un morphisme de sch§mas essentiellement de type ni. Pour tout
entier naturel p, on d§ nit un morphisme

fa:Cp(X;M;n) ! Cup(Y;M;n)
en posant pour toutx 2 X,y 2 Y,

1/2 . o
(fay= C0o=w SITX)=yiet-(x)=-(y) est nie
y 0 sinon.

La proposition suivante est alors constitug§e par les deux premiers points de la propo-
sition 4.6 deloc.cit. :

Proposition 4.1.13  Soit M un module de cycles susS.
Sif :Y ! X estun morphisme plat,f° est un morphisme de complexe.
Sig:Y ! X estun morphisme propre,g. est un morphisme de complexe.

Avec les hypothgses de cette proposition, on notera encof€ et resp. f o les morphismes
induits sur les groupes de cohomologie :

f2AP(X;M;n) ! AP(Y;M;n)
Oo - Ap(Y;M;n) 1 Ap(X;M;n)

Remarque 4.1.14.{ Cette proposition n'est pas une cons®quence imm$diate des
axiomes, et c'est méme, p notre avis, un des points d&licats sur lesquels repose la th§orie
de M. Rost. Ainsi, dans le cas de g, il utilise la propri§t® (RC) que vEri e les modules de
cycles. Cette dernigre dgcoule des axiomes (FD) et (H) des modules de cyclesl@f.cit.,
ftape 3 de la dgmonstration de (2.2) et (2.3) pour cette dernigre atrmation). Rappelons
gue la proprigtg (RC) est une ggngralisation de la loi de rgciprocit§ de Weil.

Une fonctorialit® plus particuligre aux modules de cycles, et cruciale dans les construc-
tions qui vont suivre se trouve dans la d§ nition :

D& nition 4.1.15 Soient M un module de cycles sufS, et X un sch§ma.

1. Soientag;::;;ar 2 Gm(X) des unit®s surX . Pour tout entier naturel p, on d§ nit
un morphisme
fai; 5 a,9: CP(X;M;n)! CP(X;M;nij r)

en posant pour toutx;y dans X
1

2
fai(x); 5 a(X)g:% six =
fa;; ;i agy(¥) = 19 0 Gg sinon ’

oM ai(x) d®signe la bre dea; au point x, et fai(x);::;;ar(x)g est vu comme un
glgment deK M (- (x)).
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2. Si Z est un ferm® deX, posantU = X j Z, on d® nit un morphisme (pour la
rfunion X = U[ Z),

@ :CP(U;M;n)! CP(Z;M;n)

par la formule :
@ = Yp dx £y
oY : CP*L(X;M;n)! CP*(Z;M;n) dBsigne la projection canonique,
L :CP(U;M;n) ! CP(X;M;n) linjection canonique.
Remarque 4.1.16 .{ Il est imm$diat, avec les notations de cette d§ nition, que

fai;;ang= faigx::£fang:

Les deux derniers points de la proposition 4.6 déoc.cit. sont alors :

Proposition 4.1.17 Soient M un module de cycles sufS, et X un schg§ma.
Soit dy la di®§rentielle du complexeC®(X ;M).
On obtient les relations suivantes :

1. Sia2 Gy (X), fagxdy = j dy =fag.
2. Si Z est un ferm® deX, U son ouvert compl&mentaire,@ +d5 = i d§ +

En cons§quence, avec les notations de ces deux points, on dgduit des morphismes canon-
iques pour tout couple d'entiers(p; n) tels quep, O:

fag: AP(X;M;n)! AP(X;M;n +1)
@ AP(X;M;n) ! APL(X;M;n):
On peut d&duire entre autre de ces morphismes la formule de projection suivante :
Proposition 4.1.18 (Rost, 4.1) Soit
vy /yo0

o, K

Yy 2%
un carrg cart®sien tel quep est plat, etf est propre. Alors, p°fs = gaq".

4.1.3 Compl@ment : cat§gorie enrichie des extensions

Dans cette sous-section, on montre comment, suivaniRos9¢, 1.10, on peut enrichir la
catggorieEs a n d'obtenir une d§ nition abstraite des modules de cycles. Dans notre cas,
enrichir signi e ajouter des morphismes en conservant les objets.

Cette cat®gorie nous servira essentiellement comme d'un outil pratique pour formuler
les rgsultats de la deuxigme partie.

4.1.19 { Dans ce num®ro, on se donne un ensemble d'objef3, et un ensemble de °gches
F entre ces objets. Autrement dit, on se donne une application sourcs et une application
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but b de F dans O. On peut alors considgrer la catggorie libre engendrge pd et F,
notgel (F) (les objets §tant sous-entendus) :

Elle a pour objets I'ensembleO. Si E et L sont des §lfments d®©, un morphisme de
E dansL est form§ par la donnge

1. d'un entier n, positif si E = L et strictement positif sinon,
2. et d'un n-uplets (f,;:::;f1) 2 F " tel que

(@) Pourtout 1- i<n,s(fi+x1)= bf),
(b) s(fn)= L eth(f1)=E.

La composition est simplement donnge par la concat§nation desuplets. On appellera
encore unn-uplet (f,;:::;f1) vBri ant les conditions ci-dessus uncompos® formel

Cela donne bien une catggorie, I'Blffment neutre d& ®tant donn§ par le O-uplet
correspondant.

On considgrera plutot la catggorie libre additive ZL (F) engendrge parF, qui est
simplement la cat§gorie additive engendrge par la catggorie prgctdente.

Supposons que I'on se soit donn§ un ensemble de morphisnfesle la catggorieZL (F).
Alors, pour tous objets E et L dans O, on peut considgrer le sous-groupe, notR (E; L),
de Homz_ (¢)(E;L) engendrg par tous les morphismes de sourde, de but L et de la

forme
h+f +hO

ouf estun §l®ment deR, et h, hO des morphismes de&ZL (F).
Dps lors, on d® nit la cat®gorieZL (F)=R ayant pour objets I'ensemble O, et pour
morphisme deE dansL le groupe abglien

Homz, (r)(E;L)=R(E;L):

Cette catggorie est donc la cat§gorie additive universelle qui contient les morphismds
et qui satisfait les relationsR.

4.1.20 .{ Muni de ce formalisme, on peut d® nir la catgorie souhait§e. Les objets de la
catggorieEs ne forment pas un ensemble ; mais par contre, cette catggorie est essentielle-
ment petite.

On d§ nit alors O comme I'ensemble des couple&E; n) ou

1. n est un entier relatif,

2. E est un point de S (plus prgcisgment la classe d'isomorphisme d'un morphisme
SpecE)! S essentiellement de type ni).

Par ailleurs, on d§ nit I'ensemble de °gches= form® des morphismes suivants :

D1: Pour tout S-morphisme E!i' L, pour tout entier relatif n, un morphisme

" (E;n) ! (L;n):
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Pour tout S-morphisme ni E!j L, pour tout entier relatif n, un morphisme

"To(Ln) ! (E;n):

Pour tout morphisme essentiellement de type niSpec©Oy) ! S ouO, estun anneau
de valuation discrgte de corps des fraction&, et de corps rgsiduel (v), pour tout
entier relatif n, un morphisme

@:(E;n)! (- (v);ni 1)):

Pour tout point E=S, pour tout symbole %2 KM (E) our est un entier naturel, et
pour tout entier relatif n, un morphisme

°y:(E;n)! (E;n+r):

En n, on d& nit 'ensemble suivant de relations de ZL (F) qui est I'exacte transposition

de la d& nition des prg-modules de cycles :

Rla:
R1b:
Ric:
R2a:
R2b:
R2c:
R3a:
R3b:
R3c:
R3d:

R3e:

( xA)a="otAs

' o —_ O 1
at " = T ) E o

[ o} o — O [ e}
£ "a(x) T x x

[ el o 1 — O
Ty E e = egy)

@Qt' o= elat@
|D_P [ o}
@i - w=v Wi@l

@' =0

@*°; gt o=

@iofug =i of@:lgi@-

On renvoie p la d§ nition .. 4 pour les hypothgses de chacune de ces relations (il suxt
en fait que les termes de chacune de ces §galit®s soient d§ nis).

D& nition 4.1.21  Avec les notations prgcBdentes, on d§ nit la catggorie enrichie des
points de S, not§e Eg, Bgale p la catfgorie

ZL (F)=R:

On consid@rera aussi la pr§-catgorie enrichie des points d&, not§e E%, ®gale p
ZL (F).
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Cette cat®gorie est donc graduge, puisque tout objet porte par d® nition un degr§.
On notera encore(E; @) l'objet de Es §gal p

M
(E;n):
n2z

Remarque 4.1.22 .{ La cat®gorie introduite ci-dessus est pratiquement analogue g la
catggorie F(S) d® nie par M. Rost dans loc.cit., (1.10). Plus prgcisgment, la cat§gorie
F~(S) d® nie par Rost est obtenue p partir deEs en oubliant I'entier attach§ p un ob-

jet. Pour ce que l'on veut en faire, la catg§gorie introduite ci-dessus s'avgrera plus pratique.

Grace R cette catggorie, on peut donner la caract§risation abstraite suivante des prg-
modules de cycles :

Lemme 4.1.23 La cat§gorie des pr§-modules de cycles sBrest §quivalente p la catggorie
des foncteurs additifsEs ! A b.

Enn, le lemme suivant est une reformulation d'une partie de la remarque (1.10) de
[Ros9q :

Lemme 4.1.24 Le groupe de morphismes
Homg_((E;p); (L;q))
est form& des combinaisons lingaires de morphismes de la forme
Aty +' o2(@ 2::2@,) £°

oM (r;m; n) est un triplet d'entiers naturels non nuls tel quem+ nj r = gj p, et on s'est
donn®

1. Une suite de points deS, (Eq;:::;Er+1) telle queE1 = E etpourtout1- i - r, une
valuation ggom®triquev; sur E; telle queE;+; soit le corps r§siduel dev;,

2. desS-morphismes
E
r+1l% ztl: L
K A
tels que' est ni,

3. des symbolexx 2 KM (L) ety 2 KM (E).

4.2 Th8orie de l'intersection

Dans cette section, on utilise le travail de M. Rost pour d& nir une thgorie de l'intersection

sur les groupes de Chow p coezcients. Ici, nous avons adopt® une fason Iggerement
di®®rente delRos9€ pour aborder ce problgme, et nous apportons quelques complgments
sur les d® nitions et propositions de cet article.
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La premigre sous-section s'appuie essentiellement sur les r§sultats lde.cit. de méme
gue le d&but de la sous-section suivante, concernant le morphisme de Gysin associ§ p une
immersion ferm§e rgguligre.

La nouveaut® est que I'on a transpos$® certaines m&thodes deul98] (particuligrement
x6.2) qui nous permettent de dg nir des morphismes de Gysinratn§s. Ceci nous
permet de d® nir un morphisme pullback pour les morphismes d'intersection complete,
qui cafncide avec le morphisme d® ni par M. Rost pour les morphismes d'intersection
complgte qui sont p valeurs dans un schma lisse @fZ.24 pour ce dernier point). Mais
surtout, cela nous permet de dgmontrer une formule de projection (#.2.439). Par ailleurs,
on a dgmontrg la fonctorialit de ces morphismes pullback dans le cas ou les sch§mas sont
lissi ables (cf d§ nition 4217 pour <lissi able> et la proposition [4.2.27).

4.2.1 { Dans cette section, on suit la convention delRos9€ qui consiste p xer un module
de cycles M sur S et g noter
®: X7 Y

tout morphisme de complexesC“(X;M)! C%(Y;M), ouX etY sont des schgmas.

On ne prcisera pas les degr®s de ces morphismes en g&n$®ral, et on admettra aussi que
ces morphismes commutent au signe prgs avec les di®grentielles.

On adopte par contre une convention di®®rente deHos9€ qui consiste p voir ces
morphismes p quasi-isomorphisme prgs. Un morphism® : X3l Y peut donc étre le
guasi-inverse d'un morphisme de complexes bien d§ nit.

Remarque 4.2.2.{ C'est un choix personnel : on perd en pr§cision, mais on gagne en
simplicitg. Prgcisons en e®et que nous ne sommes intgress§s que par la cohomologie des
complexes considgrgs. On attire tout de méme l'attention sur le fait que nos constructions
peuvent toujours &tre explicitges dans la catggorie des complexes, p la manigreldecit.
(c'est-p-dire que I'on peut d®& nir les applications au niveau des cycles au moyen dgoix

que M. Rost appelle coordinations).

4.2.1 Sp&cialisation au cone normal

On s'appuie ici sur la dg nition de I'espace de d&formation déB.3l Rappelons gu'on
a d® ni, pour toute immersion fermgei : Y ! X, un espace de d&formation muni
dimmersions ferm§esCy X ! Dy X et Gh £ X ! DyX. Dans la suite, on confon-
dra la source et l'image de ces deux immersions fermges. Ainsi, on aura

DyX = nyt GmEXZ

On rappelle tout d'abord la d® nition du morphisme de sp®cialisation du paragraphe
11 de |Ros9€], qui est une extension du paragraphe 5.2 deFll98] au cas du module de
cyclesM :

D& nition 4.2.3 Soiti : Y ! X une immersion ferm§e. On appelle morphisme de
spfcialisation au cone normal, not®J (X;Y ), le morphisme compos$

LR f
X3 XEGHY® XE£G,2% CyX
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ou¥: X £ Gy ! X est la projection, t est la fonction coordonn§e canonique suf,, et
@est le morphisme bord pour la runionDy X = CyX t G £ X. C'est un morphisme
de degr§0.

On notera souvent, comme dansHul98], ¥y X ce morphisme de sp§cialisation.

La proposition suivante est le lemme 11.3 deRos94 :
Proposition 4.2.4  Considgrons un carr§ cartgsien

YOL/X 0

al, Lf

y iy

tel quei est une immersion ferm§e ef un morphisme plat.

On note Cf : CyoX %! CyX le morphisme canonique attach§ p ce carrg cart@sien
(voir B.Z.3). C'est un morphisme plat d'apresB.2.8l

Par ailleurs, le diagramme suivant est commutatif :

f“L LCf“
Y, 0X 9
XOzﬂ/CYOXO

Par contre, la fonctorialitg par rapport au morphisme image directe n'est pas §noncge
; on le fait maintenant :
Proposition 4.2.5 Consid§rons un carr§ cartgsien
YOLX 0
g\\; Lf
tel quei est une immersion ferm§e etf est propre. Alors, le diagramme suivant est

commutatif
0

¥4, 0X
)g Ozﬁ/CYZOX 0

fuL o

X Zﬂ/CYX,

dans lequelCf : CyoX %! CyX designe le morphisme propre induit par le carr§ cart§sien
de dgpart.

Preuve : Rappelons la fonctorialitg du cone normal :

0
CyoX 0 /gP(Cy X ) 21y X

y — 2 Iix
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Alors, h est une immersion ferm§e (d'aprgs le lemni&.2.8 appliqug p notre carr§ cartgsien).
Par ailleurs, le carr§ qui appara®t §tant cartgsieng® est propre, doncCf = g°+h est un
morphisme propre.

On doit montrer que le diagramme suivant est commutatif :

1 f
X Ozﬁ/Gm £ X Ozﬂle £ X OZQ;ICYZOX 0
Lhu
fo 9°(Cy X)
Lg?,

1/8 f
X 24/4le £ X zﬂle £ X z&/CYx;

dans lequel on a not&@(resp. @) le morphisme bord pourDyX = CyX t Gy, £ X (resp.
DyoX = CyoX t Gy £ XO.
Or, on a aussi une fonctorialitg de I'espace de dgformation :

-
DyoX 2 /DyX £y XO—/DyX

: L

1£€
AL o ————IA

ou le morphismeh est une immersion fermge, et le morphismé& est propre.
D'aprgs le num®roB.3 ou I'on explicite cette fonctorialit§, on obtient le diagramme
commutatif

Gm & X —— Gy £ X0 g, £.x0
DY8( OL/DYX %X XOL/DY(B(

v 0 b
CyoX 0— 1 g?(Cy X ) —L—ICy X;

dans lequel chaque carrg est cart§sien.
On peut donc appliquer la proposition 4.4 de[Ros9¢ au morphisme propref™+h ; on
en dduit le diagramme commutatif :

1£f)a
Gm2£ X02¥/Gm2£ X

@, o

0+h) g
Cyox 0 e x:

Or, les carrgs suivants sont commutatifs :

1 ft
)gOZﬁ/Gmgxo Gmgxozilemgxo
fuL L(lEf)u (1£f)r,L2 L(lEf)u
1/8 ft
X = 2IGy, £ X Gm £ X =IGp £ X:

La commutativit® du carrg de droite est §vidente, alors que la commutativitg du carrg de
gauche rgsulte de la formule de projection (ciRos9€, proposition 4.1 (3)). a
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4.2.2 Morphismes de Gysin
4.2.2.1 Immersion ferm§e r§guligre

Dans cette sous-section, on suit le traitement deHul98] de la thgorie de l'intersection, en
rappelant la d& nition du morphisme de Gysin qui intervient implicitement dans l'article
[Ros9q.

Le lecteur constatera que l'on s'appuie beaucoup surRos9€¢ en esp®rant que les
complgéments que I'on y apporte soient §clairant.

On rappelle pour cela le corollaire de la proposition 8.6 déoc.cit. :

Proposition 4.2.6 (Rost) Soient E=X un br§ vectoriel sur X, etp:E ! X la pro-
jection canonique.
Alors, le morphismep”: X3  E est un isomorphisme.

Compte tenu de la convention qu'on a adopt®, ce corollaire nous su+t pour d§ nir le
morphisme suivant (p quasi-isomorphisme prgs) :

D& nition 4.2.7 Sii:Y ! X est une immersion rgguligre, on d§ nit le morphisme de
Gysin dei, not§ i”, de degr§0, comme la compos§e :

3, ayi 1
X Nex 9y
oup:NyX ! Y estle morphisme de projection canonique.

Remarque 4.2.8.{ Intuitivement, ce morphisme de Gysin correspond R l'intersection
avec le cycle deX induit par le sous-schgma ferm® d'un cycle quelconque deX (voir
aussi Ful98], 8.1.1 pour une axrmation plus prgcise).

Proposition 4.2.9 Soientf : X ! Y un morphisme lisse, eti : Y ! X une section de
f. Alors, i est une immersion rggulipre, et on a

Preuve : Le fait que i est rgguligre est classique. Par ailleurs, le morphisme induit pdr
sur les espaces de dg&formation au cobne normal

DyX ' DyY

est alors plat, puisquef est lisse.
On a donc un diagramme commutatif :

GmE X —IDyX & Ny X

N

GmEY —/DyY Q2 — NyY
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et on peut lui appliquer la proposition 4.4 de Ros9€¢. Donc, dans le diagramme suivant,
le carrg (1) est commutatif :

Y Y

f
G £ Y2 Gy £ YNy Y

Y @
f°L 1£f°L 1£f°L @ L(Nf)“
f
X —1Gp £ X 9 G £ X =@ INy X:

Yy X

(

Par ailleurs, les deux permiers carrg§s sont commutatifs (cfoc.cit. (4.1) pour le premier,
et (4.3) pour le deuxigme).

Dps lors, considgrantp : NyX ! Y etqg: NyY ! Y les projection canoniques, on
peut encore transformer le diagramme prgcgdent en le diagramme commutatif :

e MY INGY _

TRERy L
a (N @ ¥

X 2 /NYX ”J(pu)il
Yoy X

ou le triangle (2) est commutatif puisque le pullback par un morphisme plat est naturel .

Finalement, on s'est donc rgduit au cas trivial du morphisme identit§ deY. Or,
l'axiome R3d des pr&-modules de cycles permet de montrer facilement que le morphisme
de Gysin (1y)” est l'identit sur les complexes de cycles, ce qui conclut. a

Corollaire 4.2.10 Soit E! ip X un br§ vectoriel.
Alors, si s: X ! E est une section quelconque de ce br§, le morphisme de Gysin de

s est §gal p(p°)i L.

Remarque 4.2.11.{ Ceci nous permet d'interprter I'op®ration de pullback d§ nie p

travers la d§formation au coOne normal. La recette est la suivante : pour intersecter un
cycle de X avec un sous-schgma ferm& immerg® rgguliprement dansX, on dgforme

d'abord I'immersion fermge deZ en la section nulle du brg normal deZ dans X, et pour

cette dernigre section l'op§ration d'intersection est triviale puisqu'il s'agit de la r§ciproque
du pullback par la projection canonique.

On introduit maintenant une s§rie de propositions qui se trouveront ggngralisges par la
suite, mais qui nous servent de lemmes pour parvenir aux constructions nales. Le lecteur
constatera que les preuves s'appuient encore ici SURpPs9 :

Lemme 4.2.12 Soit _
YOL/X 0

al, Lf

y ix

un carr§ cart®sien tel quei est une immersion ferm&e rgguligre, ef un morphisme plat.
Alors, j est une immersion rgguligre ef °f " = g"i".
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Preuve : Pour la premigre atrmation, on se rgfere pgEGA4], 19.1.5(ii).
On conclut dgs lors par application de la proposition[4. 2.4 (et par naturalit§ du
pullback plat pour les morphismes de projection des brgs normaux de et j). o

Les lemmes suivants sont des cas patrticuliers de la fonctorialit§ ggngrale d&. 27 Ce
premier lemme est celui delful98], prop. 6.5(a) (dans le cas particulier des immersions
rgéguligres) :

Lemme 4.2.13 Soient Z! ii Y une immersion rgguligre de codimensiord, etp:Y ! X
un morphisme plat de dimension relativen.
Si pi est un morphisme plat de dimension relativen j d, alors (pi)® = i°p°.

Preuve : En e®et, les hypothgses impliquent que I'on se trouve dans le cas du lemme
11.4 de [Ros9€. On en dgduit donc¥z Y £p° = °(pi)” ouq:NzY ! Z estla projection
canonique. Ceci conclut. o

On continue d'ggrainer des cas particuliers de&L.2.27 :

Lemme 4.2.14 Soient Z! ij Y! ii X des immersions ferm$§es rgguligres. Alorsij est
une immersion ferm§e rgguligre, ef(ij )* = j"i".

Preuve : D'aprps le lemmeld212 on peut tout d'abord dgformer l'immersion j en
limmersion k : Ny Xjz ! Ny X

X%w#“ z
Y X 'P b

Ny X 2LH/NYXJIZ

oM les morphismes verticaux sont induits par les projections canoniques de brgs.
Or, M. Rost a dgjp fait le pas essentiel pour nous dans la dgmonstration du thorgme
13.1 de [Ros9q puisqu' il a prouvg

JINYXiNy X jz) £I(XY )= J(NzX;NzY) £I(X;Z);

grace p l'existence de l'espace de dg§formation double (x0), et par application des lemmes
11.6 et 11.7 deloc.cit.

Prgcisons que I'on a identi 8N (Ny X; Ny Xjz) et N(NzX;N zY) par l'isomorphisme
canonique. Dpgs lors, sil'on notd : NzY | NzX limmersion ferm&e induite pari, on
obtient le diagramme commutatif suivant :

X iY ZJ—/Z
Vg X . » Lq“

NZXZ—F—JNZY

ouq:NzY ! Z estla projection canonique.
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On s'est donc r&duit au lemmeZZI3 En e®et, si I'on note encorep : Nz X | Z
la projection canonique, on peut appliquer ce lemme g et I. On en dgduit g° = |7p°,
c'est-p-direp® = (g°)i 17, ce qui conclut. a

Il nous reste un dernier cas pour complgter cette sgrie de lemmes prgliminaires. Il se
trouve p nouveau dans[Ful98], prop. 6.5(b), comme proposition prgliminaire :

Lemme 4.2.15 Soienti : Z ! Y une immersion ferm§e rguligre, ep : Y I X un
morphisme lisse.
Si pi est une immersion fermge rguligre, alorgpi)” = i°p°.

Preuve : A nouveau, il nous suzt d'appliquer le lemme 11.5 deRos9€ (et la naturalit$
du morphisme pullback par un morphisme plat). a

4.2.2.2 Morphismes localement d'intersection complgte

On rappelle la d§ nition VIII.1.1 de [[SGA®] :

D& nition 4.2.16  Soitf : Y ! X un morphisme.
On dit que f est localement d'intersection complgte si et seulement si pour tout point
y deY, il existe un voisinage ouvertU dey dansY tel quef admette la factorisation

u—Jz

b, B

v %

dans laquellej est I'immersion ouverte canonique,i est une immersion fermge r§guligre
et p est un morphisme lisse.

On introduit ci-dessous une notion trgs faible qui nous permet de globaliser cette
proprigt® locale des morphismes localement d'intersection complgte pour la rapprocher de
la dg nition de [[Ful98], B.7.6.

D& nition 4.2.17  Soit X un S-sch§ma. On dira queX est lissi able sur S (ou simple-
ment <lissi able> dans ce chapitre) si et seulement si il existe urs-schmaX lisse et une
S-immersion fermgeX ! X.

Remarque 4.2.18.{ Cette condition est beaucoup plus faible que la r§solution des
singularitgs. On peut par exemple restreindre I'Btude aux sch§mas quasi-projectifs.

Remarque 4.2.19 .{ La condition prgc®dente impose queX est localement de type ni.
Par convention, puisque I'on travaille ici avec des schmas essentiellement de type ni, on
pourra consid®rer queX est lissi able sur S si et seulement si on peut le plonger dans un
schgma essentiellement lisse si8.

Dps lors, on obtient la proposition suivante

Proposition 4.2.20 Soitf : Y ! X un S-morphisme, ouY est lissi able sur S.
Alors, les conditions suivantes sont §quivalentes :
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1. f est localement d'intersection complgte.

2. Il existe une factorisation def

ng X

op i est une immersion ferm§e rggulipre, ep un morphisme lisse.

Preuve : Le sens2) 1 est tautologique. Pour l'autre implication, on considgreY un S-
sch®ma lisse muni d'une immersion fermgg: Y ! Y. Onen d®duit alors la factorisation

suivante def
X £g5Y
|
f @Q
Y nﬁﬁﬁé X

oM I'on a pos®i = f £5 9 et oy p est le morphisme de projection. Par d® nition, p
est lisse. De plus,i est une immersion fermge car le morphisme de projection canonique
q:X £sY! Y ests®parg.

Il nous suxt degs lors de nous rgfrer p la proposition 1.2 deSIGAG], VIII, pour
conclure quei est alors rgguligre, puisqud est localement d'intersection complgte. =

Remarque 4.2.21.{ La caractgrisation prgc®dente est la d§ nition que prend W.Fulton
des morphismes localement dintersection complgte (cflELI98], B.7.6). Mais par
ailleurs, on aura besoin plus loin d'un r@sultat un peu plus n qui ngcessitera p nou-
veau I'hypothgse<lissi able>, c'est pourquoi nous avons choisi de la dggager explicitement.

A tout morphisme d'intersection complgte, nous allons associer un morphisme de Gysin
qui g&n®ralise le cas d'une immersion ferm§e rgguligre. Pour cela, il nous suxt du lemme
suivant :

Lemme 4.2.22 Soit

rirrrgD I'LIEL%

Y Iy X
j kﬁﬁ

un diagramme commutatif, opi,j sont des immersions ferm§es rgguligres, ¢tg des mor-
phismes lisses.
Alors, i°p” = j°q".

Preuve : On fait la construction suivante :

Alors, puisque ¥4 A, p et g sont lisses, on a/&p® = A%¢f.
Il ne reste plus maintenant qu'p appliquer le lemmeZd.Z. 1% p l'immersion rgguligre
(i;j ) et au morphisme lisse¥4(resp. A), puisque ¥4+ (i;j ) = i (resp. A+(i;j) = j) est une
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immersion rgguligre. o

On en deduit la d§ nition suivante :

D§ nition 4.2.23  Soitf : X ! Y un morphisme localement d'intersection complgte tel
que X est lissi able.

On d® nit un morphisme de Gysin pourf, not§ f °, en consid§rant une factorisation
arbitraire f = pi oui est une immersion ferm§e rguligre ep un morphisme lisse (grace

p[@.2.20), et en posantf ° = i"p°.

Le lemme prgckdent garantit que cette d® nition est indBpendante du choix de la
factorisation.

On fait les calculs suivants, qui montrent que notre notation n'introduit pas
d'ambigu#® :
Proposition 4.2.24 Soitf : Y ! X un morphisme, tel queY est lissi able.

1. Sif est une immersion ferm§e r§guligre, alorg est localement d'intersection com-
plpte, et les morphismes respectifs associ§sfpen tant qu'immersion et morphisme
localement d'intersection complgte c2ncident.

2. Si f est plat et localement d'intersection complgte (autrement dit plat et
d'intersection complgte au sens deHGA4], 19.3.6), le morphisme de Gysin asso-
ci® pf cancide avec le pullback d§ ni efd.I.13

3. Si X etY sont lisses surS, alors f est localement d'intersection complgte ef ©
cancide avec le morphisme * de [Ros94q, x12.

Remarque 4.2.25.{ Pour nous, lintgrét des morphismes localement d'intersection
complgte est qu'ils permettent d'uni er ces trois types de morphismes.

Preuve : 1. Tautologique.

2. C'est le lemme4.Z.13

3. On peut alors factoriserf en limmersion ferm§e rgguligre correspondant g son
graphe (carY est lisse surS), suivie de la projection de XY sur Y, qui est lisse puisque
X est lisse surS). Cela montre quef est localement d'intersection complgte ; de plus,
c'est justement cette factorisation qui permet p M. Rost de dg nir le morphismef *, en
utilisant le morphisme de Gysin de I'immersion ferm§e rggulipre que I'on a d§ nie, et le
pullback par le morphisme de projection, qui est plat. Il en r§sulte tautologiguement que
le pullback d§ ni par M. Rost coAncide avec notre dg nition dans ce cas. o}

Remarque 4.2.26.{ Pour d& nir le morphisme f*, M. Rost n'a besoin que de supposer
queY est plat sur S, en imposant la factorisation du morphismef .

On arrive nalement p la formule d'associativitg ggngrale.

Proposition 4.2.27  Soient Z!i@J Y !if X deux morphismes localement d'intersection
complpte tels queZ et Y soient lissi ables.
Alors, fg est localement d'intersection complgte, e(fg)® = g°f °.
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Remarque 4.2.28.{ D'aprgs [SGAH], VIII.1.5., gf estlocalement d'intersection complete
sans hypothgse suZ et Y.

Preuve : Tout d'abord, d'aprgs la proposition [4.2.20Q il existe une factorisation def en
une immersion rgguligrel : Y ! P suivie d'un morphisme lissep.

Considgrons maintenantM un S-sch§mallisse ef: Z ! M une immersion ferm§e (au-
dessus deS). Revenons R la preuve de la proposition citge ci-avant, et posorid= Y£sM.
Alors, j =(g;9:Z ! Q estune immersion fermge rgguligre (toujours dapre$SGAE],
VII.2.1). On note q: Q! Y la projection canonique surY .

Des lors, sil'on poseR = P £5M, etsilonnotel : R! P la projection canonique,
on obtient le diagramme commutatif suivant

Zae 1ok g
)

[ @ bl

P

bp

f x;

dans lequel le carrf(1) est cartgsien.

Puisque (kj; pl ) forme une factorisation du morphismefg, celui-ci est bien localement
d'intersection complgte et il nous su+t d'appliquer le lemme[d.ZI12au carr§ cart§sien(1)
pour conclure I'ggalit$ attendue. o

4.2.2.3 Formule de projection et raxtnement

On continue pa suivre [Ful98], et on d®& nit donc un morphisme de Gysin ratn§ :
D& nition 4.2.29  Consid®rons un carrg cart§sien

YOL/X 0

I

Y X

op i est une immersion ferm&e rgguligre.
On peut alors d€ nir le morphisme de Gysin du carr§¢ , not® ¢ °, comme la compos§e

des morphismes
3 oy 1
x 2% c ox03™ geNyx G vo
op ¥ est le morphisme de sp$cialisation associ® p limmersion fermfie h : CyoX 9!
g°Ny X est l'immersion ferm§e induite par ¢ (cf B.Z3) et p : g°NyX ! YOest la
projection canonique du br§ considgrg.

Remarque 4.2.30.{ Dans [Ful98], x6.2, on considgre plutdt ce morphisme comme le
morphisme de Gysin dei (sous-entendu ra+n§ parj), et on le notei'. Notre notation est
plus lourde mais a I'avantage d'etre plus prgcise.
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Lemme 4.2.31 Soit _
YOL/X 0

ng Lf

Y%x

un carr§ cartfsien tel quei est une immersion ferm§e rgguligre. On suppose que le mor-
phisme induit h : NyoX °!' g°Ny X est un isomorphisme.
Alors, ¢ %= ",

Preuve : En e®et, I'hypothpse entra®ne quér, = (h")i 1,
Dps lors, par fonctorialit® du morphisme pullback par rapport aux morphismes plats,
le triangle du diagramme suivant est commutatif

Y ()it o
X %Ny oX =g (Ny X))

I rr
(p°)i * $Y0F<r(q°)i :

dans lequel les °pchep et q dgsignent les projections canoniques. Ceci conclut en revenant

a la dg nition. a
Corollaire 4.2.32 Soit _

YOL/X 0

o .e

Y —/x

un carr§ cart§sien.
On suppose quea et ] sont toutes deux des immersions ferm§es rgguligres partout de
méme codimension. Alors,¢ ® = j°.

Preuve : D'aprgs le lemme prgc®dent, il nous sutt de montrer que le morphisme canon-
ique h : NyoX %! g"Ny X est un isomorphisme.

On considgre dond (resp. J) l'idgal de i (resp. j). Alors, h est le spectre du mor-
phisme d'alggbres sym$triques engendr§ par I'gpimorphisme canonigg¥(l =l ) 1J =J ?
(cf annexelB). Par ailleurs, puisque ces deux brgs sont localement libres de m&éme rang
en tous points, cet §pimorphisme est un isomorphisme, ce qui conclut. a

Remarque 4.2.33.{ On notera que ce cas correspond justement au cas classique {si
est une immersion ferm§e) ou l'intersection est propre.

Corollaire 4.2.34 Soit _
YOL/X 0

g ¢

v X

un carrg cart§sien.
On suppose que est une immersion ferm$e rgguligre, ef un morphisme plat.
Alors, j est une immersion rgguligre et¢ ° = | “.
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Preuve : En e®et, il suxt d'appliquer la remarque [B.2.8 qui atrme justement que le
morphisme canoniqueNyoX °!' g”(Nx Y) est un isomorphisme. o

Pour nous, la raison d'étre du morphisme de Gysin (raxn®) d'une immersion non ngces-
sairement rgguligre est le fait qu'il permet de donner une formule de projection ggngrale :

Proposition 4.2.35 Consid§rons un diagramme

oun chaque carr§ est cartg§sieni est une immersion ferm§e rggulipre ef un morphisme
propre. On appelle¢ (resp. £) le carr§ de devant (resp. de derrigre) ayant pour arétd.
Alors,
¢ +fo= gutE™

Preuve : On commence par introduire les morphismes canoniques qui correspondent p
la fonctorialit§ du coéne normal (cf[B.2.3) d§ nis par le diagramme

CyoX _O

op p,p° sont les projections canoniques, ef, °°des immersions fermges.
Des lors, la proposition est §quivalente g la commutativit du diagramme ci-dessous :

3 08 oy 1
X 024/P/CY20X OzgltG’(NZV)QL/XO

fa L 1) Lkn 2 ha L 3) Lgu

X =5 /Cy X =" /Nsz—/(pu)il Y:

Or, le carrg (1) est commutatif d'apres la propositionZ.2.5 (¥%et ¥¥ sont les morphismes
de sp%cialisation au cone normal respectifs), le carf®) d'apres la fonctorialitg du pushout
par un morphisme propre, et le carrg§(3), par application de la formule de projection
(®Bl®mentaire)4.1.18 o}

On note le corollaire imm$diat suivant dont la formulation est plus simple que la
proposition prgcgdente :
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Corollaire 4.2.36  Soit _
YOL/X 0

ng Lf

Yij

un carrg cartgsien tel que est une immersion ferm$e rguligre, et un morphisme propre.
Alors, i°fs = gt °.

Remarque 4.2.37.{ Nous n'‘aurons pas besoin dautres proprigtgs que cette formule de
projection vis-g-vis du morphisme de Gysin ratn§. On note toutefois que I'on doit pouvoir
encore continuer le travail de transposition de [Ful98] aux modules de cycles, et montrer
ainsi que le morphisme de Gysin raxn® d'une immersion fermge est fonctoriel (6.5 de
loc.cit.), commutatif (6.4 de loc.cit.) et v@ri e une formule du type <excess intersection
formula> (6.3 deloc.cit). Ceci permettrait de d§ nir le morphisme de Gysin ratn§ d'un
morphisme localement d'intersection complgte, et achgverait la transposition du chapitre
6 deloc.cit. au cas des modules de cycles.

4.2.3 Produit d'intersection

Dans cette sous-section, on suppose que S est alg8brique lisse.
Par ailleurs, tous les schfmas sont supposfis étre alggbriques.

Autrement dit, le mot <sch®ma dgsigne toujours unS-schma, mais qui est suppos$
de plus &tre de type ni. Un tel schEma porte une unique structure dek-sch®ma, p laquelle
on se rgfgrera sans plus de pr§cisions.

4.2.3.1 D#§ nition ; produit crois§

On revient dans ce qui suit p la m&thode suivie par M. Rost pour d® nir le produit
d'intersection, et plus prcisgment au paragraphe 14 déRios94.

On introduit tout d'abord une terminologie qui nous est propre :

D§ nition 4.2.38  Soit N un module de cycles surS. On dit que N est absolu si et
seulement si il existe un module de cycle sur k tel queN est la restriction de N p S.

Remarque 4.2.39.{ Nous renvoyons pi4.Z.52 pour une explication de cette d§ nition,
ainsi qu'une discussion critique. Pour l'instant, on se borne g remarquer qu'il en existe,
et qu'ils sont plus faciles g manipuler.

Exemple 4.2.40{ La K-th§orie de Milnor est I'exemple fondamental de module de
cycles absolu.

On rappelle que M. Rost a introduit la notion de <pairing> dans [Ros9¢ : siM et N
sont des modules de cycles sk, un <pairing>* :N £ M ! M est la donn®e, pour toute
extension de type ni E=k d'un morphisme

te tN(E)EM(E)! M(E)i(¥d 7! ¥ai¢

satisfaisant les relations
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P1: Pourx2 KM(E), %2 N(E)et! 2 M(E), on a

Pla: (x¥Q:1 = x:(¥2:9).

Plb: (¥%2:¥:1 = Ya(x:1).

P2: Pour' :E! K,  2N(E),°2N(K),2M(E)ett 2 M(K),ona
P2a: ' o(":) =" (") (¥,

P2b: si' est ni, ' (" o ):t) = " O(Y),

P2c: si' est ni, ' (%' o(¥Q) = "' “(°)Y2

P3: Pour une valuation ggom®triquev sur F, pour = 2 N(F) et %22 M (F), pour une
uniformisante Y4de v, on a

¢ 1, 1/pyr ’
@ % = @)+ (i V'S )@+ i 19@( ):@%:
On introduit la d§ nition complg§mentaire suivante :

D& nition 4.2.41  Soit N et M des modules de cycles sus.
On dit qu'on s'est donn§ un accouplement de modules de cycles sair

I1:NEM! M;

si 1 est un<pairing> au sens de M. Rost et que, de plug\ est absolu.

Lorsqu'on s'est donn§ un accouplement sufs
Vu:NEN! N;
on dira encore queN est muni d'une structure d'anneau surS.

Remarque 4.2.42.{ Ainsi, un modules de cycles muni d'une structure d'anneau
est, d'aprgs notre d® nition, toujours absolu. Par contre, on ne requiert pas que
l'accouplement soit donn§ surk.

Exemple 4.2.43.{ Si M est un module de cycles quelconque sk, il est par dg nition
(donnge D3) muni d'un accouplement canonique suk
KMeEM ! M:

Le cas ouyM est lui-méme le module de cycles form§ par la K-thgorie de Milnor sera
®tudi® dans le prochain paragraphe.
4244 {Soit* :N £ M ! M un accouplement. M. Rost a d§ ni un produit crois§ (cf
[Ros9€] 14.1), pour tous sch&ma et Z,

£: :Co(YiN;in) - 2C4y(Z;M;m) 1 Cpag(Y £ Z;M;n + m);
opY £y Z est vu comme unS-sch®ma R travers la projection deZ sur S. D'aprgs

loc.cit., 14.4, ce produit sur les complexes induit un produit sur les groupes de cohomologie.

Suivant M. Rost, on en dgduit le produit d'intersection suivant :
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D& nition 4.2.45 Soit N £ M!i1 M un accouplement de modules de cycles s&; et X
un schma lisse surs.
On d® nit alors un produit

AP(X;N;n)- A9%X;M;m) ! APAX;M;n + m)
X-y 7' (&) (XEry)= Xy:
On prcise quexx : X ! X £, X est l'immersion ferm$e diagonale deX sur k,
vu comme S-morphisme pour la structure deS-sch®ma surX £ X par la projection du

deuxigme facteur surS. Comme X est lisse surk, tx est donc uneS-immersion ferm§e
régulipre ety d®signe le morphisme de Gysin associ (éfZ2.7).

Remarque 4.2.46.{ Pour ne pas alourdir les notations, la rgfgrence p I'accouplemerit
sera parfois omise suivant la notation dellRos9q.

Ce produit d'intersection dispose alors des formules classiques suivantes :

Proposition 4.2.47 Fixons® :N £ M ! M un accouplement de modules de cycles sur
S.

Soient X et Y des sch®mas lisses su8, etf : Y ! X un S-morphisme. On notef ”
le morphisme de Gysin associ§ au morphisme localement d'intersection complgtedans

la d§ nition [4.2.23

1. (Associativit®) On suppose queS = Spec(k), et que N est de plus muni d'une
structure d'anneau sur k. Alors pour tout triplet (x;y;z) 2 A*(X;N)£ A%(X;N) £
A%(X;M), on a

(Xy)2z= X1 (ya2):

2. (Fonctorialit®) Pour tout couple (x;y) 2 A%(X;N)£ A%(X;M), on a:
(F“x)u (F%y) = fo(x:ay):

3. (Projection) Si f est propre, pour tout couple(x;y) 2 A%(X;N)£ A%*(Y;M),on a:
fa(xiif%y) = (fax)uy:

Remarque 4.2.48.{ Dans cette proposition, on dgmontre les atrmations de [Ros9q,
(14.6) avec les deux premigres ®galit®s, en utilisant notamment les r§sultats diac.cit.
sur les produits crois®s. Par contre, nous avons trouvg pratique d'utiliser la m$§thode de
Fulton (i.e. lintroduction des morphismes de Gysin raxn$§s) pour prouver la formule de
projection dans le cas ggngral.

Preuve : 1. Commenxons par constater que le carrg§ suivant de g

X — X IXE, X

i'XL Li‘xfklx
X £ X ZEy £ X £, X

est cartgsien.
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Des lors, on peut faire le calcul suivant :
(xy)nz= £ (K (XEY)E£: 2)= £ (& £k k) (XE Y) £: 2)
D 15 (5 £ )X E (VE: 2)
D 18 (1x £ ) (XEs (YE: 2)) = X:(y:2)

oM (1) rsulte de la formule d'associativit§ du produit crois§ (14.2 delRos9€), et (2)
résulte du lemmeZ.Z12

Dans la suite de cette dgmonstration, dgs qu'on considgre un produit sut de deux
S-schgmas, on le munit de sa structure des-sch§ma grace R la projection du deuxigme
facteur sur S.

2. Pour cette atrmation, on considgre le carr§ cart§sien dank g
Y 2 IY £, Y

f LfEkf
X —XIX £, X:

Alors,
o o,o l o ol
FPoey) = Fo2 (xE1y) D 45 (F £ F)°(XEx y)
(2) o o] o] o ol
SR XELTTY)=(FX):(f7y)

ou (1) rgsulte ded.Z.27 et (2) r§sulte de la propri§t 14.5 ddoc.cit..
3. On a dgjp remarqu® dans une situation semblable que le morphisnie est bien

o Y
localement d'intersection complgte puisqu'il se factorise eX | "X ELY iiFi)X£ Ky OM °¢
est le graphe def , immersion ferm§e rgguligre puisqu¥ est lisse, etp}£kY la projection
canonique qui est lisse puisqu&X est lisse surk.

Des lors, considgrons le carrg cartgsien des

X —IXE Y

fL ¢ Lfﬁklx

Y Y ELY:
On peut alors faire le calcul
a 1 a 2 o
(Fax)iy = £2(F ExIy)a(XE: y) D fat *(xE: y) D oo P(X £1 y)

oM I'Bgalit (1) rgsulte deld.2.36 appliqu® au carrg cartgsien prgctdent, et I'Bgalit®) du
lemme[d.2.37 car, puisqueY =k est lisse,Nx (X £, Y) "' f%TY), ouTY designe le brg
tangent de Y=k

Mais par ailleurs, pour le deuxipme membre de I'Bquation, on a

o] o] o] 3 ok
Fa(xf 2y) = fotf (Iy £4F)°(XE: y) D ot P(X £ y)
oM I'Bgalit® (3) rsulte de ce ques = (1y £ f) £1y, et de la proposition[4.2.21 o
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4.2.3.2 K-th§orie de Milnor et groupe de Chow

Dans ce paragraphe, on ®tudie le cas oM = KM est la K -th§orie de Milnor, que l'on
considgre muni de sa structure d'anneau canonique.
Par d® nition, si X est un schma,

AMX ;KM n)y= CH"(X)

(cf 219 pour la num§rotation du membre de gauche). Pour plus de claret§, st est la
classe d'un cycle dan<CH"(X ), on note fxg son image dansA"(X ;KM :n).

Pour cléturer ce paragraphe sur l'intersection, on va commencer par dgmontrer que
le morphisme de sp®cialisation construit par M. Rost c2ncide avec celui de W.Fulton,
suivant une indication de M. Rost au dgbut du paragraphe 11 deRos9q :

Lemme 4.2.49 Soit X un sch®ma, etZ un sous-sch§ma ferm$ deX. Alors, pour le
module de cyclesK M, J(X;Z) = ¥% X, op J(X;Z) dEsigne la construction de M. Rost
(cf d€ nition .23, et ¥z X est le morphisme de sp$cialisation de W.Fulton (cfHul98],
5.2).

Preuve : Commensons par rappeler que le sous-sch§ma ferr@g X de Dz X est un
diviseur de Cartier, param§tr§ par le paramptret de la dgformation,t : Dz X ! A&. Des
lors, d'apres [Ful98], chap. 2, def. 2.3, sil'on notei : CzX ! DzX, on peut d§ nir de
manigre ®lfmentaire le morphisme de Gysiit' : CHo(DzX)! CHy(CzX).

Par ailleurs, si I'on regarde la n de la suite exacte de localisation pour le groupe de
Chow, on en dgduit le diagramme commutatif suivant identique p celui de la dgmonstration
deloc.cit., prop. 5.2 ou I'on a remplac® I'espace dgformatioM 3 X (‘brg sur P}) par Dz X
(qui en est un ouvert) :

CHn(X)

| . Z
CHps1(CzX) 'ﬂCHM(szr)rT‘JCHn(G}zQ £ X)—0 )% x
-iI;TTTTT* g

CHRp(CzX)

opj : Gm £ X ! DzX d®signe I'immersion ouverte canonique ; le morphism§ existe
car iis = 0 d'aprgsloc.cit. prop. 2.6(c). Le fait que %z X = ¥4 est le contenu de la
dgmonstration de la prop. 5.2.

Revenant p la d® nition .23 et puisque le pullback par un morphisme plat céncide
sur les deux groupes de Chow, il s'agit donc de montrer que le diagramme suivant est

commutatif : '
An(Gm £ X;KM:n) @A (DzX;KM:n)
ftg:% %i“

An(Gm £ X;K;n) 5/An(C2X ;KN in)

oM @est le morphisme bord pour la dgcompositiorDzX = G, £ Xt CzX.
On considgre donc® un §lgment deA,(DzX ;KM :n). Par lingaritg, on peut se re-
streindre au cas op® est la classe d'un pointx de Dz X.
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Si x appartient p Cz X, on a dgjp vu quei®x = 0, et la commutativitg en dgcoule
puisquej“x = 0.
Sinon, par d§ nition

. X i ¢
@t ftg +j°(x) = @ t(x) y

y2(W\ Cz X )®

ouW dgsigne lI'adh§rence rgduite de dansDz X .
Or, par ailleurs, d'aprgs la d® nition (cf loc. cit. def. 2.3), puisquet paramptre le
diviseur de Cartier Cz X, on a d'un autre cotg
X
i7(x) = ordy(t):y
y2(W\ Cz X)®

op ordy dgsigne la fonction ordre d® ni enloc. cit., x1.2. ¢

Il sutt donc de dgmontrer que pour tout point vy, les entlers@ t(x) et ordy(t) sont
®gaux. Mais pour celp, il sutt de revenir p la d§ nition de @ (cf [4.1.9 et d'appliquer
I'exemple 1.2.3 deloc. cit., en remarquant que l'assertion est triviale siw \ CzX est
normal. o

Des lors, la proposition suivante est presque immegdiate :

Proposition 4.2.50 Soit X un sch®ma alg§brique lisse. Pour touk (resp. y) dans
CH"(X) (resp. CH™(X)), on a I'Bgalit@

fxgfyg= fxyg

op les points dgsignent respectivement le produit dans®(X ; KM ;o) d§ ni en @245 et le
produit dans CH“(X ) d® ni dans [Ful98], chap. 8.

Preuve : On rappelle la d§ nition 8.1.1 de [Ful98] : six ety sont des classes de cycles dans
CH*®(X), alors x;y = #(x £ y) (on considgre ici le cas ofi =1x), avec+: X | XX le
morphisme diagonal deX , et + est le morphisme de Gysin associ§ p limmersion rgguligre
+, et X £ y est le produit ext®rieur dex ety d& ni en 10.1.

Or, par d§ nition, + = (p°)i 1+£¥% (XX ),oup:TX ! X est la projection canonique
du br§ tangent, et ¥x (XX ) est le morphisme de sp$®cialisation au cone normal associg p
I'immersion diagonale (dg nition dans le x5.2).

Des lors, compte tenu du lemme prgcgdent, il suxt de dgmontrer que le produit croisg
d® ni par M. Rost coAncide avec le produit ext®rieur de cycles d& ni par W.Fulton (cf
[Ful9g], 1.10).

Consid®rons p cet e®et 2 CH"(X) ety 2 CH™(Y), ou X etY sont desk-schmas.
On peut se rgduire par bilingaritg au cas oix (resp. y) est la classe dev (resp. W), sous-
schma ferm§ deX (resp. Y). Des lors, par d§ nition, x£ y = [V £ ¢ W] est le cycle associ§
au sous-sch§ma ferm¥ £ « W de XY . Or, si I'on considgre la projection¥: VX ! X, on
a par dg nition : x£ y = io%Z(y), opi : VX ! XX estlimmersion fermge canonique. Si
x dgsigne encore le point ggngrique dé, on peut tout aussi bien consid®rer la projection
Yy :Spec( (X)) X I X, etiy:Spec((x)) X ! XX, onaencore (puisque les cycles en
guestion ne dgpendent que des points gBn®riquesx£ y = (ix)a(¥4)"(y). Or, on reconnait
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lp la d® nition 14.1 de [Ros94, et donc, comme le pullback par un morphisme plat (resp.
le pushout par un morphisme propre) cdncident sur le groupe de Chow p coezcients et
le groupe de Chow classique, par d® nition :

fx £ yg= f(ix)a(Y4) (y)g= (ix)a(¥)*fyg= fxg£f yg:

Remarque 4.2.51.{ On obtient une dgmonstration plus conceptuelle de cette proposi-
tion en appliquant I'exemple 6.1.9 de [Ful98]. En e®et, la premigre propri§tgs que doit
vEri er le produit d'intersection ( <normalisation>) rgsulte de la proposition [ 42,10 et
la deuxigme proprigt® rgsulte de la compatibilit¢ de la suite spectrale de M. Rost par
rapport au produit de composition des modules de cycles.

4.2.52 { Modules de cycles absolus
La d® nition 4.Z.38est inspirge du cadre topologique des systgmes locaux.

Dans ce cadre, un systgme local st est un prgfaisceau sur le grouplle fondamental
de X (c'est-p-dire la cat§gorie dont les objets sont les points d&X et les morphismes
sont les chemins deX p homotopie prgs). Alors, un systgme local suK est simple si
et seulement si il provient d'un systgme local sur I'espace topologique form® d'un seul point.

Cette situation est donc analogue g la nétre, puisqu'un module de cycles si8 est en
particulier un prgfaisceau sur les points (au sens de la ggom$trie alg§brique) 8e(i.e. la
cat®gorie enrichie introduite dand4.1.27). La grosse di®%rence tient au fait que les points
de la gBom%trie alg®brique portent chacun leur propre structure alors que les points au
sens de la topologie alg&brique sont tous §quivalents. C'est pourquoi nous avons prgfére la
terminologie <absolu>, qui signi e que le module de cycles provient d'un module de cycles
sur le <plus petit point > possiblek.

Plus pr&cisgment, les modules de cycles sont I'analogue des foncteurs de Mackey
de la topologie alggbrique ®quivariante. Rappelons que ceux-ci sont d§ nis comme les
pr&faisceaux additifs sur la catggorie des orbites, vues commes des espaces topologiques
fquivariants discrets dans la cat§gorie homotopique stable g§quivariante. En anticipant
sur la deuxigme partie, on note que la catfgorie des motifs g&n®riques joue le role de
la catg§gorie des orbites pour la topologie alggbrique ®quivariante, puisque les modules
de cycles sont en particuliers des prgfaisceaux sur la catg§gorie des motifs ggngriques.
Autrement dit, les motifs g&n®riques jouent le réle des points dans notre cadre, que l'on
considgre comme des objets de la catggorie homotopique stable sous-jacente (ici, il s'agit
de la catggorie dgrivBe des motifs mixtes).

Les modules de cycles et les foncteurs de Mackey correspondent donc en quelque sorte
p une version stable de systgmes locaux. Pour les foncteurs de Mackey, la notion analogue
de la notion de systgme local simple serait la proprigt§ d'étre constant. En ggom$trie
alg®brique toutefois, il y a une notion interm§daire avant celle d'étre constant, qui est
la notion de module de cycle absolu que nous avons introduite, consid§rant que, dans la
th§orie des motifs, le plus petit point possible est le corps de base. Nous n'avons pas
trouvg de caractgrisation simple de ces objets pourtant, ni m&me de condition sutsante {
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rappelons qu'en topologie algg§brique, si un espace topologique est simplement connexe,
tout systgme local surX est simple.

Toutes ces considgrations prendraient beaucoup plus de sens avec I'analogue de la suite
spectral de Serre dont nous parlons conjecturalement dans l'introduction. En e®et, p une
“bration (morphisme lisse dans notre cadre), on associe un module de cycle sur la base. I
se pose naturellement la question de dgterminer ce module de cycles ; la premigre question
gue I'on peut se poser est donc de savoir s'il est absolu dans le sens qu'on a introduit { on
souligne que cette simpli cation doit &tre rare, et demande donc p &tre approfondie.

4.3 Module homotopique induit

Dans cette section, on se place dans le cas S = Spec (k).
De plus, tous les sch§mas sont supposés étre alggbriques.

On va voir comment dgduire d'un module de cycles sur un corps (non ngcessairement
parfait) un module homotopique.

4.3.1 Transferts

Dans cette sous-section, on xe donc un module de cycled sur k, et on construit des
transferts sur les groupes de Chow p coezxcients dand .
Onnote! : KM £ M ! M laccouplement canonique.

4.3.1 { Soient X etY des sch§mas alg®briques lisses@® c (X;Y ). On note U le support
de ® dans XY , i l'immersion canonique deU dans XY et p{j la projection de U sur X,
qui est ni gquidimensionnelle.

Soit °; : U ! UXY le graphe dei. Alors, puisque XY est lisse surk, °; est une
immersion ferm§e rgguligre. On peut donc d§ nir :

D& nition 4.3.2  Avec les notations qui precpdent, on note encore®gy la classe du cycle
® dans A°(U; KM).
Adoptant les notations introduites ci-dessus, pour tout¥2 A®(Y;M), on pose
3 .

® (A = (p5)a°F f®u £: pYy (4 :

On a donc construit une action des correspondances nies sur les modules de cycles.
Il s'agit de montrer que cette action est d'abord lingaire, puis compatible au produit de
composition par rapport aux correspondances nies.

Le lemme suivant nous permet de montrer la lingarit$ :

Lemme 4.3.3 Soit X et Y deux sch§mas alggbriques lisses.

Soit ®2 ¢(X;Y ) une correspondance nie, etU son support. SoitV un sous-sch§ma
ferm® integre deXY qui est ni §quidimensionnel sur X, et qui contient U.

On note par ailleursj : V! XY limmersion ferm§e canonique,®; son graphe et
la projection de V sur X. Enn, on note f®yy la classe du cycle® dans A°(V;KM).
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Alors, pour tout %22 A%(Y; M),
5 ,

& (A =(pS)e"% f®Ov £: PYy (%

Preuve : On peut supposer queX et Y sont connexes. Notons encoré I'immersion de
U dans XY et p la projection de U sur X .

Par d® nition, si f®gy d®signe la classe du cycl® dans AO(U; KM), on a I'ggalitg
f®gy = la(f®gy), opl : Ul V designe I'immersion ferm§e canonique.

Consid®&rons le carrg cartgsien

u —uxy
i £ °'¢ Ljﬁklxv
v v Xy

Alors,
3 4 3

()a"% f®y £ PXy (%) = (B)a"RG £x Ixv)a @DU £: Py (%)
= (B))aiat ° FOQU £1 Py "(9)
2 (P)e"F T@YU £: Phy (%)
Pour I'ggalitg (1), on applique le corollaire[4.2.36 au carrg ¢ , et pour I'ggalitg (2), on

applique le lemmeld.Z.31 puisque °; et °; sont deux immersions ferm§es rgguligres de
méme codimension pure §gale p la dimension deé. a

Muni de ce lemme, la lingaritg devient §vidente :

Lemme 4.3.4 Soit ® et deux correspondances nies dang (X;Y ), et 22 A%(Y;M).
Alors, (®+ )= &FW+ (.

Preuve : Soit U et V les supports de® et . On poseW = U[ V. On notei,j,l les
immersions respectives déJ,V,W dans XY .
Alors, ®+ = a pour support W et on obtient

(®+ )™= (piy)=° T (F®+ “gw £: Y
= (BY)e"(F®aw £: A+ (pyy)s°F(F gw £: %)
= @M+ "W

la dernigre ggalitg provenant du lemme prgcgdent. a

On vEri e en n que cette action est bien compatible au produit de composition des
correspondances nies :

Proposition 4.3.5 Soient X, Y et Z des sch§mas alg®briques lisses. Alors, pour tout
®2c(X;Y), 2c(Y;Z) et¥%2 A%Z;M),ona:

@ Y= (T @)%
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Preuve : Par lingaritg, on se ramgne tout d'abord au cas o)X, Y et Z sont connexes.
Soit U le support de® et V le support de

On poseU = U £y V. C'est un sous-sch®ma ferm® dXY Z, qui est ni surjectif sur

X. On note W sa projection surXZ , qui est donc un sous-schgma ferm®, ni surjectif sur
X.

Onnotei:U! XY,j:V! YZetl:W! XZ,lesimmersions gvidentes.

Par ailleurs, on adopte la convention de noterpi_, les morphismes projections (prgcgd®
au besoin d'une immersion ferm$§e) d'un sch&ma dans un sch§ma qui sont clairs dans
notre contexte.

On note simplement f®g la classe de® dans A°(U;KM) et f g la classe de dans
A°(V:KM). On considgre pour notre premier calcul le carrg cartfsien :

g —uxv
Bl o e
U —uxy

On peut dpgs lors calculer le premier membre de la relation g prouver :
3 .

® (= pia"7 TRYE: (PXy )*PYa’] f_g£ (piz)“(l/éq:

= pye’f fEIE: pXv n(va)uon fTg€: (p72)° (1/3
P57l £ X))o T@IE: (ply ) FgEx (pYz) '
pUnpU,_-,ll fRYE: (va)non fTg€: (p72)° (1/9
S (PLEK P2 £k ps)° f®E: (f g Es 1/3¢1

1= 1

1)

On donne les justi cations suivantes pour ce calcul :

(1) Cette ®galitg rgsulte du fait quei, est une immersion rgguligre (car l'intersection
de U et V est propre), et du fait que i1 et °; ont méme codimension pure §gale p
dim(X)+dim( Y) ; en e®et, cela implique, d'apres le lemn&2Z3] ¢ | = i7, etil ne
reste plus qu'p appliquer le corollairdd.2.36

(2) On a pos® pour cette ggalitfp; : U! U,p,:0! V etps:O! Z les projections
canoniques (on rappelle qudd = U £Ev V).

Elle rgsulte de la fonctorialitg du morphisme pushout par un morphisme propre et
de la fonctorialit® du morphisme de Gysin d'un morphisme localement d'intersection

complete (cfld.Z2.29).

IntBressons-nous par ailleurs p l'autre membre. Le support de +® est par d§ nition
inclus dansW. De plus,

- t®= vaz::(vaz 3F$<Y$zn);
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Or, pXYZ ®:pré, °~ est p support dansd. On peut par ailleurs calculer la classe de cycle
correspondante grace au carrg cartg§sien,

g —2-1uzxv
¢s L
XYz ZX2(XY Z)2:

En e®et, puisque l'intersection deU et V est propre, i» est rgguligre est de bonne codi-
mension ; donc¢ 5 = i3, et I'on obtient

o__ _ui o o_ ¢
prYZ ®Pryz Uy=1i5P0z FRIE Py T

grace p la proposition4.2.50
En n, par d& nition, ce n'est pas tout p fait p§$z , que I'on considgre, mais plutét la
projection de U sur son image dans<Z , notgep¥, qui est un morphisme propre. Ainsi,

_ N a,_ ¢
f~+®w = (P)eiz PUz T®IE pxy f g
On peut donc faire le calcul du deuxigme membre, en prenant soin d'introduire tout
d'abord le carrg cartgsien
[
o —/oxz
p\é" L °¢3 Lp\évflxz
w —/wxz:
Ainsi,
3

+®°(M= pia"r (Y )nlz Yz f@®YE Py 9 E (P%z)" (1/9
u(pU )ui3 '2 PUZ f®g£ PXv “tg £ (P%z)° (1/3
P L (PLEK P2 £k pea)'g (feg£f g)£: Y2

IE

(I

On donne les justi cations suivantes pour ce calcul :

(1) De nouveau, cette ®galité rgsulte del.2.36 appliqug au carrg¢ 3. En e®et, i3 est
le graphe du morphismeO ! XZ, et comme XZ est lisse, cette immersion est
réguligre. Par ailleurs,iz et °; ont méme codimension pure §gale dim X +dim Z.
Donc, le lemmed. 231 permet de conclure¢ 5 = is.

(2) Cette ®galit® rsulte p nouveau de la fonctorialit® du pushout propre et du morphisme
de Gysin.

Ainsi, la relation attendue r§sulte nalement de la formule d'associativit® (14.2) de
[Ros9q. a

On a donc obtenu :
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Corollaire 4.3.6  Pour tout module de cyclesM sur k, pour tout entier positif n, la
d® nition [4.3.2 munit le prgfaisceauA"(:; M) sur L ¢ d'une structure de pr§faisceau avec
transferts.

La proposition qui suit permet d'exprimer plus simplement ces transferts dans certain
cas :

Proposition 4.3.7  Soit M un module de cyclesX et Y des sch§mas alg§briques lisses,
et ®2 c(X;Y ) une correspondance nie.
On suppose que’ est intpgre, c'est-p-dire que® est la classe d'un sous-sch§ma ferm$
integre Z de XY . On suppose de plus qué est lisse surk.
Considgrons les morphismes suivants :
z xy Ly

Pk

X

ou p est ni §quidimensionnel, i est I'immersion ferm$e canonique, etg est le morphisme
de projection.
Alors, pour tout %22 A"(Y; M),

&% = pei®d" (Y
ou i designe le morphisme de Gysin associ§ip
Preuve : On note °; le graphe de I'immersioni. D'aprgs la d§ nition on obtient
W= p T (FZgEs (PYy )™

Or, par d®nition, la classe fZg £: (pyy )°% dans A%(ZXY ;M) est §gale p
(PZxy ) (PXy )°(A-

Des lors, puisquepé){Y +° = i, et quei est une immersion rgguligre puisque est
lisse, on peut conclure grace au lemmid.2. 15 a

Exemple 4.3.8.{ Ainsi, dans le cas ouM = KM, la d& nition 3.2 munit le groupe
A"(:;KM) d'une structure de pr§faisceau gradug avec transferts. Dps lors, on en dgduit
un structure de prgfaisceau avec transferts sur

AN KM:n)= CH"():

Soient X, Y des sch®mas alggbriques lisses, £tun sous-schma ferm® intggre d€Y ,
“ni quidimensionnel surX. Onnoteq:Z ! X la projectiondeZ surX,eti:Z! XY
l'immersion ferm§e canonique.

Alors, le morphisme d® nit par Z vu comme correspondance nie est §gal p la compos®e

cHY) 5 cHY(XY) T CHP(Z) 1 CHM(X)

ou le morphismei® est le morphisme de Gysin associ® p l'immersion rgguligrie et
d® nit dans [Ful98]. Celp rgsulte en e®et de la proposition précgdente, et @e2.49 pour
l'identi cation du morphisme i®.
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4.3.2 Th§orgme nal

On en dgduit nalement le th&orgme suivant qui inspire le dgbut de cette thgse et constitue
un large rgservoir d'exemples de modules homotopiques. On souligne glien'est pas
supposk parfait :

Th@orgme 4.3.9 Soit M un module de cycles suk.

Alors le pr@faisceau gradufA®(:; M) est canoniquement muni d'une structure de module
homotopique (avec transferts) surk.

On obtient plus prgcisgment un foncteur

M Cyclk ! HM[J
M 71 A% M):

Preuve : D'aprps ce qui précedeA%(:;M) est un prgfaisceau avec transferts sut .
Pr&cisons par ailleurs que d'aprgs le corollaire prgcgdent, pour tout morphisnfe: X | 'Y
de sch®mas dang ., pour tout %2 A°(Y;M), [i 1 I°(¥) = f°(3), ouf” est le morphisme
de Gysin du morphisme localement d'intersection completef d® ni en 4223 Le
morphisme f ® cafncide de plus avec le morphismé® construit par Rost ([[Ros94, x12).

Or, A%(:;M) est de plus un faisceau Nisnevich. On commence par montrer pour cela
que Cu(:; M) est un faisceau Nisnevich, en utilisant la caract§risation du corollair@.1.T7)
; considgrons donc un carrg distingu® §l%mentaire de sch§mas alg®briques lisses

Uy Ly
-
5
et posonsZ = (X j U)req-

On doit montrer que, pour tout entier naturel n, I'image de ce carr§ paiCs(:; M) est un
carrg cocartgsien. Or, par dg nition,C,(X;M) = C,(U;M)© Cr(Z;M) et Ch(V;M) =
Ch(Uy; M) © Cr(Zy;M). Par ailleurs, le morphisme pullbackC,(Zy;M) ! Cr(Z;M)
est un isomorphisme. On en dgduit donc la propri§t§ attendue.

Ainsi, C®(:; M) est un faisceau Nisnevich. Comm@e?°(:; M) est le noyau du morphisme
Co(;M) ! CY(:;;M), on en dgduit queA°(:;M) est aussi un faisceau Nisnevich.

Donc A%(:; M) est donc un faisceau homotopique suk, car d'aprgs la proposition (8.6)
de [Ros94, il est de plus invariant par homotopie. Ce faisceau est de plus naturellement
gradu®.

Soit X un schgma dand. . Considgrons la suite exacte longue de localisation associge
p limmersion ouvertej : Gp £4 X ! AL :

0! A%AL:M:n)E  A%Gm £ X:M:n) i€ AYX:M:n i 1)
I AYAL;M;nj 1)!
ou le morphisme@est le morphisme bord associ§ p la d&compositidk& =GnExXt X.

D'apres le corollaire343 A°(:;M;n), 1(X) est gal au conoyau d¢°. On en dgduit
donc un morphisme canonique

20 AOC;M;n); 1(X) ! AO(X;M;n j 1)



128 CHAPTER 4. MODULES DE CYCLES

Or, daprps la proposition 8.6 de [Ros9¢, le morphisme A%(X;M:n j 1) !
AL(AL;M;n j 1) est un isomorphisme. Ainsi, le morphisme2% est un isomorphisme,
et on pose donc?, = (29)i L,

Or le morphisme j° est naturel par rapport aux transferts sur A%(:;M), et il en est
de méme du morphisme@ Ainsi, le morphisme 2,; est un isomorphisme de faisceaux avec
transferts, ce qui munit le faisceau gradufA°(:; M ) d'une structure de module homotopique
canonique.

La dernigre assertion rgsulte de la compatibilit¢ desbasic maps de Rost avec les
morphismes de modules de cycles. o

Remarque 4.3.10.{ Notons M le faisceau Nisnevich sul y qui cafncide avecA®(:;M).
On a montr§ dans cette dgmonstration queC®(:; M) est un faisceau Nisnevich qui vEri e
la condition de Brown-Gersten. Comme c'est une rgsolution dé/ , il en rgsulte que

Nis(X;M )= Al(X;M):

Dps lors, daprgs la proposition 8.6 deRos9¢ dgmontrg par M. Rost, le faisceauM a
une cohomologie invariante par homotopie (propri®t§ que I'on appellera étrestrictement
invariant par homotopie>). On notera que I'hypothpse<k est parfait> n'est pas ngcessaire
pour obtenir ce r§sultat.



Chapter 5

Transform@e g@n@rigque

Dans tout ce chapitre, k dfsigne un corps parfait.
Toutes les extensions de k sont supposfes étre de type ni.

5.1 D8 nition et th§orgme fondamental

On $tudie dans ce paragraphe la rgciproque du thgorpr®3.9

La catggorie EZ est ici la catggorie des extensions (de type ni) dek. Rappelons
gu'p toute extension E=k on a associ® dang.1.34 un pro-objet de L x not® (E) qui pro-
reprsente un foncteur bre du topos Nisnevich deL .

Comme on I'a dgjp annonc® dan8.3.8 on adopte la d® nition suivante :

D& nition 5.1.1  Soit F, un module homotopique.
On dg it un foncteur not§ F,

(EH® ! Zj Ab
E=k 7! Fa(E):

Le th§orgme principal de ce chapitre est le suivant :

Th@orgme 5.1.2 (k est un corps parfait)

Pour tout module homotopique(Fx;2), le foncteur F, est muni d'une structure canon-
igue de prg§-module de cycles sWt. Pour cette structure, c'est un module de cycles, et on
I'appelle la transformation ggn®rique de(Fs;2).

Cette transformation est naturelle, et induit donc le foncteur

HM [T 1 M Cycl
Fo 7' Fu

Remarque 5.1.3.{ On peut notamment introduire la d® nition suivante :

D§ nition 5.1.4  Pour toute extensionE=k, on note ho(E) le pro-objet deHN " obtenu
par composition du pro-objet(E) de L ¢ et du foncteur canonique

roj
ll

proj L« il ho proj HN " :

129
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On obtient ainsi un foncteur contravariant de la c:at&gorieEkS dans la catfgorie ab®li-

enne proj HN . On note HN kt“(o) la sous-cat®gorie deproj HN " composge des objets
de la forme S' - " ho(E) oun est un entier naturel, et E=k une extension (de type ni).

On peut voir la catggorieHN kt“(o) comme la catggorie des points pour la catggorie des

faisceaux homotopiques (cB.3:4 et[3.4.5). Ainsi, on peut voir la transformation ggngrique
d'un module homotopique (Fs;2) comme la<restriction> du faisceau homotopique gradu®

F. p la catggorie des points dedN kt“(o). Comme nous l'avons remarqu$§, cette transfor-
mee gknBrique prgsente une certaine analogie avec la transformge de Fourrier (le réle des
harmoniques est jou ici par les points g&n®riques), et on montrera plus loin que I'on peut
d® nir une transformge g®n®rique inverse.

Dans la partie concernant les motifs, on montrera comment on peut voir les donnges
des pr§-modules de cycles directement grace aux morphismes de la cat§gadtil kt“(o),

concr@tisant ainsi la remarque nale d€3.3.8

Preuve : La preuve §tant plutdt longue, on I'a r§partie dans les sections qui suivent.
Il s'agit de construire les donn®es d'un module de cycles, de vE&ri er les relations que ces
donnges doivent satisfaire, et de montrer les axiomes des modules de cycles. Pour que le
lecteur s'y retrouve, on pr&cise donc I'endroit op chacune de ces taches est e®ectuge :

Donnges REfBrence Relations R®ffrence Axiomes R®&frence
(D1) (R1a) (FD) 5.6.]

(D2) (R1b) (WR) 5.6.3
(D3) (R1c)
(D4) (R2a)

(R2b) 5.5.19

(R2c)

(R3a) 5463

(R3b) 5.2.62

(R3c)

(R3d) 5.5.29

(R3e) 5.5.32

On renvoie donc p la sectiofb. 4 pour la conclusion de cette dgmonstration.

Dans tout le reste de ce chapitre, on xe le module homotopique (Fz;2).

5.2 Fonctorialité 8l§mentaire et donne D1

Considgrons' : E ! L un morphisme d'extensions dek.

On rappelle que dans le numgro prgcgdant la d® nitiof2.1.37 on a associ® g un
morphisme de pro-objets(") : (L) ! (E). Dans le cas particulier op I'on considgre
des corps au lieu des anneaux locaux, cette d§ nition est de plus particuligrement simple
puisque le morphisme(' ) est la limite projective

Eg’h iSpec( (A) ! Spec@) ¢:
A2M Ts (E=k)
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En e®et, le morphisme' ®tant un isomorphisme sur son image, pour toutek-alggbre A
lisse de type ni, ' (A) est lisse de type ni surk.

D§ nition 5.2.1 (Donn8e D1) Soit' :E ! L un morphisme dansg?. On en d&duit
pour tout n 2 Z un morphisme' o : Fh(E)! Fn(L), en posant

1 a - ﬁn(l );
avec les notations introduites ci-dessus.

522.{Si Eli L!{" K sontdes morphismes dan€?, on a bien sor(* ) £(A)=(Azx").
Ainsi, la donn®e D 1 satisfait tout d'abord I'axiome R1la.

5.2.3.{ Soit de nouveau' :E ! L un morphisme dansgg, et considgrons de plugX;x)
(resp. (Y;y)) un modgle deE=k (resp. L=k). Alors, on en dgduit le diagramme suivant

(L) i)
Yy — — IXy

oM les °gches verticales sont les isomorphismes canoniquesZcl.39, et la °pche pointillge
est I'unique morphisme induit.

Dgs lors, par d€ nition, le morphisme pointill§ se relgve en un morphism& ! Y, oy
U est un ouvert de X .

Quitte p remplacer X par U, on a donc trouvg un morphisme dominantf : X ! Y ;
on note f' le morphisme de pro-objets compos®

Dans cette situation, on dira quef est unk-modgle du morphisme , §tant donn§ que
le diagramme ci-dessous est commutatif

Spec €) —/Spec ()
*b >

X —— Iy

Ce diagramme implique de plus que le diagramme de pro-objets suivant est commutatif

&) (L)
X %y
XLX i/Yy:

5.3 Transpos#e, norme et donn§e D2

Dans cette section, on d§ nit la donn®eD 2 pour F.. Cela passe par la d® nition d'une
°gche entre pro-objets deL ok, qu'on appelle transposte.
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5.3.1 Correspondances nies et transposfe

On revient p I'Btude des correspondances nies avec l'exemple suivant particuligrement
important pour nous :

D§ nition 5.3.1 Soientf : X ! Y un morphisme ni §quidimensionnel dansL , et
2: X £Y! YE£ X lisomorphisme qui permute les facteurs.
On appelle transpos®e dé, notgef , la correspondance Tnie

%a([i £ 1)
oM ¢ estle graphe de .

En e®et, puisquef est ni Bquidimensionnel, toute composante irrgductible dé'f est
bien nie §quidimensionnelle surY .

Remarque 5.3.2.{ Contrairement au cas des correspondances entre varigt§s projectives
lisses, on ne peut pas transposer toutes les correspondances nies, puisqu'on ne peut
pas, par exemple, transposer le morphisme de projection canoniqué¢ ! Speck) d'un
schgmaX dansL x de dimension strictement positive.

Le lemme suivant rgsume les proprigts §lfmentaires de la transposte :

Lemme 5.3.3 Soitf : Y ! X un morphisme ni §quidimensionnel dansL . Alors, on
a les relations suivantes :

1. Si®2 c(Y;Z) est une correspondance nie,

®+Y = (f £ 17)a(®):

2. Sig:Z! Y estun morphisme ni gquidimensionnel alg®brique lisse,

Yf +g) = 'g+'f:

Preuve : 1. La dgmonstration est la m&éme que pour la relation 2 du lemmBE.2.5; on se
ramgne au cas o|® est la classe d'un sous-sch®ma ferm® intggre et on calcule l'intersection

suivante :
3

PSza Pxvz @ pkyz [i 7]

i ¢
PGz o [X®LLi£Z]

®+f

OM on a not®; ? pour le ferm§ image dg ¢ par lI'isomorphisme de permutation des facteurs.
Un calcul analogue p celui ddoc.cit. montre que

[X®LLi Z]1= (°7 £ 12)s(®)

ou le morphisme°f0 ;Y I XY estla composition du morphisme graphe avec la permuta-
tion des facteurs. La premigre relation en d§coule.
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2. D'aprgs ce qui prgcede, on a I'§galit§ suivante :
'g=17 £'g=(9g£ 12)a(¢ 2):
Des lors, on peut e®ectuer le calcul Blffmentaire suivant :

fgz'f =(f £ 12)a('9) = (f £ 12)(9£ 17)a(¢ 2)
=((f £9) £ 12)a(¢ 2) = '(f £0):

Muni de ce morphisme transpos$®, on dispose du lemme de reprgsentation suivant :

Lemme 5.3.4 Soient X,Y et Z des sch§mas alg®briques lisses tels ghieest un sous-
schgma ferm§ deXY , dont la projection sur X est ni §quidimensionnelle. Le cycle
associ® pZ dans XY , not [Z] est donc une correspondance nie.

Alors, consid§rant les projections canoniques

on a dansL ¢ork : [Z]1= qx'p.

Preuve : En e®et, le sous-schma dX £ Z £ Y intersection de 'j et de j4 est
isomorphe pZ (vu comme graphe de I'immersion ferm§& ! X £ Y), qui est integre. Les
multiplicitgs d'intersections sont donc toutes §gales H, et le cycle associ est §gal[@g]. ©

En n, la proposition suivante est une interprgtation ggom$triqgue de la formule Ric
vBri Be par les pré-modules de cycles :

Proposition 5.3.5 Soient X, Y, Z des sch§mas alg§briques lisses et connexesf et
Y! X etg:Z! X des morphismes dominants de sch§mas tels gfieest ni §quidi-
mensionnel.

On considgre le carr§ cartgsien suivant :

YExZ DIy
Pl Lt
et on poseR = - (Y) - . (x) - (Z).
1. SpecR)! (Y £x Z)© est une bijection.

2. Supposons quéY £ x Z)g Soit lisse. Alors

X
'f £g= 19 (Rx) iz (x) * ' (Piz (x))
x2 Spec(R)

oM X est consid§rg comme un point ggn®rique d¥ £x Z, et Z(x) dgsigne son
adh®rence dansy £ x Z, munie de sa structure de sous-sch§ma r&duit.
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Preuve . La premigre assertion rgsulte du fait que, puisque les morphismes sont domi-
nants, on dispose d'un morphisme birationnel

Spec( (Y)) £ spec- (x)) Spect (2)) ! Y £x Z

Pour la deuxigme assertion, on notg s et j 4 les graphes dg et g. lls sont tous deux

intggres.
igEx it —is 2y

: :
ig—IX
»%

z

i f x 'i 1 estisomorphe pZ£ x Y, l'isomorphisme §tant donn® par le morphisme canonique
igEx it ! Z £ Y. Donc le sous-schma intersection d& et gdansZ £ X £ Y, que
I'on note W est isomorphe pZ £x Y (et son image dansZ £ Y est §gale p l'image de
ZExY! ZEY).

Par ailleurs, chaque composante de cette intersection est propre ; on nofey;:::;Xng
les ponts g&n®riques d&V. De plus, pour tout i, commeW,¢q est lisse par hypothgse, il
en rgsulte que(Owx, )red €St Uun anneau local de Cohen-Maccaulay {.e. de profondeur
®gale p sa dimension ; ciHul98], A.7. Il en rgsulte que Owy; est de Cohen-Maccaulay.
Dps lors, par application de la proposition 7.1 deful98], la multiplicit§ d'intersection de
Xi dansW est §gale p la longeur de I'anneau artinie®yy.; .

Autrement dit, la correspondance nie 'f +g est le cycle associ® au sous-schgrid
dansZ £ Y :

X
'f£g= 1g(Owyx;)iZ(Xi)izey
i=1
D'apregs le 1., le morphisme canoniquespec R) ! Wy, ..k, €st un isomorphisme. Pour

X 2 Spec R), il est Bvident que le localisg erx de Wy, ...k, est le localisg déV enx. Donc

19(Ow:x) =1g9( Rx).
Enn, le lemme B.3.4 permet de conclure quedjz xy " '(Piz(x)) = JZ(X)ize - o]

On en dgduit le cas particulier suivant :

Corollaire 5.3.6  Soit
YO’—S’JY

"L Lf
X OL/X
un carrg cartsien dansL , tel quef soit ni §quidimensionnel, alors
'f +g= qz'p:

On rappelle qu'on a d§ nit un cup-produit extgrieur sur les correspondances nies dans
2221 Ce cup-produit vEri e logiquement la formule de projection suivante vis-p-vis de
la transposge :
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Proposition 5.3.7 Soient X,Y,S,T des sch§mas alggbriques lisses fet: X ! Y un
morphisme ni dominant.

Alors, pour toutes correspondances nies® 2 c(Y;S) et 2 ¢(X;T)), on a les §galit®s
suivantes :

¢
(@xf)" " £'f =@ (C£'f)2c(XSET)

(T+%) ®2c(X;T£Y9S):

Preuve : Pour la premigre assertion, on doit montrer

Ej ¢ ol
(f £ 1se71)x I(1x £ ps)(f £ 15)%(®) :(1x £ p1)?(")
=1y £ ps)"(®):[(Ly £ pr)°(f £ 17)a(")]

Or, (f £1s)x(Ax £ ps)=(1y £ ps) =(f £ 1s¢7), et le carrg suivant est cartgsien :

1x £
XESET XM ixeT
fslngL &mh
YE£SE Tflvﬁ T
Y £ PT

Finalement, en appliquant la proposition[I.T.Z1au carr précgdent, on se ramgne g montrer

Ej ¢ _.@.
(f £ 1se1)e (F £ 1se7)°(Ay £ Ps)*(®) (Ix £ pr)°()
=Ly £ ps)*(®):[(f £ 1se1)a(x £ pr)°(")]
Or cette dernigre formule est juste la formule de projectiofil. T.T0appliquge au morphisme

f £ 1set.
La deuxigme assertion est bien sor sym§trique p la premigre. S

5.3.2 Situation g&n8rique

On ®tudie dans cette sous-section la situation ggn®rique correspondant au paragraphe
préctdent. Le lemme suivant explique pourquoi on peut le faire :

Lemme 5.3.8 Soitf : X ! Y un morphisme ni §quidimensionnel de sch§mas.
Alors pour tout ouvert denseU de X, l'ouvert fi 1(Y j f(X j U)) est dense et inclus
dansU.

Preuve : Z = X j U estun ferm§ de codimension sup®rieure B puisque U est dense.
En particulier, f(Z) est un ferm§ de codimension sup®rieure fdans Y, puisquef est
ni. Das lors, Y | f(Z) est un ouvert deY, dense dansf (X). Son image rgciproque est
donc un ouvert dense dex, qui contient U. o}

Corollaire 5.3.9 Soitf : X ! Y un morphisme ni dominant entre schmas alg§briques
irrgductibles. Soit x (resp. y) le point g&n®rique deX (resp. Y).
Alors le morphisme canonique de pro-objets

est un isomorphisme
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Preuve : En e®et, le lemme prgc®dent montre que I'ensemble des ouveKsE y V de X,
pour V parcourant les ouverts non vides deY est co nal dans Vy (X). a

5.3.10{ Soit f : X ! Y un morphisme ni dominant de schmas alg®&briques lisses et
connexes. Soitx (resp. y) le point ggn®rique deX (resp. Y).

ConsidgronsV et V2deux ouverts non vides deY , tels queVOl/z V. Alors, le corollaire
E.3.6 appliqu® au carrg cart§sien dang

f
X £y V00
e
X EvV LMy

montre que le diagramme suivant est commutatif dansL ¢or:k

tf
VO X £ VO

;- 3

t
VY IX £y

On d& nit donc un morphisme dansproj L ¢ork, NOtE d Yy! X EvYy,

t
gm ViV XEyV):
V2V (Y)

D& nition 5.3.11  Soit f : X ! Y un morphisme ni dominant, ou X et Y sont des
sch®mas alg®briques lisses et connexes. Soifresp. y) le point ggn®rique deX (resp. Y)
:on note f 1 Xy ! Yy le morphisme induit par f .
t
On d§ nit un morphisme Yy f Xx dans proj L ¢ork, appel® transpos® dd¢* en con-
sidgrant la compos$e
Yo i X £y Vi Xy

op (1) est lisomorphisme rgciproque du morphisme canoniqu&y ! X £y Yy, (cf corollaire
préctdent).

Commenxsons par VEri er que cette d® nition est fonctorielle :

Lemme 5.3.12 Soientf : X ! Y etg:Y ! Z des morphismes nis §quidimensionnels
avecX,Y,Z des schmas alg®brigues lisses connexes, de points ggn®riques respregyifa.
Posonsh = g+f qui est un morphisme ni §quidimensionnel. Alors,

th=tf 2y

Preuve : Considgrons tout d'abord un ouvert non videU (resp. V) de Z (resp. Y) tel
queV LY £x U. On peut alors considgrer le diagramme suivant dansg  :

X Ey VY N

XEZUMYEZU%U._
S

X Iy /7.
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On en d®duit le diagramme commutatif suivant dansL cork :

t t
U-2Iy ggU—2IX £4U

| t \
V—YIx g,V

[
X EvyV:

Or, d'aprps le corollaire5.3.6 ce diagramme est fonctoriel par rapport pU. On peut donc
considgrer sa limite projective par rapport aux ouvertsU et V, et on obtient :

Z; % b2 X £p2:
| . >
tf of
Y, T:F,-—/X £v Y,
y TTTTTT oY

T >
Xy

'y

Mais par ailleurs, d'aprgs le lemmés.3.3 'fy +'gy = Y(gu =fy). Commegy zfy = hy,
on en dgduit queA+ & = $h, ce qui prouve |'Bgalit® attendue d'aprgs le diagramme
prgcgdent. a

Lemme 5.3.13 Considgrons un carr§ cartgsien dans la cat§gorie des sch§mas

X OL/YO

I

f
X —y

dans lequelp, q sont dominants, f , f Osont "nis dominants, et X, Y, Y%sont alg§briques
lisses et connexes.

Pour tout point z dansxdo), XQ est un sch§ma artinien local, et on a un diagramme
commutatif

0
(X 9) red 4/Yy%

aleLa

f
Xy ——1Yy

Alors, dans proj L cork,

X
tap= lg(X 9):&, + 9

z2 X 00

La longueur du pro-objet X 2 n'est bien sur pas autre chose que la longueur de l'anneau
artinien Oxo;.

Preuve : Commek est parfait, il existe un ouvert dense- de X %tel que - (eq est lisse
sur k.
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Soit V un ouvert dense deY tel que g 1(fi 1(V)) % -. PosonsU = X £y V et
V0= YO£ V : on a donc un carrg cartBsien

0
U £y VOYoh0

Y L va

f
U —r—-~»~:

Alors, par dg nition, U £y V%%- et donc (U £v V9,eq est lisse surk.
On peut donc appliquer le lemmeb. 3.5 au carrg cartgsien prcgdent :

X
fy xpy = lg((U £v V92):aujz £ (f Qdj2);
z2(UEy V9 ©

ce qui nous permet de conclure (par passage g la limite) puisqué £y V9© = X 40 gt
(UEy ng = XZO- o

Soient X ,Y,S,T des schmas alg®briques lisses tels gfe et Y soient connexes de
points g&n®riques respectifx et y. Puisque le produit ext§rieur de cycles est fonctoriel
(voir la dg nition [ZZ.2J) il induit un produit extgrieur sur les bres :

c(Xx;S) - zc(XX;T)!{ C(Xx;SET):

On peut donc en d®duit une formule de projection<ggngriquer, analoque p celle de la
proposition ;

Proposition 5.3.14  Avec les hypothpses ci-dessus, consid§rons un morphisme ni sur-
jectif f X 1 Y. Alors, pour tout ®2 c(Yy;S) et 2 c(Xyx;T),ona

i ¢
@) T it =@ (Tz'f)
T (@) ' = (T @

Preuve : Il s'agit juste de vEri er que la situation ggn®rique se ramgne p distance nie.
Ainsi, il existe un ouvert U (resp. V) de X (resp. Y) tel que ® se relgve er®, 2 c(V;S)
et serelpve er®; 2 c(U;T).

De plus, quitte p restreindreU et V, on peut supposer quef1 se relgve en un morphisme
‘ni dominant f :U! V daprgs le lemmd5.3.8

En n, appliquant la proposition 5.3.7au morphismef , on obtient la formule attendue.

5.3.3 Modgles et d§ nition

A n d'exploiter le paragraphe prgc®dent, on ramgne la situation alggbrique d'une extension
“nie au cas gkom$trigue. On passe pour cela par la d§ nition suivante :

D@ nition 5.3.15 Soient E=k et L=k deux extensions et : E ! L un morphisme tel
queL=E est nie. On appelle k-modple deE=L tout triplet ((X;x);(Y;y);X!if Y), tel que
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(X;x) est un modple deE=k, (Y;y) un modgle deL=k, et f un morphisme ni dominant
tel que le diagramme suivant commute

Spec E) iJSpec L)

x L Ly
f
X —1v;
les °pches verticales correspondant aux points canoniques des modgles concern§s,oer-
respond g l'injection deL dansE.

Bien sor, de tels modgles existent toujours :
Lemme 5.3.16 Soient L=k une extension etE=L une extension nie. Alors il existe un
k-modele deE=L.
Preuve : Soit Y°un modele deL. Soit Y°le normalis§ deY?dans E=L. Alors Y©° est
de type ni sur k (car Y est de type ni sur k), Y°est muni d'un E-point qui induit un
isomorphisme- (Y9 ! E, et on a un morphisme ni canonique\?“?if Y% compatible avec
les points canoniques de ces sch®mas. En w0 est gBn®riguement lisse. Soit) un ouvert
. ) fi .
lisse deY® Y = YO f(Y% U)etX = fil(y): X | Y convient d'aprps le lemme
o

D& nition 5.3.17 Soient E=k et L=k deux extensions, et : E ! L un k-morphisme

tel que L=E soit nie. Soit X!if Y un k-modple deL=E et x (respectivementy) le point
gBn®rique deX (respectivementY)).

On note [E] le pro-objet delL o induit par le pro-objet (E) delL x d§ ni dans[2.1.40
On d$ nit alors la transpos$e de(' ) comme le morphisme deproj L cork

"’

[L]
obtenu par la composition
EI Yy§' X« R LT
op 'f" est le morphisme d& ni dand5.3.11
5.3.18.{ On montre que cette d§ nition est indgpendante du modgle choisi. Pour cela, on
utilise le lemme suivant :

Lemme 5.3.19 Soit E=k une extension, etL.=E une extension nie. ConsidgronsX | Y
et X% YOdeuxk-modples deL=E. Alors il existe un k-modgle X ! Y ®de L=E tel
que :

les °pches verticales §tant compatibles avec les points dominants canoniques des modgles
considgrés.
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Preuve : On se ramgne au cas a+ne. Soient don¥ = Spec(B);X %= Spec(B9;Y =
Spec@) ;Y%= Spec(AY. PuisqueX ! Y et X! YOsont des modgles dé=E, les
isomorphismes canoniques sont compatibles :

() —- (¥)

Soient X = Spec(A), X = Spec(AY. On peut supposer queA;A°% L, B;:BO % E.
Consid®rons les souk-alggbre de type ni A%= k[A[ AQ%E etB®= k[B[ By %L.
Tout Blgment de B [ BOest entier sur A% ce qui implique que B°¢A%est intggrale. En
particulier, la cléture normale de A%dans L=E contient B donc elle contient B et
B% Notant X ©son spectre, etY = Spec (A%, on obtient un morphisme "ni dominant
X001 Y0 avec le diagramme attendu dans I'Bnonc®, les morphismes dominants §tant
donn®s par les inclusions canoniques.

Il suxt maintenant de considgrer des ouverts de lissitg dex et Y ®pour obtenir les
modgles dgsirgs. o

Des lors, sif : X ! Y etf : X% YOsont deuxk-modgles deL=E, d'aprgs le lemme
2.1.39 on se rgduit @ montrer que pour un carrg cart§sien.e. un morphisme dek-modgles
de L=E)

X OLYO
“L L"
f
X —Jy
ou p et o forment un morphisme dek-modgle, et sont donc en particulier des morphismes
birationnels, le diagramme deproj L ¢k Suivant est commutatif

tfo
Yo ——IX %
ﬁ)L Lél
Yy tfl XX

Or, c'est un cas particulier du lemmeb.3.13 avecp birationnel. On a donc prouvg que la
d® nition ci-dessus est indgpendante du modgle choisi.

On peut voir dgs lors que cette donnge est fonctorielle :

Lemme 5.3.20 Soient E=k, L=k et K=k des extensions, :E! L etA:L! K des
k-morphismes tels queL=E et K=L soient nies.
Alors, dans proj L cork, On a I'Bgalitg de morphismes

‘(A= £A):
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Preuve : On commence par choisir unk-modglef : X ! Y de L=E. Dgs lors, on
peut trouver un k-modeleg: V! Z deK=L opV est un ouvert dense deY. On peut
supposerY = V, et la formule se ramgne alors par d& nition au lemm&.3.12 a

On en dgduit maintenant la donn®eD 2, car un faisceau homotopique est en particulier
un prefaisceau surlL ok, €t induit donc un foncteur contravariant de proj L ¢orx dans
Ab:

D§ nition 5.3.21 (D2) Soit Fs un module homotopique. | ¢
Alors, pour tout ' : E ! L morphisme i dans ES, on pose' ® = Fa '(") , op (")
est le morphisme de la d nition5.3.17

On obtient imm®diatement la relation R1b comme corollaire du lemme prgcgdent :

Corollaire 5.3.22 (R1b) Soit Fx un module homotopique.
Pour des k-morphismes his' :E! L, A:L! K entre extensions de type i de
k, on a
(At )" =" "xA"

5.3.4 Axiome Rlc

L'axiome R1c est cons§quence d'un lemme concernant la catBgorie additipeoj L cork :

Lemme 5.3.23 Soient' : P ! E un morphisme niet A: P ! L un morphisme
quelconque o=k, E=k et L=k sont des extensions .

La k-algebreE - p L est artinienne et on note E - p L@ I'ensemble de ses id§aux
maximaux. Siz2 E - p L@, on note - (z) I'extension dek quotientE - p L=z :

NGRS
Zi %P:
Alors, on a dans proj L cork,
t(I )i(A) = X Ig(E - p L)z:('&z) it(I z):
z2(E- pL)O

Preuve : Consid&ronsX!if Y un k-modgle deE=P, et (Y%y9 un modele deL=k. Soit
X (resp. y) le point g&n®rique deX (resp. Y).
On obtient donc le diagramme dansproj L g

L) -Aupya) (g

ol L fl Ly

Yo —4IXy 0 Yy
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op ¢ = xA%0 1 Le morphisme¢ se relgve en un morphism&?{" U op V0est un ouvert
dense deY et U un ouvert dense deX .

Quitte @ restreindre X grace au lemme5.3.8 on peut supposer quev®= YC%et U = X.
De méme, on peut supposer que le morphismé se relgve en un morphisme dominant
f :Y ! X. On estdonc dans les conditions d'application du lemm&.3.13 Adoptant les
notations de celui-ci, on a donc :

X
fip= lg(X9):4, +'f0:

z2 X 00

Or, X g p LO et siz estun §lfment dex O(O), on a un isomorphisme canonique
induit par y - y y°:

Spec(€ - p L)) ! X7
qui induit un isomorphisme x? : Spec¢ (2)) ! (X red.

Par ailleurs, si Z(z) dgsigne la composante irrgductible deX ° correspondant pz, le
morphisme restriction Z(z) ! Y %induit un k-modgle deL=- (z), quitte p le restreindre p
un ouvert de Z(z). En particulier, ' ;o = (x9)i 1 £tf0+y0

La formule du lemme[.3.I13donne donc la formule attendue par composition avec les
isomorphismes canoniques de nos divers modgles. o

Corollaire 5.3.24 (R1c) Sous les hypothgses du lemme prc®dent, on a

- X ~
Ani' . = Ig(E - P L)Z:I ZDiAZn

z2(E- pL)©

Preuve : Il suxt d'appliquer F. p I'Bgalit® de morphismes du lemme prgc®dent. o

5.4 R@8sidu et donn§e D4

Pour d® nir le r§sidu, on va prolonger tout faisceau homotopique en un pr&faisceau d§ nit
sur la catggorie des paires fermges, et satisfaisant certaines propri§t§s simples telles que
I'excision. On commence donc par introduire cette notion d'excision, ce qui nous permet
de prgciser les d§ nitions sur les paires (cf d§ nitioriB.2.2).

5.4.1 Paires et excision

La notion suivante est classique en topologie :

D& nition 5.4.1  On appelle paire tout couple(X;Y ) tel que X est un sch§ma ety un
sous-sch§ma dex .
De plus,

1. On appelle paire ouverte (resp. ferm§e) toute pairgéX;Y ) telle queY est un sous-
sch®ma ouvert (resp. ferm®§).

2. Si (X;Y ) est une paire, on dit que(X;Y ) est rgduite si et seulement sk est rgduit.
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3. Un morphisme de paire est simplement un carr§ commutatif,
YOi/Y

gue l'on note (f;g). Si ce carr§ est cart§sien, on dit qugf;g) est cart§sien.

Si S est une cat®gorie de schmas, on nofe °(S ) la cat®gorie des paires ouvertes
(X;Y) telles queX est un schma deS , et Y est ouvert dansX.

Remarque 5.4.2.{ Pour un morphisme cart§sien(f;g) : (X%Y9 ! (X;Y), on abrggera
souvent (f;g) enf, notant fy = g. Si (P) est une proprigt® des morphismes de sch§mas
stable par changement de base, on dira encore qué;g) vEri e la propri§tg (P) si et
seulement sif v@rie (P).

Convention 5.4.3.{ Pour di®grencier la notion de paire ferm§e et de paire ouverte, on
note (X=Y) les paires ouvertes.

Notons qu'p toute paire ferm§e (X;Z), il correspond une unique paire ouverte
(X=X i Z), mais la rgciproque n'est pas vraie, puisqu& peut ne pas etre rgduit. On
mettra la plupart du temps en avant la paire ferm$e (X;Z) pour cette raison, bien que
nos constructions seront fonctorielles par rapport aux morphismes de la paire ouverte
correspondante. C'est pourquoi on introduit les d& nition suivantes :

D& nition 5.4.4  On appelle pseudo-morphisme de paires ferm§es tout morphisme entre
les paires ouvertes correspondantes.
Soit (f;g) : (Y;T) ! (X;Z) un morphisme de paires ferm§es. On dit que :

1. (f;g) est quasi-cart§sien si et seulement si le morphisme canonigide! Z £x Y
induit par (f;g) est un §paississementi(e. une immersion fermge d'idgal nilpotent).

2. (f;g) est excisif si et seulement si

(@) (f;g) est quasi-cart§sien.
(b) f est gtale.
(©) Ored i Tred ! Zreg €st un isomorphisme.

Si S est une cat@gorie de sch&mas, on not f (S ) la catgorie dont les objets sont
les paires ferm$eq X;Y ) telles queX est un sch§ma des , et Y est ferm$ dansX, avec
pour morphismes les morphismes quasi-cart§siens de paires ferm§es.

Remarque 5.4.5.{ Ainsi, un morphisme de paires ferm$es quasi-cart§sien est un pseudo-
morphisme, puisqu'il induit un morphisme cartgsien sur les paires ouvertes correspon-
dantes. Cette notion est particuliprement pertinente dans le cas des paires ferm§es r§-
duites. Ainsi, un morphisme quasi-cartgsien de paires rgduites n'est rien d'autre qu'un
morphisme cart®§sien sur les paires ouvertes associges.

Les morphismes excisifs correspondent aux carrgs distingu§s de la topologie de

Nisnevich (cfZ1.1J).

La proposition suivante donne un moyen simple de construire des morphismes excisifs.



144 CHAPTER 5. TRANSFORM HE GENERIQUE

Proposition 5.4.6  Consid§rons un diagramme commutatif

7z —Ix

ik

X Oi/Y

oM i;j sont des immersions fermges, et, g des morphismes §tales.
Alors il existe un ouvert canonique dense de X £v X 0 muni d'une immersion ferm@e
: Z! - qui s'inscrit dans le diagramme commutatif :

- D X

b
Y

X04/

et tel que les morphismes induits
-:2)
]
Xﬂ’r LLL?_LD/O
(X52) (X;Z)

soient (cartgsiens) excisifs.

Preuve : Considgrons pour commencer le carr§ cartgsien :

Comme p et g sont Btales, il s'agit de trouver un ouvert- de X £y X °tel que les
images r&ciproques d& dans- par p et g soient §gales g(Z).
Or, on peut considgrer le carrg cartg§sien suivant :

Z k
0
N# &
o MZ) /X £y X°

4 5

7 1 _xo

Puisquef est Btale,q et o sont §tales. Alors, k% est une section du morphisme ®tale ;
c'est donc une immersion ouverte. Comme c'est de plus une immersion ferm®@idZ est
facteur direct dans g 1(Z). Ainsi, g 1(Z) i kZ est canoniquement un sous-schma ferm§
deq 1(Z), donc deX £y X©°

Par sym$trie des réles, on dgmontre quei 1(Z) ;i kZ est ferm® dansp' 1(Z), complg-
mentaire de I'image deZ.
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On peut alors poser
0. [ il . il . ¢
-= XEy X7 (@ 2)i kZ)[ (p' H(2)i kZ)
qui satisfait alors la propri§t§ attendue. a
Remarque 5.4.7.{ Le fait que cet ouvert est canonique se traduira pour nous en dis-
ant qu'il est fonctoriel par rapport p (X;Z) (resp. (X ¢ Z)) pour les morphismes cartgsiens.

On introduit maintenant une d§ nition commode et classique :

D& nition 5.4.8  Soit (X;Z ) une paire ferm§e, opX est unk-schma. On appelle simple-
ment param$trisation de (X;Z ) sur k tout morphisme de paires fermgegf;g) : (X;Z)!
(AF™AR) ou

1. n et c sont des entiers naturels.

2. A} est vu comme un sous-schgma ferm§ d&eﬁ*” g travers I'annulation des c pre-
migres coordonn§es.

3. (f;g) est cart®sien ftale.

L'existence d'une param$trisation de(X;Z ) est impligue que X et Z sont lisses sur
k, Z de codimension pure danX ®gale pc. R&ciproquement, siX et Z sont lisses surk,
il existe un ouvert U de X et une param$§trisation de(U;Z \ U).

5.4.9 .{ On utilisera dgs lors le proc§d® suivant pour associer p une param$trisation deux
morphismes excisifs (on peut voir ce procgd® comme la version ggom$§trique du th§orgme
de puret®) :
Si(X;Z) est une paire fermge, etf;g) : (X;Z)! (A7 ";AR) une param$trisation, on
considgre le carr commutatif :
ZggiLJA%

L sz£l

X —IAF":

oM So est la section nulle du brg considgrg.
Alors, d'aprgs la proposition5.4.8, il existe une paire(- ;Z) et des morphismes excisifs :

(X;Z)! (-:2Z)A (AZ;Z):
Par ailleurs, cette donnge est fonctorielle par rapport p(X;Z) et par rapport g sa
paramtrisation pour les morphismes de paires cart§siens.
5.4.2 Excision des faisceaux avec transferts

Dans toute la suite de cette section sur le r§sidu, les paires qui apparaissent
sont suppos§es étre de la forme  (X;Y ) op X est alg§brique lisse.

Le but de ce qui suit est de prolonger un faisceau avec transferts en un foncteur sur
les paires fermges rgduites, munies des morphismes quasi-cart®siens :
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D& nition 5.4.10  Soit (X;Y ) une paire telle queX etY sont lisses surk.

On note L[X=Y] le faisceau Nisnevich dans$\ ," obtenu comme conoyau du monomor-
phismelL[Y]! L[X], induit par l'immersion canonique.

Lorsqu'on restreint ce proc®d® aux paires ouvertes, on obtient un foncteuk[:=] :
P®y! N, Daprgs la conventions.4.3, pour toute paire fermge(X;Y ), on pose

LIX;Y]=L[ X=X i Y];
ce qui d€ nit un foncteur sur P L .
Le lemme suivant n'est alors qu'une reformulation du corollaire2.1.71 :

Lemme 5.4.11 Soit (f;g) : (Y;T)! (X;Z) un morphisme quasi-cartgsiens.
Si (f;g) est excisif alors le morphisme induitL[f;g] : L[Y;T] ! L[X;Z] est un iso-
morphisme.

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin d'une construction qui se localise par
rapport au ferm§ de la paire considgrge, lorsqu'il est muni de sa topologie de Nisnevich.
Suivant I'utilisation qu'on a fait des pro-objets, on montre comment on peut faire cela en
considgrant non plus un faisceau avec transferts mais un pro-objet de tels faisceaux. On
introduit donc en particulier I'ensemble projectif suivant :

D& nition 5.4.12 Soient (X;Z ) une paire ferm$e, etV=Z un sch§ma §tale suiz.
On d® nit la cat®gorie Vi (X;Z ) dont les objets sont les triplet{U; h; k) qui s'insgrent
dans le diagramme commutatif
v~y
e
z —Ix
oM h est §tale, etk est une immersion.
Un morphisme g : (U;h;k) ! (U%h%Kk9 est simplement un diagramme commutatif :

|
Vrggﬁgmn )

KO UO ho

Remarque 5.4.13.{ Soit (U;h;k) un objet de Vy (X;Z). Puisque le diagramme de la
d® nition ci-dessus est commutatif, le morphismek se factorise canoniquement en

v k

L 'ZEx U
Z:
Or, puisque les projections deV et Z £ x U sur Z sont §tales, il rgsulte delEGA4], prop.

17.3.4 quel est §tale. Comme c'est de plus une immersion, c'est donc une immersion
ouverte.
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La catfgorieVy (X;Z ) ainsi d& nie est co Itrante puisque si (U; h; k) et (U%h%k9 en
sont des objets, on peut considgrer le produit bre(U £x U%h £x h%k% ou k%: v !
U £ x U%est I'immersion induite.

Comme elle est de plus form$e d'objets §tales au-dessus deelle est essentiellement
petite.

On en de&duit alors :

D& nition 5.4.14 Soient (X;Z ) une paire ferm®e, etV=Z un schma §tale. On pose

Lv [X;Z]= Kﬁ L[U;Z £x U];
U2Vy (X:Z )

qui est donc un pro-objet deN ' .

5.4.15 { Cette construction est fonctorielle par rapport aux morphismes quasi-cart®siens :

Si(f;g):(Y;T)! (X;Z) estun tel morphisme, on poseV = V£ T, qui est §tale sur
T. Alors, pour tout objet (U;h; k) de Vi (X;Z), on obtient on objet (Uy; hy;ky) dg nit
par le diagramme suivant :

W k4YIUY

AN

| e

o

dans lequel les carrgs de droite et de gauche sont cartgsiens. Le morphisie est
l'immersion canonique qui s'inscrit dans ce diagramme commutatif.

Le morphisme(fy;gv): (Uy; T £x Uy) ! (U;Z £x U) est encore quasi-cartgsien, et
on en dgduit un morphisme

hy

z

Llfusov]: L[Uy;T £y Uy]! L[U;Z £x U]:

Les morphismes ainsi construits sont compatibles par rapport gU; h; k). On en dgduit

donc un morphisme de pro-objets :
3

m  LUTEy Uld v uizey U]
U2Vy (X:Z )

Comme pour tout (U; h; k) comme ci-dessus(Uy ; hy;ky) est un objet de Vy (W;Y), ce
morphisme d& ni un morphisme de pro-objets :

Lv [f;g9]:Lve, T [Y;T]! Lv [X;Z]

Ce morphisme nous permet d'§noncer le lemme suivant :

Lemme 5.4.16 Soit (f;g): (Y;T)! (X;Z) un morphisme quasi-cart§sien.
Si (f;g) est excisif, alors pour tout schmaVv $tale surZ, le morphismelLy [f;g] est
un isomorphisme.
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Preuve : OnposeW = V£ T, et plus g&n®ralement, on reprend les notations
On dg#montre ce lemme en traitant deux cas particuliers. Pour chacun d'eux, I'Btape de
riduction suivante est valable :

0) Pour tout (U;h;k) dans Vy (X;Z), le morphisme (fy;gv) : (Uy;T £y Uy) !
(U; Z£ x U) est encore excisif, et donc le morphismg[f y; gv] est un isomorphisme d'aprgs
le lemme.Z.11 Des lors, si I'on noteA le foncteur

W (X;Z) !V w (Y;T); (U h; k) 7! (Uy s hy; ky);

il su+t de montrer que A est nal.

1) On commence par supposer quX = Y, etf = 1x. Par d® nition, le morphisme
g:T! Z estdonc un g§paississement.

On se place aprgs la réduction 0). Dans ce cas, le morphisMeassocie p un objet
(U;h; k) de VW (X;Z) le triplet (U;h;kE£2 T).

Si (U; h; k9 est un objet de Vi (X;T), puisque h est formellement §tale, et queV est
un Bpaississement d&V, on en d&duit par d§ nition (cf [EGA4], 17.1.1) I'existence d'un
unique morphisme pointill§ dans le diagramme suivant

W vV x—IU

En utilisant p nouveau le fait que h est formellement §tale, on obtientA(U; h; k) = ( U; h; k9
ce qui montre queA est "nal (et méme inversible p droite) et termine la dBmonstration
de ce cas.

2) Grace au cas 1), on peut se restreindre au cas {1 et T sont r§duits.

Plaxons nous dgs lors aprgs I'§tape de rgduction 0).

Soit (U%h% kY un objet dans Vi (Y;T). On poseh = f +h® qui est un morphisme
Gtale.

Or, par hypothgse, g est un isomorphisme. Donc, le morphismey, : W ! V qui s'en
d®duit par changement de base est aussi un isomorphisme. Dgs lors, sil'on pése kig{,l,
on obtient bien une immersion ; le triplet (U% h; k) est donc un objet deVy (X;Z ). Enn,
si I'on pose A(U% h; k) = ( U$ ;hy;ky), on insgre ce triplet dans le diagramme commutatif
suivant :

ky uo hy y

MV 5
’ 0 0 }
P
‘ L
V — T —Uo—h——X

(pour plus de clart®, on a trac® en pointillg les °pches qu'on a construites p partir des
°gches donnges rigides). Ce diagramme dg nit donc une °pch®U2;h;k) ! (U%hC% K9,
ce qui conclut. o

Le lemme suivant atrme que le raxnement que I'on vient de d® nir est continu au
sens de la topologie de Nisnevich :
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Lemme 5.4.17 Soit (X;Z) une paire, ets un point de Z. Alors, on a un isomorphisme
canonique

h i
%m Lv [X=X i Z]R L xD=xp; zh
vavh(z)

o le pro-gbjet ge droite est le conoyau du monomorphisme de pro-objets e,
LXDj zd v LX) (avecXi z0=XDEx (X§ 2)).

Preuve : Par d® nition, le pro-objet de gauche est index§ par la cat§gorie
vaviz)y W (X, Z2).
D'aprgs le lemmdC.2.2] il suxt donc de construire un foncteur nal
a
W (X;Z) !V D (x):
V2vh(z)

Soient V est un voisinage Nisnevich des dans Z, et (U;h; k) un objet de W, (X;Z), ce
que I'on rgsume dans le diagramme suivant :

v Xy

te b
zZ Hx:

— . . . . . . . fl
Par d§ nition, il existe un point t de V tel que le morphisme induit - z(s) § - v (t)
sur les corps rgsiduels soit un isomorphisme. On peut alors regarder le diagramme

v £ ugh

f1] . |
-z(s) 8- - x (is)

CommeKk! et il sont des isomorphismes (puisque les morphismes correspondants respec-
tivement sont des immersions), on en d&duit quén! est un isomorphisme ; dondJ est un
voisinage Nisnevich des dans X .

Le morphisme annonc® est donc simplemertU; h; k) 7! U.

Il est bien sor nal, puisque pour tout voisinage NisnevichU®de s dans X, Z £ x U°
est un voisinage Nisnevich des dansZ, et U° muni des morphismes triviaux est un objet
deVZEXUo(X;Z). g

5.4.2.1 Un invariant pour les faisceaux homotopiques associ§ g une paire fer-
mée

D& nition 5.4.18  Soit F un faisceau homotopique, e{X;Z ) une paire fermge.
Si V=Z est un schma $tale suZ, on pose

I-'A(X;Z y(V) = Hom D(Nk”)(LV X=X"i Z];F[1]):

On a donc d§ ni un pr§faisceau ﬁ(x;Z) sur le site §tale deZ, et l'on note Foxz) le
faisceau Nisnevich associ.

Onpose enn: FYX;Z) =i nis(Z;Fixz))-
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Remarque 5.4.19 { Cette construction est directement inspirge de la construction de
V. Voevodsky [FSV00d, x4.2. La construction que I'on propose permet de b&n® cier des
proprigtgs de la topologie de Nisnevich.

5.4.20 { Ainsi, elle est fonctorielle par rapport aux morphismes quasi-cart§siens : if;g) :
(Y;T) ! (X;Z) est un tel morphisme, compte tenu de la fonctorialit¢ de5.Z.15 on en
dgduit un morphisme de prgfaisceaux SUZ yjs

Fro) 1 Focz) ! GeFevm)
et donc un morphisme de groupes abgliens
Fl(f;g): FY(X;Zz)! FYY;T):

On a ainsi d®&duit de F un pr®faisceau sur la catggorie des paires munies des mor-
phismes quasi-cartg§siens.

5.4.21 .{ Rappelons que par d® nition, on dispose de la suite exacte de pro-faisceaux
suivante :

0! i LU Zy]! i L[U]! Ly [X=Xj Z]! O
uzv!?(]x;z ) uzvléﬁ(]x;z )
Posant alors, A = i L[Uj Zyl,etB = !&’n L[U], puisque X est un objet
U2Vy (X;2) U2Vy (X;Z)

de W (X;Z), on dgduit de la suite exacte ci-dessus le diagramme suivant :

o

F(X) ‘ IF(X i Z

L L

Hom,o, D(thr)(B; F) 4/Hompr0i D(Nk")(A; F) 4/|£(x;z y(V)

ouj : X j Z! X estlinclusion naturelle. La suite du bas est un morceau de suite exacte
longue, qui est limite inductive Ttrante de suites exactes longues de cohomologie.

Ainsi, on a tout au moins la relation @ +j® = 0. Par ailleurs, le morphisme@
est naturel par rapport p V, et induit donc un morphisme du groupe F(X | Z) dans
le pr&faisceaulf(x;z y- Comme le foncteur sections globales du faisceau associ® se dgcrit
comme une limite inductive de sections du pr&faisceau, on en dgduit donc un morphisme,
qu'on appellera prg-rgsidu,

X;Z )

F(Xi Z)i F1(X;2)

tel que @x-z ) +j % est nulle (ce qui est une premigre approximation d'une suite exacte de

localisation).
Ce morphisme est de plus naturel par rapport aux morphismes de paires quasi-
cartgsiens.

On d®duit le lemme suivant des propri§t§s montr§es dans la sous-section précgdente :
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Lemme 5.4.22 Soit (f;g): (Y;T)! (X;Z) un morphisme de paires ferm§es.
Si (f;g) est excisif, le morphismeF1(f;g) : F(X;Z) ! F(Y;T) est un isomor-
phisme.

Preuve : En e®et, d'aprps le lemm&Z.1I6 le morphismeFs : Fixzy ! (fz)aF(yT) €st
un isomorphisme de pr&faisceaux, donc il induit un isomorphisme aprgs application du
foncteur sections globales. a

Remarque 5.4.23.{ En particulier, si (X;Z) est une paire ferm%e, on obtient un isomor-
phisme
FYXZ) " FYX Z ga):

L'invariant qu'on a d® ni ne dgpend donc que de la structure rgduite deZ.

On arrive au point cl§ qui justi e notre construction :

Proposition 5.4.24  Soient X un sch®§ma alg§brique lisse connexe Et un faisceau ho-
motopique. On considere la paire fermBdAl : X ), op X est vu comme un sous-sch&ma
ferm§ p travers la section nulle.

Alors le morphisme pr§-résidu

ﬁ@(gA; X

)
FAY i X)i FYA%;X)

induit un isomorphisme
F.1(X) = F(AL i X)=F(A%)! FYAL:X);
op I'on rappelle que le faiscealF; 1 a $t€ d® ni dans@3.4.1]

Preuve : On rappelle que pour tout schgmav danslL i, F; 1(V) = F(GmE V)=F(AE V).
er, Al£ vV est un ohbjet deVy A>1< ;% - On dispose donc du morphisme de projection
Lv AY=A% i X ! L AYEV=Gy £V . D'op le morphisme induit

i £ o ¢
Fi 1(V) ——Homp vy L ATE VG £V ;F[1]

:

£ m ¢
Homy,o; D(N,) Lv Ax=Ax i X ;F[1] = FA(A)l( ;x)(V):

Ce morphismes est naturel par rapport gV, et il suxt alors de voir qu'il induit un iso-
morphisme de faisceaux suiX njs. On est donc ramen§ g une assertion sur les bres des
faisceaux en question.

Or, on peut calculer facilement les dites bres :

Lemme 5.4.25 Soit F un faisceau dansN ", (X;Z ) une paire telle queX est alg®brique
lisse, ets un point de X . Alors il existe un isomorphisme canonique

Foxz )X A F(X{ i Z8)=F(X{)

ou le groupe abtlien de droite est un quotient, e‘{Q i ZQ est le pro-objet deL ¢ §gal p
XDEx (X 2).
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Preuve : En e®et,F(x )(XQ) est isomorphe ﬂf‘(x;z )(XQ). Par ailleurs, d'aprgs le lemme
cette dernigre limite inductive est isomorphe p

3 h [ ’
HoMyo pnyry L X8=X8 i 2§ SF[] ¢

Or, puisque la limite inductive Ttrante est exacte, ce dernier groupe s'insgre dans la
suite exacte suivante :
3 h [ ’
mF(X) L F(XE G Z8) ! Homgg pvey L XE=X$ i Z¢ SF[1]

I HY(XSF)!
On conclut donc puisque par dg nition HY(X;F)=0. a

On est ramen® d'aprgs ce calcul, p montrer que le morphisme
3 ’ 3 ’ 3 ’ 3

F GmE X! =F ATEX) 1 F (ATEX)D; X! =F (AY£ X)D

est un isomorphisme. 3 .

Or,ona: (AL£ X) = (AT £, (X)L, Dans ce qui suit, on poseX = Spec Of ,
et on confond ce sch§ma avec le pro-objet dont il est la limite.

Consid®rons avec cet abus la catggorkg (X ) formge des couplegV;f) tels quef : V!
A>1< est un morphisme ®tale tel que le morphisme induif i 1(X) ! X est un isomorphisme.
Alors,

(ATE XNl V:
V2Es(X)

En e®et, siV est un voisinage Nisnevich des dans A}(, g:fil(X)!X estun voisinage
Nisnevich de s dans le schgma local henslieX. Alors, d'aprgs[Z1.25 g admet une
section. Il existe donc un sous-sch§ma ouvert et fermg°de f i 1(X) qui est isomorphe p
X. On peut donc trouver un ouvert de V tel que I'imaqe rQﬁ:iproque deX soit Bgale pX°
ce qui montre queEs(X) est nal dans la cat§gorieV! AL .

Ainsi, il suxt de dgmontrer pour tout (V;f) dansEs(X), le morphisme induit par f

F(AX i X )=F(Ax)! F(Vi T)=F(V)

est un isomorphisme, op l'on a pos® = fi 1(X).
On s'est donc donn® un carrg distingug §l€mentaire

T —v (5.1)

e B

X —IAL:

Or la proposition [3:3.13 s'applique encore dans ce cas, méme si I'on remplace la courbe
alg®brique lisseC=k par AL £ X. En e®et, Ay, admet P; comme bonne compacti cation
au-dessus deX, et par ailleurs,

i ¢
Pic AXE)(OX =0:
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L'hypothgse de3.3.13est donc vEri §e dans ce cas ®tendu, et la dBmonstration se g&n$®ralise
telle quelle en consid®rant la compacti cationP} de A} =X .

On obtient donc des correspondances nies qui vBri ent les m&mes relations que celles
de3:3.13 mais qui sont d§ nies surX.

Pour conclure, on remplace tous les §l$ments du carre.{) par des pro-objets index$§s
par les voisinages Nisnevich de dans X . La m&thode montre en fait que si I'on remplace
X = X! par un voisinage NisnevichW quelconque des dans X, il existe un voisinageW °
plus n que W tel que la proposition 3.3 13 s'applique avec le carr§

Tw —Viy
b
w —/AY,

en considgrant desw %correspondances nies. Dans ce cas, grace p la d§ nitidh. 215
(puisque W%k est de type Tni), ces correspondances induisent des correspondances nies
sur k entre les m&émes sch®mas, qui vE&ri ent encore les-dites relations.
Des lors, le corollairg3.3.12 s'applique au-dessus d&V® nous permettant de conclure
que
F(ALoi WO=F(AL0)! F(Mwoi Two)=F(Viyo)

est un isomorphisme. Comme c'est vrai poutV ° aussi petit qu'on veut, on peut conclure.
o}

5.4.2.2 Puret§ par dgformation

Dans cette sous-sous-section, on dgmontre que notre construction vEri e le thBorgme de
puret® en utilisant la dgformation au céne normal ce qui nous permet de garantir la
fonctorialitf nfcessaire p la d§ nition et aux propri®t®s du rgsidu.

Si (X;Z) est une paire, on rappelle que I'on a des °gches de d®formation au cébne

0
normal (X;Z)! id (DzX; Ad) ,ﬁ (NzX;Z) qui sont des morphismes de paires cartgsiens.
Par ailleurs, dz : Z ! AL (resp d9) est la section unit§ (resp. nulle) deAl.

Th@orgme 5.4.26 Soit (X;Z ) une paire ferm§e.
Alors, si il existe une param$trisation (f;g) : (X;Z) ! (A[(‘J'l ;AR) (cf d& nition 5.4.9),
les morphismes de dgformation
FI62) K0 FU oz AN Y FI(NzX;2)
sont des isomorphismes.

Preuve : Commensons par noter que la dgformation au cone normal donne le diagramme
commutatif :

(X;2) ———I(DzX; AL) @ (NzX;Z)

(f;g)L L(Df; 1£ ) L(Nf;g)
(AR AL —(D(AR™ AD); AL E AR) O— (N (AR AD) AD)

o tous les morphismes sont cartgsiens, et les morphismes verticaux sont §tales.
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Or, on rappelle que dans la paire ferm&eAE+1 ;AQ), le schﬁmaAE est considgrg comme
un sous-sch®ma ferm® g travers l'annulation de la premigre coordonnge. Comml’ge+l est
un br® au-dessus deA?, il existe un isomorphisme canoniqueD(AE+l AL ALE AE”
qui induit I'isomorphisme canonique N (AZ™; AR) I AZ*! et I'identitg sur Gm £ AR*E.

La °gche Df (resp. Nf) induit donc une param@trisation de (DzX; Al) (resp.
(NzX;Z)), et on a les morphismes suivants entre ces param$trisations :

(X;Z2) ————(DzX; A}) &—— (N2 X;Z)
f L LDf LNf
(A AR —(ATE AR ALE AD) O— (AR AD):
Des lors, d'aprgs la construction déb.4.9 on en d€duit le diagramme suivant

(X;g) ——/(DzX;A}) &—— (N2X;Z)

(uZ)—I;Ah) (- ;2)

| | |

(AL;z) —J(Are AL ALy (AL;2)

ou les morphismes verticaux sont excisifs.
On obtient alors nalement le diagramme suivant :

Fl62) 0 FI(D, X AL) RN Z)

» L » Iz » l2
Fl(AgZ) O~ FHATE A} A7) —TF (A Z)

» » »

FaZ) 0 "2 F (AL T2 UF y(2):

La partie sup®rieure est obtenue p partir du diagramme prgcgdent par application du
pr&faisceau sur les paires induit pa- ; les morphismes verticaux dans cette partie sont
donc des isomorphismes d'aprgs le lemng4.22 La partie inf§rieure rgsulte du lemme
et les morphismes verticaux sont |p encore des isomorphismes.

Les morphismes horizontaux du bas sont induits par les sections nulle et unit§, puisqu'il
en est de méme sur la ligne du dessus, et par fonctorialitg§ de la construction.

Or, d'aprps le lemme3.4.4, F, ; est invariant par homotopie, ce qui conclut. a

5.4.3 Fonctorialit§ raxtn@e de la d§formation au cOne normal

L'isomorphisme du th§orpmeb.4.26 est naturel par rapport aux morphismes cart§siens
de paires fermges. Or, le membre de gauche est fonctoriel par rapport aux morphismes
guasi-cartgsiens. On va donc $tendre la fonctorialit§ de I'espace de dg§formation au cone
normal par rapport aux morphismes quasi-cartgsiens, de telle manigre que l'isomorphisme
ci-dessus soit naturel.

On a besoin d'introduire la d§ nition suivante :
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D# nition 5.4.27 Considgrons un diagramme commutatif dans la cat§gorie des sch§mas

X

dans lequel chaque morphisme est une immersion ferm§e, fést un §paississement. No-
tons | (resp. 1 9 lidgal de i (resp. i9.

1. Soit ® un entier naturel. On dira que I'§paississementf est exact d'ordre® dans X

si et seulement si
| 0= | ©

2. Plus g®&n®ralement, on dira que I'§paississemerft est exact par rapport pX si et
seulement si pour toute composante irrgductibl€® de Z° notant Z la composante
irrgductible de Z qui correspond pZ? il existe un entier ® tel que le morphisme
induit par restriction § :Z ! Zf’ soit exactement d'ordre® dans X.

Remarque 5.4.28.{ Dans la deuxigme partie de la d§ nition, la suite d'entiers® oy,
parcourt les composantes irrgductibles d& © est unique.
En e®et, siZ est rgduit, pour toute composante irrgductible Z° de zZ° notant z° le
point g&n®rique dez®, on a ] i
’ ® =1g(0z0,0)+1:

Muni de ces restrictions sur les gpaississements, on peut introduire une notion plus
forte que celle de morphisme quasi-cart®sien pour laquelle on puisse §tendre la naturalit§
de la d&formation au cOne normal :

D# nition 5.4.29  Soit (f;g) : (Y;T) ! (X;Z) un morphisme quasi-cartsien de paires
ferm$es dans la cat§gorie des sch§mas.

On dit que (f;g) est exact si et seulement si I'Bpaississement canoniqie! Z £y X
est exact par rapport pY .

5.4.30 { On se donne un morphisme de paires ferm&ed;g) : (Y;T) ! (X;Z) quasi-
cartgsien exact. On suppose qué& est intggre, et queT est rgduit, rBunion disjointe de
ses composantes irrgductibles.

Sil'on poseT%= Z £4 Y, on a par d§ nition une dgcomposition du morphisme(f; g)

en le diagramme
Te
g
9{TO Y

0
¥ d
z —IX
oM Test un §paississement exact par rapport i .
Le morphisme (f;g9 ®tant cart§sien, il nous reste p construire un morphisme sur
les espaces de d&formation pour le triangle du haut, c'est-p-dire le morphisme de paires
quasi-cart®sien exact{ly; 9 : (Y;T)! (Y;T9.
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Commenxons par supposer qu& est intggre. On notel (resp. | 9 ldgal de T (resp.
T9 dans Y, et on note ® l'ordre de I'Bpaississement exacfl Par d§ nition, c'est l'unique
entier ® tel que

19=(1)®:
Dps lors, on peut d§ nir simplement un morphisme sur les espaces de d§formation :
L _ L :
2z (19n:tin noz ()Mt n

xitin o 71 x:ti @n

puisque dans cette formulex 2 (1 9" = (1)®". En particulier, ce morphisme est I'§l§vation
R la puissance® sur le paramptre de la dgformation, et il d§ nit un morphismeDg: DY !
DTOY.

Mais par ailleurs, par construction, ce morphisme induit canoniquement un morphisme
quasi-cartgsien exact de paireDyq : (D1Y;AL) I (DtoY;Ado), et plus precisBment le
morphisme canonique

AT! AloEp,ev DTY

est un §paississement exact d'ordr® dansDtY.
On calcule par ailleurs les bres en0 et 1 de cette construction pour arriver au dia-
gramme de paires fermges suivant :

(Y;T) —(DrY;A}) 0——(CrY;T)
Av;M L LDﬂ L(C'ﬂ;'ﬂ)
(Y;T9 —/(DroY;AL) ©— (CroY; T9

dans lequel les morphismes horizontaux sont tous cartgsiens ferm§s, et les morphismes
verticaux sont quasi-cartg§siens exacts d'ordre®.

On notera particuligrement que le morphismeCy est d§ ni comme le spectre du mor-
phisme suivant

M M o M
(I %n:(l (5”+1 — | ®n=| ®n+®!ii I ®n:| ®n+1

n2N n2N n2N

(2 M m_; m+1.
li I =l ;

m2N

op le morphisme(1) est I'Bpimorphisme canonique, e(2) est le monomorphisme canonique
correspondant p l'inclusion du facteur direct.
Autrement dit, d'un point de vue ggom®trique, le morphisme Cq se factorise comme

ci-dessous
Cq

/,,..__—.._\‘\*
CTY %;F?CTOY T/g’uNZX
To— 1 1]

factorisation dans laguelle le morphismg1) est obtenu par changement de base (c'est donc
un §paississement), et le morphismé¢2) est dominant de degr§®.
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Ce calcul montre en n que le morphisme canoniqueTOECToy CrY ! TOestun
isomorphisme, et donc queg(Cyq; 1) est un morphisme quasi-cart§sien exact bien d§ ni.

Dans le cas ggn%ral, co,gnm@oest réunion disjointe de ses composantes irrgductibles
notﬁes(T0)> , on poseDq = Dqg ou 9 est I'Bpaississement canonique correspondant p
70 . g |

Ceci nous permet donc de d€ nir le morphisme annonc® g partir du morphisme quasi-
cart®sien exact(f;g) en considgrant le diagramme commutatif

(v:T) dT—Y/(DTY;A%)Ddg—Y(CTY;T) (5.2)

oo e

/
(f;g)l\ (Y;T(b Q(DTOY;A%O) L(CTOY;TZ(b/ (Cyfig)

\Qg;) L (D gof; 1£ ¢°) L (Cqofig9) L

. / -aAly O .
(X!Z) de (DZX1 AZ) dgx (CZXlZ)

et en posant : Dgf = Dgof £Dget Cyf = Cgof +Cq (op les morphismesD gof et Cyof ont
Bt® d& nis dansB.2.3).

La d®&formation au cObne normal est donc naturelle non seulement par rapport aux
morphismes cartgsiens, mais aussi par rapport aux morphismes quasi-cartgsiens exacts
grace p cette construction.

Il s'ensuit que l'isomorphisme deb.Z4.Z6est naturel par rapport aux morphismes quasi-
cartgsiens exacts.

5.4.3.1 Transferts

On termine les proprigtks de notre construction en montrant qu'elle est munie de
transferts pour les morphismes quasi-cartgsiens nis.

5.4.31.{Soit (f;g): (Y;T)! (X;Z) un morphisme quasi-cartgsien ni quidimensionnel.
Appliquant la proposition on en dgduit le diagramme commutatif dansL cork

YioT —'Y
ty 2 tf
X i z—IX

On obtient donc un morphisme
£t o
L *(f;g) :L[X;Z]! L[Y;T]:

Ces morphismes sont de plus naturels dans le sens suivant :
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Lemme 5.4.32 Considgrons un carr§ cart§sien de paires ferm§es dars Ly

ve19 " iy
(%9 b (h) b(f:0)
(X829 ——J(X;z)

Alors, le carr§ suivant est commutatif dansN " :

h;k
Lx ¢z HM g px 7

L %00] ) L (r:9)]
Lo 79 S gy

Preuve : Il suxt d'appliquer p la fois pour le carr§ form§ par les schmas
X,Y , X%YOet pour le carrg form§ par leurs ouverts. Il en rgsulte que le carr§ form§ sur
les conoyaux est commutatif. o

Par ailleurs, siV=Z est §tale, pour toutU dansVy (X;Z), on peut appliquer le prockd§
prgcgdent au morphisme quasi-cartgsien ni ®quidimensionnglf y;gu) : (Uy;Ut) !
(U;Uz), obtenu par changement de base selo=X. Les morphismes!(fy;gy) ainsi
obtenus sont compatibles par rapport pU d'apres le lemme prcgdent, et on obtient donc
un morphisme de pro-objets canonique :

Lv [X;Z]= ' L[U; Uz]! ' L[Uy; Ut]:
uzv!zvi‘r:]x;z ) uzv'lg?x;z )

Gréace au foncteur Vy (X;Z) 'V v, (Y;T);(U;h;k) 7! (Uy;hy;ky), on a aussi un
morphisme de changement d'indice

LVY [Y,T] ! i L[UY;UT]:
UZV%T‘X;Z)
Si I'on pose
A !
Ay=x (F):V = Hom . D(N,") !Z‘fh L[Uy;Ur];F[1] ;
U2Vy (X;Z)

on obtient donc des morphismes de pr§faisceaux suis
If(X;Z) A AY=X(F)! ié gﬂlf(Y;T):
Le lemme suivant va nous permettre de construire les transferts dans le cas ggn®ral :

Lemme 5.4.33 Si (f;g) : (Y;T) ! (X;Z) est un morphisme cart®sien ni §quidimen-
sionnel, avec les notations ci-dessus, le morphisme

A (F) ! gaFiyom

induit un isomorphisme sur les faisceaux associ§s.
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Preuve : Il sutt de montrer que pour tout point s de Z, le morphisme induit sur les
“bres

Ay=x (F):zD ! (g)ﬂlf(Y;T) 2!

est un isomorphisme. Pour cela, on montre que le morphisme de pro-objets qui l'induit :

gﬁ Hﬁ L[W; WT] ! gﬁ Kﬁ’\ L[UY ; UT]
Vavi(z) Wavy, (YT) V2Vh(Z) U2Vy (X;Z)

est un isomorphisme. Il s'agit donc de voir que le foncteur de changement d'indice corre-
spondant

vavezy W (X,2) ! vaviz) Vv (Y5 T)
(Vi(Uihik)) 70 (Vi(Uy;hyiky))

est nal.
Soit donc V un voisinage Nisnevich des dans Z, et (U%h%k9 un objet de W, (Y;T).
On obtient tout d'abord le diagramme suivant form$ de carrgs cartgsiens :

Y. (s) —/Spec (s))

P p
vy —v

LA

dans lequel on a pos®. sy = Y £x Spec( (s)). Or, commeg est ni,

Yoo 't yeri (Y. (s))y

ou (Y. (s))y est un schgma local artinien de corps rgsiduel(y).

Pour tout point y de la bre fil(s), Vy est un voisinage Nisnevich dey dans T.
Dpgs lors, comme par d§ nition Vy !iko U9 est une immersion, il s'ensuit queU° est un
voisinage Nisnevich dey dansY (méme raisonnement que dans la preuve d&.4.19), ce
qui permet de dg nir une °gche canoniqueYyh I U% On en dgduit donc une °gche
canoniquet vt 1Yy 1 UC

Par ailleurs, commef est ni, Y £« XQ est somme de schgmas locaux hensgliens, et
plus prgcisgment

Y £x X8 = tyri1g(Y £x X)y

puisque ce sch®ma contient comme sous-schgma fervigs). Or par ailleurs, on a un
isomorphisme canoniqueY," ' (Y £x X{)y. Ainsi, on a donc obtenu un isomorphisme
canoniquet yo¢i 1Yy " Y £x XL
On obtient donc un morphismeY £x X2 1 U° qui s'insgre de plus dans le diagramme
commutatif suivant :
Y £x 2D Y £ X

Vo 1o
. 2ne
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Des lors, puisque par dg nitionZ! = Z £4 X!, il existe un voisinage NisnevichU de s
dans X et un diagramme commutatif

: e
VY k40/U0 hy
; h°k
T Y

opuh:U! X estle morphisme §tale de d® nition deU, et k : Uz ! U l'immersion
ferm@e canonique. Ainsi(Uz; (Uy;hy;ky)) est au-dessus déVy ; (U% h%k9). a

D# nition 5.4.34  Soit F un faisceau avec transferts, et(f;g) : (Y;T) ! (X;Z) un
morphisme de paires fermges.

1. Si(f;g) est cart®sien ni quidimensionnel, on d§ nit un morphisme appel§ transfert
FYf9)a: FYY;T) ! FY(X2Z)

comme la composge

;o 1 .
(ZigPoym) 1) (ZiAX(F) ! i(Z:Pxz));
avec les notations qui prcedent.

2. Plus g®&n®ralement, sif; g) est quasi-cartsien ni §quidimensionnel, on obtient en-
core un transfert en considgrant le morphisme cart§sien ni §quidimensionnel

(f;99:(Y;2Zy)! (X:Z)
attach® p(f;g), et en posant

» 1 f; o
Filfig)e  FAVTIY FI(YiZe) & 07 F(XZ)
op le premier morphisme est la r§ciproque de l'isomorphisme d&4.23

Par construction, on obtient donc la proposition suivante qui exprime la compatibilit§
entre le prg-rgsidu et les transferts que l'on vient de d® nir :

Proposition 5.4.35 Soit (f;g) : (Y;T) ! (X;Z) un morphisme quasi-cart§sien ni
fquidimensionnel de paires ferm$es, df un faisceau avec transferts. Alors, le diagramme
suivant est commutatif :

F(Y) %’F%Y;T)
F('f) F1(f;g)a
F(X)%Fl(x;Z)

Preuve : En e®et, il sutt de le faire pour un morphisme cart®sien ni gquidimensionnel
compte tenu de la fonctorialit® du prg-rgsidu par rapport aux morphismes guasi-cartgsiens
(cf &4.2D). Mais alors, cela rgsulte de la d§ nition. o
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5.4.4 Situation g&n8rique

D§ nition 5.4.36  Soit X un sch®ma alggbrigue lisse. On appelle point spcial ¥etout
point s de X, de codimensionl dans X .
On dira encore que(X;s) est un sch§ma point§ par un point spgcial.

On peut appliquer p cette situation le formalisme du paragraphe prgc®dent. Si I'on
note Z l'adhgrence rgduite des dans X, on a en particulier une paire fermge(X;Z ).

5.4.37 { Soit (X;s) est un schma point§ par un point spgcial. NotantZ l'adh§rence
réduite des dansX, on en dgduit une pro-paire fermge not§€X s; Zs) Bgale pXsE x (X;Z).

Ainsi, pour un faisceau homotopiqueF, on pourra encore considgrer le complexe suiv-
ant :

F(Xs) ! F(XeEx (X i Z)5 FL(Xs:Zs)

OuFY(Xs; Zs) = I'{n F1(U;Zy) conformgment p nos conventions ggngrales, @;S est
U2V4(X)
induit par le morphisme du numgro5.4.21
Notons x le point ggn®rique dexX . Dps lors,X ¢ est un trait de point ggn®riquex, et le
pro-objet Xs£x (X j Z) est canoniguement isomorphe au pro-objeXx. On a donc un
morphisme qui va nous servir g construire le rgsidu

@;s tF(Xx)! Fl(xsizs)

qui est nul sur F (Xs).

Dans le méme esprit, on pose

(Dz Xs;AL) = Xs£x (DzX; A2)
(NzXs;Zs) = XsEx (NzX;Z):

Proposition 5.4.38  Soit F un faisceau homotopique.
Soient (X;s) un sch§ma point®§ par un point sp§cial, eZ lI'adh§rence des dans X .
Alors, les morphismes de d®formation au cone normal induisent des isomorphismes

Lds Fldg
FIXs:Zs) A ® FYDz X5 AS) T FYNzXsZs):

Preuve : Puisquek est parfait, - (s)=k est s§parable, eZ est lisse surk au point s.
On peut donc consid®&rer un ouvert de X tel que UE x (X;Z ) admet une param®trisa-
tion. Dps lors, d'apres le th§oremB.4.26 les morphismes de d§formation au céne normal

0

FIUEX (GZ) A ™ FUEX (D2X AL) T U F(UEX (N2XZ))

sont des isomorphismes.

Par ailleurs, pour tout ouvert U%de U contenants, la paramstrisation de (U; Zy) induit
une parametrisation de(U% Z o) et donc les morphismes de dgformation au cébne normal
relativement p U% sont encore des isomorphismes.
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Ces isomorphismes sont naturels par rapport gJ. On peut donc considgrer leur limite
inductive, ce qui nous donne l'isomorphisme attendu. a

Ainsi, on a donc rgduit canoniquement I'Gtude de la pro-paire(Xs;Zs) p celle de
(Nz.Xs;Zs) qui correspond p la section nulle du brg normal deZs dans Xs. Rappelons
rapidement la description alg§brique suivante :

Lemme 5.4.39 Soient (X;s) un sch§ma alg®brique lisse point§ par un point spcial, et
Z l'adh®rence r@duite des dans X .

Soit Ox:s I'anneau local deX ens, et M x.s son idgal maximal.

Alors, on a une bijection entre :

1. L'ensemble des uniformisantes de I'anneau de valuatio@y:s .

2. L'ensemble des bases du(s)-espace vectorieM x.s =M )2(;5, ou - (s) dfsigne le corps
rgsiduel des et M x.s l'idgal maximal de I'anneau local Ox:s .

3. L'ensemble des trivialisations de br§ vectoriel surZs

"INz Xs! Al

Preuve : Notons pour simplier A= Oxs etM = M xs.
La bijection entre (1) et (2) est imm$diate, puisqueM est l'idgal maximal de I'anneau
de valuation A.
Il reste donc p dgmontrer la bijection entre(2) et (3). Or, puisque l'immersion deZs
dans X s est rgguligre, le cone normal est en fait un brg et sM est I'idgal deZs dansXs,
A I

M +1. i [ 2¢¢
Nz Xs = Spec, M "=Mm " =Spec;, Sp=m M =M ;

n

Donc les isomorphismes

i i ,¢¢
Speg, Spa-m M =M

i i ¢e 1
I' Speg, Sp-m A=M = Az,
sont en bijection avec les isomorphismes dA=M -espaces vectorieldA=M M =M 2, o

Remarque 5.4.40.{ On appellera par la suite simplement uniformisante de X un $I§-
ment de I'un de ces ensembles en bijection.

D# nition 5.4.41  Soient F un faisceau homotopique(X;s) un sch&ma alg®brique lisse
point§ par un point spgcial et¥2une uniformisante de X ; on note

Y, FY(XsZs) ! Fi1(Zs)
l'isomorphisme obtenu par composition :
F'(Xs:Zs) " FY(Nz,Xs;Zs)
R FYAL:Zs)" Fia(Zs);

oM le premier isomorphisme est obtenu par les morphismes de dgformation au cone normal
(cf B.4.39), le second est induit par ¥4 (en tant que trivialisation du brg normal de Zg
dans Xs) et le troisigme est obtenu par la propositior5.4.24
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Remarque 5.4.42.{ Il est particulipgrement important que cet isomorphisme d§pende
uniguement d'une uniformisante. Ainsi, on peut construire beaucoup plus facilement un

tel isomorphisme par le choix d'une paramtrisation de(X;Z ) au voisinage des, mais

il est dglicat de dgmontrer que cet isomorphisme est indgpendant d'un tel choix. La
m$thode que I'on propose p l'avantage de donner des isomorphismes canoniques grace p
la dgformation au céne normal. Nous verrons par ailleurs que ces isomorphismes satisfont
une bonne fonctorialit$.

On arrive en n p la d§ nition du r§sidu dans le cas gBom$trique, associ® p une trivial-
isation du "brg normal :

D& nition 5.4.43  Soient F un faisceau homotopique(X;s) un sch&ma alg§brique lisse
point§ par un point sp$cial, et¥sune trivialisation du brg normal Nz Xs.
On d® nit le r@sidu de X en s associ§ p¥

@l F(X)! Fi1(Zs);

obtenu par composition :

@ A
F(Xx)§ Fl(xs; Zs)lii " Fi 1(Zs):
Le morphisme @;S est d& ni en[5.4.37, et le morphisme%5, dans la d§ nition préc®dente.
On va voir que le rgsidu ainsi d§ nit est indgpendant de la trivialisation choisie.

Proposition 5.4.44  Soient (X;s), (Y;t) des sch®mas point§s par un point sp§cial, &t
(resp. T) l'adh$rence ets dans X (resp. t dansY) munie de sa structure de sous-sch§ma
réduit.

1. Soient g, : (A%t;Tt) ! (Als;Zs) un isomorphisme cartg§sien (surk), et ¢ le mor-
phisme induit sur les ferm$s correspondants.
Alors, le diagramme suivant est commutatif

Fi 1(Zs) >IF 1(Als;zs)
Fi1®) bFi(e2)
Fi 1(T) 2FYHAL;TY);

op les °pches verticales sont les isomorphismes de la propositipd.24
2. Soitf:Y;! Xgunisomorphisme. Dgs lors,f; induit un unique isomorphisme sur

les points ferm®s,g; : Tt ! Zs, d'od un morphisme cart§sien(f; o).

Alors, pour toute uniformisante ¥4 (resp. A) de Nz Xs (resp. N1,Y;) le diagramme
suivant est commutatif

A
Fl(xs;zs) 4/Fi 1(Zs)
Fl(ftigt)\z . %Fi 1(gt)
FY(Y To) —F; 1(To):
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Remarque 5.4.45.{ On donnera un §nonc® plus ggn%ral de cette proposition dans la
sous-sous-section concernant la rami cation.

Preuve : On peut considgrer que tous ces morphismes sont des morphismes de pro-objets
ou alternativement des morphismes des sch§mas obtenus par limite projective.

1. Ainsi, ¢ est en fait un morphisme axne, et} est le spectre d'unk-isomorphisme
entre les corps rgsiduelg] : - (s) ! - (t). Par ailleurs, puisque ¢, est un isomorphisme, il
est le spectre d'un morphisme de la forme

(X1 - (O[Y]
x2-(s) 7' &(x)
T 70 T

ou, appartient p - (t)£.
Ainsi, ¢ est compos® des morphismes

o 1,1£%
17, Al 4a
At b A

A7,
op° est l'isomorphisme de brg donn§ par la multiplication par , .

D'aprgs la preuve ddb.4.24 on a des isomorphismes canoniqué‘sl(Als;Zs) " Fi1(Zs)
et Fl(A%t;Tt) " F; 1(Tt). On identi e ces groupes deux p deux par ces isomorphismes.
Dps lors, compte tenu de cette identi cation, le morphismeF (¢ ;¢) est induit par le
diagramme suivant :

0—/F(A3,) —/F(Gm £ Zs) —IF; 1(Zs) —/0
F) F (o) | Ee
0—IF(A) —IF(Gm £ T) —/F; 1(Tt) —/0

OM ¢p est obtenu par restriction de ¢..
Or, ce diagramme est encore §quivalent, p travers les sections canoniques3ct.2) qui
proviennent du fait que F est invariant par homotopie, au diagramme suivant

Fle) F () Kiez)
00— F(Ty) 2—F(Gm £ Tt) &—F; 1(Ty) —o0:

Or, le morphisme de paires ferm&eg¢o;¢) : (Gm £ Ty;Ty) ! (Gm £ Zs; Zs) induit un
unique morphisme sur les faisceaux homotopiques

Stl' Htr hO(Tt) 1 Stl_ Htr hO(ZS)

d'aprgs la proposition3.4.13 On calcule, compte tenu de la dgcomposition du morphisme
¢ dBjp explicitge, ce morphisme comme la composge

AT ho(%)

o 1-
St- " ho(Te) I+ St- 7 ho(Ty) i St - " ho(Zs):
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_ i ¢
Or, puisqu'p travers l'identi cation End le;. v =Z26- (HE, l''somorphisme °  est §gal
pl+  ,etque le morphisme canonique

. ¢ .
End IGm;. (t) ! EndHthr !

¢
St- " ho(- (1)
est la projection sur Z, il s'ensuit que = =1, ce qui conclut la premigre assertion.

2. Il suxt d'appliquer la premigre atrmation en considgrant l'isomorphisme ¢,

il Ng. f 1
1 AR RZANI
AL NTLY R Nz Xdi AL

compte tenu du fait gqu'alors, le morphisme induit §, est simplementg;. a

Appliquant le deuxigme point de cette proposition au morphisme identit§, on obtient
tout d'abord :

Corollaire 5.4.46  Soient F un faisceau homotopique, e{X;s) un schma point§ par un
point spfcial, Z = fsg. A

Pour tout couple (¥; A de trivialisation de Nz Xs, @5 = @' .
D& nition 5.4.47  Soient F un faisceau homotopique, et(X;s) un sch§ma alg®brique

lisse point® par un point spcial.
Choisissant une trivialisation Yade (X;s), on pose simplement

@s = @43':
qui est indgpendant de la trivialisation choisie d'aprgs le corollaire prgcfdent.

On obtient par ailleurs la fonctorialit§ suivante de ce morphisme rgsidu :

Corollaire 5.4.48 Soient (Y;t) et (X;s) deux schma connexes alggbrique lisse point§s
par un point sp®cial surk, x le point ggn®rique deX ety celui de.

Soit f : Y !I' X un morphisme tel quef(t) = s, et qui induit un isomorphisme
fs oYy ! Xs. Onnote fy : Yy ! Xy le morphisme qui s'en dgduit sur les points
g®ngriques, en‘lS 'Yt ! Zs le morphisme sur les points ferm$s.

Alors, pour tout faisceau homotopiqueF, f induit un diagramme commutatif :

F(X) IR, 4(26)
F(fx) L LFi 1(fs)
F(Y) — R, 4 (Ty):

On termine cette section en §nonsgant la fonctorialitg¢ du rgsidu vis-p-vis du faisceau
F:

Lemme 5.4.49 Soit " : F ! G un morphisme de faisceaux homotopiques. Alors, pour
tout schmaX alg§brique lisse point§ par un point sp®cias, le diagramme suivant com-
mute :

F (Xx) —IG(Xy)
b L&,
Fi 1(Zs) —G; 1(Zs)
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Preuve : Cela dgcoule uniqguement de la construction, et du fait que l'isomorphismés,
est naturel enF, notamment parce que l'isomorphisme de la propositiofs.4.24 est naturel
enF. o

5.4.5 Modgles et d§ nition (D4 et R3c)

On rappelle qu'on a not§A ;) la catgorie desk-alggbres locales essentiellement lisses de
dimension 1 (cf 2.1.20.

Puisque k est parfait, il s'agit uniqguement des anneaux de valuation discrgte essen-
tiellement de type ni sur k.

Ainsi, lorsque E=k est une extension de type ni, etv une valuation discrgte surk
nulle sur k, Oy=k est unek-alggbre dansAyy .

Remarque 5.4.50.{ Si k n'est pas parfait, il existe des anneaux de valuation discrgte
qui sont formellement lisses sutk mais dont le corps rgsiduel n'est pas s§parable sir {
si E=k est une extension insgparable, on peut considgré&i[t]. Si l'on voulait supprimer
I'nypothpese k parfait, il faudrait a priori se restreindre aux anneaux de valuation discrgte
dont le corps risiduel est une extension s§parable de(et dont le corps des fractions est
une extension de type ni dek), qui sont alors formellement lisse surk (cf 2.1.49.
Toutefois, cette restriction n'est pas satisfaisante pour la th§orie des modules de
cycles, car sur un corps non parfait, il existe toujours une courbe lisse dont un point
ferm® n'est pas s§parable suk. L'anneau de valuation discrgte correspondant ne satisfait
donc pas I'hypothgse prgctdente.

Comme on l'a fait pour la donng§e D2, on introduit une notion de modgle approprie
dans notre situation :

D nition 5.4.51  Soit V=k une k-alggbre dansAy,. On appelle k-modgle deV tout
couple (X;t) tel que

1. t est un k-morphisme Spec /) it X (i.e. un trait sur X).
2. Le morphismet] : Oxs ! V induit par t est un isomorphisme.

3. X est intpgre, et si I'on notes l'image du point ferm® deV dans X, fsg muni de sa
structure r@duite de sous-sch®ma dX est lisse surk.

On appelleras le point spgcial duk-modgle(X;t).

Remarque 5.4.52.{ Par la suite, dans la situation de la d§ nition ci-dessus, on confondra
le morphismet et le point s.

Lemme 5.4.53 Soit V une k-algebre dansAg ). Alors V admet unk-modgle.

Preuve : En e®et, d'aprgs la propositiori2.1.32 I'anneau V admet un modgle surk, not§
X. Sil'on note s I'image du point spgcial deSpec (V) dans X, et Z lI'adhg§rence rgduite du
point s dansX, Zs est le spectre d'un corps s§parable sl par hypothgse ;Z est donc lisse
surk ens. Il existe dgs lors un ouvertU de X tel que Z\ U est lisse suik, et U convient.

On peut des lors donner la d§ nition suivante du morphisme r&sidu :
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D& nition 5.4.54  Soient F un faisceau homotopique E=k une extension de type ni et
v une valuation de E=k. On note V l'anneau de valuation discrgte dev et - son corps
rgsiduel.

Soient (X;t) un k-modgle deV, s son point sp§cial etZ I'adh§rence r§duite des dans
X. On d€ nit le morphisme rgsidu associ® pr comme le morphisme

(1) )

@ FENY FOTE F 2ol

ou les °gches(1) et (2) sont les isomorphismes canoniques induits pad : Ox.s ! V.

Fi 1()

Pour que cette d§ nition soit valide, il nous faut montrer que le morphisme @ est
indBpendant des choix que l'on fait. Plus prgcisgment :

Lemme 5.4.55 Dans la situation de la d§ nition ci-dessus, l'application @ ne d®pend
pas duk-modgle deV choisi.

Preuve : Soient(X;s) et (X %s9 deux modgles s d&/ sur k.

D'aprgs le corollaire5.Z.48 s'il existe un morphismef : (X;s)! (X%s9 de modgles,
commef s est un isomorphisme, les rgsidus dg nis p partir de ces deux modele#uzident.

Il nous reste donc p dominer nos deux modeles par un modgDs °°s%.

Or, on peut supposerX et X ®atnes quitte p les remplacer par des ouverts, compte
tenu du corollaire 5228 On note A et A®les anneaux respectifs d&X et X % On identi e
As et A% pV. Donc on aA %V et A°% V. Alors, si l'on choisit ¥aune uniformisante
de V, s (respectivements9 correspond p l'idgal engendr§ patsdans A, et %42 A\ A°;
d'apres l'identi cation ci-dessus, Ay,= V = A,

Or, k[A [ AY est une sousk-algebre deV. Puisque Frac(V)=k est s@parable,
Speck[A [ AQ) est lisse surk en son point ggn§rique. Il existeh 2 k[A [ A9 tel que
KIA[ A9, est lisse surk. Or, puisque kK[A[ A9y, = V, on peut de plus supposer qué ne
divise pas¥ car V est formellement lisse surik.

Il ne reste plus qu'p poserX ®= Spec(K[A[ AY,) ; on a donc par d§ nition des

morphismes dominantsX 0l X etx % xO Ysengendre un idgal dk[A[ AYy, (non nul)
qui correspond p un points®de X %de codimensionl. En'n, on a encoreX %= Xs= X%
(modulo notre identi cation). o

Par ailleurs, il suxt d'appliquer le lemme [E.4.49 pour voir que ce rgsidu est fonctoriel
enF :

Lemme 5.4.56 Soient E=k une extension de type ni, etv une valuation deE=k de corps
rgsiduel - (v). Alors, pour tout morphisme “ : F ! G de faisceaux homotopiques, on a :
F(E) —/G(E)

CH &

il
Fi 1(- (V) —G; 1(- (v)):

Revenons maintenant g la dg&monstration du thgorem&. 1.7, concernant le module
homotopique (Fx;2) :
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D& nition 5.4.57 (D4) Soient E=k une extension de type ni,v une valuation de E=k
et - le corps rgsiduel associ§ m.
On d® nit le morphisme r§sidu associf gz comme le morphisme suivant :

@:Fa(E) 197 (Fo)y 1)1 Fal):

Comme 2 est un morphisme homoggne de degi®l, @ est bien un morphisme homoggne
de degr§j 1.

On peut facilement dgmontrer la propri®t§ suivante :

Proposition 5.4.58 (R3c) Soit E=k une extension de type ni,v une valuation deE=k
de corps rgsiduel- . Soit* :L ! E un morphisme danskg? tel quev(' (LE))=0.
Alors,
Q+' o=

Preuve : Il sutt de dgmontrer cette proposition pour @ op F est un faisceau homo-
topique quelconque.

Considgrons(Y;y) un k-modele deL=k, et (X;t) un modgle deV =k. Soients le point
spgcial deX et Z son adh®rence rgduite danX . Alors, si I'on note x le E-point de X
induit par t, on a le diagramme commutatif de pro-objets

E)-w)
b
Xoi Zs 02 Xy — Iy

o toutes les °gches verticales sont des isomorphismes. On est donc ramen§ p montrer que
l'image de F (f') tombe dans le noyau du rgsidu correspondant @iXs; Zs).

Or, puisque v(' (L)) =0, on en d®&duit' (L) ¥2V. Autrement dit, le morphisme ' se
factoriseenL ! V ! E, ce quise traduit au niveau des modgles stricts par la factorisation
def enXy! Xs! VY.

Par d® nition du prg-rgsidu (cf 5.4.23), on a un complexe

F(Xo) ! FOGET FiXsZy)
qui, en composant le dernier morphisme par l'isomorphismés, de la section prgctdente,
donne le complexe
F(Xo) ! FOG)ET" Fya(Zo):
En particulier, si %22 F(L) = F(Yy), ' a(¥3 = f2(14 2 F(Xy), et en fait, f°(1) est

image d'un ®§l®ment deF (Xs) d'aprgs la factorisation de' en Xy ! Xs ! Yy, donc

@;s("o(¥)=0. o
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5.4.6 Rami cation (axiomes R3a et R3b)

Comme annonc®, on va g&n®raliser la propositiob.4.44 Pour cela, on s'appuie sur la
fonctorialitf §tendue de la dgformation au céne normale que I'on a construite €8.4.3

Lemme 5.4.59 Soit f : (Y;t) ! (X;s) un morphisme de sch§mas alg®briques lisses
point®s par des points sp®ciauxi(e. f (t) = s). On note Z (resp. T) l'adh®rence r§duite
de s (resp. t) dans X (resp. Y).
Le morphismef induit donc un morphisme de paires ferm§es$; : (Yy; Ty) ! (Xs; Zs).
Alors, fi est quasi-cartgsien exact (cf d§ nition[5.4.29). Par ailleurs, l'ordre de
I'BpaississementT; ! Zs £ x, Y: est §gal p

19(Zs £ x, Yo):

De plus, il existe un voisinage ouvert) des dansX et un voisinage ouvertV det dans
Y tels quef (V) %2 U et que le morphisme de paires ferm&es induftjy : (V;Ty) ! (U;Zy)
est quasi-cart§sien exact.

Preuve : Par d§ nition, le morphisme f induit un k-morphisme local

f]
Ox:s §O Yit:
Soit M x5 (resp. M vy.t) l'idgal maximal de Ox.s (resp. Oy.t). Comme Oy est un anneau
de valuation discrgte, il existe un unique entierr > 0 tel que

Ainsi, le ferm®Zs £ x, Y; de Y; a pour idgalM Q;t, et le morphismeT; ! Zs£x, Y est
donc par d® nition un §paississement exact d'ordre par rapport p Y;. De plus,

19(Zs £ x Yt) = 1g( Oy,t=M :(;t) =r

ce qui conclut les deux premigres assertions.

Pour la dernigre assertion, on se ramgne au cas o{1 (resp. Y) est atne d'anneau
A (resp. B). Le morphisme f correspond donc p un morphismé : A! B. On peut
supposer de plus, quitte p localiseB, que fi 1(fsg) = ftg. On confond les pointss et t
avec les idgaux auxquels ils correspondent respectivement. Par d§ nitiors (resp. t) est
principal, engendr§ par une uniformisante¥s2 A (resp. A2 B). De plus,' (¥) = b:A, op
b2 B j s. Dps lors, les ouvertdJ = Spec (A) et V = Spec (By) conviennent, puisqu'alors
' (#:Bp= (A" a

D§ nition 5.4.60  Soit (X;s) (resp. (Y;t)) un k-sch§ma alggbrique lisse point§ par un
point sp®cial. On noteZ (resp. T) l'adh®rence rgduite des dans X (resp. t dansY).
Consid®rons unk-morphisme pointgf : (Y;t) ! (X;s). On appelle indice de rami -
cation def ent I'entier
re(f) =19(Zs £v, To):

Muni de cette d§ nition, on peut #noncer la proposition suivante :
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Proposition 5.4.61 Soient (X;s), (Y;t) des sch§mas alg§briques lisses, connexes et
point®s par un point spgcial etf : (Y;t) ! (X;s) un morphisme point§ dominant. On
note Z (resp. T) l'adh§rence r§duite des dans X (resp. t dansY) et g : Ty ! Zs le
morphisme induit par f . On note aussix (resp. y) le point g&n$rique deX (resp. Y), et
fx 1Yy ! Xy le morphisme induit.

Alors, pour tout faisceau homotopiqueF, le diagramme suivant est commutatif

s
F (X x) Fi 1(25)
F(fx) b L ():Fs ()
F(Yy) —F; 1(To):
Preuve : Il s'agit essentiellement d'exploiter la fonctorialitg d§ nie en5.4.3
Onnoteg:T! Z le morphisme induit par f. D'aprgs le lemme5.4.59 le morphisme
(fr;a) : (Yi; To) ! (Xs; Zs) est quasi-cartsien exact.
On dgcompose alors nos morphismes en le diagramme suivant :
T

R I
a | TO—Y;
\»Pgto bf ¢
Zs —IXq

o T est un Bpaississement exact d'ordre l'indice de rami catiorr = r(f ).

Appliquant la fonctorialit§ de 5.4.3au morphisme quasi-cartgsier{f; g;) (que l'on peut
considgrer comme un morphisme de sch§mas en prenant sa limite projective), on obtient
le diagramme suivant dans la catggorie des paires fermges kleschmas, ou ce qui revient
au méme, dans la cat®gorigroj P 'Ly :

(X Zs) ~2H(Dz,X 51 AL ) 0 (N2, X5 Z5)
(ft;0t) L LDgft LNgft
(Ye; Tt) LI(DTthJA%) od® (N1, Yt; Ty):
Dps lors, on en dgduit le diagramme commutatif
Fl(xs§ Zs) o> /p 1(stxsi Zs)
Filfoa) | FH(Nof)
FYY; Te) —FYNT, Yo Th)
op les morphismes horizontaux sont les isomorphismes obtenus par dgformation au cone

normal.
On note M x.s (resp. M vy, |) lidgal de Zs dans X (resp. Ti, Tt0 dans Yy). Par

d® nition, on a donc I = M . Ainsi, le morphisme Ngf. est le spectre du morphisme
suivant :
M +1 M +1 M r(n+l)
M %.s=M ;‘(;S il | "= M= M 74=M Yit
n27z I\HZZ n2z

m _pqg Mm+1
’! M Y;t_M Yit
m2Z
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ou le premier morphisme est canoniquement induit parf; (puisque celui-ci envoie par
d® nition M x.s surl), et le deuxipme est l'inclusion canonique d'aprgs la construction
9.4.3

On choisit ¥ (resp. A) une uniformisante de 'anneau de valuation discrgteOx.s (resp.
Oy:t). Par d€ nition, ft](1/4) = :A". Ces uniformisantes correspondent p des trivialisations
du brg normal, et p travers ces trivialisations, le morphisme d§crit ci-dessus devient :

A9 ! (A
X 7! g!(x)
Y, 7V AT

et on en d§duit le diagramme commutatif suivant :

F(Xs1Zs) IF XNz, Xsi Zs) "/F (A7, Zs)
Fi(frio) b bF 1 (Ngf o) bF 1 (Spec(A):a1)
FA(YG T =R HNT Ya ) R HAT T

Il nous reste donc g calculer le morphisme induit par le morphisme de paires quasi-cart§sien
(Spec @A) ; &). Or, celui-ci se dcompose lui-meéme en les deux morphismes suivants

or 1,1£¢g
(ALTO L (AT

(A%S?Zs)
op°' transforme le parametreA du deuxigme brg en :A".

On peut alors raisonner comme dans la preuve de la propositiob.4.44 ; on calcule
donc le morphisme induit sur les faisceaux homotopiques :

AT ho(ar)

SE- M ho(Tl™ SE- P ho(Ty) i St - " ho(Zs)

oy le premier morphisme est la multiplication par r, puisque °" = | + r p travers

5

l'identi cation End(Gny, £ %s) = ¢(s)£ © Z, et puisque le morphisme canonique
End(Gm £ Zs) ! Endyy St £ Zs est la projection surZ (d'aprgs3.4.13.
Ceci conclut la dgmonstration d'aprgs la d§ nition du rgsidu5.4.43 o

Remarque 5.4.62.{ On peut toujours associer g (f¢;g) un morphisme canonique
Nt Ye ! Tt £z, Nz Xs de brgs vectoriels surT;. Sif est non rami § ent, c'est un
isomorphisme. Par contre, si la rami cation est strictement sup®rieure gl, il ne peut
gu'etre nul pour des raisons de degr§. C'est pourquoi nous avons §tg forc® de d® nir une
fonctorialit® <ratn®e> de la dgformation au cone normal, qui induit bien un morphisme
Nt Yy !' Tt £2, Nz Xs, mais ce dernier est homoggne de degr§ correspondant p la
rami cation.

On en dgduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.63 (R3a)  Soient E=k et E%k des extensions de type ni. Consid§rons
v (resp. w) une valuation stricte de E=k (resp. E%k) de corps résiduel- (resp. - 9. Soit
' :E® E un morphisme tel quev+' = e:w pour e 2 N”.
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Alors, induit par restriction un morphisme local sur les anneaux de valuations, et
donc un morphisme'~: - 91
On a alors la formule :

dans Homz; a p(Fa(E9; Fa(-)).

Preuve : On se rgduit au cas d'un faisceau homotopiqué&, et on prouve la proposition
pour le rgsidu@ .

Soit (X;s) un k-modgle deV (anneau dev) et (Y;t) un k-modele deVv°

On note s le point spgcial deX , s°celui de X ° Alors ' induit un unique morphisme
local ¢, : X! xgo. Choisissons¥s(resp. ¥4) une uniformisante de X5 (resp. Y;).

Or, par dg nition, l'indice de rami cation de ¢ este, puisque' (¥) = u:¥#. Il nous
suxt maintenant d'appliquer la proposition B5.4.61p ¢ pour conclure. a

En n, 'axiome suivant met en jeu la norme et le rsidu :

Proposition 5.4.64 (R3b) Soient E=k et L=k des extensions de type ni. Consid§rons
v une valuation deE=k de corps rgsiduel- . Soit' : E ! L un morphisme ni.

Soit wq; i wy les valuations surL=k telles quew; +' = v.

Alors, si I'on note - (w;) le corps rgsiduel dew;, et'~ : - | - (w;) le morphisme ni
induit sur les corps r§siduels, on obtient la formule :

dans Homgz; a p(Fa(L); Fa(-)).

Preuve : Encore une fois, on se r&duit au cas d'un faisceau homotopique, et on §tudie

q.

Soit (X;s) un k-modgle deV =k (anneau dev) et (Y;y) un modgle deL=k. Le mor-
phisme' correspond g un morphisme niYy ! Xy. On peut supposer que ce morphisme
se relgve en un morphisme nif : Y ! X, d'aprgs le lemmes.3.8

On note Z l'adh®rence rgduite des dans X, et on poseT®= Z £x Y. Les points
gBnriques deT % sont de codimensionl dans Y, et correspondent tous p une valuation
extension dev. On les notety;:::;ty. Par ailleurs, I'ensemble de ces valuations est exacte-
ment en bijection avec I'ensemble des valuations extensions dep - (Y) (voir par exemple
[Ser6d, prop. 11, puisqueY est normal).

On a besoin de la ggngralisation suivante du lemnmB.4.59:

Lemme 5.4.65 Soient (X;s) un sch§ma alggbrique lisse point§ par un point sp§cial, ¥t
un schma alggbrique lisse. Considgrons un morphisnfie: Y ! X de dimension relative
constante.

On note Z l'adh§rence r§duite des dans X, et on poseT =(Z £x Y )red-

Alors il existe des ouvertsU et V de X et Y respectivement tels que

1.s2UetZy =72\ U est lisse surk,

2. fil(fsg) %V et Ty = T\ V est lisse surk,
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3. f(V) % U,

4. le morphisme de paires fermges induit jy) : (V;Tv) ! (U;Zy) est quasi-cart@sien
exact.

Preuve : Comme k est parfait, quitte p rgduire X (resp. Y), on peut tout d'abord
supposer queZ (resp. T) est lisse surk.

On note (tq;:::;tq) les points g&n®riques dd. Le point t; est de codimensionl dans
Y. On peut donc appliquer le lemmeb.4.59 au morphisme pointgf : (Y;t) ! (X;s), et
on trouve des ouvertsV; et U; de Y et X respectivement tels quet; 2 V; et s 2 U;, et
tels que le morphisme induitf j\L;i‘ (Vi;Tv,) ! (Ui; Zy,) soit un morphisme quasi-cartgsien
exact de paires fermﬁqs. S

On pose alorsU = ,Uj, etV = ;Vi\ fi L(U) ; ces deux ouverts conviennents

Quitte p remplacer X et Y par les ouverts respectifd) et V de ce lemme, on peut donc
supposer que le morphisme de paires ferm§€gg) : (Y;T) ! (X;Z) est quasi-cartsien
exact.

On peut donc lui appliquer la fonctorialit§ de la dgformation au cone normal d§crite
enb.4.3 pour obtenir le diagramme :

(Y;T) —4/(Dry;AL) 0 (N7Y;T)
(f;g)L LDgf LNgf
(X:2) -S4 x; AL) 0 (N2 X;Z)

op le morphismeDgf (resp. Ngf) est quasi-cart§sien par construction, et de plus ni
(car compos® de trois morphismes nis). Par pullback avecXs sur X, on se ramgne au
diagramme
0
(Ys; Ts) (D1, Ys; AL ) 0% (N7, Ys; T)
(fs:9s) L LDgfs LNgfs
AP, AL ) ad® :

(Xs,zs) (DZSX&AZS) (NZSX81ZS)
oul'onanotgYs = Y £ x X et ainsi de suite. On en dgduit alors le diagramme commutatif
suivant, d'aprgs la d® nition [5.4.32

F1(Ys; Ts) &2 FY(D1, Ys; AL ) Z—/FL(N7,Ys; Ts)
Fl(fs;gs)nL LFl(Dgfs)u LFl(Ngfs)u
Fl(xs; Zs) o> Fl(DZsXs;A%S) > 1(NZSXS; Zg):

Or, Ts est la bre rgduite de fs ens ; on a doncTs = ©%L, Spec( (ti)). Pour tout
i =1;::;d, on choisit A; une trivialisation de Nt,Ys au-dessus deSpec( (t;)). On choisit
Yaune trivialisation de Nz Xs.

On est donc ramen§ p I'Btude du morphisme quasi-cartgsien de paires fermges

a
Ar T (AL () ! (Al (9)
i=1
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. P - . . . v
avecA= % 1 *(Ngft) £Ai. Il s'inscrit dans le diagramme commutatif suivant, op les
isomorphismes horizontaux sont ceux de la propositiofs.4.24 :
P .
A
FL(NT,Ys; Ts) 5—F (AL, Ys; Ts) 5—/F; 1(Ts) (5.3)
FA(Nof ) |, Fi(A)e | o
FLNz X5 Zs) 5IF H(AL X i Zs) 5—IF; 1(Zs):
Il nous reste p comprendre le morphisme vertical de droite.

Or, le morphisme A s'exprime p nouveau p l'aide des indices de rami cation dé aux
points t;. Si l'on poser; = ry, (f), on obtient la relation suivante

(1= A

op ,; est un €lgment inversible deOvy (que I'on identi e avec sa classe dans (t;)),
avecfl 1Yy ! Xs le morphisme obtenu par restriction defs. Ce calcul montre que le
morphisme A est gal p

d P e
(Afl'(ti); (t)) i o (A?L(ti); - (1))
i=1 i=1
Wi 1ufg (Afl(s); - (9))

op le morphisme°' envoie le paramptret du brg trivial sur ,it", et g = g

Spec( (t;)) ! Spec’é (s)) est le morphisme induit parf .
On en dgduit comme dans la preuve d&.4.61 que le morphisme induit par A sur les
faisceaux homotopiques est

M P oM
A0: St hg(- (i) § St- HY ho(- (1))
i=1 i=1
P Htr )
wi O st H hg((9)

Mais par construction des transferts surF?!, et par d§ nition de l'isomorphisme de
la propolsition @EIZA on en dgduit que le morphismea du diagramme B3 est §gal p
Homy « A% F , ou'APest le morphisme induit dans le diagramme suivant :

hoSpec ( (s)) ——ho(Gm £ Spec (8))) ——/St - HI ho(- (s))
Piho(tgi)L Piho(“’f‘i)L ﬁAO
©ihoSpec  (ti)) —/©iho(Gm £ Spec (ti))) —/©;St- Y ho(- (1))

dans lequel les lignes horizontales sont des suites exactes courtespitej HN ! .

Or, dans Endyyo; A

1
L cor k () !
ofi ftoli — ri'l
ST '

d'apres la proposition5.3.13
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¢
On en dgduit donc que dansEndprol HN St M ho- (ti) = Zona'" =1.
Pour rgsumer le travail qu'on a e®ectu& on trace le diagramme commutatif suivant :

=)
i YA
Fl(Ys;Ts) 4/©iFi 1(- (1))
F1(fs;0s)a L LP i Fi 1(tg)
Yo,
FL(Xs;Zs) ——IF; 1(- (9))

ce qui, compte tenu de la proposition5.4.35 et du fait que pour tout i, (Y;tj) est un
k-modele dew;, nous permet de conclure. a

Remarque 5.4.66.{ Comme dans la preuve de5.4.63 on aurait pu ®viter le recours
au lemme[5.4.65 en raisonnant directement sur les morphismes de pro-objets, puisque le
morphisme(fs; gs) : (Ys; Ts) ! (Xs; Zs) est quasi-cart§sien exact. Toutefois, cette dernigre
dgmonstration est plus pr§cise et montre comment on peut ramener la situation ggngrique
pour obtenir une dgmonstration valable sur des ouverts assez petits donn§s.

5.5 K-th8orie de Milnor et donn§e D3

5.5.1 Cup-produits

D& nition 5.5.1  SoientF, G et H des faisceaux avec transferts, et : F- " G! H un
morphisme. On d§ nit un cup-produit induit par 1, not® ~ ., donn§ par la compos§e

F-,Gli F-"Gj H

ou la premigre °gpche est le morphisme de faisceaux associ$ p I'application cup-produit de
2.2.21

Pour E=k une extension de type ni, ce morphisme induit donc sur les bres un
morphisme not®
F(E)-zG(E) ' H(E)
®- 7 ® .

On peut de plus calculer ce produit. Si on confond® (resp. ) et l'application
L[E]! F (resp. L[E]! G) qu'elle reprgsente par le lemme de Yoneda (dangroj N, ),
I'application associe p I'Blffmen® " .  dansH (E) est simplement

LIE]SLE LE]- ' LE]W™  F-"Gl H:

En e®et, quand on considgre I'application induite sur les bres par le morphisme de
faisceaux” :, il n'y a pas lieu de di®®rencier entre le morphisme de prgfaisceaux d® ni
en 2.2.2] et le morphisme de faisceaux qui lui est associ®, ce qui explique la formule
prgcgdente.

On en dgduit facilement la fonctorialit§ suivante du cup-produit :
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Lemme 5.5.2 Soient F,G et H des faisceaux avec transferts, et : F-" G ! H un
morphisme.

Considgrons un morphisme' :E! L dansES, et®2 F(E), 2 G(E) des bres de
F et G. Alors, on obtient la relation

HC):(® « )=(F()® -« (G())
opu('):(L)! (E) est l'application de proj L x d& nie en[Z.I.3%

Preuve : On ne fait qu'exprimer par Ip le fait que le ™ 1 est une transformation naturelle
(ce qui rgsulte de la remarque qui suiZ.2.2]). a

La formule suivante est moins facile :

Proposition 5.5.3 Soient F,G et H des faisceaux avec transferts, et : F - G! H
un morphisme.

Soit' :E ! L un morphisme ni dans EZ. Alors, pour tout ®2 F(E) et 2 G(L),
on a les relations

i ¢
H (¢ )):;F(‘ ):® 1 _¢: ® 1 G )~
HOC)D:® « G( )T =F(( )® 2~

ou'("):[E]! [L] estle morphisme deproj L ¢ork d€ ni en 5.3.17

Preuve : En e®et, par d® nition du produit tensoriel et du cup-produit, on peut
supposer queF = L[S] (resp. G = L[T]) quitte p considgrer la limite inductive des
faisceaux avec transferts reprgsentables au-dessus He(resp. G). Considgrons alors un
k-modelef : X | Y deL=E ; il nous suzxt maintenant d'appliquer la proposition
au morphisme induit f : X ! Yy pour conclure, compte tenu du calcul de’ . . o

Remarque 5.5.4.{ Ce qui précpde est valable si I'on considgre des faisceaux avec trans-
ferts qui sont de plus invariants par homotopie. En e®et, si,G et H sont des faisceaux
homotopiques, on a un produit extgrieur :

F-2G! F-"G! F-H'G=nhoF-"G):

De plus, la donnge d'une application? : F - G ! H est gquivalente p celle d'une
application 1%: F - H" G H par adjonction (puisque H est invariant par homotopie).

5.5.5.{ Si Fa;Gs et Ho sont des faisceaux gradu®s, €ts : Fo?'Ga ! Ho un morphisme
gradu®, on d® nit plus ggn®ralement un cup-produit gradu® induit par?

FU'AZGU ' Fu'AGnl |1 Hn

Ce cup-produit est tout simplement la somme des cup-produits (non gradu®s) induit par
1 sur chaque composantes d&. et Gs. En particulier, la proposition est encore
valable dans ce cas.
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5.5.2 K-th§orie de Milnor et sphpre de Tate

On ®tudie dans cette section l'alggbreS;’ d& nie dans[34.17 et plus prgcisgment, le fonc-
teur qu'elle induit sur les extensions de type ni dek.
On a donc en particulier un produit (dg ni en [3.4.18

1ogeo R ge 5P
qui induit un cup-produit d'aprgs le paragraphe pr&ctdent (que I'on notera simplement )
ST(E)- z SP(E) ! SP(E):
Par ailleurs, ce groupe abglien gradu§ est encore §gal p
SP(E)= ZOEE ©SHE)©:::
et le produit extgrieur donne un morphisme d'algebre de degr® que I'on note

S(Ef) ! SF(E)

a - - an, 7! hagiapi:

Or, le travail qu'on a e®ectug jusque Ip nous permet dgja de montrer que les bres de
St satisfont la fonctorialit§ suivante :

1. Soit' :E! L unk-morphisme dansE?. On a un morphisme

SPC):SP(E)! SR(L)

ou("):(L)! (E) estle morphisme d§ ni dandZ.1.37
On pose' o = $°(*).

2. Soit" :E! L unk-morphisme nidans EZ. Alors, on a un morphisme

SECC ) s SP(E)

ou'(" ):[E]! [L] estle morphisme d€ ni dand5.3.17

On pose' = SP('(")).
On obtient tout d'abord les proprigts €l§mentaires suivantes :

Lemme 5.5.6 SoientE=k et L=k des extensions de type ni, et : E ! L un morphisme.

1. Pour tous a1;::;a, dansEf | hagi © 0 hani = hag i ani.
2. Pour tous a;bdansE£, hai + b = hald.
3. Pour tous as;::;a, dansEE, ' o(hayg; i ani) = H (ay); " (an)i.

Preuve : Le 1 est vrai par d§ nition, et le 2 d'aprgs la structure de faisceau ab®lien du
faisceau en groupesS. Pour le 3, on fait une rgcurrence surn et on applique le lemme
9.9.2 o}
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Lemme 5.5.7 1. On a un morphisme surjectif
C(E;Gp) ! S[(E); %7! [#e

et le premier groupe est form® des combinaisons lingaires formelles de points ferm§s
de Grr]n - kE.

2. Considgrons l'inclusion
"n:GR(E)! c(E:GR)

qui consiste p voir un point rationnel du schmaGp, comme un point ferm$ du
méme sch§ma. Alors, pour tousas;:::;a, dans EE, le n-uplet (az;:::;;ap) est un
point rationnel de Gp,(E) et

[(a1; 5 an)]e = hag; i ani:
Preuve : Pour le premier point tout d'abord, d'apregs le lemme[3.1.1Q on a
St = hoiLEG“m=t n, Gn 1g¢:
On a donc un §pimorphisme naturel
L[GN ]! LEG”m:t n, Ghi 1 ho | LEG”mzt n, G "¢

Pour le deuxigme point, on se ramgne par changement de base au casg k.

Par rgcurrence, il sutt de traiter le cas n = 2. Soit donc (a;b) un §lgment de(k£ )2 ;
on doit donc montrer que’ 2((a;) = ' 1(a) = ' 1(b).

Notons ¥ (respectivement %) la correspondance nie dansc (k; Gp) reprgsente par
le point rationnel a (respectivementb) de Gn,. Alors, ' 1(a) = ' 1(b) est la classe de la
correspondance nie¥, = ¥%. Par ailleurs, ¥% ~ % est l'intersection des deux cycles
Ya £ Gy, et Gy £ ¥ dans Z(Gy, £ Gn,). Or ces deux cycles s'intersectent en un seul
point, (a;b), avec une multiplicitg 1, d'ou le lemme. o

On connat d§jp certaines proprigtes §l¥mentaires du module homotopiq&®g, notam-
ment p cause des paragraphes prgcgdents :

Proposition 5.5.8 1. Soit* : E'! L un morphisme ni dans E?, alors pour tout

Y2 SP(E) etp2 SP(L),
i ¢
e = ()
Gl M = W)

2. Soit" :E! L un morphisme ni dans E2. Alors, pour tout %42 sr,
T a(A=[LE]Y

3. Soient' :K ! E etA:K ! L des morphismes dan&? avec' ni. Alors, pour
tout Ydans Sy,
- X -
Ad (= I9(E - k L2):(" 2)"(Az)a(%:
22(E- « L)O
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4. Soient' :K ! E etA:K ! L des morphismes dan€? tels queE=K soit “nie et
L=K soit nie et normale. On suppose queHomg (E;L) 6 ;.

Alors, pour tout ¥%dans SF,

~ X .
A "(A=[E : K] (3
j2Homg (E;L)

Preuve : Le premier point rgsulte de la propositions.5.3et le troisipme r§sulte simplement
de la proposition[5.3.23
Pour la deuxigme formule, on applique le 1 aveqt=1 2 Z(E) :

al 4 « L
21 () =71 %

Or Z est reprisentable, eZ = L[Spec (k)]. La d& nition du produit externe montre donc
quel’ (' 2)a(™ =(" 2)a(¥ (et plus gBn®ralement que le cup-produit par un §l¥ment de
Z(E) est la multiplication par les scalaires). Par ailleurs," ® : c(L;k) ! c(E;k) est une
application entre limites inductives qui est la multiplication par [L : E] p distance nie
d'aprgs la d€ nition du pullback de cycles. Donc' (1) =[L : E], et I'on a bien rgduit la
formule prgctdente p celle qu'on attendait.

Pour le quatrigme point, on va utiliser le 3. Supposons pour commencer qUE=K soit
stparable.

Alors, d'aprgs le th§orgme de I'BIfment primitif, il existex dansE tel que E = K[X].
Soit P le polynéme minimal dex sur K, on a donckE = K [X]=(P). Ainsi,

E-xL=LX]=P):

Puisqu'il existe un morphisme deE dansL, P a au moins une racine dant., et comme
L est normal et P irrgductible, P est scind®. En n, commeE=K est s§parable, les racines
de P dansL sont distinctes :

P=(Xj x):x(Xi x):
D'apres le thgorgme chinois,
Y
E-kL= LIX]=(X i Xi):
i=1

Ainsi, E - ¢ L est un anneau artinien dont les idgaux premiers sont en bijection avec
les racines deP (dans L). Par ailleurs, si z est un tel §l#ment, le morphisme induit
"2:L! E-kL=z=L[X]=X i z) estun isomorphisme.

On obtient donc un morphisme

E-xLO ' Homg(E;L)
z 7" it+AS

Reciproquement, soitj 2 Homg (E; L), on dg nit

z=H-" ()i A() - 1j12Li;
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idgal engendrg dan€ - ¢ L. Par d® nition de z, on a donc un triangle commutatif :

&2
ZJZZZZZ L.Z
z
EA—/E-KLzz:

Donc ' ; est surjectif. Comme il est non nul, il est aussi injectif puisque sa source est un
corps. Ainsi,' ; est un isomorphisme etz est un idgal maximal deE - ¢ L. Par ailleurs,
j =" A,

On a donc construit Homg (E;L)! E - ¢ LO inverse p droite du morphisme prgc§-
dent. Par ailleurs, puisque E=K est s§parable,Homg (E;L) est en bijection avec les
racines deP, donc les deux morphismes que I'on vient de d§ nir sont des isomorphismes
rgciproques l'un de l'autre.

Appliquant le troisigme point, on trouve

. X N
A (M= (" 2)"(Az2)a(A (5.4)
Z2E- (LO

car la longueur d'un corps est §gale A.
Or, puisque ' ; est un isomorphisme, en appliquant2 et 3, on obtient

(l Z)U(' Z)u = (l Z)u(' z)u = Id

Il s'ensuit que (" )® est un isomorphisme de r&ciproqué' ;)o. Dps lors, par fonctorialit§,
on obtient (" 2)® = (' i 1)q, et la formule (5.4) devient, en utilisant la bijection explicite de
E -« LO et deHomk (E;L),

- X . -
A o = (' 1 Ha(A2)e(
zZE—)g L© .
= Ja(:
j2Homg (E;L)

Supposons maintenant que I'extensiorE=K soit radicielle, et notons: E! L leK-
morphisme unique (puisqueE=K est radicielle) qui existe par hypothgse. On doit montrer
que :

A °=[E :K]%k:
Par rgcurrence, on peut supposer quE=K est obtenue par adjonction d'une racineg-igme.
Dps lors,E = K[X]=(X 9 a) pour a dansK . Soit b une racine g-igme dea dansL, qui
existe d'aprgs l'existence ddl Dps lors,E - x L = L[X]=((X i b)9). DoncE - ¢ L estun
anneau local artinien de longueurg, et d'aprgs le 3,

AQ‘ . = q:lluAD

ou L ! L[X]=(X i betA:E! L[X]=(X i b) sontles morphismes induits. Dgs lors,
1 est un isomorphisme, et1®A; = (1 i 1A)_. Par ailleurs, E=K $tant radicielle, j = * i 1A,
d'ou la formule attendue.



5.5. K-THHORIE DE MILNOR ET DONN #E D3 181

En n, pour conclure dans le cas g&n®ral, on considgi€s la cléture sgparable deK
dansE. Alors, Es=K est s§parable, etE=Es est radicielle. NotonsK | °* Es|" E. On
obtient “nalement

Anl o] - An| o ?
—_ 3( R |
= Ja
JZHO%(ES;L) .
= [E : Eglijath
j2Hom (Es;L) X |
=[E :K]: (M=
j12Homg (E;L)
ce qui termine la dgmonstration. a
Si E=K est une extension nie, on noteNg—« : Ef | KZ% la norme qui lui est

classiquement associe (voiLhn95] VI. x5). Classiquement, on obtient le corollaire suivant
de la proposition prgcdente :

Corollaire 5.5.9 Soit * : K ! E un morphisme ni dans E. Alors le morphisme
12 SP(E) ! SP(K) est §gal en degrfl p l'application norme Ng—x usuelle.

preuve : Puisque E=K est nie, E = K|[xy;:;Xn]. Soit L=K I'extension normale nie
engendrBe paxi;::; Xy (i.e. 'extension engendrge par les; et leurs conjugu®s)A : K !
L. Soit 152 E£. Alors, d'apres le4 de la proposition prgctdente :

. X
A (A =[E K] ja(*3 2 Gm(E)
j2Homg (E;L)
Or, par dg nition,
P 0 y 1y,
Ne-x (4= @ j (BA 2 EE
j2Homg (E;L)

La structure produit de E£ est la structure additive sur Gn(E). Par ailleurs, jo :
Gm(K)! Gmn(E) est simplement le morphisme d'injectionj : E£ | K£. Dgs lors,

~ i T
Ao Ne=x () = A" ()
On en dgduit, puisqueA; est injectif, que Ng—x (XA =" *(. a
Le th§orpme suivant du p A. Suslin et V. Voevodsky (cfl$V00¢g, th. 3.4) ®clairci
complptement la situation vis-p-vis des gradugs supgrieurs c@’ :
Th&orgme 5.5.10 (Suslin-Voevodsky) Soit E=k une extension de type ni.

1. Pour tout a dansE£, on a la relation de Steinberg dans l'alggbre graduﬁ{’(E) X

hai ©~ hlj ai =0:
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2. Le morphisme canonique
S (EF)! SP(E)
se factorise en
KE(E)E® SP(E);
et ce dernier morphisme est un isomorphisme d'alggbres graduges.

preuve : La preuve qui suit reprend la preuve de A. Suslin et V. Voevodsky du th§orgme
3.4 dans [EV00g. On l'a intggrge p la fois par commodit§ pour le lecteur, et aussi pour
montrer qu'elle n'utilise pas la catBgorie dgrivBe des motifs mixtes d§ nie par V. Voevodsky.

Remarquons tout d'abord que par changement de base, on peut toujours se rgduire
au cas ouE est le corps de base, rgduction que l'on utilisera frgquemment dans la
dgmonstration.

On rappelle quet? designe le morphisme dé& (E£)! SP(E).

Lemme 5.5.11 1. S'il existe N 2 N tel que
8E=k 2 ES; 8a2 Ef nflg; N:ha;1j ai =0 (=:N)
alors, 8E=k2 ES; 8a2 Ef nflg ha;1j ai =0:

2. S'il existe N 2 N tel que

8E=k 2 ES; 8a2 Ef nflg; N:ha;j ai =0
alors, 8E=k2E?; 8a2 EE nflg; ha;j ai =0:

Preuve : Pour la premigre atrmation, il su+t de dgmontrer que l'assertion (2:(N %))
implique (=N 9, pour p un nombre premier. Soitdonca 2 E* nf1g, et supposong=:(N %)).
On veut dgmontrer NCha; 1 ai = 0. Sia est une puissancep-igme, il su+t d'appliquer
I'hypothpse. Supposons donc que n'est pas une puissance-igme, et posons® = al™P
dans une cloture alggbrique de&E, L = E(®) et' :E! L. Dps lors,

N%he;(1i a)i = N%m;N e (1 ®)i = N%e;' °(Li ®)i
N® “ha; (1 ®)i
'P(ND):R; (1§ ®)i)=0

et I'on a donc (=N 9, ce qui démontre la premigre assertion.
On procgde de méme pour la deuxigme assertiom.

Lemme 5.5.12 Soienta:b2 E£, alors hab;abh = ha;ai + hb: h.

Preuve : On se rampgne au cag = k. | ¢
ConsidgronsH le sous-sch®ma ferm§ dAﬁ £ Gy = Spec K[t;X; X i l] donn$§ par
I'Bquation
t(XjiaXibh+@itXijapXil1)=0
, X?%i (t(a+ b+(1 t):ahX + ab=0:
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Alors H est isomorphe pGyy, par la deuxigme projection : il est donc intggre. Par ailleurs,
il est i et surjectif sur Ag.
Considgrons l'immersion ferm&eA& £ Gp! A& £ Gm £ Gn;(tx) 7! (t;x;x), et soit
HOlimage deH par cette immersion ferm@e.
Le schmaH © est encore ni et surjectif sur A}, et d& nit donc une correspondance
“nie
%: Speck) £ At ! G £ Gp:

Soient ig et i1 les injections de i et hli dans Al Alors, pourt = 0;1, %xi; 2
c(k;Gm £ Gn), et par d& nition, on a

Yatig»p Yatiq

ce qui implique, avec les notations du lemm&.5. 1 que dansGp, (K), [¥axiolk = [Yati1]k-

Or, H\h Oif Gy, estle ferm§ deG,, form§ des points rationnelsabet 1. Donc, H +ig est
le cycle associ§ au sous-schgma ferm® form$ des poatiet 1. Dps lors,H Ah Oif Gy £ G
est le ferm® deGn, £ G, form® des points rationnels(ab; ah et (1;1). On obtient donc,
compte tenu du lemme&.5.7,

[¥atig]k = hab;ab + hi; 1i:

De méme,H \h1i £ Gy, est le ferm® form§ des points rationnels et b. Donc H°\
hli£ Gy £ G, est le ferm® form§ des pointga; a) et (b; b, d'ou

[%tig]e = he;ai + ho; b

ce qui prouve le rgsultat attendu puisquehl; 1i =0. @

Corollaire 5.5.13 Dans S} - " S}(E), on a les relations :
1. 8a2 Ef; ha;j ai =0.
2. 8a2 Ef nflg ha;1j ai+ hai 1;1f a ti =0.
Preuve : En e®et, appliquant le lemme prgc®dent aveb= a, on obtient
he?;a% = 2:ha;ai:
Or, 2ha;j ai =2:ha;j 1li +2:ha;jai = ;i +2:hajai =2:M;ai, donc

he?; (i a)%i =2:ha; ai
, 4bha;j a =2:h\;j ai
, 2h;ja =0;

et d'aprgs le premier lemmeha;j ai =0.
La deuxigme relation se dgduit de la premigre en utilisant a= (1 | a)=(1j a ). =

Lemme 5.5.14 Pour tout extension E=k de type i, pour tout a2 E£ nfig,

12ha® (1 a)i =0:
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Preuve : On se rampgne au cag = k.

La m§thode de la preuve est la méme que paur le lemme prgc®deny : considgrons
le sous-schgma ferm®# de A £ G, nflg = Spec k[t; X;X i L:(X i 1)i1] donn® par
I'Bquation

X4 t(@®+1):X%+t(+1):X | a=0:
De nouveau, la projectionH ! Gp, nflg est un isomorphisme, doncH est intggre et de
plus, H est Tni surjectif sur Al

Consid®rons maintenant Iimmersion ferm8eAl £ (Gmnflg) ! ALE GmE Gm; (LX) 7!
(t;x; 1 x), et notons H l'image de H par celle-ci, ainsi que¥la correspondance nie qui
lui correspond.

On conclut comme dans la preuve précgdente qus+iolk = [¥+i1]x dans Gy, - HY

Gm(K).
Soient» une racine primitive cubique de l'unit§, etx; une racine de I'BquationX 2j X +1
dans une cl6ture alggbrigue dek. Notons L = k(»;X1), ' : k! L linclusion canonique,

et e®ectuons tout d'abord nos calculs danst - H Si(L).
Dans ce casH\ (fOg £ G, nfl) - ¢ L est form® des pointsa, »:a et »%:a. Donc,
HO\f Og£ Gm £ G - « L est form§ des points(a; 1 a), (»:a;1j »:a) et (»:a;1j »%:a) :

[Ftioll = ha;1li ai + wa;li »a + bla;lj »ai:

De méme,H \ (f1g £ Gy, nflg) est form§ des pointsa®, et des racinesx; et x, de
I'Bquation X 2j X +1=0. Donc, HAf Ogf G £ Gm - L est form® des pointga; 1j ad),
(X1;1i X1) et (x2;1j Xx2). D'op I'Bgalitg

[Fatiqe = a1 adi + hxq 1 xai + o1 Xoi:
Il nous reste maintenant p manipuler la relation obtenue pour arriver p la formule
voulue. Or,
ha;lj ai + wa;lj »a + wla;lj »ai
=ha;(1j a)(1j »a(i »a)i + ;1 »a + 1] »ai
= ha;1j adi+ (1) »a(1i »a)?;
et commex, = x1i 1, d'aprgs le corollaire préc®dent appliqu au point rationnek,, on a
1,1 Xq0 + ;1 xoi =0.
Enn, comme » =1, en multipliant la relation initiale par 3, on obtient dans Stl— Hir

SH(L)
;1 adi =3m% 1 a%i, 21 a%i =o0:

Ainsi, dans S} - " Sl(k), d'aprgs le deuxigme point de la propositiofs.5.8
"fhad 1 adi)= o o(2he3; 1 &)L : kl:2zhed 1 adi:
Comme L : k] divise 6, on a donc dansS{ - "' Sl(k), 12ha%;1; a’i =0. o

Pour nir de dgmontrer la relation de Steinberg, on va montrer que pour touta 2 E£,
36:ha;1j ai =0, et on pourra alors appliquer le lemmés. 5. T2 pour conclure que la relation
de Steinberg est vraie.
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Or, si a est un cube dansg, a = b?, et on a12h?;1; b’ = 0 d'apres le lemme
prgéc®dent. Supposons donc gueen'est pas un cube dan<, et soit ® une racine cubique de
a. PosonsL = E(®), et' :E ! L le morphisme canonique. Alors, danssm, - 7" G, (E),
on a12h®?;1i ® = 0, autrement dit, 12' o(ha;1j ai) = 12:h (a);1 ' (a)i = 0.
Appliqguant de nouveau le deuxigme point de la propositior’5.5.8 on a donc

0=""7%12" 5(ha;1j ai))=36:ha;1; ai
ce qui conclut la dgmonstration de la relation de Steinberg.

On passe maintenant p la deuxigme partie de la proposition. On a d§ja vu que pour
un morphisme ni, le morphisme ' ® ce®ncide en degr§l avec le morphisme norme. On
ftend maintenant cette §galitg au niveau des gradu§s sup®rieurs, en utilisant le morphisme
norme de la K-th§orie de Milnor (voir [BT73]).

Lemme 5.5.15 Soient E=k et L=k des extensions dan&?, et' :E ! L un morphisme
“ni. Alors, le diagramme suivant est commutatif :

KM (L) —I$e(L)

wh g

KM(E) =/$(E):

Preuve : On se r&duit au cask = k.

Soit p un nombre premier. Consid®&rons tout d'abord unp-Sylow du groupe de Galois
absolu dek, et notons kp l'extension de k qui lui correspond. Dans ce cakp n'a pas
d'extension de degrg premier . Soit L=k, une extension nie. Elle est donc de degr§’.
De plus, d'apres BT73], KM (L) est engendr§ additivement par les symboles de la forme
fay; i an; 1,bg op pour tout i, a 2 kp, et b2 L. Dgs lors,

Ni=k,(fas; i an; 15b9) = fa; s an; 15N, (b)g

et la proposition dans le cas de_=k, rgsulte du corollaire5.5.9
Dgs lors, dans le cas ggn®ral, considgrons un §lfmés2 KM (L). On pose de plus

= kNix(Mi ' ", e(®. Alors, pour tout entier premier p, notons ', : k! Ky le
morphisme ni canonique. Il rgsulte de ce qui précgde qué p)a(*) = 0, et donc [k :
kjrt = ;(‘ p)a(*) =0. Comme ceci est valable pour toutp, on en conclut que® =0. @

Corollaire 5.5.16  Le morphismeK M (E)Ji © §f(E) est surjectif.

Preuve : On suppose queE = k. Par d® nition, le groupe S}“(k) est engendr§ par les
points ferm®s deGy,. Soit (X1;:::; Xn) un tel point, et - son corps rgsiduel dan&y,. Alors,
hxy; 0 Xni. est un §lgment deﬁ?(- ) qui est dans l'image de, .. Dgs lors," “(hxq; 5 Xni.)
est Bgal pvzd'apresh.5.8 et appartient p I'image de, ¢ d'aprgs le lemme précgdento

De plus, on peut construire un inverse explicite au morphisme, . Soit (X1;::3; Xn)
un point ferm® de G, de corps rgsiduel- . On pose u(X1;:::;Xn) = N.o (fFX1;::5Xn0).
Ceci d& nit une application p: c(Speck);Gh) ! KM (k). Par ailleurs, d'aprgs la loi de
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riciprocit de Weil pour le module de cycleg< M (@ropri&tﬁ (RC) des modules de cycles, cf
[Ros94, x2), pour tout §Ifment H dansc Al; G , uw(H £sg) = W(H +s;). Autrement dit,

u se factorise en un morphismgr: SP'(k) ! KM (k). Par dg nition, et d'aprgs le lemme
ce morphisme est un inverse de. o}

5.5.3 Action de la K-th§orie de Milnor (D3 et R2a,b,c)

Revenons donc au module homotopiquéF;2). Il est par d§ nition muni d'une structure
de S;-module gradu$ : _
St Fd ¢ Fa:

Pour toute extension E=k de type ni, on d&duit de la d& nition E.5.1un cup-produit
gradu® :

SR(E)2 L FN(E) ¢ Pu(E):

D#& nition 5.5.17 (D3) On d® nit la donn®e D3 en posant, pour toute extensiorE=k
de type ni, i ¢
KM(E)' SP(E) ©zFa(E) ! Fa(E)

Yo- Yo TV YaVE Yu , Ve

5.5.18.{ Puisque le cup-produit * , est naturel, et que le morphisme' » des bres de
é}“ cancide avec le morphisme analogue de la K-thgorie, cette donnge vEri e I'axiome R2a.

Par ailleurs, la sectionb.5.7 sur les cup-produits nous permet de dgduire facilement le
corollaire suivant :

Corollaire 5.5.19 (R2b & R2c) Soit' : E! L un morphisme ni.
1. Pour tout x 2 KM (E) et tout %2 F(L),
"N ()% = x (U
2. Pour tout y 2 KM (L) et tout * 2 F(E),
o) = )
preuve : Il suxt d'appliquer la proposition E.5.3et le lemmek.5. 15 o
5.5.20 .{ Pour les deux formules restantes, on a besoin de calculer plus prgcisgment I'action
gue l'on a construite. Fixons F un faisceau avec transferts. On note
eve :SE-H"F 1! F
I'application d'§valuation canonique (voir [C.4), obtenue en utilisant le fait que
Fi1=Homy v iStl; F
On a donc un cup-produit
St- 2 F, R

Avant de montrer le lien entre ce cup-produit et I'action de la K-th§orie de Milnor con-
struite ci-dessus, exprimons la fonctorialitg de celui-ci :
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Lemme 5.5.21 Soit © : F ! G un morphisme de faisceaux homotopiques. Alors, le
diagramme suivant est commutatif :

St-,F 11— JF
1-z('i1)L L

Stl' ZGilﬂlGi

Preuve : Par d® nition du cup-produit, il suxt de montrer la commutativitg du dia-
gramme :
Stl TR i/lz
|

1- v ('11)\Z L
Stl_ tr Gi 1 &Ve /G

qui est juste I'expression de la naturalit§ du morphisme d'§valuation. a

On en vient maintenant au lien de l'application d'&valuation avec l'action de la K-
thgorie de Milnor.

Lemme 5.5.22 Soit (Fs;2) un module homotopique.
Pour tout n 2 Z, le morphisme ¢, : St- P F, ! Fpip est §gal p la compos®e

- HEro2 eVE
Stl' Hir Fn iﬁ Stl' Hir (Fn+1); 1l ' Frn+1:
Autrement dit, on a le diagramme commutatif :
st-HrE, S =

» Ll_ Htr Zn

1_ Ht / .
St - (Fn+1)i V= Fre1:

Preuve : Il s'agit juste de revenir p la dg nition de l'application ew, ., , qui est le
morphisme adjoint p (¢, ,, ), ;- a

Rappelons que pour le module homotopiqugFs;2), on a d§ ni par rgcurrence des
isomorphismes

2np “Fn! (Fn+p)ip
dans le num®rd3.4.21

Corollaire 5.5.23  Soient E=k une extension de type ni,fxg 2 KM (E) et %2 Fn(E),
alors 2,:1(3 2 (Fn); 1(E) etlon a :

fXg‘ Gﬂ 1/2: fXg‘ ev 2n’1(%
Plus g&n®ralement, sif Xy, :::; Xpg 2 Kg" (E), alors 2,5(3 2 (Fn); p(E) etlon a:

FX1; 05 Xpg ™ g 2= TX15 05 Xp0 7 v Znip (e
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Preuve : La premigre formule dgcoule du lemme prc®dent et de la d® nition du cup-

produit.
La deuxigme formule s'obtient par r§currence p partir de la premigre en utilisant le
fait que fx1; 5 Xpg = FX10 " ev il ev FXpO. o}

5.5.24 { Le corollaire prgc®dent montre qu'il suxt donc d'§tudier le cup-produit induit
par une application d'gvaluation

\"

Stp_ Htr Fiphe F

ou F est un faisceau homotopique x§.
Pour un tel faisceau homotopiqueF , pour tout entier p 2 N, pour tout %2 KF’\," (E) et

Y52 F, p(E), on note simplement
Y ey Y52 F(E)

le cup-produit (d§ nition B.5.) pour I'application d'8valuation canonique SP - H" F, p!
F,oulonaidenti® F, , et Hom (Sf;F).

Rappelons que d'aprgs la propositiori3.4.12 on peut donc consid§rer la projection
canonique

" thoL[GD,]! S

qui induit en particulier un monomorphisme de faisceaux homotopiques
Fin' Homy v (S;F)! Homy « (ho(GR);F)' F(Gp£x:);
not® simplement” °.

Lemme 5.5.25 Soit x = (X1;:::;Xn) un point rationnel de G, -  E, autrement dit, un
morphismex : (E) ! G, (dans proj L ).
On en d§duit un morphisme

kL)

¢ (&) XE n
x(E)i  (BE)Ex(E) i Gm £« (E):

Pour tout %22 F; h(E), on a
fx1;050xn0 " ev ¥2= °5(C "3 2 F(E)
op” :ho(Gp)! S estI'®pimorphisme canonique rappel® ci-dessus.

Preuve : Il s'agit essentiellement de comprendre les di®®rentes d§ nitions en jeu.

On peut tout d'abord supposer E = k par changement de base.

Alors, Ycorrespond p un morphismé.[k] ! F; . Par adjonction, ce dernier morphisme
correspond pt2: L[K]- * S!'! F.

L'BlBment fxy;:::; Xng est par d§ nition la composge

X1;:0Xn

LIk &) Lenyi s
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Notant encoreev: S'- " F, , | F l'application d'§valuation relative p Si', on a donc par
d® nition

fX1;:Xng  ev Y= eVE((C X)) - T A C
= evt'lstn . 1/21'(’ +x)-" 1 ¢y
. i ¢
Or, par d® nition, evt 1sp - U1 = 18 donc
fX1 0 Xng  ev o= (T - T L) £ (x- T L) ¢ x:

La dernigre application est bien induite par I'application °x = (X £ 1k) £ ¢ .
En n, confondre Yavec son image dan§ (G,) revient p confondre’ et YA+(" - ' 1).
On peut donc conclure (en appliguant le lemme de Yoneda) a

On arrive ainsi au calcul annonc® de I'action d§ nie erf5.5.17 pour le module homo-
topique (Fg;2) que nous avons x® dans ce chapitre :

Corollaire 5.5.26 Soientn 2 N et m 2 Z deux entiers, etx = (X1;:::;Xn) un point

rationnel de Gp,.¢ , i.e. un morphismex : (E) ! Gp, (dans proj L ).

On peut alors consid§rer les trois morphismes suivants :

1. Le morphisme construit dans la proposition pr§cdente :

X£k1(E)

© E)EE (E)Ex(E) & Gn £y (E):

2. L'&pimorphisme ~ : ho(Gp,) ! S, rappel® ci-dessus (cf propositiorf3.4.17).
3. D'aprgs[3.4.27, on a un isomorphisme canonique de faisceaux homotopiques

2on tFm ! (Fm+n)i n:

Alors pour tout %22 Fn(E), fX1;:::; Xn0:%se calcule comme l'image dézpar la com-
posfe de morphismes suivante :

Fn(E)E ™ (Fmn); n(E)" Hom (S Finen) (E)
| Hom (ho(GY); Fmsn) (E)" Fmen(Gh £ E)
X Frsn(E):
5.5.4 R@sidu et K-th§orie (axiomes R3d et R3e)
55.4.1 Axiome R3d

On dgmontre ici le premier axiome des prg§-modules de cycles qui concerne le rgsidu et
I'action de la K-th&orie de Milnor. D'aprgs I'Btude de la sous-sous-section prcgdente, on
se riduit p ®tudier le cas de l'application d'§valuation pour un faisceau homotopique, et
on en dgduit ensuite le cas d'un module homotopique quelconque.
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Proposition 5.5.27  Soit F un faisceau homotopique.

Soient' : L ! E un morphisme ni dans Eks, et v une valuation ggoms®trique sur
E=k de corps rsiduel- (v). On suppose que/(' (L)) =0. Dps lors," induit un unique
morphisme™ : L ! - (v). Soit en n ¥une uniformisante dev dansE£. Alors, pour tout
2 F; 1(E) _

i . ¢
@ Y9 o' o(¥ =1a(2F; 1(E):

Preuve : Consid§rons tout d'abord (Y;y) un modgle delL=k, et (X;s) un modgle de
(E;v)=k, dont on note x le point g&n®rique. On note encor& I'adh&rence du points dans
X,j : Xx! Xgle morphisme naturel, eti : Zs! Xg le morphisme d'immersion fermge.

Le morphisme' correspond p un unique morphismé : X, ! Yy qui se prolonge par
hypothgse en un morphismd™: Xs! Y.

L'tlement ¥42 E£ correspond g un unique morphismé4: X, ! Gp,. On va appliquer
le lemmeb.5.25pour calculerf¥g ™ oy ' «(*3, et on note donc®y, = (¥£ ¢ 1x, ) ¢ x, comme
dans ce lemme. L'®galit® p dBmontrer pour toutzest alors §quivalente g la commutativit§
du diagramme :

(o B2 1060 —IF (Gm £1cX5) =R (X)

Fi 1(Yy) @:s

L

= i@

Fi 1(Xs) /Fi 1(Zs):

Par ailleurs, ¥ correspond p une trivialisation du "br§ normal, ¥%: Nz X! A%s. On
se sert de cette trivialisation pour calculer le rgsidu, d'aprgs la d§ nitiorl5.4.43 comme la
composte

@;s :F(Xx)h@;s Fl(xsizs)!i» Fl(NZSJZs)
i FY ALz F 1(Ze)

dans laquelle le deuxipme morphisme est obtenu par dg§formation au cone normal.
Des lors, pour montrer la commutativitg du diagramme, on le d§coupe en deux parties

comme suit :
i ﬂ\@)w
giiil! o
Fi 1(Xs) Fi 1(Nz.Xsi Zs) Fi 1(Xx)
e e
F(Gm £ (Nz,Xsi Zs)) F(Gm £ Xx)
(1) % 2 &F/A
F(NzXsi Zs) F(Xx)

s : %

Fi 1(Zs) =—JIF YNz Xs; Zs) @"—IFY(Xs; Zs);
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en considg§rant le morphisme

9Nz Xsi Zs! Nz Xs! Zs! Xdi Yy

On remarquera que le diagrammeg1) correspond au cas particulier opX ¢ est remplac
par Nz (Xs), brg vectoriel. En posant E = Nz Xs, on dgmontre ainsi le lemme plus
facile :

Lemme 5.5.28 SoientE=Zs un br§ de rang 1, i sa section nulle etj I'immersion ouverte
compl§mentaire. Soit¥une trivialisation de E=Zs, i.e. un isomorphismeYa: E ! A%S.
On en d§duit une application compos$e que I'on notk::

.%Ei

Ei Zsii® °° GmE Zs§ Gp:

On pose®y,= (Y£ 1)xC¢g, 2z, :Ej Zs! GmE (Ei Zs).
Soitg:E ! Yy un morphisme, alors le diagramme suivant est commutatif :

( W(Ei Zs) “IF (Gm £ (;;a Zs)

@z,
F1(Yy) o FEi Zg——TF EZY)
Z{?@Q » | F1(Av)
Fi 1(Zs) 2 IF 1(Als;zs):

La °pche A est l'isomorphisme canonique du lemmp.4.24 et la °pche @;zs le morphisme
pré-résidu de5.4.37
Preuve : D'aprgs la proposition5.4.24 le morphisme A est induit par le diagramme
suivant :
A
F(Gm£ Zs)=F(A) = F1(Fs) —IF(AL;Zs):
P| '
F(Gm £ Zs) %,z
Considgrant g nouveau I'8pimorphismé : ho(Gp) ! St, comme le morphisme

“§ 1 Hom ! St F¢(Zs) ' Hom (ho(Gm) ; F)(Zs)

est une r@traction du morphismep, on obtient la factorisation A = @1 -z +”¢. On peut
Zg1<S

donc complgter le diagramme

e N .
(W(E i Zs) —F(Gm £ (|i| Zs))

Fi1(Yy) F(E iOAZs) &/Fl(lzézs)

AE VB | » 1 » A{’A
Z?)‘{QQ (A%) & :

Fi 1(Zs) ——/F(Gm £ Zs) Q—/Fl(Aés;zs)
%S:Zs
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ou Aﬂ est la restriction §vidente du morphismeA%. Le carrg (1) ®tant commutatif, la
commutativitg de tout ce diagramme est §quivalente p la commutativit§ du morceau de
gauche.

Puisque le morphisme canoniqué; 1(Yy) ! F(Gm £ Yy) estinjectif, on est donc r¢duit
a dgmontrer que le diagramme suivant est commutatif :

F(Gm £ @ i Zs)) l/;/F(E iozs)
(gD | (A%
F(Gm £ Yy) W’F(Gm £ Zs):

Or, dans la cat®gorie des schgmas (ou ce qui revient au méme dapsoj L ), on a
trivialement la relation j +(Af) = i £°, ce qui conclut. &

Il nous reste donc p montrer que le diagrammed2) commute. Pour cela, on regarde
prgcisgment la dgformation au coéne normal. Tout d'abord, on peut considgrer le mor-
phisme

h:DzXs! AL 1 Zgt Xdi Y,

car celui-ci prolonge en fait le morphismef~dans le sens du diagramme suivant

opd et d®sont les morphismes de dgformation au cone normal.
On a nalement encore d§coup$® le diagrammg2) de la manigre suivante :

Fo1(Y,
i | ihuy) gy,
F; l(g(x) Qo Fi 1(Dg Xs) Fi 1(N§SXS)
P E—n E—u

F(Gm £ Xx) & F(Gp £ Dz, Xs) —/F(Gm £ NZ_X5)

L 29 b
F(Xx) &——F(Dz,Xs) —IF(NZ_X5s)
L@ b@ L@

F1(Xs;Zs) @2 FY(Dz Xs; AL ) ZJF LNz Xs; Zs)

oM l'on a not§ Nixs = Nz Xsi Zset Dz Xs = Dz Xsi A%S. Les morphismes du

type ~ ° sont naturels, et les morphismes prg-rgsidus du typ@ sont aussi naturels, donc il

nous reste p dgmontrer la commutativité du diagrammeg29), puisque les deux morphismes
verticaux (morphismes de d&formation) sont des isomorphismes (cf thorenie4.26).
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On est donc rgduit p un digramme dansproj L x (ou de manigre gquivalente dans la
catggorie des schmas) :

GmE X, 0% X, X, —2 g,

1£deL Ldzx deL

Gm£ %XSXS D—X6(s ’ D—X8(s

1£.d9 X d2 X d2 X

Gm £ N£ Xs @ NE X NE X5 —2IGpy:

Soit O l'anneau du schgma atneXy, et M son idgal. AlorsM = (¥%). Par ailleurs,
l'anneau deNz X est S(M =M ?) et Yest limage deYsdansM =M 2. En'n, l'anneau de
Dz Xs est©,M ":ti ", et cet anneau contient¥; image de¥dans M [t]=M [t]?. Puisque
Y, (respectivement ¥) s'envoie sur ¥ par le morphisme dz X! (respectivement d%X]), le
diagramme est bien commutatif. a

Corollaire 5.5.29 (R3d)  Soient E=k une extension de type ni, etv une valuation
stricte de E sur k, de corps rgsiduel- (v).

Soit' :L! E un morphisme nidans ES tel quev(’ (L))=0."' induit un unique
morphisme™ : L ! - (V).

Alors, pour toute uniformisante ¥“sde dev et pour tout ¥22 F,(E)

i ¢
@ Y9 o(¥) = *a(¥) 2 Fo(E):
Preuve : Toujours d'aprgs le corollaireb.5.23
f79" o(3= Y8 ev 2na(" o(*)):

Par ailleurs, 2 §tant une transformation naturelle, 2,-1(" o(*3) = ' «(?n:1(%3).
Enn, @=(2y1)'1+@" par d& nition (voir dg nition [E.4.57. On est donc ramen®

R montrer que : A s o

. . i ¢
(%n:1)! ! @n Y9 o' ulzn;l(l/) =1.(%:

Or, on peut maintenant appliquer la proposition 5.5.27 et on a donc
3 ,

i ¢
@n fYg e’ DI2n;l(% =1 a(n1():

On conclut en appliquant p nouveau la naturalit§ de?y,. ;. a

5.5.4.2 Lemme pr§liminaire

Pour le dernier axiome, il nous faut revenir p la d§ nition[5.Z.I8pour d§ nir le morphisme
du lemme suivant :
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