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Chapitre 1

Introduction

Depuis quelques années, tous les véhicules automobiles a essence sont équipés
de catalyseurs trois voies, afin de réduire les émissions de gaz polluants. Cette
technique est maintenant bien maitrisée. Cependant, des améliorations peuvent
encore étre apportées, en particulier pour ce qui est du fonctionnement de ces
catalyseurs a basses températures. Dans la plupart des cas, ces catalyseurs sont
supportés par des monolithes composés de canaux cylindriques.

Le point de départ de ce travail est la description d’'un modele non station-
naire de convertisseurs catalytiques a géométrie cylindrique du a Ryan, Becke et
Zygourakis, [20]. Ce modele est une extension de celui établi par Oh et Cavendish,
[15, 16]. Dans cette these, nous étudions le phénomeéne dans un cylindre unique,
dont une coupe axiale est donnée dans la figure ci-apres :

—=Rf

r
cif, Tf
=0

Cis, Ts
- o paral

F1G. 1.1 — Une coupe axiale du canal.

Ce modele décrit les évolutions spatiale et temporelle de la température et
des concentrations de différentes especes chimiques sous forme gazeuse, dans le
cylindre et sur la paroi.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Les équations constituant le modele sont relativement atypiques en théorie
de la combustion et nous ont obligé a utiliser des techniques inhabituelles pour
en contourner les difficultés. Il s’agit en effet d’'un systeme couplé d’équations
décrivant, pour la moitié d’entre elles ’évolution par rapport a la coordonnée
axiale des especes chimiques et de la température dans le cylindre, et pour ’autre
moitié I’évolution temporelle des mémes especes chimiques et de la température
sur la paroi. Ce systeme comporte les particularités suivantes :

Les variations des concentrations et de la température dans le cylindre ne
se font que par rapport aux variables d’espace, en ’absence de réactions
entre les especes chimiques.

Les équations sur la paroi décrivent 1’évolution temporelle du systeme et
tiennent compte de réactions entre les différentes especes chimiques.

Les équations dans le cylindre sont paraboliques par rapport a la direction
axiale du cylindre, alors que les équations sur la paroi sont paraboliques en
temps pour 'une d’elle et des équations différentielles ordinaires pour les
autres.

Le couplage entre les équations posées dans le cylindre et celles posées sur la
paroi se fait par la valeur de la dérivée radiale de la solution obtenue dans le
cylindre et évaluée sur la paroi. Cette quantité étant difficile a controler, elle
sera remplacée, via les équations posées dans le cylindre, par la moyenne sur
une section du cylindre de la dérivée axiale de la solution dans le cylindre.
Les réactions chimiques n’intervenant que sur la paroi du cylindre, toutes
les équations sur cette paroi sont couplées, via les vitesses de réactions des
différentes especes.

Comme sur la paroi on a affaire a des équations de types différents (une
équation aux dérivées partielles parabolique et des équations différentielles
ordinaires) on va devoir recourir & une technique de régularisation pour
n’avoir que des équations de méme nature.

Ce travail comporte deux parties.

Dans la premiere partie, nous établissons 'existence et 1'unicité de la solu-
tion, ainsi que quelques propriétés qualitatives de cette solution, en particulier
I’existence de bornes supérieures et inférieures. Nous regardons également le com-
portement limite de la solution quand le temps tend vers 'infini.

La deuxieme partie est consacrée a la description de deux méthodes numériques
pour la résolution du probleme, la premiere utilisant les éléments finis et la sec-
onde les différences finies. La méthode des différences finies est mise en oeuvre
avec différentes conditions initiales et aux limites et permet d’obtenir des courbes
donnant la solution.



Chapitre 2

Description et étude théorique
du probleme

2.1 Modele mathématique

Un gaz contenant S especes chimiques A;, As, ..., Ag circule dans un canal
cylindrique (cf. Figure 1.1 ci-dessus), en suivant un profil parabolique de vitesse.
Sur la paroi du canal, les S especes chimiques réagissent au travers de R réactions,
en se composant ou se décomposant. Un exemple classique et qui sera étudié
de maniere plus approfondie dans la deuxieme partie est celui de la réaction :

L’objectif de ce travail est, dans un premier temps, de prouver I’existence de la
solution du probleme modélisant 1’évolution des différentes concentrations et de la
température au cours du temps, a 'intérieur du canal et sur la surface extérieure
du canal. Dans un deuxieme temps nous regarderons comment se comporte la
solution quand le temps croit jusqu’a 'infini afin de mettre en évidence un critere,
destiné a éetre utilisé lors des simulations numériques, de détection de “fronts de
réaction”. D’autre part, une méthode numérique de résolution approchée de ce
probléeme sera mise en oeuvre.

Les concentrations (resp. la température) a l'intérieur du canal sont notées
Cis (resp. Ty). Les concentrations (resp. la température) sur la paroi du canal
sont notées Cj; (resp. Ts). On a évidemment les égalités :

Cif (Ry,z,t) = Cis (2,t) ; Ty (Ry, 2,t) =T (2,1) ,
qui expriment la continuité des concentrations et de la température sur la paroi

du canal.

Dans une premiere étape, on effectue les bilans matieres et les bilans ther-
miques dans le canal et sur la paroi. Ceci permet d’établir des équations dont
sont solutions Cj¢, T, Cis et T.
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2.1.1 Dans le canal cylindrique

Nous supposons que la vitesse du fluide suit, dans le canal, un profil parabolique

donné sous la forme :
2
T
Vir)=Vaa [ 1 — | =— ,
") < (Rf) )

ol Viyax est la vitesse maximale du fluide, atteinte au centre du cylindre.

Le bilan matiere pour ’espece A; s’écrit sous la forme :

2
. . L GC’Zf __D,‘fﬁ asz
Vi (1 (Rf)> 5 "EN =T g, (T or ) B0 @)
V(r, z,t) €10, R¢[ x]0, L[ x ]0,T7,

ou C;y désigne la concentration de I'espece A; dans le fluide et D;; le coefficient
de diffusion de I'espece A;, i =1,..., 5.

Les conditions aux limites associées a 1’équation (2.1) sont :

C’if (T,O,t) = C’ifO (T)>

C,‘f (Rf,z,t) = Cis (Z,t),
dC;;

— t) = 0.
5202 = 0

La premiecre condition signifie qu’on suppose connue la concentration C;f de
lespece A; dans le fluide a ’entrée du canal cylindrique (z = 0) a chaque instant.
La deuxieme condition exprime le raccord des concentrations sur la paroi externe
du canal. La troisieme condition est liée a la géométrie cylindrique du canal.
Notons que Cjfo ne dépend que de r et pas de t.

Le bilan thermique dans le canal s’écrit sous la forme :

2
B () 9T _ A O ([ 0Ty
prprmax (1 <Rf) ) P (r,z,t) = - ('r o (r, 2z, t), (2.2)

V(r,z,t) €10, R¢[ x |0, L[ x ]0,T7,
ou Ty désigne la température du fluide, p; sa masse volumique, Cp; sa chaleur
massique et As sa conductivité thermique.
Les conditions aux limites associées a 1’équation (2.2) sont :

Tf(T,O,t) = ng('f’),
Tf(Rf,Z,t) = TS(Z,t),

0Ty _
W((],Z,t) = O,

qui représentent des conditions analogues a celles vérifiées par les concentrations.

8



2.1. MODELE MATHEMATIQUE

2.1.2 Sur la paroi du canal

Le bilan matiere sur la paroi du canal (r = Ry) s’écrit sous la forme :

e (#1) = —SDi=5 = (B, 2,1)
R
+a(z) Z @i (Crs, - .., Css, T5) (2, 1), (2.3)
j=1

V(z,t) €1]0,L] x 10,77,

ou (s désigne la concentration de I’espece A; sur la paroi, €, le volume de vide
dans la paroi par unité de volume, S la surface de contact gaz-solide par unité
de volume, a la surface active du réacteur par unité de volume, a;; le coefficient
stoechiométrique de 'espece A; pour la réaction j et 7; la vitesse de formation
ou de disparition d’une espece par la réaction j.

Les conditions initiales associées a ’équation (2.3) sont :
C,‘S (Z, 0) = C’iso(Z).
Elles signifient que les concentrations sont connues a I'instant ¢ = 0.

Le bilan thermique sur la paroi du canal s’écrit sous la forme :

T} 0T,

0 s
(1_€S)p50p5 W(Rfvzvt)_'_(l_gs) )\SW (th)

Ty
E (Z,t) = —S)\f

+a(2) S (~AH)#; (Ch,... O T2 (2,1), (24)
Y (2,1) €10, L[ x 10,T],

ou T} est la température sur la paroi solide du canal, p, la masse volumique de la
paroi, Cp, sa chaleur massique, A sa conductivité thermique, Ay la conductivité
thermique du fluide, S la surface de contact gaz-solide par unité de volume et
(—AH) 'enthalpie molaire de la réaction j.

Les conditions initiales ou aux limites associées a ’équation (2.4) sont :
Ts(2,0) = Ty (2),

aT, B aT,
E(O,t) = (1 55)>\5 az

La premiere condition signifie que la température est connue a l'instant ¢ = 0.
La deuxiéme condition exprime le fait que les extrémités de la paroi (z = 0 ou
z = L) sont isolées.

(1 - 58) >\8 (L,t) =0.
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2.2 Reé-écriture du probleme et premieres pro-
priétés

Pour passer de ]0, Ry[ x ]0, L[ & ]0,1] x ]0,1] on effectue le changement de
variables : Z = z/L, R =r/Ry, pour obtenir le systeme :

( oC; DL 1 0 oC;
_ p2y it _ _Hiy 1Y if
1-m)GF RN = s (r%) (2.0,
OTy AL 10 ( 0Ty
(1-R*)—2L (R, Z,t) = —— ( —) (R, Z,t),
at (th> - Est aR (1,Z,t>

R
a(LZ R
‘I'% Z Of,‘j?“j (015, Ce ,CSS, Ts) (Z, t) s

j=1
OTs B SA; Ty
ot (2.1 = (1 —¢e5) p,CpsRs OR (1,2.1)
2 _
b PTy g a(L2) (CAH)

psOP8L2 0z? (1 - 68) pscps

R
$ Y ity (Cha, ., Coo To) (Z,1)
j=1

\

ou ¢ appartient a {1,...,S}. On pose :

( Bip = —DifL Bny = ik
) 29 27
Vmax (Rf) pfOPfVmaX (Rf)
_ SDy B SAf
%8 B 6s}%f 7 fYNS N (1 - 63) pscfpu‘?}%f7
a(LZ) a(LZ)(-AH)
bzs(Z) = - ) bNS(Z) = (1—5)[70 )
S s s ps
A
0 s = —87
N psCps L?

avec N = § 4+ 1, et on convient de poser :

Cny(r,z,t) =Tf (r,2,t) 5 Cns (2,t) =Ts (2, 1),

10



2.2. RE-ECRITURE DU PROBLEME ET PREMIERES PROPRIETES

de maniere a traiter la température sur le méme plan que les concentrations. En
reprenant r et z comme variables spatiales, par commodité d’écriture, on obtient
le systeme normalisé :

( oC; 10 oC;
1— 2 if _ - _Zf
1= B ) = bt () ),
oC; ;o 0PChs ICiy
T (2,1) _5N‘9NSW (z,1) = —7s 5 (1,2,1)
R
—Fbis (Z) Z Oéij’f’j (015, ey CNs) (Z, t) s
( j=1
pour ¢ appartenant a {1,..., N}, et la convention que 53\/ =1,si1 = N, et
% = 0, sinon. Les conditions initiales ou aux limites s’écrivent sous la forme :
Cif (1,0,1) = Cifo(r), 9 (0,2,0) = o,
or
0Cys
sz (1,Z,t) = Cis (Z,t), ‘9]\756—: (Lt) = 07 (25)
0CNs
Cia(2,0) = Cin(2),  Ona—p2(0.1) = 0,

pour tout i =1,..., N.

Les concentrations et la température doivent étre a valeurs positives ou nulles,
aussi bien dans le cylindre que sur la paroi. Rien ne permet d’affirmer que les
solutions des problemes ci-dessus sont bien a valeurs positives ou nulles. On sup-
pose donc que les fonctions 7; peuvent étre prolongées sur RY tout entier par des
fonctions encore notées 7;, sur lesquelles nous posons les hypotheses qui suivent.

(H1) La fonction 7; ainsi prolongée est lipschitzienne de constante k; :

N
175 (@1, ) = 75 (s yn) SR> e — il
h=1
V(zy,...,zn), (Y1, yn) € RY.

De plus, nous supposons qu’il existe des fonctions r; au moins une fois con-
tinuement différentiables telles que :

5Z‘I'Z‘($1,...,33N) = bis(z)Zaijf’j (1‘1,...,33]\7), Vi € {1,...,N},

ou d; appartient & {—1,1}, les fonctions r; vérifiant les hypotheses suivantes :

11



CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME

(H2) Pour tout vecteur (z1,...,zy) de RV, on a:
r;(r1,...,xN5) > 0.
(H3) Sil'une des variables x;, 1 <7 < N, est égale a 0, la fonction r; s’annule :
ri(x1,...,0,...,2y) = 0.

(H4) Pour tous (z1,...,7x) et (yi,...,yn) appartenant & RV, on a :

N
_ Z 5
=1

Remarque 2.2.1 La signification physique de ces hypotheéses est la suivante.

Bis

> (ri(x1,...,an) =1 (Y1, yn)) (i —y;) > 0.

1. La fonction 7; représente la vitesse de formation ou de disparition d’une
espéce par la réaction j. Comme il y a R réactions simultanées, la vitesse
de formation ou de disparition globale de l’espéce i est égale a :

R
bis(Z)ZOéij’lA“j (.’L‘l, Ce ,LEN) .
7=1

2. L’hypothese (H2) signifie que l’espéce chimique i est, soit formée (6; = 1),
soit consommée (0; = —1). Il ne peut pas y avoir de changement de sens
de la réaction, qui se traduirait par un changement de signe de r;.

3. L’hypothese (H3) traduit le fait que si ['un des réactifs intervenant dans les
réactions impliquant l’espéce © vient a manquer, la réaction s arréte.

Proposition 2.2.2 On a les propriétés suivantes :

1. Puisque 7; est lipschitzienne de constante kj, r; est lipschitzienne de cons-
tante bka, avec :

b= sup  |bis(2)] ; k= sup |kj| ;= sup gl
1<i<N, z€[0,1] 1<j<R 1<i<N, 1<j<R

N
2. Ona:Vr e RY : — E 5i&ri(x1,...,xN)xi > 0.
; Yis
=1

Démonstration. 1. On calcule :

‘I'Z'<.flfl,...,xN) _ri<y17"'7yN)‘
N N
< baZ|fj (1, ..,an) =75 (Y1, - uw)| < bl{?OéZ|§Ch—yh|-
= h=1

12



2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

2. Il suffit d’appliquer les hypotheses (H3) et (H4) avec y =0. =

Avec l'introduction de la fonction r;, le systeme considéré s’écrit sous la forme :

( GC’Zf B 6,‘f 0 GC’Zf
0z (r2,1) = r(1—r2)or (T or (r,z,t),
e 9w, ooy (2.6)
ot (Z>t) _6N9NSW (Z>t) = s or (LZat)
\ +0i1; (Chs, - -, Cns) (2, 1)

avec les conditions aux limites ou initiales (2.5). Remarquons qu’en intégrant la
i-eme équation de (2.6); par rapport a r, aprés 'avoir multiplié par 7 (1 — 72), on
obtient 1’égalité :

0C;y 1 ! 0C;¢
1 -
or (1,2,%) ﬁif 0 0z

(r,z,t)r (1 —7r%)dr,

ce qui permet de ré-écrire le systeme (2.6) sous la forme équivalente :

( aC’Zf _ 6if 0 aCZf
0z (rz,1) = r(1—1r2)0r (T or (r,z,t),
oC; ~ 9?Cy Yis [*OC:s
? s ~ TIVs _  ___Iis 1 1 2
5 (z,t) — OnOns 9.2 (z,1) 5, |, o (ryz,t)r (1 —7r*)dr
\ +5ze (015> ey CNS) (Z, t) .

(2.7)
C’est ce probleme (2.7) que nous étudions dans la suite.

2.3 Existence de la solution

2.3.1 Régularisation du probleme

Pour pouvoir étudier le probleme (2.7) du point de vue mathématique, nous
introduisons le terme —60;, a;f;s, 1=1,...,N —1, avec ;5 > 0, dans les équations
(2.7)5 sur la paroi portant sur les concentrations, de maniere a disposer d’équations

paraboliques. Ce systeme régularisé s’écrit donc :

13



CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME

( 0C;¢ B By 0 0C;¢
0z (rz,1) = r(1—1r2)0r <T or (r,z,t),
aC; d*C; Yie [ OCiy ) (2.8)
ot (Z>t)_ezsw (Zat) - _6@f 0 Oz (’I“,Z,t)’l“(]_—’l“ )d’f‘
\ —F(Sil‘i (Cls, ey CNS) (Z, t) .

Nous ajoutons les conditions initiales ou aux limites :

aCis R aCzs .
9@@ (1,t) =0= Hls—az (0,1), Vi=1,..,N—1,

de maniere a traiter les concentrations sur le méme plan que la température.

Dans un premier temps, nous prouvons l’existence d’une solution du probleme
(2.8), en utilisant les fonctionnelles :

v o
Cis — Cif  Cip — Cis

En effet, dans une premiere étape, nous montrons l'existence des solutions
Cir dans le cylindre, en supposant connues les traces des solutions Cjs sur la
paroi (fonctionnelle ¥). Puis, nous montrons 'existence des solutions Cjs sur la
paroi, en supposant connus les flux sur la paroi des solutions C;s obtenues dans le
cylindre (fonctionnelle ®). Pour prouver l'existence d’une solution du probleme
(2.8), nous utilisons un argument de type point fixe sur ® o W.

Puis nous effectuons un passage a la limite, lorsque #;; tend vers 0, ¢+ =
1,...,N — 1, pour en déduire l'existence d’une solution du probleme (2.7) d’o-
rigine.

2.3.2 Existence dans le cylindre

Supposons connues les valeurs des concentrations Cj, sur la paroi, pour tout
t=1,...,N. On a le probleme suivant en les inconnues Cj; :

( 0C;y 5 1 d ( 0Cy
0z (1 —r2)or "or




2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

avec i =1,...,N. Posons :

Uf = t(le,...,CNf),

Usg = ¢ (0137 o 'JCNS)7

Uro = t(leo,. . .,CNfo),
Bf - diag(ﬁlfa"'>ﬁNf)a

de maniere a écrire le probleme précédent sous la forme vectorielle :

( an 1 0 6uf .
0z _6fr(1—r2)87“ (T (97”) =0

us(r,0,t) = wuyp(r), (2.9)
an (1,z,t) = wus(zt),
gur _
\ 5 (0, 2,1) 0.

On effectue le changement de fonction inconnue :
wy (r,z,t) =ugp(r,z,t) —us (2,t),

de maniere a annuler les conditions aux limites en » = 1. On obtient le systeme
équivalent :

( awf —6 1 g /rawf . _5’us
0z fr(1—r2)or U or 0z
wy (T, 0, t) = Wo (Ta t) ) (2'10)
we(l,2z,t) = 0,
Owy _
\ W (O,Z,t) = 0,

ol wo (r,t) = uyp (r) — us (0,t) = upo(r) — uspo (1), car us ne dépend que des
variables z et t et pas de la variable 7.

Nous commencons par introduire les espaces fonctionnels adaptés a la résolution
de (2.9) ou de (2.10).

Définition 2.3.1 1. On pose :

Ly (0.1) = {ulru@)/rT-—r)el?0.1)},
L2(0,1) = {ul|r—u(r)y/reL?(0,1)}.

L724(1—T2) (0,1) (resp. L2(0,1)) est un espace de Hilbert pour la norme as-
sociée au produit scalaire suivant :

1 1
(U V) g (1 p2y = / wor (1 — 1) dr (resp. (U, v),, = / wordr).
0 0

15
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2. On définit :

W, = fue (L 00) 15 e o |,

Wy = {ueW,|u(l)=0},
W (T) = {uwe L*(0,1[x]0,T[; W)}

et on désigne par W/, le dual de W.

3. On munit W,., Wyo et W, (T') des normes suivantes :

Julfy, = / ||ur| ra-rar [

lullsy, - rdr,

||U||12,V7_(T) = / //||u|| rl—r)drdzdt
/// Tdrdzdt

ou ||.|| désigne la norme euclidienne de RY associée au produit scalaire usuel
noté (. -.).

oul|?

o rdr,

or

On établit quelques propriétés de ces espaces de Hilbert.
Lemme 2.3.2 1. On a les inclusions suivantes :

L?(0,1) - L2(0,1) - L2y 42y (0,1),

avec injections continues.

2. Pour toute fonction u de W,q, on a l'inégalité :

1
/ Hu||27“(1—7“ )d’r<—
0

oul)?

5 || T (2.11)

N
inmégalité qui prouve que l'injection de W,y vers (Lf(l%z) (0, 1)) est con-
tinue. Cette injection est de plus compacte.

3. Wy est un espace de Hilbert pour la norme indiquée ci-dessus.
Démonstration. 1. De I'inégalité :
vrel0,1]:0<r(1-7%) <r<1,
on déduit les inégalités suivantes sur les normes des espaces introduits ci-dessus :
- llor1mry < DMl < Ml

16



2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

qui impliquent les inclusions annoncées, cf. [8].
2. On a, pour tout a tel que 0 <a < 1:

1
@d'r’ =u(1l) — u(a) = —u(a),
car u(1) = 0. Ceci implique :

()] = H— [ Sar

a

ou

oull ~ 1
or

<J. v

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en élevant au carré, on obtient :

Vr——=dr.

2 2

rdr.

1

ou

or

ou

@l < (~ta(@) [ |G rar < (<1nta)) [ |5

On integre cette inégalité sur |0, 1], aprés Pavoir multipliée par a(1 — a?) :

2

1 1 1 au
/||u(a)||2a(1—a2)da < /(—ln(a))a(l—a2)da/ —|| rdr
0 0 ) ol Or
3 [ou
< — — || rdr,
16 0 (97’

d’ou le résultat.

N
Montrons maintenant la compacité de I'injection de W, vers (Lz(l—ﬂ) (0, 1)) .

N
Pour cela prenons une fonction u € (L?«(kﬂ) (0, 1)) et unréel 6 € ]0,1[, d’apres

ce qui précede on a pour r € |0, ] :

lu(r)|* < (=1n(r)) [fullyy,,

ot
4 1)
/||u(r)||2r(1—'r2)dr§ /(—ln(r)’r’(l—r2) ar | lul?,. |
0 0

et :
[l = < (5 - S0 ol @

De maniere analogue, on montre que :

1

1
[t rar < Sl (213)
0

17



CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME

car fol(— In(r))rdr = 1/4.
Soit (u,) une suite bornée dans Wy, il existe un réel strictement positif M
tel que :
2
unllyy,, <M Vn €N, (2.14)

D’apres (2.14) et (2.13), on a :

1
/ lun ()| rdr < M,
0

don :

/||un|| rdr + 8un rdr

2
25/ ||un||2dr—|—/ O\ g

5 Ey 5’7’
et )

a . M
/ Junlar+ [ {52 ar < =,

et (u,) est bornée dans (H* (1 /2,1))" on peut donc en extraire une sous-suite
qui converge dans (L2 (1 / 2,1))" . De méme on montre par le méme raisonnement
qu'il y a une sous-suite de cette sous-suite qui est bornée dans (H* (1/3,1))"
Donc par récurrence on trouve qu’il existe une suite de sous-suites telle que la
k—i¢me sous-suite converge dans (L* (1/(k +1),1))" pour k € N. On peut donc
choisir une suite diagonale que I'on notera encore (u,) telle que (u,) converge
dans (L2 (1/(k +1),1))" pour k € N.

11 résulte que (u,) converge dans (L? (8,1))" pour tout § dans 10, 1[.

Soit € > 0, choisissons ¢ € ]0, 1] tel que :

52 8 €
— ——1 M < —. 2.1
(5 - Fmo) <3 (2.15)
Alors Vn,m dans N on a a 'aide de (2.12) et (2.15)

2
[t = tnlly,rq—p2) < / |t — tn||” (1 —72)dr

1
+/||um—un]|2r(1—r2)dr
/||um—un|| r 1—7’) r.

18
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

Comme (u,,) converge dans (L (6,1))" , il existe ng € N tel que

DO ™

1
/ |t — unH2'r(1 — T2)d7’ <
5

pour m,n € N et m > ng, n > ng. On a donc :

||um - unHQ,r(lfrz) <e¢

N
qui montre que la suite (u,,) est de Cauchy dans (L 12 (0, 1)) , elle converge

donc dans (L 12 (0, 1))
3. Il s’agit d'une conséquence immédiate de 2. m

N
Définition 2.3.3 Supposons que ugo appartient a (Lf(lﬂa) (0,1)) et que us

appartient o L* (O, T; (H (0, 1))N>
Une fonctz'on wy est appelée solution faible du probléme (2.10) si wy appar-

tient a W, (T), g; appartient a L? (10,1 x 10, T[; W/y), wy (r,0,t) = wq (r,t), en

un sens a préciser, et si, pour tout ¢ appartenant a L? (]0,1[ x ]0,T[; Wyo), on a

I’égalité : /T / / <awf S0) (1 - r2) drdzdt
/ / / (6f8wf af) rdrdzdt (216)
/ / (aus /OW(l_TQ)dT> dzdt.

Pour prouver lexistence d’une solution faible du probleme (2.10), on com-
mence par introduire 'opérateur elliptique du second ordre L de W, vers W),
associé a cette formulation variationnelle (2.16) et défini par :

. Bf 8 6w
Yw € Wyo: Lw = (1—r2)8r (T(?r)’

de maniére & avoir :

1
ow Ov
Yw,v € Wiy : <Lw>v><W40,Wro) = / <6f5 . E) rdr,
0

compte tenu de la condition aux limites : v (1) = 0 et de la présence du poids
r(1 — r?) dans le produit scalaire associé au crochet de dualité.
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N
On introduit également 'opérateur T' de (L 1-r2) (0, 1)) dans lui-méme qui,

a chaque fonction g appartenant a <L2 )( )) , associe I'unique élément

T (g) de W,q solution faible de : L (T (g)) = gr (1 — r?), au sens ot :

/:(BfaTé)i) gf) rdr —/1<9'<P)”’(1—T2)d'fu Vip € Wyo.  (2.17)

0

Les propriétés de 'opérateur T' sont rassemblées dans le

Lemme 2.3.4 1. L'opérateur T est :
— autoadjoint, au sens ot :

9 N
¥f.9 € (L (OD) AT ()1 0hmrey = (£ T (9))rars

— positif, au sens ot :

9 N
V€ (L2 (0,1)) (T (1), flraory 2 0

— non dégénéré, au sens ou :
N
Ve (L2l (0,1)) AT (), flraorny =0 = f =0,

, N
2. Par ailleurs, il existe une base hilbertienne {w’}; de (Lf(lfﬂ) (0, 1)) et de

W0 constituée de fonctions propres de l'opérateur T et donc de l’opérateur
L.

Démonstration. 1. On remarque que pour f et g quelconques dans I'espace
N
(Lr(l 2 (0, 1)) ,ona:
1
<T<f)7g>r(lfr2) = (T(f)g)T(l—TQ)d’f’

T (g) 0T (f)
“or  or )Tdr

(
or(f) OT ()
(e ).

Bf or or

compte tenu de ’égalité (2.17) et puisque T'(f) (1) =0 = T (g) (1). On calcule
ensuite :

Vf € (Lf(lfrz) (0, 1))N ST () Py = / (ﬁfagif) : agif)) rdr >0,
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

d’ou la positivité de T'. On observe enfin que :

N
V€ (1200 (0,1) (T (), ooy =0

@/1 <ﬁf37;(f)_6‘T(f)>Tdr207

0 r or

puisque 7' (f) (1) = 0. On en déduit que T'(f) = 0, dans W, puisque les 3, ; sont
N
strictement positifs. 1’égalité (2.17) implique que f = 0, dans (Lf(lfﬂ) (0, 1)) ,
N
en utilisant un argument de densité dans (Lf(l_rz) (0, 1)) .

N
2. Comme linjection de W,y dans (Lf(l_rz) (0,1)) est compacte, T est un

N

opérateur compact de (Lf(kﬂ) (0, 1)) dans lui-méme. Compte tenu des pro-

priétés précédentes de T', le Théoreme VI.11 de [2, page 97| implique ’existence
, N

d'une base hilbertienne {w’}; de (Lf(l_ﬂ) (0, 1)) formée de fonctions propres

de T et donc de L. La Remarque 29 de [2, page 193] implique que cette base est
également une base hilbertienne de W,o. m

On démontre alors le résultat d’existence suivant :

Proposition 2.3.5 Soient ug et uy, comme dans la Définition 2.3.3. Alors, il
existe au moins une solution faible wy du probléme (2.10).

Démonstration. Soit {w’} ; une base de W, constituée de fonctions propres
de 'opérateur L avec les valeurs propres \; correspondantes :

1
(L) ) ey =N [ 9 r (1) dr, oW
r0) T 0

Pour tout ¢ appartenant a W, il existe une suite (fyj)j de coefficients tels
que o = Z;OT v,w’. On note P, (p) = 3 7, v;w/, Vapproximation de Galerkin
d’ordre m de . Les propriétés de {w’} ; impliquent que lopérateur F,, ainsi

N
défini est un projecteur orthogonal continu de W, (resp. (Lf(l_rz) (0, 1)) ) vers

N
le sous-espace de W, (resp. de (Lf(l_TQ) (0, 1)) ) engendré par w',...,w™. De
plus :

12m (D)llw,y < el 5 15m (Pl p1 02y S @lloraszy, Vo € Wio

Cherchons les coefficients «;,, : [0,1] x [0, T] — R tels que I'approximation de
Galerkin de wy, définie par : Py, (wy) (1, 2,t) = 37", 7, (2, )w’ (r), soit solution
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME

du probleme approché :

/1 (aRg’igwf) ,wj) r(L—=r2)dr + (L (B (7)), 07) (i, w0

0
1
:_<aais-/ wjr(l—r2)d7“>, Vi=1,...,m,
0

pour presque tous z et ¢ de [0, 1] x [0, T, avec la condition initiale :

(2.18)

P, (wy) (1,0,t) = Py, (wo) (1, 1)

. N
Compte tenu de l'orthogonalité des w’ dans (Lf(kﬂ) (0, 1)) , le coefficient
7;.m €st solution du probleme :

aij ou L
L . . = — s . J — 2
az (Z>t) + A]/yj,m(zat) < az / W T(]' r )d’l“) )

0

Vjm(0,8) = (P (wo)); (0,2),
pour tout j = 1,...,m et pour presque tout (z,?) dans |0,1[ x |0, T'[, (P, (wo));

étant le coefficient de w’ dans la décomposition de (P, (w)); dans la base {w} .
On en déduit I'expression de v;,, :

’yj,m(za t) = (Pn (wO))j (0,¢) e N (2.19)

z 1
—/ (aau; / wir(l — r2)dr> N2 s
0 0

On établit ensuite les estimations suivantes :

/0 /0||Pm(wf)]|2(7’,s,t)'r’(1—TZ)d'r’dt < C(T),

T ps pl 2
/ // MH (r,z,t)rdrdzdt < C(T), (2.20)
oJoJo or
Hapm_(“’f) < (T
0z L2(J01[x]0TEW,)

pour presque tout s appartenant a ]0,1[, ou C(T) est une constante stricte-
ment positive ne dépendant que des données du probleme (2.10) et de 7', mais
indépendante de m. Pour cela, on multiplie I’égalité (2.18) par 7,.m €t on effectue
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

la somme par rapport a j = 1,...,m. On obtient, pour s appartenant a [0, 1] :

/// (ap L) (wf))T(l—T2)d7“dzdt
/// (51‘6 (apai )>'Pm(wf)>drdzdt
//(8%/ > (W )(1—7’2)dr)dzdt.
On en déduit :

1/T/lup wf||2Tst)rl—Terdt+/j/Z/: 3
/ [ 1P Gl (1 syt
//(aus/: (wf)T(l—r)dr)dzdt,

puisque P, (wy) (1,t) = 0, et avec 6} 2= diag (‘/51 oA/ BN ) En utilisant
I'inégalité de Young et le fait que : fo (1—7r2)dr =1 / 4, on obtient :

2
1/2 8Pm (wf)
[ v rdrdzdt

//HP (w))|? (5, 8) (1 — 12)drdt

1/2813 wf) rdrdzdt

/ / | Py (wo)]|* r(1 — 72 drdt—l—
+—/ / / | P (wp)||* (1 — 72 )drdzdt.
2J0J 00

Cecl entraine :

(2.21)
8“8 dzdt

/ | P, (wf)|| (r,s,t)r(1 —r?)drdt

goc(jD( a“ﬁ ) ///HP (w2 (1 — r2)drdzdt,

C(P (w) , 6“5 T)

1
_ //HP o H'rl—r)d'rdt+

/ ||w0|| r(1—r? dr+

avec

Ou, 2
dzdt
0z &

et = O (wo, %“S,T) .

IN
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME

En appliquant le Lemme de Gronwall, on obtient :

T ! 2 ou
/ / | P (i) || (7, 8,8) (1 — r)drdt < C (wo, a—;,T) , Vsel0,1],
0J o

qui n’est autre que (2.20);. Des inégalités (2.20); et (2.21) et de la stricte positivité
des 3,;, on déduit immédiatement (2.20),. Pour montrer I'inégalité (2.20)3, on

calcule :
/// <8P ;f )T(l—rQ)drdzdt
! — r?)drdz
) / //( aP ]2 1) Ydrdzdt
N /// (ﬁf arl o )’Fdrdzdt
/ / (auﬁ- / (¢)T(1—r2)dr)dzdt,

d’ot, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'égalité fol r(1—r?)dr =1/4:
T ] 1
‘/ / / (M’m—(wf) -gp) r(1— r2)d7“dzdt‘
1/2
(it
. 1
X (/ / / TdeZdt)
1/2
(/ / Ous® . dt> (/ / / 1B (0) | r(1 =7 )drdzdt) .
Comme [| Py (0) | 20 1w,0) < 121l 20,150, 01 @
T ] 1
‘/ / / (_@Pm (wy) -go) r(l— TQ)dT’dZdt‘
1
(i
: (/ J, /

rdrdzdt

8Pm

/
rdrdzdt)

1/2
Tdrdzdt>

1/2 T s 1
dz dt) </ / / lol? (1 — TQ)deZdt)
0JoJ o

24
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

et donc :

' / / / (@P gp)r(l—ﬂ)drdzdt' )
< ( / / / Wap wf) rdrdzdt) ( / / dzdt)

<
car ||90||L2(071;WT0) < 1, d’ou 'inégalité (2.20)3. Donc, il existe une sous-suite de
(P, (wy)),, encore notée (P, (wy)), telle que :

Oug

P, (wy) —  wy, faiblement

dans L? (]0,1[ < 10,70 (12, TQ)(0,1))N),

P, .
OFm (wy) ., faiblement dans L? (]0, 1[ x 10, T[; (L2(0, 1))N) :
%—f R faiblement dans L? (]0, 1] x |0, T[; W/,) .
z m—-+oo
Or, pour tout ¢ appartenant a C? (]0, 1] Wio), on a :

J (52 Yo . 2o

Faisant tendre m vers 400, on obtient :

T 1 gl T 1l Dy
/ / / (cv, - ) drdzdt = —/ / / (wf . —) drdzdt,
o/ o/ o 0o/ oJo 0z

et par conséquent o, = %ﬁ dans L2 (]0, 1[ x |0, T[; WY,)-
De la méme maniere, pour tout ¢ appartenant a C?(]0,1[ x |0, T[; W), on

[o L) asa= [ [ (i G v

Faisant tendre m vers 400, on obtient :

T 1 gl T 1 gl Dy
/ / / (v - ) drdzdt = — / / / <wf : —) drdzdt,
0o/ oJo 0o/ o/ o or

donc a, = % dans L? (]0, 1[ x 10, T[; (L3(0, 1))N>. Par conséquent (P, (wy)),

[ (
converge vers wy, faiblement dans L? (]0, 1] X |0, T[; W,). w; ainsi obtenu vérifie
la formulation variationnelle (2.16). m

. . o - )
On peut avoir une régularité supérieure pour wa comme le montre la
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Proposition 2.3.6 Si uysy appartient a W, alors

0wf

7 cL? (]0,1[ x 10, T7; (Lr(l —r2) <0’1))N)

Démonstration. D’apres (2.19) on voit que d—zl% est dans
N
L? (]0,1[ x 10, T; (Lf(l w2 (0, 1)) ) , on peut donc multiplier 'égalité (2.18)

par %;m et effectuer la somme par rapport a 7 = 1,...,m. On obtient, pour s

appartenant a [0,1] :
2
oP, (wf)

/T /s /1 H r(1 —r?)drdzdt
0P, (wg)\ 0P, (wy) rds
/ / / giiar( (T )r)l—rajlr szt.d ’
/ / ( /0 9z ( ) )

Cette égalité devient en intégrant par partie :
/. / S / 1

8Pm (wf) 2

r(1 —r?)drdzdt

(9P—(wf) (1,2,t) - W%W (1,2 t)) drdzdt

/(ﬁf apl ). i(a%—i)))drdzdt
//(a“S-/O ai D r2)dr)dzdt,

or comme P, (wys)(1,2,t) =0:

! aPm (wf) 2

///82 rdrdzdt
//(auS_/O ai )T(l‘”)d?“)dzdt,

26
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

qui équivaut a :

1 2
—aPm (1wy) r(1 —r?)drdzdt
61/2813 H (r,s,t) rdrdt
- ﬁlﬂap i wO) rdrdt

/ / (3% /: ai )7"(1 —7’2)dr> dzdt.

En utilisant l’1negahte de Young avec ¢ > 0O on a :

L
i

(1 — r?)drdzdt

T
1/28P wf (r,s,t) rdrdt — 1/ / 61/28’%7(100) rdrdt
2)0J0 or
2i / / aus r(1 —r?)drdzdt

£ 0Py (wy) 2

—/ / r(1 —r?)drdzdt

2/ J o)

< 8i “8 gt / / / aP (1 — r)drdzdt,

P
1 - = / / / 0P (wy) (1 — r?)drdzdt
1 P,
—/ H 1/28 ( ol (r,s,t) rdrdt
2 0
gi/ / Ou, |I” . dt + = / / 61/28 rdrdt
8 'r’
1 aus 1/2 8uf0
< —
<% / / dzdt + — 5 / ﬁ o rdr,
et si on choisit ¢ tel que ( ) > 0, c’est-a-dire € < 2 on trouve que :

”@—i” € I? (]071[ 0.70: (i (0 1))N)'

Dong, il existe une sous-suite de (P, (wy)), encore notée (P, (wy)), telle
que :

0P (wf)

— @, faiblement
0z m—-+00 N
dans L? (]o, 1] % 10, 7 (Lf(l_rz) (0, 1)) ) .
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Or, pour tout ¢ appartenant & C? (]0, 1[ x ]0,T[; W), on a :

[ (o)== [ ], /( Ry

Faisant tendre m vers 400, on obtient :

T 1 pl T 1 pl Dy
/ / / (o, - @) drdzdt = —/ / / (wf . —) drdzdt,
oJoJo oJoJo 0z

N
et par conséquent o, = %ﬁ dans L? (]0, 1[x10,T7; (Lf(l 2 (0, 1)) ) n
Remarque 2.3.7 Comme :
N
L2(10,1] % 10, T[; Wyo) © L2 (10, 1] x 10, T <L2(1 2 (0, 1)) ) ,
N
2 (J0.10x 0,71 (22, 0.1)) ") € 22 Q010 x 0T

et que wy appartient a L* (|0, 1] x ]0,T[; W) et % appartient

L%()0,1] x ]0,T[; W/,), on déduit de la Proposition 25.23 de [21, page 422] que
N

wy appartient a C (]0, 1[ % ]0,T; (L2(1 ) (0, 1)) ), ce qui permet d’interpréter

la condition initiale.

Corollaire 2.3.8 Le pmbléme (2.9) admet une solution faible uy appartenant a
), au sens ou :

Tt mows]. . (2 8)

pour tout T > 0 et tout ¢ appartenant a L?(]0,1] x |0, T[; W), et vérifiant :
ug(r,0,t) = wuys(r).

Démonstration. Il suffit de remarquer que uy = wy + u, est une solution
faible du probleme (2.9) appartenant a I'espace indiqué et vérifiant la condition
initiale indiquée & z =0. m

Remarque 2.3.9 Puisque a—f appartient a Uespace L?(]0,1] x ]0,T[; W/,) et
que la fonction r— r (1 —r ) ‘annule en v = 1, on peut affirmer que pour toute
fonction g : (z,t) — g(z,t), appartenant a (L2(]0,1] x ]0,T))", la fonction
(r,2,t) — g (2,t)r (1 —1r?) appartient a L?(]0,1] x |0, T[; Wyo) et le crochet de
dualité :

0
< uf,gr (1 —r2)>
9z (£2(10,1[x]0,T[;W, ),L2(10,1[x]0,T ;W) )

est bien défini.
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2.3.3 Existence sur la paroi

,N. Les C};, vérifient le

systeme :

[ 0C; ?C; Yis 1 OCis

s 18 __ _lis ? 1_2 .
at 07,5 822 B@f o 82 r ( r ) d?" + 57,rz (Clsa 7CN5) )
Cis (Z> 0) - CZ’SO (Z) )
8Cis - o aCzs

\ H“W (0,t) = 0=204 P (1,1),

avec i =1,...,N. On pose :

( Uso = t(0150>-~~7CN50)>

r = "(ry,...,ry),
r — dmg<%8,---,7“) —: diag(Ty,...,Tn),
By By

5 = diag(51,---,5N),
08 - diag(elsa"'aeNs)a

de maniere a écrire le systeme sous la forme vectorielle :

( 8us 82u3 o 8 f

Ty or(ug) — T s r(1—r?)dr,
Ug (Z, O) = Uy (2) , (222)
Ou, B Ou,
0, (0,t) = 0=40 8z(1t)

\ 0z
On introduit les espaces fonctionnels adaptés a la résolution de (2.22) :

W, = {ue(L2(o,1)) |‘2f: (L2 (0,1)) }
W (T) = {uelL?0,T;W,)},

et on désigne le dual de W, par W!. On munit ces espaces des normes suivantes :

iy, = [ i [ ]2
o //||u|| dzdt+//
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dzdt
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Définition 2.3.10 Supposons :

% € L*(J0,T[ x ]0,1[; W}y) ; us € (L* (0, 1))N

Une fonction us est appelée solution faible du probléme (2.22) si et seule-
ment si us appartient a W, (T'), us (2,0) = uso (2), et si, pour tout ¥ appartenant
a L2 (0, T;W.), on a l’égalité :

//(8“5- )dzdt+/ /( aa“; az>dzdt

/ / (6e(ug) - 1) dzdt (2.23)

/ / < % g 1_T)><w;07wro> dzdt,

pour T < T, cf. Remarque 2.3.9.

Proposition 2.3.11 Soient uy et usg comme dans la Définition 2.5.10. Alors il
existe au moins une solution faible ugs du probléme (2.22).

Avant d’établir la démonstration de cette proposition, choisissons A > 1
et effectuons le changement de fonctions inconnues ¢ (z,t) = W (z,t)e ™ et
us (2,t) = v, (2,t) e dans la formulation variationnelle (2.23), de maniére &
obtenir 'égalité :

T 1 T 1
/ / (803.111) dzdt+)\/ / (vy - W) dzdt
0 0 alt
T (91)8 ov —>\t
+/ / <93 % aZ)dzdt / / 5r vs )dzdt (2.24)
/ / <ra“f e MUy (1 — )> dzdt.
<W;07WT0>

Nous introduisons le probleme linéaire suivant, avec les mémes conditions aux
limites, et en renotant v a la place de ¥ :

/ / <aw” ¢)dzdt+>\/T/1 (wor - ) dedlt
+/ / <Sagj'az)d2dt / / (dr(ve) - de™) dzdt  (2.25)
/ / < auf,@b “Mr(l-1?) ><W, ) dzdt,

dans lequel v, est une fonction donnée dans L? (0, T;W,).
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

Le vecteur r(vse™)e™™ appartient & L? (0, T; W), car pour tout ¢ appartenant
a lespace L? (0,T;W,), on a :

[ o

< /0 /0 [r(vse?) — 2 (0) || |00]| e Mdzdt

T 1

] IOl asa

< bha / / o ol dt+ | / [v(O)] 1] d=dt.

On introduit la notion de solution faible du probleme (2.25).

Définition 2.3.12 Soient uy et %UZL comme dans la Définition 2.3.10, et v,
une fonction de L* (0, T;W.). Une fonction wsy est appelée solution faible du
probléme (2.25) si et seulement si wsy appartient a W, (T), wsy (2,0) = ug (2),
et si, pour tout ¢ appartenant a L* (0,T; W), on a l’égalité (2.25), ou le dernier
crochet de dualité a lieu entre L? (]0,1] x |0, T[; W/,) et L*(]0,1] x 10, T[; Wyo),
cf. Remarque 2.5.9.

On démontre le résultat d’existence suivant.

Lemme 2.3.13 Soient uyg, %uzﬁ et vy comme dans la Définition 2.53.12. Alors

il existe au moins une solution faible wgy du probleme (2.25). De plus, cette
solution vérifie les trois estimations :

st)\ HLoo (O,T;(LQ(O,l))N) S C (T) )

2

aws)\
— < C(T),
H 0z £2(0,13(L2(0,1)™) (2.26)
‘8’“’” < (),
0t |l 25w

ot C'(T') est une constante strictement positive ne dépendant que des données et
de T mais pas de .

Démonstration. On introduit 'opérateur elliptique £, de W, vers W] et
défini par :
0w

,C)\ (w) = —Osw

+ \w,

ow 9 !
= Vw,v € W, : (Lr (), 0) s vy = /0<0 af aZ)d +>\/ (w - v) dz.

0
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En introduisant Popérateur 7, de (L?(0,1))" dans W, C (L2(0,1))", défini
ar : L, (7,(g)) = g, au sens faible :

[ (652 2 ien [ wigwie= [ gwpie vwew.

on montre l'existence d’une base {w’ }j de (L2(0,1))" et de W, constituée de

fonctions propres de I'opérateur elliptique Ly, avec les valeurs propres Xj corre-
spondantes :

(63 @) Dy =% [ @) e,

Toute fonction v de W, peut donc s’écrire sous la forme : 1 = Z;’olﬁj_
On définit 'approximation de Galerkin P, (1) de 1 par : Py, () = > 7L, 7,0
L’opérateur P, ainsi défini vérifie :

[P () w. s 1Pm @)l < [l0lly, VY e We.

On cherche ensuite a résoudre le probleme approché :

//(673 ) ~_>dzdt+)\// (wen) - ) dzdt
/0/0 (68073 aiw“) %_;)d dt

= / T / 1 (6r(vse™) - e™) dzdt (2.27)

AL
—/ <Fﬂ,wje_)‘tr (1- T2)> dzdt,
0J 0 0z (Wl Wro)

pour tout j = 1,...,m et pour presque tout 7 appartenant a |0, T'[, avec la condi-
tion initiale : P, (wsy) (2,0) = Pu, (us0) (2). Compte tenu de l'orthogonalité des
@’ dans (L2(0,1))" et dans W., le coefficient Yixm 1 [0,1] — R de @’ dans la
décomposition de P, (wsy) dans la base {@',...,™} est solution de :

( 1

Tidm (t) +Xj7j)\7m(t) = / ((51‘(1} eM) -Eje_’\t) dz

di ;
—/ <F% we Mr (1 —r2)> dz,
(92 <W,,{07W'r0>

\ Tinm(0) = (P (us0)); -

On en déduit I'expression de 7, ,, :

B ¢ 1
Yixmt) = (Pm (Uso))j e Nt 4 eri(s—1) (5r(vse)‘t) ~wje_’\t) dzds

t 1 au 4
—/ e’\j(s_t)/ <F—f,wje_’\tr(1 — T2)> dzds.
0 0 0z (Wl Wro)
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On établit ensuite les estimations suivantes :

/ Pw )l )iz < (1),

OPrm “’” " i < (),
o], e
ot eorwy 7

(2.28)

pour tout 7 de [0, 7], on C (T) est une constante strictement positive dépendant
des données du probleme et de T', mais pas de m et de . Pour cela, on multiplie

I'égalité (2.27) par 7, ,, et on fait la somme sur j = 1,...,m. On obtient :

/ / (apm W) p (wSA)> dzdt

b [ [ (0P fn) P la)) o

J o 0z 0z
A / / (P (w02) - Pon (w51)) et

0

0]
T 1

— / / (5r<vse)‘t) . Pm (ws)\) €_>\t) dZdt
0 0

0 0

Cecl entraine :

/||7> wSAH z¢dz+//
2/ ],

L ACEY) wS*) dzdt

1P (w3) H dzdt

/ P, (us0)]? dz+/ / (or(vseM) - Py (wep) e7) dzdt
//< auf s P (ws) (1—T)> dzdt,
<W7/-07W7"0>

33
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<r%,73 (wsp) e N7 (1 — 7 )> dzdt.
(92 <W,IAO W70>

(2.29)
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ol 9?2 = diag (\/913, AV ON ) On majore le dernier terme ci-dessus :

' / / <ra“f () eMr (1 —r2)>dzdt'

a“f ||7>m (war) 7 (1= 12|y, d=dt

an

0z

au]c

||77 (wsy)|| dzdt

//HP Wg || dzdt,
L2(10,7[x]0,1;W,)

ol ¢ est une constante strictement positive, en utilisant encore 'inégalité de Young
et le fait que P, (wsy) ne dépend pas de r. On obtient ainsi :

1 1 T 1
—/||77 We ||2z7'dz+//
—l—)\/ / 1Py (wer) ||” dzdt < = / 1Py (o) || dz

bk
@) //H S|P dzdt + = //IIP wsy)||* dzdt

8
s +—/ / 1P (we)||? dzdt,
L2(]0,T[><]0,1[;W,ﬁo) 2 0 0

Dz
ou bka désigne la constante de Lipschitz de r (cf. Proposition 2.2.2). Ceci en-
traine :

IN

c
2

2
91/287)”17(;”5)‘) dzdt

¢
2

/ | P (w3 || (2,7)dz
SC(Pm(uSO),aa , Vs, ) 1+c//||73 Wy | dzdt,

C (Pm (Uso) ) % » Usy T)

avec :

0z’
— / ||73 u50)|| dz + b/COé / / ||1)S|| dzdt
Guf
0z

L2(]0,T[x }01{[W'1)
< /||u50|| dz+(bka) / / val|? dzdt
0 0

au f
0z

0
=C (u507 Uf7U37T> :
L2(10,7[x]0,1[;W",) 0z
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

En appliquant le Lemme de Gronwall, on obtient :

1
/ ||Pm ('U)S)\)HQ (ZvT)dZ S C (usﬂu an,US,T) ) VT c [O,T] 9
0

Dz

qui n’est autre que (2.28);. Des inégalités (2.28), et (2.29), on déduit immédiatement

(2.28)5. Pour montrer 'inégalité (2.28)3, on calcule pour tout 1) appartenant a
L2(0aT7 WZ)7 ||¢||L2(07T;Wz) <1:

L one [ ] (P 50

1
. /0 <F%, P (V) e My (1 — r2)> dzdt.

(Wio:Wro)

On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

e e

[/ ) (/)]s erdg”““
(/0 P () dzdt)12( /||73 D) dzdt) v
bk (/0/ o] dzdt) (/ / 1P ()] dzdt) "
([ )5 ,Odzdt) (] [ pawonaa)”
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Comme HPm (¢)||L2(07T;W2) S ||wHL2(0,T;WZ)7 on a :

(e )
< (1.1, ) (1],
([ /Onzﬂm(wsouwzdt) (/ / ol dzdt)
woa ([ ||vs||2dzdt) ( / [ i dzdt)
(L ) (] o)

[ (Pt v e

(i) ol )

o ([ /Hvsu dzdt) +c</ [ éoddt> |

car [|¢| 2w,y < 1, dont on déduit (2.28)3.
Donc, il existe une sous-suite de (P, (wsy)),, encore notée (P, (wsy)),, telle

que :

01/2 87) ws)\

1/2
d dt)

1/2

6uf 1/2

/2

91/2 87) ws)\)

6uf

P (wsy) —  wsy, faiblement dans L2 (O,T; (L?(0, 1))N) ,

m—-+00
TP (ws2) @, faiblement dans L? (O,T; (L?(0, 1))N) ,

m—-+00

0z
873 ('LUS)\)

T e sy, faiblement dans L2 (0,T;W!).

Or, pour tout ¢ appartenant a C? (0,7;W,), on a :

R e e o

Faisant tendre m vers 400, on obtient :

/:/:(aﬂ-@b)dzdt:—/j/; <ws>\'aa—lf) dzdt,



2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

et par conséquent oy = dw“ dans L% (0, T; W)).

De la méme maniere, pour tout 1) appartenant & C° (0,T;W,), on a :

[ Y ][ (et )

Faisant tendre m vers 400, on obtient :

S

et par conséquent @,y = a—gf dans L? (0, T;(L? (0, 1))N>. wsy, vérifie la formula-
tion (2.25) m

On a le résultat de régularité suivant :

Proposition 2.3.14 Si on prends ugy dans W, alors :

8wSA

2 2 N
ol (OT (L2(0,1)) )
ﬁjA,m

Lt et on fait la somme

Démonstration. On multiplie I’égalité (2.27) par
sur j = 1,...,m de maniere a obtenir apres intégration :

1.1,

L’" ()| dzdt

e
/ /0 (Pm (wsx) . 9Pm a(t )>dzdt

<5r(vseM a(thA) M) dzdt

/ /1< 8uf OPum (ws») Y (1—7’2)> dzdt.
oJ o 0z’ ot <W1£07W'"0>

Ceci entraine :
d dt
3 / / at

/, /
||73 (wer)||” dzdt
/ / < ety . IPm agfw“) M) dzdt

// <F8uf IOPm (ws)\)e—)\t,r<1_7=2)> dzdt,
0 0z’ ot (W;O,Wy-0>
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ol 9?2 = diag (\/913, AV ON ) On majore le dernier terme ci-dessus :

LRl e e

8uf —apm (ws’\)r (1—1?) dzdt
0z W, ot Woo
<e¢ a“f ‘—ap’” W) || 12t
auf / / OP,, ws,\ d "
0z L2(10,7[x]0,1[;W",)

ol ¢ est une constante strictement positive, en utilisant I'inégalité de Young avec
g > 0 et le fait que M ne dépend pas de r. On obtient ainsi :

// 877 OPy (wsy) 5 0P (W)

0z
/HP(wnuuTmZ
912 P, (ws,\)

2

d dt —I— 01/ (z,7)dz

}

(2,0) dz + 2 /|m wgm<zm

0 i
//H r(v,e)|| dzdt + = // P “” et
Oy | // “’” dzdt,
9z L2(J0,7[x]0,1[;W",)
qui devient :
1—— // 0P w“ et
g/ 91/26“80 dz +)\/ o] dz
0 (92
a 2
+ (bka) //HUSH dzdt + ce |24 ,
0z L2(J0,7[x]0,1W7,)

ou bk désigne la constante de Lipschitz de r (cf. Proposition 2.2.2). Ceci entraine
que si on prend € > ¢ on obtient qu’il existe une constante C' ne dépendant que
des données du probleme telle que :

OPm (W) 2dzdt < C.

Donc, il existe une sous-suite de (P, (wsy)),, encore notée (P, (wsy)),, telle
que :

a7)m (ws)\) N — . 2 . 2 N
5 W G faiblement dans L (O,T, (L*(0,1)) )
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Or, pour tout ¢ appartenant & C° (0, T;W,), on a :

/ 0 / O(apmaiw“)- )dzdt / / ( (ws) af) dzdt.

Faisant tendre m vers 400, on obtient :

[ s ] f o

et par conséquent ;) = % dans L? (O, T; (L2 (0, 1))N) d’ott le résultat. m

Remarque 2.3.15 Comme :
L2(0,T;W,) C L2 (o,T; (L2 (0, 1))N) c L2(0,T; W)

et que w, appartient a L*(0,T;W.) et 2% appartient a L*(0,T; W), on déduit
de la Proposition 25.23 de [21, page 422] que ws appartient
C (O, T; (L2 (0, 1))N> , ce qui permet d’interpréter la condition initiale.

Démonstration de la Proposition 2.3.11. Nous montrons |'existence
d’une solution faible du probleme (2.22), c’est a dire vérifiant la formulation
variationnelle (2.23), a ’aide d’'une méthode de point fixe.

Soit Wiy = wsy1 — Wspe, OU weyn1 €t wgyo sont deux solutions du probleme
(2.25), de méme condition initiale & ¢ = 0, associées respectivement a vy et vas.
Notons que W,y appartient a L? (0,T;W,). Des équations (2.25) écrites pour
wWsn1 €6 wen2, on déduit, en prenant v = Wi, I'égalité suivante, valable pour tout

0<r<T:
T 1
W .Wﬂ) dzdt + A / / [War||? dzdt
0 0

1./ 1(
6,1/28Ws>\

dzdt

(5 (r(vlse’\ ) — r(vgse’\t)) . e’AtWS,\) dzdt,
0o/ o

En utilisant le caractere lipschitzien de r, puis I'inégalité de Young, pour tout
[ strictement positif, on obtient :

1 1
5 [l oz [ waltazas [ f

<bk7a/ / ||v18 Vas || [|[Wa|| dzdt

5/ / |Wias? ddt,

gLz A aWSA dzdt
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avec Vy = v15 — v9s. On déduit de I'inégalité précédente :

/ ||W5A|| Zsz+// dzdt
. bl;g [ / Vil ds dt+(——/\>/ / Wl dedt.

En choisissant A = /2, on obtient :

1 1 T 1

5/ Wl (2 sz+/ /
bko‘ //||V|| dzdt

bko‘ (//HVH dzdt+//

91/2 GWS)\

2
91/2% dzdt

dzdt) .

On en déduit :

an dzdt

/||W3A|| (2.7)dz +

e // [
<
~ 2fBinf (1/2,inf; 0;5) HVH dzdt + oll 0z dzdt
sy ([, [ [ [ 5]
< .
S Sgmimt o\, ) WVeldzde+ | | dzdt
Ceci entraine :
T 1
//HWSA||2(z £)d=dt
0
vV,

(bka))® / /
<
2finf (1/2, mf 0is) HVH dzdt + 0z

Comme

// bka) o T
= 2Bt (1/2,inf, 0:.) (/0 /O ”Vs”dedH/o /0

on obtient finalement que :

2
dzdt) .

aW“ dzdt

OV
0z

2
dzdt) ,

bka)?
L — A,

- 251nf(1/2 inf; 6;)

Wl r)
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Si B vérifie :
(bkav)?
2inf (1/2, inf; 0;5)

(T+1) <8,

I’application :
(L2<0,T;Wz> - L2<0,T;Wz>)

Vs = Wsx

est une contraction stricte. Ceci assure 'existence d’un unique point fixe v, solu-

tion de la formulation variationnelle (2.24) et, en posant u, = v,e~*, on prouve

l'existence d'un u, appartenant a L? (0,T;W.) et résolvant le probleme (2.22),
en un sens faible associé a la formulation variationnelle (2.23). =

2.3.4 Caractere contractant de ¢ o U

On commence par établir des propriétés des applications ® et W.

Proposition 2.3.16 L’application :

qui a tout vecteur uy de W, (T) associe la solution faible u, dans W, (T) du

probléme (2.22), vérifie :
T (aT +b) / /

ot a et b sont deux constantes strictement positives indépendantes de T'.

“f_“f

dzdt,  (2.30)

’
Wr()

@ (uf) = @ (7).

Démonstration. Soit U, = u!—u? la différence de deux solutions du probleme
(2.22) sur la paroi, de méme condition initiale a ¢ = 0, et associées & deux fonc-
tions u} et u} de W, (T). U, est solution faible du probleme :

( OU, U, 3Uf 1 2
g —Hsﬁ = _/0 o r(1—7r2)dr+6(r(ul) —r(u?)),
Us (2,0) = 0, (2.31)
Wi o) oy U
\ 955 0,t) = 0=0, (1,1),
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avec Ur = ut — u%. On multiplie le systeme (2.31); par U, et on intégre sur
! f f Y g

[0,1] x [0,7], avec 0 < 7 < T':

/||UH z7dz+//

:/ (6 (r(ul) —r(u?)) - Us) dzdt

/ / <ran Ur ( 1—r)><W, y )dzdt

< //HUH dzdt

/ / <P8Uf Uyr ( 1—r)> dzdt,
<W7{07W7"0>

compte tenu de I'hypothese (H1) avec p = bka. On en déduit :

01/2 dzdt

1/1 ) /T/l 126U5 ‘2
— Ugl|” (z,7)dz + 6’3/ — || dzdt
) Jol G ] 0, K
su/ / U ||? dzdt + FafH |Ugr (1= 72)]|yy,., dedt
0 0 0 z W’
T 1
<u[ [ 1Pdut e anH 0] dt
0 0 Wl

avec ¢ > 0.
On applique I'inégalité de Young, avec € strictement positif :
I 9
= NUsl|” (2, 7)dz +
2J o

1 2
01/2% dzdt

< (g tn / / ||U y| dadt + an dzdt
Wro
2
<C+ “)/ / 10,2 dzdt+ an dzdt.
Wo
On applique le Lemme de Gronwall :
/ U1 (2, 7) dz < ceelet2mm/e an dzdt
T
U, ||? dzdt <- e<c+2u /e an dzdt
|| I
(c+2p)T /e Wro
;»/ / 01/28(] ot < T / / an dzdt.
(c+2u )T /e Wro
:»// s ddt<cee an dzdt
21inf; 0;,
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On en déduit :

ce2 Cee(c+2,u T/e
Ul% i < Crmote —1 / /
| ||WZ(T) = (C+2M (e )+ 2inf; 0,

Cette derniere inégalité étant vraie pour tout ¢ strictement positif, on obtient
en prenant € = (¢ + 2u)7T :

dzdt.

W
7'0

an dzdt.

w!
1"0

2
) _ B 2 c+ ,u
1Vl iz < { ele+2p) (e = DT + =2 =T

Proposition 2.3.17 L’application :

\I,:<WZ<T> — W (T) )

Usg = uy
qui a chaque vecteur us de W, (T') associe la solution faible uy de (2.9), est telle

que :
1w (u;) =@ (2) |

pour une constante c strictement positive et ne dépendant que des [3;;.

<cllul —2]

(2.32)

Wi (T) W (T)’

Démonstration. Soit Uy = u} —u7 la différence des solutions de (2.9) corre-
spondant respectivement aux éléments ul et u? de W, (T'), de mémes conditions
initiales en z = 0. Uy est solution faible de :

( Uy 1 0 ( 0U;s
0z — b r(l—r2)or (r or ) 0
Uf (T,O,t) - 07 (233)
Ur(1,2,t) = Us(z,1),
Uy _
L W (Oa Z7t) - 07

avec Us; = ul — u? On pose Wy (r,z,t) = Uy (r,2,t) — Us (2,t), de maniere a
obtenir le systeme :

(W A0y oL,
f r(l—r )87’ or N 0z’
Wf (T70>t) = 0> (234)
al‘//“//f( z,t) = 0,
f _
By 0,2,t) = 0.
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On multiplie le systéme (2.34) par 7(1—r%)Wy, et on integre sur |0, 1[ x |0, s[ x
10, 7[, avec s appartenant a |0, 1[ et 7 appartenant & |0, 7[. On obtient :

/ / / (8Wf Wf) r(1 —r?)drdzdt + ﬁlﬂav‘;f rdrdzdt
— =Wy | r(1 = r?)rdrdzdt
/0 /o/o ( 0z f) ( )
et donc :
(r,s,t)r(1 — r?)drdt + 2 rdrdzdt
I/ I > parde +2 [ / J i
< 4_1 dzdt—l—g/ / / W, |1?r(1 — r2)rdrdzdt
0/ o/ o
2 T ] 1
1
< 1 - dzdt—l—g/ / / IWel|?r(1 = r2)rdrdzdt,
0o/ o/ o

en appliquant I'inégalité de Young avec ¢ strictement positif, compte tenu de
I'égalité : fol r (1 —7r?)dr =1/4. On en déduit, en utilisant le Lemme de Gronwall :

T 1 2
€
/ / Wl (r,s,t) 7 (1 — r2) drdzdt < Z dzdt,
0J o
T s 1
/ / / y|Wf||2r 1 —r2)d'rdzdt < % (/s = 1) / e dt,
ow oU;
ﬁl/Q ! Tdrdzdt < —es/‘S dzdt,
inégahtes vraies pour tout ¢ strictement positif. On prend € = s et on remarque
6Wf_6Uf . 1 o Trea el
que —- 5=, puisque Us est indépendant de 7, pour aboutir a I'inégalité :
0 ()1
(1)) rdrdzdt
u —u? 2
/ / dzdt.
81nf Zf

On déduit également du fait que Uy = Wy + U; et de la premiere inégalité
ci-dessus :

U
1T, (10.71x005522,, o (0.1)"

1
s/e _ aU
< \/ / / ddt‘l' ||U||L2(]0T (L2(0,))
e—1 aUS

dzdt + 5 ||UsHLZ(]07T[;(L2(078))N) ’
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

Ces deux inégalités conduisent a la propriété annoncée. m

Théoréme 2.3.18 Pour T suffisamment petit, le systéme (2.8) admet une solu-
tion appartenant a

] (w0) e W (T) x W (T) |u(l,2,t) =v(z1),
W)= T T

Démonstration. L’inégalité (2.32) implique que pour tous éléments u! et u?
de W (T'), les solutions correspondantes u} et u} de (2.9) vérifient :

1@ (ug) = ()|

pour une constante c¢ strictement positive ne dépendant que des coefficients
B,;. L'inégalité (2.30), appliquée a ¥ (u;) et ¥ (u?) implique :

1® (¥ (ug)) — @ (¥ HW(T

(2.35)

<cllul —2]

Wi (T) W (T)’

< aT+b/ / \I[(@) jv dzdt
- T(aT+b)/O /0 ma (Ta(\lf({aoi)a;ﬁf(ui))) ;;OdZdt’

compte tenu de (2.33). Cette inégalité devient :

1 (¥ () = @ (¥ (u2)y, 7

< T (aT +b) / / (H ﬁup <_/:ﬁfa(\l,(ui)a;qj(ui))%rdr))dedt
T (aT + b) sup, (B;f)” / T / (H@ (¥ <u£>a; W (u2))

9y
or

L3(0,1)

2
X sup dzdt
L2(0,1)

H<P||WO<1
T (aT + b) sup; (Byf) //H\Il )||W dzdt.

On en déduit 'existence de a et b tels que :

@ (w () = @ (¥ () [y

En combinant les inégalités (2.35) et (2.36), on prouve que si T est suff-
isamment petit, 'application ® o W est strictement contractante de W,(7T') dans
lui-méme.

wory < T(@T +0) || ¥ (u}) — w(ug)\ﬁwm. (2.36)

Ceci prouve donc l'existence d’une solution du systeme (2.8) dans espace
indiqué. m
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2.3.5 Retour au probléeme initial

L’objectif de ce paragraphe est d’établir le comportement limite de la solution
du systeme régularisé quand 6, tend vers 0, ¢ = 1,..., N — 1. Nous montrons
d’abord le

Lemme 2.3.19 ] eziste une constante positive c (T) telle que :

N 1 N T 1 80 2
Z/ (Ci)* (2,T) dz + 26“/ / < ZS) dzdt < c(T). (2.37)
- 0 - 0 0 0z
i=1 =1

Démonstration. De (2.8), on déduit apres sommation sur ¢ :

—Z/ / Cir) T,l,t (1 —7r?)drdt + = Z Zf/ is) zT

i= 1 i=1 Vis
- Za i / / 1:(Cls, . .., Cns)Cisdzdt

= 1 KYZS

+Z@.f/ //r(%) drdzdt
+Zew i / / (60’8) dzdt

Les hypotheses (H3) et (H4) sur les r; entrainent :
Ve e RY . 25 r;(z1,...,xn)x; >0,
d’ou :
1L /T gt
_Z/ / (Olf)2 (Tal7t) (]_—7” )d’f‘dt—i— Z /ylf / 7,5 7 dz

+Z@f/ / / (aczf> dr dzdt+2«9w ,f/ / (5’@8) dadt

Z/ 7,0 ’I“ 1—7” d'r“— Z Zf/ 7,50

Posant :




2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

on a :

iemﬁlf/ / (80”> dzdt < ¢(T)

¢Ze)w/ / <80“) dzdt < ¢ (T).

De I'inégalité précédente, on déduit aussi :

Z Zf/ ) (2, T)dz < ¢(T :>Z/ ) (2, T)dz < (T,

— Yy

d’ou le résultat. m

On définit les espaces suivants dans lesquels u = (uq, - -+ , uy) est une fonction
a valeurs dans RY :
W, = ue (L2(0,1)"] ag—zN c L2(0,1)},
W) = {uer (o)},
et :
W (1) = { (u,v) € W, (T) x W.(T) | U(Vl(’j:f))e_[l()),(f]’g o }

Ces résultats vont servir a établir le

Théoréme 2.3.20 Supposons que 0;, tend vers 0 pour touti=1,...,N—1. La
solution (Cyf, Cis) du probléeme régularisé (2.8) converge faiblement dans W (T)

vers la solution (6’7;]", 5,8) du systéme (2.7).

Démonstration. Soit ¢ appartenant a W (7"). On déduit de (2.8) la formu-
lation variationnelle suivante :

/ /le r,1L,t)p(r,1,t)r (1 —r?)drdt

/ / Cio (1) (r,0,t) 7 (1 — r?) drdt
_ Cis Op
/ / / Zfaz (1—r? drdzdt—l—ﬁzf/ / ) 87’ ar rdrdzdt

Czs (Z T)Sp(l z T) ZSO )(10(1 < O)dZ

/ /Cw 2 (1, 2,t) dzdt + Zf / 19Ci 0p (1,2,t) dzdt

0z 8,2
Zfa/ /rZ(CIS,.. L Cns)p (1zt)dzdt—0
/77,5 0 0

/yzs
Zf
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Tous les termes intervenant dans cette égalité sont bornés indépendamment de
0;s (cf. Lemme 2.3.19). Pour passer a la limite dans le terme non-linéaire faisant
intervenir les r;, on utilise le fait que Cjs est borné et le Théoreme 2.1 de [7, page
22].

On peut donc faire tendre 6, vers 0, 2 = 1,..., N — 1, pour obtenir :

/ /sz r,1L,t) o (r,1,t)r (1 —r?)drdt

/ / Cio (1) ¢ (r,0,t) 7 (1 — r?) drdt
GC’Zf (2
/ / / i3, (1 —r?)drdzdt + 6”«/ / / 5 ar ——rdrdzdt

%s Gl T)so(lzT)dz—ﬁ—/o,m(z) (1,%,0)d:

=~ 928 is
f// 8@ 1,2, t) dzdt + & Zf //80 ai 1,2,t) dzdt

szé / r; C’ls,.. C’NS) (1,2 t) dzdt = 0.

Prenons ¢ telle que ¢ (1,2,t) =0. On a :

//C’Zf r, 1L, t)p(r,1,t)r (1 —r?)drdt

/ / 0 (1) o (r,0,t)r (1 —r?) drdt
r _ lf 890 -
/ / / ity 7’ (1—r? d?“dzdt—l—ﬁlf/ / / 5 Dy rdrdzdt = 0,

qui équivaut a :

/T/1 @f (r,0,%) — Cio (r))go(r,O,t)r(l_Tz)drdt

dC;; o [ 0Cy B
///( 1—1r?%) Ep Bif(?r (7’ a ))gpdrdzdt—O,

en prenant ¢ (r,0,¢) = 0 on montre que C; s vérifie :

(

0z if or 8r

Cig (r,0.8) = Co (1), Cip (1, 2.1) = Cis (2,1), a;ff
\

(0,2,t) =0.
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

En tenant compte de ces équations, la formulation variationnelle précédente
devient :

Zf/ / 5’le 1,2,t) 0 (1,2,t)dzdt

+ /CZS(zT)gp(lzT)dz—ﬁ’f/leg( ©(1,2,0)dz

”/‘/ﬁggﬂwtdmmﬁlﬁw/‘/aQﬁf 2,1) dzdt

Zf(S / r; C’ls,.. C’NS) (1, 2,t) dzdt = 0,
/yZS

qui devient, en intégrant :

Zf/ / asz 1z, t) o (1, 2,t) dzdt

Zso() (1,2,0)dz + Zf/ Cis (2,0) 0 (1, 2,0) dz

618 18
Zf o (1, 2,t) dzdt + & i aC = (L) (11 t)dt
'5 0
80 0; 9C.
7 zf is s 7, zf 15 7,5
— 1 (1,
Oy o~ . % (0,t) ¢ (1,0,t)dt — -~ / / 5.2 o (1,z,t)dzdt

’fcs / / r;(Chs, ..., Cne) (1, 2, t) dzdt = 0.
Soit ¢ vérifiant : ¢ (1,2,0) = ¢ (1,0,t) = ¢ (1,1,£) =0. On a :

/ / dCs; zt)+a@s
Zsa 77 at

02C;,
1882

0;

—0; rZ(C’ls, e 6N8)> w(1,z,t)dzdt =0
qui transforme la formulation variationnelle précédente en :

1 ~ .
[ CACURCHE) PP VA R P
0 N 0 0z
180@'5
0 az

En prenant successivement :

©(L,2,0)=¢(1,1,1) =0,¢(1,2,0) = ¢(1,0,t) =0, ¢ (1,0,t) = ¢(1,1,) = 0,

—6'%0;s (0,1) ¢ (1,0,t) dt = 0.

on obtient :
a5Ns
0z

a5Ns N
ONS Oz (07t) =0= ONS

(1,t), Cis (2,0) = Ciso (2) -
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On en déduit que (5z‘f,6’i5) est solution de (2.6) avec les conditions aux
limites ou initiales (2.5). De l'inégalité (2.37) et du fait que 'espace dans lequel
existe 6’if ne dépend pas de 6;,, on déduit que la solution (5, I3 5’ZS) de (2.7) est
dans W (T). m

Remarque 2.3.21 Dans la suite de ce travail, on notera (Cif, Cis), plutot que
(6’7;]", @8), la solution de solution de (2.6).

2.4 Positivité de la solution

Avant de démontrer 1'unicité de la solution du probleme (2.6) dans W (T),
montrons la positivité d’une solution.

Proposition 2.4.1 La solution (Cyy, Cis),_,  y du probléme (2.6) vérifie :
0<Cif(r,z,t) ; 0< Cis(2,1), V(r,z,t) €]0,1] x ]0,1[ x ]0,T7.
Démonstration. On note :

Gy = sup (Cif,0) ; C;p = —inf (Ci, 0)

et de méme pour Cj,. On multiplie la i-eme équation de (2.6); par r (1 — r?) Ci;
et on obtient :

/// 8z r(1—r?) d'r’dzdt+ﬁlf/ //( ’f) rdrdzdt
1 9Cy .
—ﬁif/ / L(1,2,t)C5; (1, 2,t) dzdt = 0.

Comme la i-eme équation de (2.6), entraine :

oC”, 1 oC:, 0; Oy 0°Cy
if s 1 ) Ns Ns
o (1,2,1) 7 (z,1) -~ r; (Cisy...,Cns) + 5N7Ns 522 (z,1),
on obtient :

/// az r(1—r?) drdzdt + f// ddt

0;
,YBZf/ / r; Cls> .. CNS) C dZdt

; sﬁNf 82CfN ‘f
5 O SO< dzdt : drdzdt = 0.
N TNs /0 0 022 Nat? +ﬁlf/ / / or raras
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2.4. POSITIVITE DE LA SOLUTION

On en déduit :

// Zf r,l,t (1 —7r?)drdt

f’f/ /rz (Chs, . .. CNS)C dzdt

L e B [ (5

—i—ﬁlf/ / / ( Zf) rdrdzdt = 0,

en tenant compte des propriétés suivantes des conditions aux limites ou initiales :

Cip(r,0,t) = Cip(r) 20 = Cj(r,0,t) =0,
Cis(2,0) = Cio(2) 20 = C;,(2,0) =0,

aCNs - . aCNs
Ons—F— Oz (0 t) = 0=0ns—— 0z (1 t)
Comme
Z ;ﬁZf/ / T 0187" CNS)C dzdt
0,
:Z Blf/ / r; (CF, — C,, ..., OF, — O,) Ciydzdt,
= s JolJo

on remarque qu'en tout point (z,t) de ]0,1[ x ]0,T[, on a : C (z,t) = 0 ou
C, (2,t) =0, ce qui entraine :

T 1

si O (2,t) =0, / / r; (Cf, — Cp,, ..., Oy — Cy,) Ciydzdt = 0,
AR

si Cf (2,t) =0, / / r; (Cf, — Cp,...,Cf, — Cy,) Codzdt
0 0

T 1
—/ / r; (—Cfs, . —C’;,S) (—C;;)dzdt,
0J o

d’ou :

5y T 1
Z By / r; (Cf, — Cpyy ..., Oy — Cy,) Ciydzdt

i=1 713 0 0
6 T 1

:_Z : Zf/ / r; (—CL, ..., —Cy,) (—Cj,)dzdt > 0,
Yis 0 0
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME

grace aux hypotheses (H3) et (H4). L’égalité précédente entraine :

—Z// Zf r,l,t (1—1r?) d’r’dt+z %S/ ZS zT

+§)m/”/u/< ”>rm@ﬁ+'“m”/&/(m%ﬁ(Mﬁ<o

Comme tous les termes de cette somme sont positifs ou nuls, ils sont tous
nuls. On en déduit : Cj; = 0 = C;, dans le cylindre et sur la paroi. ®

187

2.5 Unicité de la solution

L’objectif de ce paragraphe est de prouver 'unicité de la solution du probleme
(2.6) dans l'espace W (T") défini plus haut.
Proposition 2.5.1 Le systéme (2.6) admet au plus une solution (Cif, Cis),_; y
dans W (T).

Démonstration. Supposons qu’il existe deux solutions (sz, Cl) (sz, Cz)
du probleme (2.6), et posons :

Wip = Ciy = C;

i Wi =L~ C2,
Pour i =1,..., N, (W;s, W;s) est solution faible du systeme :

( aVVZf (T>Z7t) = Bzf¥g (raVVZf) (T>th)a

0z r(1—r2)or or
aVVis o aVsz i 82WN8 (238)
ot (Z>t) = Yis or (LZ?t) +5N0Ns 022 (Zat)>
\ +5i (ri (Cllsv EER) le\fs) - I (C%sv ERRE) 012\75)) (Z, t) )
avec les conditions aux limites ou initiales :
Wir (r,0,t) = 0, a?ff 0,2z,t) = 0, Wir (1, 2,t) = Wis(z,t),
0WN5 aVVNS

VVZ‘S<Z,0) = O, HNS (O t) = O, HNS (1 f}) = 0.

0z 0z
On multiplie la i-eme équation de (2.38); par r (1 — r?) W;; et on obtient apres

intégration :
deZdt+6zf/ / / (m/sz) rdrdzdt
8VVZf
—A. . 1 = 0.
&f/O/O( By W,f)( 2, 1) dzdt =0
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pour 7 appartenant a |0,7[. Or I’équation correspondante (2.38)s sur la paroi
donne :

aVsz o 1 aVst HNS a WNS
- or (1,Z,t) - Yie ?t (’th) 5N/7N5 022 (Zut)
_# (ri (Cllsv T le\fs) - (C%sv T 012\75)) (Z,t) :

On en déduit :

// ,1,t)r(1—r2)drdt+&/ / angWistdt

b / / (s (CL, ..., CN) — 1, (C2, ... C%.)) Wiy) dedt
s 0 0

0 s 2 s ¢
— 8% NoPny / Wy “—E Wdadt + By / / / an rdrdzdt = 0.
YN 0 o 02

Comme :

aWN&
0z

aWN&

Wif(T, 07 t) = Vst(Z O) — O HNS (O’t) = HNS az (1’t) = 07

on obtient :

// Wir) T,l,t (1—7’)al'r’dt—i-2ﬁ7 (Wis)2(2,7’)dz

%S/ / (i (Cls -, Oh) =1 (O CNS>>wis>dzdt

+6%, HNSﬁ MLt § / / (aWM) dzdt + S, / / / (aW’f ) rdrdzdt = 0.

On somme ces égalités et on obtient, en tenant compte de I'hypothese (H4) :

_Z// Wig)? (r,1,t)r (1—T)drdt+—zﬁ‘ /1(Wzs)2(z,7)dz

9N55Nf/ / (3WN8> ddt—i_ZBzf/ // (5‘sz> rdrdzdt < 0.

On en déduit que tous les W,y et W;, sont nuls dans leurs espaces respectifs.
|

23



CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME

2.6 Propriétés qualitatives de la solution

2.6.1 Estimation d’énergie

Proposition 2.6.1 Pour la solution de (2.6), on a l’estimation d’énergie suiv-
ante :

// Cip)? (r1,t)r (1 —172) 15 /O(Ois)Q(Z,T)dz

szg/ /rZ Cis, ..., COns) Cigdzdt

—l—ﬁlf/ // <801f) rdrdzdt (2.39)
w2
Big

:5/0 (Cio)? (1) 7 (1—7’)dr+%%s /O(Ciso)z(z)dz.

Démonstration. On multiplie la i-eme équation de (2.6); par r (1 — ) Cy;.
On obtient, apres intégration sur [0 1] [0,1) x [0,77], avec T'> 0 :

/ / / —r?)drdzdt

OC’Z
_ﬁzf/ / arf (1,2,t) Cif (1, 2,t) dzdt
0./ 0

T
+6if/ // (%) rdrdzdt = 0.
0J 0

or

L’équation (2.6)y sur la surface du canal implique :

(97” (LZ?t) - ’71‘3 at (Zat)
(52‘ 4 eNsa CNS
— L4 Syttt s >t 5
+%SI‘ (Ch Cns) (2,1) + 0y . 02 (2,1)

d’ott, puisque Cif (1, z,t) = Cis (2, 1) :

// Zf 2(r,1,t)r (1 —r?) drdt——// Cip)? (r,0,t) 7 (1 — 72) drdt

18y
Czs d -5 7,5 d
_Bif(si/ / r; (Clsa-- CNs) Cisdzdt

0 0
i BNfHNs 8201\[5
_5N /0 /0 (922 CNSdZdt

r 0C;s
—I—ﬁif/()/ / <W) rdrdzdt = 0.
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2.6. PROPRIETES QUALITATIVES DE LA SOLUTION

En tenant compte des égalités :
Cig (r,0,t) = Cio (1) ; Cis (2,0) = Ciso (2)
on obtient le résultat annoncé. m

Corollaire 2.6.2 Posons :

// Cip)? (r,1,t)r (1—7’)drdt+2ﬁ /(Cl-)z(z,T)dz

+Bi / / / (aC’f ) rdrdzdt
+6% 6Nf0NS/ / (aCM) dzdt.

N
> E/(T) <aT+b,

1=1

avec .

a_Z/ Cio) 1—T dr; b= — ZV / Ciso)” dz.

Démonstration. L’estimation (2.39) s’écrit, apres avoir sommé sur
1=1,...,N:

> Ei(T) Big 5 / / r; (Chs, ..., Cys) Cisdzdt

i=1 1=1 /YZS
N

:gZ/ zO 1—7’ dT+ nyzs/ st .

Les hypotheses (H3) et (H4) entrainent :

N

, T pl
—Zﬁlfai/ / r; (Chs, ..., Cys) Cisdzdt > 0,
7 0 0

i=1

d’ou :

N

Z _22/ Cio) 1—7’ dr + - Z%S/ Cis0)” dz.

1=1

Ceci met en évidence la croissance au plus linéaire par rapport a T' de I’énergie
totale du systeme. m
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2.6.2 Encadrement des concentrations pour lesquelles §; =
-1

Proposition 2.6.3 Supposons §; = —1. Pour presque tout (r,z,t) appartenant
a10,1[ x]0,1[ x ]0,T], on a :

0 < Cif(r,2,t) < Aip; 0 < Cis (2,t) < Ao,

avec !

Ao = max ( sup Cyo (7), sup Ciso (z)) )

relf0,1] z€[0,1]
Démonstration. On pose :
Wiy = Ciy — Ai; Wis = Cis — Ajo.

(Wir, Wis) est solution du systeme :

0z  TYHrd—r2)or or )’
OWis oW
= —%s—f (1,2,t) + 0ir; (Wis + Aro, ..., Wis + Ano) (2.40)
ot or
\ NN
pour ¢ =1,..., N, avec les conditions aux limites ou initiales :
Wis (r,0,t) = Cio(r) — Ajo, a?ff (0,z,t) = 0,
OWns
Wip (L2,1) = Wis (2,8), Ons—g > (L1) = 0,
OWns
| Wa(20) = Cuo(s)=An,  On—p = (01) = 0.

On multiplie la i-¢me équation de (2.40); par r (1 — r?) W;} et on obtient :

T 1oy (W)
% / / / —( 8:) r (1 —r?)drdzdt
0J oJ o

a5

0
3 rdrdzdt
T 1 i
_Bif/ / agff (1,2,t) Wi (1, 2,t) dzdt = 0.
0 0

T
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Puisque 9; est égal a -1, on a :

ow; 1 OW,, 1
8Tf (1,2,t) = —z o (2,t) — —Zrz (Wis + Ao, ..., Was + Ano)
HNS a WNS
5 t).
" fYNs 0z 2 (Z’ )

En tenant compte des conditions aux limites, on en déduit 1’égalité :

L[ w0y =t
_% T/1 (WZ’JJZ)2 (r,0,t) r (1 —r?)drdt
B

if/ (W) (=, T)dz—%/ (WiH)? (2,0) dz

/ I‘Z Wls + Alo, .. WNs + ANO) VngZdt

+ 2
+5i N;B N/ / / (aWNS) dzdt
Ns
7 HNSﬁNf aWNS +
_5N— /0 Oz WNS ( )dt

By, T
iy P / ) (aVaVZNSW§S> (0,1) dt

T ot
+5; — ) rdrdzdt = 0.
if or
0J ol o

Compte tenu de la définition de A;q, on a :

VVif(Taovt) = Ci(](T) - Az‘() S O = W (T O t) 0,
W¢S<Z 0) = Cl's()(Z) — AZ'() <0 = WJr(Z 0) =0,

d’ott I’égalité suivante, puisque 6y VY;VS (1,t) =0 = Ons BW;VS (0,t) :

5/0 /0 (VV;)Q(T’,Lt)Tﬂ—TQ)det—Ff—if/o (W;Jsr) (2,T)dz

Yis
) T rl
+61f / I'Z‘ W18+A10,...,WN5 —I—ANQ) m—gdZdt
i 0

’723
O +\ 2
465 NﬁNf/ / (aWNS) dzdt
fYNs
+5Zf/ //( Zf) rdrdzdt = 0.

Ces différentes égalités ne comportent que des termes positifs ou nuls. En
effet, le troisieme terme peut s’écrire :

B‘ T r1
Zif / / r; (Chs, ..., Cng) Witdzdt.
Yis J 0oJ o
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Cette intégrale est positive ou nulle compte tenu de I'hypothese (H2). Ceci
prouve que Wt it =0= W, dans le cylindre ou sur la paroi. m

18

2.6.3 Minoration des concentrations pour lesquelles §; = 1

Proposition 2.6.4 Si §; = 1, on a, pour presque tout (r,z,t) appartenant a
10,1[ x ]0,1[ x ]0,T7 :

aipn < Cip (r,2,t) ; ain < Cis (2, 1),
avec :

a;o = min (T ér(l)f1 Cio(r), 11[5”01-50(2)) .

Démonstration. On effectue le méme changement de fonction inconnue que
précédemment, mais avec a;o & la place de A;y, pour obtenir le systeme (2.40).
On multiplie la i-éme équation de (2.40); par r (1 — 7?) W et on obtient :

///18 5) r(1—r?) drdzdtjtﬁlf///( ’f> rdrdzdt

0 0

Or :

mflt
or (1,21)

1 oW, 1
Tt () = r (Wt Ao W o A)

En tenant compte des conditions aux limites, on en déduit 1’égalité :

// Zf r,l,t) (1 —7?) drdt
__// W) (r,0,6)r (1 —r2) drdt

+2%S /79 (W) (=T d - Qif /0 (Wix)" (2,0)dz

Zf/ I'Z W18+A10,.. WN5+AN0) VVZECZZdt
HNsﬁNf/ / <3WNS) dzdt
INs
+ﬁzf/ / / ( Zf) rdrdzdt = 0.
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puisque 0y dW;VS (1,t) =0 = Os at/ggs (0,t). Compte tenu de la définition de A;o,
ona:

Wip(r,0,t) = Cio(r) — Aip 20 = W (r,0,t) =0,
mS(Z,O) = CZ‘S(](Z) Azo >0 = W (Z 0) 0,

d’ou 'égalité :

/ / Zf T,l,t) (1—7’)drdt—|—2ﬁ%8 (VVi;)2(z,T)dz

Zf / / I‘Z Wls + AlO; .. WNs —+ AN()) W dzdt

HNsﬁNf/ / (aWNs> dzdt+6zf/ //( Zf) rdrdzdt = 0,

qui ne comporte que des termes positifs ou nuls, en utilisant le méme argument
que précédemment pour le troisieme terme. Ceci prouve que W, =0= W,
dans le cylindre ou sur la paroi. m

2.6.4 Majoration des concentrations pour lesquelles §; = 1

Proposition 2.6.5 Si 6; = 1, on a, pour tout (r,z,t) appartenant a 0, 1] x
]07 1[ X ]O,T[ N
Cig (r,2,t) < Age?kat - O (2,8) < Aethet,

avec .

Ao = max ( sup Cio(r), sup Ci80(2)> )

rel0,1] z€[0,1]

Démonstration. On part de la formulation variationnelle :

/ / / aC’f — r2) drdzdt
///@fag;fgfrdddtjt Zf/ / (5?le) , 2, t) dzdt

e N;BNf/ / (30Nfaf) (1, 2,t) dzdt
Ns

f// 1 (Chs, ..., Cns) @) (1, 2, 1) dzdt,

dans laquelle on effectue le changement de fonctions inconnues :
Cig (r,2,t) = Vig (r,2,8) M5 ¢ (r,2,8) = ¢ (r, 2, 8) e,
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pour obtenir :

///avsz (1—7r2) d'rdzdt+/ //ﬁzfa;/’f&f drdzdt
Zf/ / (WZ ) L2, t) dzdt + A f// Viet) (1, 2, t) dzdt
i 6’NsﬁNf OVny 8¢

+6%y -~ // 5 D (1,2,t)dzdt

= %/ / r; (ViseM, ..., VvseM) e ) (1, 2,t) dzdt.
is 0 0

Notons : ¢ (1, z,t) = (Vis (r, 2,t) — Aip)". On obtient :

%/T/1 (Vig (r,1,8) — Ai) "7 (1 — ) drdt
/ / / if (87“ Aio)+)2rdrdzdt
2%8/ ((Vir = A)")* (1,2, T) dz
%S/ / Vig (Vis — Aio) ") (1, 2,t) dzdt

HJ:BNf/ / <8z (Vs — Ano) ) (1, 2,t) dzdt
Ns
Zfbk // Vis (Vi = Ai) ") (1, 2, 1) dzdt

—I—2/0 /O(VZf(TOt) Ai)Tr (1 —=r?) drdt
1ﬁlf/ ((‘/zf (1,2,0)—Ai0)+)2d2’,

e

en utilisant le caractere lipschitzien de r; appliqué entre :
r; (Vlse’\t, e ViSeAt, cee VNse’\t) et r; (Vlse’\t, e, 0, VNSeAt) =0.
On en déduit que si :
Vir (1,2,0) < Ajo; Vig (1,0,t) < Ao, ¥ (1, 2,t) € [0,1] x [0,1] x [0,T7,
c’est a dire :
Ciso (2) < Ao; Cio (r) < Ao, ¥ (r,2,t) € [0,1] x [0,1] x [0,77,
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alors I'inégalité précédente entraine, en prenant A\ = bka :

1 T 1
5/ / (Vig (r,1,8) — Ay) T r (1 —72) drdt
2
/ / / Zf< AZ-O)+) rdrdzdt

2%5 ((sz—A 0 (1, 2T)dz

eNsﬁNf
—A 1 <
-~ / / (82 (Vg NO)) (1,2,t)dzdt <0

et on en déduit que (V;y — A4; 0)" est égale & 0 presque partout dans le canal et
sur la paroi du canal. m

La majoration obtenue dans la Proposition précédente est peu réaliste, puisqu’elle
établit une majoration exponentielle par rapport au temps. Pour établir une ma-
joration plus réaliste, nous prouvons une majoration en norme L2, polynomiale
par rapport au temps.

Proposition 2.6.6 [l existe des constantes strictement positives a et b telles que
pour tout | appartenant a |0, 1[ et tout T appartenant a 0,77 :

T 1
/ / (Cip)? (r,,t)r (1 =7 drdt < ar +Db,
0J o

!
/ (Cis)* (z,7)dz < ar +b.
0

Démonstration. On multiplie la i-éme équation de (2.6); par r (1 — r?) Cj;.
On obtient, apres intégration sur [0, 1] x [0,1] x [0, 7] :

T pl 1 S \2
%/ / / —8(0””) r (1 —1?) drdzdt

_ﬁzf/ / (9C’Zf 1,2,t)Ciy (1, 2,t) dzdt

+67,f/ // (801f> rdrdzdt = 0.

L’équation (2.6) sur la surface du canal implique :

aCif o 1 aCzs
or (1727t) - _71‘5 ot (th) i
5i i 6)Nsa CNS
+_isri<0187'”7CNs)(Z’t)+5N7N8 022 (Z,t),
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d’ott, puisque Cif (1, z,t) = Cis (2, 1) :

// Cig) 107 “-Hdrdt——/ /l(cz‘f)Q(TaUat)T(l—7“2)d7“dt

0
15, 1p;
2§,Z / (Cis)? (2,7) dz — Bf/ 0<0@-s>2<z,0)dz

—ﬁlf (51 / / r; (Clsa .. CNS) Clstdt

Vis

0 0
. Ons 2CnNs
—53Vﬁ NN / / TONs ot

2
YNs 0/ 0 0z

T 9Ci; B
_'_Bif /0/ / (W) rdrdzdt = 0.

On somme par rapport a i appartenant a {1,..., N} les égalités ci-dessus et
on obtient :

_Z// Cif) r,l,t (1 —7r?)drdt + = ZV/ )2 (2,7)
_Z Zf(s/ / rl zs;--.)Cl'stdt

= 17718

0C;y
+> B / // (—) rdrdzdt
; d 0o oo\ Or
0 s [T 1 2
+LNfN / / <aCNS) dzdt

%Z/ zO 1_T dT+ Z Zf/ st

=1 lis

s

On remarque que la troisieme somme est positive ou nulle, en tenant compte
des hypotheses (H3) et (H4) et de la positivité des concentrations. Ceci entraine :

_Z// Cip)2 (r, L) (1 — ) drdt + ZB' /1(625) (2,7)d2

+Zﬁzf/// (ao’f) drdzdt+ﬁﬁim/ / (aONS) dzdt

g%;/O(C)() (1—12)dr + = Z Zf/ Cio)

= Vis
En notant :
N 1
a’:Z/ (07,0)() (1—’/’ dlr b_zfylf/ 280 2,
i=1 v 0 i=1 '8
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on obtient 'inégalité :

Z// Cir) r,l,t (1—T d'r’dt+zv/ is) ZT)dz<aT+b

Le résultat annoncé en découle. m

2.6.5 Relations entre les solutions

On pose :
It = {1<i<N-1|4§=1},
I = {1<i<N-1|6§=-1},

de maniére & avoir : ITUI- ={1,...,N — 1}.

Proposition 2.6.7 Supposons que soient réalisées les hypothéses suivantes :

1-Vie{l,.,N =1}, By = ... =By gy = Bp et Yig = .. = Yn_15 = Ve
2- 1l existe N — 1 réels «; strictement positifs tels que :

N-1
Z ozl-éiri (.flfl, Ce ZL’N) =0.
=1

3-Vi € {1, ,N — 1}, \V/(’f’, Z) c [0, ]_] X [0, 1], CZ‘Q(T) = Ois()(z) = AiO-
Alors si on note :

N-1

7 (r, 2,t) ZOész (r,z,t) (z,t):ZaiCis(z,t),

i=1

Vs et Uy sont constants.

Démonstration. (U, ¥,) est solution du systeme :

o, 19 oy
W(Tazat) = Bf—_< )(T,Z,t),

r(1—1r2)0r or
(2.41)
oV, B 0V
ot (th) = Vi or (17Z7t)7

avec les conditions aux limites ou initiales :

0w,
v t) = A —_— t) =
f (T,O, ) ) (97" (O,Z, ) 07

Uy (Lz,t) = We(z1), U, (2,0) = A,

et A=S"N1 Ay
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Si on pose \iff =0, —Aet U, =0, — A, \iff et ¥, sont solution de :

(03, 1 o [ 0%,
W(Tazvt) = 6f7_ (T—> (T,Z,t),

r(l—r2)or or
(2.42)
o, B o,
\ ot (Z?t) = or (].,Z,t),

avec les conditions aux limites ou initiales :

¥
9 (0,20) = o,

U, (r,0,t) = 0
f(r77) b aT

s (L2,t) = Uy(z,t), T, (2,0) = 0,

A Paide des équations (2.42); dans le cylindre, on obtient ’égalité :
N
1 [T 1 B 2 T 1 gl NI
—/ / U, (r,l,t)r(l—rQ)drdt+/ / / By <Q> rdrdzdt
/ / By (5"I’f ) (1,2,t) dzdt.

En utilisant les équations (2.42), sur la paroi, on obtient :

f&//(wf ) 1,2,t) dzdt = // =

Cette égalité, combinée avec la précédente, donne :
Lo\ 2
N T 1 p1 0%,
5/0 /O(\Iff) (r,l,t)r(l—rZ)drdt+/ //Oﬁf B rdrdzdt
1= i
+§/r(qf§ szz+/ / dzdt
N2
/ / \Iff S (0,67 (1 — 12) drdt + /r(\y) (2,0) dz

qui implique que \flf =T, =0, d'ol U, =", =Aetlerésultat. m

Corollaire 2.6.8 Sous les hypothéses de la Proposition 2.6.7, pour tout i de I,

il existe des constantes positives c; telles que pour presque tout (r, z,t) appartenant
a]0,1[ x ]0,1[ x |0, T[, on ait :

ajo < Cip (r,2,t) < ¢ 5 aip < Cis (2,t) < ¢,

ou a;y est définie dans la Proposition 2.6.4.
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Démonstration. D’apres la Proposition 2.6.7, on a :

\Iff: Z OéZ'CZ'f: Z()éicif—aniCif:AZO,

i=1,...N—1 ielt el—

d’ott comme pour tout ¢ on a o; > 0 et Cjy > 0 on trouve que :

OSZaiC’if:A—ZaiC’if:C’,

el t icel—

d’ou :
C
Cif < — =a,

%

la démonstration est analogue pour C;,. m

Nous avons également la

Proposition 2.6.9 FEn particulier, si pour un indice i tel que 6; = 1, il existe un
indice j tel que :

(Sj = —1, I'j = —ary,
Bis = Bjsn  Cjo(r) = aCypl(r), (2.43)
Yis = Vs Ciso(2) = aCisx (2),

avec a > 0, alors on a :

Cif(r,z,t) = aCif (1, 2,t) ; Cjs (2,t) = aCs (2, 1),

pour tout (r,z,t) de ]0,1[ x ]0,1[ x |0, T, et Cis, Cis sont magorés.

Démonstration. Elle suit les mémes lignes que la démonstration précédente.

Remarque 2.6.10 1. Remarquons que si une relation (2.43) existe pour les
concentrations CO, Oy et COs, elle entraine une majoration de la concen-
tration en COq, en utilisant les minorations sur CO et Os.

2. Dans le cas de la réaction CO + %02 — COy, Uhypothése sur ’égalité des
coefficients Bz, v, €t Ui se réduit a supposer que Dooy = Do,y = Doo,y
(cf. partie suivante).
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2.7 Comportement asymptotique en temps

On suppose dans ce paragraphe que les concentrations et la température ex-
istent pour tout ¢ > 0 et sont bornées indépendamment du temps. L’objectif est
d’étudier le comportement limite de ces solutions quand ¢t — +o0. Nous nous in-
spirons des techniques de [1] pour établir ce comportement limite. Notre résultat
principal est le suivant.

Théoreme 2.7.1 Supposons que le probléme :

9C7F B 1 9 [ 9C;
2 "9 = @fma( or )W%

8201%08 aszf
922 (Z) = ~Yis or

(2.44)
N N

(1 Z) _'_ 5lrl (Clo:’ .o JCf;)) (’Z)u

avec les conditions aux limites ou initiales :

( o Zo]g
¥ (r,0) = Ci(r), o (0,z) = 0,
7 (Lz) = CF(2),
ICS, B oCR, _
L QNS aZ (1) - 07 ‘9Ns 82 (0) - 07

admet une unique solution dans un espace adapté. La solution du probléeme (2.6)
converge dans la topologie faible de L? vers la solution de (2.44).

Démonstration. La solution (Cjy, Cis) était bornée indépendamment du
temps, il existe ( Zf,C(’o) limite de (Cjy, Cis) dans la topologie faible de L2
quand ¢ — +o00. Soient ¢ une fonction de C* ([0, 1] x [0, 1]) et 1 la fonction de
C* ([0, 1]) définie par : ¥ (2) = ¢ (1,2). On note :

( Zf,C’”) (r,z,t) = (Cif, Cis) (r,z,t +n) .

( ifs Cn) est solution de :

e 1 o (0
if _ s Y
az (T,Z,t) - 62/‘7,(1 _ 7,,2) a/r ( 87“ ) (’f’ th)a

acr 2Cn
=2 () = 50N afjs (2,1) (2.45)

n

(1 z,t) + 6;r; (CLs, ..., C1L) (2),

—Yis a
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avec les conditions aux limites ou initiales :

( oC!
n t - 7 5 t = ’
if (Tv 07 ) CO (T) (97” (0 2, ) 0
(L2 t) = Ch(zt), Cr(z,0) = Cis(z,n),
oCT B ICY, _
\ Ons ER (1,t) = 0, Ons ER (0,t) = 0.

On multiplie I'équation (2.45); (resp. (2.45)3) par 7 (1 —r?) p (resp. par ).
On obtient apres intégration :

/I/I/TaO%(TZt)SO( z)r (1 —1r?)drdzdt
///Bzfa (r,2,t) af(T,Z)Tdrdzdt

_/0/ y 87}(1 8o (1,2) dzdt = 0,

et :

/;/jacn(z,w( dzdt + 5 eNS// OCRs (1) (=) dedt

// )¢()dzdt+// 5;1; (O, ..., C1) 0 (2) dedt.

En combinant ces deux égalités, on obtient :

1 1 Ta n
T
ya
+0/1/1/Tﬁa%( 022 (v, 2) rdrdzat
0 if Or r,z, ar r,Z)rdraz o
Big / < . BuyOs / acy ,
+ (2, t 2) dzdt + 64— —= SNs (4 ¢ 2\ dadt
ol O B GREL OLELE Sl N Bl UL

/ / 5.t (Ol ooy C1) 4 (2) dizdt,
0 0
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puisque ¥ (z) = ¢ (1, z). On integre par parties :

///CZ’} (r, 2, 1) ( 2)r (1 —r?) drdzdt
// L (r1,t) @ 7’1) (1 —r?) drdt

// (1, 0,1) 0 (r,0) (1 — 12) drdt

—/ / / BisC. f'r’zt (g—f(r,z)'r’) drldzdt
//@f %0 (1,2 deat + 2 /osz)w)dz

C’"(z 0) ¢ (2)dz — & Bif N// . (z,0) 9" (2) dzdt
Ns
Ons Ons
+6iy 6Nf al / L (1) )dt—él NfN / C, (0,8 (1) dzdt
fYNs TNs

Dis / / Sir; (O, .., O 4 (2) dzdt.

On passe enfin a la limite quand n tend vers I'infini :

///Coorz (r,2)r (1 —r?) drdzdt
// %9 (r,1) i (r, 1) (1 — r2) drdt

// r,0) o (r,0) 7 (1 — 12) drdt

///5f (gf(,z)r>drdzdt

1
// 8 CF (1,2) 52 (1,2) dz dt+i /Cm()¢(z)dz
7
’f/ 2)dz — 6 5?‘ NS/ O, (2) 0" (2) dzdt
Ons .
Nﬁ NfN / Ce, (1) ¢ (1) dt — &y Pusn / Cs2, (0) ¢ (1) dzdt
’71\{5 YNs

—@// 0;1; (CF5, ..., CFF) ¥ (2) dzdt,
Yis J 0J 0

en utilisant la convergence faible dans L? ou le Théoréme 2.1 de [7, page 22].
On peut alors supprimer l'intégrale par rapport a 7', puisque les fonctions qui
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apparaissent n’en dépendent plus et réintégrer par parties :

/ /13 T () o (r.2)r (1 — 1) drds

/ / Bzf 8 ) Op (r z)rdrdz + 5§VBNf9NS 1 OCR, ()Y (2)dz

YN o 0z
/ 01 (CF2,...,C0) Y (2) dz.

KYZS

Cette égalité étant vraie pour tous ¢ et ¢ vérifiant : ¢ (2) = ¢ (1,2), on en
déduit que ( Zf,C°°) est solution de (2.44). m

2.7.1 Propriétés de la solution du systeme limite

La proposition suivante donne une égalité liant la moyenne d’une concentra-
tion a ’entrée du cylindre a celle de la méme concentration a la sortie du cylindre
via ce qui a été créé ou consommeé sur la paroi :

Proposition 2.7.2 La solution de (2.44) vérifie pour tout 1 € {1,...,N — 1} :

/Cf]?'rl (1—1r?) dr—/Czo r(1—r?)dr

(5
BZf/ (Cls 77010\70;) Zs
Vis 0

Démonstration. On integre la i-eme équation (¢ # N) de (2.44); pour r
appartenant & [0, 1], aprés Pavoir multiplié par r (1 — r?) et on obtient :

1
oC® oC®
P r(1—r?)dr Big 7 (1,2).

0

On integre encore une fois pour z appartenant a [0, 1] et on obtient :

1 1 1 9o
/ (1) (1—7“)d7“—/ 7 (r,0)r (1 —r?)dr = B, a—;f(l,z)dz

0

! oCF
(:)/ l—r)dr—/C’ig(r)r(l—ﬂ)drzﬁif T L (1,2)de.

0

En tenant compte de la i-eme équation (i # N) de (2.44)3, on a :

oC; 0i oo oo
87’ (1 Z) _ri<Cls+7"'JCNs+)7

s
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ce qui implique :

1 1
/ () (1—7“2)dr—/ Cio (r)r (1 —7r2)dr
0 0
5:8;
— j’f /0 ry(COF, ..., O%)dz,

qui est le résultat annoncé. m

Les deux propositions suivantes sont destinées a donner une idée de critere
pouvant étre utilisé de maniere approchée lors de la simulation numérique, pour
localiser d’éventuels “fronts de réaction”, c’est a dire des endroits dans le cylindre
ol une espece a disparu, ce qui peut entrainer que les concentrations d’autres
especes restent constantes.

Proposition 2.7.3 Supposons qu’il existe un indice j différent de N et un réel
I3 appartenant a )0, 1] tels que :

I 1

! 00 00 [ore} Vjs

[ mies,oracsza = = [ -
0 irJ o

Alors si6; = —1, on a :
Vze |l 1[: Cp =0 =0

Démonstration. La i-eme équation dans le cylindre pour le systeme limite
devient, en intégrant pour z appartenant a [0,], [ < 1 :

%/:( V2 (1, (1 — 12 drwﬁ// (a ’f) rdrd:

1
:5/0(0,0) =i+ 622 [ w(cx . CRICEE
Si §; = —1, I’égalité précédente devient :
1 Zf
9 ( zf) (r, (1 —r? dT+5zf Tdrdz

1
:5/gw%><>a—r>

(00, ..., %) C%dz.
ins 0

Sous I'hypothese de la Proposition, on a, pour i = j et [ =[5 :

%/:( %) (r e =17 dr+ﬁjf/ / (a ]f) rdrdz =0,  (2.46)
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qui implique que :

o0

OC"
V('r’,z)e]O,l[X}O,l;‘[: ar]f('r,z):0:> ;]?(r,z)EC;g(z),

et également que C7% (7“, l;) =0=C% (l;‘) On réécrit la premiere égalité pour j,
en séparant les intégrations sur }0, [ [ et sur }l;‘, 1 [ On obtient pour I7 <1 <1:

%/ (G () r = rydr - ; / (Cio)? (r)r(1 = r?)dr
+1/( 7 (n (1~ )dr—l/( V2 (1 )01 — 1)

"—B]f/l*/ ( ]f) Tdrdz+5jf/ / (8 ]f) drdz

— Bff/ 1(C52,. ., CR,)C2dz — / 1(C52, ..., CR,)C52dz,
YirJ o Vif

qui équivaut a :

%/ (C59)% (r.Dyr(1 — 12 dr+ﬁ]f/ / ( Jf) drdz

1 B
—5 [ (€ 1= sy - 2 / 1 (CF, - CR)C3Rd
2/ Vit

) !
B / (O3, OR,)C5dz.
TirJ i

Compte tenu des résultats précédents, on a :

%/ (C)* (r, 1)yr(1 — 72 dr+ﬁjf/ / (a Jf) drdz

ij/ ](Of;)a“wcj%os)oﬁdzzo.
Yif J v

_I_

Comme tous les termes sont positifs ou nuls, on a, pour tout z appartenant a
|G 1[:C=C2=0. =

Proposition 2.7.4 Soientj € {1,...,N — 1} et1*]0, 1] tels que C55, C55 vérifient

la proposition 2.7.3 et soit © C {1,...,N — 1} l’ensemble des mdzces 1 pour
lesquels C5 apparait dans la fonctionnelle r;. Alors on a :

Vie O,vie]l* 1 / T )r(l—r?) d'r’—/ r(1 —r?)dr.
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Démonstration. Soit i € ©, alors pour tout / > [*ona:ry(...,C%,...) = 0.
oC

i (1,z) est également nul pour z € 1%, 1] grace a (2.44), .
-

Ceci implique que

D’ou en intégrant (2.44), on obtient que Vz € [I*,1] :

LaCs L9 oCsy
if N R s -
oz r(1 —r%)dr Bzf/()ar <7“ R )dr 0
1 [ee) e’}
Zi (1 — 2y — Bt —
<:>/O % r(1—r?)dr Bif o (1,2) =0,
qui devient :
v I*,1] : i 1 —rHdr =0
zz € [I",1] : Oazr( —r?)dr = 0.

Ceci équivaut a :

1 1
/ C(r, )yr(1 —r?)dr = / Co(r, 1)r(1 = r?)dr.
0 0

Donc la moyenne de Cf¥ pondérée par r(1 — r?) sur une tranche a z = I
constant est constante et égale a la moyenne pondérée en z = [*. m
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Chapitre 3

Réaction CO + O9/2 — COs

En considérant les seules especes C'O, Oy et COy et la température, on a
les 8 équations couplées suivantes a résoudre, dans lesquelles on a effectué le
méme changement de variables que dans la premiere partie et ou les valeurs des
différentes constantes sont données en annexe, de méme que ’expression de la
fonction 7co.

Dans le fluide, c’est a dire pour tout (7, z, t) appartenant a [0, 1[x]0, 1[x]0, T :

( 8Ccof DcofL 0 8Coof
_ 2 _ — =
r(1=r7) 0z VmaXRfc or or 0,
0Co,t  Do,rL 0O 0Co,¢
_ 2 2/ 2 P _
r(1=r7) 0z Vmafoc or ( 0,
8000 f Dco fL 0 0000 f
2 2] 2 2 _
I R S AN "
oT AL oT
1295 i 9Ty _ g
\ rl=r) g, 01Crt Vi B2 OF < ar ’
avec les conditions aux limites ou initiales :
([ Cooy(1,0,t) = Ceoo(r), Co,f (1,0,t) = Coy(r),
a%COzf (Tv 0, t) = C16'020 (T) > ac Tf (T> 0> t) = Ty (T) )
cof _ 0sf
o (0, z,1) 0, R (0,z,t) 0,
80002]0 - an .
\ o (0,z,t) = 0, o (0,2z,t) = 0.
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

Sur la paroi, c’est a dire pour tout (z,t) appartenant a |0, 1[ x 0,77 :

9Ccos SDcos 0Ccof a .
= - 1 t - Sy 287TS 9
ot esRy  Or (1,21) 5STCO (Ceos, Co )
800 s SDO faCo f a
— - = =2 1 t) — C S?C QSaTS 5
ot esRy  Or (1,21) 255TCO( €Os) =0 )
0Cc0,s SDco,t 0Cco,f a .
a8, - - 1 t - S 287TS )
ot esRy or (L2t + ESTCO (Ceos, Co )
M S 0y M P
ot (1 —¢€;5) p,CpsRp Or 7 psCps L? 022
a(—AH)
=2 p.Cy 0 (Ccos: Co,s: Ts)

\

avec les conditions aux limites ou initiales suivantes :

CC’Os (27 O) = CC’OsO (Z) ) C(Ozs (Z, O) = CY0280 (Z) )
00028 (Z, O) = 000280 (z) ’ T (Z, O) = T (z) )

0T,
0z

oT,
0z

(0,t) = 0, (1,t) = 0,

auxquelles on ajoute les conditions de transmission sur la paroi du canal :

CCOf<17Z7t) = CCOS(th)7 CCOzf(17Z7t) = CCO2S<Z,t),
COzf(LZ?t) = COzS(Zat)a Tf(laz7t) = TS(Z’t)'

3.1 Schéma général de résolution

On utilise le schéma suivant pour ’évolution en temps du systeme.
On commence par la température :

Ty (z,t) — Typ(r,zt) — T,(z,t+ At),
et ensuite on résout pour les especes chimiques :
Cis(z,t) — Cip(r,z,t) — Cis(z,t+At),

i=1,2,3,4.

74



3.2. SIMULATION NUMERIQUE PAR ELEMENTS FINIS

3.2 Simulation numérique par éléments finis

3.2.1 Dans le cylindre
3.2.1.1 Description du schéma numérique utilisé

Dans le cylindre, nous avons a résoudre des équations du type :

0 o ( 0
r(1—1?) a—f (r.2,t) = B (u) 5 Q%) (r,2,t) =0, (3.1)
oul =0,...,N,uy désignant la température. Les conditions aux limites associées
a (3.1) sont :
aul
up (r,0,t) = w (1) 5w (1, 2, 1) = ws (2, 1) 5 o (0,2,t) =0.
r
Si [ est égal a N (température), I’équation correspondante s’écrit :

r(1—r?) ag—: (r,z,t) — B (un) % <7’W) (r,z,t) =0,

avec les conditions aux limites précédentes. Pour assurer la convergence du schéma
numérique a chaque étape i, ou 7 désigne 'indice de progression en z, on procede
comme suit. On omet l'indice N et on pose : u),; = u;. Ensuite, on construit les
itérés suivants pour k£ > 0 avec ¢ fixé :

ultl — o [ ourt!
7“(1—7“2)272 —B(ufH) o T 8:1 =0,

o [ oulf! Az
k1 _ k i+1
©ui“_ui+ﬁ(u”l)5<r or | r(1—r2)
jusqu’a obtenir la convergence Hufjll — ufHH < e. On obtient ainsi la valeur de

k1
Uil *= Ujgy -

Si [ est différent de N (especes chimiques), on résout directement (3.1) en
utilisant la méthode des éléments finis en r et un schéma de Crank-Nicholson
pour la progression en z, car on dispose de uy, ayant commencé par résoudre
I’équation avec [ = N.

3.2.1.2 Discrétisation par éléments finis

Dans le cylindre, d’apres ce qui précede, on peut se ramener a résoudre des
équations du type :

ou 0 ou
— 2 - R - - —
7 (1 7 ) P (r,z, 1) ﬁ@'r <T5’7’) (r,z,t) =0,
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

avec les conditions aux limites :

W(r0,8) = o (1) 5 u (L, 2,8) = g (=, £) : 22 (0, 2, ) = 0.

or

On effectue le changement de fonction inconnue : U(r, 2) = u(r, z) — us(2), de
maniere a obtenir les équations :

oUu 0 oUu ou
o2\ oYU o ( oU _ 2 s
T(l T)az (r,z,t) — ﬁ@'f’ (Ta )(T,z,t) T(l 7’) P (z,1),
avec les conditions aux limites :
U(r,0,t) =ug (r) —us(0,t); U(1,2,t) =0; Z—g (0,2z,t) =0.

On divise l'intervalle [0, 1] en m intervalles de longueur h = 1/m. Sur chaque
intervalle de la forme [(i — 1) h, (i + 1) k], on définit les fonctions v* par :

'%—i—l—i pour (t—1)h<r<ih 1<i<m-—1,
o' (r) = —%+1+z’ pour th<r<(@+1)h 0<i<m-—1,
0 ailleurs.

YOI w1 i-1(r) wilr) v+ () wrn=1(r)

0 (-1)h ih (i+13h 1

h=1/m

Fi1c. 3.1 — Les fonctions-test de la variable r.
Prenant comme fonction-test v%, on obtient :

/—U’f’l—'f’ dr—l—ﬁ/ 88(7{%1;

_5—(1 2)vi (1) - aaf(z)wu—r)dr
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3.2. SIMULATION NUMERIQUE PAR ELEMENTS FINIS

qui devient :

Lou 8U811 ' Ou ; 9
E’UT(l—T dr‘i‘ﬁ/ - 082 (Z)UT(l—T)dT’,

puisque v (1) = 0. On cherche la solution sous la forme :

3

Up (r,z,t) = Ui (z,t)v" (r).

7

I
<)

Les coefficients U; sont donnés par les relations :

m—1 ]
Z/vzﬂfr (1—1r?) dr——i—ﬁZ/ 811(%
7=0
L Oug ;
= — D (z)vir (1 —r?)dr,

qui conduisent a un systeme de la forme :
MU' + AU = F.
M est une matrice tridiagonale dont les coefficients m;; sont donnés par :
ho, o 9
Moy = / (———i—l) r(1—r?)dr
o\ h

h* Rt
12, 60

r )\ 2 9
My = (——l—l—z) r(1l—r*)dr
(i—1)h NP
@+Dh . 9
+/ <_E+1+i) r(1—r?)dr

ih
h2' h4' h4'3
= 2%—%—2%&V€C1Si§m—l
et :
(i+1)h r . ” '
mm'_;,_l = (—z—i—l—l—’&) (ﬁ—l)’l“(l—’lj)d’f‘
ih
h?>  h* K% % h*? R ,
= ———+—F— -3 —— - — avec 0 <1< m— 2,

12 30 6 20 4 6

ih
Mii-1 = / (%"‘1—2') (—%+i)r(1—r2)dr
(i—1)h
__h_2+h_4+h—2i_3@+@—@ avec 1 <i<m-—1
12 730 6 20 4 6 vec 1 <14 < .
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

A est également une matrice tridiagonale dont les coefficients a;; sont :

gy = /—Td’f’——
(i+1)h
a; = 6/ 2rdr+ﬁ/ rdT—ZZﬁ 1<i<m-—1,
(i— 1hh'

et :

z+1
Qi1 = 5/ ——TdT = ﬁ( +z), 0<i:<m—2,

1
Aji—1 = ﬁ/ ——TdT = ﬁ<5—1>, 1< <m-—1.
i—1)h

F' est le vecteur colonne dont les composantes sont données par :

L Oug
0 aZ (’Z)

avec 0 <17 < m — 1, qui devient en explicitant :

ous [/ r 9
fo = 7 /g(—%le)'r(l—'r)dr
Ay
- \20 6 ) 0z’

fi=— v'r (1 — 7’2) dr,

oug, [ r
o= 8 _ 1—3 1 — p2
fi 9% /(il)h (h+ Z>r( %) dr
aus (i+1)h r . )
_54/% (—%—I—l—l—z)r(l—r)dr
= h4z'3+ﬂ—h2z' %,1§i§m—1.
2 0z

Il ne reste alors qu’a discrétiser en z a I’aide d’un schéma de Crank-Nicholson,
pour obtenir le systeme :

i+1 | i
(M—i— Azé) Ut = (M — Azé) U' + Az#,

avec UY donné. On résout ce systéme par la méthode du double balayage de
Cholesky.

3.2.2 Sur la paroi
3.2.2.1 Description du schéma numérique utilisé pour la température

Sur la paroi, on a a résoudre 1’équation :

ar, PT, Ty )
ot (th) o 9<TS) 022 (th) =7 (Ts) W (17 Z,t) + b(TS) T (U57 ‘/37TS)7
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3.2. SIMULATION NUMERIQUE PAR ELEMENTS FINIS

a laquelle on ajoute les conditions aux limites ou initiales :

’ 0T (0.4) = 0: 0T,

0z 0z

Cette équation rappelle celles qui ont lieu dans le cylindre. On va donc utiliser

la méme méthode pour la résoudre. Si k désigne 'indice de progression en ¢, on
pose : Tio+1 = T;, puis on construit les itérés suivants a k fixé :

T:lﬁh Ts,k 82T:$+11 aT}—LZ_j*I

At = 0 (Ts}karl) a 2 + 7 (Ts}karl) 87’/’ (1> 2, t)

T, (2,0) =Ty (2) ;

(1,£) = 0.

+b (T;fkﬂ) 70 (Us st Vaerts Tsps1) 5

ce qui équivaut a :

62Th;:11
h Sk+
Ts,ﬁl = Tsp+0 (Tsk+1) 5.2 At
aTthl
fk+1
7 (L) =5 — (L0 AL
+b (Tsthrl) (Us k+1, VYS Jk+1 Ts}f]ngl) At>

jusqu’a obtenir la convergence : HTS}L,ﬁl k 41 H <e.

3.2.2.2 Discrétisation par éléments finis

On divise U'intervalle [0, 1] en m intervalles de largeur h = 1/m, et sur chaque
intervalle de la forme [(i — 1) h, (i + 1) k], on définit les fonctions V* par :

'%—i—l—z pour (i—1)h <z <ih, 1<i<m,
Vi(z) = —%+1+z’ pour ih<z<(i+1)h, 0<i<m-—1,
0 ailleurs.

\

Prenant la fonction-test V', on obtient :

2
YT, [T
o Ot o 022 1
= %f 1,z t)de+b/ i (U, Vi, T,) Vidz,
0

> Vidz

qui devient :
LT, LOT, OV
o Ot 0 0z 0z .
(1 z, t)V* dz—i—b/ fu (Us, Vi, Ts) Vidz.
0

dz

79



CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

wlliz) w112 Vi-1(zZ) wilz) vit1(E) wrn-1 () v (2)

0 (-1)h ih (i+13h 1

h=1/m

Fia. 3.2 — Les fonctions-test de la variable z.

Nous cherchons la solution sous la forme :
Tsh (Z, t) = Zwsj (t) Vj (Z) )
§=0

dans laquelle les coefficients w,; sont donnés par les relations :

S R [ Tt ovioye
AV s] - e
;/OVde o 9;/0 ety

1 an ; ' o J
=—y | (L) Vide+b | 7y (U, Vi, T,) Vida.
o Or 0

Ceci conduit a un systeme de la forme :
M () + Ay = F.

M est une matrice tridiagonale dont les coefficients m;; sont :

Mgy = /Z (—% +1)2dz

_h
3 . 5 (i+Dh 9
mi = / <—+1—¢) dz+/ (——+1+i) dz
(i—1)n NP ih h
2h

= Z1<i<m-1,

3
mh > 2
My = / (—+1—m> dz
(m—=1)h h
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et :
+Dh , -
Miit1 = / (—ﬁ+1—|—z’><ﬁ—i)dz avec 0 <i<m—1
B E ih
6 ih - -
Mii—1 = / (——I—l—z’)(——+i)dz avec 1 <3 <m
(i—1)h \N h
_ h
= &
A est également une matrice tridiagonale dont les coefficients a;; sont :
oo — / —dZ
(i+1)h 1 29
Qi = / —dz—l—@/ —2dz——avecl<z<m—1
(i—nn 1 in N h
mh
1 0
A, = «9/ —dz =
(m—=1)h h? h
et :
(i+1)h 1 0
Qjjv1 = 6’/ ——dz=—= avec 0 <i<m—1,
’ ih h2 h
’ 0
Qi1 = «9/ ——dz =— avecl <i<m.
G—n "2 h

F est le vecteur colonne donné par
1

T ‘
fi= ( Waa (1, zt)+er(Us,V3,T)>/ v'dz, avec 0 < i <m — 1,
0

qui donne, en explicitant :
Ty
L(1,2,t) + by (U, V,, T, )) (—E + 1) dz

fo_/é( h

= . —y— a
th an ,
fl /(Z 1)h( Y a/r ( azat) ‘l’er (US,VS’ 8)) (h —+ Z) dZ
i+1)h
_'_

(i an . z .
/ih (—75 (1, 2,8) + big (UL, VS,TS)> (_E T14 z) dz

avec 1 < <m —1,

mh an " z
b= [ (%R a0 V) (5L -m) ds

(m—1)h

Il ne reste alors qu’a discrétiser en ¢, a I’aide d’un schéma de Crank-Nicholson,
pour obtenir le systeme :

i—+1 7
<M+AtA) oot = <M AtA) LA f ;f
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

avec 0° donné. On résout ce systéme par la méthode du double balayage de
Cholesky.

3.2.2.3 Description du schéma numérique utilisé pour les especes chim-
iques

Sur la paroi, comme la température est connue, les especes chimiques suivent
des équations du type :

% (2,t) = —%% (1,2,t) + bitco (Ccos, Co,s, Ts) ,
dans lesquelles :
v, = Ccos, vif = Ccoy,
Vos = COQ R Vof = COQ I
v3s = Cooss, V3f = Coouf,

8Ulf A . . .
o (1,2,t) est connu, de méme que T}, ce qui fait que v, et oy sont de vraies

constantes, avec la condition initiale :

vs (2,0) = vis0 (2)

Ces équations peuvent se résoudre par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2
qui s’écrit :

_ B At Ovy
Usivd = Uls,i‘i‘? —’YJE

(1, 2,t) + bitco (Ccos,ir Coys,is Ts,i)) ,
(%f R ~ ~
Ulsit1 = Usg + At —’WE (L Z, t) + bifco (Ocosﬂ‘_f_%a 00257i+%>Ts,i) .

3.3 Simulation numérique par différences finies

On considere les seules especes CO, Oy et CO5 et la température et les 8
équations normalisées précédentes a résoudre.

3.3.1 Dans le cylindre

On pose u; = Ceof, ug = Co, ¢, us = Cco,f, us = Ty, dans le cylindre et on
a a résoudre les équations de la forme :

r(1—r?) 5, (ryz,t) — 5, (uq) o (TE) (r,z,t) =0, (3.2)
oul=0,...,4. Les conditions aux limites associées a (3.2) sont :
8ul
w (1,0,8) = wp (1) 5w (1, 2,8) = ws (2, 1) o (0,2,t) = 0.
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

Si [ est différent de 4 (especes chimiques), on résout directement (3.2) par
différences finies. Cela suppose que 'on a commencé par résoudre ’équation avec
[ = 4 de maniere a disposer de uy.

Si [ est égal a 4 (température), on doit évaluer les coefficients a I’étape 7 et
non en ¢+ 1. Il peut étre nécessaire de coupler cette résolution avec un argument
de type point fixe comme décrit ci-dessous.

Si [ est égal a 4, I’équation correspondante s’écrit :

r(1—r?) % (ryz,t) — 5, (ug) g (r%) (r,z,t) =0,

T

avec les conditions précédentes. Pour assurer la convergence du schéma numérique
a chaque étape i, ou ¢ désigne I'indice de progression en z, nous procédons comme
suit. On omet l'indice 4 et on pose :uy,; = u;. Ensuite, on construit les itérés
suivants pour ¢ > 0, avec 7 fixé :

u;-”l — U 0 au;”l
r(1— 7“2) HA—z — B (ugﬂ) or r 8:1 =0,

o [ oull] Az
& ugill =u; + [ (u(i]+1) or (T 8:1 r(1—r2)

. . 1 . ..

jusqu’a obtenir la convergence Hufil —uf +1H < e. On obtient ainsi la valeur de
e 4t

Uit 2= Ujpq-

Onpose Ar =1/(n+1), Az=1/metr; = jAr,j =0,...,n. On commence
par résoudre pour | = 4 (température), en utilisant les discrétisations suivantes :

Oy o Uity — Uiy

0z Az ’
oy UL i+1,54+1 — Wli4+1,5-1
or 2Ar ’
2
ol Upit1,j+41 — 2Uit1 + Uit
~ 5 ,
87“2 (Ar)

issues du schéma ci-dessous :
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

i+1

pour obtenir le systeme :

u 1 ri(1—=72)  2rf (u
By (ugp) <_ _ _g) Wiyt + ( i ( 7) " By ( 4,p)> oy

Ar 2 Ar Az (AT)2
By(uap) (1 15 i (1-r3)
—ﬁ 5 + A_]r Upit1,5+1 = JA—ZjUz,z‘,j,

qui équivaut a :

u 1 Ar (1 — (jAr)?)  2jArS, (u
By (uap) (_ _j) B (J (L= (GAr)?®) | 2jArb 4,p)> .

Ar \2 Az (Ar)?
On multiplie cette égalité par Az :
By (uayp) % (% — j) Upit1,-1 + <jA'r (1—(jAr)?) + 28 (u;;ﬁj%) ULit1,
—Bi (uap) % (% + J) i g1 = JAT (1= (GAT)?) uyi g,

dans lequel p =14, si l =4, et p =1+ 1, sinon. Ce systeme s’écrit :
Wi 1,jULi+1,5-1 + Dig1 Uity + Civ1juiva g = dig,

avec

Az (1 ]
aiv1; = By (uap) xr (5 —J> ;

. . Az
bi+17j = jAT’ (1 — (jAT’)2) + 251 (U47p)jE’
Az (1 .
Cirj = —P(uap) Ar (5 + ]> )
diJ = ]AT (1 — (]AT’)Q) um’j.
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

Pour j =0, on a:

Qir1,0U5+1,—1 T bi+1,oul,z‘+1,o + Cit1,0Uli4+1,1 = di,O-
Comme la condition aux limites %L (0, z,t) = 0 peut s’écrire uy ;411 = Uy it1,-1,
on obtient I’égalité :
bit1,0Ui+1,0 + (@iv1,0 + Cit1,0) i1 = di,
dont on ne peut tirer aucune information sur u;;+10, car bjy10 = Git1,0+ Cit10 =
dip=0.Pour j=1,ona:
Qi1,1U0i4+1,0 T bz’+1,1ul,z’+1,1 + Cit11Ui+1,2 = di,l-
Or, comme on a une symétrie par rapport a ’axe » = 0, on prend :

 UWig11 T UL41,—1
U i+1,0 = 9 = Uli+1,1,

d’ou I'égalité :
(@ig1,1 + big1,1) Uiit1,1 + Cipr1Uiv1,2 = din.
Pour j =n,on a:

At 1,n U i+1n—1 T bi+1,nul,z‘+1,n = di,n — Ci+1,nULi+1,n+1,

OW Upit1nt+1 = Ws,i+1 €st connu. On obtient le systeme tridiagonal :

[ it10 +biv11 Cip1a
Aj4-1,2 bz‘+1,2 Ci+1,2

Ai+1,n—1 bz‘+1,n—1 Cit1n—1

B Qit1,n bi+1,n i
[ U i+1,1 i [ di,l i
Up,i+1,2 di,2
X g
UL i+1,n—1 di,n—l
| Uli+1n L di,n — Cit+1,nWsi+1 |
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

que l'on résout par la méthode du double balayage de Cholesky.

Remarque 3.3.1 Comme :

Az 1
Qiv11 + bigi1 — |civ1] = B (uap) — (—§> + Ar (1 - (AT)Q)

Ar
Az Az (3
#28 ) 3=~ ) 5 (3)
= Ar(1- (AT)2)
> 0
pour2<j<n-—1:
birj = @it ] = leiviyl = jAr(1—(jAr)?) +28 (uap) 5
Az (. 1 Az (. 1
— 3 (uap) Ar (] - 5) — B (uayp) Ar (] + 5)
= jAr(1-(jAr)?)
> 0,
et pour j =n :
Az 1
bt = latsaal = 0AF(L= (0A07) 4 6 1) 5 (30 3)
> 0,

la matrice précédente est monotone.

Remarque 3.3.2 En utilisant les notations des paramétres, on a l’expression
sutvante des [3; :

BCO(TS) N Vmax(Ts)R}’ ﬁCOZ(TS) VmaX(TS)R?’
_ Doy(T)L - AL
Polle) =y myre P = e T Ve TR

3.3.2 Sur la paroi
3.3.2.1 Description du schéma numérique utilisé pour la température

Sur la paroi, on a I’équation :

0T 0?T, oT
— 0 (T. =—v(Ts) — (1 Ts)r T.
ot (Zat) 0( S) 022 (Z>t) /7( 8) or ( ,Z,t)—l—b( S) Tco (CCOsaoozsa S)a
a laquelle on ajoute les conditions aux limites ou initiales :
0T a7
Ts ) = TS y o 7t =U; 17t = U
(5,0) = T (2) 5 52 (0,) = 0 2 (1,6) = 0
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

Pour assurer la convergence du schéma numérique a chaque étape k, ou k
désigne 'indice de progression en t, nous procédons comme suit. On omet I'indice

s et on pose : T} .1 = T}. Ensuite, on construit les itérés suivants pour p > 0 avec
k fixé :

p+1

BT = (1) o (1)
Az 072 6?T+
—y (T%,1) 8—7*f (1,2,8) + b (TF,) feo (Ccos, Cops, Th 1)
ce qui équivaut a :
82

+1 +1

T/f+1 = Tp+0 (T/f+1) 0922 (T/fﬂ)
T .

- (T]f+1) a_’l“f (1, zZ, t) Az + b (T]f+1) Tco (00087 0028, Tlerl) AZ,
jusqu’a obtenir la convergence HT,fill —T?. || < e. On obtient ainsi la valeur de
T =T

Comme précédemment, on utilise les discrétisations suivantes :
aTs ~ Ts,k+1,i - Ts,k,i

ot At ’
0?T, o Topirivn = 2051 + Toprri
022 (Az)2 ’

aTs ~ T87/{,‘+17i+1 - T87/{,‘+17i—1
0z 2Az ’
issues du schéma ci-dessous :

ko k+1

pour obtenir le systeme :

- — Ts i— + —-— + ) s v — Ts 7
(AZ)Q Jk+1,i—-1 aAt (Az)2 k41, (AZ>2 Jk+1i+1
Ts A T i R
— AJ: — 7 (Ts,k,i> —af;ak, (17 Z; t) + b (Ts,k,i) TCO (CCOs,k,ia COgs,k,i; Ts,k,i) .
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

On multiplie par At :

At At
—0 (T i) ——5 s jt1,i-1 + (1 + 20 (Ts14) —2) T kv1d
(AAz) (%z)
t Tt ki
—0 (Ts 1oi) @Ts,k—i—lﬂlﬁ-l =Topi — 7 (Top,i) aff’ (1,2,t) At

+b0 (Ts i) Tco (Ccos ki, Cons s Ls i) At.
Ce systeme s’écrit :

Wt 1, L s k11 + Ont1,i s k1, + Cror1,iLs kv 1,41 = disi,

avec :
At
a i —0 Ts i) T 20
k+1, ( .k, ) (AZ)Q
At
by = 1+420(Tsk,) W =1—2ap41,,
At
Ch1i = —0(Topi) w = Qp1,is
0Ty ki

dk,i - Ts,k,i -7 (Ts,k,i) (]-7 2 t) At
r
+b (Ts 1) Tco (Ccospis Cops s Ts ki) At.

Les conditions aux limites 9= (0,¢) = 0 et 9= (1,¢) = 0 peuvent s’écrire

Tspr11 = Tspv1,-1 et Ty pp1me1 = T py1,m—1. Pour i =0, 0on a :
k41,015 kr1,—1 + 0kt 1,0Ts k1,0 + Cht1,0Ts k41,1 = di 0,
qui équivaut a :
bi+1,0Ts k1.0 + (k10 + Cht1,0) Ts 11 = dio-
Pour i = m, on a :
rr1,mTs kv 1m—1 + Okr1mTs kv 1m + Chrrm Tkt 1,me1 = diym,
qui devient :

(akJrl,m + CkJrl,m) Ts,kJrl,mfl + karl,st,kJrl,m = dk,m-
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

On obtient le systeme tridiagonal :

[ D10 Arg1,0 + Cry10 ]
k41,1 br+1,1 Cht1,1

Ak+1,m + Ck+1,m bk+1,m .

5,k+1,0 [ dio ]
T k411 di
X —
L Ts,kJrl,m _ L dk,m _

que l'on résout par la méthode du double balayage de Cholesky.

Remarque 3.3.3 Comme :

At At
b —|a +c = 1420 (Tsko) —— — |—20 (T5 —
k+1,0 |k+170 k+170| ( 7k‘,O) (AZ)Q ' ( 7.IC,O) (Az)2
= 1>0,

At At
bit1m — |Gkt1im + Chr1m| = 1420 (Tspm) ——= — |20 (Tspom) ——=
im0k + kil (L) o = |20 Tk 5

= 1>0
etpourl <t <m-—1:

At At
biiri — lawsrs] — lepsrs] = 1420 (Tons) ——r — | —0(Typs) ——s

o~ loweni] = e (T.ks) oo = |0 Td

At

— |0 Ts %
0 5
— 1>0,

la matrice précédente est monotone.
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

Remarque 3.3.4 En pratique, on peut également utiliser la condition Tg(0,t) =

Tw(t), au liew de Z= (0,¢) = 0. On a alors pour i =1 :

bk+1,1Ts,k+1,l + Ck+1,1Ts,k+1,2 = dk,l - ak+1,1Ts,k+1,07

qui conduit au systéme tridiagonal :

[ bry1,1 Cre1n
apt1,2 Dry12 Cryi2

T57k+171
T87k+172

L Ts,kJrl,mfl _ L

Remarque 3.3.5 En utilisant les notations des parametres, on a [’expression

sutvante de 6, v et b :

As
s PCol I
— / TS
/y(TS) B (1 — Es) IOSCP5<TS)Rf’
Wry = 2

(1 - 55) psOps(Ts) '

3.3.2.2 Description du schéma numérique utilisé pour les especes chim-

iques

Sur la paroi, comme la température est connue, les especes chimiques suivent

des équations du type :

s
ot
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Ak+1m—1 Ok+1m—1 + Cht1m—1 _

[ di1 — ar1,1T 50 k41

di2

dk,mfl

ov .
(2,t) = —%a—;f (1,2,t) + birco (Ceos, Coss, Ts)




3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

dans lesquelles :

vis = Ccos, vif = Ccoy,

V2s = 00287 U2f - 002f7

v3s = Cooys, v3p = Ccoyys
8Ulf ~ . . .
- (1,2,t) est connu de méme que T}, ce qui fait que 7, et a; sont de vraies

constantes, et on a la condition initiale :
us (2,0) = g0 (2)
Ces équations peuvent se résoudre par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2
qui s’écrit :

_ o At 8vf
Ulsivd = Uls,i""? —%W

v . ~ .
Visipl = Ui+ At (—%a—rf (1,2,t) + bifco (OCOS,H-%’COzs,i—f—%’Ts,i-&-l)) )

2

(1,2, t) + birco (Ccos,i, Coys,is Ts,i)) :

1
avec T, ;1 = 5 (Tsi+ Tsiv1) -

Remarque 3.3.6 En utilisant les notations des paramétres, on a l’expression
sutvante des vy, et by :

SDCOf SDOZf SDCO2f
TS = 9 TS = E—— TS fr— _—,
’Yco( ) —65 R; ’702( ) e Ry ’Ycoz( ) e Ry
a a a
bco(Ty) = ——, bo,(T,) = ——, b ) = —.
co(T) - 0. (T5) = c0,(Ts) -

Dans les pages qui suivent, nous présentons plusieurs simulations numériques
obtenues pour différentes conditions aux limites ou initiales.

La premiere simulation consiste a partir d'un cylindre a une température plus
basse (590K) que le gaz entrant (600K) et a laisser évoluer le systeme.

La deuxieme simulation consiste a partir d’un cylindre a la méme température
(600K) que le gaz entrant, a laisser évoluer le systéme et a constater qu’au bout
d’un temps un peu plus long on obtient les méme répartitions de concentrations et
de température que pour la premiere simulation. Ensuite on compare les courbes
sur la paroi avec celles au centre du cylindre a un instant fixé. On termine en
faisant un zoom sur le premier centimetre de notre cylindre de maniere a mieux
observer les phénomenes qui se produisent pres de I'entrée du cylindre.
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

3.3.3 Premieéere simulation

On suppose qu’a l'instant initial notre cylindre de dix centimetres de long se
trouve a une température de 590K et qu’il contient 2% de CO, 5% d’O, et pas
de C'Os. Le gaz qui entre dans notre cylindre va se trouver a une température de
600K et va se composer de 2% de CO, 5% d’O, et pas de CO,. On résume ses

conditions initiales et aux limites sous la forme suivante :

— A D’entrée du cylindre :

CCOf (T 0, f;) 2 %,
COzf (T 0, f;) 5 %,
C1C'02f (’l" Oa t) 0 %7
Ty (r,0,t) 600 K,
— Sur la paroi :
CCOs (Z, 0) 2 %,
COzs (Z, 0) 5) %,
OCOzs (Z, 0) 0 %,
T (2,0) 590 K.
On obtient les courbes suivantes sur la paroi aux instants 0.1s, 1s, 2s, 3s et
4s :
?00 & T
B30 R
B80
640 -
520
600 4
580

0.4

Ts(z,t) en K (de bas en haut

0.6 0.8

Z

: courbes a t = 0.1s, 1s, 2s, 3s et 4s)
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Co,s(z,t) en % (de haut en bas : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s, 3s et 4s)
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z

Ceoo,s(2z,t) en % (de bas en haut : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s, 3s et 4s)

On constate qu’au bout d’une seconde le cylindre est uniformément a la
température de 600K . Au bout de 2s il se forme un front de réaction en sortie du
cylindre, front de réaction qui se dirige vers I'entrée du cylindre en s’amplifiant
pour se stabiliser apres 4s d’évolution a 1em de 'entrée du cylindre.

Les valeurs prises sur la paroi en sortie du cylindre (z = 1) au bout de 4s

sont :
Ceos (1,4) 0.006 %,
Co,s (1, 4) . 4.009 %,
Cco,s (1, 4) . 2.029 %,
Ts(1,4) : 653.58 K.
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

3.3.4 Deuxiéme simulation

On suppose qu’a l'instant initial notre cylindre de dix centimetres de long se
trouve a une température de 600K et qu’il contient 2% de CO, 5% d’O, et pas
de C'Os. Le gaz qui entre dans notre cylindre va se trouver a une température de
600K et va se composer de 2% de CO, 5% d’O; et pas de CO,. On résume ses
conditions initiales et aux limites sous la forme suivante :

— A D’entrée du cylindre :

Ceoy (1,0,1) = 2%,

002f (T,O,t) 5 %,

Cco,t (r,0,t) : 0%,

T (r,0,t) : 600 K,
— Sur la paroi :
CCOS (Z> 0) 2 %7
0025 (Z, 0) ) %,
00023 (Z, 0) - 0 %,
s(z,0) : 600 K.

On obtient les courbes suivantes sur la paroi aux instants 0.1s, 1s, 2s et 3s :
700

04.“0 °°°+°vo¢¢°°°_
590 - & P,
R g,
& o .
& g

B50 |
k=
670 b,
BB0 |
Ll 2
650 o
@ &
09
640 |, &
k3 QQ)()@G
830 1 o
&
<>¢
620 | ¢

510

600 L

0.8 1

Ts(z,t) en K (de bas en haut : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

0 PNt L G e T e e TR s
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Z
Coos(z,t) en % (de haut en bas : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
] . . . :

Co,s(z,t) en % (de haut en bas : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

25 . : . :

O s L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z

Cco,s(z,t) en % (de bas en haut : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

La figure suivante montre la vitesse de réaction 7co aux mémes instants :
0.025 : . . ; .

0.02 ¢

0.015

0.01

0.005

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

z

Tco (Ccos, Coys, Ts) (2,t) (de bas en haut : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

On constate qu’au bout de 2s il se forme un front de réaction en sortie du
cylindre, front de réaction qui se dirige vers I'entrée du cylindre en s’amplifiant
pour se stabiliser apres 3s d’évolution a 1em de 'entrée du cylindre.

Les valeurs prises sur la paroi en sortie du cylindre (z = 1) au bout de 3s
sont :

Ccos (1,3) : 0.006 %,

Co,s (1,3) : 4.009 %,

00025 (1, 3) . 2.029 %,
T, (1,3) 652.316 K.
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t lieu sur la paroi du cylindre
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De mani
(r = 1) se propagent par diffusion dans le cylindre, on trace la température et les

concentrations dans le domaine (r,z) € [0,1] x [0,1] & 3s :
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CHAPITRE 3. REACTION CO + 05/2 — CO,

L RAEOP- DL = e <
<r=f=t=t=t=t=t=r=r

Coyr(r,2z,3) en %

Ceco,(r,2,3) en %
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

Si on trace la température et les concentrations a t = 3s a la fois sur la paroi
(r =1) et au centre du cylindre (r = 0) on obtient les courbes suivantes ot celle
en r = (0 est en pointillé :

700

690

BE0

570

BEO

550

540

630 |
620 | ¢

510 & &

600 2 : : : -
0 02 04 06 08 1

z

Ts(z,3) et T¢(0,2,3) en K (de haut en bas)

18 +e M

168 + =«
1.2+ @
08+ @

&
04+ I
Rd
9906
GQS

02 F

&

0 Foos0004a0
0 0z 04 0.6 0.8 1

Z

Ccos(z,3) et Coos(0,2,3) en % (de bas en haut)
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5.1

49
48 | o o

47 | @

46 | o

45 L ‘.

44 L o

49t ¢

=

.
T
b

0 0.2 0.4 0.6

Z

Co,s(2,3) et Co,f(0,2,3) en % (de bas en haut)

25

&

05 | R

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Z

Cco,5(%,3) et Cco,7(0,2,3) en % (de haut en bas)
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3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

Si on fait un zoom sur le premier centimetre du cylindre pour bien voir ce qui
s’y passe on obtient les courbes suivantes sur la paroi aux instants 0.1s, 1s, 2s et
35 :

590 ; . . '

e o

B0 F
o
P

570

BE0

550

540

530

520

610

500

02 r @ i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

z

Coos(z,t) en % (de haut en bas : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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42| o
<><>
41t ]
4 N L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Z

Co,s(z,t) en % (de haut en bas : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

25 . ; . .

B
e
7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z

Cco,s(z,t) en % (de bas en haut : courbes a ¢t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

104



3.3. SIMULATION NUMERIQUE PAR DIFFERENCES FINIES

La figure suivante montre la vitesse de réaction 7co aux trois meémes instants :
0.03

0.025 | s %,
002 | R Q%--.. |
0.015 | &

0.01 |

0.005 +

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z
Tco (Ceos, Coys, Ts) (2,t) (de bas en haut : courbes a t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

Les valeurs prises sur la paroi & un centimetre de 1’entrée du cylindre (z = 1)
au bout de 3s sont :

Ceos (1,3) 0.044 %,
Cous (1,3) : 4.065 %,

Coons (1,3) : 2197 %,
T,(1,3) : 682.053 K.
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on trace la température et les concentrations dans le domaine (7, z) € [0, 1] x [0, 1],

a 3s:
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Chapitre 4

Valeurs numériques des
parametres

4.1 Les constantes donnant les coefficients des

équations
343,7
= 2= k -3
ps = 2500 kg x m™3
A = 0,5x 1077y +1,41 x 1072 Wxm™tx Kt
As = 1,675 Wxm™tx K1
Ty
C,r = 47—- +934 Jx kgt x Kt
of 200 g
Cps = 10714 0,156T, — 3,435 x 107 5 J X kg™t x K1
S = 2912 m* X mp
T 1,75
Dcoy = 1,66 x 1075 (2—7];)) m? x s71
T 1,75
Dco,y = 1,39 x 107° (2—73) m? x s1
T 1,75
Dozf - ]., 78 X 1075 (2—73) m2 X 871
A = 0,006 m?
W = 0,0876435 kg x st
W
Vinax = 2—— =8,5 x 10727} m x st
Apy
es = 0,5701
Ry = 3,92x 104 m
L = 107! m
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CHAPITRE 4. VALEURS NUMERIQUES DES PARAMETRES

a = 2,69><104 m%txm;é?zcteuT
aco = —1
0oy = —0.5
aco, = 1

~AH = 2,83x10° Jxmol™!

4.2 La vitesse de réaction

On a:

12556
6,699 x 103 exp (— T ) Xc0sX0,s

Tco = molco X m;,? X 8§~

961 2
T (1 + 65, 5 exp ( T ) XCOs)

ou X; = C;/Cr désignent les fractions molaires correspondant aux concentrations
Cz‘ et :

1

P 1,013.10°
 RT  8,314.T

Cr mol x m™3

qui devient :

12556

1,624 x 10" exp (— ) CcosCo,s
fCO — 5 molco X m;,f X S

961 2
T, <1 + 3,225 exp ( T ) CC’Os)

1,013 x 10°
8,314 x 600

12
4,512 x 10° exp (— ;56) Cc0sCoysTs

feo = 061 S molco X Mpy X 8~
(1 + 5,376 x 103 exp < T ) C’COSTS)

S

1

3

en faisant ’hypothese que Cr = mol X m™> ou :

1

en utilisant ’expression de C'r en fonction de T.

4.3 Les conditions initiales ou aux limites

A 600K, on pose Cgog = é’gﬁiégz mol x m~3, pour obtenir les conditions
initiales et aux limites suivantes issues de 'hypothese que le gaz qui entre dans
le cylindre est a la température de 600K et contient 2% de CO, 5% de O, et pas

de CO, :
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4.3. LES CONDITIONS INITIALES OU AUX LIMITES

— A D'entrée du canal :

Coop(r,0,t) = 0,02% Cepp = 0,406142 mol x m™>,
Co,f(r,0,t) = 0,05 % Cgoo =~ 1,015356 mol x m~3,
Cco,f(r,0,t) = 0mol x m™3,
Ty(r,0,t) = 600 K.
— Sur la paroi :
CCOS(Z, O) = 0, 02 x 0600 ~ 0, 406142 mol x m_?’,
Co,s(2,0) = 0,05 % Cgo9 =~ 1,015356 mol x m=3,
Cco,s(2,0) = 0 mol x m™3,
(2,0) = 600 K.
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Etudes théorique et numérique d’un modele non-stationnaire de catalyseur a passages
cylindriques

RESUME : L’objectif de ce travail est d’étudier un modele décrivant les évolutions
spatiale et temporelle des concentrations de différentes especes chimiques sous forme
gazeuse et de la température dans un canal cylindrique et sur sa paroi extérieure. Il
s’agit d’un systeme couplant des équations aux dérivées partielles paraboliques décrivant
I’évolution spatiale des especes chimiques et de la température dans le cylindre avec
une équation aux dérivées partielles et des équations différentielles ordinaires décrivant
I’évolution temporelle des mémes especes chimiques et de la température sur la paroi.
Ce systeme présente la particularité supplémentaire de coupler les équations sur la
paroi entre elles.

Nous établissons D’existence et 'unicité de la solution, ainsi que quelques pro-
priétés qualitatives de cette solution, en particulier I’existence de bornes supérieures et
inférieures. Nous étudions également le comportement limite de la solution quand le
temps tend vers l'infini.

Nous mettons ensuite en oeuvre une méthode numérique permettant d’obtenir des
courbes décrivant le comportement de la solution.

Numerical and theoretical studies of a non-stationnary model for catalytic converter
with cylindrical geometry

ABSTRACT : The aim of this work is to study a model describing the spatial and tem-
poral evolutions of the concentrations of different chemical species in gazeous phase go-
ing through a cylinder and that of the temperature in the cylinder and on its boundary.
This system is coupling parabolic partial differential equations giving the spatial evo-
lution of the concentrations and of the temperature in the cylinder with one parabolic
partial differential equation and some ordinary differential equations giving the tem-
poral evolution of the concentrations and of the temperature on the boundary. This
system is also coupling all the equations on the boundary together.

We establish the existence and uniqueness of the solution, as well as some qualitative
properties of this solution such as the existence of upper and lower bounds. We also
study the behaviour of the solution when the time growth to infinity.

We build a numerical method in order to obtain graphs of the solution under dif-
ferent initial and boundary conditions.

MATHEMATIQUES

MOTS CLES : Combustion, Catalyseur, Equation parabolique, Equation différentielle
ordinaire, Systeme couplé, Probleme de transmission.
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