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Chapitre 1

Introduction

Depuis quelques années, tous les véhicules automobiles à essence sont équipés

de catalyseurs trois voies, afin de réduire les émissions de gaz polluants. Cette

technique est maintenant bien mâıtrisée. Cependant, des améliorations peuvent

encore être apportées, en particulier pour ce qui est du fonctionnement de ces

catalyseurs à basses températures. Dans la plupart des cas, ces catalyseurs sont

supportés par des monolithes composés de canaux cylindriques.

Le point de départ de ce travail est la description d’un modèle non station-

naire de convertisseurs catalytiques à géométrie cylindrique dû à Ryan, Becke et

Zygourakis, [20]. Ce modèle est une extension de celui établi par Oh et Cavendish,

[15, 16]. Dans cette thèse, nous étudions le phénomène dans un cylindre unique,

dont une coupe axiale est donnée dans la figure ci-après :

Fig. 1.1 — Une coupe axiale du canal.

Ce modèle décrit les évolutions spatiale et temporelle de la température et

des concentrations de différentes espèces chimiques sous forme gazeuse, dans le

cylindre et sur la paroi.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Les équations constituant le modèle sont relativement atypiques en théorie

de la combustion et nous ont obligé à utiliser des techniques inhabituelles pour

en contourner les difficultés. Il s’agit en effet d’un système couplé d’équations

décrivant, pour la moitié d’entre elles l’évolution par rapport à la coordonnée

axiale des espèces chimiques et de la température dans le cylindre, et pour l’autre

moitié l’évolution temporelle des mêmes espèces chimiques et de la température

sur la paroi. Ce système comporte les particularités suivantes :

— Les variations des concentrations et de la température dans le cylindre ne

se font que par rapport aux variables d’espace, en l’absence de réactions

entre les espèces chimiques.

— Les équations sur la paroi décrivent l’évolution temporelle du système et

tiennent compte de réactions entre les différentes espèces chimiques.

— Les équations dans le cylindre sont paraboliques par rapport à la direction

axiale du cylindre, alors que les équations sur la paroi sont paraboliques en

temps pour l’une d’elle et des équations différentielles ordinaires pour les

autres.

— Le couplage entre les équations posées dans le cylindre et celles posées sur la

paroi se fait par la valeur de la dérivée radiale de la solution obtenue dans le

cylindre et évaluée sur la paroi. Cette quantité étant difficile à contrôler, elle

sera remplacée, via les équations posées dans le cylindre, par la moyenne sur

une section du cylindre de la dérivée axiale de la solution dans le cylindre.

— Les réactions chimiques n’intervenant que sur la paroi du cylindre, toutes

les équations sur cette paroi sont couplées, via les vitesses de réactions des

différentes espèces.

— Comme sur la paroi on a affaire à des équations de types différents (une

équation aux dérivées partielles parabolique et des équations différentielles

ordinaires) on va devoir recourir à une technique de régularisation pour

n’avoir que des équations de même nature.

Ce travail comporte deux parties.

Dans la première partie, nous établissons l’existence et l’unicité de la solu-

tion, ainsi que quelques propriétés qualitatives de cette solution, en particulier

l’existence de bornes supérieures et inférieures. Nous regardons également le com-

portement limite de la solution quand le temps tend vers l’infini.

La deuxième partie est consacrée à la description de deux méthodes numériques

pour la résolution du problème, la première utilisant les éléments finis et la sec-

onde les différences finies. La méthode des différences finies est mise en oeuvre

avec différentes conditions initiales et aux limites et permet d’obtenir des courbes

donnant la solution.
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Chapitre 2

Description et étude théorique

du problème

2.1 Modèle mathématique

Un gaz contenant S espèces chimiques A1, A2, ..., AS circule dans un canal

cylindrique (cf. Figure 1.1 ci-dessus), en suivant un profil parabolique de vitesse.

Sur la paroi du canal, les S espèces chimiques réagissent au travers de R réactions,

en se composant ou se décomposant. Un exemple classique et qui sera étudié

de manière plus approfondie dans la deuxième partie est celui de la réaction :

CO + 1/2O2 → CO2.

L’objectif de ce travail est, dans un premier temps, de prouver l’existence de la

solution du problème modélisant l’évolution des différentes concentrations et de la

température au cours du temps, à l’intérieur du canal et sur la surface extérieure

du canal. Dans un deuxième temps nous regarderons comment se comporte la

solution quand le temps croit jusqu’à l’infini afin de mettre en évidence un critère,

destiné à être utilisé lors des simulations numériques, de détection de “fronts de

réaction”. D’autre part, une méthode numérique de résolution approchée de ce

problème sera mise en oeuvre.

Les concentrations (resp. la température) à l’intérieur du canal sont notées

Cif (resp. Tf). Les concentrations (resp. la température) sur la paroi du canal

sont notées Cis (resp. Ts). On a évidemment les égalités :

Cif (Rf , z, t) = Cis (z, t) ; Tf (Rf , z, t) = Ts (z, t) ,

qui expriment la continuité des concentrations et de la température sur la paroi

du canal.

Dans une première étape, on effectue les bilans matières et les bilans ther-

miques dans le canal et sur la paroi. Ceci permet d’établir des équations dont

sont solutions Cif , Tf , Cis et Ts.
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ÉTUDE THÉORIQUE DU PROBLÈME

2.1.1 Dans le canal cylindrique

Nous supposons que la vitesse du fluide suit, dans le canal, un profil parabolique

donné sous la forme :

V (r) = Vmax

Ã
1−

µ
r

Rf

¶2!
,

où Vmax est la vitesse maximale du fluide, atteinte au centre du cylindre.

Le bilan matière pour l’espèce Ai s’écrit sous la forme :

−Vmax
Ã
1−

µ
r

Rf

¶2!
∂Cif

∂z
(r, z, t) = −Dif

r

∂

∂r

µ
r
∂Cif

∂r

¶
(r, z, t) ,

∀ (r, z, t) ∈ ]0, Rf [× ]0, L[× ]0, T [ ,
(2.1)

où Cif désigne la concentration de l’espèce Ai dans le fluide et Dif le coefficient

de diffusion de l’espèce Ai, i = 1, ..., S.

Les conditions aux limites associées à l’équation (2.1) sont :
Cif (r, 0, t) = Cif0 (r) ,

Cif (Rf , z, t) = Cis (z, t) ,

∂Cif

∂r
(0, z, t) = 0.

La première condition signifie qu’on suppose connue la concentration Cif de

l’espèce Ai dans le fluide à l’entrée du canal cylindrique (z = 0) à chaque instant.

La deuxième condition exprime le raccord des concentrations sur la paroi externe

du canal. La troisième condition est liée à la géométrie cylindrique du canal.

Notons que Cif0 ne dépend que de r et pas de t.

Le bilan thermique dans le canal s’écrit sous la forme :

−ρfCpfVmax

Ã
1−

µ
r

Rf

¶2!
∂Tf

∂z
(r, z, t) = −λf

r

∂

∂r

µ
r
∂Tf

∂r

¶
(r, z, t) ,

∀ (r, z, t) ∈ ]0, Rf [× ]0, L[× ]0, T [ ,
(2.2)

où Tf désigne la température du fluide, ρf sa masse volumique, Cpf sa chaleur

massique et λf sa conductivité thermique.

Les conditions aux limites associées à l’équation (2.2) sont :
Tf (r, 0, t) = Tf0 (r) ,

Tf (Rf , z, t) = Ts (z, t) ,

∂Tf

∂r
(0, z, t) = 0,

qui représentent des conditions analogues à celles vérifiées par les concentrations.
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2.1. MODÈLE MATHÉMATIQUE

2.1.2 Sur la paroi du canal

Le bilan matière sur la paroi du canal (r = Rf) s’écrit sous la forme :

εs
∂Cis

∂t
(z, t) = −SDif

∂Cif

∂r
(Rf , z, t)

+a(z)

RX
j=1

αij r̂j (C1s, . . . , CSs, Ts) (z, t) ,

∀ (z, t) ∈ ]0, L[× ]0, T [ ,

(2.3)

où Cis désigne la concentration de l’espèce Ai sur la paroi, εs le volume de vide

dans la paroi par unité de volume, S la surface de contact gaz-solide par unité

de volume, a la surface active du réacteur par unité de volume, αij le coefficient

stoechiométrique de l’espèce Ai pour la réaction j et r̂j la vitesse de formation

ou de disparition d’une espèce par la réaction j.

Les conditions initiales associées à l’équation (2.3) sont :

Cis (z, 0) = Cis0(z).

Elles signifient que les concentrations sont connues à l’instant t = 0.

Le bilan thermique sur la paroi du canal s’écrit sous la forme :

(1− εs) ρsCps

∂Ts

∂t
(z, t) = −Sλf

∂Tf

∂r
(Rf , z, t) + (1− εs)λs

∂2Ts

∂z2
(z, t)

+a(z)

RX
j=1

(−∆H) r̂j (C1s, . . . , CSs, Ts) (z, t) ,

∀ (z, t) ∈ ]0, L[× ]0, T [ ,

(2.4)

où Ts est la température sur la paroi solide du canal, ρs la masse volumique de la

paroi, Cps sa chaleur massique, λs sa conductivité thermique, λf la conductivité

thermique du fluide, S la surface de contact gaz-solide par unité de volume et

(−∆H) l’enthalpie molaire de la réaction j.

Les conditions initiales ou aux limites associées à l’équation (2.4) sont :
Ts (z, 0) = Ts0 (z) ,

(1− εs)λs
∂Ts

∂z
(0, t) = (1− εs)λs

∂Ts

∂z
(L, t) = 0.

La première condition signifie que la température est connue à l’instant t = 0.

La deuxième condition exprime le fait que les extrémités de la paroi (z = 0 ou

z = L) sont isolées.
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ÉTUDE THÉORIQUE DU PROBLÈME

2.2 Ré-écriture du problème et premières pro-

priétés

Pour passer de ]0, Rf [ × ]0, L[ à ]0, 1[ × ]0, 1[ on effectue le changement de
variables : Z = z/L, R = r/Rf , pour obtenir le système :

(1−R2)
∂Cif

∂Z
(R,Z, t) =

DifL

Vmax (Rf)
2

1

R

∂

∂R

µ
R
∂Cif

∂R

¶
(R,Z, t) ,

(1−R2)
∂Tf

∂Z
(R,Z, t) =

λfL

ρfCpfVmax (Rf )
2

1

R

∂

∂R

µ
R
∂Tf

∂R

¶
(R,Z, t) ,

∂Cis

∂t
(Z, t) = −SDif

εsRf

∂Cif

∂R
(1, Z, t)

+
a (LZ)

εs

RX
j=1

αij r̂j (C1s, . . . , CSs, Ts) (Z, t) ,

∂Ts

∂t
(Z, t) = − Sλf

(1− εs) ρsCpsRf

∂Tf

∂R
(1, Z, t)

+
λs

ρsCpsL2
∂2Ts

∂Z2
(Z, t) +

a (LZ) (−∆H)

(1− εs) ρsCps

×
RX
j=1

αij r̂j (C1s, . . . , CSs, Ts) (Z, t) ,

où i appartient à {1, . . . , S}. On pose :

βif =
DifL

Vmax (Rf)
2 , βNf =

λfL

ρfCpfVmax (Rf)
2 ,

γis =
SDif

εsRf

, γNs =
Sλf

(1− εs) ρsCpsRf

,

bis (Z) =
a (LZ)

εs
, bNs (Z) =

a (LZ) (−∆H)

(1− εs) ρsCps

,

θNs =
λs

ρsCpsL2
,

avec N = S + 1, et on convient de poser :

CNf (r, z, t) = Tf (r, z, t) ; CNs (z, t) = Ts (z, t) ,
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2.2. RÉ-ÉCRITURE DU PROBLÈME ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

de manière à traiter la température sur le même plan que les concentrations. En

reprenant r et z comme variables spatiales, par commodité d’écriture, on obtient

le système normalisé :

(1− r2)
∂Cif

∂z
(r, z, t) = βif

1

r

∂

∂r

µ
r
∂Cif

∂r

¶
(r, z, t) ,

∂Cis

∂t
(z, t)− δiNθNs

∂2CNs

∂z2
(z, t) = −γis

∂Cif

∂r
(1, z, t)

+bis (z)

RX
j=1

αij r̂j (C1s, . . . , CNs) (z, t) ,

pour i appartenant à {1, . . . , N}, et la convention que δiN = 1, si i = N , et

δiN = 0, sinon. Les conditions initiales ou aux limites s’écrivent sous la forme :

Cif (r, 0, t) = Cif0 (r) ,
∂Cif

∂r
(0, z, t) = 0,

Cif (1, z, t) = Cis (z, t) , θNs

∂CNs

∂z
(1, t) = 0,

Cis (z, 0) = Cis0 (z) , θNs

∂CNs

∂z
(0, t) = 0,

(2.5)

pour tout i = 1, ..., N .

Les concentrations et la température doivent être à valeurs positives ou nulles,

aussi bien dans le cylindre que sur la paroi. Rien ne permet d’affirmer que les

solutions des problèmes ci-dessus sont bien à valeurs positives ou nulles. On sup-

pose donc que les fonctions r̂j peuvent être prolongées sur RN tout entier par des

fonctions encore notées r̂j, sur lesquelles nous posons les hypothèses qui suivent.

(H1) La fonction r̂j ainsi prolongée est lipschitzienne de constante kj :

|r̂j (x1, . . . , xN)− r̂j (y1, . . . , yN)| ≤ kj

NX
h=1

|xh − yh| ,

∀ (x1, . . . , xN) , (y1, . . . , yN) ∈ RN .

De plus, nous supposons qu’il existe des fonctions ri au moins une fois con-

tinuement différentiables telles que :

δiri (x1, . . . , xN ) := bis(z)

RX
j=1

αij r̂j (x1, . . . , xN) , ∀i ∈ {1, . . . , N} ,

où δi appartient à {−1, 1}, les fonctions ri vérifiant les hypothèses suivantes :
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CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ÉTUDE THÉORIQUE DU PROBLÈME

(H2) Pour tout vecteur (x1, . . . , xN ) de RN , on a :

ri (x1, . . . , xN) ≥ 0.

(H3) Si l’une des variables xi, 1 ≤ i ≤ N , est égale à 0, la fonction ri s’annule :

ri (x1, . . . , 0, . . . , xN) = 0.

(H4) Pour tous (x1, . . . , xN) et (y1, . . . , yN) appartenant à RN , on a :

−
NX
i=1

δi
βif

γis
(ri (x1, . . . , xN)− ri (y1, . . . , yN)) (xi − yi) ≥ 0.

Remarque 2.2.1 La signification physique de ces hypothèses est la suivante.

1. La fonction r̂j représente la vitesse de formation ou de disparition d’une

espèce par la réaction j. Comme il y a R réactions simultanées, la vitesse

de formation ou de disparition globale de l’espèce i est égale à :

bis(z)

RX
j=1

αij r̂j (x1, . . . , xN) .

2. L’hypothèse (H2) signifie que l’espèce chimique i est, soit formée (δi = 1),
soit consommée (δi = −1). Il ne peut pas y avoir de changement de sens
de la réaction, qui se traduirait par un changement de signe de ri.

3. L’hypothèse (H3) traduit le fait que si l’un des réactifs intervenant dans les

réactions impliquant l’espèce i vient à manquer, la réaction s’arrête.

Proposition 2.2.2 On a les propriétés suivantes :

1. Puisque r̂j est lipschitzienne de constante kj, ri est lipschitzienne de cons-

tante bkα, avec :

b = sup
1≤i≤N, z∈[0,1]

|bis(z)| ; k = sup
1≤j≤R

|kj| ; α = sup
1≤i≤N, 1≤j≤R

|αij| .

2. On a : ∀x ∈ RN : −
NX
i=1

δi
βif

γis
ri (x1, . . . , xN) xi ≥ 0.

Démonstration. 1. On calcule :

|ri (x1, . . . , xN)− ri (y1, . . . , yN)|

≤ bα

NX
j=1

|r̂j (x1, . . . , xN)− r̂j (y1, . . . , yN)| ≤ bkα

NX
h=1

|xh − yh| .

12



2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

2. Il suffit d’appliquer les hypothèses (H3) et (H4) avec y = 0.

Avec l’introduction de la fonction ri, le système considéré s’écrit sous la forme :



∂Cif

∂z
(r, z, t) =

βif

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Cif

∂r

¶
(r, z, t) ,

∂Cis

∂t
(z, t)− δiNθNs

∂2CNs

∂z2
(z, t) = −γis

∂Cif

∂r
(1, z, t)

+δiri (C1s, . . . , CNs) (z, t) ,

(2.6)

avec les conditions aux limites ou initiales (2.5). Remarquons qu’en intégrant la

i-ème équation de (2.6)1 par rapport à r, après l’avoir multiplié par r (1− r2), on

obtient l’égalité :

∂Cif

∂r
(1, z, t) =

1

βif

Z 1

0

∂Cif

∂z
(r, z, t) r

¡
1− r2

¢
dr,

ce qui permet de ré-écrire le système (2.6) sous la forme équivalente :



∂Cif

∂z
(r, z, t) =

βif

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Cif

∂r

¶
(r, z, t) ,

∂Cis

∂t
(z, t)− δiNθNs

∂2CNs

∂z2
(z, t) = − γis

βif

Z 1

0

∂Cif

∂z
(r, z, t) r (1− r2) dr

+δiri (C1s, . . . , CNs) (z, t) .

(2.7)

C’est ce problème (2.7) que nous étudions dans la suite.

2.3 Existence de la solution

2.3.1 Régularisation du problème

Pour pouvoir étudier le problème (2.7) du point de vue mathématique, nous

introduisons le terme −θis ∂
2Cis
∂z2

, i = 1, ..., N − 1, avec θis > 0, dans les équations
(2.7)2 sur la paroi portant sur les concentrations, de manière à disposer d’équations

paraboliques. Ce système régularisé s’écrit donc :

13



CHAPITRE 2. DESCRIPTION ET ÉTUDE THÉORIQUE DU PROBLÈME



∂Cif

∂z
(r, z, t) =

βif

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Cif

∂r

¶
(r, z, t) ,

∂Cis

∂t
(z, t)− θis

∂2Cis

∂z2
(z, t) = − γis

βif

Z 1

0

∂Cif

∂z
(r, z, t) r (1− r2) dr

+δiri (C1s, . . . , CNs) (z, t) .

(2.8)

Nous ajoutons les conditions initiales ou aux limites :

θis
∂Cis

∂z
(1, t) = 0 = θis

∂Cis

∂z
(0, t) , ∀i = 1, ...,N − 1,

de manière à traiter les concentrations sur le même plan que la température.

Dans un premier temps, nous prouvons l’existence d’une solution du problème

(2.8), en utilisant les fonctionnelles :

Ψ Φ

Cis → Cif Cif → Cis

En effet, dans une première étape, nous montrons l’existence des solutions

Cif dans le cylindre, en supposant connues les traces des solutions Cis sur la

paroi (fonctionnelle Ψ). Puis, nous montrons l’existence des solutions Cis sur la

paroi, en supposant connus les flux sur la paroi des solutions Cif obtenues dans le

cylindre (fonctionnelle Φ). Pour prouver l’existence d’une solution du problème

(2.8), nous utilisons un argument de type point fixe sur Φ ◦Ψ.
Puis nous effectuons un passage à la limite, lorsque θis tend vers 0, i =

1, ...,N − 1, pour en déduire l’existence d’une solution du problème (2.7) d’o-
rigine.

2.3.2 Existence dans le cylindre

Supposons connues les valeurs des concentrations Cis sur la paroi, pour tout

i = 1, ..., N . On a le problème suivant en les inconnues Cif :

∂Cif

∂z
− βif

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Cif

∂r

¶
= 0,

Cif (r, 0, t) = Cif0 (r) ,

Cif (1, z, t) = Cis (z, t) ,
∂Cif

∂r
(0, z, t) = 0,

14



2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

avec i = 1, . . . , N . Posons :
uf = t (C1f , . . . , CNf ) ,

us = t (C1s, . . . , CNs) ,

uf0 = t (C1f0, . . . , CNf0) ,

βf = diag
¡
β1f , · · · , βNf

¢
,

de manière à écrire le problème précédent sous la forme vectorielle :

∂uf

∂z
− βf

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂uf

∂r

¶
= 0,

uf (r, 0, t) = uf0 (r) ,

uf (1, z, t) = us (z, t) ,
∂uf

∂r
(0, z, t) = 0.

(2.9)

On effectue le changement de fonction inconnue :

wf (r, z, t) = uf (r, z, t)− us (z, t) ,

de manière à annuler les conditions aux limites en r = 1. On obtient le système

équivalent : 

∂wf

∂z
− βf

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂wf

∂r

¶
= −∂us

∂z
,

wf (r, 0, t) = w0 (r, t) ,

wf (1, z, t) = 0,
∂wf

∂r
(0, z, t) = 0,

(2.10)

où w0 (r, t) = uf0 (r) − us (0, t) = uf0 (r) − uf0 (1), car us ne dépend que des

variables z et t et pas de la variable r.

Nous commençons par introduire les espaces fonctionnels adaptés à la résolution

de (2.9) ou de (2.10).

Définition 2.3.1 1. On pose :

L2
r(1−r2) (0, 1) =

n
u | r 7→ u (r)

p
r (1− r2) ∈ L2 (0, 1)

o
,

L2r (0, 1) = {u | r 7→ u (r)
√
r ∈ L2 (0, 1)} .

L2
r(1−r2) (0, 1) (resp. L

2
r (0, 1)) est un espace de Hilbert pour la norme as-

sociée au produit scalaire suivant :

hu, vi2,r(1−r2) =
Z 1

0

uvr
¡
1− r2

¢
dr (resp. hu, vi2,r =

Z 1

0

uvrdr).
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2. On définit :

Wr =

½
u ∈

³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
| ∂u
∂r
∈ (L2r (0, 1))N

¾
,

Wr0 = {u ∈Wr | u (1) = 0} ,
Wr (T ) = {u ∈ L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr)}

et on désigne par W 0
r0 le dual de Wr0.

3. On munit Wr, Wr0 et Wr (T ) des normes suivantes :

kuk2Wr
:=

Z 1

0

kuk2 r (1− r2) dr +

Z 1

0

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdr,

kuk2Wr0
:=

Z 1

0

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdr,

kuk2Wr(T )
:=

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

kuk2 r (1− r2) drdzdt

+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdrdzdt,

où k.k désigne la norme euclidienne de RN associée au produit scalaire usuel

noté (. · .).

On établit quelques propriétés de ces espaces de Hilbert.

Lemme 2.3.2 1. On a les inclusions suivantes :

L2 (0, 1) ⊂
→
L2r (0, 1) ⊂→ L2r(1−r2) (0, 1) ,

avec injections continues.

2. Pour toute fonction u de Wr0, on a l’inégalité :Z 1

0

kuk2 r
¡
1− r2

¢
dr ≤ 3

16

Z 1

0

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdr, (2.11)

inégalité qui prouve que l’injection de Wr0 vers
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
est con-

tinue. Cette injection est de plus compacte.

3. Wr0 est un espace de Hilbert pour la norme indiquée ci-dessus.

Démonstration. 1. De l’inégalité :

∀r ∈ [0, 1] : 0 ≤ r
¡
1− r2

¢
≤ r ≤ 1,

on déduit les inégalités suivantes sur les normes des espaces introduits ci-dessus :

k.k2,r(1−r2) ≤ k.k2,r ≤ k.k2 ,
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

qui impliquent les inclusions annoncées, cf. [8].

2. On a, pour tout a tel que 0 < a < 1 :Z 1

a

∂u

∂r
dr = u(1)− u(a) = −u(a),

car u(1) = 0. Ceci implique :

ku(a)k =
°°°°−Z 1

a

∂u

∂r
dr

°°°° ≤ Z 1

a

°°°°∂u∂r
°°°°√r 1√rdr.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et en élevant au carré, on obtient :

ku(a)k2 ≤ (− ln(a))
Z 1

a

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdr ≤ (− ln(a)) Z 1

0

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdr.

On intègre cette inégalité sur ]0, 1], après l’avoir multipliée par a(1− a2) :Z 1

0

ku(a)k2 a (1− a2) da ≤
Z 1

0

(− ln(a)) a(1− a2)da

Z 1

0

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdr

≤ 3

16

Z 1

0

°°°°∂u∂r
°°°°2 rdr,

d’où le résultat.

Montrons maintenant la compacité de l’injection deWr0 vers
³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N
.

Pour cela prenons une fonction u ∈
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
et un réel δ ∈ ]0, 1[ , d’après

ce qui précède on a pour r ∈ ]0, δ[ :

ku(r)k2 ≤ (− ln(r)) kuk2Wr0
,

d’où :

δZ
0

ku(r)k2 r(1− r2)dr ≤

 δZ
0

¡
− ln(r)r(1− r2

¢
dr

 kuk2Wr0
,

et :
δZ
0

ku(r)k2 r(1− r2)dr ≤
µ
δ2

4
− δ2

2
ln(δ)

¶
kuk2Wr0

. (2.12)

De manière analogue, on montre que :

1Z
0

ku(r)k2 rdr ≤ 1
4
kuk2Wr0

, (2.13)
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car
R 1
0
(− ln(r))rdr = 1/4.

Soit (un) une suite bornée dans Wr0, il existe un réel strictement positif M

tel que :

kunk2Wr0
≤M ∀n ∈ N. (2.14)

D’après (2.14) et (2.13) , on a :

1Z
0

kun(r)k2 rdr ≤M,

d’où : Z 1

δ

kunk2 rdr +
Z 1

δ

°°°°∂un∂r

°°°°2 rdr
≥ δ

Z 1

δ

kunk2 dr +
Z 1

δ

°°°°∂un∂r

°°°°2 dr
et Z 1

δ

kunk2 dr +
Z 1

δ

°°°°∂un∂r

°°°°2 dr ≤ M

δ
,

et (un) est bornée dans (H
1 (1/2, 1))

N
on peut donc en extraire une sous-suite

qui converge dans (L2 (1/2, 1))
N
. De même on montre par le même raisonnement

qu’il y a une sous-suite de cette sous-suite qui est bornée dans (H1 (1/3, 1))
N
.

Donc par récurrence on trouve qu’il existe une suite de sous-suites telle que la

k−ième sous-suite converge dans (L2 (1/(k + 1), 1))N pour k ∈ N. On peut donc
choisir une suite diagonale que l’on notera encore (un) telle que (un) converge

dans (L2 (1/(k + 1), 1))
N
pour k ∈ N.

Il résulte que (un) converge dans (L
2 (δ, 1))

N
pour tout δ dans ]0, 1[.

Soit ε > 0, choisissons δ ∈ ]0, 1[ tel que :µ
δ2

4
− δ2

2
ln(δ)

¶
M <

ε

2
. (2.15)

Alors ∀n,m dans N on a à l’aide de (2.12) et (2.15) :

kum − unk2,r(1−r2) ≤
δZ
0

kum − unk2 r(1− r2)dr

+

1Z
δ

kum − unk2 r(1− r2)dr

≤ ε

2
+

1Z
δ

kum − unk2 r(1− r2)dr.
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

Comme (un) converge dans (L
2 (δ, 1))

N
, il existe n0 ∈ N tel que :

1Z
δ

kum − unk2 r(1− r2)dr ≤ ε

2

pour m,n ∈ N et m ≥ n0, n ≥ n0. On a donc :

kum − unk2,r(1−r2) ≤ ε

qui montre que la suite (un) est de Cauchy dans
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
, elle converge

donc dans
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
.

3. Il s’agit d’une conséquence immédiate de 2.

Définition 2.3.3 Supposons que uf0 appartient à
³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N
et que us

appartient à L2
³
0, T ; (H1 (0, 1))

N
´
.

Une fonction wf est appelée solution faible du problème (2.10) si wf appar-

tient à Wr (T ),
∂wf
∂z
appartient à L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;W 0

r0), wf (r, 0, t) = w0 (r, t), en

un sens à préciser, et si, pour tout ϕ appartenant à L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0), on a

l’égalité : Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂wf

∂z
· ϕ
¶
r (1− r2) drdzdt

+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
βf

∂wf

∂r
· ∂ϕ
∂r

¶
rdrdzdt

= −
Z T

0

Z 1

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

ϕr (1− r2) dr

¶
dzdt.

(2.16)

Pour prouver l’existence d’une solution faible du problème (2.10), on com-

mence par introduire l’opérateur elliptique du second ordre L de Wr0 vers W
0
r0

associé à cette formulation variationnelle (2.16) et défini par :

∀w ∈Wr0 : Lw = −
βf

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂w

∂r

¶
,

de manière à avoir :

∀w, v ∈Wr0 : hLw, vihW 0
r0,Wr0i =

1Z
0

µ
βf

∂w

∂r
· ∂v
∂r

¶
rdr,

compte tenu de la condition aux limites : v (1) = 0 et de la présence du poids

r(1− r2) dans le produit scalaire associé au crochet de dualité.
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On introduit également l’opérateur T de
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
dans lui-même qui,

à chaque fonction g appartenant à
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
, associe l’unique élément

T (g) de Wr0 solution faible de : L (T (g)) = gr (1− r2), au sens où :Z 1

0

µ
βf

∂T (g)

∂r
· ∂ϕ
∂r

¶
rdr =

Z 1

0

(g · ϕ) r
¡
1− r2

¢
dr, ∀ϕ ∈Wr0. (2.17)

Les propriétés de l’opérateur T sont rassemblées dans le

Lemme 2.3.4 1. L’opérateur T est :

— autoadjoint, au sens où :

∀f, g ∈
³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N
: hT (f) , gir(1−r2) = hf, T (g)ir(1−r2) ;

— positif, au sens où :

∀f ∈
³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N
: hT (f) , fir(1−r2) ≥ 0 ;

— non dégénéré, au sens où :

∀f ∈
³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N
: hT (f) , fir(1−r2) = 0⇒ f = 0.

2. Par ailleurs, il existe une base hilbertienne {ωj}j de
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
et de

Wr0 constituée de fonctions propres de l’opérateur T et donc de l’opérateur

L.

Démonstration. 1. On remarque que pour f et g quelconques dans l’espace³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
, on a :

hT (f) , gir(1−r2) =

Z 1

0

(T (f) · g) r (1− r2) dr

=

Z 1

0

µ
βf

∂T (g)

∂r
· ∂T (f)

∂r

¶
rdr

=

Z 1

0

µ
βf

∂T (f)

∂r
· ∂T (g)

∂r

¶
rdr

= hf, T (g)ir(1−r2) ,

compte tenu de l’égalité (2.17) et puisque T (f) (1) = 0 = T (g) (1). On calcule

ensuite :

∀f ∈
³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N
: hT (f) , fir(1−r2) =

Z 1

0

µ
βf

∂T (f)

∂r
· ∂T (f)

∂r

¶
rdr ≥ 0,
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d’où la positivité de T . On observe enfin que :

∀f ∈
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
: hT (f) , fir(1−r2) = 0

⇔
Z 1

0

µ
βf

∂T (f)

∂r
· ∂T (f)

∂r

¶
rdr = 0,

puisque T (f) (1) = 0. On en déduit que T (f) = 0, dansWr0, puisque les βif sont

strictement positifs. L’égalité (2.17) implique que f = 0, dans
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
,

en utilisant un argument de densité dans
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
.

2. Comme l’injection de Wr0 dans
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
est compacte, T est un

opérateur compact de
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
dans lui-même. Compte tenu des pro-

priétés précédentes de T , le Théorème VI.11 de [2, page 97] implique l’existence

d’une base hilbertienne {ωj}j de
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
formée de fonctions propres

de T et donc de L. La Remarque 29 de [2, page 193] implique que cette base est

également une base hilbertienne de Wr0.

On démontre alors le résultat d’existence suivant :

Proposition 2.3.5 Soient u0 et us comme dans la Définition 2.3.3. Alors, il
existe au moins une solution faible wf du problème (2.10).

Démonstration. Soit {ωj}j une base de Wr0 constituée de fonctions propres

de l’opérateur L avec les valeurs propres λj correspondantes :

­
L
¡
ωj
¢
, ϕ
®
hW 0

r0,Wr0i = λj

Z 1

0

¡
ωj · ϕ

¢
r
¡
1− r2

¢
dr, ∀ϕ ∈Wr0.

Pour tout ϕ appartenant à Wr0, il existe une suite
¡
γj
¢
j
de coefficients tels

que ϕ =
P+∞

j=1 γjω
j. On note Pm (ϕ) =

Pm

j=1 γjω
j , l’approximation de Galerkin

d’ordre m de ϕ. Les propriétés de {ωj}j impliquent que l’opérateur Pm ainsi

défini est un projecteur orthogonal continu de Wr0 (resp.
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
) vers

le sous-espace de Wr0 (resp. de
³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N
) engendré par ω1, . . . , ωm. De

plus :

kPm (ϕ)kWr0
≤ kϕkWr0

; kPm (ϕ)k2,r(1−r2) ≤ kϕk2,r(1−r2) , ∀ϕ ∈Wr0.

Cherchons les coefficients γj,m : [0, 1]× [0, T ]→ R tels que l’approximation de
Galerkin de wf , définie par : Pm (wf) (r, z, t) =

Pm

j=1 γj,m(z, t)ω
j (r), soit solution
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du problème approché :Z 1

0

µ
∂Pm (wf )

∂z
· ωj

¶
r(1− r2)dr + hL (Pm (wf )) , ω

jihW 0
r0,Wr0i

= −
µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

ωjr(1− r2)dr

¶
, ∀j = 1, . . . ,m,

(2.18)

pour presque tous z et t de [0, 1]× [0, T ], avec la condition initiale :

Pm (wf ) (r, 0, t) = Pm (w0) (r, t) .

Compte tenu de l’orthogonalité des ωj dans
³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N
, le coefficient

γj,m est solution du problème :
∂γj,m

∂z
(z, t) + λjγj,m(z, t) = −

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

ωjr(1− r2)dr

¶
,

γj,m(0, t) = (Pm (w0))j (0, t) ,

pour tout j = 1, . . . ,m et pour presque tout (z, t) dans ]0, 1[× ]0, T [, (Pm (w0))j
étant le coefficient de ωj dans la décomposition de (Pm (w0))j dans la base {ωj}j .
On en déduit l’expression de γj,m :

γj,m(z, t) = (Pm (w0))j (0, t) e
−λjz (2.19)

−
Z z

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

ωjr(1− r2)dr

¶
eλj(s−z)ds.

On établit ensuite les estimations suivantes :Z T

0

Z 1

0

kPm (wf)k2 (r, s, t) r(1− r2)drdt ≤ C(T ),

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf)

∂r

°°°°2 (r, z, t) rdrdzdt ≤ C(T ),

°°°°∂Pm (wf)

∂z

°°°°
L2(]0,1[×]0,T [;W 0

r0)
≤ C(T ),

(2.20)

pour presque tout s appartenant à ]0, 1[, où C(T ) est une constante stricte-

ment positive ne dépendant que des données du problème (2.10) et de T , mais

indépendante de m. Pour cela, on multiplie l’égalité (2.18) par γj,m et on effectue
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la somme par rapport à j = 1, ...,m. On obtient, pour s appartenant à [0, 1] :Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf)

∂z
· Pm (wf)

¶
r(1− r2)drdzdt

−
Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
βf

∂

∂r

µ
r
∂Pm (wf )

∂r

¶
· Pm (wf)

¶
drdzdt

= −
Z T

0

Z s

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

Pm (wf) r(1− r2)dr

¶
dzdt.

On en déduit :

1

2

Z T

0

Z 1

0

kPm (wf )k2 (r, s, t) r(1− r2)drdt+

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf)

∂r

°°°°2 rdrdzdt
=
1

2

Z T

0

Z 1

0

kPm (w0)k2 r(1− r2)drdt

−
Z T

0

Z s

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

Pm (wf) r(1− r2)dr

¶
dzdt,

puisque Pm (wf) (1, t) = 0, et avec β
1/2
f := diag

¡p
β1f , · · · ,

p
βNf

¢
. En utilisant

l’inégalité de Young et le fait que :
R 1
0
r(1− r2)dr = 1/4, on obtient :

1

2

Z T

0

Z 1

0

kPm (wf)k2 (r, s, t) r(1− r2)drdt

+

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf)

∂r

°°°°2 rdrdzdt
≤ 1
2

Z T

0

Z 1

0

kPm (w0)k2 r(1− r2)drdt+
1

8

Z T

0

Z s

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt
+
1

2

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

kPm (wf )k2 r(1− r2)drdzdt.

(2.21)

Ceci entrâıne :Z T

0

Z 1

0

kPm (wf)k2 (r, s, t) r(1− r2)drdt

≤ C

µ
Pm (w0) ,

∂us

∂z
, T

¶
+

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

kPm (wf)k2 r(1− r2)drdzdt,

avec :

C

µ
Pm (w0) ,

∂us

∂z
, T

¶
=

Z T

0

Z 1

0

kPm (w0)k2 r(1− r2)drdt+
1

4

Z T

0

Z 1

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt
≤ T

Z 1

0

kw0k2 r(1− r2)dr +
1

4

Z T

0

Z 1

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt =: C µw0, ∂us∂z
, T

¶
.
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En appliquant le Lemme de Gronwall, on obtient :Z T

0

Z 1

0

kPm (wf )k2 (r, s, t) r(1− r2)drdt ≤ C

µ
w0,

∂us

∂z
, T

¶
, ∀s ∈ ]0, 1[ ,

qui n’est autre que (2.20)1. Des inégalités (2.20)1 et (2.21) et de la stricte positivité

des βif , on déduit immédiatement (2.20)2. Pour montrer l’inégalité (2.20)3, on

calcule : Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf )

∂z
· ϕ
¶
r(1− r2)drdzdt

=

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf)

∂z
· Pm (ϕ)

¶
r(1− r2)drdzdt

= −
Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
βf

∂Pm (wf)

∂r
· ∂Pm (ϕ)

∂r

¶
rdrdzdt

−
Z T

0

Z s

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

Pm (ϕ) r(1− r2)dr

¶
dzdt,

d’où, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’égalité
R 1
0
r(1− r2)dr = 1/4 :¯̄̄̄Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf )

∂z
· ϕ
¶
r(1− r2)drdzdt

¯̄̄̄
≤
ÃZ T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf )

∂r

°°°°2 rdrdzdt
!1/2

×
ÃZ T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (ϕ)

∂r

°°°°2 rdrdzdt
!1/2

+
1

2

ÃZ T

0

Z s

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt
!1/2µZ T

0

Z s

0

Z 1

0

kPm (ϕ)k2 r(1− r2)drdzdt

¶1/2
.

Comme kPm (ϕ)kL2(0,1;Wr0)
≤ kϕkL2(0,1;Wr0)

, on a :¯̄̄̄Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf )

∂z
· ϕ
¶
r(1− r2)drdzdt

¯̄̄̄
≤
ÃZ T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf )

∂r

°°°°2 rdrdzdt
!1/2

×
ÃZ T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂ϕ∂r
°°°°2 rdrdzdt

!1/2

+
1

2

ÃZ T

0

Z s

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt
!1/2µZ T

0

Z s

0

Z 1

0

kϕk2 r(1− r2)drdzdt

¶1/2
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et donc :¯̄̄̄Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf )

∂z
· ϕ
¶
r(1− r2)drdzdt

¯̄̄̄
≤ 1

2

ÃZ T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf)

∂r

°°°°2 rdrdzdt
!1/2

+
1

2

ÃZ T

0

Z s

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt
!1/2

≤ C(T ),

car kϕkL2(0,1;Wr0)
≤ 1, d’où l’inégalité (2.20)3. Donc, il existe une sous-suite de

(Pm (wf))m encore notée (Pm (wf ))m telle que :

Pm (wf) -
m→+∞

wf , faiblement

dans L2
µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2
r(1−r2)(0, 1)

´N¶
,

∂Pm (wf)

∂r
-

m→+∞
αr, faiblement dans L

2
³
]0, 1[× ]0, T [ ; (L2r(0, 1))N

´
,

∂Pm (wf)

∂z
-

m→+∞
αz, faiblement dans L

2 (]0, 1[× ]0, T [ ;W 0
r0) .

Or, pour tout ϕ appartenant à C0
c (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0), on a :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf)

∂z
· ϕ
¶
drdzdt = −

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
Pm (wf) ·

∂ϕ

∂z

¶
drdzdt.

Faisant tendre m vers +∞, on obtient :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

(αz · ϕ) drdzdt = −
Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
wf ·

∂ϕ

∂z

¶
drdzdt,

et par conséquent αz =
∂wf
∂z
dans L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;W 0

r0).

De la même manière, pour tout ϕ appartenant à C0
c (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0), on

a :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf)

∂r
· ϕ
¶
drdzdt = −

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
Pm (wf) ·

∂ϕ

∂r

¶
drdzdt.

Faisant tendre m vers +∞, on obtient :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

(αr · ϕ) drdzdt = −
Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
wf ·

∂ϕ

∂r

¶
drdzdt,

donc αr =
∂wf
∂r
dans L2

³
]0, 1[× ]0, T [ ; (L2r(0, 1))N

´
. Par conséquent (Pm (wf ))m

converge vers wf , faiblement dans L
2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0). wf ainsi obtenu vérifie

la formulation variationnelle (2.16).

On peut avoir une régularité supérieure pour
∂wf
∂z
comme le montre la
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Proposition 2.3.6 Si uf0 appartient à Wr alors

∂wf

∂z
∈ L2

µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N¶

Démonstration. D’après (2.19) on voit que
dγj,m
dz

est dans

L2
µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N¶
, on peut donc multiplier l’égalité (2.18)

par
dγj,m
dz

et effectuer la somme par rapport à j = 1, ...,m. On obtient, pour s

appartenant à [0, 1] :

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf)

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

−
Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
βf

∂

∂r

µ
r
∂Pm (wf)

∂r

¶
· ∂Pm (wf)

∂z

¶
drdzdt

= −
Z T

0

Z s

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

∂Pm (wf )

∂z
r(1− r2)dr

¶
dzdt.

Cette égalité devient en intégrant par partie :

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf)

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

−
Z T

0

Z s

0

µ
∂Pm (wf)

∂r
(1, z, t) · ∂Pm (wf )

∂z
(1, z, t)

¶
drdzdt

+

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

µ
βfr

∂Pm (wf)

∂r
· ∂
∂r

µ
∂Pm (wf)

∂z

¶¶
drdzdt

= −
Z T

0

Z s

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

∂Pm (wf )

∂z
r(1− r2)dr

¶
dzdt,

or comme Pm (wf) (1, z, t) = 0 :

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf)

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

+
1

2

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

∂

∂z

°°°°β1/2f

∂Pm (wf)

∂r

°°°°2 rdrdzdt
= −

Z T

0

Z s

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

∂Pm (wf)

∂z
r(1− r2)dr

¶
dzdt,
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qui équivaut à :Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf)

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

+
1

2

Z T

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf)

∂r

°°°°2 (r, s, t) rdrdt
−1
2

Z T

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm(w0)

∂r

°°°°2 rdrdt
= −

Z T

0

Z s

0

µ
∂us

∂z
·
Z 1

0

∂Pm (wf)

∂z
r(1− r2)dr

¶
dzdt.

En utilisant l’inégalité de Young avec ε > 0 on a :Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf )

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

+
1

2

Z T

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf )

∂r

°°°°2 (r, s, t) rdrdt− 12
Z T

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm(w0)

∂r

°°°°2 rdrdt
≤ 1

2ε

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

+
ε

2

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf)

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

≤ 1

8ε

Z T

0

Z s

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt+ ε

2

Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf )

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt,

d’où : ³
1− ε

2

´Z T

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wf )

∂z

°°°°2 r(1− r2)drdzdt

+
1

2

Z T

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Pm (wf)

∂r

°°°°2 (r, s, t) rdrdt
≤ 1

8ε

Z T

0

Z s

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt+ 12
Z T

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂w0

∂r

°°°°2 rdrdt
≤ 1

8ε

Z T

0

Z s

0

°°°°∂us∂z

°°°°2 dzdt+ T

2

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂uf0

∂r

°°°°2 rdr,
et si on choisit ε tel que

³
1− ε

2

´
> 0, c’est-à-dire ε < 2 on trouve que :

∂Pm (wf)

∂z
∈ L2

µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N¶
.

Donc, il existe une sous-suite de (Pm (wf))m encore notée (Pm (wf ))m telle

que :

∂Pm (wf)

∂z
-

m→+∞
αz, faiblement

dans L2
µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N¶
.
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Or, pour tout ϕ appartenant à C0
c (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0), on a :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wf)

∂z
· ϕ
¶
drdzdt = −

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
Pm (wf) ·

∂ϕ

∂z

¶
drdzdt.

Faisant tendre m vers +∞, on obtient :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

(αz · ϕ) drdzdt = −
Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
wf ·

∂ϕ

∂z

¶
drdzdt,

et par conséquent αz =
∂wf
∂z
dans L2

µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N¶
.

Remarque 2.3.7 Comme :

L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0) ⊂ L2
µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2r(1−r2) (0, 1)

´N¶
,

L2
µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N¶
⊂ L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;W 0

r0)

et que wf appartient à L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0) et
∂wf
∂z
appartient à

L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;W 0
r0), on déduit de la Proposition 23.23 de [21, page 422] que

wf appartient à C

µ
]0, 1[× ]0, T [ ;

³
L2
r(1−r2) (0, 1)

´N¶
, ce qui permet d’interpréter

la condition initiale.

Corollaire 2.3.8 Le problème (2.9) admet une solution faible uf appartenant à

Wr (T ), au sens où :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂uf

∂z
· ϕ
¶
r
¡
1− r2

¢
drdzdt+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
βf

∂uf

∂r
· ∂ϕ
∂r

¶
rdrdzdt = 0,

pour tout T > 0 et tout ϕ appartenant à L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0), et vérifiant :
uf (r, 0, t) = uf0 (r).

Démonstration. Il suffit de remarquer que uf = wf + us est une solution

faible du problème (2.9) appartenant à l’espace indiqué et vérifiant la condition

initiale indiquée à z = 0.

Remarque 2.3.9 Puisque
∂uf
∂z

appartient à l’espace L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;W 0
r0) et

que la fonction r 7→ r (1− r2) s’annule en r = 1, on peut affirmer que pour toute

fonction g : (z, t) 7→ g (z, t), appartenant à (L2 (]0, 1[× ]0, T [))N , la fonction
(r, z, t) 7→ g (z, t) r (1− r2) appartient à L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0) et le crochet de

dualité : ¿
∂uf

∂z
, gr

¡
1− r2

¢À
hL2(]0,1[×]0,T [;W 0

r0),L2(]0,1[×]0,T [;Wr0)i
est bien défini.
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2.3.3 Existence sur la paroi

Supposons connues les quantités
∂Cif
∂z
, pour i = 1, . . . , N . Les Cis vérifient le

système :

∂Cis

∂t
− θis

∂2Cis

∂z2
= − γis

βif

Z 1

0

∂Cif

∂z
r (1− r2) dr + δiri (C1s, . . . , CNs) ,

Cis (z, 0) = Cis0 (z) ,

θis
∂Cis

∂z
(0, t) = 0 = θis

∂Cis

∂z
(1, t) ,

avec i = 1, . . . , N . On pose :

us0 = t (C1s0, . . . , CNs0) ,

r = t (r1, . . . , rN) ,

Γ = diag

µ
γ1s
β1f

, · · · , γNs

βNf

¶
=: diag (Γ1, . . . ,ΓN) ,

δ = diag (δ1, · · · , δN) ,
θs = diag (θ1s, · · · , θNs) ,

de manière à écrire le système sous la forme vectorielle :

∂us

∂t
− θs

∂2us

∂z2
= δr(us)− Γ

Z 1

0

∂uf

∂z
r (1− r2) dr,

us (z, 0) = us0 (z) ,

θs
∂us

∂z
(0, t) = 0 = θs

∂us

∂z
(1, t) .

(2.22)

On introduit les espaces fonctionnels adaptés à la résolution de (2.22) :

Wz =

½
u ∈ (L2 (0, 1))N | ∂u

∂z
∈ (L2 (0, 1))N

¾
,

Wz (T ) = {u ∈ L2 (0, T ;Wz)} ,

et on désigne le dual de Wz par W
0
z. On munit ces espaces des normes suivantes :

kuk2Wz
:=

Z 1

0

kuk2 dz +
Z 1

0

°°°°∂u∂z
°°°°2 dz,

kuk2Wz(T )
:=

Z T

0

Z 1

0

kuk2 dzdt+
Z T

0

Z 1

0

°°°°∂u∂z
°°°°2 dzdt.
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Définition 2.3.10 Supposons :

∂uf

∂z
∈ L2 (]0, T [× ]0, 1[ ;W 0

r0) ; us0 ∈
¡
L2 (0, 1)

¢N
.

Une fonction us est appelée solution faible du problème (2.22) si et seule-
ment si us appartient à Wz (T ), us (z, 0) = us0 (z), et si, pour tout ψ appartenant

à L2 (0, T ;Wz), on a l’égalité :Z τ

0

Z 1

0

µ
∂us

∂t
· ψ
¶
dzdt+

Z τ

0

Z 1

0

µ
θs
∂us

∂z
· ∂ψ
∂z

¶
dzdt

=

Z τ

0

Z 1

0

(δr(us) · ψ) dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
, ψr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt,

(2.23)

pour τ ≤ T , cf. Remarque 2.3.9.

Proposition 2.3.11 Soient uf et us0 comme dans la Définition 2.3.10. Alors il
existe au moins une solution faible us du problème (2.22).

Avant d’établir la démonstration de cette proposition, choisissons λ > 1

et effectuons le changement de fonctions inconnues ψ (z, t) = Ψ (z, t) e−λt et
us (z, t) = vs (z, t) e

λt dans la formulation variationnelle (2.23), de manière à

obtenir l’égalité :Z τ

0

Z 1

0

µ
∂vs

∂t
·Ψ
¶
dzdt+ λ

Z τ

0

Z 1

0

(vs ·Ψ) dzdt

+

Z τ

0

Z 1

0

µ
θs
∂vs

∂z
· ∂Ψ
∂z

¶
dzdt =

Z τ

0

Z 1

0

¡
δr(vse

λt) ·Ψe−λt
¢
dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
, e−λtΨr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt.

(2.24)

Nous introduisons le problème linéaire suivant, avec les mêmes conditions aux

limites, et en renotant ψ à la place de Ψ :Z τ

0

Z 1

0

µ
∂wsλ

∂t
· ψ
¶
dzdt+ λ

Z τ

0

Z 1

0

(wsλ · ψ) dzdt

+

Z τ

0

Z 1

0

µ
θs
∂wsλ

∂z
· ∂ψ
∂z

¶
dzdt =

Z τ

0

Z 1

0

¡
δr(vse

λt) · ψe−λt
¢
dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
, ψe−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt,

(2.25)

dans lequel vs est une fonction donnée dans L
2 (0, T ;Wz).
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Le vecteur r(vse
λ.)e−λ. appartient à L2 (0, T ;W 0

z), car pour tout ψ appartenant

à l’espace L2 (0, T ;Wz), on a :¯̄̄̄Z τ

0

Z 1

0

­
r(vse

λt), ψe−λt
®
dzdt

¯̄̄̄
≤

Z τ

0

Z 1

0

°°r(vseλt)− r(0)°° kψk e−λtdzdt
+

Z τ

0

Z 1

0

kr(0)k kψk e−λtdzdt

≤ bkα

Z τ

0

Z 1

0

kvsk kψk dzdt+
Z τ

0

Z 1

0

kr(0)k kψk dzdt.

On introduit la notion de solution faible du problème (2.25).

Définition 2.3.12 Soient us0 et
∂uf
∂z

comme dans la Définition 2.3.10, et vs
une fonction de L2 (0, T ;Wz). Une fonction wsλ est appelée solution faible du
problème (2.25) si et seulement si wsλ appartient à Wz (T ), wsλ (z, 0) = us0 (z),

et si, pour tout ψ appartenant à L2 (0, T ;Wz), on a l’égalité (2.25), où le dernier

crochet de dualité a lieu entre L2 (]0, 1[× ]0, T [ ;W 0
r0) et L

2 (]0, 1[× ]0, T [ ;Wr0),

cf. Remarque 2.3.9.

On démontre le résultat d’existence suivant.

Lemme 2.3.13 Soient us0,
∂uf
∂z

et vs comme dans la Définition 2.3.12. Alors
il existe au moins une solution faible wsλ du problème (2.25). De plus, cette

solution vérifie les trois estimations :

kwsλkL∞(0,T ;(L2(0,1))N) ≤ C (T ) ,

°°°°∂wsλ

∂z

°°°°2
L2(0,T ;(L2(0,1))N)

≤ C (T ) ,

°°°°∂wsλ

∂t

°°°°
L2(0,T ;W 0

z)

≤ C (T ) ,

(2.26)

où C (T ) est une constante strictement positive ne dépendant que des données et

de T mais pas de λ.

Démonstration. On introduit l’opérateur elliptique Lλ de Wz vers W
0
z et

défini par :

Lλ (w) = −θs
∂2w

∂z2
+ λw,

⇒ ∀w, v ∈Wz : hLλ (w) , vihW 0
z ,Wzi =

Z 1

0

µ
θs
∂w

∂z
· ∂v
∂z

¶
dz + λ

Z 1

0

(w · v) dz.
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En introduisant l’opérateur Tλ de (L2 (0, 1))N dans Wz ⊂ (L2 (0, 1))N , défini
par : Lλ (Tλ (g)) = g, au sens faible :Z 1

0

µ
θs
∂Tλ (g)
∂z

· ∂w
∂z

¶
dz + λ

Z 1

0

(Tλ (g) · w) dz =
Z 1

0

(g · w) dz, ∀w ∈Wz,

on montre l’existence d’une base
©
ωj
ª
j
de (L2 (0, 1))

N
et de Wz constituée de

fonctions propres de l’opérateur elliptique Lλ, avec les valeurs propres λj corre-

spondantes : ­
Lλ

¡
ωj
¢
, ψ
®
hW 0

z ,Wzi = λj

Z 1

0

¡
ωj · ψ

¢
dz, ∀ψ ∈Wz.

Toute fonction ψ de Wz peut donc s’écrire sous la forme : ψ =
P∞

j=1 γjω
j .

On définit l’approximation de Galerkin Pm (ψ) de ψ par : Pm (ψ) =
Pm

j=1 γjω
j .

L’opérateur Pm ainsi défini vérifie :

kPm (ψ)kWz
≤ kψkWz

; kPm (ψ)k2 ≤ kψk2 , ∀ψ ∈Wz.

On cherche ensuite à résoudre le problème approché :Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· ωj

¶
dzdt+ λ

Z τ

0

Z 1

0

¡
Pm (wsλ) · ωj

¢
dzdt

+

Z τ

0

Z 1

0

µ
θs
∂Pm (wsλ)

∂z
· ∂ω

j

∂z

¶
dzdt

=

Z τ

0

Z 1

0

¡
δr(vse

λt) · ωje−λt
¢
dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
, ωje−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt,

(2.27)

pour tout j = 1, ...,m et pour presque tout τ appartenant à ]0, T [, avec la condi-

tion initiale : Pm (wsλ) (z, 0) = Pm (us0) (z). Compte tenu de l’orthogonalité des

ωj dans (L2 (0, 1))
N
et dans Wz, le coefficient γjλ,m : [0, 1] → R de ωj dans la

décomposition de Pm (wsλ) dans la base {ω1, ..., ωm} est solution de :

dγjλ,m

dt
(t) + λjγjλ,m(t) =

Z 1

0

¡
δr(vse

λt) · ωje−λt
¢
dz

−
Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
, ωje−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dz,

γjλ,m(0) = (Pm (us0))j .

On en déduit l’expression de γjλ,m :

γjλ,m(t) = (Pm (us0))j e
−λjt +

Z t

0

eλj(s−t)
Z 1

0

¡
δr(vse

λt) · ωje−λt
¢
dzds

−
Z t

0

eλj(s−t)
Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
, ωje−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzds.
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On établit ensuite les estimations suivantes :

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 (z, τ)dz ≤ C (T ) ,

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 dzdt ≤ C (T ) ,

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°
L2(0,T ;W 0

z)

≤ C (T ) ,

(2.28)

pour tout τ de [0, T ], où C (T ) est une constante strictement positive dépendant

des données du problème et de T , mais pas de m et de λ. Pour cela, on multiplie

l’égalité (2.27) par γjλ,m et on fait la somme sur j = 1, ...,m. On obtient :

Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· Pm (wsλ)

¶
dzdt

+

Z τ

0

Z 1

0

µ
θs
∂Pm (wsλ)

∂z
· ∂Pm (wsλ)

∂z

¶
dzdt

+λ

Z τ

0

Z 1

0

(Pm (wsλ) · Pm (wsλ)) dzdt

=

Z τ

0

Z 1

0

¡
δr(vse

λt) · Pm (wsλ) e
−λt¢ dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
,Pm (wsλ) e

−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt.

Ceci entrâıne :

1

2

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 (z, τ ) dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 dzdt
+λ

Z τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt

=
1

2

Z 1

0

kPm (us0)k2 dz +
Z τ

0

Z 1

0

¡
δr(vse

λt) · Pm (wsλ) e
−λt¢ dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
,Pm (wsλ) e

−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt,

(2.29)
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où θ1/2s = diag
¡√

θ1s, · · · ,
√
θNs

¢
. On majore le dernier terme ci-dessus :¯̄̄̄Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
,Pm (wsλ) e

−λtr (1− r2)

À
dzdt

¯̄̄̄
≤
Z τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°
W 0
r0

kPm (wsλ) r (1− r2)kWr0
dzdt

≤ c

Z τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°
W 0
r0

kPm (wsλ)k dzdt

≤ c

2

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
L2(]0,τ [×]0,1[;W 0

r0)

+
c

2

Z τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt,

où c est une constante strictement positive, en utilisant encore l’inégalité de Young

et le fait que Pm (wsλ) ne dépend pas de r. On obtient ainsi :

1

2

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 (z, τ ) dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 dzdt
+λ

Z τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt ≤
1

2

Z 1

0

kPm (us0)k2 dz

+
(bkα)

2

2

Z τ

0

Z 1

0

kvsk2 dzdt+
1

2

Z τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt

+
c

2

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
L2(]0,τ [×]0,1[;W 0

r0)

+
c

2

Z τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt,

où bkα désigne la constante de Lipschitz de r (cf. Proposition 2.2.2). Ceci en-

trâıne :Z 1

0

kPm (wsλ)k2 (z, τ) dz

≤ C

µ
Pm (us0) ,

∂uf

∂z
, vs, T

¶
+ (1 + c)

Z τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt,

avec :

C

µ
Pm (us0) ,

∂uf

∂z
, vs, T

¶
=

Z 1

0

kPm (us0)k2 dz + (bkα)2
Z T

0

Z 1

0

kvsk2 dzdt

+c

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
L2(]0,T [×]0,1[;W 0

r0)

≤
Z 1

0

kus0k2 dz + (bkα)2
Z T

0

Z 1

0

kvsk2 dzdt

+c

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
L2(]0,T [×]0,1[;W 0

r0)

:= C

µ
us0,

∂uf

∂z
, vs, T

¶
.
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En appliquant le Lemme de Gronwall, on obtient :

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 (z, τ)dz ≤ C

µ
us0,

∂uf

∂z
, vs, T

¶
, ∀τ ∈ [0, T ] ,

qui n’est autre que (2.28)1. Des inégalités (2.28)1 et (2.29), on déduit immédiatement

(2.28)2. Pour montrer l’inégalité (2.28)3, on calcule pour tout ψ appartenant à

L2(0, T ;Wz), kψkL2(0,T ;Wz)
≤ 1 :

Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· ψ
¶
dzdt =

Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· Pm (ψ)

¶
dzdt

= −
Z τ

0

Z 1

0

µ
θs
∂Pm (wsλ)

∂z
· ∂Pm (ψ)

∂z

¶
dzdt

−λ
Z τ

0

Z 1

0

(Pm (wsλ) · Pm (ψ)) dzdt

+

Z τ

0

Z 1

0

¡
δr(vse

λt) · Pm (ψ) e
−λt¢ dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
,Pm (ψ) e

−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt.

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

¯̄̄̄Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· ψ
¶
dzdt

¯̄̄̄
≤
ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 drdt
!1/2ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (ψ)

∂z

°°°°2 drdt
!1/2

+λ

µZ τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt
¶1/2µZ τ

0

Z 1

0

kPm (ψ)k2 dzdt
¶1/2

+bkα

µZ τ

0

Z 1

0

kvsk2 dzdt
¶1/2µZ τ

0

Z 1

0

kPm (ψ)k2 dzdt
¶1/2

+c

ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt

!1/2µZ τ

0

Z 1

0

kPm (ψ)k2 dzdt
¶1/2

.
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Comme kPm (ψ)kL2(0,T ;Wz)
≤ kψkL2(0,T ;Wz)

, on a :¯̄̄̄Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· ψ
¶
dzdt

¯̄̄̄
≤

ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 drdt
!1/2ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°∂ψ∂z
°°°°2 drdt

!1/2
+λ

µZ τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt
¶1/2µZ τ

0

Z 1

0

kψk2 dzdt
¶1/2

+bkα

µZ τ

0

Z 1

0

kvsk2 dzdt
¶1/2µZ τ

0

Z 1

0

kψk2 dzdt
¶1/2

+c

ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt

!1/2µZ τ

0

Z 1

0

kψk2 dzdt
¶1/2

.

On prouve ainsi l’inégalité :¯̄̄̄Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· ψ
¶
dzdt

¯̄̄̄
≤
ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 drdt
!1/2

+ λ

µZ τ

0

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 dzdt
¶1/2

+bkα

µZ T

0

Z 1

0

kvsk2 dzdt
¶1/2

+ c

ÃZ τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt

!1/2
,

car kψkL2(0,T ;Wz)
≤ 1, dont on déduit (2.28)3.

Donc, il existe une sous-suite de (Pm (wsλ))m encore notée (Pm (wsλ))m telle

que :

Pm (wsλ) -
m→+∞

wsλ, faiblement dans L2
³
0, T ; (L2(0, 1))

N
´
,

∂Pm (wsλ)

∂z
-

m→+∞
αzλ, faiblement dans L2

³
0, T ; (L2(0, 1))

N
´
,

∂Pm (wsλ)

∂t
-

m→+∞
αtλ, faiblement dans L2 (0, T ;W 0

z) .

Or, pour tout ψ appartenant à C0
c (0, T ;Wz), on a :Z T

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· ψ
¶
dzdt = −

Z T

0

Z 1

0

µ
Pm (wsλ) ·

∂ψ

∂t

¶
dzdt.

Faisant tendre m vers +∞, on obtient :Z T

0

Z 1

0

(αtλ · ψ) dzdt = −
Z T

0

Z 1

0

µ
wsλ ·

∂ψ

∂t

¶
dzdt,

36



2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

et par conséquent αtλ =
∂wsλ
∂t

dans L2 (0, T ;W 0
z).

De la même manière, pour tout ψ appartenant à C0
c (0, T ;Wz), on a :Z T

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂z
· ψ
¶
dzdt = −

Z T

0

Z 1

0

µ
Pm (wsλ) ·

∂ψ

∂z

¶
dzdt.

Faisant tendre m vers +∞, on obtient :Z T

0

Z 1

0

(αzλ · ψ) dzdt = −
Z T

0

Z 1

0

µ
wsλ ·

∂ψ

∂z

¶
dzdt,

et par conséquent αzλ =
∂wsλ
∂z

dans L2
³
0, T ; (L2 (0, 1))

N
´
. wsλ vérifie la formula-

tion (2.25)

On a le résultat de régularité suivant :

Proposition 2.3.14 Si on prends us0 dans Wz, alors :

∂wsλ

∂t
∈ L2

³
0, T ;

¡
L2 (0, 1)

¢N´
Démonstration. On multiplie l’égalité (2.27) par

dγjλ,m
dt

et on fait la somme

sur j = 1, ...,m de manière à obtenir après intégration :Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt
+

Z τ

0

Z 1

0

µ
θs
∂Pm (wsλ)

∂z
· ∂
∂t

µ
∂Pm (wsλ)

∂z

¶¶
dzdt

+λ

Z τ

0

Z 1

0

µ
Pm (wsλ) ·

∂Pm (wsλ)

∂t

¶
dzdt

=

Z τ

0

Z 1

0

µ
δr(vse

λt) · ∂Pm (wsλ)

∂t
e−λt

¶
dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
,
∂Pm (wsλ)

∂t
e−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt.

Ceci entrâıne :Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt+ 12
Z τ

0

Z 1

0

∂

∂t

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 dzdt
+
λ

2

Z τ

0

Z 1

0

∂

∂t
kPm (wsλ)k2 dzdt

=

Z τ

0

Z 1

0

µ
δr(vse

λt) · ∂Pm (wsλ)

∂t
e−λt

¶
dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
,
∂Pm (wsλ)

∂t
e−λtr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt,
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où θ1/2s = diag
¡√

θ1s, · · · ,
√
θNs

¢
. On majore le dernier terme ci-dessus :¯̄̄̄Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂uf

∂z
,
∂Pm (wsλ)

∂t
e−λtr (1− r2)

À
dzdt

¯̄̄̄
≤
Z τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°
W 0
r0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t
r (1− r2)

°°°°
Wr0

dzdt

≤ c

Z τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°
W 0
r0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°° dzdt
≤ cε

2

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
L2(]0,τ [×]0,1[;W 0

r0)

+
c

2ε

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt,
où c est une constante strictement positive, en utilisant l’inégalité de Young avec

ε > 0 et le fait que
∂Pm(wsλ)

∂t
ne dépend pas de r. On obtient ainsi :Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt+ 12
Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 (z, τ ) dz
+
λ

2

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 (z, τ ) dz

≤ 1
2

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Pm (wsλ)

∂z

°°°°2 (z, 0) dz + λ

2

Z 1

0

kPm (wsλ)k2 (z, 0) dz

+
1

2

Z τ

0

Z 1

0

°°r(vseλt)°°2 dzdt+ 1
2

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt
+
cε

2

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
L2(]0,τ [×]0,1[;W 0

r0)

+
c

2ε

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt,
qui devient :³

1− c

ε

´Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt
≤
Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂us0

∂z

°°°°2 dz + λ

Z 1

0

kus0k2 dz

+(bkα)
2

Z τ

0

Z 1

0

kvsk2 dzdt+ cε

°°°°Γ∂uf∂z

°°°°2
L2(]0,τ [×]0,1[;W 0

r0)

,

où bkα désigne la constante de Lipschitz de r (cf. Proposition 2.2.2). Ceci entrâıne

que si on prend ε > c on obtient qu’il existe une constante C ne dépendant que

des données du problème telle que :Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Pm (wsλ)

∂t

°°°°2 dzdt ≤ C.

Donc, il existe une sous-suite de (Pm (wsλ))m encore notée (Pm (wsλ))m telle

que :

∂Pm (wsλ)

∂t
-

m→+∞
αtλ, faiblement dans L2

³
0, T ; (L2 (0, 1))

N
´
.
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Or, pour tout ψ appartenant à C0
c (0, T ;Wz), on a :Z T

0

Z 1

0

µ
∂Pm (wsλ)

∂t
· ψ
¶
dzdt = −

Z T

0

Z 1

0

µ
Pm (wsλ) ·

∂ψ

∂t

¶
dzdt.

Faisant tendre m vers +∞, on obtient :Z T

0

Z 1

0

(αtλ · ψ) dzdt = −
Z T

0

Z 1

0

µ
wsλ ·

∂ψ

∂t

¶
dzdt,

et par conséquent αtλ =
∂wsλ
∂t

dans L2
³
0, T ; (L2 (0, 1))

N
´
d’où le résultat.

Remarque 2.3.15 Comme :

L2(0, T ;Wz) ⊂ L2
³
0, T ;

¡
L2 (0, 1)

¢N´ ⊂ L2(0, T ;W 0
z)

et que ws appartient à L2(0, T ;Wz) et
∂ws
∂z

appartient à L2(0, T ;W 0
z), on déduit

de la Proposition 23.23 de [21, page 422] que ws appartient à

C
³
0, T ; (L2 (0, 1))

N
´
, ce qui permet d’interpréter la condition initiale.

Démonstration de la Proposition 2.3.11. Nous montrons l’existence

d’une solution faible du problème (2.22), c’est à dire vérifiant la formulation

variationnelle (2.23), à l’aide d’une méthode de point fixe.

Soit Wsλ = wsλ1 − wsλ2, où wsλ1 et wsλ2 sont deux solutions du problème

(2.25), de même condition initiale à t = 0, associées respectivement à v1s et v2s.

Notons que Wsλ appartient à L2 (0, T ;Wz). Des équations (2.25) écrites pour

wsλ1 et wsλ2, on déduit, en prenant ψ =Wsλ, l’égalité suivante, valable pour tout

0 ≤ τ ≤ T : Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Wsλ

∂t
·Wsλ

¶
dzdt+ λ

Z τ

0

Z 1

0

kWsλk2 dzdt

+

Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Wsλ

∂z

°°°°2 dzdt
=

Z τ

0

Z 1

0

¡
δ
¡
r(v1se

λt)− r(v2seλt)
¢
· e−λtWsλ

¢
dzdt,

En utilisant le caractère lipschitzien de r, puis l’inégalité de Young, pour tout

β strictement positif, on obtient :

1

2

Z 1

0

kWsλk2 (z, τ )dz + λ

Z τ

0

Z 1

0

kWsλk2 dzdt+
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Wsλ

∂z

°°°°2 dzdt
≤ bkα

Z τ

0

Z 1

0

kv1s − v2sk kWsλk dzdt

≤ (bkα)
2

2β

Z τ

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt+
β

2

Z τ

0

Z 1

0

kWsλk2 dzdt,
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avec Vs = v1s − v2s. On déduit de l’inégalité précédente :

1

2

Z 1

0

kWsλk2 (z, τ )dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Wsλ

∂z

°°°°2 dzdt
≤ (bkα)

2

2β

Z τ

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt+
µ
β

2
− λ

¶Z τ

0

Z 1

0

kWsλk2 dzdt.

En choisissant λ = β/2, on obtient :

1

2

Z 1

0

kWsλk2 (z, τ )dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Wsλ

∂z

°°°°2 dzdt
≤ (bkα)

2

2β

Z τ

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt

≤ (bkα)
2

2β

ÃZ τ

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt+
Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Vs∂z

°°°°2 dzdt
!
.

On en déduit :Z 1

0

kWsλk2 (z, τ)dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Wsλ

∂z

°°°°2 dzdt
≤ (bkα)

2

2β inf (1/2, infi θis)

ÃZ τ

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt+
Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Vs∂z

°°°°2 dzdt
!

≤ (bkα)
2

2β inf (1/2, infi θis)

ÃZ T

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt+
Z T

0

Z 1

0

°°°°∂Vs∂z

°°°°2 dzdt
!
.

Ceci entrâıne :Z T

0

Z 1

0

kWsλk2 (z, t)dzdt

≤ (bkα)
2
T

2β inf (1/2, infi θis)

ÃZ T

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt+
Z T

0

Z 1

0

°°°°∂Vs∂z

°°°°2 dzdt
!
.

CommeZ T

0

Z 1

0

°°°°∂Wsλ

∂z

°°°°2 dzdt
≤ (bkα)

2

2β inf (1/2, infi θis)

ÃZ T

0

Z 1

0

kVsk2 dzdt+
Z T

0

Z 1

0

°°°°∂Vs∂z

°°°°2 dzdt
!
,

on obtient finalement que :

kWsλk2Wz(T )
≤ (bkα)

2

2β inf (1/2, infi θis)
(T + 1) kVsk2Wz(T )

.
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Si β vérifie :

(bkα)
2

2 inf (1/2, infi θis)
(T + 1) < β,

l’application : µ
L2 (0, T ;Wz) → L2 (0, T ;Wz)

vs 7→ wsλ

¶
,

est une contraction stricte. Ceci assure l’existence d’un unique point fixe vs solu-

tion de la formulation variationnelle (2.24) et, en posant us = vse
−λt, on prouve

l’existence d’un us appartenant à L2 (0, T ;Wz) et résolvant le problème (2.22),

en un sens faible associé à la formulation variationnelle (2.23).

2.3.4 Caractère contractant de Φ ◦Ψ
On commence par établir des propriétés des applications Φ et Ψ.

Proposition 2.3.16 L’application :

Φ :

µ
Wr (T ) → Wz (T )

uf 7→ us

¶
,

qui à tout vecteur uf de Wr (T ) associe la solution faible us dans Wz (T ) du

problème (2.22), vérifie :

°°Φ ¡u1f¢− Φ
¡
u2f
¢°°2

Wz(T )
≤ T (aT + b)

Z T

0

Z 1

0

°°°°°∂
¡
u1f − u2f

¢
∂z

°°°°°
2

W 0
r0

dzdt, (2.30)

où a et b sont deux constantes strictement positives indépendantes de T .

Démonstration. Soit Us = u1s−u2s la différence de deux solutions du problème
(2.22) sur la paroi, de même condition initiale à t = 0, et associées à deux fonc-

tions u1f et u
2
f de Wr (T ). Us est solution faible du problème :

∂Us

∂t
− θs

∂2Us

∂z2
= −

Z 1

0

Γ
∂Uf

∂z
r (1− r2) dr + δ (r(u1s)− r (u2s)) ,

Us (z, 0) = 0,

θs
∂Us

∂z
(0, t) = 0 = θs

∂Us

∂z
(1, t) ,

(2.31)
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avec Uf = u1f − u2f . On multiplie le système (2.31)1 par Us et on intègre sur

[0, 1]× [0, τ ], avec 0 ≤ τ ≤ T :

1

2

Z 1

0

kUsk2 (z, τ )dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Us

∂z

°°°°2 dzdt
=

Z τ

0

Z 1

0

(δ (r(u1s)− r (u2s)) · Us) dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂Uf

∂z
, Usr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt

≤ µ

Z τ

0

Z 1

0

kUsk2 dzdt

−
Z τ

0

Z 1

0

¿
Γ
∂Uf

∂z
, Usr (1− r2)

À
hW 0

r0,Wr0i
dzdt,

compte tenu de l’hypothèse (H1) avec µ = bkα. On en déduit :

1

2

Z 1

0

kUsk2 (z, τ)dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Us

∂z

°°°°2 dzdt
≤ µ

Z τ

0

Z 1

0

kUsk2 dzdt+
Z τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°
W 0
r0

kUsr (1− r2)kWr0
dzdt

≤ µ

Z τ

0

Z 1

0

kUsk2 dzdt+ c

Z τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°
W 0
r0

kUsk dzdt,

avec c > 0.

On applique l’inégalité de Young, avec ε strictement positif :

1

2

Z 1

0

kUsk2 (z, τ)dz +
Z τ

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Us

∂z

°°°°2 dzdt
≤
³ c

2ε
+ µ

´Z τ

0

Z 1

0

kUsk2 dzdt+
cε

2

Z τ

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt

≤
µ
c+ 2µ

2ε

¶Z τ

0

Z 1

0

kUsk2 dzdt+
cε

2

Z T

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt.

On applique le Lemme de Gronwall :Z 1

0

kUsk2 (z, τ ) dz ≤ cεe(c+2µ)τ/ε
Z T

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdtZ T

0

Z 1

0

kUsk2 dzdt ≤
cε2

c+ 2µ

¡
e(c+2µ)T/ε − 1

¢ Z T

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt

⇒
Z T

0

Z 1

0

°°°°θ1/2s

∂Us

∂z

°°°°2 dzdt ≤ cεe(c+2µ)T/ε

2

Z T

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt.

⇒
Z T

0

Z 1

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt ≤ cεe(c+2µ)T/ε

2 infi θis

Z T

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt.

42
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On en déduit :

kUsk2Wz(T )
≤
µ

cε2

c+ 2µ

¡
e(c+2µ)T/ε − 1

¢
+

cεe(c+2µ)T/ε

2 infi θis

¶Z T

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt.

Cette dernière inégalité étant vraie pour tout ε strictement positif, on obtient

en prenant ε = (c+ 2µ)T :

kUsk2Wz(T )
≤
µ
c(c+ 2µ) (e− 1)T 2 + c(c+ 2µ)e

2 infi θis
T

¶Z T

0

Z 1

0

°°°°Γ∂Uf

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt.

Proposition 2.3.17 L’application :

Ψ :

µ
Wz (T ) → Wr (T )

us 7→ uf

¶
,

qui à chaque vecteur us de Wz (T ) associe la solution faible uf de (2.9), est telle

que : °°Ψ ¡u1s¢−Ψ
¡
u2s
¢°°

Wr(T )
≤ c

°°u1s − u2s
°°
Wz(T )

, (2.32)

pour une constante c strictement positive et ne dépendant que des βif .

Démonstration. Soit Uf = u1f −u2f la différence des solutions de (2.9) corre-

spondant respectivement aux éléments u1s et u
2
s de Wz (T ), de mêmes conditions

initiales en z = 0. Uf est solution faible de :

∂Uf

∂z
− βf

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Uf

∂r

¶
= 0,

Uf (r, 0, t) = 0,

Uf (1, z, t) = Us (z, t) ,
∂Uf

∂r
(0, z, t) = 0,

(2.33)

avec Us = u1s − u2s. On pose Wf (r, z, t) = Uf (r, z, t) − Us (z, t), de manière à

obtenir le système :

∂Wf

∂z
− βf

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Wf

∂r

¶
= −∂Us

∂z
,

Wf (r, 0, t) = 0,

Wf (1, z, t) = 0,
∂Wf

∂r
(0, z, t) = 0.

(2.34)
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On multiplie le système (2.34) par r(1−r2)Wf , et on intègre sur ]0, 1[× ]0, s[×
]0, τ [, avec s appartenant à ]0, 1[ et τ appartenant à ]0, T [. On obtient :Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Wf

∂z
·Wf

¶
r(1− r2)drdzdt+

Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Wf

∂r

°°°°2 rdrdzdt
= −

Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

µ
∂Us

∂z
·Wf

¶
r(1− r2)rdrdzdt

et donc :Z τ

0

Z 1

0

kWfk2 (r, s, t) r(1− r2)drdt+ 2

Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Wf

∂r

°°°°2 rdrdzdt
≤ ε

4

Z τ

0

Z s

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt+ 1ε
Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

kWfk2 r(1− r2)rdrdzdt

≤ ε

4

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt+ 1ε
Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

kWfk2 r(1− r2)rdrdzdt,

en appliquant l’inégalité de Young avec ε strictement positif, compte tenu de

l’égalité :
R 1
0
r (1− r2) dr = 1/4. On en déduit, en utilisant le Lemme de Gronwall :Z τ

0

Z 1

0

kWfk2 (r, s, t) r (1− r2) drdzdt ≤ ε

4
es/ε

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt,Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

kWfk2 r (1− r2) drdzdt ≤ ε2

4

¡
es/ε − 1

¢ Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt,Z τ

0

Z s

0

Z 1

0

°°°°β1/2f

∂Wf

∂r

°°°°2 rdrdzdt ≤ ε

8
es/ε

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt,
inégalités vraies pour tout ε strictement positif. On prend ε = s et on remarque

que
∂Wf

∂r
=

∂Uf
∂r
, puisque Us est indépendant de r, pour aboutir à l’inégalité :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

°°°°∂ (Ψ (u1s)−Ψ (u2s))

∂r

°°°°2 rdrdzdt
≤ e

8 infi
¡
βif
¢ Z T

0

Z 1

0

°°°°∂ (u1s − u2s)

∂z

°°°°2 dzdt.
On déduit également du fait que Uf = Wf + Us et de la première inégalité

ci-dessus :

kUfk
L2
³
]0,T [×]0,s[;L2

r(1−r2)(0,1)
´N

≤ kWfk
L2
³
]0,T [×]0,s[;L2

r(1−r2)(0,1)
´N + 1

2
kUskL2(]0,T [;(L2(0,s))N)

≤
s¡

es/ε − 1
¢
ε2

4

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt+ 12 kUskL2(]0,T [;(L2(0,s))N)

≤
s

e− 1
4

Z τ

0

Z 1

0

°°°°∂Us

∂z

°°°°2 dzdt+ 12 kUskL2(]0,T [;(L2(0,s))N) .
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Ces deux inégalités conduisent à la propriété annoncée.

Théorème 2.3.18 Pour T suffisamment petit, le système (2.8) admet une solu-

tion appartenant à

W (T ) =

½
(u, v) ∈Wr (T )×Wz (T ) | u (1, z, t) = v (z, t) ,

∀ (z, t) ∈ [0, 1]× [0, T ]

¾
.

Démonstration. L’inégalité (2.32) implique que pour tous éléments u1s et u
2
s

de Wz (T ), les solutions correspondantes u
1
f et u

2
f de (2.9) vérifient :°°Ψ ¡u1s¢−Ψ

¡
u2s
¢°°

Wr(T )
≤ c

°°u1s − u2s
°°
Wz(T )

, (2.35)

pour une constante c strictement positive ne dépendant que des coefficients

βif . L’inégalité (2.30), appliquée à Ψ (u
1
s) et Ψ (u

2
s) implique :

kΦ (Ψ (u1s))− Φ (Ψ (u2s))k2Wz(T )

≤ T (aT + b)

Z T

0

Z 1

0

°°°°∂ (Ψ (u1s)−Ψ (u2s))

∂z

°°°°2
W 0
r0

dzdt

≤ T (aT + b)

Z T

0

Z 1

0

°°°° βf

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂ (Ψ (u1s)−Ψ (u2s))

∂r

¶°°°°2
W 0
r0

dzdt,

compte tenu de (2.33). Cette inégalité devient :

kΦ (Ψ (u1s))− Φ (Ψ (u2s))k2Wz(T )

≤ T (aT + b)

Z T

0

Z 1

0

Ã
sup

kϕkWr0≤1

µ
−
Z 1

0

βf
∂ (Ψ (u1s)−Ψ (u2s))

∂r

∂ϕ

∂r
rdr

¶!2
dzdt

≤ T (aT + b) supi
¡
βif
¢2 Z T

0

Z 1

0

Ã°°°°∂ (Ψ (u1s)−Ψ (u2s))

∂r

°°°°
L2r(0,1)

× sup
kϕkWr0≤1

°°°°∂ϕ∂r
°°°°
L2r(0,1)

!2
dzdt

≤ T (aT + b) supi
¡
βif
¢2 Z T

0

Z 1

0

kΨ (u1s)−Ψ (u2s)k2Wr
dzdt.

On en déduit l’existence de a et b tels que :°°Φ ¡Ψ ¡u1s¢¢− Φ
¡
Ψ
¡
u2s
¢¢°°2

Wz(T )
≤ T (aT + b)

°°Ψ ¡u1s¢−Ψ
¡
u2s
¢°°2

Wr(T )
. (2.36)

En combinant les inégalités (2.35) et (2.36), on prouve que si T est suff-

isamment petit, l’application Φ ◦ Ψ est strictement contractante de Wz(T ) dans

lui-même.

Ceci prouve donc l’existence d’une solution du système (2.8) dans l’espace

indiqué.
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2.3.5 Retour au problème initial

L’objectif de ce paragraphe est d’établir le comportement limite de la solution

du système régularisé quand θis tend vers 0, i = 1, . . . , N − 1. Nous montrons
d’abord le

Lemme 2.3.19 Il existe une constante positive c (T ) telle que :

NX
i=1

Z 1

0

(Cis)
2
(z, T ) dz +

NX
i=1

θis

Z T

0

Z 1

0

µ
∂Cis

∂z

¶2
dzdt ≤ c (T ) . (2.37)

Démonstration. De (2.8), on déduit après sommation sur i :

1

2

NX
i=1

Z T

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, l, t) r (1− r2) drdt +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis)
2
(z, T ) dz

−
NX
i=1

δi
βif

γis

Z T

0

Z l

0

ri(C1s, . . . , CNs)Cisdzdt

+

NX
i=1

βif

Z T

0

Z l

0

Z 1

0

r

µ
∂Cif

∂r

¶2
drdzdt

+

NX
i=1

θis
βif

γis

Z T

0

Z l

0

µ
∂Cis

∂z

¶2
dzdt

=
T

2

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
(r) r (1− r2) dr +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis0)
2
(z) dz.

Les hypothèses (H3) et (H4) sur les ri entrâınent :

∀x ∈ RN : −
NX
i=1

δi
βif

γis
ri (x1, . . . , xN)xi ≥ 0,

d’où :

1

2

NX
i=1

Z T

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, l, t) r (1− r2) drdt+

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis)
2
(z, T ) dz

+

NX
i=1

βif

Z T

0

Z l

0

Z 1

0

r

µ
∂Cif

∂r

¶2
drdzdt+

NX
i=1

θis
βif

γis

Z T

0

Z l

0

µ
∂Cis

∂z

¶2
dzdt

≤ T

2

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
(r) r (1− r2) dr +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis0)
2
(z) dz.

Posant :

c (T ) =
T

2

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
(r) r

¡
1− r2

¢
dr +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis0)
2
(z) dz,
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2.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION

on a :
NX
i=1

θis
βif

γis

Z T

0

Z l

0

µ
∂Cis

∂z

¶2
dzdt ≤ c (T )

⇒
NX
i=1

θis

Z T

0

Z l

0

µ
∂Cis

∂z

¶2
dzdt ≤ c0 (T ) .

De l’inégalité précédente, on déduit aussi :

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis)
2
(z, T ) dz ≤ c (T )⇒

NX
i=1

Z l

0

(Cis)
2
(z, T ) dz ≤ c00 (T ) ,

d’où le résultat.

On définit les espaces suivants dans lesquels u = (u1, · · · , uN ) est une fonction
à valeurs dans RN :

fWz =

½
u ∈ (L2 (0, 1))N | ∂uN

∂z
∈ L2 (0, 1)

¾
,fWz (T ) =

n
u ∈ L2

³
0, T ;fWz

´o
,

et :

fW (T ) =

½
(u, v) ∈Wr (T )×fWz (T ) | u (1, z, t) = v (z, t) ,

∀ (z, t) ∈ [0, 1]× [0, T ]

¾
.

Ces résultats vont servir à établir le

Théorème 2.3.20 Supposons que θis tend vers 0 pour tout i = 1, . . . ,N − 1. La
solution (Cif , Cis) du problème régularisé (2.8) converge faiblement dans fW (T )

vers la solution
³ eCif , eCis

´
du système (2.7).

Démonstration. Soit ϕ appartenant à W (T ). On déduit de (2.8) la formu-

lation variationnelle suivante :Z T

0

Z 1

0

Cif (r, 1, t)ϕ (r, 1, t) r (1− r2) drdt

−
Z T

0

Z 1

0

Ci0 (r)ϕ (r, 0, t) r (1− r2) drdt

−
Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Cif

∂ϕ

∂z
r (1− r2) drdzdt+ βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂Cif

∂r

∂ϕ

∂r
rdrdzdt

+
βif

γis

Z 1

0

Cis (z, T )ϕ (1, z, T ) dz −
βif

γis

Z 1

0

Cis0 (z)ϕ (1, z, 0) dz

−βif
γis

Z T

0

Z 1

0

Cis

∂ϕ

∂t
(1, z, t) dzdt+

βifθis

γis

Z T

0

Z 1

0

∂Cis

∂z

∂ϕ

∂z
(1, z, t) dzdt

−βif
γis

δi

Z T

0

Z 1

0

ri(C1s, . . . , CNs)ϕ (1, z, t) dzdt = 0.
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Tous les termes intervenant dans cette égalité sont bornés indépendamment de

θis (cf. Lemme 2.3.19). Pour passer à la limite dans le terme non-linéaire faisant

intervenir les ri, on utilise le fait que Cis est borné et le Théorème 2.1 de [7, page

22].

On peut donc faire tendre θis vers 0, i = 1, . . . , N − 1, pour obtenir :Z T

0

Z 1

0

eCif (r, 1, t)ϕ (r, 1, t) r (1− r2) drdt

−
Z T

0

Z 1

0

Ci0 (r)ϕ (r, 0, t) r (1− r2) drdt

−
Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

eCif

∂ϕ

∂z
r (1− r2) drdzdt + βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂ eCif

∂r

∂ϕ

∂r
rdrdzdt

+
βif

γis

Z 1

0

eCis (z, T )ϕ (1, z, T ) dz −
βif

γis

Z 1

0

Cis0 (z)ϕ (1, z, 0) dz

−βif
γis

Z T

0

Z 1

0

eCis

∂ϕ

∂t
(1, z, t) dzdt+ δiN

βifθis

γis

Z T

0

Z 1

0

∂ eCis

∂z

∂ϕ

∂z
(1, z, t) dzdt

−βif
γis

δi

Z T

0

Z 1

0

ri( eC1s, . . . , eCNs)ϕ (1, z, t) dzdt = 0.

Prenons ϕ telle que ϕ (1, z, t) = 0. On a :Z T

0

Z 1

0

eCif (r, 1, t)ϕ (r, 1, t) r (1− r2) drdt

−
Z T

0

Z 1

0

Ci0 (r)ϕ (r, 0, t) r (1− r2) drdt

−
Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

eCif

ϕ

∂z
r (1− r2) drdzdt + βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂ eCif

∂r

∂ϕ

∂r
rdrdzdt = 0,

qui équivaut à :Z T

0

Z 1

0

³ eCif (r, 0, t)− Ci0 (r)
´
ϕ (r, 0, t) r (1− r2) drdt

+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
r (1− r2)

∂ eCif

∂z
− βif

∂

∂r

Ã
r
∂ eCif

∂r

!!
ϕdrdzdt = 0,

en prenant ϕ (r, 0, t) = 0 on montre que eCif vérifie :
r (1− r2)

∂ eCif

∂z
−βif

∂

∂r

Ã
r
∂ eCif

∂r

!
= 0,

eCif (r, 0, t) = Ci0 (r) , eCif (1, z, t) = eCis (z, t) ,
∂ eCif

∂r
(0, z, t) = 0.
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En tenant compte de ces équations, la formulation variationnelle précédente

devient :

βif

Z T

0

Z 1

0

∂ eCif

∂r
(1, z, t)ϕ (1, z, t) dzdt

+
βif

γis

Z 1

0

eCis (z, T )ϕ (1, z, T ) dz −
βif

γis

Z 1

0

Cis0 (z)ϕ (1, z, 0) dz

−βif
γis

Z T

0

Z 1

0

eCis

∂ϕ

∂t
(1, z, t) dzdt+ δiN

βifθis

γis

Z T

0

Z 1

0

∂ eCis

∂z

∂ϕ

∂z
(1, z, t) dzdt

−βif
γis

δi

Z T

0

Z 1

0

ri( eC1s, . . . , eCNs)ϕ (1, z, t) dzdt = 0,

qui devient, en intégrant :

βif

Z T

0

Z 1

0

∂ eCif

∂r
(1, z, t)ϕ (1, z, t) dzdt

−βif
γis

Z 1

0

Cis0 (z)ϕ (1, z, 0) dz +
βif

γis

Z 1

0

eCis (z, 0)ϕ (1, z, 0) dz

+
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

∂ eCis

∂t
ϕ (1, z, t) dzdt+ δiN

βifθis

γis

Z 1

0

∂ eCis

∂z
(1, t)ϕ (1, 1, t) dt

−δiN
βifθis

γis

Z 1

0

∂ eCis

∂z
(0, t)ϕ (1, 0, t) dt− δiN

βifθis

γis

Z T

0

Z 1

0

∂2 eCis

∂z2
ϕ (1, z, t) dzdt

−βif
γis

δi

Z T

0

Z 1

0

ri( eC1s, . . . , eCNs)ϕ (1, z, t) dzdt = 0.

Soit ϕ vérifiant : ϕ (1, z, 0) = ϕ (1, 0, t) = ϕ (1, 1, t) = 0. On a :Z T

0

Z 1

0

Ã
γis

∂ eCif

∂r
(1, z, t) +

∂ eCis

∂t

−δiNθis
∂2 eCis

∂z2
− δiri( eC1s, . . . , eCNs)

!
ϕ (1, z, t) dzdt = 0

qui transforme la formulation variationnelle précédente en :Z 1

0

³ eCis (z, 0)− Cis0 (z)
´
ϕ (1, z, 0) dz + δiNθis

Z 1

0

∂ eCis

∂z
(1, t)ϕ (1, 1, t) dt

−δiNθis
Z 1

0

∂ eCis

∂z
(0, t)ϕ (1, 0, t) dt = 0.

En prenant successivement :

ϕ (1, z, 0) = ϕ (1, 1, t) = 0, ϕ (1, z, 0) = ϕ (1, 0, t) = 0, ϕ (1, 0, t) = ϕ (1, 1, t) = 0,

on obtient :

θNs

∂ eCNs

∂z
(0, t) = 0 = θNs

∂ eCNs

∂z
(1, t) , eCis (z, 0) = Cis0 (z) .
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On en déduit que
³ eCif , eCis

´
est solution de (2.6) avec les conditions aux

limites ou initiales (2.5). De l’inégalité (2.37) et du fait que l’espace dans lequel

existe eCif ne dépend pas de θis, on déduit que la solution
³ eCif , eCis

´
de (2.7) est

dans fW (T ).

Remarque 2.3.21 Dans la suite de ce travail, on notera (Cif , Cis), plutôt que³ eCif , eCis

´
, la solution de solution de (2.6).

2.4 Positivité de la solution

Avant de démontrer l’unicité de la solution du problème (2.6) dans fW (T ),

montrons la positivité d’une solution.

Proposition 2.4.1 La solution (Cif , Cis)i=1,...,N du problème (2.6) vérifie :

0 ≤ Cif (r, z, t) ; 0 ≤ Cis (z, t) , ∀ (r, z, t) ∈ ]0, 1[× ]0, 1[× ]0, T [ .

Démonstration. On note :

C+
if = sup (Cif , 0) ; C

−
if = − inf (Cif , 0)

et de même pour Cis. On multiplie la i-ème équation de (2.6)1 par r (1− r2)C−if
et on obtient :

1

2

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂
¡
C−if
¢2

∂z
r (1− r2) drdzdt+ βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂C−if
∂r

!2
rdrdzdt

−βif
Z T

0

Z 1

0

∂C−if
∂r

(1, z, t)C−if (1, z, t) dzdt = 0.

Comme la i-ème équation de (2.6)2 entrâıne :

∂C−if
∂r

(1, z, t) = − 1

γis

∂C−is
∂t

(z, t)− δi

γis
ri (C1s, . . . , CNs) + δiN

θNs

γNs

∂2C−Ns

∂z2
(z, t) ,

on obtient :

1

2

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂
¡
C−if
¢2

∂z
r (1− r2) drdzdt+

βif

2γis

Z T

0

Z 1

0

∂
¡
C−is
¢2

∂t
dzdt

+
δiβif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)C
−
isdzdt

−δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

∂2CNs

∂z2
C−Nsdzdt+ βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂C−if
∂r

!2
rdrdzdt = 0.
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On en déduit :

1

2

Z T

0

Z 1

0

¡
C−if
¢2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt

+
δiβif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)C
−
isdzdt

+
βif

2γis

Z 1

0

¡
C−is
¢2
(z, T ) dz +

θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂C−Ns

∂z

¶2
dzdt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂C−if
∂r

!2
rdrdzdt = 0,

en tenant compte des propriétés suivantes des conditions aux limites ou initiales :

Cif(r, 0, t) = Ci0(r) ≥ 0 ⇒ C−if(r, 0, t) = 0,
Cis(z, 0) = Cis0(z) ≥ 0 ⇒ C−is(z, 0) = 0,

θNs

∂CNs

∂z
(0, t) = 0 = θNs

∂CNs

∂z
(1, t) .

Comme

NX
i=1

δiβif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)C
−
isdzdt

=

NX
i=1

δiβif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri
¡
C+
1s − C−1s, . . . , C

+
Ns − C−Ns

¢
C−isdzdt,

on remarque qu’en tout point (z, t) de ]0, 1[ × ]0, T [, on a : C+
is (z, t) = 0 ou

C−is (z, t) = 0, ce qui entrâıne :

si C−is (z, t) = 0,
Z T

0

Z 1

0

ri
¡
C+
1s − C−1s, . . . , C

+
Ns − C−Ns

¢
C−isdzdt = 0,

si C+
is (z, t) = 0,

Z T

0

Z 1

0

ri
¡
C+
1s − C−1s, . . . , C

+
Ns − C−Ns

¢
C−isdzdt

= −
Z T

0

Z 1

0

ri
¡
−C−1s, . . . ,−C−Ns

¢
(−C−is)dzdt,

d’où :

NX
i=1

δiβif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri
¡
C+
1s − C−1s, . . . , C

+
Ns − C−Ns

¢
C−isdzdt

= −
NX
i=1

δiβif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri
¡
−C−1s, . . . ,−C−Ns

¢
(−C−is)dzdt ≥ 0,
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grâce aux hypothèses (H3) et (H4). L’égalité précédente entrâıne :

1

2

NX
i=1

Z T

0

Z 1

0

¡
C−if
¢2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt +

NX
i=1

βif

2γis

Z 1

0

¡
C−is
¢2
(z, T ) dz

+

NX
i=1

βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂C−if
∂r

!2
rdrdzdt +

θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂C−Ns

∂z

¶2
dzdt ≤ 0.

Comme tous les termes de cette somme sont positifs ou nuls, ils sont tous

nuls. On en déduit : C−if ≡ 0 ≡ C−is , dans le cylindre et sur la paroi.

2.5 Unicité de la solution

L’objectif de ce paragraphe est de prouver l’unicité de la solution du problème

(2.6) dans l’espace fW (T ) défini plus haut.

Proposition 2.5.1 Le système (2.6) admet au plus une solution (Cif , Cis)i=1...N
dans fW (T ).

Démonstration. Supposons qu’il existe deux solutions
¡
C1
if , C

1
is

¢
,
¡
C2
if , C

2
is

¢
du problème (2.6), et posons :

Wif = C1
if − C2

if ; Wis = C1
is − C2

is.

Pour i = 1, ...,N , (Wif ,Wis) est solution faible du système :

∂Wif

∂z
(r, z, t) = βif

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Wif

∂r

¶
(r, z, t) ,

∂Wis

∂t
(z, t) = −γis

∂Wif

∂r
(1, z, t) + δiNθNs

∂2WNs

∂z2
(z, t) ,

+δi (ri (C
1
1s, . . . , C

1
Ns)− ri (C2

1s, . . . , C
2
Ns)) (z, t) ,

(2.38)

avec les conditions aux limites ou initiales :
Wif (r, 0, t) = 0,

∂Wif

∂r
(0, z, t) = 0, Wif (1, z, t) = Wis (z, t) ,

Wis (z, 0) = 0, θNs

∂WNs

∂z
(0, t) = 0, θNs

∂WNs

∂z
(1, t) = 0.

On multiplie la i-ème équation de (2.38)1 par r (1− r2)Wif et on obtient après

intégration :

1

2

Z τ

0

Z 1

0

Z 1

0

∂ (Wif)
2

∂z
r (1− r2) drdzdt+ βif

Z τ

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Wif

∂r

¶2
rdrdzdt

−βif
Z τ

0

Z 1

0

µ
∂Wif

∂r
Wif

¶
(1, z, t) dzdt = 0.
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pour τ appartenant à ]0, T [. Or l’équation correspondante (2.38)2 sur la paroi

donne :

−∂Wif

∂r
(1, z, t) =

1

γis

∂Wis

∂t
(z, t)− δiN

θNs

γNs

∂2WNs

∂z2
(z, t)

− δi

γis
(ri (C

1
1s, . . . , C

1
Ns)− ri (C21s, . . . , C2

Ns)) (z, t) .

On en déduit :

1

2

Z τ

0

Z 1

0

∂ (Wif )
2

∂z
(r, 1, t) r (1− r2) drdt +

βif

γis

Z τ

0

Z 1

0

∂Wis

∂t
Wisdzdt

−δi
βif

γis

Z τ

0

Z 1

0

((ri (C
1
1s, . . . , C

1
Ns)− ri (C2

1s, . . . , C
2
Ns))Wis) dzdt

−δiN
θNsβNf

γNs

Z τ

0

Z 1

0

∂2WNs

∂z2
WNsdzdt+ βif

Z τ

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Wif

∂r

¶2
rdrdzdt = 0.

Comme :

Wif(r, 0, t) = Wis(z, 0) = 0 ; θNs

∂WNs

∂z
(0, t) = θNs

∂WNs

∂z
(1, t) = 0,

on obtient :

1

2

Z τ

0

Z 1

0

(Wif)
2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt+

βif

2γis

Z 1

0

(Wis)
2
(z, τ ) dz

−δi
βif

γis

Z τ

0

Z 1

0

((ri (C
1
1s, . . . , C

1
Ns)− ri (C2

1s, . . . , C
2
Ns))Wis) dzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z τ

0

Z 1

0

µ
∂WNs

∂z

¶2
dzdt+ βif

Z τ

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Wif

∂r

¶2
rdrdzdt = 0.

On somme ces égalités et on obtient, en tenant compte de l’hypothèse (H4) :

1

2

NX
i=1

Z τ

0

Z 1

0

(Wif)
2
(r, 1, t)r (1− r2) drdt+

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z 1

0

(Wis)
2
(z, τ) dz

+
θNsβNf

γNs

Z τ

0

Z 1

0

µ
∂WNs

∂z

¶2
dzdt+

NX
i=1

βif

Z τ

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Wif

∂r

¶2
rdrdzdt ≤ 0.

On en déduit que tous les Wif et Wis sont nuls dans leurs espaces respectifs.
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2.6 Propriétés qualitatives de la solution

2.6.1 Estimation d’énergie

Proposition 2.6.1 Pour la solution de (2.6), on a l’estimation d’énergie suiv-

ante :

1

2

Z T

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt+

1

2

βif

γis

Z 1

0

(Cis)
2
(z, T ) dz

−βif
γis

δi

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)Cisdzdt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt

+δiN
βNfθNs

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂CNs

∂z

¶2
dzdt

=
T

2

Z 1

0

(Ci0)
2
(r) r (1− r2) dr +

1

2

βif

γis

Z 1

0

(Cis0)
2
(z) dz.

(2.39)

Démonstration. On multiplie la i-ème équation de (2.6)1 par r (1− r2)Cif .

On obtient, après intégration sur [0, 1]× [0, 1]× [0, T ], avec T > 0 :

1

2

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂ (Cif)
2

∂z
r (1− r2) drdzdt

−βif
Z T

0

Z 1

0

∂Cif

∂r
(1, z, t)Cif (1, z, t) dzdt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt = 0.

L’équation (2.6)2 sur la surface du canal implique :

∂Cif

∂r
(1, z, t) = − 1

γis

∂Cis

∂t
(z, t)

+
δi

γis
ri (C1s, . . . , CNs) (z, t) + δiN

θNs

γNs

∂2CNs

∂z2
(z, t) ,

d’où, puisque Cif (1, z, t) = Cis (z, t) :

1

2

Z T

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt− 1

2

Z T

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, 0, t) r (1− r2) drdt

+
1

2

βif

γis

Z 1

0

(Cis)
2
(z, T ) dz − 1

2

βif

γis

Z 1

0

(Cis)
2
(z, 0) dz

−βif
γis

δi

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)Cisdzdt

−δiN
βNfθNs

γNs

Z T

0

Z 1

0

∂2CNs

∂z2
CNsdzdt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt = 0.
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En tenant compte des égalités :

Cif (r, 0, t) = Ci0 (r) ; Cis (z, 0) = Cis0 (z) ,

on obtient le résultat annoncé.

Corollaire 2.6.2 Posons :

Ei (T ) =
1

2

Z T

0

Z 1

0

(Cif )
2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt +

1

2

βif

γis

Z 1

0

(Cis)
2
(z, T ) dz

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt

+δiN
βNfθNs

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂CNs

∂z

¶2
dzdt.

On a :
NX
i=1

Ei (T ) ≤ aT + b,

avec :

a =

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
r
¡
1− r2

¢
dr ; b =

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z 1

0

(Cis0)
2
dz.

Démonstration. L’estimation (2.39) s’écrit, après avoir sommé sur

i = 1, . . . , N :

NX
i=1

Ei (T )−
NX
i=1

βif

γis
δi

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)Cisdzdt

=
T

2

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
r (1− r2) dr +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z 1

0

(Cis0)
2
dz.

Les hypothèses (H3) et (H4) entrâınent :

−
NX
i=1

βif

γis
δi

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)Cisdzdt ≥ 0,

d’où :

NX
i=1

Ei (T ) ≤
T

2

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
r
¡
1− r2

¢
dr +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z 1

0

(Cis0)
2
dz.

Ceci met en évidence la croissance au plus linéaire par rapport à T de l’énergie

totale du système.
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2.6.2 Encadrement des concentrations pour lesquelles δi =

−1
Proposition 2.6.3 Supposons δi = −1. Pour presque tout (r, z, t) appartenant
à ]0, 1[× ]0, 1[× ]0, T [, on a :

0 ≤ Cif (r, z, t) ≤ Ai0 ; 0 ≤ Cis (z, t) ≤ Ai0,

avec :

Ai0 = max

Ã
sup
r∈[0,1]

Ci0 (r) , sup
z∈[0,1]

Cis0 (z)

!
.

Démonstration. On pose :

Wif = Cif − Ai0 ; Wis = Cis −Ai0.

(Wif ,Wis) est solution du système :

∂Wif

∂z
= βif

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Wif

∂r

¶
,

∂Wis

∂t
= −γis

∂Wif

∂r
(1, z, t) + δiri (W1s +A10, . . . ,WNs +AN0)

+δiNθNs

∂2WNs

∂z2
,

(2.40)

pour i = 1, . . . , N , avec les conditions aux limites ou initiales :

Wif (r, 0, t) = Ci0 (r)− Ai0,
∂Wif

∂r
(0, z, t) = 0,

Wif (1, z, t) = Wis (z, t) , θNs

∂WNs

∂z
(1, t) = 0,

Wis (z, 0) = Cis0 (z)−Ai0, θNs

∂WNs

∂z
(0, t) = 0.

On multiplie la i-ème équation de (2.40)1 par r (1− r2)W+
if et on obtient :

1

2

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂
¡
W+

if

¢2
∂z

r (1− r2) drdzdt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂W+

if

∂r

!2
rdrdzdt

−βif
Z T

0

Z 1

0

∂Wif

∂r
(1, z, t)W+

if (1, z, t) dzdt = 0.
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Puisque δi est égal à -1, on a :

∂Wif

∂r
(1, z, t) = − 1

γis

∂Wis

∂t
(z, t)− 1

γis
ri (W1s +A10, . . . ,WNs +AN0)

+δiN
θNs

γNs

∂2WNs

∂z2
(z, t) .

En tenant compte des conditions aux limites, on en déduit l’égalité :

1

2

Z T

0

Z 1

0

¡
W+

if

¢2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt

−1
2

Z T

0

Z 1

0

¡
W+

if

¢2
(r, 0, t) r (1− r2) drdt

+
βif

2γis

Z 1

0

¡
W+

is

¢2
(z, T ) dz − βif

2γis

Z 1

0

¡
W+

is

¢2
(z, 0) dz

+
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (W1s +A10, . . . ,WNs +AN0)W
+
isdzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂W+

Ns

∂z

¶2
dzdt

−δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

µ
∂WNs

∂z
W+

Ns

¶
(1, t) dt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

µ
∂WNs

∂z
W+

Ns

¶
(0, t) dt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂W+

if

∂r

!2
rdrdzdt = 0.

Compte tenu de la définition de Ai0, on a :

Wif(r, 0, t) = Ci0(r)−Ai0 ≤ 0 ⇒ W+
if (r, 0, t) = 0,

Wis(z, 0) = Cis0(z)−Ai0 ≤ 0 ⇒ W+
is (z, 0) = 0,

d’où l’égalité suivante, puisque θNs
∂WNs

∂z
(1, t) = 0 = θNs

∂WNs

∂z
(0, t) :

1

2

Z T

0

Z 1

0

¡
W+

if

¢2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt+

βif

2γis

Z 1

0

¡
W+

is

¢2
(z, T ) dz

+
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (W1s +A10, . . . ,WNs +AN0)W
+
isdzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂W+

Ns

∂z

¶2
dzdt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂W+

if

∂r

!2
rdrdzdt = 0.

Ces différentes égalités ne comportent que des termes positifs ou nuls. En

effet, le troisième terme peut s’écrire :

βif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (C1s, . . . , CNs)W
+
is dzdt.
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Cette intégrale est positive ou nulle compte tenu de l’hypothèse (H2). Ceci

prouve que W+
if ≡ 0 ≡W+

is , dans le cylindre ou sur la paroi.

2.6.3 Minoration des concentrations pour lesquelles δi = 1

Proposition 2.6.4 Si δi = 1, on a, pour presque tout (r, z, t) appartenant à

]0, 1[× ]0, 1[× ]0, T [ :

ai0 ≤ Cif (r, z, t) ; ai0 ≤ Cis (z, t) ,

avec :

ai0 = min

µ
inf

r∈[0,1]
Ci0(r), inf

z∈[0,1]
Cis0(z)

¶
.

Démonstration. On effectue le même changement de fonction inconnue que

précédemment, mais avec ai0 à la place de Ai0, pour obtenir le système (2.40).

On multiplie la i-ème équation de (2.40)1 par r (1− r2)W−
if et on obtient :

1

2

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂
¡
W−

if

¢2
∂z

r (1− r2) drdzdt+ βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂W−

if

∂r

!2
rdrdzdt

−βif
Z T

0

Z 1

0

∂W−
if

∂r
(1, z, t)W−

if (1, z, t) dzdt = 0.

Or :

∂W−
if

∂r
(1, z, t) = − 1

γis

∂W−
is

∂t
(z, t)− 1

γis
ri (W1s +A10, . . . ,WNs +AN0)

+δiN
θNs

γNs

∂2W−
Ns

∂z2
(z, t) .

En tenant compte des conditions aux limites, on en déduit l’égalité :

1

2

Z T

0

Z 1

0

¡
W−

if

¢2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt

−1
2

Z T

0

Z 1

0

¡
W−

if

¢2
(r, 0, t) r (1− r2) drdt

+
βif

2γis

Z 1

0

¡
W−

is

¢2
(z, T ) dz − βif

2γis

Z 1

0

¡
W−

is

¢2
(z, 0) dz

+
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (W1s +A10, . . . ,WNs +AN0)W
−
isdzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂W−

Ns

∂z

¶2
dzdt

+βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂W−

if

∂r

!2
rdrdzdt = 0.
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puisque θNs
∂WNs

∂z
(1, t) = 0 = θNs

∂WNs

∂z
(0, t). Compte tenu de la définition de Ai0,

on a :
Wif(r, 0, t) = Ci0(r)−Ai0 ≥ 0 ⇒ W−

if (r, 0, t) = 0,

Wis(z, 0) = Cis0(z)−Ai0 ≥ 0 ⇒ W−
is (z, 0) = 0,

d’où l’égalité :

1

2

Z T

0

Z 1

0

¡
W−

if

¢2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt+

βif

2γis

Z 1

0

¡
W−

is

¢2
(z, T ) dz

+
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

ri (W1s +A10, . . . ,WNs +AN0)W
−
isdzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂W−

Ns

∂z

¶2
dzdt+ βif

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

Ã
∂W−

if

∂r

!2
rdrdzdt = 0,

qui ne comporte que des termes positifs ou nuls, en utilisant le même argument

que précédemment pour le troisième terme. Ceci prouve que W−
if ≡ 0 ≡ W−

is ,

dans le cylindre ou sur la paroi.

2.6.4 Majoration des concentrations pour lesquelles δi = 1

Proposition 2.6.5 Si δi = 1, on a, pour tout (r, z, t) appartenant à ]0, 1] ×
]0, 1[× ]0, T [ :

Cif (r, z, t) ≤ Ai0e
bkαt ; Cis (z, t) ≤ Ai0e

bkαt,

avec :

Ai0 = max

Ã
sup
r∈[0,1]

Ci0(r), sup
z∈[0,1]

Cis0(z)

!
.

Démonstration. On part de la formulation variationnelle :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂Cif

∂z
ϕr (1− r2) drdzdt

+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

βif
∂Cif

∂r

∂ϕ

∂r
rdrdzdt +

βif

γis

Z T

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂t
ϕ

¶
(1, z, t) dzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂CNf

∂z

∂ϕ

∂z

¶
(1, z, t) dzdt

=
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

(ri (C1s, . . . , CNs)ϕ) (1, z, t) dzdt,

dans laquelle on effectue le changement de fonctions inconnues :

Cif (r, z, t) = Vif (r, z, t) e
λt ; ϕ (r, z, t) = ψ (r, z, t) e−λt,
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pour obtenir :Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

∂Vif

∂z
ψr (1− r2) drdzdt+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

βif
∂Vif

∂r

∂ψ

∂r
rdrdzdt

+
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

µ
∂Vif

∂t
ψ

¶
(1, z, t) dzdt+ λ

βif

γis

Z T

0

Z 1

0

(Vifψ) (1, z, t) dzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂VNf

∂z

∂ψ

∂z

¶
(1, z, t) dzdt

=
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

¡
ri
¡
V1se

λt, . . . , VNse
λt
¢
ψe−λt

¢
(1, z, t) dzdt.

Notons : ψ (r, z, t) = (Vif (r, z, t)−Ai0)
+
. On obtient :

1

2

Z T

0

Z 1

0

(Vif (r, 1, t)− Ai0)
+
r (1− r2) drdt

+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

βif

µ
∂

∂r
(Vif − Ai0)

+

¶2
rdrdzdt

+
1

2

βif

γis

Z 1

0

¡
(Vif − Ai0)

+¢2
(1, z, T ) dz

+λ
βif

γis

Z T

0

Z 1

0

¡
Vif (Vif −Ai0)

+¢
(1, z, t) dzdt

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂

∂z
(VNf − AN0)

+

¶2
(1, z, t) dzdt

≤ βif

γis
bkα

Z T

0

Z 1

0

¡
Vif (Vif − Ai0)

+¢
(1, z, t) dzdt

+
1

2

Z T

0

Z 1

0

(Vif (r, 0, t)− Ai0)
+
r (1− r2) drdt

+
1

2

βif

γis

Z 1

0

¡
(Vif (1, z, 0)− Ai0)

+¢2
dz,

en utilisant le caractère lipschitzien de ri appliqué entre :

ri
¡
V1se

λt, ..., Vise
λt, . . . , VNse

λt
¢
et ri

¡
V1se

λt, ..., 0, ..., VNse
λt
¢
= 0.

On en déduit que si :

Vif (1, z, 0) ≤ Ai0 ; Vif (r, 0, t) ≤ Ai0, ∀ (r, z, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, T ] ,

c’est à dire :

Cis0 (z) ≤ Ai0 ; Ci0 (r) ≤ Ai0.e
λt, ∀ (r, z, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, T ] ,
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alors l’inégalité précédente entrâıne, en prenant λ = bkα :

1

2

Z T

0

Z 1

0

(Vif (r, 1, t)− Ai0)
+
r (1− r2) drdt

+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

βif

µ
∂

∂r
(Vif − Ai0)

+

¶2
rdrdzdt

+
1

2

βif

γis

Z 1

0

¡
(Vif − Ai0)

+¢2
(1, z, T ) dz

+δiN
θNsβNf

γNs

Z T

0

Z 1

0

µ
∂

∂z
(VNf − AN0)

+

¶2
(1, z, t) dzdt ≤ 0

et on en déduit que (Vif − Ai0)
+
est égale à 0 presque partout dans le canal et

sur la paroi du canal.

La majoration obtenue dans la Proposition précédente est peu réaliste, puisqu’elle

établit une majoration exponentielle par rapport au temps. Pour établir une ma-

joration plus réaliste, nous prouvons une majoration en norme L2, polynômiale

par rapport au temps.

Proposition 2.6.6 Il existe des constantes strictement positives a et b telles que

pour tout l appartenant à ]0, 1[ et tout τ appartenant à ]0, T [ :Z τ

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, l, t) r (1− r2) drdt ≤ aτ + b,Z l

0

(Cis)
2
(z, τ) dz ≤ aτ + b.

Démonstration. On multiplie la i-ème équation de (2.6)1 par r (1− r2)Cif .

On obtient, après intégration sur [0, 1]× [0, l]× [0, τ ] :

1

2

Z τ

0

Z l

0

Z 1

0

∂ (Cif)
2

∂z
r (1− r2) drdzdt

−βif
Z τ

0

Z l

0

∂Cif

∂r
(1, z, t)Cif (1, z, t) dzdt

+βif

Z τ

0

Z l

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt = 0.

L’équation (2.6)2 sur la surface du canal implique :

∂Cif

∂r
(1, z, t) = − 1

γis

∂Cis

∂t
(z, t)

+
δi

γis
ri (C1s, . . . , CNs) (z, t) + δiN

θNs

γNs

∂2CNs

∂z2
(z, t) ,
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d’où, puisque Cif (1, z, t) = Cis (z, t) :

1

2

Z τ

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, l, t) r (1− r2) drdt− 1

2

Z τ

0

Z 1

0

(Cif )
2
(r, 0, t) r (1− r2) drdt

+
1

2

βif

γis

Z l

0

(Cis)
2
(z, τ ) dz − 1

2

βif

γis

Z l

0

(Cis)
2
(z, 0) dz

−βif
γis

δi

Z τ

0

Z l

0

ri (C1s, . . . , CNs)Cisdzdt

−δiN
βNfθNs

γNs

Z τ

0

Z l

0

∂2CNs

∂z2
CNsdzdt

+βif

Z τ

0

Z l

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt = 0.

On somme par rapport à i appartenant à {1, . . . ,N} les égalités ci-dessus et
on obtient :

1

2

NX
i=1

Z τ

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, l, t) r (1− r2) drdt+

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis)
2
(z, τ ) dz

−
NX
i=1

βif

γis
δi

Z τ

0

Z l

0

ri (. . . , Cis, . . .)Cisdzdt

+

NX
i=1

βif

Z τ

0

Z l

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt

+
βNfθNs

γNs

Z τ

0

Z 1

0

µ
∂CNs

∂z

¶2
dzdt

≤ τ

2

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
(r) r (1− r2) dr +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis0)
2
(z) dz.

On remarque que la troisième somme est positive ou nulle, en tenant compte

des hypothèses (H3) et (H4) et de la positivité des concentrations. Ceci entrâıne :

1

2

NX
i=1

Z τ

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, l, t) r (1− r2) drdt+

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z 1

0

(Cis)
2
(z, τ ) dz

+

NX
i=1

βif

Z τ

0

Z l

0

Z 1

0

µ
∂Cif

∂r

¶2
rdrdzdt +

βNfθNs

γNs

Z τ

0

Z l

0

µ
∂CNs

∂z

¶2
dzdt

≤ τ

2

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
(r) r (1− r2) dr +

1

2

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis0)
2
(z) dz.

En notant :

a =

NX
i=1

Z 1

0

(Ci0)
2
(r) r

¡
1− r2

¢
dr ; b =

NX
i=1

βif

γis

Z 1

0

(Cis0)
2
(z) dz,
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on obtient l’inégalité :

NX
i=1

Z τ

0

Z 1

0

(Cif)
2
(r, l, t) r

¡
1− r2

¢
drdt+

NX
i=1

βif

γis

Z l

0

(Cis)
2
(z, τ) dz ≤ aτ + b.

Le résultat annoncé en découle.

2.6.5 Relations entre les solutions

On pose :
I+ = {1 ≤ i ≤ N − 1 | δi = 1} ,
I− = {1 ≤ i ≤ N − 1 | δi = −1} ,

de manière à avoir : I+ ∪ I− = {1, . . . ,N − 1}.

Proposition 2.6.7 Supposons que soient réalisées les hypothèses suivantes :

1- ∀ i ∈ {1, ...,N − 1}, β1f = . . . = βN−1f =: βf et γ1s = . . . = γN−1s =: γs.
2- Il existe N − 1 réels αi strictement positifs tels que :

N−1X
i=1

αiδiri (x1, . . . xN) = 0.

3- ∀i ∈ {1, ...,N − 1} , ∀ (r, z) ∈ [0, 1]× [0, 1], Ci0(r) = Cis0(z) = Ai0.

Alors si on note :

Ψf (r, z, t) =

N−1X
i=1

αiCif (r, z, t) , Ψs (z, t) =

N−1X
i=1

αiCis (z, t) ,

Ψf et Ψs sont constants.

Démonstration. (Ψf ,Ψs) est solution du système :
∂Ψf

∂z
(r, z, t) = βf

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Ψf

∂r

¶
(r, z, t) ,

∂Ψs

∂t
(z, t) = −γf

∂Ψf

∂r
(1, z, t) ,

(2.41)

avec les conditions aux limites ou initiales :
Ψf (r, 0, t) = A,

∂Ψf

∂r
(0, z, t) = 0,

Ψf (1, z, t) = Ψs (z, t) , Ψs (z, 0) = A,

et A =
PN−1

i=1 Ai0.
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Si on pose Ψ̃f = Ψf − A et Ψ̃s = Ψs − A, Ψ̃f et Ψ̃s sont solution de :
∂Ψ̃f

∂z
(r, z, t) = βf

1

r (1− r2)

∂

∂r

Ã
r
∂Ψ̃f

∂r

!
(r, z, t) ,

∂Ψ̃s

∂t
(z, t) = −γf

∂Ψ̃f

∂r
(1, z, t) ,

(2.42)

avec les conditions aux limites ou initiales :
Ψ̃f (r, 0, t) = 0,

∂Ψ̃f

∂r
(0, z, t) = 0,

Ψ̃f (1, z, t) = Ψ̃s (z, t) , Ψ̃s (z, 0) = 0,

A l’aide des équations (2.42)1 dans le cylindre, on obtient l’égalité :

1

2

Z T

0

Z 1

0

³
Ψ̃f

´2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

βf

Ã
∂Ψ̃f

∂r

!2
rdrdzdt

=

Z T

0

Z 1

0

βf

Ã
∂Ψ̃f

∂r
Ψ̃f

!
(1, z, t) dzdt.

En utilisant les équations (2.42)2 sur la paroi, on obtient :

βf

Z T

0

Z 1

0

Ã
∂Ψ̃f

∂r
Ψ̃f

!
(1, z, t) dzdt = −βf

γs

Z T

0

Z 1

0

∂Ψ̃s

∂t
Ψ̃sdzdt.

Cette égalité, combinée avec la précédente, donne :

1

2

Z T

0

Z 1

0

³
Ψ̃f

´2
(r, 1, t) r (1− r2) drdt+

Z T

0

Z 1

0

Z 1

0

βf

Ã
∂Ψ̃f

∂r

!2
rdrdzdt

+
1

2

Z 1

0

Γ
³
Ψ̃s

´2
(z, T ) dz +

Z T

0

Z 1

0

Γ

Ã
∂Ψ̃s

∂z

!2
dzdt

=
1

2

Z T

0

Z 1

0

³
Ψ̃f

´2
(r, 0, t) r (1− r2) drdt+

1

2

Z 1

0

Γ
³
Ψ̃s

´2
(z, 0) dz

= 0,

qui implique que Ψ̃f ≡ Ψ̃s ≡ 0, d’où Ψf ≡ Ψs ≡ A et le résultat.

Corollaire 2.6.8 Sous les hypothèses de la Proposition 2.6.7, pour tout i de I+,

il existe des constantes positives ci telles que pour presque tout (r, z, t) appartenant

à ]0, 1[× ]0, 1[× ]0, T [, on ait :
ai0 ≤ Cif (r, z, t) ≤ ci ; ai0 ≤ Cis (z, t) ≤ ci,

où ai0 est définie dans la Proposition 2.6.4.
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Démonstration. D’après la Proposition 2.6.7, on a :

Ψf =
X

i=1,...,N−1
αiCif =

X
i∈I+

αiCif +
X
i∈I−

αiCif = A ≥ 0,

d’où comme pour tout i on a αi > 0 et Cif ≥ 0 on trouve que :

0 ≤
X
i∈I+

αiCif = A−
X
i∈I−

αiCif = C,

d’où :

Cif ≤
C

αi

= ci,

la démonstration est analogue pour Cis.

Nous avons également la

Proposition 2.6.9 En particulier, si pour un indice i tel que δi = 1, il existe un

indice j tel que :  δj = −1, rj = −ari,
βis = βjs, Cj0 (r) = aCi0 (r) ,

γis = γjs, Cjs0 (z) = aCis0 (z) ,

(2.43)

avec a > 0, alors on a :

Cjf (r, z, t) = aCif (r, z, t) ; Cjs (z, t) = aCis (z, t) ,

pour tout (r, z, t) de ]0, 1[× ]0, 1[× ]0, T [, et Cif , Cis sont majorés.

Démonstration. Elle suit les mêmes lignes que la démonstration précédente.

Remarque 2.6.10 1. Remarquons que si une relation (2.43) existe pour les

concentrations CO, O2 et CO2, elle entrâıne une majoration de la concen-
tration en CO2, en utilisant les minorations sur CO et O2.

2. Dans le cas de la réaction CO + 1
2
O2 → CO2, l’hypothèse sur l’égalité des

coefficients βif , γis et θis se réduit à supposer que DCOf = DO2f = DCO2f

(cf. partie suivante).
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2.7 Comportement asymptotique en temps

On suppose dans ce paragraphe que les concentrations et la température ex-

istent pour tout t > 0 et sont bornées indépendamment du temps. L’objectif est

d’étudier le comportement limite de ces solutions quand t→ +∞. Nous nous in-
spirons des techniques de [1] pour établir ce comportement limite. Notre résultat

principal est le suivant.

Théorème 2.7.1 Supposons que le problème :
∂C∞if
∂z

(r, z) = βif
1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂C∞if
∂r

¶
(r, z) ,

−δiNθNs

∂2C∞Ns

∂z2
(z) = −γis

∂C∞if
∂r

(1, z) + δiri (C
∞
1s , ..., C

∞
1s ) (z),

(2.44)

avec les conditions aux limites ou initiales :
C∞if (r, 0) = Ci0 (r) ,

∂C∞if
∂r

(0, z) = 0,

C∞if (1, z) = C∞is (z) ,

θNs

∂C∞Ns

∂z
(1) = 0, θNs

∂C∞Ns

∂z
(0) = 0,

admet une unique solution dans un espace adapté. La solution du problème (2.6)

converge dans la topologie faible de L2 vers la solution de (2.44).

Démonstration. La solution (Cif , Cis) était bornée indépendamment du

temps, il existe
¡
C∞if , C

∞
is

¢
limite de (Cif , Cis) dans la topologie faible de L2

quand t → +∞. Soient ϕ une fonction de C∞ ([0, 1]× [0, 1]) et ψ la fonction de
C∞ ([0, 1]) définie par : ψ (z) = ϕ (1, z). On note :¡

Cn
if , C

n
is

¢
(r, z, t) = (Cif , Cis) (r, z, t+ n) .¡

Cn
if , C

n
is

¢
est solution de :

∂Cn
if

∂z
(r, z, t) = βif

1

r (1− r2)

∂

∂r

µ
r
∂Cn

if

∂r

¶
(r, z, t) ,

∂Cn
is

∂t
(z, t) = δiNθNs

∂2Cn
Ns

∂z2
(z, t)

−γis
∂Cn

if

∂r
(1, z, t) + δiri (C

n
1s, ..., C

n
1s) (z),

(2.45)
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avec les conditions aux limites ou initiales :



Cn
if (r, 0, t) = Ci0 (r) ,

∂Cn
if

∂r
(0, z, t) = 0,

Cn
if (1, z, t) = Cn

is (z, t) , Cn
is (z, 0) = Cis (z, n) ,

θNs

∂Cn
Ns

∂z
(1, t) = 0, θNs

∂Cn
Ns

∂z
(0, t) = 0.

On multiplie l’équation (2.45)1 (resp. (2.45)2) par r (1− r2)ϕ (resp. par ψ).

On obtient après intégration :

Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

∂Cn
if

∂z
(r, z, t)ϕ (r, z) r (1− r2) drdzdt

+

Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

βif
∂Cn

if

∂r
(r, z, t)

∂ϕ

∂r
(r, z) rdrdzdt

−
Z 1

0

Z T

0

βif
∂Cn

if

∂r
(1, z, t)ϕ (1, z) dzdt = 0,

et :

Z 1

0

Z T

0

∂Cn
is

∂t
(z, t)ψ (z) dzdt+ δiNθNs

Z 1

0

Z T

0

∂Cn
Ns

∂z
(z, t)ψ0 (z) dzdt

=

Z 1

0

Z T

0

γis
∂Cn

if

∂r
(1, z, t)ψ (z) dzdt+

Z 1

0

Z T

0

δiri (C
n
1s, ..., C

n
1s)ψ (z) dzdt.

En combinant ces deux égalités, on obtient :

Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

∂Cn
if

∂z
(r, z, t)ϕ (r, z) r (1− r2) drdzdt

+

Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

βif
∂Cn

if

∂r
(r, z, t)

∂ϕ

∂r
(r, z) rdrdzdt

+
βif

γis

Z 1

0

Z T

0

∂Cn
is

∂t
(z, t)ψ (z) dzdt+ δiN

βNfθNs

γNs

Z 1

0

Z T

0

∂Cn
Ns

∂z
(z, t)ψ0 (z) dzdt

=
βif

γis

Z 1

0

Z T

0

δiri (C
n
1s, ..., C

n
1s)ψ (z) dzdt,
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puisque ψ (z) = ϕ (1, z). On intègre par parties :

−
Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

Cn
if (r, z, t)

∂ϕ

∂z
(r, z) r (1− r2) drdzdt

+

Z 1

0

Z T

0

Cn
if (r, 1, t)ϕ (r, 1) r (1− r2) drdt

−
Z 1

0

Z T

0

Cn
if (r, 0, t)ϕ (r, 0) r (1− r2) drdt

−
Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

βifC
n
if (r, z, t)

∂

∂r

µ
∂ϕ

∂r
(r, z) r

¶
drdzdt

+

Z 1

0

Z T

0

βifC
n
if (1, z, t)

∂ϕ

∂r
(1, z) dzdt+

βif

γis

Z 1

0

Cn
is (z, T )ψ (z) dz

−βif
γis

Z 1

0

Cn
is (z, 0)ψ (z) dz − δiN

βNfθNs

γNs

Z 1

0

Z T

0

Cn
Ns (z, t)ψ

00 (z) dzdt

+δiN
βNfθNs

γNs

Z T

0

Cn
Ns (1, t)ψ

0 (1) dt− δiN
βNfθNs

γNs

Z T

0

Cn
Ns (0, t)ψ

0 (1) dzdt

=
βif

γis

Z 1

0

Z T

0

δiri (C
n
1s, ..., C

n
1s)ψ (z) dzdt.

On passe enfin à la limite quand n tend vers l’infini :

−
Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

C∞if (r, z)
∂ϕ

∂z
(r, z) r (1− r2) drdzdt

+

Z 1

0

Z T

0

C∞if (r, 1)ϕ (r, 1) r (1− r2) drdt

−
Z 1

0

Z T

0

C∞if (r, 0)ϕ (r, 0) r (1− r2) drdt

−
Z 1

0

Z 1

0

Z T

0

βifC
∞
if (r, z)

∂

∂r

µ
∂ϕ

∂r
(r, z) r

¶
drdzdt

+

Z 1

0

Z T

0

βifC
∞
if (1, z)

∂ϕ

∂r
(1, z) dzdt+

βif

γis

Z 1

0

C∞is (z)ψ (z) dz

−βif
γis

Z 1

0

C∞is (z)ψ (z) dz − δiN
βNfθNs

γNs

Z 1

0

Z T

0

C∞Ns (z)ψ
00 (z) dzdt

+δiN
βNfθNs

γNs

Z T

0

C∞Ns (1)ψ
0 (1) dt− δiN

βNfθNs

γNs

Z T

0

C∞Ns (0)ψ
0 (1) dzdt

=
βif

γis

Z 1

0

Z T

0

δiri (C
∞
1s , ..., C

∞
1s )ψ (z) dzdt,

en utilisant la convergence faible dans L2 ou le Théorème 2.1 de [7, page 22].

On peut alors supprimer l’intégrale par rapport à T , puisque les fonctions qui
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apparaissent n’en dépendent plus et réintégrer par parties :

−
Z 1

0

Z 1

0

∂C∞if
∂z

(r, z)ϕ (r, z) r (1− r2) drdz

−
Z 1

0

Z 1

0

βif
∂C∞if
∂r

(r, z)
∂ϕ

∂r
(r, z) rdrdz + δiN

βNfθNs

γNs

Z 1

0

∂C∞Ns

∂z
(z)ψ0 (z) dz

=
βif

γis

Z 1

0

δiri (C
∞
1s , ..., C

∞
1s )ψ (z) dz.

Cette égalité étant vraie pour tous ϕ et ψ vérifiant : ψ (z) = ϕ (1, z), on en

déduit que
¡
C∞if , C

∞
is

¢
est solution de (2.44).

2.7.1 Propriétés de la solution du système limite

La proposition suivante donne une égalité liant la moyenne d’une concentra-

tion à l’entrée du cylindre à celle de la même concentration à la sortie du cylindre

via ce qui a été créé ou consommé sur la paroi :

Proposition 2.7.2 La solution de (2.44) vérifie pour tout i ∈ {1, . . . ,N − 1} :Z 1

0

C∞if (r, 1) r (1− r2) dr −
Z 1

0

Ci0 (r) r (1− r2) dr

=
δiβif

γis

Z 1

0

ri(C
∞+
1s , . . . , C∞+Ns )dz,

Démonstration. On intègre la i-ème équation (i 6= N) de (2.44)1 pour r

appartenant à [0, 1], après l’avoir multiplié par r (1− r2) et on obtient :

1Z
0

∂C∞if
∂z

r
¡
1− r2

¢
dr = βif

∂C∞if
∂r

(1, z) .

On intègre encore une fois pour z appartenant à [0, 1] et on obtient :Z 1

0

C∞if (r, 1) r (1− r2) dr −
Z 1

0

C∞if (r, 0) r (1− r2) dr = βif

Z 1

0

∂C∞if
∂r

(1, z) dz

⇔
Z 1

0

C∞if (r, 1) r (1− r2) dr −
Z 1

0

Ci0 (r) r (1− r2) dr = βif

Z 1

0

∂C∞if
∂r

(1, z) dz.

En tenant compte de la i-ème équation (i 6= N) de (2.44)2, on a :

∂C∞if
∂r

(1, z) =
δi

γis
ri(C

∞+
1s , . . . , C∞+Ns ),
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ce qui implique :Z 1

0

C∞if (r, 1) r (1− r2) dr −
Z 1

0

Ci0 (r) r (1− r2) dr

=
δiβif

γis

Z 1

0

ri(C
∞+
1s , . . . , C∞+Ns )dz,

qui est le résultat annoncé.

Les deux propositions suivantes sont destinées à donner une idée de critère

pouvant être utilisé de manière approchée lors de la simulation numérique, pour

localiser d’éventuels “fronts de réaction”, c’est à dire des endroits dans le cylindre

où une espèce a disparu, ce qui peut entrâıner que les concentrations d’autres

espèces restent constantes.

Proposition 2.7.3 Supposons qu’il existe un indice j différent de N et un réel

l∗j appartenant à ]0, 1[ tels que :Z l∗j

0

rj(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
js dz =

γjs

2βjf

Z 1

0

(Cj0)
2
(r)r(1− r2)dr.

Alors si δj = −1, on a :

∀z ∈
¤
l∗j , 1

£
: C∞jf = C∞js = 0.

Démonstration. La i-ème équation dans le cylindre pour le système limite

devient, en intégrant pour z appartenant à [0, l], l < 1 :

1

2

Z 1

0

¡
C∞if

¢2
(r, l)r(1− r2)dr + βif

Z l

0

Z 1

0

µ
∂C∞if
∂r

¶2
rdrdz

=
1

2

Z 1

0

(Ci0)
2
(r)r(1− r2)dr + δi

βif

γis

Z l

0

ri(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
is dz.

Si δi = −1, l’égalité précédente devient :

1

2

Z 1

0

¡
C∞if

¢2
(r, l)r(1− r2)dr + βif

Z l

0

Z 1

0

µ
∂C∞if
∂r

¶2
rdrdz

=
1

2

Z 1

0

(Ci0)
2
(r)r(1− r2)dr − βif

γis

Z l

0

ri(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
is dz.

Sous l’hypothèse de la Proposition, on a, pour i = j et l = l∗j :

1

2

Z 1

0

¡
C∞jf

¢2
(r, l∗j )r(1− r2)dr + βjf

Z l∗j

0

Z 1

0

µ
∂C∞jf
∂r

¶2
rdrdz = 0, (2.46)

70



2.7. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN TEMPS

qui implique que :

∀(r, z) ∈ ]0, 1[×
¤
0, l∗j

£
:
∂C∞jf
∂r

(r, z) = 0⇒ C∞jf (r, z) ≡ C∞js (z),

et également que C∞jf
¡
r, l∗j

¢
≡ 0 = C∞js

¡
l∗j
¢
. On réécrit la première égalité pour j,

en séparant les intégrations sur
¤
0, l∗j

£
et sur

¤
l∗j , 1

£
. On obtient pour l∗j ≤ l ≤ 1 :

1

2

Z 1

0

¡
C∞jf

¢2 ¡
r, l∗j

¢
r(1− r2)dr − 1

2

Z 1

0

(Cj0)
2
(r)r(1− r2)dr

+
1

2

Z 1

0

¡
C∞jf

¢2
(r, l)r(1− r2)dr − 1

2

Z 1

0

¡
C∞jf

¢2
(r, l∗j )r(1− r2)dr

+βjf

Z l∗j

0

Z 1

0

µ
∂C∞jf
∂r

¶2
rdrdz + βjf

Z l

l∗j

Z 1

0

r

µ
∂C∞jf
∂r

¶2
drdz

= −βjf
γjf

Z l∗j

0

rj(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
js dz −

βjf

γjf

Z l

l∗j

rj(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
js dz,

qui équivaut à :

1

2

Z 1

0

¡
C∞jf

¢2
(r, l)r(1− r2)dr + βjf

Z l

l∗j

Z 1

0

r

µ
∂C∞jf
∂r

¶2
drdz

=
1

2

Z 1

0

(Cj0)
2
(r)r(1− r2)dr − βjf

γjf

Z l∗j

0

rj(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
js dz

−βjf
γjf

Z l

l∗j

rj(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
js dz.

Compte tenu des résultats précédents, on a :

1

2

Z 1

0

¡
C∞jf

¢2
(r, l)r(1− r2)dr + βjf

Z l

l∗j

Z 1

0

r

µ
∂C∞jf
∂r

¶2
drdz

+
βjf

γjf

Z l

l∗j

rj(C
∞
1s , . . . , C

∞
Ns)C

∞
js dz = 0.

Comme tous les termes sont positifs ou nuls, on a, pour tout z appartenant à¤
l∗j , 1

£
: C∞jf ≡ C∞js ≡ 0.

Proposition 2.7.4 Soient j ∈ {1, . . . , N − 1} et l∗ ]0, 1[ tels que C∞jf , C∞js vérifient
la proposition 2.7.3 et soit Θ ⊂ {1, . . . , N − 1} l’ensemble des indices i pour

lesquels C∞js apparâıt dans la fonctionnelle ri. Alors on a :

∀i ∈ Θ, ∀l ∈ ]l∗, 1[ :
Z 1

0

C∞if (r, l)r(1− r2)dr =

Z 1

0

C∞if (r, l
∗)r(1− r2)dr.
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Démonstration. Soit i ∈ Θ, alors pour tout l ≥ l∗ on a : ri(. . . , C∞js , . . .) = 0.

Ceci implique que
∂C∞if
∂r

(1, z) est également nul pour z ∈ [l∗, 1] grâce à (2.44)2 .
D’où en intégrant (2.44)1 on obtient que ∀z ∈ [l∗, 1] :Z 1

0

∂C∞if
∂z

r(1− r2)dr − βif

Z 1

0

∂

∂r

µ
r
∂C∞if
∂r

¶
dr = 0

⇔
Z 1

0

∂C∞if
∂z

r(1− r2)dr − βif
∂C∞if
∂r

(1, z) = 0,

qui devient :

∀zz ∈ [l∗, 1] :
Z 1

0

∂C∞if
∂z

r(1− r2)dr = 0.

Ceci équivaut à :Z 1

0

C∞if (r, l)r(1− r2)dr =

Z 1

0

C∞if (r, l
∗)r(1− r2)dr.

Donc la moyenne de C∞if pondérée par r(1 − r2) sur une tranche à z = l

constant est constante et égale à la moyenne pondérée en z = l∗.
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Chapitre 3

Réaction CO +O2/2→ CO2

En considérant les seules espèces CO, O2 et CO2 et la température, on a

les 8 équations couplées suivantes à résoudre, dans lesquelles on a effectué le

même changement de variables que dans la première partie et où les valeurs des

différentes constantes sont données en annexe, de même que l’expression de la

fonction r̂CO.

Dans le fluide, c’est à dire pour tout (r, z, t) appartenant à [0, 1[×]0, 1[×]0, T [ :



r (1− r2)
∂CCOf

∂z
− DCOfL

VmaxR
2
f

∂

∂r

µ
r
∂CCOf

∂r

¶
= 0,

r (1− r2)
∂CO2f

∂z
− DO2fL

VmaxR
2
f

∂

∂r

µ
r
∂CO2f

∂r

¶
= 0,

r (1− r2)
∂CCO2f

∂z
− DCO2fL

VmaxR
2
f

∂

∂r

µ
r
∂CCO2f

∂r

¶
= 0,

r (1− r2)
∂Tf

∂z
− λfL

ρfCpfVmaxR
2
f

∂

∂r

µ
r
∂Tf

∂r

¶
= 0,

avec les conditions aux limites ou initiales :

CCOf (r, 0, t) = CCO0 (r) , CO2f (r, 0, t) = CO20 (r) ,

CCO2f (r, 0, t) = CCO20 (r) , Tf (r, 0, t) = T0 (r) ,
∂CCOf

∂r
(0, z, t) = 0,

∂CO2f

∂r
(0, z, t) = 0,

∂CCO2f

∂r
(0, z, t) = 0,

∂Tf

∂r
(0, z, t) = 0.
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Sur la paroi, c’est à dire pour tout (z, t) appartenant à ]0, 1[× ]0, T [ :

∂CCOs

∂t
= −SDCOf

εsRf

∂CCOf

∂r
(1, z, t)− a

εs
r̂CO (CCOs, CO2s, Ts) ,

∂CO2s

∂t
= −SDO2f

εsRf

∂CO2f

∂r
(1, z, t)− a

2εs
r̂CO (CCOs, CO2s, Ts) ,

∂CCO2s

∂t
= −SDCO2f

εsRf

∂CCO2f

∂r
(1, z, t) +

a

εs
r̂CO (CCOs, CO2s, Ts) ,

∂Ts

∂t
= − Sλf

(1− εs) ρsCpsRf

∂Tf

∂r
(1, z, t) +

λs

ρsCpsL2
∂2Ts

∂z2

+
a (−∆H)

(1− εs) ρsCps

r̂CO (CCOs, CO2s, Ts) ,

avec les conditions aux limites ou initiales suivantes :
CCOs (z, 0) = CCOs0 (z) , CO2s (z, 0) = CO2s0 (z) ,

CCO2s (z, 0) = CCO2s0 (z) , Ts (z, 0) = Ts0 (z) ,

∂Ts

∂z
(0, t) = 0,

∂Ts

∂z
(1, t) = 0,

auxquelles on ajoute les conditions de transmission sur la paroi du canal :½
CCOf (1, z, t) = CCOs (z, t) , CCO2f (1, z, t) = CCO2s (z, t) ,

CO2f (1, z, t) = CO2s (z, t) , Tf (1, z, t) = Ts (z, t) .

3.1 Schéma général de résolution

On utilise le schéma suivant pour l’évolution en temps du système.

On commence par la température :

Ts (z, t) → Tf (r, z, t) → Ts (z, t+∆t) ,

et ensuite on résout pour les espèces chimiques :

Cis (z, t) → Cif (r, z, t) → Cis (z, t+∆t) ,

i = 1, 2, 3, 4.

74
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3.2 Simulation numérique par éléments finis

3.2.1 Dans le cylindre

3.2.1.1 Description du schéma numérique utilisé

Dans le cylindre, nous avons à résoudre des équations du type :

r
¡
1− r2

¢ ∂ul
∂z
(r, z, t)− β (uN)

∂

∂r

µ
r
∂ul

∂r

¶
(r, z, t) = 0, (3.1)

où l = 0, . . . , N , uN désignant la température. Les conditions aux limites associées

à (3.1) sont :

ul (r, 0, t) = ul0 (r) ; ul (1, z, t) = uls (z, t) ;
∂ul

∂r
(0, z, t) = 0.

Si l est égal à N (température), l’équation correspondante s’écrit :

r
¡
1− r2

¢ ∂uN
∂z

(r, z, t)− β (uN)
∂

∂r

µ
r
∂uN

∂r

¶
(r, z, t) = 0,

avec les conditions aux limites précédentes. Pour assurer la convergence du schéma

numérique à chaque étape i, où i désigne l’indice de progression en z, on procède

comme suit. On omet l’indice N et on pose : u0i+1 = ui. Ensuite, on construit les

itérés suivants pour k ≥ 0 avec i fixé :

r (1− r2)
uk+1i+1 − ui

∆z
− β

¡
uki+1

¢ ∂

∂r

Ã
r
∂uk+1i+1

∂r

!
= 0,

⇔ uk+1i+1 = ui + β
¡
uki+1

¢ ∂

∂r

Ã
r
∂uk+1i+1

∂r

!
∆z

r (1− r2)
,

jusqu’a obtenir la convergence
°°uk+1i+1 − uki+1

°° ≤ ε. On obtient ainsi la valeur de

ui+1 := uk+1i+1 .

Si l est différent de N (espèces chimiques), on résout directement (3.1) en

utilisant la méthode des éléments finis en r et un schéma de Crank-Nicholson

pour la progression en z, car on dispose de uN , ayant commencé par résoudre

l’équation avec l = N .

3.2.1.2 Discrétisation par éléments finis

Dans le cylindre, d’après ce qui précède, on peut se ramener à résoudre des

équations du type :

r
¡
1− r2

¢ ∂u
∂z
(r, z, t)− β

∂

∂r

µ
r
∂u

∂r

¶
(r, z, t) = 0,
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avec les conditions aux limites :

u (r, 0, t) = u0 (r) ; u (1, z, t) = us (z, t) ;
∂u

∂r
(0, z, t) = 0.

On effectue le changement de fonction inconnue : U(r, z) = u(r, z)−us(z), de

manière à obtenir les équations :

r
¡
1− r2

¢ ∂U
∂z
(r, z, t)− β

∂

∂r

µ
r
∂U

∂r

¶
(r, z, t) = −r

¡
1− r2

¢ ∂us
∂z

(z, t) ,

avec les conditions aux limites :

U (r, 0, t) = u0 (r)− us(0, t) ; U (1, z, t) = 0 ;
∂U

∂r
(0, z, t) = 0.

On divise l’intervalle [0, 1] en m intervalles de longueur h = 1/m. Sur chaque

intervalle de la forme [(i− 1)h, (i+ 1) h], on définit les fonctions vi par :

vi (r) =



r

h
+ 1− i pour (i− 1) h ≤ r ≤ ih 1 ≤ i ≤ m− 1,

− r

h
+ 1 + i pour ih ≤ r ≤ (i+ 1) h 0 ≤ i ≤ m− 1,

0 ailleurs.

Fig. 3.1 — Les fonctions-test de la variable r.

Prenant comme fonction-test vi, on obtient :Z 1

0

∂U

∂z
vir (1− r2) dr + β

Z 1

0

r
∂U

∂r

∂vi

∂r
dr

= β
∂U

∂r
(1, z) vi (1)−

Z 1

0

∂us

∂z
(z) vir (1− r2) dr,
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qui devient :Z 1

0

∂U

∂z
vir
¡
1− r2

¢
dr + β

Z 1

0

r
∂U

∂r

∂vi

∂r
dr = −

Z 1

0

∂us

∂z
(z) vir

¡
1− r2

¢
dr,

puisque vi (1) = 0. On cherche la solution sous la forme :

Uh (r, z, t) =

m−1X
i=0

Ui (z, t) v
i (r) .

Les coefficients Ui sont donnés par les relations :

m−1X
j=0

Z 1

0

vivjr (1− r2) dr
∂Uj

∂z
+ β

m−1X
j=0

Z 1

0

r
∂vi

∂r

∂vj

∂r
drUj

= −
Z 1

0

∂us

∂z
(z) vir (1− r2) dr,

qui conduisent à un système de la forme :

MU
0
+AU = F.

M est une matrice tridiagonale dont les coefficients mij sont donnés par :

m00 =

Z h

0

³
− r

h
+ 1
´2

r (1− r2) dr

=
h2

12
− h4

60
,

mii =

Z ih

(i−1)h

³ r
h
+ 1− i

´2
r (1− r2) dr

+

Z (i+1)h

ih

³
− r

h
+ 1 + i

´2
r (1− r2) dr

= 2
h2i

3
− h4i

5
− 2h

4i3

3
avec 1 ≤ i ≤ m− 1

et :

mi,i+1 =

Z (i+1)h

ih

³
− r

h
+ 1 + i

´³ r
h
− i
´
r (1− r2) dr

=
h2

12
− h4

30
+

h2i

6
− 3h

4i

20
− h4i2

4
− h4i3

6
avec 0 ≤ i ≤ m− 2,

mi,i−1 =

Z ih

(i−1)h

³ r
h
+ 1− i

´³
− r

h
+ i
´
r (1− r2) dr

= −h
2

12
+

h4

30
+

h2i

6
− 3h

4i

20
+

h4i2

4
− h4i3

6
avec 1 ≤ i ≤ m− 1.
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A est également une matrice tridiagonale dont les coefficients aij sont :

a00 = β

Z h

0

1

h2
rdr =

β

2
,

aii = β

Z ih

(i−1)h

1

h2
rdr + β

Z (i+1)h

ih

1

h2
rdr = 2iβ 1 ≤ i ≤ m− 1,

et :

ai,i+1 = β

Z (i+1)h

ih

− 1
h2
rdr = −β

µ
1

2
+ i

¶
, 0 ≤ i ≤ m− 2,

ai,i−1 = β

Z ih

(i−1)h
− 1
h2
rdr = β

µ
1

2
− i

¶
, 1 ≤ i ≤ m− 1.

F est le vecteur colonne dont les composantes sont données par :

fi = −
Z 1

0

∂us

∂z
(z) vir

¡
1− r2

¢
dr,

avec 0 ≤ i ≤ m− 1, qui devient en explicitant :

f0 = −∂us
∂z

Z h

0

³
− r

h
+ 1
´
r (1− r2) dr

=

µ
h4

20
− h2

6

¶
∂us

∂z
,

fi = −∂us
∂z

Z ih

(i−1)h

³ r
h
+ 1− i

´
r (1− r2) dr

−∂us
∂z

Z (i+1)h

ih

³
− r

h
+ 1 + i

´
r (1− r2) dr

=

µ
h4i3 +

h4i

2
− h2i

¶
∂us

∂z
, 1 ≤ i ≤ m− 1.

Il ne reste alors qu’à discrétiser en z à l’aide d’un schéma de Crank-Nicholson,

pour obtenir le système :µ
M +∆z

A

2

¶
U i+1 =

µ
M −∆z

A

2

¶
U i +∆z

f i+1 + f i

2
,

avec U0 donné. On résout ce système par la méthode du double balayage de

Cholesky.

3.2.2 Sur la paroi

3.2.2.1 Description du schéma numérique utilisé pour la température

Sur la paroi, on a à résoudre l’équation :

∂Ts

∂t
(z, t)− θ (Ts)

∂2Ts

∂z2
(z, t) = −γ (Ts)

∂Tf

∂r
(1, z, t) + b (Ts) r̂U (Us, Vs, Ts) ,
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à laquelle on ajoute les conditions aux limites ou initiales :

Ts (z, 0) = Ts0 (z) ;
∂Ts

∂z
(0, t) = 0 ;

∂Ts

∂z
(1, t) = 0.

Cette équation rappelle celles qui ont lieu dans le cylindre. On va donc utiliser

la même méthode pour la résoudre. Si k désigne l’indice de progression en t, on

pose : T 0i+1 = Ti, puis on construit les itérés suivants à k fixé :

T h+1
s,k+1 − Ts,k

∆t
= θ

¡
T h
s,k+1

¢ ∂2T h+1
s,k+1

∂z2
+ γ

¡
T h
s,k+1

¢ ∂T h+1
f,k+1

∂r
(1, z, t)

+b
¡
T h
s,k+1

¢
r̂U (Us,k+1, Vs,k+1, Ts,k+1) ,

ce qui équivaut à :

T h+1
s,k+1 = Ts,k + θ

¡
T h
s,k+1

¢ ∂2T h+1
s,k+1

∂z2
∆t

+γ
¡
T h
s,k+1

¢ ∂T h+1
f,k+1

∂r
(1, z, t)∆t,

+b
¡
T h
s,k+1

¢
r̂U
¡
Us,k+1, Vs,k+1, T

h
s,k+1

¢
∆t,

jusqu’à obtenir la convergence :
°°T h+1

s,k+1 − T h
s,k+1

°° ≤ ε.

3.2.2.2 Discrétisation par éléments finis

On divise l’intervalle [0, 1] en m intervalles de largeur h = 1/m, et sur chaque

intervalle de la forme [(i− 1)h, (i+ 1) h], on définit les fonctions V i par :

V i (z) =



z

h
+ 1− i pour (i− 1) h ≤ z ≤ ih, 1 ≤ i ≤ m,

−z

h
+ 1 + i pour ih ≤ z ≤ (i+ 1)h, 0 ≤ i ≤ m− 1,

0 ailleurs.

Prenant la fonction-test V i, on obtient :Z 1

0

∂Ts

∂t
V idz − θ

Z 1

0

∂2Ts

∂z2
V idz

= −γ
Z 1

0

∂Tf

∂r
(1, z, t)V idz + b

Z 1

0

r̂U (Us, Vs, Ts)V
idz,

qui devient :Z 1

0

∂Ts

∂t
V idz − θ

Z 1

0

∂Ts

∂z

∂V i

∂z
dz

= −γ
Z 1

0

∂Tf

∂r
(1, z, t)V idz + b

Z 1

0

r̂U (Us, Vs, Ts)V
idz.
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Fig. 3.2 — Les fonctions-test de la variable z.

Nous cherchons la solution sous la forme :

Tsh (z, t) =

mX
j=0

ŵsj (t)V
j (z) ,

dans laquelle les coefficients ŵsj sont donnés par les relations :

mX
j=0

Z 1

0

V iV jdz
∂ŵsj

∂t
− θ

mX
j=0

Z 1

0

∂V i

∂z

∂V j

∂z
dzŵsj

= −γ
Z 1

0

∂Tf

∂r
(1, z, t)V idz + b

Z 1

0

r̂U (Us, Vs, Ts)V
idz.

Ceci conduit à un système de la forme :

M (ŵs)
0
+Aŵs = F.

M est une matrice tridiagonale dont les coefficients mij sont :

m00 =

Z h

0

³
−z

h
+ 1
´2

dz

=
h

3
,

mii =

Z ih

(i−1)h

³z
h
+ 1− i

´2
dz +

Z (i+1)h

ih

³
−z

h
+ 1 + i

´2
dz

=
2h

3
, 1 ≤ i ≤ m− 1,

mmm =

Z mh

(m−1)h

³z
h
+ 1−m

´2
dz

=
h

3
,
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et :

mi,i+1 =

Z (i+1)h

ih

³
−z

h
+ 1 + i

´³z
h
− i
´
dz avec 0 ≤ i ≤ m− 1

=
h

6
,

mi,i−1 =

Z ih

(i−1)h

³z
h
+ 1− i

´³
−z

h
+ i
´
dz avec 1 ≤ i ≤ m

=
h

6
.

A est également une matrice tridiagonale dont les coefficients aij sont :

a00 = θ

Z h

0

1

h2
dz =

θ

h
,

aii = θ

Z ih

(i−1)h

1

h2
dz + θ

Z (i+1)h

ih

1

h2
dz =

2θ

h
avec 1 ≤ i ≤ m− 1,

amm = θ

Z mh

(m−1)h

1

h2
dz =

θ

h
,

et :

ai,i+1 = θ

Z (i+1)h

ih

− 1
h2

dz = −θ

h
avec 0 ≤ i ≤ m− 1,

ai,i−1 = θ

Z ih

(i−1)h
− 1
h2

dz = −θ

h
avec 1 ≤ i ≤ m.

F est le vecteur colonne donné par

fi =

µ
−γ∂Tf

∂r
(1, z, t) + br̂U (Us, Vs, Ts)

¶Z 1

0

vidz, avec 0 ≤ i ≤ m− 1,

qui donne, en explicitant :

f0 =

Z h

0

µ
−γ∂Tf

∂r
(1, z, t) + br̂U (Us, Vs, Ts)

¶³
−z

h
+ 1
´
dz

fi =

Z ih

(i−1)h

µ
−γ∂Tf

∂r
(1, z, t) + br̂U (Us, Vs, Ts)

¶³z
h
+ 1− i

´
dz

+

Z (i+1)h

ih

µ
−γ∂Tf

∂r
(1, z, t) + br̂U (Us, Vs, Ts)

¶³
−z

h
+ 1 + i

´
dz

avec 1 ≤ i ≤ m− 1,
fm =

Z mh

(m−1)h

µ
−γ∂Tf

∂r
(1, z, t) + br̂U (Us, Vs, Ts)

¶³z
h
+ 1−m

´
dz.

Il ne reste alors qu’a discrétiser en t, à l’aide d’un schéma de Crank-Nicholson,

pour obtenir le système :µ
M +∆t

A

2

¶
ŵi+1
s =

µ
M −∆t

A

2

¶
ŵi
s +∆t

f i+1 + f i

2
,
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avec ŵ0s donné. On résout ce système par la méthode du double balayage de

Cholesky.

3.2.2.3 Description du schéma numérique utilisé pour les espèces chim-

iques

Sur la paroi, comme la température est connue, les espèces chimiques suivent

des équations du type :

∂vls

∂t
(z, t) = −γl

∂vlf

∂r
(1, z, t) + blr̂CO (CCOs, CO2s, Ts) ,

dans lesquelles :
v1s = CCOs, v1f = CCOf ,

v2s = CO2s, v2f = CO2f ,

v3s = CCO2s, v3f = CCO2f ,

∂vlf
∂r
(1, z, t) est connu, de même que Ts, ce qui fait que γl et αl sont de vraies

constantes, avec la condition initiale :

vls (z, 0) = vls0 (z) .

Ces équations peuvent se résoudre par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

qui s’écrit :

ṽls,i+ 1
2
= vls,i +

∆t

2

µ
−γl

∂vf

∂r
(1, z, t) + blr̂CO (CCOs,i, CO2s,i, Ts,i)

¶
,

vls,i+1 = vls,i +∆t

µ
−γl

∂vf

∂r
(1, z, t) + blr̂CO

³
C̃COs,i+ 1

2
, C̃O2s,i+

1
2
, Ts,i

´¶
.

3.3 Simulation numérique par différences finies

On considère les seules espèces CO, O2 et CO2 et la température et les 8

équations normalisées précédentes à résoudre.

3.3.1 Dans le cylindre

On pose u1 = CCOf , u2 = CO2f , u3 = CCO2f , u4 = Tf , dans le cylindre et on

a à résoudre les équations de la forme :

r
¡
1− r2

¢ ∂ul
∂z
(r, z, t)− βl (u4)

∂

∂r

µ
r
∂ul

∂r

¶
(r, z, t) = 0, (3.2)

où l = 0, . . . , 4. Les conditions aux limites associées à (3.2) sont :

ul (r, 0, t) = ul0 (r) ; ul (1, z, t) = uls (z, t) ;
∂ul

∂r
(0, z, t) = 0.
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Si l est différent de 4 (espèces chimiques), on résout directement (3.2) par

différences finies. Cela suppose que l’on a commencé par résoudre l’équation avec

l = 4 de manière à disposer de u4.

Si l est égal à 4 (température), on doit évaluer les coefficients à l’étape i et

non en i+1. Il peut être nécessaire de coupler cette résolution avec un argument

de type point fixe comme décrit ci-dessous.

Si l est égal à 4, l’équation correspondante s’écrit :

r
¡
1− r2

¢ ∂u4
∂z

(r, z, t)− βl (u4)
∂

∂r

µ
r
∂u4

∂r

¶
(r, z, t) = 0,

avec les conditions précédentes. Pour assurer la convergence du schéma numérique

à chaque étape i, où i désigne l’indice de progression en z, nous procédons comme

suit. On omet l’indice 4 et on pose :u0i+1 = ui. Ensuite, on construit les itérés

suivants pour q ≥ 0, avec i fixé :

r (1− r2)
u
q+1
i+1 − ui

∆z
− βl

¡
u
q
i+1

¢ ∂

∂r

Ã
r
∂u

q+1
i+1

∂r

!
= 0,

⇔ u
q+1
i+1 = ui + βl

¡
u
q
i+1

¢ ∂

∂r

Ã
r
∂u

q+1
i+1

∂r

!
∆z

r (1− r2)
,

jusqu’a obtenir la convergence
°°uq+1i+1 − u

q
i+1

°° ≤ ε. On obtient ainsi la valeur de

ui+1 := u
q+1
i+1 .

On pose ∆r = 1/ (n+ 1), ∆z = 1/m et rj = j∆r, j = 0, . . . , n. On commence

par résoudre pour l = 4 (température), en utilisant les discrétisations suivantes :

∂ul

∂z
' ul,i+1,j − ul,i,j

∆z
,

∂ul

∂r
' ul,i+1,j+1 − ul,i+1,j−1

2∆r
,

∂2ul

∂r2
' ul,i+1,j+1 − 2ul,i+1,j + ul,i+1,j−1

(∆r)
2 ,

issues du schéma ci-dessous :
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pour obtenir le système :

βl (u4,p)

∆r

µ
1

2
− rj

∆r

¶
ul,i+1,j−1 +

Ã
rj
¡
1− r2j

¢
∆z

+
2rjβl (u4,p)

(∆r)
2

!
ul,i+1,j

−βl (u4,p)
∆r

µ
1

2
+

rj

∆r

¶
ul,i+1,j+1 =

rj
¡
1− r2j

¢
∆z

ul,i,j,

qui équivaut à :

βl (u4,p)

∆r

µ
1

2
− j

¶
ul,i+1,j−1 +

µ
j∆r (1− (j∆r)2)

∆z
+
2j∆rβl (u4,p)

(∆r)
2

¶
ul,i+1,j

−βl (u4,p)
∆r

µ
1

2
+ j

¶
ul,i+1,j+1 =

j∆r (1− (j∆r)2)

∆z
ul,i,j,

On multiplie cette égalité par ∆z :

βl (u4,p)
∆z

∆r

µ
1

2
− j

¶
ul,i+1,j−1 +

µ
j∆r (1− (j∆r)2) + 2βl (u4,p) j

∆z

∆r

¶
ul,i+1,j

−βl (u4,p)
∆z

∆r

µ
1

2
+ j

¶
ul,i+1,j+1 = j∆r (1− (j∆r)2) ul,i,j,

dans lequel p = i, si l = 4, et p = i+ 1, sinon. Ce système s’écrit :

ai+1,jul,i+1,j−1 + bi+1,jul,i+1,j + ci+1,jul,i+1,j+1 = di,j ,

avec :

ai+1,j = βl (u4,p)
∆z

∆r

µ
1

2
− j

¶
,

bi+1,j = j∆r
¡
1− (j∆r)

2¢
+ 2βl (u4,p) j

∆z

∆r
,

ci+1,j = −βl (u4,p)
∆z

∆r

µ
1

2
+ j

¶
,

di,j = j∆r (1− (j∆r)2)ul,i,j.
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Pour j = 0, on a :

ai+1,0ul,i+1,−1 + bi+1,0ul,i+1,0 + ci+1,0ul,i+1,1 = di,0.

Comme la condition aux limites ∂ul
∂r
(0, z, t) = 0 peut s’écrire ul,i+1,1 = ul,i+1,−1,

on obtient l’égalité :

bi+1,0ul,i+1,0 + (ai+1,0 + ci+1,0) ul,i+1,1 = di,0,

dont on ne peut tirer aucune information sur ul,i+1,0, car bi+1,0 = ai+1,0+ ci+1,0 =

di,0 = 0. Pour j = 1, on a :

ai+1,1ul,i+1,0 + bi+1,1ul,i+1,1 + ci+1,1ul,i+1,2 = di,1.

Or, comme on a une symétrie par rapport à l’axe r = 0, on prend :

ul,i+1,0 =
ul,i+1,1 + ul,i+1,−1

2
= ul,i+1,1,

d’où l’égalité :

(ai+1,1 + bi+1,1) ul,i+1,1 + ci+1,1ul,i+1,2 = di,1.

Pour j = n, on a :

ai+1,nul,i+1,n−1 + bi+1,nul,i+1,n = di,n − ci+1,nul,i+1,n+1,

où ul,i+1,n+1 = uls,i+1 est connu. On obtient le système tridiagonal :

ai+1,1 + bi+1,1 ci+1,1
ai+1,2 bi+1,2 ci+1,2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

ai+1,n−1 bi+1,n−1 ci+1,n−1
ai+1,n bi+1,n



×



ul,i+1,1
ul,i+1,2
...
...
...
...
...

ul,i+1,n−1
ul,i+1,n


=



di,1
di,2
...
...
...
...
...

di,n−1
di,n − ci+1,nuls,i+1


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que l’on résout par la méthode du double balayage de Cholesky.

Remarque 3.3.1 Comme :

ai+1,1 + bi+1,1 − |ci+1,1| = β (u4,p)
∆z

∆r

µ
−1
2

¶
+∆r

¡
1− (∆r)

2¢
+2β (u4,p)

∆z

∆r
− β (u4,p)

∆z

∆r

µ
3

2

¶
= ∆r

¡
1− (∆r)

2¢
> 0

pour 2 ≤ j ≤ n− 1 :

bi+1,j − |ai+1,j|− |ci+1,j| = j∆r (1− (j∆r)2) + 2β (u4,p) j
∆z

∆r

−β (u4,p)
∆z

∆r

µ
j − 1

2

¶
− β (u4,p)

∆z

∆r

µ
j +

1

2

¶
= j∆r (1− (j∆r)2)

> 0,

et pour j = n :

bi+1,n − |ai+1,n| = n∆r (1− (n∆r)2) + β (u4,p)
∆z

∆r

µ
3n− 1

2

¶
> 0,

la matrice précédente est monotone.

Remarque 3.3.2 En utilisant les notations des paramètres, on a l’expression

suivante des βl :

βCO(Ts) =
DCOf(Ts)L

Vmax(Ts)R
2
f

, βCO2(Ts) =
DCO2f (Ts)L

Vmax(Ts)R
2
f

,

βO2(Ts) =
DO2f (Ts)L

Vmax(Ts)R
2
f

, βT (Ts) =
λf(Ts)L

ρf(Ts)Cpf(Ts)Vmax(Ts)R
2
f

.

3.3.2 Sur la paroi

3.3.2.1 Description du schéma numérique utilisé pour la température

Sur la paroi, on a l’équation :

∂Ts

∂t
(z, t)− θ (Ts)

∂2Ts

∂z2
(z, t) = −γ (Ts)

∂Tf

∂r
(1, z, t) + b (Ts) r̂CO (CCOs, CO2s, Ts) ,

à laquelle on ajoute les conditions aux limites ou initiales :

Ts (z, 0) = Ts0 (z) ;
∂Ts

∂z
(0, t) = 0 ;

∂Ts

∂z
(1, t) = 0.
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Pour assurer la convergence du schéma numérique à chaque étape k, où k

désigne l’indice de progression en t, nous procédons comme suit. On omet l’indice

s et on pose : T 0k+1 = Tk. Ensuite, on construit les itérés suivants pour p ≥ 0 avec
k fixé :

T
p+1
k+1 − Tk

∆z
= −θ

¡
T
p
k+1

¢ ∂2

∂z2

¡
T
p+1
k+1

¢
−γ
¡
T
p
k+1

¢ ∂Tf
∂r

(1, z, t) + b
¡
T
p
k+1

¢
r̂CO

¡
CCOs, CO2s, T

p
k+1

¢
,

ce qui équivaut à :

T
p+1
k+1 = Tk + θ

¡
T
p
k+1

¢ ∂2

∂z2

¡
T
p+1
k+1

¢
−γ
¡
T
p
k+1

¢ ∂Tf
∂r

(1, z, t)∆z + b
¡
T
p
k+1

¢
r̂CO

¡
CCOs, CO2s, T

p
k+1

¢
∆z,

jusqu’a obtenir la convergence
°°T p+1

k+1 − T
p
k+1

°° ≤ ε. On obtient ainsi la valeur de

Tk+1 := T
p+1
k+1 .

Comme précédemment, on utilise les discrétisations suivantes :

∂Ts

∂t
' Ts,k+1,i − Ts,k,i

∆t
,

∂2Ts

∂z2
' Ts,k+1,i+1 − 2Ts,k+1,i + Ts,k+1,i−1

(∆z)
2 ,

∂Ts

∂z
' Ts,k+1,i+1 − Ts,k+1,i−1

2∆z
,

issues du schéma ci-dessous :

pour obtenir le système :

−θ (Ts,k,i)
(∆z)

2 Ts,k+1,i−1 +
µ
1

∆t
+
2θ (Ts,k,i)

(∆z)
2

¶
Ts,k+1,i −

θ (Ts,k,i)

(∆z)
2 Ts,k+1,i+1

=
Ts,k,i

∆t
− γ (Ts,k,i)

∂Tf,k,i

∂r
(1, z, t) + b (Ts,k,i) r̂CO (CCOs,k,i, CO2s,k,i, Ts,k,i) .
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On multiplie par ∆t :

−θ (Ts,k,i)
∆t

(∆z)
2Ts,k+1,i−1 +

µ
1 + 2θ (Ts,k,i)

∆t

(∆z)
2

¶
Ts,k+1,i

−θ (Ts,k,i)
∆t

(∆z)
2Ts,k+1,i+1 = Ts,k,i − γ (Ts,k,i)

∂Tf,k,i

∂r
(1, z, t)∆t

+b (Ts,k,i) r̂CO (CCOs,k,i, CO2s,k,i, Ts,k,i)∆t.

Ce système s’écrit :

ak+1,iTs,k+1,i−1 + bk+1,iTs,k+1,i + ck+1,iTs,k+1,i+1 = dk,i,

avec :

ak+1,i = −θ (Ts,k,i)
∆t

(∆z)
2 ,

bk+1,i = 1 + 2θ (Ts,k,i)
∆t

(∆z)
2 = 1− 2ak+1,i,

ck+1,i = −θ (Ts,k,i)
∆t

(∆z)
2 = ak+1,i,

dk,i = Ts,k,i − γ (Ts,k,i)
∂Tf,k,i

∂r
(1, z, t)∆t

+b (Ts,k,i) r̂CO (CCOs,k,i, CO2s,k,i, Ts,k,i)∆t.

Les conditions aux limites ∂Ts
∂z
(0, t) = 0 et ∂Ts

∂z
(1, t) = 0 peuvent s’écrire

Ts,k+1,1 = Ts,k+1,−1 et Ts,k+1,m+1 = Ts,k+1,m−1. Pour i = 0, on a :

ak+1,0Ts,k+1,−1 + bk+1,0Ts,k+1,0 + ck+1,0Ts,k+1,1 = dk,0,

qui équivaut à :

bk+1,0Ts,k+1,0 + (ak+1,0 + ck+1,0)Ts,k+1,1 = dk,0.

Pour i = m, on a :

ak+1,mTs,k+1,m−1 + bk+1,mTs,k+1,m + ck+1,mTs,k+1,m+1 = dk,m,

qui devient :

(ak+1,m + ck+1,m)Ts,k+1,m−1 + bk+1,mTs,k+1,m = dk,m.
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On obtient le système tridiagonal :

bk+1,0 ak+1,0 + ck+1,0
ak+1,1 bk+1,1 ck+1,1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

ak+1,m + ck+1,m bk+1,m



×



Ts,k+1,0
Ts,k+1,1
...
...
...
...
...

Ts,k+1,m


=



dk,0
dk,1
...
...
...
...
...

dk,m


que l’on résout par la méthode du double balayage de Cholesky.

Remarque 3.3.3 Comme :

bk+1,0 − |ak+1,0 + ck+1,0| = 1 + 2θ (Ts,k,0)
∆t

(∆z)
2 −

¯̄̄̄
−2θ (Ts,k,0)

∆t

(∆z)
2

¯̄̄̄
= 1 > 0,

bk+1,m − |ak+1,m + ck+1,m| = 1 + 2θ (Ts,k,m)
∆t

(∆z)
2 −

¯̄̄̄
−2θ (Ts,k,m)

∆t

(∆z)
2

¯̄̄̄
= 1 > 0

et pour 1 ≤ i ≤ m− 1 :

bk+1,i − |ak+1,i|− |ck+1,i| = 1 + 2θ (Ts,k,i)
∆t

(∆z)
2 −

¯̄̄̄
−θ (Ts,k,i)

∆t

(∆z)
2

¯̄̄̄
−
¯̄̄̄
−θ (Ts,k,i)

∆t

(∆z)
2

¯̄̄̄
= 1 > 0,

la matrice précédente est monotone.
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Remarque 3.3.4 En pratique, on peut également utiliser la condition Ts(0, t) =

Ts0(t), au lieu de
∂Ts
∂z
(0, t) = 0. On a alors pour i = 1 :

bk+1,1Ts,k+1,1 + ck+1,1Ts,k+1,2 = dk,1 − ak+1,1Ts,k+1,0,

qui conduit au système tridiagonal :

bk+1,1 ck+1,1
ak+1,2 bk+1,2 ck+1,2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

ak+1,m−1 bk+1,m−1 + ck+1,m−1



×



Ts,k+1,1
Ts,k+1,2
...
...
...
...
...

Ts,k+1,m−1


=



dk,1 − ak+1,1Ts0,k+1
dk,2
...
...
...
...
...

dk,m−1


.

Remarque 3.3.5 En utilisant les notations des paramètres, on a l’expression

suivante de θ, γ et b :

θ(Ts) =
λs

ρsCps(Ts)L2
,

γ(Ts) =
Sλf(Ts)

(1− εs) ρsCps(Ts)Rf

,

b(Ts) =
a (−∆H)

(1− εs) ρsCps(Ts)
.

3.3.2.2 Description du schéma numérique utilisé pour les espèces chim-

iques

Sur la paroi, comme la température est connue, les espèces chimiques suivent

des équations du type :

∂vls

∂t
(z, t) = −γl

∂vlf

∂r
(1, z, t) + blr̂CO (CCOs, CO2s, Ts) ,
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3.3. SIMULATION NUMÉRIQUE PAR DIFFÉRENCES FINIES

dans lesquelles :
v1s = CCOs, v1f = CCOf ,

v2s = CO2s, v2f = CO2f ,

v3s = CCO2s, v3f = CCO2f ,

∂vlf
∂r
(1, z, t) est connu de même que Ts, ce qui fait que γl et αl sont de vraies

constantes, et on a la condition initiale :

vls (z, 0) = vls0 (z) .

Ces équations peuvent se résoudre par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

qui s’écrit :

ṽls,i+ 1
2
= vls,i +

∆t

2

µ
−γl

∂vf

∂r
(1, z, t) + blr̂CO (CCOs,i, CO2s,i, Ts,i)

¶
,

vls,i+1 = vls,i +∆t

µ
−γl

∂vf

∂r
(1, z, t) + blr̂CO

³
C̃COs,i+ 1

2
, C̃O2s,i+

1
2
, Ts,i+ 1

2

´¶
,

avec Ts,i+1
2
=
1

2
(Ts,i + Ts,i+1) .

Remarque 3.3.6 En utilisant les notations des paramètres, on a l’expression

suivante des γl et bl :

γCO(Ts) =
SDCOf

εsRf

, γO2(Ts) =
SDO2f

εsRf

, γCO2(Ts) =
SDCO2f

εsRf

,

bCO(Ts) = − a

εs
, bO2(Ts) = − a

2εs
, bCO2(Ts) =

a

εs
.

Dans les pages qui suivent, nous présentons plusieurs simulations numériques

obtenues pour différentes conditions aux limites ou initiales.

La première simulation consiste à partir d’un cylindre à une température plus

basse (590K) que le gaz entrant (600K) et à laisser évoluer le système.

La deuxième simulation consiste à partir d’un cylindre à la même température

(600K) que le gaz entrant, à laisser évoluer le système et à constater qu’au bout

d’un temps un peu plus long on obtient les même répartitions de concentrations et

de température que pour la première simulation. Ensuite on compare les courbes

sur la paroi avec celles au centre du cylindre à un instant fixé. On termine en

faisant un zoom sur le premier centimètre de notre cylindre de manière à mieux

observer les phénomènes qui se produisent près de l’entrée du cylindre.
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CHAPITRE 3. RÉACTION CO +O2/2→ CO2

3.3.3 Première simulation

On suppose qu’à l’instant initial notre cylindre de dix centimètres de long se

trouve à une température de 590K et qu’il contient 2% de CO, 5% d’O2 et pas

de CO2. Le gaz qui entre dans notre cylindre va se trouver à une température de

600K et va se composer de 2% de CO, 5% d’O2 et pas de CO2. On résume ses

conditions initiales et aux limites sous la forme suivante :

— A l’entrée du cylindre :

CCOf (r, 0, t) : 2 %,

CO2f (r, 0, t) : 5 %,

CCO2f (r, 0, t) : 0 %,

Tf (r, 0, t) : 600 K,

— Sur la paroi :

CCOs (z, 0) : 2 %,

CO2s (z, 0) : 5 %,

CCO2s (z, 0) : 0 %,

Ts (z, 0) : 590 K.

On obtient les courbes suivantes sur la paroi aux instants 0.1s, 1s, 2s, 3s et

4s :

Ts(z, t) en K (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s, 3s et 4s)
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3.3. SIMULATION NUMÉRIQUE PAR DIFFÉRENCES FINIES

CCOs(z, t) en % (de haut en bas : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s, 3s et 4s)

CO2s(z, t) en % (de haut en bas : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s, 3s et 4s)
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CCO2s(z, t) en % (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s, 3s et 4s)

On constate qu’au bout d’une seconde le cylindre est uniformément à la

température de 600K. Au bout de 2s il se forme un front de réaction en sortie du

cylindre, front de réaction qui se dirige vers l’entrée du cylindre en s’amplifiant

pour se stabiliser après 4s d’évolution à 1cm de l’entrée du cylindre.

Les valeurs prises sur la paroi en sortie du cylindre (z = 1) au bout de 4s

sont :
CCOs (1, 4) : 0.006 %,

CO2s (1, 4) : 4.009 %,

CCO2s (1, 4) : 2.029 %,

Ts (1, 4) : 653.58 K.
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3.3.4 Deuxième simulation

On suppose qu’à l’instant initial notre cylindre de dix centimètres de long se

trouve à une température de 600K et qu’il contient 2% de CO, 5% d’O2 et pas

de CO2. Le gaz qui entre dans notre cylindre va se trouver à une température de

600K et va se composer de 2% de CO, 5% d’O2 et pas de CO2. On résume ses

conditions initiales et aux limites sous la forme suivante :

— A l’entrée du cylindre :

CCOf (r, 0, t) : 2 %,

CO2f (r, 0, t) : 5 %,

CCO2f (r, 0, t) : 0 %,

Tf (r, 0, t) : 600 K,

— Sur la paroi :

CCOs (z, 0) : 2 %,

CO2s (z, 0) : 5 %,

CCO2s (z, 0) : 0 %,

Ts (z, 0) : 600 K.

On obtient les courbes suivantes sur la paroi aux instants 0.1s, 1s, 2s et 3s :

Ts(z, t) en K (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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CCOs(z, t) en % (de haut en bas : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

CO2s(z, t) en % (de haut en bas : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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CCO2s(z, t) en % (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

La figure suivante montre la vitesse de réaction r̂CO aux mêmes instants :

r̂CO (CCOs, CO2s, Ts) (z, t) (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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On constate qu’au bout de 2s il se forme un front de réaction en sortie du

cylindre, front de réaction qui se dirige vers l’entrée du cylindre en s’amplifiant

pour se stabiliser après 3s d’évolution à 1cm de l’entrée du cylindre.

Les valeurs prises sur la paroi en sortie du cylindre (z = 1) au bout de 3s

sont :
CCOs (1, 3) : 0.006 %,

CO2s (1, 3) : 4.009 %,

CCO2s (1, 3) : 2.029 %,

Ts (1, 3) : 652.316 K.
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De manière à voir comment les phénomènes ayant lieu sur la paroi du cylindre

(r = 1) se propagent par diffusion dans le cylindre, on trace la température et les

concentrations dans le domaine (r, z) ∈ [0, 1]× [0, 1] à 3s :

Tf(r, z, 3) en K

CCOf(r, z, 3) en %
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CO2f(r, z, 3) en %

CCO2(r, z, 3) en %
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Si on trace la température et les concentrations à t = 3s à la fois sur la paroi

(r = 1) et au centre du cylindre (r = 0) on obtient les courbes suivantes où celle

en r = 0 est en pointillé :

Ts(z, 3) et Tf(0, z, 3) en K (de haut en bas)

CCOs(z, 3) et CCOf (0, z, 3) en % (de bas en haut)

101
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CO2s(z, 3) et CO2f(0, z, 3) en % (de bas en haut)

CCO2s(z, 3) et CCO2f(0, z, 3) en % (de haut en bas)
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Si on fait un zoom sur le premier centimètre du cylindre pour bien voir ce qui

s’y passe on obtient les courbes suivantes sur la paroi aux instants 0.1s, 1s, 2s et

3s :

Ts(z, t) en K (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

CCOs(z, t) en % (de haut en bas : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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CO2s(z, t) en % (de haut en bas : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

CCO2s(z, t) en % (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)
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La figure suivante montre la vitesse de réaction r̂CO aux trois mêmes instants :

r̂CO (CCos, CO2s, Ts) (z, t) (de bas en haut : courbes à t = 0.1s, 1s, 2s et 3s)

Les valeurs prises sur la paroi à un centimètre de l’entrée du cylindre (z = 1)

au bout de 3s sont :
CCOs (1, 3) : 0.044 %,

CO2s (1, 3) : 4.065 %,

CCO2s (1, 3) : 2.197 %,

Ts (1, 3) : 682.053 K.
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De manière à voir comment les phénomènes ayant lieu sur la paroi du cylindre

(r = 1) se propagent par diffusion dans le premier centimètre de notre cylindre,

on trace la température et les concentrations dans le domaine (r, z) ∈ [0, 1]×[0, 1],
à 3s :

Tf (r, z, 3) en K

CCOf(r, z, 3) en %

106
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CO2f(r, z, 3) en %

CCO2f (r, z, 3) en %
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Chapitre 4

Valeurs numériques des

paramètres

4.1 Les constantes donnant les coefficients des

équations

ρf =
343, 7

Tf
kg ×m−3

ρs = 2500 kg ×m−3

λf = 0, 5× 10−4Tf + 1, 41× 10−2 W ×m−1 ×K−1

λs = 1, 675 W ×m−1 ×K−1

Cpf = 47
Tf

200
+ 934 J × kg−1 ×K−1

Cps = 1071 + 0, 156Ts − 3, 435× 107
1

(Ts)
2 J × kg−1 ×K−1

S = 2912 m2 ×m−3
réacteur

DCOf = 1, 66× 10−5
µ
Tf

273

¶1,75
m2 × s−1

DCO2f = 1, 39× 10−5
µ
Tf

273

¶1,75
m2 × s−1

DO2f = 1, 78× 10−5
µ
Tf

273

¶1,75
m2 × s−1

A = 0, 006 m2

W = 0, 0876435 kg × s−1

Vmax = 2
W

A.ρf
= 8, 5× 10−2Tf m× s−1

εs = 0, 5701

Rf = 3, 92× 10−4 m

L = 10−1 m
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a = 2, 69× 104 m2
Pt ×m−3

réacteur

αCO = −1
αO2 = −0, 5

αCO2 = 1

−∆H = 2, 83× 105 J ×mol−1

4.2 La vitesse de réaction

On a :

řCO =

6, 699× 1013 exp
µ
−12556

Ts

¶
XCOsXO2s

Ts

µ
1 + 65, 5 exp

µ
961

Ts

¶
XCOs

¶2 molCO ×m−2
Pt × s−1

où Xi = Ci/CT désignent les fractions molaires correspondant aux concentrations

Ci et :

CT =
P

R.T
=
1, 013.105

8, 314.T
mol ×m−3

qui devient :

r̂CO =

1, 624× 1011 exp
µ
−12556

Ts

¶
CCOsCO2s

Ts

µ
1 + 3, 225 exp

µ
961

Ts

¶
CCOs

¶2 molCO ×m−2
Pt × s−1

en faisant l’hypothèse que CT =
1, 013× 105
8, 314× 600 mol ×m−3 où :

r̂CO =

4, 512× 105 exp
µ
−12556

Ts

¶
CCOsCO2sTsµ

1 + 5, 376× 10−3 exp
µ
961

Ts

¶
CCOsTs

¶2 molCO ×m−2
Pt × s−1

en utilisant l’expression de CT en fonction de Ts.

4.3 Les conditions initiales ou aux limites

A 600K, on pose C600 =
1,013×105
8,314×600 mol × m−3, pour obtenir les conditions

initiales et aux limites suivantes issues de l’hypothèse que le gaz qui entre dans

le cylindre est à la température de 600K et contient 2% de CO, 5% de O2 et pas

de CO2 :
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— A l’entrée du canal :

CCOf (r, 0, t) = 0, 02× C600 ' 0, 406142 mol ×m−3,
CO2f (r, 0, t) = 0, 05× C600 ' 1, 015356 mol ×m−3,

CCO2f (r, 0, t) = 0 mol ×m−3,
Tf (r, 0, t) = 600 K.

— Sur la paroi :

CCOs(z, 0) = 0, 02× C600 ' 0, 406142 mol ×m−3,
CO2s(z, 0) = 0, 05× C600 ' 1, 015356 mol ×m−3,

CCO2s(z, 0) = 0 mol ×m−3,
Ts(z, 0) = 600 K.
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Etudes théorique et numérique d’un modèle non-stationnaire de catalyseur à passages

cylindriques

RESUME : L’objectif de ce travail est d’étudier un modèle décrivant les évolutions

spatiale et temporelle des concentrations de différentes espèces chimiques sous forme

gazeuse et de la température dans un canal cylindrique et sur sa paroi extérieure. Il

s’agit d’un système couplant des équations aux dérivées partielles paraboliques décrivant

l’évolution spatiale des espèces chimiques et de la température dans le cylindre avec

une équation aux dérivées partielles et des équations différentielles ordinaires décrivant

l’évolution temporelle des mêmes espèces chimiques et de la température sur la paroi.

Ce système présente la particularité supplémentaire de coupler les équations sur la

paroi entre elles.

Nous établissons l’existence et l’unicité de la solution, ainsi que quelques pro-

priétés qualitatives de cette solution, en particulier l’existence de bornes supérieures et

inférieures. Nous étudions également le comportement limite de la solution quand le

temps tend vers l’infini.

Nous mettons ensuite en oeuvre une méthode numérique permettant d’obtenir des

courbes décrivant le comportement de la solution.

Numerical and theoretical studies of a non-stationnary model for catalytic converter

with cylindrical geometry

ABSTRACT : The aim of this work is to study a model describing the spatial and tem-

poral evolutions of the concentrations of different chemical species in gazeous phase go-

ing through a cylinder and that of the temperature in the cylinder and on its boundary.

This system is coupling parabolic partial differential equations giving the spatial evo-

lution of the concentrations and of the temperature in the cylinder with one parabolic

partial differential equation and some ordinary differential equations giving the tem-

poral evolution of the concentrations and of the temperature on the boundary. This

system is also coupling all the equations on the boundary together.

We establish the existence and uniqueness of the solution, as well as some qualitative

properties of this solution such as the existence of upper and lower bounds. We also

study the behaviour of the solution when the time growth to infinity.

We build a numerical method in order to obtain graphs of the solution under dif-

ferent initial and boundary conditions.

MATHEMATIQUES

MOTS CLES : Combustion, Catalyseur, Equation parabolique, Equation différentielle

ordinaire, Système couplé, Problème de transmission.
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