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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous nous intéressons au comportement asymptotique de champs et
de suites stationnaires de variables aléatoires réelles. Un champ aléatoire réel X est une
famille (Xj)geze de variables aléatoires réelles indexées par le réseau Z¢ et définies sur un
espace probabilisé (2, F,P). En dimension 1, on dit que (Xj)rez est une suite de variables
aléatoires réelles. Nous dirons que le champ aléatoire X est stationnaire si les vecteurs
(Xkys Xty ooy Xky,) €6 (Xbyats Xpgtly -y Xk, 1) ont la méme loi pour tout entier n > 1 et
tous éléments ki, ko, ..., k, et | de Z¢. Quitte & considérer un autre espace probabilisé, on
peut supposer sans perte de généralité que le champ aléatoire stationnaire X est défini
pour tout k dans Z? par X;, = g o T* oll g est une variable aléatoire définie sur Q et T
est une action de Z¢ qui préserve la mesure PP (i.e. une famille (T%),cz« de transformations
mesurables définies de Q dans €2 qui préservent la mesure P et qui vérifient T*oT" = T*+),
Par exemple, si on considére 1’espace probabilisé (RZd ,B (R)Zd , ) ou p est la loi du proces-
sus stationnaire X, si g est la projection de coordonnée 0 définie sur RZ 4 valeurs dans
R et si T est la famille (T%),cza des translations de R** définies pour tout w dans R et
tous k et [ dans Z? par (T*w); = w;, alors le champ aléatoire stationnaire (g o T*);czq

a laméme loi 4 que X. On dit que (goT™*),cz4 est le champ aléatoire canonique associé & X.
Le théoréme ergodique

Pour toute partie finie I' de Z¢ et toute fonction réelle mesurable f définie sur €2, on
pose St(f) =Y ,cr f o T* et on note AT la frontiere de I' définie par

Ol ={ieT;ilexiste j ¢ T tel que |i — j| =1} ou [i—j|= 1%?251”’“ — Jkl-
On dit qu’une suite (T',),>o de sous-ensembles finis de Z¢ est réguliere si le cardinal |T,,|
de T',, tend vers l'infini et si le cardinal |0T',| de 0T, vérifie |0T,,| = o(|T',|). On s’intéresse
aux propriétés asymptotiques de la suite de sommes partielles (S, (f))n>0. Le théoreme
ergodique est un théoreme fondamental qui fournit le résultat suivant : si f est une variable

aléatoire P-intégrable alors la suite (|T',| ™' Sr, (f))n>0 converge dans L'(IP) vers I'espérance
conditionnelle E(f|Z) ou Z est la tribu des éléments de F invariants par 'action T (i.e. A
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6 INTRODUCTION

appartient & Z si et seulement si A = T*A p.s. pour tout k dans Z¢). Si le champ aléatoire
(f 0 T*);cza est i.i.d, la convergence dans le théoréme ergodique a également lieu presque-
stirement (p.s.) dés que la suite (T',),>0 est croissante. Ceci est une simple conséquence de
la loi forte des grands nombres i.i.d. en dimension 1 puisque la géométrie du réseau ne joue
aucun role du fait de I'indépendance. Plus généralement, Tempelman [70] a démontré que si
(Crn)n>0 est une suite croissante de convexes de R? dont la suite des diametres (r,,),>o tend
vers l'infini et si A, = C, N Z% pour tout entier n positif alors le théoréme ergodique p.s.
a lieu. A présent, si (An)nezd+ est une suite généralisée de parallépipedes de Z? croissante
dans toutes les directions alors une condition suffisante (voir Zygmund [77] ou Krengel [48])
pour que la suite (|A,|7'Sa, (f ))nez¢ converge p.s. (la convergence est considérée au sens
de Moore-Smith (voir Kelley [45])) est que f(log™ |f|)?~" soit intégrable. Réciproquement,
Smythe [68] a démontré que si le champ aléatoire (f o T*) kezd est 1id. alors la conver-
gence p.s. des sommes partielles normalisées (|A,| 1Sa, ( f))nezi entraine nécessairement
intégrabilité de f(log™ |f])? 1.

Le théoréme limite central (TLC)

Considérons une suite stationnaire (f o T*).cz de variables aléatoires indépendantes. Pour

tout entier n > 1, on note
n—1
Sa(f) =) foT'.
i=0

Lyapunov (1901) fut le premier & donner une démonstration rigoureuse du théoréme limite
central suivant : si f est de moyenne nulle et de variance 1 alors la suite (n72/2S,(f))n>1
converge en loi vers une variable aléatoire normale standard.

En 1922, Lindeberg [54] a étendu le TLC de Lyapunov (1901) & des suites de variables
aléatoires indépendantes et non nécessairement identiquement distribuées. En adaptant
la méthode de Lindeberg, Ibragimov [40] a démontré indépendamment de Billingsley [7]
que le TLC est également valide pour les suites stationnaires ergodiques d’accroissements
d’une martingale de carrés intégrables (i.e. des suites stationnaires de variables aléatoires
appartenant & L*(P) dont les sommes partielles forment une martingale). Ce résultat est
connu sous le nom de théoreme de Billingsley-Ibragimov. Une fagon d’étendre le théoreme
de Billingsley-Ibragimov a un processus stationnaire (foT*)cz plus général est d’approcher
ce dernier par une suite stationnaire d’accroissements d’une martingale. En effet, soit M
une sous-tribu de F telle que M C T~ M. Si

E(f|ViezT7M)=f et E(f|NiezT M) =0 ps.
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alors une condition nécessaire et suffisante (voir Volny [73]) pour que f satisfasse la

décomposition suivante
(0.1) f=m+4+9g—goT

olt m et g sont deux fonctions de L*(P) telles que les variables aléatoires (moT*)cz forment
une suite d’accroissements d’une martingale relativement  la filtration (T~*M ).z est que

les suites de termes généraux

n—1 n—1
(0.2) ZE(f oT*| M) et Z foT®—E(foT ¥ M) convergent dans L*(P).
k=0 k=0

Les fonctions g — g o T' et g sont appelées respectivement fonction cobord et fonction de
transfert et la décomposition (0.1) est connue sous le nom de décomposition en cobord.
L’intérét d’une telle décomposition réside dans le fait que ’on peut profiter de théoremes
limites pour la suite d’accroissements d’une martingale (m o T*)ycz pour les étendre au
processus stationnaire (f o T%)cz. Cette technique a été utilisée pour la premiere fois par
Gordin [32] (voir également Hall et Heyde [36]) pour démontrer un TLC sous une condition
de nature projective. Cependant, on s’apercoit qu’il n’est pas nécessaire que la fonction de
transfert g soit de carré intégrable pour obtenir le TLC & partir de la décomposition (0.1)
et du résultat analogue pour les martingales (i.e. le théoréme de Billingsley-Ibragimov).

En effet, la décomposition (0.1) fournit pour tout entier n > 1,
n~V28u(f) = 0728 (m) + 072 (g — go TT)

et il suffit que g soit mesurable pour que le terme n~/2(g — goT™) converge en probabilité
vers zéro lorsque n tend vers 'infini. Par conséquent, la condition (0.2) n’est pas nécessaire
pour obtenir le TLC et on peut 'améliorer de la fagon suivante (cf. Gordin [33] et Volny
[73]) : la décomposition (0.1) a lieu avec m dans L*(P) et g dans L'(PP) si et seulement si

les suites de termes généraux

[a—y

n—

n—1
E(foT* M) et Zf oT* —E(foT % M) convergent dans L'(P)
k=0

e
Il

0

et
liminf n~"2E|S, (f)| < +oo.

n——+o0o
Supposons que f soit une variable aléatoire centrée appartenant a L*(P) et que (I',)n>0
soit une suite réguliere de sous ensembles finis de Z?. On dit que le champ aléatoire sta-
tionnaire (f o T*);cz4 satisfait un théoréme limite central si la suite de variables aléatoires
(|Tn|Y28r, (f))n>0 converge en loi vers une variable aléatoire normale. Lorsque le champ
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aléatoire (f o T*),cza est indépendant, la preuve classique du théoréme limite central pour
les suites de variables aléatoires réelles i.i.d. s’adapte naturellement au cas des champs
puisque la géométrie du réseau Z¢ ne joue aucun rdle du fait de I’indépendance. No-
tons <., la relation d’ordre lexicographique sur Z?. Puisque la preuve du théoréme de
Billingsley-Ibragimov s’étend naturellement aux champs stationnaires de type accrois-
sement d’une martingale (i.e. tout champ aléatoire (m o T*),cz¢ qui satisfait 1’égalité
E(m|o(moT7, j <iep k)) = 0 p.s.), une fagon d’étendre le TLC & un champ stationnaire
(f 0 T*)peza plus général avec f dans L%(IP) serait d’établir une décomposition analogue a
(0.1) pour une action T de Z¢ donnée. En 1998, Dedecker [14] a adopté une autre approche
et a donné un critere projectif qui fournit le TLC pour les champs stationnaires de variables
aléatoires appartenant a L*(P). En effet, pour tout i dans Z¢ et tout k dans N*, on définit
les sous-ensembles V¥ de Z¢ de la fagon suivante :

(0.3) VI={j €Z%; j <iex i}
et pour k > 2,
(0.4) VE=VIn{jeZ|i-j| >k} ot |i—j|= max |ix — jk|

1<k<d

Enfin, pour tout £ dans N*, on considere la tribu F} engendrée par les variables aléatoires
{foT’;jeVy}
Théoréme A (Dedecker, 1998) Si f est une variable aléatoire réelle de moyenne nulle

appartenant a L*(P) telle que

(0.5) > f o T*E(f] Fiwp)llr < 400

kevy

et si (Tpn)n>0 est une suite réguliére de sous-ensembles de Z¢ alors la suite de variables
aléatoires (|Tn| 7280, (f))nz0 converge en loi vers \/fe ot € est une gaussienne centrée

réduite indépendante de I et n est la variable aléatoire positive Z-mesurable définie par
M= keza E(f X foTH|I).

Nous dirons d’une condition telle que (0.5) faisant intervenir une série de termes conte-
nant des espérances conditionnelles qu’il s’agit d’un critere projectif. Lorsque la mesure
de probabilité P est supposée ergodique (i.e. la tribu Z est P-triviale), on peut remarquer
que la variable aléatoire 1 n’est rien d’autre que la série des covariances. La démonstration
du théoreme A repose sur une extension de la méthode initiée par Lindeberg [54] pour
les suites de variables aléatoires indépendantes. On peut remarquer que la condition (0.5)
est satisfaite si le champ aléatoire (f o T*)czq est indépendant ou de type accroissement
d’une martingale. D’autre part, la condition projective (0.5) fournit de nouveaux critéres
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pour les champs aléatoires mélangeants. En effet, rappelons que pour mesurer le taux de
mélange (ou taux de dépendance) entre deux tribus U et V, il existe dans la littérature
différents type de ccefficients dits de mélange. Nous nous intéressons ici aux ccefficients de
mélange fort (ou a-mélange) et aux ceefficients de ¢-mélange introduits respectivement par
Rosenblatt [66] et Ibragimov [39] et définis par

a,V) =sup{|P(O)P(V)-P(UNV)|; U €U,V €V},
o(U,V) =sup{|P(V|U) —B(V)|; U eU,P(U) >0,V € V}.

On remarque que les ccefficients sont nuls si et seulement si les tribus I/ et V sont indépendantes
et on peut vérifier que 2a(U, V) < ¢(U, V). A tout champ aléatoire (X, )zeze non nécessairement
stationnaire, on associe les coefficients de mélange définis pour tout entier n > 0 et tout
couple (k,[) dans (N* U {oo})? par

ak,l(n) = Sup{a(fFU]:Fz); |F1| S ka |F2| S lvd(FhFQ) Z n}a
¢k,l(n) = Sup{¢(FF1afF2); |F1| S kv |F2| S lad(F17F2) 2 ’I’L}

ol pour toute partie I' de Z¢, la tribu Fr est engendrée par les variables aléatoires
{X;; i €T} et la distance d(I';,T's) entre deux sous-ensembles I'; et 'y de Z? est donnée
par d(I';,T'y) = min{|i — j|; i € 'y, € I'2}. S'il existe un couple (k,1) dans (N* U {oo})?
tel que les ceefficients oy (n) (resp. ¢ri(n)) tendent vers zéro lorsque n tend vers l'infini,
on dit que le champ aléatoire (Xj)xeze est a-mélangeant (resp. ¢-mélangeant). En utilisant
une inégalité de covariance due & Rio [64], on peut majorer les termes de la série qui ap-
paraissent dans (0.5) a I’aide des ceefficients o « et de la fonction quantile Q (i.e. I'inverse

cadlag de la fonction ¢ — P(|f| > t)). Le critére projectif (0.5) est alors vérifié des que
i [0,
(0.6) 3 ki /O Q2 (u) du < +oo.

D’autre part, en utilisant des inégalités de mélange dues & Serfling [67], on peut également
majorer les termes de la série (0.5) a I’aide des ceefficients ¢, 1. Le théoreme A reste alors

valide si ’on remplace la condition (0.5) par la suivante

(0.7) D k4 poo1 (k) < +oo.

k>0
Le théoréme limite central fonctionnel (TLCF)
On dit d’un théoreéme limite qu’il est fonctionnel ou encore qu’il s’agit d’un principe d’in-

variance §’il a lieu dans un espace fonctionnel. En I'occurrence, nous nous intéressons a

des versions fonctionnelles du théoréme limite central. Considérons une suite (f o T%)xez
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de variables aléatoires réelles identiquement distribuées définies sur ’espace probabilisé
(Q, F,P). Pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ de [0, 1], on note

[nt]—1
(0.8) Sn(fit) = Z foT' + (nt — [nt])f o T
=0

ol [ .] désigne la fonction partie entiere. On dit que la suite (foT*)xcz satisfait un théoréme
limite central fonctionnel ou principe d’invariance si la suite de processus de sommes par-
tielles {n='/28,(f,t); t € [0,1]} converge en loi vers un mouvement brownien dans l’espace
C([0,1]) des fonctions réelles continues définies sur [0, 1] muni de la norme uniforme. En
remarquant que la fonction réelle définie sur ’espace C([0, 1]) qui & une fonction g associe le
réel g(1) est continue par rapport & la norme uniforme, le TLC devient un cas particulier du
principe d’invariance. Le premier principe d’invariance a été établi par Donsker [19] pour
des suites de variables aléatoires i.i.d. Pour les suites stationnaires d’accroissements d’une
martingale, le résultat est du a Billingsley [7]. En 1975, Heyde [37] a démontré que si f est
une variable aléatoire centrée de carré intégrable et si le processus stationnaire (f o T%)cz
satisfait une certaine condition projective alors le principe d’invariance a lieu. En effet, la
condition projective de Heyde [37] est équivalente (cf. Volny [73]) & la condition (0.2) et
par conséquent le principe d’invariance de Heyde [37] s’obtient via la décomposition en
cobord de f & partir du résultat analogue de Billingsley [7] pour les suites d’accroissements
d’une martingale. Contrairement au TLC, Volny et Samek [74] ont montré que le principe
d’invariance peut ne plus avoir lieu si la fonction de transfert g est seulement dans L!(P)
et ceci méme lorsque la fonction cobord g — g o T est dans L?*(P). En adaptant le critere
projectif (0.5) & la dimension 1, Dedecker et Rio [17] ont donné une nouvelle condition suf-
fisante pour qu’une suite stationnaire (f o T%)xcz de variables aléatoires réelles satisfasse
un principe d’invariance. Comme pour les champs, cette condition projective fournit de
nouveaux criteres pour les suites a-mélangeantes mais aussi pour les chaines de Markov
stationnaires. Enfin, Dedecker et Merlevede [16] ont récemment amélioré ce résultat en
donnant des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une version plus forte du principe
d’invariance (appelée théoréme limite central conditionnel) ait lieu pour la suite (foT%)ez.
Le principe d’invariance peut également étre formulé pour un champ aléatoire stationnaire
(f ©T*),eza en étendant la définition (0.8) du processus de Donsker [19] de la fagon sui-

vante : pour tout entier n > 1 et tout ¢ dans Z¢, notons R; /n le cube défini par Iégalité
Ri/n :](’Ll — 1)/”,21/71] X X](’Ld — 1)/n,zd/n]

Soit Ai/n la mesure de probabilité ayant pour densité n?1g . par rapport & la mesure de

Lebesgue ) sur R? et considérons la mesure aléatoire définie pour tout borélien A de [0, 1]%
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par
(0.9) va(F,4) = Y Xin(A)f o T".

i€Z4
Considérons la classe Q; des quadrants de [0,1]¢ de la forme [0,¢] = [0,#] X ... x [0,%4]

pour tout ¢ dans [0, 1]¢. On voit que le processus {S,(f,t); t € [0,1]} défini par (0.8) n’est
rien d’autre que le processus {v,(f,A); A € Q;} indexé par la classe Q; des intervalles
d’origine 0 de [0, 1]. En dimension 1, les intervalles sont & la fois les connexes, les convexes
et les boules euclidiennes et par conséquent la classe Qp est la principale classe d’intérét
pour les processus indexés par des ensembles. En revanche, en dimension supérieure, la
collection des quadrants n’est qu’une classe parmi d’autres. C’est pourquoi, il est intéressant
d’étudier la validité du principe d’invariance pour des classes A de boréliens aussi larges
que possibles. Sur la collection A, on définit la distance entre deux ensembles par I’égalité
p(A, B) = v/A\(AAB). On appelle entropie métrique de la classe A et on note H(A, p, ) le
logarithme du plus petit nombre de boules de rayon ¢ (relativement & la pseudo-métrique
p) nécessaires pour recouvrir A. Notons C(A) l'espace des fonctions réelles continues sur
A muni de la norme ||f||4 = supgc4|f(A)]. On dit que W est un mouvement brownien
standard indexé par A si W est un processus gaussien dont les trajectoires appartiennent
a C(A) et qui satisfait I’égalité Cov (W (A), W(B)) = A(AN B). D’aprés Dudley [21], nous

savons qu’un tel processus existe des que

(H) /0 VH(A,p,e)de < +00.

La condition (H) est satisfaite par une famille importante de classes d’ensembles appelées
classes de Vapnik-Chervonenkis dont la classe Q4 des quadrants et les boules euclidiennes
de [0, 1]¢ font partie. La condition (H) de Dudley est également satisfaite par des classes plus
“grosses” comme les convexes de [0, 1]*> ou la classe des ensembles & bords a-différentiables
avec a > d — 1 (cf. Dudley [22]). Nous dirons qu'un champ aléatoire (f o T*), .z« satisfait
un théoreme limite central fonctionnel ou principe d’invariance si la suite de processus
{n=%2y,(f,A); A € A} converge en loi dans l'espace C(A) vers un mélange de mouve-
ments browniens indexés par la classe A (autrement dit, le processus limite est de la forme
nW ou W est un mouvement brownien indexé par A et n est une variable aléatoire positive
indépendante de W). Les premiers résultats de ce type ont été obtenus pour des champs
de variables aléatoires réelles i.i.d. lorsque la classe d’ensembles A coincide avec la classe
Qg des quadrants de [0, 1]¢. En effet, Wichura [75] démontra ce résultat pour des champs
de variables aléatoires de carrés intégrables améliorant ainsi celui de Kuelbs [49] dans le-
quel des conditions plus restrictives sont requises au niveau des moments. Ces résultats se
réduisent en dimension 1 au principe d’invariance de Donsker [19]. Basu et Dorea [5] ont
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montré que le principe d’invariance a encore lieu lorsque le processus de sommes partielles
défini par (0.9) est indexé par la classe Q4 des quadrants de [0,1]¢ et issu d’un champ
aléatoire réel stationnaire (f o T%),cz¢ de type accroissement d’une martingale avec f dans
L?(P). En 2001, Dedecker a donné un critere projectif sous lequel le principe d’invariance
a lieu lorsque le processus de sommes partielles est issu d’un champ aléatoire réel station-
naire (f o T%)cza avec f dans L®(P) et indexé par une classe A de boréliens réguliers
(i.e. A(DA) = 0 pour tout A dans A) de [0,1]? dont la seule restriction est de vérifier la
condition (H) de Dudley. Plus précisément, considérons les sous-ensembles V¥ de Z¢ définis
par les égalités (0.3) et (0.4) et adoptons pour tout 7 dans Z? et tout k dans N* la notation
suivante

Ex(Xi) = E(X;| Fyx) avec Fyx = o(X;; 5 € Vi),

Théoréme B (Dedecker, 2001) Soit f une variable aléatoire réelle de moyenne nulle

appartenant a L>°(IP) telle que

(0.10) D o T Ey(f)llee < +oo

keVy

et soit A une collection de boréliens réguliers de [0,1]® satisfaisant la condition (H) de
Dudley. Alors la suite {n=%?v,(f,A); A € A} converge en loi dans C(A) vers \/qW ot
W est un mouvement brownien standard indépendant de I et n est la variable aléatoire
positive Z-mesurable définie par n =, 4 E(f x f o T*|T).

De nouveau, en utilisant les inégalités de Serfling [67], la condition projective (0.10) fournit

le critere suivant pour les champs aléatoires ¢-mélangeants,

(0.11) Y s (k) < +oo.
kezd

Le fait d’exiger f dans L*°(P) peut paraitre au premier abord comme une hypothese beau-
coup trop forte. En réalité, nous allons voir par la suite que cette hypothese est plus qu’une
simple condition de confort technique. D’autre part, dans le cas particulier ou le processus
de sommes partielles (0.9) est indexé par la classe Q4 des quadrants de [0, 1]¢, Dedecker [15]
donne également un critere projectif qui fournit le principe d’invariance pour un champ
aléatoire stationnaire (f o T%);cza lorsque f a des moments d’ordre strictement supérieur
a 2. De nouveau, une facon d’obtenir le résultat lorsque f est seulement dans L?(PP) serait
d’établir une version multidimensionnelle de la décomposition en cobord (0.1) et de profiter
du principe d’invariance de Basu et Dorea [5] pour les champs de type accroissement d’une
martingale.

Supposons que la classe A de boréliens de [0, 1]¢ soit précompacte pour I'inclusion. Autre-
ment dit, pour tout € > 0, on suppose qu’il existe une collection finie A(¢) de boréliens de
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[0,1]¢ telle que pour tout A dans A, il existe A~ et A* dans A(e) tels que A~ C A C A*
et p(A~, A") < e. On appelle entropie métrique avec inclusion et on note H(A, p, €), le lo-
garithme népérien du cardinal de la plus petite collection .A(e) satisfaisant cette propriété.
Bass [4] et indépendamment Alexander et Pyke [1] ont montré que si (f o T*);czq est un
champ de variables aléatoires réelles indépendantes avec f dans L?(IP) alors le principe

d’invariance a lieu dés que la classe A satisfait la condition plus stricte que (H) suivante

(H) /o VH(A, p,e) de < +oo.

Ce principe d’invariance pour les champs aléatoires indépendants étend un résultat de Pyke
[63] ol les moments requis dépendent de la classe A considérée et sont d’autant plus restric-
tifs que la taille de A est grande. La démonstration de Bass [4] utilise de maniére intensive
I'inégalité exponentielle de Bernstein pour les sommes partielles de variables aléatoires
indépendantes et bornées. Depuis, 1'utilité des inégalités exponentielles dans 1’étude du
principe d’invariance ne s’est pas démentie. En effet, la démonstration du théoreme B
repose également sur ce type d’inégalités. Plus précisément, Dedecker [15] a établi une
inégalité de type Marcinkiewicz-Zygmund pour les moments d’ordre p des sommes par-
tielles qui généralise au cas des champs un résultat de Rio [65]. En optimisant en p cette
inégalité, il obtient une inégalité exponentielle de type Hoeffding sous la condition projec-
tive (0.10). Cette inégalité exponentielle permet de mettre en évidence que le processus
{n=%%y,(f, A); A € A} est sous-gaussien uniformément en 7, ce qui fournit la relative
compacité de ce dernier via un argument de chainage classique. D’autre part, en rem-
placant la condition (H) par la condition plus stricte (H), en établissant des inégalités
exponentielles de type Bernstein et en adaptant la méthode de Bass [4], Dedecker [15]
donne également des criteres pour des champs aléatoires ¢-mélangeants non bornés ayant

des moments d’ordre strictement supérieur a 2.

Les deux premiers chapitres de cette these sont consacrés au principe d’invariance pour les
champs aléatoires réels stationnaires non bornés. Tout d’abord, nous montrons dans le pre-
mier chapitre (voir également El Machkouri et Volny [26]) que I'on ne peut pas remplacer
purement et simplement la condition d’entropie métrique (H) par la condition moins stricte
(H) dans le résultat de Bass [4] et Alexander et Pyke [1]. Plus précisément, on démontre

le résultat suivant.

Théoréme C (Théoreme 1 du chapitre 1) Pour tout réel p positif, il existe un champ
(foT*)pcza de variables aléatoires i.i.d, symétriques et p-intégrables et une collection A de
boréliens réguliers de [0,1]? qui satisfait la condition (H) tels que le processus de sommes

partielles {n~%%v,(f,A); A € A} ne converge pas en loi dans espace C(A).
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Dans le premier chapitre de cette theése (voir également El Machkouri et Volny [25]), on
se pose également la question de savoir si le théoreme B de Dedecker reste valide pour
des champs aléatoires stationnaires qui sont seulement p-intégrable (0 < p < +00) et nous
répondons de maniere négative en exhibant pour tout réel p positif un champ aléatoire sta-
tionnaire p-intégrable de type accroissement d’une martingale et une classe .A de boréliens
réguliers de [0, 1]¢ satisfaisant la condition (H) d’entropie métrique avec inclusion tels que
le principe d’invariance n’ait pas lieu. Formellement, notre premier résultat est le suivant :
considérons le systéeme dynamique (X,S,u,T) ou X est un espace de Lebesgue et T est
une action de Z? qui préserve la mesure de probabilité p. Supposons que ce systéme dyna-
mique soit ergodique (i.e. p est ergodique) et d’entropie strictement positive (cf. Petersen

[60] pour une définition de I’entropie).

Théoréme D (Théoréeme 2 du chapitre 1) Pour tout réel p positif, il existe une appli-
cation réelle f dans LP(u) et une classe A de boréliens réguliers de [0,1]? vérifiant la
condition (H) d’entropie métrique avec inclusion telles que le champ aléatoire stationnaire
(f 0 T*)peza soit de type accroissement d’une martingale et telles que le principe d’inva-
riance n’ait pas lieu relativement a A. Autrement dit, le processus de sommes partielles
{n=4?u,(f,A); A € A} ne converge pas en loi dans I’espace C(A).

Le théoréme D montre que le principe d’invariance de Dedecker (Théoréme B) ne peut
s’étendre aux champs aléatoires p-intégrables (0 < p < +00) méme si on exige une condi-
tion plus stricte en termes d’entropie métrique sur la classe A (en 'occurrence la condition
(H)). Ainsi, on se rend compte que I’hypothese de bornitude dans le résultat de Dedecker
(Théoreme B) n’est pas seulement une condition technique. De plus, notre résultat met en
évidence que le principe d’invariance pour les champs aléatoires indépendants démontré
par Bass [4] et Alexander et Pyke [1] ne peut s’étendre aux champs de type accroissement
d’une martingale. D’autre part, le champ aléatoire (f o T*);cz¢ que ’on construit explici-
tement en utilisant une version multidimensionnelle du lemme de Rokhlin (cf. Conze [11]
et Katznelson et Weiss [44]) est un champ de type accroissement d’une martingale au sens

strict de Nahapetian et Petrosian [57] puisqu’il vérifie 1’égalité

E(flo(foT?;j#0))=0 ps.

Les théoremes B et D posent tout naturellement la question suivante : peut-on obte-
nir un théoréeme limite central fonctionnel pour des champs aléatoires réels ayant des
moments exponentiels finis? Le chapitre 2 de cet ouvrage est consacré a cette question
(voir également El Machkouri [23]). Tout d’abord, nous établissons des inégalités de type
Kahane-Khintchine dans des espaces de Orlicz induits par des fonctions de Young expo-
nentielles (cf. Théoréme 3 et Corollaire 1 du chapitre 2). Il s’agit de donner des majorations
pour les normes dites de Luxemburg de sommes partielles de champs de variables aléatoires



INTRODUCTION 15

réelles ayant des moments exponentiels finis. En effet, si ¢ est une fonction de Young (i.e.
une fonction strictement croissante, convexe, définie sur R & valeurs dans Rt U {oo} telle
que 1(0) = 0 et 1(00) = 00), on appelle espace de Orlicz associé a la fonction de Young v,
I'espace L, de toutes les variables aléatoires Z qui vérifient E(¢(|Z|/c)) < +oo pour un
certain ¢ > 0. On munit L, de la norme de Luxemburg définie pour toute variable aléatoire
Z par

1Z]ly = inf{c > 0; E(¥(|Z]/c)) < 1}.

L’espace de Orlicz (Ly, || .||¢) est alors un espace de Banach. Une classe importante de
fonctions de Young est la classe des fonctions exponentielles {¢g; § > 0} définies pour
tout B > 0 et tout réel x positif par

1_ﬁ l/ﬂ
a(o) = expl(e +10)%) —exp(t) ob ha=(*2) 7 tacacy,

La forme un peu compliquée de la fonction 14 vient du fait que la fonction z + exp(z?) —1
n’est pas convexe sur l'intervalle [0, hg] lorsque B appartient a 'intervalle ]0, 1].

Soit (eg)k>1 une suite de Rademacher (i.e. une suite de variables aléatoires i.i.d. définies
sur un espace probabilisé (2, F,P) telle que P(gg = 1) = 1/2) et soit p > 0 un réel fixé.
L’inégalité suivante est due & Khintchine [46].

Proposition A (Khintchine, 1923) 1] existe une constante C(p) > 0 qui ne dépend que

de p telle que pour tout entier n > 1 et tous nombres réels aq, ..., a,, on ait

n n 1/2
S ae| <cw) (zag) |
=1 p =1

Soit 1, la fonction de Young définie pour tout réel x positif par 1s(x) = exp(z?) — 1.

(0.12)

Kahane [43] a en particulier étendu I'inégalité de Khintchine & I'espace de Orlicz Ly, .

Proposition B (Kahane, 1985) I eziste une constante C > 0 telle que pour tout entier

n > 1 et tous nombres réels ay, ..., a,, on ait

n n 1/2
Sas| <c (Z ) |
=1 o =1

Enfin, dans son article consacré aux inégalités de Kahane-Khintchine, Peskir [59] a étendu

(0.13)

I'inégalité (0.13) a des suites générales de variables aléatoires indépendantes et bornées.

Proposition C (Peskir, 1993) Considérons une suite (Xy)r>1 de variables aléatoires

réelles indépendantes, symétriques et bornées. Pour tout entier n > 1, on a

n n 1/2
Sox| <3 (2 ||Xi||zo>
1=1 i=1

(0.14)

P2
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ot \/8/3 est la plus petite constante possible. Si les variables aléatoires (Xy)r>1 ne sont
pas symétriques, l’inégalité (0.14) reste valide avec la constante 1/32/3.

Soit (Xg)reze un champ non nécessairement stationnaire de variables aléatoires centrées
et notons B(q) = 2¢/(2 — q) pour tout réel 0 < g < 2. Considérons les sous-ensembles V*
définis par les égalités (0.3) et (0.4) et rappelons que pour tout 7 dans Z¢ et tout k dans
N*, on a posé

Ex(X;) = E(Xi| Fyx) avec Fyp =o0(X;; 5 € V)

On se propose d’étendre au champ aléatoire (Xy),cza inégalité (0.14) établie par Peskir
[59] pour des suites de variables aléatoires indépendantes et bornées.

Théoréme E (Théoréme 3 du chapitre 2) Soit 0 < q < 2 tel que Xy, soit dans Ly, ,, pour
tout k dans 7°. Il existe une constante universelle M1(q) > 0 qui ne dépend que de q telle

que pour toute partie finie I de Z2,

>

el

(0.15)

1/2
< Mi(g) (Z bi,q<X)>

el

¥q

2
big(X) = 13,0, + - [/ 1XeBra (|,
kGVil 1'bﬁ(q)

Si X}, appartient @ L= (P) pour tout k dans Z? alors pour tout 0 < q < 2, il exziste une
constante universelle My(q) > 0 qui ne dépend que de q telle que pour toute partie finie T
de 72,

(0.16)

2 X

i€l

iel

1/2
< My(g) <Z bi,oo<X>)
Pq

ou
bioo () = [1Xil% + 37 X0 B (X0l
keV}

Nous démontrons ces inégalités a partir de 'inégalité de type Marcinkiewicz-Zygmund pour
les moments d’ordre p des sommes partielles de champs aléatoires établie par Dedecker [15]
et d’une propriété relative aux normes de Luxemburg associées a des fonctions de Young
exponentielles (cf. Lemme 4 du chapitre 2). On évite ainsi la méthode d’optimisation en p
utilisée par Dedecker [15] dans la démonstration du théoréeme B et dont la mise en oeuvre
nécessite que les variables aléatoires considérées soient bornées. Deés lors, en utilisant un
argument de chainage classique, nous sommes en mesure d’établir la relative compacité en
loi du processus de sommes partielles normalisées {n~%?v,(f, A); A € A} issu d’un champ
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aléatoire stationnaire (f o T*),cz¢ ayant des moments exponentiels finis.

Théoréme F (Théoréme 5 du chapitre 2) Soit f une variable aléatoire réelle de moyenne

nulle. Supposons qu’il existe deuzx réels 0 < q < 2 et 6 > 0 tels que
Eexp(6]f]°9) < 400

et

(0.17) > |Wifer B

< +00.

2
¥8(a)

Si A est une classe de boréliens réguliers de [0,1]¢ qui satisfait la condition d’entropie
métrique

1
(0.18) /XHMm&WM@<+m

0

alors la suite {n=%?v,(f, A); A € A} converge en loi dans C(A) vers /W ot W est
un mouvement brownien standard indépendant de I et n est la variable aléatoire positive
T-mesurable définie par n =Y, 54 E(f x foT* I).

En combinant les inégalités de Serfling [67] avec le lemme 4 du chapitre 2, on montre que
le théoreme F reste valide si on remplace la condition projective (0.17) par la condition

suivante

(0.19) D /b (lE]) < 4o

kezd

D’autre part, on voit que le controle de la taille de la classe A se fait en termes d’entropie
métrique classique (sans inclusion). A notre connaissance, tous les résultats antérieurs qui
établissent un principe d’invariance pour des champs aléatoires non bornés utilisent une
notion plus stricte d’entropie métrique (cf. Alexander et Pyke [1], Bass [4], Dedecker [15]
et Ziegler [76]).

Le théoréme limite local (TLL) et la vitesse de conver-
gence dans le TLC

Dans le troisieme chapitre de cette these (voir également El Machkouri et Volny [27]), on
s’intéresse au théoreme limite local et a la vitesse de convergence dans le théoreme limite
central pour des suites stationnaires d’accroissements d’une martingale. De maniere tres
heuristique, on peut dire que le théoreme limite local est aux densités ce que le théoreme
limite central est aux fonctions de répartition. En effet, si (f o T%);>0 est une suite sta-
tionnaire de variables aléatoires réelles centrées, réduites, indépendantes et de fonction de
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répartition commune F, le théoreme limite central classique assure la convergence uniforme
des fonctions de répartition F,, des sommes partielles normalisées S,,(f)/+/n vers la fonc-
tion de répartition ® de la loi normale standard. De plus, le théoréme limite central de
Berry-Esseen démontré par Berry [6] et Esseen [28] fournit la vitesse optimale n /2 lorsque
les variables aléatoires (non nécessairement identiquement distribuées) sont bornées dans
L3(P). On peut vérifier que ce résultat asymptotique pour les fonctions de répartition F,
n’entraine pas nécessairement la convergence des densités f,, de ces sommes partielles vers
la densité ¢ de la loi normale standard méme si la fonction F' est différentiable. Apres
tout, dans un cadre plus général, il est bien connu qu’une suite de fonctions peut conver-
ger uniformément sans que la suite de ses dérivées ne converge. Par conséquent, certaines
conditions supplémentaires sont nécessaires pour obtenir la convergence des densités. En
1954, Gnedenko [31] a résolu le probléme en établissant le résultat suivant.

Théoréme G (Gnedenko, 1954) Soit (f o T*)y>o une suite stationnaire de variables
aléatoires réelles indépendantes telle que f soit de moyenne nulle et de variance 1 et no-
tons f, et ¢ les densités respectives de la variable aléatoire n™"/2(f +...+ foT™ ') et de la
loi normale standard par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Une condition nécessaire

et suffisante pour que

sup |fn(z) — p(z)] —— 0

n—-+oo

est qu’il existe un entier ng tel que la densité f,, soit bornée.

Gnedenko [30] a également démontré un résultat similaire pour des suites de variables
aléatoires & valeurs dans un réseau : considérons une suite (fo7");>¢ de variables aléatoires
indépendantes, de méme loi non dégénérée et supposons qu’il existe deux constantes b et
h > 0 telles que f prenne des valeurs de la forme b+ Nh ou N parcours Z. On appelle h
le pas du réseau et on dit que le pas du réseau est maximal si h est le plus grand nombre
strictement positif tel que la loi de f soit portée par {b+ Nh, N € Z}. Supposons que f
soit de variance finie 02, notons m sa moyenne et posons

Po(N) = P(Sa(f) = nb+ Nh).

Théoréme H (Gnedenko, 1948) Une condition nécessaire et suffisante pour que

o\/n 1 1 (nb+ Nh—nm\>
—V_P.(N)— __
sup | — (N) %eXp< 2( —~0 >>

est que le pas h du réseau soit maximal.

> 0

n—-+o0o

Ce type de théorémes limite qui traitent de la répartition locale (en termes de densités)
au lieu des répartitions cumulées (avec les fonctions de répartition) sont appelés théorémes
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limite locaux. Les théoremes limite locaux ont beaucoup été étudiés pour les suites de va-
riables aléatoires indépendantes avec a la clé des estimations de la vitesse de convergence
(cf. Petrov [61] et Ibragimov et Linnik [41]). D’autre part, un certain nombre d’articles
ont été consacrés & ces théoremes lorsque la loi limite n’est pas nécessairement une loi
normale mais une loi stable arbitraire (cf. Ibragimov et Linnik [41]). Notons également
que Broise [10] a établi des théoreémes limite locaux et centraux via des outils de théorie
spectrale. En ce qui concerne la vitesse de convergence dans le théoreme limite central de
Billingsley-Ibragimov pour les suites d’accroissements d’une martingale, Ibragimov [40] a
établi la convergence en loi de la suite (Sy()/v/n)n>1 de sommes partielles arrétées issues
d’une suite (Xj)gez d’accroissements bornés d’une martingale vers une variable aléatoire
normale avec la vitesse n~'/%. En 1982, Bolthausen [8] a établi une vitesse de convergence

d’ordre n~1/2

log n pour les sommes partielles normalisées (S, /4/n),>1 issues d’une suite
d’accroissements non bornés d’une martingale sous des conditions relatives au comporte-
ment asymptotique des variances conditionnelles. Pour des résultats plus récents, on pourra
se référer aux travaux de Haeusler [34] et Jan [42]. Soit (3,8, p, T') un systéme dynamique
ergodique d’entropie strictement positive ou 3 est un espace de Lebesgue et T' est un au-

tomorphisme de ¥ qui préserve la mesure de probabilité p.

Théoréme I (Théoreme 11 du chapitre 3) Soit (a,)n>0 une suite de nombres réels qui
décroit vers zéro. Il existe une application réelle f dans L*°(u) telle que le processus sta-
tionnaire (f o T*),>o soit une suite d’accroissements d’une martingale qui prennent uni-
quement les valeurs -1, 0 ou 1 et une suite d’entiers (ny)r>o strictement croissante telle

que pour tout entier k > 0,

(0-20) #(Sn (f) = 0) = an,
et
(0-21) sup | (;}’3—% < x) — 0(a)| > 2

ou o?(f) = E(f?) et ® est la fonction de répartition de la loi normale standard.

L’ inégalité (0.20) montre que le théoréme limite local peut ne pas avoir lieu pour les suites
d’accroissements d’une martingale (ce qui répond & une question posée par Y. Derriennic).
Autrement dit, les hypothéses du théoreme limite local de Gnedenko [30] (Théoréme H)
pour les suites de variables aléatoires réelles i.i.d. a valeurs dans un réseau ne suffisent
plus lorsqu’on consideére des accroissements d’une martingale. En ce qui concerne la vitesse
de convergence dans le théoreme limite central, le théoréeme I montre & travers l'inégalité
(0.21) qu’il existe des suites d’accroissements d’une martingale pour lesquelles la vitesse de

convergence est arbitrairement lente. Nous donnons également un résultat similaire pour
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les suites d’accroissements d’une martingale dont les sommes partielles admettent des den-
sités par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Plus précisément, si le systeme dynamique

(3,8, 1, T) est ergodique et d’entropie infinie nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme J (Théoreme 12 du chapitre 3) Soit (a,)n>0 une suite de nombres réels qui
décroit vers zéro. Pour toute constante positive L suffisamment grande, il existe une ap-
plication réelle f dans L>®(u) telle que le processus stationnaire (f o T*)g>o soit une suite
d’accroissements d’une martingale, les sommes partielles S,(f) aient des densités par rap-
port a la mesure de Lebesgque sur R, la densité de f soit bornée et telle que la propriété
sutvante soit satisfaite : il existe une suite d’entiers (ny)r>o Strictement croissante, une
suite (pr)k>0 de nombres réels strictement positifs qui converge vers zéro telles que pour
tout entier k > 0,

(0.22) L p <S"’°—(f) € [—pk,pk]> >L

Pk U(f)\/”_k
et
(0.23) ilelg 7 <(;(9;3—E2_k < x) — ®(x)| > an,-

Le théoreme J entraine en particulier que ’hypothese de bornitude sur la densité de I'une
des sommes partielles S, (f) n’est pas suffisante pour obtenir le TLL si on considére des
variables aléatoires non indépendantes.

Un modele de régression non paramétrique

Dans la derniére partie de cet ouvrage (voir également El Machkouri [24]), nous don-
nons une application des inégalités de Kahane-Khintchine établies dans le chapitre 2 a
travers I’étude d’'un modele de régression non paramétrique ou les erreurs sont données
par un champ de variables aléatoires réelles dépendantes. Nous considérons des données

(Yi)ieqn,....nye générées par le modele
(0-24) Y; =g(i/n) +e&, i€{l,..,n}*

oll g est une fonction réelle inconnue définie sur [0, 1]¢ et (€i)ief1,..,n3e €st un champ de
variables aléatoires réelles de moyennes nulles. On estime la fonction de régression g par

I’estimateur & noyau g,, défini pour tout = dans [0, 1]¢ par

(0.25) gn(z) = 1 Z YK (x—hz/n>

d
(nhn) i€{l,...,n}e "

ot K est un noyau de probabilité défini sur R? et (h,,),>1 est une suite de nombres réels posi-
tifs qui converge vers 0. Hall et Hart [35] ont étudié le modeéle (0.24) lorsque les erreurs sont
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données par une suite stationnaire (g;);cz de variables aléatoires réelles de moyennes nulles
et de variances finies. En particulier, ils ont montré que la vitesse optimale de convergence
en probabilité de g, (z) vers g(z) est de 'ordre n=2/% si h, = n='/5 et si la série de terme
général E(gqp¢;) converge absolument. Bosq [9] a établi la convergence presque-sire de g,,(x)
vers g(z) avec la vitesse n” pour un certain 3 dans I'intervalle |0, 1/3[ lorsque les erreurs
(¢i)iez forment une suite a-mélangeante et lorsqu’il existe a > 0 et /2 < v < 1/2 — 3 tels
que h, = an™". Enfin, Laib [50] a étudié le modele (0.24) lorsque les erreurs sont données
par une suite (&;);cz d’accroissements d’une martingale.

Les résultats que nous établissons dans le chapitre 4 fournissent la convergence presque-siire
de 'estimateur g,(z) lorsque les erreurs sont modélisées par un champ (g;);cz¢ de variables
aléatoires réelles dépendantes. Avec les notations du théoréeme E et sous certaines hy-
potheses de régularité sur la fonction g et sur le noyau de probabilité K, on démontre le
résultat suivant.

Théoréme K (Théoreme 16 du chapitre 4) Soit (o,)n>1 une suite de nombres réels stric-

tement positifs telle que

(0.26) lim a,h? =0 et lim = 0.

n—-+oo n—+oo N hg"‘l
Considérons les deux hypothéses suivantes :
k1) 1l existe un réel 0 < q < 2 tel que les variables aléatoires (&;);cza appartiennent a
L’/’ﬁ(q) et
1/2
_ (log n)'/4 _
(027) nll)r—ir—loo (07 W Z bi,q(g) =0.
ie{1,...,n}e
k2) Les variables aléatoires (€;);cze appartiennent a L (IP) et
1/2

VIR [ 5~ @] =o.

(0.28) lim o,

ie{l,...,n}e
Sous 'une ou l'autre des hypothéses k1) et k2), on a pour tout x dans 10, 1[¢,

(0.29) ttnlgn () — g(z)] —=— 0.

n—+oo
Dans le cas ou les erreurs sont données par un champ aléatoire stationnaire, on obtient le
corollaire suivant.

Théoréme L (Corollaire 4 du chapitre 4) Supposons que le champ aléatoire (&;);cza Soit
stationnaire et soit (o )n>1 une suite de nombres réels strictement positifs qui satisfait
la condition (0.26). La conclusion (0.29) du théoréme K reste valide si l'une des deuz

conditions suivantes est satisfaite :
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11) 1l existe 0 < g < 2 tel que la variable aléatoire €y appartienne Lyg

_ (log n)/4
1 Lo )~
e O ()
et
2
(0.30) 3 H‘/|skE|k|(so)|’ < +o0.
kEV01 1/)['3(‘1)
12) La variable aléatoire eq appartient a L>°(P),
) Viog n
lim ap————=0
S O )1
et

keVvy

Les théoremes K et L étendent dans plusieurs directions les résultats de Laib [50]. En
effet, les conditions projectives (0.30) et (0.31) sont en particulier satisfaites si le champ
aléatoire (&;);cza est indépendant ou de type accroissement d’une martingale. D’autre part,
en utilisant les inégalités de mélange de Serfling [67], on montre que le théoréme L reste
valable si on remplace respectivement les conditions projectives (0.30) et (0.31) par les
conditions (0.19) et (0.11). Les démonstrations que nous proposons de nos résultats sont
plus simples que celles de Laib [50] car elles s’appuient sur des inégalités exponentielles
induites par les inégalités de Kahane-Khintchine établies dans le chapitre 2 qui permettent

un contrdle plus efficace du terme g,(z) — Eg,(x) uniformément pour tout z dans [0, 1]¢.



Chapitre 1

Contre-exemples dans le théoréeme
limite central fonctionnel pour les

champs aléatoires réels

1.1 Définitions et notations préliminaires

Soit A une collection de boréliens de [0, 1]%. On munit A de la pseudo-métrique p définie
pour tous éléments A et B de A par p(A,B) = \/A(AAB) et on note C(A) l'espace
vectoriel des fonctions réelles continues sur A que ’on munit de la norme uniforme définie

pour toute fonction f appartenant & C'(A) par
1 flla = sup [f(A)].
AcA

Soit (Xg)geze un champ aléatoire réel stationnaire. Le processus de sommes partielles que

I’on considére est défini pour tout A dans A et tout entier n > 1 par

(1.1) Sa(A) = > AmANR)X;

ie{l,...,n}e

oll \ est la mesure de Lebesgue sur R? et R; est le cube unité défini pour tout 7 dans Z¢
par l'égalité
Ri :]Zl — 1,i1] X ...X]’id — 1,id].

Pour contréler la taille de la classe A, on utilise ’entropie métrique : pour tout € > 0, on
appelle entropie métrique de A et on note H(A, p, ), le logarithme népérien du plus petit
nombre N (A, p,e) de boules ouvertes (pour la pseudo-métrique p) de rayon & nécessaires
pour recouvrir A. Une notion plus stricte est celle d’entropie métrique avec inclusion : pour
tout € > 0, on suppose qu’il existe une collection finie A(¢) de boréliens de [0, 1]¢ telle que

23
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pour tout A dans A, il existe A~ et AT dans A(e) telsque A~ C A C AT et p(A~,AT) <e.
On appelle entropie métrique avec inclusion et on note H(A, p, ), le logarithme népérien
du cardinal de la plus petite collection A(e) satisfaisant cette propriété.

On appelle mouvement brownien standard indexé par .A, le processus gaussien W de
moyenne nulle, & trajectoires dans C(A) qui vérifie pour tous A et B dans A, 1’égalité
Cov (W(A),W(B)) = AM(AN B). On sait d’apres Dudley [21] qu’un tel processus existe deés

que

(1.2) /01 VH(A, p,e)de < +00

Puisque H(A, p,e) < H(A, p,€) pour tout € > 0, le mouvement brownien W est bien défini
des que

(1.3) /01 VH(A,p,€) de < +00.

Notons également d la pseudo-métrique définie par d(A, B) = A(AAB) pour tous A et B
dans A. En remarquant que pour tout € > 0, on a H(A,d,&?) = H(A, p, €), on voit que la

condition (1.3) est équivalente & la suivante

(1.4) /01 (w>l/2 de < +o0.

9

On dit que le théoréme limite central fonctionnel (TLCF) ou que le principe d’inva-
riance a lieu relativement & la classe A si le processus de sommes partielles normalisées
{n=425,(A); A € A} converge en loi dans l'espace C(A) vers un mouvement brownien
indexé par A.

L’un des premiers principes d’invariance pour de larges classes de boréliens de [0,1]¢ a été
établi pour des champs de variables aléatoires réelles i.i.d. par Bass [4] et indépendamment
Alexander et Pyke [1]. Ce résultat affirme que si la classe A satisfait la condition (1.4) d’en-
tropie métrique avec inclusion et si les variables aléatoires i.i.d. sont de carrés intégrables
alors le principe d’invariance a lieu. Plus récemment, Dedecker [15] a établi un principe
d’invariance (cf. Théoreme B du chapitre d’introduction) pour des classes d’ensembles
dont la seule restriction est de satisfaire la condition (1.2) et pour tout champ stationnaire
(Xk)reze de variables aléatoires réelles bornées satisfaisant la condition projective

(15) S IXkB(Xo| Figg) o < +00
keVy

ot pour tout k dans Z¢, on a noté |k| = maxi<;<q |kil,

Fiey = 0(X55 5 <iea 0, [5] > [K]) et Vg ={j € Z%; j <uep O}
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Notre objectif est de construire pour tout réel p positif un champ de variables aléatoires
i.i.d, p-intégrables et de moyennes nulles et une classe .A de boréliens réguliers de [0, 1]¢ qui
satisfait la condition d’entropie métrique (1.2) tels que le principe d’invariance n’ait pas
lieu relativement & la classe A (cf. Théoréme 1). Nous construisons également un champ
stationnaire de variables aléatoires p-intégrables de type accroissement d’une martingale
(cf. définitions (1.7) et (1.8) ci-dessous) et une classe A" de boréliens réguliers de [0, 1]
satisfaisant la condition (1.4) d’entropie métrique avec inclusion tels que le principe d’in-
variance n’ait pas lieu relativement & la collection A (cf. Théoreme 2). Autrement dit,
nous mettons en évidence le fait que d’une part les hypotheses sur la classe de boréliens
garantissant le principe d’invariance pour les champs aléatoires réels i.i.d. (cf. Bass [4] et
Alexander et Pyke [1]) ou de type accroissements bornés d’une martingale (cf. Dedecker
[15]) ne suffisent plus si on considére des champs aléatoires de type accroissement d’une
martingale qui sont seulement p-intégrables et que d’autre part, on ne peut pas remplacer
purement et simplement la condition d’entropie métrique avec inclusion (1.4) par la condi-
tion moins stricte (1.2) dans le résultat de Bass [4] et Alexander et Pyke [1]. Néanmoins, il
faut noter que Ziegler [76] a démontré que le principe d’invariance de Bass [4] et Alexander

et Pyke [1] a lieu pour toute collection 4 satisfaisant la condition suivante

(1.6) /01 Vl1og N(A,¢e)de < 400

ol pg est la pseudo-métrique définie pour toute mesure de probabilité Q sur l’espace
mesurable ([0, 1]¢, B([0, 1]9)) et tous A et B dans A par pg(4, B) = v/Q(AAB) et ol on
a noté N(A,e) = supg N(A, pg,€) pour tout € > 0. En particulier, la condition (1.6) est
satisfaite par les classes de Vapnik-Chervonenkis.

1.2 Reésultats principaux

Notre premier résultat est le suivant.

Théoréme 1 Pour tout réel p positif, il existe un champ (Xi)reze de variables aléatoires
réelles i.i.d, symétriques et p-intégrables et une classe A de boréliens réguliers de [0,1]¢
vérifiant la condition d’entropie métrique (1.2) tels que le processus de sommes partielles
{n=428,(A); A € A} ne converge pas en loi dans l’espace C(A).

Le théoreme 1 met en évidence que dans le résultat de Bass [4] et Alexander et Pyke [1], la
condition (1.4) d’entropie métrique avec inclusion ne peut pas étre purement et simplement
remplagée par la condition moins stricte (1.2).

Sur le réseau Z¢, on définit la relation d’ordre lexicographique <., de la facon suivante :
sii= (i1,...,3q) et 5 = (j1,..., ja) sont deux éléments de Z¢ distincts, la notation i <., j
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signifie que ou bien i; < j; ou bien il existe p dans {2,...,d} tel que i, < j, et iy = j, pour
1 < g < p. On dit qu’un champ aléatoire réel (Xy),cze est un champ de type accroissement

d’une martingale (en abrégé AM) si pour tout k dans Z?,
(17) E(Xk| gk) =0 p.s. ou Qk = O'(Xj ; j <lex k)

Ce type de champ aléatoire vérifie le critére projectif (1.5) introduit par Dedecker [15].
Une définition plus stricte est celle utilisée par Nahapetian et Petrosian [57] : le champ
(Xk)reze est un champ aléatoire de type accroissement d’une martingale au sens fort (en
abrégé AMF) si pour tout k dans Z¢,

(1.8) E(Xp|Hk) =0 ps. ou Hrp=o0(X;;]j#k).

Considérons le systéme dynamique (2, F, u,T) ou € est un espace de Lebesgue, u est une
mesure de probabilité et T est une action de Z? préservant la mesure u (i.e. pour tous
éléments i et j dans 7Z¢, T et T sont des transformations mesurables définies de Q dans
Q) qui préservent la mesure y et qui vérifient 7% o TV = T%*7). Un élément A de la tribu F
est dit invariant si T*A = A presque-stirement (p.s.) pour tout élément k de Z?. On note
7 la tribu des éléments invariants de F et on dit que u est ergodique si tout élément A de
7 est de mesure 0 ou 1. Supposons que I’entropie du systéme dynamique (2, F, u, T) soit
strictement positive (cf. Petersen [60] pour une définition de ’entropie) et que la mesure
u soit ergodique. Si n est un entier strictement positif, A un borélien de [0,1]¢ et f une
application réelle mesurable définie sur €2, on adopte la notation suivante
SalfiA)= Y AnANR;)foT
ie{l,...,n}e

Théoréme 2 Pour tout réel p positif, il existe une application réelle f dans LP(u) et une
classe A de boréliens réguliers de [0,1]¢ (i.e. \(DA) = 0 pour tout A dans A) vérifiant la
condition (1.4) d’entropie métrique avec inclusion telles que le champ aléatoire stationnaire
(f o T*)eza soit de type AMF mais ne satisfasse pas le principe d’invariance relativement
a la classe A. Autrement dit, le processus de sommes partielles {n=%%S,(f,A); A € A}

ne converge pas en loi dans ’espace C(A).

Ce résultat montre que contrairement aux champs aléatoires i.i.d. étudiés par Bass [4] et
simultanément Alexander et Pyke [1], la condition (1.4) d’entropie métrique ne garantit pas
le principe d’invariance pour les champs aléatoires p-intégrables de type AM. Néanmoins,
si on considere la classe Qg des quadrants de [0, 1]¢, le principe d’invariance a lieu aussi bien
pour les champs aléatoires i.i.d. que pour les champs aléatoires de type AM. En effet, Basu
et Dorea [5] ont démontré que les champs de type AM satisfont le principe d’invariance
relativement a la classe des quadrants de [0, 1]¢ lorsque seuls les moments d’ordre 2 sont
supposés finis et Dedecker [15] a étendu ce résultat & des champs aléatoires ayant des

moments d’ordre strictement supérieur a 2 qui vérifient une condition projective.
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1.3 Démonstrations
Preuve du théoréme 1

Sans perte de généralité, on peut supposer que p est un entier arbitrairement grand.
Considérons le champ X = (Xj)reze de variables aléatoires i.i.d. a valeurs entiéres définies
sur 'espace probabilisé (2, F, u) par la propriété suivante : la variable aléatoire Xj est
symétrique et vérifie u(Xo = 0) = 0 et 2u(Xy > k) = kP! pour tout entier k > 1. Le
champ aléatoire X ainsi défini est p-intégrable puisque

B(IXoP) = 3 (I Xol? 2 k) =23 u(Xo = K7) < +oo.

E>1 E>1

Fixons un entier » > 1 et considérons les nombres réels suivants :
n, = 4"

d/2 rd
/B’I‘Z’n/'r/p:2 )

kr — nf,u(Xo > ﬁr — 2rd(p—1)—1,

)
1/2
. <k_> _ L oy
T d N
ng 2

On peut remarquer que les suites (n,),>1, (Br)r>1 €t (k;).>1 sont des suites strictement
croissantes d’entiers naturels tandis que (&,),>1 est une suite strictement décroissante de

nombres réels qui converge vers zéro.
Construction de la classe d’ensembles

Considérons la collection A, des boréliens A de [0, 1]¢ qui vérifient la propriété suivante :
ou bien A est vide ou bien il existe 4 = (i1, ..., i14) dans {1,...,n,}% 1 <1 <k, tels que

Er 4 . ) ) )
1 —1 2 qg—1 114
A=) |t i) |
Ty Ty Ty Ty
=1
Posons alors
A=DB,UC_C,
ou

r—1 +o00
Br:UAj et Cr:UAj-
j=1 j=r

Nous allons montrer que la classe A vérifie la condition (1.2) d’entropie métrique classique.
Pour cela, nous devons estimer les nombres d’entropie N (A, p,¢,). Pour tout entier j > 1,
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le cardinal |A;| de A; est égal a 1 + C’:ﬁ:, ainsi,
J

r—1
N(B,,p,er) < » (1+ C:;) < 2rndkr,
1 J

J

D’autre part, puisque chaque élément de la classe C, appartient & la boule de centre () et

de rayon ¢,, il s’en suit que N(C,, p,¢,) = 1. En remarquant que
N(A,p,e) < N(By, p,er) + N(Cp, p, &),

on obtient
N(A,p, &) < 14 2rnr

soit
H(A, p,e,) =log N(A,p,e,) < 3dk, log n,.

Finalement, on aboutit a I’estimation suivante

27‘d(p 1/2\/7
25’” WH(A,p, &) <Z€T 1V 3dk, log n, ~ Z Srdp D)2 ZQM < +00.

Autrement dit, la classe A satisfait la condition (1.2).
Etude de la tension du processus de sommes partielles

Pour démontrer que le processus de sommes partielles {n=%25,(A4); A € A} ne converge
pas en loi dans C(A), il suffit (cf. Pollard [62]) de prouver l'existence d’un nombre réel
6 > 0 tel que

limlimsupp | sup n~%%S,(4) - S,(B)|>6| >0.
00 n—stoo A,BEA

Pour tout entier » > 1, notons A, = {1, ...,n, }? et considérons ’ensemble W, des éléments
w de  qui vérifient

D Tixieyzs) = ke
€A,

Lemme 1 ] existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout entier r > 1,
(1.9) wW.) = c.
Preuve. Soit r > 1 un entier fixé. Pour tout ¢ dans A,, posons

Yi = x> — M(Xo = By)-
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La famille {Y;; i € A,} est une suite finie de variables i.i.d, centrées et bornées par 1.
D’apres une inégalité exponentielle établie par Kolmogorov (cf. Ledoux et Talagrand [52],
Lemme 8.1), pour tout v > 0, il existe deux constantes strictement positives K () (suffi-
samment grande) et e(7) (suffisamment petite) qui ne dépendent que de v telles que pour
tout K ()b <t < e(y)b?,

L <Z Y, > t) > exp (—(1 4 7)t*/2b%)

oub? =) icA, EY?. En particulier, il existe une constante universelle K > 0 telle que

u <Z Y; > Kb) > exp (—K?).

€A,

En posant ¢ = exp(—K?) > 0 et en gardant & ’esprit les définitions de la constante k, et

des variables aléatoires Y;, on déduit

Jus (Z ]l{XiZﬁr} > Kb+ kr) > c.

€A,

Finalement, on obtient I'inégalité (1.9) en notant que Kb > 0. Ce qui achéve la preuve du
lemme 1. ([

Soit w fixé dans W, et soit I'*(w) l'ensemble des éléments ¢ de A, tels que X;(w) > £,.
Par définition de ’ensemble W,., on sait que |I'*(w)| > k.. Soit I',(w) un sous-ensemble de

I'*(w) a k, éléments et posons

wa= U )

1€l (w)

x}id_l,i—d} e A C A

r Ty

On remarquera que pour tout w dans W, et tout ¢ dans A,, on a
AnrAr(w) N R;) = L, w)(0).

Par conséquent,

1, 425, (Ar (@) = 1, Y2 3 A A (@) D R)Xi(w) =0, D7 Xilw).

i€A, 1€l (w)

Puisque X;(w) > 3, pour tout ¢ dans T',(w), on déduit

1
n;d/2SnT(AT(w)) > n;d/2|f‘r(w)|5r — n;d/2k7ﬂr =5 nf/zﬁ;p =1/2.
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Ainsi, pour tout entier 7 > 1 et tout w dans W,., on obtient
(1.10) In, Y28, (A ()] > 1/2.

Soit & > 0 un réel fixé. Il existe R > 1 tel que pour tout entier r > R et tout w dans W,
on ait A\(4,(w)) = k,/n? < §2. Pour tout r > R, on a

pl sup |n Y28, (A) = n Y28, (B)| 2 1/2 | 2 p| sup |n; 928, (A)] >1/2]).
A,BEA A(A)<8?
p(A,B)<é

A fortiori,

925, (4, )| 2 1/2} )

On a donc démontré que pour tout § > 0,

limsupp | sup |[n%28,(4) —n~Y2S,(B)|>1/2 | >c¢>0.

n—+oo A,BeA
p(A,B)<é
Ce qui acheve la preuve du théoreme 1. O

Preuve du théoréme 2

Construction du champ aléatoire

On a besoin du lemme suivant dont la version unidimensionnelle a été démontrée dans
Particle de Lesigne et Volny [53]. On dit qu’une sous-tribu G de F est T-invariante si pour
tout k£ dans Z¢, on a I’égalité T*G = G p.s.

Lemme 2 [l existe deuz sous-tribus T-invariantes B et C de F et une fonction B-mesurable
g définie sur () telles que

— les tribus B et C soient indépendantes,

— le processus stationnaire (g o T*)yeza soit un champ de variables aléatoires i.i.d. de

moyennes nulles dont la loi est portée par {—1,0, 1},



1.3. DEMONSTRATIONS 31

- le systéeme dynamique (Q2,C, pe,T) soit apériodique (i.e. pour tout élément non nul k

de 7 et pour pc-presque tout w dans Q, on a T*w # w).
De plus, il existe un réel 0 < a < 1 qui ne dépend que de lentropie h(T) du systéme
dynamique (Q, F,p,T) tel que u(g = £1) = a/2 et u(g = 0) = 1 — a. Enfin, si h(T) > 1

alors on peut choisir a = 1.

Preuve. Notons h l'entropie du systéme dynamique (2, F, u, T) et soit 0 < a < 1 tel que
h1 = —(1 —a)logy(1 — a) — alogy(a/2) < h.

Posons Q; = {—1,0,1} et notons v la mesure produit (a/2,1 — a,a/2)®%". Considérons
le systéme dynamique S; = (Q%d, v, (O)reze) ol pour tout k dans Z?, 6, est définie par
(Opw); = wiyx pour tout w dans Q%d et tout ¢ dans Z¢. S; est un systéme dynamique de
Bernoulli d’entropie h; (cf. Conze [11], exemple 2, page 18). Considérons un autre Bernoulli
Sy d’entropie inférieure ou égale & h — hy. S1 X Sy est alors un Bernoulli d’entropie plus
petite que h. D’apres la version multidimensionnelle du théoreme de Sinai démontrée par
Ornstein et Weiss [58], S; X Sy est un facteur du systeme dynamique (2, F, u, T). Nous
avons donc dans ce systeme une copie §1 de S; et une copie §2 de S5 qui sont indépendantes.
Ce qui fournit les sous-tribus B et C. Soit F' une bijection bimesurable définie de (2, B, u)
dans S et soit py la projection de coordonnée 0 définie de S; dans {—1,0,1}. On vérife
alors que la fonction g = pg o F' satisfait les propriétés voulues. Ce qui acheve la preuve du

lemme 2. [l

Dorénavant, pour simplifier les calculs, nous supposerons que h(7) > 1. On peut donc
choisir g de sorte que le champ aléatoire (g o T*)cz« prenne les valeurs —1 ou +1 avec
la probabilité 1/2 (le cas général h(T) > 0 se traite de fagon similaire). Fixons un entier
d > 1 et supposons sans perte de généralité que p est un entier naturel arbitrairement

grand. Pour tout réel » > 1, on pose

2
ne =4 x 97"

d/2
nr/

L, = 92(r—1)dp =

2d % 92dp % 92rdp(2p71),

nd

o T _1d 41‘dp2
k,.—94rdp2 =4x9 ,

’I’L,- o 47']32

K, = p/d )

CLox K¢ L, 9
Er= " d T % 2d x gerdp’

r
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Le lecteur pourra vérifier que si on considére a = (2p+1)~! dans ]0, 1[ alors pour tout réel
r>1,

La'r

d
na'r

(1.11) Ep =
D’autre part, les suites (n,)r>1, (kr)r>1, (Lr)r>1, (Lr/2)r>1, (L,l-/d)rzl et (K,),>1 sont des
suites croissantes d’entiers positifs tandis que (&,),>1 est une suite de réels strictement

positifs qui décroit vers zéro. De plus, on peut vérifier que pour tout entier r > 2,

nd/2 r—1 nd/2
1.12 " >9 :
(1.12) 2 2:; I

Soit (4,),>1 une suite de réels strictement positifs telle que

(1.13) lim L, 6, = 0.

r—+00

Puisque le systéme (€, C, pc,T) est apériodique, la version multidimensionnelle du lemme
de Rokhlin démontrée par Conze [11] et indépendamment Katznelson et Weiss [11] assure
que pour tout entier r > 1, il existe un ensemble C-mesurable F, tel que les éléments de

{T™F, }ueqo,..,k,—134 soient deux a deux disjoints et

Kr—1 K,—1
(1.14) u( U ..y i F) >1—6,.

u1=0 ug=0

Pour tout entier » > 1, posons
/2
Uz

- 1
f L,,g F,

“+o0
F=> 1t

Ainsi, f est une application réelle non bornée définie sur 2. De plus, pour tout entier r > 1,

nd/2 p 1 nd/2 P
T T _ a=2(r+1)dp?
||fr||§SM(FT)><<LT> §—g><<LT> P

+oo
1 £llp <D 9720H% < 4o,

r=1

et notons

On en déduit

Par conséquent, f appartient & LP(u). Soit k un élément de Z¢, on pose

Fr=0(goT’;j#£k)VCDa(foT?; j#k)
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Par hypothese, la variable aléatoire g o T* est indépendante de la tribu C et des variables
aléatoires g o 77, j # k. Par conséquent,

+oo d/2
Uz
E(foT*|F)=E(goT"| Fi) ) 7 lr+5, =0 ps.
r=1 r

En particulier, le champ aléatoire réel (f o T*),cza est de type AMF.
Construction de la classe d’ensembles

Pour tout entier 7 > 1, on note A, I'ensemble des boréliens A de [0, 1]¢ satisfaisant la
propriété suivante : il existe (ui,...,uq) dans {0,..., K, — 1}? tel que pour tout [ dans
{1,...,L,/2}, il existe un vecteur (a;)sc{1,...ay dans {0, ..., Li/d — 1}¢ tel que

11s = Ug + al,sKr

et
Le/2 - . ) ) .
i1 —1 21 a—1 154
A= | ]Bat ] Jia =1 ]
n, Ny n, Ny
=1
Notons

+oo
A=JA.
r=1
Pour montrer que la collection A satisfait la condition (1.4) d’entropie métrique avec in-
clusion, on a besoin d’estimer pour tout entier r > 2, les nombres H(.A, d, ¢,).

Soient 7 > 2 et 1 < j < r — 1 deux entiers. Puisque le cardinal |4;| de A; est égal a
K4C"/? on ala grossiére majorati ivant
50, g joration suivante

(1.15) exp(H(4;,d,¢,)) < KICp".

Cependant, si L; < 5rn‘j, on peut obtenir une majoration plus fine, & savoir,
(1.16) exp(H(A;,d,e,)) < K}i + 1.

De plus, puisque U;>,.A; est inclus dans le cube [0, 5,1,/ d]d de mesure €,, on a
(1.17) exp(H(U;>,A4;,d,¢,)) < 2.

D’autre part, d’apres la définition de ’entropie métrique avec inclusion, on a

(1.18) exp(H(A,d,e,)) < iexp(H(Aj, d,e,)) + exp(H(Uj>,Aj, d, €,)).

i=1
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On déduit des inégalités (1.15), (1.16), (1.17) et (1.18), la majoration suivante

r—1
(119)  exp(B(A,dye,)) <24+ D (Y +1) Tig, ety + K5 O Mg oty
j=1
Finalement, d’aprés (1.11), (1.19) et le fait que la suite (L;/n$);>1 soit décroissante, on
obtient
[ar]
(1.20) exp(H(A, d,e,)) <2+ Koy + Z (K& +1)

Jj=1 j=lar]+1

ol [.] symbolise la fonction partie entidre. A présent, pour que la classe A vérifie la condi-

tion (1.4) d’entropie métrique avec inclusion, il suffit de s’assurer de la convergence de la

série . "
oy H(A,d,e,)
= B T\ T .
IEMEE
r=2
Or
boo _ far] i 12
ESZ;\;;_: log 2+ZK‘1 Lil? 4 Z (K¢ + d’apres (1.20)
r= j=lar]+1
—+o0
Er—1
< \/log (24 Lo ! [ar] K&+ (r — 1 — [ar]) (K2 + 1))
r=2 \/a
+o0
< Vlog (31 K¢ (Las!))

+
8

3
||
no
m ™M
= ]
| E |
— 3 —

€ €r—1
< log (37) + log (K¢) L, log (Lg,)
“+o0o
<33 2L /Lo, log (Lay) -

(=
[UD
E
3

7

-~

E’

Vérifions que la série & est convergente. En effet,

+oo
5 92dp281/2 /Loy 10g (Lay) = d/zy/log or) d’apreés (1.11).
r=2 aT
Ainsi,
Ly T
%o~ nd/Z\/7 292 (ar— 1)dp 00
r=2 ar

Finalement, la série ¥ est convergente et par suite la classe A vérifie bien la condition (1.4)

d’entropie métrique avec inclusion.
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Etude de la tension du processus de sommes partielles

Maintenant, nous allons mettre en évidence que le processus de sommes partielles norma-
lisées {n%2S,(f,A); A € A} n’est pas tendu dans l'espace C(A). Pour cela, il suffit (cf.
Pollard [62]) de montrer qu'il existe 8 > 0 tel que

limlimsupp [ sup n %2 S,(f, A) — S.(f,B)| >5| >0.
-0 pstoo A,BecA
d(A,B)<é
Fixons un entier > 1. Notons W, ’ensemble des w dans () satisfaisant la propriété
suivante : il existe u = u(w) = (uy, ..., ug) dans {0, .. — 1} tel que pour tout élément
l=(k,...,1q) de {0,..., LY — 1}¢ et tout entier s > r + 1, TuH Kryy appartienne & F, mais

n’appartienne pas a F;. En remarquant que

1
—(u+lK, —2rd,
2 U U T ( )Fs < L, Z ﬁ ~9 p,
s2r+lyefo,...,L/ —1}d s2r+l" ¢
on déduit
—(utlKy) e | —
(1.21) Jim N N T F* 1.

s2r+liefo,...,.Ly/ -1}
D’autre part, en utilisant (1.13), (1.14) et (1.21), on montre que

(1.22) TETOO'M(W) 1.
Soient € > 0, u € {0, ..., K, — 1}? et w € Q. Notons
Ii(u) ={u+1K,|l€{0,.. L/ —1}},

I (w,w) = {k € Ti(u) | o(T*w) = 1},

E},‘:E},‘(e):{weﬂ| ‘M_}‘ <€}.
Comme T'}(u) = u+T%(0), on a
T (u,w)| = [u+ {k € T0) | g(T"*w) = 1}| = [u+ T, (0, T"w)| = |T;7 (0, T"w)|.
Ainsi

(1.23) W(EY) = w(T~"E2) = p(EY).

T
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De plus, d’apres la loi faible des grands nombres,

(1.24) lim u(E%) = 1.

r—+00

On définit également T'.(u,w) comme étant le sous ensemble de I'(u) vérifiant les pro-

priétés suivantes

— L.

a) |I'(u,w)| = F,
. L,
b) I'f (u,w) C T'y(u,w) si T} (u,w)| < 3,
c) I'(u,w) C I (u,w) si [T (u,w)| > L.

Enfin, pour w dans W,., on pose

[ (w) =T (u(w),w) et TF(w)=T(uw),w).

r

Lemme 3 Pour tout réel ¢ > 0, il existe un sous-ensemble V, = V,(¢) de W, tel que pour

tout w dans V,,

1 , 1
(1.25) ‘L— D g(Thw) —5‘ < 2
" el (w)
et
(1.26) TEIJPOO p(V,) =1.

Preuve. 1l suffit de considérer ’ensemble

rr 1
W:W(e):{wEWT|‘|TLﬂ—§’<6}.

Avec cette définition de V., on vérifie que I'inégalité (1.25) est satisfaite. De plus, comme

V. = U W,NT “F,N E",
u€eq0,...,K,—1}4
on a
u(Vy) = Z w(W, NTF, N EY)

u€{0,..., K, —1}4

= Z pu(W, NT F,)u(E*) (car B et C sont indépendantes)
u€e{0,...,.K,—1}4

= u(E%) u(W, N U T “F,) dapres (1.23)

ue{0,...,K,—1}4
= u(E;) p(W;).
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On obtient alors (1.26) comme conséquence de (1.22) et (1.24). Ce qui acheve la preuve du
lemme 3. (]

Pour tout w dans W,, on considére I’élément A,(w) de A, défini par 'égalité

ig—1 iy
X ,— .
N, Np

D’autre part, remarquons que pour tout 7 dans Z? et tout w dans W, on a

wa= U ]

1€l (w)

)‘(nrAr(w) N Rz) = ]]‘Fr(w) (Z)

Fixons 0 < € < 1/16 et r > 2. Pour tout w dans W,., on a

1 r—1
n, S, (Zfs,Ar(w)> @[ =m 3. AmA@)NR) Y F(Tw)
—1 ie{l,...n,}4 s=1

r—1 d/2
<2 Y D g(Tw) s (1)
i€lp(w) s=1 ~°
r—1 d/2
S ’n,r_d/2 Z Z Ts
i€l (w) s=1 L,
d/2
<n 2 (w) ZTL d’apres (1.12)
1
4

D’autre part, si w appartient a V, C W, alors

n;d/QSnr (fra Ar (w)) (w)

n;d/Q Z An, A, (w) N Ry) fr(T'w)

r

1€l (w)

D g(T'w)

1€l (w)

1

L,
1 s

>5 2¢ d’apres (1.25).
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Ainsi, puisque f,(T%w) = 0 pour tout entier s > r+ 1, tout w dans W, et tout ¢ dans I',(w),
on obtient pour tout w dans V, C W,,

n, 25, (f, 4 (w)) (w)

n;dﬂ‘s"’ (Z s Ar(w)> (UJ) + n;d/QSnr (fra A, (w)) (w)

1 1

Z_9g) =
>(2 €) 1

1 2¢>0
=-—2¢

4

Notons f =1/4 —2¢e > 0. Pour tout entier > 1 et tout w dans V,, on a

L,

AAW) =5 5

Soit § > 0 fixé. Il existe R > 1 tel que pour tout entier r > R, on ait L, /an < ¢. Par
conséquent, pour tout entier r > R, on a

n, 28, (f, A) —n, S, (f, B)‘ > B

n %8, (f, A)‘ > /3)

nr_dmsnr (f, Ar(w)) (w)

)

=uw(Ve) == 1.

r—-+00

On a donc montré que pour tout § > 0,

limsupp | sup  [n%2S,(f, A) — n~¥%8,(f, B)’ >8] =1
n—-+oo A,BEA

Ce qui acheve la preuve du théoreme 2. O



Chapitre 2

Inégalités de Kahane-Khintchine et
théoreme limite central fonctionnel

pour les champs aléatoires réels

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que contrairement au champs aléatoires
bornés, le principe d’invariance peut ne pas avoir lieu pour les champs aléatoires p-intégrables.
Le but de ce chapitre est de montrer que le principe d’invariance a lieu lorsque les champs

aléatoires considérés ont des moments exponentiels finis.

2.1 Définitions et notations préliminaires

Considérons un champ (Xj),eza de variables aléatoires réelles définies sur un espace proba-
bilisé (Q, F,P). On munit le réseau Z? de la relation d’ordre lexicographique <, qui a été
définie dans le chapitre 1 et naturellement si i et j sont deux éléments de Z?, la notation
i <iez j signifie que ou bien i = j ou bien i <., j. Pour tout 7 dans Z? et tout k dans
N*, on consideére les sous-ensembles V¥ de Z? définis dans le chapitre d’introduction par
les égalités (0.3) et (0.4) et pour toute partie I' de Z¢, on pose Fr = o(X;; i € T). Si la

variable aléatoire X; appartient & L'(P), on adopte la notation
Ey(X;) = E(X]| Fvik).

Rappelons que pour mesurer la dépendance entre deux sous-tribus U et V de F, il existe
dans la littérature différents ceefficients (dits de mélange). Nous nous intéressons ici au

coefficient de ¢-mélange introduit par Ibragimov [39] et défini par
oU,V) =sup{|P(V|U) -P(V)|; U elU,P(U) >0,V € V}.

39
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On associe au champ aléatoire (Xj)pcze les coefficients de ¢-mélange non uniformes définis
pour tout triplet (k,7,n) dans (N* U {oo})? x N par

(21) ¢k,l(n) = Sup{¢(fF17fF2)) |F1| S ka |F2| S l7 d(rlaFQ) Z Tl},

ott |T'| désigne le cardinal de toute partie I' de Z¢ et d la distance définie pour toutes parties
I'; et Ty de Z¢ par

d(I'y,T9) =min{|i — j|,i€T,j €} ou [i—j|= gl?gxdhk — Jkl-

On dit que le champ aléatoire (Xj)pcza est ¢-mélangeant s’il existe un couple (k,!) dans
(N* U {o0})? tel que lim, ;o0 ¢ri(n) = 0. On peut se référer & Doukhan [20] pour plus de
détails sur les coefficients de mélange.

On dit qu’une fonction ¢ définie sur RT & valeurs dans R™ U {oo} est une fonction de
Young si ¢ est convexe, croissante et telle que ¥(0) = 0 et lim;_, o, ¥(t) = +00. L’espace
de Orlicz L, associé a la fonction de Young 1) est I’espace des variables aléatoires Z définies
sur 'espace probabilisé (2, F,P) telles que E(¢(|Z]|/c)) < +oo pour un certain ¢ > 0.
On munit I’espace de Orlicz Ly, d’une structure d’espace de Banach grace a la norme de
Luxemburg définie pour toute variable aléatoire Z dans L, par

(2.2) 1Zlly = inf{c > 0; E(y(|Z]/c)) < 1}

Pour plus de détails sur la théorie des fonctions de Young et des espaces de Orlicz, le lecteur
pourra se référer au livre de Krasnosel’skii et Rutickii [47].

Soit Y un champ aléatoire arbitraire. Nous dirons que le champ aléatoire (X)gezae est un
champ de type accroissement d’'une martingale (en abrégé AM) relativement & Y si pour
tout k& dans Z?, la variable aléatoire X est mesurable pour la tribu engendrée par les

variables aléatoires Y}, j <., k et
E(Xk|o(Y;; j <iex k)) =0 p.s.

SiY = (Xg)k, on dira simplement que (Xg)geze est un champ de type AM. Dans la section
suivante, nous allons établir des inégalités de type Kahane-Khintchine pour des champs
de variables aléatoires dépendantes ayant des moments exponentiels finis (cf. Théoréme
3 et Corollaire 1) qui généralisent celles établies par Kahane [43] et Peskir [59] pour des
suites de variables aléatoires indépendantes et bornées (cf. Propositions B et C du chapitre
d’introduction). En particulier, nos résultats s’appliquent pour les champs de type AM ou
les champs ¢-mélangeants.
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2.2 Inégalités de Kahane-Khintchine

Une classe importante de fonctions de Young est la classe des fonctions de Young expo-
nentielles. Soit 5 > 0 un réel. On note 13 la fonction de Young définie pour tout = dans
R* par

(2.3) Yp(z) = exp((z + hs)®) — exp(hp)

ol hg est le réel défini par 1'égalité hg = ((1 — B8)/B8)YP Ljp<p<1}. La forme un peu
compliquée de la fonction 13 pour S compris entre 0 et 1 vient du fait que la fonction
z +— exp(zP) — 1 n’est pas convexe sur l'intervalle [0, hg]. Notre premier résultat est une
inégalité de type Kahane-Khintchine pour des champs aléatoires réels non nécessairement
stationnaires. Pour tout réel 0 < ¢ < 2, on définit 3(q) = 2¢/(2 — q) et par convention, on
pose 1/6(2) = 0.

Théoréme 3 Considérons un champ (X;);cza de variables aléatoires réelles de moyennes
nulles. S’il existe un réel 0 < q < 2 tel que pour tout i dans 72, la variable aléatoire X;
appartienne & Ly, - alors il eziste une constante universelle My (q) > 0 qui ne dépend que

de q telle que pour toute partie finie T de 72,

1/2
(2.4) d X < Mi(g) (Z bi,q(X)>
el Vg el
(2.5) big(X) = [ X:ll},,, + > H\/|XkE|ki|(Xi)|H;( .

Si pour tout i dans Z%, la variable aléatoire X; est dans L>®(P) alors pour tout 0 < q < 2,
il existe une constante universelle Ma(q) > 0 qui ne dépend que de q telle que pour toute
partie finie I de 72,

1/2
(2.6) Y Xi|| < Ma(g) (Z bi,o0 (X ))
el g el
(2.7) bisoo(X) = [1Xill% + D 1 XkEik-it(Xi)|oo-

kev!

Remarque 1 Si le champ aléatoire (X})cze est de type AM alors

bioo(X) = IXil12, et big(X)= ||X"||12Pﬁ<q)
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pour tout ¢ dans Z¢ et tout réel 0 < ¢ < 2. Par conséquent, le théoreme 3 est bien une
extension des inégalités de type Kahane-Khintchine établies par Peskir [59] pour les suites
de variables aléatoires réelles indépendantes et bornées (cf. Proposition C du chapitre
d’introduction).

Remarque 2 Supposons que le champ aléatoire (Xj)reza soit de type AM et soit (I',)n>0
une suite de sous-ensembles de Z? telle que le cardinal |T',,| de T',, tende vers I'infini. Pour

S% = §£:<X%.

1<

tout entier n > 0, on pose

Supposons qu'il existe une constante K > 0 telle que pour tout i dans Z¢,
EeMl < K.
Par conséquent, on peut vérifier que pour tout ¢ dans Z¢,
(2.8) | Xl < 1V1og, K.
D’autre part, puisque le champ (X})cza est de type AM, on a pour tout 7 dans Z¢,
(2-9) bi,Z/S(X) = ||Xz||12¢1

Soit n > 0 un entier fixé. En utilisant ’inégalité de Markov, on peut majorer la probabilité
P(|Sn| > |Tn|) par

2/3 2/3
N B G Y 3/2 exo | [ 15nl 3/2
4wa“w>]Epmwm”w>]'

Par définition de la norme ||.[[4,,,, on obtient

2/3
MWﬂmgumm}(“'mwﬂ}.

[1Snlyss

En appliquant I'inégalité (2.4) du théoreme 3 avec ¢ = 2/3 et en utilisant (2.8) et (2.9), on
déduit

T2 o)
2.10 P(|1S,.| > [Tn]) < (1 — - 1/2 .
210 B, >0 < 0+ vE e |~ (G (27

Par conséquent, il existe une constante numérique c > 0 telle que

(2.11) P(|S,| > Tul) = O (efclfnl”a) .

L’estimation (2.11) a déja été démontrée par Lesigne et Volny [53] en utilisant une méthode
completement différente. De plus, 'exposant 1/3 dans I’égalité (2.11) est le meilleur que
Pon puisse espérer. En effet, Lesigne et Volny [53] ont montré que la constante 1/3 est
optimale méme dans la classe plus restreinte des champs aléatoires de type AM qui sont
également stationnaires et ergodiques.
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En utilisant des inégalités de mélange dues & Serfling [67] (voir également McLeish [56]),

on déduit du théoreme 3 le résultat suivant pour les champs aléatoires ¢-mélangeants.

Corollaire 1 Considérons un champ (X;);cz4 de variables aléatoires réelles de moyennes
nulles. S’il existe un réel 0 < q < 2 tel que pour tout i dans Z2, la variable aléatoire X;

appartienne a L¢B(q) alors pour toute partie finie T' de Z2, on a

1/2
(2.12) Y oXi|| < Mi(g) (Z bi,q(X)>
el hq i€l
ot
(2.13) bia(X) = 1Xill3, + C@OIXillway D 1Xellva) /S (lk = il),

keV}

M;(q) est la constante universelle introduite dans le théoréme 3 et C(q) est une constante
universelle strictement positive qui ne dépend que de q.
Si pour tout i dans Z°, la variable aléatoire X; est dans L>°(P) alors pour tout 0 < q < 2

et pour toute partie finie ' de Z¢, on a

1/2
(2.14) Y Xl < Ma(g) <Z bi,o0 (X ))
el Vg el
ou
(2.15) b0 (X) = [1XlI% + 21 Xilloo Y 1 XellooBoo1 |k — i)

kev!

et My(q) est la constante universelle introduite dans le théoréme 3.

A présent, nous allons donner une inégalité de type Kahane-Khintchine pour une classe de
champs aléatoires de type AM. Nous dirons qu'un champ aléatoire (W;);cz4 est prévisible

relativement & un autre champ Y (ou encore Y-prévisible) si pour tout élément k de Z2,
E(Wkl O'(Y; ; ] <lex k‘)) = Wk, p-s.

Théoréme 4 Soit (X;);cza un champ aléatoire de type AM relativement & un champ
aléatoire Y et soient (W;)icza et (Z;)ieza deux champs aléatoires Y -prévisibles tels que
les variables aléatoires Z; soient positives. S’il existe un réel 0 < q < 2 tel que pour tout @

dans 72, la variable aléatoire Z; appartienne d Ly, €t

(2.16) W, <X;<Wi+Z; ps.
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alors il existe une constante universelle D(q) > 0 qui ne dépend que de q telle que pour
toute partie finie T de 72,

(2.17)

>,

el

1/2
¥q

el

S’il existe une famille (¢;);cza de constantes positives telles que Z; < ¢; p.s. alors il existe

une constante universelle D > 0 telle que pour toute partie finie I' de Z¢,

1/2
Y X gD(Zcf) :
P2

el el

(2.18)

En combinant les inégalités obtenues dans cette section avec un argument de chainage
classique, nous allons démontrer dans la section suivante la relative compacité en loi du
processus de sommes partielles normalisées {n~%2S,(A); A € A} issu d’un champ station-
naire de variables aléatoires ayant des moments exponentiels finis.

2.3 Un théoreme limite central fonctionnel

Considérons un champ stationnaire (Xj),cz« de variables aléatoires réelles définies sur
Pespace probabilisé (2, F,P) et rappelons que 1’on peut sans perte de généralité supposer
(Xi)k = (foT*)x ot f est une variable aléatoire définie sur €2 et T est une action de Z¢ qui
préserve la mesure de probabilité P. On note Z la tribu des éléments de F qui sont inva-
riants par T' (cf. chapitre d’introduction). Pour toute collection A de boréliens de [0, 1]¢, on
considere le processus de sommes partielles {S,(4); A € A} défini par ’égalité (1.1). Pour
tout entier n > 1, la fonction A — S, (A) est continue relativement & la pseudo-métrique
p définie pour tous éléments A et B de A par I'égalité p(A, B) = /A(AAB).

Notre objectif est d’étendre aux champs de variables aléatoires réelles ayant des moments
exponentiels finis, le principe d’invariance établi par Dedecker [15] pour des champs de
variables aléatoires bornées. En effet, Dedecker [15] a démontré que si A est une classe de
boréliens de [0, 1]¢ satisfaisant la condition (1.2) d’entropie métrique de Dudley [21] et si
le champ stationnaire (X}),cze de variables aléatoires réelles bornées vérifie la condition
projective (1.5) alors le principe d’invariance a lieu (cf. Théoréme B du chapitre d’introduc-
tion). Rappelons que dans le chapitre 1 de cette theése, nous avons montré que le principe
d’invariance ne peut pas avoir lieu sous une condition de nature projective similaire a (1.5)
lorsque le champ aléatoire considéré est seulement p-intégrable. En effet, on peut toujours
trouver un champ aléatoire stationnaire d’accroissements d’une martingale p-intégrables
qui ne vérifie pas le principe d’invariance (cf. Théoréme 2 du chapitre 1). En utilisant les
inégalités de Kahane-Khintchine que nous avons établi dans le théoreme 3, nous allons
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démontrer via un argument de chainage classique la relative compacité en loi de la suite
de processus {n~%23,(A); A € A} lorsque les variables aléatoires considérées ont des mo-
ments exponentiels finis. Pour tout élément A de A, on note 0A la frontiére de A et on dit
que A est régulier si A\(0A) = 0.

Théoréme 5 Soit (Xy)rcze un champ de variables aléatoires réelles, identiquement dis-

tribuées et de moyennes nulles. Supposons qu’il existe deur réels 0 < g < 2 et 8 > 0 tels

que
(2.19) FE exp (0|X0|ﬂ(q)) < 400
et que

2
(2.20) Z H | Xk Er(Xo)|

ke‘/ol B(q)

Soit A une collection de boréliens réguliers de [0,1]% satisfaisant la condition d’entropie

métrique suivante

(2.21) /1(H(A, p,€))Yde < 400.

Sous ces hypothéses,

1) pour la tribu I des éléments invariants de F, on a

(2.22) Y H\/Wﬂi < +00.

B(q)

Notons n la variable aléatoire positive et Z-mesurable

(2.23) n=>Y_ E(XoXi|I).
kezd
2) la suite de processus {n %%S,(A); A € A} converge en loi dans C(A) vers /W ot
W est un mouvement brownien standard indexé par A et indépendant de la tribu T.

Dans le théoreéme 5 ci-dessus, on peut remarquer que I’on controle la taille de la classe A en
utilisant ’entropie métrique classique (sans inclusion) alors que tous les résultats antérieurs
que nous connaissons sur le principe d’invariance pour de larges classes d’ensembles utilisent
une notion plus stricte d’entropie métrique. En utilisant de nouveau les inégalités de Serfling

[67], nous obtenons le corollaire suivant pour les champs aléatoires ¢-mélangeants.

Corollaire 2 Le théoréme 5 reste valide si on remplace la condition projective (2.20) par
la condition suivante

(2.24) D (/b ([E]) < +oo.

kezd
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2.4 Démonstrations

Nous avons besoin du lemme suivant que ’on peut retrouver (sans preuve) dans larticle

de Su [69]. Nous donnons une démonstration de ce résultat en annexe.

Lemme 4 Soit 8 un nombre réel strictement positif. Il existe deux constantes universelles
strictement positives Az et Bz qui ne dépendent que de [ telles que pour toute variable
aléatoire 7, on ait

12|l 1Z1l»
Ag SUp 16 < Zllys < Bgs SUp 176

Rappelons 'inégalité de type Marcinkiewicz-Zygmund pour les champs aléatoires réels non

nécessairement stationnaires démontrée par Dedecker [15].

Proposition 1 (Dedecker, 2001) Soit (X;);cze un champ de variables aléatoires réelles

de moyennes nulles et soit I' une partie finie de Z*. Pour tout réel p > 2, on a

1/2
(QPZCi(X)>

el

(2.25)

ZX

el

a(X) = 1X7ls + D 1 XkBe-a(X0)l3-
keV}!
Rappelons que pour tout 0 < g < 2, on a noté 3(¢) = 2q/(2 — q) et que par convention, on
a posé 1/4(2) = 0. En combinant le lemme 4 avec l'inégalité (2.25) et en remarquant que

pour tout p > 0 et toute variable aléatoire Z,

1Zllz = IV1Z]II;,

on obtient le résultat suivant.

Lemme 5 Considérons un champ (X;);cze de variables aléatoires réelles de moyennes
nulles. Pour tout 0 < q < 2, il existe une constante universelle B, > 0 qui ne dépend que

de q telle que pour toute partie finie I de 72,

(2.26)

>x

el

1/2
< V2B, sup 1/;() (ZCZ(X)>

i€l

Yq

et

2
a(X) = 1613+ 3 || IXeBua (01| -
kev}!
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Preuve du théoréme 3

Fixons un élément 7 de I" et un réel 0 < ¢ < 2. D’apres le lemme 4, il existe une constante
universelle Agg) > 0 qui ne dépend que de g telle que

1 1
(2.27) i‘i};zmHXi”p < Aﬁ(q)||Xi||¢B(q)

et pour tout k dans V1!,

1

<Al H X, By (X, .
< Agy VIXkE (X)) o

En combinant les inégalités (2.26), (2.27) et (2.28), on obtient

2 X

i€l

1/2
< My(g) (Z bi,q<X>>

i€l

Yq

ou Mi(q) = ﬁBqAE(lq) > 0 et b; o(X) est défini par 1’égalité (2.5). Maintenant, supposons
que pour tout 7 dans Z¢, la variable aléatoire X; appartienne & L>®(PP) et soit 0 < ¢ < 2 un

réel fixé. En remarquant que

(X)) < IXill% + D Xk Eeii (X3)l|oo = bi00(X)

kev}

et en utilisant I'inégalité (2.26), on déduit

>

i€l

1/2
< M>(q) <Z bi,OO(X))
g

ieT
ot My(q) = B,v/2/2/#@ > 0. Ce qui achéve la preuve du théoréme 3. O
Preuve du corollaire 1

Fixons un élément ¢ de I' et un réel 0 < ¢ < 2. Il est suffisant de montrer les inégalités

suivantes
(2.29) b o(X) < by o(X)
et

(2.30) bioo(X) < Bl X).
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Soit k un élément de V;'. D’apreés le lemme 4, il existe une constante universelle Bgy) > 0

qui ne dépend que de ¢ telle que

H \/IXkE|kfz'|(X

2
- < Bﬁ(q) 52123 pZ/ﬂ() H\/| XeEpg (X
- Bﬂ(q) igf; p2/ﬂ(q) ”XkElk—il(Xi)”g

1
2 e — . .
< Bﬁ(‘l) 2212) pz/g(q) ||Xk||p||E|k—z|(Xz)||P'
Des inégalités de Serfling [67], on déduit pour tout p > 2,

RNt Y .
1 Eje—i (Xo)llp < 2[| Xillpdoo,1 (Ik —il) 7 < 2] Xillpy/ Poo (IE — i)

Par conséquent,
2 1
)| ‘ < 2 Bj g sup 575 | X lpl| Xillpy/ Goo,1 (1 — 2]
’/’B(q) (9 p>2 pQ/B(Q) p p

H \/leE|k—z'|(X

En utilisant I'inégalité (2.27), on déduit

2
231 |/ IXBe ()| o = 2850 A5l Xellwa [ Xillva 9 (= ).
q

. 2 2 .
Finalement, en posant C(q) = 2B 5y Ap(y > 0, on obtient

big(X) = 1Xill3, ) + D ||/ XeBiema (X
kEVLI 1’[)5(4)

< Xillg,, + C@OIXillus D 1Xnkllwse 1/ G0 (1k —l)
B(a)

keV}

- b17q(X) .

A présent, supposons que pour tout 7 dans Z?, la variable aléatoire X; appartienne & L>°(P).
En utilisant de nouveau les inégalités de Serfling [67], on a pour tout 7 dans ' et tout k
dans V!,

1Bk (X)lloo < 2/ Xs| o Poo,1 (|k — 2)
et par suite

1 Xk Ejie—i (Xi)lloo < 2[| Xilloo | X[l oo Poo,1 (|5 — 7).

Ainsi, pour tout i dans I et tout k dans V;!, on a
bioo(X) = 1Xall% + D 1 Xk Bip—it (Xi) lloo
kev}
< [1Xill% + 201 Xilloo Y 1 XkllooPooa 1k =)
kev}!
= b; o (X).
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Ce qui acheve la preuve du corollaire 1. O
Preuve du théoréme 4

Fixons ¢ dans Z¢ et 0 < ¢ < 2. Posons G; = 0 (Y} ; j <iez ©) €t notons

X=X, V0,
X, = (_Xz) VO7

)

X=X - B(X}1G),

Xii = Xii - E(Xﬂ gi)-

Comme le champ aléatoire X est de type AM relativement & Y, on peut vérifier que
X; = )?'f — )A(:[. On notera que les champs aléatoires X+ et X~ sont aussi des champs de
type AM relativement a Y.

Lemme 6 Pour tout i dans Z¢, on a les inégalités suivantes
X1 <Z et |X7|<Z ps

Preuve. Nous allons démontrer uniquement la premiere inégalité, la seconde s’obtient de

la méme fagon. D’apres l'inégalité (2.16), on a

(2.32) WH< X< (W;+2Z)" ps.

Puisque les champs aléatoires W et Z sont Y-prévisibles, on en déduit
(2.33) W <E(X;|G)< (W;+Z)" ps.

En combinant (2.32) et (2.33), on obtient

Wi — Wi+ Zi)" < X < (Wi + Z)t — W ps.

(2

soit
X < (Wit Z)" =W ps.

(2

On conclut en notant que pour tout réel z et tout réel positif y, on a

(2.34) (z+y)t -zt <y.

Ce qui acheéve la preuve du lemme 6. O
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D’apres les lemmes 5 et 6, il existe une constante B, > 0 qui ne dépend que de g telle que

1/2
Y+ +112
d XM <v2B, SUp T 1/5 (Z | X; ||)

el el

%q

1/2
<V2B, SUp T w <Z ||Z||2>

el

1/2
1
< V2B sup ——— || Z;i||? .
q <ZEZF P2 pQ/ﬂ(q) ” ||p>

Or, d’aprés le lemme 4, il existe une constante universelle Agg) > 0 qui ne dépend que de
q telle que

1 —1
(2.35) igl;m”zz'”p < Aﬁ(q)llzi”ll’ﬂ(q)'

Par conséquent, en posant D(q) = 2Bq\/§A[§(1q), on obtient

1/2
S % <o <Z IIZAI?pM) -
g

el i€l

(2.36)

De méme, on montre que I'inégalité (2.36) reste valide si on remplace le champ X+ par le

champ X . Finalement,

ZX

el

1/2
< Dlg (Z 2 HW) -

el

Maintenant, on suppose que Z; < ¢; p.s. pour tout i dans Z%. D’apres les lemmes 5 et 6, il

existe une constante B > 0 telle que

1/2
~ 1 ~
+ 112
Z X; < \/ﬁBiligW (Z (R “p)

i€l b2 i€l
) 1/2
< \/_Bsup c
1/2
_vap <2 )
i€l

Cette derniere inégalité étant vérifiée également par le champ X ~, on obtient

1/2
x| <D <Z cf)
o i€l

el
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avec D = 2v/2B. Ce qui achéve la preuve du théoréme 4. O
Preuve du théoréme 5

Soit k un élément de V;'. Considérons la tribu F_,, = Njen- .7-"V0j. Sans perte de généralité,
on peut supposer que la tribu F est la tribu engendrée par le champ aléatoire (Xi)geza-
Ainsi, en utilisant le méme argument que dans le livre de Georgii ([29], Proposition 14.9),
on montre que la tribu Z des éléments invariants de F est incluse dans la P-complétion de

F_oo- On en déduit alors que pour tout réel p > 0,

(2.37) I E(XoXk| T)|lp < [ E(XoXk| F-co)llp < | X Ejr (Xo)llp-
D’apres le lemme 4, il existe une constante universelle A,y > 0 qui ne dépend que de g
telle que
2
2.38 H Xy B (X, H > A2, su Xy By (Xo) H
( ) | k |k|( 0)| e B(q) >I2) pQ/ﬂ | k |k| 0

En notant que

(2.30) |/ XeBu || = 1B (o),

I'inégalité (2.38) entraine

(2.40) H | Xk Er(Xo)| 2

1
2 A2 Sup7||XkEk (Xo)”B
5(a) D755 pPP@ “ 2

et I'inégalité (2.37) donne

2
[VXEw o, = A sup e 1B Dy
B(q p>

2/B(q)

= A 50 7 |V IECR XD
‘ E(XoXk|T)| H (d’apres le lemme 1)

¥B(a)

2 Aﬂ(q ﬂ(q

ou Bgg) est la constante universelle strictement positive fournie par le lemme 4. On déduit
alors la condition (2.22) de la condition projective (2.20). Maintenant, si € est un réel

strictement positif, les inégalités (2.38) et (2.39) entrainent

2

|VIXBW G|, = @+ 0)79 3 X B (Xo)
B(q)

Par conséquent, la condition projective (2.20) est plus stricte que la condition projective

(2.41) > Xk B (Xo)|[1 < 400

keVy
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introduite par Dedecker [14] comme une condition suffisante pour la validité du théoreme
limite central pour les champs stationnaires de variables aléatoires réelles ayant des mo-
ments d’ordre 2. La positivité de la variable aléatoire Z-mesurable n définie par (2.23)
découle alors de la proposition 3 de l'article de Dedecker [14].
Le principal point de la démonstration consiste & établir la tension du processus de sommes
partielles {n~%25,(A); A € A} dans I’espace C(A). En effet, la convergence des lois de
dimension finie de cette suite de processus est une conséquence du théoreme limite cen-
tral de Dedecker [14] (cf. Théoréeme A du chapitre d’introduction) et du lemme suivant
du également & Dedecker [15]. Pour toute partie finie de Z%, on note OT la frontiere de T’
définie par

OI' = {i eT'; il existej ¢ ['tel que|i — j| = 1}.
Pour tout borélien A dans [0,1], on note I',,(A) le sous-ensemble de Z¢ défini par 1’égalité
[.(A) =nANnZ.
Lemme 7 (Dedecker, 2001) Si A est un borélien régulier de [0,1]¢ tel que A\(A) > 0
alors

: I'.(A . o', (A
i El =2 e ||rn(i4))||

Si (Xk)reze est un champ stationnaire de variables aléatoires réelles tel que Xy soit de

=0.

moyenne nulle et de variance finie et tel que

D IE(XoXk)| < +00

kezd

alors
lim n~%?2 — = 0.
Jim S, (4) — Y Kb =0
kel, (A)
On peut remarquer que la condition projective (2.41) et a fortiori la condition projective

(2.20) entrainent la convergence de la série ), .. |E(XoX})| puisque

D IB(XoXi)| < B(X5) +2 ) | XkEj(Xo) 1.

kezd keVy

Maintenant, nous allons utiliser les inégalités de Kahane-Khintchine du théoreme 3 pour
démontrer la tension du processus de sommes partielles {n~%2S5,(A); A € A} dans I'espace
C(A). Pour cela, il suffit (cf. Pollard [62]) de vérifier la condition suivante

(2.42) lim lim sup £ < sup |n~%%8,(A) — n_d/QSn(B)|) =0.

=0 notoo p(A,B)<§

Rappelons que par hypothese, il existe 0 < ¢ < 2 tel que || Xpl|y,, < +oo. Soient A et
B deux éléments de la classe A et soit n > 1 un entier. Pour tout k£ dans {1,...,n}¢, on
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consideére les éléments a;, = \(nA N Ry) — A(nB N Ry) de [—1,1] et on note X* le champ

aléatoire réel (apXg)peze. L'inégalité de Kahane-Khintchine (2.4) justifie le calcul suivant

180 (A) = Su(B)lly, = || > Xi
1/2

SE(X) [ D lal
ke{l,...,n}d
1/2

<K (X)| ). An(AAB)N Ry)
ke{1,...,n}d
= K,(X)\/A(n(AAB))
= K, (X)n*?p(A, B)

ou

Ky () = Mi(g) | 1%l + D ||/ 1%k (Xo)

¥8(a)

Ainsi, pour tout entier n > 1 et tous éléments A et B de A, on a
(2.43) I 28,(A) = 028, (B)lly, < K,(X)p(4, B).

L’inégalité (2.43) signifie que le processus {n~%2S,(A); A € A} est lipschitzien uni-
formément en n. Puisque la classe A de boréliens de [0, 1]¢ satisfait la condition (2.21)
d’entropie métrique, on peut appliquer le théoreme 11.6 du livre de Ledoux et Talagrand
[52] et on déduit que le processus {n~%2S,(A); A € A} satisfait la propriété suivante :
pour tout € > 0, il existe un réel § > 0 qui ne dépend que de ¢ et de la valeur de I'intégrale
(2.21) tel que

E| sup |n ¥2S,(4) —n %25, (B)|| <e.
p(A,B)<é

Par conséquent, la condition (2.42) est satisfaite et par suite le processus de sommes par-

tielles {n~%25,(A); A € A} est tendu dans l'espace C(A). Ce qui achéve la preuve du

théoréme 5. O
Preuve du corollaire 2

D’apres l'inégalité (2.31) établie dans la preuve du corollaire 1 et en utilisant la stationna-

rité du champ aléatoire (Xj)pcza, il existe une constante C(q) > 0 telle que

2 [VeEo) I, < C@Ixal,, 3 yfomalith,

keVy
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Par conséquent, la condition (2.24) est plus stricte que la condition projective (2.20). Ce

qui acheve la preuve du corollaire 2. 0



Chapitre 3

Sur les théoremes limite local et
central pour les suites

d’accroissements d’une martingale

Dans ce chapitre, nous étudions la validité du théoreme limite local ainsi que la vitesse de
convergence dans le théoréme limite central pour les suites d’accroissements d’une martin-

gale.

3.1 Rappels sur les suites indépendantes

Pour toute suite (Xj)r>o de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé
(Q, F,P), pour tout entier n > 1 et tout réel x, on note

n—1
Sa=Y_Xi, Fu(z)=P(S,<zvn) et B(z)=—= [ e "/t
1=0

Lyapunov (1901) a été le premier & donner une démonstration rigoureuse du théoréme

limite central (TLC) suivant.

Théoréme 6 (Lyapunov, 1901) Soit (Xy)i>0 une suite de variables aléatoires réelles
i.1.d. telle que Xy soit de moyenne nulle et de variance 1 alors

sup |Fo(z) — @(z)| ——— 0.
Plus tard, Berry [6] et Esseen [28] ont établi un TLC pour des suites non nécessairement
stationnaires de variables aléatoires indépendantes bornées dans L3(P) avec & la clé une

vitesse de convergence optimale d’ordre n=1/2.

95
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Théoréme 7 (Berry (1941), Esseen (1942)) Supposons que (Xi)r>o soit une suite de
variables aléatoires réelles indépendantes, centrées et réduites telle que

sup E|X[> < p
k>0

pour un certain réel p > 0. Alors il existe une constante C > 0 telle que

sup | F,(z) — ®(z)| < Cpn 2.

z€R
La vitesse n~'/2 fournie par le théoréme de Berry-Esseen est en général la meilleure possible
en ce sens que ’on peut trouver une suite (Xj)r>o de variables aléatoires réelles satisfaisant
les hypothéses du théoreme 7 et une constante C' > 0 telles que

sup |F(z) — ®(z)| > C'pn /2.
z€R

Par exemple, si les variables aléatoires X; sont i.i.d. telles que P(X; = £1) = 1/2 alors
2n—1 1 1 2n—1 1
. ) _o) =ty L1y
’P<§X1<0> 2‘—219’(;)@—0)—0%2 5 (M)~

A présent, considérons une suite (Xj)r>o de variables aléatoires réelles i.i.d. centrées et
réduites telle que la loi de la variable aléatoire X, admette une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R. Pour tout entier n > 1, on note f,, la densité de la variable
aléatoire S,,/+/n et on dit que le théoréme limite local (TLL) a lieu si la suite des densités
fn converge uniformément vers la densité ¢ de la loi normale standard. Bien entendu, la
convergence des densités f, n’est pas une conséquence de la convergence des fonctions
de répartitions F),. Il est donc nécessaire d’imposer des conditions supplémentaires pour
obtenir un résultat asymptotique analogue au niveau des densités f,,. Ce probleme a été

résolu par Gnedenko [31] avec le résultat suivant.

Théoréme 8 (Gnedenko, 1954) Soit (Xi)r>o une suite de variables aléatoires réelles
i.1.d. telle que Xy soit de moyenne nulle et de variance 1 et notons f, et ¢ les densités
respectives de la variable aléatoire n="/?(Xo+ ...+ X, 1) et de la loi normale standard par
rapport a la mesure de Lebesque sur R. Une condition nécessaire et suffisante pour que

sup |fn(z) — p(z)] —— 0

n—-+4o0o

est qu’il existe un entier ng tel que la densité f,, soit bornée.

Un résultat similaire existe également pour les suites de variables aléatoires a valeurs dans
un réseau : supposons que (X)g>o s0it une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi non dégénérée et supposons qu’il existe deux réels b et A > 0 tels que X
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prenne presque-stirement (p.s.) des valeurs de la forme b + Nh lorsque N parcours Z. On
appelle h le pas du réseau et on dit que h est maximal si h est la plus grande constante
strictement positive telle que la loi de X soit concentrée sur ’ensemble {b+ Nh; N € Z}.
Supposons que X, soit de variance finie 02 et de moyenne m. Pour tous entiers N et n > 1,

on note
P,(N) =P(S, = nb+ Nh).

Le TLL suivant du également & Gnedenko [30] étend un résultat établi par de Moivre [13]

et Laplace [51] pour des variables aléatoires de Bernoulli.

Théoréme 9 (Gnedenko, 1948) Une condition nécessaire et suffisante pour que

a\/n 1 1 (nb+ Nh—nm)>
“VP,(N) - — -
sup | — (N) ~2WeXp< 2( —~0 ))

est que le pas h du réseau soit maximal.

>0

n—+o00

Nous allons voir que du point de vue de la validité du TLL et de la vitesse de convergence
dans le TLC, le comportement asymptotique des accroissements d’une martingale est tres
différent de celui d’une suite de variables aléatoires indépendantes.

3.2 Résultats sur les accroissements d’une martingale

On dit que la suite (Xj)r>0 est une suite d’accroissements d’une martingale (ou de type
AM) si pour tout entier k£ > 1,

B(Xio(X;;j < K)) =0 ps.

Une définition plus stricte a été introduite par Nahapetian et Petrosian [57] : on dit que
(X&)k>0 est une suite d’accroissements d’une martingale au sens fort (ou de type AMF) si
pour tout entier k£ > 0,

E(Xio(X;;j £K) =0 ps.
Comme pour les variables aléatoires indépendantes (cf. Théoréme 6), le TLC a lieu pour
les accroissements d’une martingale.

Théoréme 10 (Billingsley (1961), Ibragimov (1963)) Soit (Xi)r>0 une suite station-

naire ergodique de type AM telle que Xq soit de variance 1 alors

sgp |Fo(z) — ®(z)] —— 0.

n—-+o0o

Bolthausen [8] et Ibragimov [40] ont montré que la vitesse de convergence dans le théoréme
de Billingsley-Ibragimov pour les accroissements d’une martingale n’est pas du méme ordre
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que pour les variables aléatoires indépendantes (cf. chapitre d’introduction). Notre objectif
est de prouver que d’une part, les hypotheses dans le théoreme limite local pour les suites
de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans un réseau (Théoréme 9) ne sont plus
suffisantes si on considere des accroissements d’'une martingale et d’autre part que la vitesse
de convergence dans le TLC de Billingsley-Ibragimov (Théoréme 10) peut étre arbitraire-
ment lente. Dans toute la suite, nous considérons le systéme dynamique (2, F, 4, T') ot
est un espace de Lebesgue, u est une mesure de probabilité et 7" est un automorphisme
mesurable de {2 qui préserve la mesure p. On note Z la tribu des éléments A de F qui
sont T-invariants (i.e. les éléments A de F qui vérifient TA=A p.s.). Nous dirons que la
mesure 4 ou que le systéme dynamique (2, F, u,T) est ergodique si tout élément de 7
est de mesure 0 ou 1. Pour tout entier n > 1, tout réel x et toute variable aléatoire f de

moyenne nulle et de variance o2 finie, on adopte les notations suivantes
n—1

(3.1) Sa(f) =D foTt et Fu(f,z) = p(Sa(f) < zov/n).
k=0

Supposons que le systéme dynamique (2, F, u, T') soit ergodique et d’entropie strictement

positive (cf. Petersen [60] pour une définition de ’entropie).

Théoréme 11 Soit (a,)n>0 une suite de réels positifs qui décroit vers zéro. Il existe une
variable aléatoire f dans L>®°(u) satisfaisant les conditions suivantes :

— la loi de f est non dégénérée et portée par l’ensemble {—1,0,1},

— le processus stationnaire (f o T*)>o est une suite de type AMF,

— il existe une suite strictement croissante (ng)r>o d’entiers telle que pour tout k > 0,

(3.2) (Sny (f) = 0) = ap,
et
(3.3) up | Fry (£,2) = 8(2)| 2 o

Remarque 3 Le théoreme de Billingsley-Ibragimov (Théoreme 10) assure que les deux

suites

SN =0y et (supIF1.0) - 2(0)])

n>1
convergent vers zéro tandis que le théoréeme 11 met en évidence que cette convergence peut
étre arbitrairement lente. En particulier, le processus (f o T%);>o ne satisfait pas le TLL
pour les suites de variables aléatoires a valeurs dans un réseau. En d’autres termes, les
hypotheses du théoreme 9 de Gnedenko [30] ne sont pas suffisantes pour obtenir le TLL

pour les accroissements d’une martingale.
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Remarque 4 Considérons une suite (Xj)g>1 d’accroissements bornés d’une martingale.
Récemment, T. de la Rue [12] a démontré le résultat suivant : s’il existe une constante

strictement positive 3 telle que pour tout entier £ > 1,
(3.4) E(Xialo(X;55<k) >8>0 p.s.

alors la martingale S,, = X;+...+ X, satisfait une propriété de dispersion. Plus précisément,

il existe deux constantes positives C et A telles que pour tout entier n > 1,

supP(S, € I,) < Cn™
t

ou I; désigne U'intervalle [t — 1, ¢+ 1] pour tout ¢ dans R. Le théoréme 11 met en évience que
si les variances conditionnelles des accroissements de la martingale considérée sont nulles
avec une probabilité strictement positive alors la vitesse de dispersion de celle-ci peut étre

arbitrairement lente.

A présent, supposons que le systéme dynamique (2, F, u, T) soit ergodique et d’entropie
infinie. Le prochain résultat est I’analogue du théoreme 11 pour les accroissements d’une
martingale dont les sommes partielles admettent des densités par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R.

Théoréme 12 Soit (a,)n,>0 une suite de réels positifs qui décroit vers zéro. Pour toute
constante positive L suffisamment grande, il existe une variable aléatoire f dans L*(u)
qui satisfait les conditions suivantes :
— les variables aléatoires {S,(f); n > 1} ont des densités par rapport d la mesure de
Lebesgue sur R et la densité de f est bornée,
~ le processus stationnaire (f o T*);>o est une suite de type AMF,
— il existe une suite strictement croissante (ng)r>o0 d’entiers, une suite (px)r>o0 de réels

strictement positifs qui converge vers zéro telles que pour tout k > 0,

(3.5) iﬂ <Snk7(f) € [_pkapk]> > L

pr \o(f)v/m
et
(36) sup |Fnk (f? m) - (I)(.I)l = Qny -

z€R

L’inégalité (3.5) montre que le processus (f o T¥);>¢ ne satisfait pas le TLL. En effet, dans
le cas contraire, on aurait
ENLI

—>+00

Pk U(f\/n_k
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ce qui contredirait (3.5) pour L suffisamment grand. Ainsi, les hypotheses du théoréme 8 de
Gnedenko [31] ne suffisent pas pour obtenir le TLL pour les accroissements d’une martin-
gale. En ce qui concerne le résultat sur la vitesse de dispersion d’une classe de martingale
établi par T. de la Rue [12], nous ne savons pas si la construction de la martingale S, (f)
que nous donnons dans le théoréme 12 peut étre adaptée pour souligner (comme dans le

cas discret) 'importance de I’hypothése (3.4) sur les variances conditionnelles.

3.3 Démonstrations

Preuve du théoréeme 11

Construction de la martingale

Pour construire la fonction f, nous avons besoin du résultat suivant qui est un cas par-
ticulier d’un résultat plus général que l'on peut retrouver dans l'article de del Junco et
Rosenblatt [18]. Considérons le systéeme dynamique (X, S,v,S) ou (3,8, v) est un espace
de Lebesgue et S est un automorphisme de ¥ qui préserve la mesure de probabilité v. Nous
dirons que le systeme dynamique (X, S, v, S) posséde un élément (¢, N)-invariant s’il existe
un réel € > 0, un entier N > 1 et un élément A de S tels que ¥(AAS ™A) < ev(A) pour
tout entier 0 < n < N.

Lemme 8 (del Junco et Rosenblatt (1979)) Pour tout ¢ > 0, tout N dans N et tout

x dans 0, 1], il existe un élément A de S qui est (¢, N)-invariant et qui vérifie v(A) = x.

D’apres la version unidimensionnelle du lemme 2 du chapitre 1 (voir aussi Lesigne et Volny
[63], lemme 3.8), il existe deux sous-tribus T-invariantes B et C de F et une fonction B-
mesurable g définie sur  telles que le processus stationnaire (g o T*);>¢ soit une suite de
variable aléatoire i.i.d. de moyennes nulles et dont la loi commune est portée par {—1,0,1}
et telles que le systéme dynamique (€2, C, ue,T') soit apériodique.
Nous allons appliquer le lemme 8 au systéeme dynamique (£2,C, uc,T') (en réalité, le fait
que (Q,C, pc, T) soit apériodique permet d’établir ’existence d’un élément (e, N)-invariant
dans C en utilisant uniquement le lemme de Rokhlin). Pour tout entier k positif, on fixe
Np dans N, ¢, > 0 et d > 0 de sorte que

— la suite (ex)k>0 soit décroissante vers zéro,

— la suite (Ng)r>o soit croissante vers I'infini,

— la suite (dy,)r>0 satisfasse ;20 dy, < 1.

D’apres le lemme 8, pour tout entier k positif, il existe A, dans C tel que

(37) ,U,(Ak) =d, et V0<n<N, /,L(AkAT_nAk) < epdp.
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Notons .
A=JAec
k=0
et

f=gla e L2Q).

On remarque que 0 < u(A) < 1. De plus, la loi de la variable aléatoire f n’est pas dégénérée
puisque
u(f ==£1) = p(A%)u(g = £1) > 0.

D’autre part, en utilisant I’indépendance des tribus B et C, on voit que pour tout entier k
positif,
E(foT*|Fi)=0 ps. ot Fr=o0(goT?;j#k)VC.

En particulier, le processus stationnaire (f o T*)x>0 est une suite de variables aléatoires de
type AMF dont la loi commune (non dégénérée) est portée par {—1,0,1}.

Le théoréme limite local

Soit k un entier positif fixé. Pour tout entier 1 <n < Ni, on a

n—1

(3.8) () T7*Ar C{Sa(f) = 0}

=0

ou S,(f) est le processus de sommes partielles défini par (3.1). D’apres les hypotheses
définies par (3.7), on a

n—1 n—1
7 (Ak\ ﬂ T_iAk) <u <U (Ak\T_iAk)> < Ny e di,
soit

n—1

=0

En combinant cette derniére inégalité avec l'inclusion (3.8), on obtient
p(Sa(f) = 0) = di(1 — Niey).

Soit (pk)k>0 une suite de réels positifs qui décroit strictement vers zéro. Pour tout entier
k > 0, on choisit ¢ suffisamment petit de sorte que Nyer < pg. Ainsi, pour tout & > 0 et
tout 1 < n < Ny,

(3.9) p(Sn(f) = 0) > di(1 — pr).
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Soit (nk)k>0 une suite strictement croissante d’entiers positifs satisfaisant la condition

:;’3 an, < 1/2. Pour tout entier k positif, nous faisons les choix suivants :

Nk =Nk, Pr— Q_k_l et dk = 2ank.
D’apres (3.9), on obtient pour tout entier k > 0,
(3.10) (S (F) = 0) > 2(1 = 27 V)ap, > an,.

Ainsi, la convergence de la suite (u(S,(f) = 0))n>1 vers zéro (qui est une conséquence du

théoreme de Billingsley-Ibragimov) est arbitrairement lente.
La vitesse de convergence dans le théoréeme limite central

Soient y > 0 et z < 0 deux nombres réels et soit k un entier positif. D’apres 'inégalité
(3.10), on a

any, < (S (f) = 0) < |Fo (F9) — Fu (f, )1

En utilisant I'inégalité triangulaire, on déduit
A, < 25U [Fo (f, 2) — @(z)| + |@(y) — B(2)]-

Finalement, y et z étant arbitraires, on conclut

an
sup |Fp, (f,z) — ®(x)| > 7’“

Ce qui acheve la preuve du théoreme 11. ([

Preuve du théoréme 12

Construction de la martingale

Puisque le systéme dynamique (2, F, u,T) est supposé ergodique et d’entropie infinie, on
a la version suivante du lemme 3.8 de l’article de Lesigne et Volny [53].

Lemme 9 [l existe deuz sous-tribus T-invariantes B et C de F et une fonction B-mesurable
g définie sur €} telles que
— les tribus B et C soient indépendantes,
— le processus stationnaire (g o T")x>o soit une suite de variables aléatoires i.i.d. dont
la loi commune admet pour densité la fonction 1_y 19+ L1721,
- le systéeme dynamique (Q,C, pue,T) soit apériodique (i.e. pour tout élément non nul k

de 7 et pour pc-presque tout w dans 2, on a T*w # w).
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La démonstration du lemme 9 est donnée en annexe.

Soit (pk)k>o0 une suite de nombres réels strictement positifs telle que

“+o0
(3.11) Y m=1
k=0

et soit (N )k>o une suite croissante d’entiers strictement positifs dont le plus grand diviseur
commun est 1. D’apres le théoreme d’Alpern [2], il existe une suite (Fy)g>o d’ensembles
C-mesurables telle que la famille {T%F}, 0 < i < N, — 1, k € N} soit une partition de Q
et telle que u(Fy) = pr/Ny pour tout entier k > 0. Soit (dy)g>o une suite de nombres réels

strictement positifs qui converge vers zéro. Notons

Nk—l
(3.12) G.= |J T'F,
=0
+o0
(3.13) h=>Y dilg,,
k=0
et
(3.14) f=gheL®)

ou g est la fonction fournie par le lemme 9. Comme dans la preuve du théoréme 11, en
considérant les tribus Fr = o(goT7; j # k) V C, on voit que (f o T*);>o est une suite de
type AMF.

Les densités des sommes partielles

Nous allons voir que pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S, (f) définie par (3.1) ad-
met une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. Soit P la partition {Gg, Gy, ...}
de €2 et soit n > 1 un entier fixé. Considérons la partition de €2 suivante

n—1
Po=\/T7P
=0
et fixons A dans P,. Il existe des entiers positifs ro(A),r1(A),...,rn—1(A) tels que

n—1
A= ﬂ T_jGTj(A).

J=0

Pour tout réel z, posons

Fa(Sn,z) = p(AN{Su(f) <a}) et Fo(z) = p(Sa(f) < 2).
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Soit 0 < j < n fixé. Dans toute la suite, Iécriture d;(A) désignera la constante d,, (4.
Puisque f(T?w) = d;(A)g(T?w) pour tout w dans A, on vérifie que pour tout réel z,

n—

Aﬁ{Sn(f)Sx}:Aﬂ{ dj(A)goTjgx}.

1
§=0

En utilisant I'indépendance des tribus B et C, on déduit que pour tout réel z,
n—1
Fa(Sn,z) = pn(4) p (Z dj(A)goT’ < ar) :
=0

La fonction de répartition de g est dérivable en tout point de R sauf-1,-1/2,1/2 et 1. Par
conséquent, la fonction F4(S,,.) est dérivable sur R sauf en un nombre denombrable de
points. Soit z < 0 un nombre réel fixé. Puisque la suite (d)r>0 converge vers zéro, il existe
seulement un nombre fini d’ensembles A dans P, tels que pu(A) > 0 et Z?;Ol d;j(A) > —uz.
Par conséquent, la somme

Fu(z) = ) Fa(Sn,x)

A€Py,
contient seulement un nombre fini de termes non nuls. On en déduit alors que la fonction de

répartition F,, de S, (f) est dérivable sur R* sauf en un nombre dénombrable de points. En
utilisant la symétrie de la densité de g et I'indépendance de la suite (g o T*);>0, on obtient
la dérivabilité de F}, sur R sauf en un nombre dénombrable de points. Par conséquent, pour
tout entier n > 1, la variable aléatoire S, (f) admet une densité par rapport & la mesure

de Lebesgue sur R.

A présent, nous allons voir que la densité de la variable aléatoire f (ou S;(f)) est bornée.
Considérons la fonction de répartition F; de f. Soit = un réel fixé, d’apres 'indépendance
des tribus B et C, on a

Fi(@) = 3 u(Gi N {deg < })

k=0
+oo
=) 1(Gr) pldrg < )
k=0
+oo
= prpldeg < z).
k=0
De plus,
(1 if 2>y
L if <z <d
pdg <z)=4 5 if ~F<z<F
o if —dy<z<-%
L 0 if < —dy.
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Soient L1 et Ly deux constantes strictement positives telles que Ly > L;. Dans toute la

suite, pour tout entier £ > 0, on choisit

V2

g — pr/L1 sik est pair
ke pr/La sik est impair.

On notera que la condition (3.11) est vérifiée et que la fonction f définie par (3.14) dépend
des constantes L; et Ly. De plus, si on pose

€1 = Zpgj et ¢ = Zpgﬁ-l

J=0 j20

alors la variance de la fonction f est donnée par
(3.15) o2(f) = (4
’ 12\L2 L3
Si x > dy alors z > dj, pour tout entier £k > 0 et par conséquent

+oo
z)=) pi=1
j=0

Si0 < z < dy alors il existe un unique entier impair k£ = k() tel que dy2 = di/2 < z < dj,
et un unique entier pair [ = [(x) tel que dj19 = d;/2 < x < d;. Ainsi,

“+o0o
pj
> oy pldajag < x) = ] + > p
j=0 §<k—1 §>k+1
j impair j impair
et
+oo
Zp2jﬂ(d2jg§$) = —+«’E—+ Z Dj-
7=0 i<i-1 Jjzl+1
J pair J pair

Par conséquent, la fonction de répartition F) est dérivable en tout point x > 0 distinct de
do, dq, ds,... Puisque F} est symétrique, on en déduit qu’elle est dérivable sur R sauf en un
nombre dénombrable de points. De plus, on voit que la densité F; de f est alors bornée
par Ly + Ls.

Le théoréme limite local

Pour tout entier n > 1, on pose

b, = 1 (n_l/QSn(g) €[-1,1]).
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D’apres le théoreme limite central pour les variables aléatoires indépendantes, il existe une
constante b > 0 telle que b, > b > 0 pour tout n suffisamment grand. De plus, il existe
une suite strictement croissante (n)x>o d’entiers telle que pour tout k > 0,

ou pr = di/o(f). Soit k > 0 un entier fixé, choisissons NV, tel que N > 2ny; et notons
Ni—nyg

U T'F, C Gy,
=0

et

np—1

Ek = {w € ék, n;l/z Z f(TzOU) - [—dk,dk]}.
i=0
Pour tout ¢ dans {0,...,ny — 1}, on a Tiék C Gy et h(T'w) = d}, pour tout w dans ék En
utilisant la définition (3.14) de la fonction f, on voit que

nep—1

E, = {w € Gy; n;1/2 Z 9(T'w) M(T'w) € [—dy,dr]}
i=0
nE—1

= {w€ Gi;n, " Z dy g(T'w) € [—dy, di]}
i=0
nE—1

={weGrin* Y g(Tw) € [-1,1]}.

=0

D’apres l'indépendance de B et C, il vient
i (n 250 (£) € [di b)) > u(Ex) = p(Gi) by > (Gi) b

Or, on sait que

Ainsi, on déduit
1 _ b
ot (me S 1) € [ di]) >
dg
En utilisant (3.15), on obtient
L ( Sw(f) > by vTbp ( >1/2
—p (2 g ] ) > e + .
i (U(f)\/n_k [=pe ] )= 4/3d, L2

Par conséquent, si k£ est impair, on a
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Finalement, en choisissant Ly suffisamment grand, on obtient pour tout entier impair & > 0,

1 Sy (f)
(3.17) ol (W € [—Pk,Pk]> > L.

La vitesse de convergence dans le théoréeme limite central

Rappelons que ® et ¢ désignent respectivement la fonction de répartition et la densité de

la loi normale standard. Soit k& > 0 un entier impair fixé, en appliquant (3.17), on obtient

Lo, < p (;};7% € [_Pk,Pk])
= |Fnk(f,pk) - Fnk(f; _pk)l
< 2sup |Fny (f,2) — @(2)| + |@(pk) — D(—p1)]

< 2sup|Fp, (f,z) — ()| + 2p1¢(0),
d’ott
sup |, (f,2) — @(x)| > (L/2 — ¢(0)) o

En choisissant L suffisamment grand et en utilisant 'inégalité (3.16), on obtient que pour
tout entier impair k£ > 0,
sup |Fnk(fa .23) - (I)(x)| > Qny, -

Ce qui acheve la preuve du théoreme 12. O






Chapitre 4

Une application statistique des

inégalités de Kahane-Khintchine

Dans ce chapitre, nous donnons une application des inégalités de type Kahane-Khintchine
établies dans le chapitre 2 au travers de I’étude d’un modele de régression non paramétrique
lorsque les erreurs sont données par un champ de variables aléatoires dépendantes.

4.1 Quelques inégalités exponentielles

En utilisant 'inégalité de Markov et la définition (2.2) de la norme de Luxemburg, nous
allons voir que les inégalités de type Kahane-Khintchine établies dans le chapitre 2 four-
nissent de nouvelles inégalités exponentielles. Rappelons que pour tout ¢ > 0, on a posé
hq = (1 - Q/Q)l/q ]1{0<q<1}-

Théoréme 13 Soit (X;);cze un champ de variables aléatoires réelles de moyennes nulles.

S’il existe un réel 0 < g < 2 tel que pour tout i dans Z2, la variable aléatoire X; appartienne

a Ly, alors pour toute partie finie I' de 72 et tout réel x positif,
x

-y P( 25> x) <+ e {_ <M1<q)<zier by (X)) *hq>q]'

i€T
Si pour tout i dans 7%, la variable aléatoire X; appartient & L>®(P) alors pour tout réel
0 < g < 2, toute partie finie T de Z? et tout réel = positif,

x

(42) P( 2% >~’”> : (1+6hg)e"p[‘ (M2<q><ziepbi,oo(X>>l/2 +"q)q]

i€l
ot My(q), Ma(q), big(X) et bioo(X) sont les constantes strictement positives introduites

dans le théoréme 3 du chapitre 2.

69
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Remarque 5 Le théoreme 13 reste valable si on remplace respectivement les constantes
big(X) et b; oo (X) par b; ,(X) et b; o(X) définies dans le corollaire 1 du chapitre 2 par les
égalités (2.13) et (2.15).

Pour tout champ aléatoire (Y;);cz¢, on notera respectivement G;(Y) et G;(Y) les tribus
0(Y;; J <iezx 7) €t 0(Yj; J <iez 7). Rappelons qu'un champ aléatoire (X;);cza est de type
AM relativement au champ aléatoire Y si pour tout 7 dans Z¢, la variable aléatoire X; est
mesurable pour la tribu G;(Y) et si E(X;| Gi(Y)) = 0 p.s. Nous dirons qu’un champ aléatoire
(W;);eza est Y-prévisible si pour tout 7 dans Z¢, la variable aléatoire W; est mesurable pour

la tribu G;(Y). Le théoréme 4 du chapitre 2 fournit les inégalités exponentielles suivantes.

Théoréme 14 Soit (X;);cze un champ aléatoire de type AM relativement & un champ
aléatoire Y et soient (W;);cza et (Z;);cza deux champs aléatoires Y -prévisibles tels que les
variables aléatoires Z; soient positives. S’il existe un réel 0 < q < 2 tel que pour tout 7

dans 72, la variable aléatoire Z; appartienne a Ly, €t
Wi<X; <Wi+Z; ps.

alors pour toute partie finie T' de 72 et tout réel x positif,

(4.3) ]P’< ZXi > w) < (1+ €M) exp {_ <D(q) (ZierﬁZiHiﬂ(q))l/? + hq) }

i€T
S’il existe une famille (¢;);cze de constantes positives telles que Z; < ¢; p.s. alors pour toute

partie finie I' de Z% et tout réel x positif,

(4.4) P( ' >”3> = 2o (‘W>

ot D et D(q) sont les constantes strictement positives introduites dans le théoréme 4 du

chapitre 2.

L’inégalité (4.4) est essentiellement connue (voir Hoeffding [38], Azuma [3], van de Geer
[72]). En revanche, I'inégalité (4.3) est nouvelle car elle suppose seulement que les variables
aléatoires Z; aient des moments exponentiels finis.

Dans le théoreme 14, nous avons considéré un champ aléatoire de type AM. Nous allons
maintenant examiner un cas plus général. Nous dirons que deux éléments k et [ d’une
partie finie I de Z? sont respectivement le sommet et la base de T si pour tout i dans T,

onal Slem 1 Slez‘ k.

Théoréme 15 Soient I' une partie finie de Z* et Y un champ aléatoire donné. Notons
respectivement k et l le sommet et la base de ', supposons que Xy soit une variable aléatoire

mesurable pour la tribu Gy(Y) et indépendante de la tribu Gi(Y) et considérons (W;);cza
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et (Z;)ieza deux champs aléatoires Y -prévisibles tels que les variables aléatoires Z; soient
positives. S’il existe un réel 0 < q < 2 tel que pour tout i dans ', la variable aléatoire Z;

appartienne a Ly, = et
W; < E(Xy|Gi(Y)) < Wi+ Zi p.s.

alors pour tout réel x positif,

q
q xz
(45)  P(Xe~ BCG)[ > 2) < (1+ ) exp | - wn) ]
D(@) (Ser 12, )72
S’il existe une famille (¢;);cza de constantes positives telles que Z; < ¢; p.s. alors pour tout

réel x positif,

72
ot D et D(q) sont les constantes strictement positives introduites dans le théoréme 4 du

chapitre 2.

L’inégalité (4.6) est essentiellement celle démontrée par van de Geer [72] tandis que I'inégalité
(4.5) couvre le cas ou les variables aléatoires Z; ont seulement des moments exponentiels

finis.

Remarque 6 Le théoreme 15 généralise I'inégalité exponentielle pour des fonctions de
variables aléatoires indépendantes établie par McDiarmid [55]. En effet, soit I' une partie
finie de Z¢ et soit (Y;);czs un champ de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans un
espace mesurable ). Notons |T'| le cardinal de la partie I" et considérons 1'unique bijection f
définie sur A = {1, ..., |T'|} & valeurs dans T telle que f(z) <i.r f(y) dés que z < y. Notons
respectivement k et [ le sommet f(|T'|) et la base f(1) de la partie I'. Soit 0 < ¢ < 2 fixé
et soit g une fonction réelle définie sur Y!'! telle que pour tout ¢ dans A et tout couple
(Yra), y}(i)) dans )?, il existe une variable aléatoire positive Z; appartenant & Ly, telle

que
(4.7) 9(Y2, - Yr@ys - Ya) — 9(Yi, ..,y}(i), YR < Z; p.s.
Posons X; = g(Y') = 9(Y1, .., Y3i), -., Yx) et notons pour tout 7 dans A,

Wi = inf E(9(Y, -, Yi-1), 4, Yy, - Yi)| Gri(Y)),

W; = sup E(g(V3, .., Y1), ¥, Y5(i41)s - Yi)| éf(i) (Y))-
Y

De par 'indépendance des variables aléatoires (Y;);cz¢, les variables aléatoires W; et W;
sont mesurables pour la tribu G;;)(Y). De plus, on a W; < E(Xy| Gy (Y)) < W; p.s. et
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d’apres (4.7), on a W, — W; < Z; p.s. pour tout 7 dans A. L’inégalité (4.5) entraine alors

que pour tout réel x positif,

P(lg(Y) ~ B(g(¥))| > 2) < (1+¢" )exp[—<D(q)(E VA )1/2+hq> |
el (g

Dans la section suivante, nous allons utiliser les inégalités (4.1) et (4.2) pour 1’étude d’un

modele de régression non paramétrique lorsque les erreurs sont données par un champ de

variables aléatoires dépendantes.

4.2 Un modele de régression non paramétrique

Soit (Yi)ieq1,...,.n}a des données générées par le modele suivant
(4.8) Y =g(i/n) +e;, i€{l,..,n}?

ol g est une fonction réguliere inconnue et (&;);c(1, . 53¢ est un champ de variables aléatoires
réelles de moyennes nulles. On dit que K est un noyau de probabilité sur R? si K est une

fonction réelle définie sur R? telle que

K(u)du =1, / uK(u)du =0 et / uw? K (u)du < +oo.
Rd R4 Rd

On estime la fonction inconnue g par ’estimateur a noyau g,, défini pour tout réel z dans

[0, 1]¢ par
Z YK( Z/">

ze{l

gn(m

ol (hyn)n>1 est une suite de nombres réels posmfs qui converge vers zéro et K est un noyau
de probabilité défini sur R?.

Pour tout B > 0, on note C?(B) I’ensemble des fonctions réelles deux fois continiiment
différentiables sur |0, 1[¢ telles que

sup max |D <B
sup ma Da(f)(o)

avec
olel

Da(f)zm

d
et My ={a=(a); €N; | :Zai <2}

Nous faisons les hypotheses suivantes :
A1) 1l existe une constante B > 0 telle que g appartienne & C*(B).

A2) Le noyau de probabilité K est borné, symétrique, positif, & support compact et deux
fois continument différentiable.
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Rappelons que 3(q) = 2q/(2 — q) pour tout 0 < ¢ < 2 et gardons a Desprit les définitions
(2.5), (2.7), (2.13) et
tout réel 0 < ¢ < 2.

(2.15) des nombres réels b; 4, b o, b,q et bZoo pour tout ¢ dans Z¢ et

Théoréme 16 Supposons que les hypothéses A1) et A2) soient satisfaites. Soit (0u)n>1

une suite de nombres réels strictement positifs telle que

Qn

(4.9) lim a,h? =0 et lim

=0.
n—-+oo n—+oo 1 hd+1

1) S’il existe un réel 0 < q < 2 tel que la variable aléatoire €; appartienne Ly, pour
tout i dans 72 et

1/2
: (log n)"/? _
(410) nl—l)I—il—loo (07 W Z bi’q(g) =0
ie{l,..,n}d
alors pour tout réel x dans [0, 1]¢,
(4.11) 0ula(2) — (@) 225 0

De plus, la convergence a lieu uniformément sur C*(B).
2) Siles variables aléatoires (&;);cze appartiennent ¢ L°(P) et si
1/2

) Vlog n
(4.12) lim «, bi 0o (€) =0
n—r—+o0o (nhn)d Ze{lzn}d

alors la conclusion (4.11) reste valide.

En utilisant I'inégalité de Serfling [67], on déduit le résultat suivant lorsque les erreurs sont

données par un champ aléatoire réel ¢-mélangeant.

Corollaire 3 Le théoréme 16 reste valide si ’on remplace la condition (4.10) par

1/2
: (log n)"/ 7 _
(4.13) i o, byt D bigle) =0,
ie{l,...,n}e
ou la condition (4.12) par
1/2
V1 ~
(4.14) lim o Y22 LS Bile)| =0

ie{l,...,n}d

Lorsque le champ aléatoire (&;);cz¢ est stationnaire, nous obtenons la formulation suivante.



74 CHAPITRE 4. UN MODELE DE REGRESSION NON PARAMETRIQUE

Corollaire 4 Supposons que le champ aléatoire (&;);cza soit stationnaire et soit (an)n>1
une suite de nombres réels strictement positifs qui satisfait la condition (4.9). La conclusion
(4.11) du théoréme 16 reste valide si l'une des deuz conditions suivantes est satisfaite :

— Il eziste 0 < g < 2 tel que la variable aléatoire €y appartienne & Ly, .,

: (log n)*/4
lim e’ =0
n—1>I4I-100a (\/ﬁhn)d
et
2
(4.15) D H,/|ng|,c|(ao)|H <400 ou Y \/been(lk]) < +o0,
eV Ve kezd
— La variable aléatoire gy appartient ¢ L (P),
lim a, 08" _
n—+oo " (\/ﬁhn)d -
et
(4.16) D llekBw(eo)llo < +00 0w > oo (|E]) < +o00.
keVy kezd

Laib [50] a étudié le modele (4.8) lorsque les erreurs sont données par une suite (&;);cz
d’accroissements d’une martingale. Le théoreme 16 et les corollaires 3 et 4 étendent les
résultats de Laib [50] dans plusieurs directions. Hall et Hart [35] ont étudié le méme modele
lorsque les erreurs sont données par une suite stationnaire (g;);cz de variables aléatoires
réelles de moyennes nulles et de variances finies. En particulier, ils ont montré que la
vitesse optimale de convergence en probabilité de g,(z) vers g(z) est de I’ordre n—2/5 si
h, = n~ /% et si la série de terme général E(eye;) converge absolument. Bosq [9] a établi
la convergence presque-siire de g,(z) vers g(z) avec la vitesse n™® pour un certain 3 dans
I'intervalle ]0,1/3[ lorsque les erreurs (&;);cz forment une suite a-mélangeante et lorsqu’il

existe a > 0 et /2 <v <1/2— [ tels que h, = an™".
4.3 Démonstrations

Preuve des théorémes 13 et 14

Soit 0 < ¢ < 2 fixé. En utilisant I'inégalité de Markov, on peut majorer la probabilité
P(|Sr| > x) pour tout réel z > 0 par

T 1 |SF| 1
exp | — 7+h>}Eexp[< +h>]
[ <||5r||¢q ! 1Srlly,
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olt Sp = ) ,.r X;. Par définition de la norme de Luxemburg ||.||,;, , on obtient

q
P(|Sr| >z) < (1 —l—ehq) exp [— (||5:||¢ —|—hq> }

Enfin, on conclut en utilisant les inégalités (2.4), (2.6), (2.17) et (2.18) établies dans les

théoremes 3 et 4 du chapitre 2. Ce qui achéve la preuve des théoremes 13 et 14. O
Preuve du théoreme 15

Notons |I'| le cardinal de la partie finie I" et considérons 'unique bijection f définie sur
A ={1,.,|T'|} & valeurs dans I telle que f(z) <je; f(y) dés que x <., y. Pour tout 7 dans
A, on note

Xi = E(Xx| G (Y)) — E(X| Gy (Y))

ou k est le sommet de T' et §f(0) (Y') désigne la tribu Gy1)(Y). Clairement, la variable
aléatoire X; est Gy(;)(Y)-mesurable et E(X;| ij(i,l) (Y)) = 0 p.s. Puisque par hypothese,
E(Xy| Gr1)(Y)) = E(X4) p-s, on vérifie que

Ir|
X, — B(Xy) =) X
=1

D’autre part, pour tout ¢ dans A, on a
Vi = Wy — B(Xk| G 1)(Y)) < Xi < Wiy + Zy) — B(X| Gr (V) = Vi + Zy)-
On acheve la preuve du théoreme 15 en appliquant le théoréme 14. O
Preuve du théoréeme 16
Soit  un élément du cube [0, 1] et soit n un entier strictement positif. Notons
By(z) = Ega(z) —g(z) et Va(z) = gn(z) — Ega(z).

Plus précisément,

Be) =y & 9mK (T50) <ot

ie{l,...,n}d
1 z—1i/n
(@) = Ghyt >, ¢ ( hn
ie{l,...,n}9

Pour tout i dans A,, = {1, ...,n}¢, on pose

o ()




76 CHAPITRE 4. UN MODELE DE REGRESSION NON PARAMETRIQUE

Soit A un réel positif. Supposons qu’il existe un réel 0 < g < 2 tel que la variable aléatoire

&; appartienne a Ly, . pour tout ¢ dans A,. Dans ce cas, 'inégalité (4.1) entraine

e e ) |

ou M(q) = Mi(q)sup, K(u) < +o0. Si la variable aléatoire ¢; appartient & L>(IP) pour

(417)  Plan|Va(@)] > A) < (1+ €M) exp [_ (

tout 7 dans A,, alors I'inégalité (4.2) entraine

(4.18) Plan [Va(2)| > A) < 2exp {_ < M (2)%((271:}: ij?)i,oo(s))W)z]

ot M'(2) = My(2)sup, K(u) < 4+o0o. En combinant (4.10) et (4.17) ou bien (4.12) et
(4.18), on obtient pour tout réel A > 0,

ZP(an|Vn(w)| > A) < +o0.

n>1

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, on conclut

(4.19) o | Vi ()] —22— 0.

n—-+o0o

Il nous reste & montrer

p-S.

Dans un premier temps, montrons qu’il existe deux constantes a > 0 et b > 0 telles que

1 T—Uu a
4.21 Egn(z) — — K du| < ——
421) Bonte) = [ ot K (5 ) ] < i
et
1 T—u
(4.22) ‘/[om g(u)ﬁK< - )du—g(m) < bh2.

Notons pour tout entier n > 1 et tout z dans [0, 1]¢,

1 T —1Uu
I, = — K du.
(@) /[ G ( - ) u

Soit u dans [0, 1] fixé et notons f(u) = g(u)7r K (%) Pour tout ¢ dans A,,, on considere

}id—l z‘d]
X ,— .
n n

le cube

11—1 194
— | X
n n

Ri/n = :| ’
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On a

D’autre part, notons G(u) = h,_%(u) et ¢.(u) = (z — u)/h,. On vérifie que pour tout
élément v de [0, 1]¢,

—_

A 0 ) w)®) = =5 0> 2K (4, ().

En utilisant les hypothéses A1) et A2) et en notant que
df (u) = G(u)d(K © ¢5)(u) + (K 0 ¢)(u)dG(u),

on conclut qu'’il existe a > 0 telle que sup,,¢(o 11 [|df (v)|| < ahn (@1 Ainsi,

Bgn(2) = L(2)| = | Y n(f(i/n) - f(c))]

ie{l,...,n}d
< sup ldf@) DS n~li/n— el
UE[O71]d i€{17~~'7n}d
a
—(d+1)
S hd+1 Z n
n ie{l,---,n}d
o a
_W

ou on a utilisé le fait que ||i/n—c¢;||ooc < 1/n pour tout i dans A,,. Ce qui fournit I'estimation

(4.21). Pour démontrer I'inégalité (4.22), on remarque que

1

L@ = [ e

n

K (¢2(u))du

B . iK J, -1 d
/zsz([o,l]d)g(% W) 72K W) T2 (y)ldy

n

_ / oz — yha) K (y)dy
¢2([0,1]¢)
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oll ¢, est le diffSomorphisme défini pour tout u dans R? par ¢,(u) = (z—u)/h, et |J. 519
est le déterminant de la matrice jacobienne de ¢! au point y. D’aprés la formule de Taylor,

il existe ¢ dans l'intervalle [z — yh,,, z] tel que

9(z — yha) = g(x) + hadg(z)(y) + hidag(c)(y)

ou
d

9y
dg(z)(y) = 5p. (L)Y et dag(c) ZZ &C 835 €)Yiy;-
7 ? J

=1 =1 j=1

Puisque dag(x) est bornée et K est un noyau positif et symétrique (cf. A1) et A2)), on a

/R L d9(@)(y)K(y)dy =0 et /R dag(e)(y)K (y)dy < +oo.

Par conséquent, il existe b > 0 telle que |I,(z) — g(z)| < bh2. Ce qui fournit ’estimation
(4.22). Ainsi, pour tout entier n suffisamment grand et tout z dans [0, 1]¢,

|Bn(z)| < (aVb) ( h%i"'l —l—h2>

On déduit alors (4.20) de 'hypothese (4.9). D’autre part, toutes les estimations que nous
avons utilisé sont valables uniformément pour tout = dans [0, 1] et toute fonction g dans

C%(B). Ce qui achéve la preuve du théoreme 16. O
Preuve du corollaire 3

Le corollaire 3 est une conséquence immédiate des inégalités (2.29) et (2.30) établies dans
la preuve du corollaire 1 du chapitre 2. O

Preuve du corollaire 4

Soit n > 1 un entier et soit 0 < ¢ < 2 un réel. Il suffit de remarquer qu’en utilisant la

stationnarité du champ aléatoire (g;);cz4, on a pour tout ¢ dans {1,...,n}¢,

bia(e) = leoll?,, + Z |/1exBine0)]

B(Q)
bico(€) = lleoll% + Z ||skE|k|<eo>||oo,
keVy
big(e) = lleoll?,,, | 1+ D(@) D y/bwoi(k]) | ol D(g) >0,

keVy

bigo(e) = lleollZe | 142D dooa(JKl)

keVy

Le corollaire 4 est alors une conséquence directe du théoreme 16 et du corollaire 3. O
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Nous démontrons ici le lemme 4 que nous avons utilisé dans le chapitre 2 pour établir des

inégalités de type Kahane-Khintchine ainsi que le lemme 9 du chapitre 3.
Preuve du lemme 4 du chapitre 2

Soit 8 > 0 un réel fixé. Pour tout réel positif z, on a

Yp(x) = pp(z + hg) — @g(hg) on @s(x) = exp(a”).

Dans un premier temps, nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition 2 Soient K > 0 un réel fizé et Z une variable aléatoire réelle définie sur

Despace probabilisé (Q, F,P). S’il existe une constante ¢ > 0 telle que
(A.1) Eps(|Z]/c) < K +1

alors il existe une constante universelle Ag(K) > 0 qui ne dépend que de (B et de K telle

que
121l
c > Ag(K)su .
= ﬁ( )p>12) pl/ﬂ
En effet, ’hypothese (A.1) est équivalente a
+o0 Bk
L (11Z]sx
— < K.
Z k! ( c -
k=1

Par conséquent, si £ > 1 est un entier fixé, on a

1 (11Z]lx \*
— < K.
k! ( c

Ce qui entraine

| Z || gx 1Z]| g
(A.2) ¢z K1/Bk (k1)1/6k 2 KV/B (k!)1/Bk

79
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Soit p > 2 un réel fixé. Si 2 < p < 3, I'inégalité (A.2) fournit pour k = 1,
1 1
oo 12l _ (2N 1Z1s o (2 121
=xgis - \k) s =\K) pup

Dans le cas contraire, il existe un entier k > 2 tel que S(k — 1) < p < Bk et l'inégalité
(A.2) entraine

121l _ Bk —1)YP

c> Ag(k)— ou Ag(k)= K1/B(J1)1/8k

oi7P > 0.

De plus, en utilisant la formule de Stirling, on a

1/B
Aﬂ(k') k:ﬁ+oo> (6},\({5> > 0.

Ainsi, il existe une constante Zg(K ) > 0 qui ne dépend que de 5 et de K telle que
Ag(k) > Ag(K) > 0 pour tout entier k > 2. Par conséquent, on obtient

7 21l
c> Aﬂ(K) pl/ﬂp.

Finalement, en choisissant
A5(K) = min (A5(K), (2/K)"?),

on conclut que pour tout p > 2,

12|,
Ce qui achéve la preuve de la proposition 2. O

Soient [ un réel strictement positif, Z une variable aléatoire définie sur €2 et ¢ > 0 une

constante telle que
Evyg(|Z]/c) < 1.

Autrement dit, on a

Eps(|Z|/c) <1+ pp(hg).

D’apres la proposition 2, il existe une constante universelle Ag > 0 qui ne dépend que de
B telle que

Ainsi,
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A présent, il reste & montrer que pour tout 8 > 0, il existe Bz > 0 qui ne dépend que de

[ telle que pour toute variable aléatoire Z,

121l

IZ1ls, < Bysup '

Soient 5 > 0 un réel et Z une variable aléatoire définie sur 2. Posons

||Z||
Ss(Z) = su P
ﬁ( ) p>12) pl/ﬂ

Pour tout réel B > 0, on a

Z] + L ([ Z]lgx o
FE ———+h — h
vs <BSg(Z)+ p) <1+ 23 \BSy(z) "
(2/8] Bk Bk
L (N Z]Is L (1 Z]lgx
<1 — h — h
= +Zk_1 Kl (BSg e +k>2[2/m WA\ BSs2) "
[2/8] Bk Bk
1 ||Z||3 ) 1 < 1Z]|gx )
<1+ —< + — + hg
| |
Zk:l M\ BS,;(Z o \BSs(2)
(2/8] l/ﬁ Bk 1/8 Bk
1 (3 1 ((Bk)
<+ 5 (5 ) + T a(Pg+m)
k=1 k>[2/p]
— F(B).

De plus, en utilisant la formule de Stirling, on a pour k£ au voisinage de l'infini,

) - ()

Ainsi, il existe §5 > 0 qui ne dépend que de [ tel que

/8 ok
Z %((ﬁgﬂl +h§) < +o0.

k>[2/8]

Par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim F(B) = ws(hg).

B—+oc0

Par conséquent, la quantité Etz(|Z|/B Sg(Z)) converge vers zéro uniformément en Z

lorsque B tend vers l'infini. Il existe donc une constante Bs > 0 qui ne dépend que de 3

telle que
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Finalement, par définition de la norme de Luxemburg, on déduit

_ 121l
12]lys < BsSs(2) = Bg SUp 75

Ce qui acheve la preuve du lemme 4. O
Preuve du lemme 9 du chapitre 3

Nous allons utiliser le théoréme de Sinai relatif qui est contenu dans la proposition 2’
de larticle de Thouvenot [71]. Soient (€2, F, ) un espace de Lebesgue et T un automor-
phisme ergodique de 2. Pour toute partition finie M = (M, .., M}) de ©Q, on note d(M)
le vecteur (u(M), .., (My)). Nous renvoyons le lecteur au livre de K. Petersen [60] pour

une définition de la notion d’entropie que ’on désignera ici par la lettre H.

Théoréme 17 (Théoréme de Sinai relatif) Soient Q une partition de Q et P une par-
tition abstraite finie satisfaisant H(P) + H(Q,T) < H(T) alors il existe une partition R
de Q telle que

— la suite {T"R}icz soit indépendante,

- d(R) =d(P),

- \/J_rz T'R soit indépendante de \/fz T'Q.
Considérons (€2, F, u, T) un systeme dynamique ergodique d’entropie infinie. En utilisant
le théoreme 17, on construit par récurrence une suite { Qs }s>¢ de partitions finies telles que
pour tout s > 0,

— la suite {T"Q, }icz soit indépendante,

H(Q,) =1et O, = {A, A} avee u(4,) = 1/2,
et telles que les tribus {\/fz T Q,}s>0 soient mutuellement indépendantes. Notons By la
tribu engendrée par les partitions {Q,, s > 1}. Par construction, les tribus {T%By}:cz sont

indépendantes. Considérons les deux sous-tribus 7T-invariantes de F suivantes
+o00 +oo
c=\/T'Q e B=\/TB
—o0 —o0

Les tribus B et C sont indépendantes. De plus, il existe une fonction By-mesurable ¢ définie
de Q dans [0, 1] telle que pour tout entier s > 1,

Ay=¢ ' ({z€[0,1]; 2 'z — [2°712] < 1/2})
ou [.] désigne la fonction partie entiere. Soit 9 la bijection définie de [0, 1] dans I'ensemble
[—1,—1/2[U[1/2,1] par

z—1 si0<x<1/2
U(a) = ! /
x si 1/2<z< 1.

La fonction g = v o ¢ satisfait alors les propriétés voulues. O
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